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Principales notations

C=0.577215...
(=)

¢(2,9)

L(2)

Ju(2)

Ny(z)

Y (2)

1,(2)

Ky (2)

Ai(2), Bi(z)

égal par définition

égal en loi

approximativement égal

proportionnel

moyenne sur le désordre

cumulant d’ordre n de la variable aléatoire X
bra et ket de Dirac

partie entiere

fonction de Heaviside

partie réelle

partie imaginaire

complexe conjugué de z

trace

symbole de Kronecker

ensemble des entiers naturels

ensemble des entiers relatifs

ensemble des nombres réels

ensemble des nombres complexes

fonction Gamma d’Euler

dérivée logarithmique de la fonction Gamma
constante d’Euler

fonction zeta de Riemann

fonction zeta de Hurwitz

polynoéme d’Hermite

polynéome de Laguerre ( L,(z) = LY(z) )
fonction de Bessel de premiere espece

fonction de Neumann ou Bessel de seconde espece
fonction de Hankel ou Bessel de troisieme espece
fonction de Bessel modifiée de premiere espece
fonction de McDonald ou Bessel modifiée de seconde espece
fonctions d’Airy



LE-g=
O

S

a,b;c; 2)
a,b; z)

a,b; 2)

M,V(Z)

fonction exponentielle-intégrale

fonction hypergéométrique ( 9 Fy(a,b;c;2) )

fonction hypergéométrique dégénérée ( 1Fi(a;b;z) )

fonction de Tricomi ou fonction hypergéométrique dégénérée de seconde espece
fonction de Whittaker



Introduction générale

Au cours des dernieres décennies, les progrés dans la recherche de nouveaux matériaux ont
amené des développements importants dans la physique des systemes de basse dimension. En
particulier des avancées significatives dans le domaine du magnétisme quantique ont été ac-
complies. Par exemple, la synthese de matériaux magnétiques aux propriétés unidimensionnelles
marquées a amené un renouveau dans le domaine des chaines de spins quantiques. D’autre part
la fabrication de couches électroniques bidimensionnelles a permis une floraison de travaux sur
I'effet Hall quantique entier et fractionnaire.

Sur le plan théorique, ces développements ont suscité un regain d’intérét pour certaines ques-
tions qui, en dehors de ce contexte expérimental, pouvaient étre considérées comme académiques.
Une des questions les plus débattues concerne le role respectif des interactions et de la dimen-
sionnalité. Le fait que la théorie des liquides de Fermi ne soit pas pertinente pour décrire les
systemes unidimensionnels de fermions en interaction intervient notamment dans le contexte de
leffet Hall quantique fractionnaire ou les excitations de bord, décrites comme les excitations

d’un fluide unidimensionnel, jouent un roéle crucial.

Une autre question a trait au désordre : les systémes réels contiennent des imperfections
sous la forme d’impuretés ou de désordre de type structurel. Leur description théorique exige
d’introduire des variables gelées associées au désordre. Un échantillon donné est caractérisé par
une certaine configuration du désordre. Lorsqu’on s’intéresse a des informations statistiques, on
doit donc non seulement effectuer les moyennes statistiques et/ou quantiques usuelles sur les
variables dynamiques, mais aussi des moyennes sur les variables gelées du désordre. Le désordre
peut parfois jouer un role essentiel pour certains phénomenes. Un exemple particulierement
frappant est fourni par le phénomene de localisation quantique (Anderson 1958), (Abrahams,
Anderson, Licciardello & Ramakrishnan 1979) : alors que les fonctions d’onde d’un cristal parfait
sont étendues dans tout le cristal, elles peuvent étre localisées par le désordre dans une région
de taille finie. L’effet est particulierement net dans les systémes unidimensionnels ou tous les
états sont localisés par le désordre (Mott & Twose 1961). Il faut également mentionner 'effet
Hall quantique entier ou le désordre joue un role central (Aoki 1987). La quantification de la
conductivité Hall peut s’expliquer par différents arguments, dont certains de nature topologique,
(Aoki & Ando 1981), (Laughlin 1981), (Stfeda 1982), (Thouless, Kohmoto, Nightingale & den
Nijs 1982), (Avron & Seiler 1985), auxquels doit étre ajoutée 'hypothese de la localisation d’une
partie des états sous 'effet du désordre.

Nous nous intéresserons dans cette these a différentes propriétés de transport de systemes
désordonnés de basse dimension. L’aspect quantique sera important car les effets de localisation

forte seront présents. Dans la premiere partie, nous étudierons une propriété de la diffusion
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quantique par un potentiel désordonné unidimensionnel. Le temps de Wigner, qui est relié a
la matrice S, sera au coeur de cette étude. Cette notion a été introduite par Eisenbud (1948)
et Wigner (1955) lorsque le probleme de diffusion est décrit par un unique canal; le temps
de Wigner est alors donné par la dérivée du déphasage par rapport a 1’énergie et s’interprete
comme un temps de retard di a Uinteraction. Smith (1960) a donné une généralisation pour
plusieurs canaux de diffusion : il faut alors introduire plusieurs temps, ou plutét une matrice de
temps de retard. Avant d’étre un objet d’intérét pour la diffusion dans les systeémes chaotiques
ou désordonnés, le temps de Wigner a joué un roéle important en physique statistique. On doit
en effet remonter & la premiere moitié du siecle pour rencontrer les premiers travaux visant
a relier les propriétés thermodynamiques d’un gaz de particules en interaction aux propriétés
de diffusion : E. Beth et G. E. Uhlenbeck, en 1937, exprimerent le second coefficient du viriel
du gaz en fonction des déphasages intervenant dans le probleme de diffusion a deux corps (cf.
(Ma 1985, §14.4) et (Landau & Lifchitz 19660, §77)). Plus précisément, ce sont les dérivées des
déphasages qui interviennent, ou encore la matrice des temps de retard introduite par Smith
(1963). Notons qu’il existe une formulation classique de ce résultat (Ma 1985, §14.3). La relation
entre le temps de Wigner et les propriétés thermodynamiques du gaz ne se limite pas au second
coeflicient du viriel, mais se manifeste dans un développement systématique du grand potentiel
dans la formulation de la mécanique statistique en terme de matrice S (Dashen, Ma & Bernstein
1969) (formulation nécessaire pour I’étude des gaz quantiques relativistes). Ces questions ont
connu de nombreux développements parmi lesquels on peut citer (Tsang & Osborn 1975), (Bollé
& Osborn 1976). Lorsqu’on consideére la diffusion dans des systémes chaotiques (Fyodorov &
Sommers 1997) ou désordonnés, les propriétés de diffusion deviennent irrégulieres et il faut alors
considérer des propriétés statistiques. Nous nous intéresserons aux propriétés statistiques du
temps de Wigner dans le contexte des systemes désordonnés.

La deuxiéme partie aura pour objet ’étude du transport électrique bidimensionnel en présence
d’un champ magnétique aléatoire. Comme on 'a évoqué, les systémes désordonnés avec champ
magnétique interviennent dans le contexte de l'effet Hall quantique entier. Le désordre peut étre
introduit dans un potentiel scalaire en présence d’un champ magnétique homogene (Wegner
1983), (Brézin, Gross & Itzykson 1984), (Macris & Pulé 1992) (¢f. (JanBen, Viehweger, Fas-
tenrath & Hajdu 1994) pour une revue). Dans d’autres cas, le champ magnétique lui-méme est
aléatoire, par exemple il peut étre produit par des tubes de flux pénétrables répartis aléatoirement
(Khaetskii 1991), (Nielsen & Hedegard 1995). Expérimentalement, cette situation est réalisée
lorsque le gaz électronique est piégé a l'interface avec un supraconducteur de type II laissant
pénétrer le champ magnétique a travers des vortex portant des flux quantifiés ¢ = neo/2
(Bending, von Klitzing & Ploog 1990), (Geim, Bending & Grigorieva 1992), (Geim, Bending &
Grigorieva 1994). Dans ces conditions 'effet principal du champ magnétique sur le gaz électro-
nique résulte de l'interaction avec le champ a lintérieur des tubes de flux (ce qui permet no-
tamment une description semi-classique). Nous étudierons une situation différente pour laquelle
les tubes de flux sont singuliers et impénétrables, porteurs d’une fraction du quantum de flux.
L’interaction entre les électrons et les tubes de flux est alors a longue portée, décrite par le

potentiel vecteur Aharonov-Bohm.



Premiere partie

Quelques propriétés de la diffusion
quantique dans les systemes
désordonnés unidimensionnels






Chapitre 1

Introduction

Un probleme de diffusion est habituellement caractérisé par la matrice S ou de maniere
équivalente par la donnée des déphasages 0, (E) pour les différents canaux de diffusion ; les valeurs
propres de la matrice S s’expriment en fonction des déphasages des ondes partielles comme €',
Le temps de Wigner est une quantité importante de la théorie de la diffusion, introduit par
Eisenbud (1948) et Wigner (1955) dans une situation & un canal de diffusion, puis généralisé au
cas a plusieurs canaux par Smith (1960). Il est défini comme : 7(E) = —iiTrg {STg—g} ou la
trace porte sur la couche d’énergie E.

Les systemes unidimensionnels sont traités en théorie de la diffusion comme des systemes a
deux canaux de diffusion, cependant nous restreindrons le champ de notre étude au cas d’'un seul
canal de diffusion. Les propriétés de diffusion sont alors entierement données par le déphasage
d(FE), et le temps de Wigner prend la forme :

aer , dO(E)
r(B) € h—st (1.1)

Dans la géométrie qui nous intéresse (cf. figure 1.1), il correspond au temps passé par un paquet

e—ik(z—L)
A
v =r
YW

eik(@—L)+i5(k)

FIGURE 1.1 —

d’onde centré sur ’énergie E dans la région ou s’exerce le potentiel. Afin de nous en convaincre,
considérons un hamiltonien de Schrédinger ! :

d2
otl le potentiel V(z) a son support sur I'intervalle [0, L]. La fonction d’onde d’énergie E = k2,

dans la région ou V(z) = 0, peut étre séparée en une onde incidente et une onde réfléchie :

Yi(x) = e k@D | gik(e=L)+i6(k) (1.3)

1. Le systeme d’unités est tel que h =1 et 2m,. = 1.



de méme pour un paquet d’onde d’énergie centrée sur ’énergie k:g :

oa.t) = [ hglh) (7D 4 M) e g h) gy (at) (L)

ou la fonction g(k) est une fonction étroite, centrée sur kg. Si on développe le déphasage au
voisinage de kg on obtient pour 'onde réfléchie :

by (,1) = eiko(x—L)-i—i(S(ko)—ik%t/dﬁ gl + r)eirlz—L=2ho(t=r(ko))]+0() (15)

La position du centre du paquet d’onde est donc donnée par z.(t) = L + vy, (t — 7(ko)). vp =
% = 2k est la vitesse de groupe. Si on place un mur en x = L le déphasage est simplement § = 7
et la position du centre du paquet d’onde est donnée par x((;o) (t) = L+ v, t. Il est donc manifeste
que le potentiel introduit un retard dans 'onde réfléchie. Ce retard est défini par rapport a une
situation de référence pour laquelle il y a un mur en x = L. En ce sens, le temps de Wigner
correspond au temps passé par I'onde dans la région de potentiel non nul.

Cette présentation que nous venons de donner est extrémement simplifiée. De nombreux
travaux ont introduit différents temps caractérisant les probléemes de diffusion, en particulier
dans les problemes d’effet tunnel; je renvoie le lecteur aux articles de revue (Biittiker 1990),
(Hauge & Stegvneng 1989g), (Landauer & Martin 1994) qui offrent un panorama complet sur
ces questions. Certaines approches privilégient des temps définis par rapport aux déphasages
a la réflexion et a la transmission; cependant Biittiker & Landauer (1982), (Biittiker 1983)
ont montré qu’a basse énergie ces temps posaient quelques problemes d’interprétation et ont
insisté sur le fait que I'obtention de ces temps par une méthode de phase stationnaire (comme
nous avons fait) les rend inappropriés pour décrire des situations mettant en jeu des paquets
d’onde assez localisés spatialement et dispersés en énergie; si on considere la réflexion sur un
mur d’un paquet d’onde étroit spatialement, les forts effets d’interférences a la réflexion rendent
inopérante la méthode qui consiste a suivre le pic du paquet d’onde (que donne la méthode
de la phase stationnaire). Ces auteurs ont proposé d’autres définitions des temps associés a la
transmission ou a la réflexion ; par exemple une de leurs approches repose sur I'étude de la
précession du spin de I’électron traversant une barriere de potentiel a laquelle est superposé un
champ magnétique. Un autre temps qui peut étre défini est le “dwell time” introduit par Smith
(1960) : T, = i fOL dx [1h(x)|? (cette relation est obtenue en faisant le choix de normalisation de
la fonction d’onde pour que I'onde incidente soit 95, = €*® & une phase prés). Cette expression
integre le temps passé par un paquet d’onde de vitesse de groupe vy dans Uintervalle dx : dz /vy,
pondéré par la probabilité de présence |1|2. Il ne distingue pas la direction finale de 1’onde,
contrairement aux temps a la réflexion et a la transmission. La définition de temps caractérisant
la diffusion par un potentiel est un probléme en soi qui sort du cadre de ce travail. Notre objectif
sera d’étudier les propriétés statistiques du temps de Wigner dans la géométrie de la figure 1.1
lorsque le potentiel V' (z) est désordonné.

Ce probleme a été abordé selon différentes approches. La premiere, dans le cadre de la-
quelle nous nous placerons, s’intéresse aux systeémes strictement unidimensionnels. Plusieurs
auteurs ont utilisé la méthode du plongement invariant afin d’étudier différentes propriétés des
sytemes unidimensionnels telles que les fluctuations de la résistance, du coefficient de transmis-
sion, le déphasage,...(Rammal & Dougot 1987), (Dougot & Rammal 1987), (Heinrichs 1986),



(Heinrichs 1988), (Heinrichs 1989), nous renvoyons également a 'article trés complet d’Antsy-
gina, Pastur & Slyusarev (1981). La distribution du temps de Wigner a attiré l’attention de
différents auteurs en relation avec 1’étude du bruit du courant de surface pour lequel on ob-
serve une dépendance proportionnelle a la fréquence f correspondant a un bruit de tension en
1/f (Pendry, Kirkman & Castano 1986), (Sornette 1987). Azbel a proposé de relier ce bruit
en 1/f a lexistence d’un effet tunnel résonnant (Azbel 1983), les résonances correspondant a
des états localisés au sein du conducteur désordonné. Jayannavar et al. ont été les premiers a
obtenir la distribution stationnaire du temps de Wigner qui présente une décroissance algébrique
(Jayannavar, Vijayagovindan & Kumar 1989), (Heinrichs 1990). Celle-ci leur a permis de cal-
culer le bruit électrique de surface. Ces auteurs ont étudié d’autres aspects du probleme : ils
ont notamment montré que de I'absorption dans le milieu entraine une suppression de la queue
algébrique dans la distribution du temps de Wigner (Joshi, Gupta & Jayannavar 1997). Ils se sont
également intéressés a un hamiltonien avec un potentiel qui est, non pas un bruit blanc comme
nous ’étudierons au chapitre suivant, mais un mouvement brownien (Joshi & Jayannavar 1997) ;
la distribution du temps de Wigner obtenue a haute énergie est analogue a celle qui sera obtenue
pour le potentiel gaussien.

A la frontiere entre I’approche des systéemes unidimensionnels et celle de la théorie des ma-
trices aléatoires (RMT), on doit également mentionner les travaux de Mucciolo, Jalabert &
Pichard (1997) sur les systémes quasi-unidimensionnels.

Une autre approche qui a été abondamment utilisée dans I’étude de la diffusion quantique
dans les systemes chaotiques est celle de la RMT. Nous ne mentionnons dans ce paragraphe que
les travaux reliés au temps de Wigner. Fyodorov & Sommers (1996) ont étudié le cas des systémes
a N canaux de diffusion avec brisure de la symétrie par renversement du temps (8 = 2) (pour
une revue sur la RMT pour les systemes avec brisure de symétrie par renversement du temps,
voir (Fyodorov & Sommers 1997)). A chaque canal de diffusion a est associé un temps 7, ] %g ;
le temps de Wigner est 7 = ZZLV:I Tq. Par une méthode supersymétrique, les auteurs obtiennent
(Fyodorov & Sommers 1997, §5.B) dans un régime de fort recouvrement des résonances (I' > A)
le résultat suivant :

1 _1
ool = <Z5<Ts >>: N!7'3N+26 e (1.6)

Le temps de Heisenberg 77 = 2—” est relié a la valeur moyenne du temps de Wigner : (1) = 7.

I" désigne la largeur moyenne des résonances et A I'écart moyen entre niveaux (1/A est donc
la densité d’états). Ce régime de fort recouvrement des résonances correspond a un régime de
haute énergie.

Simultanément, Gopar, Mello & Biittiker (1996), dans une étude sur la capacité de systémes
mésoscopiques ont montré que la capacité de tels systemes (qui est distincte de la capacité
géométrique d’un conducteur macroscopique) est reliée au temps de Wigner. Ces auteurs ob-
tiennent dans ce travail la distribution du temps de Wigner pour le cas a un canal, pour
différentes classes d’universalité (GOE, GUE ou GSE correspondant respectivement a 5 =
1,2,4) :

B/2°° 1 s

PE?@L(TS) r(3/2) B+4 3¢ (1.7)
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Dans le cas 8 = 2, cette derniere distribution est en accord avec I'expression (1.6) de Fyodorov
et Sommers pour le cas & un seul canal. Enfin, plus récemment, Brouwer, Frahm & Beenakker
(1997), (Brouwer, Frahm & Beenakker 1999) ont donné la solution générale pour le cas a plusieurs
canaux et pour les différentes classes d’universalité. Ils ont montré que la distribution jointe pour
les N temps 7, associés aux N canaux de diffusion est donnée par I’ensemble de Laguerre de la

théorie des matrices aléatoires :

P52, w) o [T =l [T e (18)
1<J k

ou v, = TT—’Z Le fait qu’on s’attende a une certaine universalité pour la distribution du temps de

Wigner justifie 'approche par la RMT ; la distribution est uniquement caractérisée par le nombre

de canaux et la classe d’universalité 8. De maniere générale, elle présente des queues algébriques

avec comme conséquence particuliere la divergence des moments a partir d’un certain ordre.

Cependant, une telle approche par la théorie des matrices aléatoires est une approche effective
qui ne remplace pas une description microscopique. D’autre part il nous a semblé intéressant
d’identifier les mécanismes physiques responsables de la divergence des moments.

On doit également insister sur le fait que ’approche de la théorie des matrices aléatoires ne
peut étre utilisée pour des systemes strictement unidimensionnels. Pour un systeme désordonné
unidimensionnel, tous les états sont localisés (cf. (Mott & Twose 1961) et (Goldsheidt, Mol-
chanov & Pastur 1977), (Pastur & Figotin 1978) pour une preuve rigoureuse). La théorie des
matrices aléatoires décrit des systémes dans un régime diffusif dans lesquels la particule su-
bit un grand nombre de collisions sans toutefois étre localisée par l'effet des interférences. Il
faut donc respecter la condition ¢ < L < X ou £ est le libre parcours moyen, A la longueur
de localisation et L la dimension caractéristique du systeme. Il est possible de montrer que
dans les systemes désordonnés unidimensionnels a haute énergie, il existe une relation entre la
longueur de localisation et la longueur de diffusion qui interdit I'existence d’un tel régime. La

longueur de diffusion ¢ est obtenue dans l'approximation de Born en calculant la “self ener-

7/
\

) B - 5 i
gy SO B) = > o> =~y (GE(n E) = 5

Dans cette approximation la fonction de Green moyennée sur le désordre s’écrit (G (p; E)) =
(ik— |z—a|

est la fonction de Green libre).

1
—, ou dans une représentation spatiale : (GT (x,2'; k%)) = Thre) (on

B
a utilisé que 77! < k% & haute énergie). La longueur de diffusion est donc donnée d’apres

__ 1 4
2(ik—1/4k7e)

l’expression précédente par ¢ = 4krt.. D’autre part, la relation de Thouless (Thouless 1972)
1 [dz (Gt (z,2;E)) = dE'y(E) — imp(E) montre que la longueur de localisation est reliée a la

“self energy” par : Efy(E) = —ﬁ. Pour un potentiel nul en moyenne le calcul du diagramme
conduit & 5@ (p; E) = + > B(q—p)G§(q; E) ot B(q) = [da(V(x)V(0))e'?” est la transformée
de Fourier de la fonction de corrélation du désordre. Lorsqu on se place a haute énergie, seuls les
petits transferts d’impulsion par 'impureté contribuent de sorte que (2 ~ —iﬂ la longueur

de diffusion est alors : £ ~ (0) et la longueur de localisation A ~ B0)

L’argument peut étre vérifié aisément dans le cas du désordre gaussien pour lequel B (q) = o est

ce qui montre que 2¢ >~ \.

une constante.
Cette relation implique qu’a haute énergie, lorsqu’on s’attend a une certaine universalité, les
systemes désordonnés unidimensionnels ne présentent que deux régimes : le régime balistique

(L < A) et le régime localisé (L > \), mais pas de régime diffusif qui serait décrit par la
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théorie des matrices aléatoires ; pour une discussion de cet aspect nous renvoyons a (Fyodorov
& Mirlin 1994). Les systémes désordonnés unidimensionnels et la théorie des matrices aléatoires
décrivent donc deux situations physiques différentes. Malgré cela nous constaterons qu’il existe
certaines similarités entre les distributions du temps de Wigner prévues par les deux théories.

Dans ce travail, nous considérons le probleme de la diffusion d’ondes dans un milieu désor-
donné dans le contexte de la diffusion quantique d’une particule non relativiste, cependant il a
d’autres réalisations, par exemple pour des ondes électromagnétiques. Notons 'existence de tra-
vaux dans ce contexte (Frisch, Froeschle, Scheidecker & Sulem 1973), (Sulem 1973). Récemment
des expériences ont été réalisées dans ce cadre pour I'étude de la transmission d’ondes a tra-
vers un milieu désordonné constitué de billes de polystyréne (Sebbah, Legrand, van Tiggelen &
Genack 1997). Ces expériences ont permis de mesurer des temps analogues & ceux introduits
précédemment (Sebbah & Genack 1996), (Genack, Sebbah, Stoytchev & van Tiggelen 1999),
(Sebbah, Legrand & Genack 1999).

Par la suite nous étudierons les propriétés statistiques du temps de Wigner pour différents
modeles désordonnés.

Dans le chapitre 2 nous nous intéresserons a un modele a désordre V (x) distribué selon
une loi gaussienne : P[V ()] o exp —5= [ dz V(z)2. La fonction de corrélation de ce potentiel est
donnée par une distribution § : (V(2)V(2)) = 0d(x — 2’). Ce type de potentiel est représentatif
d’une classe de potentiels désordonnés présentant des corrélations a tres courte portée a 1’échelle
des autres distances caractéristiques du probleme.

Dans le chapitre 3, le modele que nous considérerons est décrit par un hamiltonien su-
persymétrique pour lequel le potentiel est donné par V(z) = ¢'(z) + ¢*(z) ou la fonction ¢
sera distribuée par une loi gaussienne. Alors qu’une version discrétisée du modele gaussien se-
rait un hamiltonien d’Anderson avec désordre diagonal (les énergies affectées aux sites sont
aléatoires), ’hamiltonien supersymétrique aurait pour version discrétisée un hamiltonien d’An-
derson avec désordre non diagonal (les probabilités de transitions entre sites sont aléatoires).
Le modele supersymétrique et le modele gaussien ont des propriétés spectrales et de localisa-
tion assez différentes. L’étude des propriétés statistiques du temps de Wigner dans les deux cas
constituera donc un bon test de 'universalité de la distribution du temps de Wigner.

Dans le chapitre 4, nous reviendrons ensuite a un hamiltonien a désordre diagonal a travers
I’étude du modele d’impuretés 6. Nous verrons que ce modele, plus riche que le modéle gaussien,
doit reproduire les résultats de ce dernier dans une certaine limite. Il nous offrira des possibilités
intéressantes pour mener une étude numérique permettant de valider les résultats analytiques.
Au-dela du régime de haute énergie considéré jusqu’alors, nous pourrons étendre ’étude de la
distribution du temps de Wigner a des régimes de basse énergie.

Dans le chapitre 5, nous remarquerons que les différents modeles conduisent naturelle-
ment a des représentations du temps de Wigner en termes de fonctionnelles exponentielles d’un
mouvement brownien. Nous montrerons qu’a haute énergie, il est possible d’aboutir a une telle
représentation de maniere générale pour les systemes désordonnés unidimensionnels. Cette ap-
proche permet de comprendre pourquoi les propriétés statistiques du temps de Wigner sont

indépendantes du modele a haute énergie.
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Le chapitre 6 aura pour objet I’étude d’'un modele unidimensionnel qui présente une tran-
sition de délocalisation pour certaines valeurs de 1’énergie : le modele des dimeres, introduit
dans une version discrete (hamiltonien d’Anderson) par Dunlap, Wu & Phillips (1990) et Flores
(1989). Nous étudierons différents aspects du modele, et notamment comment la distribution

du temps de Wigner est affectée par la transition de délocalisation.

Pour chacun des modeles considérés, nous donnerons une présentation détaillée des propriétés
spectrales et de localisation, éléments nécessaires a 1’étude du temps de Wigner.



Chapitre 2

Le modele gaussien

2.1 Définition du modele

Considérons ’hamiltonien
d2
da?

ou V(x) désigne un potentiel désordonné supposé nul en moyenne : (V(x)) = 0. La nature
) &

H= +V(x), (2.1)

du désordre est notamment décrite par la fonction de corrélation du potentiel : B(x —
(V(x)V (2')), supposée s’annuler sur une distance typique z. qui définit la longueur de corrélation
du désordre. Une deuxiéme échelle, qui caractérise lintensité du désordre, est o = [ dz B(z)
(par analyse dimensionnelle on trouve que la dimension de o est [o] = longueur™3). Si I'on
dresse 'inventaire des différentes échelles de longueur que ’on rencontre dans le probleme ainsi
défini, on trouve respectivement : la taille du systéme L, la longueur d’onde k~! (pour un état
d’énergie E = k?), la longueur de corrélation z. et enfin la longueur o—1/3. Nous considérerons
des systemes dont la taille est grande devant toutes les autres longueurs, d’autre part on choisit
k~! > z. pour maximiser les effets d’interférences quantiques dus au désordre. Un régime de
haute énergie k > ol/3 semble a priori intéressant parce qu'il sera moins sensible & la nature
précise du désordre qui apparailt comme une perturbation par rapport au probleme libre. Les
différentes échelles respectent alors la hiérarchie : L > o~ Y/3 > k! >> 2. Dans ce contexte, il
parailt assez naturel, afin de simplifier le probleme, d’éliminer la plus petite distance : z. — 0.
Différents modeles sont caractérisés par des corrélations (V(x)V (z')) o< §(x —2'), parmi lesquels
le modele d’impuretés § qui sera étudié au chapitre 4, et également le modele gaussien, dit modele
de Halperin. Le spectre de cet hamiltonien a été obtenu par Halperin (1965). On peut trouver
dans (Lifshits, Gredeskul & Pastur 1988, §6.2 et §10.2) et (Itzykson & Drouffe 1989, ch.10)
une étude détaillée des propriétés spectrales de ce modele par différentes approches (méthode
des répliques,...). Notons que Berezinskii (1974) a développé une technique de resommation
des diagrammes de la série de perturbation propre au modele gaussien. Ceci permet d’étudier
des objets tels que les fonctions de corrélation densité-densité ou courant-courant (conductivité)

(Berezinskii 1974), (Gogolin, Melnikov & Rashba 1976).

Le modele est défini par la loi de probabilité caractérisant le potentiel V(z) : P[V (2)|DV (z) =
DV (z)exp —5 [dz V(z)?. Afin de caractériser la nature du désordre, introduisons une fonc-

tionnelle génératrice g[f] ] <ef de V(z)f (:’3)> dont le développement en puissances de f donne

13
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les différents moments (ou plutot fonctions de corrélations) du potentiel : (V(z1)---V(zy)) =
6"g[f]
57 G)-0T@n) | g

les cumulants.

. Un développement analogue de la fonctionnelle w[f] = In g[f] permet d’obtenir

Le cas du désordre gaussien est simple, la fonctionnelle génératrice vaut g[f] = exp § [dx f (x)2.

Seul le second cumulant est différent de O :

V@) = 0 (22)
(V(@)V()) = od(z—2). (2.3)

2.2 Le formalisme de phase : spectre et localisation

Nous rappelons une technique due a Benderskii & Pastur (1970), (Pastur & Fel’dman 1974);
on pourra également en trouver une présentation détaillée dans (Antsygina, Pastur & Slyusarev
1981), (Lifshits et al. 1988). Cette technique, adaptée aux systémes unidimensionnels, permet
d’étudier les propriétés spectrales et de localisation. Nous verrons plus loin qu’elle peut étre uti-
lisée pour étudier les propriétés statistiques des quantités caractérisant la diffusion (déphasage,
temps de Wigner).

L’idée du formalisme de phase repose sur le fait que, dans un systéme unidimensionnel, le
nombre de noeuds de la fonction d’onde d’énergie E correspond au nombre d’états d’énergie
inférieure & F (par exemple, ceci est explicite pour le probléme libre dans une boite de longueur
L : la fonction d’onde du nieme état se comporte comme : v, = N sin #7%). Introduisons les

variables polaires p et 0 reliées a la fonction d’onde et a sa dérivée par :

P(z) = p(x)sind(x) (2.4)
Y'(z) = kp(z)cosf(x) . (2.5)

Le nombre d’états d’énergies inférieures & E = k? est donné par le nombre de nceuds de 9, ou
de maniere équivalente par le nombre de fois que la variable 6 franchit un multiple entier de 7.
On montre plus loin que la fonction §(z) ne peut changer d’intervalle [nm, (n + 1)7| que pour
n — n+1 (elle ne peut pas reculer dans U'intervalle précédent). Il découle de cette propriété que le
nombre de noeuds de la fonction d’onde pour un systéme de taille L est donné par E {w .
Si on est capable de calculer I’évolution de la phase accumulée 6, on détermine la densité d’états

intégrée moyenne par unité de longueur N(F) :

. (0(L))
N(E) = Ll;rrgo I - (2.6)
La deuxiéme quantité a laquelle s’intéresse le formalisme de phase est 'exposant de Lyapunov.
Dans un systéme désordonné unidimensionnel les fonctions d’onde sont toutes localisées, quelle
que soit leur énergie, a condition que le potentiel soit un processus markovien (Goldsheidt
et al. 1977), (Pastur & Figotin 1978) L. Elles sont localisées autour d’'un point et leur enveloppe
décroit exponentiellement en fonction de la distance a ce point. L’exposant de Lyapunov, inverse

1. Nous verrons plus tard que I'introduction de corrélations dans le potentiel peut induire 'apparition d’états
délocalisés & en certains points du spectre (c¢f. le modele a désordre d’alliage corrélé).
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de la longueur de localisation, est le coefficient qui caractérise le comportement exponentiel de
'enveloppe de la fonction d’onde : p = /2 + k=24'* ~ €*. 1l est défini par :

v(F) = lim (&(L) (2.7)

L—oo L
ou l'on a introduit la variable £ % In p. Notons que N(E) et v(E) sont auto-moyennants : les
valeurs moyennes sont donc superflues dans la limite L — oo.
a) E = +k?

Le changement de variables (2.4,2.5) permet de passer de 1’équation de Schrédinger, mise

sous la forme de deux équations différentielles du premier ordre couplées :

d /

— = 2.8

=Y P (2.8)

Ly = i) - P (2.9)

dx ’
aux deux équations :

de %

o - k—¥s1n20 (2.10)

d¢ V(z) .

—= = 20 . 2.11

do 2% (2.11)
L’équation (2.10) montre que 6 ne peut décroitre que sous l'effet du terme —@ sin? 6 qui

s’annule pour les multiples entiers de n7 : ceci implique effectivement que la phase ne peut que

sauter d’'un intervalle [nm, (n + 1)7] & [(n + 1)7, (n + 2)7] et jamais U'inverse.

b) E = —k?
De manieére analogue, lorsque 1’énergie est négative, on trouve :
de v
q, = kcos20- % sin? @ (2.12)
d v
£ — ksin20 + 2(5) sin 26 . (2.13)

Dans ce cas non plus la phase ne peut reculer entre les intervalles [nr, (n + 1)x]. La présence du
terme k cos 260 montre que la phase est toujours ramenée vers (n + 1/4)w. D’autre part le terme
—% sin? 6, qui peut faire décroitre la phase, s’annule pour 6 = nr dans une région ou lautre

terme est positif. CQFD.

A titre d’exemple considérons un potentiel constant : V(z) = =V, (Vy > 0). D’aprés (2.12),
pour E = —k? < —V, la phase # est bloquée dans l'intervalle [0,7/2] et la densité d’états
est donc nulle. Pour E = —k? > —V{, en intégrant '’équation (2.12) on trouve que tan (L) =
(Vo/k?—1)~Y2 tan (v/Vy — k2L), ce qui montre que (L) = v/Vy — k2 L+ (fluctuations d’ordre 7).
La densité d’états intégrée est alors donnée par N(—k?) = %m De méme, pour E =
k2, lintégration de (2.10) conduit & : tanf(L) = (Vo/k? + 1)~/2tan (v/Vo + k2L). Les deux
équations (2.12,2.10) conduisent donc bien au résultat libre : N(E) = L\/E+V; pour E > —V;

et O sinon.
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2.3 Distribution stationnaire de la phase et densité d’états

Le fait que N(E) soit reliée a (6(L)) pour L — oo suggere qu’il existe un lien entre la densité
d’états intégrée et la distribution stationnaire de la phase. Compter le nombre de zéros (par

unité de longueur) de la phase sur U'intervalle [0, L] peut s’exprimer a l’aide de la relation :

L
N(E) = %/0 dz (6(sinb(z))) (2.14)

+ +
(d’aprés (2.10), au voisinage de nmr, § ~ nr+k(z—x¢) ; donc k [0 dz §(sinf(z)) ~ k [7° dx 6(k(z—
Zo Zo

x0)) = 1). On peut encore réécrire I'intégrant comme :

(0(sinf(x))) = Z (0(0(x) —nm)) = Zp(mr;x) (2.15)
n n

out P(0;2) & (6(6(x) — 0)) est la distribution de probabilité de la phase accumulée. On introduit

également la distribution de la phase périodique P(6;x) o >on P (0 +nm; x) en terme de laquelle

la densité d’états intégrée s’écrit :

L
N(E) = E/o dz P(0;z) . (2.16)

Si on suppose que la phase atteint sa distribution stationnaire sur une distance tres petite devant

L (ou si on prend la limite L — co) on pourra écrire
N(E) =k P;(0) (2.17)

ou Pj(#) est la distribution stationnaire de la phase.

Jusqu’a présent nous nous sommes attachés a donner une présentation générale du formalisme
de phase sans faire appel a des hypotheses particulieres sur la nature du désordre. Appliquons
maintenant ces considérations au cas ou le potentiel V(z) est un bruit blanc. Les équations
différentielles stochastiques précédentes sont interprétées dans le sens de Stratonovitch (cf. an-
nexe 7). (2.10,2.11) peuvent étre associées a une équation de Fokker-Planck pour la distribution
jointe P(0,&; z) sur laquelle nous reviendrons. Dans ce paragraphe on s’intéresse a la distribution
de la phase, qui obéit a I’équation de Fokker-Planck :

5} 0 o 0 0
—P(0;x) = —k—P(0; — — sin?0—sin? 0P (6; z) . 2.1
5 (0; ) k@& (0;x) + 512 7 b 639 sin” O P(0; x) (2.18)

La solution stationnaire de cette équation est une solution a courant de probabilité J constant :

2%k2.J e—@ (cotg 0+% cotg? 0) /n e@ (cotg 0/—1—% cotg® 0")
= de’
0

P;(6 2.19
s(6) o sin® @ sin? ¢/ ( )
Par commodité on introduit la variable Z = — cotg 6. La distribution de cette derniére variable
est : ) -
Wz = 2 / A3 o % (B2 25242 (2.20)
o Jo

La limite & — 0 correspond pour la variable Z & Z — —o0, le premier terme dans I’exponentielle

domine et on obtient :

J 1 Jde
k

(2.21)
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On constate ainsi que P;(0) = % ce qui montre que le courant de probabilité de la phase est

précisément égal a la densité d’états intégrée par unité de longueur :
N(E)=J (2.22)

cette relation est vraie quel que soit le potentiel et s’interprete de la maniere suivante : J mesure
le flux de la phase a travers l'intervalle [0, 7], i.e. le nombre de fois que la phase traverse cet
intervalle par unité de longueur, ce qui est précisément la définition de N(E).

La condition de normalisation de W (Z) conduit & I’expression de la densité d’états (Halperin
1965) (voir aussi (Lifshits et al. 1988, §6.2)) :

1/3 1/3
NE) ] 1 (9/2)

= (2.23)
f / dy —y—g ) AR (s ) + B2 (ke )

out Ai(x) et Bi(x) sont des fonctions d’Airy (cf. (Abramowitz & Stegun 1964)). A haute énergie
on retrouve la densité d’états intégrée libre, tandis qu’a basse énergie, la méthode du col montre

que la densité d’états décroit exponentiellement vite : si |E| > o%/3

E
N(E) ~ £ pour E >0 (2.24)
™
V—E _s8(=£g)3?
~ e 8  pour £ <O0. (2.25)
T
008 ————
006 F
=2 oo |
Z,
00z b
L
-0050  —0.025 0.000 0.025 0.050
E

FIGURE 2.1 — Densité d’états intégrée pour o = 0.001

L’expression de la distribution W (Z) permet d’obtenir un développement de haute énergie

(i.e. k> 0'/3) de la distribution stationnaire. Dans

9 2 e e} - ~ ~~/ =~/
we) = 2L [Tz e R e R (2.26)

g

la premiére exponentielle varie sur une échelle K~ alors que la deuxiéme varie sur (K2)~1/2 (on
a posé¢ K = %) Dans la limite K > 1 on peut utiliser le développement : fooo dee K7 f(z) =
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(n) o
Yoo fKnSP. On aboutit a :

P;0) = QkQJi[

1 2
% 14 —sin20sin?0 — — sin® (6sin? 6 — 5) + O(l/Kg)}
o

K K?

_ 1 [1 + L sin20sin20 + —= <3 —sin% 0 (6sin? 9 — 5)) + O(l/K?’)] . (2.27)
T K K2 \ 64

Ce développement montre que dans la limite de haute énergie la phase est uniformément dis-
tribuée.

On peut avancer un argument qualitatif basé sur ’analyse de I’équation (2.10) pour estimer la
distance typique sur laquelle la distribution P(6;z) atteint sa distribution stationnaire. A haute
énergie le terme k de (2.10) domine, la phase évolue approximativement comme 6 ~ kz. Le second
terme donne des fluctuations qu’on peut estimer en écrivant que : — fom da’ % sin® O(z") ~ %
P(6;x) atteint sa distribution stationnaire lorsque les fluctuations sont grandes devant 7, i.e.
lorsque ]5(9;1') est étalée sur un intervalle grand devant 7 : % > m, autrement dit lorsque
T > 7T2¥. Nous verrons par la suite que la deuxieme partie de cette inégalité fait intervenir
la longueur de localisation A qui semble donc caractériser la distance sur laquelle la phase se

décorrele.

2.4 Localisation

De méme qu’il existe un lien entre la densité d’états et la distribution stationnaire de la
phase, on peut trouver une relation entre cette derniere et 'exposant de Lyapunov.

Dans le cas du bruit blanc, les deux équations stochastiques couplées pour 6 et &, interprétées
dans le sens de Stratonovich (cf. annexe 7), conduisent & une équation de Fokker-Planck pour
la distribution jointe P(6,&;z) :

O plg.¢:) — 9L 0 (2202 gng 12 299
axP(H,f,x)— - k69+2kz2 (898m 9695111 9—2698111 985811&29
10 . 0 . 5 10 . o0 . .
— 50_§Sm26% sin 0+Zf‘)_§ sm298—§ anQ@)}P(@,&x). (2.28)
L’exposant de Lyapunov est donné par :
30 N L] |
o(B) = tim S — i S e(r) = i - a0 [aepo.sin) . (2:29)

En utilisant I'expression de %P(G,{;L) donnée par l’équation de Fokker-Planck on aboutit
apres intégrations par parties a la relation :

o ™
v(E) = ~52 df cos 20sin® 6 P;(6) . (2.30)
0
Notons au passage que Hansel & Luciani (1989) ont obtenu cette relation dans un contexte
différent puisqu’ils se sont intéressés a la diffusion classique d’une particule soumise a une force
aléatoire. Ils ont étudié la relation fondamentale de la dynamique pour une force —Ex(t) + f(t)x(t)

ou f(t) est un bruit blanc, probleme équivalent au probléme de localisation unidimensionnel.
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Lifshits, Pastur et Gredeskul donnent (Lifshits et al. 1988, §10.2) :

y3

> ~(%+—L57)
(0/2)1/3 / dyyfye = /2T
0 . (2.31)

V(E) =
() 2 *dy ~(h+

dont on peut extraire les comportements limites pour |E| > o?/3

v(E) =~ 81E pour £ > 0 (2.32)
~ —Fpour E<O0. (2.33)

0.25 ——

020 |

015 | 1
—_ F
=
P\
0.10 1
0.05 | s
0.00 L. P R R s
0050  —0.025 0.000 0.025 0.050
F

FIGURE 2.2 — Exposant de Lyapunov pour ¢ = 0.001

Notons une relation amusante propre au modele gaussien : y(E) = 2+ In N(E) qui montre
notamment que dans ce modele, la densité d’états est proportionnelle au produit N(E)v(E).
A énergie nulle, on peut facilement obtenir les expressions suivantes de la densité d’états

intégrée et de 'exposant de Lyapunov :

65/6 13
NE=0) = ——0 2.34
( ) v8rI'(1/6) (2:34)
613/
E=0) = —Y—a/? 2.
WE=0) = Frrleso (23
La densité d’états reste finie : p(0) = #/16/6)20_1/3. Ces relations illustrent que les états du

bord de bande (k < ol/ 3) sont beaucoup plus affectés par la présence du désordre que les
états éloignés du bord de bande (k > ¢'/3) : la localisation des fonctions d’onde y est plus
importante a faible désordre. En effet, a faible désordre la longueur de localisation se comporte
comme A(E) o % a énergie finie alors qu’elle diverge seulement comme A\(0) o 011/3

nulle. On peut trouver cette remarque appliquée au cas des systemes discrets dans (Derrida &

a énergie

Gardner 1984), (Luck 1992) ou 'on trouvera plus d’informations sur cette question.
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2.4.1 Distribution de ¢ a haute énergie ; fluctuations de la longueur de loca-
lisation d’un systéme de taille finie

A haute énergie nous avons montré que la phase est uniformément distribuée, ce qu’on peut
espérer étre la source de certaines simplifications, en particulier pour évaluer la distribution
de la variable & qui donne ’exposant de Lyapunov. Il est en effet intéressant de connaitre les
fluctuations de &/L, qui sont reliées aux fluctuations de la longueur de localisation pour un
systeme de taille finie.

D’autre part nous développerons des arguments utiles, par la suite, pour ’étude de la dis-
tribution du temps de Wigner. A haute énergie, la phase oscille sur une échelle caractéristique
donnée par k7!, et est uniformément distribuée. D’autre part la variable £ évolue sur une échelle
caractéristique y(E)~!, beaucoup plus grande que la longueur d’onde, ce qui suggere de faire
I’hypothése que la variable rapide 6 se décorrele de la variable lente £. Dans ce cas on peut
moyenner sur 6 dans ’équation de Fokker-Planck (2.28) et on obtient ainsi une équation de
Fokker-Planck pour la variable ¢ (Antsygina et al. 1981) :

0 o 109
5eP6a) = (3¢ + 55 ) P60 (2.36)

qui est I'équation de diffusion d’un mouvement brownien avec dérive?. La solution de cette

équation est :
1 (€ —x)?
exp —————
V2myx 2vx

ou l'on a posé v = g77 (valeur de 'exposant de Lyapunov a haute énergie). On retrouve que la

P(&a) = (2.37)

valeur moyenne de £ a haute énergie est (§) = vL. Les fluctuations de £ sont gaussiennes avec
un second cumulant ((€2)) = L égal au premier ®. Ceci montre que la variable ¢/L qui donne
I’exposant de Lyapunov est auto-moyennante.

La construction des fonctions d’onde (Antsygina et al. 1981) suit la procédure suivante :
on intégre I'équation de Schrédinger, mise sous la forme (2.10,2.11), depuis chaque bord du
systeme ; le raccordement des solutions partant de chaque bord s’établit chaque fois que I’énergie
k? correspond & une valeur propre de ’hamiltonien. A haute énergie, les résultats précédents
nous conduisent & 'image physique suivante : la fonction d’onde est construite & partir de deux
solutions oscillant rapidement sur une échelle k~!, multipliées par des enveloppes exponentielles
variant sur une échelle X\ > k~!. Un état particulier localisé autour d’un point zg a donc une

forme approchée : 9y, ~ sin(kz)e1#=ol,

2.5 Diffusion dans la région désordonnée

Revenons a des considérations générales que nous appliquerons par la suite au modele
gaussien. Dans ce qui précede, nous avons rappelé le formalisme de phase ainsi que certains

résultats qui en découlent, nécessaires a notre étude. Nous allons maintenant nous intéresser

2. Soit W(z) un processus de Wiener normalisé : (W (z)) = 0 et (W (z)W (z')) = min (z,z’). Le mouvement
brownien B(z) &of pax +v2aW (z) est dit de dérive p. L’équation (2.36) est donc I’équation de diffusion pour un
mouvement brownien de dérive 2 : £ est égal en loi au processus £(z) () vz 4+ /YW (x). Remarquons que 2&(x)

est alors un mouvement brownien de dérive 1.
3. ((X™)) désigne le nitme cumulant de la variable aléatoire X.
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plus spécifiquement au probléme de diffusion. Nous donnons dans ce paragraphe une méthode
générale pour calculer le déphasage et le temps de Wigner d’un systeme unidimensionnel.
On considére un état de stationnaire de diffusion qui s’exprime dans la région libre (z > L)

comime :
¢k($) _ efik(me) + eik(me)+i5(k:) (238)

et qui doit respecter la condition de bord 1x(0) = 0. Dans la région désordonnée () est

solution de I’équation de Schrodinger

(-5 4 Vi) tale) = Fnto) (239)
La variable de Ricatti z = %’ obéit a :
dz(;) = V(z) — k2 — 2(z)? . (2.40)
A Tinterface entre la région désordonnée et la région libre (z = L) on a z(L) = —ik%. On
introduit de ce fait une nouvelle variable ¢ telle que z = —k tan %, pour laquelle on a :
%(;) =2k — % (I1+cosop(z)) V(x) . (2.41)

La variable de Ricatti est continue en x = L ce qui permet de relier le déphasage a la variable ¢
prise au bord de la région désordonnée : §(k) = ¢(x = L, k). La condition ¢;(0) = 0 se traduit
pour ¢ par la condition initiale

px=0)=m. (2.42)

Notons que l’équation (2.41) est a rapprocher de 1’équation (2.10) : on constate que ¢ =
20 + m a condition d’imposer #(0) = 0, ce que nous ferons dorénavant systématiquement. Ces
considérations permettent de donner un sens physique plus clair & la variable 6 puisqu’elle est
reliée au déphasage par :

(k) = 20(z = L, k) + . (2.43)

La variable de Ricatti s’écrit z = k cotg § = —kZz. L’expression (2.19) est donc la distribution du

déphasage (dans le régime localisé L > \).

L’objet qui nous intéresse avant tout dans cette étude est le temps de Wigner 7(k) = dg—,g?.
De méme qu’on a introduit une variable ¢ pour le déphasage on introduit une variable Z :
d d
Z(x) = — =2—40 2.44
(2) = 3 o(z) =27 0(2) (2.44)
reliée au temps de Wigner par
1
T(k) = %Z(x =Lk). (2.45)
D’apres (2.41), la variable Z(z) obéit a I’équation différentielle :
dZz 1 1
df) —24 [ﬁ (1 + cos ¢(x)) + 2 Z(x)sin W)} V() (2.46)

qui peut encore s’écrire en termes de la variable 8 comme

dz 2 ., 1, .
o= 2+ <ﬁ sin® 6 — EZ sin 29> V(z) (2.47)
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ou encore oz 2V (x) 0
x) . o

— =2 —2=27. 2.4
. + 12 sin” 6 g (2.48)

Il faut ajouter a ces équations une condition initiale pour la variable Z; la condition initiale

pour ¢ étant indépendante de I’énergie, il s’ensuit que :
Z(0)=0. (2.49)

Par conséquent nous avons ramené le probleme du calcul du déphasage et du temps de Wigner a

I'intégration des deux équations différentielles non linéaires couplées du premier ordre (2.41,2.46).

2.6 Généralisation des équations au cas a deux canaux de dif-

fusion

On indique dans cette partie comment étendre les considérations du paragraphe précédent
au cas de la diffusion avec deux canaux. Le potentiel est toujours non nul sur [0, L] mais on
supprime la condition de bord en x = 0. L’état stationnaire de diffusion s’écrit (transmission

droite-gauche) :

Yp(z) =te ke pour z < 0
= a(z)e % + B(z)e* pour 0 <z < L (2.50)
= e ke 4y elke pour L < x

on choisit les fonctions a(x) et B(x) de telle sorte que la dérivée de la fonction d’onde prenne la
forme (sur [0, L]) :

U (x) = —ika(z)e ™ 4 ikB(x)e*® | (2.51)

Ce changement de variables impose que «(z) et [(z) satisfont les équations différentielles
couplées :

da V(z) 9%k

= = T 2.52

dz 2ik (a+Ben) (2.52)

dg Viz) (o

£ = ik . 2.

dz o (ae 7 +5) (2.53)

Compte tenu du choix des nouvelles variables a(x) et (), les coefficients de réflexion et de

transmission sont donnés par : ¢t = a(0) et r = % en respectant les conditions aux limites

a(L) = 1 et B(0) = 0. Ces relations nous suggerent qu’il est plus intéressant d’utiliser les
variables T = g et a. Pour ces dernieres on aboutit aux deux équations différentielles :
ar V(@) (ke ika') 2
e G 2.54
du i (¢ 4T (2:54)
dlna V(x) 9%k
dz i (1+Te (2.55)

pour des conditions aux limites a(L) =1 et T(0) =0. On a

t = al0) (2.56)
ro= T(L). (2.57)
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La premiere équation est découplée de la variable « et la deuxiéme équation s’intégre formelle-

ment pour donner le coefficient de transmission :

L

t = exp % dz V(zx) <1 + T(x)emkm) . (2.58)

On sépare 'équation pour T en deux équations pour des variables réelles w et ¢ qui seront
reliées au module et & la phase du coefficient de réflexion en posant ¥ = e~ % ~2k2+i¢ Qp q :

% = 9k — @ (14 chwcos ¢) (2.59)
(jl_lai} = V](f) shwsing¢ . (2.60)

Le coefficient de réflexion est donné par r = |rle=2kL+0 oy |r| = e=@(E) et §, = ¢(L). On peut
vérifier que si 'on rétablit le mur en = 0 (il faut alors imposer w(z) = 0), I’équation (2.59)
redonne (2.41).

Si V(z) est un bruit blanc, on peut associer a (2.60,2.59) une équation de Fokker-Planck
pour la distribution jointe Q(¢, w;z) :

0 0

%Q((ﬁ,w;m) = [—2k6—¢ —|—%(a—gb(l—i—chwcosqﬁ)%(1+chwcosq§)

0 0 0
~99 (1—|—chwcos¢)—shw51n¢— a—shwsmqb 99 (1 + chwcos ¢)

3 0
sh w sin qﬁ— shw sin (b)]@((b,w;w) (2.61)
8w ow

A haute énergie on peut supposer, comme on ’a fait pour déterminer la distribution de &, que
la phase se décorrele de la variable w. Dans ce cas on peut écrire que Q(¢, w;x) ~ %Q(w; x), ce
qui permet de moyenner sur ¢ et de ne garder que la variable w. On aboutit alors a I’équation :

2
%Q(w; x) o 27% [sh2 w Q(w; x)} (2.62)
dont la solution est (Antsygina et al. 1981) :
L/2 o2
1 e o0 v'e sk
L) = dy) — 2.63
Q(w; L) sh? w \/m(4yL)3/2 /v v Vchv' —chw (263)

oil la variable v est associée & w par la relation cothw = chv (shw = sh™!w). Notons que
Péquation différentielle pour Q(w; L) décrit la diffusion radiale sur le plan hyperbolique. Cette

. . . —L/2)
expression permet de calculer le coefficient de transmission : 1 — <|7“| > (z e

2.7 Distribution du temps de Wigner a haute énergie

Nous abordons le point central de ce chapitre qui est I’établissement de la distribution du
temps de Wigner. Une fois le probléeme du calcul du déphasage formulé en termes de la résolution
d’équations différentielles non linéaires couplées, il est apparu possible de relier ces équations a

une équation pour la distribution jointe des variables stochastiques. Considérons les équations
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(2.10,2.47) dans le sens de Stratonovich (cf. annexe 7), 'équation de Fokker-Planck correspon-
dante s’écrit :

0 o) = gD 90 [0 42p0 o
%P(H,Zw) = { kaa 2(9Z+2k:2[898m Haasmﬁ

0 5,0 (2, . o (2., N9
——sin“ 0 (ksm 9—Zsm29>—aZ<ksm 0 — Zsin 26 aesm&

2 .5 . 9 (2 .4 . .
+—= (E sin” 6 — Zsm29> 97 <% sin“ 6 — Zsm20> ] }P(H,Z@) . (2.64)

2.7.1 Régime localisé (L > \)

Nous voulons étudier la distribution du temps de Wigner dans un domaine ou l'on peut
s’attendre a une certaine universalité, i.e. a haute énergie, ce qui se traduit pour le modele
gaussien par k > /3. Ona déja évoqué dans I’étude de la distribution stationnaire de la phase,
que celle-ci se décorrele sur une distance caractéristique de 'ordre de la longueur de localisation.
A haute énergie la phase tourne tres rapidement (6 ~ kx) ce qui permet de supposer qu’elle se
décorrele de Z a partir d’'une certaine distance ; en d’autres termes la distribution jointe prend
la forme approchée P(0,Z;z) ~ %P(Z;CE). Cette hypotheése permet de moyenner 1’équation
précédente par rapport a 6. Suivre cette procédure revient a ne garder que les termes dominants
en o/k? (cf. développement (2.27)); par cohérence on ne doit garder que les termes dominant
en puissances de 1/k dans I’équation précédente. On aboutit finalement & I’équation de Fokker-

Planck pour 7 :

0 a0 0
%P(Z, x) =2 (78—ZZ8—ZZ + YA (vZ - 1)) P(Z;x) ; (2.65)

nous rappelons que vy = g7z = A~ désigne la valeur de I'exposant de Lyapunov & haute énergie.

Notons que que I'étude des propriétés statistiques des différentes quantités étudiées jusqu’a
présent (&, |r| et Z) conduit, dans la limite de haute énergie, a des équations de Fokker-Planck
ne faisant intervenir qu’un seul parametre qui est ’exposant de Lyapunov.

Cette équation de Fokker-Planck appartient & une classe d’équations apparaissant dans
I’étude des processus stochastiques multiplicatifs. Elles ont été résolues par Schenzle & Brand
(1979). Les solutions de cette classe d’équations décrivent la distribution de fonctionnelles ex-
ponentielles du mouvement brownien, qui ont été étudiées aussi bien par les mathématiciens
(Yor 1992), (Yor 1997), que par les physiciens (Monthus & Comtet 1994), (Monthus 1995),
(Comtet, Monthus & Yor 1998). Cécile Monthus et Alain Comtet donnent dans leur travail la

solution exacte de cette équation :

S S E A H A _2L(14s2) S s 1
P(Z7L)—We vz +7T—Ze 272/0 dse™ 2 1+32 Sh? Wl,% ’Y_Z (266)

ou W, , (%) est une fonction de Whittaker. Le premier terme correspond a la distribution limite

(L — o00). On remarque que cette derniere possede une queue algébrique :

A
P(Z) ~ ~- . 2.67
( )Z>>AZQ (2.67)
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Py(Ts)

FI1GURE 2.3 — Distribution stationnaire pour la variable 74 = 2kvy7

Ecrivons la distribution limite (L — oo) du temps de Wigner :

A
PS(T) = meiﬁ . (268)

La valeur typique correspondant a cette distribution est :

A

Ttyp = E 5 (269)

ce qui peut s’interpreter physiquement comme suit : la particule se meut a vitesse vy = 2k,
12X

d’autre part la valeur typique peut s’écrire 7, = 10, ou 2\ /v est le temps nécessaire & une
particule de vitesse vy pour faire un aller-retour sur une distance A. Cette valeur de 7, suggere
que 'onde entre dans I’échantillon désordonné sur une distance typique de ’ordre de la longueur
de localisation. Cependant la queue algébrique de la distribution indique 'existence de processus
capables de piéger la particule pendant des temps beaucoup plus longs que la valeur typique, ce
qui est manifeste sur la divergence de tous les moments de la distribution limite.

Notons que la normalisation des fonctions d’onde localisées dans le systéme infini (L — o0)
est distribuée par une loi analogue & (2.68) (Lifshits et al. 1988, §13.3). On comprendra mieux
cette relation au chapitre 5.

Remarquons que si ’échelle mise en jeu dans la distribution est ici la longueur de localisation,
la théorie des matrices aléatoires fait intervenir la taille du systéme (a travers le temps de
Heisenberg). Une autre différence avec la RMT a trait a ’exposant de la queue algébrique pour
lequel la RMT prédit toujours des valeurs strictement supérieures a 2. L’exposant 5 décrivant
la classe d’universalité de la RMT caractérise le comportement a ’origine de la distribution des
écarts entre niveaux (p(s) ~ s7). Pour des systemes dans un régime localisé, cette distribution
est poissonienne, p(s) = %87% (p(s) = s9). Notons que si on pose 8 = 0 dans les expressions
de la RMT, elles présentent alors une queue algébrique avec un exposant égal a 2.

Ces expressions montrent que, dans la limite L — oo, tous les moments de 7 ou de Z sont
infinis. Les expressions précises de ces derniers pour un systéme de taille finie sont données
dans (Monthus & Comtet 1994) (une expression générale du nieme moment d’une fonctionnelle

exponentielle d'un mouvement brownien de dérive p y est donnée sous la forme d’'une somme
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de n termes. Notons que dans la limite u — 1, les deux derniers termes de cette somme sont

divergents séparemment mais leur somme reste finie) :

(Z(L)) = 2L (2.70)
n n - n—m ~ym m —2)! m(m—1)L&
(Z(L)" = A mé(—n o (2m—1)m62 (m-1)%
+A"# <2n§ +n— 1> (2.71)
n—2)! n 2n(n—1)%
((Qn—Q))!)\ e (n=D3

Dans la limite du systeme de taille infinie, le premier moment diverge linéairement et les moments
d’ordres supérieurs exponentiellement avec la taille du systeme. La premiere relation a une
interprétation physique : elle correspond a () = % Le lien entre le déphasage accumulé et la
densité d’états intégrée exige que soit respectée la relation (1) = 2wpr (E) ou pr(F) est la densité
d’états du systeme de taille L. C’est précisément le sens de cette relation puisque dans la limite de

haute énergie la densité d’états est égale a la densité d’états libre po(F) = 27r€/E' Pour reprendre

les notations utilisées dans la théorie des matrices aléatoires, cette relation s’écrit (1) = 74.
Nous sommes donc capables, par cette approche, de caractériser la nature des divergences des
moments du temps de Wigner, ce sur quoi la RMT ne donne aucune information. Cependant,
nous devons encore comprendre 'origine physique de ces comportements.

Effet de taille finie sur la distribution

Prendre la limite L — oo dans 'expression (2.66) de la distribution conduit a la distribution
limite (2.68) qui ne rend pas compte de I'existence de moments finis. Un examen superficiel des

moments en 2 (n—1L/X

suggere 'existence d’une queue log-normale pour la distribution de 7 a
L finie (stricto sensu la distribution log-normale posseéde des moments eZ"QL/)‘, cf. (3.37,3.39)).
Un élément qui semble appuyer cette remarque est que la conductance G(t) d’un échantillon
désordonné a un comportement log-normal analogue & celui qui vient d’étre évoqué (Altshuler
& Prigodin 1988). Or Muzykantskii & Khmelnitskii (1997), en interprétant G(t) comme la
probabilité pour que la particule soit piégée dans le potentiel pendant un temps ¢, ont attribué
le comportement log-normal a ’existence de configurations du désordre capables de piéger la
particule pendant des temps tres longs.

Afin d’étudier cet aspect, il se révele commode d’introduire la fonction caractéristique (trans-
formée de Laplace) ¢(p,L) = [;°dZe P?P(Z;L) donnée par (Monthus & Comtet 1994),
(Comtet et al. 1998) :

D 7 4 [ 9L .2y SSh D
L)=2/2K, (2,/5)+= d (1+5%) 2 Ko (2./5) . 2.72
o.0) =2 [P (2,[2) 2 [T aset eI (o2 212

Le comportement asymtotique de la distribution P(Z; L) est relié au comportement & 1'origine

de la fonction caractéristique. Dans la limite des grands systémes : vL > 1, on peut remplacer

ssh %
1+s2

terme peut étre remplacé par 1. Dans ce cas on peut écrire :

o(p, L) ~1— 2%~ % Im/ dse= %5 s Iis <2\/§> . (2.73)
0 v

par son développement a l’origine ; puisque la variable conjuguée tend vers 0, le premier



27

Cette expression montre qu’il existe une échelle exponentiellement petite avec L, ’ye*‘/'Y_L, a
comparer avec p : la fonction gaussienne s’annule sur une échelle s1 ~ (VL)_l/ 2 alors que la
fonction de Bessel modifiée présente des oscillations & l'origine sur une échelle sy ~ |Inp/v|~t.
Cependant, le développement révele l'existence d’une seconde échelle ye™7*. Dans un régime
intermédiaire pour lequel ye ™" < p < We_\/ﬁ, on peut montrer que la fonction caractéristique

présente le développement suivant :

92 /me % In _in®y/p
o(p, L) ~1— @ﬂ/ﬁ In~y/p [1 +0 <7LL/p>} e &L (2.74)

Un tel comportement laisse en effet présager une queue log-normale pour la distribution :
1 T
P(Z;L) ~ exp —c—r In*vZ pour A le > Z >y levt (2.75)
Y

Au-dela de ce régime intermédiaire, il serait intéressant d’extraire le comportement de la distri-
bution pour Z > vy~ te?l,

2.7.2 Régime balistique (L < \)

Nous avons utilisé précédemment ’hypothese que le systeme était suffisamment grand pour
que la phase atteigne sa distribution stationnaire et qu’elle se décorrele de la variable Z. Si
a l'inverse on s’intéresse au cas d’un systeme petit a 1’échelle de la longueur de localisation,
on s’attend & ce que le résultat soit tres différent du cas précédent (A = % est la longueur
de localisation dans le systéme infini). On se place toujours dans un régime de haute énergie
k> o!/% avec un systeme grand & Déchelle de la longueur d’onde kL > 1. D’aprés (2.10) les
fluctuations de la phase (d’ordre \/oL/k?) restent petites devant 7 si bien que dans ce régime

on peut considérer que dans tout I’échantillon 6(x) ~ kz. L’équation pour Z devient alors

a7z > L, 1.
o = 2+ (ﬁ sin® kx — EZ sin 2kx> V(x) (2.76)

Le premier terme de I’équation produit une contribution a Z (L) typiquement de 'ordre de 2L
alors que le deuxieme terme apporte une contribution d’ordre k—lgx/ oL ~ ﬁ\/;L Le troisieme

est d’ordre \/gL. Ceci montre que le deuxiéme terme est négligeable devant les deux autres.

Apres cette simplification, on integre I’équation et I'on aboutit & :
L 1 L 4./ Ay ’
Z(L) ~ 2/ dz e & Jo de' V(@) sin2ka’ (2.77)
0

L’argument de I'exponentielle est d’ordre y/ L/ et reste petit devant 1 dans le régime balistique,
ce qui permet d’écrire finalement :

2 L L
Z(L) ~2L — E/o dz / da’ V(z') sin 2k’ (2.78)

c’est-a-dire :
L 1 L L
7(k) ~ P dz / da’ V(z') sin 2kz’ . (2.79)
0 T
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On peut calculer les deux premiers cumulants du temps de Wigner :

k) ~ T (2.80)
(k) = oL (2.81)
~ 3;22 3 (2.82)

(2.79) montre que 7 est donnée par une fonctionnelle linéaire du désordre gaussien. Contrai-
rement au cas du régime localisé pour lequel la distribution est une loi large, la distribution de
T est gaussienne dans le régime balistique.

Il faut noter que les propriétés statistiques de 7 dans le régime balistique sont contenues
dans les expressions (2.71). Nous constaterons en effet dans le chapitre 5 que 'hypothese L > A
n’est pas indispensable pour aboutir aux propriétés mentionnées pour le régime localisé. Cette
remarque nous autorise a considérer un développement des moments (2.71) pour L < A, qui
conduit au développement des cumulants : (Z) = 2L, ((Z?)) = 8L3+-.., ((Z3)) = Z¢LP+ -

— 52
(Zh) = %5%[’7 + - -+, etc. Ces expressions montrent que les cumulants d’ordres supérieurs a

)

2 traduisent des fluctuations qui deviennent négligeables lorsque L/\ — 0. Par conséquent, la
distribution de Z tend vers une distribution gaussienne dans cette limite.

Les fluctuations de 7(k) croissent comme L3/2 ¢'est-a-dire plus rapidement que la valeur
moyenne. Comme le temps de Wigner est une quantité positive, ceci suggere que la distribution
gaussienne du régime balistique commence & se déformer lorsque (7(k)) ~ \/((1(k)2)) i.e. pour
% ~ %\/ﬁ ou encore L ~ \. On retrouve de cette maniere que le domaine de validité de ce
résultat est celui d’un systeme petit devant la longueur de localisation.

Nous reviendrons sur ce régime dans le chapitre 4, et en particulier on vérifiera numériquement

ces résultats.



Chapitre 3

Modele supersymétrique désordonné

3.1 Introduction

Considérons I’hamiltonien supersymétrique désordonné :
d2
H =5+ ¢*(x) + /() . (3.1)
da?
I1 a été introduit par Witten (1981) comme un modele de mécanique quantique supersymétrique.
Nous nous concentrerons par la suite sur le cas ou la fonction ¢(x) est distribuée par une loi
gaussienne. Ce modeéle possede des propriétés assez différentes du modele étudié au chapitre
précédent. L’étude du temps de Wigner permettra donc de tester 'universalité des résultats que
nous avons obtenus.
Avant de considérer cette forme particuliere de désordre, il est nécessaire de rappeler quelques
propriétés de ces hamiltoniens supersymétriques. Pour une revue nous renvoyons a (Cooper,
Khare & Sukhatme 1995), (Junker 1996).

L’hamiltonien (3.1) peut étre factorisé sous la forme :

H=Q'Q (3.2)

ol 'opérateur @ est donné par ) = —% + ¢. Cette expression montre que ’hamiltonien possede
un spectre positif. En outre I'équation de Schrédinger pour une énergie k% peut se découpler

en deux équations linéaires du premier ordre couplées pour la fonction d’onde u et la fonction

1 .
v=1zQu:

W)~ paula) - ko) (3.3)
dz(;“) = —¢(z)v(x) + ku(x) . (3.4)

Ce systeéme peut s’interpréter comme une équation de Dirac Hpy = ki pour des fermions de

masse nulle. u et v sont alors les deux composantes du spineur ).

HD:(g C(Q)T> . (3.5)

Le carré de cet hamiltonien de Dirac fait apparaitre les deux hamiltoniens auxiliaires Hy = QTQ
et H_ = QQ' caractérisés par le méme spectre pour E > 0. Notons que dans le point de vue de

I’équation de Dirac, k joue le role d’énergie.

29
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Différents types de potentiels désordonnés ont été étudiés. D’abord le cas ou la fonction ¢(x)

est un bruit blanc :
(¢(z)) = ps (3.6)
((e(@)o(x)) = <d(x—a'). (3.7)
La densité d’états de ce modele a été obtenue par Ovchinnikov & Erikmann (1977) (voir aussi

(Lifshits et al. 1988, §8.2)) puis retrouvée indépendamment par Bouchaud, Comtet, Georges &
Le Doussal (1987), (Bouchaud, Comtet, Georges & Le Doussal 1990) :

2g 1
N(E)= % - (3.8)
T J2(k) + N2(k)
sk d 9 9
Y(E) = WP In (‘]u(”) + Nu(“)) (3.9)
ou k= @ Ju(2) et N, (z) sont respectivement les fonctions de Bessel de premiere et de seconde

espece. Ces expressions montrent I'existence de singularités spectrales en loi de puissance a basse
énergie lorsque pu # 0 :

N(E) ~ B (3.10)
WE) ~ ETF (3.11)

et de singularités logarithmiques lorsque =0 :

1

N(E) ~ 3.12

( )E—>oln2E ( )
1

E) ~ — . 3.13

) 50T Bl (3:13)

Lorsque p < 1 on constate qu’il existe des états délocalisés a énergie nulle. Bouchaud et al.
(1990) ont montré l'existence d’une autre échelle de longueur & basse énergie : la longueur de
corrélation, qui diverge plus rapidement que la longueur de localisation : £, ~ In? E.

Il est intéressant de remarquer qu’un comportement analogue a celui obtenu dans le cas ou
u = 0 apparait dans le spectre d’une chaine de ressorts désordonnée étudiée par Dyson (1953)
(Lifshits et al. 1988, §5.2), qui peut étre vue comme une version discrétisée du modele. Ce type
de singularités de la densité d’états est propre aux hamiltoniens a désordre non diagonal. La
singularité de Dyson a été également mise en évidence dans un modele de chaine de spins a
couplages aléatoires (Ziman 1982).

A haute énergie la densité d’états converge vers la densité d’états libre tandis que I'exposant
de Lyapunov tend vers une constante, contrairement au cas du modele gaussien pour lequel il
s’annule a haute énergie :

v(F) ~ % pour k> ¢ . (3.14)

Il faut noter le lien entre ces modeéles de mécanique quantique supersymétrique et le probleme
de la diffusion classique (van Kampen 1992). L’étude de ’hamiltonien désordonné est reliée a celle
de la diffusion classique dans un milieu aléatoire gelé ; dans ce contexte, les propriétés spectrales
précédentes sont associées a des effets de diffusion anormale (Bouchaud et al. 1990), (Bouchaud

& Georges 1990). Cet aspect du probleme a également stimulé d’autres études, par exemple sur
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0 0.2 o.‘4Eo.‘6 0.8 1

FIGURE 3.1 — Densité d’états intégrée du modele supersymétrique pour ¢ = 1 (= 0) et du
probléme libre (courbe pointillée).

0.5

0 0.2 0.4 Eo.‘a 0.8 1

FIGURE 3.2 — Exposant de Lyapunov du modele supersymétrique pour ¢ =1 (u = 0).

la distribution du flux de particules (Oshanin, Mogutov & Moreau 1993b), (Oshanin, Burlatsky,
Moreau & Gaveau 1993a), (Monthus & Comtet 1994). Il a également été prouvé que lorsque le
systeme est contenu dans une boite de taille finie, la supersymétrie est brisée, c’est-a-dire que
I’énergie du fondamental n’est plus nulle mais possede une dépendance exponentiellement petite
avec la taille du systeme (Ep(L) e—aL!?

Comtet & Burlatsky 1996).

pour le cas du bruit blanc) (Monthus, Oshanin,

Un autre type de désordre qui a suscité un intérét particulier est le cas ot ¢(z) est un bruit
du télégraphe (Comtet, Desbois & Monthus 1995a). Le potentiel ¢?(x) + ¢/(x) présente alors
une série de pics § de signes alternés entre lesquels il est constant et prend alternativement deux
valeurs différentes.

Ces résultats ont trouvé récemment une autre application en relation avec un probleme de
chaine de spins en interaction (Fabrizio & Mélin 1997a), (Fabrizio & Mélin 1997b), (Steiner,
Fabrizio & Gogolin 1998), (Balents & Fisher 1997).
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3.2 Propriétés spectrales et localisation

3.2.1 Formalisme de phase

On trouvera une présentation du formalisme de phase adapté aux hamiltoniens super-

symétriques dans (Comtet et al. 1995a). Les variables polaires naturelles sont :
u(z) = p(x)sinfd(z) (3.15)
v(r) = —p(x)cosb(z) (3.16)
a) E = +k2

u et v obéissent aux deux équations Qu = kv et Qv = ku. On a donc :

dé .
i = k+ ¢(z) sin26 (3.17)
j—i = —¢(x) cos26 (3.18)

ou & = In p. Le spectre de H est donné par No(E) =k Py(6 = 0) et celui de H_ par N_(FE) =
k Py(6 = m/2) (P;(0) est la distribution stationnaire de la phase). Py(6 = 0) = P;(0 = 7/2) car

les deux hamiltoniens ont méme spectre.

b) E = —k?
u et v satisfont Qu = kv et Qv = —ku. Les variables polaires obéissent alors aux équations :
de .
o - k cos 20 + ¢(x) sin 26 (3.19)
dg .
o - ksin 20 — ¢(x) cos26 . (3.20)

Nous nous intéresserons par la suite au cas ol ¢(z) est un bruit blanc de valeur moyenne

nulle : = 0.

3.2.2 Propriétés statistiques de la fonction d’onde d’énergie nulle

Comme nous 'avons signalé le modele possede des propriétés tres particulieres a énergie nulle
qui traduisent I'existence d’'un état délocalisé. Nous nous intéressons aux propriétés statistiques
de la fonction d’onde de seuil (annihilée par @ : Q¢ =0) :

elo dz’ o)

olz) = . (3.21)
[ da 205" s ot 2

On peut poser w(z) = [; da’ ¢(z). L’étude des fonctions de corrélation

Cr(@1, -+, n) = ([o(@1)]* -~ [to(an)*) (3.22)
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est relide a I'étude de Phamiltonien de Liouville en dimension 1 : Hy = —2¢-3 oz T 2¢e?%. Si on
impose des conditions aux limites périodiques, on montre que la fonction de corrélation présente

le comportement asymptotique suivant :

Cn(z1,- -, xp) 1 VL (3.23)

(876) "7 T'(n) [(L — z1 +zn)(x1 — 22) -+ (201 — 2]

a condition que les distances soient toutes grandes devant ¢~'. Cette expression montre 1'exis-
tence de corrélations a longue portée caractéristiques d’un comportement critique a £ = 0. Pour
les petites distances le comportement est régulier. En particulier, a point coincidants, la fonction

de corrélation correspond aux moments de la fonction d’onde :

1
(o(@)[") o< - (3.24)

Un tel comportement montre la nature assez particuliere de ’état délocalisé. A titre de compa-

raison, le calcul d’une quantité équivalente pour un état délocalisé tel qu'une onde plane, montre
e: (Jp") o 1/L™.

Pour davantage de détails nous renvoyons a ’article 1.

3.2.3 Distribution stationnaire de la phase (déphasage)

On peut écrire ’'équation de Fokker-Planck associée a I’équation différentielle stochastique

pour la phase :

0 g <0 0
a—xP(H x) = < k% + 230 sin 20% sin 29> P(6;x) (3.25)

qui admet la distribution stationnaire :

k ’
2] e < cotg 26 w/2 . 6? cotg 26

P0) = —

—_— —_— 2
¢ sin20 J, sin 26’ (3:26)

Cette distribution tend & haute énergie (k > <) vers la distribution stationnaire :

J 1 1 1 /1
P;(0) = K [1—1—%8111464—@ (—sm 46 — sin* 20) —|—O(1/K3)]

. 1 1 1 1 1 .9 .4 3
= - [1—1— Ve sin46 + — 7e (8 + 5 sin 40 — sin 29) +O(1/K )} . (3.27)

ou K

N T

Distribution de ¢ a haute énergie

On peut reprendre I'analyse faite pour le modéle gaussien. On aboutit alors a la méme
équation (2.36) a condition de redéfinir correctement le parametre v (v = §).

Notons que pour les deux modeles, { posséde les mémes propriétés statistiques (ceci est
également vrai pour le coefficient de réflexion |r|) paramétré par 7. Ceci semble indiquer une

certaine universalité des fluctuations de la longueur de localisation a haute énergie.
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3.3 Temps de Wigner

3.3.1 Le probléme de diffusion

La procédure qui permet d’obtenir des équations pour le déphasage et le temps de Wigner
est analogue a celle que nous avons utilisée pour le modele gaussien : on considere un état

stationnaire de diffusion qui s’écrit pour z > L
Uk;(ﬂj) — e—ik;(x—L) + eik(l‘—L)-{-i(S(k‘) . (328)

Lorsque la fonction ¢ subit une discontinuité, la dérivée de u n’est pas continue, c’est pourquoi

la variable de Ricatti naturelle n’est pas v’ /u mais plutot ¢(z) = Z((z% qui obéit, d’aprés (3.3,3.4),

a I'équation :

d((z
d(x ) g 2¢(z)C(z) + k(x)? . (3.29)
Sur le bord de la région désordonnée, la variable de Ricatti prend la valeur ((L) = iigiigig

ce qui suggere le changement de variable ( = tan % L’équation différentielle pour la nouvelle
variable se déduit aisément :

dy ()

=2k — 2sin(z) ¢(z) . (3.30)

La variable 1 est donc reliée a la phase du formalisme de phase par ¥(x) = 20(x) + 7 et le
déphasage est donné par 0(k) = 20(z = L) + m, comme dans le cas du modele gaussien. On
préferera dorénavant utiliser la variable 6 plutot que . Le temps de Wigner est donné par la

variable Z = %1/1 = Qd%H qui obéit a I’équation :

dZ(x)
dz

Les conditions aux limites sont données par la condition de Dirichlet en x = 0, i.e. 6(0) = 0 et

=2+ 2cos20(z) Z(z) d(z) . (3.31)

Z(0) = 0. Remarquons que la condition de Dirichlet pour H, correspond & une condition de

type Neumann pour H_.

3.3.2 Distribution du temps de Wigner a haute énergie (k> <)

L’équation de Fokker-Planck pour la distribution jointe se déduit des équations différentielles

stochastiques pour 6 et Z, elle s’écrit
9 p9,2.2) = 0 50 g(‘?

3 k= —-2— 4+ = —sin26g si112(9—i—22 sinQ@i cos 207
x

00 0z 2\ 00 00 00 07

P, Z;z) (3.32)

0 o . 0 0
+28_Z cos 292% sin 20 + 48_2 cos 26Z8_Z cos 292)

A haute énergie la phase est uniformément distribuée, ce qui suggeére de faire 'hypothése que 6 et
Z se décorrelent. On moyenne I’équation de Fokker-Planck sur la phase et on aboutit a I’équation
(2.65) a condition de remplacer le parametre « par sa valeur 5§ du modele supersymétrique. On
peut donc reprendre 'analyse des propriétés statistiques de 7 faite pour le modele gaussien.
De méme, dans le régime balistique, on peut reprendre la procédure expliquée dans le chapitre

précédent pour arriver & un résultat identique a (2.82).
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3.3.3 Distribution du temps de Wigner a énergie nulle

Le temps de Wigner mesure le temps passé par une particule dans la région désordonnée
et doit donc étre sensible a la dimension de la zone explorée par la particule. On s’attend par
conséquent a ce que l'existence d’un état délocalisé affecte la distribution du temps de Wigner.

Dans ce paragraphe, on adopte le point de vue de I’équation de Dirac, par conséquent k joue
le role d’énergie et le temps de Wigner est donné directement par la variable Z (Steiner, Chen,
Fabrizio & Gogolin 1999).

A énergie nulle, le probleme se simplifie considérablement ; en effet, compte tenu de la condi-
tion initiale pour la phase (0(0) = 0), I’équation différentielle montre que la phase reste nulle
dans toute la région désordonnée. On aboutit ainsi a une équation différentielle pour la variable
Zy :

dZ
if):2+2zmw¢@) (3.33)
qu’on peut associer a ’équation de Fokker-Planck :
0 o .0 0
—P(Zy;x) =2 s=—=Z—=7Z — — | P(Zy;x) . .34
5L (203 %) (gaZ 57 3Z> (Zo; ) (3.34)

Cette équation appartient a la méme classe d’équations que (2.65). Elle décrit la distribution
d’une fonctionnelle exponentielle du mouvement brownien sans terme de dérive. Elle a pour
solution (Monthus & Comtet 1994), (Comtet et al. 1998) :

2
2

P(Z; L) =2 es_ 1 /Oo dt cht cos T o F (3.35)
L) =2———=—+7 cht cos —e L <% . .

0 sV 2L ZS’/Q 0 2¢L

Contrairement & la situation a énergie finie, Zy ne possede pas de distribution limite. A grand
L on a (Monthus & Comtet 1994) :

1 1 _
~ e 3.36
L—oo v/ 21 Zy ( )

pour Zy — o0, la distribution présente une queue log-normale :

P(Zy; L)

1 1 — 1 1n2(cz
P(Zy;L) ~ ——————e &L n°(s 0)_ 3.37
(Zo )Z0—>oo 2V2ncL Zy ( )

Mentionnons pour finir les moments du temps de Wigner (Oshanin et al. 1993b), (Monthus &
Comtet 1994) :

(Zo(L)) = 2L (3.38)
<Z()(L)n> — gng((;j) :1(_1)n7m SZL—I—neQm?gL_{_gn(_nll)" (339)
n—1! . on2
= én—$f e

3.4 Bilan

Nous sommes arrivés a la conclusion que la distribution du temps de Wigner a haute énergie
est la méme pour les deux modeles étudiés jusqu’a présent. Insistons sur le fait qu’ils ap-

partiennent a des classes d’hamiltoniens aléatoires différentes. Le modele gaussien se veut le
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représentant d’une classe de systemes a désordre diagonal alors que le modele supersymétrique
appartient a une classe de systemes a désordre non-diagonal. L’étude du spectre et de la locali-
sation ont souligné les différences entre ces deux types d’hamiltoniens désordonnés. Cependant,
a haute énergie, la distribution du temps de Wigner reste la méme dans les deux cas et n’est
caractérisée que par un seul parametre : la longueur de localisation A (qui dépend du modele).

A basse énergie, on ne s’attend pas a ce que cette universalité soit préservée. On peut imaginer
que le domaine de basse énergie sera beaucoup plus sensible aux détails du désordre, ce qu’on
a déja pu constater dans le cas supersymétrique. Il sera intéressant d’étudier ce régime pour un
cas de désordre diagonal.

Il reste un point important a éclaircir qui est de comprendre 1’origine physique de la queue
algébrique de la distribution du temps de Wigner, ou de maniere équivalente, de la divergence
exponentielle des moments avec la taille du systeme.

Les arguments que nous avons développés jusqu’a présent sont purement analytiques et il
serait tout & fait instructif de tester numériquement ces résultats.

Toutes ces considérations nous ont amenés & nous intéresser a un troisieme modele, le modele

d’impuretés §. Cette étude fera 'objet du prochain chapitre.



Chapitre 4

Le modele d’impuretés o

4.1 Introduction

Les propriétés spectrales du modele d’impuretés 6 (modele de Kronig-Penney) ont été étudiées
par différents auteurs (Schmidt 1957), (Lax & Phillips 1958), (Frisch & Lloyd 1960), (Bychkov
& Dykhne 1966b), (Bychkov & Dykhne 1966a). Le modele est défini par ’hamiltonien :

S
H= 12 + Y vz —xp) (4.1)
n=1
ou les poids v, des impuretés peuvent étre aléatoires (désordre d’alliage) ainsi que les positions
des impuretés x,, (désordre structurel). Ce modele est donc caractérisé par au moins deux pa-
rametres :
* 'intensité du potentiel v,
* la densité moyenne d’impuretés p.
On devra par conséquent considérer quatre échelles d’impulsion : v, p, k et L™!. Nous serons
amenés a étudier trois types de désordre :
— désordre A
le poids des impuretés est fixé v, = v et les positions des impuretés sont aléatoires. Le
désordre choisi est poissonien, i.e. les impuretés sont jetées aléatoirement et de maniere
décorrélée sur I'intervalle [0, L]. Ce désordre est un désordre structurel particulierement
fort : il permet a des impuretés de se trouver aussi proches que possible.
— désordre B
Les impuretés sont placées sur un réseau de pas 1/p et les poids des impuretés sont
aléatoires, indépendants et distribués par une méme loi ¢(vy,). Nous choisirons une loi de

Poisson q(vy,) = Y(vn)%e_”"/ Y qui est particulierement simple & simuler numériquement.

— désordre C
Ce dernier type de désordre est une simple variante du précédent : les impuretés sont
également placées sur un réseau, et leurs poids sont aléatoires et indépendants, distribués
par une loi binaire q(vy,) = pd(v, — ") + (1 — p) §(v, — v). Cette loi modélise un désordre
d’alliage : parmi les atomes (v) du réseau, une fraction p est remplacée par un autre type
d’atomes (v').

Ce modele est plus riche que le modele gaussien, qu’il reproduit dans une certaine li-

mite, d’ou l'intérét de I’étudier pour tester les résultats du chapitre 2. Pour étudier la re-
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lation avec le modele gaussien il est commode de considérer les fonctionnelles génératrices

(g[f] < (exp [dz f(z)V(z))) pour le désordre A et le désordre B :

galf] = expp / da <e”f (=) _ 1) (4.2)
N 1
gBlf] = gm - (4.3)

Pour le désordre A, on peut extraire les fonctions de corrélation de cumulants en développant
Ingalf] :

(V(z)) = pv (4.4)
(V(z1) - V(zn))) = pv"d(z1 —@2) - 0(z1 — 20) - (4.5)

L’expression des cumulants correspond a un développement de la fonctionnelle génératrice :

aalfl =exp > oo [ da (o). (4.6)
n=1

Ces expressions montrent que pour retrouver la fonctionnelle génératrice du modele gaussien, il
faut prendre la limite v — 0 avec p — oo de telle sorte que pv? = o reste fini. Dans cette limite,
tous les cumulants d’ordre supérieur & 2 s’annulent et on retrouve la fonctionnelle génératrice
pour le potentiel bruit blanc au premier terme pv [ dz f(z) prés. Bien que divergent dans la
limite considérée, ce terme s’interprete comme un décalage de pv des énergies qui ne change rien
a la physique.

On peut également exponentier le dénominateur apparaissant dans gg[f] puis considérer a

nouveau la limite vf < 1 :

gB[f] = " Xn F/p)+50° 3, f(n/p)> 4 o e [ da f(2)+5p0° [ da f(z)>+- (4.7)

remplacer Y. f(n/p) par p [dz f(x) est licite & condition que la fonction f(z) qui sonde le
désordre varie lentement a I’échelle de 1/p. L’échelle sur laquelle le désordre est sondé est donnée
par I'énergie, il faudra donc que 1/p < 1/k. Le raisonnement s’applique également si g(v,,) est
la loi binaire.

Pour résumer, le modele d’impuretés § est équivalent au modele gaussien a condition de se

placer dans un régime tel que

V<L kLp (4.8)

la correspondance entre les deux modeles s’établit en décalant les énergies de —p (vy,), le pa-
ramétre o du modele gaussien étant donné par o = p((v2)).
4.2 Formalisme de phase

Dans la suite, nous choisirons par convention d’indexer les impuretés par ordre croissant :

1 < Ty <0 < Tpo1 < xp < ---. On introduit les distances l,, = xp411 — xp-



39

On introduit la notation :

oF = o) (4.9)
& = ) (4.10)
zF = 2(x) (4.11)

pour les 3 variables exprimées de part et d’autre de chaque impureté.

a) E = k?

Concentrons-nous en premier lieu sur le cas ol 'énergie est positive (E = k?). Naivement
on peut penser réutiliser les équations (2.10,2.11) pour le potentiel d’impuretés 0. Entre deux
impuretés, I’évolution de la phase et de £ est donnée par :

O =07 = ki (4.12)

=& =0 (4.13)

Une difficulté apparait lorsqu’on traverse une impureté. Il s’agit d’un probleme typique des
équations différentielles stochastiques : faut-il interpréter le terme de ’équation différentielle
—%sin?0(x) §(x — x;) en —% sin?0; 6(x — x;) ou —%sin® ;" §(x — x;) ou encore autrement ?
Mentionnons deux possibilités pour lever cette difficulté dans le cas présent. La premiére consiste
a remplacer le potentiel 6(x) de chaque impureté par un potentiel régularisé §¢(x) a support
[—e€, €], & intégrer (2.10, 2.11,2.47) autour de I'impureté (cette procédure est aisée car lors de la
traversée de I'impureté, le terme k de df/dx est négligeable devant le terme @ sin? @ ~ =)
L’autre possibilité, plus rapide, consiste a exprimer I’équation de continuité de la fonction
d’onde en terme des variables polaires : & sin HZ"L =i sin 0, et 'équation de discontinuité de

+
zi = v; i.e. : cotg O — cotgf; = 7 sans oublier que 60, et 0;" doivent

fe s D
la dérivée : 7 Inv(x)
appartenir au méme intervalle [n7, (n + 1)7]. On dérive par rapport a k les équations pour la
phase afin d’obtenir celles de la variable Z = 2(}%9.

Le travail qui va suivre sera essentiellement basé sur I’analyse des six équations de récurrence :

Uj

cotg 0" — cotgb; = % (4.14)
00— 07 = ki (4.15)
b e oSl 4.16
S 6 Y in 0; (4.16)
=& =0 (4.17)

zZr zZ; 2v;
— = — 4.18
sin2 H;F sin? 6, k2 ( )
Zia— 25 = 24 (4.19)

complétées par les conditions initiales :

05 = 0 (4.20)
& =0 (4.21)

Z& = 0. (4.22)
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La densité d’états et I’exposant de Lyapunov sont donnés par :

P . 9&+1
N(E) = = lim —— 4.23
E) = TN (4.23)
ENt1
E) = lim —— . 4.24
V(E) PNENTN ( )

Le déphasage et le temps de Wigner sont donnés par :

J(E) = 205, +7 (4.25)
1
(B) = 52 - (4.26)

b) E = —k?

La traversée d’une impureté met en jeu les mémes équations. L’évolution de # et £ lors de la

traversée d’un intervalle vide d’impureté est donnée par l'intégration de (2.12,2.13). On obtient

finalement :
cotg 0 — cotg§; = % (4.27)
tan (0, +7/4) = tan (0; +7/4) el (4.28)
£ e oSl 4.29
§ -4 t sin Hzr ( )
1. cos20;
¢t = Zlp = 4.30
5’“ & 2 . Cos 29;_1 ( )
zZr zZ; 2v;
— = — 4.31
sin? 0 sin?6; k2 (431)
Z:, zZ+
e e vl (4.32)
cos20; ;  cos26;
Le temps de Wigner est donné par 7(E) = —ﬁZ&H.

Un des intéréts du modele réside dans la forme que prennent les équations du formalisme de
phase en équations de récurrence couplées particulierement adaptées a des calculs numériques.

Une remarque permettant d’accélérer les calculs numériques dans le cas du désordre A est
d’observer que les distances [, entre impuretés successives sont des variables indépendantes
distribuées par la loi de Poisson p(l,) = Y(I,,)pe . Une facon de construire le désordre pourra
donc étre de tirer les N longueurs [, ce qui évite d’avoir a classer par ordre croissant les positions
des impuretés jetées sur [0, L]. Il faut cependant noter que cette fagon de construire le potentiel
désordonné introduit des fluctuations de la taille du systéeme de I'ordre de \/—[fv = \</—LN> (N est le
nombre d’impuretés). Cette procédure rapide de construction du désordre ne sera donc adaptée
qu’a I'étude de quantités indépendantes de la taille du systeme (les distributions limites par
exemple). Pour une simulation numérique, la limite d’un systéme de grande taille est atteinte

lorsque L > A (N> A= %)
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4.3 Spectre, localisation et distribution du déphasage

Les arguments analytiques concernent le désordre de type A. Ils seront illustrés par des

calculs numériques réalisés a partir des équations (4.14,...,4.19).

4.3.1 Haute énergie : k> v, p

Lorsque v > 0, les équations (4.14,4.15) montrent que lorsqu’on traverse une impureté, la
phase se rapproche du multiple entier de 7 juste inférieur, tandis que lors de la traversée d’un
intervalle vide elle augmente de kli;.

A haute énergie on peut s’attendre a ce que I’évolution de la phase soit dominée par
Pévolution lors de la traversée des intervalles vides d’impuretés. Pour v < k, "équation (4.14)
montre que la phase varie trés peu en traversant 'impureté 7 : 9:‘ —0; ~—¢ sin? 0, < 1 alors

que 0, — 9:‘ =kl; ~ % > 1. On peut écrire

N N
_ v .9 a—

(B(L) —6(0)) = kL +> (67 —6;) :kL—EZ@m 07 )+ - . (4.33)

i=1 i=1
D’autre part comme kl; > 7 on peut faire I'approximation que la phase 0, est distribuée
uniformément sur Pintervalle [0,7] (RPA). A condition de considérer un systéme assez grand,
afin de négliger le début de I'intervalle [0, L] dans lequel la phase n’a pas atteint sa distribution

d’équilibre, cette approximation permet de calculer facilement (sin2 6;), on aboutit a :
kE p v

NE:—+—(——+Ov3k3), 4.34
(B) = =+ £ (=5 + 0P /) (131
(on vérifie facilement que le terme d’ordre 2 est nul). L’approximation de la phase aléatoire dans
le domaine pertubatif k > v fournira un développement de la densité d’états ou de I'exposant
de Lyapunov en termes pv™ qu’on interprete en théorie de perturbation comme les interactions
avec une impureté isolée. Le résultat donné par cette approximation doit donc étre contenu dans
le probleme & une impureté. Physiquement, la correction précédente correspond a un simple
décalage des énergies de pv (% — % ~ L. /k2 — pv). Ce terme est donc inintéressant, seule la

™
technique est a retenir pour calculer I’exposant de Lyapunov.

Avant d’établir une expression de «y a l’aide des équations (4.16,4.17), mentionnons un ar-

gument heuristique qu’on pourra trouver dans (Antsygina et al. 1981). Le coefficient de trans-
k‘2

k2+v2 /4"

cient est tres proche de 1 et on peut négliger les effets d’interférences dus a la rétrodiffusion

mission pour la diffusion sur une impureté isolée est T = A haute énergie, ce coeffi-
par chaque impureté. Le carré du module de la fonction d’onde est modifié pendant la tra-
versée de l'impureté comme : |¢(x])[? ~ [¢(z;)[? (1 - %) Sur une distance x on traverse

environ px impuretés, par conséquent le module de la fonction d’onde se comporte comme :
2

pz/2
[1(x)] ~ [1(0)] (1 — 47’?> ~ [1(0)] e—Pv*T/86%  Cette expression suggere que 7y =~ é%z.

Retrouvons maintenant ce résultat dans le cadre du formalisme de phase. L’équation (4.17)
montre que £ n’évolue pas entre deux impuretés. On peut réécrire I’équation (4.16) a 'aide de
(4.14) pour ne plus faire apparaitre que la phase 6, afin d’utiliser la RPA. On a :

P | v vy
& —§& :§ln 1+Esm29i —|—ﬁsm 0; (4.35)
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qui montre que dans la limite v < k : §i+ =& = opsin20; + 1 ( sin 0 — %sin2 26;). La
RPA conduit a : N
1 _
=) (& &)= @ +O@'/k") (4.36)
i=1

qui est le résultat donné par 'argument heuristique précédent.

Fluctuations de la longueur de localisation

Les relations (4.16,4.17) montrent que la variable {(x) est constante entre les impuretés et
subit un saut a chaque impureté. Elle suit donc une marche aléatoire avec des pas de longueurs
aléatoires distribués par une loi de Poisson et des sauts de hauteurs aléatoires dépendant de la
phase 6, , donnés par la relation (4.35). Cette derniere montre que la variation de £ est bornée :

A& = ¢ — ¢ atteint sa valeur maximale pour §~ = § — 5 arctan k et sa valeur minimale pour
0~ =m — Larctan 2, on a |A¢| < Apax avec :
A — argsh — 4.37
gmax g 2]{: ( )

qui se réduit dans les deux cas limites & : Adpax =~ 5 i v < k et Adpax ~Ing siv > k.
Lorsque p < k la phase se décorrele entre chaque impureté, les sauts de £ sont alors décorrélés

et 'on peut utiliser le théoreme de la limite centrale pour montrer que la distribution de (L) =

SN | Ag; est gaussienne. Les fluctuations de £(L) sont alors données par ((€(L)?)) = N{(({A€?2)).
A haute énergie p,v < k on peut vérifier a I'aide du développement de (4.35) qu’a l'ordre le

plus bas en v/k le second cumulant de A¢ est égal a sa valeur moyenne : (A£) = v % +

L2
O(%) et ((A€2)) = &% — B2 1+ O(%). On a done ((£(L)) = (£(L)) =~7L a T 0r(81];e dominant
(en v? /k?). Comme pour les deux modeles étudiés aux chapitres 2 et 3, £ est une marche aléatoire
avec une dérive égale a 2.

Dans la limite de basse énergie (k < p,v), bien que les variables A¢; soient corrélées, il suffit
qu’elles se décorrelent sur une distance finie pour montrer que (L) est encore distribuée par
une loi gaussienne, ce qui est vérifié numériquement. En revanche, le second cumulant de la loi
n’est plus donné par le théoreme de la limite centrale mais est influencé par les corrélations de
portée finie. On constate numériquement une diminution des fluctuations relatives de I’exposant
de Lyapunov a basse énergie : % <1

4.3.2 Grande densité d’impuretés v < p : limite du bruit blanc

On a déja discuté dans l'introduction de I’équivalence entre le modele d’impuretés & dans
ce régime et le modele du bruit blanc. La densité d’états et ’exposant de Lyapunov sont donc
donnés avec une bonne approximation par les expressions (2.23,2.31) a condition de décaler les
énergies de pv dans ces expressions et de poser ¢ = pv?. Sur les figures 4.1 et 4.2, on compare

un résultat numérique pour le modele d’impuretés § aux expressions du modele gaussien.

basse énergie : k < v < p

Etudions la limite de tres basse énergie k < v < p. On commence par étudier la distribution
stationnaire de la phase. Partons d’'une valeur donnée (9;0 de la phase; le terme dominant de
(4.14) est v/k si 0, > k/v et cotgf; ~ 1/6; si 0, < k/v. La phase 0, est dans tous les
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FIGURE 4.1 — Densité d’états intégrée. Croix : modele d’impuretés 9, résultat numérique pour
v=01et p=5et N = 100000 impuretés. Ligne continue : modele gaussien (2.23). Ligne
pointillée : probleme libre.
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FIGURE 4.2 — Exposant de Lyapunov. Croix : modéle d’impuretés 4, résultat numérique pour
v=0.1¢et p=5et N =100000 impuretés. Ligne continue : modele gaussien (2.23).

cas ramenée a une valeur de l'ordre de ou plus petite que k/v. Initialement la phase vaut
07 = kli < k/v. Tant que § < k/v, 'impureté fait faire a la phase un petit saut en arriere
0;" —0; ~ 6, (1— 26, ). D’autre part la traversée de I'intervalle fait faire un petit saut en avant
de 0, — 9i+ = kl; ~ k/p < k/v. On peut donc supposer que la valeur typique de la phase est
donnée par le point ou s’équilibrent les deux effets : on est alors amené a résoudre 1’équation

1
O ~kl+— (4.38)

WP v/k+1/0,
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(on a utilisé cotg § ~ 1/0). En remplacant | par 1/p on trouve que
_ k
Oryp =~ ——
N/

& k/v. Les fluctuations de §~ viennent nécessairement des fluctuations

(4.39)

qui respecte k/p < 0,

de kl;, qui sont d’ordre k/p. Pour conclure, cet argument montre donc que la distribution de la

phase est centrée sur 6, et de largeur k/p. On peut vérifier numériquement ’argument

k
typ = /pv
(voir figure 4.3) : Le pic est centré sur k/,/pv ~ 0.0316 et les fluctuations sont bien de l'ordre
de k/p ~ 0.01.

50

40 |
— 30 |
20 |

10 |

000 002 004 006 008 010 0.12 0.14

FIGURE 4.3 — Distribution de la phase (déphasage) dans le régime k < v < p. v =0.1, p =1 et
k = 0.01. Le calcul met en jeu N = 1000 impuretés pour une statistique de 50000 valeurs

Si on utilise l'expression (4.35) on peut obtenir une valeur approchée de l'exposant de Lya-

punov :

hIH

V(&

h |

N N
Z Z (In (1 +v0; /k)) (4.40)
Puisque la distribution de la phase est piquée autour de k/,/pv on trouve finalement que :
Y(E = 0) ~ \/pv. On peut retrouver ce résultat en exploitant la correspondance avec le modele
gaussien : lorsque pv — E > (pv2)2/ 3 Vexposant de Lyapunov doit étre donné par 1’expression
asymptotique (2.33) i.e. v(E) ~ \/pv — E. A énergie nulle on retrouve en effet le résultat attendu.
A Déchelle de la distance moyenne entre impuretés, la longueur de localisation vaut A S P/,
soit dans le cas présent A ~ \/m > 1.

4.3.3 Faible densité d’impuretés p < v

On se place dans un régime tel que p, k < v (le régime de haute énergie a déja été discuté).
Dans le régime de faible densité d’impuretés on peut donner des arguments plus précis. La grande
simplification qui apparait dans ce régime vient de ce que la phase (modulo 7) se décorrele a
chaque fois qu’elle traverse une impureté. La traversée d’un intervalle vide d’impureté ajoute a
la phase un terme d’ordre k/p > k/v, c'est-a-dire que 0;" ~ nm + k/v, i.e. (0 mod 7) < k/p.

On a donc 0, | ~ nm + kl;, i.e. 0| est insensible a la valeur de 9i+.
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Densité d’états : singularité de Lifshits

Nous commencerons par rappeler 'argument heuristique da a Lifshits : en dimension d,
I’énergie de I'état fondamental d’une particule dans une boite de dimension caractéristique L
est d’ordre E ~ 1/L2. Lorsqu'on considére un potentiel d’impuretés répulsives distribuées par
une loi de Poisson avec une densité moyenne p, la probabilité qu’une région de l'espace de
volume V = L% soit vide d’impureté se comporte comme e PV : cet évenement est associé &
l'existence d’un état de basse énergie E ~ 1/L?, c’est-a-dire que la taille du trou est associée &
une énergie L ~ E~1/2. La probabilité d’un tel état, i.e. la densité d’états, est donc typiquement
p(E) ~ e=PE~ " o4 4 est une constante numérique sans dimension (dans le systéme d’unités
h =2m, = 1). La densité d’états intégrée doit présenter un comportement analogue. Une telle
singularité porte le nom de singularité de Lifshits (Lifshits 1965). De nombreux travaux ont
eu pour objet de prouver rigoureusement ce résultat parmi lesquels on peut citer (Friedberg
& Luttinger 1975), (Neuberger 1982), (Luttinger & Tao 1983), (Luttinger & Waxler 1987),
(Nieuwenhuizen & Luck 1987).

Dans un second temps on utilise le formalisme de phase en profitant du fait que la phase
modulo 7 se décorrele apres chaque impureté. Plagons-nous dans un premier temps a k < p.
Pour compter un état il faut que la phase saute d’au moins 7 en traversant un intervalle vide
d’impureté. Comme 0;‘ ~ nm, la probabilité pour que 6, ; saute dans l'intervalle [(n+1)m, (n+
2)7] est égale a la probabilité pour que kl; > 7 (si k < p on peut négliger la probabilité de sauter
dans Pintervalle suivant) or Prob[l > 7/k] = e~ ™/k = Prob[f, ,—6;" > 7] = Prob[0;, | —0F ~ ).
On a donc (0;;1 —0;) = me™/* qu’il faut multiplier par le nombre d’intervalles N = pL pour
obtenir (0 ,), d’'ott finalement N(FE) =~ pe~ ™!k On retrouve le comportement prévu par
I’argument de Lifshits.

On peut facilement étendre cet argument au cas ou k est de 'ordre ou plus grand que p,
tout en respectant k < v. Lorsqu’on traverse U'intervalle [z;, x;11], il faut prendre en compte la
possibilité qu’a la phase de faire un saut supérieur a 27 ; en tenant compte a nouveau du fait
que 9:‘ est ramenée a un multiple entier de 7, la probabilité pour que la traversée de [z;, ;1]

apporte une contribution de nm a la phase est :

Prob [nm < 0;,; — 6 < (n+ 1)7] = Prob [0, — 0} ~ nx]

TS Vi
= Prob [nﬁ <L<(n+ 1)3] = e Pk _ o= (n+)mp/k (4.41)
k k
ce qui implique que :
(OF1 = 0F) = D (e7mmo/h — mlmtbimerk) (4.42)
n=1

La série se calcule aisément et on aboutit finalement & :

p

N(E) = o7

pour k,p < v . (4.43)

La densité d’états correspondante est :

wp? 1

PE)= —55 =5 % (4.44)
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qui coincide avec le résultat de Bychkov & Dykhne (1966b).
On vérifie numériquement ce résultat (cf. figure 4.4). Ce résultat est valable tant que k < v;
lorsque cette condition n’est plus remplie, la densité d’états intégrée se raccorde a la densité

d’états intégrée libre.
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FIGURE 4.4 — Densité d’états intégrée. Croix : modele d’impuretés 9, résultat numérique pour
v=>5et p=0.1 et N =100000 impuretés. Ligne continue : expression (4.43). Ligne pointillée :

probleme libre.

Exposant de Lyapunov

On peut utiliser un argument similaire pour estimer ’exposant de Lyapunov. D’apres l'ex-

pression (4.35) :

N
?}2

1
v(E) = lim o7 Z <1n <1 + %sin 20, + 2 sin? 9;>> , (4.45)

i=1
ce qui permet d’obtenir I’expression générale pour 'exposant de Lyapunov :
2

WE) = 3/ A9~ PO ) In 1+ —sin20" + — sin20~ | . (4.46)
2 /o K 2

Dans le régime v > kon a §; ~ nw+kl; ; au nm pres (sans importance car la phase n’apparait que
dans des fonctions trigonométriques dans l'expression de ), la phase §; est approximativement
distribuée par une loi de Poisson P(6~) ~ %e_%e_. Lorsque k > p, cette distribution tend vers
une distribution plate pour la phase modulo 7. On aboutit finalement & ’expression :

00 k 2 k
V(E) ~ g/o dze " In (1 + %Sin (2;m> + % sin? (;m)) : (4.47)

valable pour p < v. On peut extraire les comportements limites.
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a) A tres petite énergie k < p < v, 'exposant de Lyapunov est voisin de la valeur limite atteinte
ak=0:

Y(E =0) ~ p/ dze *In <1 + %x) (4.48)
0

d’ou

Y(E =0) ~ —pe?’/VEi(—p/v) , (4.49)

ce qui montre que l'exposant de Lyapunov a énergie nulle possede un comportement logarith-
mique a faible densité :

YE =0)~p (m% - c) . (4.50)

(¢f. (Lifshits et al. 1988, §10.4)) ou C= 0.577215... est la constante d’Euler. La longueur de

localisation est donc plus petite que la distance moyenne entre impuretés : A = p/y ~ 1/1In % < 1.

b) Pour des énergies intermédiaires p < k < v on obtient & nouveau un comportement loga-

rithmique :
v

v(E) ~ pln 5% - (4.51)

c) Pour p < v < k, on retrouve le résultat de haute énergie obtenu dans un paragraphe
2
précédent y(F) ~ &5

035 T T T T T T T
030 |
025 |

o 020 |

015 |

0.10 |

005 [ .

0.00 :wwww\wwww\wwww\wwww\wwww\wwww\wwww\wwww:
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6

k=~E

FIGURE 4.5 — Exposant de Lyapunov. Croix : modéle d’impuretés 4, résultat numérique pour
v=">5et p=0.1 et N =100000 impuretés. Ligne continue : expression (4.47).

L’écart entre (4.47) et le résultat numérique pour k — 0 est dit & 'approximation faite pour
P(67). Au prochain paragraphe, nous verrons qu’une meilleure approximation serait P(6~) ~
Ly (9~ —k/v)e k0 ~k/V) Cette expression conduit alors & y(E = 0) = p[In2—e?/V Ei(—2p/v)]
dont le terme dominant est encore donné par (4.50), et qui se rapproche en effet du résultat
numérique (avec les parametres correspondant a la figure 4.5 on trouve v(E = 0) = 0.34838,
alors que numériquement on a Ynum (E = 1075) = 0.34829).
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Distribution stationnaire de la phase (i.e. du déphasage)

L’étude de la distribution de la phase a la réflexion a suscité certaines études parmi lesquelles
on peut citer (Sulem 1973) dans le cadre de la réflexion d’ondes électromagnétiques et (Barnes
& Luck 1990) pour un modele discret (hamiltonien d’Anderson).

Dans la limite de basse énergie k < p < v, on a pu constater que la distribution périodique

0

de la phase était proche d’une loi de Poisson P(6~) ~ %e_f . Dans ce paragraphe nous allons

obtenir cette distribution de maniere beaucoup plus précise. On profite du fait que 6 reste

nécessairement petit devant m pour remplacer (4.14,4.15) par

O; 1 = ki (4.52)

it k16,

On introduit la notation 6; = ;. Cette relation permet d’écrire une équation de récurrence pour
la distribution P;(#) de la phase 6; :

o s 1

Lorsque la distribution atteint sa distribution stationnaire, elle doit donc obéir a l’équation

intégrale :

I P e eyl B S
P() k/o 46’ P(¢') e Y (6 YT (4.54)

(Y(z) est la fonction de Heaviside). Par commodité, on introduit la fonction u(#) :
P(0) = u(f)e k? (4.55)

qui obéit donc a I’équation intégrale :

:B " ! ! _fe/eli/v _; 4
u(6) k/o A0’ w(@')e kT Y (0 TR (4.56)

Cette équation montre que u(0) = 0. Si on dérive ’équation par rapport a 6 on aboutit a :

d p 1 0 _p 62
_ 9 — k 0+k/v 4
0= g () (57)

d’ou il ressort que la dérivée de u(f) s’annule a lorigine : u/(0) = 0. On remarque également que
u'(f) > 0. On peut prouver aisément en procédant par itérations que u(")(G) fait intervenir les
dérivées d’ordres inférieurs ainsi que des fonctions régulieres a 'origine, et ainsi montrer que la
dérivée nieme s’annule a l’origine :

u™(0)=0. (4.58)

Toutes les dérivées de la distribution s’annulent en § = 0; ce comportement non analytique
suggere que la distribution est quasiment nulle sur un intervalle dont nous allons déterminer la
taille caractéristique.

La méthode que nous proposons pour résoudre 1’équation (4.56) s’appuie sur la remarque
suivante : si @/ > 0 alors W < %, il s’ensuit que lorsque 6 > k/v la fonction de Hea-

viside ne joue aucun role puisque son argument est nécessairement positif. On remplace alors
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Y <9 — W) par 1 et 6 n’apparait plus dans l'intégrale qui est alors égale a une constante.
Si 6 > k/v la fonction u(#) est constante :

o'2

w(@ = ko) = u(k/v) = % /0 " 40 (@) o ke (4.59)

On s’est placé dans une limite k& < p, puisque u(f) est constante a l'infini 'intégrant décroit
rapidement et on peut remplacer la borne supérieure des intégrales par +oo afin de simplifier la
discussion.

Si 6 ¢ [k/v,00[, on peut séparer I'intégrale de ’équation (4.56) en deux parties :

% agu@ye ¥75m _ P [T aguee totis
@)= [ @) T B (@) e T (4.60)

1/60—v/k

dans laquelle le premier terme est simplement u(k/v). Si on s’intéresse au domaine % <0< %,
alors on a W > % et 'on peut utiliser dans la seconde intégrale ’expression (4.59) de u(6)

pour 6 > k/v; on aboutit alors a 'expression de u sur ce domaine :

u(k/2v <0 < k/v) = u(k/v) [ — %/ ) dH’e_%e’i’f/v] . (4.61)

1/0—v/k

Il est clair qu’on peut continuer la procédure et résoudre ’équation intégrale (4.56) par itérations

successives dans les différents intervalles s’approchant de I'origine. Pour cela on découpe [0, k/v]
k k
(n+1)v’ nv

I'intégrale de (4.60) se trouve encadrée par :

en intervalles [ |; lorsque € se trouve dans un tel intervalle, la borne inférieure de

% < I/Giv/k < (nfl)v. L’expression (4.60) montre

kK
(n+1)v’ nv
dans les intervalles précédents. En procédant de cette maniere on montre que 'expression de la

fonction u(#) dans l'intervalle [ﬁ, %] est :

00 9 rk/v oo
uw(®) = u(k/v)|l-— B/ df, e PO 4 (_£> / d91/ dfy e BON)=BO2) 4 .
k Juo) k7 Jue) w(61)

n n_k v n—k v ]{?/U &
v (D) /< y d91/< 2 d92.../ dgnl/ 40, =B -8(62)—=5(62) | 4 62)
kj w(g) w(@l) w(0n72) w(enfl)

ou 'on a introduit les deux fonctions :

donc que u(#) est exprimée dans l'intervalle | | 4 laide des expressions qu’on a trouvées

w0 2 (4.63)
2
BO) = g@fk/v' (4.64)

Dans la limite p < v la distribution de 6 tend tres vite vers 0 lorsqu’on s’approche de I'origine
et seules une ou deux intégrales sont suffisantes pour caractériser la distribution dans la région
intéressante.

On peut extraire le comportement de u lorsque € s’approche de k/v par valeurs inférieures ;
a partir de (4.61) :

u(kfo—e) = ulkfo)[1- gen’%} . (4.65)

e—0t
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Lorsque 6 se rapproche de l'origine la fonction u(6) tend rapidement vers 0. Pour avoir une

idée de la rapidité avec laquelle la distribution “s’écrase” sur l'intervalle [%, %], on peut évaluer

u(k/2v) dans la limite qui nous intéresse dans ce paragraphe (k < p < v) :

u(k/2v) = u(k/v) (1 - % /: defei’e'if/v> = u(k/v) (1 - g /100 dxeiaffl> (4.66)

p _a?

dans la limite p < v on peut remplacer I'exponentielle par le développement en 1/x : e v+ =

e (=1 - £ 4 .-.) ce qui montre que le terme dominant de u(k/2v) est donné par :
PN2 |, v
u(k/2v) = u(k/v) <;> ln; -C|+-- (4.67)

Le terme suivant de ce développement sera en (%)41112 %, etc. Cette expression montre que
P(k/2v) < P(k/v) dans la limite p < v. La distribution est quasiment nulle dans linter-
valle [0, k/v]. La constante de normalisation est donc donnée en premieére approximation par :

P(k/v) ~ p/k.

2 ] 2 —
10 — 10 723“{‘::—, g1
8 B 8 lZ

S 6 1 S 6l

oW oW
4 B 4
2 B 2 r
0 0 R L .

05 0.000 0.004 0.008 0.012

)

FIGURE 4.6 — Distribution stationnaire de la phase 8~ (déphasage) dans le régime k < p < v.
Calcul numérique pour v = 1, p = 0.1, £ = 0.01 et N = 1000 impuretés. Figure du gauche :
statistique de ns = 50000 données. La courbe lisse est la poissonienne donnée par (4.68). Figure
de droite : comportement a l'origine. Statistique de ns >~ 628000. La courbe lisse est I’expression
analytique donnée par (4.68) et (4.69).

Sur la figure 4.6 on compare le résultat d’un calcul numérique avec la poissonienne donnée
par (4.59) :
P(0 > k/v) = P(k/v)e £0=%) | (4.68)
et le comportement & l'origine de la distribution obtenue numériquement a (4.61) :

2(g_k p [ _p_0?
P(k/20 <0< ko) = P(kjuje 08 |1 -2 / ae FTE | (469)
o7
Notons que cette maniére de construire la solution de (4.56) n’utilise que ’hypothese 6§ <

m. Lorsque p se rapproche de v, il devient nécessaire d’utiliser les expressions (4.62) car la
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distribution ne “s’écrase” plus assez vite en se rapprochant de 'origine. En effet, on a vu que
dans la limite k¥ < v < p le pic de la distribution est centré sur k/,/pv > k/v.

En dernier lieu donnons la distribution de la phase 87. Cette derniere est reliée & 0~ par :

1
o = ————— 4.
16—+ o/k (4.70)
et sa distribution & celle de 6~ par :
1 oF
0t) = P . 4.71
0= e () a7)

Sur la figure 4.7 on compare le résultat numérique avec I'expression donnée par (4.68,4.69,4.71)
qui est donc valable si 67 est dans lintervalle [k/3v, k/v].

800
700 F
600 |
500 F
N
D 400 |
S
< F
300
200
100 |
o b [ R

0.000  0.002 0.004 i 0.006 0.008 0.010
0

FIGURE 4.7 — Distribution stationnaire de la phase 67 dans le régime k < p < v. Calcul
numérique pour v = 1, p = 0.1, £ = 0.01 et N = 1000 impuretés pour une statistique de
ns = 50000 données. Comparaison avec le résultat analytique donné par (4.68,4.69,4.71).

Toute cette analyse de la distribution de #~ et 8 nous servira en temps utile, lorsque nous
étudierons la distribution du temps de Wigner dans le régime de basse énergie.

Rappelons que le déphasage est relié & la phase par §(E) = 26, 41 7. Ces résultats montrent
donc qu’a basse énergie le déphasage est voisin de 7, cette derniére valeur correspondant & une

région impénétrable.
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4.3.4 Tableau récapitulatif

régime N(E) v(E)
E<ov<p 0 \/pv
haute | v <K<k <Kp régime du bruit blanc :
(223) | (231
densité avec £ — k? — pv et 0 — pv?
k 2
E<p<u pe Tk p(Int—-C)
faible
pLk<w E_g pln 3¢
densité
k 2

4.3.5 Le poids des impuretés est négatif : v < 0
Haute densité v < p

Dans la limite ou la densité d’impuretés est élevée, le spectre et la localisation sont bien
décrits par les résultats du modele gaussien, néanmoins on peut utiliser un argument heuristique
pour trouver le comportement de maniere plus fine. Pour la densité d’états on peut penser
que Dexistence d’états de basse énergie est reliée a l'existence de configurations contenant des
amas d’impuretés. En effet, si un état localisé sur une impureté isolée possede une énergie
—v2/4 et une extension spatiale de I'ordre de 1/[v|, n impuretés agglutinées sur une distance
beaucoup plus petite que k ~ ﬁ seront responsables de 'existence d’un état de basse énergie
E ~ —n?v?/4. La probabilité pour que n impuretés soient toutes a des distances petites devant

k ~ ﬁ est de 'ordre de (a%)n ou a < 1 est un nombre sans dimension. La densité d’états a
. N el 2 . 2k/|v| .
E ~ —n?v? /4 est proportionnelle & la probabilité de cette configuration, p(E) ~ (a%) M.

_ 2k, Kk
p(E = —k?) ~e Tvl 5. Cet argument heuristique reproduit la dépendance en énergie trouvée
k k

par Magarill & Entin (1966) : N(E = —k?) ~ VAT (cf. (Lifshits et al. 1988, §6.8)).

Basse densité p < v : singularité de Halperin

Dans la limite de faible densité d’impuretés le mécanisme est tout a fait différent car les
configurations qui interviennent dans le cas précédent sont alors complétement improbables. On
peut cependant invoquer un autre argument heuristique (dont on trouve une version dans le cadre
du modele d’Anderson dans (Luck 1992, §1.6.1)). Lorsqu’on considére deux impuretés isolées,
la levée de dégénérescence entre les deux états localisés sur chaque impureté & Eq = —v?/4
est exponentiellement petite : AE = 4|Eple "l/2 (EL = Ey + AE/2) ot | est la distance
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séparant les deux impuretés. Si on considere trois impuretés, on peut constater que la levée de
dégénérescence est donnée par la plus petite des deux distances. Pour le probleme d’impuretés
on peut donc s’attendre a observer une bande d’énergie autour de Fy. Si on néglige 'influence
de la partie positive du spectre, on peut penser que la densité d’états est symétrique autour de

Ejy. La probabilité de trouver un état a une énergie £ = Ejy+ ¢ est donc associée a la probabilité

pour qu'une impureté soit séparée de sa proche voisine d’une distance [ ~ —%ln ﬁ. La
distribution de la plus petite longueur parmi les deux est P(I.) = 2pe~2P!< ; la densité d’états est

donc p(E) ~ P(l.) ‘cﬁ_i‘ c’est-a-dire que la densité d’états présente une singularité au voisinage

4
de Ey du type : p(E) x |e|ﬁ71. Ce type de singularité est appelée singularité de Halperin
(Schmidt 1957), (Morrison 1962), (Lifshits 1963), (Bychkov & Dykhne 1966a), (Halperin 1967).
On peut trouver une expression plus précise dans (Lifshits et al. 1988, §6.8) :

4(1 —Y(e)|e|2”/|v|)

N(FE) ~ 4.72
(B) = = (4.72)
one=1-— % Lorsque E ~ Ej on a donc
2 —142p/|v|
N p- | E - Ey
p(E) ~ C’E0’3/2 o ‘ (4.73)

ou la constante C' dépend du signe de F — Fy. Remarquons le petit désaccord entre ’exposant
prévu par 'argument heuristique et celui donné par les autres approches.

Remarquons que dans la limite ou les impuretés sont tres diluées, I’hamiltonien —dd—;g —
|v| >, 0 peut étre remplacé par un hamiltonien de liaisons fortes dans la base des états localisés
sur chaque impureté. Cet hamiltonien est un hamiltonien a désordre non diagonal.

Pour les énergies positives il suffit d’adapter argument utilisé pour k, p < v pour obtenir
la densité d’états intégrée. Contrairement au cas v > 0 dans lequel la phase 87 est ramenée en
arriere vers un multiple entier de 7, I’équation (4.14) montre que pour v < 0 elle est poussée
vers le multiple entier de 7 qui la suit. Le raisonnement est le méme, sauf qu’il faut compter
systématiquement un état supplémentaire & chaque traversée d’impureté, on aboutit finalement

N

a .

p
N(E) = Ry pour k,p < |v|. (4.74)

4.4 Temps de Wigner

4.4.1 Résonances

11 existe une représentation générale du temps de Wigner en terme de résonances (Fyodorov
& Sommers 1997) :
y/2
T(E) =2
(B) ;(E—Ea)2+1%/4

(4.75)

ou la sommation porte sur des résonances d’énergies E, et de largeurs I',. On comprend en
particulier que les propriétés statistiques du temps de Wigner sont en étroite relation avec celles

des largeurs des résonances.
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4.4.1.a Diffusion sur le tore hyperbolique

L’objet de ce paragraphe est de présenter un modele différent des modeles unidimensionnels
étudiés jusqu’a présent, qui permet une analyse des propriétés du temps de Wigner en termes de
résonances. Il s’agit de la diffusion sur une surface de courbure négative constante. La dynamique
classique d’une particule évoluant sur ce type de surface est chaotique, c¢’est pourquoi certains
auteurs se sont intéressés a de tels systémes afin de modéliser les propriétés de transport de
systémes mésoscopiques (Balazs & Voros 1986), (Avron, Klein, Pnuelli & Sadun 1992), (Georgeot
1993). Pour la surface particuliere qui nous intéressera, Faddeev & Pavlov (1972) ont obtenu
une expression analytique du déphasage qui permet de calculer exactement le temps de Wigner.

Commencons par définir le modele. Une représentation d’une surface de courbure négative
constante est fournie par le demi plan de Poincaré Hy = {z = x+iy;y > 0} associé a la métrique
ds? = d”‘ﬂy%dﬁ (pour une introduction & la géométrie hyperbolique, cf. (Stillwell 1992)). Sur cette
variété, ’hamiltonien libre est donné par 'opérateur de Laplace-Beltrami App = y*(92 + 9) :

H=—ALg . (4.76)

Le groupe SL(2,R) fournit une représentation des isométries de Hp!. Parmi ces isométries,
certaines forment des sous groupes discrets permettant de paver l’espace par des polygones

réguliers. Un tel sous groupe I' définit donc un domaine fondamental. On considere en particulier

1 2 -1

groupe I' sont donnés par les mots formés & partir des quatre lettres A, B, A™!, et B~!. Le

11 1 -1
les matrices A = < ), B = ( 9 ) ainsi que leurs inverses ; les éléments du sous

domaine fondamental associé a ce sous groupe est un quadrilatere dessiné sur la figure 4.8

Y
A B
~1 0 1
LT
FIGURE 4.8 — Domaine fondamental pour le sous groupe engendré par les 4 éléments

(A, B,A~, B~}

Pour obtenir un tore, on identifie deux a deux les bords du domaine fondamental a I'aide des
éléments du sous groupe. Dans le cas présent, la surface possede la topologie d’un tore avec une
pointe partant a U'infini. On peut alors définir des états stationnaires de diffusion qui entrent et

ressortent par la pointe (cf. figure 4.9). L’état d’énergie £ = i + k2 prend asymptotiquement la

a
1. SL(2,R) est le groupe des matrices < > a coefficients réels et de déterminant égal a I'unité. Ces
c

d
matrices sont associées aux transformations de Hs : z — 2/ =
azZ+b
cz+d

az+b
cz+d*

changeant l'orientation.

Les matrices de déterminant —1 sont
associées aux transformations z — 2z’ =
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forme :
Vp ~ y%—ik_{_eié(k)y%-i—ik (4.77)

Yy—00

(Iny est la distance hyperbolique entre I'origine z = i et le point z = iy).

op

—~

—_—

wgut

FIGURE 4.9 — Topologie du tore hyperbolique.

Faddeev & Pavlov (1972) donnent Iexpression exacte pour le déphasage, (Gutzwiller 1983)

: oI (5 +1K) (1 + 2ik)
i0(k) _ 2ik 2
C T T k) ¢(1 - 2ik) (4.78)

faisant intervenir la fonction ((s) de Riemann. On peut trouver une généralisation a la diffusion
en présence d’'un champ magnétique constant dans (Antoine, Comtet & Ouvry 1990), (Antoine
1991) (cf. (Comtet 1987) pour le probleme de Landau sur le plan hyperbolique).

Connaissant 'expression exacte du déphasage on peut obtenir le temps de Wigner, comme
Pont fait Wardlaw & Jaworski (1989) (¢f. (Hurt 1997) pour une revue). Ces auteurs ont donné
une représentation du temps de Wigner en termes de résonances ; ils ont montré que les énergies
des résonances sont reliées aux zéros non triviaux de la fonction ((s) de Riemann (une conjecture
de Riemann affirme que tous les zéros non triviaux de cette fonction se situent, dans le plan
complexe de la variable s, sur 'axe Res = 1/2). Désignons par % — 2iw, ces zéros, le temps de
Wigner prend la forme :

1 1 1 1
QkT(k):—m—i-i > ((k+wp)2+i +(k—wp)2+ 1) : (4.79)

wp>0 42 12

Ce modele possede donc la particularité de présenter des résonances d’égales largeurs I') = %,
quelles que soient leurs énergies.

Il est possible de séparer 7(k) en une partie réguliere 7;¢q, obtenue en dérivant les fonctions
I’(% +ik), et une partie fluctuante mqyc. Si on s’intéresse a la distribution du temps de Wigner,
la moyenne statistique doit étre remplacée par une moyenne sur un intervalle d’énergie conte-
nant suffisamment de résonances. Charles Schmit a constaté numériquement que la distribution
de la partie fluctuante est gaussienne, a condition de se placer a suffisamment haute énergie.
Les fluctuations sont de l'ordre de k~! (voir ci-dessous). Ce résultat illustre que si la largeur
des résonances est fixée, le temps de Wigner ne peut présenter que des fluctuations limitées.
Les fluctuations importantes que nous avons mentionnées pour d’autres modeles, associées aux
queues algébriques de la distribution du temps de Wigner, trouvent leur origine dans I’existence
de résonances tres étroites.

Il est également possible de s’intéresser a la fonction de corrélation C(k, k') = ((r(k)7(K'))).

Shushin & Wardlaw (1992) ont exploité la représentation de 7(k) en termes des zéros de la
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fonction ¢, et une conjecture de Montgomery (1973) affirmant que la distribution des écarts
entre zéros de la fonctions ( est donnée par la distribution des écarts de niveaux dans GUE
(8 = 2). Ces auteurs sont ainsi capables de reproduire le début de la fonction de corrélation.

Pour étudier cette quantité, Charles Schmit a préféré utiliser la représentation de la fonction ( :
(o= (4.80)
1_

w

ou le produit porte sur les nombres premiers p. On montre alors que le temps de Wigner s’écrit :

2 = —nln
7(k) = Treg(k) — Z Z Z Inpe Pcos (2knlnp) , (4.81)
() n=1
olt la partie réguliere est donnée par : Teg(k) = —BZ + &[4 (3 +ik) + ¢ (3 —ik)] (la fonction

¥ (z) est la fonction d’Euler, dérivée logarithmique de la fonction I'(z)). On peut vérifier que
Treg (k) = Ly % a haute énergie. Remarquons que cette représentation rappelle celle de la densité
d’états des systémes chaotiques, développée sur les orbites périodiques (formule de trace) ; les
nombres premiers jouent ici le role “d’orbites périodiques” pour la fonction (.

En utilisant cette représentation pour la fonction de corrélation et en se placant dans ’ap-
proximation diagonale qui consiste & ne retenir que les termes n = n’ et p = p’ dans la moyenne
du produit de sommes, on aboutit a l'expression de la fonction de corrélation (valable aux
grandes énergies k > 1 et pour |k — K| < k) :

no__ L Y
C(k, k') = Ve F(k— k) (4.82)
ol
cos (5k 1np2) —1/p?
ch (Inp2) — cos (6k Inp?)

F(0k) ~ 82 Zln2pe_2"1np cos (20knlnp) = 421112]9
(p) n=1 (p)

(4.83)

En faisant abstraction de la dépendance triviale de la fonction de corrélation contenue dans le
préfacteur, celle-ci ne dépend donc que de la différence k& — &’ & haute énergie. Cette expression
donne le second cumulant du temps de Wigner : ((7(k)?)) ~ ]3—2 > () ;%.

La fonction analogue obtenue en faisant 'hypothése que les zéros sont distribués par GUE
(Shushin & Wardlaw 1992) est :

1 — 40k?
Foug(dk) = 8722 . (4.84)
(14 46k?)

Le résultat (4.83) de Charles Schmit reproduit remarquablement bien la fonction de corré-
lation obtenue numériquement comme on peut s’en convaincre a l’examen de la figure 4.10 (les
deux courbes sont quasiment indiscernables a ’échelle de la figure). Sur cette figure, on compare
le résultat numérique? obtenu pour k = 100000 avec les expressions théoriques (4.83,4.84). La
figure montre en particulier que GUE ne donne qu’'une description assez grossiére des corrélations
entre zéros de la fonction (.

2. La fonction de corrélation a été calculée numériquement pour différentes énergies k = 1000, k¥ = 10000 et
k = 100000 ; les différents résultats se superposent, ce qui montre que le régime de haute énergie est atteint.
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FIGURE 4.10 — Fonction de corrélation du temps de Wigner pour le tore hyperbolique. Ligne
continue : calcul numérique (k = 100000). Ligne pointillée : expression analytique de Charles
Schmit (4.83). Tirés : résultat de Sushin et Wardlaw prévu par GUE (4.84).

4.4.1.3 Moments du temps de Wigner : un argument heuristique.

Dans le cadre du modele d’impuretés § on doit s’attendre a observer un profil de résonances
si on étudie le temps de Wigner en fonction de ’énergie pour une configuration particuliere du
désordre. La largeur des résonances fournit une indication sur la durée de vie des états quasi-
stationnaires. De telles résonances sont appelées résonances d’Azbel, qui a mis en évidence des
pics tres étroits dans la résistance d’un milieu désordonné unidimensionnel (Azbel 1983). Cette
idée avait déja été formulée dans le cadre de la transmission d’une onde électromagnétique dans
un milieu désordonné (Frisch et al. 1973).

Pour illustrer 'existence de ces résonances on a tracé 7(E) pour une configuration particuliere
du désordre sur la figure 4.11. Les différentes parties de la figure correspondent a des tailles du
systeme différentes, toutes choses égales par ailleurs (de haut en bas : L ~ 0.12A, 0.3\, 0.6)).
Déja pour un rapport L/A ~ 0.6, on constate apparition de pics extrémement fins qu’on associe
a Pexistence d’états a tres grande durée de vie (le pic le plus haut en & ~ 10.00025 est étété sur
la figure du bas, il monte en réalité jusqu’a 7 ~ 1.4 10%).

Bien qu’on soit dans un régime de haute énergie, c’est-a-dire que les états sont fortement
délocalisés a I’échelle de 1/p ou 1/k, ils restent localisés a I’échelle de la taille du systeme L > A.
Il existe donc nécessairement des états localisés loin du bord de la région désordonnée z = L qui
sont caractérisés par une tres grande durée de vie. Ces états sont responsables de I'apparition

de pics de résonances extrémement étroits qui produiront des valeurs du temps de Wigner tres
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FIGURE 4.11 — Temps de Wigner pour une configuration du désordre. v = 0.1, p =1, kK = 10
(A ~ 80000). Figure du haut : N = 10000 impuretés (L ~ 0.12)). Figure du milieu : N = 25000
impuretés (L ~ 0.3)\). Figure du bas : N = 50000 (L ~ 0.6)).

élevées.

On peut utiliser un argument heuristique exploitant cette image pour calculer les moments
du temps de Wigner. Cherchons a obtenir le comportement dominant des moments. D’apres
la représentation (4.75), les grandes contributions aux moments émergent lorsque Iénergie F
coincide avec 1'énergie d’une résonance. Considérons un état ¢, (x) (normalisé) du systéme infini
localisé autour de xg. Si maintenant le systeme a une taille L finie, le couplage au continuum,
lui confere une durée de vie finie. Celle-ci peut étre estimée comme étant proportionnelle a
la probabilité de présence dans Uintervalle [L,o00[ : T' o< |i5(L)|? ~ e 27280 out Ag = L — xg
est la distance entre le bord et le point de localisation xq, et vr 'exposant de Lyapunov du
systéme de taille finie (v = y700). On prendra I' ~ kyre~21ho o le préfacteur donne la

FIGURE 4.12 —

fréquence avec laquelle ’électron dans 1’état localisé atteint le bord z = L. Soit A ’écart moyen
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entre niveaux du systeme de taille finie (I’écart moyen entre les pics), c’est-a-dire 'inverse de la
densité d’états (pr,(E)) = L (p(E)) = +. La probabilité pour qu'une énergie E se trouve dans un
pic de résonance (E € [E, —T'o/2,Eq +14/2]) est % ; bien que cette probabilité soit tres petite
(car ' < A), la contribution apportée dans ce cas aux moments de 7 est exponentiellement

grande avec L : 7 ~ %

~ e27Lho et domine 1’évaluation des moments. A plusieurs reprises on a
abordé la question des fluctuations de la longueur de localisation pour différents modeles et on
a montré qu’a haute énergie les fluctuations de vy, pour un systeme de taille finie se comportent
comme 1/ VL, cest-d-dire que les fluctuations de v7,Ag, apparaissant dans Pexponentielle, sont
d’ordre v/L; il est donc crucial de prendre en compte de telles fluctuations (celles-ci ne sont pas
prises en compte par Sornette qui s’intéresse a la distribution de la largeur des résonances dans
(Sornette 1987)). Le niéme moment du temps de Wigner est calculé en pondérant la contribution
de la résonance 7" ~ p% par la probabilité de tomber sur le pic %, la probabilité dvz, p(vyr,) pour
que l'exposant de Lyapunov soit dans U'intervalle [y, vz +d~vz], et la probabilité % pour que le
pic de localisation soit distant de Ag du bord, en supposant que Ay est uniformément distribué

dans [0, L] et décorrélé de vy, :

L
(") N/o dTAO/dWLP(VL)gé - (4.85)

Pour n =1 on retrouve (1) = %’T au facteur 27 pres, et pour n > 1 :

) rn-1  e2n-e
) ~ sxey | 6 PE D (1.56)

ou, d’apres la définition de 77, on a identifié vz, L avec la variable £(L). Cette derniére possede des
propriétés statistiques universelles pour les systémes unidimensionnels & haute énergie (Antsygina
et al. 1981). A haute énergie, sa distribution est donnée par (2.37). On ne s’intéresse qu’au com-
portement dominant de I'expression précédente :

n 1 i " 2n(n—1)L/A
)~ <2k> e . (4.87)

Il est remarquable que cet argument reproduise précisément le comportement dominant des
moments du temps de Wigner dérivés rigoureusement dans (Monthus & Comtet 1994), et que
nous avons rappelé dans le chapitre 2 (c¢f. équation (2.71)). Nous obtenons confirmation de
I'image physique introduite au début du paragraphe : de tels comportements des moments du
temps de Wigner, responsables de I'existence de la distribution large, sont dus a la possibilité de
piégeage de I’électron dans des états localisés au sein du systeme. Un tel évenement se produit
lorsque I’énergie de 'onde s’accorde avec 1’énergie d’une résonance. Bien qu’extrémement peu
probables ces événements dominent ’évaluation des moments.
L’argument peut étre utilisé pour trouver la queue de la distribution, ce qui conduit a
13/2—7L/2 1

. _ 2
P(T’L)T:OO Sz, P ST In“7, (4.88)

qui présente une queue log-normale similaire & celle trouvée au chapitre 2.
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4.4.2 Distribution du temps de Wigner
Régime localisé

La premiere motivation de ’étude du modele d’impuretés § était de tester numériquement

I’expression analytique de la distribution du temps de Wigner. On a obtenu 'expression
P(1) = ———=e 2r (4.89)

pour différents modeles.

La premiere étape consiste a se placer dans le régime ou le modele d’impuretés § est équivalent
au modele gaussien : v < k < p. On choisit les parametres pour se trouver dans un régime de
haute énergie du point de vue du modele gaussien : k? — pv >> (pvz)Q/ 3. La densité d’états et

I’exposant de Lyapunov sont donnés dans ce régime par :

N(E) 7%_”” (4.90)

2
V(E) = m (4.91)

Il faut également utiliser la correspondance dans (4.89) : utiliser pour A 'expression précédente
et remplacer k par \/k2 — pv. On a alors vérifié que la loi reproduit bien les résultats numériques.

La deuxiéme étape est de vérifier que la loi est robuste pour le régime de haute énergie pour
les impuretés §. Plagons nous dans un régime p,v < k.

o
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FIGURE 4.13 — Distribution du temps de Wigner dans le régime de haute énergie p < v < k.
k =10, p = 0.1 et v = 1. Le calcul est réalisé en considérant N = 100000 impuretés avec
une statistique de ny = 50000 valeurs. A = 8000, on a donc L/A = 125. Comparaison avec
I'expression (4.89).

Afin de vérifier que la queue de la distribution se comporte bien asymptotiquement comme

une loi de puissance P(1) ~ #, il est commode de considérer la distribution intégrée :

I(1) = /OO dr’' P(7") (4.92)
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FIGURE 4.14 — Queue de la fonction I(7) dans le régime de haute énergie p < v < k. k = 10,
p=0.1,v =1, N = 100000 impuretés et ns = 50000 valeurs. Comparaison avec l’expression
(4.93).

d’apres (4.89), elle s’exprime comme
I(r)=1-e o ; (4.93)

son comportement a grand temps est : I(7) ~ % Considérer cette fonction offre un leger
avantage puisqu’elle est obtenue a partir des résultats numériques en classant les données par
ordre croissant et en les décomptant.

Sur la figure 4.14 on compare la queue de la queue algébrique de I(7) a expression théorique.
On constate I'excellent accord jusque vers 7 ~ 410°, soit 2000 fois la valeur typique (Tiyp = ﬁ =
200). Seul un millitme des données se répartissent au-dela de cette valeur d’ou I'apparition de
fluctuations dans la courbe I(7) construite & partir des résultats numériques (7 ~ 410 apparait
comme une limite du calcul numérique pour ny, = 50000).

L’argument heuristique a montré que les évenements produisant des temps exponentiellement
grand avec la taille du systeme correspondent au piégeage de I’électron dans un état localisé au
sein de la région désordonnée. On peut penser que la queue algébrique de la distribution limite

est une réminiscence de ce mécanisme.

Et a basse énergie ?

Le modele d’impuretés ¢ offre I’avantage de permettre de trouver la distribution du temps
de Wigner dans un régime de basse énergie, celui pour lequel la densité d’impuretés est faible.
On a montré dans un paragraphe précédent que dans la limite k < p < v les phases 67 et

0~ restent treés petites. On peut alors avantageusement remplacer I’équation (4.18) par :

"‘ -l =a (4.94)
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En introduisant la notation Z; = Z; on a donc :

o7\° 2

i
Si on introduit la variable w = 7/~ on peut constater, en utilisant la distribution de 6~, que sa

distribution est piquée autour d’une valeur typique w,, ~ % < 1 et qu’elle s’annule rapidement
pour w > 0.5. Ceci permet de penser que le second terme (4.95) reste négligeable. Le dernier
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FIGURE 4.15 — Distribution du temps de Wigner dans le régime de basse énergie k < p < v.
k=10.01, p = 0.1 et v = 1. Le calcul est réalisé avec N = 1000 impuretés avec une statistique
de 50000 valeurs. Comparaison avec ’expression (4.96).

terme est lui d’ordre z—g(ej )2 ~ % Le terme dominant du membre de droite est donc 2I; ce qui
montre que la distribution de Z est essentiellement une poissonienne. Le dernier terme crée un
trou a l'origine de la distribution, de taille typique 2/v. Ces arguments élémentaires montrent

que la distribution de Z est donnée dans ce régime avec une bonne approximation par :

Y <Z - 2) e 520 (4.96)

P(Z) ~ ;

(YIS

A basse énergie, on observe, comme on pouvait s’y attendre une perte d’universalité pour la
distribution du temps de Wigner : la queue algébrique est remplacée par une queue exponentielle.

Sur la figure 4.15 on a tracé en échelle semi log le résultat numérique comparé a (4.96) pour
vérifier le comportement exponentiel de la distribution.

Nous n’avons été capable de donner des arguments analytiques pour caractériser la distribu-
tion de 7 & basse énergie que dans la limite de faible densité d’impuretés k < p < v.

Dans l'autre régime de basse énergie k < v < p on observe également une suppression de
la queue algébrique qui est remplacée par une décroissance exponentielle mais la distribution
possede une allure plus complexe a l'origine. Sur la figure 4.16 on a tracé la distribution du temps
de Wigner dans un régime d’énergie intermédiaire pour lequel pv — k? ~ (,01)2)2/ 3. Bien qu’on
s’éloigne treés notablement de l’expression (4.89) (comparer les figures 4.13 et 4.16, toutes les
deux tracées sur un intervalle [0,107,,,]), On constate que la queue en 1/72 est encore présente
dans la distribution. En revanche, a plus basse énergie, on observe la suppression de la queue

algébrique (cf. figure 4.17 pour laquelle pv — k2 ~ 2(pv?)?/3).
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FIGURE 4.16 — Distribution du temps de Wigner dans le régime de basse énergie pv — k% ~
(,01)2)2/3. k=0.232, p=1et v=0.1. Le calcul est réalisé avec N = 1000 impuretés pour une
statistique de ngs = 50000 valeurs. La droite sert de guide (o< 1/7).
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FIGURE 4.17 — Distribution du temps de Wigner dans le régime de basse énergie pv — k? ~
20002)¥3. k < v < p:k =0.008 p=1ctv=0.1. Le calcul est réalis¢ avec N = 1000
impuretés pour une statistique de ng = 50000 valeurs.

Régime balistique : k! < L < \

On vérifie numériquement les assertions faites dans le cadre du modele gaussien, en nous
placant dans un régime ot les deux modeles sont équivalents (v < k < p). Choisissons v = 0.001,
k =1et p=100. Du point de vue du modele gaussien il s’agit d’un régime de haute énergie, i.e.
I'inégalité k% — pv > (pvz)z/ 3 est vérifiée. Dans ce régime la longueur de localisation est donnée
par A = W, c’est-a-dire pour le choix des parametres A = 7.210% (cette longueur correspond
a A = 7.210°% impuretés). On fait varier la taille du systéme de 5 (500 impuretés) a 10000 (10°
impuretés) pour étudier les propriétés statistiques du temps de Wigner. Numériquement on

trouve pour les deux premiers cumulants (avec une statistique de ng = 10000 données) :
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1000 || 1.1102 10% | 2.3080 10* 10" 10° 1 1o
2000 | 2.203710% | 1.9164 10° L
5000 || 5.4593 103 | 2.9741 106 )
10000 | 1.0565 10% | 2.5179 107 FiG. : Second cumulant du temps de Wigner dans

le régime balistique. Comparaison avec ’expression
(4.97) pour v =0.001, k =1 et p = 100.

On peut vérifier que le premier moment est donné par et que le second cumulant est

L
vV kZ2—pv

bien donné par la relation (2.82) trouvée pour le modele gaussien :

(L b)) = 2 (4.7)
’ 6(k? —pv)2— '
Insistons sur le fait qu’il n’'y a aucun parametre d’ajustement pour la figure précédente. Le
comportement est bien en L3 et le préfacteur est donné par (4.97), et ceci sur plusieurs ordres
de grandeur.

On vérifie numériquement que la distribution de 7 est bien gaussienne comme il avait été
prédit (cf. partie gauche de la figure 4.18), bien qu’il existe un léger désaccord quant a la
prédiction de la valeur moyenne.

En revanche, lorsque le rapport L/ s’approche de 1, la distribution commence & se déformer
de maniere asymétrique, ce dont on trouve une illustration sur la partie droite de la figure 4.18.

L’origine physique de la distribution gaussienne est tres différente de celle du régime localisé.
La petite taille du systeme interdit I'existence d’états localisés a grande durée de vie. La valeur
moyenne correspond au temps nécessaire & une particule de vitesse vy = 2k pour faire 'aller-
retour dans la région désordonnée de longueur L. Sans mécanisme de piégeage dans des états
a longue durée de vie, le désordre n’occasionne que de faibles fluctuations relatives autour du

temps moyen.
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FIGURE 4.18 — Distribution du temps de Wigner dans le régime balistique L < A. k = 1,
p = 100 et v = 0.001. Statistique de ny = 10000 valeurs. Figure de gauche : L/ ~ 1.4 1073.
Comparaison avec la distribution prévue analytiquement. Figure de droite : distribution de la
variable 7, = 7/ (7) pour L/\ prenant les valeurs (de haut en bas) : 0.007 (N = 510* impuretés),
0.014, 0.028, 0.07 et 0.14 (N = 10° impuretés).

Annexe a : Fonction de corrélation de la phase

Donnons quelques résultats numériques concernant la fonction de corrélation de la phase
pour le modele gaussien. Dans ce but, on considére le modele d’impuretés § dans un régime
v K k < p pour lequel il est équivalent au modele gaussien. On aura avantage a exploiter cette
équivalence entre les deux modeles pour un désordre de type B, pour lequel les impuretés sont

sur les sites d’un réseau, ce qui donne un sens a la fonction de corrélation
.. 29— 29—
Cog(i,j) = ((sin”6; sin"0;)) . (4.98)

Pour I’étude numérique, on choisit un pas du réseau d’impuretés correspondant & p = 10 et un
potentiel moyen v = 0.01. On fait varier I’énergie de k = 0.3464 a k = 0.5, ce qui correspond a
faire varier k2 —pv de 202/3 & 1502/3 (rappelons que o = p((v2)) = pv?). Les résultats numériques

montrent que la fonction de corrélation est bien décrite par I'expression :

Cap(i, j) = Cp cos % e~li=il/A (4.99)

A condition de se placer dans un régime stationnaire obtenu pour 7,7 > A. Le coefficient Cj
est donné par la distribution stationnaire de la phase : Cy = <sin4 0> — <sin2 6>2. Le parametre

L est

A est proportionnel & la longueur de localisation en unité de pas du réseau A = p\. T~
proportionnel au parametre keg = +/k2 — pv qui représente la racine de I’énergie lorsqu’on

extrait la valeur moyenne du potentiel pv.
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Ce résultat numérique confirme donc 'argument développé dans le chapitre 2 qui montrait
que la phase se décorrele et atteint sa distribution stationnaire sur une distance typique de

I'ordre de la longueur de localisation.

Annexe b : Le potentiel périodique

Le calcul de la densité d’états et de I'exposant de Lyapunov nous fournit I'occasion d’in-
troduire la technique des matrices de transfert qui nous reservira dans le dernier chapitre. Si
on considére un potentiel défini sur [z1,x2] et nul ailleurs, on pourra écrire la fonction d’onde

d’énergie k? dans la région de potentiel nul :

UYp(z) = Aelklz=21) 4 Be~ik(z—1) pour

. . 4.100
’L/Jk(.%') _ A/elk(:l?*{['g) _i_B/eflk:(:vfmg) pour ( )

La matrice de transfert pour la région comprise entre x; et x5 relie les amplitudes de part et

( 2’/ ) = M(I‘Q,I‘l) ( g ) . (4.101)

Par exemple, la matrice de transfert d’un intervalle vide, de longueur a et pour une énergie

d’autre de la région concernée :

E = k?, est donnée par :

ika 0
Mo(a) = ( eo ke ) (4.102)
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et pour un potentiel vé(x — xg) par :

1 v _iv
M;(v) = B (4.103)
v 14+
2k 2k
Lorsqu’on traverse différentes régions, chacune caractérisée par une matrice de transfert, il suffit
de multiplier ces dernieres entre elles pour obtenir la matrice de transfert totale, d’ou l'intérét
du formalisme.
Lorsqu’on considére un réseau d’impuretés 0, de pas a = 1/p, la fonction d’onde dans l'in-

tervalle [na, (n + 1)a[ peut s’écrire :
Yp(z) = Ape*@ ) | B emikl@—na) (4.104)

Les amplitudes dans les différents intervalles sont reliées entre elles par la matrice de transfert

M = My(a) x Ms(v) :
<A”“ ) :M<A"> . (4.105)
Bn+1 Bn

Diagonalisons la matrice M. L’équation aux valeurs propres s’écrit :
22— 224+1=0. (4.106)

olt 'on a posé b = cos ka + 5 sin ka. Remarquons que le produit des deux valeurs propres est
égal & 1. Selon les valeurs de I’énergie il y a deux possibilités.

Dans le premier cas, |b] < 1. Le discriminant de I’équation est négatif et les deux valeurs
propres sont complexes et de module 1 : zy = b=+ iv/1 — b2. On peut donc écrire les valeurs
propres comme : z4 = etP% oll p est un paramétre appartenant & lintervalle [0,7/a]. II est
préférable de choisir [—7/a, 7/a] comme intervalle de définition de p, ainsi eP* donne 2, lorsque
p > 0 et z_ lorsque p < 0. D’apres la construction des états propres, on constate que eP® est
la valeur propre de 'opérateur de translation d’un pas du réseau associée a la fonction d’onde
Yr(). p est donc le parametre de Bloch. La relation 24 = e'P® entre le paramétre de Bloch et
I’énergie k% conduit & la relation de dispersion :

k k
|p| = p arccos <cos; + ;_k sin ;) (4.107)

Posons x(F) = arccos(b) ; les domaines d’énergie ou |b| < 1 définissent les bandes d’états, et les
autres régions, ou [b| > 1, les bandes interdites. La densité d’états s’écrit p(E) = + 3 ,,50(E —
E(p)) (la somme porte sur la zone de Brillouin). II est facile de voir que la densité d’états

dx(E)

s’exprime comme : p(E) = £ W‘ (car p = px(E) est la fonction inverse de E = E(p)). On
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obtient donc facilement la densité d’états intégrée : dans la premiere bande N(E) = £x(FE),
dans la deuxieme N (E) = 2p — 2x(E), dans la troisitme N(E) = 2p + £x(E) et ainsi de suite.
Chaque bande contient donc p états par unité de longueur. Dans les bandes pleines les états

propres sont les fonctions de Bloch étendues car |z4| = 1. L’exposant de Lyapunov est donc nul.
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FIGURE 4.21 — Densité d’états intégrée et exposant de Lyapunov (tirés) pour le potentiel

périodique avec v =1 et p = 0.1.

Dans les bandes interdites on a |b] > 1 et les deux valeurs propres sont réelles. Si on in-
troduit la paramétrisation |b| = ch(vya), les deux valeurs propres s’écrivent zy = et Partant
d’amplitudes données (Ag, By), on constate qu’apres n intervalles I’évolution des amplitudes est

dominée par la plus grande valeur propre :

An T4 A(]
~ e £ 41
<Bn>n:ooe <y+><””+ y+)<30>’ (4.108)

ou (z4,y+) est le vecteur propre (normalisé) de M associé & la valeur propre z;. v s’identifie
donc a 'exposant de Lyapunov :

k v
COS — + — sln —

4.109
PR T (4.109)

v(E) = p argch

k‘
non nul dans les régions vide d’états.

Lorsqu’on introduit du désordre tout en gardant la structure périodique (désordre de type
B ou C), le spectre garde encore la trace des bandes interdites du cas pur : comme on le
constate sur les figures 4.22 et 4.23, le haut de chaque bande d’états et le bas de chaque bande
interdite ne semblent pas affectés par la présence du désordre. L’interprétation physique est la
suivante : cette région du spectre (k = npm pour n € N) correspond a des états qui s’annulent
sur chaque impureté du réseau, ce qui explique pourquoi ils sont insensibles a I'introduction du
désordre dans les poids des impuretés. Ce résultat peut étre retrouvé a ’aide du formalisme

des matrices de transfert. Remarquons que la matrice de transfert pour les impuretés § obéit
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a la loi de composition Ms(v) x Ms(v') = Ms(v + v'); le sens physique de cette expression
est limpide : deux impuretés § cote a cote sont équivalentes a une impureté dont le poids est
donné par la somme des poids. A k = nmp, la matrice My(a) = (—1)" commute avec toutes
les matrices de transfert d’impuretés, et la matrice de transfert totale du systéme est, au signe
pres, Ms(vy) x -+ x Ms(vy,) = Ms (Zgil vn). On peut vérifier que cette derniere possede une
valeur propre dégénérée A = 1, ce qui montre que 'exposant de Lyapunov est nul et que la
phase tourne d’un multiple entier de 7, comme dans le cas non désordonné : v(k = nmp) =0 et

N(k =nmp) = np.
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FIGURE 4.22 — Densité d’états intégrée et exposant de Lyapunov (tirés) pour le modele d’impu-
retés & avec désordre B. v = 1 et p = 0.1. Calcul réalisé avec 10% impuretés.
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FIGURE 4.23 — Densité d’états intégrée et exposant de Lyapunov (tirés) pour le modele d’impu-
retés § avec désordre C. v = 1.5, v/ = 0.5, p = 0.5 et p = 0.1. Calcul réalisé avec 10 impuretés.

Pour un discussion détaillée sur l’alliage binaire, c¢f. (Luck 1992).



Chapitre 5

Représentations fonctionnelles pour
le temps de Wigner

5.1 Approximation semi-classique

Dans le domaine semi-classique, on peut trouver une représentation fonctionnelle donnant
le temps de Wigner. Si on se place & haute énergie (de telle sorte que k% > V(z) partout) la
fonction d’onde est donnée dans 'approximation WKB par :

W cos (/Ox dz' VB2 — V(@) — g) . (5.1)

Cette expression conduit a la formule semi-classique du déphasage :

Vi (x) ~

L
d(k) ~ 2/ de k2 =V(x)+ 7, (5.2)
0
qui permet d’exprimer le temps de Wigner comme :
L L
1 L 1
k) ~ de ———— ~ — + —— d cee .
Twie (k) ; x E Ve F + 573 /0 xV(x)+ (5.3)

Le temps de Wigner croit dans les régions ou V' (z) > 0, i.e. des régions dans lesquelles la vitesse
de la particule diminue, et diminue lorsque V(x) < 0, ce qui accélere localement la particule.
Ces formules sont valides dans la limite WKB, c’est-a-dire lorsque le potentiel et I’énergie sont

tels que la condition |%p(:ﬂ)_1‘ < 1 est respectée, ot p(x) = \/k? — V(z). Le sens physique de

1

cette condition est que la longueur d’onde de de Broglie A\yjg = p~ varie lentement sur 1’échelle

qu’elle définit. Elle peut encore s’écrire k~! <« % (pour k? > V) ; il faut donc que I'énergie
soit grande et que le potentiel varie lentement a I’échelle de la longueur d’onde.

5.2 Représentations fonctionnelles a partir des équations du for-

malisme de phase

Hamiltonien de Schrodinger

L’approche que nous avons empruntée pour aboutir aux distributions du temps de Wigner

nous a conduit, dans le cas ou le potentiel est un bruit blanc, a une équation de Fokker-Planck
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(2.65) qui appartient & une classe d’équations différentielles décrivant la distribution de fonc-
tionnelles exponentielles du mouvement brownien. Si on considére (2.65) on peut faire le chemin
inverse de celui que nous avons jusqu’a présent utilisé : revenir a une équation différentielle

stochastique. Cette derniere s’écrit :

dz
o= 2 —-2yZ 4+ 2\/7Z n(x) (Stratonovich) (5.4)
x

ou 7n(x) est un bruit blanc tel que (n(x)n(z')) = é(x — 2’). Faris & Tsay (1994) ont obtenu
cette équation par une technique différente de la notre qui utilise exclusivement des équations
différentielles stochastiques. Cette équation peut s’intégrer formellement et fournir une repré-

sentation fonctionnelle pour le temps de Wigner :

1 [F , ,
k) = /0 dz 22 4’ (Vin(@) =), (5.5)

Rappelons que B(z) < pox + v2aW (z) est un mouvement brownien de dérive p (W (z) un
processus de Wiener normalisé : (W (x)) =0 et (W (z)W (z')) = min (z,2)). (5.5) est donc une
fonctionnelle exponentielle pour un mouvement brownien de dérive 1. Cette représentation per-
met d’obtenir toutes les propriétés statistiques (distribution, moments) que nous avons données.

Notons qu’on peut aboutir plus rapidement a une telle représentation a condition d’intégrer
formellement (2.48) :

1 L 1
T(k) = %A dx (1 + ﬁV(%’) Sin2 9(1‘)) 62(5($)_§(L)) (56)

olt &(z) = 5 fOL dz/ V(2') sin 26(z'). Cette expression est exacte, quel que soit le potentiel ; 6(x)
est solution de (2.10). A haute énergie, le deuxiéme terme de la parenthdse devient négligeable :

1 L
(k= + /0 d €€ —EL) (5.7)

d’autre part la variable {(z) est égale en loi a : &(x) ) Jo dz’ (—yAn(z’) + 7). Ces deux
arguments montrent que (5.6) se réduit a (5.5).
Notons que ces résultats, bien qu’étant valables a haute énergie, sont tres différents du

résultat quasi-classique. La raison est que les variations du potentiel ont lieu sur une distance
courte devant la longueur d’onde de de Broglie.

Hamiltonien supersymétrique

Pour 'hamitonien supersymétrique une certaine simplification intervient grace a la forme

plus simple de I’équation différentielle pour Z. L’équation (3.31) peut s’écrire

dZ(z) _ dé(x)
W =2-2 1 Z(x) (5.8)
et étre intégrée en
L
T(k):% / da e2(€E@—E(L) (5.9)
0
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ou é(x) = — fOL da’ ¢(2') cos 26(2’). Comme dans le cas du modele gaussien, la variable (z) se
comporte en loi comme un mouvement brownien de dérive 2 a haute énergie et (5.9) peut donc
s’écrire comme (5.5).

A énergie nulle, (3.17) et la condition initiale (0) = 0 montrent que 6(x) = 0. L’expression
précédente du temps de Wigner prend la forme d’une fonctionnelle de la fonction ¢ intervenant
dans le potentiel :

L L ’ ’
Zy = 2/ dz ?Ja 4 2" (5.10)
0

Cette relation est donnée dans (Steiner et al. 1999). Le mouvement brownien qui intervient dans
Pexponentielle n’est pas de dérive 1 comme & haute énergie, mais de dérive nulle (¢f. fin du

chapitre 3).

Modele d’impuretés o

Les équations différentielles stochastiques sont remplacées par des équations de récurrence
pour les trois variables 6;, & et Z;. Il existe un analogue des relations du premier paragraphe. En
posant Z; = Z, et { = £ on peut constater qu’a haute énergie, la variable obéit a I’équation

de récurrence :

Zi1 ~ 2; + Zje 2&i+1&) (5.11)
qui permet de montrer que :
N
1
(k) > o > ettt i) (5.12)
=0

Cette représentation est la version discrétisée de (5.7). Une relation similaire a été obtenue
dans un contexte différent dans (Berezinskii & Gor’kov 1979). De méme que (5.7) fait intervenir
I'intégrale de I'exponentielle d’un mouvement brownien de dérive 1, cette relation fait apparaitre

une marche aléatoire 2§, de dérive 1 (cf. le §4.3.1 sur les fluctuations de {n & haute énergie).

5.3 Pourquoi la distribution de 7 est-elle universelle ?

On a montré que pour les trois modeles étudiés, le temps de Wigner peut s’écrire dans la
limite de haute énergie sous la forme de la fonctionnelle exponentielle d’'un mouvement brownien

de dérive 1. L’objet de ce dernier paragraphe est d’en donner une preuve plus générale.

d (dyp*dy A\
dz ( aag ¥ dde) = vl (5.13)

Considérons la relation :

qui découle simplement de I’équation de Schrédinger pour la fonction d’onde ¢ : Hiyp = Ey. En
termes des variables polaires (2.4,2.5) cette relation s’écrit :

1 d do 2 1 . 9 2% .
— = (k56 — Zsin20e% ) = e sin?0 . 14
o Ao </<:dke 5 Si fe e sin” 6 (5.14)

Si on integre cette équation sur la région désordonnée, en utilisant que §(k) = 20(x = L)+ 7 on

aboutit finalement a la relation générale :

L
(k) = % /0 dz 2sin? () XE@)—ED) _ 2—;28in5(k‘) . (5.15)
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Pour rendre cette relation moins dépendante du choix de paramétrisation de la fonction d’onde on

considere des états normalisés de telle sorte qu’ils puissent s’écrire hors de la région désordonnée :
1 . . .
¢k($) _ 5 <eflk:(:va) + elk(:va)Jrlé(k)) ) (516)

La fonction d’onde s'écrit ¢y (r) = Nef@ sinf(z) et sa dérivée ¢} (v) = kNet® cosf(z). La
normalisation de 1’état stationnaire de diffusion correspond donc & N = —e=$(F)+9/2 Ce choix

de normalisation permet écrire :

L
(k) = %/0 da 20 (@) — 2—]12 sin 6(k) . (5.17)

Cette relation a été obtenue par Smith (1960). A haute énergie le second terme devient négligeable.

Cette relation est vraie quel que soit le modele. Intéressons-nous au cas d’un systeme
désordonné pour lequel les corrélations du potentiel sont données par la fonction B(x — ') =
(V(z)V(a')), caractérisée par une longueur de corrélation z.. Introduisons la transformée de
Fourier de la fonction de corrélation : B(q) = [ dx B(x)el9®. Nous avons séparé la fonction
d’onde en une partie oscillante et une enveloppe : ¢y () = Nef(® sinf(z). Dans la limite de
haute énergie, i.e. lorsque k! et z,. sont les deux plus petites échelles du probleme, il a été
prouvé de maniére générale dans (Antsygina et al. 1981) :

1. l'exposant de Lyapunov, qui caractérise I’échelle sur laquelle varie I’enveloppe, est donné

parvz%;onadoncw<<kz.

2. La variable £(z) possede des fluctuations universelles : sa distribution est donnée par
(2.37), ou le parametre 7 est celui de la remarque précédente. En d’autres termes, la
variable peut s’écrire en loi comme : &(z) D vz + /AW () ot W(x) est un processus de

Wiener normalisé .

Les oscillations de la fonction d’onde ont une périodicité voisine de k~! alors que la variable
&(x) évolue sur une échelle caractéristique A = y~! beaucoup plus grande que la précédente &
haute énergie. On peut donc moyenner sur la variable rapide dans l'expression (5.15) ou (5.17),
ce qui conduit a

k) = / ¥ @€ (5.18)

k Jo

qui est une fonctionnelle exponentielle d’'un mouvement brownien de dérive 1. Ces objets décrivant
des processus stochastiques multiplicatifs ont été largement étudiés (Yor 1992), (Monthus &
Comtet 1994), (Monthus 1995), (Comtet & Monthus 1996), (Comtet et al. 1998) (cf. (Yor 1997)
pour une revue) ; notons qu’ils sont des versions continues des variables de Kesten (Kesten 1973),
(de Calan, Luck, Nieuwenhuizen & Pétritis 1985). En exploitant les propriétés d’échelle du mou-
vement brownien intervenant dans &, on aboutit a la représentation fonctionnelle, valable en
loi :

k (loi) i L/)\d —2u+2W (u)
T(k) = s ue . (5.19)

1. Il existe une preuve de ce résultat dans le contexte des modeles discrets; en utilisant un formalisme de
matrices de transfert, Pendry a condidéré la résistance Rr d’un conducteur désordonné unidimensionnel (la
variable £ est donnée par %ln Rpr). In Ry, est distribué par une loi normale correspondant aux propriétés de &
mentionnées (Pendry 1994, éq.(4.29)).
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Cette expression permet de retrouver toutes les propriétés statistiques données au chapitre 2
(Monthus & Comtet 1994) : l'existence d’une distribution limite pour L/\ — oo, des moments
exponentiellement grands avec L/, mais aussi les propriétés caractérisant le régime balistique
(pour L < ).
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Chapitre 6

Le modele des dimeres sur réseau :
transition de délocalisation

6.1 Introduction

Nous allons considérer un nouvel aspect des modeles unidimensionnels désordonnés. Nous
avons étudié jusqu’a présent des systémes avec des corrélations a courte portée (V(x)V (z')) o<
d(z — a’), pour lesquels les états sont tous localisés par la présence du désordre. Dans ce pa-
ragraphe nous allons nous intéresser & un modele décrit par un potentiel possedant un type
particulier de corrélations induisant une transition de délocalisation pour certaines valeurs de
I’énergie. L’étude des transitions de délocalisation est un sujet ayant motivé de nombreuses
études. Citons notamment le travail de Ziman (1982) concernant un hamiltonien d’Anderson
avec désordre non diagonal.

Le modele des dimeéres a été introduit dans une version discrétisée (hamiltonien d’Anderson)
par Dunlap et al. (1990) et Flores (1989). Il a été étudié par Bovier (1992). Sdnchez & Dominguez-
Adame (1994) ont proposé une version “continue” de ce modele dans laquelle les diméres sont
modélisés par des couples d’impuretés §. C’est cette version que nous considererons. Ce modele a
trouvé des réalisations expérimentales dans le cadre de la physique des polymeres, pour décrire
des molécules de polyaniline (Wu & Phillips 1991), (Wu, Goff & Phillips 1992), puis dans le
contexte des super-réseaux de semi-conducteurs (Diez, Sdnchez & Dominguez-Adame 1995).

Dans les chapitres précédents, nous avons pu constater que les propriétés statistiques du
temps de Wigner étaient intimement liées aux propriétés de localisation dans le systéme ; I'exis-
tence d’états localisés dans ’échantillon et faiblement couplés a ’extérieur nous a permis d’ex-
pliquer le comportement des moments du temps de Wigner. Nous allons étudier comment les
propriétés statistiques du temps de Wigner sont affectées par la disparition de la seule échelle

de longueur qu’elles mettaient en jeu dans le régime de haute énergie.

6.2 Définition du modele

Le désordre est une variante du désordre de type C introduit au tout début du chapitre 4.
L’introduction de corrélations se fait en forcant les impuretés de poids v’ & se trouver toujours

par paires, d’ou le nom de modele de dimeres. La construction du potentiel nécessite trois

7
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parametres, en plus du pas du réseau a = 1/p : le poids des impuretés de dimeres v', le poids
des autres impuretés v et une probabilité p dont nous allons définir le réle dans la procédure de
construction du désordre. Pour construire le potentiel, on part du premier site ¢ = 1 sur lequel
on jette une impureté v avec probabilité 1 — p, ou un couple d’impuretés v’ sur les sites 7 et 7+ 1
avec probabilité p, puis on itere la procédure jusqu’a remplir les N sites du réseau. Il est clair
qu’en procédant de cette manicre, la proportion d’impuretés v’ de dimeres n’est pas donnée par

p mais par

2p
= 6.1
=1 +p (6.)
et la proportion d’impuretés v par 1 — g = —}I_Z .

6.3 Mise en évidence de la transition

La transition de délocalisation se manifeste par 'annulation du coefficient de Lyapunov
pour certaines valeurs de 1’énergie. Ceci peut étre mis en évidence en utilisant le formalisme de
matrices de transfert présenté dans I’annexe b du chapitre 4 pour étudier le potentiel périodique.
La matrice de transfert correspondant aux deux segments du réseau occupés par un dimere est
donnée par My, = (Mo(a) x Ms(v'))? :

*
Mg, = ( T ) (6.2)

ma1 My
avec
" iv’ v’
my; = —1+4ef@ <2 — ?> <cos ka + % sin ka) (6.3)
. /
mo; = %e_ilm <cos ka + ;_kz sin k‘a> , (6.4)

la matrice de transfert pour un segment contenant une impureté v est donnée dans ’annexe b
du chapitre 4 : My(a) x Ms(v). Ces expressions montrent que pour certaines valeurs k,, solutions
de

2k
tan ka = 0 (6.5)
la matrice de transfert du dimere est proportionnelle a l'identité Mg, = —1 et commute avec

les matrices des impuretés v. Pour ces énergies particulieres la matrice de transfert totale se
réduit au produit des matrices de transfert pour les seules impuretés v, et la détermination de
I’exposant de Lyapunov se ramene au cas du réseau périodique, c’est-a-dire que celui-ci est nul
(¢f. annexe b du chapitre 4).
Le coefficient de réflexion ! (pour la transmission droite-gauche) correspondant & la matrice

my .

* .
miq

précédente est donné par r’ =

T’(k) _ iﬂeika - cos kij,+ g—k sin ka - (6.6)
k 1—e 1“(2—1—?) (coska—i-ﬁsmk:a)

1. La transmission d’une onde de la gauche vers la droite est caractérisée par un coefficient de réflexion r et
un coefficient de transmission ¢, tandis que la transmission de la droite vers la gauche est caractérisée par r’ et

1/t —r*/t* e
t’. La matrice de transfert s’écrit : M = / / = /*/ " // . Les coefficients r, t, v’ et t’
—r/t 1/t '/t 1/t

sont liés par les deux relations : t = ¢’ et :—: = f:—: (Pendry 1994), (Avishai & Band 1985).
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Les valeurs k, correspondent donc physiquement & ’annulation du coefficient de réflexion sur
un dimére. A cause de I'absence de rétrodiffusion sur les dimeres, 1’électron se propage dans un
réseau d’impuretés v avec des trous qu’il traverse en subissant un déphasage multiple entier de
.

On peut caractériser la divergence de la longueur de localisation au voisinage de la transi-
tion par un argument heuristique inspiré de celui qui nous a permis d’obtenir la longueur de
localisation du désordre de type A. D’apres (6.6), au voisinage de k,, le coefficient de réflexion
s’annule linéairement :

T%Mki:mﬂk—kw (6.7)

ou le coefficient ay, peut étre calculé & I'aide de l'expression de r/(k) :

12 /
/ v- P
O vl s
an =

pkn 1-— 122:”

(6.8)

Ak = k, les électrons traversent les dimeres sans étre réfléchis, et se trouvent dans un état
quantique proche d’une onde de Bloch (“proche” car la présence des dimeres introduit des
déphasages supplémentaires). Au voisinage de k, ils subissent une treés légere réflexion de la
part des dimeres. Si [¢)_| (respectivement [¢4|) est le module de 'onde avant (resp. apres) le
dimere, on peut éerire [y | = /1 — [r/Ply_| ~ (1 — 2}/|*)|¢—|. Comme |r'| < 1, on peut
négliger la diffusion multiple et lorsque 'onde traverse un intervalle de longueur z elle traverse
en moyenne pgr dimeres, ou pg est la densité de dimeres. %e module de I'onde évolue donc comme
()] ~ [(0)] (1 — Flowm[*(k — kn)Q)pdx ~ |¢(0)|efpd‘ag‘ (k=kn)* L fraction d’impuretés v’ est

q, i.e. pg = qp/2. Cet argument montre que l’exposant de Lyapunov s’annule quadratiquement

au voisinage de la transition :

2
qp|an
) = ek 6.9)

par conséquent la longueur de localisation diverge comme :

16k2 1
A(E) ~ =

~ 1
2lanl? (B =122 (6.10)

avec un exposant critique égal a 2.

Ce résultat permet d’évaluer le nombre d’états affectés par la transition de délocalisation.
Pour un systeme de taille finie L, les états d’énergie proche de k2 sont délocalisés & 1’échelle de
I’échantillon a condition que A 2 L. La relation précédente permet d’exprimer la largeur de la
bande d’énergie d E 4. autour de k:fl, dans laquel les états sont délocalisés :

L
7

La densité d’états est proportionnelle a la taille du systéme, ’argument montre donc que le

nombre d’états délocalisés d’énergie voisine de k2 se comporte comme
Nagioc = pL(ki)(SEdéloc X \/E . (6-12)

Ce résultat est en accord avec celui obtenu pour les modeles discrets (Dunlap et al. 1990).
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FIGURE 6.1 — Exposant de Lyapunov au voisinage du point de transition de délocalisation.
v=0.05 1 =045 p=1, k = k; ~ 1.702215 et N = 10% impuretés. De haut en bas : p = 1/3,

1/10 et 1/50.

Sur la figure 6.1 on a tracé quelques résultats de calculs numériques pour différentes concen-
trations de dimeres (la fraction ¢ prend les valeurs 1/2, 2/11 et 2/51). Ces résultats mettent bien
en évidence la décroissance quadratique de 'exposant de Lyapunov & la transition. Le préfacteur
pour ces calculs (dans un régime p > v') est assez bien reproduit par les expressions précédentes,

cependant nous avons observé que dans le régime p < v/, des différences pouvaient apparaitre.

q %qp\an\Q préfacteur obtenu
numériquement
v/ =0.45, v = 0.05, p =1,
N =10° et k = ky ~ 1.702215

1/2 | 7581073 | 111073421073
2/11 | 2.761073 | 3.31073 £0.71073
2/51 | 5.95107* | 631074 +£1.710~*
2/101 | 3.00107% | 3.6 1074 £ 1.410~*

Par la suite nous abandonnerons le formalisme des matrices de transfert au profit du forma-
lisme de phase. Comment évoluent les variables du formalisme de phase a travers un dimere ?
Les équations (4.14,4.15) permettent d’établir qu’a travers une impureté de poids v placée sur

le ieme site, cotg ;" évolue comme :

/ 12
<cotg k4 ;’—k> cotg; 4 cotg & — 1 + 25
4 ’ 4 * (6.13)

cotgb; | =

cotg 0, + <c0tg % + %)
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N 7 . .. / . ’ 7
Lorsqu’on se place a I’énergie de la transition cotg %—i— sr = 0 la transformation précédente est une
inversion. Traverser un dimere revient a combiner deux telles transformations, par conséquent

on obtient

cotg 0, , = cotg 0; (6.14)

si un dimere occupe les sites ¢ et i + 1. Cette derniere relation montre que la phase subit un
déphasage multiple entier de 7 lors de la traversée du dimere. Notons qu’a la transition, la

relation suivante est vérifiée dans le dimere :

sinf;,,  sin6;

= i 6.15
sin 9;’;1 sinf),” ( )

Pour déterminer la valeur exacte du déphasage on observe que dans la limite p > v’ les zéros de
I'équation (6.5) sont de la forme : k, ~ Fp(2n — 1) + #’71) (pour n.=1,2,---). A l'ordre 0 en
v'/p la variation de la phase & travers le dimere est : 0,15 —0; = (2n — 1)m. On peut supposer
que cette relation reste vraie a tous les ordres.

On peut trouver une expression exacte de la densité d’états a I’énergie de la transition. Parmi
N sites, une fraction g d’entre eux sont occupés par des impuretés de dimeres. La traversée des
N2 dimeres produira une contribution AGgim = NZ(2n — 1)7 a la phase 0 ;. La contribution
des autres impuretés est égale a la variation de la phase pour (1 — ¢)N impuretés formant un
réseau périodique : AOimp. » = (1 —¢)L Nyu, ser.(K2). La phase finale est donnée en sommant ces
deux contributions : 0y = AOgiy + ABOimp. » ce qui conduit a
(_1)n+1

k k
) arccos |cos - + —— sin —"]) . (6.16)

N(E=k2) = g(2n—1)p+(1—q)p <2E [g] R p o 2k p

La relation (6.15) montre que pour k = k,, la variable £ donnant I’exposant de Lyapunov est

égale de part et d’autre du dimere :
§io =6 - (6.17)

Il faut toutefois noter que £ entre les deux impuretés du dimere est différent de sa valeur hors
du dimere.
En dernier lieu on peut remarquer que la variable Z évolue pendant la traversée du dimere

comme :

_ _ 2 sin® 0; 2, 5
Zio=2; + p (1 + 7 Hl+> + =l (sin® 0] +sin® 6] ) . (6.18)
7

Si on considere un ensemble de réalisations du désordre caractérisées par le méme nombre Ngim

de dimeres, 0y, et {, | sont insensibles au désordre, ce qui n’est pas le cas de Z_ ;. Le temps
de Wigner garde donc la trace de la présence du désordre.

6.4 Corrélations de la fonction d’onde au point de transition de
délocalisation

Etudions la fonction de corrélation :

Cr, (,2) = (Y} () ¥} () (6.19)
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a la transition de localisation. Nous nous placerons dans une limite ou la densité de dimeres est
faible (¢ < 1). Hors de la transition de délocalisation, il y a une suppression des corrélations de
la fonction d’onde sur une échelle donnée par la longueur de localisation. Avec la divergence de
cette derniere a la transition, qu’en est-il des corrélations de la fonction d’onde ?

D’apres les considérations précédentes, la phase évolue dans le dimere de telle sorte qu’elle
subit une variation Afgi, = 0; 5 — 0; = (2n — 1)7 lorsqu’on se trouve a la nitme énergie de
transition du spectre. Hors des dimeres, elle suit les variations qu’elle suivrait dans le réseau
périodique d’impureté v. Notons ©(z) la fonction donnant les variations de la phase dans le
réseau périodique. Si on se place en un point z, extérieur aux dimeres, tel qu’a gauche de ce

point se trouvent ng(z,0) dimeéres, la phase s’exprime comme :

2
O(x) =0 (x —ng(z, 0);) + (2n — 1)wng(z,0) . (6.20)

Puisque la variable & est nulle hors des dimeres, la fonction d’onde y est donnée par :

V. () = sin © (m - 0)%> . (6.21)

Il faut ici faire une remarque : lorsqu’on a étudié les corrélations de la fonction d’onde du modele
supersymétrique a la transition de délocalisation (cf. chapitre 3), il était crucial de prendre en
compte la normalisation de la fonction d’onde qui pouvait varier de maniére trés importante
d’une configuration du désordre a l’autre. De méme, pour le modele gaussien, la normalisation
des fonctions d’onde du systéme infini possede des fluctuations non triviales (Lifshits et al. 1988,
§13.3). Ici la situation est tout autre, quelle que soit la configuration du désordre le module carré
de la fonction d’onde est en moyenne quasiment constant dans I’échantillon, c’est-a-dire que la
constante de normalisation est la méme pour les différentes configurations du désordre.

L’expression de la phase suggere d’introduire une simplification dans le modéle. A la transi-
tion, les impuretés v jouent le role d’un réseau périodique au sein duquel sont placés des défauts
(les dimeres) qui ne font que rajouter une phase 7 a la phase de 'onde de Bloch. Si on choisit
v = 0, 'onde de Bloch hors des dimeéres est remplacée par une onde plane et 1’évolution de
la phase est ’évolution libre : O(z) = k,z. Comme nous allons le constater, ce choix apporte
certaines simplifications dans les calculs a venir. NOUS CHOISIRONS DONC v = 0 JUSQU’A LA
FIN DU CHAPITRE.

La premiere étape est de calculer la valeur moyenne du carré de la fonction d’onde. Une
position x donnée se trouve avec probabilité ¢/2 dans 'intervalle compris entre les deux impuretés
d’un dimere. La variable £ est nulle partout sauf dans de tels intervalles a I'intérieur desquels
elle est constante et majorée en valeur absolue par A&pax (Aémax ™ % siv < ket~ In 7 si
v > k). Dans un dimere, la phase subit un déphasage supplémentaire Af(x) di a la traversée

de 'impureté. On a donc

wh@) = (1=8) (s b (= mae0)) >¢

+4 <e2A5(m) sin? </<:nm —ng(x —1/p, O)k:ng + Aﬁ(x)>> . (6.22)
p

2 TE&dimere

Nous nous placerons dans un régime de faible densité de dimere (¢ < 1) de telle sorte qu’on

puisse négliger la contribution a la valeur moyenne de la fonction d’onde, et plus tard a la
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fonction de corrélation, des évenements pour lesquels x se trouve entre les deux impuretés d’un
dimere. 11 faudra également considérer un régime dans lequel €?2¢ reste de l'ordre de 1, c’est-
/
v

a-dire un régime de telle sorte que ;- < 1. Dans ce cas on peut négliger le second terme de

I’expression précédente et on aboutit a :

1 1 [ one, —aibn
(U2, (2)) = 5 — 5 Re o2 (e H55ma(=)) (6.23)

ou la moyenne se fait sur le nombre de dimeres ng4(z,0) présent dans l'intervalle [0,z]. L’hy-
pothese de faible densité permet d’adopter pour distribution de ng(z,0) une forme approchée

simple, la distribution de Poisson :

(pgz)m0)

P(ng(z,0)) ~ (. 0)]

e Pt (6.24)
pd = p4 est la densité moyenne de dimeres. Utiliser cette forme approchée suppose qu’on néglige
le fait que les dimeres possedent une taille finie et qu’ils sont placés sur un réseau. Cette approxi-
mation ne peut étre raisonnable que pour une tres faible densité de dimeres ¢ < 1. La fonction
caractéristique associée & cette distribution se calcule aisément : (e7iend(@0)) — e=paz[1-€7]

Ce qui conduit & I’expression suivante pour la valeur moyenne de la fonction d’onde :

1 1 ~
(Uk, (x)) = 5 — 5 cos(2hna)e™/" (6.25)
ou 'on a introduit :
~ 4k,
o = ko — % sin = (6.26)
2k,
(71 = pgsin® — (6.27)

Le calcul des corrélations suit les mémes lignes. On considere des positions suffisamment
éloignées de Dorigine : z, 2’ > (. de telle sorte que (1#]%” (z)) = 4. Dans ce cas la fonction de

corrélation s’écrit :

' q\?1 2 / r o 2
Ck, (z,2') = (1 - —) — (cos 2k, | © — ng(x,0)— | cos2k, | 2" — ng(z',0)—
2 4 p P $7$,¢dimére

2

q q q
+§ <1 - 5) <.>f/fz?;$?fe + 1 <..>x,x’€dimére(6'28)

ou e et ee désignent des termes qui tiennent compte respectivement de I’eventualité pour qu'une
des positions se trouve dans un dimere mais pas I'autre, et de la possibilité que les deux positions
se trouvent dans des dimeres. Nous négligerons comme précédemment ces deux termes. Dans ce

cas la fonction précédente s’exprime comme :

Ck:n (.%', .%'/) ~ - Re eQikn(er:v’) <ef4ik7"(nd(m,0)+nd(m',0))> + e2ikn(g)/—g)) <ef4ik7"(nd(:v’,O)fnd(:v,O))> (629)

ool

Choisissons par exemple ' > z. on a ng(z’,0) = ng(2’, x) + ng(z,0) ot ng(z’, z) et ng(x,0) sont

statistiquement indépendants. Le premier terme fait donc intervenir le produit

<e—4iknnd(x’,m)/p> <e—8iknnd(x,0)/p> ]
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La moyenne sur ng4(z,0) fait apparaitre une dépendance en e~“?*

ol w est un nombre complexe
dont la partie réelle est strictement positive. Dans la limite x, 2’ > /.., seul le terme qui contient la
différence ng(2’,0) —ng(x,0) = ny(2’, x) contribue donc. On aboutit finalement pour la fonction
de corrélation a :

1 ~ /
Cy, (x, 1) ~ 3 cos(2kp |z — ') eIz N/ ke (6.30)

Cette expression permet d’interpréter la longueur /. introduite précédemment comme une lon-
gueur de corrélation. Bien que les fonctions d’onde soient délocalisées dans tout 1’échantillon a
la transition, il n’y a pas d’ordre a longue portée puisque la cohérence de phase est perdue sur
une distance £..

On compare quelques données numériques avec les valeurs données par les expressions
(6.26,6.27). On a considéré v =0, v' = 0.45, p =1 et p = 1/50.

| kn ki le Jop g

k= 1702215 | 1.697295 378 | 1.69725 £ 0.00005 390 = 10
ky = 4.759626 | 4.757785 2870 | 4.75780 £ 0.00005 3050 = 50
ks = 7.882518 | 7.881401 7840 | 7.88130 £ 0.00005 8300 = 200

Dans le régime v’ < p on peut utiliser 'expression approchée de k,, donnée plus haut. Dans
cette limite on constate que l'inverse de la longueur de corrélation se comporte comme £, ' ~
q%m. La longueur de corrélation est beaucoup plus grande que la distance moyenne
séparant deux dimeres, ce qui est normal puisque la mémoire de la phase est perdue lors de la

traversée des dimeéres en nombre aléatoire.

6.5 Propriétés statistiques du temps de Wigner a la transition
de délocalisation
Les variations de la variable Z;~ sont données par Z;, , = % + Z; lorsqu’un intervalle vide

d’impureté est traversé, et par (6.18) lorsqu'un dimere est traversé. Si les positions des dimeres
sont données par I’ensemble {ig}, on a :

B 2/ g VD o, P
Zyy =2L+ k:—p Z <sm 20, + ? sin? 0, + . sin? 9;;1 . (6.31)
n ie{ia) n n

Alors que le processus est un processus stochastique multiplicatif lorsqu’on se place hors d’une
énergie de transition de délocalisation, il devient simplement additif a la transition d’apres la
relation (6.15). D’autre part on a montré dans le paragraphe précédent qu’il n’y a pas d’ordre a
longue distance, et que la phase 6, se décorrele sur une distance finie .. Il en résulte que la dis-
tribution de Zy_ ;, et donc celle de 7(k, ), est gaussienne. L’existence de corrélations de la phase
sur une distance £, ne permet pas de déterminer avec précision I’expression du second cumulant

de la distribution de 7(ky) & partir de (6.31), cependant cette derniere relation montre que les
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fluctuations sont proportionnelles & v/ N, c’est-a-dire que le second cumulant est proportionnel
a la taille du systeme :

((T(kn)2>> x L . (6.32)
Ce comportement est parfaitement confirmé par des calculs numériques comme on peut s’en
convaincre sur le tableau suivant (v = 0, v/ = 0.45, p =1, p = 1/50 et k = k; = 1.702215, on

prend soin de considérer un systeme tel que L > /.) :

L[ (rka)) | (7))
50000 29483.7 26.20
100000 | 58966.7 50.47
150000 | 88449.8 77.39
200000 | 117932.8 102.58
500000 | 294831.2 256.31

Il est satisfaisant que la distribution du temps de Wigner soit analogue a celle trouvée hors
de la transition de délocalisation pour le régime balistique. En effet, ces deux cas correspondent
a des situations physiques similaires pour lesquelles ’'onde incidente péneétre dans le systeme sur
toute sa longueur. Notons toutefois qu’il existe de légeres différences : dans le régime balistique
hors d’une transition de délocalisation, le second cumulant de T se comporte comme L? alors
qu’il se comporte a la transition comme L. Ces différences sont a rapprocher du fait que dans
le premier cas, module et phase de la fonction d’onde sont affectés par le désordre, alors qu’a la

transition de délocalisation, seule la phase est affectée par le désordre.

Introduction d’un défaut parmi les dimeres

Pour une énergie distincte d'une des énergies auxquelles apparait une transition de délocali-
sation, la distribution du temps de Wigner est donnée par (2.68), qui présente un pic centré sur
une valeur typique 7, = ﬁ et une queue algébrique en 1/72. Par contraste, lorsqu’on se place
a l'énergie d’une transition de délocalisation, la distribution du temps de Wigner ne possede
pas de limite stationnaire; la distribution est alors gaussienne, centrée sur L/k, et de largeur
proportionnelle & /L. La raison de ce changement radical de comportement est double; en
premier lieu, la variable Z; qui donne le temps de Wigner n’est plus un processus stochastique
multiplicatif mais un processus additif, et d’autre part le processus responsable des fluctuations
de Z; se décorrele sur une distance finie.

Ceci suggere que la distribution du temps de Wigner est extrémement sensible a 'introduc-
tion d’un défaut parmi les dimeres. Nous désignons par défaut une impureté isolée de poids
quelconque, ou un dimere de poids différent des autres dimeres,. . .au niveau duquel le proces-
sus Z, redevient multiplicatif. Pour simplifier nous choisissons comme défaut un dimere brisé,
c’est-a-dire une impureté de dimere de poids v’ non appariée, placée aléatoirement sur un des
sites du réseau. Si 'impureté isolée est placée sur le site iy, d’apres 'expression (6.31) Z;, est
donné par :

i
Zi = 2;° + O (6.33)
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ou Oy = I?TU;) Zz‘e{z‘d},z‘<io f(0;) désigne la somme de I'expression (6.31) portant sur les dimeres
placés entre 'origine et ig. D’apres les considérations précédentes, €21 possede des fluctuations

gaussiennes, proportionnelles & /ig. Juste aprés 'impureté isolée on a, d’apres (4.18) :

2
2 sin“ 6, 2’
Z- . =247z o4 T sin? 6 (6.34)
+1 2 2
10 p 0 ¢in 9@'0 kn 10
, . sin? 027; 2AEmax o /2 2
Nous avons montré (cf. §4.3.1) que la variable — . fluctue entre e = <_2kn ezt 1>

et e 288max ] résulte que Z; 1 possede des fluctuations proportionnelles a i alors que Z; n’a
que des fluctuations en /ig. L’effet sera d’autant plus fort que le défaut se trouvera pres du bord
x = L; il est maximum lorsque iy = N. En négligeant les fluctuations en /7p, ’argument montre

que la distribution du temps de Wigner sera une fonction définie sur le support [Timin, Tmax] avec

e_QAgmax

Tmin = LT (635)
(206mas

Tmax =~ L o (6.36)

L’introduction d’un défaut est un effet sous dominant en volume, c’est-a-dire que la densité
d’états ou l'exposant de Lyapunov y sont insensibles, a des corrections en 1/L pres. Néanmoins
cet effet induit une modification importante de la distribution du temps de Wigner, qui se

manifeste en particulier par un second cumulant proportionnel & L? au lieu de L :

<<T(kn)2>>avec détaut X L. (6.37)

On peut vérifier numériquement 1’argument. On a choisi v = 0, v/ = 0.45 p = 1/50, p = 1 et
k =k = 1.702215.

L <T(kn)>déf <<T(kn)2>>déf Tmin Tmax
50000 29448 1.000 107 22677 38342
100000 99055 4.090 107 45363 76657
150000 88516 9.050 107 67993 | 115124
200000 117794 1.616 108 90778 | 153385
500000 294530 1.003 10° 226897 | 383170

Ce résultat numérique montre que Tyin =~ 0.455L et Tyax =~ 0.765L (alors que 63_2:& ~

0.4513 et €5 ~ 0.7647).
On se propose d’obtenir une expression de la distribution de 7 pour ce probleéme. La variable

Z~ au bord de I’échantillon désordonné est donnée par :

N —ig

Iy =2 +2 +Qy (6.38)
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!

ou )y = I?Tvp Zie{id}7i0<i<N f(8;") possede des fluctuations gaussiennes d’ordre /N — iy. D’apres
(6.33,6.34,6.38) la distribution de Z . est donnée par :

N T
P(Zy,,) = %Z/dle(Ql)/dQQp(Qg)/ do;, W (6;,)

i0=1 0

_ 2 v, _ v
1) ZN+1 — 2L — ——X(eio) — |14+ —X(aio) O —Q (639)

p kn kn,
ou l'on a moyenné sur la position du défaut ig. p(£21), resp. p(22), est la distribution de €,
resp. de Qs : une gaussienne de largeur proportionnelle & /ig, resp. /N — ig. W(G;O ) désigne
la distribution de la phase. x(0) est la fonction x(0) = sin260 + %SiDQ 0, reliée au rapport
sin® 9+
sin? -
et Q9 sont décorrélés entre eux, ce qui néglige des termes faisant intervenir les phases sur des

=1+ %X(H_). Pour aboutir a cette expression, nous avons fait I'hypothese que 6; ,

sites distants d’au plus /. du défaut.

Dans I'argument de la fonction & de (6.39) les deux derniers termes sont d’ordre v/N alors
que les autres sont d’ordre N. Ceci conduit & négliger le terme X(H;) )€1, et apporte certaines
simplifications. La somme ; 4+ 5 qui apparait dans ce cas est distribuée par une loi gaussienne
de largeur d’ordre v/N. La loi de Q = Q; 4+ Qy étant indépendante de 4y, on peut écrire :

P(Zy,,) = / dQp(Q) F(Zy,y — Q) (6.40)

F(Z) = /OL % /OW dOW(0) 5 (z — 2L - m%;am) (6.41)

on a remplacé la somme sur ig par une intégrale. On montre facilement que la distribution F(2)

est donnée par la distribution de la variable d’échelle

kn Z — 2L
X= 05 (6.42)
kn

La distribution de la variable X est donnée par 'intégrale :

= o (w) Y (@) o4

Dans la limite de haute énergie k, > v’, on peut supposer que la phase est uniformément

distribuée et négliger le second terme de x(6). Ces deux hypotheses supplémentaires conduisent
a l'expression suivante de 7(X) :
1 1

m(X) = —argch

- X (6.45)

Cette expression doit encore étre convoluée par la gaussienne p(2) de largeur d’ordre v N pour
obtenir la distribution de Z_ ;. On peut vérifier I'excellent accord entre cette expression et le

résultat numérique sur la figure 6.2.
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FIGURE 6.2 — Distribution du temps de Wigner a la transition de délocalisation lorsqu’un défaut
est introduit sous la forme d’une impureté de dimere non appariée. v = 0, v/ = 0.45, p =
1/50, p = 1, k = ko = 4.759626 et L = 50000. Statistique de ns = 40000. Comparaison avec
Pexpression (6.45) (tirés). On n’a pas convolué F(Z) par la gaussienne p(2) qui aurait une

largeur négligeable a ’échelle de la figure.



Chapitre 7

ANNEXE : Equations différentielles
stochastiques

Nous allons rappeler brievement quelques notions sur les équations différentielles stochas-
tiques. Notre but est plutot de suggérer les difficultés qui peuvent survenir dans I’étude de telles
équations et de rappeler les techniques de base qui nous ont servi dans les chapitres précédent
que de fournir un exposé rigoureux. Je renvoie le lecteur a des ouvrages spécialisés pour plus de

précisions, par exemple (Gardiner 1989) qui est la source de ce qui suit, ou (van Kampen 1992).

7.1 Position du probleme

Nous nous intéressons a une équation du type :

dsz) = a(z) + b(2)n(t) (7.1)

ou 7(t) est un bruit blanc de variance 1 :
(n(t)) = 0 (7.2)
(nn(t)) = o(t—t). (7.3)

Nous avons du considérer a plusieurs reprises de telles équations aux cours des chapitres précé-
dents. Nous avons également été confronté a un probleéme lorsque 7(t) se présentait sous la forme
une somme de pics 0 : 1(t) = >, 6(t —t;). La question était : est-ce qu'un terme b(x(t))d(t —t;),
qui détermine la variation de () en traversant ¢;, doit étre interprété comme b(x(t; ))d(t — t;),
b(x(t]))s(t —t;) ou encore autrement ?

Afin de clarifier cette question considérons l'intégrale : fg dW (t') b(z(t")) ot Pon a introduit la
notation dW(t) = dtn(t); W(t) = fot dt' n(t’) est un processus de Wiener normalisé, caractérisé
par les corrélations (W (t)W(t')) = min (¢,¢'). On peut imaginer une définition discrétisée de
cette intégrale en découpant lintervalle [0,¢] en N intervalles de largeur At; = t;11 — t; (cf.

(Gardiner 1989) pour une définition plus rigoureuse)

/O AW (t') b(a(t') = Y (W (tis1) — W (t:)b(x(m)) (7.4)

i

89
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ou 7; = t; +eAt; (e € [0,1]). (¢) est une fonction causale solution de (7.1), et donc statistique-
ment indépendante de dW (t') pour t < t'. Si n(t) était une fonction réguliere, cette définition
serait a rapprocher de la définition de I'intégrale de Riemann, la valeur de € n’influerait pas sur le
résultat. Pour 'intégrale stochastique il n’en est rien, ¢ détermine de quelle maniere b(z(7;)) est
corrélé avec W (t; 1) — W (t;). Pour e = 0 il n’y a pas de corrélation, ce qui implique notamment

que la valeur moyenne de 'intégrale est nulle, ce qui n’a pas de raison d’étre le cas si € > 0.

7.2 Les prescriptions d’Ito et de Stratonovich - Relation avec

une équation de Fokker-Planck

Les deux exemples présentés montrent que 1’équation (7.1) n’est pas correctement définie.
Il manque une prescription qui consiste a fixer les corrélations entre la solution de 1’équation,
x(t), et le bruit dW(#) & temps coincidants. Il existe différentes prescriptions possibles (qui
correspondent pour l'intégrale précédente a différents choix de ). Une prescription qui apporte
beaucoup de simplifications mathématiques est celle d’Ito, elle consiste a choisir que z(t) et
dW (t) sont statistiquement indépendants (¢ = 0) : (z(t)dW (¢t)) = 0. Elle conduit a des reégles
de calcul différentes des reégles usuelles. Par exemple, si z(t) vérifie I’équation

dz(t) = a(z(t)) dt + b(x(t)) dW (t) (Ito) (7.5)

la formule de changement de variable de x en f(z) s’écrit :

df(z(t)) = f’(ﬂc(f))a(ﬂff(f))ﬂL%f”(ﬂc(f))b(ﬁv(t))2 dt + f'(x(t) b(x(t))dW(t)  (Ito) . (7.6)

Cette formule porte le nom de formule d’Ito. Elle permet d’établir I’équation de Fokker-Planck
pour la densité de probabilité de la variable x(t) : P(z,t) = (§(z — x(t))), associée a I'’équation
(7.1) avec la prescription d’Ito. Pour cela on dérive la valeur moyenne d’une fonction test par
rapport au temps : - (f(z(t))). On aboutit finalement  :

0P () = 0, [a(x) P, 1)) + %ag [b(x)2P(a,1)] . (7.7)

Malgré la simplicité du choix d’Ito, ce dernier ne correspond pas a la plupart des situations
physiques généralement rencontrées. Si le bruit blanc 7(t) est une idéalisation d’un processus
physique (une force,. . .) caractérisé par une fonction de corrélation réguliere mais extrémement
étroite comparée aux autres temps caractérisant 1’évolution du systeme : (n°(¢)n€(t')) = §¢(t—1t'),
on s’attend a ce que la fonction de corrélation soit invariante sous un renversement du temps :
d¢(t) = 0°(—t). Or le calcul de certaines quantités avec la prescription d’Ito montre qu’elle
ne respecte pas cette symétrie. En d’autres termes, si on relie I'’équation (7.1) pour un bruit
régularisé n(t) a une équation de Fokker-Planck, puis qu’on prend la limite e — 0, on n’aboutit
pas a I’équation (7.7). La situation courante en physique correspond & une prescription différente
de celle d’Ito, la prescription de Stratonovich. Nous indiquons comment faire le lien entre les
deux prescriptions. L’équation différentielle stochastique considérée dans le sens de Stratonovich

dz(t) = a(z)dt + B(x)dW () (Stratonovich) (7.8)
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correspond a 1’équation différentielle stochastique au sens d’Ito :

1
da(t) = |a(@) + 58(z) 0:8(x)|dt + B@)dW () (Ito) (7.9)
La correspondance entre les couples de fonctions est donc :

{ a(z) = a(z) + 18(x) 0.8(x)
b(x) = B(x)

On vérifie que la convention de Stratonovich correspond bien aux régles de calcul usuelles. En

(7.10)

effet, d’apres la correspondance (7.10), I’équation dans le sens de Stratonovich associée a (7.6)

s'écrit
df(x) = [f’(:v)a(:ﬂ)Jr%f”(:v)b(w)Q— %f’(éﬂ)b( ) Of [f'(2)b(x)] | d
+f!(@)b(z) dW (2) (Stratonovich) (7.11)
= fl(z)a(z)dt + f'(z)B(z) dW (1) Stratonovich) (7.12)
= f(z)dx(t) Stratonovich) (7.13)
L’équation de Fokker-Planck associée & (7.8) est :
O P(x,1) = —0y|a(z)P(z,t)] + %&L« [ﬁ(w)am [B(z)P(z,t)]] - (7.14)

Donnons pour finir la généralisation au cas d’un ensemble d’équations couplées faisant in-

(
(

tervenir des bruits indépendants. Considérons le systeme d’équations

da; = a;(2)dt + Bi;(2)dW;(t) (Stratonovich) , (7.15)

qui s’écrit dans le sens d’Ito
dmi = [ ( ) + lﬂkj (f) ({9]6,8@] (f)} dt + ,Bij (.%')dW] (t) (Ito) (7.16)
= a;(Z)dt + b;;(£)dW;(¢) (Ito) . (7.17)

(Les sommations sur les indices répétés sont implicites; 9; = J,,). La formule d’Ito est alors

A5 (@) = [0:@0f (@) + Sb(@yu(@)0:0; (D)) At + bis (@@ AW (1) (Tto) . (718)

Ces équations sont associées a I’équation de Fokker-Planck

W P(Z,t) = —0;0,(Z)P(Z,t) + %@ﬁik(f)ajﬁjk(f)P(f, t) . (7.19)
Le cas particulier ou il n’y a qu’un seul bruit nous a servi dans les chapitres précédents :
dz; = o, (Z)dt + 5;(Z)dW (t) (Stratonovich) (7.20)
ou
dz; = a;(Z)dt + b;y(Z)dW () (Tto) (7.21)

avec a; = o + %ﬁj 0;B; et b; = 3;. La formule d’Ito devient :
1
AF (@) = (w00 () + 3bibs0i0; £ ()] At + bi 0, () AW (1) (Tho) (7.22)
L’équation de Fokker-Planck est :

O,P(Z,t) = —B04(Z) P(T, 1) + %@&(QE)Bjﬁj(f)P(f, t) . (7.23)
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Chapitre 1

Introduction

Nous allons étudier les propriétés de transport électrique pour un gaz d’électrons sans inter-
action mutuelle, astreints a se déplacer dans un plan, et soumis & un champ magnétique aléatoire.
Le champ magnétique est celui d’une assemblée de vortex magnétiques, répartis aléatoirement
sur le plan. Nous reviendrons plus en détail sur ce modele ultérieurement. Commencons par
rappeler quelques idées sur la physique de 'effet Hall qui permettront de mieux mettre en valeur

les motivations de notre travail.

Les avancées technologiques de ces dernieres décennies ont permis d’ouvrir de nouveaux
champs d’investigations, parmi lesquels la physique des systemes bidimensionnels. L’apparition
de nouvelles structures en microélectronique a rendu possible I’étude de gaz d’électrons bidimen-
sionnels qui conduisirent en particulier a la découverte expérimentale de 'effet Hall quantique
entier (von Klitzing, Dorda & Pepper 1980), (Tsui & Gossard 1981) puis de effet Hall frac-
tionnaire (Tsui, Stérmer & Gossard 1982), (Tsui, Stormer, Hwang, Brooks & Naughton 1983).
Sans avoir ’ambition d’en donner un panorama complet, rappelons quelques idées importantes
concernant 'effet Hall quantique entier. Le lecteur intéressé pourra se référer aux livres ou ar-
ticles de revue (von Klitzing 1986), (Aoki 1987), (Prange & Girvin 1990), (JanBen et al. 1994). La
réalisation expérimentale de gaz bidimensionnels passe par 1'utilisation de deux types de disposi-
tifs expérimentaux. (i) Metal-Oxyde-Semiconducteur (MOS), 'oxyde étant un isolant SiOs et le
semiconducteur du Si de type p; (i) Hétérostructure formée d’une couche d’isolant Al,Gaj_, As
dopé par des ions donneurs, contre un semiconducteur GaAs de type p. Le champ électrostatique
du, soit a la différence de potentiels imposée extérieurement dans le cas (i), soit a la présence
des impuretés ionisées de l'isolant dans le cas (ii), crée un puits de potentiel a U'interface entre
I'isolant et le semi-conducteur qui piege des électrons formant ainsi le gaz bidimensionnel. Le
premier type de dispositif permet d’obtenir un gaz dont la densité est controlée par la tension
entre le métal et le semiconducteur ; elle varie typiquement jusqu’a 107 m=2 (Aoki 1987). Pour
le deuxieme type, la concentration électronique est imposée par la concentration des donneurs
de lisolant ; elle est typiquement de I'ordre de 5 10'® m~2 (Tsui & Gossard 1981). Grace au
mode de fabrication par épitaxie moléculaire qui permet d’obtenir des interfaces régulieres, ces
échantillons offrent I’avantage d’étre faiblement désordonnés comparativement aux MOS. II faut
remarquer que l'obtention d’un gaz essentiellement bidimensionnel est conditionnée par I'utili-
sation de températures suffisamment basses (7' < 4 K (von Klitzing 1986)), nécessaires pour

geler les modes d’excitation transverses a la surface.
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Avant de nous concentrer sur I'effet Hall quantique rappelons quelques éléments concernant
Peffet Hall classique, décrit par une théorie classique ou semi-classique des métaux (Ashcroft
& Mermin 1976). Considérons un gaz d’électrons bidimensionnel. La vitesse moyenne 7 d’un
électron soumis a un champ électrique parallele au plan et & un champ magnétique perpendicu-

laire au plan est décrite par I’équation :

d - = _
me—U=etl X B+e£(t)— —0U, 1.1
edt ( ) 7o ( )
ou le terme de friction rend compte des collisions subies par I'électron, 7y étant le temps moyen
entre collisions. La densité de courant électrique pour le gaz d’électrons est donnée par j = en.v
ol n, est la densité d’électrons. Imposons un champ électrique g (t) = (‘j{)e_i“t; la résolution
de (1.1) permet de trouver les conductivités longitudinales o, et transverses o, définies par

§i(t) = 045 (w)Eyje ™. On obtient finalement pour les conductivités a fréquence nulle :

a0

Opp = ————— 1.2
P ENe (2("}07—0)2 (1 3)
W B 14 (2wer)? ’
ou We 4 2%35 est la moitié de la fréquence cyclotron et ogp = %2;0 est la conductivité de

Drude. Lorsqu’on considére un champ magnétique fort, w.7g > 1, la conductivité Hall est

proportionnelle au rapport n./B :

en
Oy = B‘f (1.4)
et la conductivité longitudinale est donnée par o, = 2‘:}”2’;0. Les résistivités correspondantes sont
alors
1
= — 1.5
Pz p- (1.5)
1 B
Pyx Ty €Tty (1.6)

La force de Lorentz se manifeste donc par 'apparition d’'un courant électrique qui se meut
dans une direction quasiment perpendiculaire & celle du champ électrique. Donnons un ordre
de grandeur des champs magnétiques nécessaires pour respecter la condition 2w.mg = Bu > 1,
ol i = fnlg est la mobilité du gaz. Les échantillons MOS ont typiquement une mobilité u ~
177! (Aoki 1987); de bons échantillons d’hétérostructures sont caractérisés par des mobilités
p~80—100 T~ (Tsui et al. 1982) (pour n, = 1.1 — 1.4 10%m~2).

En 1980, von Klitzing, Dorda & Pepper (1980) ont mesuré la résistivité Hall d’un échantillon
(MOS) soumis & un champ magnétique fort (B = 187 ; T' = 1.5K). Alors que le résultat classique
(1.5,1.6) prévoit une dépendance inversement proportionnelle a la densité d’électrons, ils ont
observé une quantification de la résistivité Hall par paliers p,, = % (n € N), corrélativement
a une disparition de la résistivité longitudinale. Des expériences similaires ont été réalisées pour
des échantillons d’hétérostructures en faisant varier le champ magnétique (Tsui & Gossard 1981)
et ont conduit a la méme conclusion. L’extréme précision avec laquelle les valeurs o, = ne?/h
sont mesurées est un des aspects remarquables de ces expériences, qui offre des possibilités

intéressantes dans le domaine de la métrologie (von Klitzing et al. 1980).
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FIGURE 1.1 — (Tsui & Gossard 1981).

Différents auteurs ont développé des arguments généraux pour rendre compte de cette quanti-
fication : utilisation de I'invariance de jauge (Laughlin 1981), (Avron & Seiler 1985), arguments
topologiques pour un électron soumis a un potentiel périodique et & un champ magnétique
(Thouless et al. 1982), ou arguments utilisant le formalisme de Kubo (Aoki & Ando 1981),
(Stieda 1982). L’invocation de Iexistence d’états de bord (Halperin 1982) permet également de
donner une explication simple et élegante de la quantification de la conductance Hall (MacDonald
& Stieda 1984, Biittiker 1988).

Le désordre joue un role essentiel dans la compréhension du phénomene. En son absence, le
calcul quantique de la conductivité transverse o, pour un champ magnétique homogene (cf.
chapitre 3) conduit au résultat classique (1.4) proportionnel au rapport n./B, ou encore au

facteur de remplissage v = ZeBh = NLLL qui indique la fraction de niveaux de Landau occupés :

oy = ve?/h (Npp, est la dégénérescence d’un niveau de Landau). Lorsque les électrons sont
soumis a un potentiel désordonné, le désordre a pour effet d’élargir les niveaux de Landau
en bandes de Landau (Wegner 1983), (Brézin et al. 1984), (Klein & Perez 1985), (Macris &
Pulé 1992) et de localiser une partie des états des bandes de Landau. Pour interpréter les
résultats expérimentaux, on doit supposer qu’au centre des bandes de Landau se trouvent les
états délocalisés qui participent a la conduction, alors que les états localisés se situent dans les
bords de bandes (Dorlas, Macris & Pulé 1995). Il est important de noter que la conductivité Hall
integre les contributions des états quantiques sous le niveau de Fermi. D’autre part, comme le
suggerent les expériences, l'effet Hall quantique est une propriété de tres basse température. En
faisant varier la densité d’électrons, le niveau de Fermi traverse alternativement des zones d’états
localisés et des zones d’états délocalisés. La conductivité ne croit que lorsque le niveau de Fermi

traverse les zones d’états délocalisés, ce qui arrive pour les facteurs de remplissage proches d’un
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demi-entier, si on suppose que I'élargissement du niveau est symétrique. Cet argument permet de
comprendre 'existence des plateaux, mais ne suffit pas a expliquer pourquoi, alors qu’en principe
seule une partie des états d’un niveau contribuent, leur contribution e?/h est précisément la
méme que celle de tous les états du niveau de Landau en l’absence du désordre. Une réponse
a cette question peut étre apportée par les arguments généraux évoqués précédemment (Aoki
& Ando 1981), (Laughlin 1981), (Stfeda 1982), (Thouless et al. 1982), (Avron & Seiler 1985),
(Biittiker 1988).

Le modele d’impuretés magnétiques qui nous intéressera par la suite possede certaines ca-
ractéristiques communes avec les systemes Hall : un champ magnétique et la présence de désordre
(ce dernier est introduit dans la définition du champ magnétique, et non dans celle d’'un po-
tentiel scalaire). Ses propriétés spectrales, que nous rappellerons, présentent les caractéristiques
évoquées ci-dessus. D’ou I'intérét que nous avons porté au transport électronique dans ce modele.

Le chapitre 2 donnera des propriétés générales des systemes magnétiques bidimensionnels.
Ce chapitre sera 'occasion d’introduire les observables d’intérét et le formalisme utilisé pour les

calculer.

Nous avons abordé I’étude du transport dans le modele & champ magnétique aléatoire par une
approche perturbative partant de la théorie de champ moyen. Cette derniere est décrite par le
modele de Landau (Landau 1930), (Landau & Lifchitz 1966a, §112) auquel nous consacrerons le
chapitre 3. Nous rappellerons un certain nombre de résultats connus et préciserons des notations
utiles. Nous présenterons un moyen particulierement rapide d’obtenir les conductivités, qui se
réveélera suggestif pour les modeles étudiés par la suite.

Le chapitre 4 concernera une configuration de champ magnétique avec un vortex (seul ou
avec champ magnétique homogene). Outre leur intérét propre, ces problémes contiennent des

informations relatives au modele d’impuretés magnétiques.

Chapitre 5. Nous aurons alors introduit tous les éléments utiles a notre analyse, et serons
en mesure d’aborder ’étude de la conductivité Hall du modeéle d’impuretés magnétiques. Nous
rappellerons brievement les propriétés spectrales de ce modele (Desbois, Furtlehner & Ouvry
1995), i.e. I'existence d'un spectre de Landau pour le champ magnétique moyen avec des niveaux
de Landau élargis par le désordre, caractéristiques de l’effet Hall quantique. Les niveaux de
Landau élargis par le désordre apparaissent pour les petites valeurs de la constante de couplage,
ce qui a justifié une étude perturbative de la conductivité Hall, que nous présenterons dans le

dernier chapitre !.

1. Notons l'existence de travaux portant sur I’étude des conductivités en présence d’'un champ magnétique
homogene et d’un potentiel scalaire aléatoire (Bastin, Lewiner, Betbeder-Matibet & Nozieres 1971), (Ando, Mat-
sumoto & Uemura 1975). Les auteurs utilisent des méthodes de resommation de certaines classes de diagrammes.



Chapitre 2

Propriétés générales des
hamiltoniens magnétiques

2.1 Hamiltoniens magnétiques : définitions, propriétés

Considérons ’hamiltonien de Pauli

—

Hp =5 <p - eA(r)) 055 B (2.1)

pour des fermions de spin 1/2 non relativistes en champ magnétique. Le facteur gyromagnétique
ge est pris égal a 2 pour respecter I'invariance sous le groupe de Galilée (Lévy-Leblond 1967).
On choisira un systeme d’unités tel que A = m, = 1.

Le potentiel vecteur peut toujours s’écrire comme eA; = —¢;;0;®; pour le probleme de

Landau dans la jauge symétrique, ® = éwcr et pour le vortex, ®Vort™x — o/Inr. La fonction ®

détermine le potentiel vecteur
cA(F) = k x VO(7) (2.2)

(lg est le vecteur unitaire perpendiculaire au plan) et le champ magnétique
B(7) = AD(7) . (2.3)

Inversement !, se donner le champ magnétique permet d’obtenir le potentiel vecteur ou ® & ’aide

des relations

cA(R) = — / a4 X gy (2.4)

et
- 1
B() = == /d ') A(T q,|’; ) _ =0 /df’ In |7 — 7| eB(7"). (2.5)

On introduit les deux opérateurs covariants

Iy = (pp — eAy) £i(p, — eAy). (2.6)

1. Rappelons que la fonction de Green du rotationel VX est 21@ ‘Xq

=2) Aest o2& In|.

et la fonction de Green du Laplacien (en
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On utilisera les notations complexes : z = x + iy (9, = %(835 —i0y)). Les opérateurs covariants

s’expriment alors comme

I, = —2i(9; + 0:3) (2.7)
I = —2i(9, — 0,) (2.8)

et satisfont la relation de commutation
I, I1_] = 2eB(F) . (2.9)

La forme supersymétrique de ’hamiltonien (2.1) apparait explicitement lorsqu’on écrit

1{ 0_m
Hp = = + 0 : (2.10)
2 0  III0_

Notons la propriété suivante valable pour toute fonction f(z) :

Il f(H-ILy) = f (IL I ) Iy (2.11)
I f (I 1L = f (I T (2.12)
qui peut étre démontrée simplement pour une fonction développable en série de Taylor en re-

marquant que IT; (TT_TI )" = (I14.I1_)"I1,..

On introduit les hamiltoniens correspondant aux secteurs de spin up et down :

1

1
Hy = SO (2.14)

les deux propriétés précédentes impliquent les relations

e P — o AHayr, (2.15)
IM_e PHa — e FHuL_ (2.16)

2.2 Aimantation et courant permanent

Montrons comment définir en toute généralité une aimantation ou un courant permanent
pour une configuration de champ magnétique quelconque.

Lorqu’on considere un systeme de charges électriques sans interaction, 'aimantation du
systeme peut avoir deux origines. Une aimantation orbitale, produite par les courants électriques
mis en mouvement par le champ magnétique, s’oppose au champ magnétique (loi de Lenz).
D’autre part, si les charges électriques possedent un moment magnétique intrinseque, l'aligne-
ment des moments magnétiques sur le champ extérieur produit une aimantation paramagnétique
dans la méme direction que le champ.

On s’intéresse a I'aimantation d’un électron ou d’un gaz d’électrons décrit par 1'hamilto-
nien (2.1) (notons que l'introduction d’un potentiel scalaire dans (2.1) ne changerait rien a la
discussion).

On raisonnera en terme de probleme a un électron. La moyenne thermique d’une observable

g sera une moyenne de Boltzmann pour le probléme & un corps : (g) 5= Ziﬁ Tr {e*BH q}. Si on
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s’intéresse a la valeur moyenne de cette observable dans le probleme “second quantifié”, celle-ci
est reliée a la précédente a condition que 'opérateur @) s’exprime comme la somme d’opérateurs
auncorps: Q =), ¢, La densité d’électrons et la densité de courant sont de tels opérateurs.
La moyenne de @, Tr { f(H )q}, est reliée a la moyenne de Boltzmann par les relations suivantes :

())aT#0:

Tr {f(H)q} = 3 (~1)"He T {e—"ﬁHq} (2.17)
n=1
(i) A T =
1 +o00 eiEFT ) ,
— i —(ir+€e")H
Tr{f(H)q} nligli 5 /_OO dr i7_+77T1r {e q} . (2.18)
e/ =0

L’opérateur densité de courant est défini comme l’observable couplée a un potentiel vec-
teur /TO extérieur. Si en effet on ajoute un champ extérieur ffo a I'hamiltonien (2.1), le terme

d’interaction entre le champ extérieur et les observables de I’électron s’écrit :
e/, - — e o o =
Hin = =5 (3 Ao+ Ao - 7) = S0k - ¥ x Ao (2.19)
ol 7% j— eA est Vopérateur vitesse. Si on introduit une relation de fermeture [dF|F)(F] =1,
ffo devient une fonction du parametre 7 et non plus une fonction de l'opérateur position de

I’électron. Dans le formalisme & un corps, n(7) = |7)(#| définit Popérateur de densité d’électron.
On obtient donc

Hos = = [ a7 (70 +77(0) - Ao(r) (2:20)
ol
F) 2 S (n() 5+ Tn() (2.21)
est 'opérateur de densité de courant orbital et
FPE) = Soak x Vn(@) (2.22)

est 'opérateur de densité de courant de spin.

Ces opérateurs permettent de définir 'aimantation orbitale (diamagnétique) :

—

Mg = %/df?x G (2.23)

et Paimantation de spin (paramagnétique) :

. 1 o
MR = o / 4 7 x (P () = S0 / & (n(7)5 = 50 (2.24)
L’aimantation totale s’écrit donc
AL3:._3_1}{e—5H(F><64-ag} . (2.25)
278

Une autre fagon d’obtenir I'aimantation du systéme est d’ajouter un champ magnétique
uniforme B’ et de dériver le potentiel thermodynamique par rapport & B’. En effet, si on dérive
le nouvel hamiltonien HZ' par rapport au champ fictif B’, on aboutit & %HB/ = —§(Fxv+0;).

DODC
111 ZB B/ — MB + (72 2.26
( ) B’=0 2 ( )
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ou Zg(B') & Tr{e_BHB } Dans une description grand canonique, il suffirait de remplacer

Pénergie libre par le grand potentiel dans (2.26).

Si on considere un anneau traversé par un flux magnétique, la présence du flux magnétique
engendre un courant dans anneau, appelé courant permanent (Bloch 1965), (Biittiker, Imry &
Landauer 1983), (Cheung, Gefen, Riedel & Shih 1988). Dans un probléme bidimensionnel, on
peut définir le courant permanent autour d’un point 7y comme le courant électrique qui traverse
une demi-droite infinie issue de ce point. Le courant permanent dépendra donc du point 7
et de I'angle 6 entre la demi-droite et 'horizontale. Pour simplifier les expressions, choisissons
dans un premier temps 7y = 0. Comme l'aimantation, le courant permanent se sépare en une

contribution orbitale, et une contribution de spin :

5 = 0.0) 2 [ dr i) (227)
ou (jg(r,0))s est la densité de courant orthoradiale moyenne, et
P = 0,0) < /OOO dr (G537 (r,0)) 5 ; (2.28)
la densité orthoradiale de courant de spin est jzpin(r, ) = —50.V,n(r,0), ce qui conduit &
I = 0,6) = S0 (n(0) - (2.29)

Pour un systéme invariant par rotation autour du point 7, il est indifférent de moyenner par
rapport a ’angle @, si bien que
1 1
b= S
Ig' (fo=0) = o /dr ;(j@(?”»g. (2.30)
En rétablissant la dépendance en 74, le courant permanent pour le probléme invariant par
rotation autour de 7y devient

I3P(f) = ——Tr {eﬁHw} . (2.31)

:27TZ F—F02
B

En dérivant le potentiel thermodynamique par rapport a un champ magnétique fictif on obtient
I'aimantation ; on aimerait suivre la méme procédure pour obtenir le courant permanent. A cet
fin on ajoute un tube de flux fictif ¢’ = /¢y en 7y dans le systeme (cf.qchapitre 4). Si on dérive le
nouvel hamiltonien H® par rapport au flux on obtient : %H o = —% T — 0,62 (F— 7).
Dériver le potentiel thermodynamique par rapport au flux du vortex fictif permet donc d’obtenir
le courant orbital :

e 0 €0,

- / —
- 213 0’ In Z(e’) o'=0 2Zg

13 (7p) Gp(70,70) (2.32)

ou Zg(a') est la fonction de partition en présence du vortex fictif et Gg(ro, ™) le propagateur

en l'absence du vortex. En dérivant le potentiel thermodynamique, 'interaction de contact de

I’hamiltonien (interaction du spin de I’électron avec le champ magnétique singulier du vortex)

fait apparaitre le courant permanent de spin :
e

IF™ (70) = 502 (n(70))s

€0y
275

Gp(70,70) - (2.33)

Notons que le résultat (2.32) doit étre indépendant de la prescription choisie pour le vortex fictif,

qui peut étre attractive pour o’o, > 0 ou répulsive pour o’o, < 0 (¢f. chapitre 4).
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Relation entre le courant permanent et ’aimantation

Lorsqu’on considere un anneau de rayon R parcouru par un courant permanent, ce dernier
est relié & 'aimantation par M = I 7R?. Qu’en est-il pour un systéme bidimensionnel ?

L’aimantation étant une quantité intégrée sur le volume, ne dépendant donc pas d’une posi-
tion particuliere 7y, il est clair qu’aimantation et courant permanent ne pourront étre reliés que
dans le cas de systeémes invariants par rotation et par translation. Pour de tels systemes il est
indifférent de moyenner (2.31) par rapport a 7. Pour la partie orbitale on aboutit &

1 e 1 1 gy (F—70) X T e 1 _
= [ ar1g(0) = = [ dip - Tede I IE S0 = L fe i) (2,34
V/ I =50y | A g r{e 7 — o2 Wz, Te vy (2:34)

Le courant permanent orbital est proportionnel a la partie orbitale de ’aimantation

1
1 = — MO, 2.35
y (23)
La relation est encore plus simple & démontrer pour la contribution du courant de spin (2.33),
on a donc aussi

1
I==M. 2.36
. (236)

La relation (2.35) est analogue & celle obtenue pour un anneau, et se comprend de la maniére
suivante : l'invariance par translation et par rotation implique que les densités de courants
électriques se compensent localement dans le systéme, sauf sur les bords. On rejoint donc une
situation comparable a celle d’'un anneau pour lequel M = IV. On en conclut que le courant

permanent est alors sous dominant en volume comparativement a ’aimantation.

2.3 Conductivités

Pour un systéme invariant par rotation, les composantes du tenseur de conductivité satisfont
les relations o, = oy, et 0,y = —o0y,. En utilisant ces propriétés, on peut symétriser les

expressions qui donnent les conductivités. Introduisons les combinaisons linéaires
def .
(1) F 0p(t) Loy, (t). (2.37)

Si la moyenne thermique est de type Boltzmann, on peut écrire d’apres (A.36)

ie? 1
o) =5 Y(t)Z—ﬁ Tr {e—ﬂH [IL. (¢), z]} (2.38)

et y .
o5 (t) = % Y(t) T {e—ﬁH (1), z]} (2.39)

ou Y(t) est la fonction de Heaviside et Zg est la fonction de partition. A Taide de (A.21) on
peut relier ces fonctions de réponse du probleme a un électron a des fonctions de réponse pour

un gaz d’électrons a température nulle

n 1 +o00 eiEFT L
= lim — , <Z t)‘ . 9.40
0z, (1) Jm o | dre— pog (t) e (2.40)
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En termes des propagateurs, ces expressions deviennent :

L2
ag(t) = % Y(t)Ziﬁ /dzdzdz/dz’ <H+ Git(z,2)7 Gp_u(7,z) — (it — it + ﬂ)) (2.41)

T
et
i 62 1 / / / / /
o5(t) = 5> Y(t)—— /dzdzdz dz' | O_Gi(2,2)2'Gpu(2',2) — (it = it +B) ) . (2.42)
2V Zg —
Nous constaterons qu’il peut étre plus astucieux de calculer la dérivée par rapport au temps
de o*(t) plutot que o*(¢) lui-méme. Dans la situation de spin up, la relation [H,,I1;] = —eBIL,

suggere qu’il est commode de calculer

oh(t) = e—26(t) + 6—2 Y(t)i Tr {e_ﬁH“ [(eBTLL)(t) Z]} (2.43)
AT Y 2V 7Y A :
et si le spin est down, [Hy,II_] = eBII_ suggere de considérer
. e? e? 1 —BH,
65 (8) = F70(0) = 35 Y(t) g Tr {e [(eBIL)(1), z]} . (2.44)
B

Nous nous intéresserons aux conductivités statiques, c’est-a-dire aux transformées de Fourier

des précédentes fonctions a fréquence nulle. Les relations (A.33) et (A.37) conduisent &
- e e eIt (I (£). 11 _ié U et (11T
055 W) = 1ot o ; te (M=), U+]) g 5, = W/ te (=), 2]) 5.,
(2.45)

ou la moyenne est soit Boltzmann (- - ) 5, soit Fermi-Dirac (---) 5.
Pour obtenir les parties réelles et imaginaires des conductivités transverse et longitudinale

on utilise
[0%(w) + 0F(—w)] = Reou(w) £iReoy,(w) (2.46)

[0 (W) — 05 (~w)] = FImoy(w)+ilmog,(w). (2.47)

2.4 Transformations non unitaires pour la théorie de perturba-

tion
2.4.1 Formalisme H

Pour traiter le champ magnétique de I'hamiltonien (2.1) perturbativement, il est intéressant
d’utiliser les transformations non unitaires pour les hamiltoniens H, et Hy :

Uy () = e 20 (2.48)
Uy(7) e® (2.49)

qui correspondent aux redéfinitions des fonctions d’onde :

V(7 Uu(7) tu(7) (2.50)
Ya() = Ua(F) ¥a(7) . (2.51)

~—>
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Dans le cas du vortex, nous verrons que cette transformation correspond & extraire le compor-
tement a courte distance de la fonction d’onde, tandis que dans le cas du champ magnétique
homogene, elle extrait le comportement a grande distance. Les opérateurs covariants se trans-

forment comme :
2.52
2.53

2.54
2.55

vty u, = 1l
UM U, = T° +4i0,®
UL U; = T - 4i0:®

(
(
(
Ujtmou; = 1o (

)
)
)
)

ou HQL et II° sont les opérateurs covariants du probléme libre. Les hamiltoniens H, et Hy

deviennent
H, = %H‘lni +2i0,® 119 (2.56)
H; = %Hin‘l — 29,0 11° . (2.57)
Ces deux hamiltoniens peuvent encore s’écrire :
H, = %HEH& — A (2.58)
H; = %Hin‘l —ATIY . (2.59)

on A=A, +iA, = 2i0;9.

2.4.2 Formalisme H’

Considérons un champ magnétique aléatoire invariant par translation ; dans ce cas, la fonction
®, lorsqu’elle est moyennée sur le désordre, s’identifie a celle du probleme de Landau calculée

pour le champ magnétique moyen (B) :
(@(7)) = o) (7). (2.60)

Il se révele alors intéressant d’introduire une variante de la transformation précédente, permet-

tant d’extraire le champ moyen. Considérons les redéfinitions des fonctions d’onde :

Yu(P) = Up(7) 0 (7) (2.61)

Ya() = Uy(?) () (2.62)
ou

Ul(F) = -2 (2.63)

Uy = e (®O+2), (2.64)

Les deux opérateurs covariants (2.7) sont modifiés comme

—_ L
v, =

USMLU, = T 4+ 4i(0.9 — (0.9))
UL, = T - 40 (0:0 — (0:9))

vy = o

2.65
2.66
2.67
2.68

AA,_\,_\
~— ~— — ~—
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ol HP et HSL> sont les deux opérateurs covariants de 'hamiltonien de Landau pour le champ
magnétique moyen (B). Les deux hamiltoniens deviennent donc

i = %H@H(ﬁ 1 21(0.0 — (0.0) T (2.69)
i, = %n@nﬁ” 21 (0.8 — (0.0)) T . (2.70)

Il est naturel d’introduire le propagateur transformé
C;’/B(z,z') NP ]efﬁf{/]z” =U""Y2)Gs(z, 2 U'(Y) . (2.71)

Si on considere des observables qui sont exprimées comme des traces (la fonction de partition,
Paimantation, les conductivités,. . .), il sera équivalent les calculer avec les hamiltoniens H, H ou
H’. En théorie de perturbation, le désordre n’apparait que linéairement dans les hamiltoniens

transformés H et H', ce qui offre une simplification notable de la série diagrammatique.



Chapitre 3

Champ magnétique homogene

3.1 La jauge de Landau

def Y , . .
Rappelons que w, = 26;33 est la moitié de la fréquence cyclotron. Nous pouvons choisir par
(=

convention eB > 0, sans perdre en généralité.

La jauge de Landau est une jauge asymétrique telle que

A, y) = ( ;x ) - (3.1)

L’hamiltonien s’exprime comme

1 1
Hy, = §pi + i(py — eBac)Q. (3.2)

Dans ce chapitre, nous ne prendrons pas en compte le terme d’interaction du spin avec le champ,
qui ne produit qu'un décalage des énergies de +w,. pour un spin down ou up.

L’hamiltonien commute avec le générateur des translations selon y et les fonctions propres
sont donc de la forme 1 (z,y) = e*¥x(z). L’équation de Schrédinger devient

[P + (k — eBa)’] x(x) = Ex(z). (33)

DO =

Ce choix de jauge nous ramene a un probleme libre suivant y et d’oscillateur harmonique suivant

z. L’impulsion suivant y apparait reliée au centre de I'oscillateur harmonique z,. = % Les états
C

sont indicés par deux nombres quantiques n et k respectivement discret et continu. Le spectre

est un spectre d’oscillateur harmonique

1
En i = 2w, <n + 5) n=20,1,2,--- (3.4)

pour lequel chaque niveau est infiniment dégénéré, ce qui reflete qu'une translation d’une orbite

cyclotron ne cotite pas d’énergie. Les fonctions d’onde sont

1/4 L \2 i
Uiz, y) = <2wc> ! e_wc<$_m) Hn< 2w, <x— i >> ﬁ (3.5)

™ 2np 2w, V2T

ou H,(z) sont les polynomes d’Hermite. Le facteur /2w, est I'inverse du rayon cyclotron ag =

eiB qu’aurait une orbite classique d’énergie hw,.

145
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Si l'on se place sur un plan de grandes dimensions L, x L, (3> a%) et que I'on impose des
conditions aux limites périodiques dans la direction ¥, I'impulsion ne peut prendre que des valeurs
discretes k = mi—” pour m € Z. D’autre part k est relié au centre de l'oscillateur harmonique

Y

par la relation x. = e% = m-—2L

. Si on exclut les solutions strictement évanescentes et que

eBLy
l'on contraint le centre du paquet d’onde a rester dans l'intervalle 0 < z. < L,, m ne peut
plus accéder qu’a un nombre fini de valeurs : m = 1,---,E [%} Sur un plan de volume

V = LyL,, la dégénérescence d'un niveau de Landau (LL) est donc

eBV

Ny =
LL h

(3.6)

ou h est la constante de Planck. La divergence de la dégénérescence d’un niveau de Landau est
donc une divergence volumique; on peut vérifier que la densité d’états du probleme libre est
atteinte dans la limite ou le champ magnétique devient nul, lorsque les niveaux de Landau se
confondent. En effet, dans le limite B — 0 la densité d’états est égale a la densité de niveaux de

2T

Remarquons que la dégénérescence d’un niveau de Landau, Nyj, = i—y, n’est autre que le

Landau multipliée par la dégénérescence d’un niveau de Landau : %NLL =L = p.
(&

def p

rapport du flux total qui traverse le plan et du quantum de flux ¢ = . Cette dégénérescence

est reliée au théoreme Aharonov-Casher ! dans le cas particulier d'une configuration de champ

magnétique uniforme.

3.2 La jauge symétrique
3.2.1 Opérateurs de création et annihilation
Dans la jauge symétrique le potentiel vecteur prend la forme

A(F)= =B x 7. (3.7)

1
2

Il est commode d’introduire les opérateurs a et b ainsi que leurs conjugués hermitiques :

CL:V%@@—%@ (3.8)
ot = \/%_c@ “ez) (3.9)
b= éﬂ@+%a (3.10)
b= \/i_c(—amu%z) (3.11)

on peut aisément vérifier que ces opérateurs vérifient les relations de commutations suivantes

[a,a’] = [b,bT] =1 (3.12)

1. L’hamiltonien (2.1) possede des modes zéros (états d’énergie nulle). Leur nombre est donné par le flux
magnétique ¢ior qui traverse le systeme : E[J%L] — 1 (Aharonov & Casher 1979). Notons que ce théoréme doit
étre corrigé lorsqu’on considére des configurations de champ magnétique singulieére, comme celle décrite par un
potentiel Aharonov-Bohm (Moroz 1995).



3.2. LA JAUGE SYMETRIQUE 147

et
[a,b] = [a, bjr] = [ajr,b] = [aT,bT] =0, (3.13)

qui sont celles de deux couples d’opérateurs de création et d’annihilation de deux oscillateurs
harmoniques indépendants. On peut choisir d’indicer les états par les deux nombres quantiques
n et 71, respectivement valeurs propres de a’a et bfb.
L’opérateur de moment orbital L, = z0, — Z05 s’exprime & l'aide des opérateurs de création
et d’annihilation, comme
L.=0b'b—d'a (3.14)

et 'hamiltonien comme

1
Hi, = 2w, <aTa + 5) . (3.15)

L’énergie est donc indépendante du nombre quantique 7.

3.2.2 Construction du spectre

La construction des états se fait de la maniere usuelle en exploitant

Vi ln— 1)

) 3.16
a'ln;n) = Vn+1|n+1;7)

)

)

3.17
3.18
3.19

= Va|n;n—1)
= Van+1l|nn+1)

o~ o~ o~ o~
— — ~— —

(ah)(")"]0;0). (3.20)

Ces états ont une énergie E,.; = 2w.(n + 1/2) et un moment orbital m = n — n.
Il se révele plus intéressant de classer les états par leur moment orbital m et le niveau de
Landau n auquels ils appartiennent ; nous utiliserons dorénavant la notation

ln,m) < |n;i=n+m) . (3.21)

En adoptant cette notation, les opérateurs de création et d’annihilation agissent sur les états de

la maniere suivante

aln,m) = Vn|n—1,m+1) (3.22)
a'ln,m) = Vn+1|n+1,m—1) (3.23)
bln,m) = Vn+m|n,m—1) (3.24)
bin,m) = Vn+m+1|nm+1), (3.25)
donc .

=—— (aH"hHrt™0,0 3.26
n,m a ,0) . .
) = e 0" 10,0) (320

Les états d’un niveau de Landau n sont indicés par des moments orbitaux allant de —n jusqu’a
I'infini (figure 3.1).
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niveau de Landau

A
|n,m)
o o o no e [ [> PR 9 o
ﬁ‘ bt
o o O/\ o b o o
‘Q ~_
a
0 1 m moment orbital

FIGURE 3.1 — Représentation du spectre de Landau.

Nous donnons les fonctions d’onde ¢, ,, (7) = (¥|n, m) :

whtn)

1 3
s TR G L (3.27)

%,m(% 2) =

ott L™(x) est un polynéme de Laguerre?. Lorsque m < 0, remarquons® que 1'on peut réécrire
I’expression précédente

we ™ (n +m)!

mn!

T (wezE) €29 (3.28)

n+m

wn,m<0(z7 2) = (_1)m\/

Ces deux relations permettent de réorganiser la classification des états propres en introduisant
les fonctions d’onde
|m|+1

w nl .
© il )l () e e it (3.29)

S )]

états propres de ’hamiltonien pour une énergie E, ,, = (2n + |m| — m + 1)w, et reliées aux

précédentes fonctions d’onde par

m <0 (ﬁmm = (_1)m¢n+|m|,m- (331)

L’état ¢, appartient au niveau de Landau n si m > 0 et au niveau n + |m| si m < 0.

3.2.3 Courant permanent

Calculons la contribution ITI{,’,f,)Lrb de chaque état de Landau au courant permanent orbital.
Le probleme est invariant par rotation et les états sont classés par leur moment orbital m ; le

courant permanent de tels états vaut d’apres (2.27)

L, orb > m 2
Ly = 6/0 dr <7 —wcr> |Onm| (3.32)

2. Les actions des opérateurs a, af, b et bf sont obtenues respectivement & 'aide des relations :
LLp@) = ~LIH@), (0l — e m) L) = (04 DLTE (), (o +m) L) = (n+ m)Ly~ (x) o
(—L +1) Ly (2) = LT (2).

3. Pour m < Oona L} (z) = (”%X(fx)_mLfm (z).

n+m
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Le premier terme est la contribution de I'impulsion selon € tandis que le second est celle du

potentiel vecteur. On aboutit a4

ew. [ m
ITI;,’,;’Lrb = 27: <m - 1> pour m # 0 (3.33)
= %% pour m = 0.
27

On constate que seul les états de moments orbitaux négatifs créent des courants permanents.
Ces derniers tournent dans le sens indirect et tendent & écranter le champ magnétique (dia-
magnétisme orbital).

Nous verrons dans la section 3.5 que l'utilisation de ce résultat microscopique pour calculer
le courant permanent pour un électron a ’équilibre thermodynamique (Boltzmann) nécessite
de prendre certaines précautions (I’origine de ce probleme est liée a la dégénérescence infinie de

chaque niveau de Landau).
3.2.4 Propagateur et projecteurs de Landau

Projecteurs

L’opérateur de projection sur le nieme niveau de Landau est

Po=Y_ In,m){nm|. (3.34)

m=—n

Dans une représentation d’espace, cet opérateur s’exprime comme
Pu(z, ) S (2Pl ) = £ Lol — #[2) e~ hoells=—2P=s+52) (3.35)
T

(Ln(z) = LY(x)). Le préfacteur £= est la dégénérescence d'un niveau de Landau par unité de
volume.
Propagateur

Le propagateur de Landau
G (7, 7Y = (Fle L)) (3.36)

se décompose sur les projecteurs de Landau comme

0. 0]
GE(F ') =Y Pa(7 ') e 2ec(nt2)t, (3.37)
n=0
Cette série se resomme ®
GL AN wC wc th t 112 =/ =/ 3 38
t(z,z)—mexp—g(co (twe)|z — 2|2 — 22 + 22'). (3.38)

Le préfacteur est la fonction de partition par unité de volume.

4. On utilise [;° dza® '[Ly(z)]’e™" = Lintatl)

an!
5. Cette expression fait intervenir la fonction génératrice des polynémes de Laguerre :

(1—t) " texp—£L = Y00 [ t"L3(2), (Nikiforov & Ouvarov 1983).

t
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Formulaire : action des opérateurs de Landau

Un opérateur O peut agir sur un projecteur ou un propagateur soit par la droite soit par la
gauche

(FlOe | 7Y = 0 Gy(7, ) (3.39)
—
(Fle ™M O|F") = Gy(7,7') O (3.40)
<_
étant entendu que dans la premiere relation 'opérateur agit sur la variable 7 tandis qu’il agit sur
g g
la variable 7/ dans la seconde. L’action d’un opérateur O par la gauche est la plus naturelle et
g

se fait a l'aide de 'opérateur différentiel associé a O dans une représentation d’espace. L’action

d’un opérateur par la droite est donnée par la relation

*
(G 0) = 0tGu .7 (3.41)
— —

qui découle des définitions précédentes.
En présence d’une relation de fermeture un opérateur placé entre deux propagateurs agit

indifféremment a droite ou a gauche
/dﬁ G(7,m™) 0 G, 7') = /dﬁ G(7,7) O G, 7). (3.42)
— —

Remarquons que dans ces notations, I’action d’un opérateur sur une fonction d’onde s’écrit

(F1O[y) = 0 ¢(F) et ($|0O]7) =4*(7) O -

a) action des opérateurs sur le propagateur On introduit les quatre opérateurs

HE:-Qi( 2 — Sw > = —2w.al (3.43)

L . 1 .

7 = —2i 2 = 2iy/w.a (3.44)

Bl = (az ; ) = 2w bl (3.45)
L

Bl = (a + 5w > = —2i/w.b (3.46)

I et HI;L sont les deux opérateurs covariants de Landau. L’hamiltonien de Landau s’exprime

en fonction de ces opérateurs comme
1 1
Hy, = 5HPJ[E —we = gnﬁng + we. (3.47)

Ces deux opérateurs satisfont la relation de commutation [II%, IT%] = 4w...

Les quatre opérateurs agissent sur le propagateur de Landau de la maniere suivante

Buwe
L ~L . e _ L
11_) Gi(z,2") = Mcsh—ﬂwc(z —7') G4(z,7) (3.48)
Puwe
Hjag(z,zf) - iwcsehﬂ C(z—z)Gﬁ(z %) (3.49)
BL G%‘(z, Z') = iwc [coth Bwe(z — 2') + 2 + 7] G%‘(z, ') (3.50)
.
BL G%‘(z, Z') = iw [coth we(z — 2) — 2 — 7] G%‘(z, 2. (3.51)

—



3.2. LA JAUGE SYMETRIQUE 151

D’autre part on a

IEGY(z,7) = eGh(z, 7))k (3.52)
_) <_
Y Gh(z,7) = e PGz, )L (3.53)
Y P

qui se déduisent de (2.15). En outre les opérateurs B et BI; commutent avec I’hamiltonien de

Landau, donc

BLG(z,2) = Gj(z,2)BE (3.54)
— —
B_%)_GE(Z,Z,) = Gg(z,z')%. (3.55)

b) action des opérateurs sur les projecteurs
2

ML Py( ) = =22 = 2) Lyt (el — #[7) o~ F P oee4) (3.56)
2
L Py(z,2)) = —2i2C(z—2') L,/ (we|z — #[2) e~ % (=#P==7'+2) (3.57)
4 T
2
Bl P.(z,2) = —9;%e [(z — )L/ (we|z — 2/|?) = 2Ln(welz — 2/|7)] e~ 7 (l==2'P=27'42) (3 58)
N T
2
BY Po(2,2) = —2i"C [(2 — 2)Lo (welz — #7) + 2/ La(welz — #/|)] e~ % (5= =22"+23 50)
_ T

(L, (x) désigne d%Ln(:v)) L’action des opérateurs par la droite est trouvée a I’aide de la relation

(3.41). D’apres les quatre relations précédentes  on a

Y Py(z2,2) = Pupi(z,2)IE (3.60)
— —
Y Po(z,2) = Poi(z,2) )1k (3.61)
— —
BL P.(2,2)) = Pu(z,2)Bl (3.62)
— —
BL P, (2,2) = Pu(z7)BY (3.63)
— —
avec en particulier
Y Py(z,2)) = 0 (3.64)
—)
Py(z, )T = 0. (3.65)
—
Enfin notons que
I Pz, 2 IY = dwe(n+1) Pyyi(z,2) (3.66)
— —
Y Pz, 21 = dwn Py i(2,7) (3.67)
— —
et bien sur
I 1OY Py(2,2) = 4wen Po(z,2) (3.68)
— —
MY Y Py(2,2) = 4dwe(n+1) Py(z,2). (3.69)
— —

6. Une autre maniére de démontrer ces relations est de revenir a la définition (3.34) & l’aide de laquelle on
peut constater facilement que a'P, = Ppy1a’, aPn = Po_1a, b1 P, = Pob' et bP, = P,b.
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3.3 Translations magnétiques
Dans un point de vue actif, 'opérateur qui translate le systeme de @ est
T(id) = e &P (3.70)

et agit comme

T(@)|7) = |7+ @) (3.71)

Rappelons que 'opérateur de rotation d’angle 6§ autour de 'origine dans le point de vue actif
est

R() = e 10L=, (3.72)
L’opérateur unitaire pour une transformation de jauge est
U, = elx( (3.73)
il transforme les fonctions d’onde et le potentiel vecteur comme

Y = yelex® (3.74)
A" = A+4+Vy. (3.75)

Bien que le probleme de Landau soit invariant par translation il est clair que I’hamiltonien
de Landau n’est pas invariant sous les transformations (3.70) puisque le choix de jauge A =
%E x 7 privilégie I'origine. Cependant une translation @ de la jauge peut étre absorbée dans une
transformation de jauge définie par x(7) = 7 A(@). Cest-a-dire que le hamiltonien est invariant

sous les transformations

T () = Uy gy T(@) = 7A@, (3.76)

T

-

appelées translations magnétiques. V - A=0 permet d’écrire que :

T (@) = e~ T(F+eA) (3.77)
En introduisant v = u, + iu, cet opérateur se réécrit encore comme

Tar(u) = evV@elu™b'—ub), (3.78)

L’invariance de ’hamiltonien sous le groupe des translations magnétiques et le groupe des

rotations implique que le propagateur possede la structure suivante :
GH(7, ") = fp(|7 = e’ e 4740 (3.79)

ou la circulation du potentiel vecteur est calculée sur le segment de droite A(7,7") joignant les
deux points (on peut vérifier que le propagateur (3.38) a bien cette structure). Une conséquence
est qu'un produit de n propagateurs G (71, 72) G(7a,73) - - - Gg(7n, 71) est proportionnel & el¢®

ou ® est le flux du champ magnétique qui traverse le polygone défini par les n points.
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3.4 Conductivité pour le probleme de Landau

Pour calculer la conductivité du probleme de Landau on utilise (2.39) ou (2.40). Nous
détaillons le calcul pour montrer comment exploiter efficacement ’algebre des opérateurs pré-
sentée précédemment.

Si la moyenne est une moyenne de type Boltzmann on doit calculer

o) = (Fle PHL [TE (1), 2] |7) (3.80)
_ 2; (<F‘e_(g_it)HLHEe—itHL(HEF_BE)‘F/> (3.81)

—(7le” (Y — BL)eTL e | 7)) (3.82)

i

= 0, -6 3.83
5, (017 ©2) (3.83)
ou 'on a utilisé z = Q;WC(HIJr — BL). Le premier terme s’écrit
0, (7, 7") = / a7y G5, (7, 7) T Gl(7y, 7)) (T — BL) . (3.84)
— — —

Si on fait traverser le second propagateur par opérateur II“, les opérateurs n’agissent plus que
sur la variable 7/ et il est alors possible d’intégrer sur 7

O1(F, 7)) = e?itwe / Ay G_y (7, 71) Gl (7, 7)) Tk (11} — BL) (3.85)
— —
etwe G (7, #) I (1% — BL). (3.86)
— —

Le second terme est
Oy (7, 7') = / dfydiy G5(F, 7 ) (I} — BE)GYy, (7, ) IE GL (7%, ) (3.87)
— — —

De la méme maniere on fait traverser les propagateurs par les différents opérateurs pour qu’ils

n’agissent plus sur les variables d’intégration et on aboutit a

@2(7—1», F/) — eQitwcGIBJ(T—,” ,,:‘/)({E» _ %)]E[_E (388)
si bien que
O(F, ) = ™ G(F, 7 I, 2] = —21 ™ Gy (F, ). (3:89)

La conductivité est donc

: 2 2

ie .

05 (t) = ==0(t) [ dF O(F,7) = —0(t)e? e, 3.90
50 = 57000 [ aren = oo (3.90)
On constate que la conductivité est indépendante de la température 1/, c’est-a-dire qu’elle est
indépendante de la statistique choisie. Donc, chaque niveau de Landau contribue de la méme
maniére & la conductivité. Une analyse microscopique (le calcul du corrélateur intervenant dans
la conductivité pour un état de Landau donné) montre en effet que tous les états contribuent

de la méme maniere.
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La réponse fréquencielle est donnée par la transformée de Fourier de o5 (t)

1
O'ﬁ_(w) = e <1P7Dm + 7'('5(&) + 2wc)> (391)

de laquelle on extrait les conductivités longitudinale et transverse a l'aide de (2.46) :

2
Re 0yp(w) = 62—‘7; (5(w — 2we) + 6(w + 2we)) (3.92)
ez 2w,
A fréquence nulle, on a donc
Ore(w=0) = 0 (3.94)
o2
Oyz(w=0) = T (3.95)

En utilisant la relation (A.20), on constate que la conductivité du gaz d’électrons est donnée en

multipliant la contribution d’un état par le nombre d’états occupés :

Oay = % (3.96)

ot ne & % est la densité d’électrons. Si on introduit le facteur de remplissage

Jaanch N Ny
eB NLL BV

(3.97)

on constate que la conductivité Hall est une fonction linéare de v : o,y = v5-. Chaque niveau
. \ . . 7 2 ’ . YD /7 z
de Landau contribue donc a la conductivité comme 5-. Ce résultat avait déja été obtenu dans

la théorie classique (cf. chapitre 1).

Mentionnons une maniere plus rapide de procéder qui inspirera les calculs de conductivités
dans les systemes d’impuretés magnétiques. On peut remarquer que si 'on utilise (2.44) on

aboutit directement a )

65 (t) = %5@) + 2iwe o5 (1) (3.98)
En faisant intervenir les relations (A.20,A.21), la conductivité du gaz d’électrons est
. e? .
o (88, ) = 370(0) Tr {f(H)} + 2iwc o™ (5, 1) (3.99)

ou f(H) = N est le nombre d’électrons. L’intégration de cette relation est élementaire et conduit
de nouveau a

ie? N
V(w + 2w, + i€)

o (w; B, p) = (3.100)

A 7 __ Nee€
A fréquence nulle on retrouve que o,y = “&°.

Pour le probleme de Landau, considérer la bonne combinaison linéaire des conductivités
longitudinale et transverse, puis la dériver par rapport au temps, est donc la maniere la plus

simple de procéder.
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3.5 Calcul du courant permanent : une illustration du danger de

sommer des contributions microscopiques dans le probleme
de Landau

Nous avons déja évoqué une difficulté dans le calcul du courant permanent pour un électron
thermalisé par une statistique de Boltzmann. Il semblerait pourtant que le courant permanent
IVI{,’,?Lrb pour chaque état quantique permette un calcul sans ambiguité. A Daide de (3.33) on

obtient

L,orb def € " L,orb _ —Bwe(2n+ +1) 7L, orb
It =y 5 lim ZLE § e~ Pwe(@ntim|=m+1) pL. o (3.101)

n,m n=0m=—o00

ou Z;g = #“’Ewc est la fonction de partition de Landau. Dans cette expression on a utilisé

la classification des états (3.29). Bien que chaque niveau de Landau soit infiniment dégénéré
M)
™

(comme , seuls les états de m < 0 d’un niveau de Landau, qui sont en nombre fini, ap-

portent une contribution non nulle a la somme. La somme est donc convergente et conduit au
résultat : I;g’orb = —517 coth fwe, qui est de toute évidence un résultat erroné. On peut s’en
convaincre en constatant qu’il conduit a une divergence du courant permanent de I’électron a
champ magnétique petit, ou haute température.

D’autre part pour un probleme invariant par translation, le courant permanent est pro-
portionnel a la partie orbitale de I'aimantation du systeme Mg orb IgrbV. Dans un calcul
thermodynamique, I’aimantation peut étre facilement calculée et vaut

L,orb _ 10 e
uE = S =3 (5

(Remarquons qu’on n’a pas retranché de contribution de spin dans (3.102) comme il est indiqué

— coth ﬁwc> . (3.102)

dans (2.26). La raison est que, dans ce chapitre, le terme de couplage au spin n’est pas pris en
compte dans ’hamiltonien et par conséquent dans la fonction de partition). Bien entendu, cette
quantité reste finie dans la limite des hautes températures ou des faibles champs magnétiques
Mg; ob ¢ £ B

On est donc en présence d'un calcul microscopique qui somme les contributions de chaque
état quantique et donne un résultat incomplet. Ceci est une illustration des problemes que peut
amener le “Landau counting”. En raison de la dégénérescence infinie des niveaux de Landau,
il est dangereux de sommer les contributions individuelles des états pour obtenir une quantité
thermodynamique, ce qui peut conduire & des sommes mal définies, du type Y > 0, qui ne
sont pas nécessairement nulles. Nous aurons plus tard une seconde illustration de cette difficulté
a propos du calcul de la variation de la fonction de partition de Landau lorsqu’on introduit un
tube de flux (¢f. annexe B).

Il existe cependant un moyen de calculer I;g’ o> on sommant des contributions microscopiques.
Pour cela il faut s’affranchir de I'existence d’une divergence dans la dégénérescence d’un niveau

de Landau, ce qui peut étre réalisé par I'introduction d'un régulateur harmonique 3 w27°2 (w? =
w? + w?). Le courant permanent d'un état quantique est donné par (cf. annexe B) :
ewt [ M we
Jeerorb L ¢ our m # 0
nm o \ml ) P #
ew
= - pour m =0 (3.103)

2
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qui conduit bien a (3.33) lorsque w, — 0. Il est aisé de calculer Igrb a l'aide de cette expression :

1 w w 1
peeeth - S (P — X ()~ 1 (3104
A 47TZ§° sh Bw; wy ) eBlwt—we) — 1wy + wy ) eBlwrtwe) — ( )

Les trois termes dans 'accolade correspondent respectivement aux contributions des états de
moments orbitaux positifs, nul et négatifs. Cette expression permet de prendre la limite w, — 0
pour retrouver le résultat de Landau; on constate que la contribution des états de moments
orbitaux positifs vient précisément compenser la divergence indésirable a petit champ que nous
avions rencontrée dans le calcul précédent. Le résultat est maintenant en accord avec le résultat

thermodynamique (3.102)

lim Iwo,orb_IL,orb_ € < 1
=I5 =

Jim 1 AV coth ﬁwc> . (3.105)

.. . P L, orb . N
Remarquons que la limite des basses températures s’écrit [ 67—?20 = —357, ce qui correspond a

ewe
21 )

la contribution de ’état ¢g o :— pondérée par la probabilité pour que cet état soit occupé :

1 s

NrL Vwe®




Chapitre 4

Electron couplé & un tube de flux
Aharonov-Bohm

A moi, Vortex! Giaour !

Hector Berlioz, La damnation de Faust.

4.1 Le probleme Aharonov-Bohm

4.1.1 Spectre

Dans le probleme Aharonov-Bohm (Aharonov & Bohm 1959), un vortex magnétique modélise
un tube de flux magnétique (solénoide) infiniment fin et impénétrable. La physique d’un électron

couplé au vortex est décrite par ’hamiltonien :

- 2
1 kx 7 1 1 2

e

2 22z
ol a ¥ q% est le rapport du flux porté par le vortex et du quantum de flux ¢, © % k est le
vecteur unitaire perpendiculaire au plan. Le spectre est continu; la fonction d’onde d’énergie

E = %kQ et de moment orbital m s’écrit :

k .
wk,m(F) = % J‘m,a‘(]ﬁ“)elme . (4.2)

Une translation du parametre o d’une unité peut toujours étre absorbée par une transformation
de jauge rajoutant un quantum de flux a l'origine; le spectre est donc périodique en «a de
période 1. D’autre part, changer le signe de « correspond & une transformation de parité qui
ne change pas la physique. On peut donc se limiter en toute généralité & o € [0,1/2]. Notons
toutefois quun champ magnétique supplémentaire donne une orientation privilégiée au plan et
brise cette symétrie : il faut alors considérer « € [0, 1].

L’étude de la diffusion d’une onde sur le potentiel Aharonov-Bohm a suscité de nombreuses
études (Aharonov & Bohm 1959), (Hagen 1990b), (Hagen 1990a), (Hagen 1991), (Bordag &
Voropaev 1993), (Dasniéres de Veigy & Ouvry 1994), (Moroz 1996). Le déphasage de l'onde

partielle de moment orbital m est donné par §,, = Z(Jm|—|m — al); les déphasages restent finis

157
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sim — oo, ce qui résulte de la portée infinie du potentiel Aharonov-Bohm. Bien que le potentiel

vecteur Aharonov-Bohm brise I'invariance par parité, la section efficace est une fonction paire de
langle de diffusion fap(f) = — €92 sinma (la question de la diffusion vers I'avant est discutée

V2irk sin(6/2)
dans (Dasnieres de Veigy & Ouvry 1994), (Dasnieres de Veigy 1994)). Nous pourrons toutefois

constater a travers le calcul du courant permanent, de I'aimantation ou de la conductivité, des
effets explicites de la brisure de parité.

Tel que nous avons défini le probleme, il existe une ambiguité liée au fait que différents choix
de fonctions normalisables sont permis pour 'onde s. Au lieu d’une fonction d’onde J, (kr), qui
s’annule a lorigine comme r%, nous aurions aussi bien pu introduire J_,(kr), qui se comporte
comme r~%. Cette derniére est singuliere a 'origine mais de carré sommable ; la méme remarque
s’applique pour l'onde de moment orbital m = 1. Une formulation rigoureuse du probléeme
nécessite d’imposer des conditions spécifiques pour la fonction d’onde a l'origine ; ces différentes
conditions conduisent & considérer une famille d’opérateurs auto-adjoints paramétrés par un
parametre dimensionné (Albeverio, Gesztesy, Hoegh-Krohn & Holden 1988) (voir également
(de Sousa Gerbert 1989), (Moroz 1996)). Une autre fagon de lever cette difficulté est d’introduire
une régularisation du potentiel Aharonov-Bohm en donnant au tube de flux une dimension finie
(Hagen 1990b) ; Bordag et Voropaev ont exploré la relation entre différentes régularisations et
différentes extensions auto-adjointes (Bordag & Voropaev 1993).

Définir une théorie de perturbation pour ’hamiltonien Hap conduit & des difficultés (Corinaldesi
& Rafeli 1978) : Pordre 1 se révele incomplet et I'ordre 2 est divergent. Afin de régler ce probleme
il a été proposé une modification de ’hamiltonien Aharonov-Bohm (Jackiw & Pi 1990), (Manuel
& Tarrach 1993), (Manuel & Tarrach 1994), (Bergman & Lozano 1994), (Ouvry 1994) : ajouter
un terme de contact permet de donner un sens & la théorie de perturbation en compensant les
divergences, et leve les ambiguités concernant les ondes de m = 0,1 mentionnées ci-dessus.

- 2
1 K x 7
H=- (ﬁ—a ;27") +ra 82(7) . (4.3)

Cette procédure est satisfaisante dans le sens ou elle permet de sélectionner, parmi toutes les
extensions auto-adjointes, celles qui respectent I'invariance d’échelle. Bergman & Lozano (1994)
ont discuté la renormalisation de 'interaction Aharonov-Bohm en présence d’une interaction de
contact additionnelle. Ils ont montré que l'invariance d’échelle du probleme Aharonov-Bohm est
restaurée a condition de fixer 'interaction de contact comme dans (4.3).

Le terme de contact peut s’interpréter comme un terme de couplage du moment magnétique
de D’électron avec le champ magnétique singulier (Comtet, Mashkevich & Ouvry 1995b). L’ha-
miltonien (4.3) est donc un hamiltonien de Pauli pour un spin down : Hy. Par la suite nous nous
limiterons a la situation de spin down (pour a > 0) qui conduit a une régularisation & courte
distance de telle sorte que I'impureté magnétique est répulsive et décrit un vortex impénétrable.
La transformation (2.57) permet d’extraire le comportement a courte distance des fonctions
d’onde en 7%, et conduit & une théorie de perturbation (McCabe & Ouvry 1991), (Ouvry 1994)

qui ne fait pas apparaitre de divergence. L’hamiltonien transformé s’écrit :

~ 2

Hd - —28Z82 - €62 . (44)

Le propagateur pour ’hamiltonien (4.3) fait intervenir une série de fonction de Bessel mo-
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difiées :
oy = Lo §E p (1Y o) 15
7 i) = ——e 28 — -0 .
= et £ 0 (), w
Donnons également la fonction de Green retardée G* (7, 7'; E) & (7| EiHlJriOJr |7")
1 X
- o 1 i —0'
GHF B =12 = o Y Jim—a)(kr)H{Y (ks )o@ (4.6)
m—=—0oQ

ou r« = min (r,7’) et r~ = max (r,r’).
La fonction de partition du probléme libre Z9 = % est modifiée par la présence du vortex

(Comtet, Georgelin & Ouvry 1989) :

Zs(0) = 29— %a(l —a). (4.7)

Cette correction peut étre calculée en utilisant différentes méthodes de régularisation (régulari-
sation harmonique ou régularisation ¢). Remarquons que cette correction est indépendante de la
température 3! et sous dominante en volume comparée & Zg , c’est-a~dire qu’elle est apportée

par un nombre fini d’états de la base du spectre.

4.1.2 Courant permanent

Calculons le courant permanent induit par le vortex autour de lui-méme. La prescrip-
tion d’impureté répulsive impose aux fonctions d’onde de s’annuler sur le vortex, avec pour
conséquence la nullité de la contribution de spin : IP™ = 0. D’autre part, il est équivalent de
dériver I’énergie libre par rapport au flux du vortex fictif puis de prendre la limite o/ — 0 ou de

dériver directement par rapport au flux du vortex. On a donc :

Is(a) = —==—InZ3(a). (4.8)

In(a) = __ﬂ__aEn(a) + —\¢n(6)’2 ’ (4'9)

ol 1), (7) est la fonction d’onde. Si a est fini ¥, (0) = 0, toutefois ce terme permet de prendre la
limite @ — 0 dans ’équation (4.9).

Calcul global
D’apres (4.7,4.8), le courant permanent est donné par :

Tg(a) = I3 = % (a - 5) . (4.10)

Dans la limite ou le flux s’annule, ce résultat doit étre corrigé pour tenir compte du terme de

spin, qui n’est plus nul en ’absence du vortex. D’apres (2.32) :

orb _ _E _1 i_
I3%(a=0) = <a 2) ‘a:0+ 57 =0 (4.11)
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Le terme de courant de spin est donc crucial. En son absence, ’expression du courant permanent
pour le vortex serait non nulle en o = 0.
(4.10) permet de trouver facilement le courant permanent du gaz d’électrons a l'aide de

(2.17) :
Ia; B,p) = eg (a — %) . (4.12)

Mentionnons le lien entre le courant permanent et les propriétés de la diffusion Aharonov-

Bohm. Le courant permanent du gaz d’électrons peut étre décomposé comme

OH
99
ou dI(E, ¢) désigne la contribution de la bande d’énergie [E,E + dE[. On peut donc écrire
que dI(E, ¢) = % Tr{Y(E — H)} dE. La trace s’identifie a la densité d’états intégrée : N(FE) =
Tr {Y(E — H)}. On peut aussi bien introduire la variation de densité d’états intégrée AN (E, ¢) <
N(E,¢) — N(E,0), reliée aux déphasages a I’aide de la formule de Krein (Krein 1953), (Friedel
1958) : AN(E,¢) = =St _ §,,(F,$). On trouve la relation entre matrice S et courant

27 m=—o00

permanent (Akkermans, Auerbach, Avron & Shapiro 1991) [cf. le comment (Comtet, Moroz &
Ouvry 1995¢)] :

1) =-n{ 5 | = [ars.onm (1.13)

_ 19
 2im 0o

ol la trace est prise sur les états d’énergie E.

dI(E, ¢) Trp{ln S} dE (4.14)

Calcul microscopique

Il est instructif de calculer la contribution au courant permanent de chaque état individuel.
Pour un spectre continu, I'expression (4.9) est inadaptée et il faut revenir a la définition (2.27).

On doit alors calculer e fooo dry v m qui conduit a

ek m—«
Ik = ———. 4.15
m (k) 47 lm — «f (4.15)
Plagons nous dans la situation ou le gaz d’électrons est a température nulle; dans ce cas le

courant permanent total est

kp +o0 eEF +oo
Ip.(a) = /0 LAY In(k) = —— > sign(m —a). (4.16)

L’énergie de Fermi Er est reliée au nombre d’électrons par N = %Ep, a une correction sous do-
minante en volume pres. La somme qui apparait n’est pas définie, cependant il existe différentes
manieres de la régulariser. Nous nous inspirons des méthodes de régularisation utilisées pour
calculer la fonction de partition.

Les manipulations formelles suivantes

+o0 00 00
Z sign(m —a) = Z sign(m — «) — Z sign(m + «) (4.17)
m=—o0o m=1 m=0

= Z sign(m+1 — a) — Z sign(m + «) (4.18)
m=0

m=0
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suggerent de régulariser la somme & 'aide de la fonction de Hurwitz :

—+00

Z sign(m — a) = (C(S, 1—a)—((s, a))

m=—00

(4.19)

s=0 '

Rappelons que la fonction de Hurwitz, généralisation la fonction ( de Riemann, admet la

_ Brii(z)
n+1

olt By(z) est un polynome de Bernouilli (en particulier By(z) =z — 1, Bo(z) =2? — 2+ £; cf.

représentation ((s,a) = > > ((m + a)~°. On peut utiliser le relation {(—n,z) =

(Gradshteyn & Ryzhik 1994)). On trouve finalement que la somme précédente, lorsqu’elle est
régularisée ( est égale a 2o — 1. En introduisant la densité d’électrons n, = %, on retrouve le
résultat (4.12) :

I3, (a) = en. (a - %) . (4.20)

Une autre fagon de régulariser le calcul du courant permanent est d’introduire un régulateur
1
2
By, = wo(2n + |m — af +1). Le courant permanent de chaque état peut étre trouvé a I'aide de

harmonique 1w,r? dans ’hamiltonien. Le spectre de I’hamiltonien est donné (cf. annexe B) par

(4.9) @ I}, = G2 sign(m — «). Pour une statistique de Boltzmann, le courant moyen est donc

donné par

e;" th Bwo(ar — 1/2). (4.21)

Wo __
I 5’ =
En multipliant ce résultat par la fonction de partition

1 chpwy(a—1/2)

Z%o = 4.22
VT ahAm, i 422
on constate que
: Wo TWo __ € _1
wl:glo ZgeIge = 57 (a 2> . (4.23)

La régularisation harmonique montre que e Tr {1;—96*5[{ } =v (a — %) Tr {e*BH } Cette relation

permet d’obtenir le courant permanent pour le gaz d’électrons e Tr {2 f(H) } = & (o — %) Tr{f(H)}.

14
Ce résultat correspond bien a (4.12).

A condition de conserver la prescription d’impureté répulsive, toutes les observables du
probléme Aharonov-Bohm sont périodiques en « de période 1. Les expressions (4.7,4.12) doivent
donc étre comprises pour « € [0, 1] et, si a est en dehors de cet intervalle, on doit remplacer «
par o — E[a] (E[a] désigne la partie entiere de «).

Notons pour finir que le résultat est bien antisymétrique sous la transformation o — 1 — «
qui correspond a changer le sens du vortex.

4.1.3 Aimantation

Contrairement au probleme de Landau, le probleme Aharonov-Bohm n’est pas invariant par
translation et il n’y a donc pas de relation simple entre le courant permanent et ’aimantation.

Comme pour le courant permanent, nous proposons un calcul thermodynamique puis un
calcul microscopique qui décompose 'aimantation sur les contributions des états individuels.

La méthode proposée pour calculer 'aimantation du probleme, est de rajouter un champ

magnétique uniforme et d’utiliser la relation (2.26). On utilise la fonction de partition (4.56).
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Dériver 1’énergie libre par rapport & B conduit & 'aimantation (4.57). En prenant la limite
B — 0 on aboutit finalement a 'aimantation due au vortex :
MG (a) = ——a(1 — a)(a —1/2). (4.24)
673
Cette quantité est sous dominante en volume comparée a ’aimantation du probleme de Landau
(3.102). Contrairement au cas d’un systéme invariant pas translation, le vortex est responsable
d’une aimantation du méme ordre (1/V) que le courant permanent. (4.24) est de signe négatif
pour « € [0,1/2], ce qui indique une rotation de I’électron dans le sens indirect, et inversement
pour « € [1/2,1].
La dépendance en température de (4.24) montre que seule la base du spectre contribue.
Ceci apparait plus clairement sur l’expression de 'aimantation du gaz d’électrons qu’on obtient

facilement en notant que § Tr {rvge P} = £a(l — a)(a —1/2) :

1

m. (4.25)

MO™(a; B, p) = ga(l —a)(a—1/2)
La fraction est le facteur d’occupation des états d’énergie nulle.

Une autre fagon d’obtenir 'aimantation est de calculer les contributions des états en intro-

duisant un régulateur harmonique. La contribution de I'état ¢,

€ -
_< (;L}?m’T X U‘¢ﬁ?m> -

. Stm—a) (4.26)

2

permet de calculer la moyenne thermique

e (1 —a)shafw, — ash(l — a)ﬁwo

Mg> ™ (a) = 4.27
sl =g sh 222 ch(a — 1/2)w, (4.27)
On vérifie que la limite w, — 0 reproduit le résultat (4.24) :
lim 25 M5 P (a) = “a(l — a)(a — 1/2). (4.28)
wo—0 6

La méthode de la régularisation ¢ que nous avons utilisée pour calculer le courant permanent
+00

n’est pas suffisante dans ce cas. On doit alors régulariser I'expression dM (E, o) o< § > 7> (m—

a) qui donne la contribution des états de la bande d’énergie [E, E4+dE|. La somme est régularisée
par (C(s,1—0a) = ((s,0))
i

que de la base du spectre, mais ne donne pas sa valeur.

= 0, ce qui montre qu'une éventuelle conbribution ne peut venir
1

4.1.4 Conductivité

Pour calculer la conductivité associée a I’hamiltonien (4.3) il est avantageux de dériver o (t)
par rapport au temps. Rappelons que dans le cas du champ magnétique uniforme, cela a gran-

dement simplifié le calcul. On a

62

2V Z

/dFdF' (z/Gg_it(F, 7Y eB(F) II_ Gy (7', 7) — (it — it + ﬁ)) .

62
53 (1) = 760 = Y (1 -
(4.29)
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L’opérateur covariant pour le probleme est :

M =i <2az - %) . (4.30)

Le champ magnétique est proportionnel & une distribution 62. Sa présence dans I'intégrale fait
disparaitre les termes qui s’annulent avec r a l'origine. Finalement seules les contributions de
m =0 et m =1 des propagateurs (4.5) sont ainsi retenues :

2 2 1 eiﬂa

B2Z(B) N(@)T(1 - a)

<t‘“ (t+iB8)1= — 1o (¢ — 15)&). (4.31)

La transformée de Fourier fait intervenir des fonctions hypergéométriques dégénérées de deuxieme
espece ¥(a,b; z) :

_ ie? e? ielma 1 ) .
o5 (W) = Vw+ie)  VZsT(a)T(1—a)w+ ie{r(l F )WL +a,3fw+ie)

T2 - )V (2 a,3;—B(w +ie)) } (4.32)

On peut extraire le comportement a grande fréquence Sw > 1 :

2 .
3 _ € sinma 1 _ _
Reo), (w) = VI <P(1 + a)(cos T + 1)—(ﬁw)a (=1 a)) . (4.33)
A petite fréquence fw < 1, on a
2 .
3 _ e” sin(2ra) a(l —a) 9 o
Reo,, (w) TR (1 + — (Bw)” In(Bw) + > (4.34)

Ce résultat est sous dominant en volume, comparé & la conductivité d’un électron dans le
probléeme de Landau. Il est en revanche divergent & petite fréquence comme 1/w?. Cette di-
vergence n’est pas surprenante : le premier terme d’un développement en puissances de «a, qui

est aussi le terme dominant a petite fréquence, est

62

Re a;g”ex (w) aiO 72 2 % (4.35)
Comme il sera démontré dans le prochain chapitre, le terme d’ordre 1 en « de la conductivité
du vortex doit correspondre au terme d’ordre 1 en (B) du résultat du probleme de Landau pour
le champ magnétique moyen des impuretés, or (3.93) présente bien la méme divergence a petite
fréquence :
e e (B)

Re ol ~
¢oys () B)=0 V' w?

(4.36)

La correspondance précise s’établit en identifiant (B) a Qgr—va, qui représente le champ magnétique
moyen produit par le vortex.

Le calcul de la conductivité offre une troisieme illustration, avec le courant permanent et
I’aimantation, de manifestation de la brisure de symétrie de parité qui n’était pas apparente

dans la section efficace.
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Approche microscopique

Nous nous intéressons maintenant a la conductivité associée a chaque état quantique. Puisque

la matrice densité est py ., = |k, m)(k, m|, expression (4.29) devient

- e’k e? Ry SN E (2 - -
Grm(t) = 75(t) — WY(t)/drdr <e 2 2 g (T )whm(r)eB(r)H_jGit(r ,T) (4.37)

L2
e T (F)eBF) L i (F) G (7. 7) | 4.38)
—

La présence du champ magnétique singulier sélectionne les termes du développement des fonc-

tions d’onde et du propagateur qui ne s’annulent pas a ’origine :

62 ie2 i «
Opm(t) = V&(t) + W% [ m,o% d(—1+a,1+a;iFt) (4.39)
m,1% O (—a,2 —a;—iEt) |.  (4.40)

ou ®(a,b;z) = 1F1(a;b; z) est une fonction hypergéométrique dégénérée. Puisque le spectre est
continu, on a : o, (t)dk = o, (t)dE.

Apres transformée de Fourier on obtient

ie? ie? sin(ra) €™ E

e = Vi T Ve wti?

. 11—« . o
w + 1€ w + 1€
Om,0 (1 + I > — Om,1 <1 o >
(4.41)

Si on moyenne cette expression avec un poids de Boltzmann ZLB fooo dE e BF Yom O'Eﬂn(t), on
1

retrouve * comme il se doit I'expression (4.32). Il apparait clairement que seuls les états de mo-
ments orbitaux m = 0 ou m = 1 contribuent a la conductivité. Ceci explique que la conductivité
soit sous dominante en volume comparée a la conductivité de Landau : parmi les états d’énergie
FE, qui sont en nombre proportionnel & V', seuls deux états participent a la conductivité.

On peut extraire de cette expression la partie réelle de la conductivité transverse ; la coupure

de z¢ est placée sur 'axe réel négatif, ce qui amene a distinguer deux cas : si0 < w < F

ReolZm(w) = @#%{%0 [ (1+ %)17& - (1- %)la] (4.42)
+5m71[(1+%)a—(1—%)a]} (4.43)

etsi B <w
ReayEx’m(w) = 8;%%{6%0 [cos e’ <% + 1) e + <% - 1) 1a] (4.44)

(6% (0%
+ Om.1 [cos T <% + 1) — <% — ) ] } (4.45)
1. On utilise la représentation intégrale

U(a,b;z) = % Jodse s 7 (1 + %)b_a_l (Nikiforov & Ouvarov 1983).
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On peut vérfier que >, Re ayﬁlm(w) est bien antisymétrique sous la transformation o <> 1 — .

On donne les comportements limites de la conductivité :

2 .
e®sin(2ma)
Reop,"(w) ~ ————=

1
weE  V2r  w? {1 = a)dmo+adm} (4.46)

et

wsE  V2rm w w w

Reokin(w) = S {%o (cos(ma) + 1) <E>a+5m4 (cos(ra) — 1) (E)“‘

(4.47)

Conductivité du gaz d’électrons a 7' =0

A partir des résultats précédents il est possible d’obtenir une expression de la conductivité
pour le gaz d’électrons. D’apres les propriétés mentionnées dans 'annexe A, il suffit de sommer

les contributions microscopiques jusqu’a 1’énergie de Fermi :

Er
Oy (w; Ep) = / dE D olmw) . (4.48)
0 m
si0<w< Ep:
e?sin2ral 1 Ep\ e
Re oy, (w; EF) = Vir oita <UF> Fla-1l,a+1l;a+2;—FEr/w)

14+a
_<1_Ei> FB,a+l,a+2;1—-w/Ep)| — (= 1—a) (4.49)
F

et si Fp < w:

2 .
1 1 FE
Reoy,(w; Er) = ¢ smma ( L

14+a
Vor wlta U) [coswaF(oz—1,a—|—1;a—|—2;—EF/w)

+F(la—l,a+l;a+2Ep/w)| —(a—1—a) . (4.50)

Lorsque la fréquence est petite devant 1’énergie de Fermi, un développement en puissances de

w/EF conduit & :

eZsin2ra Ep e? sin 2ra

Reoy,(w; Ep) ~ ——i—— zN(EF)WT

_ 4.51

4.2 Champ magnétique et tube de flux Aharonov-Bohm

Finalement, intéressons-nous au probléme d’un électron soumis a un tube de flux et & un
champ magnétique uniforme. Ce probléme contient des informations intéressantes en relation

avec le probleme d’impuretés magnétiques.
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4.2.1 Spectre

Nous considérons ’hamiltonien de Pauli :

- 2

1 kx 1 7

H=—<ﬁ—a ér—wck“ﬁ +radi) +u (4.52)
r

2

Les états propres de cet hamiltonien sont donnés par les fonctions

WML el a2y beer®imd
9 — ° m—« L m—« —5WeT m 4.53
an,m(’l“, ) 7TF(7’L 4 ’m o Oé’ 4 1) r n (WCT )6 2 € ( )
associées aux énergies
Epm=02n+m—al—(m—a)+2)w. . (4.54)

On constate que l’énergie d’un état de moment orbital positif n’est pas affectée par le vortex
alors que I’énergie d’un état de moment orbital négatif est décalée de +2aw,.

Le propagateur est donné par

—Bwe +oo /

Wee we 2 .12 WerT : /

Gal(7 7! c — %< coth Bwe(re+4r'7) § : I c Bwe(m—a) ,im(0—6) ] 4.55
p(r7) 27TSh,8wce ’ = m—af sh Bw, © © (4.55)

La fonction de partition peut étre calculée par différentes méthodes, comme par exemple la
méthode du régulateur harmonique (c¢f. annexe B). Elle est donnée par une partie proportion-
nelle au volume V, la fonction de partition de Landau, & laquelle s’ajoute une correction sous

dominante en volume apportée par la présence du vortex :

760-}0
e sh afw
Zz(B,a) =25+ —— — ellme)fuwe 2" ) 4.56
5(B, ) 5+2$hﬂwc (a ¢ sh Bw, (4.56)

Rappellons que la fonction de partition de Landau est Z;g = Zg%, ou Zg = % est la fonction

de partition libre et x = Sw..

Cette expression permet de calculer 'aimantation orbitale (2.26) :

1 sh ax T sh ax
Mob(B _ ML,Ol"b M 1 _ J(l-a)z v (1-2a)x o (1-a)x
g (B,) B Zg 222 a=e shz —{—the a=e shx

(4.57)
oll up = 5 est le magnéton de Bohr. Rappelons que 'aimantation du probleme de Landau est
donnée par : ME’Orb = Up (% — coth x) (4.57) montre que le vortex apporte une correction en

1/V a l’aimantation de Landau.

4.2.2 Conductivité

Le calcul de la conductivité se fait en suivant la ligne tracée dans le cas du vortex sans
champ magnétique, c’est-a-dire en considérant la dérivée de la fonction o5 (t). Lapparition
du champ magnétique créé par le vortex permet de sélectionner dans 'intégrale les termes du
développement des propagateurs qui restent finis a 'origine. On est conduit a :

e? % wee Pwelatl) gin (1)
55 (1) = —06(t) + 2iweoy (t) + —i—
% (1) = 00) + Bweos (D 4 5 ey

G(t) , (4.58)
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ou on a introduit la fonction
G(t) Ly () {eit% (shitwe)® (sh(B — it)we) ™ — (it — it + 5)} . (4.59)

On peut vérifier que la limite w, — 0 conduit bien & la relation (4.31). La transformée de Fourier
est donnée par

1 ie? 1 wee Awel@tD) gin(ma)
- g — 1 1— 4.
%8 () w+ 2w, +ie V { * 1Z5 sh?(Buw.) 7r Glw) (4.60)

ol G(w) est la transformée de Fourier de G(t) :

1 27 [we .
Gw) = m/o dt G(t)e™" . (4.61)
Le premier terme correspond a la conductivité de Landau. Le deuxieme terme qui est d’ordre
1/V correspond & la contribution du vortex.

Evaluons les corrections apportées par le vortex par un développement de G(w = 0) en puis-
sance de . On peut montrer que lorsque la température S = it’ est imaginaire, ce qu’il convien-
dra de considérer pour calculer la conductivité du gaz d’électrons, G admet le développement

suivant : )
i

Gw=0)= shit'w, + O(a?) . (4.62)

We

La conductivité du gaz d’électrons pour le probleme s’exprime alors par le développement :

1 Foo elBrt’ o2 YA T
“(w=0)= — dt — S T i (2= 2t + O(a® 4.63
UEF(w ) 271/_00 it’—i—n?Vwc{ it + |4 < C—HTO“ +0(a) (4.63)

ou Zg est la fonction de partition (4.56) alors que Z;; est la fonction de partition du probleme

de Landau. Le terme d’ordre @ a une interprétation physique explicite lorsqu’on écrit

ie? T i e?
O’EF(L«) = O) = X (N(EF) — NL(EF) Vwc> + O(QQ) = % + O(QQ) (464)

ou N(EFr) est la densité d’états intégrée du probleme avec le vortex, dont l'ordre 0 en « est
la densité d’états intégrée de Landau NY(Ep). La correction d’ordre a traduit donc 'effet du

champ magnétique moyen di au vortex.
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Chapitre 5

Le modele d’impuretés magnétiques

5.1 Définition du modele et propriétés spectrales

Considérons maintenant une configuration de champ magnétique aléatoire créé par une as-
semblée de vortex portant un flux ¢ = ag¢q, répartis aléatoirement sur le plan avec une distri-
bution de Poisson. Si la densité moyenne d’impuretés est p, la densité de probabilité de trouver

N impuretés en 71,. ..,/ dans un volume V est donnée par :

oN
P(Fl,---,FN;N):ﬁe_pV . (5.1)

Nous considérons ’hamiltonien :

(L QEx—m)\ M

Hd:§<p—azw> —1—770425(7“—7",). (5.2)
i=1 =1

Nous nous intéressons & la configuration de spin down pour laquelle les impuretés sont répulsives.

Ceci est réalisé lorsque a > 0. Pour a < 0, la situation physique analogue est décrite par

Ihamiltonien H,. On peut se limiter, sans restreindre la généralité & o € [0, 1/2].

Les propriétés spectrales de ce modele ont été étudiées dans (Desbois, Furtlehner & Ouvry
1996), (Desbois et al. 1995). Deux approches ont été menées parallelement : (i) une approche
“mouvement brownien” qui utilise la correspondance, via I'intégrale de chemin, entre la fonction
de partition moyenne et certaines propriétés du mouvement brownien (voir également (Comtet,
Desbois & Ouvry 1990), (Furtlehner 1997)), (#) une approche perturbative pour I’hamiltonien
(5.2).

Le champ magnétique est la superposition de distributions § a ’emplacement des vortex,
une configuration de champ particulierement inhomogene. Le flux magnétique qui traverse le

systeme de volume V est égal a pV ¢, par conséquent le champ magnétique moyen est donné par
e (B) = 2mpa . (5.3)

((we) = mpar). Dans la limite p — 0o, @ — 0 tout en gardant pa fini, la distribution d’impuretés
est de plus en plus dense et 'on doit rejoindre la situation du champ magnétique homogene.
Dans cette limite de champ moyen, les propriétés du systeme doivent étre celles du probleme
de Landau. Le modele est caractérisé par deux parametres « et p, cependant, en utilisant les

propriétés d’échelle de I’hamiltonien Aharonov-Bohm, on remarque qu'une dilatation du systeme

169
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d’un facteur A : ¥ — A7 se traduit uniquement par une dilatation de I’échelle d’énergie d’un
facteur A~2. Par conséquent la densité d’états est une fonction de E/p : p(E) = f(E/p,a). Le
parametre p peut donc étre fixé arbitrairement.

On peut aussi comprendre qualitativement pourquoi la limite a@ — 0 correspond a celle du
champ magnétique moyen a ’aide de ’argument semi-classique suivant : on admet que I’électron
est sensible au champ magnétique moyen. les trajectoires qu’il suit sont des orbites cyclotron pour

le champ moyen. Les orbites cyclotrons associées au premier niveau de Landau ont pour rayon
-1
- 2a

Pour que I'électron soit peu sensible aux inhomogénéites du champ magnétique, il faut que les

amp) =4/ T%Y Le nombre de vortex magnétiques qu’une telle orbite enclot est N, ~ pwa%m

orbites cyclotron contiennent un grand nombre de vortex, ce qui exige donc a ~ 0.

=05 ] 2.5:, o=0.1 .
15 1 [
I ] o | ]
o L (=) L
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FIGURE 5.1 — Résultats numériques (Desbois et al. 1995); po = % désigne la densité d’états
libre.

Jean Desbois, Cyril Furtlehner et Stéphane Ouvry (Desbois et al. 1995) ont montré que la
densité d’états présente deux phases, atteintes en faisant varier le parametre a. Lorsque le flux
est maximum (a = 1/2), le spectre est un spectre libre avec un comportement a l'origine ayant
I’apparence d’une queue de Lifshits caractéristique d’un systéme désordonné. Le systéeme est
dans une phase dite désordonnée ; le fait que le systéme soit traversé par un flux magnétique ne
se manifeste pas dans le spectre par 'apparition de niveaux de Landau. En revanche, lorsque le
flux diminue, des oscillations de type Landau apparaissent. Pour a ~ 0 le spectre présente une
succession de pics séparés par des intervalles réguliers de largeur 2mpa. Le systéme se trouve

dans une phase dite ordonnée. Le spectre est un spectre de Landau pour un champ (B) avec des
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niveaux élargis par le désordre. On peut penser que cet élargissement des niveaux s’accompagne
de la localisation d’une partie des états quantiques.

Pour oo = 1/2, le systéme est invariant par parité et la conductivité Hall doit s’annuler. En
revanche lorsque o — 0, le systéme rejoint une phase ordonnée et on doit s’attendre a retrouver
la conductivité Hall du probléme de Landau pour le champ moyen. Lorsque « reste fini, mais
voisin de 0, le modele possede les caractéristiques spectrales d’'un systeme Hall, la question qui
se pose donc naturellement est de savoir si la conductivité Hall montre ou non une déviation par
rapport au résultat classique. Cette question a un sens pour les petites valeurs de la constante
de couplage, ce qui motive donc une analyse perturbative de la conductivité Hall.

On notera l'existence d'un travail relatif au méme probleme (Emparan & Valle Basagoiti
1994). Par une approche perturbative différente de la notre (en particulier le champ moyen n’est
pas pris en compte), ces auteurs sont arrivés a la conclusion que la conductivité transverse est
donnée par une constante universelle indépendante des parameétres du modeéle. Nous aboutirons
a des conclusions différentes.

5.2 Théorie de perturbation

Une facon de définir de maniére non ambigué la théorie de perturbation pour I’hamiltonien
(5.2) (Ouvry 1994), (Comtet et al. 1995b), (Desbois et al. 1995) est de considérer les transfor-

mations non unitaires introduites au chapitre 2. La fonction ® s’exprime comme

N
(M) =a) In|F—7|. (5.4)
=1

La transformation correspond a redéfinir les fonctions d’onde de la maniére suivante :

N
() = Uyl (7) = =260 [T = 7' (7). (5.5)
i=1
D’apres les relations (2.67,2.68), les opérateurs covariants sont transformés comme
(U~ Uy = 1 —2ia(Q - () (5.6)
o) 'nv, = o' (5.7)
ou =73, 2_12i. L’hamiltonien transformé s’écrit
~ 1
", = §H<+L>H<_L> —ia(Q — @) (5.8)

Lorsque l'on s’intéresse a des traces d’opérateurs ou de produits d’opérateurs, tels que la fonc-
tion de partition, ’aimantation, le courant permanent ou la conductivité, il est équivalent de
considérer le point de vue Hy ou H',; dans ce cas les opérateurs intervenant dans la trace sont
transformés par U},

L’hamiltonien H, donné par (5.8) appartient & la classe d’hamiltoniens H = Ho+v SN (-
7;), pour lesquels la théorie de perturbation se présente sous la forme d’une série de termes p™v"
(avec m < n comme nous allons le voir), ou v est l'intensité du potentiel et p la densité d’im-
puretés (Lifshits et al. 1988, Ch. V). Considérons le développement perturbatif du propagateur
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Gs(F,7) = GY(F ) + Y 6GY) (7, 7)., (5.9)

n=1
ol G%(F, 7’) est le propagateur pour ’hamiltonien Hy. Le terme d’ordre n s’écrit

0GS (7, 7") = (— dﬁ Bldﬂ " 46, [ o i, GO (P, 5
) 1 2" r1- TnGpg_ 51 ,Tl)zu(ﬁ Tip)

i1

Gh, (71 *)Z (= 7y) -+ Y — 7,)GY, (P, ') (5.10)

i2 in
il est représenté par le diagramme
rin 7:;2 7_,;.1
X X X
| | |
| | |
| | |
B Bi-fi B
r T
7:’n 7?2 7:'1

Chaque ligne pointillée est associée a I'interaction avec une impureté localisée en 7, que I'on
précise pour indiquer que la moyenne sur le désordre n’a pas encore été effectuée. Lors de la
moyenne sur les positions 7, des impuretés, on est amené a distinguer les cas i, = i et
iy, # 1 ; dans le premier cas, deux interactions ont lieu avec la méme impureté, ce qui correspond
diagrammatiquement a joindre les pattes des impuretés ij et iy, alors que dans le second cas les
interactions se font avec deux impuretés distinctes dont on moyenne séparemment les positions.
La moyenne sur le désordre conduit donc & considérer toutes les possibilités pour regrouper les
pattes du diagramme précédent entre elles. Parmi les diagrammes ainsi obtenus, il existe un

diagramme pour lequel toutes les impuretés sont différentes, représenté par :

Bn B1— B2 B— P

=l

p p
X X
| |
| |
| |
| |
Il Il T_.’

v v

p
X
|
|
I
v

Ce diagramme est un diagramme de champ moyen. Tous les potentiels apparaissant dans (5.10)
sont moyennés indépendamment les uns des autres. La moyenne sur chaque position d’impureté
produit un facteur p, le terme de champ moyen est donc proportionnel a (pv)™.

Un autre diagramme produit par la moyenne est le diagramme pour lequel i1 = i9 = - - - = .

Toutes les pattes sont alors regroupées :

p
R
\
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Ce diagramme est appelé diagramme de cumulant (il fait intervenir le nieme cumulant de la
densité d’impuretés). Il correspond a n interactions successives avec la méme impureté, il est
proportionnel a pv™.

Entre ces deux situations, on doit également considérer toutes les possibilités de regrouper

les pattes, comme par exemple :

=3

Un terme en p™v" correspond a n interactions avec m impuretés distinctes.

Extraire le champ moyen au niveau de l'hamiltonien : H = Hyg+ W — (W), ou W =
vZf\; Lu(7 — 7), conduit & une certaine simplification de la série diagrammatique. Tous les
diagrammes qui contiennent une patte isolée sont nuls alors que les autres diagrammes sont

calculés de la méme maniere qu’en absence de (W).

Reégles de Feynman pour la théorie de perturbations pour H P

1. On commence par construire tous les diagrammes inéquivalents sans patte isolée.

(L)

2. Chaque ligne est associée a un propagateur de Landau pour le champ moyen G BimBir1 (2is Zit1)-

Le propagateur est donné par (3.38) en tenant compte du décalage d’énergie supplémentaire

dans %H$>H<_L> :
(L) no_ (weye=Plwe) _M N2 st s
Gy'(2,2) = 3 sh(Bas)) exp —— (coth (Blwe))|z — 2|7 — 22’ + 22). (5.11)

3. Une interaction avec une impureté en z; se traduit par I'introduction d’'un opérateur :

L pw (5.12)

Z—Zj

4. On moyenne sur les positions des impuretés distinctes a 1’aide des relations :

1
/dzidzi — = TZ (5.13)

—z
1 1 !
/dzidzif_ — = 7|z © -+ _Z — (5.14)
z2—zi7Z -z Z—-z zZz-Z

/d & 1 1 1 z N 2 N 2
-7 -7 - % (Z-2)(z'-2 (z-2)z'-%72) (z-2z)(¢7-2")

5. On integre sur les positions intermédiaires et sur les températures, puis on multiplie le

diagramme & m impuretés distinctes par (ia)”p™.

Calculons la correction d’ordre 2 pour illustrer ces régles et montrer comment le calcul peut

étre simplifié en utilisant les relations données au chapitre 3. Il n’y a qu’un seul diagramme a
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=

. B
r « Q = (ia)Qpﬂ-/ dﬂg/dzldzleQdZQ
0

V)

G 22 R e a1 6 .2 . (519)

21— 2'2 —
ou 3 £ B; — Bj, on a posé By = 3. Concentrons-nous dans un premier temps sur les intégrales
spatiales ; en utilisant (3.48,3.49) on remarque que

— 2 H(L> G( )

n—z o, P

(2’1, 2’2) 2512<w¢> H<L> Géll (2’1, 2’2) . (5.16)

L’intégrale spatiale du diagramme vaut donc :

—e2Brzfwe) /dzldéleQdZQ Gg;i(z, 21)1_[%) Gg:i(zl,ZQ)H<_L> ng(zQ,z') : (5.17)
— —

en présence de 'intégration sur zy, 'opérateur Hﬁp agit indifféremment a droite ou a gauche.
D’autre part, (3.52,3.53) permettent de faire traverser les propagateurs par les opérateurs afin
que ces derniers n’agissent plus que sur les variables externes z et 2’. On peut alors intégrer sur

z1 et z9. On aboutit a

e G Y = P m e ) = 2260 () . (51s)
— — — — B

Finalement les intégrations sur les températures sont triviales et le diagramme est égal a

o 9 (L
«a «a = —mTpa /8 05G (z, z) . (5.19)

Ce résultat permet en particulier de calculer la premiere correction a la fonction de partition :

2 (/8<Wc>)2 _ Vi{we) (5<Wc>)2
525 _Vpa225h25<wc> =« - 28h2,3<wc>. (5.20)

Pour certains diagrammes, tels que celui qui vient d’étre calculé, il est possible de progresser dans

les calculs en exploitant les propriétés des opérateurs. Cela n’est pas le cas pour les diagrammes
croisés (Furtlehner 1997).

Terminons par quelques remarques d’importance pour la suite. Considérons une quantité
quelconque F, intégrée sur le volume. Dans le modele d’impuretés magnétiques, elle se calcule

perturbativement sous la forme d’un développement Fiyy = Fy + o2

nome1 Fnmp™a™. Puisque le

champ moyen est proportionnel & pa, cette série peut étre réorganisée en Fiy = Z;io a? fp({we))-
1. Le terme Fy correspond au calcul de F' pour le probleme libre.

2. Les termes m = n sont les termes de champ moyen. Ils correspondent au calcul de F' pour
le probleme de Landau pour le champ moyen (B) : Fy + > o2 Fopn (pa)” = fo({we)) =
Fiy. Si la théorie de perturbation était construite dans le formalisme H, ces termes
seraient donnés par les diagrammes de champ moyen. Dans le formalisme H' que nous

avons adopté, ces termes sont automatiquement inclus dans ’ordre 0.
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3. Les termes pour m = 1 correspondent physiquement aux interactions avec une seule
impureté ; ces termes doivent résulter d’un calcul de F' pour le probleme & un vortex :
Fo+p> 02 Fapa = Fy + Vp(Fuortex — Fp). Dans le formalisme H, ces termes corres-
pondent aux diagrammes de cumulant. Notons que le terme F 1pa est également donné
par le terme d’ordre (w.) de Fiyy. Par exemple, le terme d’ordre 1 en a de 'aimantation

57, correspond bien au terme d’ordre 1 en w, de I'aiman-

créée par le vortex (4.24) —¢
tation de Landau (3.102) —§pBw.. Nous avons fait une remarque analogue concernant la

conductivité du vortex.

4. A Tordre 2 de la théorie de perturbation développée précédemment, la correction au
champ moyen est de la forme pa? x (fonction de (w.)). Si on considere que (w.) = mpa
est fixée, il s’agit donc d’une correction d’ordre a par rapport au champ moyen. Tous

les termes en pma/mt!

sont issus de ce calcul qui correspond au terme af;({w.)). Phy-
siquement, ces termes décrivent deux interactions de l’électron avec une impureté, les
autres impuretés n’étant ressenties qu’a travers le champ magnétique moyen. Ils sont
donc contenus dans un calcul de F' pour le probleme a champ magnétique en présence
d’un vortex : Fpivortex- Le terme d’ordre a? de Fpivortex correspond en effet a deux
interactions de I’électron avec le vortex en présence d’un champ magnétique, et donc au
terme af1({we)). Si le développement de Fpiyortex €n puissances de « s’écrit Fpivortex =

Fr, + AFM) £ AF® 4+ ... on aura :

(FL + pVAF(z))’B%<B> = F(L) + Z pmam—i—lFm_i_l’m = F(L) + af1(<wc>) (521)

m=1

donc
Fiv = F(L> + af1(<wc>) + O(OCQ) (5.22)

Pour illustrer le dernier point, on considere le développement de la fonction de partition (4.56)

pour le probleme avec champ magnétique et vortex : Zg(B, a) = Z;;—{—oz(- : -)—i—az% +0(a?).
(2)

On vérifie que le terme en o est bien égal, & un facteur N = Vp pres, & la correction 67 ;
calculée ci-dessus.

5.3 Aimantation

Le terme de champ moyen de 'aimantation est donné par I'aimantation du probleme de
Landau pour le champ moyen. La premiére correction (d’ordre «) est donnée par le probleme
avec un champ magnétique et un vortex. L’objet naturel qu’on développe en perturbation est
ZgMgrb (4.57) dont on peut extraire le terme en o2, et le multiplier par pV pour obtenir la
correction en o du probléme d’impuretés magnétiques. Il est également possible de revenir a la
fonction de partition (4.56) dont le terme en a? est donné par AZ®?) = QQQSfo (o z = fw,).
En remarquant que %2(2) =2AZ(3) (% — coth x) il est aisé de montrer que :

572 572
Mgt = Mg”’orb(H o > + jis—gy + 0(a?)
Zg Zg
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(L), orb /8<wc>eﬁ<wc> (5<w6>)2 2
= M — @) . 5.23
A T e ( sh B(we) sh? B(w,) +0@) (5:23)
Dans le domaine des hautes températures (3(w.) — 0) on aboutit &
or /8 wc
Mg ~ —MB%(l — 3a) (5.24)

ou ug = e/2.

5.4 Restriction de ’espace de Hilbert a celui d’un niveau Lan-

dau

Restreindre ’espace de Hilbert au sous espace correspondant a un niveau de Landau apporte
certaines simplifications. Différents auteurs ont utilisé cette projection pour étudier les propriétés
spectrales d’un modele avec champ magnétique uniforme et potentiel (scalaire) aléatoire. Wegner
a montré, dans le cas d’un potentiel distribué par une loi gaussienne que la densité d’états pou-
vait étre calculée exactement (Wegner 1983). Brézin, Gross et Itzykson ont suivi une approche
similaire pour d’autres types de potentiels désordonnés (Brézin et al. 1984). Citons également les
travaux de Dorlas, Macris et Pulé (Macris & Pulé 1992), (Dorlas et al. 1995). Parmi différents
types de désordres, Brézin et al. ont considéré le cas ou le potentiel est une somme d’impuretés
. Notons que la projection dans le premier niveau de Landau (LLL) d’un champ magnétique
uniforme introduit une régularisation du probleme pour le potentiel bruit blanc ou somme d’im-
puretés §. Pour ces deux modeles, la théorie de perturbation a partir de la fonction de Green
libre G+ (7,7'; k?/2) = —%Hél)(kh_"— 7'|) présente des divergences ultraviolettes dont 'origine
réside dans la divergence logarithmique de la fonction de Green a courte distance; dans le cas
des impuretés §, ces divergences peuvent étre traitées par une procédure de renormalisation
(Jackiw 1991), (Bergman 1992). En revanche, le propagateur du probléme restreint au LLL ne
présente pas de singularité a courte distance et la théorie de perturbation ne nécessite aucune
régularisation supplémentaire.

Desbois et al. (1996) ont montré que le modele d’impuretés magnétiques projeté dans le LLL
d’un champ magnétique extérieur conduit au modele étudié par Brézin et al. dans le cas des
impuretés 8. L’hamiltonien que nous considérons est PyH /Py ot Py est le projecteur dans le LLL
de H™ (cf. chapitre 3).

() iry = Po2 (we) — 21P (0:@ — 9 (@) I Ry (5.25)

On remarque que
—2i0;® I = —2i1™ o, — 2i[9.0, 11" ] = —2i1" 5.® + 40,0:0 | (5.26)
(L)

d’autre part, en utilisant que PyII'™" = 0 on aboutit a

(H)) 1wy = Po2 (we) + Pod0.0:(® — (2) Py ; (5.27)
on peut encore simplifier cette expression :

(Hy) iy = PoeB(P) Py . (5.28)
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Pour le probleme d’impuretés magnétiques, ’hamiltonien projeté dans le LLL est donc un ha-
miltonien d’impuretés § de poids A = 27, projeté dans le LLL. C’est un cas particulier du
modele étudié par Brézin et al. (1984). Si le champ magnétique aléatoire est choisi avec une
mesure d’intégration gaussienne avec une valeur moyenne non nulle, on est conduit au modele
étudié par Wegner (1983).

La projection du modele d’impuretés magnétiques dans le LLL du champ moyen extrait a
I'aide de la transformation non unitaire, conduit-elle & des simplifications pour le calcul de la
conductivité 7 Considérons de maniere plus générale un hamiltonien restreint a un niveau de
Landau n particulier H™ = E,, P, + P,V P,, o E,, désigne ’énergie du niveau de Landau. Le
propagateur pour le probléme restreint au niveau de Landau est par définition :

GYY(z,2) & (2| Pre ™1 (5.29)

D’aprés lexpression (2.42), on constate que l'opérateur IT“ est placé entre deux projecteurs
P, ce qui est nul en vertu de (3.60). La conductivité pour le probleme restreint a un niveau
de Landau particulier est donc nulle : oy () (t) = 0. On conclut que seuls les couplages entre
niveaux de Landau distincts contribuent a la conductivité. Le probleme restreint a un niveau de

Landau ne peut donc donner aucune information sur le transport.

5.5 Analyse pertubative de la conductivité Hall

Le spectre du systeme est un spectre de Landau avec des niveaux élargis par le désordre
pour les petites valeurs de la constante de couplage a. On cherche donc a calculer les corrections
au résultat de champ moyen. Pour donner une analyse perturbative de (2.42), on va utiliser
I'hamiltonien transformé H /, ce qui nécessite de transformer les opérateurs apparaissant dans
(2.42) :

o5 (t) = gy(t)zi / dedzdz/dz’ <H<_L> (2, 2)2 Gy () — (it —>it+ﬂ)> . (5.30)
B8 —
Nous nous intéressons au calcul de la conductivité moyenne, i.e. la moyenne sur le désordre est
sous entendue dans le second membre. Cette expression montre que 'utilisation de la transfor-
mation non unitaire offre un double avantage : d’une part elle permet de définir sans ambiguité
la théorie de perturbation et fait disparaitre les termes quadratiques dans le désordre dans I’ha-
miltonien, mais d’autre part, alors que le désordre se manifeste dans 'opérateur covariant dans
Pexpression (2.42), il n’apparait plus que dans les propagateurs dans (5.30), ce qui conduit & une
nouvelle simplification de la série de perturbation pour la conductivité. La premiere correction
a la conductivité s’exprime a 1’aide des régles de Feynman présentées plus haut. La moyenne du
produit de propagateurs fait apparaitre trois termes qu’on représente par les trois diagrammes

(5.31)
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Les lignes ondulées signalent l'introduction d’un opérateur pour le calcul d’une fonction de
corrélation. Les deux premiers diagrammes correspondent a remplacer la moyenne du produit
de propagateurs dans (5.30) par le produit des propagateurs moyens.

Nous avons remarqué que cette correction était contenue dans la conductivité du probleme
avec champ magnétique et vortex (4.60). On peut donc extraire de cette derniére le terme
d’ordre o puis le multiplier par Vp afin d’obtenir le résultat souhaité. D’apres (4.63), on aboutit

finalement & :

_ 1 “+oo , eiEFt’ 162 (L) » 9
O'EF(W = 0) = % /Oo dt mm {Zit’ + Zit/ a<w0>1t —|— O(CM )} (532)

ou Zg est la fonction de partition pour (5.2). Cette derniere s’exprime elle-méme comme un

développement en puissance de «, dont le terme d’ordre zéro est Zém. Puisque 'expression

précédente est valable a 'ordre 1 en «, on peut remplacer A

' par Zy, ce qui rajoutera des

termes non pertinents d’ordre 2. On aboutit alors &
.9 “+o00 iEpt
ie d 1 el r
0p (w=0))=——— 14+ {we)=— | — dt ——Ziy + O(a?) . 5.33
e ) 2V<wc>< + o c>dEF> 2#/00 it/ +n w +0(a”) ( )
L’intégrale correspond a la densité d’états intégrée. op (w = 0) est purement imaginaire & cet
ordre, ce qui implique que la conductivité longitudinale est nulle et que la conductivité Hall est
donnée par :
eN(Er + alwe))
(B)V
Pour interpréter ce résultat considérons la conductivité comme une fonction du facteur de rem-

plissage v = é\;’)",. Pour faire varier v, agissons sur la densité d’électrons, controlée par le niveau

0uy(ER) = +0(a?) . (5.34)

de Fermi.

La fonction N (EF) est monotone, la conductivité Hall a 'ordre 1 en « est donc nécessairement
supérieure ou égale au résultat classique pour le probléme de Landau. Nous avons discuté de
I’allure de la densité d’états qui présente des pics de Landau élargis par le désordre et séparés
par des “gaps” 2(w.). Lorsque I’énergie de Fermi se trouve dans un “gap”, c’est-a-dire que le
facteur de remplissage est égal a un entier n, Er + a(w.) se trouve également dans le “gap” si
bien que N(Efr + afw.)) = N(EF) et la conductivité Hall vaut o,y (Er € gap) = n% D’autre
part lorsque Ef se trouve dans une bande de Landau N (Ep+a{w.)) > N(Er), ce qui induit une
augmentation de la conductivité Hall par rapport au résultat classique. Cet argument montre
que la conductivité Hall oscille au-dessus du résultat classique, et le rejoint pour les facteurs de
remplissage entiers.

Ces oscillations de la conductivité au-dessus de la droite classique, illustrées sur la figure
5.2, peuvent sembler a priori surprenantes. Alors qu’il paraitrait naturel, d’apres les arguments
présentés dans le chapitre 1, que la conductivité développe des oscillations de part et d’autre de la
droite classique sous 'effet du désordre, (5.34) montre une augmentation de la conductivité Hall.
Certains résultats expérimentaux nous fournissent toutefois une indication de l'origine d’un tel
comportement. Haug, Gerhardts, von Klitzing et Ploog ont étudié I'influence des impuretés dans
les échantillons d’hétérostructures GaAs/AlGaAs (Haug, Gerhardts, von Klitzing & Ploog 1987),
(Gerhardts, Haug & Ploog 1987). Ils ont observé que l'introduction d’ions donneurs Si, qui

jouent le réle d’impuretés attractives pour le gaz d’électrons, décale les plateaux de Hall de la
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FIGURE 5.2 — Conductivité Hall en fonction du facteur de remplissage v = % pour le modele
d’impuretés magnétiques (o = 0.01). Ligne continue : résultat perturbatif. Ligne pointillée :

champ moyen (résultat classique).

conductivité sous la droite classique, alors que 'introduction d’ions accepteurs Be, qui agissent
donc comme des impuretés répulsives, décale les plateaux de Hall au-dessus de la droite classique
(¢f. figure 5.3). Tout en étant conscients des limites de la comparaison entre ces expériences
et le modele d’impuretés magnétiques que nous avons étudié, insistons sur le fait que les deux
situations décrivent un gaz d’électrons soumis a des impuretés répulsives : le modele d’impuretés
magnétiques décrit des électrons couplés a des tubes de flux impénétrables. A la lumitre des
résultats expérimentaux, il parait donc naturel d’aboutir & un décalage de la conductivité au
dessus de la droite classique.
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Pxx (k)

6 7 8 9
B(T)

FIG. 1. Measured resistivities p,, and Px as functions of
the magnetic field B for a sample (n,=2.1x10" cm~2 4
=30000 cm?/V-s) with additional Be impurities (n; =4x 101
cm~2). The thin straight line indicates p3, =B/en,, with n,
calculated from the p,, minima for v> 2.

01 12 13

FIGURE 5.3 — (Haug et al. 1987). Sous leffet des impuretés répulsives les plateaux (pour la
résistivité) sont décalés sous le résultat classique; pour la conductivité o, en fonction de 1/B,

les plateaux seraient donc décalés au-dessus de la droite classique.



Annexe A

Conductivité : formalisme général

A.1 Théorie de la réponse linéaire

Nous rappelons les élements essentiels de la théorie de la réponse linéaire qu’on peut trouver
dans de nombreux ouvrages (par exemple (Kubo, Toda & Hashitsume 1992), (Pottier 1994)).

Si on soumet un systéme qui se trouve initialement dans un état d’équilibre statistique a une
perturbation extérieure, la dynamique hors équilibre du systéeme pourra se “lire” sur certaines
observables. Pour prendre un exemple précis, le systeme peut étre un gaz d’électrons et la
perturbation un champ électrique extérieur; la présence de ce dernier induit notamment des
courants électriques. L’objet de la théorie de la réponse linéaire est d’exprimer I’évolution de

certaines observables au premier ordre dans la perturbation.

Dans cette partie on distinguera les opérateurs a ’aide d’un chapeau. (---) désigne une

moyenne thermique et non une moyenne sur le désordre.

On considére un systéme d’hamiltonien Hy dont Déquilibre statistique est décrit par la ma-
trice densité py. Le systéme est soumis & une force extérieure f(¢) qui se couple a une observable
Q du systéme; si f(t) représente un champ électrique uniforme, I'observable a laquelle il se
couple est le moment dipolaire électrique du systéeme. En présence de la perturbation extérieure,
I’hamiltonien du systeme s’écrit

H(t) = Ho— F(H)Q. (A1)

La matrice densité p(¢) du systéme hors équilibre suit une évolution donnée par 1'équation de
Liouville : q .

=olt) = = [p0, 1) - (A.2)

Nous supposerons que la perturbation est branchée adiabatiquement depuis un instant tres

lointain dans le passé : f(t — —oo) = 0. La condition initiale sera donc
plt = —00) = fo. (A.3)

La théorie de la réponse linéaire cherche a calculer la réponse d’une observable P ala per-
turbation. A cette fin on résout Péquation (A.2) au premier ordre des perturbations. Posons
p(t) = po+ 0p(t), si on ne garde que les termes du premier ordre dans 1’équation satisfaite par
dp(t), on aboutit a :

~ ~

Cop(t) ~ —1 [20.Q] £ + 1 [50(0), o] (A.4)

181
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Finalement la solution de cette équation est

: t
. . 1 ifgo— [~ Al —if—
P(t)ﬁpo—ﬁ/ dt’ entolt'=t) [po,Q}e nflo(®'=1) 3y (A.5)

Elle permet de calculer I’évolution de la valeur de I’'observable P

A~ A~ +OO
Py = (Ph+ [ dt Grolt ~ 1)1 (¢) (A.6)
ou la fonction G'pg est définie par
Cra(t— 1)< (i~ 1) {[P(), Q) (A7)

Y (t) est la fonction de Heaviside ; P(t) < enHot pe—p Hot désigne lopérateur P dans la représen-
tation d’interaction. Dans les expressions précédentes il est entendu que (---) < Tr{pg---}
désigne la moyenne d’équilibre tandis que (---) (t) & Tr{p(t)---} désigne la moyenne hors
équilibre.

La fonction G'pg donne la réponse sur I’observable P 3 une perturbation extérieure couplée a
I'observable Q. Les relations (A.6) et (A.7) indiquent que cette fonction de réponse, qui décrit la
dynamique du systéme hors équilibre, est donnée, au premier ordre des perturbations (réponse
linéaire), par une fonction de corrélation du systeme a I’équilibre. Cette fonction de réponse est
appelée réponse impulsionnelle ; cette appellation trouve son origine dans le fait qu’'une force
extérieure f(t) = fod(t) induirait une réponse (P)(t) = Gpo(t) fo.

Si la perturbation f(t) = foe %! est sinusoidale, la réponse le sera également :

N

(P)(t) = (P) + Gpo(w) foe " (A.8)

ot Gpg(w) est la transformée de Fourier de Gpg(t) :

[e.9]

Gpo(w) = lim dt el =G py(t) (A.9)

e—0t Jo

G po(w) est appelée fonction de réponse fréquencielle. € est un facteur de convergence qui peut
s’interpréter physiquement comme I’établissement adiabatique depuis ¢t — —oo de la perturba-
tion foe v,

e Fonction de réponse pour un systéme a N corps (sans interaction)

Les équations (A.6) et (A.7) sont valables aussi bien pour un probléme & un corps que pour
un probleme a N corps. Pour un probléme a un corps la matrice densité d’équilibre pourra
étre du type Boltzmann pg = Ziﬁe_ﬁim alors que pour un probleme a N corps on adoptera plus
naturellement un point de vue grand canonique pg = %efﬁ(ﬁof“]\? ). Dans ce paragraphe nous
choisissons de noter avec des minuscules les opérateurs a un corps et avec des majuscules les
opérateurs a N corps. L’objet de ce paragraphe est d’examiner si on peut relier, sous certaines

conditions, une fonction de réponse a N corps a une fonction de réponse & un corps.
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En pratique les fonctions de réponses font intervenir des opérateurs Q et P qui sont la
plupart du temps des sommes d’opérateurs a un corps Q = Zfil ¢, Dans un formalisme

“second quantifié” de tels opérateurs peuvent s’écrire comme

Q=> qupéhis (A.10)

o,
ot {|a)} désigne une base d’états propres de 'hamiltonien & un corps (hola) = eq|a)), et
4o & (|G| B) un élément de matrice de opérateur & un corps. ¢h (respectivement é,) est

'opérateur qui crée ! (respectivement détruit) un électron dans l'état |a). Ces deux opérateurs
obéissent a la relation d’anticommutation : {¢,, éE} = Ja-

Quelques opérateurs qui nous intéressent particulierement : 'opérateur “nombre d’électrons”
N=Y, ¢hés, hamiltonien Hy = > iL(()i) =>4 €athéa. Nous serons également amené  utiliser
l'opérateur de densité d’électrons ou de densité de courant, qui sont reliées a l'opérateur de
champ U(7) = 32, @a(F)éa 0l @u(F) est la fonction d’onde de I'état individuel |a ). La densité
d’électrons est N (7) = UT(7)¥(F) = >aplaln(r)] ﬂ>6265. L’opérateur de densité de courant est
J(7) = o (E*QT(F)\TJ(F) — @T(F)ﬁ\il(F)> olt D &'V —ieA est la dérivée covariante. A partir de

—

cette définition il est facile de vérifier que J(r) = }_, 5(a HGIE >éLég (voir plus loin pour la
définition de i (7) et j(7)).

Si le gaz d’électrons se trouve a ’équilibre thermodynamique, on a

1 A ~
(ehés) =Tr {Eeﬁ(HO“N)éL@B} = fa dap (A.11)
ou f, désigne la statistique de Fermi-Dirac f, e fleq) = m. La valeur moyenne d’un
opérateur du type de @Q s’écrit donc
(@) =Tr {f(ﬁo)d} : (A.12)

La relation

(ehesele,) = Gupin Barfa + (1 —0ar)fafs) + 0andrs(l — ar) fa(l— ) (A.13)
= 0ag0rvfafr+ 0av0rgfa(l — fr) (A.14)

permet de calculer la moyenne d’un produit d’opérateurs
(PQ) = Te{ f(ho)p (1= f(ho)) a} + (PNQ) # T {f(ho)pd} - (A.15)
On s’intéresse également & des commutateurs d’opérateurs. On vérifie 2 que

([ehérélen] ) = danbrs(a = f2). (A.16)

1. Rappelons que l'action des opérateurs sur un état de Fock est

6a|n1---na---> = (—1)7“"na |n1na_1>
6L|n1---na---> = (—1)T“(1—na)|nlna+1>
olt 7o = 3571 na.

2. [AB,CD] = A{B,C}D — {A,C}BD + CA{B,D} — C{A, D}B.
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(A.17)

on a donc
([P.Q]) =T {fho)[pdl} -

Comme pour le calcul de la moyenne d’un opérateur isolé, la moyenne d’un commutateur fait

intervenir les résultats du calcul a un corps, pondérés par la statistique de Fermi-Dirac.

A Taide de (A.17), la fonction de réponse du probléme & N corps s’écrit
i 1 BT N £ A i R PV
=Y ()2 Tr {e 2N [P(), Q] = - v (1) Tr { £(ho) [p(1).d]} (A.18)

t p—
gro(t) = &
qui peut donc étre reliée a la fonction de réponse du probleme a un corps calculée avec une

(A.19)

statistique de Boltzmann :
i 1 Bho taray A
9 = 7Y (1) = Tr {e ™ [5(2), 1

A température finie on décompose formellement la distribution de Fermi-Dirac comme une série
(A.20)

en e Pho -
Gra(t: f.m) = Y- (=1 e (Zag], 1) |
n=1

et a température nulle f (iLo) est une fonction de Heaviside dont on utilise la représentation
(A.21)

1 +o0 ei;n
= lim — d <Z B (4 ) ‘
o / T 1T + n ﬁgpq( ) B—iT+e

intégrale
—0o0

ou € est un régulateur qui assure la convergence de la trace.

—

A.2 Conductivités locales
On considere un électron soumis & un champ électrique extérieur £(7,¢). On choisit une
jauge de telle sorte que &(7,t) = —Egext(F, t). Le hamiltonien du systéme en présence de la
perturbation est donc en toute généralité
- IS > a0\ 2 5,
(1) = 5 (F— A7) - edou(7)) + V(D). (A.22)
2me
On utilisera Popérateur vitesse 7 & mie(ﬁ — €A(7)). La conductivité est le tenseur qui relie le
champ électrique & la densité de courant. Pour utiliser la théorie de la réponse linéaire, nous
identifions ’hamiltonien de perturbation a
~ € ([~ 2 TS 2,
Voert (1) = =5 (¥ At (7 1) + A (7, 1) - 7). (A.23)
On introduit les opérateurs de densité d’électron au point 7
~ s —» def | o —
() = |7) (7] (A.24)
(A.25)

et de densité de courant électrique
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a l’aide desquels la perturbation peut s’écrire

Voort(£) = — / A7) - Ko (7). (A.26)

j(F) est l'opérateur de densité de courant en l'absence de la perturbation extérieure. En

présence de ffexm la densité de courant est donnée par :
T (7) = (7)) = — () Aext (7', ) . (A.27)

On cherche a calculer la valeur moyenne de cet opérateur au premier ordre dans la perturbation.
La moyenne de la premiere partie est donnée par (A.6) et (A.7) :

G / a / @ {70, 557 )]) AT (7 ) (A.28)

tandis que la deuxiéme partie est d’ordre 1 dans la perturbation si la densité d’électron est

moyennée a ’équilibre. Finalement, la densité de courant totale est, au premier ordre dans la

perturbation
7 (= 62 ~ ex ext (=
G0 =~ ) A0 + 1 [ ar [ (G560 A7 (n29)
Si le champ appliqué est périodique &;(7,t) = &;(F)e ! on pourra écrire que
(G ) (1) = e / 47" 03y (7, s 0) & () (A.30)
ou le tenseur de conductivité est donné par
S 50) = 2 () 60— )60+ [ e (5 0.5,67)) (A31)
awr,r,w—mewnr 7=1)0ij + 7 ; e 7i(7t), 5 (7 , .

il est entendu que comme dans (A.9) on ajoute une petite partie imaginaire a la fréquence

w — w ~+ie (e = 01) pour faire converger I'intégrale.

A.3 Conductivités globales

Si le systeme est soumis a un champ électrique uniforme, la densité de courant, moyennée

sur le volume V' de I’échantillon, s’exprime comme
(T (t) = 04(w) Ej et (A.32)
ou la conductivité moyenne est donc

o 1 ie?
omw“v/wwmﬂﬁw%q%w%+vm}m/<MWE[M%M%(A%

—0t

Une autre alternative pour dériver la fonction de réponse a un champ électrique uniforme

est de se placer dans une jauge de telle sorte que la perturbation s’écrive

A~

Viers(t) = —er- £(2). (A.34)
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L’opérateur de densité de courant moyenne est j = v L[ar J(F) = %5’ On utilise (A.6) et

Gin(t) = / At oyt — ') E;(1)

ou o2
0i5(t) = Vh Y (t) ([0:(t), 74]) -

C’est-a-dire que la réponse fréquencielle est donnée par

B _ = (lw— E)t N
) = 15 i [ aret O ey

On peut aisément vérifier quune intégration par parties dans (A.37) donne (A.33).

(A7) :

(A.35)

(A.36)

(A.37)



Annexe B

Régularisation harmonique

L’étude de certaines quantités, telles que la fonction de partition, le courant permanent
ou laimantation, a nécessité 'introduction d’un régulateur harmonique afin de controler les
divergences infrarouges.

Nous donnons le spectre de 'hamiltonien avec champ magnétique, vortex et régulateur har-
monique :
kx7

r2

1 -
H:§<ﬁ—wck><f’—a

2
1 5. S
) + 5w§7’2 + 7 6% (F) + we . (B.1)
Les états propres de cet hamiltonien sont classés par un nombre quantique n et par leur moment
orbital m
By, =wi(2n+|m—al+1) —we(m — a) + w. (B.2)

N def . 7
ot wf = w? + w?. Les fonctions d’onde sont données par

—al+1
o (10) = | = el el 2 o bt (33
A al(n+|m —a|+1) "

Le propagateur est donné par I'expression suivante

— Bwe —+00 /
= wie _wy 2, .02 weTT o(m— i Y
Gg (7 7) = 2 Shﬂwte o) Z Tim—af <Shﬂwt> et et e

m=—0Q

En Pabsence du vortex, la série se resomme ! :
bl

wte_BwC
= ex
a=0  2msh Bw;

G (z,2) D t (ch B[22 + | 2) — 27ePwe — z'Ze*BMC). (B.5)

w
2 sh Bw;

On calcule la fonction de partition soit par intégration du propagateur, soit a l'aide du

spectre :
" e—Bwe e—oB(wi+we) e~ (1—a)B(wi—we)
Z5°(B,a) = 5 4 By {1 Bt 1 o—Blwr—wo) } (B.6)
En I’absence de vortex on aboutit a :
" e Buwe
ZBO(B,O) =3 (B.7)

(ch Bwy — ch Bw,)

1. La fonction génératrice des fonctions de Bessel modifiée est (c¢f. (Gradshteyn & Ryzhik 1994, §8.511)) :
Sre " n(2) =expl (t+ 1)z
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La fonction de partition du probléme en champ magnétique avec vortex (sans régulateur
harmonique) est obtenue en prenant la limite w, — 0. L’expression précédente possede un
terme divergeant comme w;? qui correspond & un terme volumique (oc V) et des corrections
finies. Le premier correspond a la fonction de partition du probleme de Landau et le deuxieme
aux corrections apportées par le vortex. Pour isoler ces dernieres il est commode de considérer
la différence AZg°(B, ) o Zg°(B,a) — Z5°(B,0) qui reste finie lorsqu’on fait disparaitre le

régulateur :
760-}0
e sh afw
AZg(B =— —ellma)fw. 212 ) B.8
5(B, ) 2sh Bw, <a ¢ sh Bw,. (B.8)

Remarquons que le calcul de AZ3(B, ) fournit une deuxieme illustration des dangers de som-
mer des contributions des états individuels de Landau, méme si celles-ci sont en nombre fini (voir
la section 3.5). L’introduction d’un vortex dans le probleme de Landau (sans régulateur harmo-
nique) décale les états de moments orbital m < 0 uniquement. On pourrait donc écrire naivement
que la variation de la fonction de partition est donnée par : AZyur = > o Z?n:_n (e BBnm(@) _
e_ﬁEnm(O)). Bien que les sommes soient convergentes, cette expression conduit a un résultat in-

complet, d’ou la nécessité d’introduire un régulateur harmonique.
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Bilan, perspectives

Nous avons présenté un formalisme de réponse linéaire qui a permis de calculer la conductivité
Hall pour différents systemes magnétiques bidimensionnels. Nous avons tout d’abord calculé
la conductivité transverse dynamique pour un seul vortex, un effet explicite de la brisure de
parité due au vortex. Rappelons que la conductivité transverse est sous dominante en volume

mais divergente a petite fréquence : Re 051 ~ ﬁ Nous avons souligné que ce comportement

7=
est justifié par sa relation avec le probleme de Landau pour le champ moyen da au vortex :
(eB) = 2”70‘ Remarquons que les orbites cyclotron correspondant aux états de Landau pour ce
champ magnétique ont des rayons agy = \/<+—B) ~ vV de Pordre de la taille du systeme. Si le
vortex dévie les trajectoires de I’électron, comme le suggere 'existence d’un courant permanent
ou d’une aimantation, il n’a toutefois pas un effet suffisant pour fermer les trajectoires, ce qui
peut expliquer la divergence de la conductivité a petite fréquence (associée & un comportement
en temps oy, (t) o t).

L’étude perturbative du modele d’impuretés magnétiques a montré que le désordre entraine
une déviation de la conductivité Hall par rapport au résultat classique du champ magnétique
moyen. Certes, on ne peut ainsi obtenir une quantification de la conductivité Hall, qui est un
effet non perturbatif. Un argument plus global permettrait peut étre de mettre en évidence la
quantification de la conductivité Hall pour ce modele. Notre résultat montre une augmentation
de la conductivité Hall par rapport au résultat classique ce qui peut s’expliquer, ainsi que le
suggerent des résultats expérimentaux (Gerhardts et al. 1987), (Haug et al. 1987), par le fait que
les impuretés magnétiques sont répulsives. La formulation brownienne utilisée pour ’étude des
propriétés spectrales (Desbois et al. 1995) s’est révélée étre efficace pour étudier les propriétés
spectrales du modele. Une formulation des propriétés de transport en ces termes permettrait
peut-étre d’apporter des progres dans la compréhension du probleme.

Enfin, nous avons clarifié la notion de courant permanent pour les systemes magnétiques
bidimensionnels. Lors de I'introduction du vortex fictif utilisé pour calculer le courant permanent,
nous avons souligné le role important de 'interaction de contact, due au couplage du spin de
I’électron avec le champ magnétique singulier du vortex. Contrairement au cas d’une géométrie
annulaire, le courant permanent n’est pas simplement relié a I’aimantation et donne donc une

information supplémentaire sur la distribution des courants dans le systéme.

L’étude des propriétés statistiques du temps de Wigner a été réalisée pour différents modeles
et en utilisant différentes techniques. Une premiere méthode, adaptée au cas d’'un potentiel
distribué par une loi gaussienne, repose sur 'analyse des équations différentielles obtenues pour
des variables reliées au déphasage et au temps de Wigner (7). A haute énergie (faible désordre),

7 admet une distribution stationnaire (dans la limite ou la taille L de la région désordonnée
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est infinie). Cette distribution limite est une loi large possédant une queue algébrique, tous ses
moments sont infinis. A L finie les moments croissent exponentiellement avec L. Nous avons
étendu ces résultats au cas d’un modele de mécanique quantique supersymétrique désordonné
présentant des propriétés spectrales et de localisation différentes du modele gaussien. T possede
les mémes propriétés statistiques que pour le modele gaussien.

En partant d’une relation obtenue par Smith (1960) nous avons montré que 7 admet une
représentation en termes de fonctionnelle exponentielle du mouvement brownien apparaissant
naturellement pour des systemes désordonnés unidimensionnels ; cela nous a permis d’expliquer
le caractere universel de la distribution dans le régime de haute énergie (faible désordre), qui
est une conséquence de 'universalité des propriétés statistiques de ’exposant de Lyapunov. Il
faut insister sur le fait que les propriétés statistiques de 7 sont en étroite relation avec celles
de 'exposant de Lyapunov. L’analyse de la distribution limite de 7 (2.68) donne non seulement
la valeur moyenne de ’exposant de Lyapunov a travers la valeur typique de 7, mais en plus
une information sur les fluctuations de I'exposant de Lyapunov. En effet, comme nous ’avons
mentionné au chapitre 5, I'exposant de la queue algébrique de la distribution de 7 est une
conséquence directe de la relation entre les deux premiers cumulants de la variable £ : ({(L)) =
((¢(L)?)) (rappelons que 7 = limy,_oo @(L—L»)

Le role des résonances dans les processus de transmission a travers un systeme désordonné
unidimensionnel avait été discuté par Azbel (1983) mais aussi par Frisch et al. (1973) pour
la transmission d’ondes électromagnétiques. Nous avons exploité cette idée et montré que le
comportement dominant des moments de 7 peut étre obtenu de fagon heuristique. Nous avons
ainsi pu comprendre l’origine physique de la distribution large.

Nous avons également étudié un régime physique différent du régime localisé dont nous avons
discuté jusqu’a présent. Rappelons que dans ce dernier cas la taille de la région désordonnée
est grande devant la longueur de localisation L > A. C’est également un régime pour lequel
les résonances ne se recouvrent pas : I' < A (I est la largeur d’une résonance et A ’écart
moyen entre les résonances). Dans ce cas 7 possede de treés larges fluctuations. Les contributions
dominantes sont associées aux résonances : 7 ~ % > %. A I'inverse, dans le régime balistique,
pour lequel L < A, un régime de fort recouvrement des résonances I' > A, 7 est distribué par
une loi gaussienne et posseéde de faibles fluctuations : 7 ~ (1) = QK” > %

Un troisieme modele, celui des impuretés d, nous a permis de réaliser une étude numérique de
ces questions. Ces résultats numériques sont en tres bon accord avec les arguments analytiques
pour les différents régimes (localisé et balistique). Dans le cadre de ce modele nous avons pu
explorer le régime de basse énergie pour lequel on observe une disparition de la queue algébrique
caractéristique de la distribution universelle obtenue pour le régime localisé, remplacée par une
queue exponentielle. Une interprétation possible de ce résultat est que la probabilité pour qu’un
état soit capable de piéger la particule devient trop faible car la densité d’états dans la région

désordonnée est elle-méme tres petite.

En dernier lieu nous nous sommes intéressés a 'effet d’une transition de délocalisation sur
les propriétés statistiques de 7. Nous avons montré que la distribution est alors similaire a celle
obtenue dans le régime balistique, ce qui est physiquement satisfaisant puisque dans les deux
situations la particule est diffusée a travers toute la région désordonnée. Nous avons également

souligné que 7 reste sensible au désordre, alors que le spectre y est insensible lors de la transition.
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Ceci est également vrai si on introduit une impureté parmi les dimeres : alors que cet effet est
sous dominant en volume pour la densité d’états intégrée et I’exposant de Lyapunov, il a une
conséquence importante sur la distribution de 7.

Dans cette étude nous nous sommes intéressés aux propriétés statistiques de 7 pour une
énergie fixée. En particulier, la représentation en terme de fonctionnelle exponentielle du mou-
vement brownien fournit toutes les propriétés statistiques a F fixée : distribution, moments, mais
ne donne aucune information sur les corrélations de 7 pour différentes énergies. A ce titre un
objet qu’il serait intéressant de considérer serait la fonction de corrélation ((7(E)7(E’))). Une
telle étude se révele plus compliquée, en partie parce qu’il est alors plus délicat de moyenner sur
les déphasages qui sont eux mémes corrélés pour différentes énergies.

Il serait également intéressant d’étendre cette étude a des géométries plus générales. Une
premiere question naturelle serait de considérer la situation a deux canaux de diffusion, cepen-
dant I'argument heuristique que nous avons développé pour obtenir les moments laisse penser
qu’il n’y aurait pas une grande différence avec la situation déja étudiée. Un cas plus intéressant se-
rait celui d’une géométrie annulaire. En particulier, I'introduction d’un flux qui brise la symétrie
par renversement du temps pourrait avoir des conséquences intéressantes sur la distribution du
temps de Wigner, comme c’est le cas dans le cadre de la théorie des matrices aléatoires. Explo-
rer d’autres dimensionnalités (arbre, systéme bidimensionnel) pourrait également étre un champ
d’étude attractif parce que plus riche mais aussi beaucoup plus ardu, a cause de I’abandon des

méthodes spécifiques aux systemes unidimensionnels utilisées dans ce travail.
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Come, thou monarch of the vine,
Plumpy Bacchus with pink eyne!

In thy fats our cares be drowned,
With thy grapes our hairs be crowned.
Cup us, till the world go round,

Cup us, till the world go round!

William Shakespeare, Antony and Cleopatra.
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Abstract

In the first part we study the statistical properties of the Wigner time delay for one-
dimensional disordered systems with one scattering channel. The scattering problem is com-
pletely characterized by a single phase shift whose derivative with respect to the energy defines
the time delay. This latter quantity is related to the time spent by the particle in the interaction
region. We show that the statistical properties of the time delay are model independent in the
high energy (low disorder) limit. The time delay obeys a distribution with algebraic tail, whose
origin is due to the existence of long living states localized in the disordered region that can
trap the particle for long times. Our analytical results are in good agreement with numerical
simulations carried out for a model with randomly dropped delta-scatterers. We also discuss
the low energy regime for this particular model. Finally, we consider a model that displays a
delocalization transition and study the time delay distribution at the delocalization point.

The second part is devoted to the study of the electric transport for a two-dimensional non-
interacting electron gas coupled to a random magnetic field. The magnetic field is produced by
magnetic vortices carrying the same flux and randomly distributed on the plane. When their
flux is small compared to the quantum flux, the spectrum consists of Landau levels broadened
by the disorder. We compute the conductivity for one vortex, which is subleading in volume
and also divergent at small frequency. We perform a perturbative analysis for the random field
model that shows a departure from the classical result obtained for the average magnetic field.
We also consider magnetization and persistent currents for arbitrary two-dimensional magnetic

configurations.
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Résumé

Nous étudions un aspect de la diffusion quantique dans un milieu désordonné unidimensionnel
avec un seul canal de diffusion. La diffusion est donc caractérisée par un unique déphasage dont
la dérivée par rapport a ’énergie définit le temps de Wigner; le sens physique de celui-ci est
relié au temps passé par la particule dans la région d’interaction. Nous étudions les propriétés
statistiques du temps de Wigner et montrons qu’elles sont indépendantes du modele dans la
limite de haute énergie (faible désordre). Le temps de Wigner obéit & une loi large dont ’origine
physique résulte de 'existence d’états localisés au sein de la région désordonnée, capables de
piéger la particule pendant des temps tres longs. Ces résultats sont en excellent accord avec
des calculs numériques. En dernier lieu nous nous intéressons a l'influence d’une transition de
délocalisation sur les propriétés statistiques du temps de Wigner.

La seconde partie est consacrée a ’étude du transport électrique dans un milieu bidimen-
sionnel & champ magnétique aléatoire. Le champ magnétique est celui d’une assemblée de vortex
magnétiques portant tous le méme flux et distribués aléatoirement dans le plan. Dans la limite
ou le flux porté par chaque vortex est petit devant le quantum de flux, le spectre présente une
succession de niveaux de Landau élargis par le désordre. Nous étudions la conductivité pour
un vortex qui est sous-dominante en volume et divergente a petite fréquence. Par une analyse
perturbative de la conductivité Hall du probleme a plusieurs vortex, nous montrons que celle-
ci présente une déviation par rapport au résultat classique obtenu pour le champ magnétique
moyen. Parallelement, nous indiquons comment définir une aimantation ou un courant perma-

nent pour une configuration arbitraire de champ magnétique.



