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Les boites quantiques font 'objet d’études poussées depuis des dizaines d’années grace
a leurs propriétés quantiques remarquables. Ces propriétés découlent du fort confinement
des électrons dans les trois directions de I’espace, contrairement aux puits et fils quantiques
pour lesquels les particules sont confinées respectivement suivant une et deux directions de
I’espace. Le confinement dans les trois directions de I’espace procure aux boites quantiques
une configuration identique a celle des atomes, & savoir un spectre énergétique discret. Cela
rend possible la manipulation les états propres des boites quantiques de la méme maniere
que les physiciens manipulent les états atomiques. Les boites quantiques mesurent en

général quelques dizaines de nanometres.

FIGURE 1.1 — (a) Représentation artistique d’une boite quantique et son interaction avec
le laser [Source : [Uni05]]. (b) Les boites fortement, faiblement couplées ou existence d’une

couche de mouillage (wetting layer) et les boites non couplées [Source : [HPDT09)].

1.1 Historique

En 2007, les chercheurs de la Nanyang Technological University a Singapour ont publié

des travaux portant sur la téléportation d’états quantiques entre des boites quantiques
différentes. Il s’agit de produire des états quantiques intriqués entre les particules de toutes
les boites. Les états quantiques intriqués sont des états associés a I’ensemble des particules
de toutes les boites quantiques mais pas a une particule isolée.
Le mode de fabrication des boites quantiques avec états quantiques intriqués réduisent les
effets de la décohérence pour que la téléportation et les calculs quantiques soient réalisées
efficacement et facilement & température ambiante. Les sources de décohérence dans les
boites quantiques peuvent étre 'instabilité des polarons (couplage électron—phonon), la
nature de I’excitation inter-bande et les fluctuations électrostatiques.

Dans la méme année, Michael Wong, professeur assistant en ingénierie chimique et
biomoléculaire et son doctorant Subashini Asokan ont obtenu des résultats innovants dans
le domaine de le synthese des boites quantiques. Ils ont montré que les boites quantiques

sont les meilleurs candidats pour la fabrication des panneaux solaires car elles sont efficaces
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et moins coliteuses que les panneaux congus a partir des cellules photovoltaiques classiques
au silicium.

En fin 2008, les chercheurs de I’Université de 1’Alberta au Canada ont mis en ceuvre
une expérience tres impressionnante dans le cadre des boites quantiques. Ils ont construit
des boites quantiques équivalentes a un seul atome et ceci est une issue vers 'espoir
de la réalisation des ordinateurs quantiques moins gourmands dans la consommation de
I’énergie. Ce sont les boites quantiques constituées d’'un seul atome dans une matrice
de silicium et elles permettent de faire des calculs a température ambiante. Ces boites
quantiques sont équivalentes & des transistors de puces électroniques mais leurs tailles et
leurs consommations d’énergie sont tres petites. Elles mesurent quelques nanometres de
diametres et les particules ont la possibilité de mouvoir d’une boite & une autre comme
dans une molécule et les liaisons entre les boites sont naturelles.

Récemment en 2011, I’équipe de recherche du département des sciences pharmaceu-
tiques et du département d’ingénierie électrique et informatique de I’Université de Toronto
(Canada) ont présenté une méthode d’auto-assemblage des complexes nanomatériaux dont
les briques de base sont les boites quantiques. Le transfert d’énergie d’une boite a une autre
a été demontré au sein de ces nanomatériaux synthétisés.

La majorité des scientifiques travaillant sur les boites quantiques estiment qu’elles
sont les bons candidats pour I'informatique quantique a cause de leur spectre énergétique
discret et parce que certaines configurations de I’ordinateur quantique sont réalisables avec
les boites quantiques [LD98], [SIM99] due & la simple manipulation des spins des électrons

piégés.

1.2 Fabrication des boites quantiques

Les boites quantiques se distinguent suivant les modes de fabrication et d’application.
On peut citer

— les boites obtenues par confinement d’un gaz d’électron bidimensionnel, appelées
principalement boites mésoscopiques. Les gaz d’électron bidimensionnels sont sou-
vent obtenu dans les matériaux semi-conducteurs tels que GaAs/AlGaAs,

— les boites qui apparaissent lors des fluctuations de 1’épaisseur d’un puit quantique,
appelées boites d’interfaces,

— les nanocristaux de semi-conducteurs, obtenus chimiquement sous formes de colloides,

— les boites auto-assemblées obtenues en matiere solide et apres les croissances par
épitaxie. Elles sont différentes des boites obtenues par confinement d’un gaz d’électron
bidimensionnel car ces dernieres sont obtenues par gravure des puits quantiques ou
bien par confinement électrostatique grace a des électrodes.

Les boites qui nous intéressent particulierement sont les boites auto-assemblées.
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Croissance par épitaxie

La méthode épitaxiale utilisée pour obtenir des boites quantiques est la croissance
épitaxiale par jets moléculaires (MBE : Molecular Beam Epitaxy). Elle a été expérimentée
dans les années 70 aux Etats—Unis, puis en Europe, Russie et Japon. C’est un outil tres
puissant de fabrication des nanostructures, employé aujourd’hui dans plusieurs labora-
toires dans le monde. La croissance épitaxiale par jets moléculaires consiste a déposer des
jets d’atomes et de molécules sur un réseau cristallin composé d’atomes de méme nature
ou de natures différentes. Le réseau cristallin sur lequel le dépot se fait est appelé substrat
Lors du jet moléculaire, les boites quantiques se forment dans les cas ou les deux matériaux
(substrat et atomes déposés) ont les mailles différentes (distances inter-atomiques). La fi-

gure ([1.2)) représente la mise en ceuvre de la méthode épitaxiale.

Ga As
In As
GaAs
InAs
GaAs GaAs GaAs

(a) (b) ()

FIGURE 1.2 — Epitaxie par jets d’arsenic (As), de gallium (Ga) et d’indium (In). (a)
Substrat d’arséniure de Galllium (GaAs). (b) Jet d’indium (In) et d’arsenic (As) sur
Parséniure de gallium (GaAs) et formation des boites quantiques (demi-cercle vert). (c)

Jet d’arsenic et de gallium (création du substrat).

1.3 Travaux théoriques

Les énergies des électrons a l'intérieur des boites quantiques sont distribuées discrete-
ment grace au confinement suivant les trois directions de ’espace. Les opérateurs associés
a ces énergies discretes sont les hamiltoniens. Les hamitoniens pour les boites de formes
sphériques et de constantes diélectriques différentes a celle de sa matrice a l'intérieur de

laquelle elles se trouvent sont donnés dans [BP99]. Nous retrouvons dans cet article les

InAs
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déterminations des énergies propres associées a la somme des hamiltoniens dans le cas des
boites contenant une seule particule (électron). Dans le cas de plusieurs particules en in-
teraction, nous pouvons citer l'article [HLK90] qui détermine numériquement les énergies
des électrons et des trous.

D’autres études réalisées sur les boites sont la détermination et I'analyse des perbutations
susceptibles d’apparaitre dans les systémes de boites quantiques ([BJ04, Kaw(7]). Les per-
butations proviennent des corrélations dans les interactions au sein des systémes de boites
quantiques. Dans ces études de pertubations, toutes les interactions existantes dans les
systemes ne sont pas pris en compte.

Pour pouvoir bien reproduire les effets tels que les excitations optiques dans les systemes
de boites quantiques, certains auteurs ont préféré modéliser ces nanostructures avec les
équations de type Bloch. Les équations de type Bloch donnent ’évolution temporelle des
densités des énergies discretes des particules et autorisent les couplages entre les densités
des énergies (pas négligeable pour les systémes de plusieurs états d’énergie discrets).

Le chapitre 20 du livre [HK09| est consacré principalement & la dérivation des dynamiques
de ces densités. Cette dérivation nécessite la connaissance des opérateurs hamiltoniens du
systeme général. Les hamiltoniens considérés dans la dérivation sont les hamiltoniens libres
des particules et celui du couplage entre le champ électrique et les boites. Les équations
données dans le livre sont assez simples pour une modélisation propre et rigoureuse des
boites parce que les perturbations et les termes de relaxation ne sont pas pris en compte.
Dans le méme livre, on retrouve d’autres équations de type Bloch employées pour modéliser
les boites quantiques et ces équations correspondant aux modeles donnés dans [GHO02,
GHO3|, [HK96]. Elles ont été obtenues apres des transformations directes des équations
de type Bloch dérivées pour les puits quantiques. Les problemes qui se posent avec ces
transformations se trouvent au niveau des indexations des états d’énergie des électrons. En
effet, les états d’énergie dans les puits quantiques sont indexés par les vecteurs et forment
un continum. Dans ce cadre, les interactions entre les particules ne sont possibles que si
elles ont des vecteurs d’onde de signes opposés. Il s’ensuit un modele de Bloch constitué
de modeles a deux niveaux d’énergie deux-a-deux couplés via les bandes d’électrons et de
trous. La matrice qui contiendrait ces variables serait creuse.

En fait, 'extrapolation d’'un modele de puits quantiques vers un modele de boites quan-
tiques ne peut pas se faire ainsi et on peut envisager de prendre en compte les couplages
de toutes les densités dans les modeles de Bloch ([Bid10]). On commence par écrire une
variable matricielle (matrice densité) qui contient toutes les densités puis on écrit la dyna-
mique de cette variable matricielle en utilisant les dynamiques de ces éléments (équation
de Liouville).

Les équations de type Bloch sont traitées dans plusieurs contextes. Nous trouvons dans
[BBRO1] I'analyse mathématique des termes de relaxation intervenant dans les équations

de type Bloch dans le cadre de l'interaction entre la matiére (gaz ou matériau amorphe
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isotrope) et le champ lumineux. Les équations de Bloch couplées avec les équations de
Maxwell sont analysées numériquement dans [Bid03] dans lequel on retrouve les compa-
raisons de complexité entre deux méthodes de couplage numérique. Ce sont les méthodes
de Crank—Nicolson et de splitting, toutes les deux couplées fortement et faiblement avec
le schéma de Yee (schéma aux différences finies). Les équations de Bloch analysées font in-
tervenir les termes de relaxation. Les méthodes numériques sont utilisées par la suite dans
[BBEBT04, [Sau05] pour simuler l'interaction entre le laser et les cristaux non linéaires.
L’étude mathématique du systéme couplé de Maxwell-Bloch est effectuée dans [Bid06]
pour prouver 'existence d’une unique solution locale en temps, I’existence de la solution
globale en temps étant étudiée dans [Joc02l [DS12].

Les contributions de cette theése concernent trois aspects :

— D’écriture de modeles de type Bloch non linéaires donnant I’évolution temporelle de la
matrice densité. La différence avec les modeles préexistants se trouve au niveau des
termes non linéaires qui proviennent de I'interaction entre les électrons a 'intérieur
de la boite (interaction de Coulomb) et de l'interaction entre les électrons et les
phonons (particules associées a la vibration et a la polarisation optique).

— l’analyse mathématique des propriétés qualitatives des solutions des modeles de
Bloch non linéaires obtenus. Nous prouvons l’existence d’une unique solution lo-
cale et globale pour les systemes formés a partir du couplage entre les modeles de
Bloch non linéaires obtenus dans cette these et les équations de Maxwell.

— I’étude numérique des modeles couplés de Maxwell-Bloch non linéaires, dans un
objectif de validation des modeles continus et numériques dérivés.

Le document de these se répartit de la maniere suivante :

1. Le premier chapitre (chapitre 2) est consacré aux dérivations des modeles de type
Bloch (équation de Liouville). Dans le méme chapitre, nous donnons le couplage
de ces modeles de Bloch avec les équations de Maxwell. Le systeme couplé obtenu

modélise 'interaction entre le laser et les boites quantiques.

2. Le chapitre 3 porte sur ’étude mathématique des propriétés qualitatives du modele
de Bloch, I’étude de différents problemes de Cauchy des modeles couplés de Maxwell—
Bloch et une dérivation formelle d’un modele asymptotique a partir des modeles de
Bloch.

3. Le dernier chapitre (chapitre 4) présente I’étude numérique du modele de Maxwell-
Bloch. Des tests numériques illustrent des phénomenes tels que la transparence auto-
induite, le transfert de cohérence et permettent de valider en partie les modeles

dérivés.

10
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2.1 Introduction

Le modele de Bloch donne les dynamiques des densités énergétiques des états quan-
tiques des systemes. Ces dynamiques dépendent de 1’énergie totale du systeme. Plusieurs

types d’énergies existent au sein des systemes quantiques. Nous pouvons citer

I’énergie libre associée aux particules libres,

— D’énergie de Coulomb engendrée par les interactions entre les particules du systeme,

I’énergie de collision et de relaxation,

— D’énergie provenant de I'interaction avec les champs extérieurs.

L’énergie totale est la somme de toutes ces énergies.

Pour modéliser les boites quantiques, nous avons décidé d’utiliser les modeles de Bloch car
ils sont les bons candidats grace aux raisons expliquées dans le chapitre 1.

Plusieurs travaux effectués sur les modeles de Bloch pour les boites prennent en compte
soit un nombre limité de niveaux d’énergie, soit une simplification de la structure de la ma-
trice densité. Un modele de Bloch a été dérivé dans [Bid10] en considérant que les énergies
libres des particules et les énergies d’interaction avec un champ électrique extérieur.
D’autres énergies telles que celles des interactions particule-phonon, sont ajoutées dans
[GHO2, (GHO3] mais les modeles dérivés dans ces articles sont les transformations des
modeles dérivés a l'origine pour les puits quantiques et les couplages entre les densités
y sont négligés. On retrouve dans [HP97, [HRM99] des modeles de Bloch pour les boites
quantiques, qui prennent en compte les potentiels de Coulomb, mais les termes qui appa-
raissent dans le modele et les dérivations ne sont pas explicités.

Notre contribution dans ce chapitre porte sur la dérivation classique de modeles de
Bloch tenant compte des énergies de Coulomb et des énergies de relaxation (interaction
électron—phonon) dans les boites quantiques. Nous formons un modele de Bloch final en
ajoutant les parties obtenues avec les modeles simplifiés existant et dépendant des énergies
libres des particules et des énergies d’interaction avec le champ extérieur (voir [Bid10]).

Le chapitre commence avec une section détaillée sur les deux types de dérivation
classique des équations de type Bloch (équation de Liouville). Ensuite nous donnons les
modeles de Bloch obtenus avec 1’énergie libre dans la section I’énergie d’interaction
avec un champ extérieur dans la section I’énergie de Coulomb dans la section [2.5] et
I’énergie d’interaction électron—phonon dans la section Enfin la section donne le
couplage entre le modele de Bloch final et les équations de Maxwell (pour l'interaction

laser—matiere).
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2.2 Deux dérivations du modele de Bloch classique

Les systemes quantiques sont composés en général d’un grand nombre de particules
en interaction complexe. La considération des systéemes isolés dans la littérature permet
de diminuer le nombre de degrés de liberté car le nombre d’observables, les mesures et le
nombre d’équations croit uniformement avec le nombre de particules.

Les informations capables d’étre recueillies sur les équations quantiques sont souvent inuti-
lisables et tres compliquées a analyser lors de la détermination des résultats macroscopiques
sur les variables comme la résistance électrique, la température, etc...

La matrice densité donnée par la physique statistique, permet d’avoir un pont entre le
monde quantique et le monde macroscopique. Sa dynamique est donnée par le modele
de Bloch. Le modele fournit des informations quantiques du systeme et ces informations

peuvent étre utilisées pour une étude plus raffinée des variables macroscopiques.

2.2.1 Premiere quantification

En mécanique quantique, I'état d’un systéeme est déterminé par un vecteur appelé
vecteur d’état, de carré intégrable sur tout le domaine. Ce vecteur appartient a un espace
de Hilbert et dépend du temps ¢ et de la variable d’espace 7 € R3; on le note ¥ (r,t). 11

est déterminé via I’équation de Schrodinger :
ihatw(rv t) = H¢(ra t))
ou H est 'hamiltonien total du systéme, dépendant d’un potentiel V (r, ),

2
ol
2

A+ V(rt),

Me
et m. est la masse de 1’électron.
La norme du vecteur d’état 1 (r,t) est la probabilité de trouver la particule a la position

r et au temps ¢.

Cas du systéme a un électron. Le vecteur d’état d’un systéme a un seul électron
appartient a un espace de Hilbert, engendré par un ensemble de fonctions propres associées
aux états quantiques. Ces fonctions propres sont notées {1;(r)}jen. On se ramene dans la
suite & un nombre fini N d’états propres et on considere {wj(r)}j€{17...7N}.

L’état du systeme est déterminé a partir des fonctions propres et du N-uplet de nombres
complexes dépendant du temps (Cy(t), ..., Cn(t)) € CV :

N
Y(r,t) = Cjt)y(r). (2.1)
j=1

Les fonctions propres {;(r)}; sont orthonormales et obtenues a partir de 1’équation aux

valeurs propres de Schrodinger qui est donnée pour tout j € {1,..., N} :
Hpy = Epbj, (2.2)
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ou &; est I'énergie propre associée a la fonction propre ;.

Cas du systeme a plusieurs électrons. Lorsque 'on veut prendre en compte les in-
teractions entre particules, il faut considérer un état du systeme ¢ (ry, ..., rar, t) qui dépend
des positions des M particules. Dans le cas des particules identiques, les états de ces M
particules sont soit anti-symétriques (fermions) ou soit symétriques (bosons). Ces deux
propriétés conditionnent l'espace des états du systeme. L’espace des états n’est pas le

produit tensoriel des espaces de Hilbert des M particules isolées
Hi(R?) @ Ha(R?) @ ... ® Hpr(R?),

avec H,;(R3) I'espace de Hilbert associé a la particule isolée j.

L’espace des états des M particules identiques s’obtient & partir du produit tensoriel des
espaces et des opérations d’anti-symétrisations et de symétrisations (voir [CLMO06]).

La prise en compte de cet espace fonctionnel est complexe et nécessite des approximations.

2.2.2 Seconde quantification

Dans le formalisme de la seconde quantification, la variable d’état v(r, t) et son adjoint

*(r,t) sont remplacés par les opérateurs de champ 1/3(7‘, t) et @@T(r, t) :
Y(r,t) = h(r, 1),
U (r,t) = 1 (r, 1),

Définition 1 (Commutateur et anti-commutateur). Soient A et B deux opérateurs, le

commutateur de A et B est défini par
[21, B] = AB — BA,

et anti-commutateur des deux opérateurs est défini par

h

{A,BY=AB+B

Electrons. Les deux opérateurs de champ g@(r,t) et @@T(r, t) obéissent aux lois d’anti-

commutation :
{0, 1), 907", 1)} = {47 (r, 1), T (', 1)} = 0,
et
{P(r, 1), 97, 0)} = 6(r — "),

Cela signifie qu’il ne peut pas y avoir deux électrons au méme endroit.
Les opérateurs de champ @Z(r, t) et @ZT(r, t) permettent respectivement de détruire et de

créer les électrons suivant les états propres du systeme. Ces opérateurs se décomposent
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suivant les états propres d’un systéeme a une seule particule et cette décomposition fait

intervenir les opérateurs d’annihilation c; et de création c;r-.

Les opérateurs de champ 1&(7“, t) et W(r, t) sont respectivement donnés par
Dl t) = () et D) =Y chypr(n), (2.4)
J J

ou les fonctions 1;(r) sont solution de (2.2]).

Les opérateurs d’annihilation c; et de création c} obéissent aux lois d’anti-commutation :
{cjeny = {ch.cl} =0,
{ejr ek} = Oy
Phonons. Le concept de la dualité onde—corpuscule de la mécanique quantique permet
d’associer les phonons a certains types d’ondes. Les phonons sont les bosons associés aux

ondes élastiques qui apparaissent dans les solides cristallins (phonons acoustiques) et aussi

associés aux ondes de polarisation du champ électromagnétique (phonons optiques).

Phonons acoustiques. Les opérateurs associés aux champs de déplacement et aux
moments cinétiques sont donnés dans 'appendix de [HK09].
Soit X;(r,t) la jeme composante du champ de déplacement a la position r et au temps ¢

et p;(r,t) = ihd;X;(r,t) son impulsion. Les deux opérateurs canoniques sont
X;(r,t) = X;(r,1),
p;(r,t) = p;(r,t).
Les opérateurs de déplacement et d’impulsion obéissent aux lois de commutation :
Vil e {1,2,3},  [X;(r,t), X (¢, )] = [B;(r, 1), By (', )] = O,
[Xj(r, t),py(r',t)] = ih6;,0(r — 1').

L’écriture de 'opérateur du champ de déplacement X(r, t) dans la base des ondes planes
est donné par I’équation (A.69) de [HKO09] et aussi par I'équation (83) de [Kit87] :
- 1
X(r,t) = T Z (exp(iq - 1)bg + exp(—iq - r)bL) eqBq, (2.7)
2
q

ol eq est le vecteur unitaire associ¢ au vecteur d’onde q dont ’expression est

q h
eq =—, Bg= ,
a te] a \/ 2dwg

ol d est la densité du systeme, wq la fréquence des phonons de vecteur d’onde q. Le vecteur

d’onde q appartient au réseau réciproque du réseau cristallin.
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Les opérateurs bq et b:rl sont les opérateurs d’annihilation et de création de quanta de
phonon de vecteur d’onde q. Pour tous vecteurs d’onde q et q’, ces opérateurs obéissent

aux lois de commutation :

[bq, b'] = [l b,] = 0,
[bg, qu'} = Oq,q-

L’opérateur de dilatation, relatif aux expressions du potentiel de l'interaction électron—
phonon, est la dérivée du champ de déplacement ({2.7) par rapport aux trois coordonnées

de 'espace :

OX(r,t) X (r,t) OX(r,t)
D = .
(’I",t) ( (37“1 ’ 87“2 ’ 87’3

Cela nous donne

D(r,t) = Z (Eq exp(iq - )bq + £ exp(—iq - r)bil)
q

— jBa
avec £q = i1 lal.

Phonons optiques. Pour les phonons optiques, référons nous a la page 138 de
[Kit87]. Nous n’avons pas un champ de déplacement cette fois-ci mais un champ de po-
larisation qui permet de déterminer le potentiel électrostatique de l'interaction entre les
électrons et les phonons optiques.

Le champ de polarisation est donné par
Q(r,t) = FZ (exp(iq -7)bq + exp(—iq - r)b:fl) eqs
q

ou F' est une constante qui peut étre déterminée dans le cas du modele de Frohlich.

Dans le formalisme de Schrodinger, I'état du systeme est donné par une variable
mathématique (7, t) qui n’est pas un observable quantique (voir [CDLI7al I(CDLI7hH]).
Nous allons donc définir la matrice densité a partir de ¥ (r,t) qui a Uavantage d’étre un
observable ; elle sera solution de 1’équation de Bloch qui peut se dériver dans les deux

formalismes de la premiere et seconde quantification.

2.2.3 Equation de Liouville

La variable de I’équation de Liouville est une matrice appelée matrice densité et notée
p. Cette matrice fournit des informations sur les taux d’occupation des états quantiques
et les probabilités de transition entre ces états. L’élément diagonal de la matrice p, noté
pj; avec j € {1,..., N} est la probabilité d’occupation de I'état quantique j. Les éléments

non-diagonaux sont des nombres complexes dont les modules, notés |pjx|, avec j,k €
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{1,..., N} et j # k, peuvent étre interprétés comme des probabilités de transition entre les
états j et k. Les éléments diagonaux et non-diagonaux de la matrice densité sont appelés

respectivement populations et cohérences.

Premiere quantification. Dans ce formalisme, ’équation de Liouville se dérive a partir
de I'équation de Schrodinger. La matrice densité est égale au produit du vecteur d’état

par son adjoint
,O(t) = ﬂ’(ﬁ tW*(Ta t)' (29)
La dynamique de la matrice densité p (équation de Bloch) se déduit de celle du vecteur

d’état ¥ (z,t) (équation de Schrédinger). La dynamique de 1'adjoint *(x,t) est
—ihopp* (r,t) = ™ (r,t)H,

car ’hamiltonien H est un opérateur hermitien (postulat de la mécanique quantique).

La dérivée temporelle de p donne :

ihop(t) = 1howb(r, )™ (r,t) + ¥ (r, t)ihdp™ (r, t)
= Hp—-pH
= [H,p). (2.10)

Cette équation s’appelle ’équation de Liouville.

Nous avons vu que le vecteur d’état d’un systeme a un seul électron se décompose sous la
forme donnée par (2.1)). L’écriture de 'adjoint du vecteur d’état dans cette méme forme
donne

YHrt) =) Gt (r).

N
J=1

Grace a l'orthonormalité de la base des fonctions propres, nous avons pour tous j,k et

temps ¢,

pik(t) = Cj(t)Cr(t). (2.11)

Seconde quantification. Dans ce formalisme, la matrice densité est égale a la moyenne
du produit des deux opérateurs de champ 1&(7", t) et 1[)1-(7", t) qui ont été obtenus a partir

du vecteur d’état et son adjoint de la premiere quantification. Cette moyenne se note

p(t) = <W(7z 1 (r, t)> : (2.12)

Dans (12.12]), remplacons les opérateurs par les décompositions (2.4]). L’orthonormalité de

la base des états propres permet d’obtenir pour chaque élément de la matrice densité

Pik = <C£Cj> .

L’élément pj, est égal a I'observable qui permet d’annihiler un électron a ’état j et créer

un autre électron a 1’état k.
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Les éléments de la matrice densité p;, rentrent dans le cadre de la représentation de
Heisenberg [Hei26], qui permet de déterminer 1’évolution temporelle de 1'observable associé
a l'opérateur A. L’observable de I'opérateur A se calcule par rapport a un opérateur

statistique Sy la densité initiale du systeme (voir par exemple [HP97]).
<A> = Te(SoA).
La variation temporelle de <A> est donnée par I’équation de Heisenberg
ihd; <A> - <[AH}> . (2.13)
En remplagant 'opérateur A par chj dans I’équation , nous obtenons
ih0ypji = <[c£cj, H} > . (2.14)

2.2.4 Propriétés qualitatives et quantitatives

Dans cette these, nous allons nous attacher particulierement a la recherche des modeles
continus et numériques qui préservent un certain nombre de propriétés. La matrice densité

doit vérifier certaines propriétés portant sur

les probabilités d’occupation des états pj; ;

— les modules des probabilités de transition entre les états |pjx| ;

— la somme des probabilités d’occupation des états quantiques : la somme des éléments
diagonaux de p, c’est-a-dire tout simplement la trace de la matrice densité;

— le lien entre les probabilités de transition pour les deux sens de transition, ¢’est-a-dire

le lien entre pji et py;, pour tous j et k.

Trace de la matrice densité. L’opérateur trace, noté Tr, appliqué a une matrice,

donne la somme des éléments diagonaux de cette matrice. Nous avons ainsi
Te(p) = Y pjj-
J

Puisque les éléments p;; sont les probabilités d’occupation des états, la somme de ces
probabilités doit étre égale au nombre total d’électrons. Pour que le modele ait un sens

physique, il faut la conservation du nombre d’électrons pour tout temps ¢ : Tr(p(t)) =
Tr(po).

Hermicité de la matrice densité. Une matrice carrée M est dite hermitienne lors-
qu'elle est égale & la transposée de son conjugué M = (M)? = M*. Les formules (2.9) et
(2.12)) montrent que la matrice densité est hermitienne par définition. L’hermicité de la

matrice densité garantit I’égalité entre les modules des éléments pjj, et py;.
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Positivité de la matrice densité. La positivité de la matrice densité permet de déduire
les signes des populations et les bornes des modules des cohérences. La matrice p est dite
positive si

VX eCV, X*pX >0.

En utilisant la formule (2.9)), on montre que la matrice densité est positive par définition.
Soit X € CV, on a
X*pX = X*Y(r,t)* (r,t) X =YY,

avec Y = *(r, t) X.
Pour une matrice p positive, les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

La seconde propriété s’obtient en prenant un vecteur dont tous les éléments sont nuls sauf
le jeme et keme éléments. Elle traduit le fait que la transition entre deux niveaux dépend

notamment de leur peuplement.

2.2.5 Modele a deux espéeces d’électron

Les systemes quantiques a deux especes d’électron sont ceux contenant deux bandes,
la bande de conduction et la bande de valence. Pour ces types de systemes, on peut citer
les puits quantiques, les fils quantiques et les boites quantiques. Dans ces systémes, on

définit quatre opérateurs de champ qui se décomposent suivant les états propres des deux

bandes.
ve(r,t) =Y eu§(r) et Pli(rt) ="y clys(r), (2.15)
J J
do(rt) =D vl (r) et llrt) =" vled*(r). (2.15b)
J J
Les opérateurs d’annihilation et de création obéissent aux lois d’anti-commutation.
A R , —{ch et =0 2.16
{Cjack} ks {Cjack} {Cj7ck} ) (2.16a)
{vj,vf} =0, {vj, v} = {vl, [} = 0. (2.16b)

Ces relations d’anti-commutation découlent de (2.3)). Les opérateurs d’annihilation et de

création pour deux especes différentes d’électron commutent :
[0, cx] = [vj,c] = [v], ]] = 0. (2.17)

On définit une unique matrice densité pour le systéme & deux especes d’électron

pC pCV
p= (pvc pv> , (2.13)
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avec p§k = <c£cj>, p}-’k = <U;21}j>, ,05‘,2 = <’U};cj> et p}’z = <c£vj>.

L’évolution temporelle des différents éléments est donnée par I’équation (2.13)).

Dans les systemes a deux especes, on retrouve deux types de cohérences. Les cohérences
au sein de la méme bande p;?k = <c};cj> et pl) = <v};vj> pour j # k sont appelés les
cohérences intra-bandes. Les cohérences entre deux bandes pj‘,; = <v£cj> et p}’,f; = <chj>

sont les cohérences inter-bandes.

2.2.6 Théoreme de Wick

Le théoréeme de Wick est largement utilisé en physique statistique et en mécanique
quantique, dans le cadre des calculs des observables physiques complexes. Il a été démontré
dans [Wich0, [Das08, [EIb95]. Avant d’énoncer le théoreme, définissons deux notions : 'ordre
normal et la contraction des opérateurs.

Définition 2 (Ordre normal). L’ordre normal est un ordre dans lequel tous les opérateurs
de création se trouvent & gauche et ceur d’annihilation a droite.

Définition 3 (Contraction). Soient A et B deuzr opérateurs d’annihilation et/ou de
création (ou encore des combinaisons linéaires des opérateurs d’annihilation et de création).
La contraction du produit AB notée C(AB), est la différence entre l’opérateur et sa forme
normale.

C(AB) = AB — N(AB),

ot N(O) est l’écriture de l'observable O dans l’ordre normal.
Exemple 1.
Cl(cjcr) = cjer, — N(cjey) = cjer, — cjep, =0,

C(c;r.cL) = c}cz — N(c}c}i) = c;[cz — c;c}; =0,

C’(cjcz) = cjcz — N(cch) = cjcz - c;rccj = [cj, cm

Théoréme 1 (Théoreme de Wick). La valeur moyenne d’un produit d’opérateurs H§:1Aj
(création et/ou d’annihilation) est égale a la somme de tous les produits possibles des
observables de paires de ces opérateurs. Chaque produit est multiplié par la signature de la
permutation requise pour amener ensemble les opérateurs contractés.

Exemple 2. Calculons la moyenne du produit de deux opérateurs de création et deux
opérateurs d’annihilation. Soient a1, ao, ag et ay quatre indices, c&l et CLQ deux opérateurs

de création et cq, €t co, deuz opérateurs d’annihilation.

<cLch20a30a4> = <cLlca4> <CLZCQB> - <cLlca3> <cL2ca4>.

Convention d’écriture 1. Dans les transformations sur les ordres des opérateurs de
création et d’annihilation, nous soulignons les opérateurs qui doivent étre permutés a
l’étape d’aprés

— dans le cas de deux opérateurs, l'opérateur de droite doit passer a gauche et celui de

gauche a droite,
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— dans le cas de plusieurs opérateurs soulignés, il faut considérer tout d’abord les deux
premiers opérateurs a gauche, les permuter avec le processus de deux opérateurs,
apres permuter les deux opérateurs a droite du premier opérateur a gauche, ainsi de
suite jusqu’a ce que le premier opérateur de gauche du départ se trouve a droite de
tous les opérateurs soulignés.

Dans la suite du document, les dérivations faites en premiere quantification concernent

les systemes contenant un seul électron et quant aux dérivations en seconde quantification,

elles sont faites pour les systemes a plusieurs électrons et a deux bandes d’énergie.
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2.3 Hamiltonien libre

L’hamiltonien d’un systéme est 'opérateur associé a son énergie. Il faut donc pour
tout type de systeme (les gaz d’électrons, les cristaux, les puits quantiques et les boites
quantiques) considérer tout d’abord 1’énergie libre. L’hamiltonien associé a I’énergie libre
est donné dans [HK09] pour les gaz d’électrons, dans [GHO3] pour les semi-conducteurs,
et dans [HK09, Bid10l [GHO3] pour les boites quantiques.

Dans les boites quantiques, nous avons deux hamiltoniens pour les deux espéeces d’électrons
(voir par exemple [Bid10, [BT12]).

2.3.1 Hamiltonien libre en premiere quantification

I’hamiltonien associé a I’énergie libre dans les boites quantiques est égale a la somme

de I'opérateur —%A et du potentiel de confinement V,(r). Le potentiel de confinement

dépend des caractéristiques physiques de la boite. L’hamiltonien est donné par

R h2
Hy =

~5 A+ Ve(r). (2.19)

Puisque le laplacien est un opérateur auto-adjoint, Hy est également hermitien si Ve(r) est
une fonction a valeurs réelles. Les premiers états propres associés a ’hamiltonien Hy sont
les états liés et leur spectre énergétique est discret. Les éléments {&1,...,En} du spectre

énergétique sont les valeurs propres de I'opérateur ﬁo. Pour tout j, on a
Hotpj(r) = Ejibj(r). (2:20)

2.3.2 Hamiltonien libre en seconde quantification

En seconde quantification, les hamiltoniens associés aux valeurs propres de ([2.19)) sont
Hf = / DI (r, ) HE jibe(r, t)dr, (2.21a)
HY = / G (r, 6 HY 1y (r, t)dr, (2.21b)

ol pour tout § € {¢,v}

Eluy(r) s a=j
0 sinon

A2 gu(r) = {

Remplagons les opérateurs de champ par les décompositions (2.15) dans (2.21])

HE =Y ( [ v v <r>dr> e,
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Hj = Z (/ Vo (r)Hy 05 (r)dr) 0l Vg
a,af
En utilisant les propriétés d’orthonormalité des fonctions propres, on obtient
_ T _ o
Hj = chjcj et Hj = Eg’vjvj.

L’hamiltonien total du systéme libre est donné par

N¢ Ny
Hy=> H{+ Y Hy=Hj+ Hy,
j=1 k=1

ou N, et N, sont les nombres d’états propres considérés respectivement dans les bandes
de conduction et de valence.
2.3.3 Evolution libre de la densité en premiere quantification

Dans le formalisme de Schrodinger, 1’évolution temporelle de la densité est donnée par
I’équation de Liouville ([2.10)).

1hOpji = [ﬁO,PLk
= Hopjx — pjeHo. (2.23)

En utilisant I’équation aux valeurs propres (2.2)), les deux termes & droite de 1’égalité de

(2.23) donnent

f{()pjk = gjpjk et ,Ojk;f{O = gkpjk‘a
et finalement
ihoipjr = (& — Ek)pjk-
Ecriture matricielle.

En posant Ey = diag (&1, ...,EN), évolution de la matrice densité (2.9) s’écrit

i77/81‘/10|Libre = |:E0>p] .

2.3.4 Evolution libre de la densité en seconde quantification

La dérivation du modele de Bloch commence avec 1’équation de Heisenberg (2.14). Elle

consiste a expliciter les seconds membres :

[CJ]LCJ',HQ:| = [c};cj,HS} + [c;rccj,Hg} , (2.24)

[U;ij,Ho} = [U;ij,Hg] + {v;gvj,H(‘)’] (2.25)
et

{v,icj,Ho} = [v,tcj,HS} + [v};cj,H(‘{} . (2.26)
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Commutateurs nuls.

Les relations de commutation entre les opérateurs d’annihilation et de création, données
par (2.17), permettent d’affirmer que les commutateurs [chj, HY } et [v};vj, Hg] sont nuls.

Evolution des densités de la bande de conduction.

L’évolution temporelle de la densité intra-bande de la bande de conduction pf; ne

dépend que du commutateur [chj, H{j]
[chj,Hg} = ZE& [c;rccj,cllca} ,
(6%

en utilisant la convention d’écriture [I}, on a

[c,tcj, cha] = chchca - chachj
= 5a,jCLCa - chLcjca — c:&cacicj
= 6a7jczca — ch,tcacj - chachj

= 6a,jczca - 5a7kchj.

On obtient ainsi ’évolution de p;?k
o = ( [ehess HE] ) = (€5 = Eches) = (€ — &S (2.27)

Evolution des densités de la bande de valence.

De la méme maniere que précédemment, nous obtenons
1hdypjy = (£ — &) pj- (2.28)

Evolution des densités inter-bandes.

Pour les densités inter-bandes, les deux commutateurs [v};cj,Hg] et [v};cj,Ha’ } sont

non-nuls. On calcule
[Ulicj,Hg} = ZE& [vlcj,c:&ca} = E;v};cj
o
et
[U]JLC]'7H3] = ZSZ {v};cj,vgva} = —Elz’v,tcj,
o
ce qui donne I'équation d’évolution

oSy = (E5 — EN)pSL. (2.29)
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Ecriture matricielle.

Posons
Ey = diag (Ef, s ENGEL s EJ‘QV)

la matrice diagonale contenant les énergies des différents états propres. On regroupe les

équations (2.27)), (2.28)) et (2.29) dans une équation matricielle avec la variable p et on
obtient

ihatp’Li]ore = [E07 p] (230)
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2.4 Action d’un champ électrique

I’étude de l'interaction entre les boites quantiques et le champ électromagnétique
permet de déterminer les caractérisations des boites et de connaitre les avantages de leur
utilisation dans des dispositifs optiques.

L’interaction entre la lumiere et la matiere a été envisagée dans le cas des atomes isolés,
des cristaux, des puits quantiques, des fils quantiques et méme des boites quantiques. Les
modeles utilisés pour prédire le comportement des lasers a boites quantiques sont donnés
dans [GHO3]. Ils font intervenir des termes liés par exemple aux émissions spontanées,
émissions stimulées. Ces modeles ont été dérivés et mis en ceuvre pour les puits quantiques
[SKM94].

Dans notre cas, pour écrire le modele de Bloch pour I'interaction laser—boite, nous allons
tout d’abord écrire 'opérateur hamiltonien total de I'interaction entre le laser et les boites
quantiques et apres utiliser cet hamiltonien pour construire le modele de Bloch grace a

I’équation d’Heisenberg ou de Schrédinger.
2.4.1 Hamiltonien de l'interaction laser—boite

Premiere quantification

Dans I'approche classique, le potentiel de I'interaction entre le champ électromagnétique
et la matiere est donné souvent par 'approximation dipolaire. L’approximation dipolaire
donne le premier terme du développement limité du potentiel de couplage entre le champ
et le dipole électrique. Ce terme du premier ordre est l'opposé du produit scalaire du
champ électrique E(R,t) et opérateur dipolaire p(r) ou le vecteur R est la position

macroscopique de la boite considérée.

V(r,t)=—-E(R,t) -p(r)=— Z E, (R, t)p,(r). (2.31)
ne{z,y,z}

La formule de l'opérateur dipolaire est donnée par
p(r) =er,

ol e est la charge de I’électron.

Seconde quantification

L’hamiltonien associé au potentiel en seconde quantification est donné par
g = [l Vb
— — [ OB®R Db )dr
= —eE(R,t)- / DL (r, t)ride(r, t)dr. (2.32)
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Remplagons les opérateurs champs par leurs expressions ([2.15)) dans (2.32]) :

Y = —e 3" cewB R0 [ 05 e ()i

a,a’

Posons

= / UE () (r)dr,

o1 M€ est une matrice & valeurs dans C3. L’hamiltonien devient ainsi

H" =) "B(R,t)- M il (2.33)
o,

De la méme maniere, les hamiltoniens pour la bande de valence et les hamiltoniens inter-

bandes donnent respectivement

HLV — Z E(R’ t) . Mé,a’vgva/7 (234)
a,a’
flev Z E(R, 1) - (ngalclﬂ)a’ + MX‘?Q,U:&CQ,) , (2.35)
a,af

ou les éléments des matrices MY et M sont donnés par

M; v = —e/d)‘o’é*(r)mb‘o’/(r)dr et My, = —e/qﬁg*(r)m/);/(r)dr.

Les trois matrices M¢, MY et M® sont appelées moments dipolaires.
L’hamiltonien total de I'interaction entre le laser et les boites quantiques est la somme des
trois hamiltoniens (2.33)), (2.34) et (2.35)).

HL — HLC + HLV +HLCV.

2.4.2 Evolution temporelle de la densité en premiere quantification

Soit M(r) la matrice représentant 'opérateur dipolaire P(r) dans la base des états
propres de Hy. L’évolution de la densité pjk se déduit a partir de I'équation de Liouville
[©-10).

La variation de la matrice densité (2.9 donne

ihatp‘(jhamp = E(R, t) . [M, p] . (236)
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2.4.3 Evolution temporelle de la densité en seconde quantification

L’évolution de la matrice densité en seconde quantification découle de I’équation de
Heisenberg . Les calculs reposent sur la détermination du commutateur au second
membre de ’équation , associé & I’hamiltonien H” et aux opérateurs qui composent
les éléments de la matrice densité. Grace aux relations de commutation entre les opérateurs
d’annihilation et de création, nous pouvons tout d’abord identifier tous les termes nuls dans

les expressions des commutateurs.

Commutateurs nuls

Grace aux relations de commutation et d’anti-commutation entre les opérateurs d’an-

nihilation et de création, nous avons

[chj,HLV} = [Ulvj,HLc] =0.

Evolution temporelle des densités de conduction

La dynamique des éléments p§k dépend des observables < [c};cj, H LC} > et < [c,tcj, H LCV} >

dont les commutateurs se décomposent ainsi
L
[c};cj, H C} = Z E(R,t) Mg [clcj,cléca/}
a,af

et
{chj,HLCV] = ZE(R,t) . (M;‘:a, {c};cj,ciyvaz] + My o [chj,vLca/D )
oL,

La détermination de la dynamique revient aux calculs des commutateurs {c};cj,ciyca/},

{C;TCC]',CLUO/} et [chj,viyca/] En utilisant les relations d’anti-commutation (2.16) et en

appliquant la convention d’écriture |1}, on obtient

T _ i
[Cij, CLCO/ = CijCLCa/ — CTaCa/Cij
= 5a7jc};ca/ - clcgcjca/ — cha/chj
= (5a7chca/ - cgc,tca/cj - cha/c};cj

— T
= 5a7jckca/ — 50{’,kCLCj-

De la méme maniere, on a
T _ T
[ckcj, cha/ = 0a,jCLVa/ »

et

T _
[ckcj,vj;ca/ = —6a/7kvgcj.
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L’évolution temporelle de la densité donne
iho o5, = <[c};cj, HL}>
= ZE(R, t) - (M‘;a <c£ca> — ‘;k <cTacj> + M;"a <czva> — :;Ck <v$cj>)
(e

= ER.1)- (M, + (M) — (5 M™),,.) (2.38)

Evolution temporelle des densités de valence

De la méme que précédemment, nous obtenons

ihdepje = E(R, 1) ([MV’ P A+ (M) gy, = (PVCMCV)jk) ‘ (2.39)

Evolution temporelle des densités inter-bandes

La dynamique des densités inter-bandes p‘;}g dépend du commutateur

|:U;LC]',HL] = ZE(R,t) : (M;a, [v};cj,cjxca/} + Mg, [vlcj,v};va/]
a,a’

+My o [v,icj, CLUO/D .
En appliquant la convention d’écriture [1| et en utilisant les relations de commutation et

i- i Vi
d’anti-commutation, les commutateurs valent

[v};cj, cha/] = 6a7jv;£ca/,
[v};cj,vj;va/] = —5a/7kviécj
et
[v;[:cj, CLUQI} = 5a7j11,£va/ - 5a’,kCLCj-

Finalement nous obtenons

ihdpf = E(R,t) - (Mp™ — p" MY + Mp" — p"M™) ;.. (2.40)

On regroupe les équations (2.38]), (2.39) et (2.40) dans une unique équation matricielle

pour la matrice densité (2.18)) :
ihatp‘(jhamp = E(R, t) . [M, p] . (2.41)

2.4.4 Modele de Bloch

Le modele de Bloch pour 'interaction entre le laser et les boites quantiques est composé

des équations ([2.3.3)) et (2.36)) en premiere quantification et des équations ([2.30]) et ([2.41))

en seconde quantification. Les deux formalismes donnent bien des équations de Liouvillle.

Le modele de Bloch pour l'interaction laser—boite quantique :

ihoip = [Eo, p) + E(R,t) - [M, p] . (2.42)
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2.5 Interaction de Coulomb

Dans les systemes a plusieurs particules, comme les gaz d’électrons, les cristaux, les
puits quantiques, les fils quantiques et méme les boites quantiques, les particules chargées
se repoussent ou s’attirent. Elles se repoussent si les charges sont de méme signe et s’at-
tirent dans le cas contraire. Ces deux actions (répulsion et attraction) constituent in-
teraction de Coulomb et nous allons montrer qu’elles modifient les états quantiques du
systeme. L’interaction de Coulomb est une correction des modeles mathématiques sim-
plifiés, utilisés pour étudier les propriétés microscopiques ou méme macroscopiques des
systemes physiques.

Dans [HK09], au chapitre 7, un hamiltonien de Coulomb est développé pour les gaz
d’électrons dans les solides en utilisant I’approximation du modele du jellium qui consiste
a négliger le détail de la structure des gaz et a considérer celle-ci comme un fond de charges
positives. Cet hamiltonien est écrit en premiere quantification en considérant les densités

de charges pour les électrons p. et pour les ions p;

1
He = 5 Z Pa(TYW (1,7") per (' drdr’ (2.43)
a0’ e{e,i}
ou W (r,r") est le potentiel d’interaction.
Aprés une transformation de Fourier 3D en espace de (2.43) et un passage en seconde
quantification, en transformation des densités de charges en opérateurs canoniques, on
trouve
Z Vqa ak+q Sak s 0 s QK s (2.44)
k k',s,s’
ol Vg est le potentiel de Coulomb, son expression est donnée dans [HK09] et ay s et dL s
sont respectivement les opérateurs d’annihilation et de création pour le vecteur d’état k
et le spin s.
Le chapitre 12 de [HK09] porte sur les équations de Bloch des puits quantiques. L’hamil-
tonien de l'interaction de Coulomb utilisé dans la dérivation du modele ne dépend pas des

spins des particules mais dépend de deux espéces d’électron :

2 S T T T T T T
HC = 5 Z Vq (ac,k-‘,-qac,k’fqaqk'ac:k + avvk_,_qav,k,iqav’k/av,k + 2ac,k+qav7k’7qav,k'ac,k .
kk'.q
(2.45)

Les hamiltoniens de Coulomb donnés dans [BP99] et [OAM99] sont écrits en premiere
quantification. Ils permettent d’étudier des propriétés qualitatives des boites quantiques
relativement a leurs tailles et a leurs formes. Ces hamiltoniens d’interaction entre un
électron a la position re et un trou a la position r;, sont donnés dans les deux articles par

2
N e
e = -

T
€lre — rp)
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ou € est la permittivité du milieu.

On retrouve une approche de la matrice densité pour les puits quantiques dans [HP97]
avec la prise en compte de 'interaction de Coulomb entre les électrons. L’hamiltonien
de Coulomb est donné en seconde quantification avec les opérateurs champs a une seule
particule. La densité pour un systeéme a deux et trois particules dépend respectivement de
quatre et six opérateurs champs a une seule particule.

Ce modele est utilisé dans [HRM99] sans aucun détail de dérivation. Il est utilisé pour

analyser numériquement les effets optiques lors de l'interaction du milieu avec le champ.

Le modele de l'interaction de Coulomb développé dans cette these part d’un hamiltonien
écrit en seconde quantification dans le modele électron—trou. Ce modele électron—trou est
transformé dans le modele conduction—valence pour des raisons de symétrie. L’hamiltonien
obtenu est inséré dans 1’équation de Heisenberg pour obtenir un modele de Bloch prenant

en compte 'interaction de Coulomb dans les boites quantiques.

2.5.1 Hamiltonien de Coulomb pour les paires électron—trou

La figure est le diagramme de Feymann de l'interaction mutuelle entre deux parti-

cules quelconques.

b1 D1

p2 P2
FIGURE 2.1 — Diagramme de Feymann de deux particules en interaction.

Hypothese 1. Lors de l'interaction coulombienne, les particules sont annihilées puis crées
aur meémes positions.

Considérons un systeme a N excitons (paires électron—trou). Dans ce systeme, il existe
trois types d’hamiltoniens de Coulomb :

— deux hamiltoniens de répulsion (électron—électron et trou-trou),

— un seul hamiltonien d’attraction (électron—trou).
Les écritures de ces hamiltoniens en seconde quantification sont données dans [HK09,

HLEK90] pour les boites quantiques (chapitre 20). Nous avons

1 N N R R
522 / / DL, )DL (1, YV (1) e (71, )16 (5, ) dr (2.46a)

Jj=1k=1
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(2.46b)

T
=
Il
N | —
[]=
[]=
=
=
—~
hﬁ
~
N—
=
=
—~
3
>
~
S—
—~
Qﬁ
>
N—
<
=
o~
—~
=
ES
SN—
<
=
—
&j
S~—
QL
hﬁ
IS
3
E

N N ) ) R R
LS [ [ kst 0 0V i 0ty Oy (2:460)

Les potentiels V°(rj;), V2 (r;x) et Ve (r;;) sont des fonctions réelles, correspondant aux
potentiels de Coulomb en premiere quantification.

e2

Ve(rje) = VP(rje) = =V () = PP —
J

L’hamiltonien de Coulomb total du systeme est égal a la somme des trois hamiltoniens :
HC — Hge—e +Hh_h +He—h.

Les opérateurs de champ peuvent se décomposer dans la base des fonctions d’onde (2.4)).
Cette décomposition nous permet d’obtenir une forme explicite de ’hamiltonien de Cou-
lomb en fonction des opérateurs d’annihilation et de création et nous permet de compléter
le modele de Bloch.

En remplacant les opérateurs de champ par les expressions pour le modele électron—
trou, dans les hamiltoniens , nous obtenons

N N
e—e 1 ex ex (S (S e
B = 55 [ w0k v ek Vi (rn)eay by (7 e drn
1,02,

Jj=1k=1
o) ol
- Y ® P
= R s o, Con Couy Caty Caty - (2.47)
1,002,
aq,ah

De la méme maniere, on trouve

= D Rl eyt dhdhydaydes, (2.48a)
a17a27
aq,ah
H M= )" Rpeh el dl,doco (2.48b)
- o ,a0,0 0y, Q1 Q2 : :
1,002,
oo

Les termes devant les produits des opérateurs de création et d’annihilation sont appelés
parametres de Coulomb et dépendent des fonctions propres des différents états. Leurs

expressions sont

N2 * *
RS, ot = o / / WK )0 )V Yk, ()0, (), (2.499)
R o o, = V2 / / b (rYVEE (e Y, (Yo (r)drdr (2.49b)

pour k, k" € {e,h}.
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Propriété 1. Puisque V (r,r") dépend uniquement de |r —1'|, alors les relations suivantes

sont vérifiées :

k _ k

Ral,a27a3,a4 - Raz,a1,a4,a3 vk € {ea h}7 (250)
e—h _ h—e

Ra1,a2,a37a4 - Ra2,a17a4,a3'

Comme V (r,7") est une fonction d valeurs réelles, alors :

— Rk

a3,004,001,002

Rk*

1,02,003,004

Vk € {e,h,e —h}.

En tenant compte des lois de commutation et d’anti-commutation des opérateurs d’an-
nihilation et de création, il est possible d’établir la propriété suivante.
Propriété 2. Les produits de 4 opérateurs de la forme dleLQdaerafl sont nuls st a; = ag
et/ou oy = af.

Les modeles de type Bloch sont symétriques dans la formulation & deux especes d’élec-
tron conduction—valence. L’écriture du modele symétrique dans cette formulation est en-
visagée dans la suite en se basant sur la relation entre les opérateurs des trous et des

électrons.

2.5.2 Hamiltonien de Coulomb dans le modéle conduction—valence

Une relation entre les opérateurs d’annihilation des trous et les opérateurs de création

des électrons de valence, est naturellement (voir [Bid10])
do = fuL.

Cette relation signifie que 'annihilation d’un électron dans un état de valence est équivalente

a la création d’un trou. On en déduit que

cﬂ;lala2 = UQIUZQ.

On réécrit les hamiltoniens de Coulomb ([2.47)) et (2.48)), avec les nouveaux opérateurs

d’annihilation et de création :

h—h __ Z h oot
H - e RO&17042,<1/1,0/2U‘11 Uo‘Qva’Qva’l )
1,062,

/! /
Qp,0q

L’hamiltonien de Coulomb des électrons de conduction reste inchangé parce qu’il est égal
a I’hamiltonien de Coulomb des électrons ([2.47) :

e—e c Tt
= / /.
H Z Ro“7a270/1,a,20061cazc%ca1
1,02,
ol o,
1,0
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Le dernier hamiltonien des interactions conduction-valence nous donne

He—h e—h T t
= /.
Z Ral,oéz,a'17algcalva2va’zca1
a1,02,
A
04170[2

Les hamiltoniens H* " et H*~" comportent des produits des opérateurs d’annihilation et

de création, qui ne sont pas écrits dans ’ordre normal défini par la convention

Pour mettre les produits d’opérateurs dans ’ordre normal, il faut utiliser les transforma-
tions de commutation et anti-commutation données par (2.16]) et (2.17]).

T — _ ol
daldOCQ - 50‘17042 'Ua2'l)a1.

La convention [1| permet de réécrire les opérateurs de ’hamiltonien HP~P :

Tt
Van Vaz Vg Vot

T

50427&/21)0[11)&,1 ~ Vay Vgy Var Uy

T T T T
(5062’0/21)0417)&,1 - 5a17az2va2va,1 —i—va,zvalvazva,l
G ot VoV ) — By o VagVl s + Ot an¥) Vg — V1, vy 01, 0
Q2,0 Va1 all a,00 Y02 all Qs ,00 0/2 a1 a’2 a1 all a2

T T T T Tt
5ag,a’2va1va'1 a 6a1,a’2va2va/1 + 60(,1,042110/2@041 - 5a1,a’1val2va2 + Yoy, Vot Vo Vay

T T T Tt

50&2@’27)0617)0/1 — 5a17a/2vazva,1 + 5a/17a2va/20a1 - 50&170/17)0/2”042 + Vg Vot Vs Vo
) ) ) /UTU ) 1Oy + 46 /UTU + 6 UTU
Q2,00 Y 0,00 2,00, C“Il aq a,00 P 0,002 1,00 all (05 o, CV’Q (o5}

T Tt
_60{17&/111&,2 Voo + Vg Vo, Vaz Vo -

Certains termes jouent un role identique dans la sommation a cause de 'invariance de la

transformation (a1, o)) ¢ (ae,ab) (2.50) :

h T h T
E S v, = g O o v, v
0427042R041,a2,a’1,a’2 ol v Oll,OélRal,ag,o/l,o/Q al, "a2>
1,02, 1,02,
’ / ! /
Qap,0g a1,Q9
h T h T
g Ons o R v v = E 0o/ o R v,
o ta a0 a0 Vo 02 a2 tag,az,a,ah Vol A1)
1,02, a1,a2,
! ! ! /
Qap,0g Qap,Q9

ce qui permet d’écrire

h Tt
Z Rq, oz, 0 Ve Vaz Vo Vo

al,02,
1
OLI,QQ

— h T t
- E : Ral,a2,a’1,a’2 <5a2,o/25a1,o/1 B 5(1170/25(1270/1 o 26062,(1/200/1 Vay + 250/17&2?'](1’2@5“1

1,02,
A
0417(12

Pt
+va,1 Vg VarVay |-
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Donc
h—h __
H = E (5042,&’2 5041,&’1 - 5041,0/2 5042,0/1
1,02,
o ,a

o
a1,02,0,0y

_ E h h 2 : 2 : h +
- (Rahaz,al,ag Ral ,Q2,002,001 + 2 2,000,000 Rag,a o,0 )Ual Vay

1,02 1,02 o

Tt
+ E Rala2’a17aév Vg Ve Vary -
al,02,
o ,ah

—204, Oé'sz Vay + 2041, azvléval + ”lelgvaz”%) Rh

Nous procédons de la méme maniére pour mettre les opérateurs de I’hamiltonien H¢™"
sous la forme normale.

C ot e, = o oh o
CayVarUgs Cap = Oz 0, Cory Cot, — Coy o Uy, Vs Cal

alors

e—h __ e—h t PN |
H" = g Ral,a27a’l,a/2(5a2:a,200¢10al1 Ca1va'2”azca’1)'

1,02,
A
al,az

Nous définissons les parametres de Coulomb de ce modele en fonction de ceux du modele

électron—trou.

C _ e
ror = o
aq,002,0q ,00 a1,02,000,00)
v h
R 1o = R o
Q1,022,000 ,00 Q) ,00,00,0027
Cc—V _ _pe—h
roor = o .
Q1,02,0,0, Q1,00,07,02

Les hamiltoniens de 'interaction de Coulomb pour les boites quantiques dans le modele
conduction—valence peuvent étre définis en remplacant les parametres de Coulomb du
modele électron—trou par les parametres du modele conduction—valence et en supprimant

les termes constants dans leurs expressions parce qu’ils n’interviennent pas dans les com-

mutateurs.
c—Cc __ C T T
H = E Ral,az,al,a’zca1cagc /Ca/,
a1,02,
! !
Cl(l,OLQ
vV—v  __ A _ nv v _ RV T
H - E :(Rahazﬂhaz ROé27041,0¢170¢2) +2 § : § :(ROQOCLOQ@C Ra1,a70427a)voc1va2
1,02 al,az o
T oot
+ E R, .y Vo Vo Vag Va5
a1,02,
oo
c—v _ c—v T o7
H - Z Rm,a of,a 011 oy + Z a1,a2,a1,a’gcalva2valzca’1'
/ o ,00
aq Oél ) )
al’ af,ah
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2.5.3 Dérivation du modele de Bloch pour ’interaction de Coulomb

La dérivation du modele de Bloch se fait a partir de I'’équation d’Heisenberg (2.14)). La
variable de I’équation d’Heisenberg est la matrice densité. L’introduction de I’interaction
de Coulomb dans le modele revient au calcul du commutateur associé a I’hamiltonien de

Coulomb et a 'opérateur de 1’élément de la matrice densité concerné

| = (lp, HO). (2.51)
Coul

Second membre des dynamiques des densités de conduction
Commutateur nuls. Grace aux relations de commutation des opérateurs d’annihi-

lation et de création associés aux deux especes d’électron données par (2.17)), les commu-
b

tateurs suivants s’annulent :
[chj,Hv_V] = [vlzvj,HC_c] =0. (2.52)

Calcul du commutateur [c,tcj, H¢™°]. Le commutateur [c;fﬁcj, H®™¢] peut se réécrire

plus simplement

T oge—e] — [0, C Tt
lcpci, HC] = [e.c5, g Rahaz’al,aécmcazc/c/]
a1,02,
a0
— c PR B |
- E Ral’w’a,l’aé[ckc],calca20 xe ,]
a1,02,
oy o
ou
T Tt — o bt Tt T
[Ckcj7 Cay CasCa '200/1] = CpCiCay CasCatCaly — Cay Can Caty Cal CpCy-

Nous allons transformer le premier terme du membre a droite de I’égalité. Cette trans-
formation doit nous permettre d’obtenir une expression dans laquelle apparait le second

terme (voir Convention d’écriture [1)).

Te.el of —
CCiCay CanCalyCal, =

f o el
al,JckCagc ! Cy 4 — CCy, CJC Cq /C 4

0,
— i _ ot Tel of o
= 5011,]%%20 1 Co, — Oag,jChCyy Cal,Caly F €Ly Coy CiCal, Car
| _ ot toat o ,
6a1 J Ckc a2 CalyCal) 602,] CrCay Caly o, + Cav1 Can CCalyCat Cj
0,

| At ol .
awckc 2CotyCall — Oa, jCkCoyy oty Catl T+ Oa, kcal Ctvy Cat, Cj

_ob et T .
Covy Cony Caly CCo, Cj

a1 “ag
— oot Tt t ,
= 5a1,]ckc CalyCal, — Oag,jChChy CalyCal T Oc OCICOQC 1Cj
— ol Tt T A
O 1 a1 Cliy CalyCj T Chyy Couy Cot Cor, O Cj -
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Le commutateur vaut ainsi

fo o o _ s e e
[€hCjs Coy CanCatCal]l = Oa1,iCChyCatCal, — Oan,jChChy CalyCal,
Tt o Tt .
+ Oaly 1 Chy ChyCol, € — Oa kChry Couy Cay Ci s (2.53)
d’ou
T FCC] — c ol et ol et
[cpci, HC] = E RS ool ol (0a1,iCChy Cay Catl = Oas,jCiChy Cat Ca,
1,002,
/ /
Ozl,oa2

Tt . ToaT .
+6o/2,kcalca26a’l Cj — (50/1’]60041606260/20] :

En tenant compte des relations entre les parametres de Coulomb données dans la propriété

nous pouvons réécrire le commutateur.

T. pre—c] _ c b (A ‘
[cpci, HC] = E Ral’ama&’a& 20a,,jC1Chy Caty Cot, — 200 kCoy Couy Caly Ci
aq,02,
JeTANYA
_ E C Tt c Tt )
= 2 (Rjya,al,%ckcacwcm _Roé17a27k:aca1ca2cacj :
«
1,02

Calcul de [chj, H™V]. Le calcul du commutateur [c,tcj, H¢™V] revient a son tour a la

détermination deux commutateurs dépendant des opérateurs de création et d’annihilation.

fer V] = _ c—v Teo ol c—v Te: ol ot
lepei, HV] = E Ral,a,ag,a[ckcﬂ’calca’l]"’_ g Ralm’a,l’aé[ckcj,calvwvaécaa].
/ 1,02,
a,o
o v o,

Le second commutateur s’exprime en fonction du premier & cause de la relation de com-

mutation entre les opérateurs de conduction et de valence.
[ T

N — ol Too of
C1.Cjs Cyy Vb Vo, Caty ] = Vdy Vot [€,C55 €, Cat -

o : Py
Il nous faut ainsi déterminer [¢;cj, ca,Cqa]-

fe.ch - o tel e

C1.CjCh, Ca = Oay,jChCal — CCh, CiCat
_ . toel ,
= 5amckca/1 — C&, CCal, Cj

_ T toa 4ot T
= 5a1,]ckco/l — 50/17kcalcj + ¢4, Col G5

d’ou

[c}icj, cTalca/I] = 5a1,j020a/1 - 5a/17kclch. (2.54)
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On obtient

T c—v] _ c—v A .
[cpc;, HTY] = — Z Roqyoﬁa,l,oé((56%17]0,60&/1 —5a/17kcl;16])

al:alv

T ) _ o
D R o Ve Ve (B jCkcay — Bag el ¢5)

1,02,
oy ,al
- _: : ]04011, Ckcl+: :Ralaka alj
al,a a1,
1ot E c—v T ool A
+ Z ]ag,al a26k0a2vaéca/1 Rahaz,k azcal azvalgcj‘
al,ag,a2 061,06270/2

Second membre des dynamiques des densités de valence

Calcul de [U;ij, HV7Y]. Le commutateur de [v,ivj, HV~Y] nous donne

T, v— v _ v t,,.f
{UkUJ’H = 2 aal,am _Ral,a,ag,a)[vkvjﬂvalvaz]
a,a1,0
E Tor of of
+ Ral,ag,al,aQ [vkvﬁ Vo Vag Ua'zva’l] .
a1,a2,
oo

L’expression de [v,tvj, 0h, V] se déduit du commutateur (2.54) et celle de [v,ivj, vh, vl VayVat |
se déduit de (2.53)). Nous obtenons

[U;LU]', HV_V] = < Z(RV,] ag,q R;a azg, oz)vl];vOéQ - Z (R‘(;,oq,k;,a - R‘t;l,a,k,a)vlqv]'
Q9,0 aq,o

o1 T oot )
Z J as3,a2,01 VpVa3VarVas — Roq,ag,k agvalvagvaiivj) .
1,02,
as

Calcul de [vij, H™V]. De la méme maniere, on calcule

k
[wiv, HV] = — g R wivi, e co]+ E RV [wliv, vl ,U /]CT Co/
k=3 al:aaallva k73> an oy alaa27a/17a/2 k730 |
ar,az, ar,as,
@ g

— c—Vv o001 +

- Z Ral,az,a’l,a’z [Uk:v]’ ’Ua,2 UO@]cal Ca’l .
a17a27
a0l

Le commutateur [U;ij, UJ;, Vo] se déduit de (2.54) et nous avons
2

T T _ T
[vkvj,vaévw] = 5a27jvkva/2—5a/2,kv£2vj.
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On a
[UJrU' H V) = E R (0, Wlvg — 6o ol v;)el o
k¥ a1,a2,0],ah \ 2] Tk oy as,kYas Yy ) Caf
01,03,
oy ol
= eV f ol -3 R t ool v,
- Z ROél 9> 0 Con vkvalz Cay ch ,ag,a’l,kCOq Vo, ViCal -
ai1,a, a1,0,
o az

Second membre des dynamiques des densités inter-bandes

Calcul de [v);cj,HC*C]. Le commutateur [U,chj,HC*C] nous donne

T, c—c _ T c ot
[vc;, H™C] = [v)cy, Ral’a%a,l’aécalc@gaéca,l]
a1,a2,
af,ah
= ¢ T (el ef ot ,
o Z Ra17a2,a,170/21)k <Cjcalcagca’20a’l coqcagca’zco/lcj ,
a1,a2,
af,al
avec
N _ T - AT _ it
CJCa10a2Ca'26a’1 calcazcaéca'l Cj = 5a1,30a20a’26a’1 5012,]004100/200/1'
Alors
[ = S B agtlebuging ~ 3 el
lones, 7] = RS sy 0y VkCanCoyCal = D, By j a0 VkCon CayCal
g, ay,af,
o o,
_ ¢ Tt
= 2 Z Rj,oél,amasvkcmcaiicoéz‘ (2.55)
1,2,
as

Calcul de [v,icj,HV_V].

T, oggv—v] _ E v Tt ot .
[UkCJ?H ] - Ral,ag,a’l,ag[vk’Ua1va2valgva'1]cj

o
a1,02,07,0

+2 Z (Rz,al,ag,a - Rzl,a,ag,a)[vliﬁ UlvaQ]Cj.

a1,002,x

La premiere somme se déduit de I'expression ([2.55|)

> R} Teo ol of =2 Y R t oot ,
Rahaz,&'l,a'g [vkcﬂ’ Uo/l chévaﬂval] =2 Ral,am&s,kUO&lUO@UO‘?»CJ‘

1,002, 1,02,
ool as
Tof _ T

En plus [v;, 4, Vay] = —0ay kVa, » alors

T . V=V = v T T . A% v 1’ )
[Ukcij ] = 2 E Ral,ag,ag,kvalvagvasc]_E (Ra,al,k,a_Ral,a,k,a)vach :

aq,02, a,0
[e%]
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Calcul de [v};q, H¢™V]. En se basant sur les calculs précédents, nous avons

To gVl — _ To o c—v Too of of
[v,cj, HTV] = RE al’a[vkc], Co Cat] + }3061704270/1,(%,2 [V1.Cjs €, Vs Ve Car]
aq,000
(5} Oél » )
’ o o
_ T
f— Z ]04061, ’Uk,Ca/
oy«
Tt _ E C—V b ool )
+ Z jag,al o, Ui Vas Vs, Cal, Ral,ag,al,k a1 Vas Cal G-
04270617 04170/17
o, @2

Récapitulation. Les expressions des commutateurs non-nuls du modele de Bloch

sont
T, pe—c] _— Tt C T ot .
[Ckcij ] - jaal,agckCaCOQCal Ral,ag,k ozccucachlcj)?
a17a2:
o ge—v] — _ e e
[epe;, HTY] = ]aal, Ckc A al,aka Cay Cj
al,a a1,
7ot _ E c—v Tt .
T Z 37042»&1 o, Ok Vs Vo, oy Roq,ocQ,k oty Car Vo Vo, €55
o ,a2,04 o,a2,00
T v—v] __ § v v T E v v T .
[vkv]’ H ] = 2 (Ra,j,ag,a - Rj,a,ag,a)vkvoéz - (Ra or,k.a Ral,a,k,a)valv]
g, al,a
§ ’ v 7ot _ T oot A
(R] ag,ag,alvk;vangéIUOéQ Ral,ag,k a3’l)a1’l)a2 UOC3U.7) ’
a1,02
asz
T pFe—v] — c—v Too0 _ c—v Tl o
[vvj, HY] = E RO o, Cou Uk Vo, Caty E Ral’o%oé1 1Coy Vany Vi Cal
a,al, ag,al,
/ [e D)
T. gre—c] _ Tt
[vkcJ7H ] - 3041,042 a3vkcalca36a27
04107;;’27
T ; VoV = T T . v v T )
[Uij,H ] - Ral,az,ag, e S (Ra,a1,k,a_Ral,a,k,a)valcj )
041,0427 a,on
T . pre—vy  _ _§ E o7
[vk:CJ’H ] - ]aal,avkc 1+ ],ag,al,aQUkvazvalgcall
oo ag,of,
g
_ c—v T o7 .
Z ROC17(127041 1 Car Yoz Ca) €5
a170/17
a2

Les opérateurs de création et d’annihilation dans ces différentes formules apparaissent
dans certains cas en produit de 4 opérateurs. L’observable associé aux produits de 4

opérateurs peut étre approché en fonction de la densité p.
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2.5. Interaction de Coulomb CHAPITRE 2. Modélisation

Evolution des densités de conduction

Les évolutions des densités, données par I’équation d’Heisenberg, dépendent de 1’obser-
vable des commutateurs calculés dans la section précédente. Les observables des produits
de 4 opérateurs de création et d’annihilation ne correspondent pas aux densités prédéfinies.
Nous allons appliquer le théoreme de Wick pour décomposer les observables a 4 opérateurs
en produit et somme des observables a 2 opérateurs.

Commencons par ’observable du premier commutateur [czcj, He ] .

T c— c _ E 7T C 7oAt .
<[CkCJ>H = 2 ]aalocg CkCaCa26a1> - alagka<calca20acj> :
a,o,002

Appliquons le théoreme de Wick aux deux observables de droite :
T™™W
(chehCarcar) = Poikhioa — PiakPirar

Tt NIW e e e e
<Ca10agcacj> = PjarPacs ~ Pac Pjass

alors
TW
<[CLCj7HC ¢ = 2 Z < jao o palkpgza —szkpgla)-
a,a1,a2
Sylagka(pjoqpaocg pga1p§a2)>
T
= Z < Z jOéllOéQ - ;alagl)pgcgog)plck
l Qag,0
- Z pjl ( Z lcalkag - Rgllkag)p((;ga1>
Q1,2
TW
= [A%(p), Pk,
avec
=2 Z ]alk’ag - jalagk)p((:xgal' (256)

1,002

L’observable du second commutateur [c};cj, He™V] s’écrit

T .. pe—v _ c—v E : c—v )
<[CkCJ7H ]> - R]Ocal Ckc ! + Ral,aka CJ>
al,a a1,&
E Jf T _ E c—v Tt .
+ ] ag,oal,oz2 Ckv 2UC¥/QCO/1> Ral,az,k,aé <COéva¥2UO/QCJ>
a1,a2,
a17a27 a’2
§ E J@lla2pa2a1 plk § E Ja1a2lp042061 )plk
Qi,a2 I a1,02
c c—v cv
o Z Z lalka2'00420é1 Pii + Z( Z Rallk}agpl)QOél)p]l
a1,02 a1,02

_Z Z jala plk""Z Z laka p]l
l «
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Posons
’y;kjv(p) = = Z R;alva2kpa2a17 (257&)
Q1,00
'ij. Z Raljkazpa2a17 (257b)
a1,02
(o) = D R Prsans (2.57¢)
aq,02
et
i == Riaka: (2.57d)
o

Nous avons ainsi
—vi ITW & —v - v
(ehes, HET) = [C(0) =™ 0k — D25 (0)oi + ZP}H i < (
l
En rassemblant les deux résultats obtenus, on a

™w ¢ C v c—v ¢
(ehess HO) 2 A0, o+ 1€ (0) = 1
=2 (e Puﬁzpjhfkc . (2.58)
l

Finalement 1’évolution des densités de conduction liée & linteraction de Coulomb est

donnée par

= [A%p), Pk + 1€V (0) = 1, 0Tk — D5V (0)oik + Z P (
l

Coul

Evolution des densités de valence

Premierement
<[U£7}j,HV v = 2 Z ( jaa1a2 vksz UGQU(Xl) - Rélazka<vl1vlgvavj>>
a,a1,a
+2 Z(joa,ﬁ - joﬁa)@)]ivo» -2 Z(R%akﬁ - REaﬁk)<szvj>
?B a7/3
T™W
= 2 Z jaOllol2 palkp‘(;ga - Plgkpzla) - Rglagk:a(p}/alpzag - pzalp}{ag))
Q0,00
+2) (Rbjap — Rbjpa) Pk =2 ) _(Rhaks — Rbapr)
a,f a,B

= [A(p) + % 0"k

avec

=2 Z ]alka2 - jalan)pEQO[l (2.59&)

a1,002
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et
K =2 (Rbns — Rijpm)- (2.59b)
B
Ensuite
<[UIZUJ'7HC_V]> = RZ];1&2 <CLUIJQUQQC i Z Ramwrk a1 azvjca'>
a,al o al,0,a
TW v
= Z( Z Ra1]a2lpa2a1)plk‘ Z( Z Rgl;llonaCQal)ple
aq,02 1,02
Zpﬂ Z a1lazkp042041 + Zpﬂ Z lalazkpa2al)
1,002 aq,02
=[S 0 Lk — D (P)oii +Zp§fvfk “(p),
l
avec
Cc(p)]k = Z fol‘;anpchOq (260)
Q1,02

Rassemblons ces deux résultats :

([ofo;, HS) =2 (A () + &7, 0% + [C(0), vbk

=D (el + Zp;m “(p). (2.61)
!
On déduit alors I’évolution des densités de valence :

1h0:pjy, = [A(p) + &Y, p"]jk + [C( Z’Yﬂ PP Zpﬁc’ﬁ}f “(
Coul

Evolution des cohérences inter-bandes

L’approximation des autres observables avec le théoreme de Wick nous donne

T pre— ) = |
([vpc;, H = 2 Z Jaa ol vkc CatCal)
a,al o
C C C CV
Z Z Otlla2pa20£1 -2 Z Rja1a2lpa2a1)plk
1,02 1,02

ZAjl P)Pik
l

puis
<[UI];Cj7 H™™] = 2 Z Ralaza/k o agvalcj> - QZ(REakﬁ - R%a,@k)<v(§cj>
a1,02,x avﬁ
T™W
= 2 Z Rélaza’k(p;valp;’,ag - pX/’QIPELQ) - 22( %ak,@ - R%aﬁk)<vlcj>
ag,a2,0!

= —ZPCV (p) =Y P
I
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et enfin
([UZ;CJ" HC_V]) = Z R;;;’la’z <U;2ULU&/200/1 > B Z Rzlgga’k <Ulz2 CTOc1CO/Cj>
a,ah 0 Qa1,02,0
— > R5s(vfca)
a7/6

w Z a(p)piy — Z’Y]C-l_v PPl — Zﬂgz Gr(p +ZP;1’Y
l
ch " Py
En rassemblant tous ces résultats, on a :
(oles HOY =0 D7 ASulp)of - Zp“ i) - ijmk + chk o (2.62)
k
- Z Vi (PP — Z P5kCri(p) + Z Pk Ve (P) — Z Mk Prk-
k
L’évolution des densités cohérences inter—bandes est donnée par
Z ASL(p)py. — Z PN (p) — Z PSERR, + Z C(p)pin
Zvjk P)PYy — Z P5iCin(p) + Z PS5 (p) — Z 5 P

Coul

2.5.4 Ecriture matricielle

En se basant sur la disposition matricielle de la matrice densité (conduction-valence)

donnée par (2.18]), nous voulons déterminer les éléments d’une matrice

VC B VC VC—V
VV*C VV

chj Ulicj HC :[VC ,0]-
chvj vivi)’ ’

Développons le commutateur [VC, p] pour chaque bloc :

telle que

<[C;LC]', HC]) = VEp© + VeV — pCVC — peVYVTC (2.63)
<[U’];’Uj,HC]> _ VV_CpCV + V¥ — pVCVC—V — 'V, (2.64)
<[U;LC]', HC]> _ chcv + VC_VpV _ pCVC_V . pCVVV. (265)

On identifie ensuite les éléments de la matrice VC avec les résultats obtenus dans la section
2.4.3:
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— Identification de I’équation (2.63)) avec ([2.58)) :

Ve = Ap)+(p) +0",
VY = (),
Ve = ")

— Identification de I’équation (2.64)) avec (2.61)) :

VY= A(p)+((p) + K,
VY = AV(p),
VVTe = ")

— Identification de I’équation (2.65)) avec (2.62)) :

Ve = A(p)+ Y (p) +nY,
VY= A(p)+(p) + K7,
Ve = ().

Les résultats sont bien cohérents avec la forme recherchée et on a

Vo) = ( M) +C )+ () ) |

" (2.66)
7 (p) AV(p) +C(p) + kY

Le modele de Bloch pour l'interaction de Coulomb dans les boites quantiques peut se

présenter sous cette forme

ihde|  =1V°p), 0. (2.67)

Coul

2.5.5 Corrections apportées par l’interaction de Coulomb aux énergies
et fréquences du systeme

Compte tenu des évolutions des densités données par I’équation , on peut calculer
les corrections apportées aux états propres du systeme par U'interaction de Coulomb.
Les modeles libres des trois types de cohérences sont donnés pour tout j # ket §,¢" € {c,v}
par
ihdplf = (€7 — &)

A partir de cette équation, on voit que les corrections énergétiques apportées par l'interac-
tion de Coulomb sont égales aux facteurs des cohérences pgi/ dans leurs dynamiques pour

la partie coulombienne.
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Commencons par les cohérences intra-bandes de conduction, on a

o = (35,000 + G0+ 157 — Ak(o) — Gilo) — iz )
+>° ( PP + Cilp)pii + 15 Vp&;) -> (/ﬁz/\?k(p) + 056 (p) + PS5y V>
1] 1£k
+ <vc‘v(p)p“ - pCV'VV‘C(p)> :
jk
Calculons explicitement A;l(p) et Af(p) -
S(p) = 2(RSu; — Rpn) 51 + 2 Z (RSasian — RSarast) Pisan

(a1=a2)7é(kvj)
2(Rp; — BS) K51 + Tirgi(p),

i:(p) = 2(Rijkj — Rikji) 5 + Tinar(p)

Posons
0E5k(p) = 0&EF — 0& + 2 Z (RSpi; — RSpj0) i — 2 Z (Rigrj — Rirn) 5
147 Ik
avec
085 (p) = A5;(p) + (i (p) +m5"

Dans ce cas, nous obtenons
how5, = 0E5(p)p5i, + <WC_V(p>pVC - pcvvv_"(p)>
Ik

+ ) ( S (P)P + Gi(p) Pl + 05y Pl — P (P) — PG5 G (P) — p?mfk_v)-
I#{5.k}

La correction apportée par I'interaction de Coulomb pour les transitions dans la bande de
conduction est 5€;k.
On déduit la correction des transitions de la bande de valence a partir de celle de la

bande de conduction. Elle est donnée par

6&k(p) = 0&7 (p) — 6& (p) + 22 Tkl — jkjl)pzlk - 22 (Rzlkkj - szkjk)f’gz
1£] 1£k

avec

05 (p) = AY;(p) + ¢ (p) + K35

Les corrections des fréquences des niveaux sont données par

1
0k (p)-

dwjk(p) = +
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Cette formulation est donnée dans [GH02] dans le cadre de la normalisation des énergies
des niveaux quantiques. Nous ne retrouvons pas cette formulation a cause de la non-
linéarité du modele continu. Par contre les corrections peuvent se formuler ainsi dans le

cas des modeles de Bloch numériques et explicites.
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2.6 Interaction électron—phonon

Les phonons sont des quasi-particules qui apparaissent dans les structures cristallines,
et méme dans les structures congues a partir d’assemblages de boites quantiques. Deux
types de phonons sont envisageables et se différencient par leurs fréquences propres. Les
phonons de fréquences faibles proviennent en général de la vibration a l'intérieur de la
structure. On les appelle les phonons acoustiques alors que ceux de grandes fréquences
sont appelés phonons optiques.

L’interaction électron—phonon induit une modification énergétique non négligeable de
I’hamiltonien de départ. Il se traduit par 1’émission ou 'absorption de phonons par les
électrons. L’énergie du phonon dégagée et absorbée, correspond a la différence de 1’énergie
de D’électron avant et apres ’émission et l’absorption. L’énergie de couplage électron—
phonon est généralement interprétée comme facteur de couplage entre les deux types de
particules.

L’hamiltonien correspondant a l’interaction électron—phonon est donné en seconde quan-
tification dans [Kit87, [HKO9] :

1o = [V e

ot VePh(r t) est le potentiel de I'interaction électron—phonon en premiere quantification.

L’expression du potentiel d’interaction Ve*ph(r, t) dépend de la nature du phonon.

2.6.1 Potentiel d’interaction électron—phonon en premiere quantifica-
tion

Le potentiel d’interaction entre les électrons et les phonons dépend des caratéristiques

du champ de déplacement ([2.7]) dans le cas des phonons acoustiques et celles du champ de

polarisation ([2.2.2)) Les expressions sont explicitement données dans |[LA9T, Kit87] pour

les deux types de phonons.

Phonons acoustiques

Le potentiel d’interaction électron—phonon acoustique est le produit de 'opérateur
de dilatation ([2.2.2)) et le coefficient de couplage électron-phonon Ce 1, (voir page 23 de
[Kit87] et I’équation (A.41) de [HK09]).

VP t) = Copn D(r, 1). (2.68)

Le coefficient de couplage C,pn est calculé a partir des déformations du réseau. Ces
déformations apparaissent dans le matériau lors des vibrations ou le passage des ondes

élastiques qui sont capables de déformer le réseau suivant leur plan de propagation.
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On sait que '’hamiltonien total du systeme est égal a la somme de I’hamiltonien du
systéme avant le couplage électron—phonon et de I'hamiltonien du couplage (voir [Bou08])

qui est égale au potentiel Vj_ph(r, t) en premiere quantification.

aI{total

He—ph — “tolal py
an(r, 1)
avec 8H
Ceop = dD(r,1)

et D(r,t) dépend des parametres du phonon et de la densité de I'onde élastique associée

aux phonons.

Phonons optiques

Les phonons optiques interviennent en général lors de 'interaction entre 1’électron et
I’onde de polarisation du champ électrique. Le potentiel d’interaction entre les électrons
et les phonons optiques est le produit de la charge de 1’électron et le potentiel associé au

champ de polarisation (voir page 138 de [Kit87)).
VS, t) = eg(r, 1)

Ce potentiel est appelé le potentiel électrostatique. Le potentiel ¢(r,t) est déterminé a
partir de la loi électrique :
_VQb(ra t) + 47TQ(T7 t) =0,

ou Q(r,t) est donné par (2.2.2).

Nous obtenons

6(r,1) = > (Eqexplia - )bq + Eqexp(—ia - b))
q

. F
avec Eg = —4im .
qa lal

En faisant le lien avec les potentiels acoustiques (2.68]) et optiques , on trouve
Ceph = €.

Le terme C, pn€q est appelé coefficient de Frohlich, est déterminé dans [Fro54] et donné

dans [Kit&7, [SKM94, [SZC00).

2.6.2 Développement de I’hamiltonien électron—phonon

Statistique de Boltzmann

La statistique de Boltzmann est utilisée en physique statistique et en mécanique quan-
tique. Elle permet de déterminer la distribution statistique des particules suivant les états

énergétiques d’un systeéme quantique.
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Cette distribution donne le nombre de particules, se trouvant dans le systeme et elle dépend
d’une constante k (constante de Boltzmann) et de la température 7' du milieu.

Le nombre de phonons d’énergie Eq = hwq donné par la statistique de Boltzmann :

Cas d’une espece d’électron

Remplagons les opérateurs de champ e(r) et 1/)2(7") par leurs expressions données par

([2.15) et Ve~Ph(r t) par son expression :
Hgeph _ Z <Ceyph8q/1/12(r) exp(iq.r) Yy (r)dr cquca/

a,q,0’
+ Ce phé’*/d)a ) exp(—iq.r) o (r)dr ¢, bJr > .

Hypothese 2. La constante Ce ), est réelle.
Avec I’hypothese [2, nous avons

Ggaa = Cejphgq\/w;(T) exp(iq.r) Yy (r)dr, (2.69)
et son adjoint
Ggaa = ephg*/w eXp —zqr)zba( )

Donc I’hamiltonien de l'interaction électron—phonon dans le cas d’une espece d’électron
donne
He~Ph — Z (ana/c bgCor + ana,c b ) . (2.70)
oz,q,a’
Le produit d’opérateurs cquca/ peut étre interprété comme l’absorption par 1’électron
a I’état o/ d’un phonon de vecteur d’onde q pour se retrouver au niveau «. Par contre
cgbilca/ s’interprete comme 1’émission par 1’électron & 1’état o/ d’un phonon de vecteur

d’onde q pour se retrouver au niveau a.

Cas a deux especes d’électron

Dans un systeme a deux especes d’électron, nous devons introduire un hamiltonien
pour chaque espéce. En effet, nous supposons que ’énergie provenant d’un phonon ne peut

jamais permettre a un électron de franchir le gap. Les expressions des deux d’hamiltonien

se déduisent de (2.70) :

HePh = 3 (Gq warChbaCar + G wrch b];ca/> , (2.71)
a,a’,q

HYPh — Z (an a/'Uaqua + Gq*a a’UZzb ) : (2'72)
a7a/7q
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L’hamiltonien total électron—phonon du systeme a deux especes d’électron est la somme

des hamiltoniens de l'interaction conduction-phonon (2.71)) et de l'interaction valence—

phonon (2.72)) :

He~Ph — pe-ph . pv-ph (2.73)

2.6.3 Détermination du modele de Bloch pour l’interaction électron—
phonon

Nous procédons comme les sections précédentes en déterminant le modele de Bloch avec
I’équation de Heisenberg. L’hamiltonien du modele utilisé est celui donné par I’équation
(12.73)).

Evolution des densités de conduction

L’évolution de la densité p$, dépend de la moyenne ([c,tcj, He™Ph)),

La quantité <[c£cj, HV~Ph]) est nulle grace aux relations de commutation (2.17). Il reste &

calculer

(fehes, HP) = 3 (G4 aailehes chbaca)) + Goaar(lehes, clbhe])) . (274)

/
o, ,q

Les deux moyennes a droite de 1’égalité peuvent étre simplifiées avec la relation d’anti-

commutation :
([ehes, chbgear]) = Gaj{chbacar) — S kichbac)),
([ekess ehblicar]) = daglclblicar) = Sar p(chblics)-

Remplagons les deux observables par leurs expressions simplifiées dans I’équation ([2.74]) :

<[C};Cj, Hciphb = Z (ng a<ck qcoc> - Gg,a,k <c:rqucj>

a7q

+G5 0 lchblica) — E{‘fa,k<CLchj>) : (2.76)

Evolution des densités de valence
Les calculs pour ces densités se font de la méme maniere que précédemment.
T, pre—ph) _
[Uk,U]? H ] =0
et

(fos, ) = 3 (G (vhbava) = Ganlvhbquy)
a,q
+ Gy (vhblva) — G (vhbvs)) (2.77)
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Evolution des densités inter-bandes

Les deux moyennes ([v;gcj, HC™Ph)) et ([v,icj, HY~PM)) sont a priori non nulles :

<[U1chj7 Hc_ph]> = Z (Gg a,af <[Ukcj7 ¢ cha’]> + Gg*a o <[UIJLC]'> CLbLCa/D) )
a,a’,q

<[v};cj,HV—ph]> = Z (G;aa <[v£cj,v£bqva/]> + Gy a<[/U]]:;C]7U b X ])) .
a,a’ ,q

Les lois de commutation donnent

<[vkc], c cha/]> =0q,j <U;quca/>, ([v};cj, cLbIlca/D = 0q,j (U};bgca/%
([vfes, vibavar]) = —0ar i (vibacs), ([vles, viblhvar]) = =0 k(vhblies).
Ainsi
([ofe, HT) = 7 (G4 a(olbaca) + Gy (0fbhea) )
aq
et
([ofe;, HY ") fZ( bk (Vhbacs) + Gl r(lbhes) )

Finalement nous avons :
([ofe;, TP = 7 (G4 jalvfbaca) + Goyalofblica)
Gy (vhbats) — Gl rlvbbhies) ) (2.78)

Densités assistées par les phonons

Dans les expressions calculées plus haut, il apparait des observables & trois opérateurs
de création et d’annihilation pour les électrons et les phonons. Ces observables sont les
densités a trois opérateurs pour deux especes de particules. Elles sont appelées densités
assistées par les phonons (ce nom est donné dans [HK09]). Les densités assistées par les

phonons sont données par :

cv

S5 = (ckbacs)  Sgn = (vlbavy), 5§ = (vlbacy).
Les adjoints des trois densités donnent respectivement :

Serin = {elblies), S5 = (wiblvs), S = (wlblies).
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Ces calculs sont bien détaillés dans [HK09] dans le cas des puits quantiques. En remplacant
les densités assistées par les phonons dans les équations (2.76), [2.77) et (2.78), nous

obtenons :

1h0: 05y, o= Z (G5 jaSa ok — SejaGaonk T CGaiaSaar =S4 aGaar)
TP q,o
= > (1G4 Salin + (G5, S5 T5m) (2.792)
q
ihatp]k h - Z (G‘é’j’a “;70‘71‘3 o SQJ C"Gv sk + QJ Q q ak T SV,*J aGQTa k)
e—p Q.o
= D (G Sk + G STiw) (2.79D)
q
ih@tp% . = Z (Gtclj aSqak T an thva*k aioCGaqak — Sad ozGcV;a k) .
=P Q.o
(2.79¢)
A partir des équations (2.79), on construit la dynamique de la matrice densité :
ihdkp = Z (G, Sa] — [Gq; Sql") (2.80)
e—ph q

Gq = Cq 0 et Sq= Sq 0 .
0 G 0 Sy

Les densités assistées par les phonons sont inconnues dans I’équation (2.80]). Leurs dy-
namiques peuvent étre dérivées a partir de I’équation de Heisenberg (2.14) de la méme
maniere que pour la matrice densité.

D’abord, commencons par les calculs du second membre de la dynamique de Sgl ik
—ph
lefbacs, HSP) = 37 (Gg aar {[ebbacy, chbarcarl) + G o <[C,1chj,cgbjl/ca,]>) :
a7a/7ql
Grace aux relations de commutations et d’anti-commutation des opérateurs, nous obtenons

<[CquCja HEPY) = Z (Gé/,j,a<Cqubq'ca> - Ga/,a,k@gbqbq’cﬁ
a,q’

+GS;<] a<c};bqu}/ca> - g*’(,a,k <CqubL/Cj>)

ZGCq*aa c ca/ch]> (2.81)

a,a!
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De la méme maniere, on a

(lefbacs ) = 3 (G (ehbacs, vhbavarl) + G o efbacs vibl v ]))
aa/,q/
= Zana, v va/ckc]) (2.82)

On peut déduire les seconds membres de I'évolution de Sg ik a partir des expressions ([2.81))

ot 5.

([vlbqvj, He~Ph)) Z G C ca/vkvj> (2.83)

([ofbquss BV = 37 (Gl (olbabarva) = G (vl babervs)

i

a,q
G o (0fbablyva) = G i (vhbablyvs) )
—i—Zana (v va/vkv]> (2.84)

Il nous reste les calculs des seconds membres pour les densités inter-bandes S(‘;Vj . pour
2

lesquelles nous procédons de la méme maniére que précédemment

(o] bge;, HEPY) = Z(Gg,7j7a(v,1bqbq/ca> G o ;bqbg,ca>)

a,q’
+Zana’ c ca/vkc]> (2.85)
a,af
De la méme maniere, on obtient
([ofbacy, HVPY) =~ Z 0k {Vhbabarcs) + G o 1 (vlbablyes)
+ Z Golaa (V va/vkc]> (2.86)

Ecriture des résultats dans I’ordre normal

L’ordre normal défini par la convention [2| est nécessaire avant d’appliquer le théoreme
de Wick. Ecrivons dans 'ordre normal les observables de (2.81)) :

(c]babl Ca) = dquq (chea) + (chbl baca),
(chbabl i) = dquqches) + (chbl bacy),

<cha/chj) = (5a/7k<chj> — <CLCLCO/C]'>,
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d’out

<[Clchja HPY) = Z (Ga',j,a@qubq’ca) - ch',a,k<cgbqbq’cj>
o,q’
HG% o lehbl baca) — G o (el bo>)
q'.j,a rqra q a,k q%y
ZG?}a ChCa) — ZGCq*aa (chetearcy).

Pour le terme ([2.82)), Pordre normal est tres facile a déterminer car les opérateurs de

valence et de conduction commutent :

([efbaes, HYP)) = 3" GY, o (whefvares).

a,a’

Pour les autres termes ([2.83),(2.84]), (2.85)), (2.86)), on procede de la méme maniere que

précédemment :

([ofbqus, HPY) = "G, wlchvfearv)),
a,af

<[U1T€bqvijV_ph]> = Z(Gg]a<U1T€bqbq’Ua>_G‘é',a,kwgbqbq’vﬁ
a,q

G W TbT,bqva> = Gy arlv bL/bqvj))

T
e
GV*. i GV* t..f )
.5, Uk’Ua q,o,af (Uavkva’vj>7
a,a!

(1ofbacs, H M) = 3 (G alolbabarca) + G jalelblybace))

a,q
.|.
2 Gaatvica) = X O lebvices)

a,a!

([ofbacs, H ™) = —2( (U babares) + G (Ul bacs))
_Zana U UkUO/C]>

Les moyennes a quatre opérateurs de création et d’annihilation peuvent se reécrire
comme somme des produits des éléments matrice densité p via le théoreme de Wick.

Théoréme de Wick

Le théoreme de Wick est explicité dans la section 2.1.6 et aussi dans la section 2.4.3.
Dans notre modele, nous retrouvons les moyennes de types (cqu/) et <bgca/> qui sont

nulles avec le théoreme de Wick. On a ainsi

<CLqubq’Ca’> = <CTaCa’><b:rlbq/> = 5q,q’nq<cjxca/>'
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Les approximations par le théoreme de Wick des dynamiques des densités assistées par les

phonons nous donnent

™W * *
00hSqsn = mad (Giapin — PiaCaan) T D Caiarin
« «
4 (pchZl*pvc _ pch*pc)jk 4 p;kTr<Gg*pc _ G;*pV),
™
1hdSqjn = 7a Z GarjaPak = PjaCGaak) + Z GagalPak
4 (pch«c:l*pcv o vaa*pv)jk 4 pjkTr(Gé*pV o G«cq*pC)7
™ vV YVk
lhat q] E = nNq Z GC*] apak p;a q,, k + Z ,j «a ak
«

_ (IOCGZ*/)CV - pCVGé*pv)jk + ijTr(ch*pc + G\é*pV)

Ecriture matricielle du modéle

Soit la matrice

= (40 H0)

A¥(p,Gg)  A¥(p,Gg)

avec
Ac(p, G(*}) — pcha*pvc _ pcG(cl*pc + ,OCTI’(GZ*,OC _ C:gkpv)7
A%(p,Gg) = p G p” = p G p" + p e (G p" — G p),
AY(p,Gg) = PGP = p° Gy pT A p T (G + Gy pY).
L’évolution temporelle des densités assistées par les phonons est

1h0¢Sq = nqlGg, pl + Ggp + Alp, G-

e—ph
Contribution de ’hamiltonien libre des phonons

Les phonons modifient la dynamique des densités assistées par les phonons. L’hamilto-

nien associé aux phonons libres est égal a la somme des hamiltoniens des différents modes

= hwgblbg.
q

Cet hamiltonien ne contribue pas dans la dynamique des densités électroniques (modele de

de phonons libres :

Bloch). Pour déterminer l’expression de sa contribution dans les dynamiques des densités

assistées par les phonons, on procede comme précédemment :

ihohSqij = (lclbges, HP]) =" hwg ([clbgei, bl b))

=Y hwq<c}chi> = MwqSqij-
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Le modele de l'interaction électron-phonon dans les boites quantiques devient

ihosp = Zq([Gqu] — [Gq; Sq]"),

= TwqSq + nq[Gy, pl + Ggp + Alp, Gg)-

e—ph
ih8,Sq

e—ph+ph
Modele complet pour les nouvelles densités

Le modele des densités assistées par les phonons, défini précédemment, ne prend pas en
compte les autres interactions du modele de Bloch général. Pour avoir un modele complet,
il faut ajouter les autres phénomenes au modele des densités assistées par les phonons. Les
hamiltoniens a considérer sont

— I’hamiltonien libre des électrons de la boite Hy,

— T’hamiltonien de linteraction laser—boite HZ,

— T’hamiltonien de Coulomb HC.

Pour chacun de ces effets, nous allons calculer les seconds membres de I’équation d’évolution

des densités assistées par les phonons.

Hamiltonien libre. En se basant sur la premiére partie de la construction du modele de
Bloch, nous retrouvons le développement d’un hamitonien pour les électrons du systeme
a létat libre dont I'expression est donnée dans la section

Référons nous aux calculs faits dans cette section et déduisons que

ihatsq = [E(]a Sq]v
Libre
Hamiltonien d’interaction du systéme avec le champ électrique. L’hamiltonien
de I'interaction d’une boite quantique avec le champ électrique est la somme de trois hamil-
toniens. Les expressions de ces trois hamiltoniens sont données dans la section 2.4, Compte

tenu des calculs de cette section, nous obtenons

ih0;Sq =E(R,t) - [M, Sq],

Champ

Hamiltonien de Coulomb. A nouveau les calculs effectués dans le cas du modele de

Bloch pour l'interaction de Coulomb peuvent se généraliser a ces densités et nous avons

110, Sq = [V (p), Sql,

Coul

ot les expressions des éléments de V' (p) sont données dans la partie sur 'interaction de

Coulomb (section :
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Modele de l’'interaction électron—phonon

Le modele de Bloch pour 'interaction électron—phonon regroupe tous les phénomenes

considérés dans cette these, a savoir les équations ([2.30)), (2.41)), (2.80) et la dynamique

complete des densités assistées par les phonons Sg. Le modele est donné par

iy = [Vit.p(t). p(0)] + T ((Gas Sal = [Gas Sal"). .87
ihatsq = hquq + [V(t’ p(t)), SQ] + nQ[Gga P] + Gap + A(p, Gg)a ‘

avec V(t,p(t)) = Eo + E(R,t) - M + VC(p(t)).
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2.7 Couplage du modele de Bloch avec les équations de

Maxwell

L’interaction entre le laser et les boites quantiques est mise en ceuvre dans cette these
avec un modele semi-classique, composé d’un modele classique pour le champ électromagné-
tique et un modele quantique pour la description & ’échelle fine des boites quantiques.
Le modele classique utilisé pour déterminer 1’évolution du champ électromagnétique est
celui de Maxwell. Les équations de Maxwell sont les équations qui couplent le champ
électrique E(r,t) et le champ magnétique B(r,t).

La premiere équation est celle de Faraday qui donne I’évolution temporelle du champ

magnétique en fonction du rotationnel du champ électrique :
0B(r,t) = =V x E(r, t).

C’est une équation linéaire qui dans notre contexte (ot on ne prend pas en compte d’effets
magnétiques) ne dépend pas des caractéristiques physiques du milieu traversé par le champ.
La seconde équation du modele de Maxwell est I’équation d’Ampere. Elle donne la dérivée
temporelle du champ électrique en fonction du rotationnel du champ magnétique et de la

polarisation P du milieu (boites quantiques).
1
ﬁﬁtE(r, t) =V x B(r,t) — no, P,

oll v est la vitesse de la lumiere dans le milieu sous-jacent et p sa perméabilité. On a
vZep = 1 avec € est la permittivité du milieu sous-jacent

La variable P est la polarisation liée a la présence des boites quantiques et dépend de la
matrice densité :

P = N,Tr(pM),

ol N, est la densité volumique de boites.
Les deux dernieres équations du modele de Bloch sont les équations de conservation du
courant et de charge (équations de Gauss et d’Ampere). Ces deux équations doivent étre

satisfaites pour tout temps.
V-B=0 et V.(E+P)=0, (2.88)

La matrice densité définie par est solution du modele de Bloch dérivé dans les sec-
tions précédentes. Ce modele prend en compte les énergies libres des électrons des boites,
I'interaction entre le laser et les boites, l'interaction de Coulomb et 'interaction entre les
électrons et les phonons. Le modele de Bloch complet est donné par 1’équation .

Le modele de Maxwell-Bloch complet de 'interaction laser—boites quantiques est donné
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par
oB(r,t) = =V xE(rt),
OE(r,t) = 02V x B(r,t) — v*ud,P,
V.B = 0,

V.(eE+P) = 0,
op(t) = Vit o), p(8)] + X (Gas Salt)] — [Gas Sa(®)]")
10,Sq(t) = [Vt pl(0)), Sa(t)] + FirgSalt) + nq [Gip p(D)] + Gip(t) + Alp(t), Gy,

P = N,Tr(pM).

(2.89)
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les propriétés mathématiques du modele de Maxwell—
Bloch obtenu dans le chapitre précédent. Ce modele est non linéaire et les parties non
linéaires proviennent des phénomenes tels que interaction de Coulomb et I'interaction
électron—phonon. La spécificité du modele se trouve au niveau du second membre du
modele de Bloch car ce dernier s’écrit sous forme d’un commutateur (voir le systeme
(2.89). Certaines études mathématiques de cette partie ont été effectuées sur des modeles
dans lesquels on considere les termes non linéaires séparément. Tout simplement, on forme
deux problemes différents en considérant les phénomenes de l'interaction de Coulomb
et I'interaction électron—phonon séparément. Les deux problemes se constituent avec les
hamiltoniens suivants :

— hamiltonien libre des électrons + hamiltonien de l'interaction laser—boite + hamil-

tonien de Coulomb,

— hamiltonien libre des électrons + hamiltonien de l'interaction laser—boite + hamil-

tonien de Iinteraction électron-phonon.

L’étude théorique des modeles nécessite la connaissance des notions ou outils mathéma-
tiques fondamentaux pour ’étude des équations aux dérivées partielles. Parmi ces outils,
nous pouvons citer la théorie des semi-groupes d’évolution et le théoreme de Trotter—
Kato.

Le chapitre s’organise ainsi : tout d’abord nous définissons dans la section la no-
tion de semi-groupe d’évolution et nous énoncons dans la section le théoreme de
Trotter-Kato sans présenter la démonstration. Dans la section nous commencons
I’étude mathématique en dégageant les propriétés qualitatives de la solution du modele
de Bloch, susceptibles d’étre conservées au cours du temps. Ces propriétés sont tres im-
portantes pour la suite de ’analyse. En plus de ces propriétés qualitatives, nous étudions
aussi le probleme de Cauchy associé au modele couplé Maxwell-Bloch. Cette étude nous
assure ’existence d’une unique solution pour les deux problemes non linéaires énoncés plus
haut (sections[3.3|et [3.4). Enfin, nous terminons dans la section [3.6|avec la dérivation d’un

modele asymptotique du modele de Bloch pour les grandes échelles de temps.

3.1.1 Semi-groupe d’évolution

Les semi-groupes d’évolution sont les outils efficaces utilisés pour déterminer les flots
associés aux équations différentielles ordinaires en dimension finie.
Soit X un espace de Banach, on définit un semi-groupe comme une famille d’opérateurs
notée (S (t)) 40> définie sur X et respectant les propriétés suivantes :

— Vt >0, S(t) est linéaire sur 'espace X (S(t) € L(X)),

— S(0) = I (I est la matrice identité),

— Vt,s>0,S(t+s)=S(t)S(s).
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La premiere propriété veut simplement dire que ’action d’un semi-groupe sur les éléments
de X est linéaire. La seconde quant a elle veut dire que 1’évolution d’un semi-groupe
pendant un temps nul donne la donnée initiale et la derniere propriété signifie que ’action
d’un semi-groupe pendant un temps ¢ 4+ s revient & son évolution pendant ¢ puis pendant
s.

Pour plus de détails sur les semi-groupes d’évolution, on peut consulter le livre de Pazy
[Paz83].

3.1.2 Théoréme de Trotter—Kato

Le théoreme de Trotter—Kato, appelé aussi Formule de Trotter, est une généralisation
des résultats obtenus par Sophus Lie [RS72]. Le résultat obtenu par Sophus Lie porte sur

les équations différentielles linéaires de la forme
0Z(t)=AZ(t)+ BZ(t), (3.1)

ol A et B sont des matrices de dimension d € N.
Il a montré que les deux matrices du probleme ({3.1f) respectent la propriété suivante
Eayentn)) — e+ ) <o)
exp(—A) exp(— —ex =).
p n P n p > n
La solution du probléme ([3.1)) dépend des solutions des sous-problémes obtenus indépendamment

avec les opérateurs A et B. Cela donne simplement

n—o0

Z(8) = lim (exp(iAt) exp(iBt))nZ(O).

Ce résultat est valable méme dans le cas des matrices de dimension infinie et bornées.
Il a été prouvé par Trotter ([Troh9]) dans le cas des semi-groupes contractants, dans la
topologie forte et par Kato (Kat78) dans les cas ou les seconds membres appartiennent a
un espace de Hilbert.

L’un des avantages de ['utilisation du théoreme de Trotter—Kato est qu’il permet a la
solution du probleme général de préserver les bonnes propriétés préservées par les solutions
des sous-problemes (voir [Cac01]).

Dans le cas & plusieurs seconds membres, considérons le probleme

&z =Y Ai(2), (3.2)
J

ol pour tout j, A; est un opérateur dépendant de la variable Z € C" (n € N).
Nous définissons a partir du probleme (3.2)) des sous-équations pour tout j :

ozy = Aj(2),
Zi(to) = Z3.
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Les solutions des sous-équations sont obtenues avec les semi-groupes d’évolution {A;(¢; s) }+>0,s>0-
) 0
Zi(t) = Aj(t;t0)Z; .

Dans ce contexte, le théoreme se présente de la maniére suivante :
Théoréme 2. Si Z(t) est solution de l’équation (3.2)) alors

Z(t) = lim HA HA Z(0).

n—oo

Remarque 1. Si les semi-groupes {A;(t; s)}+>0,s>0 préservent la propriété de positivité
alors pour tout vecteur X, on a X*Z(t)X > 0.
Dans les études mathématiques élaborées dans la suite du document, le théoreme de

Trotter—Kato est aussi appliqué sur les modeles non-linéaires.
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3.2 Propriétés qualitatives

Le modele de Bloch que nous avons dérivé dans le chapitre 2 nous donne les configura-
tions énergétiques des électrons lors de I'interaction entre les boites quantiques et le laser.
La solution de ce modele doit conserver au cours du temps certaines propriétés qui sont
nécessaires pour sa validation mathématique et physique. En particulier, on retrouve dans
le modele les phénomenes comme 'interaction de Coulomb des électrons et l'interaction
électron—phonon qui le rendent non-linéaire et compliquent sa structure algébrique. Le
modele étudié ici est

{ ihdp(t) = [V(t,p(t)),p(t)] + Zq ([Gmsq(t)] - [ansq(t)}*)y

#0:Sq(t) = [V(t,pl1)), Sq(t)] + hwgSa(t) +ng (G p(1)] + Ciplt) + Ap(t). G).

(3.3)

Pour montrer que ce modele de Bloch est un bon candidat pour la modélisation quantique

des boites quantiques, nous allons montrer que les propriétés telles que la conservation de

la trace, I’hermicité et la positivité de sa solution sont conservées au cours du temps. La

vérification de ces propriétés qualitatives fait partie des outils de validation des nouveaux

modeles de Bloch dérivés.

Ce modele de Bloch est une équation différentielle dont le second membre est localement

lipschitzien. Le théoreme de Cauchy—Lipschitz garantit 1’existence d’une unique solution

qui est continue par rapport a sa donnée initiale.

3.2.1 Conservation de la trace

La trace de la matrice densité est la somme de ses éléments diagonaux ou encore la
somme des probabilités d’occupation des états propres du systeme. A Tlinstant initial, la
somme des éléments diagonaux de la matrice densité est égale au nombre d’électrons de
la boite quantique intervenant dans les processus considérés. La conservation de la trace
est donc équivalente a la conservation du nombre d’électrons dans la boite.

Pour une densité initiale pg, nous obtenons la théoreme suivant.
Théoreme 3. Pour tout t > 0,

Tr(p(t)) = Tr(po).

Démonstration. On calcule 9;Tr(p(t)) en considérant la premieére équation du systéme

B3).

ATr(p(t)) = Tr(drp(t))
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car la trace du commutateur de deux opérateurs est nulle. Donc

V>0, Tr(p(t)) = 0 = Tr(p(t)) = Tr(py)-

3.2.2 Hermicité de la matrice densité

L’hermicité est une propriété tres importante de la matrice densité car elle permet
notamment d’affirmer que les éléments p?k et pij pour tout j # k ont les mémes modules.
Ces modules sont interprétés comme les probabilités de transition entre les états.
Considérons une matrice densité hermitienne a I'instant initial (p§ = po), on obtient alors
le résultat suivant avec le modele (3.3).

Théoréme 4. Si pj = po, alors pour tout temps t >0 on a

Démonstration. On commence par calculer les adjoints des membres a gauche et a droite

de I'égalité dans la premiere équation du systeme (3.3).

(ihdp(t)" = ([V(t, p(1)), p(O)" + D (IGa, Sa(t)]” = [Ga, Sa(1)])

On sait que (9;p(t))* = dyp*(t) et pour tous opérateurs A et B, on a

([4.8]) = [ 4] = - 4 5].

Alors on obtient
ihd,p(t) = [V*(t, p(1)), p*(1)] + Y ([Gty Sq(t)] — [Gaq, Sa(1)]") -

Calculons l'adjoint de la matrice V (¢, p(t)) :
V¥(t,p) = Eg + E*(R, 1) - M" + V(p),

on a Ef = Ey (Ep est une matrice diagonale & valeurs réelles) et aussi M* = M car Va, o/

et Vo € {c,v,cv}, M%,, o = Mg/’a et Mgm = 0. Pour la derniére matrice, on a

VO () = (AC*(p) + () + 77 (0) ) |
7 p) A (p) + ¢ (p) + K™

ou les éléments des adjoints des matrices élémentaires nous donnent

A2 (p) = A(p%), Culp) = Cy(p"), 0 €{e,v},

M =M s Ky =R et Y (p) =g ()
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On voit bien que V*(p) = VC(px), alors pour toute fonction E(R,t) € R* (champ

électrique) , on a
ihoip* (1) = [V (¢, p* (1)), p*(1)] + Y _ ([Gaq» Sq(t)] = [Gas Sq(D)]")
a

et aussi

ihdwp(t) = [V(t, p(1)), p(8)] + ) ([Gqs Sq(t)] — [Gqy Sq(t)]") -
q

Pour tout temps ¢, p(t) et p*(t) sont solution d’une méme équation, alors grace au théoréeme

de Cauchy—Lipschitz, nous avons p*(t) = p(t). O

3.2.3 Positivité de la matrice densité

+N.

La matrice densité p(t) est dite positive si pour tout vecteur X € CNe+™v on a

X*p(t)X > 0.

La propriété de positivité de la solution du modele n’est pas du tout évidente. Pour
montrer que cette solution p reste positive au cours du temps, nous procédons en trois
étapes.

— Diviser le modele de Bloch en plusieurs sous-équations.

— Etudier individuellement la positivité des sous-équations.

— Utiliser le théoreme de Trotter—Kato énoncé dans la section [3.1.2] pour montrer la

positivité du probleme général.

Premieére étape. Divisons le modele (3.3]) en plusieurs sous-équations. Ces sous-équations
sont les suivantes :

— le modele de Bloch de I’hamiltonien libre des électrons :
ihdip1 = [Eo, p1], (3.4)
— les trois modeles a une dimension de l'interaction laser—boite :
Ve {x,y, 2}, ihOw2,, = EL(R,t) My, p2,] - (3.5)

Nous avons trois équations parce que nous sommes en dimension 3 et que I’équation
avec le produit scalaire ne donne pas une solution ayant la forme des solutions des
problemes de Liouville linéaire.

— le modele de l'interaction de Coulomb est donné par

ihdups = [V (p3), ps] - (3.6)
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— le modele de l'interaction électron—phonon :

{ 1hOps = Zq([quSq(t)] - [Gq75q(t)]*>7
h0Sq = [V(t,p1), Sq(t)] + hwqSa(t) +nq [Ga pi] + G5Sa(t) + Alpa(t), 2.
(3.7)
On peut décomposer également le modele de l'interaction de Coulomb en une
famille de sous-problemes.
Pour toute matrice U € Mpy_4n, (C), 'image de U par le terme se trouvant a gauche du
commutateur du second membre du modele donne

oy — i (AW 0 ) i 0 YO)) i f¢w) 0
—FV ) = h( 0 gC(U)> h(WVC(U) 0 ) h( 0 AV(U)>

ifnv 0
_— ’ 3.8
h( L) 39

ou les expressions des matrices blocs sont données par

_22 aka’ - ]acx )Ugav C_]k( ) ZR;S;ki Ugav

a,a! a,af

IYJC";V(U) = ZRja;’kngVa’ W;IJC(U) - Z R;aac’kch

a,o’ a,o’
c—v _ c—v
Mk = — Z R]aka et k - 22 oagkoa - OéjOék)

avec 0 € {c,v}. Posons

ny 0 e 15 5 %5 §—5
< ) s Ajkao/ = _ﬁ(Rjako/ - Rjao/k)v Cjkaa’ = _ﬁRjaa’k

et
Vv (U) = Rio

Jkaao! Jaa'k:

Nous pouvons réécrire I’expression de la matrice sous la forme suivante

= ZUoCza’Bg/,a + ZUV ’Ba N + ZUCV’BCV

a,af a,a’ a,a!
avec
Ue U<
- U Uv ’
AcC AcC
Allaa e AlNcaa’ 0 e 0
AcC AcC
BC _ ANclaoz’ e ANCNCaa’ 0 e 0
aal ™ 0 0 ée NG ’
1la! 1Nyaao!
rc rc
0 e 0 CN\,loza’ e CNVNvaa’
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v v
Cllaa’ e ClNCao/ 0 0
v v
BY , = CNcloco/ e CNCNCao/ 0 e 0
a,of T Av v )
0 T 0 Allao/ e Aleozo/
AV AV
0 T 0 ANvlaa’ T ANVNVaa’
~Cc—V ~Cc—V
0 e 0 Wllaa’ U 71Nvaoz’
~Cc—V ~Cc—V
B, — 0 e 0 IYNclaa/ T IYNCNvaa/
wal T gv—e o Zv—c 0 . 0 ’
Miao’ ’lecozo/
~v—C ~v—C
’valaa’ e nyvNcao/ 0 e 0

A partir du modele (3.6]), nous formons les sous-équations suivantes pour tout o, o’ :

QU] = U oo [BS o, Ul], Vi =(a,0/) € {1, N} x {1,-+, No}, (3.9a)
QUL = U3 qo [BY 0, U], Vi =(a,0/) € {1,--+ Ny} x {1,-- , Ny}, (3.9b)
OU] = Us%, o [B 0, U], Vi = (o,0/) €{1,-+ \Ne} x {1,-++ Ny} (3.9¢)

et
Uy = [G,Uy4]. (3.10)

Nous avons au total N2 + N2+ N.Ny, + 1 sous-équations dont les variables Uf , Ug ) Ug et
U, appartiennent a My 4n, (C) et les sous-équations sont déduites du modele (3.6) qui

peut se réécrire sous la forme suivante

0ip3 =D 05 00 [Brar 3] + > Py aer [ Brar 3] + > 05nar [BY o p3) + (G, p3). (3.11)
o,

a,af a,a!

Seconde étape. Etude des positivités des solutions des sous-équations de I’étape précédente.
Pour le modele (3.4)), la solution est donnée par

pi(t) = exp(—ihEgt)pl (0) exp<ihE0t).

Pour tout t > 0, cette solution p;(t) est positive si p;(0) 'est car VX € CNetMv,
X7p1(t)X = X" exp(—+ Eot)p1(0) exp(+ Eot) X = Y"1 (0)Y 20,

avec Y = exp(+Eot) X.
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Pour les trois équations de ({3.5)), les solutions sont données par

i ¢ i t
Ve {x,y, 2z}, p2,u(t) =exp (_hM“/O E.(R, s)ds> p2,,(0) exp <hM“/0 E.(R, s)ds).

On voit que ces trois solutions conservent la propriété de positivité au cours du temps en

: t
Y = exp (;MH/O E,(R, s)ds)X

Les solutions des 4 équations (3.9) et (3.10)) sont respectivement données par

UJ(t) = exp <B / US g (5 )ds> U7 (0) exp < - B, /Ot Uf’aa,(s)ds*),

Ul(t) = exp <B / Us o (5 )ds) U3 (0) exp < ~ Bl /Ot U;aa,(s)ds>,

Ul(t) = exp (Bg‘,’,a / US o (5 )ds> UJ(0) exp < — BY, / Us o (5 )ds)

Us(t) = exp (Gt)U4(0) exp ( — Gt).

posant

et

Pour tout ¢ € {c,v,cv}, les matrices B5 fo s)ds sont opposées a leurs adjoints.

t * t
(Bi/}a/ Uga/(S)d8> = _B(os/,a / Uga/(S)dS.
0 0

Pour tout j et pour tout [ € {1, 2,3}, si la matrice Ulj (0) est positive alors Ulj (t) Dest aussi
pour tout temps t. Bref toutes les solutions des sous-équations déduites du modele
restent positives au cours du temps. Le théoréeme de Trotter—Kato nous garantit alors la
positivité de la solution p3(¢) du modele en tenant compte de son écriture .

Troisieme étape. Les solutions des trois premiers modeles . ) et (3.6]) restent

positives au cours du temps. Le modele de Bloch constitué des modeles , . ) et .

conserve la positivité grace au théoreme Trotter—Kato.
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3.3 Probleme de Cauchy local

L’existence de solutions aux systemes de Maxwell-Bloch, dans les cas simplifiés ou
seulement avec les énergies libres des électrons et l'interaction laser—matiere, est prouvée
localement en temps dans [Bid06] et globalement dans [Dum05]. L’existence globale de
solution pour les modeles de Maxwell-Bloch avec les termes de relaxation est prouvée
dans [DR96, [DS12]. On retrouve des études asymptotiques du modele Maxwell-Bloch
dans [CD12].

Les équations de Maxwell-Bloch étudiées dans cette these sont presque similaires a celles
utilisées dans [Bid03, Bid06, [Dum05), [DS12], [Sau04, BBEB™T04]. L’étude du probléme de
Cauchy local en temps a été effectuée pour les modeles de Bloch pour les milieux différents
des boites quantiques. Dans le livre [Bid06], on retrouve une étude de l'existence de la
solution d’un modele de Bloch considérant les termes de relaxations et cette étude est
similaire a celle du modele sans relaxation car les termes de relaxation sont linéaires. Les
modeles de Maxwell-Bloch y sont linéaires en la variable p.

Dans notre cas, les modeles de Bloch associés a 'interaction de Coulomb et & l'interaction
de Coulomb sont non-linéaires. Nous étudions ici deux problemes de Cauchy en considérant
I'interaction de Coulomb et I'interaction électron—phonon séparement. Les deux systemes
de Maxwell-Bloch avec l'interaction de Coulomb et l'interaction électron—phonon sont

respectivement donnés par

oB(r,t) = =V xE(rt),
OE(r,t) = 02V x B(r,t) — v?u(r)o,P, (3.12)
P = NTr(pM),
1ﬁatp(t) = [V(tv p(t))a p(t)] )
et
oB(r,t) = -V xE(r1t),
OE(r,t) = 02V x B(r,t) — v?u(r)oP,
P = NTr(pM),
indp(t) = [Vo(t), p(t)] + 2o ([Gas Sq(t)] — [Gq, Sq(t)]") ,
[ 170:Sq(t) = [Vo(t), Sq(t)] + hwqSq(t) + nq [Gg, p()] + Gap(t) + Alp(t), Gg),
(3.13)

avec Vo(t) = Eo + E(R,t) - M et V(t, p(t)) = Vo(t) + VE(p(t)).
Les solutions de ces deux systemes doivent vérifier les équations de conservation de Gauss
et de Poisson (2.88) car elles les vérifient au temps ¢ = 0.

3.3.1 Probleme de Cauchy du modele avec ’interaction de Coulomb

Considérons une variable qui regroupe toutes les variables du systeme (3.12)) :

U= (E,vB,D,R,I), (3.14)
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avec
D = (pl1: s PNNes PI1s T s PRGN, )
R= (R R%",R"), I=(I°%I%I") etpour &€ {c,v}
RO (Ns(k=1)=k(k=1)/2+(j —k)) = Rpy,  I°(Ns(k—=1)=k(k—=1)/2+ (i — k) = Sp,
ke{l,..,Ns}, k<j<Ns.
RY(Ny(j—1)+k) = RpSk,  IV(NG(G—1)+k) =Sp5, je{l,...Ne}, ke{l,...N}.

Les deux variables du champ E et B appartiennent & R3.

Pour tout j,l et § € {c, v}, nous avons
R5 e R%Ng(Ng*l)) I5 c R%Ng(Ng*l)'
Alors la variable U appartient & RV« avec

Ny = 6+ (N. + N,)2.

Le systeme (3.12)) peut se réécrire :
U= > A0,U+FU), (3.15)
ne{zyy,z}

avec A,, Ay et A, des matrices My, (R),

0 0 000 O O 0 o0 o 0 0o 0 - 0
0 0 000 —v O 0 oo o o 00O -~ 0
0 0 00 v 0 O 0 00 0 —v O0O0O0 --- 0
0 0 000 O O 0 00 - 0 O0O0O0O --- 0
A,=10 0 o» 0 0 0 O 01.,4,=(0 0 0 0 000 --- 0
0 —» 0 00 0 O 0 v 0 0 000 --- 0
0 0 000 O O 0 0 0 0 000 --- 0
0 0 000 O O 0 00 0 0O 0O0O 0

0 000 —v 0O 0

0 00 w» 0 0O 0

0 000 O 0O 0

0 000 O 0O 0

A,=|1 0 » 0 0 0 0 O 01,

-v 000 0 00 0

0 000 O 0O 0

0 000 O 0O 0
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et t
FU)= <F1(U),O,O,0,F2(U)>
F(U) = (in/leTr(th [V, P]) ’ inMNbTr%My [V, p]) ’ iUQMNbTr;MZ [V, p] ) )
et

i C i v i C i C
By (U) = (— FVorlin = Verl o, =5 RIViplor a—h%[‘f’p]zp“-)
Les matrices A, Ay, et A, sont symétriques et F(U) est un polynome avec F'(0) = 0.
Théoréme 5. Soit un réel B > 3/2 et Uy € (HP(R*))™u, alors il existe T > 0 tel que
léquation (3.15)) avec donnée de Cauchy Uy admette une unique solution U €
C([0,T[; (HP(R?))M«). De plus, cette solution est continue par rapport a la donnée ini-
tiale Uy.

Démonstration. E‘tape 1 : semi-groupe d’évolution pour l’équation linéaire
La partie linéaire de I’équation (3.15)) est donnée par :

oUu = Y A0,U =AU,
ne{z,y,z}

pef{z,y,z} Aﬂaﬂ'
La solution de la partie linéaire peut s’exprimer sous la forme d’un semi-groupe d’évolution

G(t) (voir [CH90, Bid06]). La solution est donnée par

avec lopérateur linéaire A =

Ul(t,.) = G(t)U(0,.). (3.16)

Lemme 1. Le semi-groupe d’évolution G(t) est unitaire dans (L?>(R3))Nv et aussi dans
(HP (RY)) Mo,

Démonstration. Calculons la dérivée de la norme de G(t)U(0, .) par rapport au temps dans
(L2(R3))Nu, pour B € R :

d ~ d -
NGOV e = 5 [ 19000,

_ /R _206(00(0,) - G0 (0,.)

~ 9 / o,0(t) - U (1)
RNU
= 2 AU(t) - U(t).
RNU
L’opérateur linéaire A est anti-adjoint, en particulier

Vip € D(A), AY -9 =0,
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ainsi ;
%Hg(t)U(O, ')H(L2(R3))Nu =0.

Dans ce cas, on a [|G(t)U(0, Mez2msyyv = 1T (0, Iz2@sy)vu, d’olt G(t) est unitaire dans
(L2 (R?))Ne

De la méme maniere, on montre que
d ~
prile APRG#)T(0,.)| p2(s)yva = 0.

La norme (H?(R*))M: du flot G(t )0( .) est indépendant du temps alors le flot est
R3

)

IG@&)T (0, )l aro @y = 1000, )l a5 gy

alors G(t) est unitaire dans (H”(R3))Ne, O

nécessairement unitaire dans (H%(R

La solution (3.16]) de la partie linéaire permet d’écrire la forme intégrale de (3.15) en

utilisant la formulation de Duhamel. La forme intégrale est donnée par
t
+ / Gt — ) F(U(s,.))ds. (3.17)
0

Etape 2 : existence de la solution

Pour montrer I'existence d’une unique solution (3.17)), nous allons utiliser la méthode du

point fixe de Schauder. Définissons ’application 7 par

t
TU)(t) =6(t)U(0,.) —|—/ G(t—s)F(U(s,.))ds
0
Lemme 2. L’application T renvoie L (0, T; (H?(R3))N*) dans lui-méme.
Démonstration. Soit U(t) € L*(0,T;(HP(R?))N), la norme (HP(R3))Ne de l'image
T(U)(t) pour tout ¢ € [0, 7] donne
t

IT@) Ol o @syna = [|GRU(O, ) +/0 G(t = $)F(U(s,.))ds|| 115 gs))v

< 9O sy / Gt = P ) | sy v

— ([0, )| sy + / (IO ) [—

Puisque F(U) est quadratique en U et (H?(R?))« est une algeébre alors on peut trouver

une constante C € R telle que

[T el

s s

Dans ce cas, on a T(U) € (HP(R3))Nu (cela n’est pas possible dans (L?(R?))N« et pour
B<3). O
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Lemme 3. Soit [|U(0,.)||(gs®s))v = R, il existe un temps Tg tel que pour tout t < T,
lapplication T envoie la boule de L>(0,T; (HP(R?))N+) de rayon 2R dans elle-méme.

Démonstration. Supposons pour tout t que U(t,.) appartient & une boule de centre 0 et

de rayon 2R. Puisque le semi-groupe d’évolution est unitaire alors on a

t
ITUE ) s @eyyve < NUO, )l (s @syyvu +/0 IEU (s, )l (s @syyvuds.  (3.18)

F(U) est un polynoéme de second degré en U avec F(0) = 0, donc il est lipschitzien sur
tout domaine borné. Plus précisément, F'(U) est lipschitzien de rapport Kap sur la boule

de rayon 2R. Pour tout U appartenant a la boule de rayon 2R,
IEO) 8 m3yyvu < F2rINU || (18 (m3Y)Na -
L’inégalité (3.18)) devient

1
T Dssoye < 285 + Kant ).

Pour T = ﬁ et pour tout ¢t € [0,Tg], T(U(t,.)) appartient & la boule de centre 0 et
de rayon 2R. O

Lemme 4. L’application T est une contraction de la boule de rayon 2R de
L>°(0,Tr; HP (R3))Nv).

Démonstration. Supposons que Uy (t,.) et Ua(t,.) sont deux solutions distinctes de (3.15))

avec la méme valeur initiale.

IT(UL(t) = T (U2(t)) | g mayva = H/Otg(t —s) (F(Ul(s))ds - F(U2(s))>ds

t
< | Kag||Ui(s) = Uz(s)|| go(msyvu ds-
0

(HO (R#)Nu

Les supremums en temps des deux membres donnent
| T(U1) = T(U2) oo (0,118 (m3)Nu) < Kort||[Un — Usl| poo (0,418 (R3)Nu) -

T est une contraction de la boule de rayon 2R de L>(0,t; H(R?)Nu) si t < min(Tg, K%m)

Le lemme de Schauder garantit ’existence d’une unique solution U. 0

Etape 8 : Continuité de la solution par rapport a la donnée initiale

Soient U1 (0, .) et Uz(0, .) deux données initiales différentes appartenant & la boule de rayon

R, les solutions associées aux deux valeurs initiales sont

Uy(t,) = G(OUL(0,.) + /Ot Gt — $)F(Us (5,.))ds,
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Us(t,) = G(H)U(0,.) + /Ot G(t — $)F(Us(s,.))ds.

Sachant que le semi-groupe G(t) est unitaire et F'(U) est lipschitzien de rapport Ksg, la

norme de la différence des deux solutions donnent
[U1(t,.) = Ua(t, Massyve < |UL(0,.) = U2(0,.) || 5 (m3yne
t
Han [ U1 5:.) = Vs, oy
0

Pour tout ¢ € [0, 7], la norme de la différence des solutions Uy (t,.) — Ua(t,.) est continue,

le lemme de Gronwall donne
[UL(t,.) = U2(t, )l gsmsyve < 1UL(0,.) — Ua(0, ) || gs(rsyva exp(Kagt).

O]

3.3.2 Probleme de Cauchy du modele avec I’interaction électron—phonon

Le modele avec I'interaction électron-phonon concerne le systeme (3.13)) dans lequel
nous retrouvons une variable supplémentaire qu’est la densité assistée par les phonons.
Considérons une autre variable V' qui contient les éléments du vecteur U et les éléments

de la densité assistée par les phonons Sg.
o~ ot
V= (Ul, Uy, D, R, I> e RVuH(Nek N (3.19)

avec
D= (Sccl,l,lv T Sccl,Nc,ch Szl,l,l’ T 7SX,N\,,N\,)’
R= (R, RY,R"), I=(I°I%1I") etpour &€ {c,v},
RO(Ns(k—1)—k(k—1)/2+(j—k)) = RSY o I (Ns(k—1)—k(k—1)/24(j—k)) = I3 ;4.

ke{l,..,Ns}, k<j<Ns.

RY(Ny(j—1)+k) = RS ., IV(Ny(j—1)+k) = IS, ., je{l,..N}, ke{l,..No.

q7j7k7 q,j,k"
Le systeme (3.13|) peut se réécrire
V= > A0V+GYV), (3.20)
ne{z,y,z}
avec

6(V) = (F(U). Fa¥). ~ 1) Salt) — iwaSi1a0) — 3 (Gop)y — 35n )

B(U) = < Vool — 3 3 (G SaS) — (G SalH]5) )

q
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Théoréme 6. Soit un réel B > 3/2 et Vo € (HP(R®))Ne, alors il existe T > 0 tel que
léquation (3.20) avec donnée de Cauchy Vi admette une unique solution
V € C([0,T[; (HP(R*)N). De plus cette solution est continue par rapport a la donnée

nitiale Vp.

Démonstration. Nous retrouvons la méme démonstration que le théoreme [5| avec le méme
semi-groupe pour les parties linéaires. Dans les estimations des normes des parties qua-
dratiques, les constantes peuvent étre différentes mais les étapes de la démonstration sont

identiques a celles du théoreme précédent. O
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3.4 Probleme de Cauchy global

L’étude du probléeme de Cauchy global en temps que nous mettons en ceuvre dans
cette partie concerne seulement le modele de Maxwell-Bloch avec interaction de Coulomb
(équation (3.12))). Cette étude est une adaptation de celle faite dans [DS12] (modele de

Maxwell-Bloch semi linéaire). Dans la formulation (E,H), le modele de Maxwell-Bloch

(3.12]) devient

p(roH(r,t) = =V xE(rt),
e(r)oE(r,t) = V xH(r,t)—0,P, (3.21)
() = V(L p(t)), p(t)].

3.4.1 Formulation du probléme

Nous rappelons dans cette partie la formulation du probleme de Maxwell-Bloch donné
dans [DS12]. Les variables du probleme dépendent du temps ¢ et de la variable d’espace
7. Nous considérons un domaine de calcul  C R3. Les parameétres physiques pu(r) et e(r)

appartiennent & L°°(R3) et sont uniformement positifs.

AC >0 telque VreQ, pu(r)>C et €(r)>C. (3.22)

Réécriture du systeme

On peut réécrire le systeme sous forme d’un probleme hyperbolique. Pour cela
nous posons U = (u,v) avec u = (uj,uz2), ug = H, us = E et v = p. La densité p est une
matrice appartenant a My, 4+, (C). Définissons le produit scalaire de deux matrices A;
et Ay par :

Ay Ay = Tr(ATAg) =Y Ay jpAg i
J,k
La norme associée au produit scalaire est la norme L? pour les matrices.

Définissons 'opérateur linéaire B a partir des deux premieres équations du systeme ([3.21)) :
1

pu(r)

1

E
V x E, <)

B(uy,uz) = BH,E) = < V><H>.
Le domaine de 'opérateur B est
D(B) = Heyr X chrla

ou
chrl = {f S LQ(RS,RB); V x f S L2(R3,R3)}.

On munit 'espace D(B) du produit scalaire

(ug,uz) - (uy,uh) = /]1%3 (u(r)ul cuy + e(r)usg - u'Q) dr.
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Définissons 'opérateur | & deux composantes dont sa premiere composante est nulle et il

dépend de la matrice des moments dipolaires M.
1(v) = 1(p) = (0, — Ny Tr(Myp))

Considérons une fonction F définie sur My, 4 n, (C) x R? x R? & valeurs dans My, n, (C).

F(op,HE) = —>[V(t,p(t))p(t)]

1

= 7 ([Bo, p()] + E(R, ) - [M, p(1)] + [VE(p(t)), p(1)])

= Fo(p) + E(R,t) - Fi(p),

- St

avec )
i

Fo(p) = 5 (B, p(t)] + [VO(p(0) p(1)]) et Fa(p) = — M. p(0)]
Le systeme devient :

{ (0 + B)u = 51(v) (3.23)

o = F(v,u).

Les équations de conservation de Gauss et de Poisson deviennent

(I-P) (u - i((:g) =0, (3.24)

oil P est la projection orthogonale sur l'espace (KerB)' et ¥ est le prolongement de v sur
R3 par zéro sur R3\(2. Notons Bg la boule de centre 0 et de rayon R.

Propriété 3. Pour tout j € {0,1},

(i) F;(0) =0,

(11) soit R > 0, pour tout v € Bg, on a |Fj(v)| + |0,F;(v)] < C(R).

(iii) Pour tout v € R3, F(v,u)-v = 0.

Démonstration. Soit j € {0,1},
(i) Les fonctions F}j sont respectivement quadratique et linéaire en v, alors il est évident
que F;(0) = 0.
(ii) Soit v € Bg, 0,Fj(v) = 0 grace au commutateur,
alors
(B3 (0)] + 10,F5(0)] = 5 (v)].

F}; est lipschitzienne sur Bg, il existe une constante C telle que

[Fy(v)] < Clo| < CR.

(iii) Soit v € R3,
F(v,u)-v=Fy(v) v+ ER,t)- Fi(v)-v.
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On a

Fy(v)-v = _ih ([Eo,v] - v+ [Vc(v),v] -v)

= -3 (Tr(v* [Eo,v]) + Tr(v* [VC(U)’U]))
= 0.

De la méme maniere, on trouve Fij(v)-v = 0. Donc F(v,u) - v = 0.

3.4.2 FEnoncé du théoreme

Définition 4. On appelle U = (u,v) € C([0, oo[, L?(R3,R%) x L2(Mn.4+n,(C))) solution
globale d’énergie finie des équations (3.23)—(3.24]) si v € L([0, 00, L (Mpn.+n,)) et U
est solution de (3.23)—(3.24) au sens des distributions.

Nous définissons
Laiv = {U = (u,v) € L*(R? R®) x (L*(Mp. 4 n, (C)NLA* (M, 4, (C))), U respecte I'équation (3.24)}

Théoréme 7 (Théoreme 3 de [DS12]). Supposons (3.22)). Pour Uy € Ly, il existe une
solution globale d’énergie finie U € C([0, oo[, L2(R3,R%) x L2(My_4n, (C))) des équations
et avec Uy comme donnée initiale.

En plus, il existe une constante C = C(T, F,1, ||vo | oo (M, n, (©)) telle que

(i) pour tout t > 0, |v(t)| < |vol,

(ii) pour tout £ € [0, ), [[(w, 0) | 2z < Ol (0, v0) |22,

(iii) v € W;2>(]0, 0], L2(Mn.+n, (C))) et pour presque tout t € [0,T], ||Ow(t)]|2 <

loc

Cl[Uoll 2 2-

Démonstration. La démonstration de ce théoréeme suit la méme stratégie donnée dans
[DS12] et dans Jochmann [Joc02]. Cette stratégie est une amélioration de celle donnée
[JMROO] et elle se fait en deux étapes :

— construction de solutions régularisées U™ = (u",v™) grace a des suites régularisantes,

— passage a la limite des solutions régularisées quand n — oo.

Premieére étape. Nous définissons un opérateur de troncature symétrique R™ & partir
d’une suite régularisante (x")nen :
R : L*R3) — L?(R3)
£ (R) = Jg fO)X(r = 1)dr’

ol la suite régularisante (x"),en de R3 est définie pour tout n

— X" € C®(R3),

~ Supp x" C B_1_,

14+n
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— Jra X (r)dr = 1.
Cet opérateur de troncature permet de construire le systéeme régularisé du systeme (3.23)).

(9 + B)u" = 51(w"),
o™ = F™ (v, u"),
avec F™(v™, u™) = F(v™, R"u™).
Ce systeme régularisé admet une solution U™ € C([0, co[, L?(R3,R%) x L2(Mp_ 4n, (C)))
avec v" € C([0, 00[, L% (M4, (C))) N CH([0, 00[, L2 (M4, (C))).

Seconde étape. En utilisant les inégalités de la propriété |3] et I'estimation de la tron-

cature donnée par
Vn € N,3C, > 0,tel que Vf € L*(R?), || R" f|| poo(r3) = Cull fll2r),

on peut montrer que VI' > 0, la suite des solutions (U"),cy converge fortement dans
C([0,7], L*(R3,R%) x L*(Mn,4n,(C))) vers U = (u,v) € C([0,00[, L*(R? R x
L?*(Mn_4n,(C))) solution globale d’énergie finie du probleme avec Uy comme donnée

initiale et cette solution respecte les propriétés (i), (ii) et (iii) du théoreme O
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3.5 Adimensionnement du modeéle Maxwell-Bloch

Le principe d’adimensionnement consiste a écrire un modele mathématique sans unités

physiques en transformant les variables et les parametres du probléeme. Ces transformations
se font par rapport a certains parametres du probleme apres avoir exprimé les variables
et les parametres dans les unités de base.
Notre probleme a écrire sans dimension est le modele couplé de Maxwell-Bloch dont les
variables a écrire sans dimension sont le temps ¢, la variable d’espace r, le champ électrique
E, le champ magnétique B. Les parametres qui peuvent étre utilisés pour écrire le probleme
Maxwell-Bloch sans dimension sont les fréquences de transition, la fréquence de Rabi, les
amplitudes maximales du champ électrique et du champ magnétique. Dans notre cas, nous
utilisons particulierement une fréquence de transition des boites quantiques pour rendre
le probleme couplé sans dimension.

Le systeme de Maxwell-Bloch a rendre sans dimension est donné par

0B(r,t) = =V xE(rt),
OE(r,t) = 02V x B(r,t) — v*ud,P,
iop(t) = Vit o), p(8)] + X (G Salt)] — [Gas Sa(]")
ih0,Sq(t) = [V(E plt)), Sq(t)] + hrqSalt) +nq [Gp p(8)] + Gaplt) + A(p(t), G,

(3.25)
Nous débutons les transformations avec ’adimensionnement du modele de Bloch et les

variables caractéristiques de ce modele sont utilisées pour rendre sans dimension le modele

de Maxwell.

3.5.1 Adimensionnement du modele de Bloch

Commengons 'adimensionnement du modele de Bloch (3.3)), donné par les deux der-
nieres équations du systeme ([3.25). Dans ce modele, nous avons la matrice V (¢, p(t)) qui

est égal a la somme de trois matrices telles que
V(t,p(t)) = Eo +E(r,t) - M+ VE(p(t)).

Nous normalisons les temps par rapport a la valeur caractéristique, donnée par 1'une
des fréquences de transition du systeme quantique. Nous choisissons une fréquence de
transition inter-bande caractéristique notée w. et donnée par
Jj,k €N, tels que we=wj—wy = 1(8‘? —&)#0
B\

Compte tenu de cette valeur caractéristique, nous posons

. Eo = hw.Ep.

t
t=—
C

Nous définissons un autre adimensionnement pour les variables du champ électromagnéti-

que par rapport a la valeur maximale du champ F.x et a la norme de la matrice du
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moment dipolaire.
E(r,t) = EnaxE(r,1) et M = || M||cM.

Compte tenu de toutes ces modifications, la matrice V (¢, p(t)) devient
V(t,p(t) = hweEo + EmaXHMHooE M + Vc(p)-

L’adimensionnement du modele revient a diviser les deux équations du systeme ({3.3) par

la constante Aw,. qui est le facteur de la matrice libre Ej et nous obtenons

i0p0) = [V(E (D). 0] + Tq ([Gas SaD)] — [Gas Sa®)]"), N
10pSq(t) = [V(ta p(t)), Sq(t)] + %Sq(t) +nq [G(*l, P(t)] + Gap(t) + A(P(t)» Ga)a
(3.26)
avec ) )
~ . ~ ~ WR = - ~ ~ ~
V(t, p(t)) = Eo+ LTCE(R’ t)- M+ HCVC(P(ZL')) et Ggq= @Gq-
La constante wpg est la fréquence de Rabi et son expression est donnée par
_ B Ml
N .

Aucune modification n’est faite sur les densités p et Sq parce qu’elles sont sans dimension.

3.5.2 Adimensionnement des équations de Maxwell

Pour les équations de Maxwell, nous procédons aux transformations des autres va-
riables telles que la variable d’espace et le champ magnétique. Les fonctions de transfor-

mations sont construites conformément a celles du modele de Bloch.

.U Enax g, - -
r=rl et By = Pmepi )

Equation de Faraday. La dérivée temporelle du champ magnétique et le rotationnel

du champ deviennent apres les transformations :

Em X S/~ I EIH X YN
AB(r,t) = "M HB(F 1) et V x E(r,t) = —<oB g o B(7, D).
v v
L’équation de Faraday sans dimension est donnée par
OB(7, 1) = =V x E(7, 1). (3.27)

Equation d’Ampére. Avec I'application des transformations, les éléments de 1’équation

d’Ampere donnent

Welmax 4 weBmax

= OE(F,1), VxB(rt)=

1 ~
ﬁ&gE(T, t) = -2 V x B(7,t)
et

uatP = ﬂwCNbHMHooagls.
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L’équation d’Ampere sans dimension est

o 0PNy [[M|oo

OE(F, 1) = V x B(7, 1) © oP. (3.28)

En omettant les tildes sur les variables, le modele de Maxwell-Bloch sans dimension est
le systéme formé & partir des équations (3.26]), (3.27) et (3.28).

oB(r,t) = =V xE(rt),
OE(rt) = VxB(rt) - lMlxyp
iatp(t) = [V(ta p(t)),p(t)] + Zq ([Gq’ Sq(t)] - [qu Sq(t)]*),
i0:Sq(t) = [V(t,p(t), Sq(t)] + 52Sq(t) + nq[Gg, p(t)] + Ggp(t) + A(P(t)yG(Z)v )
3.29
Vt,p(t)) = Ey + (::—RE(R, t)- M+ hj.) VE(p(t)).
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3.6 Analyse asymptotique

3.6.1 Mise a I’échelle

Champ de faible intensité. On retrouve ’hypothese sur les champs de faible inten-
sité dans les articles comme [Lou00, [Cas99, [Cas01l [(Cas02l, BCD04, Bid06, BCDG04] pour
différents types de matériaux. Cette hypothese se traduit simplement par une influence
faible du champ lors du contact avec les boites quantiques.

Revenons au second membre du modele de Bloch sans dimension donné dans la sec-
tion précédente dont les deux dernieres équations du systéme . Supposons que la
fréquence de Rabi wp est inférieure a la fréquence caractéristique w. utilisée pour rendre

sans dimension le systeme et posons

WR
€= —,
We
oll € est un petit parametre qui voisine autour de 0.
En remplagant le petit parameétre ¢ dans le modele de Bloch simplifié, dépendant que de

I’hamiltonien libre et de I'hamiltonien de 'interaction laser—boite, nous obtenons
i0;p = [Eo, p| + €E(R,t) - [M, p]. (3.30)

Cette écriture du modele correspond a celles données dans les articles qui traitent le

couplage radiation—matiere avec un champ de faible intensité.

Deux échelles de temps. Dans les cas tests réalisés avec le modele de Maxwell-Bloch
pour simuler l'interaction entre l'onde électromagnétique et la matiere dans [ZAG95),
Bid06], on remarque que les évolutions du champ et des densités suivent des échelles
de temps différentes. Le champ évolue sur des échelles de temps tres petites alors les
évolutions des densités se font sur des temps longs.

Puisque le modele de Bloch dépend du champ électromagnétique et de la densité, nous
pouvons dire que son évolution dépend de deux échelles de temps. Pour cela nous allons
écrire le modele en fonction de ces deux temps (rapide et lent) et apres dériver le compor-
tement du modele suivant les échelles de temps lents.

Considérons deux échelles de temps ¢ (temps microscopique) et 7 (temps macroscopique)

et supposons que le rapport entre les deux temps est donné par
2 WR\2
e =(—)".
()
Le passage du temps lent 7 et le temps rapide ¢t est donné par
t=¢€"T.
La matrice densité dépend des deux temps et elle s’écrit

p(t, 7).
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La dérivée de la matrice densité par rapport aux deux temps t et 7 nous donne
p=0p+ 628Tp‘
L’équation (3.30)) devient

10;p + 120, p = [Eo,p] + €E(R,t) - [M, p].

Ordres de grandeurs des termes de Coulomb. Nous allons calculer les termes
diagonaux et non-diagonaux du second membre du modele de Bloch pour l'interaction de

Coulomb donné par 1’équation (2.67) :
ihdip = [VE(p), pl, (3.31)

la matrice Vc(p) est donnée par la formule (2.66|) et dépend des matrices élémentaires

données par les formules (2.56)), (2.57), (2.59) et (2.60).

Dans ’équation ([3.31)), on veut distinguer deux ordres de grandeur et décomposer ’équation

sous la forme

ihdip = [V, (p) + Vi (p), o),

ol les termes importants sont regroupés dans VC( ). Les termes les plus importants sont

ceux faisant intervenir des parametres de Coulomb RK , pour k € {c,v,c — v} avec

alaza aly
a1 = o) et as = a4 que nous appelons les termes de grandes valeurs. Tous les autres

termes qui ne présentent pas ainsi sont appelés les termes de petites valeurs.

Analyse des petites et grandes valeurs des parameétres de Coulomb. Les
expressions des parametres de Coulomb sont données par les formules (2.49)). Ils peuvent
se réécrire

]%6

o030y

¢ )¢a3( /Wcm(?") o N662
87r6r€0 // drdr’' = ——1

|T — 7] 8mereq

avec 0 € {c,v,c — v} et € la permittivité relative de la boite quantique.

Les grandes valeurs de I'intégrale sont obtenues quand o1 = 0/1 et ap = O/Q et se présentent

I—/ |¢a Hwﬂ )| drdr’.

=7

ainsi

Pour les fonctions propres a carré intégrable, 1’intégrale I converge bien en dimension 2

et en dimension 3. Le rapport entre la constante SWgee L et les éléments de Ej est sans
dimension et proche de 1.
On peut montrer numériquement avec les boites de forme cubique que les grandes valeurs

des parametres de Coulomb sont de 'ordre de € par rapport aux éléments de la matrice
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Ej et les petites valeurs sont de I’ordre de €2.

Commencons a calculer les grands termes dans les matrices élémentaires :
6
Agjk(p) = 2 Z (5j/€50604’ ;aka’ - 5ja/6kaR§o¢a’k) pg’a
o,
= 2 Z 5jk’R;ajapga - 2R§kjk,0§k>
«

6 —v -V
ngk(p) = Z 5jk(5aa’ gaka’pz’a = Z 6ij§ajapZ¢om
a

a,a!
Yor (0) = = GjardhaRmiiha = — RS
[e’Ne)
c—v  __ ) c—v ) c—Vv

N = =Y GBas ==Y GuR5ss

3 5
Ryie = 2 (6808 REns — 0k Riiae)

5

= 20Rjj;; —2 ) 0inRyg; (3.32)

perv

Evolution des éléments diagonaux. Quand on calcule ih@tpg-j avec 0 € {c,v}, on
s’intéresse a
> (Viwows = onVige) = 3 (Vigkers = pinViiy)'
keleul” ktj
car bien siir le terme pour & = j donne lieu a une contribution nulle. Que reste-t-il des
matrices élémentaires si on suppose que k # j 7

Pour k # j, on a

Sjk(p) = _2R§kjkp§ka
C;Ijk(p) = 0,
) = R
ik =0,
;jk:(p) = —2R]V'kjkp}lk,
ngk(P) = 0,
Ky = 0.
Il suffit de considérer
Vi) = Ag(p),
ViTi(p) = vy V(p)
Vo) = 5 (0) = V),
Vi(p) = Ap). (3.33)
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Pour le calcul de ihd;pj;, on a

> (Vaweky — M5kVais) + > (Vcﬂcvng p]ng\;wC)

kelo#j el
=2 Y (B§us§rty — P5kBinirks)
kEIo#j
=3 (Reelios - ot (50)°)
kelv
2 - ~ 2
=2 37 (B~ Big) Il = X (B — (5 skl
ke]cfj ke]v

En appliquant la propriété (1, on a donc en particulier

C _ C c—v __ C—V \*
R = Rijy et Rjg = (Rj)"

Tous les termes s’annulent donc, et

1hop5; = [VC() pl5;-

De la méme maniere, on aura

lhatpj] [VC( ) ]_‘],]

Evolution des cohérences intra-bandes. Pour calculer ih@t,ogk avec ¢ € {c,v} et

j # k, on doit déterminer la contribution des grands termes

5
[V (o), p Lk = Z (Vg(;lplk—,Oleg(lJ) + V2 (ohe = 5) + 5V = Vir)-
1#{,k}

Commencons par le calcul du terme V fy k(pkk P?’j)- Les expressions des éléments de ng K

pour j # k sont données par (3.33|) car j # k.

ngjk(pik —p);) = Agjk(foik ;) = —2R} kgkpgk(/)ik — p%;)- (3.34)
Les éléments diagonaux des matrices 2|) permettent d’écrire les éléments de ng j ng e
Ag”( ) — Agkkz(p) = Z ( oo kaka) Pga,
ngj( ) — Cgkk( ) = 2 Z (Rjajva - ;;Za) pga,
o
Moij ~ lgkk = 25: <R§63VB Rzﬂzﬁ)
Fois ~ B = —2_ (Rb;a; — Riga) -
B

89



3.6. Analyse asymptotique CHAPITRE 3. Analyse mathématique

En faisant la somme du terme (3.34)) avec p?k(V;f] =V kk:)7 on obtient pour § =c¢

‘/gcjk(pzk - ng) + p;k:(vgcjj - Vgcklc) =2 Z (R;:a]a Riaka) Pgaﬂgk (335)
a#{jk}

+ (C;jj(p) + g5 — Corr(P) — Mgk ) k-

Pour § = ¢, il nous reste

Z (Vg(;lplk pjl —2 Z JOéja_ akak) p§apcak

etk at{j.k}
> (R;a]"a RZ;ZQ) Pialok: (3.36)
a#{j,k}

Pour j # k, on voit que la contribution [Vgc( ), p] i qui est la somme de et -

est non-nulle. Donc dans ce cas, on a

il = [Vy (p), } + [V (), ]jk’

avec d € {c,Vv}.

Evolution des cohérences inter-bandes. On peut déduire des calculs précédents
que [Vgc(p), p]jk # 0 dans le cas des inter-bandes, donc I’évolution des cohérences inter-

bandes donne
cv

ey = [Vy (o) )+ [V (0). o]

Termes de relaxation. Les livres [NM92| [SSL94, [Boy92, Lou00] expliquent qu’il ap-
paralt physiquement un décalage d’ordre de grandeur entre les dynamiques des populations
et celles des cohérences. Ce décalage provient des processus de relaxation existant au sein
du systeme. Dans les boites quantiques, il existe plusieurs processus de relaxation dont
celle donnée dans |[CVCT05] qui est obtenue lors de I’émission des phonons optiques sur
les échelles de temps ultra-courtes. On traite aussi dans [PerO1) [Via04, [Gra08] d’autres
processus de relaxation. Ces processus de relaxation amortissent le systeme et modifient
les dynamiques des densités avec les décalages dans les ordres de grandeur. Ce décalage
se traduit mathématiquement par I'ajout des termes d’ordre €®(a > 0) a I’équation des
populations et des termes d’ordre €2 aux équations des cohérences.

Dans notre cas, nous considérons que les contributions des processus de relaxation pour
les dynamiques des populations sont nulles et les contributions sont de 'ordre 1 pour les
dynamiques les cohérences (voir [Lou00, BCD04]).

Les expressions des relaxations non diagonales se résument a
—Ajkpjr avec  Ajp = A >0,
pour tout j, k.
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Mise en échelle du modele de Bloch. Apres ’écriture de tous les termes du modele
de Bloch dans les différentes échelles du petit parametre € selon les critéres physiques et

mathématiques, nous obtenons les modeles suivants.

Populations.

)

10,0 +i€20-p; = B(R, 1) - [M, p]2; + > [V (p), Pl (3.37)

avec d € {c,v}.

Cohérences.

. . . é
latp?k + IEQan?k = (5]5 - glg - 1)‘)p§k’ + EE(Ra t) ’ [Mv p]jk te [Vc(p)7 IO] jk (338)

cv

10055 + i€ = (&5 — EF — INpY, + cB(R, ) - [M, plf, + € [VE(p), 0] (3.39)
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3.6.2 Dérivation d’un modele asymptotique

Le modele de Bloch sont en général ’'outil de modélisation fiable des systemes quan-
tiques et il peut étre approché dans certains contextes par les équations de taux.
Les équations de taux sont les équations différentielles ordinaires qui donnent I’évolution
temporelle des populations d’un systéme quantique. Aucune cohérence n’apparait dans les

dynamiques des populations. Les évolutions des populations p;;(t) s’écrivent
0ipji(t) =D oin(prk(t) — pi; (1)), (3.40)
k

ol 0, est la matrice de taux de transitions et dépend les parametres physiques du champ
électrique et des boites quantiques.
La matrice de taux de transitions est la source de description des résonances du systéme

quantique et elle est symétrique car
Vi, k €N, Ojk = Ofj-

Les équations de taux sont souvent appelées équation de Boltzmann ([BCD04, BCDGO04])
et peuvent étre généralisées avec les équations de Fokker—Planck.

On retrouve dans les articles [Cas99, [Cas01),[Cas02] les dérivations rigoureuses des équations
de Boltzmann a partir des équations de Liouville. Ces dérivations sont faites sur les
systemes périodiques contenant un seul électron. Les résultats de non convergence pour
les systemes périodiques sont aussi donnés dans [CP02, [CP03]. On trouve dans les articles
[BCDO0O4, BCDGO4| les dérivations les équations de taux a partir des équations de Bloch.
Dans ces modeles de Bloch, les termes de relaxation ont été considérés et un couplage fait
avec le champ électromagnétique.

Déterminons le comportement en temps lent (temps macroscopique) des modeles de Bloch
(3.37), (3.38) et (3.39). Le résultat est donné par le théoréme suivant.

Propriété 4 (Modele asymptotique). En temps long, les modéles donnés par les équations
, et pour une excitation monochromatique d’intensité faible tendent
formellement vers une équation de taux . En plus cette équation de taux est indépen-
dante des termes de linteraction de Coulomb.

Remarque 2. La propm'été est obtenu avec un champ électrique E(R,t) et la matrice

du moment dipolaire M en dimension 1.

Démonstration. Supposons que la matrice densité p¢ s’écrit comme le développement en

série du petit parametre e.

pf = Zepp(p) =pO 4 epM 4 e2p@ 4 ... (3.41)
p=0
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Remplagons la matrice densité par sa forme développée (3.41) dans les équations (3.37)),
(3.38]) et (3.39), on obtient
1)

3 (100 +i020.000) = S et a1 [11,50]° 4 30 ez [y o]
p=0 p>0 T a>0 Jj

(3.42)
0
Z (iepatp;s_lgp) i i€p+287_pjl(€p)> :Z (e”Wfkpj,(f) + PTLE(R, ) [M7 p(p)} k)
p>0 p=0 ’
0
+ Z ptatl [Vc(p(p)),p(‘”} . (3.43)
P,q20 ’
et
2, VW) 4 2 ov®)) PWE oY + PHLER, 1) [M, p® ]
1901, 1€ TPk € Wik Pjk T € ’ P
p>0 p=>0 ’
X e e o)
j

P20
avec Wf,f, = 5]‘5 — & —ixet 5,0 € {c,v}.

Hypotheése 3. (i) Nous supposons que le champ E(R,t) est une fonction a valeurs réelles

et représente un laser monochromatique.

Emax

E(R,t) = E’gm cos(wot) = > exp(iawot),

ac{-1,1}
ot wo est la fréquence propre de l’onde.
(ii) Les éléments de la matrice du moment dipolaire M sont complezes.
Vji.k et Voe{c,v,ev}, M eC.
(iii) On relie les données initiales des deux variables de tempst et . C’est-a-dire que pour
tout j # k,
§ o )

avec 0 € {c,v}.

La démonstration du théoreme se fait en deux étapes :

— écriture des équations des populations et les cohérences correspondantes aux différents

ordres du petit parametre e,

— résolution de ces équations.

Premiere étape. Ecrivons les équations correspondantes aux ordres 0, 1 et 2 du petit

parametre e.
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Ordre 0. Les trois dynamiques a l'ordre 0 sont données par

.o 6(0 9
0% = W5, ) (3.46b)
et
0 pcv(O) ch];fp;";( ) (3.460)

Ordre 1. Les dynamiques a ’ordre 1 sont

. 6(1) Enax : 019
10pj; " = oh E{z_; . exp(iowot) [M, p ]jj’ (3.47a)
Enmaz . 0 0
18tpj(1) T/V]kp],(g ) 4 oh Z exp(iowot) [M, po]jk + [Vgc(po), po]jk, (3.47Db)
ac{-1,1}
et
. cv cv _CV Ermaz . v
18tpjk() Wi Jk( )+ o Z exp(iawgt) [M, p] [VC( )s po];k. (3.47¢)
ac{-1,1}

Ordre 2. On ne s’intéresse qu’aux populations a I'ordre 2.

. 6(2 4(0 Emaz . 1 1)
18tpj§ ) +i0, ]§ ) = 57 Z exp(iawot) [M, pl]jj + [Vpc(po),po]jj (3.48)
ace{-1,1}

Seconde étape. Résolvons les équations des différents ordres données par (3.46))—(3.48]).

Ordre 0. Avec les données initiales (3.45]), les solutions des équations (3.46)) sont

respectivement données par

§(0

P = Fi(r), (3.49a)
§ cv
P = = 0. (3.49D)

La matrice densité p° est diagonale.
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Ordre 1. Puisque p° est diagonale, on a
4(0 4(0 8 d 0
Dans ce cas, la premiére équation de (3.47)) donne

EmazM?
. 5(1) max 77 Fy S . .
10pj; " = BT (Fj (1) — F; (7')) E{g » exp(iawot) = 0.
[ed )

Sa solution ne dépend pas de la variable t alors elle dépend seulement de la variable 7. On

note
6 g

Pour les deux autres équations, il faut connaitre ’expression du commutateur [Vgc (p%), po]j K

[VC Z ggk (pkkO) - Pj§0)> (350&)
et
Ve (0" ngjk ) (o) = o) (3.50D)

Les termes (3.32) montrent que pour une matrice diagonale p°, on a ’y;}’k(po) =0 et

ng (p?) est diagonale. Dans ce cas, les deux termes de (3.50) sont nuls et on a

Emaa:M

i@tpﬁ,(gl) = Wfkpj-,(cl) + T (Fk( ) — Ff(T)) Z exp(iawot), (3.51a)
ac{-1,1}
et
cv cv _Cv B MY, v c :
005" = Wy o + TJ’“ (Fy(r) —FS(r)) Y expliawot). (3.51b)
ae{-1,1}

Analyse des résonances. Dans le cas ou A = 0, les termes qui s’annulent grace a

la résonance entre les états j et k sont donnés par
6 cv
awgy — ij et awy — Wi,
avec o € {—1,1}. Hors résonance, les solutions sont

exp(iawot) — exp(—iW;-Skt)
awo + Wjék

E‘maw]\4(‘S
) = - (R - Fm) Y

ac{-1,1}

et cv
cv(1) Ema:chk

P, = T o (FI;I(T) - FjC(T)) Z

ac{-1,1}

exp(iawgt) — exp(—iWi't)
awo + Wi ’
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Ordre 2. Puisque la matrice densité p° est diagonale alors pour tout j, le commu-
tateur [Vpc(po), po]jj est nul. L’équation (3.48) devient

E ;s /
iatp§(2)+18 F) = ~maz exp(ic/wot) (Mflpfj(l) + M pé o) _ p]l( )Ml] 65( )Mlj ) .

J T 4l
2h a/7l7£j
La solution donne
6(2) = —t0, F)— 1Eimaa Z / exp(ic/wps) MJI,OZ(I) —i—M‘s[S/pl; M _ (I)Ml] ( )M )d
o' \l#j
(3.53)
Hors résonance, commengons le calcul de la premieére intégrale de (3.53) :
¢
Z/ exp(io/wos)pg(l)ds
o 0
6 oy o
_ _Emalej (F‘;( ) / exp(i(a + a')(;yos) ds + /t exp(i(awy — ZVU)S) ds
2h ot owp + W 0 awg + le
é
_Emalej (F5 )Z /t exp awg—I/Vl]) )ds '
2h i ( — \ awp awg + W9 awp + W,

Les temps les plus rapides sont obtenus en faisant tendre le parametre e vers 0. Les
intégrales du calcul précédent ont une limite nulle quand € — 0. Alors I'intégrale précédente

nous donne

t E M? t
. 6(1) max -l j 5 5
(1) — M (pd(r) — F — .
> /0 explic/uwos) (P - () §a:<m+m§>

Identiquement les autres intégrales de (3.53) peuvent étre déduites. On a

sy BmaaM (F5 o )Z t
%:/0 exp(lawgs)plj S — 7(7) () 4 W )

§
(1) EmazM

t
Ny 51) _ jl<5 5 t
exp(ic’wps)p,; ' = —— ( F{ (7 _F.q—) -
> || exvliotuus)s] = (Fi(r) j<>§<WO+WJ§Z>
et
Epmaa M3

t
., 58'(1) i (e 5 ¢
. _—-_—-——-—m———mmmnn- F - F' 7/ .
Ea, /0 exp(icwos)p;; 7 ( (T) = Fj (7')> Ea (awO+I1f]€$l§ )

La solution donnée par (3.53|) devient alors

Wo 4+ W)

62 5 Emaa: 2 g _d Jl by

o a%' P () ﬂ<7>)((awo+m§)(awo+wﬁ)>
65/ /6

sy S (B )~ ) (e ).

2h2 (awq + W‘S ) (cwwp + Wfl‘s )

a,l#j
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Pour que le second terme des populations s’annule pour les petits temps, il faut que

w? —i—T/Vl
o7 — Emari (S pap (Fi(r) - Fi(n) IR (3.54)
J om2 | azl;;] (awo + V[/l‘;.)(awo + Wﬁ)
W 4 Wi
+ 0 P (R - F' () L—
2 (awo + W) (awo + W)
En utilisant la relation (3.49a)), ’équation (3.54]) peut se réécrire
_2)\E; | M|
67_ 5 — “ ' max 5 Y
& 2 (azl;j (awp + V[/l‘;)(awo + Wfl) (pﬁ () = pil™))

+ 2 o (055(7) = ot (ﬂ))
oyt (awo + W/l‘;‘y)(awo + WJ‘-Slé/) Y !

> a%(p5;(r) = il (7)), (3.55)

1]
avec
2\E} 2
_ maa:’ l‘ . si lEI(S:{l,-" 7N5}7
5 2h2(awy + VVlj)(awo +W3)
g, = /
a4 2)‘E3naac|M;‘Sl6 |2

- ~ si 1eI”={1,--- Ny} et §#7.
2h? (awo + VVl‘;‘s ) (cwp + W/f[s ) e Nork #
La matrice o est symétrique car Vj,[, o, = 0.
L’équation (3.55]) est une équation de taux dont la matrice o est celle de taux de transition.
O

Dans l'expression de ’équation les effets coulombiens n’apparaissent nulle part.
L’interaction de Coulomb est une correction qui apparait dans le modele de Bloch pour
les boites quantiques que pour les évolutions en temps rapide. Elle est nulle ou méme
négligeable dans les évolutions temporelles des populations en échelle de temps lents.
Remarque 3. Dans les tests numériques effectués dans le chapitre 4 sur la transparence
auto-induite, en prenant les fréquences de Rabi égales aux fréquences inter-bandes des
boites quantiques (ch}; = wpg), nous assistons auxr modifications apportées par les effets

coulombiens sur les dynamiques des populations.
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Simulations numeériques
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4.1 Introduction

Ce chapitre concerne 1’étude numérique du modele de Maxwell-Bloch pour l'inter-
action entre les boites quantiques et le laser. Le modele de Bloch est non linéaire et
sa solution doit préserver certaines propriétés qualitatives et quantitatives telles que la
conservation de la trace, I’hermicité et la positivité. L’étude mathématique effectuée dans
le chapitre précédent sur le modele de Bloch continu faisant intervenir I’hamiltonien libre
des électrons, I’hamiltonien de I'interaction laser—boite et I’hamiltonien de Coulomb, ont
montré que ces propriétés qualitatives sont conservées au cours du temps.

L’étude numérique nous permet de construire un modele numérique couplé de Maxwell—
Bloch qui approche efficacement le modele continu et permet de préserver les bonnes
propriétés de la solution a chaque pas de temps.

Les deux problemes sont approchés séparément. Tout d’abord, nous approchons le modele
de Bloch avec la méthode de splitting. Ensuite les équations de Maxwell sont approchées
avec la méthode des différences finies en utilisant le schéma de Yee donné dans [Yee66)].
Le schéma de Yee consiste a calculer les deux variables électriques et magnétiques sur des
grilles différents.

Des simulations numériques des propriétés physiques et quantiques de certaines boites
quantiques ont été réalisées. Elles permettent de valider le modele numérique obtenu apres
la discrétisation et de comprendre les comportements des boites quantiques.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante :

Tout d’abord, la section[4.2]traite la discrétisation des équations de Maxwell avec le schéma
de Yee. La discrétisation du modele de Bloch avec la méthode de splitting définie dans
la section est traitée dans la section Le couplage pour discrétiser les modeles
de Maxwell-Bloch est donné dans la section [£4l Enfin la section 4.5 est consacrée & la

validation des modeles et aux tests numériques.
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4.2 Schémas pour les équations de Maxwell

L’utilisation de schémas numériques pour les équations de Maxwell dans le cadre du
couplage avec les équations de Bloch est exposée dans [Zi097a, [Zi097h, [ZAG95] Rei00),
BBFB™04, [Bid03], [Sau05, Bid06l, BS06l, SBOT].

Les équations de Maxwell couplées avec les modeles de Bloch pour les atomes & deux
niveaux d’énergie sont discrétisées avec une méthode de type différences finies FDTD
(Finite-Difference-Time-Domain) dans [Zio97al [Zio97b|] et un schéma de Crank-Nicolson
pour l'équation de Bloch. Cette méthode de Crank-Nicolson doit étre résolue avec un
point fixe, ce qui pose le probleme d’accumulation d’erreurs d’approximation. Ce modele
est aussi utilisé dans [ZAG95] dans le cadre de la simulation de la transparence auto-
induite. Les modeles couplés de Maxwell-Bloch sont aussi approchées avec les méthodes
de volumes finis dans [Rei00), Bid06]. L’étude de la stabilité linéaire et non-linéaire des
modeles numériques obtenus avec le schéma de Yee est donnée dans [Bid03, Bid06] avec
plusieurs types de discrétisation du modele de Bloch. Nous retrouvons la discrétisation des
équations de Maxwell avec le schéma de Yee dans les travaux d’Olivier Saut ([Sau03, [Sau04,
BS06, [SB07]) pour simuler l'interaction entre l'onde électromagnétique et les cristaux
non-linéaires comme le KDP. Enfin, pour diminuer le cotit et la complexité de calcul des
équations de Maxwell dans le cas du couplage avec les modeles de Bloch, larticle [Sau05]
présente une discrétisation du modele couplé avec une méthode spectrale.

Les cas tests étudiés dans cette theése sont mis en ceuvre avec les équations de Maxwell
unidimensionnelles données dans [Sau03), [Sau04, Bid06]. Nous explicitons dans la suite de
cette partie, la discrétisation des équations de Maxwell unidimensionnelles avec le schéma
de Yee.

4.2.1 Equations de Maxwell unidimensionnelles

Supposons que l'onde électromagnétique du laser se propage suivant la direction lon-
gitudinale z et que les variables du modele de Maxwell ne dépendent que de la variable z.
Les variables qui ont alors une évolution temporelle non triviale sont (Ey, E,) et (B, By).

Le modeéle sans dimension est

8t(B.Z’7By) = _az( - Ey7E$)7
2
Oy (Ew, Ey) = 02( - By, Bx) — E"r:ax (Jz, Jy),

avec J = 0,P.
Dans de nombreux cas applicatifs, les deux polarisations (B, E,) et (B, E,) sont

couplées via I'expression de J, et J,.

4.2.2 Discrétisation

La discrétisation de ces équations est effectuée avec un schéma aux différences finies
qu’on peut retrouver dans [Yee66l [ZAG95, Bid03| Bid06, [Sau03]. Le schéma aux différences
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finies repose sur une localisation tres spécifique des variables du probléeme dans I'espace—
temps. Il respecte les propriétés de symétrie des équations de Maxwell et il est explicite

en temps.

Jj+1 o o

n n+1

FIGURE 4.1 — Schéma de Yee

On peut voir via la figure deux familles de points de calcul : les points entiers
(ndt, j6z) sont indiqués par les cercles rouges et demi-entiers ((n + )dt, (j + 3)dz) sont
indiqués par les rectangles verts (n,j € N).

L’équation de Faraday est résolue aux demi-pas entiers en temps et en espace alors que
celle d’Ampere aux pas entiers. Notons pour tout p € {z,y}
Z;%r% ~ B,((n+ %)57&, (7 + %)52) et E; =~ E,(ndt,joz).

L’équation de Faraday discrétisée donne

41 n_l ntl n_l
B" 2 gtz gtz _ gttt
z,j+5 Tj+3 ity vty | _ —Eyia By Bl —EL L@
5t ’ ot 5z ’ 5z
L’équation d’Ampere discrétisée donne
L1 nal nal nal
+1 +1 _B""2 L pg'T2 pg'ta _ p"Ta
Bey — B2 Byy — By _ vitd T Puict Cegrt T Paid
5t ’ 5t 0z ’ 5z
2 1 1
/’LU n“l‘g n+§
e <Jx’j iy > (4.2)

Le schéma est explicite et I'ordre de consistance des solutions des équations (4.1)) et (4.2))
est 2 pour J = 0.

Condition de stabilité du schéma.

Modéele linéaire. Les équations de Maxwell sont linéaires dans les cas ou J = 0.
Propriété 5. La condition de stabilité du schéma dans le cas du modéle linéaire est :S% < 1.
La démonstration est notamment donnée dans [Bid06] grace & I’analyse de von Neu-

mann et aussi dans le cas non linéaire par une méthode d’énergie.
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4.3 Schémas pour le modele de Bloch

4.3.1 Meéthode de splitting

La méthode de splitting permet de donner des algorithmes ayant un cott réduit de
calcul et ainsi d’aborder des problemes tres complexes. Nous 1'utilisons car dans notre
contexte elle a ’avantage de conserver les propriétés mathématiques des modeles continus.
Comme son nom l'indique, le mécanisme d’application est tout simplement ”Séparer et
résoudre“.

Une introduction générale sur la méthode est donnée dans [MQ02]. Elle est utilisée dans de
nombreux domaines d’application tels que la chimie complexe, la météorologie, I’'océanogra-
phie, la décomposition de domaine, les méthodes d’ondelettes, les mathématiques financie-
res, la mécanique quantique, la physique des plasmas, ’astrophysique, etc. Elle a été uti-
lisée par exemple pour I"approximation des équations d’advection—diffusion—réaction dans
[HVO03], des équations de Schrodinger non-linéaire dans [BBD02|], des équations parabo-
liques non-homogenes dans [FOS], des EDP hamiltoniennes [FG11].

Concernant les méthodes d’approximation des modeles de Bloch, on retrouve dans [BBRO1),
Bid06] la méthode de splitting utilisée dans le cas des modeles prenant compte les termes
de relaxation et ces modeles numériques sont utilisés par O. Saut pour simuler 'interaction
entre le laser et les cristaux non-linéaires [Sau03, [Sau04, BBFB™04, [Sau05, BS06, [SB07].

Principe. L’approximation des équations avec la méthode de splitting se fait en trois
étapes :

— diviser I’équation de départ en plusieurs sous-équations,

— approcher les sous-équations avec des méthodes d’approximation adaptées,

— composer les solutions des sous-équations selon le schéma de splitting souhaité.

Les schémas de splitting largement utilisés dans la littérature sont le schéma de Lie et le
schéma de Strang qui donnent respectivement des approximations d’ordre 1 et d’ordre 2
sur les systemes linéaires non raides.

Le théoreme de Trotter-Kato permet d’assurer que la méthode de splitting est une
méthode convergente. La structure de la méthode de splitting assure que les propriétés
telles que la trace, I’hermicité et la positivité de la solution sont conservées au cours du
temps.

Dans notre cas, nous approchons le modele de Bloch suivant avec la méthode de splitting :
i0ip(t) = [V(t.p(t), p(t)] + Z ([Ga, Sa(t)] = [Gq, Sq(1)]), (4.3)
q
. w * * *
10:9q(t) = [V(t,p(t), Sq(t)] + —F8q(t) +nq[Gg: p(t)] + Gap(t) + A(p(t), Gg)d-4)

We

avec

V(t.p(t)) = Eo + E(R, ) - M+ V(p(t)),
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ot les matrices Eg, M, VC(p(t)) et Gq et le champ E(R, t) correspondent aux valeurs sans
dimension données dans le chapitre 3.

Les deux modeles et sont couplés. I’approximation de la densité p(t) avec
la méthode de splitting nécessite une approximation de la densité Sq qui est obtenue avec
I’approximation du modele .

Nous commencons avec la discrétisation en temps de ’équation . Cette discrétisation

va nous permettre de déterminer ’ordre nécessaire d’approximation de ’équation (4.4)).

4.3.2 Approximation de la matrice densité
L’application de la méthode de splitting sur I’équation (4.3)) pour approcher la matrice

densité p(t) procede ainsi.

Séparation de la premiere équation du systeme. C’est la premiere étape de la

méthode. Pour cette équation, nous décidons de la diviser en trois sous-équations données

par
i0ip1 = [Eo, 1], (4.5)
i0,p0 = T(t), (4.6)
et
i0ip3 = > ([GaSq] = [GasSq)"), (4.7)
q

avec T(t) = E(R,t) - [M, p2] + [VC(p2), p2].

Le choix de cette séparation est liée a la nature des solutions exactes des sous-équations
et I'ordre des méthodes d’approximation classiques qui sont utilisées pour les approcher.
Une autre alternative possible est de diviser le systeme (4.6[) en quatre sous-équations dont
trois équations pour le second membre E(R,t) - M. Nous obtenons avec cette division
une approximation d’ordre 2 avec plusieurs opérateurs a traiter, contrairement a notre
alternative qui nécessite au maximum trois opérateurs pour l'approximation d’ordre 2

souhaitée.

Solutions exactes des sous-équations Notons Jt le pas de calcul des solutions du
probleme. Les solutions exactes des trois sous-problemes au temps t + dt en fonction de sa

valeur au temps ¢ se déterminent différemment.

Premier systéme (4.5). La solution est explicite et donnée par
p1(t + 6t) = exp ( — iEgt) p1(t) exp (iEodt). (4.8)

C’est la solution exacte d’'une équation classique de Liouville linéaire.
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Second systéme (4.6). Il est impossible d’écrire la solution du modele (4.6]) sous
la forme de la solution d’un probleme de Liouville linéaire donnée par le premier systéme
(4.5). Sa solution exacte est donnée par la formulation de Duhamel :

t+0t
palt +5t) = pa(t) — i / ([E(R,s>-M+v0<p2<s>>,m<s>})ds, (4.9)

mais nous n’utilisons pas cette forme pour la discrétisation.

Troisiéme systéme (4.7). La forme intégrale de la solution est donnée par

t+dt .
palt+00) = po(®) =15 [ ([6aSalo)) =[G Sae)] s (@.10)

q

Semi-groupes d’évolution du probleme. Nous définissons conformément a notre

probléme trois semi-groupes d’évolution

(A(t, P)) (B(t, P)) et (C(t,P,P))

t>0’ t>0 t>0

oll P et P’ sont des matrices.

Pour toute matrice M, les trois semi-groupes sont définis par
A(t, P)M = exp ( — iPt)M exp (iPt),

B(t,P)M = M — itP

et
C(t,P,P")M = exp ( —i(P + P')t) M exp (iPt).
Lemme 5. Pour toutes matrices M, P € My(C), on a
(i) les flots t — A(t, P)M, t — B(t,P)M et t — C(t, P, P")M appartiennent a ’ensemble
C(RT, My (C)).
(i1) Pour P et P' hermitiennes, A(t, P) et C(t, P, P') préservent la norme :

A P)M|| = [[M]|, [IC(t, P, P)M]|| = [|M]],
ot ||.|| est la norme matricielle donnée pour toute matrice A par

IA[J* = Tr(AA").

Approximation. L’approximation de la matrice densité consiste a approcher les sous-

équations (4.8)), (4.9) et (4.10). Nous approchons ces sous-équations avec des méthodes
numériques qui permettent d’obtenir les ordres d’approximation souhaités et permettent

aussi d’obtenir des solutions numériques qui conservent les propriétés qualitatives a chaque

pas de temps.
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Approximation des sous-équations. Soit n un entier et notons par p" la solution
au temps ndt de la variable p.
Pour le systeme , nous gardons la solution exacte au temps (n + 1)dt en fonction de
celle du temps ndt (solution (4.8))) :

Pt = A(8t, Eo)pf.

Pour le second systeme (4.6]), nous écrivons une solution approchée de p2(t) en utilisant

la forme de la solution d’une équation de Liouville linéaire :

t+5t
pa(t + 6t) :A((St, /t " T(s)ds)> pa(t). (4.11)

Nous choisissons cette approximation parce que la solution numérique préserve les pro-
priétés qualitatives. Pour que cette solution soit d’ordre 2, nous approchons l'intégrale

avec la méthode du point milieu et cela nous donne

p’g"rl — A<5t7Tn+é>pg

avec 1 L
T2 = B(R, (n + 5)3t) - M+ VO(py"2).

1

La matrice densité pg+§ est calculée en approchant l'intégrale de 1’équation (4.11)) par la

méthode des rectangles.
1 ot
pnt? = A(2,T”> oy, (4.12)
avec

T" = E(R, ndt) - M + VE(ph).

Ainsi la méthode utilisée pour approcher cette sous-équation est de type prédicteur—
correcteur. La solution approchée du troisiéme systeme (4.7) est calculée en approchant
sa solution exacte (4.10f) avec la méthode du point milieu.

pitl = B(st, 5" 2)

avec

1 n-i,-l ,—H_l
s :Z([qusq ’] = [Gq,Sa ?]).
q
Lemme 6. Pour tout temps t, il existe deux constantes Ky et Ky telles que :

ﬁ
2

pa(t + 0t) — A(ét, T(t+ )>p2(t)H < K (6t)?

! p3(t + t) — B(ét, S(t+ 6;));)3(75)” < Ky(6t)3.
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Démonstration. On sait que

ot

A(ét,T(t + 2))p2(t) = exp ( Tt + — ot )5t) 2(t) exp <iT(t + 5;)&).

En faisant les développements limités des exponentielles, nous obtenons

/l(ét,T(t + ?))pg(t} = < —10tT(t + 6;) — (S;QTQ(t + 5;) + O(6t3)>p2(t)
<I + 16T (t + 5;) 5t2T2(t + 5;) + O(5t3)>.
Puisque
T(t + %) =ER,t)- M+ V (pa(t)) + %(E’(R, t)- M+ VC(Opa(t)) + O(6t)
! T2(t + 5;) <E(R, £ M+ Vc(pg(t))>2 +O5t),

alors cela nous donne

A<5t,T(t + 5;)),02@)

= pa(t) — it [B(R, ) - M+ V(pa(1)), pa(t)] — @ [E'(R, 1) - M+ VE(Dipa(1)), pa(1)]

5t2
2

Sachant que

[B(R, 1) - M+ V(pa(t)), [E(R.1) - M+ V(p2(0)), p2()]] + O(68°).

Orpa(t) = —i[B(R, 1) - M+ VE(pa(t)), pa(t)]
et
at2p2 (t) = —i [E,(Ra t) -M + Vc(atPQ(t))v pg(t)]
—[E(R,1) - M+ V(pa(t)), [B(R, 1) - M+ V(pa(t)), p2(1)]],
alors

A5+ ) ) patt) = o) + 810103(0) + O G patt) + 068

Cette expression correspond au développement limité de po(t 4 dt) a lordre 2.
Pour la seconde inégalité du lemme, on procede de la méme maniére en faisant le développement
limité de S(¢+ &) :

S(t+ 5;) S(t) + 6t8tS(t) + 0358,
On obtient
B(dt,S(t + ?));)3@) — ps(t) — i0tS(t + ‘;t)
— plt) — i6tS(E) — ﬁaﬁ(t) +O(5#3).
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Cela revient a

B (51,500 + 50 ) n(6) = pale) + 10upn(6)+ T3 patt) + O

Méthode de Strang La méthode de Strang donnée dans [Str68] permet de construire

Donc ps(t + 8t) — B<5t, S(t+ 5;)>P3(75)H = 0(5t%).

O

une solution approchée du modele (4.3). La solution approchée au pas (n+1)dt est donnée

par
ot

o Ea O A, B (4.13)

n+1l __ i i i
P _"4(27E0)A(27 2

Théoréme 8. La solution numérique donnée par (4.13)) est d’ordre 2 en temps.

T 2)B(5t, S™2 ) A(

Démonstration. Commencons par le développement limité des deux premiers opérateurs

en utilisant la premiére inégalité du lemme [6] :

AT+ SNAC el
2
= AL Eo)p(t) 1 (20, ACY Eo)o(t)] — 1 [7(0), AL Bo)o(®)]
2
S, o, A Ego)] + o), (414

R . . e . 542 . . 542
Le facteur du troisieme terme a droite de ’égalité nous donne —1% au lieu de —1% parce

que nous avons

5t 5t ot 5t?
—T{t+—=)==T —1 3
et N N
exp(i%T(t + %)) . i%T(t) + i%T’(t) _ %T%ﬁ) +0(st).

Utilisons le second membre de (4.14)) pour écrire explicitement le développement limité de

I'opérateur suivant :

B3t (1 + SNACL T+ DDA, Bo)o(t)

2
= AL Eo)p(t) 15 [T, ACY Eo)p(t)] —1 % [7'(0), A
o o

1 , Eo)p(t)]
8 2

(T(t),[T(t), A(+, Eo)p(t)]] —i6tS(t) — i(sfS’(t) + O(5t3). (4.15)

Le développement limité du premier opérateur a droite de la formule nous donne

5t 5t 5t2

A Bo)elt) = plt) = i [Bo, p(t)] — - [Fo, [E, p(0)] + O(68%).
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En remplacant 1'opérateur A(%,Eo)p(t) par son développement limité d’ordre 2 dans
Pexpression (|4.15)), nous obtenons

ot 0t gt 6t

B(ot, S(t+ 5 ) A Tt + 5 ) A Bo)p(t)
2 2
= (1) =15 [Bo. p(1)] 1% [7(0), ()] — 308S() —1°5-'(1) — - [ o, [Bo, ()]
5t? Ot 5t? 3
—T[T(t% [Eo, p(t)]] — IT[T (t),p(t)] — g[T(t), [T(t), p(t)] + O(3t7).
Finalement la densité au temps ¢ + % nous donne
ACE B AL T+ S)BL S(t+ S A T+ DAY, Eo)olt)
2 2
= p(t) — i6t[Eo, p(t)] — 10t [T(t), p(t)] — 16¢S(t) — i%S’(t) - % [Eo, [Eo, p(t)]]
5t? 5t? Ot?
5 [Eo. [T(t), p(1)]] - > [T(t), [Eo, p(t)] — o [T'(t), p(t)]
5t2 5t? 5t? 3
—7[T(t), [T(t), p(t)] — 7[E07S(t)} - T[T(t),s(t)] + O(6t°).

Sachant que

et

Ro(t) = —[Eo, [Bo, p(t)] - [Eo,[T(®), p(0)]] — [T(2), [Eo, p()]] — [T(0), [T(1), p(0)]
[0, S(8)] - [T(), ()] —1[T'(8), p(t)] — 15" (1),

nous obtenons

A(%, Eo)A(%,T(t + %))B(ét, S(t+ %))A(%,T(t + %))A(%

at?
= plt) + 6t0up(t) + =07 p(t) + O(6t").

, Eo)p(t)

Ceci correspond un développement d’ordre 2 de p(t + dt), alors il existe une constante K

telle que

Hp(t+5t)—,4(5;,EO)A((?,T(H(Z))B(&, S(t+(§))A((¥,T(t+(;t))A(6;,Eg)p(t)H < K(6t)3

O]

Dans la démonstration du théoreme, on utilise un développement limité d’ordre 1 de la
variable S(t). Dans ce cas, nous avons besoin d’une approximation d’ordre 1 de la densité

assistée par les phonons Sy dont la dynamique est donnée par I’équation (4.4)).
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4.3.3 Approximation de la densité assistée par les phonons

La dynamique de la densité Sq est donnée par I’équation (4.4f). Pour approcher la solu-
tion de cette équation avec la méthode de splitting, nous procédons comme précédemment

en la divisant en trois sous-équations.

i0,Sq1 = [Fo, Sq1] + %qul, (4.16a)
i08q,2 = [T'(t), Sq2], (4.16Db)

et
10, 5q;3 = Q(t), (4.16¢)

avec Q(t) = nq [GY, p| + Gip + Alp, GY).

Approximation des sous-équations. Les semi-groupes (A(t, P))

c, P, Pl))tzo
approchées des trois sous-équations (4.16)). Puisque la solution numérique de la densité p

>0 (B(t7P))t20 et
donnés dans la section précédente sont utilisés pour écrire les solutions

(équation (4.13)) fait intervenir les valeurs des densités Sq au demi-pas entier alors nous

discrétisons les densités Sq sur les demi-pas de temps. Nous définissons les solutions des

sous-équations (L.16a)), ({.16D) et (£.16d) au temps (n + %)dt respectivement par

1

n+l w n—=
8@12::C<5ﬁfb,a21>8%12

n+% n n—%
Sqo® = Al 6,77 ) S,

et
il nl
Sq73 2=B <5t, Q”) Sq’3 2,
ou I est la matrice identité et

Q" =nq [Gy, p"] + Gop" + A(p", G5).

Méthode de Lie. Une approximation d’ordre 1 de la variable S(¢) permet a la solution
approchée (4.13)) d’étre d’ordre 2. C’est pour cela, nous décidons d’approcher les densités

assistées par les phonons avec la méthode de Lie.

sitr=c <6t, Ey, “qI) A(ét, T”) B((St, Q”) Shz (4.17)

[

Théoréme 9. La solution numérique (4.17)) est une approximation d’ordre 1 en temps du
modele (4.4)).
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Démonstration. Nous devons montrer que

Sqlt+ %) - C<6t, Eo, ﬁf)A(ét,T(t))B(ét, Q(t)) Sqlt— ‘Z)H = O(5t%).

Posons s =1 — %, cela revient a montrer que

Nous avons

= 0(6t%).

Sq(s+dt)—C <5t, Ey, ?I)A(&t, T(s+ 5;))8(&, Qs + 5;)) Sq(s)

C

B((St, Qs+ 5;))501(3) = Sq(s) —i6tQ(s) + O(5t?).

En utilisant le lemme [6] nous pouvons écrire

A(ét, T(s+ 5;))8(&, Qs + ?)) Sq(s) = Sq(s) —10t[T(s), Sq(s)] — 16tQ(s) + O(t?).

Le développement limité d’ordre 1 du dernier opérateur donne :

5))Sa)

= Sq(s) —i0t[Eo, Sq(s)] — idt%Sq(s) —i6t[T(s), Sq(s)] — i6tQ(s) + O(5t%).

C <5t, Eo, Z“I)A(&t, T(s + 5;))8(&, Qs +

C

Sachant que

0sSa(s) = —i[Bo, Sq(s)] — i=28q(s) — i[T(s), Sq(s)] —iQ(s),

We

alors

C <5t, FE, :‘J‘I)A<5t, T(s+ 5;))8(515, Qs + ?)) Sq(s) = Sq(s) + 6t0sSq(s) + O(6t%).

Cc

O]

4.3.4 Solutions numériques des modeles de Bloch

Initialisation. Au temps initial ¢y = 0, nous supposons que la matrice densité p(0) = po
est connue et qu’elle est non-nulle mais par contre la densité assistée par les phonons initiale

Sq(0) est nulle. Nous déterminons sa valeur au temps % avec le schéma d’Euler.
1
5§ = —2ibt (nq (G5 P°] + Gap® + A, G;)) = —2i6tQ".

Modele de Bloch avec l’interaction de Coulomb. Ce modele ne fait intervenir que
I’hamiltonien libre, I’hamiltonien de 'interaction laser—boite et I’hamiltonien de Coulomb.

Le modele continu sans dimension est donné par

i0up(t) = [V (¢, p(t)), p(t)],
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et le modele numérique obtenu avec la méthode de splitting donne

m = A% By A6t T ) A8 B )
p ( 2 ) 0> ) 2 ) 0 p Y (4.18)
p’ = p(0).
Théoreme 10.
(i) La méthode de splitting est stable et l’ordre de consistance est 2.
(i) Pour tout n € N, Tr(p") = Tr(p°).
(iii) Pour tout n € N, la densité p" est hermitienne si p° est hermitienne.

(iv) Pour tout n, p" est positive si p° l’est.

Démonstration. (i) L’'ordre de consistance est 'ordre de la méthode de Strang donnée
par la propriété |8 La stabilité est obtenue en utilisant la seconde propriété du lemme
(préservation de la norme).

(ii) La trace de la solution numérique au pas n est

Tr(p") = Tr (.A((;t, E0>A<5t, T’H‘é)A((Z, Eo) pn_1>.

On montre facilement que pour toutes matrices P et M et pour tout ¢
Tr(A(t, P)M) = Tr(M),
alors
Tr(p") = Te(p" 1) = - - = Te(p").

(iii) Si p"~! est hermitienne, calculons 'adjoint de la solution p™ :

o= (A( )4 (o )a( o))

On montre cette fois aussi que

(A(t, P)M) - A(t, PYM*,

1

on obtient dans ce cas (p™)* = p™ dans les cas out p"~* est hermitienne. On peut montrer

par récurrence que p" ! est hermitienne si p° lest.
(iv) Soit X € CNetNv p est positive si X*p"X > 0.

On voit que
X*A(t,PYMX = X" exp ( —iPt)Mexp (iPt) X = Y*MY > 0,
si M est positif. Dans ce cas X*p"X > 0 si p"~! est positive. O

Remarque 4. La propriété de positivité n’est pas évidente pour le modéle continu car
dans la démonstration il fallait procéder a plusieurs séparations du modele continu. Le
modéle numérique obtenu conserve la positivité car il est explicite et utilise les valeurs

déja connues des variables dans les opérateurs non-linéaires.
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Modele de Bloch avec ’interaction électron—phonon. Le modele continu dépend
de 'hamiltonien libre, de I’hamiltonien d’interaction laser—boite et de I’hamiltonien d’in-

teraction électron—phonon. Le modele numérique obtenu avec la méthode de splitting

donne
p =AY, Eo)A(Y, E”+( ) - M)B(5t, 52)A (5t7E”+%(R)~M)A(%,Eo)p”,
n-4 L+ n+ +l *
") = 5, ([6wSi] - [6aS3T])
Sa ? = C(8t, B, 2aI) A(st, E”+ (R) M)B(5t, Q™) Sg asd
p? = p(0),
2 = -2i5tQ°

(4.19)
Théoreme 11.
(i) Pour tout n € N, Tr(p") = Tr(p"1).
(ii) La densité p" est hermitienne si p° est hermitienne pour tout n € N,
La démonstration de ce théoréme est semblable a celle du théoreme 10l

112



4.4. Modéle Maxwell-Bloch discrétisé CHAPITRE 4. Simulations numériques

4.4 Modele Maxwell-Bloch discrétisé

D’un point de vue numérique, nous avons deux types de couplage possibles entre les
boites quantiques et 'onde électromagnétique : le couplage fort et le couplage faible.
— le couplage est fort lorsque les variables (E, p) sont localisées aux méme points en
espace et en temps,
— le couplage est faible lorsque les éléments (E, p) ne sont pas calculés aux méme
points de discrétisation.
Le modele de type Bloch étudié dans [Zio97a] concerne les atomes a deux niveaux. Il est
couplé fortement avec les équations de Maxwell. Dans nos notations, ce modeéle numérique

est donné par

n42 n—= ot

By,jjé - By,jj% - g( i1 — B ), (4.20a)

1 n

Ot , nil nal Ertl o pno pntl oy g

+1_ ,j zj Pj j

E;lvj - E;L,j B a(By,j-i% B By7j_2%) + C'Tr | M, [EO + M, 9 ) 9 ] )
(4.20D)
+1 +1
i, p By T B

Pt = pf + P (- ) + P (4.20c)

2 2 ’
ou C' est une constante, P; et P, sont les matrices. Elles dépendent des parametres
numériques et physiques de I'onde électromagnétique et du gaz d’atomes.

La résolution du modele numérique se fait avec un algorithme de point fixe, pour
résoudre E"HL et pntl.

Dans notre cas, nous utilisons un couplage faible (voir [Bid03],[ACQ09]) et les points de

calcul des variables du modele couplé de Maxwell-Bloch sont localisés sur la figure 4.2

X
J+1 o EY
B2
i+3
J L

n n+1

FIGURE 4.2 — Points de discrétisation des variables. Le champ électrique E en rouge, le

champ magnétique B en vert et la densité p en bleu.

Les calculs réalisés dans cette these sont en dimension 1 et concernent seulement la

polarisation P, qui couple les variables By et E,.
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4.4.1 Couplage Maxwell-Bloch faible avec I’interaction de Coulomb

Le modele de Bloch numérique avec l'interaction de Coulomb est celui donné par le
systeme (4.18). Son couplage avec les équations de Maxwell se fait via la variable J.
Pour tout j, on considere les composantes des champs électrique et magnétique ini-
tiaux :
EO. et B, ——2L(go E?
17.7. € y,]+% - _@( IE,‘]Jrl - 17.7.)'
On calcule la densité au premier demi-pas de temps et nous obtenons

1 ot ot
= Al B AT,

avec T = EY M, + VC(p9).
La densité pg-) est nulle dans les cas ou jdz ne correspond pas a 'abscisse d’une boite
quantique. La résolution du probléeme dans les cas ol j correspond a la position discrete
d’une boite se fait en plusieurs étapes pour tout n € N :

3

— calcul du champ magnétique BZ—; avec I’équation de Faraday,

1
— calcul de la variable J; ;2,

— calcul du champ électrique E;”]rl avec I’équation d’Ampere,
— calcul de la densité p;”r% avec le modele de Bloch.
Si I’entier j ne correspond pas a la position d’une boite quantique, il nous revient a résoudre
le probléeme en deux étapes :

— résolution de I’équation de Faraday,

— calcul du champ électrique E;L;Fl avec I’équation d’Ampere,

Dans les cas ot les entiers j sont les positions des boites quantiques, les équations par

ordre de calcul sont données par

n+i n—i ot
vity = Byiin T g( v~ Erj) (4.21a)
n+y 1 ntd. n+l
Jpg? = NoTr| My | V((n+5)0t 5 2), p; : (4.21b)
ot (ot ntd pv26t ntl
n+1 _ n -7 2 _ 3 _ 3
Ex,j - Eﬂc,j (SZ(Byvj""% y,j—%) Emax z,j (4.210)
et )
nt3 1 1
ac,]'? = i(EzL‘:,j +E;L,j)v )
n+= n4= n+
= e,
1 =
Pl = A%, Tl (4.21d)
T'jnJr; — E;L7J]-FIM$—|—VC(p;L+1), 1
+3 41
o =AY B A5t T A, Eo)pl R,

Corrolaire 1. Le systéeme formé avec les équations (4.21a)—(4.21d) est explicite et d’ordre

2 en temps et en espace.
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4.4.2 Couplage Maxwell-Bloch faible avec I’'interaction électron-phonon

Nous considérons dans cette partie le modele de Bloch (4.19) et les équations de Max-
well en 1D données dans la section [4.2]

Pour tout j, considérons les données initiales

1 5t LGt 5t
0 0 _ _ 0 0 _ 0 0
Erjo Sa =0 Bl =5 (Baj—Ea;) et pf = A(5, Eo)A(T, B2 M) pj-

Si les boites se trouvent dans les positions j, les variables du probléeme sont calculées selon

I’ordre des équations suivantes :

BZ;%% - BZ,;%% - (%( g+ — L) (4.22a)
n+3 1 il 4l
Jx,jg:NbTr<Mz[V((n+2)5t,pj *):p; 2D (4.22b)
1 1 2 1
By = Eﬁj—%( Z;f%— ;jf;)—g]mjj e, (4.22¢)
et
Bt = LB+ B,
QT = nglGLp ] +G;p;?+5l+ A(p;.‘+5,Gg)1
SIEL = C(8t, Bo, “a) A(8t, E -2 My)B(6t, Q) S,
S = q([Gar 9451 = [Gar 555 1): 1
| T = A o)A, BN, B8, ST AL, ERM,)A(SL, Eo)pl .

(4.22d)
Corrolaire 2. Le systéeme formé avec les équations (4.22a)—(4.22d)) est explicite et d’ordre

2 en temps et en espace.

4.4.3 Condition aux bords

Equation d’Ampere. La condition aux bords que nous introduisons dans les calculs
est la condition d’onde incidente qui est étudiée dans [Rei00]. Les calculs sur les bords du
domaine sont effectués grace a une équation des ondes dont la variable dépend du champ
électrique F,. Notons u la solution de I’équation des ondes et la version sans dimension
de cette équation est donnée par

O*u = d%u.

Cette équation se décompose en un systeme de deux équations de transport correspondant
aux évolutions des ondes entrantes et sortantes. Nous nous intéressons particulierement

aux ondes entrantes dont 1’équation est donnée par

Ou = 0,u. (4.23)
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Discrétisons les dérivées premieres partielles de 1’équation (4.23)). La discrétisation de
la dérivée partielle temporelle s’effectue sur la moyenne de la variable u entre les deux

premiers points de la discrétisation spatiale. Cette moyenne est donnée par
1
—(u1 + ug).
2( 1+ uo)

Pour t = ndt, la discrétisation de la dérivée temporelle donne

n ug-l—l _an

1 uy™ —uj g
( st at )

La discrétisation de la dérivée spatiale se fait sur la moyenne de la variable u entre les

instants ¢ et ¢t + dt. Elle nous donne
+1 +1
1w —ug

LW
o, u = 2(

L’équation (4.23]) discrétisée nous donne

n_ug
).

0z + 0z

1—46t/6z
n+1 __ ?_i_ / ( 8, 711—&—1)'

U =u
0 1+0t/oz

La condition d’onde incidente impose que
uf = Eiy — Eine et ug = Ejg.

Alors nous obtenons

1—0t/oz

Bl = B = Bine 4 g5,

(Ezo = ErT' = Bine)-
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4.5 Tests numériques

Les simulations numériques sont des outils indispensables pour la validation des modeles
continus et discrets car elles constituent réellement la mise en ceuvre et 'adaptation aux
moyens numériques des modeles mathématiques. Les tests numériques sont utilisés en
général pour comprendre le fonctionnement et les propriétés des systemes physiques, bio-
logiques, etc. En ce qui concerne les boites quantiques, nous avons rencontré des difficultés
dans le choix des tests numériques a cause

— du manque d’information sur les parametres physiques,

— du manque des résultats de référence pour les comparaisons.
Les cas tests réalisés dans cette these utilisent les valeurs des parameétres physiques confor-
mément aux tailles et aux caractéristiques des boites quantiques. Nous comparons les
résultats obtenus avec les résultats de certaines théories (modeles) données dans les articles.
Les différents cas tests réalisés dans cette theése sont

— la transparence auto-induite,

— le transfert de cohérence,

— la pertinence des termes de Coulomb,

I'impact des phonons dans les boites quantiques.

Ces tests numériques sont réalisés avec les modeles numériques de Maxwell-Bloch donnés
dans les sections et Les modeles de Bloch sont couplés faiblement avec les
équations de Maxwell. Les tests numériques réalisés dans cette these nous servent d’ou-
tils de vérification des propriétés qualitatives et de validation des modeles continus et

numériques.

4.5.1 Transparence auto-induite

La transparence auto-induite est un phénomeéne découvert théoriquement avec les
modeles de l'optique non linéaire et a été confirmé par les réalisations expérimentales
sur certains systemes ([AER7, IMHG67, |GS70]) tels que la propagation d’ondes dans les
fibres optiques. Elle peut étre réalisée avec les modeles tres simples tels que 'équation
de Schrédinger, I’équation de Vlasov et méme avec des modeles couplés (Maxwell-Bloch
[Bid06]). Pour montrer I'importance des effets cinétiques dans le probleme couplé laser—
plasma lors d’un régime relativiste, la transparence auto-induite a été mise en ceuvre et
on I'appelle allumateur rapide dans ce contexte (voir [BGBT99]). La transparence auto-
induite est le cas test utilisé par R. Ziolkowski, J. M. Arnold et D. M. Gogny [ZAG95]
pour tester leur premier code Maxwell-Bloch, pour des atomes a deux niveaux d’énergie.
Dans notre contexte, ce cas test va nous permettre de valider les propriétés qualitatives et

quantitatives des modeles continus et discrets que nous avons dérivés.

Principe. Cela consiste a éclairer le matériau avec une onde incidente spécifique bien ca-

librée. L’onde incidente procure au matériau de ’énergie qui lui est restituée intégralement
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et I'onde ressort inchangée du matériau. Nous pouvons illustrer le mécanisme de passage

d’énergie avec la figure [4.3

— - X

S E— -
Onde a Dentrée Boite Onde a la sortie

FIGURE 4.3 — L’excitation de deux niveaux &; et £ d’une boite quantique. L’onde identique

a l'entrée et a la sortie avec la méme longueur d’onde A.

Onde calibrée. La forme de l'enveloppe et 'amplitude de 'onde doivent étre tres
spécifiques ([MH67, BFK14]). Son expression mathématique pour réaliser la transparence

auto-induite est donnée par
E(z,t) =U(z,t)sin(wot),

ou wy est la fréquence de l'onde et U(z,t) est U'enveloppe de l'onde, égale a
E

U(z,t) = %ix/va

ol Fpax est 'amplitude maximale de I'onde et 7, est la longueur de la pulsation de I'onde.

L’aire de ’enveloppe de 'onde sur tout R vaut
oo dt

WTEEIIN = MEnaxTpT,
—0o0 Ch(_l_i)
P

+oo
A= m/ U(z,t)dt = mEyax
—00

— Ml

avec m = 7,

Pour les simulations numériques, nous n’allons pas pouvoir varier le temps ¢ dans tout R.
Pour un intervalle de temps 207, les bornes de 'intégrale deviennent —107, et 107, et on

obtient
2arctg(exp(10))

A, = mEmaXTp/ ydy = mFEax7,(0.9999427).
2arctg(exp(—10))

Pour que laire de la pulsation soit égale & kr (k € N) ou obtenir une k inversion, il
faut que I’amplitude maximale de ’onde soit égale a

k kh
Ermax = = .
0.999942m7, — 0.999942[|M|| o7,

Finalement, I’'onde calibrée qui permet de réaliser la transparence auto-induite est

B(z.1) kh sin(wot)
z,t) = .
' 0.999942M|am oh (20

Tp

L’évolution temporelle de 'onde calibrée donnée par la figure [4.4] correspond a ses valeurs

aux positions données dans le tableau (4.1
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Point 21 29 Z3 24
Position(nm) | 225 | 15750 | 31500 | 47250

TABLE 4.1 — Tableau des points de calcul de ’onde calibrée.

Champ électrique

[o] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Time (ps)

FIGURE 4.4 — L’évolution du champ calibré en espace et en temps. Les courbes bleue,
verte, rouge, noire correspondent respectivement aux évolutions temporelles de F(z1,t),
E(z9,t), E(z3,t) et E(zq4,1).

Parameétres physiques et numériques. Le cas test de la transparence auto-induite
est mis en ceuvre avec les valeurs des parametres des boites quantiques concues a partir
des molécules d’arsénuire de gallium GaAs et d’arsénuire d’indium InAs. Ces types de
boites sont notés GayIn;_,As avec a € [0, 1]. Les parametres physiques pour ces types de
boites donnés dans [LRS96] sont rappelés dans le tableau en fonction de la valeur du

parametre .

Parametre physique Symbole Unité Valeur
Constante diélectrique statique €s Sans unité 15.1-2.87a + 0.67 o?
Constante diélectrique haute fréquence €co Sans unité 12.3-1.4«
Energie de gap E, eV 0.36 + 0.63 a + 0.43 a?

Densité d’atome N, m=3 (3.59-0.83 «) 10%8

TABLE 4.2 — Parameétres physiques des boites Ga,In;_oAs donnés dans [LRS96].

Pour que I'onde puisse franchir le gap de la boite, il faut que I’énergie de Planck de
I'onde hwg soit supérieure ou égale a E,. Dans ce cas, la longueur d’onde associée a ’onde
de fréquence propre wy susceptible de produire la résonance (excitation totale) entre les

niveaux séparés par le gap est donnée par

21V 2mvh 2mch
> N

A= > = ,
wo Ey Egv/€r(wg) pir(wg)

oll wy est la fréquence associée a ’énergie de gap Ey, €, (wg) et (wg) sont respectivement
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la permittivité relative et la perméabilité relative.
Nous déterminons la permittivité relative avec le modele de Debye. Son expression est
donnée pour toute fréquence w par

€s — €xo

€ (W) =€ + ——m
r(w) = € 1+ iwt,’

ou t, est le temps de relaxation.

Nous prenons le temps de relaxation d’un électron piegé a 'intérieur d’une boite quantique

quelconque donnée dans [Gaull] (¢, = 300us). Dans ce cas nous obtenons une permittivité

relative qui est quasiment égale a la constante de permittivité a haute fréquence de la boite

) E
pour un champ de fréquence wy, = 52 :

er(Wg) = €co- (4.24)

On suppose que les boites quantiques n’ont pas d’effet magnétique, ce qui donne une
perméabilité relative qui est égale & 1 (u,(wg) = 1).

Les valeurs des longueurs d’onde utilisées dans nos codes sont de I’ordre de 4.56 1077 :
A~ 4.56 1077 m. (4.25)

La discrétisation du domaine de calcul se fait en fonction de cette longueur d’onde .
Nous choisissons 20 points de calcul par longueur d’onde, ainsi le pas de calcul suivant la

direction de propagation est

A
6z = ~22810"%m.
z 20 m
Avec une constante de stabilité CFL = 0.95, on obtient

ot = 0.955—z = % ~ 0.2 fs.
c 20c

Sur une distance de propagation L = 10~ m, le nombre total de points de calcul est
L
Dis = — = 1333.
0z

Pour ne pas dériver les conditions aux bords spécifiques au modele couplé de Maxwell—
Bloch, on place les boites a une certaine distance du bord du domaine de calcul. Les boites

quantiques sont, disposées entre les points begdot et enddot avec
begdot = 0.1Dis et enddot = 0.9Dis.

La figure nous donne la disposition des points de calcul correspondant au matériau
quantique suivant la direction de propagation de l'onde électromagnétique. Les boites
quantiques sont représentées par les points rouges du dessin. Les valeurs numériques des
positions des boites peuvent étre déterminées avec le tableau Les boites sont alignées

entre les points begdot et enddot.
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begdot enddot
FIGURE 4.5 — Points de discrétisation en espace. Les croix noires correspondent aux points
de calcul du matériau sans boites et les points rouges correspondent a la zone occupée par

les boites.

Dis | begdot | enddot
1333 133 1199

TABLE 4.3 — Valeurs des parametres numériques. La variable Dis est le nombre total de
points de calcul et les variables begdot et enddot sont les points respectivement initial et

final de localisation des boites.

Transparence auto-induite d’un modeéle a deux niveaux d’énergies

En principe, la transparence auto-induite met en jeu deux niveaux d’énergie et elle est
généralement réalisée avec des systemes a deux niveaux.
Notre premier cas test consiste a reproduire le phénomene sur les systemes de boites
quantiques a deux niveaux et ensuite tester les systémes a trois niveaux en recherchant
une configuration des niveaux qui permet d’obtenir une inversion totale du niveau d’énergie
ciblé.
Tout d’abord, réalisons le phénomeéne avec un systeme a deux especes d’électron et a deux
niveaux d’énergie. Les deux niveaux sont séparés par l'énergie de gap F, donnée dans
le tableau [4.2l Nous avons un niveau dans la bande de conduction et le second dans la

bande de valence comme le montre le dessin a droite de la figure La densité initiale

AR OO
is o) o1

Dans ce cas test, on ne considere que 'hamiltonien libre des électrons et ’hamiltonien de

est donnée par

I'interaction laser—boite.

La figure montre une double inversion totale du niveau de la bande de conduc-
tion au moment de lapparition du champ pour trois types de boites quantiques (o €
{0.5,0.6,0.7}).

Le peuplement du niveau de conduction nécessite un dépeuplement du niveau de valence.
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02 . 1 1
0.05 0.1 015 02 025
Time (ps) w\ll

(a) (b)

FIGURE 4.6 — (a) Transparence auto-induite dans les boites quantiques & deux niveaux,

(b) schéma du systéeme a deux niveaux.

On remarque a travers la figure que l'excitation de la population p§; ne se fait
pas aux mémes moments dans les trois boites quantiques car l'inversion de la population

dépend de ’énergie de gap du systeme qui sépare les deux niveaux.

Transparence auto-induite d’un modeéle a trois niveaux d’énergies

Passons au cas d’un systeme a trois niveaux ol nous avons deux niveaux dans la bande
de valence et un seul dans la bande de conduction. Nous considérons que ’écart entre le
niveau de conduction et le second niveau de la bande de valence est égale a E,. La densité

initiale du systeme est

Pl PIT PIS 000
p=1pri P1 P2 =10 0 0
Py P31 P3o 001

Nous envisageons deux configurations pour I’écart entre les deux niveaux de valence :
10 3 . v V)
— Premiere configuration : h(wy — wY) = Ej,

— Seconde configuration : A(wy — wy) = 2E,.
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C C
Wy Wi
2 g
jj 7
Wo Wa
Eg
7
v E,
Wi 25
wy

(a) (b)

FIGURE 4.7 — (a) Premiére configuration du systeme a trois niveaux. (b) Seconde configu-

ration du systeme a trois niveaux.

Premieéere configuration. Les écarts entre les trois niveaux sont égaux. Nous pou-
vons schématiser ce type de systéme avec schéma (a) de la figure

Choisissons précisément la boite quantique Gag sIngsAs pour les tests de cette partie.

0.05 01 015 02
Time (ps)

FIGURE 4.8 — Mise en ceuvre de la transparence auto-induite de le cadre de la premiere

configuration donnée par la figure [4.7]

La figure montre qu’on n’obtient pas une double inversion totale du niveau de
conduction a cause de l'excitation du premier niveau de valence. Pour éviter que le niveau
de valence s’excite, nous allons augmenter son écart par rapport au second niveau. C’est

ce qui nous pousse a envisager une nouvelle configuration.
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Seconde configuration. L’écart entre le niveau de conduction et le second niveau
de valence pour cette configuration est le double de I’énergie de gap de la boite considérée.
La configuration du systéme est représentée par le schéma (b) de la figure Avec ce
systeme, nous assistons a une inversion totale de la population de conduction pf;. La
premiere population de valence pYy; reste inchangée (voir la figure . Cela est dii au fait
que la fréquence correspondant a 1’écart entre les deux niveaux de valence est nettement
supérieure a la fréquence de I'onde incidente. Cette configuration a permis de provoquer
seulement l’excitation du niveau de conduction dont la fréquence d’écart avec le niveau

initialement excité (second niveau de valence) est égale a la fréquence de ’onde incidente.

C
\ Py
08F ro| y
\ — Py
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FIGURE 4.9 — Mise en ceuvre de la transparence dans le cadre de la seconde configuration
représentée par le schéma (b) la figure

Contribution des termes de Coulomb. Tous les calculs précédents ont été effectués
avec le modele numérique de Maxwell-Bloch couplé faiblement donné dans la section [4.4.1]
sans ajouter les termes de Coulomb.

Ajoutons au code utilisé dans les paragraphes précédents pour simuler le phénomene
de transparence auto-induite la partie coulombienne en prenant compte ’hypothése non
physique suivante.

Hypothese 4. Pour tous entiers o, ag, as et ag, les éléments du tenseur Rgh%awg

pour tout 0 € {c,v,cv} sont tous égal a une constante Ry € C.

R? = Ry.

a1,02,03,03

Analysons la transparence auto-induite pour différentes valeurs du parametre de Cou-

lomb Ry tout en comparant les résultats avec ceux obtenus dans le cas du modele sans
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terme de Coulomb.

La figure nous montre qu’avec le méme champ, nous avons une différence entre les
variations de la population p§; en présence et en absence des termes de Coulomb. Les
termes de Coulomb modifient 1égerement les niveaux du systeme. Cela provoque une légere
modification de I’énergie de gap et empéche 'excitation totale. On peut simplement dire
que le systéme de boites n’est pas transparent pour ce rayonnement. Il faut un ajustement
de la longueur d’onde du champ en prenant en compte les corrections énergétiques des

termes de Coulomb. Le cas test est réalisé avec Ry = 10721 J.

E/E

0.05 01 015 02
Time (ps)

FIGURE 4.10 — Comparaison du modele avec et sans les termes de Coulomb.

Augmentons la valeur de la constante Ry. Comme le montre la figure [4.11] une trop
grande valeur de la constante détruit completement le phénomene de transparence auto-
induite. Il est détruit parce que les valeurs critiques de Ry modifient significativement
I’énergie de gap qui vaut environ 2.507 107!? J pour a@ = 0.5 (voir tableau . Nous
assistons a une excitation du premier niveau de valence et une destruction du phénomene
de la transparence auto-induite. Pour éviter cela, il faut changer la structuration du modele

comme il est fait dans la section en décalant les niveaux d’énergie du systeme.
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FIGURE 4.11 — Impact des valeurs critiques de la constante Ry.

Impact des densités intra-bandes. Les modeles utilisés dans [GH02, [GHO03] ne font
pas intervenir les cohérences intra-bandes dans leur modele. Ceci induit une simplification
dans les modeles qui ne font intervenir que les populations p§;, pJ;, p3o et les cohérences
interbandes p{y, p{3, p]] et p5;. La question qui se pose est de savoir si cette simplification
permet de réaliser sans erreur la transparence auto-induite. Le dessin associé au modele

simplifié dans notre cas (modele & trois niveaux), est donné par la figure [4.12]

C

P11

CV
P12

P32
pl2 =0 PiY

\a

P11

FIGURE 4.12 — Modele a trois niveaux sans les densités intra-bandes.

Cas tests avec les parametres des boites quantiques. Réalisons tout d’abord
ce cas test sans prendre en compte les termes de l'interaction de Coulomb. Le modele
simplifié sans les termes de Coulomb permet de reproduire le phénomene avec une légere

différence par rapport au modele complet (voir figure [4.13]).
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2 1 1
0.05 01 015 02
Time {ps)

FIGURE 4.13 — Inversion de la population p§, dans le cas sans terme de Coulomb (Ry = 0) :

en rouge le cas pj, # 0 et en vert le cas pj, = 0.

Ajoutons les termes de Coulomb au modele. Les inversions obtenues avec les termes
de Coulomb ne sont pas totales comme le montre les deux figures et cela est dii aux
perturbations apportées par l'interaction de Coulomb et a la simplification du modele.
La simplification du modele détruit sa structure algébrique qui peut rendre le modele
invalide car la destruction algébrique du modele peut générer des valeurs physiquement

inadmissibles (voir plus bas).

)
Pyp0

j— p\{z# 0

0 L L L L
0.05 01 0.15 02 0.05 0.1 015 0.2
Time (ps) Time (ps)

(a) Rop=10"% (b) Ry=310"%

FIGURE 4.14 — Inversion de la population de conduction pour des modeles avec les termes

de Coulomb : comparaison entre le modele simplifié et le modele complet.
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Remarque 5. Pour l'implémentation numérique, il suffit dans notre code standard d’an-
nuler les cohérences intrabandes a chaque pas pour reproduire le modéle sans cohérence

intrabande.
Donnons un systeme quantique pour lequel la simplification suggérée dans les deux

articles [GHO02, [GHO3] invalide le modele de Bloch.

Construction d’un cas test violant les contraintes physiques. Nous avons
constaté l'invalidité du modele simplifié avec certains jeux de parametres physiquement
acceptables mais qui ne correspondent pas aux parametres des boites Ga,In;_,As. Ces
parametres sont donnés dans le tableau

Parametre physique Symbole Unité Valeur
Constante diélectrique relative €r Sans unité 14
Energie de gap E, J 6.6170 10~20
Densité volumique Ny m™3 1020
Parametre de Coulomb Ry J 3.5 1072

TABLE 4.4 — Parametres physiques du systéeme quantique, invalidant les modeles utilisés
dans [GHO02, (GHO3].

Avec les parametres donnés dans le tableau la population de valence py; donne
les valeurs négatives (voir figure . Ces valeurs négatives ne sont pas physiquement
acceptables.

Ainsi la simplification utilisée par [GH02, (GHO3| détruit la structure algébrique du modele

et cette destruction invalide cette simplification.

08r

08

ud—— 041

021

L L L L . . W
-0'0,05 01 015 02 025 03 0 005 04 0.15 02 025 03
Time (ps)

(a) (b)

FIGURE 4.15 — Invalidité du modele simplifié. (a) Les variations des populations dans les
cas du modele avec p}, # 0. (b) Les variations des populations dans les modeles sans les

termes intra-bandes, la premiere population donne les valeurs négatives.
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4.5.2 Transfert de Cohérence

Le transfert de cohérence est un phénomene qui s’intéresse explicitement aux cohérences
du modele. Il a déja été réalisé dans le cadre de l'interaction entre un laser et un gaz
d’atomes (voir [Sut97, Bid06]). Ce phénomene nous semble intéressant pour l'interaction
entre les boites quantiques et le laser mais on ne le retrouve pas parmi les tests réalisés sur
les boites quantiques dans la littérature. Il nécessite un modele non simplifié et permet de
justifier le développement des codes Maxwell-Bloch sur les modeéles complets.
Considérons un modele a trois niveaux d’énergie dont deux niveaux dans la bande de va-
lence et un seul dans la bande de conduction. La configuration du modele est celle donnée
par le schéma (b) de la figure On peuple les deux premiers niveaux des deux bandes
pi1 = 0.5 et pj; = 0.5. Puisque les deux populations p{; et py; sont non nulles alors nous

prenons la cohérence p{Y et son conjugué pi§ non nulles (p{y = pi§ = 0.25).

Principe. Le principe du transfert de cohérence consiste a annuler les cohérences py et
pY{ et & rendre non nulles le deux autres cohérences (pY, # 0 et pY; # 0). Clest-a-dire au

bout d’un temps, la matrice densité doit se transformer de la maniere suivante

P11 P11 O P11 0 0
p=1pi1 P11 Of =1 0 pi1 pPlo
0 0 0 0 P31 P

Réalisons le phénomene pour les boites quantiques Gag sIngsAs dont les parameétres phy-
siques peuvent étre déterminés a partir du tableau 4.2| en prenant o = 0.5.
Tout d’abord, considérons le modele de Bloch simplifié en prenant en compte 'hamiltonien

libre et I’hamiltonien de l'interaction laser—boite, nous obtenons la figure [4.16

05

041

0.3r

021

01

Time (ps)

FIGURE 4.16 — Transfert de cohérence pour la boite Gag sIngsAs
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On voit sur la figure @ que la population pf; finit par s’annuler alors que la seconde
population de valence p3, passe de 0 a 0.5. La premiere population de valence p}; quant
a elle conserve sa valeur initiale. En utilisant les propriétés de positivité, les cohérences
pi] et pi sont nulles car les populations associées p{; et p]; s’annulent. Dans ce cas, nous
venons de réaliser le transfert de cohérence avec le modele sans terme de Coulomb.
Ensuite, ajoutons les termes de Coulomb. On arrive a reproduire le transfert de cohérence
mais cette fois le phénomene se présente différemment (voir figure a cause de I'impact

des corrections coulombiennes.

1

[oke] o
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07F
06F
051 o
0.4F
03F
02F
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0 002 004 008 008 01 012 014 016 018 02

Timé (ps)

FIGURE 4.17 — Transfert de cohérence avec les termes de Coulomb.

4.5.3 Analyse numérique des termes de Coulomb

Les tests numériques réalisés plus haut montrent les failles des modeles simplifiés uti-

lisés pour modéliser les nanostructures telles que les boites quantiques. L’interaction de
Coulomb perturbe le systeme et modifie les propriétés de transparence du milieu au contact
avec les radiations (champ électromagnétique).
Si nous prenons en compte les corrections coulombiennes dans le modele, nous pouvons
calculer les parametres de 'onde électromagnétique capable de rendre le milieu transpa-
rent lors son passage. Les expressions des fréquences modifiées du systeme sont données
pour tout j, k par

Q; :qu—i—éch- et QF =w; + owy.

Considérons le systéme de la seconde configuration donnée par le schéma (b) de la fi-
gure [1.7] On obtient les corrections constantes apportées par I'interaction de Coulomb en
prenant les valeurs des parametres de Coulomb Ry = 10721, Les valeurs des corrections
énergétiques 0E7, 0&) et 6&5 sont déterminées et données dans le tableau Ces valeurs

sont obtenues avec la boite Gag sIng 5As. Ces corrections énergétiques permettent d’établir
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la nouvelle configuration du systéme établie au cours du temps (voir figure [4.18]).

Correction &Y 0&Y 0&y
Energie (J) | —10721 | 0 | 2.1072%

TABLE 4.5 — Valeur des corrections énergétiques apportées par 'interaction de Coulomb

aux niveaux quantiques pour Ry = 10721,

Sans Coulomb Avec Coulomb
E
ng % + ow§
0 0
E v
B, =252 + dwy
—2%s

FI1GURE 4.18 — Configuration du systeme pour les modeles sans et avec les termes de
Coulomb. A gauche en noir le systeme sans les termes de Coulomb. A droite en rouge le

systeme avec les termes de Coulomb.

La longueur d’onde du champ électromagnétique capable de provoquer I'inversion to-

tale du niveau de conduction est donnée par

- 2mv _ 2mv
@y wg+ 0wy

On réalise le phénomene de transparence auto-induite sur les deux systeémes donnés par
le schéma et le schéma (b) de la figure Les résultats sont donnés par la figure
Nous remarquons un petit retard dans ’excitation de la population de conduction du
systeme corrigé par rapport au systeme de départ et la double inversion de la population

est totale. Ce petit retard est provoqué par les termes de Coulomb
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FIGURE 4.19 — Transparence auto-induite du modele corrigé avec terme de Coulomb.
L’évolution de la densité p{; du modele quantique [£.7] dans le cas sans terme de Coulomb
sont données par la courbe verte, en rouge le cas avec les termes de Coulomb. Son évolution

pour le modele a droite du schéma |4.18| est donnée par la courbe bleue.

Compte tenu de ces résultats, nous pouvons affirmer que le systeme représentant cor-
rectement la boite quantique considérée (GagsIngsAs) est le systeme corrigé La
correction apportée par les termes de Coulomb dépend de la valeur du parametre Ry qui
a son tour dépend de la taille et de la forme de la boite.

Bref l'interaction de Coulomb considérée tres souvent comme une perturbation dans les
boites joue un role non négligeable dans la détermination des caractéristiques des lasers qui
sont capables d’exciter les niveaux quantiques des boites. En plus 'interaction de Coulomb

retarde ou précipite les phénomenes au sein des boites quantiques.

4.5.4 L’interaction électron—phonon dans les boites quantiques

Les travaux de cette partie portent sur la mise en ceuvre de cas tests numériques qui
prennent en compte l'interaction électron-phonon dans le modele de Bloch.
Nous réalisons les tests numériques seulement avec des phonons optiques. Dans ce cas, les
parametres énergétiques de 'interaction électron—phonon optique dépendent du coefficient
de Frohlich. Les expressions de ce coefficient sont données dans [Kit&7, [SKM94., [SZCO0].

En tenant compte de ces expressions, le carré du module du coefficient £ donné dans

I'équation ([2.69) devient
orhwg , 1 1

ViaPeo e &)
Réécrivons les éléments de la matrice de couplage Gg (6 € {c,v}) (voir les équations (2.71)
et (2.72))) sous la forme suivante :

|‘€01|2 =

9 _ d
Gq,j,k - egqq)q,j,k7
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avec

W = [ 030 expliar) oo

Remarque 6. Dans les cas ou les matrices (IJ‘; sont égales a la matrice identité, nous
retrouvons un modéle de Bloch dans lequel l'interaction électron—phonon est nulle (voir
Vezpression de S™t1).

Les tests numériques sont réalisés sur la boite quantique Gag sIngsAs dont les valeurs
des parametres physiques sont déterminées avec le tableau Dans les tests, on prend

comme volume des boites quantiques
V =102 m3.

Choisissons un seul mode de phonon dans le réseau. La norme du vecteur d’onde du mode
de phonon choisi est égale a
la| = 7N,/?,

et I’énergie de ce mode correspond a celle donnée dans [LRS96] :
E, = hwgq = 341073 eV.
Avec ces valeurs des parametres, les éléments de la matrice Gg deviennent

5~ —22g0
Gk = 11810770 ;)

Utilisons les parametres de I’onde électromagnétique donnés par les expressions
et (4.25)). Le modele quantique choisi est celui de la configuration de la figure 4.7(b).
En tenant compte des calculs effectués dans ’annexe nous prenons des valeurs nulles
pour les éléments diagonaux de la matrice de couplage ®q ;; (®q,; = 0).
Dans ce cas la matrice de couplage se présente ainsi
0
by = 0

o O O
S & O

a*

Nous réalisons le phénomene de la transparence auto-induite avec différentes valeurs du
parametre de couplage non-diagonal a. Nous commencons avec les valeurs du parametre qui
sont réelles et comprises entre 0.1 et 1. Ces valeurs permettent de reproduire le phénomene
sans aucun probleme. Nous avons pris aussi les nombres complexes imaginaires purs comme
valeur du parametre a. Ces nombres sont sensiblement proches de la valeur donnée dans
I'annexe [D] Cela n’a pas affecté la réalisation du phénomene.

Les résultats des deux tests sont donnés par la méme figure
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FIGURE 4.20 — Transparence auto-induite du modele prenant en compte l'interaction

électron—phonon avec a = i.

Les modifications apportées par l'interaction électron—phonon au modeéle de Bloch
s’identifient difficilement (voir figure . En réalité les variations temporelles des po-
pulations données par la figure ne sont pas identiques avec celles de la figure
(modele sans l'interaction électron-phonon). Ces modifications ne sont pas identifiables
sur la figure parce que la valeur de la norme de q choisie donne une énergie d’interaction
e€q = 1.18 10722 largement inférieure aux énergies propres des boites quantiques.

Pour mieux voir les modifications apportées par 'interaction électron-phonon, nous
représentons les évolutions temporelles des éléments diagonaux de la matrice définie pour
tout n € N par

oI = s — e
ol ﬁ"*é est la solution du modele de Bloch sans les termes de l'interaction électron—
phonon.

Les courbes de la figure [4.21fa) sont les évolutions temporelles des éléments diago-
naux de la matrice 5,0”+%. Ces courbes permettent de calculer les parametres physiques
(longueur d’onde, fréquence propre) du champ électrique susceptible d’exciter le niveau
de conduction du modele quantique.

Nous déterminons aussi les évolutions temporelles des élements diagonaux de la matrice
S(t) données par la figure [4.21)(b). En présence du champ électrique, nous constatons que
les comportements des éléments diagonaux S7;, SY; et S5, sont identiques a ceux des
populations. En absence du champ électrique, ces éléments diagonaux restent constants

au cours du temps.
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FIGURE 4.21 — (a) Evolutions temporelles des éléments diagonaux de la matrice dp ou les
modifications des populations apportées par l'interaction électron—phonon. (b) Evolutions

temporelles des éléments diagonaux de la partie imaginaire de la matrice S(t).

Prenons une valeur plus large du parametre a = 30. La figure nous montre que
cette valeur du parametre a détruit completement le phénomene de la transparence auto-
induite. On peut remarquer des modifications apportées par le couplage dans les évolutions
temporelles des populations. Nous n’obtenons pas une double inversion totale des popula-
tions p{, et py, et un retour a la valeur 0 de la population p}; apres le passage du champ.
Cette valeur du parametre a donne des valeurs des élements diagonaux de la matrice —i§t.S
proches des valeurs des populations. Ce qui modifie significativement les évolutions des
populations et détruisent le phénomene de transparence auto-induite. Cette valeur du pa-
rametre a peut correspondre a une valeur totale du parametre de couplage d’un systeme

de 30 phonons de méme vecteur mode q en interaction avec les électrons.
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FIGURE 4.22 — Transparence auto-induite du modele prenant en compte une large valeur

du parametre a = 30.
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Chapitre 5
Conclusion et perspectives

Les travaux de cette these portent sur la modélisation mathématique des boites quan-
tiques avec les modeles de type Bloch (équation de Liouville).
En effet, les premiers travaux concernent les dérivations classiques des modeles de type
Bloch non linéaires dont les termes non linéaires apparaissent & cause de l'interaction de
Coulomb et de 'interaction électron—phonon, deux phénomenes tres importants dans la
modélisation quantique des boites (chapitre 2).
Ensuite, nous avons effectué des études mathématiques sur les modeles dérivés au chapitre
2. Ces études ont montré que la solution des modeles de Bloch conserve la trace et I’her-
micité au cours du temps et la positivité dans certains cas. Il a été montré aussi que les
modeles couplés Maxwell-Bloch sont bien posés localement et globalement en temps. En
plus, on retrouve dans le méme chapitre du document (chapitre 3) une dérivation formelle
d’un modele asymptotique en temps long. Cette dérivation est faite sur les modeles de
Bloch non linéaires en interaction faible entre le laser et les boites quantiques.
Enfin, les travaux de cette these se terminent avec la détermination de modeles numériques
permettant de préserver les propriétés qualitatives et quantitatives telles que la conserva-
tion de le trace, de I’hermicité et la positivité de la solution. Ces modeles numériques ont
été utilisés pour réaliser des cas tests et grace a ces réalisations numériques, nous traitons
les corrections apportées par l'interaction de Coulomb dans le modele de Bloch lors de
I'interaction entre les boites quantiques et le laser et nous avons pu valider le modele de
Bloch obtenu au détriment de modeles utilisés dans la littérature.

A Tissue de ces travaux, de nombreuses perspectives s’ouvrent a nous.
Nous avons montré dans cette these que les modeles de Bloch continu et numérique
possedent une solution qui préserve la trace et I’hermicité au cours du temps. Nous avons
montré aussi que les modeles simplifiés faisant intervenir les hamiltoniens tels que 'ha-
miltonien libre des électrons, de l'interaction laser-boite et de l'interaction de Coulomb,
possedent des solutions qui préservent la propriété supplémentaire de positivité.

Le premier travail a envisager dans la suite de cette these concerne 1’élaboration d’une

preuve mathématique qui garantit la positivité de la solution des modeles de Bloch complet
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avec les termes de I'interaction électron—phonon. Pour arriver a prouver cette propriété, il
faut affiner les structures algébriques & imposer aux densités assistées par les phonons.
Le modele asymptotique formellement dérivé dans cette these est issu du modele de Bloch
non linéaire faisant intervenir des hamiltoniens libre des électrons, de l'interaction laser—
boite et de Coulomb. La dérivation a été faite sans donner les estimations sur les erreurs
commises lors de la dérivation du modele asymptotique (les équations de taux). Dans la
continuité de ces travaux de theése, nous envisageons déterminer les estimations des erreurs
commises lorsqu’on modélise les boites quantiques avec les équations de taux obtenues. Il
s’agit, dans un cadre d’analyse fonctionnelle adéquat, d’estimer les cohérences puis de cal-
culer ’erreur sur les populations. Ceci peut se faire dans un cadre plus général que les ondes
monochromatiques, mais utilise de maniere non triviale des conditions de non-résonance.
Pour cela on peut s’inspirer des méthodes utilisées dans les articles [BCD04, BCDGO04].
Dans le modele de Bloch complet dérivé dans cette these (systeme ), il apparait une
variable intermédiaire (densité assistée par les phonons). Cette variable varie au cours du
temps et apparait dans le cadre de I'interaction électron—phonon. Les études théoriques
(IBB90, BSTWO1, IS92]) ont montré que le phénomene de “phonon bottleneck” affecte
la relaxation d’énergie dans les boites quantiques et les temps de relaxation dans les
boites sont importants dans le cadre des applications ou les boites sont utilisées comme
sources et détecteurs de l'infrarouge lointain (voir |Gra08]). Dans nos études, nous ne
traitons pas l'interaction électron—phonon comme un effet de relaxation car la complexité
du modele général rend difficile I’étude du role de l'interaction. Pour montrer que I'inter-
action électron—phonon est un effet de relaxation, le mieux serait de dériver un modele
asymptotique dans lequel la variable intermédiaire apparaitra autrement. Si 'interaction
électron—phonon est vraiment un effet de relaxation alors son expression dans le modele
asymptotique se comportera comme les trois expressions des relaxations connus dans la
littérature (uni-niveau, cascade, Pauli) données dans [Boy92, [Sut97, Bid06]. Dans la conti-
nuité de nos travaux, nous souhaitons dériver des modeles asymptotiques a partir des
modeles de Bloch faisant intervenir I'interaction électron—phonon et rechercher les termes
de relaxation qui correspondent aux attentes.

Une autre dérivation dans cette direction serait de ramener le modele de Bloch complet a
deux densités & un modele de Bloch qui donne ’évolution temporelle d’une seule densité p.
C’est-a-dire trouver un modele de Bloch dans lequel il n’apparait pas les densités assistées
par les phonons. Cette dérivation nécessiterait ’écriture des commutateurs obtenus grace
a l'interaction électron—phonon en fonction de la densité p et des parametres physiques
des boites et des phonons.

Le but des tests numériques réalisés dans cette these est la validation des modeles de
Bloch continus et numériques. Les codes réalisés peuvent étre utilisés dans les contextes
physiques réalistes. On peut utiliser les champs plus réalistes pour représenter le laser (par

exemple des champs gaussiens largement utilisés en physique) et simuler les phénomeénes
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CHAPITRE 5. Conclusion et perspectives

de transition optique inter-bandes et intra-bandes dans les boites quantiques avec les bons
parametres physiques. On peut ensuite utiliser les résultats des phénomenes de transition
optique pour déterminer le spectre d’absorption des boites dont les valeurs théoriques et
expérimentales sont données dans [TMNA99, KamO05].

Apres avoir établi une bibliographie riche sur les mesures expérimentales des parameétres
des boites quantiques (conductivité, coefficient d’absorption, etc), nous devons trouver les
liens entre certains parametres dont les valeurs sont connues expérimentalement et les va-
riables des modeles dérivés dans cette these. Cela nous permettra de comprendre encore
mieux le comportement des boites quantiques au contact avec le champ électromagnétique.
Les couches de mouillage sont les nanostructures bidimensionnelles qui engendrent les liai-
sons entre les boites (voir 'image & gauche de la figure . Elles induisent un couplage
entre deux boites au sein d’un matériau. Les caractéristiques de couplage de deux boites
quantiques dépendent de ’épaisseur de la couche de mouillage. Il a été évoqué dans la these
de Mourad Baira [Bai09] que la recherche menée sur les boites quantiques GagIn;_,As
couplées émettant a 1.3 pum représente un enjeu important dans le cadre des applications
du domaine des télécommunications optiques. L'une des perspectives intéressante dans la
continuité des travaux peut porter sur la dérivation d’un modele pour les structures de
boites couplées. On peut considérer un systéme de boites couplées comme un ensemble de
systemes boite—couche de mouillage. Puisque les couches de mouillage ont une structure
de puits quantiques, la dynamique de la densité des électrons peut étre représentée par un
modele cinétique (voir [GHO02, [(GHO3|). Le modele mathématique pour les structures de
boites couplées reviendrait alors au couplage du modele de type Bloch dérivé dans cette

these avec un modele cinétique.
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Annexe A

Détermination des fonctions
propres et énergies des boites

quantiques

Les boites quantiques contenant un seul électron, peuvent étre utilisées comme des
sources de photon unique via I'excitation par un laser. La fréquence d’un photon unique
dépend évidemment des états propres du systeme. Les états propres des boites contenant
un seul électron sont solutions de I’équation aux valeurs propres de Schrodinger ([2.2))
donnée par

Hy; =Epp; avec je{l,---}.
L’hamiltonien du systeme H est la somme de 'hamiltonien libre Hy et 'hamiltonien de

confinement dans les trois directions de l'espace V,(r).

h2
H = Hy + Ve(r) = -

A+ Ve(r).

Me
Les résultats analytiques simples sont obtenus en supposant que I’hamiltonien est infini &

I'extérieur du domaine et nul a 'intérieur.

0 pour re D,
Valr) = :
oo pour r R’ —D,
ou D est la boite quantique.
Ceci se traduit mathématiquement par une condition de Dirichlet au bord de la boite.

Déterminons les fonctions propres v; des boites de forme cubique et cylindrique.

Boites cubiques. Dans les boites cubiques, nous choisissons un référentiel cartésien

dans lequel la formulation du probleme devient

a%wj(x7yaz) + 85%(17,97 Z) + 831/}](1'73/72) = ijj(x7yaz) pour (%Z/;Z) € Da
¢]($7yvz) =0 pour (.fU,y,Z) € 8D7
(A1)
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L _2mego.
avec Ej = — =5 &j.

La méthode de séparation de variables permet de poser pour tout niveau j :

Vi(x,y, 2) = ¢1,5(x) b2, (y)d3,4(2).

Grace a la méthode de séparation de variables, le systéeme s’écrit comme trois
probléemes aux valeurs propres unidimensionnels.

Considérons les boites centrées au point d’origine 0 dont les longueurs sont identiques
suivant les trois directions de l'espace (2L). Le domaine de ces boites cubiques est donné
par [—L, L]3. Dans ces types de boites, les expressions des fonctions propres dépendent de
la parité des niveaux quantiques.

La résolution d’un probleme unidimensionnel obtenu avec la méthode de séparation de

variables nous donne la solution suivante :

L gin(Zi% g our m; air,
é1(x) = { VL ( 2L ) p j P (A.2)

L cos(%i%g) pour m; impair
NG 2L p j pair.

En dimension 3, les niveaux quantiques sont représentés par les triplets d’entiers
(mj,nj,pj). Donc les expressions des fonctions propres dépendent des parités des trois
entiers mj, n; et p;.

La valeur propre associée a la fonction propre (A.2)) est donnée par

m2m?

Evj=——77 (A.3)

La valeur propre du probléeme en dimension 3 (A.1)) est la somme des valeurs propres
des trois problemes unidimensionnels.
2 (
412

Ej = El,j =+ EQ’J’ + E37j = mJQ + n? —l—p?)

Nous déduisons les expressions des énergies des niveaux quantiques, inversement propor-
tionnelles au carré de la longueur des boites.

K2 _ h2x?
~ 8m.L?

(m3 +n3 +p3).

Choisissons trois niveaux quantiques en dimension 3 notés I, II et III tels que I =
(1,1,1), IT = (1,2,1) et III = (2,2,1). Dans 'annexe B} nous calculons les valeurs des
élements de la matrice dipolaire dans la cas d’'un modeéle quantique composé des trois
niveaux I, IT et III.

Dans le cas d’une boite de longueur 2L = 2 1078 les énergies de ces trois niveaux sont
données dans le tableau [A1l



Niveau | Energie (J)
I 4.5187 1022
II 9.0374 1022
111 1.3556 102!

TABLE A.1 — Les énergies de trois niveaux quantiques I, II, III d’une boite cubique de
longueur 2L = 2 1078,

Boites cylindriques. Plagons nous dans un référentiel cylindrique dans lequel I'expres-

sion du laplacien est donnée par
2, 1 L o 2
Le domaine de la boite quantique en coordonnées cylindriques s’écrit
Dz{&ﬁwﬁ 0<r<R, 0<6<2m, —nggL}

En procédant comme précédemment avec 'utilisation de la méthode de séparation de

variables. Pour un entier m; pair, I’expression de la fonction propre nous donne

L myT . myT > )% 1\ 2ntp,
Y;(r,0,z) = <A1 sin (ﬁz) sin (pj9)+A2 sin (ﬁz) coS (pﬂ)) Z pj'gnj—)i-p])' (57")2 y+pa’

n;=0

ou les constantes A; et As sont déterminées avec la relation suivante :
Z 14jll2(py = 1.
J

Cette expression est différente pour un entier m; impair, elle devient

m;T \ . M, > —1)™i 1 \2n.4p,
Y;(r,0,z) = <A1 cos (iz) sin (pj9)+A2 cos (iz) CoS (pjﬁ)) an:O 19j!((TLj—>|—pj)!(2r)2 itPi



Annexe B

Moment dipolaire pour les boites

cubiques

Les éléments de la matrice dipolaire M° (§ € {c,v}) dépendent de la charge de
I’électron e, des fonctions propres des boites quantiques.
Dans cette partie, nous déterminons les éléments de la matrice dipolaire dans le cas des
boites cubiques. Les fonctions propres des boites cubiques sont données dans ’annexe [A]

Pour tout j, k € N, les éléments de la matrice dipolaire se présentent ainsi

X

L L L
Mj, = —6/_L /_L /_L W (x,y,2) |y | Uf (2, y, 2)dwdydz

z

Propriété 6. Pour les boites de forme cubique :

(i) les éléments de la matrice dipolaire sont nuls.

&
M} =

o O O

(i1) Pour deuz niveaux différents (mj,nj,p;), (mg, ng, pk) -
- Mi‘sjlk est non-nulle si les entiers m;j et my, sont différents, de parités différentes et
si les deux autres entiers (nj,p;) et (ng,pi) sont égaux.
- Mi‘s]/k est non-nulle si les entiers n; et ny sont différents, de parités différentes et
si les deux autres entiers (mj,p;) et (my,pg) sont égaux.
- M;w- i st non-nulle si les entiers p; et p sont différents, de parités différentes et si

7]7
les deuz autres entiers (mj,n;) et (my,ny) sont égaut.

Démonstration. Les éléments de la matrice dipolaire sont des vecteurs de dimension 3

dont les trois composantes peuvent s’écrire
Mffsj’k = —eH(z)K2(y)K3(2), Mffs]/k = —eK1(z)H2(y)K3(2),

143



et
Ma,g r = —eKi(z)Ka(y)H3(2),
ou pour tout u € {z,y,z} et [ € {1,2,3},

/ ¢z,] ¢lk u)du et  Hi(u / ¢z,g ¢zk()

2 . . 27 2 . 12 . . /
Détermination des éléments diagonauz : Les éléments diagonaux de la matrice M sont

nuls car V7, [, la fonction u|g; ;(u)|* est impaire et 'intégrale H;(u) dans le cas des éléments

diagonaux s’annule.

0

88
M55 = |0
0

Détermination des éléments non-diagonauz : Les déterminations des intégrales Kj(u) et

Hj(u) permettent de déduire les éléments non-diagonaux de la matrice dipolaire.
Soient a; et ay, les nombres quantiques associés aux niveaux j et k.

— Pour a; # aj, et de mémes parités :
Kl(u) =0 et Hl(u) =0.

— Pour «a; # aj, et de parités différentes (o; pair et oy impair) :

2L Lo+ oy 2L L0 — o
K, =0 et H, = J J '
1(w) e 1(w) (T an)ir? ( 7r)+ () — ap)Pm? sin ( 77)
— Pour a; = oy, :
Kij(u)=1 et Hj(u)=0.
O

Exemple 3. Considérons les trois niveaur donnés dans l'anneze [A] : 1 = (1,1,1), II =
(1,2,1) et III = (2,2,1). Les valeurs des éléments de la matrice dipolaire correspondant
ces trois niveauzr sont données dans le tableau [B.1l.

I 11 111
0 0 0
I 0 — 18Le 0
0 0 0
0 0
I - 1967526 0 0
0 0 0
0\ | (% 0
II1 0 0 0
0 0 0

TABLE B.1 — Matrice dipolaire du modele quantique a trois niveaux I, IT et III.



Les valeurs des éléments de la matrice M données dans le tableau [B.1 montrent qu’il
n’y a pas de coupalge via les équations de Maxwell entre les niveauz 1 et III. Mais il existe
des couplages entre les niveaux 1 et 11 suivant la direction y et entre les niveaux 11 et 111

suivant la direction x. Il n’y a pas de couplage swivant la direction z (voir la figure .

111
M,

11
My

FiGURE B.1 — Couplage via les équations de Maxwell entre les niveaux I, IT et III.



Annexe C

Parametres de Coulomb pour les

boites cubiques

Les parametres de Coulomb dépendent des fonctions propres associées aux boites quan-
tiques et du potentiel de Coulomb. Les expressions des fonctions propres different selon
la forme de la boite (voir l'annexe . Considérons ici les fonctions propres des boites
cubiques de 'annexe [A] Le potentiel de Coulomb est une fonction qui dépend inversement

de la distance entre les électrons en interaction. Son expression est donnée par

e2

/
Vir,r') = —————-,
dmepeqlr — 1|
N 57 / oy 4 . .

ou e est la charge de ’électron, r et 7’ sont les positions des deux électrons en interaction.
Nous commengons par le calcul des parametres de Coulomb en dimension 1 seulement
pour les niveaux de nombres quantiques m; pairs. Ce calcul en dimension 1 nous permet de
repérer la singularité et, grace a ce repérage, nous approchons les intégrales des parametres

de Coulomb en dimension 3 avec une méthode efficace.

Parametre de Coulomb en dimension 1 Nous faisons les calculs avec les fonctions
propres données dans ’annexe [A] dans le cadre d’une boite cubique et en considérant que

les niveaux de nombres quantiques paires. En dimension 1, nous avons

/ /
e? Lo L sin(™1% z) sin( ™2 z) sin( L a') sin( "2 ) ,
R2ml,2m2,2m’1,2m’2 = 2 — dxdx’,
Arereql? J_1 ) 1 |z — 2|
ou 2L est la longueur totale de la boite.
.. . ! .

n utilisant les changements de variables = our ramener le domaine

En utilisant les chang ts d bles (y,v' otl z L) p le d

d’intégration a [0, 1] x [0, 1], le parametre de Coulomb se réécrit :

2
e ’ ’

— _ — (_1\ymitmetmi+m,
R2m1,2m2,2m’1,2m’2 27’(67«60[/ 1) Ia

146



avec

7 _/ / sin(ay) sin(By) sin(yy’) sin(dy’ )dydy/,
ly =/l
a =2mym, B = 2mam, v = 2mhm et § = 2m .

sin(ay) sin(Ay) sin(yy') sin(3y’)

= est définie sur ’ensemble

La fonction & intégrer f(y,y’) =

D= {<y,y'> € [0.1] x [0,1):y # y'}.

Pour éviter la singularité dans I'intégrale, nous notons

D, - {<y,y'> € [0.1] x [0.1];y = yi}

et posons

sin(ay) sin(By) sin(yy') sin(dy’

H = [ DI ) gy o
. ly =]
avec
I =lim I(e).
e—0
1
I
L
€
Oe€ 1

F1cUre C.1 — Domaine d’intégration D..

Comme le montre la figure I'intégrale I(e) est égale a la somme de deux intégrales

sur deux domaines disjoints au dessus et en dessous de la premiere bissectrice.
I(e) = Ii(e) + Iz(e),

avec

/ / ¢ sin(ay) sin(By) sin(yy') sin(dy’ )dydy’,
Yy -y
et

= 1 sin(ay) sin(By) sin(yy/) sin(6y’) |,
Ir(e) = dydy’ .
2(e) /0 / +e y—y e



Calcul de I;(¢). La premiere partie du calcul de I;(¢€) consiste a transformer le pro-
duit des fonctions trigonométriques au numérateur en une somme de fonctions trigo-

nométriques.

sin(ay) sin(By) sin(yy') sin(dy’)
1

= 8<cos(a_y +b_y') + cos(a_y — b_y') + cos(a_y + byy') + cos(a_y — byy/)

+cos(ayy +b-y') 4 cos(ary —b-y') + cos(ary + byy') + cos(aty — b+y’)> :

avec a_ =a—f,ay =a+p,b_=v—3Jet by =v+9.

L’intégrale I;(€) se décompose en 4 intégrales

1

Ie) = §

(111(6) — 112(6) — 113(6) + 114(6)).
In(e) = 5 (Fla—bo)+ Fla_,~b-)), a(e) = 3 (Fla_,by) + Fla_, ~by))
Iiz(e) = %(F(Mab—) + F(ay, =b-)), Tua(e) = %(F(a+,b+) + F(ag, —by))

1 pry'—e b
F(a,b)—/ /0 Cos(jyj—yy)dydy’.

Il suffit de déterminer F'(a, b) pour déduire les expressions de I11(¢), I12(€), I13(€) et T14(e).

avec

Faisons le changement de variables pour l'intégrale F'(a,b) :
u:y/—y et v:y/,

qui donne

1 prov _
Flab) — / / cos(—au + (a + b)v)dudv
€ € U
1

_ / cos((a -+ b)v) / " os(@) / “sin((a+ b) / "sinla) g g,

€ € U u

Le calcul de ces intégrales nécessite la connaissance des deux fonctions spéciales classiques

suivantes.

Fonctions sinus intégral et cosinus intégral.

La fonction sinus intégral notée Si, est définie, continue et infiniment dérivable sur R.

vz eR, Si(z) = / Smt(t)dt.
0

Sa dérivée appelée sinus cardinal est égale a

sin(az)‘

Si'(z) =

T



La fonction cosinus intégral se note Ci. C’est une fonction définie, continue et infiniment

dérivable sur Ri.

Vo € RY, Ci(z) = — / Cost(t> dt.

Sa dérivée vaut

Revenons au calcul de F(a,b).
Sia+b#0,0na

Flab) = / " cos((a+ b)v) / " cos(at) by + / in((a 1 b)) / "sin(aw) by

u U

1 1
= / cos((a + b)v)(Ci(av) — Ci(ae))dv + / sin((a + b)v)(Si(av) — Si(ae))dv

1 1
= / cos((a + b)v)Ci(av)dv + [ sin((a + b)v)Si(av)dv

€

Ci(ae) , . Si(ae)
o [sin((a + b)v)]} + > [cos((a + b)v)]ldv.

—~—

Faisons des intégrations par parties :

1 1
F(a,b) = / cos((a + b)v)Ci(av)dv + / sin((a + b)v)Si(av)dv
Ci(ae) , . Si(ae)
— SO i a oy + 2D s (0 + by
1 ) 1 Lsin((a + b)v) cos(av)
= o b[sm((a + b)v)Ci(av)]! — P /E ” dv
) 1 L cos((a + b)v) sin(av)
- aa b[cos((a + b)v)Si(av)]! + . /e ” dv
Ci(ae) , . Si(ae)
Y [sin((a + b)v)]; + b [cos((a + b)v)]!
B 1 sin((a + b)v) cos(av) 1 ! cos((a + b)v) sin(av)
N _a—i-b/E v ah)—i_a—i-b/6 v dv
~ cos(a+b)Si(a) = cos(a+ b)Si(ae)
a+b a+b
B 1 L sin(bv) cos(a + b)Si(a)  cos(a + b)Si(ae)
T a+b /E v dv = a+b a+b

—cos(a + b)Si(a) + cos(a + b)Si(ae) — Si(b) + Si(be)
a+b '




Sia+b=0:

1
u €

Fla,b) = / 1 / " eoslat) gy — / (Ci(av) — Ci(ae))dv
= [vCi(av)]! — / 1 cos(av)dv — (1 — €)Ci(ae)
= Ci(a) — Ci(ae) — /61 cos(av)dv

— Ci(a) — Ci(ae) + S0

a

Calcul de Iz(e). Le calcul de Is(e€) se fait de la méme maniere que précédemment.

On écrit I5(e) comme la somme de 4 intégrales telles que :

Ir(e) = 3(121(6) — Ina(€) — Ins(€) + Iaa(e€)),

avec

I21(€) = %(G(a—v b—) + G(a—7 _b—))7 122(6) = %(G(a—v b+) + G(a—7 _b+))

(€)= 5 (Glar,bo) + Glas, b)) et In(e) = 5(Glay,by) + Clas, ~by)).

2
Pour tous réels a, b,
=e 1 cos(ay + by) ,
G(a,b) = / / ——————dydy'.
0 Yy +e y—vy

En faisant le changement de variable y =u+v ety =v,on a :

1—e 1—v
Glab) — / / cos(au + (a + b)v)dudv
0 € U
1—e

= /0 cos((a + b)v)(Ci(a — av) — Ci(ae))dv

1—e
- /0 sin((a + b)v) (Si(a — av) — Si(ae))dv.

Si a # —b, par intégration par parties

Gla,b) = - i 7lsin((a + b)v)(Ci(a — av) - Ci(ac))]L
T a i b /01_6 sin((a + b)v)Wdu
b feos((a b)) (Si(a — av) — Si(ae)§
T a i b /01_6 cos((a + b)v)smg}a__lmdv

Si(a) — Si(ae)  cos(a —b) [17¢sin(b— bv)
a a+b  a+b /0 v—1 dv
_ Si(a) — Si(ae) — cos(a — b)(Si(be) — Si(b))
a+b '




Sia = —b, on trouve :

1—e
Glah) = /0 (Ci(a — av) — Ci(ae))dv

sin(ae) ‘

= Ci(a) — Ci(ae) +

a
Dans les cas ot a+b = 0, on se retrouve avec une intégrale I (e) qui diverge car lg% (F(a,b)+
G(a,b)) = co. Et cela vient de 151(1) Ci(ae).

Nous pouvons remarquer que les parametres de Coulomb divergent en dimension 1
pour certaines fonctions propres. Ce sont les quatre fonctions propres telles ques mj £+
mao +my £ mh # 0.

Parameétre de Coulomb en dimension 3 On procede comme précédemment pour
I'écriture du parametre de Coulomb en dimension 3. En posant a; = (2mj,2n;,2p;) et

oy = (2m’;, 2n’;, 2p}) pour j € {1,2}, on obtient

R _ 8 1) Ongbmgng ) 7
1,02,0,05 mereql ’
avec
15y f(mgz) f(ngy) f(py2) f () f () f (D)
I = o \/(:E Sy PRy Y dxdx'dydy'dzdz,
avec

f(t) = sin(27t).

La fonction

Joorty = Lot SO () @32)) (i) i) )
| (

V=2 +y—y)?+(z - 2)?

peut se réécrire encore

[15_1 £ (my(u’ — ) f (n; (" = 0))f (pj(w' = w)) f (mfu) f (n0!) f (D)
N

avec les changements de variables x = v/ —u, 2’ = v/, 2 =V —v, 2/ =V, 2 = v — w,

J(r,r") =

x=w.
La partie qui rend la fonction divergente en dimension 1 s’écrit autrement en dimension

3. Elle est donnée par
cos(au)

Les valeurs de v et w jouent un role tres important dans la convergence de I'intégrale.

Pour v? + w? = 0, nous retrouvons le méme probleme qu’en dimension 1 et I'intégrande
diverge dans ce cas. Pour éviter cela, nous utilisons une méthode d’approximation qui
permet de traiter la singularité en mettant plus de points de discrétisation dans les endroits

ou la fonction est singuliere.



Méthode de périodisation. La méthode de périodisation est donnée dans [HMRIS].
Pour pouvoir calculer I'intégrale I avec la méthode de périodisation, il faut d’abord ra-
mener toutes les variables d’intégration de I sur l'intervalle [0, 1]. I est l'intégrale de la

fonction J(r,7’) sur le domaine suivant
L:{(u,v,w,u’,vl,w'>/—u’§u§1—u’,—v’§v§1—v' et —w’ﬁwgl—w'}.

Pour ramener les domaines d’intégration des six variables a I'intervalle [0, 1], nous écrivons

I en fonction d’une autre intégrale I;. Cela donne

I =8I,

1,1l p1 pd o' pwf
112/ / // / / J(—u, —v, —w,u', v, w)dudu'dvdv’ dwdw'.

Les changements de variables U = ﬂ, V= % et W = % ramenent toutes les variables

avec

d’intégration sur [0, 1] et on a
I = / J(=UV, V', - W' ' v w')u'v'w' dUdu' dV do’ dW dw’
[0,1]6

Apres les changements de variables pour ramener toutes les variables d’intégration sur
I'intervalle [0, 1], il faut appliquer la méthode de périodisation pour traiter la singularité
qui apparait quand
V2 + W =0
Posons
K(-Uu, -V, —Wuw' ', v w')
\/UZU’Q V202 L W22

J(=UV, =V, —Wuw' o/, v w') =

avec

K(=Ud',-Vv',—Wuw' o' v w') —m;Uu') f(ni V') f(p;Wuw') f(miu’) f (n0") f (plw”).

sz

On peut traiter la singularité de I; en s’arrangeant a éviter que deux variables parmi les

trois variables U, V' et W s’annulent simultanément. Pour cela nous posons

fox t2k—2(1 _ t)2k_2dt
fol 12k=2(1 — ¢)2k—24

V =P(z) = (C.2)

et
fdy t2k—2(1 _ t)2k—2dt

fol #2k=2(1 — ¢)2k—2q4’

W= P(y) = (C3)



ou l'entier k dépend de la régularité de la fonction a intégrer.

L’intégrale I7 devient

I = / F(=UV,—P(z)v', —P(y)w', v, v, w")u'v'w' P'(x) P (y)dUdu' dxdv' dydw'.
[0,1)

(C.4)
Maintenant on peut approcher I'intégrale par la méthode des rectangles et observer
la convergence de la solution approchée de l'intégrale I;.
Pour les nombres quantiques o = (2,2,2), ao = (4,4,4), o) = (2,2,2) et oy, = (4,4,4),
les variations des valeurs de I'intégrale I; en fonction du nombre de points de discrétisation
sont données par la figure

3.065

3.845

3.84 . : g " ! g !
10 15 20 25 30 35 40 45 50
Nombre de points, N=m

Ficure C.2 — Valeurs de l'intégrale I; en fonction du nombre de points de discrétisation

pour k = 5. Les parametres numériques de discrétisation N et M sont égaux.

La courbe de la figure converge vers 3.867 1073, alors

[ =8I =3.0910"2|

On peut prendre une valeur de référence des parametres de Coulomb Ry avec

8e? 2.85107%

Ry = 3.09 1072 ~
0 meregL €L



Annexe D

Matrice de couplage
électron—phonon optique pour les

boites cubiques

Dans les boites cubiques, les éléments de la matrice de couplage entre les électrons et

les phonons s’écrivent sous la forme suivante :

L L L
®%k=/L/L/L%W%%dwpW%x+%y+%dwﬂ%%2MMW%

avec § € {c,Vv}.
Propriété 7. Pour les boites de forme cubique :

(i) les éléments diagonaux de la matrice de couplage électron—phonon sont nuls.

5
®q5 =0

(1t) Pour deux niveaux différents (mj,nj,p;) et (my, ng, pi), les éléments @‘;j i sont non-
nuls si pour tout o € {m,n,p}, les nombres quantiques a; et ay, sont différents et de

parités différentes.

Démonstration. En remplacant les fonctions propres par leurs expressions données par la

méthode de séparation de variables, nous pouvons réécrire les éléments de la matrice.
D) = Ji(x) J2(y) J3(2),
avec pour tout [ € {1,2,3} et u € {x,y, 2z},
L 1) é
T = [ o) expliauu)fy(w)du. (1)
L

Détermination des éléments diagonaux : Dans les cas des éléments diagonaux (j = k),

I'intégrale (D.1]) donne un nombre réel car la fonction i|¢?’ ;(u) |2 sin(g,u) est impaire et son
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intégrale sur [—L, L] est nulle. Pour les éléments diagonaux, on a

L
aw) = [ 1l ot

Rappelons que le produit des composantes du vecteur d’onde q et la longueur des boites

est un multiple de 27. Pour tout u, il existe un entier N tel que
2quL = 2Nm.

Dans ce cas, si le nombre quantique «; associé au niveau j est paire, on trouve

I ;
Ji(u) = 7 /_L sin%%u) cos(quu)du = 0.

Si o est impaire, nous obtenons aussi

1 [ 9, O
Ji(u) = 7 /L cos (iu) cos(quu)du = 0.

Dans tous les cas les termes diagonaux sont nuls.

Détermination des éléments non-diagonauz : Dans les cas des termes non-diagonaux, les

intégrales (D.1)) sont soit réelles ou imaginaires pures.
Soient o et oy, les nombres quantiques associés respectivement aux niveaux j et k.

— Si o # oy, et de mémes parités :

L
T = [ afst) cos(an)ofs(u)du = 0.

— Si o # oy, et de parités différentes (o pair et ay, impair) :

. L 4
Ji(u) = % /_L sin (%u) sin(qyu) cos (%u)du
. sin (2quL+(§j+ak)7r) . sin (72(]“[/“1’(2&]"‘1’&]9)7(')
N 2q,L + (0 + o)t —2qu L+ (o + a)m

sin
C 2quL + (aj —og)m  —2quL + (aj — ap)m

(w) sin (W))

O]

Exemple 4. Pour q,L = 7, calculons ’élément de la matrice de couplage électron—phonon

des niveaux (1,1,1) et (2,2,2). Nous avons

32

Jl(u) = Jg(u) = Jg(u) = 157

La valeur de ’élément de la matrice pour ces deux niveauxr donne

(I)?],j,k = (Jy(u))® = 0.3132i.



Notation

Ensembles et espaces mathématiques :
ensemble des nombres naturels

N

Z ensemble des nombres relatifs

R ensemble des nombres réels

C ensemble des nombres complexes

M,.m  ensemble des matrices d’ordre (n,m)

M, ensemble des matrices carrées d’ordre n

L? espace des fonctions de carré intégrable

L espace des fonctions bornées presque partout
HP espace de Sobolev d’indice 3

H.(R3) espace des états d'un systéme quantique

Symboles :
O dérivée temporelle
Oy, Oy, 0, dérivées spatiales
A opérateur laplacien
[., ] commutateur
{ .- } anti-commutateur
() moyenne d’un observable
|| module
Tr(.) trace
c(.) contraction
Variables :
r = (z,y,z) variable d’espace
t variable du temps
P vecteur d’état d’'un systeme quantique
P* adjoint de ¥
)j fonction propre du niveau j
) matrice densité
Sq matrice de densité assistée par les phonons
E champ électrique
B champ magnétique
H induction magnétique
P polarisation
J la dérivée temporelle de la polarisation P



Opérateurs et parametres quantiques :

énergie du niveau j

fréquence du niveau j

fréquence de transition entre les niveaux j et k
fréquence propre de 'onde électromagnétique
fréquence de Rabi

fréquence du gap

fréquence des phonons de mode gq

énergie du phonon de vecteur q

énergie du gap

opérateur de champ d’annihilation

opérateur de champ de création

opérateurs d’annihilation des électrons respectivement des états j et k
opérateurs de création des électrons respectivement des états j et k
opérateur de déplacement

opérateur d’impulsion

vecteur d’onde des phonons

opérateur d’annihilation des phonons

opérateur de création des phonons

champ de polarisation

hamiltonien libre

hamiltonien de I'interaction laser—boite quantique
hamiltonien de Coulomb

hamiltonien de I'interaction électron—phonon
hamiltonien des phonons libres

matrice diagonale des énergies propres

opérateur dipolaire

matrice dipolaire

tenseur des parametres de Coulomb

valeur caractéristique du parametre de Coulomb
matrice de I'interaction de Coulomb dans le modele de Bloch
potentiel de I'interaction électron—phonon
matrice de couplage électron—phonon

matrice de couplage électron—phonon normalisée

densité des phonons

matrice quadratique en p (voir la section [2.6.3

semi-groupes d’évolution
nombre de niveaux d’énergie dans la bande de conduction

nombre de niveaux d’énergie dans la bande de valence



Parametres physiques :

e charge de 1’électron

c vitesse de la lumiere

v vitesse de ’onde électromagnétique
h constante réduite de Planck

€0 permittivité du vide

€r permittivité relative

1o perméabilité du vide

Loy perméabilité relative

Me masse de I’électron

densité du réseau cristallin

K constante de Boltzmann

T température

Ny densité volumique des boites
t, temps de relaxation

Frax  amplitude maximale du champ électrique



Mots clés. Boites quantiques, modele de type Bloch, interaction de Coulomb, inter-
action électron—phonon, propriétés qualitatives des modeles de type Bloch, probleme de
Cauchy, méthode de splitting, couplage faible Maxwell-Bloch, transparence auto-induite,

transfert de cohérence.

Résumé. Les boites quantiques sont des nanostructures confinées fortement suivant
les trois directions de l’espace. Depuis quelques décennies, de nombreuses études sont
consacrées a ces boites pour leurs propriétés électroniques et optiques intéressantes.

Dans cette these, nous modélisons le comportement électronique de boites quantiques
par un modele de type Bloch dérivé dans le formalisme de Heisenberg. La fermeture des
équations du modele aboutit a un modele non-linéaire issu des interactions coulombiennes
et des interactions entre les électrons et les phonons. Nous étudions les propriétés qua-
litatives de la solution des modeles de Bloch obtenus (trace, hermicité, positivité) ainsi
que le probleme de Cauchy associé au couplage semi-classique avec les équations de Max-
well. Nous dérivons également formellement des équations de taux a partir des modeles
de Bloch non-linéaires. La discrétisation des modeles unidimensionnels de Maxwell-Bloch
fait appel & une méthode de splitting (méthode par pas fractionnaires) pour les équations
de Bloch préservant les propriétés qualitatives du modele continu. La validation du modele
et I’étude de la pertinence de certaines simplifications sont effectuées grace a des cas tests

de transparence auto-induite et de transfert de cohérence.

Keywords. Quantum dots, Bloch type model, Coulomb interaction, electron—phonon
coupling, qualitative properties of Bloch model, Cauchy problem, splitting method, Maxwell-

Bloch weak coupling, self-induced transparency, coherence transfer.

Summary. Quantum dots are nanostructures confined in the three space dimensions.
Since many decades, numerous studies have been devoted to these structures for their
interesting electronic and optical properties.

In this thesis, we model the electronic behaviour of quantum dots thanks to a Bloch type
model derived in the Heisenberg formalism. The closure of equations leads to a nonlinear
model stemming from Coulomb and electron—phonon interactions. We study the qualita-
tive properties of the obtained Bloch models (trace, hermicity and positiveness) and the
Cauchy problem for the semi-classical model coupling Bloch and Maxwell equations to
describe laser—-quantum dot interaction. We derive also formally rate equations from the
nonlinear Bloch equations. The discretizations of one-dimensional Maxwell-Bloch equa-
tions involve splitting methods for the Bloch equations, which enable the preservation of
the qualitative properties of the continuous model. The validation of some simplification

is performed thanks to self-induced transparency and coherence transfer test cases.
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