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Le procédé de métallurgie des poudres est mis en oeuvre pour obtenir des objets solides à
partir de matériaux qui présentent une température de fusion élevée ou pour éviter les étapes de
fusion/solidification. Ce procédé consiste à compacter des poudres et à appliquer un traitement
thermique, appelé frittage, qui conduit à la formation d’un solide continu. Ainsi des objets
directement à la cote et/ou de masse maîtrisée peuvent être obtenus. La maîtrise des dimensions
et de la forme impose celle de l’empilement granulaire déposé dans le moule de presse pour
obtenir une distribution homogène en tout point. Par ailleurs, le remplissage des moules de
presse étant réalisé par écoulement gravitaire, sans pesée préalable du milieu granulaire, la
masse du compact est fonction du volume du moule et également de l’empilement granulaire
obtenu à l’issue du remplissage. Ainsi, la maîtrise de la masse et de la quantité de matière en tout
point impose un écoulement du milieu granulaire maîtrisé lors du remplissage et un empilement
granulaire du lit de poudre déposé dans le moule reproductible globalement et localement.

(a) (b)

(c)

FIGURE 0.1. – Sections céramographiques des compacts de granules obtenues à : a) 5 MPa, b) 20
MPa et c) 60 MPa [65].

Après remplissage, le lit de particules est compacté pour former une ébauche crue capable
d’être manipulée sans se dégrader. Sous l’effet de la contrainte de mise en forme, l’augmentation
de la compacité est consécutive à des réarrangements à l’échelle locale, à des fragmentations et,
pour les matériaux ductiles, à des déformations des particules ; voir figure 0.1. La microstructure
obtenue, qui est fonction de ces différents mécanismes, va conduire à une tenue mécanique des
compacts plus ou moins importante. De plus, suivant la nature des particules mises en oeuvre, la
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(a) (b)

(c)

FIGURE 0.2. – Trois clichés de la microstructure d’un échantillon granulaire simulé à trois niveaux
de contrainte lors d’une compression uniaxiale : σa = σc (a), σa = 2σc (b) et
σa = 10σc (c), où σc est la cohésion interne des particules. Les niveaux de gris sont
proportionnels à la contrainte moyenne sur chaque particule.

structure interne des frittés conservera plus ou moins l’image de l’empilement granulaire obtenu
après remplissage.

Une meilleure compréhension des phénomènes physiques qui régissent l’écoulement et les
déformations quasi-statiques des milieux granulaires ainsi que la maturation des méthodes nu-
mériques discrètes pour la simulation des procédés durant les deux dernières décennies per-
mettent aujourd’hui d’étudier le procédé de fabrication des compacts à l’échelles de particules
en prenant en compte les tailles et les formes des particules et leur fragmentation. Les simu-
lations numériques permettent d’accéder à la texture granulaires et aux forces entre particules
et de caractériser l’évolution spatio-temporelle des empilements. Cette thèse s’inscrit dans ce
cadre et vise plus particulièrement à étudier

1. l’influence de l’étalement granulométrique et la forme des particules sur la texture et la
rhéologie quasi-statique,

2. les déformations et la fragmentation des granulés lors du compactage,

3. l’influence de la fragmentation des particules sur la compaction et la rhéologie quasi-
statique.

Pour ces études, nous avons considéré un matériau granulaire composé de particules penta-
gonales. Ces particules sont caractérisées par deux paramètres : 1) leur degré d’irrégularité, qui
constitue un paramètre de polydispersité de forme, et 2) l’étalement granulométrique, qui défi-
nit la polydispersité de taille. Nous avons réalisé une étude numérique détaillée par la méthode
de Dynamique des Contacts (Contact Dynamics) de l’effet combiné de ces deux paramètres
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sur la microstructure granulaire sans frottement à l’état isotrope et sur l’évolution de la micro-
structure et la rhéologie quasi-statique dans le cas frottant. Nous avons ensuite développé un
modèle numérique pour la fragmentation des particules dans le cadre de la méthode de Dyna-
mique des Contacts. Ce modèle consiste simplement à permettre à chaque particule de se diviser
en fragments prédéfinis dans le volume des particules sous la forme de cellules collées. Nous
avons étudié les prédictions de ce modèle pour la rupture d’une seule particule et nous l’avons
appliqué ensuite pour la simulation de la compression uniaxiale et biaxiale des assemblages
de particules fragmentables. A titre d’exemple, la figure 0.2 montre trois clichés d’une portion
d’un assemblage simulé soumis à la compression uniaxiale. Comme dans les clichés céramo-
graphiques de la figure 0.1, on observe ici un processus de fragmentation très hétérogène dans
lequel certaines particules n’ont subi aucun ou peu d’endommagement tandis que d’autres sont
complètement pulvérisées.

Ce mémoire est organisé en trois parties. La première partie est une synthèse bibliographique
du contexte applicatif et des milieux granulaires avec l’accent sur le rôle des formes et des
distributions des tailles des particules. La deuxième partie est consacré à l’étude numérique de
l’effet de la forme et des tailles des particules sur la microstructure et la rhéologie des milieux
granulaires. La troisième partie décrit le modèle de fragmentation et les études numériques de
la compression uniaxiale et puis biaxiale des milieux composés de particules fragmentables.
Les principaux résultats de ces travaux et leurs perspectives sont présentés dans la Conclusion
Générale.
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Introduction

Dans cette première partie, nous allons présenter les contextes industriel et scientifique des
travaux réalisés au cours de cette thèse. L’objectif de ces travaux est de mieux comprendre les
phénomènes physiques qui contribuent à la compaction des poudres lors d’un pressage uniaxial.
La connaissance des mécanismes microscopiques de la compaction des poudres peut fournir des
éléments clés pour la mise au point de procédés innovants pour un meilleur contrôle de la texture
des comprimés.

Un autre aspect de ces travaux de thèse est le développement d’une approche numérique pré-
cise et efficace pour la simulation de la compaction des poudres. Même si les méthodes numé-
riques discrètes constituent aujourd’hui un outil bien accepté et utilisé pour l’étude des milieux
granulaires, leur application au problème de compaction avec notamment la prise en compte des
phénomènes de fragmentation des particules reste encore un champ largement ouvert à la fois
sur le plan méthodologique et sur le plan de l’efficacité numérique. La polydispersité de taille
et le traitement numérique des particules de forme anguleuse font partie des enjeux inhérents à
ce travail.

Nous allons d’abord brièvement présenter dans cette partie le contexte industriel. Ensuite,
nous allons discuter de l’importance des distributions de taille et de forme des particules dans les
matériaux granulaires. Les processus qui contribuent à la fragmentation des particules et l’effet
de celle-ci sur le comportement en compaction et en cisaillement seront plus particulièrement
discutés à partir des travaux récents dans ce domaine. Enfin, nous allons brièvement présenter
la méthode Contact Dynamics employée dans le cadre de cette thèse.
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Procédé industriel

Sommaire

1.1. Quelques caractéristiques des poudres d’UO2 . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2. Fabrication du combustible nucléaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2.1. Remplissage des matrices de presses . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.2.2. Compaction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.2.3. Décharge et éjection du comprimé cru . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

21



22 PROCÉDÉ INDUSTRIEL

1.1. Quelques caractéristiques des poudres d’UO2

Les poudres d’UO2 sont élaborées selon un procédé en voie humide (précipitation puis cal-
cination) ou en voie sèche (réaction solide-gaz). Comme le montre la figure 1.1, les poudres
d’UO2 provenant de l’un ou l’autre des procédés d’élaboration (P1 ou P2) forment un système
granulaire complexe constitué de trois types de particules [56] :

— les cristallites, particules monocristallines de forme ovoïdale, et de taille généralement
comprise entre 0,05 et 0,2 µm,

— les agrégats formés de cristallites reliées entre elles par des liaisons fortes (pont solide).
Leur forme est généralement dendritique et elle résulte du pré-frittage se produisant pen-
dant l’élaboration de la poudre. Leur taille fluctue généralement de 0,2 µm à quelques
microns,

— les agglomérats constitués d’ensembles d’agrégats de cristallites formés naturellement en
fonction des caractéristiques physicochimiques de la poudre (surface spécifique, force de
van der Waals, pont liquide,. . . ). Ces agglomérats peuvent évoluer en fonction de leurs
conditions de stockage et de transport (atmosphère, température, humidité, . . . ). Ce sont
des assemblages fragiles d’agrégats, caractérisés par des liaisons faibles. Leur taille gé-
néralement variable est comprise entre quelques dizaines et centaines de µm. Leur forme
dépend fortement de la technologie employée dans le procédé d’élaboration. Elle peut
être proche de celle d’une sphère pour des particules obtenues par atomisation-séchage
ou dans un lit fluidisé. Par contre, elle peut être moins bien définie pour les poudres cal-
cinées directement dans un four tournant.

La taille moyenne des cristallites de la poudre P1 est légèrement plus petite que celle des cris-
tallites de la poudre P2, ce que traduisent également les différences sur les valeurs de surface
spécifique. Par ailleurs, on voit qualitativement que les agrégats de la poudre P1 sont de forme
plus irrégulière/dendritique que ceux de la poudre P2. La poudre P1 présente des agglomérats
sphériques de taille relativement monodisperse alors que ceux de la poudre P2 présentent une
distribution granulométrique beaucoup plus étalée et des formes très variées. Les caractéris-
tiques des agglomérats influencent fortement les densités apparente et tassée des poudres.

1.2. Fabrication du combustible nucléaire

La fabrication du combustible nucléaire à base de dioxyde d’uranium (UO2) repose sur un
procédé de métallurgie des poudres. A partir de l’UO2 sous forme pulvérulente, ce procédé
permet d’obtenir un objet solide mis en forme par pressage uniaxial puis consolidé par frit-
tage (c’est-à-dire traité thermiquement en dessous de la température de fusion de la matière
constitutive). Il comporte trois grandes étapes :

— la première concerne la préparation des poudres pour qu’elles soient manipulables dans
un procédé industriel. En particulier, elles doivent s’écouler facilement dans les trémies
d’alimentation pour répondre aux cadences industrielles. Selon les poudres mises en
oeuvre, un broyage ou une granulation est réalisée. Très souvent, un produit organique
se décomposant au frittage et un agent lubrifiant sont ajoutés. L’ajout de produits orga-
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niques permet de maîtriser la densité après frittage des comprimés crus tandis que l’agent
lubrifiant facilite entre autres le glissement des particules contre les parois du moule de
presse lors de l’étape de mise en forme,

— la deuxième concerne la mise en forme de la poudre sous forme de comprimés. Nous
détaillerons plus particulièrement cette étape dans le paragraphe ci-dessous car elle a trait
à la problématique de cette thèse.

— la dernière étape consiste à traiter thermiquement les comprimés afin de les consolider
et de les densifier. La résorption de la porosité du comprimé dépend entre autres de la
texture de l’empilement granulaire résultant de la mise en forme du compact.

Les poudres d’UO2 sont mises en forme par pressage uniaxial à température ambiante. Un
comprimé vert (cru) est obtenu. Cette phase se décompose en trois étapes : le remplissage des
matrices de presse, le pressage uniaxial et l’éjection du comprimé cru facilitée par la réduction
de la contrainte appliquée.

1.2.1. Remplissage des matrices de presses

Lors de la phase de remplissage, les poudres d’UO2 sont déversées dans les matrices de
presse. Le remplissage des matrices doit éviter la formation de “défauts d’empilement" tels que
les voûtes et macro-pores. La phase de remplissage fait intervenir essentiellement les propriétés
d’écoulement de la poudre. Ces propriétés de remplissage d’espace sont avant tout contrôlées
par la distribution des tailles des particules, mais aussi par la forme des particules et les forces
d’adhésion entre les particules.

1.2.2. Compaction

Lors du compactage, les agglomérats se déforment et se fragmentent en partie. Les parti-
cules solides peux également se fragmenter. Toutefois, les liaisons étant des liaisons solides,
leur fragmentation demande beaucoup plus d’énergie que la fragmentation des agglomérats. Le
compactage des poudres conduit à l’évolution des particules et des porosités qui leur sont asso-
ciées. Pour les poudres céramiques telles que les poudres d’UO2, les mécanismes de densifica-
tion par déformation plastique des particules peuvent être négligés compte tenu de leur dureté.
L’évolution de la porosité des compacts résulte alors essentiellement du réarrangement et de la
fragmentation des particules. Les contraintes nominales de mise en forme sont comprises géné-
ralement entre 300 et 600 MPa. De nombreux auteurs ont essayé de relier les différentes phases
de densification d’un lit de poudre au comportement mécanique des différentes populations de
grains (cristallites, agrégats, agglomérats ...) [155, 76]. Le réarrangement et la fragmentation
des agglomérats sont prépondérants lors des premiers instants de la compaction. Puis, les agré-
gats se réarrangent et quelques uns se fragmentent comme en témoignent les faciès de rupture
observés au microscope à balayage électronique. Toutefois, s’il demeure difficile de dénombrer
exactement le nombre d’agrégats fragmentés. Ils sont peu nombreux pour les poudres mises
en oeuvre. Le mécanisme de densification est donc le résultat du réarrangement des agrégats
qui dépend fortement de la nature des interactions entre eux, de leur état de surface et de leur
morphologie.
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FIGURE 1.1. – Observations au MEB à plusieurs grossissements de deux exemples de poudres
d′UO2 obtenues à l’aide d’un procédé en voie humide (P1) et en voie sèche (P2)

1.2.3. Décharge et éjection du comprimé cru

Suite à l’étape de compaction, la contrainte est réduite jusqu’à 10% environ de la contrainte
maximale. Dans cette phase, le comprimé restitue une partie de l’énergie élastique emmagaisée
lors de la compaction en se déformant dans la direction de compression. La phase d’éjection pro-
prement dite consiste en un accompagnement de l’extraction du comprimé par un déplacement
relatif des poinçons et de la matrice. Cette phase est critique dans la mesure où le comprimé
doit avoir une cohésion suffisante lui permettant d’accommoder au mieux l’effort de cisaille-
ment induit par l’expansion radiale de la partie du comprimé hors de la matrice par rapport à la
partie qui se trouve encore à l’intérieur de la matrice.

Contrairement à la plupart des industries qui ajoutent des liants pour obtenir plus aisément
des ébauches crues solides et sans défauts, la tenue mécanique des comprimés crus de poudres
d’UO2 repose entièrement sur les caractéristiques des poudres et du cycle de mise en forme. En
résumé, si l’on prend les précautions nécessaires lors du remplissage pour éviter la formation
de voûtes et/ou de zones à densité apparente différente, la tenue mécanique des comprimés crus
est très majoritairement due à l’empilement des agrégats et aux forces qui agissent entre eux.
Autrement dit, les deux principales caractéristiques macroscopiques des comprimés crus qui
sont la densité et la tenue mécanique, dépendent presque exclusivement des caractéristiques des
agrégats et des forces qui les lient.
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2.1. Effet de la forme des particules sur la
microstructure et la tenue mécanique

La forme des particules est une caractéristique intrinsèque qui joue un rôle important dans
la microstructure et le comportement mécanique des milieux granulaires. Plusieurs études de
l’effet de forme ont été récemment réalisées pour une forme angulaire [140, 135, 142, 8, 14, 93],
des particules allongées [44, 45, 46, 10, 9, 1, 77, 124, 158, 162], des plaquettes [25], des formes
complexes [163, 103] et des formes non-convexes [125, 11], ainsi que pour des "superboules"
[73].

Les formes de grains sont très diverses et ont fait l’objet de nombreuses classifications dont on
ne retiendra ici que les aspects les plus essentiels. Plusieurs auteurs ont utilisé le rapport d’aspect
w comme paramètre de forme pour étudier l’effet de l’élongation [1, 77, 124, 158, 162, 163, 92].
Le rapport d’aspect w d’une particule est définie comme le rapport entre sa longueur et sa
largeur. La figure 2.1 présente un exemple d’échantillons de spherocylindres monodisperses
avec trois valeurs différentes du rapport d’aspect.

FIGURE 2.1. – Exemple d’empilements de spherocylindres monodisperses avec valeurs différentes
du rapport d’aspect w [1].

Plusieurs études montrent que la compacité ρ d’un assemblage granulaire augmente initia-
lement avec le rapport d’aspect, atteint une valeur maximale pour w ≃ 0, 6 puis elle diminue
vers des valeurs nettement plus faibles lorsque w continue à augmenter ; voir Fig. 2.2. Même si
la compacité suit une évolution non-monotone avec l’allongement, ces mêmes études montrent
que la résistance au cisaillement augmente avec l’allongement, comme on peut le voir sur la Fig.
2.3 [9, 105, 104]. Azéma et al.[9] ont expliqué cette augmentation à partir d’une décomposition
additive du tenseur de contrainte. Ils ont montré que la mobilisation progressive de la force de
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ρ

FIGURE 2.2. – Compacité en fonction du rapport d’aspect pour des empilements des spherocylin-
ders [92].

frottement et de son anisotropie sont les principales causes de l’augmentation de la résistance
au cisaillement avec le rapport d’aspect.

Plusieurs études ont montré que l’angularité des particules avait une influence significative
sur le comportement de matériaux granulaires [93, 142, 8]. Azéma et al. [8] ont étudié l’effet de
l’angularité par simulation du cisaillement des particules polygonales avec un nombre croissant
de sommet de 3 à 60. L’angularité est définie par l’angle α = 2π/ns, où ns est le nombre
de sommets. Ces études montrent que la résistance au cisaillement augmente avec l’angularité
jusqu’à une valeur maximale et sature lorsque les particules deviennent très anguleuses (Fig.
2.4). La compacité diminue vers une valeur constante comme on peut voir sur la Fig. 2.5). Ainsi,

w

sin ϕ∗

FIGURE 2.3. – Évolution de l’angle de frottement interne en fonction du rapport d’aspect w [9].
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FIGURE 2.4. – Coefficient du frottement interne µ∗ en fonction de l’angularité α des particules [8].
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FIGURE 2.5. – Compacité à l’état critique ρ∗ en fonction de l’angularité α des particules [8].

les empilements de particules angulaires sont plus lâches, mais ont une plus grande résistance
au cisaillement. L’augmentation de la résistance au cisaillement à faible angularité est due à
une augmentation de l’anisotropie des orientations des contacts et de l’anisotropie des force
normales. La saturation de la résistance au cisaillement pour des angularités supérieures est une
conséquence de la décroissance rapide de ces anisotropies compensée par une augmentation de
l’anisotropie des forces tangentielles, qui est très liée à la mobilisation des forces de frottement.
Cette transition reflète clairement les propriétés géométriques assez particulières de ces formes
très angulaires, qui impliquent que la stabilité de l’assemblage repose fortement sur les contacts
côté-côté ou face-face et sur la mobilisation des forces de frottement.

Une étude collaborative autour de l’influence de la forme des particules sur la rhéologie des
matériaux granulaires a été réalisée au sein du réseau CEGEO (Changement d’Echelle dans les
GEOmatériaux) regroupant plusieurs laboratoires (voir le site granuloscience.com/CEGEO).
Le paramètre de forme η = ∆R/R dans cette étude a été défini à partir du cercle circonscrit
de rayon R et du cercle inscrit de rayon R − ∆R des particules, comme on peut voir sur la
Fig. 2.6. Pour chaque valeur de µ plusieurs formes ont été introduites et les propriétés de leurs
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FIGURE 2.6. – Définition générale du paramètre η [31].

FIGURE 2.7. – Différentes formes de particules simulées par le groupe CEGEO pouvant être carac-
térisées par le meme paramètre η

assemblages étudiées. Les différentes formes simulées sont présentées sur la Fig. 2.7. Chaque
participant a réalisé une simulation de cisaillement biaxiale avec des disques (η = 0) et d’autres
simulations avec η variant jusqu’à 0,5. La forme A correspond à un agrégat de trois cercles.
Cette forme a été étudiée à la fois par la méthode de dynamique des contacts dans le cadre de
la thèse de B. Saint-Cyr [126] et par la méthode de dynamique moléculaire par G. Combe et K.
Szarf [137] du laboratoire 3S-R de Grenoble.

La forme B est un rectangle à deux bouts arrondis (sphéro-ligne) caractérisé par son élon-
gation qui peut s’exprimer également en fonction du paramètre η. Les simulations avec cette
forme ont été effectuées par E. Azéma [9] par la méthode dynamique des contacts. La forme
C est un hexagone régulier tronqué avec trois côtés astreints à toucher le cercle inscrit et tous
les sommets astreints à rester sur le cercle circonscrit. Il faut remarquer que cette forme n’est
pas définie pour toutes les valeurs de η. La valeur la plus petite de η pour laquelle cette forme
est définie, est 0,13. Cette forme a été simulée par G. Combe [137] en utilisant la méthode de
dynamique moléculaire. La forme D est un hexagone allongé irrégulier avec seulement deux
côtés astreints à toucher le cercle inscrit et deux sommets astreints à appartenir au cercle cir-
conscrit. Cette forme a fait l’objet de simulations par la méthode de dynamique des contacts par
C. Nouguier [105, 104] du laboratoire LTDS de l’école Centrale de Lyon.

Afin de pouvoir comparer les données issues des simulations, le benchmark définit préci-
sément l’ensemble des paramètres numériques et physiques du problème (granulométrie, co-
efficient de frottement, coefficient de restitution entre particules, le nombre d’inertie I , . . . ).
Tous les échantillons ont été préparés par une compression isotrope avec un coefficient de frot-
tement nul entre particules et ensuite soumis à une compression biaxiale. La Fig. 2.8 montre
une vue d’une portion de chaque échantillon dans l’état isotrope dense. Les données relatives
à la connectivité des particules indiquent que cet état est pratiquement isostatique pour tous les
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FIGURE 2.8. – Exemples d’assemblages simulés avec quatre formes différentes de particules [31].

échantillons à condition de comptabiliser chaque contact côté-côté dans le cas des formes B, C
et D comme deux contacts.

La Fig. 2.9(a) représente la contrainte déviatorique q∗/p normalisée par la contrainte moyenne
dans l’état critique en fonction de η. Il est remarquable que dans la gamme des valeurs étudiées
de η (entre 0 et 0,5), q∗/p augmente linéairement avec η pour toutes les formes. Le taux de
variation est le même pour toutes les formes et les données coïncident pour les formes A et B,
d’une part, et pour les formes C et D, d’autre part. Il faut noter que le caractère commun des
formes C et D est leur angularité et ces formes présentent pour cette raison une résistance au
cisaillement plus importante à une valeur donnée de η. Ce résultat suggère que le paramètre η
représente un bon candidat comme paramètre de forme à l’ordre le plus bas en lien avec le com-
portement mécanique des empilements. Des paramètres d’ordre supérieur permettent ensuite de
raffiner la description de la forme et du comportement mécanique qui en résulte.

La figure 2.9(b) montre la compacité ρiso en fonction de η pour toutes les formes dans l’état
isotrope. Pour toutes les formes, on observe la même dépendance non-monotone. C’est un résul-
tat d’autant plus intéressant qu’il souligne que ce comportement non-monotone est une propriété
générique des matériaux granulaires et le paramètre η apparaît encore une fois ici comme un
paramètre pertinent pour comparer les différentes formes pour leur effet sur la compacité. Ce
point et d’autres aspects du comportement ont été étudiés ou sont en cours d’étude.
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(a)

(b)

FIGURE 2.9. – Contrainte déviatorique normalisé par la contrainte confinement dans l’état crique
(a) et la compacité de l’état isotrope (b) en fonction du paramètre η pour les diffé-
rents assemblages préparés par compression isotrope [31].
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FIGURE 2.10. – Porosité des mélanges binaires de grains sphériques [43].

2.2. Effet de la distribution granulométrique

L’effet de la distribution des tailles des particules sur la structure des matériaux granulaires
a fait l’objet des études variées en physique et en mécanique [6, 5, 24, 67, 74, 154, 2, 128].
Cependant, la plupart de ces études ont porté principalement sur la compacité des empilements.
Par exemple, les systèmes bi-disperses (mélanges de particules de deux tailles différentes), ont
été modélisés dans ce cadre [43, 128, 36, 26, 27]. Pour un rapport de taille donné, la compacité
augmente initialement en fonction de la proportion de petites particules puis diminue ; voir Fig.
2.10.

Les sols granulaires sont souvent caractérisés par la masse cumulée des particules en fonction
de leur taille [94]. Mais en raison du grand nombre de paramètres intervenant dans le compor-
tement du sol (les formes des particules et leur rugosité de surface, le comportement général
des grains de sol,. . . ), il n’existe pas actuellement de modèle général pour la prédiction des
propriétés mécaniques d’un sol à partir de la distribution en taille des particules. Il est évident
qu’un étalement plus important conduit à une compacité supérieure en permettant aux pores
de chaque classe de taille d’être partiellement remplis par les particules d’une classe de taille
inférieure. Les assemblages dits Apolloniens sont constitués d’une infinité de classes de taille
avec une structure hiérarchique des tailles [67].

Cependant, au-delà de la compacité, les propriétés mécaniques générales tels que les modules
d’élasticité, la contrainte de cisaillement et la compressibilité dépendent essentiellement de la
texture au sens du réseau de contacts et de forces plutôt que la compacité, bien qu’il y ait des
corrélations entre la variation de volume et la contrainte de cisaillement [121, 118, 116, 115].
Récemment, Voivret et al. [151, 152] ont étudié des assemblages très polydisperses de particules
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circulaires. Pour un spectre de diamètres variant de dmin à dmax, l’étalement est défini par

s =
dmax − dmin

dmax + dmin

. (2.1)

Le cas s = 0 correspond à une distribution monodisperse tandis que s = 1 correspond à une
distribution “infiniment" polydisperse. Ces simulations indiquent que, pour tous les étalements,
la compacité la plus élevée se produit pour la distribution uniforme par fractions volumiques.
Fait intéressant, les mêmes auteurs ont également montré que le nombre de particule flottants,
c’est-à-dire des particules qui ne sont pas impliquées dans la transmission des forces, augmente
avec l’étalement, et les plus grandes forces sont principalement portées par les grosses parti-
cules. Lorsque l’étalement s augmente, les petites particules insérées entre les plus grosses ont
tendance à homogénéiser le système, donc l’anisotropie de l’orientation des contacts ac dimi-
nue ; voir Fig. 2.11(b). Par contre, les particules de plus grandes tailles s’organisent avec une
anisotropie des longueurs al croissante. Pour cette raison, la résistance au cisaillement d’un ma-
tériau granulaire non cohésif est pratiquement indépendante de l’étalement s ; voir Fig. 2.11(a).
les mêmes auteurs ont montré que, contrairement au frottement interne du matériau, la cohésion
de Coulomb augmente avec s.
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(a)

(b)

FIGURE 2.11. – En fonction de l’étalement s (a) déviateur de contrainte normalisé q/p et (b) va-
leurs moyennes des anisotropies à l’état critique des orientations des contacts ac,
des forces normales an, des forces tangentielle at et des longueurs intercentres al
[151].
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FIGURE 3.1. – Courbe contrainte déformation dans le cas des ruptures fragile et ductile [16].

La fragmentation des particules est un phénomène courant dans les industries qui manipulent
les particules et les poudres et pendant la déformation des milieux granulaires naturels tels que
les sols. La réduction de la taille des particules est souvent indésirable ou non contrôlée (pro-
cessus d’attrition). En revanche, la fragmentation des particules dans des conditions contrôlées
est utilisée dans les processus de fragmentation tel que le broyage de produits végétaux ou des
matières minérales. L’évolution de la distribution des tailles des particules et de la dissipation
d’énergie dans ces processus dépend de nombreux facteurs tels que les propriétés particules
(forme), la distribution granulométrique initiale, l’histoire de chargement et la mobilité des
grains au cours du processus de broyage. Dans cette section, nous allons brièvement présenter
certains concepts liés et des études réalisés pour la description de la fragmentation des parti-
cules.

3.1. Mécanique de la rupture

La rupture d’une particule survient lorsque la cohésion du matériau n’est pas suffisante pour
équilibrer les contraintes externes qu’elle subit. La rupture est généralement initiée par la créa-
tion de discontinuités surfaciques ou volumiques au sein de la particule. Il s’agit de micro-
fissures de l’ordre du micron, qui deviennent des macro-fissures en atteignant des dimensions
comparables à celle de la particule.

On distingue la rupture fragile de la rupture ductile. La première est caractérisée par une
cassure sans déformation plastique préalable. La déformation avant rupture est donc presque
exclusivement élastique. L’énergie de rupture, qui est représentée par l’aire sous la courbe
contrainte-déformation (obtenue par essai de traction), est faible comme le montre la figure
3.1. La rupture ductile, au contraire, s’accompagne d’une plastification du matériau. Une fis-
sure est définie comme la surface séparant localement un solide en deux parties. Le champ de
déplacement est alors discontinu à travers cette surface et les trois composantes vectorielles de
cette discontinuité forment les trois modes de rupture [28, 57, 79, 119] schématisés sur la fi-
gure 3.2. Le mode I est le mode d’ouverture où les déplacements aux lèvres de la fissure sont
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FIGURE 3.2. – Les trois modes de rupture.

perpendiculaires à la direction de propagation. Le mode II est le mode de cisaillement dans le
plan où les déplacements aux lèvres de la fissure sont parallèles à la direction de propagation.
Enfin, le mode III est le mode de cisaillement où les déplacements aux lèvres de la fissure sont
parallèles au fond de la fissure.

L’objet de la mécanique de la rupture est l’étude des évolutions des surfaces de rupture,
c’est-à-dire la propagation de la fissure en fonction des chargements appliqués et des caracté-
ristiques du matériau. Les facteurs qui influencent le comportement à la rupture par fissuration
sont de deux natures : mécaniques et matériels. Les facteurs mécaniques concernent l’état de
déplacements, de déformations et de contraintes, et les conditions d’environnement telles que
la température. Les facteurs matériels concernent les impuretés, la taille de grains, les états de
surface, . . . .

3.2. Fragmentation d’une seule particule

L’essai brésilien consiste à rompre des éprouvettes cylindriques en appliquant une force sui-
vant deux génératrices opposées ; voir Fig. 3.3. Il est largement accepté que la rupture d’une
particule dans cet essai est en fait une rupture en traction [91]. En effet, pour deux forces égales
et opposées de grandeur F appliquée diamétralement sur un disque de rayon R, la contrainte de
traction principale moyenne est horizontale et elle est donnée par

σt =
F

πR
. (3.1)

En supposant que la rupture du disque est initiée pour cette contrainte, σt est proportionnelle
à la contrainte compressive appliquée σzz = F/(2R) = πσt/2. L’essai brésilien peut donc
être considéré comme une méthode indirecte pour déterminer la résistance à la traction des
matériaux quasi-fragiles.

La figure 3.4 montre la résistance à la traction moyenne en fonction de la taille des particules
dans des essais brésiliens réalisés par Lee [82] sur le sable de Leighton Buzzard, le calcaire
oolithique et le calcaire carbonifère. Pour des particules d’une taille et d’une minéralogie don-
nées, la résistance à la traction n’est pas constante mais a un écart-type autour certaine valeur
moyenne. En outre, il trouve que la résistance à la traction moyenne est une fonction de la taille
des particules. Ses données sont bien approximées par une loi de puissance :

σt ∝ d−b (3.2)
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FIGURE 3.3. – Schéma de l’essai brésilien.

où des valeurs typiques de l’exposant b sont 0.357, 0.343 et 0.420 pour les trois matériaux
utilisés. les petites particules sont ainsi plus résistantes que les grandes particules.

Cette propriété s’explique par le fait que les matériaux contiennent des défauts qui, d’après
la mécanique de la rupture, constituent des lieux de forte concentration des contraintes et donc
des points de départ des fissures. Or, les petites particules ont moins des défauts que les grandes
particules, ce qui leur permet d’avoir une résistance moyenne à la rupture plus grande. Cet effet
est plus rigoureusement quantifié par McDowell et al. [91] en utilisant la statistique de Weibull,
qui est largement accepté pour décrire la résistance à la traction des céramiques fragiles.

FIGURE 3.4. – Résistance à la traction moyenne en fonction de la taille des particules [91].

La distribution deWeibull décrit la variabilité de la résistance des particules [157]. En général,
cette variabilité est décrite par la probabilité de survie Ps(V ) d’une particule de volume V, sous
une contrainte de traction appliquée σ. Elle est donnée par

Ps(V ) = exp

[

− V

V0

( σ

σ0

)m
]

(3.3)

où V0 est un volume de référence de matériau de telle sorte que

Ps(V0) = exp

[

−
( σ

σw

)m
]

(3.4)
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FIGURE 3.5. – Distribution Weibull de la résistance [91].

La figure 3.5 montre un exemple de cette fonction. Le paramètre σw est la valeur de la contrainte
à la traction de telle sorte que 37% (soit 100e−1%) du nombre total de particules testées sur-
vivent. L’exposant m est le module de Weibull ou le paramètre de forme de la distribution. Ce
paramètre diminue avec l’augmentation de la variabilité de la résistance à la traction. Pour la
craie, la pierre, la poterie et le cimentm est d’environ 5. Une valeur similaire serait prévue pour
les sables carbonatés, qui ont des valeurs similaires de porosité. Les céramiques techniques
tels que Al2O3 ont des valeurs pour m de l’ordre de 10, et la variation de leur résistance est
beaucoup moins grande. Pour les sols, m varie entre 5 et 10. Il est facile à montrer que si le
nombre de défauts augmente proportionnellement avec le volume des particules, la résistance à
la traction moyenne σf diminue avec la taille des particules selon la relation σt ∝ d−3/m qui est
équivalente à l’équation (3.2) [91]. Apparemment, les valeurs de m dans la gamme de 5 − 10
couvrent les données de Lee [82] pour les roches, comme on peut le voir sur la figure 3.4.

3.3. Effet de la pression de confinement

L’influence de la pression de confinement a été étudiée par des essais triaxiaux sur des
marbres [75, 108], des calcaires [147] et des grès [47, 130, 160]. En général, le seuil de ré-
sistance augmente avec la pression de confinement. La figure 3.6 montre les courbes contrainte-
déformation en compression triaxiale du marbre de Wombeyan avec l’augmentation de la pres-
sion du confinement [107]. On observe une transition du comportement fragile vers un com-
portement ductile en fonction de la pression de confinement. La figure 3.7 montre des images
des échantillons à la fin de l’essai. Le mode de rupture dépend de la pression de confinement.
À la pression atmosphérique, l’échantillon est fragmenté par fendage axiale ; on observe une
rupture par cisaillement unique pour une contrainte de confinement de 3,5 MPa, une rupture en
cisaillement sur plans conjugués à 35 MPa et un comportement ductile à 100MPa.
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Hobbs [69] a constaté que l’angle d’inclinaison du plan de cisaillement par rapport à l’axe de
l’échantillon augmente avec l’augmentation de la pression de confinement. Schrodt et Holder
[133] ont observé une petite augmentation de la limite d’élasticité des marbres avec l’augmen-
tation de la pression de confinement, tandis que Fredrich et al. [58] ont montré que la limite
d’élasticité des marbres de Carrare est constante pour les confinements supérieurs à 85 MPa.

FIGURE 3.6. – Variation de la nature de la courbe contrainte-déformation en compression triaxiale
du marbre Wombeyan avec la pression de confinement [108].

FIGURE 3.7. – Types de fractures en marbre Wombeyan à différentes pressions de confinement : a)
rupture par fendage axial à la pression atmosphérique ; b) rupture par cisaillement
unique à 3,5 MPa ; c) cisaillements conjugués à 35 MPa ; d) comportement ductile
à 100 MPa [108].

3.4. Fragmentation d’un assemblage de particules

Il y a eu de nombreuses études théoriques [145, 90, 81, 48, 49, 71] expérimentales [83,
64, 63, 91, 101, 102, 34, 35, 38, 4, 55, 29] et numériques [7, 144, 110, 32, 146, 51] de la
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fragmentation des particules lors d’une compression unixiale ou au cours de la déformation
d’un milieu granulaire. La rupture des particules dépend clairement du réseau de contacts et
de la distribution des forces de contact au sein du matériau. De même, la distribution initiale
des tailles et des formes des particules, l’indice initial des vides, l’état de contrainte moyen et
le chemin de contraintes appliquées joue un rôle important dans le processus de communition
[64, 29].

Les données expérimentales disponibles [64, 63, 101, 102, 34, 35] semblent indiquer que les
sols polydisperses ne se fragmentent pas aussi facilement que les sols monodisperses. La Fig.
3.8(a) présente les évolutions de l’indice des vides en fonction de la contrainte verticale dans
un essai de compression uniaxiale pour un sable polydisperse et un sable monodisperse [101].
La limite d’élasticité donnée par le point de la courbure maximum (point P) est plus grande (22
MPa) pour le sable polydisperse par rapport au sable monodisperse (14 MPa). Avec l’augmen-
tation de la densité relative, on observe une diminution du nombre de particules fragmentées.
La Fig. 3.8(b) montre l’évolution de l’indice des vides en fonction de la contrainte verticale
dans un essai de compression uniaxiale pour des spécimens lâches et denses de sable d’Ottawa.
On voit que la valeur de la contrainte à la rupture augmente avec la densité relative [63]. Ces
deux observations sont cohérentes avec le fait que la force moyenne de contact diminue avec le
nombre de particules entourant chaque particule.

Plusieurs études montrent que la proportion des particules fragmentées est plus faible dans
des conditions de chargement isotrope que sous cisaillement [80, 86, 100]. En ce qui concerne
les caractéristiques des particules, il est bien établi que, lorsque la taille des particules aug-
mente, le nombre des particules fragmentées augmente, comme également démontré dans les
essais brésiliens. Par ailleurs, la fragmentation des particules augmente avec l’angularité des
particules, ce qui peut s’expliquer par l’augmentation des contraintes déviatoriques par rapport
aux contraintes dans un assemblage de particules sphériques. En effet, les configurations locales
des particules sont beaucoup plus variées dans le cas des particules anguleuses et le nombre de
coordination peut être plus faible. Le chargement appliqué peut donc conduire à des contraintes
en compression mais aussi en cisaillement.

Plusieurs auteurs ont montré que dans le processus de fragmentation, la distribution des tailles
des fragments de n’importe quelle distribution initiale tend vers une distribution auto-similaire
en loi de puissance [145, 91]. Le nombre de fragments N(r) qui ont un diamètre (ou autre
dimension linéaire) supérieure à r est donné par

N(r) ∼ r−D (3.5)

oùD est parfois interprété comme la dimension fractale du système [89]. Turcotte [145] a étudié
les tailles des fragments pour une large gamme de matériaux brisés et broyés. Il a montré que la
distribution des tailles de fragments est une loi de puissance. La Fig. 3.9 présente un exemple de
la distribution des tailles des fragments pour le charbon brisé [22], le granit fragmenté dans une
explosion nucléaire souterraine [132], et le basalte fragmenté par un l’impact de projectiles [59].
Les études de Turcotte indiquent que l’exposant D est une mesure de la fragilité des matériaux
fragmentés et que les matériaux fragiles ont un exposant plus faible. A ce jour, les mécanismes
qui conduisent à une distribution en loi de puissance de tailles ne sont pas totalement expliquées.
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FIGURE 3.8. – Indice des vides e en fonction de la contrainte verticale σv dans l’essai compression
uniaxiale pour les sables de grand étalement granulométrique et pour les sables de
faible étalement [101] (a) et pour les spécimens lâches et denses de sable d’Ottawa
[63] (b).
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FIGURE 3.9. – Relation entre le nombre de fragments N ayant une dimension linéaire supérieure à
r et r [145]. Données pour le charbon brisé [22], granit fragmenté dans une explo-
sion nucléaire souterraine [132], et le basalte fragmenté par un impact projectile
[59].

Vallejo et al. [148] attribuent cette distribution à la distribution fractale des chaînes de force. Or,
les forces de contact ne présentent pas une distribution fractale [113, 114, 88].

Plusieurs études [127, 144, 148] ont également permis de montrer que l’effet prédominant
de la fragmentation des particules est d’augmenter la proportion de fragments de tailles de
plus en plus petites sans modifier de manière significative la taille des plus grosses particules.
Selon Tsoungui [144], la fragmentation commence avec des particules ayant peu de contacts,
i.e. les particules sous une compression quasi-uniaxiale. Ce problème se produit généralement
sur des particules de petite taille. Pour les grandes particules, la fragmentation est plus difficile
en raison de leur grand nombre de contacts, ce qui crée un effet hydrostatique dominant autour
de ces particules ; voir Fig. 3.10.

Un certain nombre d’études récentes portent sur la relation entre la fragmentation des par-
ticules et le comportement mécanique des sols [4, 32, 30, 78, 38, 55, 86, 91, 100, 138]. Du
point de vue de la modélisation constitutive, la question qui se pose est de savoir comment
l’évolution de la microstructure sous l’effet de la fragmentation des particules influe sur les
courbes déformation-contrainte et sur les grandeurs macroscopiques qui caractérisent un agré-
gat granulaire [91]. L’effet de la fragmentation intervient dans ce type de modélisation à travers
l’énergie dissipée [49], la compacité et la texture, ce qui modifie les déformations et la résis-
tance au cisaillement dans l’état critique [123, 161]. De même, les résultats numériques de
Wang et al. [156] montrent que la rupture des particules conduit à la réduction de la dilatation.
Par ailleurs, les bandes de cisaillement et de compaction constituent les deux modes de rupture
d’un assemblage dense. Les réarrangements des particules induisent la dilatance tandis que la
fragmentation favorise la compression. Les importances relatives de ces deux effets déterminent
ainsi le mode de rupture.
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FIGURE 3.10. – a) L’élargissement d’une portion d’un matériau granulaire présentant l’effet hy-
drostatique sur une grosse particule entourée de petites particules ; (b) Malgré
l’augmentation de la pression externe, la fragmentation des grosses particules de-
vient impossible à cause de cet effet hydrostatique. [144].
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Dans cette partie, nous allons brièvement présenter la méthode Contact Dynamics (CD) que
nous avons utilisée pour les simulations numériques de cette thèse en 2D. Cette méthode fait par-
tie de la classe des méthodes par éléments discrets, appelées Discrete Element Method (DEM),
basées sur la résolution des équations du mouvement des particules, décrites comme des corps
rigides, en prenant en compte les conditions aux limites et les interactions de contact entre
particules.

4.1. DEM

La première mise en pratique d’une approche par éléments discrets pour les matériaux gra-
nulaires est réalisée par Cundall à la fin des années soixante [40]. Les approches discrètes sont
cohérentes avec la nature divisée et le comportement complexe des milieux granulaires. En ef-
fet, la complexité du comportement des milieux granulaires résulte de la nature des interactions
de contact entre particules. Ces approches constituent un appui non négligeable à l’expérimen-
tation dans le sens où elles permettent d’accéder à des informations difficilement accessibles
(force de contacts, orientation des contacts,. . .) par expérimentation. Enfin, les approches dis-
crètes permettent de multiplier les expériences numériques dans le but d’étudier l’influence de
certaines caractéristiques physiques des particules (granulométrie, morphologie,. . .) sur le com-
portement local et collectif du système. Elles permettent au final de tenir compte d’une certaine
réalité physique du comportement à l’échelle des particules nécessaire à la compréhension des
milieux granulaires.

Les approches par éléments discrets reposent sur deux familles de méthodes numériques : les
méthodes régulières (Smooth Methods) dont la méthode aux éléments distincts de Cundall fait
partie et les méthodes non-régulières (Nonsmooth Methods). La méthode de dynamique molé-
culaire (Molecular Dynamics ou MD) [40, 109, 85] et la méthode de dynamique des contacts
(Contact Dynamics ou CD) [95, 96, 99, 72, 117] sont respectivement les méthodes régulière et
non-régulière les plus employées à ce jour.

La différence essentielle entre les approches régulière et non-régulière réside dans la modéli-
sation des interactions de contacts. Dans les approches régulières, les interactions sont décrites
de manière explicite. En d’autres termes, il existe une loi de force qui lie les forces de contact
à la configuration géométrique des particules en contact. Par exemple, la réaction normale qui
s’oppose à la pénétration de deux corps est prise comme proportionnelle à cette distance de
pénétration. Ce modèle d’interaction permet de rendre compte des déformations élastiques au
contact des particules. Le mouvement des particules peut alors être deux fois différentiables et,
par conséquent, les équations de la dynamique s’écrivent sous forme d’équations différentielles
ordinaires qui peuvent être intégrées par des méthodes classiques. Ces approches utilisent des
schémas d’intégration explicites avec un pas de temps faible devant le temps de réponse élas-
tique du contact.

Dans les approches non-régulières, en particulier la méthode CD, les interactions de contact
sont décrites par des lois de contact non-régularisées. Ces lois de contact sont la condition
d’interpénétrabilité des corps, et le frottement sec de Coulomb. Il n’est donc pas nécessaire
d’introduire des fonctions régularisantes pour le contact comme dans les méthodes régulières.
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Par conséquent, le temps caractéristique du système est fixé par la dynamique des particules.
Le mouvement des particules n’est plus régulier, mais comporte des sauts de vitesse traduisant
les collisions multiples et des frottements collectifs entre les particules. En raison de ces dis-
continuités, les équations du mouvement sont écrites sous une forme intégrée et nécessitent un
schéma d’intégration implicite pour les résoudre. En conséquence directe, la CD admet des pas
de temps bien plus grands que la MD. Dans un très grand nombre d’applications, la modélisa-
tion des interactions de contact suivant l’approche CD constitue une très bonne approximation.
C’est en particulier le cas des particules qui se déforment peu avant de se fragmenter.

4.2. Dynamique des contacts

Le principe général de la méthode de Dynamique des Contacts peut être résumé par le dia-
gramme suivant :

Boucles sur le pas de temps





Détection des contacts
Détermination des forces de contact et des vitesses des corps

Mise à jour des positions des corps

L’ensemble des équations du mouvement des degrés de liberté des particules (translations et
rotations des particules) peut se mettre sous la forme de l’équation matricielle suivante :

Mq̈(t) = Q(q, q̇, t) + P (t) + r (4.1)

où q, q̇, q̈ corespondent respectivement à la position, la vitesse, et l’accélération des corps à un
instant donné. M représente la matrice de masse du système, Q(q, q̇, t) représente les termes
gyroscopique et centrifuges, P (t) les efforts extérieurs explicitement connus en l’absence de
contact et r les forces de contacts. En présence de conditions unilatérales, il se produit des
chocs entre particules. Des discontinuités du champ de vitesses peuvent alors apparaître et l’ac-
célération n’est ainsi pas définie. Pour prendre en compte ces considérations, on préfère alors
écrire l’équation (4.1) en termes de mesures différentielles. Le système différentiel s’écrit :

Mdq̇(t) = Q(q, q̇, t)dt+ P (t)dt+ rdv (4.2)

où dt est une mesure de Lebesgue, dv est une mesure réelle positive et dq représente la mesure
différentielle de q. Le terme r représente la densité d’impulsions de contact, c’est-à-dire la
contribution locale des impulsions exercées lors de la présence de contacts [97, 72].

Les particules sont considérées comme rigides et exercent des forces normales et tangen-
tielles fn et ft, respectivement, les unes sur les autres. Par convention, les forces normales de
compression sont positives. Ainsi, la condition géométrique de contact s’écrit :

{

fn > 0 si vn = 0

fn = 0 si vn > 0
(4.3)
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FIGURE 4.1. – Graphs des conditions de Signorini (a) et de Coulomb (b) liant la vitesse normal,
respectivement tangentielle, à la force normale, respectivement, tangentielle.

où vn est la vitesse relative normale comptée positivement lorsque les particules s’éloignent
l’une de l’autre, voir Fig. 4.1.

De la même manière, la loi de frottement sec de Coulomb, représentée sur la Fig. 4.2, s’écrit
par les inégalités suivantes :











ft = −µfn si vt > 0

|ft| < µfn si vt = 0

ft = µfn si vt < 0

(4.4)

où vt est la vitesse relative tangente et µ le coefficient de frottement. Pour un intervalle de temps
dt, les vitesses vn et vt sont les vitesses à la fin de l’intervalle. En d’autres termes, il est néces-
saire que la solution du problème à chaque pas respecte la condition de non-interpénétration
entre les particules à la fin du pas. Mais, Moreau a montré qu’il était possible également de
remplacer vn et vt dans les graphes de Signorini et de Coulomb par une combinaison linéaire
des vitesses avant et après le choc :

{

vn = u+
n+ρnu

−

n

1+ρn

vt =
u+
t
+ρtu

−

t

1+ρt

(4.5)

où u+
n , u

−
n , u

+
t , u

−
t sont les vitesses relatives normales et tangentielles des particules au contact

au début et à la fin de chaque pas. La condition de contact ou de collision correspond alors
à un = 0, ce qui correspond à u+

n = −ρnu
−
n . Ainsi, les paramètres ρn et ρt introduits dans

l’équation (4.5) coïncident avec les coefficients de restitution normal et tangentiel définis habi-
tuellement pour les chocs binaires. La dynamique des contacts permet ainsi de généraliser les
coefficients de restitution du cas des collisions binaires au cas des collisions multiples ou aux
systèmes multi-contacts [97, 111, 117]

Remarquons aussi que ces lois de contact et de frottement peuvent être modifiées ou complé-
tées par la prise en compte d’autres interactions telles que la cohésion entre les particules. Par
exemple, les forces normales aux contacts peuvent alors prendre des valeurs négatives jusqu’à
un certain seuil correspondant à la rupture. La figure 4.2 représente les graphes de la condition
de Signorini et la loi de Coulomb pour un contact adhésif de seuil fc.
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FIGURE 4.2. – Graphes de Signorini (a) et de Coulomb (b) pour un contact adhésif de seuil fc.

Pour la résolution des équations de mouvement simultanément pour tous les degrés de liberté,
on utilise un solveur basé sur la méthode de Gauss-Seidel non-linéaire [97, 72]. De manière
générale, l’unicité de la solution n’est pas garantie pour les particules parfaitement rigides. Ce-
pendant, en initialisant chaque étape de calcul avec les forces calculées dans l’étape précédente,
l’ensemble de solutions admissibles se rétrécit aux seules fluctuations autour de la solution nu-
mérique.

Un avantage majeur de la méthode CD par rapport aux autres méthodes DEM est de ne pas
impliquer une loi de force. C’est d’autant plus crucial que les contacts entre particules de formes
quelconques sont différents des contacts entre sphères utilisés souvent comme modèle de base.
En particulier, les contacts face-face en 3D et côté-côté en 2D impliquent respectivement au
moins 3 et 2 contraintes unilatérales. Chaque contact côté-côté doit donc être décrit comme
composé de deux points de contact. En CD, il suffira de fixer les points et d’appliquer l’algo-
rithme tandis qu’en DEM une loi de force spécifique est nécessaire [117]. Le choix des points
est arbitraire puisque les particules sont rigides. Chaque point de contact porte une force de
réaction, mais seule la résultante des forces sur chaque contact est physiquement observable et
sera donc considérée comme étant la force de contact.

4.3. Modélisation numérique de la fragmentation des
particules

Pour modéliser un milieu granulaire fragmentable dans le cadre de DEM, l’approche utilisée
par plusieurs auteurs consiste à considérer chaque grain comme un agrégat de plusieurs grains
sphériques liés ensemble par des forces de cohésion [110, 33, 3, 84, 139, 159, 146, 70]. Même
si la représentation des grains par des assemblages collés des grains est une simplification du
matériau, elle a permis d’étudier tous les aspects précédemment discutés liés à la probléma-
tique des grains fragmentables et d’obtenir parfois des résultats très proches des expériences.
Cette approche, que nous allons appeler Bonded-Particle Model (BPM), permet de mettre en
évidence, par exemple, l’effet de la variation de la granulométrie sur le comportement. Il faut
aussi remarquer que ces agrégats peuvent représenter de vrais agrégats tels que les compacts
constitué de micro-boulettes. La Fig. 4.3 montre un exemple de ce type de simulations.

Un défaut important de la BPM est la perte de volume pendant la fragmentation. En fait, un
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FIGURE 4.3. – Un exemple de matériau granulaire fragmentés dont les grains sont des agrégats de
sphères [70].

agrégat de grains sphériques comporte des pores qui, lors de la fragmentation, vont modifier
la distribution de la porosité entre les agrégats et conduire ainsi à une perte de volume. Cette
perte peut aller jusqu’à 20% en 2D et 40% en 3D. Pour palier ce problème, plus récemment
Addette et Galindo -Torres [42, 60] ont remplacé des agrégats de sphères par des agrégats
de polygones liés entre eux par des ressorts. Les grains sont donc divisés en cellules à l’aide
d’une tessellation de Voronoï et les interfaces entre cellules sont traitées comme des plans de
rupture potentielle. Dans cette approche, que nous allons appeler Bonded-Cell Model (BCM),
lors de la fragmentation les cellules sont traités comme des objets rigides. Ce modèle peut être
aussi considéré comme un modèle des matériaux polycristallins. Mais l’objectif de ces modèles
est principalement de rendre compte de l’effet de la fragmentation sur le comportement d’un
matériau granulaire. La Fig. 4.4 montre un exemple de matériau granulaire fragmenté avec des
particules divisées en cellules.

La mise en œuvre d’un modèle de cellules collées dans le cadre d’une approche numérique
discrète exige la prise en compte des interfaces entre cellules. Comme discuté plus haut, le
traitement de ces interfaces exige un modèle de contact différent de celui des contacts entre
sphères. Or, dans toutes applications rapportées jusqu’à présent, ces interfaces sont modélisés
par un seul ressort linéaire reliant les deux surfaces en contact avec un seuil de rupture qui
représente la cohésion interne du matériau. L’approche CD est donc mieux adaptée pour la
prise en compte de ces aspects. Les formes des particules initiales ou issues de la fragmentation
étant alors des juxtapositions de cellules, il est également nécessaire d’utiliser un algorithme de
détection efficace des contacts.

L’objectif de l’algorithme de détection est de déterminer s’il y a contact entre deux corps et
donner des informations sur le type, la position et l’orientation du contact. Dans le cas d’objets
ayant une géométrie complexe, comme une enveloppe polygonale, il faut d’abord déterminer si
il y a contact, et dans ce cas calculer la position de points de contact. Une contrainte majeure
est le temps de calcul puisque, en général, il faut traiter des interactions entre plusieurs milliers
de grains. Deux méthodes permettent de répondre à ces questions :

1. la méthode Shadow Overlap introduite par J.J Moreau [129] ;

2. la méthode Common Plane introduite par P.A. Cundall [41].

Dans tous les cas, afin de limiter les tests, une première détection dite “grossière" est réalisée :
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FIGURE 4.4. – Un exemple de matériau granulaire fragmentés dont les grains sont des agrégats de
cellules [60].

partant d’informations géométriques grossières, comme par exemple une distance d’alerte qui
consiste à estimer la proximité de deux grains, des situations où il n’y a pas de contacts sont
éliminées rapidement. Sinon, il faut tester au cas par cas les situations où il pourrait y avoir
contact.

Lorsqu’une situation de contact est détectée, une étape supplémentaire consiste à déterminer
de quel type de contact il s’agit. Concrètement, en 2D seules deux possibilités sont envisagées :
soit un contact côté-sommet, soit un contact côté-côté [15]. Suivant le cas, la stratégie adoptée
est de considérer des points de contacts :

— Si un sommet s’avère rencontrer un côté, comme illustré sur la Fig. 4.5(a), la ligne de
contact est la ligne qui passe par le côté. En projetant orthogonalement le sommet sur cette
ligne, on détermine la profondeur de pénétration. On choisit le point de contact “effectif"
comme étant le point au centre de cette distance. Ce type de contact “côté-sommet" est
un contact “simple".

— Dans le cas où un côté rencontre un côté d’un autre polygone, comme illustré sur la Fig.
4.5(b), la ligne de contact est donné par la ligne commune. L’impénétrabilité entre les
deux particules qui ont un tel contact est assurée en appliquant les lois de contact à deux
points distincts appartenant à la ligne de contact. Pour cette raison, les contacts côté-côté
sont des contacts “doubles".
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FIGURE 4.5. – Représentation des contacts simple (a) et double (b).



Conclusion

Les éléments bibliographiques brièvement présentés dans cette partie permettent de situer les
travaux de cette thèse dans le contexte actuel des études des milieux granulaires. L’influence
de la forme et de l’étalement granulométrique des particules sur la compacité et la texture des
milieux granulaires fait partie des thématiques importantes que nous avons étudié au cours de
cette thèse avec les particules polygonales en 2D. La variabilité de forme est aussi comme un
paramètre qui a été considéré dans ces études. Par ailleurs, la mise en place d’un modèle de frag-
mentation par cellules collées dans le cadre de la méthode Contact Dynamics est une approche
nouvelle qui nous a permis de mener des études numériques systématiques de la fragmentation
d’une particule et d’un assemblage de particules en compression uniaxiale et biaxiale. Certaines
analyses que nous allons présenter dans les chapitres qui suivent sont cohérentes avec des ré-
sultats rapportés déjà dans la littérature, ce qui constitue une validation de l’approche mise en
œuvre.

Il faut noter que les concepts et résultats présentés dans ce chapitre ne couvrent que ceux qui
sont les plus directement liés aux travaux de cette thèse. Nous n’avons pas abordé les aspects
rhéologiques et les nombreuses études de la microstructure des milieux granulaires. Certains
aspects seront introduits dans les chapitres concernés. De même, les milieux granulaires avec
fragmentation des particules ont fait l’objet des modélisations théoriques que nous n’avons pas
abordées dans cette partie. L’essence de ces modèles est de rendre compte du processus de
fragmentation d’une seule particule en générations successives de particules de plus en plus
réduites en taille. Mais la fragmentation des particules est un processus collectif qui dépend de
la distribution très large et hétérogène des forces. Inversement, le réseau des forces au niveau
des particules dépend de la microstructure et du degré de fragmentation des particules. Il parait
donc difficile de modéliser ce processus à partir de la valeur moyenne des contraintes et ou des
forces ou pour un moment particulier de la distribution granulométrique. L’intérêt de l’approche
numérique discrète est précisément de permettre d’étudier ces mécanismes et l’impact des para-
mètres physiques et mécaniques sur l’évolution du matériau. A partir de ces ingrédients, il sera
possible à plus long terme de construire des modèles réalistes du processus de fragmentation et
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de la loi de comportement des matériaux granulaires constitué de particules sécables.



Deuxième partie .

Matériaux granulaires polydisperses
en taille et forme
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Introduction

Cette partie est consacrée à l’étude de l’effet combiné des polydispersités de forme et de
taille des particules sur les propriétés mécaniques d’un assemblage granulaire dense (Chap. 5)
et en cisaillement quasi-statique (Chap. 6). La taille des particules est définie par le diamètre du
disque circonscrit à chaque polygone et la polydispersité en taille est définie à partir de l’étale-
ment des diamètres pour une distribution uniforme par fractions volumiques. La polydispersité
en forme est définie à partir d’un pentagone régulier déformé de manière continue en polygone
irrégulier.

Dans un premier temps, les systèmes sont construits par compression uniaxiale sans frot-
tement afin d’atteindre le niveau de compacité maximum (RCP ou Random Close Packing).
Les systèmes ainsi construits sont analysés en termes de différents descripteurs de la texture
granulaire en fonction des paramètres de polydispersité. En particulier, outre l’évolution de la
compacité ou des fonctions de distributions en fonction des paramètres de polydispersité, nous
nous emploierons à décrire la distribution et le rôle des contacts côté/côté et en particulier leur
agrégation en termes de clusters de particules connectées par des contacts coté/sommet. Puis,
dans une seconde partie, ces systèmes denses et isotropes seront soumis à une compression
biaxiale. L’aspect mécanique est analysé à travers la résistance au cisaillement à l’état critique.
Très récemment, il a été mis en évidence pour des empilements de disques, que la résistance
au cisaillement est indépendante de la polydispersité de taille [152]. En présence de contacts
multiples entre particules (i.e coté/coté et coté/sommet), la généralisation aux cas de grains
non-sphériques n’est a priori peu claire. De plus, une question encore ouverte et que nous sou-
haitons aborder ici, est de savoir si un système composé de polygones réguliers présente un
comportement singulier par rapport à un système composé de particules de forme irrégulière.
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CHAPITRE5

Forme vs taille pour l’état
d’équilibre statique
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5.1. Procédures numériques

5.1.1. Paramètres de taille et de forme

Pour étudier de manière systématique les effets combinés de la taille et du degré d’irrégularité
des particules, des procédures strictes doivent être définies afin de contrôler précisément chacun
de ces deux paramètres. A partir d’un polygone régulier, chaque sommet peut être repéré par
l’angle θi = θ0 + ki2π/n, où θ0 est la position du sommet de référence, n est le nombre de
sommets et k ∈ [0, n − 1]. Un polygone régulier sera transformé en polygone irrégulier en
introduisant une perturbation sur la position de chaque sommet de la manière suivante :

θi = θ0 + ki2π

n
± δ

π

n
I[0, 1], (5.1)

où δ est un paramètre qui peut varier dans l’intervalle [0, 1] et I[0, 1] est un nombre aléatoire
entre 0 et 1. Ce paramètre reflète le degré d’irrégularité du polygone, ou de manière plus géné-
ral le paramètre de “polydispersité de forme”. En d’autres termes, les sommets des polygones
irréguliers s’écartent des positions angulaires des sommets du polygone régulier d’un angle
aléatoire entre 0 and δπ/n. Dans ce travail, le pentagone sera utilisé comme polygone régulier
de référence. La figure 5.1(b,c) montre deux pentagones irréguliers obtenus à partir du penta-
gone régulier.

La taille d’une particule pentagonale est définie par le diamètre d du disque circonscrit. Dans
les assemblages granulaires qui seront présentés ci-dessous, le diamètre des particules varie
entre une valeur minimale dmin et maximale dmax suivant une distribution uniforme en frac-
tions volumiques. Plus de détails sont présentés dans [151]. Dans ce qui suit, nous définissons
l’étalement s de la distribution en taille des particules par :

s =
dmax − dmin

dmax + dmin

(5.2)

Le cas s = 0 correspond à un système monodisperse, et s = 1 correspond à une polydispersité
“infinie”. Dans nos études, s varie systématiquement dans l’intervalle [0; 0, 9].

δ = 0 δ = 0.5 δ = 1

FIGURE 5.1. – Exemple de pentagone régulier δ = 0 transformé en pentagones irréguliers pour
δ = 0, 5 et δ = 1.
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5.1.2. Génération des assemblages de particules

Afin d’obtenir les systèmes les plus denses possibles, la procédure suivante a été adoptée.
Pour un couple de paramètres s et δ, 5000 particules initialement placées de manière aléatoire
dans une boite rectangulaire sont déposées sous l’effet de la gravité. Le frottement entre les
particules et entre les parois est fixé à 0. La figure 5.2 montre un instant de la phase de dépôt
gravitaire dans le cas s = δ = 0. Une fois l’équilibre atteint, la gravité est à son tour fixée à 0,
et l’échantillon est soumis à une compression verticale par l’application d’une contrainte σ0 sur
le mur supérieur. Les trois autres murs restent toujours fixes. Les systèmes ainsi construits sont
considérés comme stables dès que le réseau de contacts devient persistant dans le temps, et les
fluctuations de la compacité et de la connectivité du réseau autour de leur valeur moyenne res-
tent inférieures à 0, 01%. De cette manière, nous obtenons des assemblages denses et isotropes.

FIGURE 5.2. – Configuration de l’échantillon au cours du dépôt gravitaire.

Comme nous l’avons mentionné plus haut, les particules sont initialement placées aléatoire-
ment dans une boite avant d’être déposées. Ainsi, pour s’assurer de la représentativité de nos
essais, trois simulations indépendantes sont réalisées pour chaque couple (s, δ). Le comporte-
ment moyen pour chaque jeu de paramètres (s, δ) est obtenu en faisant la moyenne sur les trois
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échantillons indépendants. Au total, 108 échantillons ont été préparés pour six valeurs diffé-
rentes de l’étalement s ∈ [0, 01; 0, 90] et pour six valeurs différentes du degré d’irrégularité
δ ∈ [0; 1]. Des vues rapprochées des échantillons sont présentées pour s = {0, 01; 0, 9} et
δ = {0; 1} sur la figure 5.3.

5.2. Compacité et distributions radiales

Dans cette section, nous nous intéressons au remplissage de l’espace en fonction des para-
mètres s et δ. Nous considérons plus particulièrement les trois principaux descripteurs que sont
la compacité ρ, la fonction de distribution radiale g(r) des distances r des centres des particules
et la fonction de distribution radiale des volumes ρ(r).

5.2.1. Compacité

La figure 5.4 montre la variation de la compacité ρ en fonction de l’étalement s pour toutes
les valeurs du degré d’irrégularité δ. Quel que soit δ, nous observons que la compacité augmente
avec s, en particulier de 0, 85 à 0, 89 pour δ = 0 et de 0, 87 à 0, 90 pour δ = 1. Ce résultat étend
les résultats d’une étude précédente faites avec des disques [152]. Ce qui est intéressant ici est
le fait que la compacité augmente également avec l’augmentation de l’irrégularité des grains.
Plus précisément, nous pouvons voir que les effets de forme dominent aux faibles étalements
(i.e s < 0.4) mais deviennent moins fort aux grands étalements. En outre, des compacités plus
grandes sont atteintes en augmentant s plutôt que δ.

Cette dissymétrie entre s et δ est bien mise en évidence sur la figure 5.5 où la compacité est
représentée en niveau de gris en fonction des deux paramètres s et δ. Pour les faibles valeurs de
s, les lignes d’iso-valeurs sont presque symétriques par rapport à la ligne s = δ mais sont très
asymétriques et parallèles à l’axe δ aux plus grandes valeurs de s.

L’augmentation de ρ avec s est simplement attribuée au remplissage des pores entre les par-
ticules les plus grosses par les particules les plus petites. L’augmentation de ρ avec δ est moins
trivial. Ce comportement peut être attribué à l’angularité des particules. En effet, les pentagones
irréguliers ont au moins un angle interne bien en dessous de π/5 ce qui permet au sommet
correspondant de “mieux” s’introduire dans le volume libre entre deux particules. C’est aussi
pourquoi un système désordonné de disques non frottants a une compacité (∼ 0.82) inférieure
à celle d’un système composé de pentagones mono-disperses (0.85) [153].

Un système dense désordonné composé de pentagones monodisperses, comme celui de la fi-
gure 5.3(a) peut être vu comme l’état RCP de pentagones. En particulier, de nombreux systèmes
“cristallins” de pentagones monodisperses peuvent être construits géométriquement, mais pour
la plupart d’entre eux ils sont singuliers et/ou mécaniquement instables [66]. Cependant, la fi-
gure 5.3(a) montre clairement que des structures locales cristallines peuvent se former avec une
compacité qui peut supérieure à la compacité moyenne. Deux phases cristallines sont mises en
évidence sur la figure 5.6. La première a une compacité de ∼ 0.92 et est décrite comme étant
la phase cristalline la plus compacte d’un système 2D de pentagones [66]. La seconde phase
cristalline est une variante de la phase cristalline construite géométriquement et est illustrée
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(a)

(b)
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(c)

(d)

FIGURE 5.3. – Vues d’échantillons obtenus à la fin de la compression. Ici pour (s; δ) =
(0, 01; 0)(a), (s; δ) = (0, 9; 0)(b), (s; δ) = (0, 01; 1)(c) and (s; δ) = (0, 9; 1)(d)
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FIGURE 5.4. – Variation de la compacité ρ en fonction de l’étalement s pour toutes les valeurs de
δ.

dans l’insert de la figure 5.6. La compacité est d’environ 0,854. Dans les deux cas, le centre des
particules mais aussi l’orientation des particules induisent un ordre de longue portée.

Mises à part les deux phases cristallines mentionnées plus haut, des structures à symétrie
triangulaire mais sans orientation particulière des pentagones sont observées également sur la
figure 5.6. Ces structures ont été observées expérimentalement [66] et peuvent être obtenues à
partir des structures cristallines denses en orientant aléatoirement les pentagones. Bien que ces
structures tendent à augmenter la compacité, l’absence de correspondance entre les structures
ayant une symétrie d’ordre 5 avec celles d’ordre 6 conduit à diminuer de manière globale la
compacité de 0.92 à 0.85

Une inspection visuelle des figures 5.3(a) et (c) semble aussi suggérer que les systèmes com-
posés de pentagones irréguliers sont plus homogènes que ceux composés de pentagones régu-
liers. La forme symétrique des particules combinée aux exclusions stériques conduit à augmen-
ter l’effet d’arche et donc la création de pores plus grands. De nombreuses méthodes ont été
employées dans le passé pour décrire quantitativement l’homogénéité et le désordre de la mi-
crostructure. Dans ce qui suit, nous employons la méthode de fluctuation des densités introduite
et utilisée par Saint-Cyr et al. Dans cette méthode, les systèmes sont divisés en n2

c cellules via
une grille carrée, où nc est le nombre de cellules le long de chaque direction. La taille ℓc de
chaque cellule varie entre ℓc = 2d et ℓc = ℓ0 = 60d. Pour une taille donnée, on calcule ρmin

et ρmax définis comme, respectivement, le minimum et le maximum des compacités calculées
dans les cellules. Le rapport ρmax/ρmin mesure le degré d’homogénéité en fonction de ℓc. La
figure 5.7 montre la variation de ρmax/ρmin en fonction de ℓc pour δ = 0(a) et δ = 1 (b).

On voit que, quelques soient δ et s, ρmax/ρmin diminue vers une valeur constante égale à
l’unité quand ℓc augmente. On peut constater aussi que ρmax/ρmin < 2 avec s < 0.8, alors
que pour ℓc ≃ 2d, ρmax peut être 10 fois plus élevée que ρmin pour des grandes valeurs de
s. Ceci peut être attribué au fait que de grosses particules peuvent être complètement incluses
dans une cellule aux grandes valeurs de s. Cette évolution résulte de la diminution de ρmax et
l’augmentation de ρmin avec ℓc. Plus généralement, ce qui est remarquable ici, c’est que pour
toutes les valeurs de s et δ, nous pouvons distinguer deux régimes : 1) Une diminution rapide
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FIGURE 5.5. – Carte d’iso compacité ρ en fonction de s et δ.

autour de la valeur moyenne jusqu’à ℓc ∼ 5d et 2) une diminution lente de ρmax/ρmin jusqu’à
une valeur constante de 1. Ces deux échelles semblent correspondre aux échelles intrinsèques
du système (i.e. échelle de la particule) et à l’échelle de l’hétérogénéité due à des exclusions
stériques renforcées par des contacts côté-côté. Ce point sera discuté avec plus de détails dans la
section 5.3. Le degré d’hétérogénéité η, défini comme le rapport de l’écart-type ∆ρ à la valeur
moyenne ρ de la compacité, est de l’ordre de 3 % pour ℓc = 5d et 1 % pour ℓc = 10d. Ainsi, le
resserrement entre ρmin et ρmax montre que tous les systèmes peuvent être considérés comme
homogène pour ℓc = 5d et très homogène à partir de ℓc = 10d.

5.2.2. Distribution radiale

L’ordre ou le désordre spatiaux induits par la dispersion de forme et la variation de taille
peuvent être évalués au moyen de la distribution radiale g(r) des positions radiales r des centres
de particules :

g(r) =
n(r)

n
, (5.3)

où n(r) est la densité numérique qui est définie par le nombre moyen de centres de particules
par unité de surface à la distance r du centre de la particule donnée et n est la densité numérique
moyenne de l’assemblage.

La variation de g(r) pour δ = 0 et δ = 1 est présentée sur les figures 5.8 (a) et (b), pour toutes
les valeurs de s. Les figures 5.8 (c) et (d) montrent également g(r) pour s = 0, 01 et s = 0, 9,
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A

B

B

B

C

FIGURE 5.6. – (Couleur en ligne) Exemples de noyaux cristallins ou quasi-cristallins dans un as-
semblage des pentagones réguliers mono-disperse : (A-en rouge) configuration la
plus dense (compacité ≃ 0, 92) impliquant à la fois les ordres de position et d’orien-
tation des pentagones ; (B-en orange) configurations “glissés" ou exemples légère-
ment randomisés de la configuration complètement ordonné montré dans l’encart
en bas à gauche avec une compacité ≃ 0, 85 ; (C-en gris) environnement typique
des pentagones caractérisés par une symétrie locale de position triangulaire et des
orientations aléatoires des voisins.

pour toutes les valeurs de δ. En général, pour s < 0, 4 nous observons des pics réguliers espacés
avec une période de 0.8d et d’amplitude décroissante. Ces pics sont la signature d’un ordre local.
L’augmentation de δ (figure 5.8c) conduit à la diminution de l’amplitude et de la longueur de
corrélation. Un fait intéressant est qu’aux faibles valeurs de s et δ, i.e. pour des assemblages
quasi-monodisperses et quasi-réguliers, nous voyons un deuxième pic intermédiaire très proche
du premier pic. Ces deux pics sont répétés dans la deuxième période, et au-delà seul le premier
pic persiste, faisant ainsi apparaitre une échelle de longueur intermédiaire. Ces deux sous-pics se
produisent pour r/d ∝ cos π/5 ∼ 0.8 et r/d ∝ 0, 5(1 + cos π/5) ∼ 0, 9 respectivement, ce qui
correspond à la distance entre deux centres de pentagones connectés par des contacts côté-côté
et côté-sommet, respectivement. Pour s > 0.4, seul le premier pic survi et, avec l’augmentation
de la polydispersité de taille, il augmente et apparait à des distances inférieures à d.

L’augmentation de l’amplitude du pic aux grandes polydispersités peut être attribuée à la
distribution uniforme en volume des particules. En effet, avec l’augmentation de s, le nombre
de particules dans les classes les plus petites augmente rapidement et conduit à l’augmentation
de l’ordre local des petites particules dans les pores entre les plus grosses. Ainsi, s = 0, 4 est le
point de transition entre une polydispersité gouvernée par une seule taille, et une polydispersité
gouvernée par deux, puis trois et plus classes de tailles. Il n’est d’ailleurs pas inutile de noter
que, aux grandes polydispersités, la distribution radiale est similaire pour toutes les valeurs de
δ. Cela signifie que, comme pour la compacité, la polydispersité de forme joue un role mineur
aux grandes polydispersités de taille.
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FIGURE 5.7. – Variation du ratio ρmax/ρmin en fonction du pas de la grille normalisée pour δ =
0(a) et δ = 1 (b).

Dans le cas des matériaux granulaires polydisperses, on peut se demander si la fonction de
distribution radiale est le meilleur descripteur des corrélations entre paires de particules. En
effet, la densité numérique n(r) paraît être un descripteur naturel si les constituants ont le même
volume. Dans le cas polydisperse, une description plus riche peut être obtenue en prenant en
compte la distribution de tailles à travers les différents volumes des particules. Il parait alors
pertinent d’analyser les corrélations spatiales en considérant la compacité ρ(r) en fonction de
la position radiale r. De manière similaire au calcul de la distribution radiale, on calcule la
compacité dans des couronnes concentriques de rayons croissants centrés sur les centres des
particules.

Les figures 5.9(a) et (b) montrent ρ(r)/ρm pour δ = 0 et δ = 1, respectivement, et pour toutes
les valeurs d’étalement s. Les figures 5.9(c) et (d) montrent ρ(r)/ρm pour s = 0, 01 et s = 0, 90
et pour toutes les valeurs de δ. Le plateau aux faibles valeurs de r correspond naturellement
au cas où la couronne est inférieure aux particules (i.e. ρ(r) = 1 > ρm). La distribution des
volumes varie entre pics et creux avec une amplitude qui décroit avec r. Les creux représentent
le vide entre les particules et ces voisins proches. On peut voir que ρ(r) tend vers la compacité
moyenne ρm aux grandes valeurs de r. Mais, la convergence vers ρm est d’autant plus rapide
(et donc la corrélation des longueurs est d’autant plus petite) que δ et s augmentent. Pour les
grandes valeurs de s, nous observons principalement un seul creux juste après le plateau et une
augmentation lente vers ρm.

5.3. Réseaux de contacts et de forces

La compacité et les fonctions de distribution radiale ont permis d’évaluer l’influence de la
distribution de taille et de forme des particules sur le désordre métrique. Cependant, la plupart
des propriétés mécaniques des matériaux granulaires comme la transmission de forces ou la
dilatance, dépendent fortement de la topologie du réseau de contacts. La microstructure de ma-
tériaux granulaires, i.e, l’organisation des particules et de leurs contacts dans l’espace, est essen-
tiellement contrôlée par les exclusions stériques entre les particules et les conditions d’équilibre
des forces [141]. La microstructure peut être décrite en termes de divers descripteurs statiques
tels que le nombre de coordination Z (le nombre moyen des voisins par particule), la fonction
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FIGURE 5.8. – Fonction de distribution radiale g en fonction de la distance radiale r normalisée
par le diamètre moyen 〈d〉 avec δ = 0 (a), δ = 1 (b) pour toutes les valeurs de s et
avec s = 0, 01(c) et s = 0, 9(d) pour toutes les valeurs de δ.
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FIGURE 5.9. – Compacité ρ(r) normalisée par la compacité moyenne de l’assemblage en fonction
de la distance radiale r normalisée par le diamètre moyen des particules avec δ = 0
(a), δ = 1 (b) pour toutes les valeurs de s et avec s = 0, 01(c) et s = 0., 9(d) pour
toutes les valeurs de δ.
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FIGURE 5.10. – Carte en niveaux de gris représentant la connectivité des particules pour (s =
0, 01; δ = 0) (a) et (s = 0, 9; δ = 1) (b). Le niveau de gris est proportionnel au
nombre de coordination.

de connectivité P (c) (la proportion des particules ayant exactement c voisins) et le PDF (la
densité de probabilité) des forces.

5.3.1. Connectivité des particules

La figure 5.10 montre différentes vues de l’échantillon pour (s = 0, 01; δ = 0) et (s =
0, 9; δ = 1). Le niveau gris des particules est proportionnel au nombre de voisins. Nous voyons
que la topologie du réseau de contact varie fortement avec s et δ. Par exemple, des pores peuvent
être remplis par une ou deux particules flottantes dans le cas où les particules sont régulières
et de même taille (s = 0,01, δ = 0, 0), alors que dans le cas très polydisperse nous observons
beaucoup de particules flottantes (en blanc). En outre, le réseau de contact semble être de plus
en plus interconnecté pour les grandes valeurs de δ.

La proportion des particules ayant c contacts est représentée sur la figure 5.11. On a
∑

c Pc =
1 et

∑

c cPc = Z. Nous pouvons voir que Pc est presque indépendant de δ pour toutes les
valeurs de s. P3 augmente avec s de 0.1 à 0.5, alors que P4 et P5 décroissent de 0.4 à 0.2 et 0.1
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FIGURE 5.11. – Proportion Pc des particules ayant c voisins en fonction de s pour toutes les valeurs
de δ.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

s

4.2

4.3

4.4

4.5

Z

δ=0.0

δ=0.2

δ=0.4

δ=0.6

δ=0.8

δ=1.0

FIGURE 5.12. – Nombre de coordination z en fonction de s pour toutes les valeurs de δ

respectivement. P7 et P8 augmentent avec s mais restent faibles aux faibles valeurs de s. De la
même manière, P2 ≃ 0 quels que soient s et δ et il n’est pas présenté sur cette figure. Ainsi,
l’augmentation de s induit un nombre grandissant de particules équilibrées par trois forces dont
au moins un contact est un contact côté-côté comme nous le verrons plus loin.

La figure 5.12 montre l’évolution de Z avec s pour toutes les valeurs de δ. Il est intéressant
de voir que quel que soit δ, Z est constant tant que s < 0.4, et décroit faiblement ensuite. Au
contraire, pour une valeur fixe de s, Z augmente avec δ. Cette observation est cohérente avec le
fort niveau d’enchevêtrement des particules pour les grandes valeurs de δ.

Le fait que Z reste relativement constant bien que s augmente, est un fait qui peut paraitre
surprenant. Il est également notable que cette valeur soit bien inférieure à 6, valeur de la coordi-
nence attendue pour un système dense non-frottant composé de particules non-circulaires (i.e.
avec 3 degrés de liberté) [122]. Un résultat similaire a été observé pour des ellipses [45] et des
tétraèdres [17] ou le nombre de coordination moyen, à l’état isostatique, est aussi inférieur à
6. Pour les ellipses ce comportement a été attribué à la présence des états mous (floppy modes)
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alors que pour les tétraèdres il résulterait des différents niveaux de contraintes en fonction des
types de contacts.

Ici, nous souhaitons introduire une interprétation différente. En réalité, les contacts côté-côté
n’ont pas le même statut que les contacts côté-sommet. La force normale a un seul point d’appli-
cation pour un contact sommet-coté, alors que dans le cas d’un contact côté-côté, le point d’ap-
plication de la force est inconnu et déterminé par l’équilibre des forces. En d’autres termes, les
contacts côté-côté représentent deux contraintes géométriques et de ce point de vue ils doivent
être compté deux fois. Soit kss la proportion des contacts côté-côté, Nf le nombre de degrés de
liberté par particule et Z le nombre de contacts par particule. En moyenne, kssZ/2 contacts par
particule sont des contacts côté-côté alors que (1− kss)Z/2 contacts sont des contacts sommet-
côté. Ainsi, le nombre total des contrainte par particule est kssZ+(1−kss)Z/2 = (1+kss)Z/2.
Pour un système isostatique, le nombre de contraintes est égal au nombre de degrés de liberté.
Ainsi,

Z =
2Nf

1 + kss
(5.4)

Cette relation prédit correctement Z = 6 si kss = 0, mais sa valeur est bien inférieure à 6
autrement. La figure 5.13 montre la proportion des contacts côté-côté en fonction de s pour
toutes les valeurs de δ. Nous avons kss ≃ 1/3. Il est plus faible aux fortes valeurs de δ et
augmente légèrement avec s. Etant donnée l’équation (5.4), l’évolution de kss est cohérente
avec la variation de Z en fonction de s.

Ainsi, de manière équivalente, on peut introduire le “nombre de connectivité” Zc défini
comme le nombre de contraintes par particule en comptant deux fois les contacts côté-côté :

Zc = (1 + kss)Z. (5.5)

En considérant l’équation (5.4), dans le cas isostatique nous avons Zc = 2Nf . Ce nombre de
connectivité est ≃ 6 dans tous nos échantillons à l’état isostatique.
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FIGURE 5.13. – Proportion kss des contacts côté-côté en fonction de s pour toutes les valeurs de δ.

La correlation entre la taille des particules et leur connectivité peut être obtenue plus finement
en considérant le nombre moyen Z(dr) de voisins dans une classe de particules ayant une taille
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FIGURE 5.14. – Nombre moyen de voisins 〈Z〉 dans chaque classe des particules en fonction du
diamètre réduit dr.

comprise dans l’intervalle [dr − ∆dr/2, dr + ∆dr/2], où dr = (d − dmin)/(dmax − dmin) est
la taille réduite dans chaque classe. La figure 6.6 montre Z(dr) pour toutes les valeurs de s
à δ = 0. Pour les faibles valeurs de s, la polydispersité est négligeable et toutes les classes
ont pratiquement le même nombre de coordination ≃ 4, 2. Pour les fortes polydispersités, Z
augmente presque linéairement avec dr. Les particules les plus petites ont un nombre de voisins
inférieur à 4,2 alors qu’il peut être de 13 pour s = 0, 9

Dans toutes les analyses faites ici, seules les particules ayant au moins un contact ont été
considérées. Les particules ayant zero contact, ou “particules flottantes", ont été exclues de la
statistique. Cependant, la proportion Pf des particules flottantes est un descripteur intéressant
car il donne une indication sur l’effet de voute présent dans les matériaux granulaires. Dans
un matériau très polydisperse l’effet de voûte est naturellement plus important et on s’attend
à voir un très grand nombre de particules ne participant pas au réseau de contacts. La figure
5.15 montre Pf en fonction de s pour toutes les valeurs de δ. On voit que Pf est faible tant
que s < 0, 4 mais augmente ensuite rapidement jusqu’à 0,25 lorsque s varie de 0,4 à 0,9. Il est
remarquable aussi que Pf est indépendant de δ. Comme on peut voir sur la figure 5.10(b), les
particules flottantes sont essentiellement des petites particules.

5.3.2. Clusters de particules liés par des contacts coté/coté

Le rôle des contacts côté-côté a été analysé rapidement dans la section précédente en lien
avec la connectivité des particules et les sous-structures cristallines. Puisque près d’un tiers
des contacts sont des contacts côté-côté, la question que l’on peut se poser maintenant est de
comprendre comment ces contacts sont organisés dans l’espace. Est-ce que les contacts côté-
côté percolent ? Comment la polydispersité en taille et en forme affecte leur distribution dans
l’espace ? Pour cela, nous considérons maintenant des particules liées entre elles par au moins
un contact côté-côté et, de cette manière, nous identifions des clusters de particules dans lesquels
chaque particules a au moins un contact côté-côté. Deux clusters sont disjoints s’ils n’ont pas
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FIGURE 5.15. – Proportion Pf des particules flottantes (0 ou 1 contact) en fonction de s pour toutes
les valeurs de δ.

un contact côté-côté en commun. Dit autrement, un cluster est connecté à un autre cluster via
uniquement des contacts sommet-côté.

Quatre exemples de ces types de clusters sont présentés sur la figure 5.16 pour quatre paires de
valeurs des paramètres s et δ. Les contacts côté-côté sont marqués par une ligne joignant leurs
centres. Mises à part quelques rares exceptions, la majeur partie des particules appartiennent
à un cluster. Une autre remarque est qu’aucun cluster ne remplit tout l’espace, ce qui montre
que les contacts côté-côté ne percolent pas. Aux faibles valeurs de polydispersité de taille et de
forme, deux types de clusters peuvent être observés : 1) des clusters identifiés à des domaines
cristallins comme ceux présentés sur la figure 5.6, et 2) de longues chaines en forme de zig-zag.
Pour une polydispersité de taille faible mais de forme élevée, les clusters semblent être plus
petits.

La figure 5.17 montre le nombre de clusters Nc en fonction de s pour toutes les valeurs de δ.
Nous pouvons voir que, indépendamment de δ, Nc reste constant tant que s < 0.4, et décroit
rapidement vers une valeur plus faible lorsque s augmente. Nous pouvons voir aussi que, pour
une valeur donnée de s, Nc augmente avec δ. En même temps, le nombre moyen de particules
par cluster 〈Np〉 augmente avec s, comme on peut voir dans l’encadré de la figure 5.17. Puisque
la forme et la taille des clusters varient avec la polydispersité, il est intéressant de quantifier
l’évolution des dimensions maximale ℓmax et minimale ℓmin de ces clusters en fonction de la
polydispersité.

La figure 5.18(a) montre ℓmax et ℓmin normalisées par le diamètre maximum dmax en fonc-
tion de s pour toutes les valeurs de δ. Nous voyons que, en raison du désordre, ℓmax et ℓmin

décroissent avec l’augmentation de s et δ. ℓmax est de l’ordre de 13 fois le diamètre moyen
pour les systèmes les plus réguliers (i.e s = 0.01 et δ = 0) et seulement de 5 diamètres pour
les moins réguliers (i.e. s = 0, 9 et δ = 1). Nous pouvons voir aussi que la polydispersité de
forme affecte de manière notable la taille moyenne des clusters pour de faibles polydispersités
de taille. Comme cela était le cas pour la compacité, l’effet de la polydispersité en forme de-
vient moins fort au fur et à mesure que la polydispersité en taille augmente. En effet, pour des
systèmes quasi-monodisperses, ℓmax/dmax décroit de 13 à 7 avec δ qui varie de 0 à 1 alors qu’il
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(c)

(d)

FIGURE 5.16. – Clusters des particules connectées par contacts côté-côté pour (s, δ) =
(0, 01, 0)(a), (s, δ) = (0, 9, 0)(b), (s, δ) = (0, 01, 1)(c) et (s, δ) = (0, 9, 1)(d). Les
clusters sont représentés par différentes couleurs (vert, orange, pourpre et rouge
cardinal). Les contacts côté-côté sont aussi représentés par une ligne rouge reliant
les centres des deux particules. Les particules flottantes sont en blanc.
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décroit de 5 à 3 si s = 0, 9.
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FIGURE 5.17. – Nombre des clusters côté-côté Nc en fonction de s pour toutes les valeurs de δ.
L’encadré montre le nombre moyen des particules dans un cluster côté-côté 〈Np〉c
en fonction de s pour toutes les valeurs de δ.

La sphéricité moyenne des clusters peut être aussi évaluée en considérant le rapport d’as-
pect α = ℓmax/ℓmin. Le rapport d’aspect moyen des clusters, 〈α〉, est présenté sur la figure
Fig.5.18(b). Nous pouvons voir que 〈α〉 décroit avec à la fois s et δ, ce qui indique que les
clusters deviennent de moins en moins anisotrope au fur et à mesure que le désordre structu-
rel augmente. La figure 5.18(b) montre aussi clairement que la forme anisotrope des clusters
(même à faible polydispersité) est une conséquence de l’agencement des grains en colonnes
rigides.

5.3.3. Distribution des efforts

La description faite précédemment de la microstructure donne une image de base de l’effet
de la polydispersité de taille et de forme. Mais cette image est clairement insuffisante du point
de vue mécanique. En particulier, les contacts côté-côté capturent l’essentiel des forces fortes et
jouent donc un rôle majeur dans l’équilibre local des forces. Ainsi, on peut très bien supposer
que l’anisotropie des clusters identifiés précédemment résulte des forces les plus fortes. Pour
tester cela, nous traçons sur la figure 5.19 les forces moyennes 〈fss〉 et 〈fsv〉, portées respec-
tivement par les contacts côté-côté et sommet-côté en fonction de s pour toutes les valeurs de
δ. Dans un premier temps, on peut voir que les forces moyennes sont indépendantes de δ. De
même, bien que la proportion des contacts côté-côté est moitié moindre que celle des contacts
sommet-côté, 〈fss〉 est bien plus grande que 〈fsv〉. Ainsi, il est plausible de relier l’anisotropie
des clusters à l’anisotropie induite par les chaines de force fortes qui s’organisent en colonnes.
La différence 〈fss〉 − 〈fsv〉 décroit alors que s augmente, ce qui est en accord avec la décrois-
sance de l’anisotropie des clusters.

La figure 5.20 montre une carte des forces de contacts et des clusters côté-côté, pour deux
valeurs extrêmes de polydispersité. Les forces normales sont représentées par un trait joignant
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FIGURE 5.18. – (a) Longueurs principales maximale et minimale (a) et le rapport d’aspect moyen
〈α〉 (b) de clusters côté-côté en fonction de s pour toutes les valeurs de δ.

le centre des deux particules en contact et dont l’épaisseur dépend de l’intensité de la force.
L’impression qui ressort de ces deux cartes est cohérente avec l’idée donnée plus haut, à savoir
que les clusters les plus anisotropes, le sont le long des chaines de forces les plus fortes. La
figure 5.20(b) nous fournit de surcroit une illustration encore plus parlante de la nature multi-
échelle de la distribution des forces pour un système très polydisperse, comme cela a d’ailleurs
déjà été analysé dans [152] pour des systèmes composés de disques. La force moyenne 〈fn〉(dr)
par classe de taille de particules en fonction de dr est présentée sur la figure 5.21 pour toutes
les valeurs de s et pour δ = 0 et 1. Cette force moyenne est linéaire en fonction de dr quel que
soit s, mais avec une pente qui augmente au fur et à mesure que s augmente. Autrement dit, les
forces sont capturées par les particules les plus grosses. De plus, la taille moyenne dr = 0.5 est
le point de séparation entre les forces inférieures et supérieures à la force moyenne.

Ainsi, l’effet de la polydispersité est de renforcer les nombres à la fois des forces fortes et
faibles. Cela peut être mieux apprécié si l’on regarde les probabilités de distributions (pdf) des
forces normalisées par la force moyenne 〈fn〉, comme cela est présenté sur la figure 5.22 pour
deux valeurs de s à δ = 0. On constate que la distribution est bien plus large pour s = 0.9 que
pour s = 0.01. Pour le système faiblement polydisperse, les forces inférieures à la moyenne
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FIGURE 5.19. – Force moyenne portée par les contacts côté-côté 〈fss〉 et sommet-côté 〈fsv〉 en
fonction de s pour toutes les valeurs de δ.

décroissent en nombre quand fn → 0. Au contraire, un système très polydisperse présente
une loi de puissance pour les forces faibles. Dans les deux cas, cependant, le pdf des forces
pour les forces supérieures à la force moyenne est caractérisé pat une décroissance presque
exponentielle, comme cela est observé habituellement dans la littérature [113, 39, 18, 134, 12,
10, 54]. La forme exponentielle est clairement mieux définie dans le cas polydisperse.

La forme des pdf des forces est habituellement approchée par la relation suivante :

P (fn) ∝
{

(

fn
〈fn〉

)−α

for fn < 〈fn〉,
e−βfn/〈fn〉 for fn > 〈fn〉,

(5.6)

où α et β sont des fonctions de s et δ comme cela est indiqué sur la figure 5.23. On peut voir que
β est presque constant avec s jusqu’à 0.4, puis il décroit de ≃ 2 vers ≃ 1 alors que s augmente.
Dans le cas où s < 0.4, l’effet de δ est d’augmenter β, ce qui est contre-intuitif puisque cela
signifie que l’augmentation de la polydispersité de forme implique que la distribution des forces
est plus homogène. Ceci est néanmoins cohérent avec l’augmentation de la compacité avec δ

dans la même gamme de valeurs de s, comme observé sur la figure 5.4, mais contraste avec la
diminution de Z avec δ comme observé aussi sur la figure 5.12.

Concernant l’exposant α, sa valeur est négative est presque constante dans la gamme de
s < 0.4, et augmente avec s après. En fait, puisque le pdf est une fonction normalisée, et
puisque la force moyenne est le point de séparation des deux comportement, on a [112] :

β2 = (1− α)(2− α). (5.7)

Cette relation est approximativement vérifiée pour nos données.
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FIGURE 5.20. – Carte des chaines de forces pour (s, δ) = (0.01, 0)(a) et (s, δ) = (0.9, 1)(b). Les
chaines de forces sont représentées par un trait liant les centres des particules et
dont l’épaisseur est proportionnelle à l’intensité de la force. Les clusters sont aussi
représentés.
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FIGURE 5.23. – Variation des paramètres α(a) et β(b) ; voir l’équation 5.6, en fonction de s pour
toutes les valeurs de δ.
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L’étude de l’état d’équilibre statique présentée au chapitre précédent (cf chapitre 5) a permis
de mettre en évidence l’influence de la polydispersité de taille et de forme sur les propriétés de
remplissage d’espace, la structure granulaire et la transmission des efforts dans l’état RCP. Dans
ce chapitre, nous nous intéressons à la compaction biaxiale des assemblages denses isotropes
décrits précédemment comme états initiaux. Plus particulièrement, nous nous intéressons à la
rhéologie, c’est-à-dire à l’évolution vers l’état critique en termes de contraintes de cisaillement
et de compacité, mais aussi à la texture et la transmission des forces dans l’état critique, dans
le but de comprendre l’influence des paramètres de polydispersité de forme et de taille sur la
résistance au cisaillement.

6.1. Procédure numérique

Les assemblages denses isotropes décrits dans le chapitre 5 sont maintenant soumis à un
chargement biaxial en imposant une contrainte de confinement constante σxx = p sur la paroi
de droite et une vitesse verticale constante vy < 0 sur la paroi supérieure. Le coefficient de
frottement entre des particules est posé égal à 0,4. Mais le frottement entre les particules et les
parois est nul. Le frottement nul avec les parois permet d’éviter les gradients de contraintes
induits par l’effet Janssen [37].

Puisque nous nous intéressons au comportement quasi-statique, le taux de déformation ver-
tical ǫ̇ doit être assez faible pour que l’énergie cinétique induite par la déformation soit négli-
geable comparée à la pression statique. En d’autres termes, le paramètre d’inertie I [62] doit
être petit :

I = ε̇

√

m

p
<< 1, (6.1)

où m est la masse moyenne d’une particule et p la pression de confinement. Dans nos simula-
tions, I est en dessous de 10−3. Chaque échantillon est cisaillé jusqu’à ce que l’état critique soit
atteint avec une compacité presque constante.

Dans ce qui suit, le comportement pour chaque jeu de paramètre (s,δ) est obtenu en prenant la
valeur moyenne de trois jeux de données indépendantes. Ainsi, 108 échantillons ont été cisaillés
pour six valeurs différentes de l’étalement s ∈ [0, 01; 0, 9] et pour six valeurs différentes du
paramètre δ ∈ [0; 1].

6.2. Comportement macroscopique

6.2.1. Variable de contrainte et de déformation

Afin de décrire le comportement mécanique, il est nécessaire d’évaluer l’état de contrainte et
les déformations cumulées du système à tout instant et dans un élément de volume quelconque.
L’état de contrainte est donné par le tenseur de contrainte qui peut être évalué de différentes
façons. Pour nos analyses, nous considérons le “moment tensoriel” M i défini pour chaque par-
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ticule i [98, 136] :

M i
αβ =

∑

c∈i

f c
αr

c
β, (6.2)

où f c
α est la composante α de la force exercée sur la particule i au contact c, rcβ est la composante

β du vecteur position du contact c, et la sommation est faite sur tous les contacts des particules
en contact avec la particule i (noté brièvement c ∈ i).

On peut montrer que, en raison de l’égalité des efforts d’action et de réaction aux contacts
entre particules, le moment tensoriel d’une collection de particules rigides dans un volume V
est la somme des moments tensoriels des particules individuelles. Le tenseur des contraintes
σαβ pour un volume V de l’assemblage est simplement donné par [98, 136] :

σαβ =
1

V

∑

i∈V

Mαβ
i =

1

V

∑

c∈V

f c
αℓ

c
β, (6.3)

où ℓc est le vecteur branche reliant les centres de deux particules au contact c. La première
sommation s’effectue sur toutes les particules, tandis que la deuxième sommation implique
tous les contacts dans le volume V .

Dans un essai de compression biaxiale, la direction principale majeure des contraintes coïn-
cide avec l’axe de compression et les contraintes principales σ1 et σ2 sont respectivement orien-
tées suivant les directions de compression (ici verticale) et d’extension (ici horizontale) de telle
sorte que σ1 = σyy et σ2 = σxx = p0. Nous allons utiliser la pression moyenne p et le déviateur
des contraintes q donnés par

p =
1

2
(σ1 + σ2) (6.4)

q =
1

2
(σ1 − σ2) (6.5)

Les variables de déformation sont données par les déformations de la cellule de simulation.
Soient h0 et l0 respectivement la hauteur initiale et la largeur initiale de la cellule. La compres-
sion étant pilotée suivant la direction verticale, les déformations principales cumulées ε1 et ε2
sont données par

ε1 =

∫ h

h0

dh′

h′
= ln

(

1 +
∆h

h0

)

, (6.6)

ε2 =

∫ l

l0

dl′

l′
= ln

(

1 +
∆l

l0

)

, (6.7)

où ∆h = h0 − h et ∆l = l − l0. La déformation de cisaillement εq est alors donnée par

εq = ε1 − ε2, (6.8)
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6.2.2. Résistance au cisaillement et compacité

La figure 6.1 montre l’évolution du déviateur des contraintes normalisé q/p et de la com-
pacité ρ en fonction de la déformation de cisaillement εq pour différentes valeurs du couple
(s, δ). Au cours du cisaillement, le déviateur de contrainte augmente rapidement jusqu’à un
pic avant de diminuer et se stabiliser à une valeur presque constante sinϕ. La valeur constante
sinϕ caractérise l’état critique du matériau. En même temps, l’assemblage se dilate durant le
cisaillement et ρ décroit de sa valeur initiale atteinte après la compaction isotrope ρiso (voir Sec.
5) jusqu’à une valeur constante ρ dans l’état critique. Le matériau se dilate de manière homo-
gène au début et donc ρ décroit rapidement. Aux grandes déformations la dilatation se produit
essentiellement au travers des bandes de cisaillement qui se forment dans le matériau. Comme
ces bandes de cisaillement naissent et meurent en différents endroits du matériau, une densité
presque homogène est atteinte vers εq = 0, 4.

Pour nos systèmes de particules rigides, la valeur résiduelle de la compacité ρ est indépen-
dante de la pression de confinement et, comme pour sinϕ, elle est considérée comme une pro-
priété intrinsèque du matériau. Ces deux grandeurs résultent donc naturellement des distribu-
tions des formes et des tailles des particules mais aussi du frottement local entre grains.

Les figures 6.2 et 6.3 montrent respectivement les valeurs moyennes de sinϕ et deρ en fonc-
tion de s et δ. Tout d’abord, nous pouvons voir qu’indépendamment de δ, la resistance au ci-
saillement à l’état critique est constante avec s. Ce résultat généralise donc aux grains anguleux
un résultat précédent obtenu uniquement pour des disques [152]. Mais il est remarquable que
la résistance au cisaillement décroit linéairement au fur et à mesure que le degré d’irrégularité
des grains augmente. Par exemple, sinϕ varie de 0, 50 à 0, 46 pour s = 0, 01 et δ allant de
0 à 1. Ce résultat est assez inattendu car, même si l’angularité moyenne (i.e la moyenne des
angles extérieurs) de chaque grain ne varie pas avec δ, l’anisométrie géométrique des particules
varie. Or, comme cela a été montré récemment, la résistance au cisaillement augmente avec
l’augmentation du rapport d’aspect des particules [31, 8]. En revanche, sur la figure 6.3 nous
voyons que la compacité augmente avec à la fois s et δ. En d’autres termes, les systèmes les
plus denses ont une résistance identique aux systèmes les plus lâches. Ce comportement est
relativement contre-intuitive car il est souvent admis que la résistance au cisaillement augmente
avec la compacité, ce qui n’est pas le cas ici.

Afin de comprendre les origines de ce comportement quelque peu paradoxal, on va s’inté-
resser à la microstructure granulaire en terme de la connectivité des particules, l’anisotropie du
réseau de force et de contact et de la transmission des efforts.

6.3. Analyse de la microstructure dans l’état critique

Nous nous intéressons ici aux descripteurs de la texture dans l’état critique. Certains descrip-
teurs ont été présentés et appliqués dans le chapitre 5 à l’état isotrope. Nous allons considérer
les mêmes grandeurs, et en introduire de nouvelles, pour l’état critique afin de caractériser la
structure interne de cet état en fonction de s et de δ et par rapport à l’état isotrope.
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FIGURE 6.1. – Déviateur de contraintes normalisée q/p(a) et compacité ρ(b) en fonction de la dé-
formation de cisaillement εq pour différentes valeurs du couple (s, δ).

6.3.1. Topologie du réseau de contacts

La figure 6.4 montre des images du réseau de contacts dans l’état critique pour quatre échan-
tillons. Comme nous l’avions observé pour les empilements isotropes dans la section précédente
(Sec. 5.3), la topologie du réseau de contact varie aussi fortement avec s et δ dans l’état critique.
Une impression générale est que les particules flottantes sont isolées pour les grandes polydis-
persités de forme, alors qu’elles se regroupent aux faibles polydispersités de forme. De plus,
pour les grandes polydispersités de taille, il semble que les particules flottantes soient majori-
tairement des petites particules.

La figure 6.5(a) montre la proportion des particules flottantes Pf en fonction de s pour toutes
les valeurs de δ. On voit que Pf augmente rapidement avec s de 0, 15 à 0, 60 sans pour autant être
influencée par δ. De plus, près de la moitié des particules sont flottantes pour les plus grandes
valeurs de s. Autrement dit, seulement la moitié des particules participent au réseau de force
alors que ces systèmes sont les plus denses. Or, une compacité élevée implique un arrangement
dense des particules et donc devrait impliquer un plus grand nombre de particules dans le réseau
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FIGURE 6.2. – Déviateur de contrainte sinϕ moyenné dans l’état résiduel en fonction de s pour
toutes les valeurs de δ(a) et en fonction de δ pour toutes les valeurs de s(b).

de contact. Nous reviendrons sur ce point plus loin quand nous étudierons la transmission des
efforts en fonction de la taille des particules.

La figure 6.5(b) montre la variation deZ en fonction de s pour toutes les valeurs de δ. Contrai-
rement à Pf , Z reste presque constant lorsque s varie mais il augmente avec δ. En effet, comme
nous l’avons expliqué précédemment, les pentagones irréguliers ont au moins un angle interne
bien en dessous de π/5 ce qui permet au sommet correspondant de “mieux” s’introduire dans
le volume libre entre deux particules, ce qui conduit à la création de contacts inaccessibles pour
les polygones les moins irréguliers. Pour aller plus loin dans cette description, on trace sur la
figure 6.6 le nombre de coordination 〈Z〉(dr) dans chaque classe des particules en fonction
du diamètre réduit dr (voir Sec. 5). On voit que, quelque soit s et δ, Z(dr) varie linéairement
avec dr et a une pente qui augmente rapidement avec s, et dans une moindre mesure avec δ.
Cette relation linéaire implique que les plus petites particules ont un faible nombre de contacts
et sont donc plus susceptibles d’être exclues du réseau de contact. En revanche, les particules
les plus grosses sont les plus connectées. Ainsi, comme cela a été aussi observé pour le cas
isotrope, l’augmentation de s et de δ conduit à une plus grande diversification des configura-
tions topologiques. Ceci est illustré sur la figure 6.4 où les petites particules sont pour la plupart
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FIGURE 6.3. – Compacité moyenne dans l’état résiduel en fonction de s pour toutes les valeurs de
δ(a) et en fonction de δ pour toutes les valeurs de s(b).
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(c)

(d)

FIGURE 6.4. – Images du réseau de contact pour (s, δ) = (0, 01; 0)(a), (s, δ) = (0, 9; 0)(b),
(s, δ) = (0, 01; 1)(c) et (s, δ) = (0, 9; 1)(d) Les particules flottantes (particules
ayant 0 ou 1 contact) sont tracées en blanc. Les contacts sont représentés par des
segments liant les centres des particules en contact.
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FIGURE 6.5. – (a) Proportion Pf des particules flottantes et (b) nombre de coordination Z en fonc-
tion de s pour toutes les valeurs de δ.
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FIGURE 6.6. – Nombre de coordination moyen 〈Z〉(dr) par classe de particules en fonction du
diamètre réduit dr.

regroupées dans les pores entre les plus grosses particules. Elles forment des groupes de parti-
cules qui peuvent être complètement exclues du réseau de contact, où au contraire être inclues
sous forme de structures locales faiblement connectées.

6.3.2. Chaines de force et mobilisation du frottement

Les chaines de forces ainsi que la présence des forces de frottement et leur mobilisation sont
un mécanisme clé de la résistance au cisaillement des empilements. On va s’intéresser dans
cette partie à l’intensité des forces de contact ainsi qu’au lien entre les forces, la taille, et la
forme des particules faisant partie du réseau. Dans les milieux granulaires, les forces entre les
particules sont intrinsèquement liées au contact. Pour cette raison, définissons d’abord le repère
local (n, t) attaché à un contact c, où n est le vecteur unitaire normal, perpendiculaire au côté
impliqué dans le contact, et t est le vecteur unitaire tangent ; voir figure 6.7. A un contact on
associe la force de contact f qui s’exprime en termes de ses composantes normale et tangentielle
dans le repère local : f = fnn + ftt. D’après le critère de Morh-Coulomb, le glissement se
produit pour les contacts où la force de frottement est égale à la valeur absolue du coefficient
de frottement µ fois la force normale fn. Nous définissons donc l’indice de mobilisation du
frottement pour un contact c par [125, 10, 164] :

Icµ =
|f c

t |

µf c
n

(6.9)

La figure 6.8 montre une carte des forces normales, où les chaines de forces sont représentées
par des traits joignant les centres des deux particules en contact avec une épaisseur proportion-
nelle à la grandeur de force. Nous avons également représenté la mobilisation du frottement
à chaque contact c par des disques rouges dont le diamètre est proportionnel à Icµ. Une ins-
pection rapide révèle que, pour un grand étalement granulométrique, les forces les plus fortes
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FIGURE 6.7. – Configuration géométrique d’un contact.

sont portées par les grains les plus gros, alors que les contacts les plus mobilisés en frottement
semblent être portés par les particules les plus petites. En revanche, pour un faible étalement
granulométrique, il n’y a pas d’organisation particulière des forces et du frottement.

Ainsi, les forces de contact étant associées, par définition, à deux particules de taille éven-
tuellement très différentes, il faut évaluer les couplages entre les forces de contact et la taille
du couple de particules, laquelle est représentée par la norme du vecteur branche ℓ (vecteur
joignant le centre des deux particules en contact). En effet, une spécificité du réseau de contact
est que la norme ℓ du vecteur branche varie fortement en fonction des paramètres s et δ. Par
exemple, si on considère le cas d’un assemblage de pentagones réguliers, il est facile de montrer
que :

ℓ

Rmax

∈ [2
1− s

1 + s
sin

π

3
; 2], (6.10)

avec Rmax le rayon maximum. La borne supérieure correspond au cas où deux polygones
sont connectés par un contact sommet-sommet. En pratique ce cas n’arrive jamais à cause du
désordre d’une part, et du fait qu’un tel contact n’est mécaniquement pas stable. La borne infé-
rieure correspond au cas d’un contact côté-côté entre deux polygones de petites tailles. Ainsi,
l’augmentation de s et de δ conduit inévitablement à l’augmentation de la gamme des lon-
gueurs qui sont accessibles. L’étude des chaines de forces en fonction de ces longueurs locales
doit nous permettre de mettre en évidence les mécanismes de transmission des forces entre les
différentes classes granulométriques d’un système et pour chaque niveau de polydispersité de
forme.

La figure 6.9(a) montre la force normale moyenne 〈fn〉ℓ calculée en prenant les forces nor-
males dans une classe de contacts dans l’intervalle [ℓ−∆ℓ/2, ℓ+∆ℓ/2], en fonction de ℓ/Rmax

pour toutes les valeurs de s et pour δ = 0 et δ = 1. Pour s < 0.4 on observe que pour toutes
les classes de contact la force normale moyenne 〈fn〉ℓ est presque égale à la force moyenne
globale 〈fn〉. En revanche, lorsque l’étalement s est suffisamment grand pour permettre des pe-
tites particules entre les plus grandes, nous observons deux zones bien définies : 1) Une classe
regroupant les branches les plus petites ℓ < Rmax, qui en moyenne concentre les forces en des-
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(c)

(d)

FIGURE 6.8. – Le réseau des forces pour (s, δ) = (0, 01; 0)(a), (s, δ) = (0, 9; 0)(b), (s, δ) =
(0, 01; 1)(c) et (s, δ) = (0, 9; 1)(d). Les particules flottantes (particules ayant 0 ou
1 contact) sont en blanc, les forces sont représentées par l’épaisseur des segments
reliant les centres des particules en contact. Les diamètres des cercles rouges sont
proportionnelles à |f c

t |/(µf
c
n) aux contacts.
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FIGURE 6.9. – (a) Force normale normalisée par la force normale moyenne 〈fn〉 et (b) Indice de
mobilisation Iµ normalisé par l’indice de mobilisation moyen 〈Iµ〉 en fonction de
la norme du vecteur branche normalisé par le rayon de la plus grande particule
ℓ/Rmax. Les données sont présentées pour δ = 0 et pour δ = 1 dans l’insert.
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sous de la force moyenne 〈fn〉 et 2) les classes des forces de plus longue branche (ℓ > Rmax),
qui supportent un nombre croissant de forces fortes au fur et à mesure que ℓ augmente. En
d’autres termes, les particules les plus grosses, qui constituent les branches les plus longues,
capturent les forces les plus fortes, alors que les forces les plus faibles sont portées par les plus
petites particules.

Ce constat est une réminiscence du caractère bi-modal de la transmission des forces, où deux
réseaux de forces existent avec différentes fonctions mécaniques clairement identifiées [112, 53,
10]. Ici, on montre que le réseau des forces faibles est porté, en moyenne, par un mélange de
particules dont les plus grosses sont exclues, alors que le réseau des forces fortes est porté par
un mélange des plus grosses particules. Il est à noter également que le caractère plus ou moins
irrégulier des grains n’affecte quasiment pas ce mécanisme, et des valeurs de forces identiques
par classe sont obtenues quel que soit δ.

La figure 6.9(b) montre l’indice de mobilisation du frottement Iµ(ℓ) en fonction de la lon-
gueur de ℓ/Rmax pour toutes les valeurs de s et pour δ = 0 et δ = 1. Nous pouvons voir qu’aux
faibles polydispersités de taille et de forme, toutes les classes de contacts sont identiquement
mobilisées. L’indice de mobilisation est égal à l’indice de mobilisation global, excepté pour
(s = 0, 01, δ = 0) où seule la classe des branches les plus grandes est légèrement plus mo-
bilisée en frottement avec une valeur de 1, 2 fois la valeur moyenne. Mais, il est remarquable
que cette tendance est progressivement renversée au fur et à mesure que l’étalement granulo-
métrique augmente, et la classe des branches les plus petites est de plus en plus mobilisée en
frottement, i.e. 〈Iµ〉ℓ > 〈Iµ〉. En outre, cet effet sur les petites branches est renforcé avec la
polydispersité de forme. En effet, on voit même apparaitre une classe de contacts très mobilisé
pour les plus petites branches pour le couple (s = 0, 01, δ = 1). Comme nous l’avons vu pré-
cédemment, ces contacts appartiennent au réseau des forces faibles. Il est à noter aussi qu’une
classe de très faibles forces mobilisées en frottement a également été mise en évidence dans des
assemblages de disques déposés par gravité et inclinés jusqu’à leur limite de stabilité [165, 68],
ou encore dans des assemblages de particules allongées soumises à un cisaillement [10].

Cette augmentation de la mobilisation moyenne du frottement implique que la mise en équi-
libre des particules est plus complexe que dans un système composé disques mono-disperses.
De plus, les grandeurs présentées ici bien que donnant une description très fine de la distribution
des forces et du frottement au sein du matériau en fonction des paramètres s et δ, ne peuvent
pas rendre compte, en l’état, du niveau de contrainte en cisaillement observé. En effet, comme
on voit bien sur la figure 6.8, les forces tendent à s’organiser en une structure anisotrope en
termes d’orientations des contacts et des forces. Il convient alors, d’enrichir cette description
en prenant en compte les propriétés orientationelles du réseau des forces et les relier à l’état de
contraintes moyen du système.

6.3.3. Anisotropies du réseau de contacts

Les descripteurs de base pour quantifier l’anisotropie de structurel et des forces sont la dis-
tribution angulaire des normales P (n) et les distributions angulaires moyennes des vecteurs
branches 〈ℓ〉 et des forces 〈f〉 en fonction du vecteur n [121, 106, 12, 13, 9, 14]. En dimension
2, le vecteur n est simplement décrit par un angle θ. Les vecteurs branches et forces quant à eux



ANALYSE DE LA MICROSTRUCTURE DANS L’ÉTAT CRITIQUE 99

peuvent être représentés par leurs composantes normale ℓn et fn, et tangentielle ℓt et ft. Ainsi,
la densité de probabilité Pθ(θ) des contacts orientés suivant l’angle θ, les fonctions angulaires
des composantes normales et tangentielles du vecteur branche 〈ℓn〉(θ), 〈ℓt〉(θ), et des forces
〈fn〉(θ) and 〈ft〉(θ) en fonction de l’angle θ, nous donnent toutes les informations nécessaires
pour décrire statistiquement l’anisotropie du réseau de contact et des forces.

Dans un matériau granulaire cisaillé, ces fonctions prennent en général une forme simple,
unimodale, qui peut être approchée par un développement de Fourrier tronqué [121, 12, 9] :























P (θ) = 1
2π
{1 + ac cos 2(θ − θc)}(a)

〈ℓn〉(θ) = 〈ℓn〉{1 + aln cos 2(θ − θln)}(b)
〈ℓt〉(θ) = 〈ℓn〉alt sin 2(θ − θlt)(c)
〈fn〉(θ) = 〈fn〉{1 + afn cos 2(θ − θfn)}(d)
〈ft〉(θ) = 〈fn〉aft sin 2(θ − θft)(e),

(6.11)

où ac est l’anisotropie d’orientation des contacts, aln est l’anisotropie de la composante normale
du vecteur branche, alt est l’anisotropie de la composante tangentielle du vecteur branche, afn
est l’anisotropie des forces normales, et aft l’anisotropie des forces tangentielles. Les angles θc,
θln, θlt, θfn et θft sont les directions privilégiées correspondantes. Ces directions peuvent être
toutes différentes, mais elles coïncident avec la direction de contrainte principale θσ, comme
cela est illustré sur la figure 6.10 pour les différentes valeurs de s et de δ.

Toutes les anisotropies peuvent donc être facilement évaluées par l’ajustement des fonctions
données dans Eq.6.11. Néanmoins, il est plus commode d’utiliser les tenseurs de fabrique et de
forces définis par :


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































Fαβ = 1
π

π
∫

0

nαnβPθ(θ)dθ,

χln
αβ = 1

〈ℓ〉

π
∫

0

〈ℓn〉(θ)nαnβPθ(θ)dθ,

χlt
αβ = 1

〈ℓ〉

π
∫

0

〈ℓt〉(θ)nαtβPθ(θ)dθ,

χ
fn
αβ = 1

〈fn〉

π
∫

0

〈fn〉(θ)nαnβPθ(θ)dθ,

χ
ft
αβ = 1

〈fn〉

π
∫

0

〈ft〉(θ)nαtβPθ(θ)dθ,

(6.12)

Ainsi, en injectant les équations (6.11) dans les équations (6.12), on obtient les relations sui-
vantes pour les paramètres d’anisotropie :























ac = 2(F1 − F2)/(F1 + F2),
aln = 2(χln

1 − χln
2 )/(χ

ln
1 + χln

2 )− ac,
alt = 2(χl

1 − χl
2)/(χ

l
1 + χl

2)− ac − aln,

afn = 2(χfn
1 − χ

fn
2 )/(χfn

1 + χ
fn
2 )− ac,

aft = 2(χf
1 − χ

f
2)/(χ

f
1 + χ

f
2)− ac − afn,

(6.13)

avecχl = χln+χlt,χf = χfn+χft et où les indices 1 and 2 se réfèrent aux valeurs principales
de chaque tenseur. Par construction, (F1 + F2) = (χl

1 + χl
2) = (χf

1 + χ
f
2) = 1.
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θ=0

θ=π/2

s=0.01 ; δ=0

s=0.90 ; δ=0

s=0.01 ; δ=1

s=0.90 ; δ=1

(a)

θ=0

θ=π/2

(b)

θ=0

θ=π/2

(c)

θ=0

θ=π/2

(d)

θ=0

θ=π/2

(e)

FIGURE 6.10. – Représentation polaire des fonctions P (θ)(a), 〈ℓn〉(θ)(b), 〈ℓt〉(θ)(c) 〈fn〉(θ)(d) et
〈ft〉(θ)(e) (symboles) ainsi que des approximations harmoniques correspondantes
dans l’état critique (lignes) ; voir l’équation 6.11 pour les différentes valeurs de s
et δ.



ANALYSE DE LA MICROSTRUCTURE DANS L’ÉTAT CRITIQUE 101

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

s

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6 a
c

a
fn

a
ft

a
ln

a
lt

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

s

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

δ=0.0

δ=0.2

δ=0.4

δ=0.6

δ=0.8

δ=1.0

(a)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

δ

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6 a
c

a
fn

a
ft

a
ln

a
lt

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

δ

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

s=0.01

s=0.20

s=0.40

s=0.60

s=0.80

s=0.90

(b)

FIGURE 6.11. – Evolution des valeurs moyennes des anisotropies dans l’état critique en fonction
de s pour toutes les valeurs de δ (a) et en fonction de δ pour toutes les valeurs de
s (b). Les barres d’erreur correspondent à l’écart-type des fluctuations dans l’état
critique.

La figure 6.11 montre les valeurs moyennes des anisotropies dans l’état critique en fonction
de s pour toutes les valeurs de δ et en fonction de δ pour toutes les valeurs de s. Nous constatons
que ac diminue à la fois avec s et δ. La diminution de ac est compatible avec le fait que 1)
les particules les plus grosses sont entourées par un nombre croissant de particules lorsque
s augmente et 2) l’irrégularité croissante de la forme des particules induit une plus grande
dispersion des contacts comme observé dans la section 6.3.1. Dans le même temps, on voit
que aℓn augmente avec s mais reste constant lorsque δ augmente. Cela montre bien que les
branches sont de plus en plus longues au fur est à mesure que s augmente mais aussi que les
branches les plus longues s’orientent en fait le long de la direction principale de cisaillement.
Il est remarquable aussi que aℓt soit indépendant de s et δ. Cela peut s’expliquer par la faible
asymétrie des particules [9, 25]

En revanche, on voit que afn augmente légèrement avec s mais reste indépendant de δ. Ceci
est cohérent avec le fait que les chaines de forces les plus fortes sont portées par les particules
les plus grosses quel que soient s et δ. De plus, si on considère la variation de afn en lien avec
la diminution de ac, cela montre que les chaines de forces sont principalement transmises le
long de la direction principale de contrainte, même si le nombre de contacts par grosse particule
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FIGURE 6.12. – sinϕ∗ en fonction de s et pour toutes les valeurs de δ (ligne continue) ainsi que
l’approximation additive donnée par l’équation 6.14- (traits hachurés.

augmente dans toutes les directions. Enfin, on observe que aft reste constant avec à la fois s et
δ. En intégrant l’équation 6.11 (e) dans l’intervalle de [0, π/2] on obtient 〈Iµ〉 = 2aft/µ. Ceci
est compatible avec le fait qu’en moyenne les classes de contacts les plus longs (en terme de
longueur du vecteur branche) sont mobilisées en frottement de manière identique. Toutefois, la
description de la mobilisation du frottement par uniquement aft cache le fait que les particules
les petites sont fortement mobilisées en frottement.

L’intérêt physique du calcul de ces anisotropies devient clairs en regard du tenseur de cont-
raintes. En effet, en négligeant les corrélations entre les distances intercentres ℓ et les forces
f , on peut montrer que l’expression générale du tenseur des contraintes (Eq. 6.3) conduit à la
relation simple suivante sur la résistance au cisaillement [121, 112, 106, 13, 9, 14] :

sinϕ∗ ≃ 1

2
(ac + aln + alt + afn + aft), (6.14)

Les valeurs prédites par l’équation (6.14) et mesurées de sinϕ∗ sont présentées sur la figure
6.12. On voit que l’approximation est très bonne pour toutes les valeurs de s et de δ. Ainsi, en
vertu de l’équation (6.14), sinϕ∗ est indépendant de s en raison de la compensation mutuelle
des évolutions de ac et aℓn + afn. De la même manière, la diminution de sinϕ∗ avec δ est
seulement due à la diminution de ac alors que toutes autres anisotropies restent constantes.



Conclusions de la partie II

Dans cette partie, nous avons présenté une étude numérique détaillée de l’effet combiné des
polydispersités des particules en taille et en forme sur la structure de systèmes granulaires 2D
composés de pentagones dans les cas 1) non frottants à l’état isotrope (chapitre 5) et 2) frottant
et cisaillé jusqu’à l’état critique (chapitre 6). La taille des particules est définie par le diamètre
du disque circonscrit à chaque polygone et la polydispersité en taille est définie à partir de
l’étalement des diamètres pour une distribution uniforme en fractions volumiques. Ce paramètre
a été varié de 0, 01 (quasi-monodisperse) jusqu’à 0, 9 (ce qui correspond à dmax = 20dmin) pour
une distribution par fractions volumiques. La polydispersité en forme est définie à partir d’un
pentagone régulier déformé de manière continue en polygone irrégulier, et quantifié par un
paramètre δ variant de 0 (pentagone régulier) jusqu’à 1 (pentagone très irrégulier). Pour chaque
jeu de paramètres s et δ, nous avons construit trois systèmes indépendants chacun composés de
5000 particules. Le comportement moyen pour un jeu de paramètre est donné par la moyenne
des comportements des trois systèmes indépendant.

Les systèmes non-frottants ont d’abord été soumis à une compression oedométrique afin d’at-
teindre l’état RCP. Plusieurs tendances ont été mises en évidence :

1. Dans la limite monodisperse, nous avons montré que des structures locales cristallines se
forment. Néanmoins, malgré ces arrangements locaux denses, la compacité moyenne est
bien inférieure à la compacité de ces structures locales “idéales”. L’augmentation de la
compacité avec δ a été attribuée au fait que les particules les plus irrégulières présentent
des pointes pouvant s’infiltrer plus facilement dans les espaces vides.

2. Un résultat intéressant de ce travail est que l’effet de la polydispersité de forme est signifi-
catif seulement si s < 0, 4. En dessous de s = 0, 4 la distribution des tailles est encore trop
grande pour remplir les pores vides. Au contraire, au dessus de 0,4, un nombre croissant
de petites particules sont à même de remplir les vides entre les plus grosses particules.
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Ainsi, pour s > 0, 4, les propriétés microscopiques résultent des interactions entre les
grains mais aussi entre les classes de grains.

3. Nous avons analysé en détail le rôle des contacts côté-côté. Nous avons montré que les
réseaux de contact sont isostatiques si on considère qu’en réalité un contact côté-côté
représente deux et non une contrainte cinématique. La proportion des contacts côté-côté
est faiblement dépendante de la polydispersité. Les contacts côté-côté ne percolent pas
mais définissent des clusters comportant un nombre croissant de particules au fur et à
mesure que s augmente ou que δ diminue. Ces clusters ont des formes anisotropes dont le
rapport d’aspect diminue avec l’augmentation de la polydispersité. Cette spécificité a été
attribuée aux forces fortes qui sont transmises essentiellement par les contacts côté-côté.

Les systèmes isotropes ainsi construits ont été ensuite cisaillés avec un frottement non-nul
entre particules par compression biaxiale jusqu’à atteindre l’état critique. Plusieurs résultats
intéressants ont été établis :

1. Nous avons montré que la résistance au cisaillement est indépendante de la polydispersité.
Ce résultat étend le résultat de Voivret et al. [152] au cas des particules non-sphériques.
Cette extension n’était a priori pas trivial dans le contexte où les contacts côté-côté jouent
un rôle majeur dans le mécanisme de transmission des forces. De plus, nous avons montré
que la résistance au cisaillement décroit avec la polydispersité de forme.

2. La non variation de la résistance au cisaillement avec s est expliquée par la décroissance
de l’anisotropie géométrique, compensée par l’augmentation de l’anisotropie des forces et
des branches. Ce comportement s’explique par le fait que les plus grosses particules sont
de plus en plus connectées, ce qui induit une dispersion des contacts et une augmentation
des longueurs de branches et des forces supportées par les grosses particules.

3. La décroissance de la résistance au cisaillement lorsque δ augmente est expliquée par la
décroissance de l’anisotropie géométrique. L’augmentation de δ implique que les parti-
cules ont des sommets plus pointus lesquels sont plus à même de s’introduire dans les
vides entre les autres particules et former des contacts inaccessibles aux faibles valeurs
de δ. Cela induit donc une plus grande dispersion des contacts.

4. Une analyse détaillée des corrélations des forces et des contacts mobilisés, en fonction
des vecteurs branches, révèle l’existence d’une classe de contacts faibles très fortement
mobilisés en frottement. Cette classe de contact faible implique les plus petites particules.



Troisième partie .

Fragmentation
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Introduction

Dans la partie précédente, nous avons étudié l’effet combiné de la polydispersité de forme et
de taille des particules sur les propriétés mécaniques d’assemblages granulaires denses (Chap.
5) et en cisaillement quasi-statique (Chap. 6). Dans les matériaux granulaires réels, de telles
différences en taille et en forme des particules sont souvent le résultat de processus conduisant
à la fracturation des grains tels que les écoulements granulaires ou encore certains procédés
industriels dont notamment la compaction des poudres. La réduction de taille des particules
peut être alors un phénomène indésirable ou incontrôlable. Mais la fragmentation des particules
est aussi très souvent l’objectif des opérations tel que le broyage des matières minérales ou
végétales.

Dans cette partie, on s’intéresse à la modélisation de la fragmentation des grains et son effet
sur le comportement des matériaux granulaires. Dans un premier chapitre, nous proposons un
modèle numérique de fragmentation. Dans ce modèle, les particules sont discrétisées en sous-
particules, où “cellules”, de formes polygonales, via une tessellation de Voronoi. Ces cellules
permettent de paver complètement la particule et donc le volume total est conservé durant le
processus de fragmentation. Ce modèle de cellules liées (Bonded Cell Model ou BCM) implique
des contacts mécaniques entre cellules. Ces contacts doivent être modélisés différemment selon
qu’il s’agit d’un contact côté-pointe ou côté-côté. Nous utilisons l’approche BCM combinée
avec la méthode de dynamique des contacts pour étudier la fracturation de particules de forme
circulaire. Chaque particule étant modélisée comme un agrégat de cellules rigides dont les côtés
communs sont des joints collés par une loi cohésive et frictionnelle. Nous nous intéressons à
la résistance sous compression uniaxiale d’une seule particule et, en particulier, à l’effet du
maillage et de la taille des particules.

Dans le chapitre suivant, l’approche BCM est utilisée pour analyser le processus de fragmen-
tation et l’évolution de la courbe granulométrique d’un système granulaire composé d’un grand
nombre de particules et soumis à une compression uniaxiale. L’effet de la forme des particules
sur le processus de fragmentation sera également analysé. Enfin, dans le dernier chapitre de
cette partie, l’approche BCM est utilisée pour l’étude des systèmes granulaires soumis à une
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compression biaxiale.
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Modèle de cellules liées
(BCM)
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7.1. Principe du modèle et mise en oeuvre

Comme illustré sur la figure 7.1, l’idée principale du modèle est de diviser chaque particule
en nv cellules selon une tessellation de Voronoï. Chaque cellule représente une sous-particule
rigide. Par construction, une particule de surface S possède un nombre de cellules nv = S/(d20),
où d0 est la taille moyenne d’une cellule. nv points sont donc distribués aléatoirement sur la
surface de la particule avec une distance imposée ℓ entre les points supérieures à la distance
minimale ℓmin = λd0 ; voir Fig.7.1(a). Le paramètre λ représente le degré de régularité du
maillage où, dit autrement, la distribution de la taille des fragments. Pour λ = 1, la surface
est maillée par des carrées de côté d0. Ainsi, pour avoir des cellules à 5 côtés ou plus, il est
nécessaire de réduire le paramètre λ. Les figures 7.1 (b) et (c) montrent deux exemples d’un
disque maillé avec λ = 0 (très irrégulier) et λ = 0.8 (régulier). Nous verrons que le paramètre
λ affecte de manière significative le comportement.

l>  dλ 0

(a) (b) (c)

FIGURE 7.1. – Définition du degré de régularité du maillage λ (a) et deux exemples de la tessella-
tion pour λ = 0 (b) et λ = 0, 8(c).

Une problématique importante dans l’utilisation de la DEM avec des particules fragmen-
tables est la représentativité du système considéré. En effet, par construction, la taille initiale
des particules et des cellules représentent, respectivement, la limite supérieure et inférieure de
la distribution de taille des débris. La représentativité statistique de la distribution des tailles
de particules durant le processus de fragmentation est donc déterminée par leur rapport. Par
ailleurs, le comportement mécanique et la rupture d’une particule dépendent du nombre de cel-
lules. A cela s’ajoute une difficulté clairement numérique. Puisque chaque particule est traitée
comme un ensemble de sous-particules liées entre elles, les temps de calcul augmentent en fonc-
tion du nombre de ses sous-particules. Par conséquent, il faut optimiser le nombre de cellules
par particule afin d’être en mesure de simuler un grand nombre de particules.

Les cellules de chaque particule interagissent au travers de contacts cohésifs et frottants le
long de leurs côtés communs. Comme nous l’avons vu dans les chapitres précédents, au moins
deux forces répulsives le long des contacts côté-côté sont nécessaires pour éviter toute interpé-
nétration. Un contact côté-côté peut s’ouvrir au niveau de l’un des deux points par le pivotement
autour de l’autre point. Il peut également s’ouvrir simultanément aux deux points de contact.
Ainsi, l’adhésion normale fc entre deux cellules dépend linéairement de la longueur L du côté.
Comme un contact est représenté par deux points, le seuil en traction est donné par fc = σcL/2
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où σc est la contrainte cohésive interne du matériau. Un contact côté-côté peut ainsi perdre sa
cohésion si la force normale fn = −σcL/2 est atteinte à au moins l’un des deux points de
contact. Au contraire, si aucune des deux forces f1n et f2n n’atteint cette valeur critique, les
cellules restent collées, la force totale continue d’augmenter jusqu’à ce que la force normale
totale f1n + f2n = −2fc = −Lσc. Cette situation est cependant très rare puisque la plupart du
temps les particules sont soumises à des moments tels que le moment total (f1n − f2n)L *= 0.
Un contact côté-côté s’ouvre donc presque toujours lorsque le seuil fn = −fc est atteinte à l’un
des deux points de contact.
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FIGURE 7.2. – a) Une exemple de discrétisation d’un grain en cellules de Voronoi et b) sa matrice
de l’état cohésif correspondant.

La résistance au cisaillement le long d’un contact côté-côté est donnée par τc = µsσc, où
µs est le coefficient du frottement interne. Un contact côté-côté peut donc perdre sa cohésion
lorsque la force tangentielle totale f1t + f2t atteint le seuil de glissement µs(f1n + f2n + 2fc).
Dans ce travail, nous avons choisi une loi de frottement de type Coulomb afin de limiter le
nombre de paramètres indépendants. Ce choix n’est évidement pas unique et l’effet du critère
locale pour la décohésion peut être le sujet d’une étude ultérieure. Lorsque la cohésion entre
deux cellules est perdue le long d’un contact côté-côté, ces deux cellules interagissent alors
uniquement via la loi de frottement. Autrement dit, la perte de cohésion est irréversible. L’état
de cohésion entre des cellules est géré par une matrice M telle que M [i, j] = 1 si les cellules i
et j sont reliées par un contact cohésif, et M [i, j] = 0 autrement. Cette matrice est mise à jour
à chaque pas de temps selon l’évolution des contacts ; voir Fig.7.2.

7.2. Essai de compression uniaxiale (essai brésilien)

7.2.1. Description et conditions aux limites

L’essai consiste à comprimer des éprouvettes cylindriques en appliquant une force suivant
deux génératrices opposées. Cet essai sera utilisé pour étudier les effets des paramètres σc, µs,
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FIGURE 7.3. – Schéma de l’essai brésilien.

λ et nv.
Dans nos simulations 2D, la particule est un polygone de 1024 côtés dont l’enveloppe est

très proche de celle d’un disque. Elle est soumise à une contrainte verticale engendrée par
le déplacement lent de deux plateaux horizontaux opposés ; voir la figure 7.3. La contrainte
moyenne verticale σa sur la particule est donnée par

σa = 〈σyy〉 =
2F

πd
, (7.1)

où d est la diamètre de la particule et F la force axiale exercée sur la particule. Nous calculons
σa directement à partir des forces entre les cellules par :

〈σyy〉 = nc〈fyℓy〉, (7.2)

où nc est la densité de contact, fy est la composante y de la force de réaction entre deux cellules
et ℓy la composante y du vecteur branche entre deux cellules adjacentes. La contrainte horizon-
tale moyenne 〈σxx〉 est nulle. Dans ce qui suit, σa est utilisé comme paramètre de contrôle.

La figure 7.4 montre une image instantanée de la particule au début de la fissuration ainsi
que les forces en traction et en compression entre des cellules. La fissure principale est verticale
et correspond en moyenne à une fracture en mode I comme observé dans diverses expériences
[131]. Cependant, l’aspect en zigzag de la fissure principale, reflète le maillage grossier de la
particule, ce qui indique que les forces de frottement entre les cellules doivent jouer un rôle
important. Nous observons également des fissures secondaires et des petits fragments détachés
de la particule.

7.2.2. Caractéristiques de la rupture

La figure 7.5 montre la contrainte axiale σa en fonction de la déformation axiale εa pour
différentes valeurs de la contrainte de cohésion interne σc. Ici, les paramètres sont µs = 0, 3,
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FIGURE 7.4. – Particule circulaire soumise à une compression diamétrale (essai Brésilien). Les
lignes rouges et vertes représentent les contacts en compression et en traction, res-
pectivement.

λ = 0, 8 et nv = 50. On voit que les courbes contrainte-déformation sont similaires, avec la
contrainte qui augmente rapidement, puis après un déplacement faible, chute brusquement, ce
qui correspond à l’apparition de la fracture. Le pic de contrainte σp correspond à la résistance
à la compression de la particule. Comme nous pouvons le voir dans l’inset de la figure 7.5,
sauf pour les plus faibles valeurs de cohésion, la contrainte se met à l’échelle avec σc. Le fait
que σp/σc soit plus élevé pour les petites valeurs de la cohésion implique que la résistance à la
compression pour une cohésion faible est plutôt déterminée par la rugosité de l’interface et la
mobilisation des forces de frottement entre cellules.

Il est important ici de rappeler que la compression diamétrale de la particule est contrôlée ici
par le déplacement vertical du plateau du haut. Dans une expérience réelle, la particule subit
une déformation élastique s’il n’y pas de plastification interne avant la rupture. Dans notre cas,
les cellules sont parfaitement rigides et il n’y a aucune déformation plastique. Le comportement
attendu est donc un comportement rigide-fragile. La déformation observée sur la figure ne re-
présente donc qu’une faible interpénétration numérique entre les cellules avant la rupture. En
retranchant ces interpénétrations, on récupère le comportement rigide-fragile. Il est clair que de
telles interpénétrations peuvent être évitées si la compression est appliquée par des incréments
successifs de la contrainte verticale. Mais nous avons choisi la compression par déplacement
pour voir la phase post-rupture.

Afin d’étudier l’effet du frottement local, nous réalisons une série de 11 simulations avec µs

variant de 0 jusqu’à 1 avec tous les autres paramètres maintenus constants (i.e σc = 10 MPa,
λ = 0, 8 et nv = 500). Pour assurer une bonne représentation statistique de nos données, pour
chaque valeur de µs, neuf simulations avec des tessellations indépendantes ont été effectuées.
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FIGURE 7.5. – Evolution de la contrainte verticale σa en fonction de la déformation axiale ǫyy pour
différentes valeurs de la cohésion interne σc. L’encadré montre la contrainte axiale
normalisée par σc. Les paramètres sont µs = 0, 3, λ = 0, 8 et nv = 50.

La figure 7.6 montre la variation de σp (pic de contrainte) normalisée par σc en fonction de µs.
Comme on pouvait s’y attendre, la resistance à la rupture augmente avec µs. Cette dépendance
est toutefois assez faible puisqu’elle augmente de 0, 4σc à 1, 2σc quand µs augmente de 0 à 1.
Cette dépendance relativement faible peut être attribuée au fait que, pour un essai brésilien, la
rupture se produit essentiellement en tension. Mais cet effet du coefficient de frottement montre
clairement que la mobilisation des forces du frottement le long du chemin de la fissure est un
facteur important pour la résistance à la rupture.
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FIGURE 7.6. – Evolution de la contrainte à la rupture σp en fonction du coefficient du frottement
local µs pour σc = 10 MPa, λ = 0.8 et nv = 500. Les barres d’erreur corespondent
aux écarte-types de la fluctuation de la contrainte de rupture autour de sa valeur
moyenne pour neuf systèmes indépendants.
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7.3. Etude paramétrique

Un aspect important de la rupture des particules est la dispersion statistique de la résistance
à la rupture et son éventuelle dépendance par rapport à la discrétisation du maillage.

7.3.1. Variabilité de la résistance

Dans cette partie, nous nous proposons d’évaluer le rôle du paramètre λ. Pour cela, nous
construisons plusieurs particules avec λ ∈ [0, 0.8] et pour chaque valeur de λ, nous construisons
30 particules à partir de tessellations de Voronoï indépendantes. Nous fixons σc = 10 MPa,
µs = 0, 3 and nv = 500. Une telle étude statistique nous permet d’obtenir la variabilité de
la résistance à la rupture, exprimée en probabilité cumulative de survie Ps de la particule en
fonction de σa. Cette quantité représente la probabilité que la particule résiste sans se rompre
pour toutes les contraintes inférieures à σa.

La figure 7.7 montre la probabilité cumulée de survie Ps en échelle log-log en fonction de la
contrainte σa pour λ = 0 et λ = 0, 8. Les données sont correctement approchées par la fonction
de Weilbull [157, 91] :

Ps(σa) = e−(σa/σw)m , (7.3)

où σw est une échelle de contrainte et m un facteur de forme (ou le module de Weibull). Ces
deux paramètres sont calculés directement à partir des données.
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FIGURE 7.7. – Probabilité de survie d’une particule en fonction de la contrainte appliquée σa pour
des essais Brésiliens (point) avec nv = 500 et deux valeurs du degré de régularité
du maillage λ. Les lignes continues représentent la distribution de Weibull avec deux
valeurs différentes du module m.

La figure 7.8 montre que m ≃ 6 aux faibles valeurs de λ et augmente jusqu’à ≃ 10 pour
la plus grande valeur de λ. Il est remarquable que ces valeurs de m correspondent aux valeurs
observées dans les sols et les poudres bien que notre système soit purement 2D [91]. L’augmen-
tation de m signifie que la variabilité de la résistance à la rupture diminue, ce qui est coherent
avec le fait que la variabilité diminue également avec l’augmentation de λ.
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FIGURE 7.8. – Module de Weilbull m en fonction du degré de régularité du maillage λ.
w

On remarque également sur la figure 7.7 que la résistance à la rupture σp et l’échelle de
contrainte σw augmentent avec λ. A partir de la distribution de Weibull, on peut montrer que σp

et σw obéissent à la relation simple suivante :

σp = σwΓ

(

1 +
1

m

)

, (7.4)

où Γ est la fonction gamma. Cette relation est en excellent accord avec nos données ; voir Fig.
7.9.
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FIGURE 7.9. – Résistance à la rupture σp et échelle de contrainte σw en fonction de λ. Les symbols
vides sont des valeurs de σp calculés à partir de l’équation (7.4).
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7.3.2. Effet du maillage

Pour les matériaux fragiles, la statistique de Weibull est généralement attribuée à la présence
des défauts dans les grains et l’hypothèse des “faibles liens” entre constituant à une échelle infé-
rieure. Concernant les matériaux quasi-fragiles, l’applicabilité de ces distributions a été remise
en question par divers auteurs et des écarts plus ou moins importants par rapport aux statistiques
de Weibull on été observées [149, 61, 102, 23].

Dans notre système, tous les contacts inter-cellulaires peuvent être vus comme des “fissures
potentielles” avec un seuil en traction de −σc. Notre système est spécifique car les cellules sont
parfaitement rigides, et donc leurs déplacements sont soumis aux contraintes stériques entre
cellules. Par conséquent, lorsque le seuil en traction −σc est atteint à un contact entre deux
cellules, il ne sera généralement pas ouvert sauf s’il est atteint simultanément avec d’autres
contacts. Comme la force sur un tel contact critique ne peut pas dépasser son seuil de traction,
les forces sont redistribuées aux contacts voisins. Ainsi, les contacts supportent de plus en plus
de forces au fur et à mesure que des nouveaux contacts deviennent critiques. Cette redistribution
des efforts continue et s’accélère jusqu’à ce que les contacts critiques percolent à travers la
particule. Une fissure se produit alors le long des contacts critiques qui s’ouvrent tous en même
temps.

Comme nous l’avons décrit dans la partie 7.1, dans nos simulations la force à un contact
critique est fc = −σcL/2. Le seuil en traction σc est le même pour tous les contacts, et le
contact le plus faible est celui ayant la plus petite longueur L. Le processus de propagation
des forces sur les contacts décrit au dessus, implique que la fissuration n’est pas contrôlée par
le contact le plus faible mais au contraire par le contact le plus fort (donc avec la plus grande
longueur) qui deviendra critique et donc sera sur le chemin d’une fissure potentielle.

Dans le cas contraire, aucun des contacts critiques ne peut s’ouvrir, justement à cause de
l’incompatibilité cinématique. Cette situation contraste radicalement avec l’hypothèse de Wei-
bull sur les liens les plus faibles [19]. Néanmoins, l’argument avancé ici indique également
que dans notre système les “défauts” sont équivalents à des chemins de fissure potentiels. En
d’autres termes, si on ne considère que les longueurs des contacts, les liens les plus faibles sont
sur le chemin des contacts inter-cellulaires ayant la longueur la plus courte. En ce sens, la varia-
bilité de la résistance à la rupture reflète la statistique de tous les chemins (avec leur différentes
longueurs et directions), d’une part, et la distribution hétérogène des forces, comme cela est
généralement observé dans les matériaux granulaires [113, 20, 120, 150].

Les statistiques des contacts critiques et des chemins des fissures dans notre système peuvent
naturellement conduire à des effets de taille comme cela est supposé aussi avec la statistique
de Weibull pour la rupture fragile. Ainsi, l’augmentation de la taille d d’une particule pour une
taille de cellule constante d0, ou la diminution de d0 pour un diamètre d fixe, implique que le
nombre des chemins potentiels de contacts critiques augmente avec le nombre nv ∝ (d/d0)

2 de
cellules. Supposons que les fissures se propagent suivant une marche aléatoire de longueur égale
à d0 de l’extérieur vers le centre de la particule. Le chemin moyen de fissuration est une ligne
droite joignant les deux points d’application extérieurs. L’écart type de ce chemin varie comme
δx ∝ n

1/2
s , où ns est le nombre de pas. Mais le nombre de pas est simplement proportionnel à

n
1/2
v , de sorte que δx ∝ d0n

1/4
v ∝ (dd0)

1/2.
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FIGURE 7.10. – Réseau des forces normales avant la rupture. Les lignes en pointillés représentent
les contours de la zone de concentration de contraintes.

Cette longueur doit être interprétée comme la largeur de la zone sur laquelle les contraintes
sont concentrées comme illustré sur la figure 7.10. Par conséquent, la contrainte de compression
au centre de la particule est F/δx ∝ σad/(d d0)

1/2 = σa(d/d0)
1/2 ∝ σan

1/4
v . Au point de

fissuration, on a σa = σp qui est équilibrée par une contrainte en traction égale à σc dans la
reaction y, et donc F/δx ∝ σc. Ainsi, nous avons

σp

σc

∝ n−1/4
v ∝ d−1/2 (7.5)

L’argument ci-dessus prédit une dépendance en taille avec un exposant −1/2, indépendam-
ment de la valeur de m. En outre, le même exposant est prévu pour les marches aléatoires de
longueur variable et de valeur moyenne d0, et donc l’exposant doit être aussi indépendant du
paramètre λ.

La figure 7.11 montre σp en fonction de nv pour λ = 0.8 et 16 combinaisons différentes des
valeurs de d et d0 avec 11 essais indépendants pour chaque combinaison. Avec notre précision
statistique, nous observons une loi de puissance σp ∝ σc n

−b
v avec b ≃ 0.24, qui est en excellent

accord avec l’exposent prédit par l’équation (7.5). L’échelle de contrainte σw suit le même
comportement en fonction de nv. La figure 7.12 montre σp en fonction de nv pour λ = 0 et
λ = 0, 8. L’exposant pour λ = 0 est b ≃ 0, 3, qui est légèrement au-dessus l’exposant prédit.
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FIGURE 7.11. – Résistance à la rupture normalisée par la cohésion interne en fonction du nombre
des cellules pour un diamètre d constant et des tailles de cellule d0 variables, mais
pour d0 constant et d variables. Les barres d’erreur représentent l’écart-type pour
11 simulations indépendantes.

Ces observations montrent clairement que la rupture des matériaux composés de cellules
est dépendant de l’échelle. Le modèle basé sur des statistiques de chemin de fissures autour
d’un chemin moyen, fournit une prédiction quantitative correcte de l’exposant. Qui est plus, ce
modèle étend le concept de “plus faible lien” au concept de “plus faible chemin”, lequel est
gouverné par la percolation de contacts critiques. L’effet de la taille sur la rupture d’une seule
particule suggère que dans un assemblage de particules fragmentables les plus grosses particules
sont les plus susceptibles de se briser. Toutefois, la taille des particules affecte la distribution
locale des forces de contact. En particulier, les grosses particules ont plus de contacts et donc
les plus petites contraintes déviatoriques. En raison de ces effets opposés, la fragmentation d’un
assemblage granulaire est un processus complexe.
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de cellules pour deux valeurs extrêmes du degré d’irrégularité du maillage λ.
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8.1. Introduction

Dans ce chapitre, des essais de compression uniaxiale (essai oedométrique) sur des assem-
blages des particules fragmentables sont effectués en utilisant le modèle BCM décrit dans le
chapitre 7. Ces essais ont été effectués sur des assemblages de particules monodisperses (s = 0)
et polydisperses (s = 0, 5) avec des formes différentes dans le but d’étudier la compaction du
matériau et l’évolution de la distribution granulométrique et des formes des particules. Nous
allons nous intéresser dans ce chapitre à l’effet de la distribution des tailles et du paramètre de
forme et à la microstructure.

8.2. Procédés numériques

8.2.1. Formes et tailles des particules

Dans cette étude, nous allons utiliser des particules de forme pentagonale subdivisées en cel-
lules collées. La fragmentation des particules conserve ainsi la forme polygonale des particules.
Il est utile de rappeler que la forme pentagonale a l’avantage de ne pas présenter les propriétés
pathologiques des triangles, des carrés et des hexagones. En effet, ces formes ont tendance à
développer spontanément de l’ordre longue distance. Par ailleurs, les polygones avec un plus
grand nombre de côtés présentent des propriétés d’assemblage proches de celles des cercles.

Les pentagones sont inscrits dans des ellipses comme on peut voir sur la figure 8.1. Chaque
sommet i du pentagone est repéré par un angle θi = i2π/5. L’abscisse xi et l’ordonnée yi du
sommet i sont donnés par

{

xi = a cos θi

yi = b sin θi
(8.1)

où a et b sont les longueurs du grand axe et du petit axe de l’ellipse, respectivement. Le rapport
d’aspect α du pentagone est défini par

α =
a

b
. (8.2)

La figure 8.1 illustre trois pentagones avec les rapports d’aspect α = 1, α = 1, 5 et α = 2.

(a) (b) (c)

FIGURE 8.1. – Exemple de 3 particules avec les rapports d’aspect α = 1 (a), α = 1, 5 (b) et α = 2
(c).
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La taille d’une particule pentagonale est définie par la longueur du grand axe a de l’ellipse.
Dans les assemblages granulaires qui seront étudiés ci-dessous, la taille des particules varie
entre une valeur minimale amin et une valeur maximale amax suivant une distribution uniforme
en fraction volumique. Nous rappelons que l’étalement s de la distribution de taille des parti-
cules est donné par l’équation

s =
amax − amin

amax + amin

. (8.3)

8.2.2. Les échantillons numériques

Les essais de compression sont réalisés avec deux valeurs du paramètre s (0 et 0,5) et trois
valeurs du paramètre α (1 ; 1,5 et 2). Pour un couple fixé de paramètres s et α, 200 particules
sont initialement placées de manière aléatoire dans une boite rectangulaire, puis elles sont as-
semblées par pluviation sous l’effet de la gravité. Le frottement entre les particules est fixé à
0, 3 entre les particules et à 0 avec les parois. Une fois l’équilibre atteint, la gravité est annulée,
et l’échantillon est soumis à une compression verticale par l’application d’une contrainte σ0 sur
la paroi supérieure. Les trois autres parois restent toujours fixes.

Les particules sont ensuite divisées en cellules par tessellation Voronoi en imposant la condi-
tion d’avoir au moins 30 cellules par particule et un degré de régularité du maillage λ = 0, 8.
Nos assemblages contiennent ainsi 18000 cellules pour s = 0, 5 et α = 2 et jusqu’à 60 000 cel-
lules pour s = 0 et α = 1. Le coefficient de frottement µ entre les particules et le coefficient du
frottement interne entre des cellules µs sont fixés à 0, 3. La contrainte cohésive interne σc entre
cellules est choisie égale à 10MPa. Mais cette contrainte ne sert qu’à fixer une contrainte de
référence puisque les particules sont infiniment rigides et donc seules les rapports de contrainte
comptent physiquement. Les échantillons ainsi préparés sont soumis à une compression uni-
axiale par l’augmentation incrémentale de la contrainte verticale σa de 0 à 10σc. La figure 8.2
présente des images des échantillons au début de la compression pour quatre assemblages dif-
férents.

8.3. Compaction

La compression uniaxiale d’un matériau granulaire composé de particules rigides conduit à
la compaction du matériau par réarrangements des particules si la compacité initiale est faible.
Mais la compaction finit par s’arrêter dans une configuration bloquée si aucun autre mécanisme
ne permet au volume de changer. Les forces de contact augmentent alors proportionnellement à
l’incrément de contrainte axiale imposé. La fragmentation des particules au contraire permet à
l’assemblage de continuer à se compacter par l’effet de polydispersité. Les particules de chaque
nouvelle génération de taille plus petite peuvent remplir l’espace poral entre les particules de
taille supérieure. Dans cette section, nous sommes intéressés par le processus de compaction
sous l’effet des incréments de contrainte.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 8.2. – Images des échantillons au début de la compression pour quatre assemblages avec
(a) s = 0 et α = 1, (b) s = 0 et α = 2, (c) s = 0, 5 et α = 1 et (d) s = 0, 5 et
α = 2.

8.3.1. Relation contrainte-déformation

La figure 8.3 montre la déformation axiale εa en fonction de la contrainte axiale normalisée
par la cohésion interne σa/σc pour les six combinaisons différentes de la polydispersité de
taille s et du rapport d’aspect α. Le processus de fragmentation commence à une contrainte
bien inférieure à la cohésion interne σc, ce qui reflète une forte concentration des forces sous la
forme de chaines de force fortes. La déformation axiale augmente lentement avec le chargement
sans fragmentation suivies de périodes de fragmentation rapide et augmentation soudaine de εa.
Jusqu’à σa = 10σc, la déformation totale est plus grande pour les assemblages monodisperse
(s = 0) que pour les assemblages polydisperses (s = 0, 5) .

La figure 8.4 montre l’évolution de l’indice des vides e en fonction de σa. L’indice des vides
suit une évolution en escalier comme la déformation axiale, mais on observe globalement une
décroissance logarithmique, comme habituellement observé en mécanique des sols. La loi de
compaction s’exprime sous la forme

e = ei − Cc log

(

σ

σi

)

(8.4)

où ei est l’indice de vide initial, σi est la contrainte de confinement initiale etCc est le coefficient
de compression. Il faut remarquer que la base expérimentale de cette loi concerne principale-
ment les argiles. Dans le cas des sables, une compaction significative n’est possible que pour
les matériaux cohésifs, où le matériau peut être préparé dans un état assez lâche pour que la
variation de la compacité soit importante, ou avec la fragmentation des particules, comme c’est
le cas ici.
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FIGURE 8.3. – Evolution de la déformation axiale ǫa en fonction de la contrainte axiale normalisée.

L’évolution de l’indice des vides dépend a priori de la manière dont les fragments engendrés
par la fragmentation se répartissent dans l’espace. Par exemple, si le processus de fragmentation
conserve la distribution initiale des tailles, alors la compacité ne peut pas évoluer. De même,
dans les zones de l’éclatement des particules la compacité ne peut pas évoluer considérable-
ment puisque les fragments irréductibles forment localement un milieu dont la compacité est la
même qu’un assemblage RCP de polygones de même taille. La compacité n’évoluent pas non
plus dans les zones où les particules se fragmentent peu. La compacité ne peut donc évoluer
qu’autour des particules partiellement fragmentées ou à l’interface des zones fragmentées et
non-fragmentées. Ces effets de polydispersité et d’hétérogénéité du processus de fragmentation
jouent donc un rôle majeur dans la loi de compaction. Nous allons voir plus bas que l’évo-
lution de la distribution des tailles n’est pas auto-similaire, ce qui conduit à une compaction
progressive mais lente par incréments de contrainte.
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FIGURE 8.4. – Evolution de l’indice des vides en fonction de la contrainte axiale normalisée.

La figure 8.5(a) montre l’évolution du diamètre moyen des particules 〈d〉 normalisée par
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dmax en fonction de la contrainte axiale. L’évolution de 〈d〉 sous-tend clairement l’évolution
saccadée de la déformation avec des configurations d’équilibre séparées par des périodes de
réarrangement liée à la rupture soudaine d’une fraction des particules. Cette corrélation est
observée pour toutes les valeurs de s et α. En conséquence, quand 〈d〉 est porté en fonction
εa, nous observons une relation très lisse comme on peut la voir sur la figure 8.5(b). Pour les
très faibles déformations, la taille moyenne évolue très peu. Mais à partir d’une déformation de
l’ordre de 10−2, qui correspond aux réarrangements initiaux, on observe une variation presque
logarithmique en fonction de la déformation :

d = di − Cd log (εa) (8.5)

où di est le diamètre moyen initial et Cd ≃ 1 est la pente. La valeur approximative de Cd est
clairement plus importante pour les échantillons monodisperses.
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(a)

(b)

(c)

FIGURE 8.6. – Trois clichés d’un échantillon avec s = 0 et α = 2 à trois niveaux de contrainte :
σa = σc (a), σa = 2σc (b) et σa = 10σc (c). Les niveaux de gris sont proportionnels
à la contrainte moyenne sur chaque particule.
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8.3.2. Endommagement des particules

La figure 8.7 présente trois clichés d’un échantillon à trois niveaux de contrainte. On observe
les fissures et fragments engendrés par la compression. Les fissures apparaissent dans diffé-
rentes parties de l’assemblage. Ces fissures sont initiées au niveau des contacts entre particules,
souvent aux contacts sommet/face. Il est remarquable qu’elles ne se propagent pas aux autres
particules. Elles tendent plutôt à rester confinées à l’intérieur des particules endommagées et
conduisent à l’éclatement de quelques particules tandis qu’en même temps une proportion des
particules restent intactes ou ne sont que superficiellement endommagées. En d’autres termes,
très souvent la fragmentation d’une particule au sein de l’assemblage l’affaiblit et accélère sa
fragmentation sous l’action des charges locales. Cette pulvérisation de certaines particules a été
également observée dans les expériences de compaction des poudres d’UO2 [65].

La figure 8.8 présente l’évolution de la proportion Pb des particules endommagées au cours de
la compression. On voit que le processus de fragmentation des particules comporte trois phases.
Dans la première phase de 0 à 0, 5σc, les particules ne se fragmentent pas. Puis dans la deuxième
phase de 0, 5σc à 5σc, les particules se fragmentent massivement. Dans la troisième phase, la
fragmentation continue à une vitesse nettement réduite. A la fin de l’essai pour σa = 10σc, la
proportion des particules brisées Pb pour des assemblages polydisperses (s = 0, 5) est inférieure
à celle des assemblages monodisperses. En d’autres termes, dans les assemblages polydisperses
un certain nombre de particules ne subissent aucune fragmentation.

D’une manière plus générale, on peut définir un degré d’endommagementDe d’une particule
par

De =
Sa − Sb

Sa

(8.6)

où Sa est la surface de la particule avant de la fragmentation et Sb est la surface du plus grand
fragment de la meme particule après la fragmentation ; voir la figure 8.9. Pour Sb = Sa/2, on
obtient la valeur maximale De = 0, 5. Pour une particule pulvérisée, la valeur la plus petite de
Sb est Sa/nv, où nv est le nombre de cellules dans cette partie. De atteint alors sa valeur la plus
élevée De = n−1

n
≃ 1. Différentes valeurs de De entre 0 et 1 correspondent ainsi au degré de

réduction de taille de la particule.
La figure 8.10(a) montre le degré d’endommagement moyen de toutes les particules au cours

de la compression pour nos six assemblages. La courbe De des assemblages polydisperses
(s = 0, 5) est en-dessous de celle des assemblages monodisperses (s = 0). Autrement dit,
les assemblages polydisperses sont moins endommagés que les assemblages monodisperses.
Par ailleurs, on remarque aussi que les assemblages des particules allongées (α = 2) sont moins
endommagés comme on peut le voir sur la figure 8.10(b), qui représente De à la fin de l’essai
en fonction du rapport d’aspect α pour s = 0 et s = 0, 5.

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en évidence un effet d’échelle dans les essais
brésiliens. Comme le seuil de rupture est plus faible pour les fragments de plus grandes tailles,
on s’attend a priori à ce que les particules de plus grandes tailles se fragmentent plus rapidement
et dans une plus grande proportion. La figure 8.11 montre le degré d’endommagementDe à la fin
de l’essai en fonction des tailles initiales des particules. On voit que le degré d’endommagement
est au contraire une fonction décroissante de la taille des particules.



COMPACTION 129

(a)

(b)

(c)

FIGURE 8.7. – Le même échantillon que sur la figure 8.6 mais avec la visualisation des contacts
non-cohésifs par des traits.
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FIGURE 8.9. – La définition du degré d’endommagement des particules : a) la particule initiale ; b)
le plus grand fragment après fragmentation.

0 2 4 6 8 10

σ
a
/σ

c

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

D
e

s=0.0; α=1.0
s=0.0; α=1.5
s=0.0; α=2.0
s=0.5; α=1.0
s=0.5; α=1.5
s=0.5; α=2.0

(a)
1.0 1.5 2.0

α

0.2

0.3

0.4

0.5

D
e

s=0.0

s=0.5

(b)
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degré d’endommagement à la fin de l’essai en fonction du rapport d’aspect α pour
s = 0 et s = 0, 5
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FIGURE 8.11. – Le degré d’endommagement à la fin de la compression uniaxiale en fonction du
taille initiale des particules.

Ce comportement s’explique par l’état de contrainte interne des particules qui dépend des
forces de contact. Le tenseur de contrainte σαβ d’une particule est donné par

σαβ =
1

V

Nc
∑

c=1

f c
αr

c
β (8.7)

où V est le volume de la particule, Nc est le nombre de contacts de la particule, f c
α est la

composante α de la force exercée sur la particule au contact c et rcβ est la composante β du
vecteur position du contact c ; voir la figure 8.12.

f
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0

FIGURE 8.12. – Géométrie locale du contact.

A partir de l’état de contrainte local au niveau de chaque particule, on obtient le déviateur
de contrainte normalisé pour chaque particule q/p = (σ1 − σ2)/(σ1 + σ2), où σ1 et σ2 sont les
contraintes principales. La figure 8.13 présente q/p et le nombre de coordination Z en fonction
de la taille des particules, ainsi que q/p en fonction deZ. On voit que q/p diminue en fonction de
la taille des particules alors que Z augmente. C’est donc la raison pour laquelle les particules de
plus grande taille sont moins fragmentées que les particules plus petites. Le lien avec le nombre
de coordination indique que cet effet est directement induit par les exclusions stériques. En effet,
ces exclusions mutuelles se manifestent surtout entre les particules voisines d’une particule. Elle
sont plus importantes pour les petites particules et leur imposent un nombre de coordination plus
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faible et donc un déviateur de contrainte plus important. Pour la fragmentation des particules, cet
effet l’emporte en pratique sur l’effet d’échelle. En d’autres termes, les grosses particules sont
protégées par les petites particules qui les entourent en homogénéisant leur contrainte interne.
Cela implique aussi qu’une proportion de grosses particules reste intacte, comme nous allons
voir dans la section suivante. On observe également que pour les assemblages polydisperses
q/p est toujours inférieur à celui des assemblages monodisperses, ce qui est cohérent avec le
fait que les assemblages polydisperses sont plus difficiles à fragmenter que les assemblages
monodisperses.

Une autre observation intéressante concerne l’effet de la forme des particules. Le déviateur
q/p est plus faible pour les particules plus allongées, ce qui suggère que le nombre de coor-
dination augmente avec le rapport d’aspect α des particules. La figure 8.14 montre le nombre
de coordination Z en fonction de la valeur initiale de α pour les assemblages monodisperses et
polydisperses (avec s = 0, 5) avant la première fragmentation du système et à la fin de la com-
pression axiale. On voit que Z augmente à la fois avec s et α, ce qui conduit à la distribution
plus homogène des forces dans le système. Par conséquent, q/p et le degré d’endommagement
De diminuent en fonction de s et α.
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FIGURE 8.13. – a) Le déviateur de contrainte normalisé des particules en fonction de leur taille ; b)
Le nombre de coordination en fonction de la taille des particules ; c) Le déviateur
de contrainte normalisé en fonction du nombre de coordination.
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FIGURE 8.14. – Le nombre de coordination en fonction du rapport d’aspect initial α pour s = 0 et
s = 0, 5 avant la rupture (pour σa = 0, 3σc) (a) et à la fin de la compression axiale
(b).

8.4. Fragmentation des particules

La classe des particules d’une taille donnée d (à δd près) évolue par deux types d’événements :
1) certaines particules de taille d se fragmentent pour donner des particules de tailles di < d
et 2) certaines particules de tailles di > d se fragmentent pour donner des particules de taille
d. L’évolution de P (d) dépend donc des probabilités de transition P (d → di) (∀di < d) et
P (di → d) (∀di > d). Ce processus est complexe dans la mesure où une particule peut se
fragmenter en plusieurs fragments à la fois. De même, ces probabilités de transition peuvent
évoluer au cours du temps par l’effet d’assemblage. Néanmoins, il existe plusieurs modèles de
fragmentation basés sur l’hypothèse qu’une particule se divise toujours en deux fragments et sur
l’approximation que la mémoire de l’état initial s’efface par le processus de fragmentation et,
par conséquent, la distribution des tailles évolue vers une distribution générique. On peut ainsi
obtenir une distribution log-normale ou une distribution en loi de puissance suivant le choix des
probabilités de transition. Par ailleurs, dans certains modèles simples de rupture, une particule
brisée est remplacée par un groupe de fragments de plus petites tailles auquel cas la distribution
finale est conditionnée par le choix de cette division locale des particules [7, 143, 21, 50, 52].
Pour accéder aux probabilités de transition au cours de la compaction uniaxiale, une bonne
statistique et donc beaucoup de simulations sont nécessaires. Nous allons nous contenter de
présenter ici quelques résultats importants de nos études qui montrent que les approximations
utilisées dans des modèles analytiques sont raisonnables mais pas suffisantes.

La figure 8.15 montre la proportion de particules divisées en Nf fragments entre deux in-
créments de contrainte pour nos six assemblages. Dans cette statistique sont incluses à chaque
pas tous les fragments issus de l’incrément précédent. En d’autres termes, cette statistique re-
présente une moyenne sur tout le processus de fragmentation. Les histogrammes ne dépendent
pratiquement pas des paramètres s et α. On observe que la grande majorité (≃ 80%) de parti-
cules se fragmentent en deux fragments. Mais la probabilité de division en trois fragments n’est
pas négligeable (≃ 10%). Il faut remarquer que le comportement observé peut varier en fonc-
tion de l’incrément de charge. Pour des incréments de charge plus importants, une fraction plus
importante de particules se divisent en plus de deux fragments. Il n’est donc pas déraisonnable
de considérer que les particules dans un chargement lent se divisent toujours en deux fragments.
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FIGURE 8.15. – Proportion de particules brisées en Nf fragments pour nos six assemblages.
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particules en deux fragments pour nos six échantillons.

La figure 8.16 montre la distribution des volumes relatifs Vpetit/Vgrand des deux fragments
petit et grand des particules qui sont divisées en deux. La distribution diverge aux faibles va-
leurs de ce rapport, ce qui indique que la division en deux fragments concerne très souvent
le détachement des petits fragments. Ceci relativise l’importance du processus de division en
deux fragments. On observe aussi un pic pour le rapport 1 qui représente essentiellement les
petits fragments composés de deux cellules et qui se fragmentent en deux cellules vers la fin
du processus où le nombre des petits fragments augmente. Ces données suggèrent que, si on
néglige les fragments les plus petits (“poussières" ou particules d’usure) engendrés au cours de
la compaction, les tailles des fragments issus d’une particule ont une distribution pratiquement
uniforme en fonction de la taille des particules.

Cette observation suggère qu’un fragment de taille d peut être issu avec la même probabilité
d’une particule de taille di quelconque mais supérieure à d. Le nombre δN+(d) de nouveaux
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fragments de taille d engendrés par la fragmentation peut donc être approché par le volume total
des particules de tailles di > d divisé par le volume d2 d’une particule de taille d. Comme les
particules appartiennent à une gamme de tailles avec une limite supérieure dmax et une limite
inférieure dmin, il est plus commode de travailler avec les tailles réduites des particules :

λ(d) =
d− dmin

dmax − dmin

(8.8)

Le volume total des particules dans l’intervalle δλ pour une déformation εa est donné par
N(λ, εa)λ

2δλ, où N(λ, εa) est le nombre de particules de taille λ pour la déformation cumulée
εa. On peut donc écrire :

δN+(λ, εa) =
1

λ2

∫ 1

r

Prupx
2N(x, εa)δxδεa (8.9)

où Prup est la probabilité de rupture d’une particule que nous supposons être constant ici pour
simplifier, mais qui peut dépendre de la taille des particules. Par ailleurs, le nombre δN−(λ, εa)
de particules de taille λ qui se transforment en particules de tailles plus petites, est proportionnel
au nombre total N(λ, εa) de particules de taille λ et à la probabilité de rupture Prup :

δN−(λ, εa) = Prup N(λ, εa)δεa (8.10)

L’évolution de N(λ, εa) est donc régie par l’équation bilan suivante :

δN(λ, εa)

δεa
= δN+(λ, εa)− δN−(λ, εa) =

1

λ2

∫ 1

λ

Prup x
2N(x, εa)δx− Prup N(λ, εa) (8.11)

L’état stationnaire correspond à la condition δN(λ, ε)/δεa = 0, ce qui implique que les deux
processus décrits plus haut se compensent pour chaque taille λ : δN+(λ, εa) = δN−(λ, εa). La
distribution d’équilibre est donc caractérisée par l’équation :

λ2N(λ) =

∫ 1

λ

x2N(x)dx (8.12)

Il est facile à montrer que l’équation (8.12) admet la solution suivante :

N(λ) =
(

e−λ − e−1
)

λ−2 (8.13)

C’est une fonction décroissante qui varie de ∞ pour λ = 0 à 0 pour λ = 1. Elle a une forme
dominante en ∝ λ−2 aux faibles valeurs de λ et en ∝ e−λ aux valeurs de λ proches de 1.

Il est également possible d’obtenir la fraction volumique cumulée (CVF) h(λ) de cette fonc-
tion à partir de l’équation (8.12). La CVF est définie par

h(λ) =

∫ λ

0
x2N(x)δx

∫ 1

0
x2N(x)δx

(8.14)
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Or, d’après l’équation (8.12), nous avons

λ2N(λ) =

∫ 1

λ

x2N(x)dx =

∫ 1

0

x2N(x)dx−
∫ λ

0

x2N(x)dx =

[
∫ 1

0

x2N(x)dx

]

[1− h(λ)]

(8.15)
Etant données l’équation (8.13) et la condition h(0) = 0, on obtient l’expression suivante pour
la CVF :

h(λ) =
1− e−λ

1− e−1
(8.16)

8.5. Distributions des tailles des particules

Le modèle présenté plus haut prédit une distribution générique très simple. Même si les pro-
cessus sous-jacents à l’évolution de la distribution granulométrique sont bien plus complexes,
ce modèle permet de mieux comprendre et interpréter les résultats numériques que nous allons
présenter dans ce paragraphe.

La figure 8.17 montre les CVF des fragments au cours de la compression uniaxiale pour
tous nos assemblages. Les échantillons sont initialement monodisperses dans les cas (a), (b)
et (c), et initialement polydisperses, avec une distribution uniforme par fractions volumiques
dans les cas (d), (e) et (f). Dans tous les cas, on observe une variation de la courbure de la
distribution cumulée sur un intervalle de tailles qui reste la même du début jusqu’à la fin de la
compression. On voit qu’il y a un nombre fini de fragments de taille égale à la taille des cellules,
qui constituent des fragments irréductibles, contrairement au modèle dans lequel aucune limite
inférieure n’est imposée sur les tailles des particules. La distribution des tailles des fragments les
plus petits est donc influencée par cette limite. D’autre part, la gamme des grandes tailles garde
une signature de la distribution de taille initiale. Même si la classe des particules primaires
est progressivement réduite avec l’augmentation de la contrainte appliquée, il reste toujours
quelques particules primaires intactes dans l’assemblage, dont on peut voir un exemple sur la
figure 8.7. Comme on en a discuté précédemment, cet effet s’explique par le fait que les plus
grosses particules supportent en moyenne des contraintes déviatoriques faibles lorsqu’elles sont
entourées par une population de petites fragments.

Dans tous les cas, on observe que dès les premiers instants de rupture, des fragments de toutes
tailles sont engendrés et une distribution bien définie sur toute la gamme de tailles apparaît. Ce
comportement est cohérent avec la fragmentation des particules en fragments de toutes les tailles
avec une probabilité presque uniforme sauf pour les plus petites tailles. On remarque aussi une
différence entre les échantillons monodisperse et polydisperse. Sauf dans la gamme des petites
tailles, les échantillons polydisperses, dont la loi de distribution est donnée par h ∝ λ, semblent
garder une forme presque linéaire h ∝ β2λ avec une pente β2 qui diminue progressivement de
1,5 à 1, comme on peut le voir sur la figure 8.18 qui représente l’évolution de β2 en fonction de
σa. Ces courbes ne semblent pas tendre vers une distribution générique, l’hypothèse que nous
avons fait dans le modèle et qui prédit une distribution stationnaire.

Le cas monodisperse est intéressant dans la mesure où la polydispersité résulte dans ce cas
uniquement de la fragmentation des particules. On observe néanmoins que dans la gamme des
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FIGURE 8.17. – La fraction volumique cumulée (CVF) des particules au cours de la compression
unixiale. Les tailles des particules sont normalisées par la taille de la plus grande
particule : a) s = 0 et α = 1, b) s = 0 et α = 1, 5, c) s = 0 et α = 2, d) s = 0, 5
et α = 1, e) s = 0, 5 et α = 1, 5, f) s = 0, 5 et α = 2.

tailles intermédiaires, les CVF ont une allure linéaire avec une pente β1 qui augmente pendant
la compression axiale, comme on peut la voir sur la figure 8.18. Dans la gamme des grandes
tailles, la distribution n’est plus linéaire. Cette partie de la courbe raccorde une distribution mo-
nodisperse (état initial) à une fonction exponentielle. Ces exemples montrent que la distribution
initiale des tailles ne s’efface pas complètement. Il apparait aussi que la distribution stationnaire
n’est pas atteinte dans ces simulations malgré la fragmentation massive des particules et une
déformation axiale importante.

Pour comparer les CVF avec le modèle, nous les avons tracées en fonction de la taille ré-
duite λ des particules pour σa = 10σc sur la figure 8.19, ainsi que la distribution prédite par
le modèle. On voit que toutes les courbes sont sous la courbe théorique. Cette dernière peut
donc être considérée comme une distribution limite qui ne peut être atteinte qu’à des niveaux
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FIGURE 8.18. – a) L’évolution de la pente β2 dans la gamme de tailles d > 0, 4dmax de la CVF
des assemblages polydisperses au cours de la compression axiale ; b) L’évolution
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semblages monodisperses.
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FIGURE 8.19. – Les fractions volumiques cumulées à σa = 10σc en fonction de la taille réduite
λ des particules pour tous les assemblages soumis à la compaction unixiale. La
courbe en pointillés représente la distribution stationnaire prédite par le modèle.

de contraintes encore plus élevés ou à partir d’une distribution initiale très polydisperse. En
effet, les courbes pour les cas polydisperses sont plus proches de la courbe théorique que les
distributions issues des assemblages monodisperses. La courbure de la distribution théorique
est conforme à un processus de fragmentation qui engendre plus de petites particules que des
grandes particules. Son coefficient d’uniformité est de l’ordre de Cu = d60/d10 ≃ 9, ce qui
correspond à une distribution large.

Les figures 8.20 montrent les distributions P (d) = N(d)/
∑

i N(di) des tailles des fragments.
Pour les six assemblages considérés ici, la distribution présente une gamme intermédiaire de
taille en loi de puissance∝ d−D avec l’exposantD ∈ [2, 2; 2, 5]. Cet exposant est plus grand que
l’exposant 2 du modèle. Mais le fait qu’une loi de puissance émerge dans le cas monodisperse
suggère que dans cette gamme intermédiaire des tailles la mémoire de la distribution initiale est
partiellement effacée. En d’autres termes, les tailles intermédiaires ne sont pas influencées par
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les bornes supérieure et inférieure sur les tailles et il n’y donc pas de taille caractéristique.
Il est à noter également que les valeurs de l’exposant D sont très proches de l’exposant 2, 3

dans le cas d’une configuration apollonienne [7]. Or, les considérations liées au remplissage de
l’espace n’ont pas été prises en compte dans notre modèle. De telles considérations peuvent
néanmoins être prises en compte pour contraindre la fragmentation. Il faut aussi remarquer
qu’une distribution des tailles en loi puissance ne signifie pas que la structure de l’assemblage
est “fractale". La fractalité de la structure implique une distribution en tailles réparties sur plu-
sieurs ordres de grandeurs de manière à ce que plusieurs classes granulométriques puissent
exister et leur répartition dans l’espace forme une structure hiérarchique.
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FIGURE 8.20. – Distribution P (d) de la taille des particules au cours de la compression uniaxiale.
Les tailles des particules sont normalisées par celle de la plus grande particule
avant le début de la rupture.

Il faut noter que les valeurs de l’exposant D ne concernent qu’un intervalle faible (inférieur
à une decade) et sont donc entachées d’erreurs. Nous avons tracé les mêmes données à la fin
d’essai en fonction des tailles réduites sur la figure 8.21. La fonction prédite par le modèle
est représentée également sur le même graphe. On voit que les données dans l’intervalle des
tailles intermédiaires sont bien ajustées par le modèle, alors que celui-ci ne comporte aucun



140 COMPRESSION UNIAXIALE ET PROCESSUS DE FRAGMENTATION

paramètre d’ajustement. Comme nous allons voir plus loin, cet intervalle coincide avec celui
où les fragments présentent un rapport d’aspect indépendant du rapport d’aspect initial des
particules. Par rapport au modèle, on observe un déficit de petites particules et un excès de
grosses particules. Ceci laisse penser que si la compaction continue, ou bien si les simulations
sont réalisées avec des particules plus finement discrétisées, alors on devrait continuer à réduire
le nombre des grosses particules et augmenter le nombre des petites particules.

0.01 0.1 1

λ(d)

10
-2

10
0

10
2

10
4

N s=0.0;α=1.0
s=0.0;α=1.5
s=0.0;α=2.0
s=0.5;α=1.0
s=0.5;α=1.5
s=0.5;α=2.0
model

FIGURE 8.21. – Les densités de probabilité des tailles des particules à σa = 10σc en fonction de
la taille réduite λ des particules pour tous les assemblages. La courbe en traits
représente la distribution stationnaire prédite par le modèle.

8.6. Evolution des formes des particules

Des études réalisées sur des échantillons lunaires indiquent que le rapport d’aspect moyen
des particules est très proche du nombre d’argent

√
2 [146]. En l’absence de transport alluvial

sur la lune et étant donné que la fragmentation des particules est due aux impacts, le proces-
sus de fragmentation doit être assez similaire à celui de la compression uniaxiale. Nous avons
donc analysé les rapports d’aspect α des fragments dans nos échantillons. La figure 8.22 montre
l’évolution du rapport d’aspect moyen 〈α〉 dans nos assemblages soumis à la compression uni-
axiale. Dans les assemblages de particules de rapport d’aspect initial égal 1 (pour s = 0 et
s = 0, 5), 〈α〉 augmente au cours de la compression. En revanche, il diminue pour le rapport
d’aspect initial égal à 2. Dans tous les cas, le rapport d’aspect moyen tend vers 1, 6, ce qui n’est
pas loin de la valeur 1, 4 trouvé pour les échantillons lunaires.

La figure 8.23 montre la distribution des rapports d’aspect à la fin de l’essai de compression
uniaxiale dans tous les échantillons. Ces distributions sont larges mais présentent un pic prin-
cipal pour α ≃ 1, 5. La distribution montre plusieurs pic dans le cas polydisperse. La forme
assez complexe de la distribution indique encore une fois l’interférence entre la valeur initiale
de α et son évolution par fragmentation. L’existence d’un pic peut être expliquée comme une
conséquence de deux processus opposés. D’une part, les grosses particules tendent à générer des
fragments anisotropes par fragmentation et, d’autre part, les fragments allongés subissent des
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FIGURE 8.22. – Evolution du rapport d’aspect moyen 〈α〉 en fonction de la contrainte verticale
normalisée pour six assemblages.

déviateurs de contrainte plus importants et tendent à se fragmenter plus facilement en fragments
plus courts et donc de rapport d’aspect plus faible. Le bilan de ces ruptures successives entre
particules de faible rapport d’aspect et de grand rapport d’aspect peut devenir stable avec plu-
sieurs pics ou une distribution large. En d’autres termes, tant que la fragmentation des particules
se poursuit, des particules de grand rapport d’aspect continuent à être créées par fragmentation.
C’est par rapport à ce processus que le nombre d’argent trouve son sens. En effet, si une par-
ticule de rapport d’aspect égal à

√
2 se divise en deux fragments égaux perpendiculairement à

son axe le plus long, alors chacun de ces fragments aura le même rapport d’aspect
√
2. Le pic

de la distribution des rapports d’aspect semble donc représenter un point stable avec un seul
rapport d’aspect.

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
α

0.0

0.5

1.0

1.5

p
d

f

s=0.0; α=1.0

s=0.0; α=1.5

s=0.0; α=2.0

1.0 1.5 2.0 2.5
0

1

2
s=0.5; α=1.0

s=0.5; α=1.5

s=0.5; α=2.0

FIGURE 8.23. – Densité de probabilité des rapports d’aspect α à la fin de l’essai de compression
sur les six assemblages.

Il est enfin important de déterminer si les rapports d’aspect sont distribués de la même ma-
nière pour toutes les tailles des particules. En pratique, il est statistiquement plus simple de
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tracer la valeur moyenne des rapports d’aspects en fonction de la taille moyenne des particules.
Nous avons tracé ces courbes pour les échantillons polydisperses sur la figure 8.24. On voit
que les plus grosses particules ont presque le même rapport d’aspect que le rapport d’aspect de
l’échantillon initial. Ce sont des particules qui n’ont subi aucune rupture ou qui sont légèrement
endommagées. C’est dans la gammes de petites tailles que les rapports d’aspects tendent à se
rapprocher vers la même valeur entre 1,4 et 1,6.

Il est aussi remarquable qu’à partir de σa = 2σc, 〈α〉 n’évolue pratiquement plus alors même
que les particules continuent à se fragmenter. Les rapports d’aspect issus de la fragmentation
concernent donc essentiellement les particules de tailles inférieures à 0, 3dmax. Les rapports
d’aspect moyens présentés sur la figure 8.22 constituent donc un mélange statistique entre ceux
de l’échantillon initial et ceux de fragments de petite taille qui ont oublié leur forme initiale.
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9.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats des essais numériques de compression biaxiale
sur des assemblages de particules fragmentables. Nous allons analyser l’influence de la frag-
mentation des particules et de la cohésion interne des particules sur le comportement du milieux
granulaire. Comme dans le chapitre précédent, nous allons nous intéresser à la microstructure
et à l’évolution de la distribution granulométrique et des formes des particules. Contrairement à
la compaction uniaxiale, où la déformation est conditionnée par la fragmentation des particules,
les particules au cours de la compression biaxiale peuvent continuer à se réarranger sans rupture.
Pour une cohésion interne relativement faible, la fragmentation résulte donc essentiellement de
l’action chaînes des forces fortes et des contraintes déviatoriques locales qu’elles exercent sur
les particules. De même, le cisaillement continu de l’assemblage permet aux fragments engen-
drés par la fragmentation de se déplacer et d’occuper plus efficacement les vides disponibles
entre les fragments de plus grandes tailles. Il est donc intéressant de voir dans quelle mesure
le processus de fragmentation est affecté par ces différences avec la compaction uniaxiale et
comment le frottement interne et la dilatance en sont affectés.

9.2. Procédés numériques

Des assemblages denses de 1000 particules sont créés selon la procédure décrite dans le
chapitre 5, comme on peut voir sur la figure 9.1(a). Les particules sont des pentagones réguliers
et la distribution des tailles est uniforme par faction volumique avec un étalement s = 0, 5. En
utilisant l’approche BCM décrite dans le chapitre 7, ces particules sont ensuite discrétisées en
44249 cellules de Voronoi de même taille ; figure 9.1. Nous fixons la cohésion interne σc pour
chaque simulation, mais dans tous les cas le coefficient de frottement interne est fixé à µc = 0, 3
entre les cellules de Voronoi.

Ces assemblages sont soumis à un chargement biaxial en imposant une contrainte de confine-
ment constante σxx = 1 MPa sur la paroi de droite et une vitesse verticale constant vy < 0 sur
la paroi supérieure selon la même procédure que celle décrite dans le chapitre 6. Le coefficient
de frottement entre particules est égal à 0,3 tandis que le frottement entre les particules et les
parois est maintenu égal à 0 pour favoriser des conditions aux limites homogènes. Les essais
sont réalisés avec cinq valeurs différentes de cohésion interne σc = 1, 2, 5, 10 et 20 MPa. Il
est clair que pour la fragmentation des particules l’effet de la cohésion interne se mesure par
rapport à la contrainte de confinement σxx. On définit donc le paramètre sans dimension

Ce =
σc

σxx

(9.1)

qui constitue une “cohésion effective" qui, comme nous allons voir, détermine le taux de frag-
mentation des particules avec ses valeurs Ce = 1, 2, 5, 10 et 20.
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(a) (b)

FIGURE 9.1. – Assemblage des particules au début de la compression biaxiale (a) ; Discrétisation
de chaque particule en plusieurs cellules par tessellation de Voronoi (b).

9.3. Comportement macroscopique

La figure 9.2 présente l’évolution de la contrainte déviatorique normalisée q/p en fonction
de la déformation de cisaillement εq pour les différentes valeurs de la cohésion effective Ce.
On voit que pour les valeurs élevées de Ce, q/p augmente jusqu’à un pic puis se relaxe pour
attendre une valeur constante dans l’état critique tandis que pour les valeurs plus faibles de Ce,
q/p évolue vers la même valeur critique sans passer par un pic. La contrainte au pic augmente
avec Ce et les valeurs de la contrainte à l’état critique sont identiques pour toutes les valeurs de
Ce. La figure 9.3 montre que la variation de l’angle de frottement interne entre le pic et l’état
critique ∆φ = φpic − φ∗ en fonction de Ce est presque logarithmique. Ceci est en accord avec
les résultats des essais triaxiaux sur des échantillons de sable de Leighton Buzzard et de calcaire
oolithique réalisés par Lee [82].

La figure 9.4 présente les évolutions de la déformation volumique εp en fonction de la dé-
formation de cisaillement εq. On voit que pour les faibles valeurs de Ce, le comportement est
contractant au début du cisaillement. Les réarrangements des particules induisent généralement
une dilatation puisque nos échantillons sont initialement très denses, mais cette dilatation est
contre-balancée ici par la fragmentation des particules qui tendent à faire augmenter la compa-
cité.

La figure 9.5 montre quelques clichés des assemblages au cours du cisaillement pour Ce = 5.
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FIGURE 9.3. – Variation ∆φ de l’angle de frottement interne entre le pic de contrainte et l’état
critique en fonction du logarithme de la cohésion effective.

On voit que des ruptures de particules ont lieu au début du cisaillement dans tout le volume,
mais se localisent rapidement dans des bandes de cisaillement. Un zoom sur la bande de locali-
sation est présentée pour εq = 0, 4 sur la figure 9.6. On observe sur cette figure les fragments et
les fissures dans les particules. On remarque que les fissures se trouvent souvent aux frontières
des particules ou plus précisément aux contacts entre particules où les contraintes sont concen-
trées. Comme dans le cas de compression uniaxiale, il existe dans la bande de cisaillement des
particules complètement pulvérisées mais aussi des particules quasiment intactes.

La figure 9.7 montre l’évolution de la proportion des particules endommagées au cours du
cisaillement. Les particules commencent à se fragmenter dès le début du cisaillement et dans
une proportion plus faible pour les valeurs plus élevées de Ce. Le nombre des particules en-
dommagées augmente rapidement dans la phase initiale, puis diminue à partir de εq = 0, 4 à
l’approche de l’état critique. Par contre, comme on peut voir sur la figure 9.8, la proportion Df

des contacts qui ont perdu leur cohésion augmente d’une manière régulière.
Nous avons tracé sur la figure 9.9 la proportion ∆Df des contacts fissurés entre deux états
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FIGURE 9.5. – Images des assemblages au cours du cisaillement (a) εq = 0, 1, (b) εq = 0, 2, (c)
εq = 0, 4, (d) εq = 0, 8. Ici pour la cohésion effective Ce = 5.

successifs ainsi que la contrainte déviatorique normalisées q/p en fonction de la déformation
de cisaillement pour Ce = 20. On voit que des pics de ∆Df ont presque toujours lieu à une
chute de q/p. Cette corrélation indique que le réseau des contacts devient instable lors de chaque
évènement important de rupture des particules.

9.4. Analyse micromécanique

Dans cette section, nous allons nous intéresser à l’influence de la fragmentation des particules
sur les réseaux des contacts et des forces pour mieux comprendre le comportement macrosco-
pique observé. Le comportement mécanique sans fragmentation des particules s’explique par
l’évolution des anisotropies de contact et de force. Le problème qui nous intéresse plus parti-
culièrement ici est de voir comment la fragmentation des particules influence ces évolutions et
donc le comportement macroscopique jusqu’à l’état critique.
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FIGURE 9.6. – Zoom sur la bande du cisaillement pour εq = 0, 4.

9.4.1. Réseau des contacts

La figure 9.10 présente des clichés du réseau des contacts au cours de la déformation. Au
cours du cisaillement, la fragmentation des particules se localise rapidement dans des bandes.
Par conséquent, ces bandes sont caractérisées par une compacité plus élevée que les autres par-
ties de l’échantillon contrairement au cisaillement sans fragmentation qui conduit généralement
à une compacité plus faible dans les bandes de localisation en raison de la dilatance.

La figure 9.11 montre l’évolution du nombre de coordination Z en fonction de la déformation
du cisaillement. Comme pour l’évolution de la déformation volumétrique εp analysée dans la
section 9.3, nous trouvons aussi ici une combinaison entre l’effet de réarrangement et l’effet de
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FIGURE 9.7. – évolution de la proportion Pb des particules endommagées au cours du cisaillement
pour différentes valeurs de la cohésion effective Ce.
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au cours du cisaillement pour différentes valeurs de la cohésion effective Ce.
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Ce = 20.

fragmentation. Le réarrangement des particules à partir de l’état initial dense de l’échantillon
réduit le nombre de coordination. En revanche, la fragmentation des particules contribue à aug-
menter le nombre de coordination. Nous observons cette compétition entre les deux effets sur
la courbe pour Ce = 5 où Z diminue rapidement à cause des réarrangements et puis remonte
à partir de εq = 0, 1 à cause de l’effet de la fragmentation. Pour les échantillons des particules
plus rigides (Ce = 10 et Ce = 20), l’effet des réarrangements domine et, par conséquent, les va-
leurs de Z sont inférieures à celle de Ce = 5. Pour Ce = 1 et Ce = 2, l’effet de la fragmentation
est prépondérant. On observe aussi une valeur plus faible de Z pour des valeurs plus élevées
de Ce dans l’état stationnaire alors que le niveau de q/p est pratiquement le même comme on
peut voir sur la figure 9.2. Ceci indique que l’état stationnaire observé même après une grande
déformation n’est pas globalement unique même si la valeur de q/p n’est pas sensible à ces
différences des valeurs de Z. On notera aussi que l’état obtenu n’est pas tout-à-fait stationnaire
dans la mesure où les particules continuent à se fragmenter.

La figure 9.12(a) présente les évolutions de la proportion du nombre des particules flottantes
Xf en fonction de la déformation de εq. Contrairement à l’évolution de Xf dans le cas sans
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 9.10. – Images du réseau des contacts pour Ce = 20 et les déformations εq = 0, 1 (a),
εq = 0, 2 (b), εq = 0, 6 (c) et εq = 1, 0 (d). Les contacts sont représentés par des
segments qui relient des centres des particules en contact. Le niveau de gris des
particules est proportionnel au nombre de coordination.
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fragmentation (où Xf augmente et garde une valeur constante dans l’état critique), pour les
échantillons des particules fragmentables, Xf augmente jusqu’à une valeur pic, puis elle di-
minue. La valeur pic augmente avec Ce. Cette diminution de Xf après le pic reflète en réalité
l’augmentation du nombre de particules flottantes puisque le nombre total des fragments aug-
mente et la proportion volumique Vf des particules flottantes augmente comme on peut le voir
sur la figure 9.12(b). On notera aussi une augmentation de Vf avec Ce.
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FIGURE 9.12. – Evolution de la proportion Xf des particules flottantes (a) et de la proportion volu-
mique Vf des particules flottantes (b) en fonction de la déformation de cisaillement.

La figure 9.13 montre la corrélation entre le nombre moyen de coordination 〈Z〉 et le diamètre
équivalent des fragments dans l’état stationnaire. Pour toutes valeurs deCe, le nombre moyen de
voisins dans chaque classe de taille augmente linéairement avec son diamètre, comme observé
également dans la compression uniaxiale. Nous trouvons aussi ici que le nombre de coordination
moyen dans chaque classe de taille augmente lorsque Ce diminue.

9.4.2. Réseau des forces

La figure 9.14 montre des clichés du réseau des forces pour Ce = 20 au cours de la compres-
sion biaxiale. Les forces sont représentées par des segments orientés selon le vecteur force et
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FIGURE 9.13. – Corrélation linéaire entre le nombre moyen de coordination 〈Z〉 et le diamètre
équivalent des fragments normalisé par le diamètre maximum dans l’état station-
naire.

avec une épaisseur et une longueur proportionnelles à la valeur de la force. On voit plusieurs
forces le long des contacts côté-côté et une seule force aux contacts côté-sommet. Les valeurs
des forces individuelles sur les contacts côté-côté sont inférieures à celles des contacts côté-
sommet où la force est concentrée en un seul point de contact (même si la résultante des forces
sur un contact côté-côté peut être plus grande). C’est la raison pour laquelle nous observons
beaucoup de fissures initiées au niveau des contacts côté-sommet. Contrairement aux essais de
compression uniaxiale du chapitre précédent, où nous observions un grand nombre de particules
divisées en deux ou trois grands fragments, dans ces essais de compression biaxiale la plupart
des grosses particules sont superficiellement endommagées et les petits fragments remplissent
mieux les pores entre ces grosses particules. Cette différence est une conséquence des réarran-
gements au cours de la déformation qui tendent à réorganiser les chaînes de forces de telle sorte
qu’elles ne restent pas toujours concentrées sur les mêmes particules.

La figure 9.15 présente la densité de probabilité des forces normales fn et des forces tangen-
tielles ft au cours du cisaillement pour Ce = 2. A la fois les forces normales et tangentielles,
présentent une distribution exponentielle décroissante. La distribution devient de plus en plus
homogène au cours du cisaillement avec une diminution de la proportion des fortes forces. Cette
évolution reflète celle de la distribution granulométrique avec une augmentation progressive des
fragments de petite taille.

La figure 9.16 montre les densités de probabilité des forces normales et tangentielles pour
εq = 0, 8 et pour différentes valeur de Ce. On voit qu’à la même déformation du cisaille-
ment la distribution des forces est de plus en plus homogène lorsque Ce diminue. Ce résultat
est conforme aux travaux de Ma [87] qui a montré que la distribution des forces dans les as-
semblages des particules fragmentables est plus homogène que celle dans les assemblages des
particules non-fragmentables. Le degré d’homogénéité des forces dépend ainsi de la possibilité
des particules à se fragmenter, ce qui est contrôlée ici par le paramètre Ce.
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FIGURE 9.14. – Le réseau des forces pour Ce = 20 au cours du cisaillement pour εq = 0, 1 (a),
εq = 0, 2 (b), εq = 0, 6 (c) et εq = 1, 0 (d). Les forces sont représentées par
l’épaisseur et la longueur des segments au niveau des contacts.
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FIGURE 9.15. – La densité de probabilité de forces normales fn normalisées par la force moyenne
〈fn〉 (a) et a densité de probabilité des forces tangentielles ft normalisées par la
force moyenne |ft|〉 (b) au cours du cisaillement pour Ce = 2.
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FIGURE 9.16. – La densité de probabilité des forces normales fn normalisées par la force moyenne
〈fn〉 (a) et la densité de probabilité des forces tangentielles ft normalisées par la
force moyenne 〈|ft|〉 (b) pour différentes valeurs de la cohésion effectives à εq =
0, 8.

9.4.3. Anisotropies des contacts et des forces

Comme dans le chapitre 6, nous allons considérer ici les anisotropies des contacts et des
forces. Mais les formes des fragments étant très variées et leurs contacts complexes, au lieu de
considérer les anisotropies des contacts et des forces entre les fragments, nous allons considérer
ici les contacts et les forces entre les cellules.

La figure 9.17 montre l’évolution de l’anisotropie d’orientation des contacts ac au cours du
cisaillement pour Ce = 1. L’anisotropie d’orientation des contacts ac augmente rapidement au
début puis continue à augmenter à un taux plus faible à partir de εq = 0, 4. Initialement, les
directions des contacts entre les cellules sont isotropes. Au cours du cisaillement, des particules
se fragmentent et des directions privilégiées de contact entre cellules apparaissent. Le réseau
des contacts perd les contacts initiaux entre cellules et gagne des nouveaux contacts entre les
nouveaux fragments. Ainsi, le réseau des contacts devient de plus en plus anisotrope au cours de
la fragmentation. La figure 9.18 montre l’évolution de la représentation polaire des orientations
des contacts P (θ) au cours du cisaillement.

La figure 9.19 présente l’évolution des anisotropies d’orientation des contacts ac pour diffé-
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FIGURE 9.17. – Evolution de l’anisotropie d’orientation des contacts ac au cours du cisaillement
pour Ce = 1.
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FIGURE 9.18. – Évolution de la représentation polaire des fonctions P(θ) au cours du cisaillement
(a) εq = 0, (b) εq = 0, 2, (c) εq = 0, 4, (d) εq = 0, 8, (e) εq = 1, 2. Ici pour la
cohésion effective Ce = 1.

rentes valeurs de la cohésion effective Ce. Pour toutes les valeurs de Ce, ac augment au cours
de la fragmentation des particules. Pour les échantillons des particules plus cohésives, les parti-
cules sont moins fragmentées et donc leurs anisotropies d’orientation des contacts ac sont plus
faibles.

La figure 9.20 présente l’anisotropie des forces normales afn et des forces tangentielles aft en
fonction de la déformation de cisaillement. Comme l’évolution des déviateurs des contraintes,
afn et aft augmentent jusqu’à un pic, puis diminuent et se stabilisent à une valeur constante dans
l’état stationnaire. A tout instant au cours du cisaillement, les anisotropies sont plus élevées pour
des valeurs de cohésion effective plus élevées. Ce comportement est cohérent avec le caractère
plus hétérogène des forces lorsqu’il y a moins de rupture, comme on l’a vu dans la section 9.4.2.

L’évolution de sinφ∗ ainsi que l’approximation additive donnée par l’équation (6.14) sont
présentées sur la figure 9.21 (a). On voit que la résistance au cisaillement sinφ∗ à l’état critique
augmente légèrement avec Ce de 1 à 5 et puis reste constante. Cette valeur presque invariable de
sinφ∗ s’explique par l’évolution des valeurs moyennes des anisotropies comme on peut voir sur
la figure 9.21 (b). La résistance sinφ∗ dépend principalement de ac, afn et aft. L’anisotropies
des forces tangentielles aft ne varie presque pas avec Ce, tandis que la diminution de l’anisotro-
pie d’orientation des contacts ac est compensée par l’augmentation de l’anisotropie des forces
normales afn en fonction de Ce. Comme ces paramètres d’anisotropie contribuent additivement
à sinφ∗, celle-ci varie très peu en fonction de Ce.
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FIGURE 9.19. – Evolution de l’anisotropie d’orientation des contacts ac au cours du cisaillement
pour différents niveaux de cohésion effective.
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FIGURE 9.20. – Evolution de l’anisotropie des forces normales afn (a) et des forces tangentielles
aft (b) au cours de la compression biaxiale.

On notera que la résistance au cisaillement au pic sinφpic augmente fortement avecCe comme
on peut le voir sur la figure 9.22(a). On voit aussi sur la figure 9.22(b) que sinφpic augmente
principalement en lien avec les anisotropies des forces normales afn et tangentielles aft qui
augmentent avec Ce. Ces analyses sur les évolutions des anisotropies expliquent aussi l’effet de
la résistance des particules sur la comportement dilatant des matériaux fragmentables comme
on l’a vu sur la figure 9.3.

9.5. Evolution des tailles et des formes des particules

Nous avons vu que la fragmentation des particules pendant la compression biaxiale se loca-
lise dans des bandes. Mais ces bandes évoluent avec une fraction croissante de particules frag-
mentées. Il est donc intéressant de comparer l’évolution des distributions des tailles pendant
la compression biaxiale avec celle de la compression unixiale que nous avons étudiés dans le
chapitre précédent. La figure 9.23 montre la fraction volumique cumulée (CVF) des fragments
pour toutes les valeurs deCe à partir d’une distribution initialement uniforme par fractions volu-
miques. Les courbes sont très similaires à celles que nous avions obtenues pour la déformation
uniaxiale. Mais la fragmentation des particules va bien plus loin ici pour les valeurs faibles de
Ce. Le nombre de petits fragments et notamment ceux qui ont une taille de l’ordre de la taille
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FIGURE 9.22. – sinφpic et l’approximation additive donnée par l’équation (6.14) (traits hachurés)
(a) et les anisotropies au pic de contrainte en fonction de la cohésion effective Ce.

des cellules irréductibles augmente et la courbure de la distribution devient convexe. Alors que
pour la compression uniaxiale les distributions se rapprochent d’une certaine distribution li-
mite, la fragmentation des particules continue indéfiniment en compression biaxiale en raison
du réarrangement continuel des particules.

La distribution étant uniforme par fraction volumique, dans tous les cas elle prend rapidement
une forme similaire à celle observée en compression uniaxiale avec trois parties bien distinctes :
1) linéaire avec une pente β élevée pour d/dmax ≥ 0, 3, 2) linéaire avec une pente plus faible
pour 0, 1 ≤ d/dmax ≤ 0, 3 et 3) une population de particules avec une taille de l’ordre de
la taille des cellules soit pour d/dmax ≤ 0, 1. L’existence de deux régimes linéaires avec des
pentes distinctes reflète la mémoire de la distribution initiale des tailles, d’une part, et la perte de
la mémoire des tailles initiales pour les particules issues de plusieurs étapes de fragmentation,
d’autre part.

La distribution des gros fragments peut être paramétrée par une borne inférieure en taille d1 :

h(d) = h(d1) + β(d− d1) (9.2)
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FIGURE 9.23. – Evolution de la distribution volumique cumulée pendant la déformation biaxiale
pour Ce = 1 (a), Ce = 2 (b), Ce = 5 (c), Ce = 10 (d) et Ce = 20 (e).

où

β =
1− h(d1)

dmax − d1
(9.3)

Pour une valeur donnée de d1, h(d1) augmente avec εq et diminue lorsque Ce augmente. La
figure 9.24 montre l’évolution de β avec εq pour différentes valeurs de Ce. L’évolution de β

peut être approximativement caractérisée par une décroissance rapide jusqu’à εq ≃ 0, 6 suivie
par un régime de décroissance linéaire avec le même taux pour toutes les valeurs de Ce. Ce taux
de décroissance reflète le taux de cisaillement qui contrôle le processus de fragmentation.

La figure 9.25(a) montre la CVF des fragments pour différentes valeurs de Ce à εq = 0, 8 en
fonction des tailles réduites λ des particules, ainsi que la courbe théorique de l’équation (8.16).
On voit bien sur cette figure que pour Ce < 5 la CVF dépasse largement la courbe théorique
mais, comme dans la courbe théorique, les fragments de petite taille sont favorisés par rapport
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FIGURE 9.24. – Evolution du paramètre β de la distribution granulométrique en fonction de la dé-
formation de cisaillement cumulée pour différentes valeurs de la cohésion effective.
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FIGURE 9.25. – (a) La CVF en fonction de la taille réduite λ des particules pour différentes valeurs
de la cohésion effective Ce à εq = 0, 8 ; (b) Les densités de probabilité des tailles
des fragments pour différentes valeurs de Ce.

aux fragments de plus grosses tailles. La figure 9.25(b) est la densité de probabilité des tailles
qui, comme dans le cas de la compression uniaxiale, montre bien les trois groups de tailles. Pour
le groupe de tailles intermédiaires, la distribution est en loi de puissance avec un exposantDf ≃
2, 5. Pour le groupe de très petites tailles, toutes les distributions pour différentes valeurs de Ce

coïncident. Pour les groupes de grosses tailles on observe une densité de probabilité qui diminue
lorsque Ce diminue. Cette courbe montre très clairement la transition de la distribution initiale
des tailles vers des tailles plus petites avec une distribution indépendante de la distribution
initiale.

La figure 9.26(a) présente les proportions des particules divisées en Nf fragments pendant
la compression biaxiale. On voit que, comme en compression uniaxiale, la grande majorité des
particules se scindent en deux fragments. Néanmoins, une proportion non-négligeables de par-
ticules se scindent en plus de fragments, et ceci d’autant plus que Ce est plus élevée. En d’autres
termes, les particules avec une cohésion plus importante tendent davantage de se fragmenter en
plusieurs fragments que les particules à cohésion faible. Ceci peut s’expliquer par le fait que
la fragmentation des particules à cohésion interne élevée implique des forces plus grandes et
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FIGURE 9.26. – (a) Les proportions des particules divisées en Nf fragments pour différentes va-
leurs de la cohésion ; (b) La proportion des rapports de taille entre les deux frag-
ments lors des divisions en deux fragments.

donc un comportement plus fragile et plus instable au moment de la fragmentation. Par ailleurs,
comme on peut voir sur la figure 9.26(b), pour les divisions en deux fragments, il y a plus de
fragments de petite taille pour les particules à cohésion plus élevée. Ces particules sont donc
érodées davantage à leurs surfaces lorsque les forces sont faibles et ont tendance à se fragmen-
ter en plusieurs particules lorsqu’elles subissent des chaines de force fortes. Par ailleurs, quelle
que soit la cohésion, mis à part les fragments les plus petits, toutes les tailles des fragments
engendrés sont équiprobables.

La figure 9.27(a) présente l’évolution du rapport d’aspect moyen des fragments 〈α〉 en fonc-
tion de la déformation de cisaillement εq pour différentes valeur de Ce. Le rapport d’aspect
initial est le même et très proche de 1, mais il augmente avec la déformation d’autant plus vite
que la cohésion est plus faible. Pour les particules les moins cohésives, il se rapproche de 1, 5
comme en compression uniaxiale alors même que la fragmentation des particules est beaucoup
plus développée ici. Pour un niveau de cohésion plus important, on observe une croissance
continue du rapport d’aspect moyen sans que la valeur de 1, 5 soit atteinte. Les densités de pro-
babilité des valeurs de α sont présentées sur la figure 9.27(b). Les valeurs de α les plus proches
de 1 correspondent aux particules les moins divisées et elles sont plus nombreuses lorsque la
cohésion est plus grande même à la fin de la compression biaxiale. Le cas le moins cohésif
présente un pic pour α ≃ 1, 4.
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FIGURE 9.27. – (a) Evolution du rapport d’aspect moyen 〈α〉 en fonction de la déformation de ci-
saillement εq pour les différentes valeurs de la cohésion effective ; (b) La densité de
probabilité du rapport d’aspect des fragments dans l’état stationnaire pour toutes
les valeurs de Ce.



Conclusions de la partie III

Dans cette partie, nous avons d’abord présenté un modèle de cellules liées (Bounded Cell
Method ou BCM) dans le cadre de la méthode de dynamique des contacts. Nous avons appliqué
ce modèle pour étudier la fragmentation des particules circulaires soumises à une compression
uniaxiale. Les particules sont modélisées comme des agrégats de cellules polygonales rigides
liées par l’action de forces cohésives le long de leurs côtés communs. Notre approche assure
à la fois la conservation du volume et un traitement rigoureux des contraintes unilatérales au
niveau des contacts intercellulaires.

Une étude paramétrique détaillée sur plusieurs paramètres du modèle a permis de mettre en
évidence plusieurs effets :

1. Nous avons montré que la résistance à la rupture se met à l’échelle avec le seuil de cohé-
sion entre cellules et augmente avec le frottement inter-cellulaire.

2. La dispersion statistique des données est bien décrite par la fonction de distribution de
Weibull. Cette distribution fournit un bon ajustement à nos données indépendamment de
la distribution de la forme des cellules (λ). Le module de Weibull varie de 6 à 10 selon le
degré d’irrégularité des cellules

3. La distribution de Weibull de nos données a été discutée et modélisée en termes de
contacts intercellulaires critiques qui percolent au travers de la particule. La fracture est
contrôlée par les contacts de plus faibles longueurs.

Nous avons ensuite analysé la fragmentation des particules au cours d’une compression uni-
axiale et son effet sur la compaction en utilisant la BCM avec des particules de forme pentago-
nale. Le processus de fragmentation des particules a lieu par des phases alternées de chargement
sans fragmentation et de fragmentation rapide. Cette évolution en escalier caractérise la courbe
de déformation-contrainte et la compaction de l’assemblage. La fragmentation des particules
est fortement hétérogène : certaines particules sont pulvérisées alors que d’autres sont légè-
rement endommagées. La survie d’une fraction des particules primaires s’explique par l’effet
homogénéisant des petits fragments lorsqu’ils entourent les grosses particules. En raison de ces
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effets non-linéaires, la distribution granulométrique conserve une signature de la distribution
initiale dans la gamme des gros fragments. Mais la distribution dans la gamme de tailles inter-
médiaires est cohérente avec une loi de puissance qui indique une perte de mémoire au niveau
des particules qui se fragmentent plusieurs fois. La statistique des plus petits fragments est clai-
rement influencée par l’artefact numérique de l’existence d’une taille minimale des fragments
(incassables).

L’évolution de la distribution granulométrique se caractérise ainsi principalement par l’évo-
lution de la distribution des plus gros fragments alors qu’elle est stationnaire dans la gamme
des tailles intermédiaires en raison de perte de mémoire de la distribution initiale. Nous avons
introduit un modèle simple sur la base de trois éléments extraits des simulations : 1) La pro-
babilité de rupture des particules est indépendante de leur taille, 2) la très grande majorité des
particules se scindent en deux fragments pour un incrément de déformation suffisamment petit
et 3) sauf pour les très petits fragments, qui sont nombreux et représentent en quelque sorte des
débris, les tailles des deux fragments issus de la fragmentation sont distribuées d’une manière
presque uniforme. Sur cette base, nous avons postulé que la probabilité de créer une particule
d’une taille donnée est proportionnelle au volume total des particules de tailles supérieures di-
visée par le volume de la particule. Nous n’avons pas étudié en détails les prédictions de ce
modèle pour l’évolution de la distribution, mais nous avons vu qu’il conduit à une distribution
stationnaire convexe (favorisant le nombre de petits fragments) qui colle relativement bien avec
la distribution dans la gamme des tailles intermédiaires.

En ce qui concerne les formes de fragments, nous avons vu que le rapport d’aspect tend
vers une valeur proche du nombre d’argent (

√
2) qui peut être considéré comme une signature

de la nature auto-similaire de la fragmentation en accord avec des observations faites sur des
échantillons lunaires dont la distribution granulométrique reflète un processus de fragmentation
sous l’effet des collisions avec des météorites. Nous avons également montré que la distribution
des rapports d’aspect est très large mais présente un pic précisément pour un rapport d’aspect
proche du nombre d’argent. La corrélation entre les tailles des particules et leur rapport d’as-
pect indique que les valeurs du rapport d’aspect autour du pic concernent essentiellement les
fragments dans la gamme des tailles intermédiaires. Ceci montre que la perte de la mémoire de
l’état initiale englobe aussi bien les tailles que les formes des fragments.

On notera que le modèle numérique employé dans ces études permet de poursuivre les simu-
lations jusqu’à la fragmentation de toutes les particules. Mais une fragmentation complète de
toutes les particules résulte essentiellement de la taille finie des fragments ultimes (les cellules).
L’évolution des distributions des tailles et des formes des fragments est donc fiable tant que le
nombre cumulé des fragments ultimes ne dépasse pas une fraction faible du nombre total de
fragments produits pendant la simulation.

Nous avons enfin étudié numériquement la fragmentation des particules par cisaillement au
cours d’une compression biaxiale. Contrairement à la fragmentation par incréments de contrainte
dans une géométrie uniaxiale, le rapport entre la contrainte de confinement et la cohésion in-
terne des particules est maintenu fixe et la fragmentation des particules est une conséquence des
réarrangements et des contraintes déviatoriques locales liées à la distribution très hétérogène
des forces au sein du matériau. Nous avons vu que la contrainte de confinement ou inversement
la cohésion interne des particules affecte principalement le taux de fragmentation des particules.
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Comme dans le cas de la compression uniaxiale, la distribution granulométrique résulte de
la distribution initiale pour les plus grosses particules et de la distribution selon une loi de
puissance dans la gamme des tailles intermédiaires où la mémoire de la distribution initiale
est perdue par fragmentations successives. Pour les cohésions les plus faibles, la distribution
est largement dominée par l’effet de la taille irréductible des plus petits fragments. Pour cette
raison, les distributions de tailles des fragments pour les cohésions les plus faibles ne sont
pas fiables par rapport à un matériau réel où les particules fines peuvent en principe continuer
à se fragmenter et l’étalement granulométrique peut évoluer. Nous avons également mis en
évidence une évolution du rapport d’aspect des fragments vers une même valeur proche du
nombre d’argent. Cette observation généralise ainsi les résultats de la compression uniaxiale
au cas du cisaillement et indique que le rapport d’aspect des fragments peut évoluer vers une
valeur proche du nombre d’argent au cours du transport d’un matériau granulaire sous l’effet du
cisaillement.

Un autre phénomène observé est la localisation des déformations et des fragmentations dans
des bandes. La polydispersité étant plus importante dans ces bandes, contrairement aux bandes
de dilatance habituellement observées, ces bandes sont plus compactes et de ce fait ressemblent
aux bandes de compaction. La largeur de ces bandes augmente avec le cisaillement. Un effet
majeur de la fragmentation des particules est d’atténuer, voire annuler, la dilatance. Dans ce
cas, la courbe déformation-contrainte ne passe plus par un pic de contrainte et on observe plutôt
une évolution progressive vers un pseudo-état critique. Enfin, nous avons montré que l’angle de
frottement interne s’exprime bien en fonction des anisotropies de contact et des forces. L’ani-
sotropie des forces augmente alors que celle des orientations des contacts diminue en fonction
de la cohésion interne des particules. Ces deux effets se compensent de telle sorte que l’angle
de frottement interne dans l’état critique est presque indépendant de la cohésion interne.
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Conclusion générale

L’objectif de ce travail de thèse était d’étudier l’influence des tailles et des formes des parti-
cules, ainsi que leur fragmentation, sur la texture et sur le comportement mécanique des maté-
riaux granulaires par une approche numérique discrète. L’intérêt majeur de cette approche est de
permettre d’accéder aux mécanismes sous-jacents aux comportements en compression et en ci-
saillement à l’échelle des particules et de leurs contacts mais aussi d’étudier systématiquement
l’impact des paramètres physiques et/ou mécaniques sur le comportement.

Nous avons tout d’abord étudié l’influence de la forme et de l’étalement granulométrique des
particules, définis respectivement via un paramètre de polydispersité de forme δ et le paramètre
d’étalement s, sur la compacité et la texture des milieux granulaires. Deux études paramétriques
ont été réalisées sur des assemblages de pentagones dans les cas (1) non-frottant à l’état isotrope
(chapitre 5) et (2) frottant et cisaillé jusqu’à l’état critique (chapitre 6).

Dans l’état isotrope, nous avons montré que des structures locales cristallines se forment.
Néanmoins, malgré ces arrangements locaux très denses, la compacité moyenne est bien infé-
rieure à la compacité de ces structures locales “idéales”. L’augmentation de la compacité avec
δ a été attribuée au fait que les particules les plus irrégulières présentent des pointes pouvant
s’infiltrer plus facilement dans les espaces vides Un résultat remarquable de ce travail est que
l’effet de la polydispersité de forme est significatif seulement pour s < 0, 4. Au-delà de 0, 4 un
nombre croissant de petites particules sont à même de remplir les pores entre les plus grosses
particules. Nous avons analysé en détail le rôle des contacts côté-côté. Nous avons montré
que le réseau de contact est isostatique en considérant qu’un contact côté-côté représente deux
contraintes cinématiques. Les contacts côté-côté ne percolent pas à travers le réseau des contacts
mais définissent des amas comportant un nombre croissant de particules au fur et à mesure que
s augmente ou que δ diminue. Ces amas ont des formes anisotropes dont le rapport d’aspect
diminue avec l’augmentation de la polydispersité. Ce comportement a été attribué aux forces
fortes qui sont transmises essentiellement par les contacts côté-côté.

Dans l’état cisaillé, nous avons montré que la résistance au cisaillement est indépendante de
la polydispersité. Ce résultat étend une observation similaire dans le cas des particules sphé-
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riques au cas des particules non-sphériques. Cette extension n’était à priori pas triviale dans la
mesure où les contacts côté-côté jouent un rôle majeur dans la transmission des forces. De plus,
nous avons montré que la résistance au cisaillement décroit avec la polydispersité de forme. La
quasi-indépendance de la résistance au cisaillement au paramètre s est expliquée par la décrois-
sance de l’anisotropie géométrique compensée par l’augmentation de l’anisotropie des forces et
des longueurs des branches. Ce comportement reflète le fait que les plus grosses particules sont
de plus en plus connectées, ce qui induit une dispersion des contacts et une augmentation des
longueurs de branches et des forces supportées par les grosses particules. La décroissance de la
résistance au cisaillement avec δ est expliquée par la décroissance de l’anisotropie géométrique.
L’augmentation de δ implique que les particules ont des sommets plus pointus lesquels sont plus
à même de s’introduire dans les vides entre les autres particules et former des contacts inacces-
sibles aux faibles valeurs de δ. Cela induit donc une plus grande dispersion des orientations des
contacts.

Etant donné que dans les matériaux granulaires réels la polydispersité des particules en taille
et en forme est une conséquence de la fracturation des particules, dans une seconde partie de ce
mémoire nous avons considéré la fracturation des particules. Nous avons introduit un modèle
de cellules liées (Bounded Cell Method ou BCM) dans le cadre de la méthode de dynamique
des contacts. Dans cette méthode, chaque particule est modélisée comme un agrégat de cellules
rigides dont les côtés communs sont des joints collés par une loi cohésive irréversible et fric-
tionnelle. Cette méthode assure à la fois la conservation du volume pendant la fragmentation
des particules et un traitement rigoureux des contraintes unilatérales au niveau des contacts in-
tercellulaires. Cette approche nouvelle nous a permis de mener plusieurs études systématiques
riches sur la fragmentation (1) d’une particule, (2) d’un assemblage de particules en compres-
sion uniaxiale et (3) d’un assemblage de particules en compression biaxiale.

Pour une particule soumise à la compression diamétrale, nous avons montré que la résistance
à la rupture se met à l’échelle avec le seuil de cohésion entre cellules et augmente avec le frotte-
ment inter-cellulaire et que la dispersion statistique des données est bien décrite par la fonction
de distribution de Weibull. Le module de Weibull varie de 6 à 10 selon le degré d’irrégularité
des cellules. Cette distribution a été discutée et modélisée en termes de contacts intercellulaires
critiques qui percolent au travers de la particule. Ce modèle avec l’hypothèse de marches aléa-
toires conduit à une décroissance de la résistance comme l’inverse de la racine carrée de la taille
de la particule.

Nous avons utilisé la BCM pour étudier la compression uniaxiale d’un matériau granulaire
composé de particules de forme polygonale. L’augmentation de la contrainte axiale par petits
incréments conduit à la compaction du matériau granulaire d’abord par des réarrangements
et puis essentiellement par la fragmentation des particules. Ce processus se poursuit par des
phases alternées de chargement sans fragmentation et de fragmentation rapide, qui se traduit
par une courbe déformation-contrainte en escalier. La fragmentation des particules est hétéro-
gène avec une population des particules pulvérisées et des particules intacts. Ces dernières sont
entourées de petits fragments et donc soumises à des contraintes déviatoriques faibles. Nous
avons vu que la distribution granulométrique conserve une signature de la distribution initiale
dans la gamme des gros fragments. Mais la distribution dans la gamme de tailles intermédiaires
est en loi de puissance, ce qui signifie une perte de mémoire au niveau des particules qui se
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fragmentent plusieurs fois. Nous avons introduit un modèle théorique simple qui prédit une
distribution stationnaire et qui est cohérente avec la distribution dans la gamme des tailles inter-
médiaires des fragments. Nous avons également étudié les rapports d’aspect des fragments et
montré que quelque soit le rapport d’aspect initial des particules, il tend vers une valeur proche
du nombre d’argent (

√
2) qui caractérise un processus auto-similaire de fragmentation comme

observé aussi dans les échantillons lunaires.
Nous avons ensuite étudié la fragmentation des particules par cisaillement au cours d’une

compression biaxiale. La fragmentation des particules dans cette géométrie est une conséquence
des réarrangements et des contraintes déviatoriques locales liées à la distribution très hétérogène
des forces au sein du matériau. Comme dans le cas de la compression uniaxiale, la distribution
granulométrique est une combinaison de la distribution initiale pour les plus grosses particules
et de la distribution selon une loi de puissance dans la gamme des tailles intermédiaires. Nous
avons aussi observé une évolution du rapport d’aspect des fragments vers une même valeur
proche du nombre d’argent. Un effet important de la fragmentation des particules est de com-
penser l’effet de la dilatance. La courbe déformation-contrainte ne passe plus par un pic. Nous
avons montré que l’angle de frottement interne s’exprime bien en fonction des anisotropies de
contact et des forces. L’anisotropie des forces augmente alors que celle des orientations des
contacts diminue en fonction de la cohésion interne des particules. Ces deux effets se com-
pensent de telle sorte que l’angle de frottement interne dans l’état critique est presque indépen-
dant de la cohésion interne.

Les résultats présentés dans ce travail de thèse permettent de cerner, en partie, le rôle de la po-
lydispersité et de la fragmentation des particules dans le comportement des milieux granulaires
mais ouvrent aussi la porte vers un grand nombre de nouvelles questions. La polydispersité et la
fragmentation sont des éléments de complexité majeurs des matériaux granulaires dans la nature
et dans les applications industrielles. Un message important est qu’une “forme moyenne” est
clairement un paramètre insuffisant pour la modélisation des matériaux granulaires alors qu’au
contraire, comme l’étalement granulométrique n’a que peu d’effet sur l’angle de frottement
interne, les particules peuvent être représentées par leur “taille moyenne”. Ce résultat plutôt
contre-intuitif suggère la nécessité de recherches plus larges sur l’effet de la polydispersité en
considérant des formes différentes, autre que polygonales, en vue d’une modélisation réaliste.
De même, il serait intéressant de considérer des interactions de contact plus complexes telles
que la cohésion due, par exemple, aux forces capillaires qui dépendent de la taille et de la dis-
tance entre deux particules en contact. Enfin, l’extension du modèle numérique BCM et de ces
études à 3D est une perspective majeure pour une plus grande généralisation de nos résultats.
A cause du nombre important de particules primaires nécessaires pour obtenir une représenta-
tion statistique acceptable, l’extension à 3D nécessite un effort supplémentaire pour rendre les
simulations plus efficaces.
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Tittre : Microstructure et comportement mécanique des milieux granulaires polydis-

perses fragmentables

Résumé : L’objectif des travaux présentés dans ce mémoire est de caractériser la texture

et la rhéologie des milieux granulaires en fonction de la polydispersité de forme et de taille

des particules mais aussi en fonction de la cohésion interne des particules lorsqu’elles sont

fragmentables, en vue d’une meilleure compréhension du procédé de fabrication des compacts.

Pour ces études, nous avons utilisé la méthode de Dynamique des Contacts avec un modèle

de rupture des particules. Nos analyses montrent que la polydispersité de forme peut jouer

un rôle important lorsque la polydispersité de taille est faible. Par exemple, la résistance au

cisaillement est presque indépendante de la polydispersité de taille mais elle diminue lorsque les

formes deviennent plus irrégulières. La fragmentation des particules est fortement hétérogène

en raison de la redistribution des contraintes au sein du matériau. Celui-ci garde la mémoire de

la distribution granulométrique initiale, mais une classe intermédiaire de tailles se développe

avec une distribution en loi de puissance des tailles et un rapport d’aspect moyen proche du

nombre d’argent. Au cours du cisaillement, les déformations se localisent dans des bandes avec

une compacité supérieure au reste du matériau en raison de la fragmentation des particules. La

fragmentation tend également à annuler la dilatance et le pic de contrainte.

Mots-clés : Matériaux granulaires, rhéologie, polydispersité, Dynamique des Contacts,

fragmentation, texture, anisotropie.

Title : Microstructure and mechanical behavior of polydisperse and crushable granular

media

Summary : The general objective of the work presented in this dissertation is to investigate

the microstructure and rheology of granular materials as a function of size and shape polydis-

persity of the particles, and to analyze the role of particle fragmentation as a function of the

internal cohesion of particles in view of a better understanding of the manufacture process of

powder compacts. For this work, we used numerical simulations by means of the Contact Dy-

namics method with a model of particle fracture. Our results suggest that shape polydispersity

may play an important role when size polydispersity is low. For example, the shear strength

is nearly independent of size distribution but declines when the particles becomes increasingly

more irregular in shape. The process of particle fragmentation is found to be highly inhomoge-

nious as a result of stress redistribution. The memory of the initial size distribution is mainly

conserved in the class of larger particles while a class of intermediate sizes develops with a

power-law size distribution and a mean aspect ratio close to the silver number independently

of the initial size distribution. During shear, the strain is localized in shear bands of large solid

fraction as a consequence of particle fragmentation and enhanced size polydispersity. Particle

fragmentation tends to reduce dilatancy and the peak shear strength.

Keywords : Granular materials, rheology, polydispersity, Contact Dynamics, fragmen-

tation, microstructure, anisotropy.


