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Résumé

Dans cette thèse nous explorons les possibilités offertes par l’implémentation de mé-
thodes hybrides sur des machines de calcul hétérogènes dans le but de réaliser des simu-
lations numériques de problèmes multiéchelles. La méthode hybride consiste à coupler des
méthodes de diverses natures pour résoudre les différents aspects physiques et numériques
des problèmes considérés. Elle repose sur une méthode particulaire avec remaillage qui
combine les avantages des méthodes Lagrangiennes et Eulériennes. Les particules sont dé-
placées selon le champ de vitesse puis remaillées à chaque itération sur une grille en utilisant
des formules de remaillage d’ordre élevés. Cette méthode semi-Lagrangienne bénéficie des
avantages du maillage régulier mais n’est pas contrainte par une condition de CFL.

Nous construisons une classe de méthodes d’ordre élevé pour lesquelles les preuves de
convergence sont obtenues sous la seule contrainte de stabilité telle que les trajectoires des
particules ne se croisent pas.

Dans un contexte de calcul à haute performance, le développement du code de calcul
a été axé sur la portabilité afin de supporter l’évolution rapide des architectures et leur
nature hétérogène. Une étude des performances numériques de l’implémentation GPU de la
méthode pour la résolution d’équations de transport est réalisée puis étendue au cas multi-
GPU. La méthode hybride est appliquée à la simulation du transport d’un scalaire passif
dans un écoulement turbulent 3D. Les deux sous-problèmes que sont l’écoulement turbulent
et le transport du scalaire sont résolus simultanément sur des architectures multi-CPU et
multi-GPU.

Mots clés: Méthodes pariculaires ; couplage de modèles ; calcul hybride ; écoulements tur-
bulents.
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Abstract

In this work, we investigate the implementation of hybrid methods on heterogeneous
computers in order to achieve numerical simulations of multi-scale problems. The hybrid
numerical method consists of coupling methods of different natures to solve the physical
and numerical characteristics of the problem. It is based on a remeshed particle method
that combines the advantages of Lagrangian and Eulerian methods. Particles are pushed
by local velocities and remeshed at every time-step on a grid using high order interpolation
formulas. This forward semi-lagrangian method takes advantage of the regular mesh on
which particles are reinitialized but is not limited by CFL conditions.

We derive a class of high order methods for which we are able to prove convergence
results under the sole stability constraint that particle trajectories do not intersect.

In the context of high performance computing, a strong portability constraint is applied
to the code development in order to handle the rapid evolution of architectures and their
heterogeneous nature. An analysis of the numerical efficiency of the GPU implementation
of the method is performed and extended to multi-GPU platforms. The hybrid method
is applied to the simulation of the transport of a passive scalar in a 3D turbulent flow.
The two sub-problems of the flow and the scalar calculations are solved simultaneously on
multi-CPU and multi-GPU architectures.

Keywords: Particle methods; model coupling; hybrid computing; turbulent flows.
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Introduction générale

La réalisation de simulations numériques est une activité majeure dans les secteurs de
la recherche et de l’industrie. Une simulation numérique permet d’obtenir une solution à
un problème mathématique qu’il n’est généralement pas possible de résoudre analytique-
ment. Ces problèmes sont constitués d’équations modélisant un phénomène à étudier. Les
premières simulations numériques datent du milieu du XXe siècle lorsque l’informatique
commence à être utilisée dans ce but. En 1955, Fermi et al. réalisent une des premières
simulations numériques d’un système dynamique monodimensionnel constitué de 64 masses
reliées par des ressorts. Depuis, l’usage des calculateurs n’a cessé de se développer avec
l’essor de l’informatique et des machines de calcul.

D’une part, les objectifs des simulations numériques sont de permettre une validation
des modèles physiques et mathématiques utilisés pour l’étude d’un phénomène, par rapport
à la théorie et à d’éventuelles données expérimentales. D’autre part, elles servent d’outils de
conception et d’optimisation à des fins industrielles et permettent d’éviter le recours à de
nombreux et coûteux modèles réduits et prototypes. L’explosion de la puissance de calcul
développée par les machines parallèles au cours des dernières décennies permet la réalisa-
tion de simulations numériques de plus en plus précises et complexes tout en conservant des
temps de calculs comparables. Ainsi, dans le domaine de la mécanique des fluides, l’évolu-
tion des simulations numériques contribue fortement à l’amélioration de la compréhension
de phénomènes complexes comme la turbulence. En effet, les machines sont capables de
traiter des résolutions toujours plus grandes, ce qui permet d’accroître la finesse des résul-
tats, en particulier pour des Simulations Numériques Directes (DNS en anglais). De même,
des études de fluides complexes (non Newtoniens, biologiques, alimentaires, . . .) ou de pro-
blèmes multiphysiques (interaction fluide-structure, combustion, plasma, . . .) font appel à
des schémas numériques plus complexes et dont la mise en œuvre nécessite d’importantes
ressources de calcul. Enfin, dans le cadre d’applications graphiques pour le cinéma ou les
jeux vidéos, les capacités des machines actuelles permettent une utilisation de véritables mo-
dèles de fluide plutôt que des approximations afin d’augmenter le réalisme des écoulements
dans des temps de calcul compatibles avec les contraintes de l’application.

Les simulations numériques reposent à la fois sur une ou plusieurs méthodes numériques
et sur un code de calcul qui transcrit ces méthodes sur les machines de calcul. Le choix de la
méthode de résolution dépend essentiellement de l’adéquation entre la nature du problème
à résoudre, les caractéristiques attendues pour les solutions et les spécificités de la méthode.
Le code de calcul met en œuvre les algorithmes issus de la méthode.

1



Introduction générale

Le rôle de l’informatique est primordial pour l’obtention d’un code de calcul efficace. La
qualité d’une méthode se mesure à la fois à travers les résultats qu’elle produit, mais aussi à
son implémentation. L’efficacité numérique d’un code se mesure, entre autres, par le temps
de calcul nécessaire à l’obtention de la solution en fonction de la qualité désirée. Ainsi,
l’implémentation d’une méthode nécessite une attention particulière dans le but d’exploiter
au mieux les ressources informatiques disponibles. Le développement d’un code efficace
dans un contexte de calcul à hautes performances est un véritable défi sur des machines
hétérogènes et massivement parallèles. Par conséquent, les méthodes numériques doivent
non seulement être adaptées aux caractéristiques des problèmes à résoudre, mais également
aux architectures des machines sur lesquelles elles seront implémentées. En particulier,
l’aspect hétérogène des composants (CPU, GPU, coprocesseurs, . . .) doit être pris en compte
dès la conception de l’algorithme de résolution et de l’élaboration de la méthode numérique.

Dans cette thèse, nous considérons un problème de transport de scalaire passif dans un
écoulement turbulent comme cadre applicatif. De nombreuses applications sont concernées
par ce type de problème notamment dans les domaines de l’environnement, de l’industrie
ou de la biologie (Shraiman et al., 2000). Le scalaire transporté peut représenter une quan-
tité réelle comme une concentration en espèce chimique ou en bactéries, ou bien abstraite
comme une interface entre deux fluides. Dans ce travail nous nous limitons à l’étude du
transport de scalaires passifs qui n’influent pas sur l’écoulement en retour. En général, la
physique de ce type de problème se caractérise par la présence de plusieurs phénomènes à
différentes échelles (Batchelor, 1958). L’approche envisagée ici est celle d’une résolution par
une méthode hybride. Cette notion nécessite une précision quant au sens du mot hybride
tel que nous l’entendons. Une méthode hybride consiste à résoudre les différents aspects
physiques à l’aide d’une ou plusieurs méthodes numériques adaptées en fonction de leurs
caractéristiques respectives. La méthodologie employée dans cette thèse est de chercher à
exploiter les spécificités des aspects physiques des problèmes par la mise en place d’une
méthode hybride (Gotoh et al., 2012 ; Lagaert et al., 2014).

Une des problématiques traitées dans ce manuscrit concerne l’exploitation de l’analogie
entre l’aspect hybride de la méthode numérique et la nature hétérogène des machines de
calcul. Nous nous intéressons à exécuter les différents éléments de résolution sur différents
composants des machines. Nous en exposerons les raisons dans le chapitre 6. La mise en
œuvre d’une stratégie hybride sera explorée en combinant des méthodes numériques de
diverses natures, des résolutions différentes et une implémentation sur architecture hétéro-
gène. L’approche suivie repose sur une implémentation sur cartes graphiques d’une méthode
particulaire avec remaillage. Cette dernière permet, entre autres, de résoudre naturellement
des équations de conservations sans imposer de condition de type Courant-Friedrichs-Lewy
mais une condition de stabilité moins restrictive permettant l’usage de plus grands pas
de temps. L’utilisation de cette méthode conduit, à travers la présence d’une grille sous-
jacente, à des algorithmes et des structures de données régulières, ce qui est parfaitement
adapté à l’emploi de cartes graphiques. Enfin, nous utiliserons la puissance de calcul offerte
par les GPU pour proposer une extension à un ordre élevé de la méthode particulaire avec
remaillage. L’analyse des schémas numériques se base sur une approche similaire à celle em-
ployée pour l’étude de schémas aux différences finies (Cottet et al., 2006). Un des aspects
informatiques considéré est lié à la nécessité du développement d’un code de calcul portable
et non spécifique à une architecture afin de supporter l’évolution rapide des matériels et des
librairies.
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L’enchaînement des six chapitres de ce manuscrit reprend une démarche classique du
calcul scientifique. En partant de la description des modèles puis des méthodes numériques et
de leurs spécificités, on aboutit à l’implémentation générique multicœur GPU et hybride sur
des machines hétérogènes combinant des processeurs multicœurs et des cartes graphiques.
La progression et la répartition des différents chapitres sont schématisés par la figure 1.

Chapitre 1

Chapitres 2 et 3

Chapitre 4 Chapitres 5 et 6

Modèle physique

Modèle mathématique

Modèle numérique

Modèle algorithmique

Implémentation

Validation

Observations
Expériences

Figure 1. – Cycle de résolution d’un problème en mathématiques appliquées

Dans un premier chapitre, les modèles mathématiques pour la modélisation de fluides
Newtoniens seront exposés. Nous présenterons également quelques méthodes numériques
usuelles. Elles font appel à des ressources informatiques dont l’évolution, en termes de
capacité et d’architecture, joue un rôle important dans le développement des codes de calcul.
Une description des applications envisagées et notamment le transport de scalaire passif
dans un écoulement turbulent terminera ce chapitre. Le second chapitre sera consacré à la
description de la méthode particulaire avec remaillage. À travers une revue bibliographique
de son évolution et de ses utilisations, nous exposerons l’analogie entre cette méthode et
celle des différences finies. Cette revue sera complétée par une extension à un ordre élevé
faisant intervenir la construction de formules de remaillage appropriées. Une analyse des
schémas numériques en termes de consistance et de stabilité sera également développée.
Dans un troisième chapitre, nous introduirons, à partir de travaux existants, la stratégie
hybride envisagée pour la résolution de problèmes de transport de scalaire. Son application
à un contexte de machine de calcul hétérogène sera abordé. Le quatrième chapitre sera
consacré aux détails du développement d’une librairie de calcul scientifique portable et
multiarchitecture. En particulier, nous verrons comment une conception souple simplifie
l’utilisation de composants comme les cartes graphiques. Le chapitre cinq est dédié aux
détails techniques de l’implémentation sur cartes graphiques de la méthode particulaire avec
remaillage. Les choix d’implémentation seront éclairés par l’analyse de travaux similaires
existants. Ce chapitre sera illustré par des exemples de transport de scalaire dans des cas
où la vitesse est analytique afin de valider la méthode et d’en exposer les performances. Le
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sixième chapitre sera consacré à l’extension multi-GPU de la méthode. Une analyse de la
stratégie de couplage entre la méthode hybride et l’architecture hétérogène des machines
de calcul sera donnée à travers un exemple de transport turbulent de scalaire passif. Enfin,
nous terminerons ce manuscrit par un chapitre de conclusion donnant lieu à une critique
des travaux effectués ainsi qu’à un énoncé des perspectives dégagées par cette étude.
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1. Calcul intensif pour la
mécanique des fluides

Le contexte des travaux de cette thèse est celui des mathématiques appliquées, au point
de rencontre d’une application, d’une méthode numérique et d’un code de calcul. À partir
d’observations de phénomènes naturels ou artificiels, des modèles physiques sont élaborés
puis mis en équations sous la forme de modèles mathématiques. La spécialisation de ces
modèles par rapport à une situation concrète se fait par la spécification de divers para-
mètres, de conditions initiales et de conditions aux limites des modèles. Ils expriment ainsi
les conditions d’observations des phénomènes et le contexte expérimental des reproductions
en laboratoire. Dans le cadre de simulations numériques, les modèles mathématiques sont
discrétisés selon une ou plusieurs méthodes numériques conduisant à l’expression d’algo-
rithmes qui sont implémentés dans des codes de calcul. L’exécution de ces codes sur des
machines de calcul permet d’une part de valider les méthodes et les modèles par rapport
aux phénomènes physiques mais aussi d’explorer les configurations qui ne sont pas aisément
observables ou mesurables.

Ce premier chapitre est dédié à la présentation du contexte mathématique de la méca-
nique des fluides à travers la construction du modèle des équations de Navier-Stokes. Nous
donnerons ensuite quelques méthodes de résolution classiques. Dans un second temps, nous
verrons que la mise en pratique des méthodes numériques est étroitement liée à l’exploita-
tion des ressources de calcul. Une forte contrainte de portabilité et d’adaptivité pèse sur les
algorithmes et leurs implémentations du fait de la rapidité à laquelle les technologies des
machines évoluent. Afin de garantir une certaine pérennité pour les codes de calcul, il est
nécessaire de prendre en compte, dès la conception, non seulement les types ressources et
les technologies actuelles mais aussi à venir, en particulier dans la perspective de l’exascale.
Dans ce cadre, une grande importance est attachée à l’évaluation des performances des
implémentations et à des comparaisons d’algorithmes dont nous donnerons quelques mé-
triques couramment utilisées. Enfin, nous détaillerons les modèles physiques des applications
envisagées pour ce travail.
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1.1. Mécanique des fluides numérique

L’objectif de la mécanique des fluides est d’analyser et de comprendre les comportements
de fluides, qu’ils soient liquides ou gazeux, lorsqu’ils sont en mouvement et éventuellement
en présence d’obstacles ou de structures avec lesquels ils interagissent. La majeure partie
des problèmes de mécanique des fluides sont issus de l’ingénierie avec notamment l’industrie
aéronautique et plus généralement les domaines des transports, de l’énergie, du génie civil
et des sciences de l’environnement. Des applications portant sur l’étude de fluides moins
conventionnels sont également considérées en biologie et par l’industrie agro-alimentaire.
La modélisation mathématique de ces problèmes conduit à des systèmes d’équations trop
complexes pour être résolus formellement. Dans de nombreux cas, la démonstration formelle
de l’existence de solutions à ces système reste encore un problème ouvert. Une modélisation
numérique de ces problèmes permet d’approcher une solution par l’utilisation de méthodes
numériques.

Les équations de Navier-Stokes permettent de décrire de manière générale le compor-
tement d’un fluide en se basant sur des principes physiques de conservation de masse, de
quantité de mouvement et d’énergie.

1.1.1. Modèle mathématique

Équations de Navier-Stokes

Conservation de la masse : Ce principe fondamental de la physique stipule que la masse
totale contenue dans un système fermé reste constante au cours du temps. La matière, ou
l’énergie, du système considéré peut éventuellement changer de forme ou se réarranger dans
l’espace. La variation temporelle de la masse totale contenue dans un volume Ω est égale
au bilan de masse traversant la frontière du domaine, ∂Ω :

d

dt

(∫

Ω
ρdx

)
= −

∮

∂Ω
ρu · nds,

où ρ est la masse volumique, u la vitesse et n la normale extérieure unitaire à la surface
du volume de fluide Ω. L’équation se réécrit de manière équivalente sous sa forme locale :

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0. (1.1)

Conservation de la quantité de mouvement : De même, la variation temporelle de la
quantité de mouvement d’un système, notée ρu, est égale à son bilan sur la frontière auquel
s’ajoutent d’éventuelles forces F . On note u : u le produit tensoriel de u avec lui-même.
Cela se traduit par la relation :

d

dt

(∫

Ω
ρudx

)
= −

∮

∂Ω
ρu : u · nds+

∫

Ω
Fdx,

ou encore sous forme locale :
∂ρu

∂t
+ div(ρu : u) = F .
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Le développement de cette équation se simplifie avec l’équation de conservation de la
masse (1.1) pour donner :

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= F .

Les forces F s’exerçant sur un volume de fluide se décomposent en deux termes selon leur
nature :

F = div ¯̄σ + f e.

Les forces extérieures qui agissent sur l’ensemble du système sont notées f e, et les forces
générées par les contraintes internes du fluide dépendent du tenseur des contraintes totales
¯̄σ qui se décompose également en deux termes :

¯̄σ = −P ¯̄I + ¯̄τ , (1.2)

où P est la pression, ¯̄I le tenseur identité et ¯̄τ le tenseur des contraintes. Ainsi on obtient
la formulation suivante :

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P + div ¯̄τ + f e. (1.3)

Loi de comportement : Le tenseur des contraintes ¯̄τ issu de la décomposition du tenseur
des contraintes totales (1.2) permet de modéliser le comportement d’un fluide en particulier.
Dans le cadre de fluides Newtoniens, le tenseur des contraintes est proportionnel au taux
de déformations :

¯̄τ i,j = ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
,

avec ν la viscosité dynamique du fluide. Lorsque la viscosité ne dépend pas de l’espace, on
a :

div ¯̄τ = ν (∆u−∇ divu) . (1.4)

Équations de Navier-Stokes : Dans le cadre général, les équations de Navier-Stokes
constituent un système d’équations aux dérivées partielles obtenues à partir des équations de
conservation de masse, (1.1), de quantité de mouvement (1.3) et de la loi de comportement
du fluide (1.4).





∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0,

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P + ν (∆u−∇ divu) + ρf e.

(1.5)

Les inconnues du problème sont la vitesse u, la masse volumique ρ, et la pression P . Une
troisième équation est alors nécessaire pour obtenir un modèle complet. Une équation de
conservation de l’énergie est généralement utilisée. Les forces extérieures sont à préciser
selon le cas d’étude.
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Formulation vitesse-vorticité : Dans bon nombre d’écoulements, les zones d’intérêts,
où se forment et évoluent des tourbillons, sont généralement de petite taille relativement au
domaine d’étude et se localisent, entre autres, dans les couches limites et les sillages. Il est
naturel d’employer une formulation adaptée. La vorticité de l’écoulement ω est un champ
vectoriel défini comme le rotationnel du champ de vitesse.

ω = rotu (1.6)

On obtient la formulation vitesse-vorticité en appliquant l’opérateur rotationnel à la
seconde équation du système (1.5) :

ρ

(
∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω

)
= ρ(ω · ∇)u+ ν∆ω + ρ rotf e. (1.7)

Fluides incompressibles

Hypothèse d’incompressibilité : Dans de nombreux cas, les fluides considérés ont une
très faible compressibilité. Un fluide est dit incompressible lorsque que la variation de volume
sous l’effet d’une pression extérieure est négligée. Cette hypothèse n’est valide que lorsque
la vitesse du fluide est inférieure à la vitesse du son dans ce fluide. Dans ce cas, la densité
ρ est approchée par une constante, l’équation (1.1) se réduit à :

divu = 0, (1.8)

et la loi de comportement (1.4) se simplifie en :

div ¯̄τ = ν∆u. (1.9)

L’obtention d’un champ de vitesse à divergence nulle, vérifiant (1.8), est généralement
effectuée par l’utilisation d’une méthode de projection. Cette méthode a été introduite par
Chorin (1968) et Temam (1968) et se base sur une décomposition du champ de vitesse selon
une composante à divergence nulle et une composante à rotationnel nul :

u = u∇ +∇φ, avec divu∇ = 0 et rot∇φ = 0.

En pratique, un champ de vitesse intermédiaire u∗ à divergence non nulle est obtenu par la
méthode de résolution puis la fonction scalaire φ est obtenue par résolution d’une équation
de Poisson :

divu∗ = ∆φ,

et enfin le champ de vitesse incompressible est calculé simplement par : u = u∗−∇φ. Dans
le cas de la formulation vitesse-pression, la pression peut jouer le rôle de la fonction scalaire
φ.

Équations de Navier-Stokes pour les fluides Newtoniens incompressibles : À
l’aide de l’hypothèse d’incompressibilité (1.8) et pour une loi de comportement correspon-
dant à un fluide Newtonien (1.9), le système générique (1.5) se réécrit :





divu = 0,

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P + ν∆u+ ρf e.

(1.10)
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La formulation vitesse-vorticité conduit au système suivant :




divu = 0,

ω = rotu,

ρ

(
∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω

)
= ρ(ω · ∇)u+ ν∆ω + ρ rotf e.

(1.11)

La vorticité et la vitesse sont couplées par la relation ω = rotu, ou bien, de façon équiva-
lente, par une équation de Poisson, en utilisant ∇ · u = 0 :

{
∆ψ = −ω,
u = rotψ.

(1.12)

1.1.2. Principales méthodes de résolution

Dans cette section nous donnons quelques unes des méthodes de résolution classiques des
équations précédentes. La plupart de ces méthodes ne se restreignent pas à la mécanique des
fluides et sont utilisées pour résoudre des problèmes aux dérivées partielles plus généraux.

Méthodes Eulériennes

Dans le cas des méthodes Eulériennes, la discrétisation des équations se fait par un
découpage du domaine de calcul en un maillage, structuré ou non. Un maillage structuré se
caractérise par une connectivité régulière des éléments, ce qui permet un accès efficace aux
données des éléments voisins. Dans le cas non structuré, une table de connectivité définissant
les relations de voisinage est nécessaire et permet alors une meilleure discrétisation de
géométries complexes.

Différences finies La plus ancienne et la plus simple de ces méthodes est celle des dif-
férences finies. Elle a été formalisée par Euler en 1768. La méthode est construite sur la
définition de la dérivée :

U ′(x) = lim
h→0

U(x+ h)− U(x)

h
,

qui se généralise sous la forme d’un développement limité :

U(x+ h) = U(x) + hU ′(x) +
h2

2
U ′′(x) + · · · (1.13)

Lorsque la quantité h représente une distance entre deux points d’une grille et que la
quantité U est approchée en chaque point xi par U(xi) = Ui, le développement précédent,
tronqué au premier ordre, donne le schéma aux différences finies du premier ordre décentré
en amont suivant :

U ′i =
Ui+1 − Ui

h
+O(h). (1.14)

Il est possible de combiner différents développements d’ordres plus élevés pour construire
des schémas d’ordre plus élevés ou approcher des dérivées d’ordres supérieurs. Ces schémas
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peuvent être étendus pour l’approximation de variables multidimensionnelles, puis à la
discrétisation de dérivées partielles. Le cas des grilles non uniformes se traite en prenant un
paramètre h dépendant de la grille. Au point d’indice i, on a hi = xi+1 − xi.

Ainsi la méthode conduit à un calcul relativement simple à mettre en œuvre, dans les cas
explicites, avec un schéma identique sur chaque point du domaine. Dans les cas implicites,
il est nécessaire de résoudre un système linéaire. L’inconvénient majeur de cette méthode
est la difficulté de prise en compte de géométries complexes.

Volumes finis La méthode des volumes finis, est aujourd’hui très largement utilisée,
notamment par les industriels dans les domaines de l’aéronautique et de l’hydrodynamique.
Cette popularité vient, entre autres, du fait que le caractère conservatif des équations est
traduit directement dans la discrétisation. De plus cette méthode s’adapte parfaitement à
de nombreux problèmes qu’ils soient en domaines fermés ou ouvert et sur des discrétisation
spatiales structurées ou non.

Cette méthode permet de résoudre une équation de conservation, sous forme intégrale :

∂

∂t

∫

Ω
UdΩ +

∮

S
F · dS =

∫

Ω
QdΩ, (1.15)

où U représente le vecteur des variables conservatives, F est un flux et Q un terme source.
La discrétisation de ces équations repose sur le découpage du domaine de calcul en petits
volumes de contrôle ΩJ autour d’un point de maillage J . L’équation (1.15) se discrétise
donc sur chaque volume élémentaire par la relation suivante :

∂

∂t
(UJΩJ) +

∑

Ωk∈ voisins de Ωj

F k,j · Γk,j = QJΩJ , (1.16)

puis est intégrée entre deux instants consécutifs tn et tn+1. Les quantités UJ et QJ sont les
valeurs moyennées sur ΩJ à l’instant tn. Ainsi, il est possible d’utiliser un schéma d’inté-
gration en temps implicite ou explicite. L’application de ce schéma nécessite une méthode
de calcul des flux F k,j traversant la face Γk,j commune aux éléments de maillage Ωj et Ωk.

En plus du calcul des flux en chaque face du maillage, la méthode nécessite un calcul
direct, dans le cas explicite en temps, ou la résolution d’un système, pour le cas implicite.
Le principal inconvénient de cette méthode est la difficulté de la montée en ordre.

Éléments finis La méthode des éléments finis est issue du domaine de la mécanique des
structures. Elle repose sur des principes bien plus abstraits que ceux des deux méthodes
précédentes. L’espace est discrétisé en un ensemble de cellules appelés éléments et se base
sur une formulation intégrale du problème.

Le point clé de la méthode consiste à exprimer le problème sous forme variationnelle,
à partir de sa formulation intégrale. Cette formulation variationnelle du problème fait in-
tervenir des espaces fonctionnels qu’il est nécessaire de décrire avec précision ainsi que les
normes qui leur sont associées afin de pouvoir déterminer certaines propriétés de conver-
gence. Les espaces fonctionnels utilisés définissent des classes d’éléments finis sur les élé-
ments de maillage. À partir de ce maillage, le plus souvent non structuré, il est nécessaire de
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définir des fonctions d’interpolation des variables du problème sur les éléments du maillage.
La discrétisation de la formulation variationnelle sur ces éléments conduit à l’obtention
d’un système linéaire creux dont la taille dépend de la finesse du maillage. L’approximation
d’une quantité u sur un élément se fait par combinaison linéaire des fonctions de base vI
pour chaque nœud I de l’élément.

ũ(x) =
∑

I

uIvI(x). (1.17)

Selon l’ordre d’approximation, les nœuds sont définis aux sommets, sur les arrêtes ou encore
à l’intérieur des éléments du maillage.

Une fois la discrétisation effectuée, la solution est calculée par l’inversion d’un système
linéaire dont la taille dépend du nombre d’éléments et du nombre de degrés de libertés asso-
cié. Le cadre mathématique de cette méthode permet de réaliser des études des propriétés
numériques des schémas, une montée en ordre assez aisée ainsi que la prise en compte
de géométries complexes. Toutefois, le système linéaire obtenu, peut parfois être difficile
à résoudre. Pour cela des méthodes itératives avec préconditionnement sont généralement
employées. D’autre part, l’inversion d’un système de grande taille creux n’est pas paral-
lélisable aisément sans utiliser de méthodes additionnelles, de décomposition de domaine
par exemple. Dans le cas des équations de Navier-Stokes, les variables ne sont pas expri-
mées dans les mêmes espaces fonctionnels. L’introduction de contraintes supplémentaires
entre les classes d’éléments finis utilisés pour discrétiser la vitesse et la pression permettent
d’assurer la convergence.

Cette méthode n’est pas la plus adaptée pour la résolution de problèmes dont la physique
est dominée par l’advection. Dans un contexte de mécanique des fluides, elle est utilisée
essentiellement pour des simulations de fluides complexes.

Méthodes spectrales Le principe général des méthodes spectrales est de transformer
l’ensemble du problème dans un espace spectral. Pour ce faire, on exprime les variables du
problème dans cet espace, par exemple en séries de Fourier tronquées :

u(x, t) =

N/2∑

k=−N/2
ûk(t)eik·x,

avec ûk(t) les coefficients de Fourier tels que :

ûk(t) =

(
1

2π

)3 ∫ 2π

0
u(x, t)e−ik·xdx.

Avec ces représentations, le système d’équations à résoudre se réécrit pour les ûk. On aboutit
généralement à un système d’équations différentielles ordinaires complexes ne dépendant que
du temps. Les équations dans l’espace spectral sont généralement plus simples à résoudre que
dans l’espace réel et permettent une précision numérique très importante même avec un petit
nombre de coefficients. Néanmoins, il est assez difficile de traiter, avec cette méthodes, des
domaines non périodiques ainsi que des géométries complexes. De plus, les transformations
dans l’espace spectral impliquent un calcul global sur l’ensemble du domaine.

11



1. Calcul intensif pour la mécanique des fluides

L’utilisation de méthodes spectrales nécessite quelques précisions quant à leur mise en
œuvre sur des équations non linéaires. En effet, un produit de fonctions ou des termes
non linéaires dans l’espace réel conduisent à des opérations de type convolution en espace
complexe. Dans le cas discret, une erreur d’aliasing apparaît lors du calcul de ces termes
de manière directe. Il existe différentes techniques de suppression de cette erreur. La règle
des 3/2 est couramment utilisée et son principe est de réaliser les transformées de Fourier
discrètes sur M points au lieu de N , avec M > 3N/2. Les coefficients de Fourier des termes
du produit de convolution pour des nombres d’ondes supérieurs à N/2 sont simplement pris
égaux à zéro. De même, le résultat est tronqué aux N premiers coefficients permettant, par
transformée inverse, d’obtenir les valeurs réelles. En 3D, des erreurs d’aliasing doubles et
triples sont corrigées par des des troncatures adaptées (Canuto et al., 1987).

Méthodes de Lattice Boltzmann

Cette classe de méthode n’est pas basée sur la résolution des équations de Navier-Stokes
mais sur une équation de Boltzmann qui modélise l’évolution cinétique de particules de
fluide (Chen et al., 1998). La méthode de Lattice Boltzmann dérive d’un modèle discret
de dynamique particulaire sur une grille qui peut être vu comme un automate cellulaire
(Lattice gaz method). Le principe de base de cette méthode est de modéliser l’évolution
d’une fonction de distribution de la vitesse des particules f en fonction d’un opérateur de
collision Ω pour les interactions entre particules :

fi(x+ ei, t+ ∆t) = fi(x, t) + Ωi(f(x, t)). (1.18)

Cette équation est donnée pour chaque direction i de la grille utilisée. La figure 1.1 re-
présente les vecteurs ei utilisés dans des grilles courantes. La notation DxQy est employée
pour référencer ces grilles où x est la dimension de l’espace et y le nombre de vecteurs ei
considérés.

(a) Grille D2Q9 (b) Grille D3Q15

Figure 1.1. – Exemple de grilles pour la méthode Lattice Boltzman

Les grandeurs macroscopiques de l’écoulement sont retrouvées à partir des moments de
f :

ρ =
∑

i

fi et ρu =
∑

i

fiei.

Dans le cas le plus simple, un modèle de collision de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK)
permet d’exprimer Ωi comme une relaxation vers une distribution à l’équilibre feqi en un
temps caractéristique τ :

Ωi =
feqi − fi

τ
,

12



1.1. Mécanique des fluides numérique

avec :
feqi = ρwi

(
1 + 3ei · u+

9

2
(ei · u)2 − 3

2
u2

)
, (1.19)

où les wi sont des poids associés à chaque direction ei.

Le schéma numérique obtenu est local et la mise en œuvre est généralement réalisée en
deux étapes. Dans un premier temps, le membre de droite de l’équation (1.18) est évalué
avec le modèle de collision (1.19). Dans un second temps, l’équation (1.18) est résolue dans
une étape de propagation des fonctions de distribution.

Méthodes Lagrangiennes

De manière générale, les méthodes Lagrangiennes sont adaptées à la résolution d’équa-
tions de conservation de la forme :

d

dt

∫

Ω
U(x, t)dx =

∫

Ω
F (x, t,U ,∇U , . . .)dx. (1.20)

Elles se distinguent des méthodes Eulériennes par le fait que la discrétisation spatiale du
domaine de calcul par un ensemble de particules suit la dynamique du système contrairement
au cadre Eulérien où le maillage reste fixe. On définit la dérivée Lagrangienne d’une fonction
f à partir de la trajectoire d’un point de l’écoulement.

Df

Dt
(x(t), t) =

∂f

∂t
(x, t) +

dx

dt
· ∇f(x, t)

=
∂f

∂t
(x, t) + (u · ∇)f(x, t)

(1.21)

Dans un cadre Lagrangien, les variables sont discrétisées sur un ensemble de particules
qui correspondent à un volume élémentaire du domaine. Le principe général est que les
particules portent des quantités correspondant aux variables du problème. Une quantité U
est ainsi approchée par l’ensemble des particules selon la formule :

U(x) =

∫

Ω
U(y)δ(x− y)dy, (1.22)

ou sa forme discrète régularisée :

U(x) '
∑

p

UpWε(x− xp). (1.23)

La quantité portée par la particule p, est donnée par sa valeur moyenne :

vpUp =

∫

Vp

U(x)dx,

sur le volume Vp. La fonction Wε, qui apparaît dans l’équation (1.23) est une fonction de
régularisation dont le choix et les propriétés sont propres à chaque méthode. Dans tous les
cas, elle est construite de telle sorte que sa limite quand ε tend vers 0 soit la mesure de
Dirac δ.

13



1. Calcul intensif pour la mécanique des fluides

Au cours de la résolution, les particules sont déplacées relativement au champ de vi-
tesse puis interagissent pour donner une nouvelle répartition des quantités transportées qui
conduisent à un nouveau champ de vitesse. La position de chaque particule, xp, est solution
d’une équation de mouvement :

dxp
dt

= u(xp, t). (1.24)

D’autre part, la discrétisation de l’équation (1.20) donne le système d’équations différen-
tielles :

dUp
dt

= vpFp, (1.25)

où Fp représente le terme source local à la particule p. La difficulté de ces méthodes réside
dans le calcul du second membre de cette équation, en particulier le terme Fp, à partir des
particules. Différentes approches sont possible et conduisent à des méthodes comme SPH
et Vortex, détaillées plus loin. Enfin, le volume des particules varie selon l’équation :

dvp
dt

= vp divu(xp). (1.26)

Une propriété remarquable des méthodes particulaires est que la stabilité du schéma
numérique ne dépend pas explicitement du maillage ou de la distance entre deux particules
contrairement aux méthodes Eulériennes dont le pas de temps est contraint par une condi-
tion de Courant Friedrichs Lewy, notée CFL, dont la constante C est souvent inférieure à
1.

CFL =
∆t||u||∞

∆x
6 C (1.27)

Dans le cas des méthodes particulaires, la contrainte sur le pas de temps dépend du gradient
du champ de vitesse et consiste en l’inégalité suivante :

LCFL = ∆t||∇u||∞ 6 C (1.28)

En pratique, la constante C, appelée quelquefois nombre LCFL (pour Lagrangian CFL),
conduit à une condition moins restrictive que la condition de CFL (1.27). Cela permet géné-
ralement d’utiliser de plus grands pas de temps que dans le cas d’une méthode Eulérienne,
le nombre de CFL obtenu peut alors atteindre des valeurs de plusieurs dizaines.

Méthode SPH Dans la méthode Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), les dérivées
spatiales des variables sont calculées sur les particules à partir d’une régularisation de la
mesure de Dirac, à l’aide d’un noyau Wε. Pour tendre vers la mesure de Dirac lorsque ε
tend vers 0, la fonction Wε est construite à partir d’une fonction d’intégrale égale à 1, à
symétrie radiale et à support compact de rayon supérieur à ε (Liu et al., 2010). Enfin le
noyauWε doit être suffisamment régulier pour approcher les dérivées spatiales des variables
intervenant dans le calcul des forces.

Le principe suppose qu’en plus de l’équation d’approximation (1.23), on dispose d’ap-
proximations des dérivées obtenues à partir des dérivées de Wε :

∇U(xi) '
∑

p

U(xp)∇Wε(xi − yp)vp. (1.29)
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1.1. Mécanique des fluides numérique

Ainsi, avec un schéma d’intégration en temps explicite et une discrétisation du membre
de droite de l’équation (1.20), on obtient le schéma de résolution globale. Les sommes dans
les équations (1.23) et (1.29) impliquent des interactions entre toutes les paires de particules.
Cependant, la compacité du support de la fonction Wε permet de ne considérer que les
particules les plus proches du point de calcul courant à l’aide d’un tri des particules. Les
particules dont le support du noyau d’interpolation intersecte le bord du domaine nécessitent
un traitement particulier en fonction des conditions limites. L’inconvénient majeur de cette
méthode est la difficile montée en ordre du schéma de résolution.

Méthode vortex La méthode vortex est une méthode Lagrangienne adaptée à la résolu-
tion des équations de Navier-Stokes en formulation vitesse et vorticité (1.11). Les particules
portent alors la vorticité de l’écoulement, selon l’approximation (1.23) :

ω(x) =
∑

p

ωpWε(x− xp). (1.30)

La méthode développée par Chorin (1973) et Leonard (1980) conduit à résoudre le système
d’équations différentielles suivant :





dxp
dt

= u(xp), (1.31a)

dωp
dt

= ωp∇u(xp) + ν∆ω(xp). (1.31b)

Le champ de vitesse est alors obtenu en résolvant l’équation de Poisson (1.12) en fonction
de la vorticité portée par les particules :

u(x) = u∞ +

∫

Ω
Kε(x− y)ω(y)dy. (1.32)

Le noyau Kε est une régularisation d’un noyau obtenu par le rotationnel de la solution
fondamentale de l’équation de poisson. Ce noyau s’exprime comme la convolution de la
fonction de Green pour l’opérateur laplacien et du champ de vorticité. D’autre part, le
gradient du champ de vitesse est obtenu par :

∇u(x) =

∫

Ω
∇Kε(x− y)ω(y)dy.

Différentes techniques peuvent être employées pour discrétiser le terme de diffusion des
équations (1.31). Nous pouvons citer par exemple la méthode de marche aléatoire, Random-
walk, introduite par Chorin (1973) ou encore la méthode PSE, Particle Strength Exchange
par Degond et al. (1989) et Cottet et al. (1990).

La discrétisation du terme d’étirement au second membre de l’équation (1.31b) et de
l’équation de Poisson par une équation de Biot-Savart (1.32) nécessitent l’évaluation d’in-
teractions entre toutes les paires de particules, ce qui engendre une complexité en O(N2)
pour N particules. Une complexité en O(N) est possible en utilisation une méthode FMM
(Fast Multipole Method). Cette dernière consiste en un algorithme hiérarchique, basé sur
un arbre, permettant de traiter des problèmes à N corps par une approximation des in-
teractions combinant des développement locaux et multipôles du noyau Kε (Cheng et al.,
1999).
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1. Calcul intensif pour la mécanique des fluides

Méthode particulaire avec remaillage Cette méthode faisant l’objet du chapitre 2,
nous donnons ici uniquement l’idée générale de la méthode. Le remaillage est employé dans
les méthodes particulaire, en particulier les méthodes Vortex, et consiste en une redistribu-
tion des particules sur une grille (Koumoutsakos et al., 1995). Il permet d’assurer le recou-
vrement nécessaire au maintient des propriétés de convergence de la méthode. La méthode
obtenue lorsque le remaillage est effectué systématiquement à chaque itération s’apparente
à une méthode semi-Lagrangienne explicite. Ainsi, après une advection des particules de
manière Lagrangienne, une étape de remaillage permet de redistribuer les quantités portées
par les particules sur une grille sous-jacente. Enfin les termes d’étirement et de diffusion
ainsi que l’équation de Poisson peuvent être résolus sur cette grille.

Qualité des résultats numériques

Toutes ces méthodes de résolution reposent sur une approximation numérique des va-
riables et des équations. Le principe commun est de discrétiser le domaine de calcul en
divers éléments : grille, maillage ou particules. Dans tous les cas, la solution est donnée sur
ces éléments discrets. Ainsi, l’augmentation du nombre d’éléments conduit à un meilleur
niveau de détail de la solution. Une discrétisation temporelle plus fine permet également
une meilleure description de la solution. Cependant, les pas de temps sont généralement
choisis les plus grands possibles tout en veillant à préserver la stabilité du schéma.

D’autre part, la plupart des méthodes permettent une estimation de l’erreur d’approxi-
mation des équations par le schéma numérique. Cette erreur s’exprime généralement en
fonction des résolutions spatiales et temporelles de la discrétisation. En contrepartie de
l’amélioration de la précision et du niveau de détail des solutions, le coût de calcul aug-
mente avec la résolution. Ce coût provient du nombre d’opérations arithmétiques à réaliser
mais aussi du stockage et de l’accès aux données. En pratique, l’obtention de résultats pour
une résolution plus fine permet généralement une plus grande précision dans la prise en
compte des phénomènes physiques, ce qui contribue à une meilleure compréhension des
mécanismes mis en jeu.

La conséquence de ce phénomène est que les ressources informatiques nécessaires à un
raffinement des solutions numériques deviennent importantes et que les stratégies mises en
œuvre pour l’implémentation des méthodes ont un impact direct sur cette augmentation de
qualité numérique.

1.1.3. Exemples d’application

Dans ce paragraphe nous donnons quelques exemples d’implémentation des méthodes
décrites précédemment dans un contexte de calcul à haute performance. L’objectif est sim-
plement d’illustrer comment sont employées les différentes méthodes numériques à travers
les quantités de ressources de calcul nécessaires.

Récemment, une méthode de volumes finis a été implémentée par Rossinelli et al. (2013)
pour la simulation de la coalescence de 15 000 bulles de vapeur. Les auteurs ont réalisé
des simulations allant jusqu’à 13.1012 points de calcul en utilisant 1,6 millions de cœurs
CPU. Les performances obtenues sont, en partie, dues à l’utilisation de schémas numériques
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d’ordre élevés en espace ce qui conduit à un nombre d’opérations par itérations élevé. Les
auteurs emploient également des techniques permettant d’augmenter la localité des données
ainsi que des opérations vectorisées spécifiques à la machine utilisée.

L’écoulement autour d’un modèle complet de voiture a été étudié par Jansson et al.
(2011) en utilisant une méthode de résolution par éléments finis. Le domaine de calcul est
discrétisé par 4,5 millions de points et 24 millions d’éléments et les solutions sont obte-
nues en utilisant 3 000 cœurs CPU. Cette étude montre que les résultats obtenus par une
méthode par éléments finis associée à simulation aux larges échelles adaptative et à un raf-
finement automatique de maillage sont comparables, voire meilleurs, que certains modèles
de turbulence.

Enfin, une comparaison de méthodes spectrales et vortex est réalisée par Yokota et al.
(2013) sur 4 000 cartes graphique pour des résolutions de 69 milliards de particules ou points
de calcul dans le cadre de simulations de turbulence homogène. Dans cet article, les auteurs
montrent les limites des méthodes spectrales lors de l’utilisation d’un très grand nombre
de cartes graphiques. En particulier, les opérations non locales des transformées de Fourier
engendrent un coût de communication très important, ce qui n’est pas le cas en utilisant une
méthode multipôle rapide (Fast Multipole Method). Ainsi, l’étude montre que la méthode
FMM permet d’atteindre une efficacité parallèle bien meilleure que les méthodes spectrales
sur plusieurs milliers de cartes graphiques.

Ces études montrent l’importance d’une bonne exploitation des ressources informatiques.
En général, les méthodes numériques ne sont pas directement adaptées à de grandes ma-
chines de calcul car les coûts de communication deviennent prohibitifs. Ainsi, il est nécessaire
de prendre en compte ces architectures au niveau de la méthode numérique développée.

L’implémentation de méthodes numériques, nécessaire à la résolution de nombreux pro-
blèmes physiques, est indissociable des ressources informatiques disponibles. En particulier
lorsque les applications considérées nécessitent un haut niveau de détail des solutions, ce
qui implique un coût de calcul élevé.

1.2. Calcul intensif

Le calcul intensif est un domaine de l’informatique qui consiste à utiliser des supercal-
culateurs pour des applications relevant généralement du calcul scientifique. L’objectif est
d’exploiter au maximum de leurs performances l’ensemble des ressources disponibles pour
obtenir la solution d’un problème numérique.

On distingue deux contextes d’utilisation intensive des ressources de calcul. Le premier,
que nous considérerons par la suite, consiste à résoudre un seul problème sur un ensemble
de ressources d’une machine de calcul. Dans ce cas, la méthode numérique employée est
distribuée sur les éléments de calculs de manière collaborative, ce qui implique des com-
munications entre les éléments. Une machine de calcul est constituée de différents niveaux
hiérarchiques de ressources. Elle est composée de nœuds de calcul interconnectés sur lesquels
est installé un système d’exploitation. Un nœud comprend généralement de la mémoire vive,
un disque local, des processeurs et éventuellement des accélérateurs, coprocesseurs ou cartes
graphiques. Ces ressources sont partagées par les différents processeurs multicœurs. Les uti-
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lisateurs se partagent la machine et peuvent réserver des ressources selon leurs besoins par
l’intermédiaire d’un gestionnaire de ressources.

D’un autre côté, pour des calculs d’optimisation, des études de sensibilité par rapport
à des paramètres ou des calculs de quantification d’incertitudes, le problème initial est de
taille relativement modeste mais il doit être résolu un très grand nombre de fois à par-
tir de données initiales différentes . Pour cela, des grilles de calcul sont utilisées, comme
par exemple dans le projet Folding@home de l’Université de Standford. Dans ce cadre, un
réseau composé d’un très grand nombre de machines grand public est constitué à travers
Internet par les utilisateurs volontaires et est en perpétuelle évolution au gré des connexions
et déconnexions des utilisateurs. Les différentes exécutions sont indépendantes et ne néces-
sitent pas de communications entre elles. Une des difficultés techniques rencontrées dans
ce contexte est que les machines présentent de très nombreuses caractéristiques différentes
notamment en termes de matériels et de systèmes d’exploitation.

1.2.1. Augmentation des besoin et des ressources de calcul

Ressources de calcul pour les simulations numériques

Comme nous l’avons vu en section 1.1.2, l’obtention de nouveaux résultats physiques
permettant une meilleure compréhension des phénomènes se fait par une amélioration de
la précision et du niveau de détail des résultats numériques. Pour la plupart des méthodes
cela implique une complexité plus grande aussi bien en terme de calcul qu’en terme de
quantité de données. Le temps de calcul est directement lié à cette complexité et augmente
rapidement avec la résolution. C’est pourquoi il est nécessaire, pour rendre réalisable cette
augmentation, que le temps de calcul soit le plus faible possible.

Par exemple, lorsque l’on souhaite simplement doubler la résolution dans toutes les
directions spatiales d’un problème tridimensionnel, on obtient un facteur 8 sur le nombre
total d’éléments. Ce qui implique un facteur au moins égal à 8 sur l’empreinte mémoire du
code. De même, la complexité algorithmique du code est multipliée par un facteur 8, 16 ou
64 selon que la complexité s’exprime en O(N), O(N ln(N)) ou O(N2). Cela implique que
le coût total de calcul devient rapidement assez élevé et justifie le recours à des techniques
de parallélisation mises en places dans le cadre du calcul intensif.

Deux points de vue sont envisageables. D’une part, pour un problème donné, l’augmen-
tation des ressources allouées à sa résolution permettent de réduire le temps nécessaire à
l’obtention de la solution. D’autre part, à temps de calcul constant, une solution plus précise
est obtenue en augmentant conjointement les ressources et la taille du problème.

Augmentation de la puissance de calcul des machines

Loi de Moore Une caractéristique marquante de l’évolution de l’informatique est la loi
de Moore, énoncée en 1965 par un des cofondateur d’Intel, G. Moore. En considérant la
complexité de fabrication des circuits intégrés ainsi que leur coût en fonction du nombre de
transistors, Moore postule que le nombre de transistors par puce double chaque année. Il
observe par la suite, en 2005, que cette croissance est légèrement plus faible mais tout de

18



1.2. Calcul intensif

même exponentielle. Nous illustrons cette loi en figure 1.2 où le nombre de transistors par
processeur en fonction des dates de mise sur le marché suit une tendance exponentielle. Il
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Figure 1.2. – Évolution du nombre de transistors par processeurs.

est à noter que les processeurs graphiques suivent également une tendance similaire.

Top500 Depuis 1993, le projet Top500 établit un classement mondial des 500 machines
les plus performantes. La figure 1.3 montre l’évolution de la puissance de calcul théorique
développée par ces machines. Sur cette figure sont représentés les machines de rang 1 et
500 ainsi que quelques composants introduits sur le marché en 2012 et 2013. Ces courbes
conduisent à deux remarques : en 8 ans, une machine donnée passe de la première à la
dernière place du classement ; sur la même durée, la puissance totale de la dernière machine
du classement est disponible en un seul composant sur le marché grand public. Ainsi, une
machine de bureau standard récente dispose de la puissance de calcul de la première machine
du classement il y a 20 ans.

La tendance de ces courbes laisse suggérer que le régime de l’exascale sera vraisembla-
blement atteint d’ici 2020 (Shalf et al., 2010 ; Dongarra et al., 2011 et 2014). Il correspond
à la construction et à l’exploitation de systèmes capables d’exécuter 109 GFLOPS. C’est un
défi majeur dans la communauté du calcul haute performance. Dans les années 90, l’aug-
mentation de la puissance des machines était principalement due à l’augmentation de la
fréquence des processeurs et à la diminution de leurs taille. Ce mécanisme a atteint ses
limites principalement à cause d’une trop forte densité d’énergie dans les composants. Par
la suite, seule l’augmentation du nombre de processeurs par machine a permis de poursuivre
cette évolution. Désormais, la tendance serait plutôt à l’augmentation du nombre de cœurs
par processeurs comme c’est le cas, entre autres, avec les cartes graphiques et la dernière
génération de processeurs Intel Xeon Phi.
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Figure 1.3. – Évolution du classement du TOP500

Difficulté d’adaptation des codes de calcul

Le détail des caractéristiques des machines du Top500 montre une hétérogénéité de com-
posants depuis ces dernières années. En effet, bon nombre de machines de ce classement
ne contiennent pas seulement des processeurs mais aussi des accélérateurs, que ce soit des
cartes graphiques ou des coprocesseur. La difficulté majeure de l’exploitation de ces élé-
ments est que le développement et l’optimisation des codes de calculs ne fait pas appel aux
mêmes techniques que sur une machine homogène. De plus, les techniques de programma-
tion sont parfois différentes entre les processeurs et les accélérateurs. Ce qui implique une
réécriture du code. D’autre part, la réutilisation d’un code sur une architecture plus récente
conduit parfois à des temps de calculs plus grands dans les cas où aucune adaptation n’est
réalisée. Ce travail est assez lourd et ne peut pas être réalisé pour chaque nouvelle archi-
tecture. Toutefois, cette difficulté est atténuée par l’utilisation de langages portables pour
le développement de codes multiarchitectures.

1.2.2. Mesure de performances
Dans le cadre du calcul intensif, il est important de pouvoir comparer les différentes im-

plémentations et codes de calculs et d’en mesurer les performances. Pour cela des métriques
spécifiques sont utilisées.

La première métrique utilisée est la puissance brute développée par un algorithme. Cette
grandeur est exprimée par le nombre d’opérations sur des nombres réels à virgules flottante
réalisées par secondes d’exécution. On utilisera la notation FLOPS pour désigner cette unité,
également notée FLOP s−1 dans la littérature. Cette mesure est notamment utilisée pour
établir le classement du Top500, En pratique, le nombre d’opérations effectuées lors d’une
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exécution peut être obtenu par un outil de profilage et dépend fortement du compilateur,
des options de compilations employées ainsi que de l’architecture utilisée.

Scalabilité

Scalabilité forte Lors de la parallélisation d’un code, la performance maximale attei-
gnable est bornée par la loi d’Amdahl donnée par Rodgers (1985). L’accélération maximale
dépend de la proportion de code parallélisable, notée p ∈ [0; 1]. Le temps de calcul total,
pour un problème de taille fixe, sur n processeurs Tn est donné en fonction du temps de
calcul séquentiel T1 par : Tn = T1(1−p+p/n). Le facteur d’accélération, Sn, égal au rapport
entre le temps de calcul sur n processeurs et le temps de calcul sur un seul processeur est
alors donné par l’expression :

Sn =
T1

Tn
=

1

1− p+ p/n
< n. (1.33)

On remarque que lorsque le nombre de processeurs devient grand, le rapport tend vers
(1− p)−1. Cela signifie que l’accélération maximale, lorsque la partie parallélisable devient
négligeable, est bornée par la partie non parallélisable du code. De manière optimale, pour
p = 1, on attend que le facteur d’accélération du code soit égal au nombre de processeurs.

La performance d’un code peut être mesurée en réalisant une étude de scalabilité forte. Il
s’agit d’étudier l’évolution du facteur d’accélération du code pour un problème de taille fixe
en faisant augmenter les ressources employées à la résolution. Généralement, ces résultats
sont présentés sur un graphe donnant le rapport T1/Tn en fonction de n. Une scalabilité
idéale conduit à l’obtention d’une droite de pente égale à 1.

Scalabilité faible On peut également considérer l’évolution du facteur d’accélération
lorsque l’augmentation des ressources est réalisée simultanément avec une augmentation de
la taille des données du problème. Dans ce cas, la loi de Gustafson-Barsis (Gustafson, 1988)
conduit à une décomposition du temps de calcul sur n processeurs en une partie séquentielle
ts et une partie parallèle tp, Tn = ts + tp. Ainsi, le temps de calcul de ce problème sur un
seul processeur est égal à T (n)

1 = ts + ntp et le facteur d’accélération est donné par :

Sn =
T

(n)
1

Tn
= n− ts

ts + tp
(n− 1) (1.34)

De même que précédemment, on représente Sn en fonction de n dans un graphe. Dans
le cadre d’une étude de scalabilité faible, à chaque Sn correspond une taille de problème
contrairement à la scalabilité forte où l’étude complète est réalisée pour une même taille de
problème. Dans le cas idéal, le temps de calcul est entièrement dédié à la partie parallèle,
ts = 0, on obtient une droite de pente 1.

Le temps de calcul séquentiel du problème associé à n processeur, T (n)
1 , peut parfois

devenir prohibitif et même impossible à obtenir lorsque n est grand. Pour cela, on pose
l’hypothèse que ce temps est proportionnel au temps de calcul séquentiel du problème
unitaire T (n)

1 = nT
(1)
1 . On représente alors le facteur d’accélération par :

S̃n =
T

(1)
1

Tn
=
T

(n)
1

nTn
= 1− ts(n− 1)

n(ts + tp)
. (1.35)
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Modèle roofline

Les architectures multicœurs se caractérisent par le partage d’une mémoire entre les
différents cœurs dans lesquelles la bande passante est parfois un facteur limitant les per-
formances. Le modèle roofline, introduit par Williams et al. en 2009, est un modèle de vi-
sualisation de performances basé sur l’intensité opérationnelle d’une implémentation. Cette
grandeur est définie comme le nombre d’opérations en virgule flottante par Byte de donnée
transférée entre les unités de calcul et la mémoire globale. La quantité de données échan-
gées entre les unités de calculs et la mémoire du système est constituée des accès en lecture
et écriture. Ce modèle permet de représenter graphiquement les performances de calcul
en fonction de l’intensité opérationnelle. Le graphe, en échelle logarithmique, présente la
performance atteignable en fonction de l’intensité opérationnelle selon la formule :

PA = min(P,B × I), (1.36)

avec PA la puissance atteignable en GFLOPS, P la puissance crête théorique de la ma-
chine, également en GFLOPS, B la bande passante théorique en GByte/s et I l’intensité
opérationnelle du code en FLOP/Byte. L’intensité opérationnelle dépend de la machine et
du code et peut être calculée à partir des compteurs présents dans le matériel et éventuelle-
ment accessibles via un outil de profilage. Dans certains cas, il est possible d’approcher cette
intensité par un comptage des opérations du code. Le modèle conduit à la représentation
donnée en exemple en figure 1.4.

On détermine si une implémentation est bornée par la bande passante, comme pour
l’intensité IA, ou par la puissance de calcul théorique, comme pour IB. Cela donne une
borne de performance maximale atteignable pour une implémentation donnée. Une pre-
mière stratégie d’optimisation pour un algorithme donné consiste à se déplacer vers une
intensité opérationnelle plus grande, flèches horizontales sur la figure 1.4. Elle consiste en
une optimisation de l’implémentation pour limiter les accès à la mémoire globale afin de
maximiser la puissance atteignable. La seconde stratégie consiste à optimiser le code pour
diminuer le temps de calcul. En effet, la performance atteinte lors d’une exécution corres-
pond à un point sur le graphe. Visuellement, les optimisations visent à déplacer ce point
vers la borne théorique le long d’une demi-droite correspondant à l’intensité opérationnelle
de l’implémentation évaluée. Cette seconde stratégie est représentée par les flèches verticales
sur la figure 1.4.

Efficacité énergétique

Dans le cadre de l’étude de l’impact environnemental des machines, la puissance de
calcul est mise en regard de la consommation électrique. En particulier, depuis fin 2007, le
classement du Green500 ordonne les éléments du Top500 en fonction de leur performance
énergétique qui est exprimée en MFLOPS par watt consommé au cours d’un calcul. La
figure 1.5 donne l’évolution des machines de rang 1 et 500 du classement Green500 ainsi
que, à titre de comparaison, du Top500.

La figure 1.6 représente les 150 premières machines des classements du Top500 et
Green500 par groupes de couleurs selon le type d’accélérateurs ou selon l’architecture.
Comme le montre Subramaniam et al. (2013), dans leur analyse de la consommation éner-
gétique des super-calculateurs l’utilisation d’accélérateurs graphiques, GPU, ou de copro-
cesseurs semble contribuer fortement à l’amélioration de l’efficacité énergétique. À titre de
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Figure 1.4. – Exemple de modèle roofline.

100

101

102

103

104

2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

E
ffi
ca
ci
té

én
er
gé
ti
qu

e
(M

F
L
O
P
S/

W
)

Date de publication des classements

Green500 - #1
Green500 - #500
Top500 - #1
Top500 - #500

Figure 1.5. – Évolution de l’efficacité énergétique des machines.

23



1. Calcul intensif pour la mécanique des fluides

comparaison, les ordres de grandeurs de puissance consommée sont illustrés par des maté-
riels usuels.

Le code de couleurs utilisé sur la figure 1.6 permet de distinguer quatre types d’ar-
chitecture. L’architecture classique correspond à une machine constituée de processeurs
multicœurs traditionnels et ne contenant aucun accélérateur. L’architecture BlueGene se
distingue de la précédente par un nombre bien plus grand de processeurs, par une faible
fréquence des processeurs et une faible quantité de mémoire des nœuds. Ces deux dernières
caractéristiques permettent à ce type de machine d’être extrêmement efficace en termes de
performance énergétique. Les machines dotées de coprocesseurs représentées sur la figure 1.6
sont constituées de processeurs multicœurs Xéon Phi comportant jusqu’à 61 cœurs de calcul
et qui ont été introduits récemment par Intel. La machine à coprocesseurs la plus efficace
est constituée de processeur PEZY-SC contenant 1 024 cœurs qui sont développés par la
société japonaise PEZY Computing. Enfin, le second type d’accélérateur est représenté par
les GPU dont les caractéristiques seront détaillées dans le chapitre 4.
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Figure 1.6. – Comparaison des performances énergétiques des 150 premières machines du
Top500 et Green500 selon le matériel (classements de novembre 2014).

1.2.3. Défi de l’exascale

Pourquoi l’exascale ?

Comme nous l’avons vu précédemment, l’amélioration de la qualité des simulations nu-
mériques nécessite des résolutions plus importantes, afin d’obtenir de nouveaux résultats
pour améliorer la compréhension et la prise en compte de phénomènes physiques. Cela
permet ensuite d’envisager une complexification des modèles physiques puis des modèles
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mathématiques et numériques dans le processus itératif schématisé en figure 1. De ce point
de vue, ces simulations ont besoin de ressources de calcul toujours plus importantes. D’autre
part, les classements du Top500 et Green500 nous montrent que la puissance des supercal-
culateurs est en augmentation, apportant ainsi une réponse à ces besoins en ressources de
calcul. Cette réponse permet d’envisager la simulation de problèmes physiques encore plus
complexes.

Toutefois, les applications sont encore loin d’exploiter toute la puissance offerte par ces
calculateurs. La littérature ne fait état que de très peu d’applications capables d’atteindre le
PFLOP. Des simulations d’interactions gravitationnelles en astrophysique entre 1012 corps
atteignant 4.45 PFLOPS ont été obtenues par Ishiyama et al. (2012), soit 42% de la puis-
sance maximale de la machine pour leurs configuration. Plus récemment, une performance
de 11 PFLOPS a été atteinte par Rossinelli et al. (2013) pour la simulation de la coalescence
de 15 000 bulles de vapeur sur 13.1012 points de calcul en utilisant 1.6 millions de cœurs
CPU. Cette performance correspond à 55% de la puissance de la machine. Enfin, 4096 cartes
graphiques ont permis à Yokota et al. (2013) d’atteindre 1.08 PFLOPS en simple précision,
soit 25% de la puissance maximale théorique.

Principales difficultés

Le développement d’applications capables d’exploiter une telle puissance se confronte
à de nouvelles problématiques dont nous reprenons quelques éléments, d’après Dongarra
et al. (2011).

Concurrence L’architecture des machines de l’exascale, basée sur des composants mul-
ticœurs ayant un très grand nombre de cœurs, soulève de nombreuses difficultés quant à
l’utilisation des mécanismes et des algorithmes actuels notamment en terme de synchro-
nisation des différents processus ou encore d’accès aux données. En effet, les architectures
multicœurs ont la particularité de partager une même mémoire entre l’ensemble des cœurs
ce qui rend complexe l’accès aux données, à travers une hiérarchie de caches, qui ont éven-
tuellement été modifiées dans le même temps. Leur originalité est qu’elles disposent d’une
quantité de mémoire disponible par cœur de calcul plus faible que dans les architectures
classiques. L’augmentation du nombre de cœurs par processeurs conduit à une diminution
de la mémoire disponible par cœurs.

Les accès à des données distantes, non présentes sur la mémoire associée à un processus,
deviennent rapidement très coûteux pour un très grand nombre de cœurs. Ce qui pose la
question de l’élaboration d’algorithmes de communications et de synchronisations distants
adaptés à ces architectures.

Énergie La consommation énergétique de ces supercalculateurs devient un problème
non seulement au niveau de l’alimentation électrique globale des machines mais aussi du
refroidissement des composants. Une limite de faisabilité d’une consommation de 20 MW
a été proposée dès 2008 par Bergman et al. et détaillée plus récemment par Subramaniam
et al. (2013). Les performances énergétiques des algorithmes commencent à être considérées,
en complément des mesures traditionnelles, notamment à travers le classement Green500
et contribuent à une amélioration des performances énergétiques des machines.
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Robustesse Les applications déployées sur des machines exascale devront être robustes
aux pannes. En effet, statistiquement, la probabilité qu’un cœur tombe en panne au cours
de l’exécution d’un programme est non négligeable. Des solutions doivent être développées
afin de s’affranchir de la technique traditionnelle de la sauvegarde de l’état complet d’un
programme à un instant donné en vue d’un redémarrage qui devient impossible à mettre en
place dans un tel environnement. De nombreuses techniques sont développées (Dongarra et
al., 2014) afin de pouvoir, d’une part, détecter les pannes et les erreurs introduites dans les
résultats et, d’autre part, effectuer un redémarrage local des processus en échec en utilisant
les données locales pour reconstruire une solution au moment de la panne. Dans ce contexte
l’exécution devient non reproductible.

Quelques stratégies

Les contraintes de ce passage à l’échelle permettent, par nécessité, de dégager quelques
stratégies au niveaux des algorithmes et des méthodes numériques employées. Ces straté-
gies sont détaillées de manière exhaustive par Dongarra et al. (2014). Les auteurs soulignent
notamment que l’utilisation de modèles couplés, de méthodes d’ordre élevé ou de parallé-
lisation en temps permettent d’aboutir à des implémentations susceptibles de s’adapter à
l’architecture des machines. L’intérêt est de pouvoir introduire des considérations maté-
rielles dès la spécification des méthodes numériques et même au niveau de la modélisation
mathématique du problème. D’autre part, au niveau des algorithmes, l’accent est mis sur
la scalabilité des solveurs, l’utilisation d’algorithmes multiniveaux et de librairies de cal-
cul existantes pour lesquelles les optimisations par rapport aux architectures auront été
réalisées de manière très pointue.

Le cadre applicatif de la mécanique des fluides s’adapte assez bien aux caractéristiques du
calcul intensif. En effet, à travers une application, nous allons pouvoir employer une méthode
de résolution ayant de bonnes propriétés de parallélisation dans l’optique de l’exploitation
de serveurs de calculs hétérogènes. Le développement et l’implémentation de cette méthode
numérique est réalisé dans le cadre défini par l’application que nous détaillons ci-après.

1.3. Transport de scalaire passif dans un écoulement
turbulent

1.3.1. Domaines d’application

De très nombreux phénomènes physiques sont basés, au moins en partie, sur le transport
d’un ou plusieurs scalaires par un écoulement turbulent. Les scalaires correspondent à des
quantités de diverses natures (Shraiman et al., 2000). Dans le domaine de l’environnement,
le scalaire peut représenter un polluant transporté par l’air ou l’eau (Michioka et al., 2008).
En biologie il peut s’agir de l’évolution des concentrations de certaines molécules chimiques,
comme les phéromones, que de nombreuses espèces utilisent pour communiquer ou se re-
pérer (Murtis et al., 1992) ou encore la concentration de bactéries et de leur nourriture
(Taylor et al., 2012). Le domaine de l’ingénierie est concerné par de nombreux problèmes
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de ce type, notamment en combustion. Dans ces problèmes, plusieurs scalaires peuvent
être transportés simultanément comme les différentes concentrations en réactifs chimiques
ou encore la fraction de mélange entre le combustible et l’oxydant (Pitsch et al., 2008). La
température est un autre exemple de quantité scalaire, importante dans l’étude de systèmes
de refroidissements (Kuczaj et al., 2010).

Un transport de scalaire peut également être utilisé comme outil de modélisation. Par
exemple, le transport d’une fonction levelset permet de modéliser les interfaces dans un
fluide multiphasique (Tryggvason et al., 2011) ou un objet en mouvement (Sethian et al.,
2003).

1.3.2. Physique du problème

Généralement, le scalaire a une influence sur l’écoulement dans lequel il est transporté.
Par exemple dans les cas où on considère la densité d’un fluide multiphasique, ou encore
lors du transport de concentrations en réactifs chimiques dans une réaction de combustion.
Dans certaines applications, les effets du scalaire sur l’écoulement deviennent négligeables,
ce qui est le cas dans le transport de petits éléments comme des polluants, molécules ou
colorants. Le scalaire est alors passif dans l’écoulement et n’a pas d’effet rétroactif sur le
fluide.

Dans un écoulement turbulent et indépendemment du transport de scalaire, des struc-
tures de différentes tailles se forment. Des structures de grandes tailles sont créées et en-
tretenues par l’écoulement. Les fluctuations de ces structures génèrent des structures plus
petites qui elles-mêmes génèrent, en cascade, d’autre structures encore plus fines. Un tel
écoulement se caractérise par une large palette de taille de structures s’étalant sur plusieurs
ordres de grandeur. Cependant, à partir d’une certaine échelle, dite de Kolmogorov, les ef-
fets visqueux du fluide deviennent prédominants et engendrent une dissipation de l’énergie
cinétique de l’écoulement (Lesieur, 2008). La longueur de cette échelle ne dépend que des
caractéristiques du fluide dont notamment la viscosité ν. Ainsi, un écoulement turbulent ne
présente pas de structures de tailles inférieures à la longueur de l’échelle de Kolmogorov,
notée ην . Lors d’une simulation directe, DNS en anglais pour Direct Numerical Simulation,
l’écoulement est résolu à toutes les échelles jusqu’à l’échelle de Kolmogorov. Le maillage doit
avoir une longueur de maille suffisamment petite pour capter les plus petites structures de
l’écoulement. Dans les cas où le maillage ne résout pas toutes les échelles, il est nécessaire
de faire appel à un modèle de turbulence permettant de simuler cette dissipation d’énergie
par les petites échelles non résolues (Lesieur et al., 2005 ; Sagaut, 2006).

La dynamique du scalaire se caractérise par deux phénomènes : une dispersion par
convection du scalaire puis sa diffusion. Le premier effet, induit par le fluide turbulent, a pour
conséquence d’étirer les structures du scalaire, de générer des fluctuations à des échelles de
plus en plus petites et d’amplifier ses concentrations locales. De manière similaire au fluide,
l’échelle de Batchelor, notée ηκ, décrit l’échelle de concentration d’un scalaire à partir de
laquelle la diffusion moléculaire devient prédominante (Batchelor, 1958). Là encore, cette
échelle ne dépend que des caractéristiques du fluide, dont la viscosité et du coefficient de
diffusion, noté κ. Cette diffusion permet une dissipation des variations, localement fortes,
du scalaire.
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Le nombre de Schmidt, sans dimension, est défini par le rapport entre la viscosité du
fluide et le coefficient de diffusion du scalaire, Sc = ν/κ. Dans la plupart des fluides, le
nombre de Schmidt est grand, au moins égal à 1. Ce nombre permet de relier les échelles
de dissipation du fluide et du scalaire à travers la relation :

ηκ
√
Sc = ην .

En pratique, l’échelle de Batchelor est donc (beaucoup) plus petite que l’échelle de Kolmo-
gorov. Cela implique que le transport du scalaire développe des structures plus petites que
les plus petites structures développées par le fluide. Pour de grands nombre de Schmidt,
la dynamique du scalaire est essentiellement donnée par l’advection du scalaire sous l’effet
du fluide. Un cadre théorique décrit l’influence du nombre de Schmidt sur des quantités
statistiques du scalaire. En particulier, la décroissance du spectre de variance du scalaire,
en fonction du nombre d’onde k, est modélisé par une loi de puissance en k−5/3 qui est asso-
ciée au transfert d’énergie en cascade vers les petites échelles. Cette décroissance est suivie
d’une loi en k−1 puis de la dissipation par les plus petites échelles. Cette lente décroissance
renforce la nécessité d’une résolution des petites échelles de l’écoulement.

1.3.3. Formulation mathématique

Un problème de transport d’un scalaire dans un fluide incompressible turbulent est
modélisé par les équations de Navier-Stokes (1.10) pour la partie fluide et une équation
de convection et diffusion pour le transport du scalaire. Ces deux parties sont liées par le
champ de vitesse. Le problème consiste en le système d’équations suivant, en considérant
une densité ρ = 1 et en l’absence de forces extérieures f e = 0 :





divu = 0,

Du

Dt
=

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
= −∇P + ν∆u,

Dθ

Dt
=
∂θ

∂t
+ (u · ∇)θ = κ∆θ

(1.37)

Les trois inconnues du problème sont le champ de vitesse u, la pression P et le scalaire
passif θ.

Dans le cadre d’un scalaire actif, l’effet sur l’écoulement est généralement pris en compte
à travers une force f θ présente au second membre de la seconde équation du système. Ici,
à travers le couplage faible entre les deux parties, nous obtenons une décomposition du
problème global en deux sous-problèmes quasi indépendants. En effet, le champ de vitesse
peut être vu simplement comme une donnée d’entrée du problème de transport de scalaire.

Conclusion

À partir d’un même problème mathématique, différentes méthodes numériques peuvent
être envisagées. Le choix de l’une ou l’autre dépend des objectifs visés, des applications
considérées et des architectures de calcul disponibles. Dans ce chapitre, nous avons exposé
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les grandes lignes des méthodes classiques relativement à la résolution d’un problème de
mécanique des fluides. L’utilisation d’une méthode numérique permet de discrétiser un
problème continu pour en approcher une solution. Leur point commun est que la précision de
la solution dépend de la finesse de la discrétisation et de l’ordre d’approximation du schéma
numérique. Ces deux paramètres ont une forte incidence sur le temps de calcul. Ce dernier
peut rapidement devenir prohibitif en l’absence d’utilisation de techniques de parallélisation
et d’optimisation du code. L’exploitation des machines de calcul, dont l’architecture peut
être fortement hétérogène, dans le cadre du calcul intensif, implique une prise en compte
du matériel et des technologies employées dès la conception des algorithmes. L’importance
de cette prise en compte est encore plus grande lors de l’utilisation d’une grande quantité
de ressources, notamment dans la perspective de l’évolution des machines vers l’exascale.
Le transport d’un scalaire passif par un écoulement turbulent nous conduit à résoudre un
problème, composé de deux parties assez indépendantes, présentant plusieurs échelles. Dans
la suite, nous mettons en place une résolution basée sur différentes méthodes ainsi que des
algorithmes multiéchelles.
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2. Méthode particulaire pour
l’équation de transport

Comme nous l’avons exposé dans le chapitre 1, la modélisation du transport d’un scalaire
passif dans un écoulement turbulent s’effectue à l’aide un système d’équations continues
constitué des équations de Navier-Stokes et d’une équation d’advection-diffusion du scalaire.
Ces deux équations présentent une équation de transport, une pour la vorticité et l’autre
pour le scalaire. Parmi les différentes techniques de résolution possibles, ce travail se base
sur le développement d’une méthode semi-Lagrangienne. En effet, elle permet de combiner
les avantages des méthodes Lagrangiennes tout en se basant sur une structure de donnée
régulière. Ainsi, cette méthode nous permet de choisir de grands pas de temps pour la
réalisation de simulations numériques tout en bénéficiant de la régularité des données liée
à la présence de la grille sous-jacente.

Dans une première partie de ce chapitre, nous présenterons un état de l’art des méthodes
particulaires semi-Lagrangiennes. Elles consistent en une méthode Lagrangienne avec une
étape de remaillage systématique à chaque itération permettant de remédier aux éventuels
problèmes de distorsions du champ de particules. Elles se distinguent des méthodes semi-
Lagrangiennes classiques (backward) par une descente des caractéristiques. Cette méthode
particulaire semi-Lagrangienne (forward) explicite peut être formalisée comme un schéma
aux différences finies à travers le remaillage. Une analyse des schémas ainsi obtenus est pos-
sible en utilisant une approche propre à la méthode des différences finies. Nous présenterons
également les différentes techniques de construction des formules de remaillage ainsi qu’un
exemple d’implémentation.

Dans une seconde partie, nous proposerons une méthode systématique pour obtenir des
méthodes particulaires semi-Lagrangiennes d’ordres élevés. L’augmentation de l’ordre est
obtenu par l’utilisation de formules de remaillage ayant une forte régularité et conservant un
grand nombre de moments. Une nouvelle méthode de construction de ces formules permet
de produire des formules d’ordre arbitraire. Des analyses de stabilité et consistance seront
réalisées pour la méthode semi-Lagrangienne utilisant cette classe de formules de remaillage.
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

2.1. Méthode particulaire avec remaillage

2.1.1. Deux classes de méthodes semi-Lagrangiennes

À l’origine, les méthodes semi-Lagrangiennes ont été développées pour la résolution
d’écoulements dominés par l’advection, essentiellement dans le domaine de la météorologie
(Staniforth et al., 1991). Leur principe général est basé sur l’exploitation des caractéristiques
en chaque point d’une grille et de combiner les avantages des méthodes Eulériennes et La-
grangiennes. En effet, elles reposent sur le fait que la quantité transportée est invariante le
long des caractéristiques. Dans une méthode semi-Lagrangienne rétrograde classique (ba-
ckward semi-Lagrangian method en anglais) la résolution consiste à remonter la trajectoire
depuis un point de grille et interpoler la quantité transportée au point de départ. Le résultat
de l’interpolation donne directement la valeur de la quantité au point de grille considéré.

Une seconde classe dont principe est similaire repose sur une descente des caracté-
ristiques est appelée forward semi-Lagrangian method. Après intégration de l’équation de
mouvement, l’étape de distribution de la quantité transportée sur les points de grille est
réalisée de manière implicite et nécessite la résolution d’un système dont la complexité dé-
pend de la nature de l’interpolation employée. La seule différence se situe dans le traitement
des contributions sur les points de grille. Une comparaison avec la méthode classique a été
proposée par Crouseilles et al. (2009) sur différents modèles d’équations de Vlasov pour la
simulation de plasmas. Nous illustrons les deux classes de méthodes par les figures 2.1.

(a) Backward (b) Forward

Figure 2.1. – Méthodes semi-Lagrangiennes

La méthode particulaire avec remaillage que nous détaillons dans la suite de ce chapitre
est très similaire à la méthode forward mais en utilisant un schéma explicite. Notre méthode
permet facilement de monter en ordre et est conservative.
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2.1. Méthode particulaire avec remaillage

2.1.2. Principe général de la méthode particulaire avec
remaillage

Une méthode particulaire permet de résoudre une équation de transport :

∂u

∂t
+ div(au) = 0, (2.1)

où la quantité u est transportée à vitesse a. Comme nous l’avons évoqué en section 1.1.2,
la quantité u est discrétisée sur un ensemble de particules et est approchée en tout point
de l’espace par l’expression :

u(x) =
∑

p

upWε(x− xp),

avec up la quantité portée par la particule p, Wε une fonction de régularisation et xp la
position d’une particule. L’évolution des particules est soumise au champ de vitesse de
l’écoulement et leurs trajectoires sont données par les équations :

dxp
dt

= a(xp, t).

La présence d’un éventuel second membre dans l’équation de transport (2.1) se traduit
par une équation d’évolution de la quantité transportée par les particules. Par exemple, pour
une équation de transport de vorticité ω à vitesse u, issue des équations de Navier-Stokes :

∂ω

∂t
+ u · ∇ω = ω · ∇u+ ν∆ω,

le second membre conduit aux équations suivantes :

dωp
dt

= ωp∇u(xp) + ν∆ω(xp).

Un inconvénient bien connu des méthodes particulaires est qu’au cours de l’évolution
de la simulation, les particules ont des trajectoires qui suivent le champ de vitesse. Par
conséquent, il peut arriver que ces particules se retrouvent trop éloignées les unes des autres
ou inversement regroupées dans une petite région du domaine. Ainsi, selon les zones de
l’écoulement, on assiste à une dégradation de la représentation des champs par manque ou
excès de particules. Un contrôle du recouvrement des particules est alors nécessaire pour
assurer de la convergence de la méthode. Dans de nombreuses implémentations de cette
méthode, une redistribution des particules sur une grille est appliquée régulièrement au cours
de la simulation afin de garantir un recouvrement suffisant et les propriétés de consistance
de la méthode (Koumoutsakos et al., 1995). Une méthode semi-Lagrangienne est obtenue
lorsque le remaillage est effectué systématiquement après chaque étape d’advection. Cela
permet également une représentation des variables sur la grille et d’exploiter des méthodes
de décomposition de domaine (Cottet, 1991 ; Ould Salihi et al., 2000 ; Cottet et al., 2000 ;
Cocle et al., 2008), d’adaptation automatique de maillage (Bergdorf et al., 2005) ou de
multirésolution basée sur des ondelettes (Bergdorf et al., 2006). Ainsi, les termes au second
membre des équations de transport peuvent être résolus sur la grille et non sur les particules.
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

Par conséquent, la quantité transportée par les particules est conservée lors de l’advection
car la trajectoire des particules suit les caractéristiques et on a :

dup
dt

= 0.

Ainsi, dans ce type de méthode, les particules sont créées au début de chaque étape d’ad-
vection et sont détruites par le remaillage. En pratique, on ne crée des particules qu’aux
points de grille où la quantité transportée par les particules est supérieure à une certaine va-
leur seuil fixée à l’avance. Cela permet d’éviter le traitement, par advection puis remaillage,
de particules dont la quantité transportée est nulle ou négligeable.

Le remaillage consiste en une interpolation des particules sur la grille à l’aide d’un
noyau de remaillage, également appelé formule de remaillage. Le cas multidimensionnel
est généralement traité par produit tensoriel de noyaux monodimensionnels. Cependant,
comme nous le verrons par la suite, ces formules ont généralement un coût arithmétique
élevé en 3D si des noyaux avec un large support sont utilisés. La figure 2.2 illustre une étape
de résolution pour un cas 2D où la taille des disques représente les valeurs portées par les
particules. Après un déplacement des particules selon le champ de vitesse représenté par
les flèches en trait épais sur la figure 2.2b, les particules sont remaillées sur les S points de
grille voisins. Les contributions d’une particule sur les points de grille sont représentées par
des flèches en trait fin. La particule colorée sur la figure 2.2a est répartie dans les valeurs
des points de grille colorés selon la contribution sur la figure 2.2c.

(a) Instant tn (b) Advection et remaillage (c) Instant tn+1

Figure 2.2. – Remaillage par produit tensoriel

Magni et al. (2012) proposent une alternative à la résolution multidimensionnelle basée
sur un splitting dimensionnel. Cette méthode permet de découpler les directions spatiales à
travers la résolution de problèmes monodirectionnels en alternant les directions. Le splitting
de Strang, d’ordre deux en temps, conduit à résoudre, pour un problème 2D, une première
direction sur l’intervalle [tn; tn+1/2[, la seconde direction sur un pas de temps complet et re-
venir à la première direction pour terminer l’itération sur [tn+1/2; tn+1[. En trois dimensions,
l’algorithme est identique, toutes les étapes sont réalisées sur des demi pas de temps excepté
la troisième direction. Nous illustrons ce splitting dimensionnel en figure 2.3 en utilisant les
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2.1. Méthode particulaire avec remaillage

mêmes conventions que pour l’illustration précédente. Dans un souci de clarté, l’exemple
ne concerne qu’un splitting du premier ordre qui, selon le même principe, consiste en une
alternance des directions pour des pas de temps complets. À chaque étape, une particule est
remaillée seulement sur les S points voisins dans la direction concernée, soit respectivement
3S et 5S contributions par particule pour une itération complète de la formule de Strang
en 2D et en 3D, au lieu de S2 et S3 pour un remaillage tensoriel.

(a) Instant tn (b) Advection et remaillage, di-
rection X

(c) État intermédiaire

(d) Advection et remaillage, di-
rection Y

(e) Instant tn+1

Figure 2.3. – Remaillage par splitting dimensionnel du premier ordre

À travers l’utilisation d’un splitting dimensionnel de Strang, la résolution d’une équation
de transport multidimensionnelle se réduit à une succession de problèmes 1D. Cela permet
d’obtenir un coût de calcul proportionnel au nombre de particules dont la constante mul-
tiplicative dépend uniquement de la formule de remaillage. Dans un remaillage tensoriel,
chaque particule contribue une fois par itération à S3 (S2) points de grilles voisins en 3D
(2D). En revanche, dans notre cas, une itération est constituée de plusieurs étapes dans
lesquelles une particule contribue simplement aux S points de grille. D’autres avantages en
termes de complexité algorithmique seront donnés ultérieurement.
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

2.1.3. Cas monodimensionnel

La méthode semi-Lagrangienne d’advection avec remaillage est donnée ici pour une
équation de transport monodimensionnelle :

∂u

∂t
+

∂

∂x
(au) = 0. (2.2)

On note la vitesse, a et la quantité transportée par les particules, u. À chaque instant, ces
deux variables sont connues en chaque point de la grille.

À chaque itération temporelle de la méthode, les particules sont initialisées à un instant
tn, en chaque point de grille x̃ni = xi avec ũni = uni pour la quantité transportée. Puis l’équa-
tion de mouvement est résolue pour chaque particule à l’aide d’un schéma d’intégration en
temps. La nouvelle position de la particule i, x̃n+1

i est la solution du problème suivant :




dx̃i
dt

= a(x̃i) t ∈ [tn, tn+1[,

x̃ni = xi.
(2.3)

En pratique, pour chaque particule, le problème (2.3) est résolu par un schéma d’inté-
gration explicite. La vitesse de la particule i, a(x̃i), est supposée constante tout au long de
l’intervalle de temps [tn; tn+1[ et son approximation est notée ãn(x̃i). Dans un cadre multié-
chelle, la vitesse est connue sur une grille plus grossière que celle du scalaire, on utilise alors
une interpolation linéaire du champ de vitesse pour obtenir l’approximation ãn en un point
de la grille fine. Dans le cas d’une même résolution pour les deux grilles, l’approximation
du champ de vitesse sur un point de grille est directement donnée par la valeur de la vitesse
en ce point, sans interpolation, ãn(xi) = ani . Pour une intégration du premier ordre, avec
un schéma d’Euler, la position de la particule après advection s’exprime par :

x̃n+1
i = xi + ani ∆t. (2.4)

Comme nous l’avons exposé précédemment, un splitting de Strang du second ordre est
utilisé pour les cas multidimensionnels. Cela implique l’utilisation d’un schéma d’intégration
d’ordre plus élevé afin de conserver le second ordre en temps. En utilisant un schéma de
Runge-Kutta, du second ordre, la position de la particule est donnée par l’expression :

x̃n+1
i = xi + ãn

(
xi + ani

∆t

2

)
∆t. (2.5)

Ici encore, la valeur du champ de vitesse ani n’est utilisée directement que dans les cas d’une
même résolution pour la vitesse et le scalaire, sinon une interpolation linéaire supplémentaire
est nécessaire.

Après déplacement des particules, l’étape de remaillage permet de redistribuer les quan-
tités portées par les particules sur la grille. Cette étape est réalisée à l’aide du noyau de
remaillage W :

un+1
i =

∑

p

unpW

(
x̃n+1
p − xi

∆x

)
(2.6)
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2.1.4. Lien avec la méthode des différences finies

Comme nous l’avons vu précédemment, une particule initialement au point de grille
xp se retrouve après advection, par la résolution de (2.3), en position x̃p, transportant la
quantité up. Ensuite la particule est remaillée sur les 2S points de grille voisins de x̃p par
un noyau de remaillage Λp,r. Si on note xi le point de la grille le plus proche à gauche de
x̃p, la quantité up est distribuée sur les points de grille d’indices [i − S + 1; i + S], comme
l’illustre la figure 2.4.

Particules

Grille
i− 2 i− 1 i i+ 1 i+ 2 i+ 3

x̃p

Figure 2.4. – Remaillage d’une particule pour un noyau de support [−2; 2]

De même, un point de la grille se voit collecter toutes les contributions de particules
situées à sa proximité indépendemment du nombre de particules. En effet, le nombre de
particules par cellules peut changer (c.-à-d. être différent de un) selon les variations locales
du champ de vitesse. Toutefois, les particules ne peuvent se croiser au cours de l’advection
lorsque le pas de temps est contraint par une condition CFL Lagrangienne :

∆t||a′||∞ 6 C (2.7)

Particules

Grille
i

Figure 2.5. – Remaillage sur un point de grille pour un noyau de support [−2; 2]

La méthode d’advection suivie d’un remaillage montre une similarité avec la méthode
des différences finies. Nous l’illustrons sur un exemple linéaire simple, lorsque le nombre CFL
des particules, λi = ai∆t/∆x, est inférieur à 1 et que la vitesse est positive. En utilisant la
formule de remaillage à deux points (2.10), les poids sont donnés par :

αi = 1− λi, βi = λi.

Cette configuration est schématisée sur la figure 2.6.

αi−1 βi−1 αi βi

λi−1 λi λi+1

i− 1 i i+ 1

i− 1 i i+ 1

Instant tn

Instant tn+1

Advection

Remaillage

Figure 2.6. – Analogie entre le remaillage et les différences finies
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

À l’issue du remaillage, le point de grille d’indice i collecte des contributions des parti-
cules i− 1 et i :

un+1
i = βi−1u

n
i−1 + αiu

n
i

= λi−1u
n
i−1 + (1− λi)uni

=
ani−1u

n
i−1∆t

∆x
+ uni −

ani u
n
i ∆t

∆x
On reconnaît ici aisément un schéma aux différences finies du premier ordre consistant avec
l’équation de transport :

un+1
i − uni

∆t
=

(au)ni−1 − (au)ni
∆x

Cette approche permet à Cottet et al. (2006) de démontrer le parallèle entre cette
méthode semi-Lagrangienne et le schéma de Lax-Wendroff pour l’équation de Burgers. Les
auteurs distinguent les cas linéaires et non linéaires. Pour une équation à vitesse constante,
l’utilisation d’une formule de remaillage de support [−1.5; 1.5] conservant les trois premiers
moments conduit, lorsque la CFL est inférieure à 1/2, à un schéma aux différences fines de
Lax-Wendroff. Pour une CFL dans [1/2; 1], le schéma obtenu est décentré. Une formule de
remaillage de support [−2; 2] conservant quatre moments est également analysée et conduit
à un schéma d’ordre 3. Le cas non linéaire est bien plus complexe et n’est étudié que pour la
formule Λ2 et une CFL inférieure à 1/2. Le schéma aux différences finies obtenu est d’ordre
deux si les particules sont advectées avec un schéma également d’ordre deux. Un point
intéressant de cette étude est que l’ordre des schémas obtenus ne dépend pas explicitement
de la formule de remaillage mais simplement du nombre de moments qu’elle conserve.

L’exploitation des outils de la méthodologie des différences finies permet à Cottet et
al. (2009b) de développer des limiteurs pour les formules de remaillage Λ2. Les auteurs se
restreignent à des CFL inférieures à 1 dans les cas linéaires et non linéaires pour l’équation
de Burgers. En pratique des CFL plus grandes sont traitées en deux étapes. Les particules
sont d’abord advectées sans remaillage sur la partie entière de la CFL puis advectées et
remaillées avec une CFL inférieure à 1.

Plus récemment, Magni et al. (2012) étendent la construction de formules de remaillage
avec limiteurs d’ordre 2 et 4 corrigées pour pouvoir traiter le cas de grands pas de temps.
En effet, lors d’une advection avec une CFL supérieure à 1, les nombres CFL peuvent
varier d’une particule à l’autre ce qui entraîne une perte de consistance avec l’équation de
transport. L’idée développée consiste en un regroupement des particules en blocs selon leur
nombre CFL local. Les particules d’un même blocs sont remaillées soit avec une formule
de remaillage centrée soit décentrée à gauche. Ainsi, au sein des blocs, la consistance est
assurée directement. Par contre, entre deux blocs de types différents, la consistance de la
méthode nécessite une correction des formules de remaillage selon les nombres CFL locaux
des particules à l’interface entre les blocs. Les corrections consistent en une modification du
nombre de points de grille sur lesquels ces particules sont remaillées. La consistance pour
les grands pas de temps conduit à des formules de remaillage de plus grande complexité
algorithmique du fait de l’étape de construction des blocs et de choix de la correction à
appliquer.

Enfin, Weynans et al. (2013) proposent une extension des formules de remaillage avec
limiteurs dans le cas non linéaire pour une vitesse de signe quelconque. Les auteurs pro-
posent également une preuve de convergence de la méthode en utilisant leurs schémas. Cette
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démonstration est réalisée dans le cadre de la résolution d’une équation de Burgers. Il s’agit,
à notre connaissance, de la seule preuve de convergence des méthodes particulaires pour
l’équation de Burgers.

2.1.5. Construction des formules de remaillage

Du fait de leur nature, les méthodes particulaires sont adaptées à la résolution d’équa-
tions de conservation. Il est donc impératif que le remaillage, par l’équation (2.6), possède
également ces propriétés de conservation des moments des quantités transportées. Mathé-
matiquement le moment discret d’ordre p d’une quantité u est défini par :

∑

i

xpi ui. (2.8)

Par conséquent, un noyau de remaillage doit satisfaire les égalités de conservation des mo-
ments discrets d’ordre α suivantes :

∑

i

xαi u
n+1
i =

∑

i

xαi u
n
i , 0 6 α 6 p,

ou encore, en utilisant la relation (2.6) :
∑

k∈Z
kαW (x− k) = xα, 0 6 α 6 p, x ∈ R. (2.9)

Construction à partir des moments discrets

La première catégorie de noyaux est obtenue directement à partir des relations (2.9) et
les noyaux sont notés Λp, pour un noyau conservant les moments d’ordre 0 à p. Le support
est fixé à une largeur égale à p+ 1 et le noyau est défini par une fonction polynomiale par
morceaux de p + 1 polynômes de degrés p. Les p2 + p coefficients sont alors obtenus de
manière à vérifier les relations (2.9). Cette méthode permet notamment d’obtenir le noyau
d’interpolation linéaire :

Λ1(x) =

{
1− |x| si |x| 6 1

0 sinon
(2.10)

Les quatre premiers noyaux de cette classe sont représentés en figure 2.7. Comme le montre
la figure 2.7, certains de ces noyaux ne sont pas continus. Les pertes de précisions numérique
dues au manque de régularité de ces noyaux ont été étudiées par Cottet et al. (2009b).
L’ordre du remaillage peut être conservé à l’aide de corrections locales.

Construction à partir de B-splines

Une seconde classe de noyaux est obtenue à partir de B-splines régulières (Schoenberg,
1946) :

Mp(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

(
sin ξ/2

ξ/2

)p
eiξxdξ. (2.11)
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Figure 2.7. – Noyaux de remaillage de type Λp

Ainsi un noyau Mp sera de classe Cp−2 avec un support de largeur 2p − 3. La figure 2.8
représente quelques noyaux de type Mp. On remarque que M1 est la fonction chapeau
de support [−1/2; 1/2] et que M2 = Λ1. Cependant, ces noyaux ne permettent qu’une
conservation des deux premiers moments uniquement.

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

M1(x)
M2(x)
M4(x)
M8(x)

Figure 2.8. – Noyaux de remaillage de type Mp

Extrapolation à partir de noyaux réguliers

En utilisant l’extrapolation de Richarson, Monaghan (1985) produit des noyaux basés
sur les fonctionsMp et leurs dérivées afin d’obtenir des ordres plus élevés en conservant leur
régularité. On construit alors un noyau de la forme W (x) =

∑p/2
c=0 ckx

kM
(k)
p (x). Les coeffi-
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cients ck sont obtenus de telle sorte que le nouveau noyau vérifie les conditions suivantes :
∫
W (x)dx = 1,

∫
xαW (x)dx = 0, 1 6 α 6 p,

ce qui conduit à la résolution d’un système linéaire. Seules les contraintes pour α pair sont
à considérer, car les moments impairs sont nuls par symétrie des noyaux. Par exemple, pour
le noyau M4, on est ramené à la résolution du système :

( ∫
M4(x)dx

∫
xM ′4(x)dx∫

x2M4(x)dx
∫
x3M ′4(x)dx

)(
c0

c1

)
=

(
1 −1

1/3 −1

)(
c0

c1

)
=

(
1
0

)
,

dont la solution est c0 = 3/2 et c1 = 1/2. On obtient donc le noyau noté M ′4. Par construc-
tion, ce noyau est de classe C1, comme M4 est C2, mais il conserve les moments jusqu’à
l’ordre 3. Il est utilisé dans la plupart des implémentations depuis la fin des années 90
(Koumoutsakos, 1997 ; Ould Salihi, 1998).

M ′4(x) =
1

2

(
3M4(x) + x

dM4

dx
(x)

)

M ′4(x) =





1− 5
2 |x|2 + 3

2 |x|3 si |x| 6 1
1
2(1− |x|)(2− |x|)2 si 1 < |x| 6 2

0 sinon
(2.12)
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Figure 2.9. – Noyaux de remaillage type M ′p

Un comparatif de ces différents noyaux est donné dans le tableau 2.1 en termes de
moments conservés, de régularité, de largeur de support et de degré polynomial.
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Nom Moment maximal conservé Régularité Support Degré

Λ1 1 C0 [−1; 1] 1
Λ2 2 - [−1, 5; 1, 5] 2
Λ3 3 C0 [−2; 2] 3
Λ4 4 - [−2, 5; 2, 5] 4

M1 1 - [−0, 5; 0, 5] 0
M2 1 C0 [−1; 1] 1
M4 1 C2 [−2; 2] 3
M8 1 C6 [−4; 4] 7

M ′4 2 C1 [−2; 2] 3
M ′5 3 C2 [−2, 5; 2, 5] 4
M ′8 4 C4 [−4; 4] 7

Tableau 2.1. – Comparatif des différents noyaux de remaillage de la littérature.

2.1.6. Exemple d’implémentation

La principale implémentation de méthodes semi-Lagrangiennes (également appelées mé-
thodes particules-grille) a été proposée par Sbalzarini et al. (2006). La librairie PPM (Pa-
rallel Particle-Mesh) repose sur une unification de méthodes de grilles et de méthodes par-
ticulaires à travers des interpolations entre les particules et la grille. Cette librairie propose
une interface pour l’exploitation de machines à mémoire distribuée de manière transparente
pour l’utilisateur. Le parallélisme est géré par des méthodes de décomposition de domaine
et d’adaptation de charge. Des algorithmes efficaces pour l’évaluation des interactions entre
particules, des méthodes de grilles globales utilisant des FFT et des solveurs multigrille ainsi
que des interpolations entre les particules et la grille conduisent à de bonnes performances
numériques.

Dans la suite de ce chapitre nous exposons une méthode de construction de formules
de remaillage dont les propriétés de régularité et du nombre de moments conservés sont
choisis arbitrairement. Nous considérons ensuite ces formules dans des études de consis-
tance et de stabilité des schémas ainsi obtenus. Nous observons que l’ordre de la méthode
semi-Lagrangienne dépend directement du nombre de moments conservés par la formule
de remaillage ainsi que de sa régularité. Les détails techniques des étapes d’advection et
remaillage propres à l’implémentation seront donnés dans les chapitres 5 et 6.

2.2. Advection semi-Lagrangienne d’ordre élevé

2.2.1. Construction de formules de remaillage d’ordre élevé

Une caractéristique intéressante des noyaux de type Λp est la propriété d’interpolation
suivante :

Λp(x) =

{
1, si x = 0

0, si x ∈ Z∗.
(2.13)

42



2.2. Advection semi-Lagrangienne d’ordre élevé

Cette propriété permet une conservation exacte de la quantité remaillée pour les particules
dont la position coïncide avec un point de grille, en particulier si la vitesse est nulle. En
pratique, l’utilisation de noyaux possédant cette propriété donne des résultats plus précis.
Cependant, les noyaux réguliers de type Mp et M ′p perdent cette propriété. Dans cette
section, nous donnons une méthode de construction de noyaux de remaillage d’ordre élevé,
réguliers et vérifiant la propriété (2.13). Le principe est similaire à celui employé pour la
construction des noyaux de type Λp, donnée en Section 2.1.5. Il s’agit de trouver une fonction
vérifiant les propriétés suivantes :

P1 : parité ;

P2 : support compact [−S, S] ;

P3 : polynomiale par morceaux de degré q sur les intervalles entiers ;

P4 : régularité Cr ;

P5 : conservation les moments jusqu’à l’ordre p, selon l’égalité (2.9) ;

P6 : vérification de la propriété d’interpolation (2.13).

Ces propriétés conduisent à l’expression d’une régularité des noyaux Λp,r en terme d’es-
paces fonctionnels :





Λp,r ∈ C∞ (]l, l + 1[) , l ∈ Z,

Λp,r ∈W r+1,∞(R) =
{
f ∈ L∞(R),∀l ∈ N∗, l 6 r + 1,Dlf ∈ L∞

}
,

(2.14)

où Dlf est la dérivée d’ordre l de f au sens des distributions.

Les propriété P1, P2 et P3 permettent de restreindre la recherche à seulement S po-
lynômes de degré q, soit S(q + 1) coefficients inconnus. Le noyau s’écrit donc de manière
générale :

Λp,r(x) =

{
Qi(x), si i 6 |x| < i+ 1, i = 0 . . . S − 1

0 sinon,

avec

Qi(x) =

q∑

k=0

cik|x|k.

Avec ces notations, la propriété P4 implique que q > r ainsi que les (r + 1)(S + 1)
contraintes de raccords entre les polynômes aux points de coordonnées entières du support :

Q
(j)
i (i+ 1) = Q

(j)
i+1(i+ 1), 0 6 j 6 r, 1 6 i 6 S − 1,

Q
(j)
0 (0) =

{
1 si j = 0

0 sinon
, 0 6 j 6 r,

Q
(j)
S−1(S) = 0, 0 6 j 6 r.

Les p+1 égalités polynomiales imposées par la propriété P5 se traduisent par (1+p)(q+1)
contraintes sur les coefficients polynomiaux. Cependant, par parité des noyaux, les moments
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

Nom Moment maximal conservé Régularité Support Degré

Λ2,1 2 C1 [−2; 2] 3
Λ2,2 2 C2 [−2; 2] 5

Λ4,2 4 C2 [−3; 3] 5
Λ4,4 4 C4 [−3; 3] 9

Λ6,4 6 C4 [−4; 4] 9
Λ6,6 6 C6 [−4; 4] 13

Λ8,4 8 C4 [−5; 5] 9

Tableau 2.2. – Comparatif de quelques noyaux de remaillage de type Λp,r.

d’ordre impair ne conduisent pas à des contraintes supplémentaires car elles sont vraies
quelque soient les coefficients cik. On ne retient donc que (1 + [p/2])(q + 1) contraintes.
Enfin, la propriété d’interpolation conduit à S − 1 contraintes supplémentaires, les valeurs
aux points de coordonnées 0 et S étant redondantes avec les contraintes issues de P4. Nous
avons donc au total S(r+ 2) + (1 + [p/2])(q+ 1) + r contraintes. Des solutions uniques sont
envisageables si :

S(q + 1) 6 S(r + 2) + (1 + [p/2])(q + 1) + r. (2.15)

Pour un couple de (S, q) donné et en considérant l’ordre p et la régularité r comme fixés,
l’ensemble de ces contraintes conduit à un système linéaire dont les inconnues sont les
coefficients polynomiaux cki . Comme les contraintes de conservation des moments d’ordre
impair sont vérifiées par parité, un choix naturel est de prendre p pair. Dans ce cas, en
prenant S = 1 + p/2, l’inégalité 2.15 est vérifiée car S(r + 2) + r > 0. Expérimentalement,
nous obtenons des solutions uniques en prenant, en plus des deux hypothèses précédentes,
q = 2r + 1. Les noyaux obtenus par cette méthode sont notés Λp,r. Nous retrouvons le
noyau M ′4 = Λ2,1 ainsi que le noyau Λ4,2 qui a été introduit par Bergdorf et al. (2006) sous
la notation M ′′′6 . Les caractéristiques des noyaux utilisés dans la suite sont résumées dans
le tableau 2.2 et leurs expressions sont données en annexe A. Une représentation de ces
noyaux est donnée en figure 2.10.

Cette méthode de construction de formules de remaillage permet de contrôler explici-
tement le nombre de moments conservés p ainsi que la régularité du noyau r. Ces deux
paramètres, nous le verrons au cours de l’analyse de consistance qui suit, sont en lien direct
avec la précision du schéma et l’ordre numérique de la méthode. Ainsi, une méthode d’ordre
élevé sera obtenue en utilisant des formules avec p et r grands. Cependant, l’augmentation
du nombre de moments conservés par les formules de remaillage conduit à un élargissement
du support des noyaux. Cela a pour conséquence qu’un plus grand nombre de points de
grille seront contenus dans le support de la formule impliquant une plus grande complexité
en terme d’accès aux données lors de l’implémentation. D’autre part, l’augmentation de la
régularité de la formule implique une augmentation du degré des polynômes constituant
les noyaux. L’incidence de cette augmentation se traduit par une plus grande complexité
numérique lors de l’évaluation de ces fonctions pour le calcul des poids de remaillage.
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2.2. Advection semi-Lagrangienne d’ordre élevé

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Λ2,1

Λ2,2

Λ4,2

Λ4,4

Λ6,4

Λ6,6

Λ8,4

Figure 2.10. – Noyaux de remaillage de type Λp,r

Utilisation des poids de remaillage

En pratique, on exprime les poids de remaillage en fonction de la distance entre la
particule et le point de grille le plus proche. Le support est découpé en intervalles de
longueur égale à la distance entre deux points de grille sur lesquels la formule s’identifie à
un polynôme. Ainsi, on a exactement un point de grille dans chaque morceau d’intervalle,
ce qui conduit à l’expression de 2S poids de remaillage. La figure 2.11 illustre l’obtention
des poids de remaillage pour une formule Λ2,1, de support de longueur 4.

Λ2,1(x) =





1− 5
2 |x|2 + 3

2 |x|3 = p0(|x|) 0 6 |x| < 1

2− 4|x|+ 5
2 |x|2 − 1

2 |x|3 = p1(|x|) 1 6 |x| < 2

0 |x| > 2

Particules

Grille

xi

y x̃p

Λ2,1(x)

x

x

x

x

p1(−x) p0(−x) p0(x) p1(x)

x-2 -1 0 1 2

y

α(y) β(y) γ(y) δ(y)

Figure 2.11. – Obtention des poids de remaillage pour une formule de support [−2; 2]
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

Lorsque xi est le point de grille le plus proche de coordonnée inférieure à x̃p, y est défini
comme la distance normalisée entre ces deux points : y = (x̃p − xi)/∆x, y ∈ [0; 1]. De ce
fait, on obtient les poids en fonction de y :





α(y) = Λ2,1(−1− y) = p1(y) = y + y2 − 1

2
y3,

β(y) = Λ2,1(−y) = p0(y) = 1− 5

2
y2 +

3

2
y3,

γ(y) = Λ2,1(1− y) = p0(1− y) =
1

2
y + 2y2 − 3

2
y3,

δ(y) = Λ2,1(2− y) = p1(1− y) = −1

2
y2 +

1

2
y3.

Les poids sont donnés pour les formules de type Λp,r en annexe A. Pour les formules
d’ordre élevé, les poids de remaillage sont de degré assez grand. Une implémentation efficace
de l’évaluation de ces polynômes est réalisée par la méthode de Horner :





α(y) = y(y(−y + 2)− 1)/2,

β(y) = (y2(3y − 5) + 2)/2,

γ(y) = y(y(−3y + 4) + 1)/2,

δ(y) = y2(y − 1)/2.

Ainsi ce schéma permet de minimiser le nombre d’opérations arithmétiques pour l’évaluation
de ces polynômes en évitant notamment le calcul des termes en yn. L’évaluation d’un
polynôme de degré q ne nécessite que 2q additions et multiplications au lieu des q(q+ 1)/2
pour un algorithme naïf.

Précision numérique du schéma d’Horner

Lors de l’évaluation d’un polynôme par le schéma d’Horner, la précision numérique
atteinte, en tenant compte des erreurs d’arrondi, dépend du degré et du conditionnement
du polynôme. L’erreur relative pour l’évaluation d’un polynôme p(x) =

∑q
i=0 aix

i par un
schéma de Horner est bornée par (Higham, 2002) :

|p(x)−Horner(p, x)|
|p(x)| 6 Kq cond(p, x) = Kq

∑q
i=0 |ai||xi|
|∑q

i=0 aix
i| .

La constante Kq dépend du degré q du polynôme et de l’erreur relative lors de l’arrondi des
nombres en virgule flottante, u = 2−53 en double précision selon la norme IEEE-754. De
manière générale, on a :

Kq = γ2q =
2qu

1− 2qu
,

et lorsque des opérations FMA (Fused Multiply and Add) sont disponibles, comme c’est le cas
sur la plupart des GPU, l’erreur est plus faible. En effet dans une FMA, la multiplication et
l’addition sont effectuées en une seule opération arithmétique conduisant à une seule erreur
d’arrondi au lieu de deux, la constante s’écrit alors :

Kq = γq =
qu

1− qu .

46



2.2. Advection semi-Lagrangienne d’ordre élevé

Les polynômes permettant de calculer les poids de remaillage pour les formules Λp,r ont
un conditionnement qui augmente fortement au voisinage de 1. Cela conduit à des erreurs
pouvant être assez grandes lorsque les particules s’approchent d’un point de grille par po-
sition inférieure (y → 1). Ce phénomène est d’autant plus marqué que l’ordre des formules
est élevé. Nous représentons sur la figure 2.12 la borne d’erreur relative pour les poids de
remaillage pour trois des formules couramment utilisées.
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Figure 2.12. – Erreur numérique maximale du schéma de Horner pour l’évaluation des
poids de remaillages pour les formules Λ2,1, Λ4,2 et Λ6,4 en double précision
(sans FMA)

Dans le cadre de ce travail, nous avons conservé le schéma de Horner pour l’implémen-
tation de ces formules.

2.2.2. Consistance de la méthode semi-Lagrangienne

Dans ce paragraphe nous démontrons la consistance du schéma d’advection et remaillage (2.4)
ou (2.5) et (2.6) lorsque la formule de remaillage est de type Λp,r, définie en section 2.2.1.
Cette démonstration est présentée dans un article paru en 2014 dans ESAIM : Mathemati-
cal Modelling and Numerical Analysis pour un schéma d’Euler, inclus en annexe B. Nous
détaillons ici le cas d’une approximation d’ordre deux de la vitesse lors de l’advection. La
démonstration suit une démarche similaire à celle de l’article, la seule différence est que les
développements sont conservés à un ordre quelconque.
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

Proposition 2.1
Soit un noyau de remaillage Λp,r de support [−S;S], vérifiant les contraintes de régu-
larité (2.14), la propriété d’interpolation (2.13) ainsi que l’égalité de conservation des
moments (2.9) jusqu’à un ordre p. Soient un champ de vitesse a et un scalaire u suffisam-
ment réguliers tels que u soit solution de l’équation de transport (2.2). Lorsque la condi-
tion (2.7) est vérifiée, α est l’ordre d’approximation du champ de vitesse et β = inf(p, r),
nous avons :

u(xi, t
n+1) = un+1

i +O(∆tα+1) +O(∆t∆xβ + ∆xβ+1). (2.16)

De plus, dans le cas où chaque cellule contient une seule particule, β = p.

Démonstration de la proposition 2.1 : L’indice p d’une particule peut être réfé-
rencé à partir de l’indice i et d’un décalage k de telle sorte que xp = xi + k∆x
et ainsi :

u(xp, t
n) =

β∑

j=0

kj∆xj

j!

∂ju

∂xj
(xi, t

n) +O(∆xβ+1). (2.17)

Ici, nous nous plaçons dans le cadre d’une grille cartésienne uniforme où xi+k =
xi + k∆x. De même, la position des particules devient :

x̃n+1
p = xi + k∆x+ ãni+k∆t,

qui se réécrit en posant λi = ãni ∆t/∆x, le nombre CFL local :

x̃n+1
p − xi

∆x
= k + λi+k.

La règle de dérivation des fonctions composées, se généralise par :

(f ◦ g)(m)(x) =
∑

|q|=m
m!cq

(
f (q1+···+qm) ◦ g

)
(x)

m∏

s=1

(
g(s)(x)

)qs
,

cq =
1

q1!1!q1q2!2!q2 · · · qm!m!qm
,

où q est le multi-indice q = (q1, q2, . . . , qm) tel que |q| = q1 + 2q2 + · · · + mqm.
En utilisant cette formule, en posant ν = ∆t/∆x et en prenant g(xi) = k + λi =
k + νãn(xi), on obtient que :

Λp,r(k + λi)
(m) =

∑

|q|=m
m!cqΛ

(q1+···+qm)
p,r (k + λi)ν

q1+···+qm
m∏

s=1

(
ãn (s)

)qs
. (2.18)

Le développement de Λp,r(k + λi+k) au voisinage de k + λi à l’ordre r est obtenu
en utilisant la relation (2.18). Cependant, comme Λp,r ∈ W r+1,∞(R), cela implique
que ||Λ(β+1)

p,r ||∞ < ∞ pour 0 6 β 6 r. Par conséquent, le développement est donc

48



2.2. Advection semi-Lagrangienne d’ordre élevé

effectué à l’ordre β = inf(p, r) :

Λp,r(k + λi+k) =

β∑

m=0

km∆xm

m!

∑

|q|=m
m!cqΛ

(q1+···+qm)
p,r (k + λi)ν

q1+···+qm
m∏

s=1

(
ãn (s)

)qs

+O


∆xβ+1||Λ(β+1)

p,r ||∞||ã(β+1)||∞
∑

|q|=β+1

νq1+q2+···+qβ+1


 .

(2.19)

D’autre part, comme q1+q2+· · ·+qβ+1 6 |q|, alors νq1+q2+···+qβ+1 6 νβ+1 6 νβ+1+ν,
le résidu précédent se réécrit en :

O
(

∆tβ+1 + ∆x∆tβ
)
.

Finalement, l’approximation du schéma (2.6) est obtenue à partir du produit des
relations (2.17) et (2.19), noté Ek :

un+1
i =

∑

k

u(xk, t
n)Λp,r(k + λi+k)

=
∑

k






β∑

m=0

km∆xm
∑

|q|=m
cqΛ

(q1+···+qm)
p,r (k + λi)ν

q1+q2+···+qm
m∏

s=1

(
ãn (s)

)qs






β∑

j=0

kj∆xj

j!

∂ju

∂xj
(xi, t

n)




+O

(
∆tβ+1 + ∆x∆tβ + ∆xβ+1

)

=
∑

k

Ek +O
(

∆tβ+1 + ∆x∆tβ + ∆xβ+1
)
.

Le produit des deux sommes d’indices m et j des termes Ek se regroupent :

∑

k

Ek =

β∑

m=0
j=0

∆xm+j

j!

∂ju

∂xj
(xi, t

n)
∑

|q|=m
cq

∑

k

km+jΛ(q1+···+qm)
p,r (k + λi)ν

q1+q2+···+qm
m∏

s=1

(
ãn (s)

)qs
.

Par dérivation de la relation (2.9), on a :
∑

k

kαΛ(δ)
p,r(k + x) =

α!

(α− δ)! (−1)δ(−x)α−δ si 0 6 δ 6 α 6 β.

Par conséquent, on a également :
∑

k

km+jΛ(q1+···+qm)
p,r (k + λi)ν

q1+q2+···+qm = di,m+j,qν
m+j ,

avec :

di,s,q =
s!(−1)q1+···+qm

(s− (q1 + · · ·+ qm))!
(−ãni )s−(q1+···+qm), si 0 6 q1 + · · ·+ qm 6 s 6 β.
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

Ce qui permet d’aboutir à :

∑

k

Ek =

β∑

m=0
j=0

∆xm+j

j!

∂ju

∂xj
(xi, t

n)
∑

|q|=m
cqdi,m+j,qν

m+j
m∏

s=1

(
ãn (s)

)qs

=

β∑

m=0
j=0

∆tm+j

j!

∂ju

∂xj
(xi, t

n)
∑

|q|=m
cqdi,m+j,q

m∏

s=1

(
ãn (s)

)qs
.

Finalement, la troncature du schéma à l’ordre α en temps donne :

un+1
i =

α∑

m=0
j=0

∆tm+j

j!

∂ju

∂xj
(xi, t

n)
∑

|q|=m
cqdi,m+j,q

m∏

s=1

(
ãn (s)

)qs

+O
(

∆tα+1 + ∆x∆tβ + ∆xβ+1
)
.

(2.20)

Advection par un schéma d’Euler

Les couples (m, j) possibles pour la première somme tels que m+ j 6 α+ 1 sont
(0, 0), (0, 1) et (1, 0). Pour m = 0, le multi-indice q se réduit à un simple indice égal
à 0. L’expression (2.20) devient :

un+1
i = u(xi, t

n)−∆tãni
∂u

∂x
(xi, t

n)−∆t(ãni )′u(xi, t
n) +O

(
∆t2 + ∆x∆tβ + ∆xβ+1

)
.

D’autre part, si le champ de vitesse est approché à l’ordre 1, on a ãni = a(xi, t
n), ce

qui donne :

un+1
i = u(xi, t

n)−∆t
∂ani u

∂x
(xi, t

n) +O
(

∆t2 + ∆x∆tβ + ∆xβ+1
)
. (2.21)

Puis, en utilisant l’équation de transport (2.2) on aboutit au résultat :

un+1
i = u(xi, t

n+1) +O
(

∆t2 + ∆x∆tβ + ∆xβ+1
)
. (2.22)

Advection par un schéma de Runge-Kutta du second ordre

Dans ce cas, en plus des termes présents pour le cas du schéma d’Euler, on ajoute
les termes correspondants aux couples (m, j) = (0, 2), (1, 1) et (2, 0).

un+1
i = u(xi, t

n)−∆tãni
∂u

∂x
(xi, t

n)−∆t(ãni )′u(xi, t
n)

+
∆t2

2

(
(ãni )2∂

2u

∂x2
(xi, t

n) + 4ãni (ãni )′
∂u

∂x
(xi, t

n)

+ 2((ãni )′2 + ãni (ãni )′′)u(xi, t
n)

)

+O
(

∆t3 + ∆x∆tβ + ∆xβ+1
)
.
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2.2. Advection semi-Lagrangienne d’ordre élevé

Pour une approximation du second ordre, on a ãni = a(xi + a(xi)∆t/2). Les
développements de ãni sont réalisés à l’ordre maximal puis injectés dans l’expression
précédente :

∆tãni = ∆tani +
∆t2

2
a(xi)a

′(xi) +O(∆t3),

∆t(ãni )′ = ∆ta′(xi) +
∆t2

2
a(xi)a

′′(xi) +
∆t2

2
a′2(xi) +O(∆t3),

∆t2(ãni )′′ = ∆t2a′′(xi) +O(∆t3),

un+1
i = u(xi, t

n)−∆t

(
ani
∂u

∂x
(xi, t

n) + (ani )′u(xi, t
n)

)

+
∆t2

2

(
(ani )2∂

2u

∂x2
(xi, t

n) + 3ãni (ãni )′
∂u

∂x
(xi, t

n)

+ ((ãni )′2 + ãni (ãni )′′)u(xi, t
n)

)

+O
(

∆t3 + ∆x∆tβ + ∆xβ+1
)
.

Par simplifications on obtient :

un+1
i = u(xi, t

n)−∆t
∂ani u

∂x
(xi, t

n) +
∆t2

2

∂

∂x

(
∂ani u

∂x

)
(xi, t

n)

+O
(

∆t3 + ∆x∆tβ + ∆xβ+1
)
.

(2.23)

Puis en utilisant l’équation de transport (2.2) on obtient finalement :

un+1
i = u(xi, t

n+1) +O
(

∆t3 + ∆x∆tβ + ∆xβ+1
)
. (2.24)

Cas d’une seule particule par cellule

Dans ce cas, le développement (2.19) peut être effectué à n’importe quel ordre,
en particulier à l’ordre β = r. La suite des calculs reste identique.

2.2.3. Stabilité de la méthode semi-Lagrangienne

Les démonstrations de la stabilité de la méthode sont données dans l’article Cottet et al.
(2014) inclus en annexe B. Les preuves sont basées sur les propriétés de décroissance des
noyaux qui sont vérifiées pour les méthodes d’ordre 2 et 4. Nous proposons ici une approche
permettant de démontrer la propriété de stabilité linéaire de la méthode pour les noyaux
de type Λp,r jusqu’à p = 8.
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

Advection à vitesse constante

Dans un premier temps, la stabilité du schéma est analysée pour un champ de vitesse
constant en espace. La démonstration se base sur le nombre CFL local : λ = a∆t/∆x,
constant. Nous définissons les suites de fonctions suivantes, pour k ∈ Z :

αk(λ) = Λp,r(k + λ), (2.25)

Ak(λ) =
∑

i

αi(λ)αi+k(λ). (2.26)

Les noyaux de remaillage étant à support compact, seuls quelques éléments de ces suites
sont non nuls.

Proposition 2.2
Les suites αk(λ) et Ak(λ) vérifient :

∑

k,l

(k − l)qαk(λ)αl(λ) = 0, et
∑

k

kqAk(λ) = 0, q 6 p. (2.27)

Démonstration de la proposition 2.2 : Le membre de gauche de la première équa-
tion se développe en :

∑

k,l

(k − l)qαk(λ)αl(λ) =
∑

k,l

q∑

m=0

Cmq k
mlq−mαk(λ)αl(λ).

La propriété (2.9) étant vérifiée pour les formules de type Λp,r, on a :
∑

k,l

kmlq−mαk(λ)αl(λ) = (−λ)m(λ)q−m,

et donc

∑

k,l

(k − l)qαk(λ)αl(λ) =

q∑

m=0

Cmq (−λ)m(λ)q−m = (λ− λ)q = 0.

La seconde équation vient du fait que Ak(λ) = A−k(λ).

Proposition 2.3
Pour un champ de vitesse a constant en espace et pour un noyau de remaillage Λp,r
de support [−S;S] vérifiant les contraintes de régularité (2.14), la propriété d’interpola-
tion (2.13) ainsi que l’égalité de conservation des moments (2.9) jusqu’à un ordre p, le
schéma de remaillage est inconditionnellement stable.

Démonstration de la proposition 2.3 : Soient I un entier tel que λ ∈ [I; I + 1[ et
µ = λ− I ∈ [0; 1[. En posant vi = uni−I , le schéma (2.6) se réécrit :

un+1
i =

∑

k

vi+kαk(µ).
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2.2. Advection semi-Lagrangienne d’ordre élevé

Montrons que ∑

i

∣∣un+1
i

∣∣2 6
∑

i

|uni |2.

En utilisant (2.27), il vient :
∑

i

∣∣un+1
i

∣∣2 =
∑

i

∑

k,l

vi+kvi+lαk(µ)αl(µ). (2.28)

La formule de remaillage possède un support [−S;S], par conséquent, seuls quelques
αk(µ) sont non nuls, pour k ∈ [−S;S−1]. Pour alléger les notations, comme µ ∈ [0, 1[
ne joue aucun rôle, il sera omis dans la suite.

∑

i

|un+1
i |2 =

∑

i

∑

k,l

vi+kvi+lαkαl

=
∑

i

(∑

k

v2
i+kα

2
k + 2

∑

k<l

vi+kvi+lαkαl

)

=
∑

i

v2
i

∑

k

α2
k +

∑

i

∑

k<l

(
v2
i+k + v2

i+l − |vi+k − vi+l|2
)
αkαl

=
∑

i

v2
i

(∑

k

α2
k + 2

∑

k<l

αkαl

)
−
∑

i

∑

k<l

αkαl|vi+k − vi+l|2.

La conservation du premier moment, par les équations (2.9), nous donne que

1 =

(∑

k

αk

)2

=
∑

k

α2
k + 2

∑

k<l

αkαl,

et donc : ∑

i

|un+1
i |2 =

∑

i

v2
i −

∑

i

∑

k<l

αkαl|vi+k − vi+l|2.

On arrive finalement à :
∑

i

|un+1
i |2 =

∑

i

|uni |2 −R,

avec

R =
∑

i

∑

k<l

αkαl|vi+k − vi+l|2 > 0

=
∑

i

∑

k

2S−1∑

j=1

αkαk+j |vi+k − vi+k+j |2

=
∑

k

2S−1∑

j=1

αkαk+j

∑

i

|vi − vi+j |2

=
2S−1∑

j=1

Aj
∑

i

|vi − vi+j |2.
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

La suite consiste à démontrer que R > 0. On définit alors les suites {δJ,i}J=1,...,2S−1
de différences successives telles que :





δ1,i = vi − vi+1,

δ2,i = δ1,i − δ1,i+1,

δJ,i = δJ−1,i − δJ−1,i+1,

(2.29)

ainsi que des sommes de termes de ces suites :

sJ,j =
∑

i

∣∣∣∣∣

j−1∑

k=0

δJ,i+k

∣∣∣∣∣

2

.

Pour J = 1, on a simplement s1,j =
∑

i |vi − vi+j |2, donc R se réécrit :

R =

2S−1∑

j=1

Ajs1,j . (2.30)

Par définition de sJ,j , on a :

sJ,j =
∑

i

∣∣∣∣∣

j−1∑

k=0

δJ,i+k

∣∣∣∣∣

2

=
∑

i

(
j−1∑

k=0

δ2
J,i+k +

j−2∑

k=0

j−1−k∑

l=1

2δJ,i+kδJ,i+k+l

)

= j
∑

i

δ2
J,i +

j−1∑

l=1

(j − l)
∑

i

2δJ,iδJ,i+l.

En utilisant la relation 2δJ,iδJ,i+l = δ2
J,i + δ2

J,i+l − |δJ,i − δJ,i+l|2, on obtient que :

sJ,j = j
∑

i

δ2
J,i +

j−1∑

l=1

(j − l)
(

2
∑

i

δ2
J,i −

∑

i

|δJ,i − δJ,i+l|2
)

=

(
j + 2

j−1∑

l=1

(j − l)
)∑

i

δ2
J,i −

j−1∑

l=1

(j − l)
∑

i

|δJ,i − δJ,i+l|2

= j2
∑

i

δ2
J,i −

j−1∑

l=1

(j − l)
∑

i

|δJ,i − δJ,i+l|2

= j2
∑

i

δ2
J,i −

j−1∑

l=1

(j − l)sJ+1,l.

Ainsi, le second terme de l’expression précédente contient j − 1 termes en sJ+1,l

dont les seconds membres contiennent au maximum j − 2 termes, pour sJ+1,j−1. Le
développement complet de sJ,j fait intervenir j − 1 niveaux de récurrence jusqu’au
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2.2. Advection semi-Lagrangienne d’ordre élevé

niveau J + j − 1. On obtient, en posant DJ =
∑

i δ
2
J,i pour alléger les notations, le

développement suivant :

sJ,j = j2DJ −
j−1∑

l=1

(j − l)sJ+1,l

= j2DJ −
j−1∑

l=1

(j − l)l2DJ+1 +

j−1∑

l=1

(j − l)
l−1∑

m=1

(l −m)sJ+2,m

=

j∑

k=1

(−1)k+1Ck,jDJ+k−1.

Avec les coefficients Ck,j définis par :

C1,j = j2;

C2,j =





j−1∑

l=1

(j − l)l2, si j > 2,

0, sinon ;

C3,j =





j−1∑

l=1

(j − l)
l−1∑

m=1

(l −m)m2, si j > 3,

0, sinon ;

C4,j =





j−1∑

l=1

(j − l)
l−1∑

m=1

(l −m)
m−1∑

n=1

(m− n)n2, si j > 4,

0, sinon ;
...

L’expression (2.30) se réécrit donc :

R =
2S−1∑

j=1

Aj

(
j∑

k=1

(−1)k+1Ck,jDk

)
,

puis en permutant les sommes, on obtient :

R =

2S−1∑

k=1

Dk




2S−1∑

j=k

(−1)k+1Ck,jAj


 . (2.31)

Deux remarques permettent de simplifier la recherche du signe de R. Première-
ment, les Dk étant positifs comme sommes de carrés, le dernier terme de la somme,
pour k = 2S−1, est toujours positif. En effet, ce terme se simplifie en D2S−1A2S−1 =
D2S−1α−SαS−1 et les α−S et αS−1 sont de même signe car on observe que les for-
mules de type Λp,r présentent une alternance de signe sur chaque intervalle entier.
Les noyaux sont positifs sur l’intervalle [−1; 1], négatifs sur [−2;−1] ∪ [1; 2] et ainsi
sur l’ensemble des intervalles entiers du support. En particulier, il est positif sur l’in-
tervalle [−S;−S + 1]∪ [S − 1;S] si S est impair et négatif sinon. Deuxièmement, en
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2. Méthode particulaire pour l’équation de transport

remarquant que les coefficients Ck,j se réécrivent comme des combinaisons linéaires
de puissances paires de j :

C2,j =
−j2

12
+
j4

12
, C3,j =

j2

90
− j4

72
+

j6

360
, C4,j =

−j2

560
+

7j4

2880
− j6

1440
+

j8

20160
,

les termes de la forme
∑
Ck,jAj s’annulent lorsque k 6 [p/2] en utilisant la propriété

de conservation des moments pairs (2.9). Ainsi, si la formule de remaillage conserve
p moments alors les [p/2] premiers termes de la somme d’indice k sont nuls. Ainsi
on obtient la majoration suivante :

R >
2S−2∑

k=[p/2]+1

Dk




2S−1∑

j=k

(−1)k+1Ck,jAj


 .

Pour toutes les formules de remaillage de type Λp,r, il a été vérifié numériquement
que :

2S−1∑

j=k

(−1)k+1Ck,jAj > 0 pour k = [p/2] + 1, . . . , 2S − 2

Ainsi nous obtenons que toutes les formules de type Λp,r données en annexe A
conduisent à une méthode stable car R > 0.

Advection à vitesse non constante

Nous donnons ici les grandes lignes de la démonstration de stabilité dans le cas général
qui est détaillée dans l’article Cottet et al. (2014) inclus en annexe B.

Proposition 2.4
Pour un champ de vitesse a suffisamment régulier et pour un noyau de remaillage Λp,r
de support [−S;S] vérifiant les contraintes de régularité (2.14), la propriété d’interpola-
tion (2.13) ainsi que l’égalité de conservation des moments (2.9) jusqu’à un ordre p et
lorsque le pas de temps est suffisamment petit vérifiant la condition (2.7), il existe une
constance C indépendante de ∆t et ∆x telle que :

∑

i

∣∣un+1
i

∣∣2 6 (1 + C∆t)
∑

i

|uni |2. (2.32)

Démonstration de la proposition 2.4 : Nous ne donnons ici que l’idée générale de
la démonstration qui est détaillée dans l’article en annexe. Lorsque la vitesse est
non constante et le pas de temps suffisamment petit (2.7), le nombre CFL local est
différent pour chaque particule :

λp =
ap∆t

∆x
.

Les particules peuvent alors être partitionnées selon l’intervalle entier auquel appar-
tient λp :

JI =
{
p ∈ Z, λp ∈ [I; I + 1[

}
. (2.33)
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Le schéma de remaillage (2.6) se réécrit :

un+1
i =

∑

I

∑

k∈JI
unkΛp,r(λk + k − i).

En posant
RI(i) =

∑

k∈JI
unkΛp,r(λk + k − i),

le membre de gauche de l’équation (2.32) devient :

∑

i

∣∣un+1
i

∣∣2 =
∑

i

∣∣∣∣∣
∑

I

RI(i)

∣∣∣∣∣

2

=
∑

i

∑

I

R2
I(i) +

∑

i

∑

I 6=I′
RI(i)RI′(i).

L’étude du premier terme est similaire à l’analyse dans le cas à vitesse constante
et se base sur le fait que dans chaque élément de la double somme, les particules
ont un nombre CFL local dans le même intervalle entier. Dans ce cas, on aboutit au
résultat : ∑

i

R2
I(i) 6

∑

i∈JI
|uni |2 + C∆t (2.34)

Dans le second terme, il apparaît des produits de la forme :

Λp,r(λk + k − i)Λp,r(λk′ + k′ − i), k ∈ JI , k′ ∈ JI′ , I 6= I ′.

Ces produits sont non nuls seulement dans le cas où les particules son suffisamment
proches après advection. De plus, chaque particule ne contribue que dans, au plus,
2S sommes RI(i). Ainsi on aboutit au résultat :

∑

i

∑

I 6=I′
RI(i)RI′(i) 6 C∆t

∑

i

|uni |2 (2.35)

Finalement, en combinant les résultats (2.34) et (2.35), on aboutit au résultat (2.32).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons détaillé la méthode de résolution que nous employons pour
résoudre une équation de transport. Nous avons vu comment l’étude des propriétés numé-
riques de la méthode semi-Lagrangienne est réalisée en exploitant la similarité de la méthode
avec celle des différences finies. En particulier, cela nous permet de produire des schémas
numériques à un ordre arbitraire en utilisant des formules de remaillage appropriées. Ces
formules possèdent, par construction, des propriétés de régularité et de conservation de
moments des quantités transportées qui sont directement liées à l’ordre de la méthode.

Cette méthode semi-Lagrangienne permet de résoudre les équations de transport pré-
sentées au chapitre 1. Les autres éléments constituant le problème de transport de scalaire
dans un fluide turbulent tels que les termes d’étirement et de diffusion ainsi que l’équation
de Poisson sont traités par d’autres méthodes. Cela conduit à l’obtention d’une méthode
hybride comme nous le verrons dans le chapitre 3.
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3. Méthode hybride pour le
transport turbulent

Dans ce chapitre nous proposons de construire une méthode hybride, utilisant la méthode
semi-Lagrangienne détaillée dans le chapitre 2, pour résoudre un problème de transport
d’un scalaire dans un fluide turbulent, exposé dans le chapitre 1. Comme nous l’avons
mentionné précédemment, ce système présente à la fois un caractère multiéchelle et un
faible couplage entre les sous-problèmes que sont la résolution du fluide et le transport du
scalaire. Ces caractéristiques nous conduisent à l’élaboration d’une méthode hybride qui est
d’une part adaptée à la résolution de ce type de problème et d’autre part capable de traiter
des résolutions importantes sur des machines massivement parallèles.

Dans un premier temps, nous décrirons l’idée générale d’une méthode hybride puis nous
donnerons quelques approches hybrides présentées dans la littérature avant de proposer la
stratégie que nous emploierons par la suite.

3.1. Idée générale d’une méthode hybride

Le principe d’une méthode hybride est d’utiliser différentes méthodes conjointement
afin de résoudre un problème complexe en exploitant les forces de chacune des méthodes.
Ainsi, le problème initial est décomposé selon ses aspects physiques en différentes parties
qui sont résolues avec des méthodes différentes. Même si chacune des méthodes est bien
connue individuellement, comme pour les méthodes exposées en section 1.1.2, le couplage
doit être étudié en détail.

La décomposition du problème global selon ses aspects physiques permet, par exemple
dans le cadre de l’étude d’interactions entre un fluide et une structure, de séparer la ré-
solution du fluide et du solide. De même pour le cas d’un transport de scalaire passif, il
est possible de séparer la résolution du fluide de celle du transport du scalaire. Enfin, nous
avons vu dans les chapitres précédents, que l’emploi d’une méthode semi-Lagrangienne pour
la résolution d’un écoulement fait intervenir une équation de transport de la vorticité ainsi
qu’une équation de Poisson permettant de calculer le champ de vitesse associé. Là encore
une décomposition peut avoir lieu pour séparer la résolution de l’équation de Poisson de
celle de l’équation de transport.
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3. Méthode hybride pour le transport turbulent

Ainsi dans une méthode hybride, les différentes parties du problème, issues de la décom-
position selon les aspects physiques et numériques, sont résolues par différentes méthodes.
Trois niveaux d’hybridation peuvent être distingués et sont détaillés dans la suite.

3.1.1. Méthode hybride en méthode numérique

Le premier niveau consiste en l’utilisation de différentes méthodes numériques. Par
exemple, pour la résolution d’un écoulement turbulent, une méthode hybride est utilisée
par Cottet et al. (2002), Cottet et al. (2009b) et Rees et al. (2011). Cette méthode consiste
en une résolution semi-Lagrangienne du transport de la vorticité combinée à une méthode
spectrale pour le calcul du champ de vitesse en fonction du champ de vorticité à partir de
l’équation de Poisson. La résolution de l’équation de Poisson par une méthode spectrale est
une alternative à celle basée sur la loi de Biot-Savart employée dans les méthodes Vortex.
Cette dernière conduit à une résolution directe sur le champ de particules, ce qui constitue
un problème à N corps à travers le calcul des interactions entre les paires de particules. Les
implémentations efficaces nécessitent la gestion d’une structure de données complexe basée
sur des arbres afin de regrouper les particules en fonction de leurs distances pour exploi-
ter les approximations multipoles rapides (méthodes FMM). Ainsi, la méthode spectrale est
bien plus simple à mettre en œuvre. Ce type de couplage entre méthodes semi-Lagrangienne
et spectrale est utilisé également pour des simulations d’écoulements en présence de solides
rigides, pris en compte par pénalisation (Coquerelle et al., 2008 ; Rossinelli et al., 2010).

D’autre part, dans le cas du transport turbulent d’un scalaire passif, des méthodes hy-
brides consistent en une résolution par méthode spectrale de l’écoulement puis un transport
du scalaire par différences finies (Gotoh et al., 2012) ou par une méthode semi-Lagrangienne
(Lagaert et al., 2012 ; Lagaert et al., 2014).

3.1.2. Méthode hybride en résolution

Un second aspect des méthodes hybrides est d’employer des grilles de résolutions diffé-
rentes pour discrétiser les équations présentes dans le modèle. Par exemple, Cottet et al.
(2009a) proposent l’utilisation d’une méthode particulaire hybride en résolution pour le
transport de scalaire. Les auteurs utilisent la même méthode semi-Lagrangienne pour ré-
soudre l’écoulement et le scalaire. Le couplage est réalisé par interpolation du champ de
vitesse pour le transport du scalaire. Dans cette méthode, le scalaire est discrétisé à une
résolution plus fine que les champs de vitesse et de vorticité. Généralement, des modèles
sous-maille sont utilisés dans le cadre de simulations des grandes échelles (LES) pour prendre
en compte la dissipation d’énergie par son transfert vers les petites échelles. Cependant, ce
modèle n’est pas suffisant pour prendre en compte les effets des plus petites échelles de
fluctuations du scalaire qui ne sont pas résolues car de taille inférieure au maillage. Cottet
et al. (2009a) montrent que l’emploi d’une méthode multiéchelle remédie naturellement à
ce problème par une simulation directe des petites échelles du scalaire tout en conduisant
à un coût de calcul similaire.

Les études menées par Gotoh et al. (2012), Lagaert et al. (2012) et Lagaert et al. (2014)
dans le cadre de l’analyse du comportement d’un scalaire transporté par un écoulement de
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turbulence homogène montrent que cette approche hybride en résolution permet d’obtenir
des résultats cohérents avec le cas d’une méthode spectrale classique, en simple résolution.
En effet, comme nous l’avons souligné dans la partie 1.3, ce problème se caractérise par la
présence de différentes échelles et la résolution du fluide à l’échelle du scalaire n’apporte pas
d’amélioration de la prise en compte de la physique de l’écoulement. Les méthodes utilisées
dans ces travaux seront détaillées plus loin, en section 3.2.

3.1.3. Méthode hybride en matériel

Comme nous l’avons vu dans la partie 1.2, les machines de calcul présentent de nom-
breuses architectures différentes. Un dernier niveau de construction d’une méthode hybride
consiste en l’exploitation des différentes architectures d’une même machine. L’idée est de
distribuer les différentes parties du problème sur différents matériels. Par exemple, dans le
cas du transport de scalaire, la résolution du fluide est effectuée sur les processeurs CPU
et le transport du scalaire est résolu sur les cartes graphiques d’une machine hétérogène.
Cette approche sera complétée plus loin dans ce chapitre et sa mise en œuvre détaillée dans
le chapitre 6.

Une combinaison de ces différents niveaux est évidemment possible. En effet, une mé-
thode hybride peut être définie par des résolutions et des méthodes différentes pour les
parties du problème. Les approches semblables de Gotoh et al. (2012) et Lagaert et al.
(2014) illustrent parfaitement ce cas de figure. Dans leurs études, le fluide est résolu par une
méthode spectrale à une résolution grossière et le scalaire par différences finies ou méthode
semi-Lagrangienne à une résolution plus fine. Les nombreuses possibilités de construction
de méthodes hybrides nécessitent quelques précisions quant à l’application au transport
de scalaire passif dans un écoulement turbulent. En effet, les caractéristiques du problème
permettent d’aiguiller les choix pour la mise en place d’une méthode hybride.

3.2. Application au transport turbulent

3.2.1. Méthodes spectrale et différences finies

Dans le cas du transport de scalaire passif, Gotoh et al. (2012) proposent une com-
paraison de leur méthode hybride avec une méthode entièrement spectrale. La méthode
hybride consiste en la résolution de l’écoulement à l’aide d’une méthode spectrale alors que
le transport du scalaire est résolu par différences finies d’ordre élevé. L’intérêt majeur de
cette approche est que les opérations non locales sur le scalaire, issues des transformées de
Fourier de la méthode spectrale, sont remplacées par des schémas locaux. Cela permet de
limiter les communications lors de l’exploitation d’un grand nombre de cœurs de calcul. Les
différentes échelles physiques présentes dans les cas à nombre de Schmidt élevé permettent
à Gotoh et al. de réaliser des simulations en multirésolution. Le fluide est calculé sur 2563

points de grille alors que 1 0243 points sont utilisés pour discrétiser le scalaire.
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Une réduction du temps de calcul est obtenue à travers ces différentes simulations. En
particulier, les auteurs obtiennent un facteur d’accélération de 1,4 grâce à l’utilisation de
leur méthode hybride au lieu d’une méthode entièrement spectrale. D’autre part, le fait de
réduire le nombre de points de 1 0243 à 2563 pour la résolution du fluide, pour Sc = 50,
leur permet d’obtenir un facteur d’accélération supplémentaire de 3. L’ensemble des calculs
ont été réalisés en utilisant 4 096 cœurs de calcul.

Une limite de cette approche est que le pas de temps reste limité par la résolution
du maillage du scalaire à travers l’expression d’une condition de CFL. Ainsi, lorsque le
problème est résolu en utilisant des grilles résolutions différentes, les auteurs sont limités à
l’utilisation d’un pas de temps dépendant de celle du scalaire.

3.2.2. Méthodes spectrale et semi-Lagrangienne

Une approche similaire a été proposée par Lagaert et al. (2012) et Lagaert et al. (2014).
Les auteurs utilisent une méthode hybride où le fluide est résolu de façon spectrale couplée
à une méthode semi-Lagrangienne pour le transport du scalaire. L’intérêt majeur est de
pouvoir bénéficier de l’avantage des méthodes particulaires dont le pas de temps n’est pas
contraint par une condition aussi restrictive que la condition CFL des méthodes Eulériennes,
dans certains cas. Cela permet à Lagaert et al. de choisir un pas de temps pour le transport
du scalaire dix fois plus grand que celui du fluide. Ainsi, dans le cas d’un grand nombre
de Schmidt, non seulement les résolutions spatiales sont différentes mais les pas de temps
aussi. Cela permet d’atteindre un facteur d’accélération approchant 40 par rapport à une
méthode entièrement spectrale avec une seule résolution, dans le cas Sc = 50 avec 2563

points pour le fluide et 1 0243 points pour le scalaire.

Toutefois, la méthode semi-Lagrangienne utilisée par Lagaert et al. reste d’un ordre
spatial plus faible (ordre 4) que le schéma aux différences finies d’ordre 8 employé par Gotoh
et al.

3.2.3. Méthodes semi-Lagrangiennes et architecture hybride

Dans ce travail, nous reprenons l’idée de Cottet et al. (2009a) pour l’utilisation d’une
méthode hybride. La méthode que nous utilisons exploite les trois niveaux d’hybridation
exposés plus haut : maillages de résolutions différentes pour le scalaire et l’écoulement, cou-
plage de méthodes de natures différentes et utilisation d’architectures matérielles différentes
pour la résolution de l’écoulement et du transport du scalaire. Nous exploitons le caractère
multiéchelle du problème avec une méthode hybride en résolution dans laquelle le scalaire
transporté est résolu de manière plus fine que la vorticité. L’écoulement est résolu par une
méthode semi-Lagrangienne pour le transport de la vorticité, avec des différences finies pour
le terme d’étirement et une diffusion spectrale. Nous calculons le champ de vitesse à par-
tir de la vorticité à l’aide d’un solveur spectral pour l’équation de Poisson. Le scalaire est
également transporté par une méthode semi-Lagrangienne avec une diffusion en différences
finies. Enfin au niveau matériel, le fluide sera résolu sur une architecture multicœurs CPU
classique et nous tirons parti de la puissance de calcul disponible dans les cartes graphiques
pour résoudre le transport du scalaire.
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Comme toutes les résolutions en temps sont effectuées par méthode semi-Lagrangienne,
cela nous permet de choisir de grands pas de temps contraints uniquement par la condition
de CFL Lagrangienne qui fait intervenir le gradient du champ de vitesse et non la taille de la
grille. D’autre part, comme nous l’avons vu en section 2.2, la méthode d’ordre élevé conduit
à l’utilisation de formules de remaillage d’une forte complexité arithmétique. En effet, le
remaillage d’une particule nécessite l’évaluation de polynômes de degré relativement élevés
en chacun des nombreux point du support. Cette complexité est maîtrisée par l’utilisation
de cartes graphiques. L’intérêt de cette approche est de pouvoir accélérer, à l’aide des GPU,
la partie la plus intensive du code dont la résolution pourra être réalisée en même temps
que l’écoulement par l’utilisation de matériels différents pour chaque partie. D’un point
de vue pratique, lors de l’exploitation de machines de calcul, il est d’usage de réserver les
cartes graphiques par nœuds complets ce qui, sur la plupart des machines, donne accès à un
nombre de cœurs CPU bien plus grand que le nombre de GPU. L’objectif d’une exploitation
efficace des ressources est envisageable à travers une utilisation simultanée des GPU et des
cœurs CPU pour résoudre respectivement le transport du scalaire et le fluide.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment une méthode hybride permet d’exploiter les
forces des différentes méthodes en fonction des caractéristiques du problème à résoudre.
Ainsi, la méthode que nous utiliserons par la suite combine la méthode semi-Lagrangienne
exposée dans le chapitre 2 avec des méthodes de grille classiques, différences fines et spec-
trales. L’idée principale de cette méthode est de profiter à la fois de la puissance de calcul
développée par les cartes graphiques et de l’algorithme de splitting dimensionnel pour réali-
ser des simulations d’ordre élevé pour le transport du scalaire. Les résultats de cette méthode
seront présentés dans le chapitre 6.

63





4. Développement d’un code
multiarchitectures

L’un des objectifs de cette thèse consiste en l’implémentation sur cartes graphiques de
la méthode particulaire avec remaillage introduite dans le chapitre 2. Cette étape s’inscrit
dans un cadre plus global de construction d’une méthode hybride, dont les principes ont été
donnés dans le chapitre 3, afin d’explorer les possibilités d’une exploitation les ressources de
machines de calcul hétérogènes telles que décrites dans le chapitre 1. Comme nous l’avons
souligné dans le chapitre 2, la méthode semi-Lagrangienne semble être bien adaptée à une
implémentation sur cartes graphiques du fait de la régularité des structures de données et
des algorithmes qui en découlent. De plus, l’utilisation de formules de remaillage d’ordre
élevé conduit à l’exécution de nombreuses opérations arithmétiques simples notamment
pour le calcul des poids de remaillage. Actuellement, de nombreuses machines de calcul
sont équipées de cartes graphiques. Cependant, comme nous l’avons vu dans le chapitre 1,
cette tendance n’est pas immuable et peut éventuellement changer dans les prochaines an-
nées du fait des évolutions technologiques des composants. Par conséquent, dans un souci
de pérennité du code, la librairie que nous développons doit pouvoir être facilement adaptée
à une nouvelle architecture tout en conservant la possibilité d’une exploitation de machines
classiques. D’autre part, la volonté d’une forte portabilité permettant de réaliser des simu-
lations à la fois sur une machine de bureau, un portable ou une machine de calcul offre
également une grande souplesse pour les différentes étapes de développement, de paralléli-
sation et de production.

Dans ce chapitre, nous présentons la librairie de calcul que nous utiliserons dans la suite
pour les simulations numériques. Dans un premier temps, nous exposerons la conception
de cette librairie qui est basée sur une stratégie de découpage sémantique en concepts
mathématiques puis en différents niveaux d’abstraction, comme suggéré par Labbé et al.
(2004). Dans un second temps, l’architecture et les moyens de programmation des cartes
graphiques sont détaillés puis nous introduirons les principes du standard de programmation
OpenCL. Enfin, l’intégration des modèles de programmation des GPU à la librairie de
calcul sera rapidement décrite. Cette étape du développement est largement facilitée par la
conception globale de la librairie.
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4.1. Développement d’une librairie de calcul
scientifique

4.1.1. Conception préliminaire

Bien que de nombreux codes numériques soient encore implémentés dans un paradigme
de programmation impérative, une tendance récente consiste à employer un paradigme de
programmation orientée objet pour le développement de codes de calcul scientifique. L’in-
térêt majeur de cette technique est de pouvoir atteindre une forte flexibilité à la fois pour
le développement mais aussi pour l’utilisation. La programmation orientée objet repose
sur une représentation des concepts et des entités du domaine d’application sous la forme
d’objets dont les interactions constituent l’exécution du programme. Le code regroupe un
ensemble de classes permettant de décrire les attributs et les méthodes des objets. L’en-
semble des valeurs des attributs constituent l’état d’un objet et les méthodes expriment les
interactions possibles avec cet objet.

La programmation orientée objet se base sur les quatre concepts fondamentaux que sont
l’encapsulation, l’héritage, l’abstraction et le polymorphisme. Leur mise en œuvre permet,
lors de la conception, de décrire les relations entre les différentes classes. Selon le principe de
l’encapsulation, les interactions avec les objets se font uniquement en utilisant ses méthodes
et non directement ses données. Cela permet de garantir l’intégrité des propriétés de l’objet
en cachant ses données. Par le principe d’héritage, il est possible de créer une classe à partir
de classes existantes pour éventuellement leur ajouter de nouvelles propriétés ou fonction-
nalités. De manière similaire, l’abstraction permet d’exposer uniquement les informations
utiles et de laisser les détails pour des niveaux d’abstractions inférieurs. Cela permet d’ac-
croître l’efficacité des objets ainsi que de réduire leur complexité. Enfin le polymorphisme
consiste en la redéfinition de méthodes à travers les classes. L’exécution d’une méthode est
réalisée par son plus proche parent dans la hiérarchie de classes si elle n’est pas définie par
la classe de l’objet. L’intérêt de l’utilisation de ce type de paradigme de programmation est
que cela permet aux utilisateurs et développeurs de manipuler des objets aussi proches que
possibles des concepts physiques ou mathématique qu’ils représentent.

La conception d’un programme orienté objet consiste en la description de l’ensemble des
classes avec leurs attributs et leurs méthodes ainsi que leurs relations. En plus de l’héritage,
des relations de composition et d’agrégation figurent parmi les plus couramment utilisées.
Elles permettent de décrire la combinaison de plusieurs éléments pour en former un plus
complexe. La composition se distingue de l’agrégation par une notion de propriété forte. Les
objets qui composent un autre plus complexe n’ont pas d’existence en dehors de ce dernier.

Découpage sémantique des concepts mathématiques

Pour le développement de codes de calculs scientifiques, il est nécessaire d’employer une
méthodologie de conception plus spécifique, comme celle décrite par Labbé et al. (2004).
Dans leur approche, les auteurs se focalisent sur la résolution de systèmes d’équations
différentielles par des méthodes d’algèbre linéaire. Ils aboutissent à une décomposition d’un
problème de résolution d’équations aux dérivées partielles générique en différents concepts :
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Problème : Il correspond au problème mathématique global que l’on cherche à résoudre ;

Opérateur : Généralisation de la notion mathématique d’opérateur, il définit un opéra-
teur mathématique élémentaire comme le gradient ou le laplacien et, plus générale-
ment, un terme d’une équation du problème. Il peut être vu comme un sous-problème
élémentaire.

Variable : Ce sont les entités mathématiques mises en relation par les opérateurs au sein
du problème, qu’elles soient données ou inconnues.

Domaine : Il décrit le contexte formel sur lequel sont définies les variables. Il comprend
la spécification d’une géométrie et des conditions aux limites.

Différents niveaux d’abstraction

Toujours en suivant la méthodologie de Labbé et al. (2004), nous introduisons différents
niveaux d’abstractions pour les concepts définis ci-dessus. Le point clé de cette conception
est un découplage des concepts abstraits, des méthodes de résolution et des algorithmes.
Ainsi, l’utilisateur manipule les éléments du niveau d’abstraction le plus élevé, qui corres-
pondent aux concepts mathématiques des problèmes, opérateurs, variables et domaines.
Un second niveau est constitué des algorithmes de résolution et de la discrétisation des
variables. Enfin, un dernier niveau regroupe les implémentations des méthodes spécifiques
au stockage des données des variables ainsi qu’à l’architecture permettant de réaliser les
calculs. L’intérêt majeur est que les opérations réalisées à un niveau ne dépendent pas de
la manière dont fonctionnent les autres niveaux. En particulier, il est aisé de changer de
méthode de résolution ou d’architecture sans que l’utilisateur n’ait à modifier son code.

Couplage faible et cohésion forte

La structure basée sur un découpage sémantique et en niveaux d’abstraction permet
d’obtenir une forte cohésion des différents composants. Les fonctionnalités de haut niveau
(employées par l’utilisateur) font appel à des fonctions de niveau inférieur jusqu’à arriver
au niveau le plus bas où les calculs sont effectués dans des fonctions élémentaires réalisant
une tâche précise.

Parallèlement, cela permet un couplage faible des différentes parties. A un niveau donné,
les fonctionnalités ne sont pas interdépendantes. Ainsi, les effets de bords sont limités lors du
développement et de la maintenance du code. Du point de vue de l’utilisation, les éléments
sont autosuffisants à travers leurs niveaux d’abstraction.

En suivant ces principes, il est possible de changer d’algorithme pour une méthode don-
née sans avoir à modifier le reste des éléments. De même, plusieurs versions d’un même
algorithme peuvent cohabiter, du moment qu’ils implémentent la même interface. Comme
remarqué dans le chapitre 1, les architectures évoluent rapidement et une implémentation
peut devenir inutilisable en changeant d’architecture. D’où l’importance d’une grande flexi-
bilité car il sera aisé d’introduire une nouvelle version pour une architecture donnée ou, au
contraire, d’écarter une version incompatible avec l’architecture courante au moment du
déploiement. D’autre part, les choix de conception et de langages doivent garantir une por-

67



4. Développement d’un code multiarchitectures

tabilité du code suffisante. Ainsi, face à une nouvelle architecture, le code existant devrait
pouvoir être simplement reconfiguré et non réécrit.

Schéma d’utilisation

Du point de vue de l’utilisation, le code se décompose selon les étapes suivantes :

1. Description d’un problème à partir d’un domaine sur lequel sont définies des variables
utilisées par des opérateurs.

2. Initialisation du problème à travers la discrétisation et l’initialisation des variables.
Cette étape consiste essentiellement en l’allocation des zones mémoires ainsi qu’au
branchement des différentes méthodes numériques parmi l’ensemble des versions dis-
ponibles.

3. Résolution du problème en appliquant ses opérateurs sur leurs variables.

Ces étapes s’organisent dans le diagramme d’utilisation de la figure 4.1.

Résout
Problème

Applique
Opérateur

Initialise
Problème

Discrétise
Opérateur

Discrétise
Variable

Définit
Problème

Définit
Opérateur

Définit
Variable

Définit
Domaine

Utilisateur

1. Description

2. Initialisation

3. Résolution

Figure 4.1. – Diagramme de cas d’utilisation.

4.1.2. Conception détaillée

Les entités issues du découpage en concepts et en différents niveaux d’abstraction sont
décrites dans le diagramme de classe présenté en figure 4.2.
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Figure 4.2. – Diagramme de classe.
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Domaine

Le domaine correspond à la définition mathématique sur lequel sont définies les variables
et équations du problème. Cette entité nous permet de gérer la distribution des données et
des calcul dans les simulations parallèles. En effet, dans ce cadre, le domaine est distribué
à travers l’ensemble des processeurs et chaque sous-domaine est affecté à un processus.

Variables

Une variable est définie sur un domaine spatial. Les vecteurs et les scalaires ne sont pas
distingués et diffèrent uniquement par leur nombre de composantes. Il est possible d’avoir
différentes discrétisations d’une même variable selon leurs résolutions et leurs découpages
à travers les différents processus. Les données discrètes des variables sont référencées indé-
pendemment de leur stockage par un pointeur.

Opérateurs

Un opérateur est défini à partir de ses variables d’entrée et de sortie. Un opérateur
discret est créé en fonction d’une paramétrisation de la méthode numérique, et fait appel à
un ou plusieurs algorithmes de calcul et méthodes numériques en utilisant les données des
variables discrètes.

Méthodes numériques

Ces entités de bas niveau permettent de réaliser des calculs sur les données numériques
indépendemment de leur emploi et de leur provenance. Les schémas numériques issus des
méthodes de résolution, comme les intégrateurs en temps, les schémas de différences finies
ou les formules de remaillage sont implémentés de manière à traiter des données numériques
à partir d’un espace mémoire générique. En pratique, diverses versions d’une même méthode
selon le stockage des données employé peuvent cohabiter, la version appropriée étant choisie
à l’initialisation des opérateurs.

Problèmes

Comme son équivalent mathématique, un problème est construit à partir d’une liste
d’opérateurs, de variables et de domaines. Il constitue une partie de l’interface utilisateur
de notre librairie et permet de discrétiser l’ensemble des entités ainsi que de piloter la
simulation numérique tout au long de la boucle en temps par l’application successive des
différents opérateurs.

4.1.3. Fonctionnement de la librairie

Langages de programmation

La conception de la librairie de calcul, donnée en sections 4.1.1 et 4.1.2, est indépen-
dante de tout langage de programmation. Étant données les caractéristiques requises par
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notre code, le choix s’est rapidement tourné vers le langage Python. C’est un langage qui
permet l’utilisation des paradigmes de programmation impératifs, objets et fonctionnels, ce
qui contribue à la flexibilité du code. Python est un langage interprété, ce qui facilite le
développement par l’absence d’étape de compilation. Python est présent par défaut sur de
nombreux systèmes et grâce à un mécanisme de gestionnaire de modules, il est aisé d’instal-
ler les dépendances du code sur n’importe quelle machine et sans les droits d’administrateur
du système. Ce langage est caractérisé par une large base de bibliothèques relatives à de
nombreux domaines, en particulier pour le calcul scientifique. Il tend à être de plus en plus
utilisé pour le développement de codes de calcul parallèles. Toutefois, il présente l’inconvé-
nient, dû à l’aspect interprété, de conduire à des performances numériques de base assez
médiocres dans le cadre d’une utilisation naïve. Il existe de nombreux moyens d’améliorer
ces performances comme les modules NumPy et Cython. Le premier fournit un grand nombre
d’outils et d’algorithmes pour le calcul scientifique. Le second propose des optimisations
plus poussées permettent de retrouver des performances équivalentes à celles obtenues avec
des langages compilés. D’autre part, Python est généralement utilisé comme interface pour
l’utilisation de différentes librairies compilées et optimisées. Le surcoût de la couche Python
est négligeable et on obtient directement les performances de ces librairies. De nombreux
exemples de code de calcul scientifique sont écrits en Python (Pérez et al., 2011 ; Rashed
et al., 2012 ; Logg et al., 2012).

Dépendances externes

Fort de toutes ces caractéristiques, ce langage est en plein essor dans la communauté
scientifique. Cela se traduit par une très forte activité des développeurs qui fournissent
de très nombreux modules sans cesse améliorés. La plupart des librairies traditionnelles
possèdent une interface Python qui sont bien souvent augmentées de fonctionnalités ou
de simplifications inhérentes au langage. En particulier, nous utilisons le module MPI4Py
qui permet d’utiliser la librairie d’envoi de message MPI pour le parallélisme à mémoire
distribuée. De même, la librairie H5py permet l’écriture et la lecture de données numériques
au format HDF5.

Dans le but de l’exploitation de machines de calcul parallèles, nous intégrons différents
niveaux de parallélisme. Nous verrons par la suite que l’utilisation d’une carte graphique
revient à l’expression d’un parallélisme à mémoire partagée. Nous détaillerons également
les mécanismes mis en place pour l’utilisation de machines à mémoire distribuée, à travers
la librairie MPI.

D’autre part, Python permet de réaliser simplement des interfaces avec des langages
compilés comme le C ou Fortran. Cela nous permet d’utiliser les librairies fftw pour les
transformées de Fourier des méthodes spectrales ainsi que l’implémentation en Fortran de
la méthode semi-Lagrangienne développée par Lagaert et al. (2014).
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Fonctionnement global

Nous achevons cette partie par une illustration de son utilisation à travers un exemple
simple permettant la résolution d’un problème de transport. Un exemple de script mini-
mal dont la majorité du code concerne l’étape de description du problème est donné en
figure 4.3. Les deux fonctions permettent d’initialiser les variables. Le problème est créé
avec un seul opérateur dont les calculs s’effectuent à une résolution de 1283 lors de cha-
cune des 10 itérations. Dans cet exemple simple, l’opérateur d’advection se construit sur
ses paramètres de résolution par défaut. En pratique, il convient de donner les détails de
la méthode numérique comme l’ordre d’intégration en temps ou la formule de remaillage et
éventuellement des spécifications en rapport avec l’architecture employée.

Comme le montre l’exemple, l’interface utilisateur ainsi développée permet d’exprimer,
à travers les classes Python, une sémantique proche du langage mathématique. Cela rend
l’utilisation proche de celle proposée par un langage dédié. Un tel langage constitue l’expres-
sion idéale d’une interface utilisateur car il consiste en la définition d’un nouveau langage
de programmation dont la sémantique est issue du domaine d’application du programme.
Ainsi, l’utilisateur exprime ses besoins dans un langage ayant un sens pour l’application,
ce qui conduit à une grande simplicité d’utilisation. Cependant, le développement de ce
langage est assez difficile. Une approche plus simple consiste à embarquer seulement de
nouveaux éléments de syntaxe dans le langage du programme (Mernik et al., 2005).

La librairie décrite précédemment nous permet, de par sa conception, d’intégrer un
module pour l’exploitation de cartes graphiques sans perte de portabilité sur les machines
dépourvues de ce matériel. Les GPU diffèrent sensiblement des processeurs classiques tant
par leurs architectures que par leurs modèles de programmation. Dans cette seconde partie,
nous détaillons le fonctionnement de ces cartes.

4.2. Calcul générique sur carte graphique

4.2.1. Description du matériel

Fonctionnement des cartes graphiques

Les cartes graphiques que nous utilisons aujourd’hui ont été introduites à la fin des
années 90. La fonction principale de ces cartes est de générer des images bidimensionnelles
destinées être affichées sur un écran. Dès le milieu des années 90, les cartes sont capables
de gérer un contenu tridimensionnel et sont principalement pour l’usage des jeux vidéo et
à l’infographie. Dans les années 2000, l’augmentation des performances des cartes grand
public rend ce matériel très compétitif en termes de capacité de calcul, relativement à leur
coût d’achat. Cela conduit à l’émergence du GPGPU, acronyme anglais signifiant calcul
générique sur processeur graphique.

Dans le cadre du rendu 3D, une carte graphique effectue un traitement en chaîne, re-
présenté en figure 4.4. Premièrement, le Vertex processor, calcule un ensemble de points
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Script Python :
import parmepy as pp

def s0 ( r e s , x , y , z , t =0 . ) :
r e s = . . .
r e t u r n r e s

def u0 ( r e s , x , y , z , t =0 . ) :
r e s = . . .
r e t u r n r e s

# Domaine
O = pp . Box ( o r i g i n =[0 , 0 , 0 ] ,

l e n g t h =[1 , 1 , 1 ] )

T = pp . Simu ( t i n i t =0. , tend =1. ,
n b I t e r =10))

# Va r i a b l e s
u = pp . F i e l d ( domain=O,

v e c t o r=True ,
f o rmu la=v_ in i t )

s = pp . F i e l d ( domain=O,
v e c t o r=Fa l se ,
f o rmu la=s_ i n i t )

# Opera t eu r s
advec = pp . Advec t i on (

s , v e l o c i t y=u ,
r e s o l u t i o n =[128 , ]∗3 )

# Prob l ème
pb = pp . Problem (

o p e r a t o r s =[advec , ] ,
s imu=T)

# I n i t i a l i s a t i o n
pb . s e tup ( )
# Ré s o l u t i o n
pb . s o l v e ( )

Formalisme mathématique équivalent :

s0(x) = . . .

u0(x) = . . .

Ω = [0; 1]3

T = [0; 1]

u : Ω× T 7→ R3

u(x, t = 0) = u0(x)

s : Ω× T 7→ R
s(x, t = 0) = s0(x)

∂s

∂t
+ (u · ∇)s = 0

Figure 4.3. – Exemple de script utilisateur
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à partir de la géométrie à afficher. Ensuite, les objets tridimensionnels sont projetés sur
un ensemble de pixels afin d’éliminer les parties cachées par la perspective. Les pixels sont
ensuite transformés par le Fragment processor, notamment par l’application de textures.
Enfin, les pixels sont assemblés dans la grille de pixels qui constituent l’image à afficher sur
l’écran. Aux débuts du calcul générique sur GPU, la programmation des cartes s’effectuait
en détournant cet enchaînement d’étapes par le développement de fonctions spécifiques
destinées à être exécutées par le Vertex processor et le Fragment processor.

Vertex
Processor Rasterizer

Fragment
Processor

Output
AssemblerÉcran

Données brutes
Objets

3D

Pixels

Pixels
calculésImage

Figure 4.4. – Transformations en chaîne pour le rendu graphique

Architecture des cartes graphiques

Ce matériel spécifique est composé de nombreux éléments dont l’architecture diffère des
processeurs classiques. Les composants principaux d’une carte graphique sont le processeur
graphique et la mémoire vidéo. Les processeurs graphiques se caractérisent par un très
grand nombre d’unités de calcul permettant de réaliser les opérations sur les sommets de
la géométrie ainsi que des transformations des pixels. Ces unités sont spécialisées dans le
traitement de données vectorielles jusqu’à quatre composantes (coordonnées spatiales ou
canaux de couleurs d’un pixel). D’autre part, les unités de calculs réalisent de manière
efficace des opérations simples sur ces données comme les additions, multiplications et
produits scalaires. La mémoire vidéo est généralement divisée en deux zones distinctes.
Une première partie permet des accès classiques en lecture et écriture et une seconde est
spécialisée en lecture ou en écriture pour le stockage de données de textures 2D ou 3D.
Comparativement à un processeur classique, un GPU permet un très haut débit de tâches
élémentaires et indépendantes effectuées en parallèle par les unités de calcul (UC dans la
figure 4.5). Ces dernières se partagent différents niveaux de cache. La figure 4.5 compare
les représentations d’un processeur multicœur, 4.5a et d’un GPU, 4.5b. Dans les deux cas,
seul le niveau de cache le plus haut est représenté. Alors que sur CPU, le nombre de cœurs
dépasse rarement la dizaine, il atteint plusieurs milliers sur un GPU. D’autre part, les CPU
peuvent accéder à la mémoire globale du système alors que la mémoire disponible sur un
GPU est généralement inférieure à 8 GByte.
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Mémoire

Cache

Contrôleur

UC

UC

UC

UC

(a) CPU

Mémoire

UC

Contrôleur
Cache

(b) GPU

Figure 4.5. – Comparaison haut niveau de l’architecture d’un CPU et d’un GPU

L’intégration de la carte graphique au système principal se fait par une connexion à
la carte mère par PCI Express dont le débit varie de 1 à 16 GByte/s selon la version.
Cela constitue bien souvent un goulet d’étranglement pour les applications car le temps de
transfert des données est bien plus long que le temps de leur traitement sur la carte.

4.2.2. Différentes méthodes de programmation

Le calcul générique sur GPU a été grandement simplifié par les interfaces de program-
mations. Elles permettent de s’affranchir de la chaîne de traitement graphique, représentée
en figure 4.4, au profit d’une exploitation directe des ressources des cartes. Le principe gé-
néral d’un calcul sur GPU est de traiter des données régulières (proches d’une image) dont
les algorithmes se décomposent selon un modèle hiérarchique en sous-blocs qui sont eux-
mêmes constitués d’un ensemble de tâches élémentaires par unité de donnée. Il existe deux
grandes familles de modèles de programmation des GPU dont les principaux représentants
sont évoqués ci-après.

Programmation par directives

La programmation par directive sur GPU est très similaire à l’utilisation de l’inter-
face de programmation parallèle OpenMP pour les architectures à mémoire partagée. Les
standards de programmation les plus répandus sont HMPP, introduit par Dolbeau et al.
(2007), et OpenACC, qui est désormais inclus dans OpenMP depuis sa version 4.0 (2013).
Ils permettent d’exécuter des parties du code, le plus souvent des boucles, sur des accéléra-
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teurs par l’insertion de directives de compilation spécifiques. L’intérêt majeur de ce modèle
est de pouvoir utiliser ces accélérateurs sans avoir à réécrire le code concerné. Cependant
cela empêche une gestion fine de la transcription vers les instructions GPU, cette partie
du travail étant effectuée par le compilateur. Le support est généralement assuré par des
compilateurs commerciaux fournis notamment par CAPS Entreprise pour HMPP ou PGI
pour OpenACC. Toutefois, ce dernier est en cours l’intégration au compilateur libre GCC.

Programmation directe

À l’opposé de la famille précédente, se trouve la programmation utilisant un langage
spécifique. Il en existe plusieurs pour les GPU dont les plus utilisés sont CUDA (Nvidia,
2014) et OpenCL (Khronos, 2014). Le premier est développé par la société Nvidia pour
l’utilisation exclusive de ses cartes. Le second est un standard de programmation ouvert
permettant l’exploitation de processeurs multicœurs, que ce soit des processeurs tradition-
nels, des cartes graphiques ou des coprocesseur. Les deux langages sont assez proches et se
basent sur un modèle de programmation qui reflète l’architecture du matériel. Cependant,
OpenCL bénéficie d’une portabilité bien plus grande car il permet d’exploiter non seule-
ment les cartes graphiques mais aussi les processeurs multicœurs. CUDA comme OpenCL
bénéficient d’interfaces performantes en Python (Klöckner et al., 2012).

4.2.3. Les modèles de programmation OpenCL

Le standard de programmation OpenCL permet de développer des modèles de parallé-
lisme par tâches et de données sur processeurs multicœurs. La librairie fournit une interface
de programmation de haut niveau permettant la gestion des calculs et des ressources ainsi
que le profilage des applications. Les calculs de bas niveau sont implémentés en un langage
basé sur le C99. Une application OpenCL se doit de définir les quatre modèles hiérar-
chiques suivants. Les termes techniques sont systématiquement traduits dans cette partie
mais pourront être utilisés en anglais dans la suite.

Le modèle de plateforme

Du point de vue OpenCL, une plateforme est constituée d’un hôte (host) et de un ou
plusieurs appareils (devices). Ces derniers regroupent, de manière générique, bon nombre
de matériel multicœur comme les cartes graphiques mais aussi les processeurs classiques ou
les processeurs spécifiques. L’implémentation consiste en une partie de code exécutée par
la machine hôte (host) et capable d’envoyer et d’exécuter des noyaux de calcul (kernels)
aux appareils (devices). Le code des noyaux est compilé de manière spécifique aux appareils
sur lequel il sera exécuté. Les noyaux sont exécutés par les cœurs (processing elements) de
chaque unité de calcul (compute unit), ce qui reflète l’organisation matérielle des unités de
calculs d’un GPU, comme illustré par la figure 4.6.
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Host

Device

Processing element

Compute unit

Figure 4.6. – Modèle de plateforme OpenCL

Le modèle d’exécution

On distingue deux catégories d’unités d’exécution : le programme exécuté par la machine
hôte et les noyaux. À chaque appareil (device) est associé une ou plusieurs files d’attente de
commandes dans lesquelles sont insérées les transferts de données et les appels aux noyaux.
Ces derniers sont définis par un état d’exécution (soumis, en attente, démarré, terminé,
. . .) dont les durées entre transitions sont mesurables par l’outil de profilage intégré. Des
dépendances entre les éléments peuvent être données explicitement, ce qui conduit à l’ex-
pression d’un parallélisme par tâche à travers une exécution asynchrone. La caractéristique
principale est que chaque noyau est exécuté, par un cœur de calcul, comme une fonction
en un point d’un espace d’indice représenté sur la figure 4.7. Cet espace est décomposé en
un ensemble de groupes de travail (work-groups) contenant plusieurs éléments de travail
(work-items). À chaque élément de travail (work-item) est associé un cœur de calcul.

Espace global

Work-group

GX

GY

0 1 2 3· · ·
0 1 · · · NX

0
1
2
3

.

.

.

0

1

...

NY

· · ·
· · ·

· · ·

...
... . .

.

0 1 2 · · ·
0
1
2

...

WX

WY

Figure 4.7. – Espace d’indices OpenCL. Espace 2D de tailleGX×GY impliquantNX×NY

work-groups composés de WX ×WY work-items, avec G• = N•W•
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L’espace d’indices est un espace cartésien mono-, bi- ou tridimensionnel. Chaque élément
de travail (work-item) est identifié de manière unique par ses coordonnées dans l’espace
global ou par le couple des coordonnées du groupe (work-group) et d’une coordonnée locale
au groupe (work-groups), comme illustré par la figure 4.7. Les tailles de l’espace global
et des groupes de travail sont données en paramètres à chaque exécution d’un noyau. Le
parallélisme de données est obtenu en reliant l’espace d’indices et l’indexation des données.

Différents niveaux de synchronisation sont possibles. L’exécution des éléments de travail
(work-items) est concurrente au sein d’un groupe (work-group). Il est possible de synchroni-
ser les éléments au sein d’un même groupe à l’aide de barrières. Par contre il est impossible
de synchroniser les groupes entre eux, de même qu’il n’est pas possible de spécifier l’ordre
dans lequel ils seront exécutes ni de savoir lesquels seront exécutés simultanément. Du côté
de l’hôte, la synchronisation globale se fait par l’intermédiaire de la file d’attente et de l’état
de chaque noyau de calcul.

Le modèle de mémoire

Dans ce modèle, la mémoire de l’hôte est dissociée de celle des appareils. Cette dernière
est décomposée en quatre région distinctes :

Globale : niveau le plus haut, il est partagé en lecture et écriture par tous les éléments
de travail de tous les groupes (∼ 1 GByte).

Constante : mémoire accessible en lecture seule par les éléments de travail au cours de
l’exécution. De taille assez faible, elle permet de stocker des constantes numériques
(∼ 10 kByte).

Locale : niveau intermédiaire partagé au sein d’un groupe de travail. Ce niveau peut être
utilisé explicitement comme un cache (∼ 10 kByte).

Privée : niveau le plus bas, il est dédié à un élément de travail et inaccessible aux autres
(< 1 kByte).

La mémoire globale ne peut contenir que des Buffers ou des Images. Les premiers sont
des zones mémoires contiguës destinées à un usage générique comme un tableau d’éléments.
Les seconds sont stockés dans la mémoire dédiée aux textures sous la forme d’une structure
de données complexe et dont les accès, en lecture seule ou écriture seule, sont gérés par des
fonctions OpenCL prédéfinies. Ce modèle hiérarchique est schématisé en figure 4.8. Comme
nous le verrons par la suite, une gestion précise des transferts de données entre ces différents
niveaux de mémoire est fondamentale pour l’amélioration les performances.

Le modèle de programmation

Afin d’exploiter tous les modèles définis précédemment, une application OpenCL se
décompose selon trois couches dont il est nécessaire de décrire tous les niveaux. Au niveau de
la plateforme, le programme hôte explore l’architecture disponible et un contexte OpenCL
doit être créé afin de lier le ou les appareils utilisés avec l’hôte et pour créer les files de tâches
associées à chaque appareil. Le compilateur OpenCL permet de compiler les sources des
noyaux de calcul spécifiquement pour un appareil ciblé. Au niveau des modèles de mémoire
et d’exécution, le programme est constitué de la gestion des files d’évènements ainsi que de
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Figure 4.8. – Modèle hiérarchique OpenCL pour la mémoire

transferts de données entre les mémoires de l’hôte et des appareils. Un schéma d’exécution
est représenté en figure 4.9. Dans l’idéal, la conception des algorithmes doit permettre une
gestion asynchrone des évènements afin de maximiser l’utilisation des composants. Cette
dernière est maximale lorsque des calculs sont effectués simultanément sur les appareils et
sur l’hôte ainsi que pendant des transferts de données.

. . .

Initialisation OpenCL

Compilation
Transferts

Exécution des kernels

Calculs

Host

Device
Création de la
file d’exécution

Figure 4.9. – Schéma d’exécution OpenCL

La figure 4.9 représente les durées d’exécution à titre d’illustration car les proportions
entre les différentes étapes ne reflètent pas nécessairement les temps observés dans une
application.
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4.2.4. Analyse de performances par le modèle roofline

En préambule à l’étude des performances de l’implémentation, il est nécessaire d’ex-
plorer les performances atteignables par le matériel. Le code est développé et exploité sur
différents types de machines depuis un portable jusqu’à un serveur de calcul. Une partie des
caractéristiques techniques des cartes graphiques sur lesquelles le code a été exploité sont
présentées dans le tableau 4.1. Les deux premières cartes sont comparables et ont permis
essentiellement les développements du début de ce travail. La carte K20m est bien plus
récente que les deux autres et bénéficie de technologies bien plus avancées.

Carte AMD Radeon AMD Radeon Nvidia
HD 6770M HD 6900 Series K20m

Type de machine portable bureau serveur
Date de mise sur le marché 01/2011 12/2010 01/2013
Taille mémoire (GByte) 1 1 5
Bande passante max. (GByte/s) 57.6 160 208
Puissance (SP) (GFLOPS) 696 2 253 3 519
Puissance (DP) (GFLOPS) Non supporté 563 1 173

Tableau 4.1. – Comparaison de différentes cartes graphiques

Les études de performances des noyaux de calcul présentées dans la suite sont réalisées
à travers le modèle roofline introduit en section 1.2.2. Nous donnons ici le modèle pour
les cartes Radeon 6770M et K20m sur les figures 4.10 en utilisant les données théoriques
mais aussi des mesures de performances par des programmes de test. Les deux données
nécessaires à l’élaboration du roofline sont la bande passante maximale et la puissance de
calcul maximale. La première est obtenue à l’aide d’un kernel réalisant une copie d’un buffer
à un autre. La puissance maximale, quand à elle, est obtenue à partir d’un kernel ayant
une grande intensité opérationnelle. Le kernel que nous utilisons réalise 50 instructions
d’additions et multiplications sur 4 variables de type vecteur à 4 composantes en simple
ou en double précision, le tout dans une boucle de 20 itérations, soit 32 000 opérations par
work-item. Les performances mesurées sont résumées dans le tableau 4.2.

La capacité de certaines cartes graphiques à effectuer des calculs en double précision
est assez récente. La raison principale est que la précision numérique n’est pas une priorité
dans le cadre de l’affichage d’un contenu graphique. La principale contrainte est d’afficher
des images sur l’écran en un temps le plus court possible. Cela est poussé à l’extrême dans
certains modèles qui ne sont pas conformes à la norme IEEE 754 pour le calcul en virgule
flottante. Sur la majorité des cartes, des options de compilations spécifiques permettent
d’autoriser le compilateur à ne pas respecter cette norme. Toutefois, les cartes qui la sup-
portent possèdent généralement moins de cœurs capables de traiter la double précision que
de cœurs pour la simple précision ce qui conduit à des performances en double précision
bien inférieures à la simple précision.

Le mécanisme ECC, de l’anglais Error Correction Code, activé par défaut sur les cartes
Nvidia permet de vérifier et corriger, à l’exécution, les accès aux données en mémoire et ainsi
remédier à d’éventuelles erreurs dues à des facteurs extérieurs. Ce mécanisme consomme
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Figure 4.10. – Modèle roofline

Bande passante (GByte/s) ATI Radeon 6770M Nvidia K20m

Théorique 57.6 208
Mesurée 36.9 (64%) 152 (73%)
ECC désactivé – 172 (83%)

Puissance, simple précision (GFLOPS)

Théorique 696 3 519
Mesurée 632 (91%) 3 350 (95%)

Puissance, double précision (GFLOPS)

Théorique – 1 173
Mesurée – 1 173 (100%)

Tableau 4.2. – Performances mesurées.
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12.5% de la mémoire de la carte et réduit d’environ 12% la bande passante, comme le montre
les résultats du tableau 4.2.

Dans cette dernière partie, nous détaillons la mise en pratique de l’utilisation des cartes
graphiques dans la librairie de calcul ainsi que la principale mesure de performances.

4.3. Utilisation de cartes graphiques dans la librairie

L’implémentation de ces modèles de programmation est réalisée à travers le module
Python PyOpenCL et s’insère dans le diagramme de classe présenté en figure 4.2, page 69.
La figure 4.11 donne les nouvelles classes ainsi que leurs relations avec le modèle existant. Le
modèle de mémoire est implémenté dans la classe GPUDVariable et encapsule un pointeur
vers un objet mémoire GPU ainsi qu’une interface pour les transferts de données avec
l’hôte. Le modèle de plateforme est intégré dans la classe outil ClEnvironment et permet
de créer et de gérer les objets du le contexte et de la file d’attente des appareils ainsi que la
compilation du code OpenCL. Enfin, le modèle d’exécution est décrit par les interactions
entre les GPUDOperators. Les évènements créés par les appels aux kernels sont associés aux
variables et permettent d’exprimer un parallélisme par tâches. L’intérêt majeur de séparer
l’implémentation GPU dans un module distinct est de pouvoir s’affranchir de cette partie
du code sur les machines dépourvues d’accélérateurs et d’implémentation OpenCL et ainsi,
garantir une portabilité suffisante à la librairie. D’autre part, grâce à cette séparation, un
module GPU basé sur le langage CUDA, par exemple, pourrait être intégré à la librairie
sans aucun impact sur le reste du code.

Nous démontrons ici la simplicité d’ajout de la prise en compte d’une nouvelle archi-
tecture particulière à la librairie de calcul. En effet, seuls les éléments dépendants de cette
architecture sont à implémenter.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons obtenu une librairie de calcul présentant une grande sou-
plesse d’utilisation ainsi qu’une forte capacité d’adaptation à des architectures hétérogènes,
comme les GPU. L’obtention de ces caractéristiques est possible à travers l’utilisation d’un
paradigme de programmation orientée objet ainsi qu’une conception basée sur une stratégie
de découpage sémantique des concepts mathématiques exprimés à travers différents niveaux
d’abstraction. La librairie ainsi conçue permet une grande flexibilité pour le développement
grâce à un faible couplage des différentes parties et à une forte cohésion à travers les niveaux
d’abstraction. Le choix du langage de programmation a été fait en fonction des caractéris-
tiques de la librairie, qui s’expriment à travers la conception, et les objectifs d’utilisation
du code. Ainsi, le choix s’est porté sur le langage Python dont un des avantages est de
proposer de nombreux modules pour le calcul scientifique comme le module NumPy ainsi que
des interfaces vers des librairies externes comme les modules PyOpenCL pour OpenCL et
MPI4Py pour MPI
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Figure 4.11. – Diagramme de classe pour le module GPU

L’exploitation des cartes graphiques semble pertinent au regard des reports de puissance
de calcul développée dans la littérature que ce soit de manière théorique par le matériel
en lui-même ou à travers des applications concrètes. Comme nous le verrons dans le cha-
pitre 5, la structure de donnée nécessaire à la mise en œuvre de la méthode particulaire
avec remaillage s’adapte bien à un traitement par cartes graphiques. D’autre part, les sché-
mas numériques associés à la méthode sont compacts et locaux du fait de l’utilisation du
splitting dimensionnel. Le traitement d’un point ne requiert seulement que quelques points
voisins dans une seule direction de l’espace. Enfin, la majeure partie des opérations du re-
maillage consistent en des additions et multiplications en nombre réels qui sont effectuées
de manière très efficace par les cartes graphiques.
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La méthode numérique, exposée au chapitre 2, semble bien adaptée à l’utilisation de
cartes graphiques dont les principales caractéristiques ainsi que les techniques d’exploitation
ont été détaillés au cours du chapitre 4. L’objectif de ce chapitre est, dans un premier
temps, de présenter les différentes implémentations existantes de méthodes particulaires
avec remaillage sur cartes graphiques afin d’identifier leurs avantages et inconvénients. À
travers l’exploration des travaux existants, l’accent est mis sur les interpolations entre les
particules et le maillage. Une progression se dégage de l’évolution de l’exploitation des
matériels depuis 2008. En effet, les travaux les plus anciens se basent essentiellement sur
les primitives propres au traitement d’images à travers la chaîne de rendu graphique alors
que la tendance actuelle est plutôt à utiliser des structures de données génériques, moins
dépendantes du matériel.

Dans un second temps, nous détaillerons les choix effectués dans le cadre spécifique de la
méthode semi-Lagrangienne d’ordre élevé avec splitting dimensionnel. Ces différents choix
ne dépendent pas du matériel utilisé mais s’appliquent à n’importe quelle carte graphique.
Ainsi, nous conservons le caractère portable de notre code. Une grande partie de ce chapitre
est dédiée à l’étude des performances des principales fonctions des algorithmes issus de la
méthode et de l’impact des optimisations réalisées. Ces dernières sont présentées dans le
cadre concret de la carte graphique K20m mais, dans un souci de portabilité, elles ne sont
généralement appliquées que lors de l’exécution, pendant la phase d’initialisation. En effet,
nous exploitons un des aspects de la programmation sur GPU qui consiste à compiler le
code à l’exécution. Ainsi, le code est développé de manière générique puis, après une prise
de connaissance de la carte employée et de ses caractéristiques, certaines optimisations sont
activées pour la compilation. Sans implémenter une auto-optimisation du code, cette étape
nous permet d’adapter, entre autres, les tailles de l’espace d’indices OpenCL, la charge par
work-item ou encore le schéma d’accès aux données aux spécifications de la carte utilisée.

Enfin, nous illustrerons l’utilisation de la méthode de résolution sur quelques exemples
simples de transport de scalaire en 2D et 3D. Ces exemples permettent une validation de
la méthode de manière qualitative ainsi qu’une description de la répartition des temps de
calcul en vue d’éventuelles optimisations plus poussées.
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5.1. Implémentations GPU de méthodes
semi-Lagrangiennes

5.1.1. Méthodes semi-Lagrangiennes

Une première implémentation sur GPU d’une méthode semi-Lagrangienne a été proposée
par Rossinelli et al. (2008) pour la simulation de fluides incompressibles en 2D. La diffusion
et l’équation de Poisson sont résolues par différences finies sur la grille et les particules
sont transportées de manière Lagrangienne puis remaillées à l’aide d’une formule du second
ordre M ′4. Cette implémentation se base sur l’utilisation de la mémoire de textures. Cette
mémoire spécifique aux GPU permet un stockage de pixels de telle sorte que les données
voisines correspondent aux pixels voisins en 2D. Les particules sont représentées par des
pixels où les composantes RGB sont associées respectivement aux positions et la vorticité
des particules. Les auteurs montrent une performance globale de 10 itérations par seconde
pour un problème de taille 1 0242 en simple précision en utilisant une méthode de Runge-
Kutta du second ordre.

Plus récemment, Rossinelli et al. (2010) présentent des résultats pour des simulations
2D d’écoulements en présence d’obstacles solides. La méthode employée est similaire à celle
utilisée précédemment avec l’ajout de la prise en compte des obstacles par une méthode
de pénalisation. Là encore, le remaillage est effectué par la formule M ′4 en utilisant les
fonctions intrinsèques OpenGL pour le rendu graphique et des textures sont utilisées pour
le stockage des données. L’équation de Poisson est résolue par un solveur spectral utilisant
l’implémentation de la FFT fournie par Nvidia en CUDA dont la résolution occupe 96%
du temps de calcul total. Les simulations considérées pour ces études de performances
impliquent jusqu’à 2 0482 particules en simple précision.

L’inconvénient majeur de l’utilisation des textures est que les données sont arrangées
en tableaux de structures. Ce stockage n’est pas le plus approprié pour des opérations
n’impliquant pas toutes les composantes des éléments. D’autre part, les équivalents 3D de
cette mémoire sont uniquement proposés par les dernières générations de cartes graphiques.
Ainsi, le passage à une méthode de résolution de problèmes 3D nécessite une attention
particulière pour l’exploitation de structures de données essentiellement 2D.

5.1.2. Deux types d’interpolations

Les méthodes semi-Lagrangiennes utilisent deux algorithmes majeurs pour les inter-
actions entre les particules et le maillage basés sur des interpolations. Une interpolation
maillage-particule permet d’évaluer sur les particules une quantité connue sur le maillage et
inversement pour une interpolation particule-maillage. Le premier type d’interpolation est
utilisé lors de l’advection des particules pour connaître leur vitesse alors que le remaillage
exploite le second type. Stantchev et al. (2008) introduisent les stratégies particle-push
et particle-pull pour réaliser l’étape d’interpolation particule-maillage. Ces deux stratégies
diffèrent au niveau de l’organisation de la charge de travail. La première consiste en un trai-
tement centré sur les particules dont le principe est de les remailler sur les points de grille
de leur voisinage. Elle permet un calcul simple des points de grille contenus dans le support
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de la particule à partir de ses coordonnées et permet également, dans un cas tensoriel, une
réutilisation des poids de remaillage. Cependant, des accès conflictuels en mémoire peuvent
survenir lors du traitement en parallèle de plusieurs particules situées dans la même cellule.
La seconde est centrée sur le maillage de telle sorte qu’en chaque point de grille on agrège
les contributions des particules voisines. Le seul avantage de la seconde stratégie est de ne
pas conduire à des accès concurrents en mémoire. Dans cette stratégie, une recherche des
particules les plus proches est nécessaire.

Les méthodes de type particle-in-cell sont basées sur ces interpolations. Pour les interpo-
lations particule-maillage, la majeure partie des implémentations exploitent des stratégies
particle-pull et relaxent les éventuels problèmes d’accès concurrents par un regroupement
des particules voisines en blocs qui sont traités de manière séquentielle par un même pro-
cessus. Ainsi, un tri des particules à deux niveaux est nécessaire, d’abord par blocs puis au
sein d’un bloc. Différentes techniques sont employées comme par exemple le maintien d’une
structure de données triée (Rossi et al., 2012) ou un tri à chaque itération (Kong et al.,
2011). Quelque soit la méthode employée pour le tri, cela implique des réarrangements de
données au gré des déplacements des particules afin d’assurer un haut niveau de localité des
données. Les interpolations de type maillage-particule sont plus simples à mettre en œuvre
puisque l’interpolation se fait sur la grille dont la structure est régulière.

Pour ce qui est des méthodes particulaires avec remaillage, les premières implémentations
GPU exploitaient les primitives OpenGL du rendu graphique. En particulier, Rossinelli et
al. (2008) montrent que le remaillage des particules est bien plus efficace, avec une facteur
d’accélération de 1.5, lorsque qu’il est effectué par le moteur de rendu OpenGL plutôt que
par une implémentation CUDA. Cette implémentation se base sur des objets point-sprites
permettant la génération d’une texture contenant, après exécution du rendu en chaîne, les
sommes des contributions de l’ensemble des point-sprites. Ainsi, l’étape exécutée par le
fragment processor consiste à calculer les pixels de la texture par la formule de remaillage
en fonction de la distance aux point-sprites et de leur valeur. Les auteurs soulignent ici un
inconvénient de l’utilisation du langage CUDA qui est de ne pas permettre une exploitation
des fonctionnalités natives du matériel, en particulier les opérations du rendu graphique.
L’étape du vertex processeur permet, en amont du remaillage, de traiter les conditions aux
bords périodiques par une réplication des particules situées à proximité des bords ainsi que
d’écarter les particules transportant une quantité nulle ou inférieure à un certain seuil.

Cette approche est ensuite complétée (Rossinelli et al., 2010) pour le cas de domaines
ouverts. Les auteurs traitent les particules quittant le domaine local en les écartant au
moment de l’étape du vertex processor qui précède le remaillage. D’autre part, dans leur
implémentation, un remaillage systématique est effectué à chaque itération ce qui fait que
les particules sont toujours situées sur un point de grille au début de l’étape d’advection
et permet ainsi d’éviter une interpolation maillage-particule du champ de vitesse. Une
interpolation reste nécessaire pour la seconde étape du schéma d’intégration Runge-Kutta
du second ordre.

Une étude spécifique de l’interpolation maillage-particule est menée par Rossinelli et al.
(2011) sur des architectures multicœurs CPU et GPU. Comme précédemment, l’implémen-
tation GPU se base sur un stockage des particules en mémoire de textures. Les données
d’une même particule ne sont plus stockées dans un pixel mais par composantes dans plu-
sieurs textures. Chaque pixel contient les données de quatre points de grille dans la direction
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des pixels. Dans leur étude, les auteurs utilisent la formule M ′4 pour une interpolation ten-
sorielle en 2D. Ainsi dans un traitement ligne par ligne, deux pixels consécutifs contiennent
nécessairement toute l’information pour traiter une particule. Parmi les 8 données lues,
seules 4 sont nécessaires, les auteurs utilisent des poids booléens afin de s’affranchir de
branchements conditionnels. L’inconvénient de cette approche est qu’il est nécessaire de
charger en mémoire 8 éléments (2 pixels) dans la direction des pixels pour n’utiliser que les
quatre éléments du support de la particule. Les auteurs atteignent 72% de la performance
maximale atteignable en simple précision et les performances chutent fortement en double
précision.

Plus récemment, Büyükkeçeci et al. (2012) réalisent une étude des deux types d’inter-
polations maillage-particule et particule-maillage basées sur des stratégies respectivement
mesh-pull et particle-push ce qui conduit à des algorithmes centrés sur les particules dans
les deux cas. Les auteurs proposent une implémentation générique dans laquelle les parti-
cules sont réarrangées dans une structure de donnée hiérarchique permettant un stockage
contigu des particules de la même région de l’espace. Cette structure se base sur un trai-
tement séquentiel des particules dans une même cellule en utilisant autant de copies du
domaine que du nombre maximal de particules par cellule. Cela conduit à n’avoir qu’une
seule particule par cellule et par copie ainsi que des cellules vides. Les cellules vides sont
peuplées de particules factices, écartées à la fin de l’interpolation, ce qui permet d’éviter des
branchements conditionnels. Des études systématiques de performances sont réalisées sur
plusieurs cartes graphiques pour chaque interpolation avec des formules linéaire ou M ′4 et
pour des problèmes 2D et 3D. Les auteurs soulignent que les meilleures performances sont
obtenues pour les cas 3D utilisant la formule M ′4. Ils montrent des accélérations significa-
tives du temps de calcul entre leur implémentation GPU et une référence multicœur CPU.
Même si cette implémentation est efficace, les performances globales restent limitées par
l’intégration à la librairie PPM. En effet, l’utilisation de ce remaillage nécessite un transfert
des données en entrée ainsi que de retourner les résultats sur la mémoire de la machine hôte
avant de réaliser les autres parties de la résolution. Le facteur d’accélération obtenu est
généralement inférieur à 10, et même inférieur à 1 dans certains cas, en prenant en compte
ce temps de transfert.

À partir des différentes implémentations existantes de méthodes semi-Lagrangiennes et
en particulier des interpolations entre le maillage et les particules, nous proposons une im-
plémentation qui exploite les différents aspects inhérents à la méthode considérée. En effet,
l’utilisation d’un splitting dimensionnel est à l’origine de bon nombre de choix présentés
dans ce qui suit. Les données sont stockées dans des tableaux classiques, sans aucune uti-
lisation de structures de données spécifiques aux cartes graphiques comme les textures ou
les pixels. Après une description de ces choix, nous présentons les performances de chaque
fonction de la méthode pour la carte Nvidia K20m. La restriction à une seule carte per-
met de simplifier la présentation des résultats et l’extension à d’autres cartes se fait par
adaptation des configurations aux caractéristiques techniques de ce nouveau matériel. Les
performances sont données dans les métriques adaptées à chaque cas.
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5.2. Implémentation et performances

5.2.1. Adéquation de la méthode au matériel

Les implémentations réalisées dans le cadre de ce travail sont basées, à l’instar de
Büyükkeçeci et al. (2012), sur des stratégies mesh-pull pour les interpolations de type
maillage-particule ainsi que particle-push pour le type particule-maillage. Toutefois, l’utilisa-
tion d’un splitting dimensionnel nous permet d’envisager l’emploi de formules de remaillage
d’ordre élevé ayant un large support. Du point de vue de l’implémentation, cela conduit à un
algorithme avec une localité des données plus forte que dans le cadre de méthodes classiques.
En effet, le traitement d’une donnée (particule ou point de grille) ne nécessite que quelques
données voisines uniquement dans la direction courante. La méthode revient à la résolution
de nombreux sous-problèmes monodimensionnels ce qui pousse naturellement à l’emploi
d’une structure de donnée également 1D. Ainsi, nous utilisons des objets mémoire linéaires
comme les buffers qui correspondent à des tableaux classiques. Le découpage par splitting
dimensionnel permet également de considérer séparément les composantes des vecteurs, en
particulier de la vitesse, lors de l’étape d’advection. Nous employons donc une structure de
donnée en tableaux par composantes et non pas en tableau de structures. En pratique les
composantes d’un vecteur sont stockées sous la forme de plusieurs tableaux de scalaires.

Dans la suite de cette thèse, nous prenons comme convention, sans que cela n’im-
plique aucune restriction, que les données sont stockées dans un ordre en colonne, à l’ins-
tar du langage Fortran. Le stockage monodimensionnel des données d’un tableau de taille
(NX , NY , NZ) dans un espace de taille NX ×NY ×NZ est illustré en figure 5.1.

. . .

. . . . . .

. . .

...

...

NX

NZ

NY

Tableau 1D : NX ×NY ×NZ←→Tableau 3D : (NX , NY , NZ)

Figure 5.1. – Convention de stockage des données multidimensionnelles

Ainsi, lors des différentes étapes de splitting, le traitement de la première direction de
stockage des données conduit à des accès contigus en mémoire. Ce qui n’est plus le cas lors
du traitement des autres directions. Afin d’éviter une dégradation des performances due
à ces accès, nous mettons en place des transpositions des données pour le traitement des
différentes directions de l’espace. En effet, les performances des accès en mémoire globale
sont généralement plus faibles lors d’accès avec un saut, même constant, comme représenté
par les flèches vertes et bleues sur la figure 5.1. Ainsi, l’accès aux données est toujours
contigu en mémoire pour toutes les directions. Ce choix conduit à trois remarques à propos
de la mise en œuvre de ces transpositions. Premièrement, le champ de vitesse u n’est
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utilisé que composantes par composantes dans les étapes de splitting. Lors de l’advection
dans la direction X, seule la composante uX est utilisée. Par conséquent, les composantes
des vecteurs, en particulier de la vitesse, sont toujours stockées de manière a avoir un
accès contigu dans la direction concernée. Deuxièmement, les positions des particules à
l’issue de l’étape d’advection ne changent que dans leur composante correspondant à la
direction courante, les autres composantes restent inchangées car le déplacement est 1D.
Cela nous permet de réduire le vecteur position des particules à un scalaire correspondant
à la composante de la direction courante et ainsi de réduire l’emprunte mémoire de la
méthode. Enfin, en dehors des transpositions, toutes les directions sont traitées de manière
identique. En pratique, le même code s’applique dans toutes les directions moyennant une
paramétrisation des dimensions des tableaux dans les cas de grilles non cubiques.

Comme nous l’avons détaillé au chapitre 2, les trois étapes de résolution consistent en
une initialisation en chaque point de grille, un déplacement puis un remaillage des parti-
cules. Lors de l’étape d’initialisation, la position des particules est directement donnée par
la coordonnée du point de grille associé et la quantité transportée par la particule est sim-
plement une copie de la valeur au point de grille. Ainsi dans notre implémentation, cette
initialisation est remplacée par une transposition lorsque la direction courante change. En
effet, une simple copie suffit dans le cas contraire car les données sont déjà dans le bon
ordre de stockage.

Les algorithmes 1 à 4 détaillent les étapes d’une itération complète de la méthode. Les
données manipulées sont limitées aux composantes du champ de vitesse, aux valeurs sur la
grille des quantités transportées, à un scalaire pour la position des particules et aux valeurs
transportées par les particules. La figure 5.2 illustre l’algorithme 2 dans le cas d’un splitting
du second ordre en 2D et pour un domaine rectangulaire. Les données manipulées par les
opérations d’advection et de remaillage pour un sous-problème 1D sont représentées par
une bande rouge verticale dans les tableaux.

Algorithme 1 : 2D, splitting d’ordre 1
Direction X :

1. ũ← Copie (u)
2. x̃← Advection (dt, aX)
3. u← Remaillage (x̃, ũ)

Direction Y :
4. ũ← TranspositionXY (u)
5. x̃← Advection (dt, aY )
6. u← Remaillage (x̃, ũ)

Réarrangement des données :
7. ũ← TranspositionXY (u)
8. u← Copie (ũ)

Algorithme 2 : 2D, splitting d’ordre 2
Direction X :

1. ũ← Copie (u)
2. x̃← Advection (dt/2, aX)
3. u← Remaillage (x̃, ũ)

Direction Y :
4. ũ← TranspositionXY (u)
5. x̃← Advection (dt, aY )
6. u← Remaillage (x̃, ũ)

Direction X :
7. ũ← TranspositionXY (u)
8. x̃← Advection (dt/2, aX)
9. u← Remaillage (x̃, ũ)

Dans tous les algorithmes (1 à 4), les deux premières étapes de chaque direction sont
indépendantes. Ainsi, lors de l’exécution, un parallélisme par tâches pourra être exprimé
et conduira à une exécution simultanée des étapes d’advection et des étapes de copie et
de transposition. Une étape de réarrangement des données apparaît en fin d’algorithme
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Algorithme 3 : 3D, splitting d’ordre 1
Direction X :

1. ũ← Copie (u)
2. x̃← Advection (dt, aX)
3. u← Remaillage (x̃, ũ)

Direction Y :
4. ũ← TranspositionXY (u)
5. x̃← Advection (dt, aY )
6. u← Remaillage (x̃, ũ)

Direction Z :
7. ũ← TranspositionXZ (u)
8. x̃← Advection (dt, aZ)
9. u← Remaillage (x̃, ũ)

Réarrangement des données :
10. ũ← TranspositionXZ (u)
11. u← TranspositionXY (ũ)

Algorithme 4 : 3D, splitting d’ordre 2
Direction X :

1. ũ← Copie (u)
2. x̃← Advection (dt/2, aX)
3. u← Remaillage (x̃, ũ)

Direction Y :
4. ũ← TranspositionXY (u)
5. x̃← Advection (dt/2, aY )
6. u← Remaillage (x̃, ũ)

Direction Z :
7. ũ← TranspositionXZ (u)
8. x̃← Advection (dt, aZ)
9. u← Remaillage (x̃, ũ)

Direction Y :
10. ũ← TranspositionXZ (u)
11. x̃← Advection (dt/2, aY )
12. u← Remaillage (x̃, ũ)

Direction X :
13. ũ← TranspositionXY (u)
14. x̃← Advection (dt/2, aX)
15. u← Remaillage (x̃, ũ)

dans les cas d’un splitting du premier ordre. Cette étape est nécessaire pour retrouver le
scalaire dans l’ordre de stockage initial de l’algorithme, afin de rendre ces transformations
transparentes. En effet, dans tous les cas, les données du scalaire sur la grille sont stockée
en fin d’algorithme dans le même ordre qu’au début.

Les kernels sont donc développés indépendemment de la direction de résolution. Nous
séparons les développements de kernels de l’étape d’initialisation de ceux du calcul. Les
premiers regroupent les opérations de copie et les transpositions qui ne nécessitent aucun
calcul. Leurs performances sont analysées en terme de bande passante. Les performances
des seconds sont données dans le modèle roofline.

5.2.2. Préambule à l’étude des performances

Sauf mention contraire, dans la suite de ce chapitre, nous présenterons des résultats en
double précision pour la carte Nvidia K20m.

En l’absence d’outils d’optimisation automatique, nous exploitons les caractéristiques du
matériel pour paramétrer les exécutions des kernels. En particulier, le lien entre la taille des
données et l’espace d’indice OpenCL ne suffit pas à déterminer complètement le nombre et
la taille des work-groups. Dans l’état actuel de la librairie, cette paramétrisation des noyaux
est réalisée de manière explicite pour les différents cas d’utilisation tels que le nombre de
dimensions du problème, la précision utilisée et le matériel employé. Les paramètres donnant
les meilleures performances ont été obtenus par petites variations autour de valeurs en
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1. copie
2. advection

3. remaillage

4. Transposition XY

5. advection

6. remaillage

7. Transposition XY

8. advection

9. remaillage

Direction X, dt/2

Direction Y , dt

Direction X, dt/2

X

Y

Y

X

X

Y

Grille : Particules :

Vitesse

Scalaire Scalaire

Positions

Figure 5.2. – Algorithme pour une itération en 2D, splitting de Strang
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adéquation avec le matériel. Le tableau 5.1 rappelle et détaille les principales caractéristiques
pour la carte K20m. Le vocabulaire employé dans ce tableau est celui du langage CUDA pour
les cartes Nvidia. Pour les cartes ATI, l’architecture est similaire et les warps sont appelés
wavefronts. D’autre part les termes thread et thread block sont les équivalents CUDA de ce
que sont les work-items et work-groups pour OpenCL.

Puissance double (simple) précision 1 173 (3 519) GFLOPS
Cœurs double (simple) précision 832 (2496)

Bande passante 208 GByte/s

Multiprocesseurs (MP) 13
Cœurs double (simple) précision par MP 64 (192)

Mémoire partagée par MP 48 kByte
Registres 32-bit par MP 65536
Nb. Threads par warp 32

Nb. max. de warps par MP 64
Nb. max. de threads par MP 2048

Nb. max. de thread blocks par MP 16
Nb. max. de registres par thread 255

Nb. max. de threads par thread blocks 1024

Tableau 5.1. – Caractéristiques techniques de la carte Nvidia K20m (Nvidia, 2012b ;
Nvidia, 2012a)

De manière générale l’obtention de bonnes performances sur GPU se fait en considérant
finement les caractéristiques du matériel. Comme nous l’avons souligné précédemment, la
mesure des performances se fait par diverses métriques souvent complémentaires comme
la puissance de calcul ou la bande passante. L’occupation est une métrique spécifique aux
cartes graphiques qui permet de mesurer l’utilisation des multiprocesseurs. Lors de l’exécu-
tion d’un kernel, les work-item sont associés aux cœurs physiques de la carte par groupes
constituant un warp. Les multiprocesseurs possèdent un planificateur permettant une exé-
cution simultanée de plusieurs warps. L’occupation est donc simplement le rapport entre le
nombre de warps exécutés simultanément par multiprocesseur et le nombre maximal sup-
porté. Ainsi, lors d’une exécution d’un kernel, la spécification de l’espace d’index ainsi que la
quantité de mémoire partagée et le nombre de registres utilisés peuvent limiter l’occupation.
Des outils de calcul d’occupation sont proposés à la fois par Nvidia 1 et AMD 2. Le calcul de
l’occupation nécessite la connaissance du nombre de registres utilisés par work-item. Cette
information peut être obtenue par l’analyse des binaires produits par les compilateurs pour
une carte spécifique. L’option de compilation -cl-nv-verbose permet d’obtenir ce nombre
lors de la compilation avec OpenCL sur une carte Nvidia.

Toutefois, comme le montre Volkov (2010) sur des exemples simples, la maximisation de
l’occupation ne permet pas toujours de maximiser les performances. En effet, le temps que
les unités de calculs mettent à effectuer les opérations arithmétiques ou à réaliser un accès en
mémoire peut être exploité afin d’augmenter les performances. La latence arithmétique peut

1. http://developer.download.nvidia.com/compute/cuda/CUDA_Occupancy_calculator.xls
2. http://developer.amd.com/tools-and-sdks/archive/amd-app-profiler/user-guide/

app-profiler-kernel-occupancy/

93

http://developer.download.nvidia.com/compute/cuda/CUDA_Occupancy_calculator.xls
http://developer.amd.com/tools-and-sdks/archive/amd-app-profiler/user-guide/app-profiler-kernel-occupancy/
http://developer.amd.com/tools-and-sdks/archive/amd-app-profiler/user-guide/app-profiler-kernel-occupancy/


5. Mise en œuvre sur cartes graphiques

être cachée en augmentant la charge de travail par work-item afin de bénéficier d’opérations
non interdépendantes pouvant être exécutées simultanément. De même, il est possible de
cacher la latence mémoire en utilisant d’avantage de registres et en réduisant le nombre
de work-item. Ces optimisations au niveau des instructions (Instruction Level Parallelism)
impliquent généralement une augmentation du nombre de registres et une diminution du
nombre de work-item ce qui peut conduire à une diminution de l’occupation. De manière
générale, il n’est pas possible de connaître a priori quelles optimisations sont préférables
entre les instructions et l’occupation. C’est pourquoi dans les résultats qui vont suivre,
les noyaux n’ont pas été optimisés systématiquement à différents niveaux. De plus, dans
un souci de portabilité et de non spécialisation à une carte en particulier, les optimisations
restent générales et basées uniquement sur les connaissances des caractéristiques techniques.

5.2.3. Initialisation des particules

Les étapes d’initialisation des particules se caractérisent par une absence totale de cal-
culs. Les opérations consistent uniquement en des transferts de données. Ainsi, les perfor-
mances sont mesurées en terme de bande passante.

Copie

Cette opération consiste en une simple copie des données entre deux zones mémoire. Une
fonction de copie directe est proposée par l’interface OpenCL. Dans cette comparaison, nous
utilisons la fonction clEnqueueCopyBuffer pour la copie d’un buffer complet vers un autre.
La figure 5.3 illustre le fonctionnement simple de ce kernel. La copie est réalisée directement
par blocs successifs, en pointillés sur la figure. Chaque bloc est traité par un work-group
dont les work-items, en pointillés, traitent un seul élément du tableau. La taille du work-
group est fixée à 256 work-item ce qui permet d’atteindre une occupation maximale avec 8
warps par multiprocesseur.

Entrée Sortie

Figure 5.3. – Fonctionnement du kernel de copie

La figure 5.4 présente les performances atteintes par le kernel et la fonction OpenCL
pour différentes tailles de tableaux en 2D (5.4a) et 3D (5.4b). Les résultats obtenus sont
comparables et atteignent la bande passante maximale mesurée dès lors que la taille des
tableaux est suffisamment grande. En effet, l’exécution sur des données trop petites ne
permettent pas une occupation maximale de la carte et donc conduit à de mauvaises per-
formances. Ainsi, nous donnons les performances pour les petites tailles, inférieures à 10242

ou à 1283, seulement à titre indicatif.
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Figure 5.4. – Performances des copies

Transposition XY

Nous appelons transposition XY une transposition 2D dans le plan XY . Dans le cas de
données 2D, cela revient à une transposition classique. Cette opération est bien connue et
l’implémentation proposée ici se base sur l’exemple donné par Ruetsch et al. (2009) pour
la transposition d’une matrice de taille 2 0482 en simple précision. Les auteurs présentent
différentes optimisations permettant d’obtenir une bande passante pour la transposition
égale à 70% de celle obtenue pour une copie. Nous étendons cette approche à différentes
tailles de tableaux 2D et 3D en double précision. Pour les données 3D, une telle transposition
est effectuée pour chaque plan dans la direction Z.

La transposition optimale est schématisée en figure 5.5 et fait apparaître les trois niveaux
d’optimisation que nous détaillons ci-après. Les données représentées en rouge et en vert
sont traitées par les work-items d’un même work-group et une boucle permet de compléter
les sous-tableaux en pointillés.

Une transposition naïve, similaire au kernel de copie, réalisant une écriture directe dans
le tableau de sortie conduit à de très mauvaises performances. En effet, une telle implémen-
tation implique des accès en mémoire globale non contigus. Une solution consiste à utiliser
un tableau intermédiaire en mémoire partagée permettant de réaliser des accès contigus à
la fois en lecture et en écriture pour les tableaux en mémoire globale. Dans ce cas, l’écriture
des données en colonnes dans le tableau de sortie revient à lire des lignes en mémoire locale.

Cependant, cette approche provoque des conflits de banc lors de la lecture des données
en ligne dans la mémoire partagée. Ce phénomène vient du fait que la mémoire partagée
est organisée en différents bancs, dont le nombre est en général égal à 32. Ces bancs ne
permettent qu’un accès séquentiel aux données et on assiste à un conflit lorsque plusieurs
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processus accèdent simultanément à des données situées dans le même banc, les accès sont
alors effectués de manière séquentielle. Du fait du choix de la taille de cette zone mémoire,
162 ou 322, les données d’une même ligne sont situées dans le même banc. En suivant
l’exemple de Ruetsch et al. (2009), on alloue une zone de taille 17×16 ou 33×32 pour décaler
les données dans les bancs et ainsi avoir des accès sans conflits. Une autre approche consiste
à accéder aux données du tableau en mémoire partagée dans un système de coordonnées
diagonale (Baqais et al., 2013). Si x et y sont respectivement les indices de ligne et de colonne
du sous-tableau traité par un work-group, les données correspondantes sont stockées aux
indices x′ et y′ avec :

x′ = (x+ y)%T avec T la taille du sous-tableau,
y′ = x.

Ainsi, les accès ne provoquent pas de conflits et la mémoire allouée est entièrement utilisée.
Cependant, cette approche n’a pas été envisagée pour l’instant car la version avec extension
du tableau conduit à des performances satisfaisantes. D’autre part, la réduction d’utilisation
de mémoire partagée n’est pas suffisamment importante pour influencer l’occupation de
manière significative.

Enfin, comme la mémoire partagée, la mémoire globale est organisée en partitions si
bien que le traitement simultanée d’une colonne de sous-tableaux conduit à la lecture de
données dans différentes partitions et à une écriture dans les même partitions. Une struc-
turation des sous-tableaux en coordonnées diagonales permet des accès non restreints à un
petit nombre de partitions (flèches pointillées sur la figure). Cependant, nos expérimenta-
tions sur des cartes plus récentes que celles utilisées par Ruetsch et al. (2009) montrent
que ce réarrangement en diagonale ne conduit pas à une augmentation significative des
performances.

Mémoire
partagée

Entrée Sortie

Figure 5.5. – Fonctionnement du kernel de transposition XY

La figure 5.6 présente les performances obtenues pour les trois niveaux d’optimisation
de la transposition XY en 2D et 3D pour différentes tailles de tableaux ainsi qu’une im-
plémentation naïve. La mise en place de ces niveaux d’optimisation conduit à une bande
passante pour la transposition supérieure à 80% de la bande passante maximale mesurée
pour la copie.
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Figure 5.6. – Performances des transpositions XY

Lorsque la taille du sous-tableau alloué en mémoire partagée est fixé à 33 × 32, soit
8448Byte, et que les work-groups contiennent 512 work-items, 12 registres sont utilisés ce
qui conduit à une occupation maximale avec l’exécution simultanée de 4 work-groups par
multiprocesseurs.

Transposition XZ

Cette transposition est réalisée de manière similaire à la transposition XY comme illus-
tré en figure 5.7a. L’opération se réalise par le traitement de sous-tableaux 2D formés dans
les plans XZ successifs. Chacun de ces plans est traité séparément par plusieurs sous-
tableaux avec l’utilisation d’une mémoire partagée élargie et avec des coordonnées diago-
nales pour les différents blocs. Cependant, bien que les accès soient contigus dans une même
colonne des sous-tableaux, le passage d’une colonne à une autre dans les tableaux 3D se fait
avec un saut bien plus important que pour la transposition XY . Ce phénomène pénalise
grandement les performances sur des cartes plus anciennes et une seconde transposition a
été implémentée par sous-tableau 3D, illustré par la figure 5.7b. Le principe reste le même
mais les données sont lues également dans la direction Y , avec un saut bien plus faible.
Comparativement à la version 2D, cela revient à réaliser les transpositions simultanées de
plusieurs plans XZ. Cependant, les dimensions de la zone en mémoire partagée imposent
une taille plus faible pour les work-groups.

Les performances de cette transposition sont représentées sur la figure 5.8. Il apparaît
clairement que l’utilisation d’une transposition par bloc 3D n’est pas optimale du fait d’une
trop faible occupation (16%) induite par une très grande taille de mémoire partagée par
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Mémoire
partagée

Entrée Sortie

(a) Par tranches 2D

Mémoire
partagée

Entrée Sortie

(b) Par blocs 3D

Figure 5.7. – Fonctionnement du kernel de transposition XZ

work-groups, (163 éléments). La meilleure configuration pour cette transposition est obtenue
pour une occupation de 63%.

5.2.4. Advection et remaillage

Advection

Cette fonction permet de résoudre l’équation de mouvement des particules à partir du
champ de vitesse connu sur la grille. Les particules sont initialisées en chaque point de grille,
leur vitesse en ce point est donc directement lue sur la grille. Les schémas de Runge-Kutta
d’ordre deux et quatre, notés respectivement RK2 et RK4, nécessitent des évaluations du
champ de vitesse à plusieurs positions intermédiaires qui sont réalisées par des interpola-
tions linéaires de type maillage-particule. Une stratégie centrée sur les particules permet de
réaliser ces interpolations à la volée au cours de l’advection. Ainsi, une particule est traitée
en une seule fois mais nécessite plusieurs accès aux données du champ de vitesse. De plus
le schéma d’accès est inconnu car il dépend du champ de vitesse. Toutefois, du fait de la
condition de non croisement des particules, ces accès restent ordonnés de la même manière
que les particules.

La stratégie de distribution des calculs sur l’espace d’indices des GPU est choisie de
telle sorte qu’un sous-problème 1D est traité par les work-items d’un seul work-group.
Ces sous-problèmes étant indépendants, plusieurs pourront être traités simultanément en
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Figure 5.8. – Performances des transpositions XZ

fonction de l’occupation des multiprocesseurs de la carte. Les multiples accès aux données
du champ de vitesse peuvent être évités en utilisant une zone en mémoire partagée, comme
illustré sur la figure 5.9. Cela permet, après un remplissage par accès contigus en mémoire
globale, à des accès plus rapides et dont le schéma inconnu est moins pénalisant. Les work-
items réalisent, dans une premier temps, un chargement en mémoire partagée des données
du champ de vitesse nécessaires au traitement d’un problème 1D. Cette opération, qui
s’apparente à une mise en cache, est réalisée de manière collaborative par les work-items et
est nécessairement suivie d’une barrière de synchronisation des processus du work-group.
Dans un second temps, l’intégration du champ de vitesse est réalisée à l’aide d’interpolations.

Intégration
Interpolations

Vitesse
(grille)

Mémoire
partagée

Position
(particules)

Figure 5.9. – Algorithme pour le noyau d’advection

Dans le cas où la grille est identique pour le champ de vitesse et pour les particules, les 3
ou 7 accès aux données de vitesse respectivement pour les schémas RK2 et RK4 nécessaires
au calcul des positions des particules sont effectués en mémoire partagée et bénéficient ainsi
de son temps de latence plus faible. La quantité de données lues et écrites en mémoire
globale pour une étape d’advection est donc indépendante du schéma et est donnée par :

MA,s = 2NuP, (5.1)
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où Nu est le nombre de points de grille du scalaire et P la taille d’un nombre en virgule
flottante (P = 8 en double précision).

On note Na le nombre de points de grille du champ de vitesse. Pour ce qui est du cas
multiéchelle, deux interpolations supplémentaires sont nécessaires. Le cache pour le champ
de vitesse, de Na

X éléments, est complété par une première interpolation linéaire tensorielle
des points de grille dans les directions Y et Z en la coordonnée du sous-problème 1D. Ainsi,
les données du champ de vitesse sont lues plusieurs fois, et conduisent à une quantité totale
exprimée par :

MA,m =

{
(2Na +Nu)P pour un problème 2D,
(4Na +Nu)P pour un problème 3D.

(5.2)

La seconde interpolation se fait dans la mémoire partagée pour l’évaluation de la vitesse
initiale des particules dont la position est un point de la grille fine.

Le calcul d’un problème 1D étant effectué par un work-group, plusieurs particules
peuvent être traitées par le même work-item. Ainsi les opérations effectuées en dehors de la
boucle interne sont mutualisées pour ces particules. On note nwi le nombre de work-item par
work-group. Les nombres d’opérations nécessaires à la réalisation d’une étape d’advection
simple échelle sont données par :

FA,s =





4Nu pour un schéma d’Euler
12Nu pour un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2
32Nu pour un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4

(5.3)

Pour les cas multiéchelle, le nombre d’opérations est :

FA,m = FA,s +

{
(4nwi + 3Na

X)Nu/Nu
X en 2D

(8nwi + 11Na
X)Nu/Nu

X en 3D
(5.4)

Le choix de l’espace d’index se fait en fixant le nombre de particules traitées par un work-
item. Les figures 5.10 représentent les performances pour 1, 2 ou 4 particules respectivement
notées v1, v2 et v4 dans la légende. Dans un souci de clarté, nous ne présentons pas ici
les autres choix qui ont été envisagés d’autant qu’ils ont conduit à des performances plus
faibles. L’augmentation de la complexité arithmétique due à l’augmentation de l’ordre des
schémas se traduit directement par une hausse de la puissance obtenue. Cela sera analysé
par la suite à l’aide du modèle roofline. Une différence structurelle entre les problèmes 2D
et 3D est que la résolution est constituée de sous-problèmes 1D bien plus petits en 3D.
Ainsi, l’usage de la mémoire partagée est plus faible en 3D qu’en 2D et implique donc une
plus grande occupation de la carte pour les grands problèmes. Un traitement de plusieurs
particules par work-item permet de diminuer la taille des work-groups ce qui, là encore
permet une augmentation de l’occupation. Cependant la limite des 1 024 work-items est
rapidement atteinte en 2D. Ce qui explique la chute de performances à partir de 1 0242.
L’effet inverse se produit en 3D où trop peu de work-items sont assignés ce qui conduit à une
faible occupation en raison de la limite du nombre de work-group exécutables simultanément
par multiprocesseur.

Pour ce qui est de l’advection multiéchelle, nous donnons les performances atteintes pour
différentes tailles de problèmes sur les figures 5.11. Seules les performances de la version
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Figure 5.10. – Performances des noyaux d’advection
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pour laquelle chaque work-item traite 4 particules sont présentées. Les rapports d’échelle
entre les grilles des particules et celle du champ de vitesse sont fixés à 2, 4 et 8 et conduisent
aux courbes dans l’ordre indiqué par les flèches. Ces résultats montrent que les performances
suivent l’évolution du rapport d’échelle, à taille de grille fine fixée. Cette évolution est, en
partie, due au fait que l’augmentation du rapport d’échelle implique une diminution à la
fois du nombre de données nécessaires pour le calcul, d’après l’équation (5.2), et du nombre
d’opérations arithmétique à réaliser, équation (5.4).
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Figure 5.11. – Performances des noyaux d’advection multiéchelle

Le modèle roofline nous permet de réaliser une analyse de performances relativement à
la puissance maximale atteignable. Nous représentons sur les figures 5.12 les résultats pour
quelques tailles de problèmes. En simple échelle, l’intensité opérationnelle FA,s/MA,s est
constante lorsque la taille du problème change. Ces intensités sont représentées par un trait
vertical sur les figures 5.12. Dans le cas multiéchelle, les intensités ne sont plus constantes
et donc les points qui leur correspondent ne sont pas sur les segments verticaux. Afin de
remédier aux effets visuels des échelles logarithmiques du modèle roofline, nous représentons
également les niveaux 0,5 et 0,1 de la puissance maximale atteignable.

Remaillage

Cette étape permet de réaliser l’interpolation particule-maillage en employant une stra-
tégie centrée sur les particules. À partir de la coordonnée d’une particule, les points de la
grille sur lesquels se remaille la particule sont calculés en fonction de la largeur du support
de la formule utilisée. Les positions sont dépendantes du champ de vitesse donc le schéma
de remaillage en termes d’accès aux données de la grille ne peut pas être connu à priori.
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Figure 5.12. – Modèle roofline pour les noyaux d’advection

Par conséquent, deux particules consécutives peuvent avoir exactement les mêmes points de
remaillage. Cependant, du fait de la régularité des champs de vitesse traités, nous pouvons
poser l’hypothèse que le nombre maximal de particules par cellule reste petit. On supposera
que ce nombre ne dépasse pas deux.

La distribution de l’espace d’index est similaire à celle de l’advection et chaque sous-
problème 1D est traité par un work-group. La charge par work-item est modifiée pour
remédier aux éventuels accès concurrents lorsque plusieurs particules sont situées dans la
même cellule. Ainsi, chaque work-item traite au moins deux particules consécutives. En
conservant les mêmes notations que dans le chapitre 2, le support des formules de remaillage
est de largeur 2S. Par conséquent, le remaillage d’une particule nécessite 2S accès en lecture
et autant en écriture pour les points de grille contenus dans son support. Ces nombreux
accès sont effectués dans un tableau temporaire correspondant au sous-problème 1D en
mémoire partagée, comme illustré sur la figure 5.13. Une fois toutes les particules traitées
et après une barrière de synchronisation, les données sont copiées en mémoire globale.

Scalaire
(particules)

Position
(particules)

Scalaire
(grille)

Mémoire
partagée

Λp,r

Figure 5.13. – Algorithme pour le noyau de remaillage
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Le nombre d’accès en mémoire globale est donné par l’expression suivante, en fonction
du nombre de composantes remaillées c :

MR = (2c+ 1)NuP. (5.5)

Pour ce qui est du nombre d’opérations en virgule flottante, il dépend de la largeur du
support 2S, de la formule de remaillage et du degré q des polynômes dont l’évaluation est
effectuée par la méthode de Horner en utilisant les opérations FMA de la carte.

FR = (2S(2c+ 2q + 1) + 5)Nu (5.6)

Nous donnons les performances des noyaux pour quelques formules de remaillage. Les
meilleurs résultats ont été obtenus lorsque chaque work-item traite exactement deux parti-
cules. Une augmentation du nombre de particules par work-item implique une occupation
plus faible car la quantité de mémoire employée ne change pas et la taille des work-groups
diminue. Un nombre plus grand implique une utilisation d’un grand nombre de registres et
donc une diminution de l’occupation des multiprocesseurs. Comme pour les noyaux d’ad-
vection on assiste à une chute des performances en 2D à partir d’une taille de 4 0962 à cause
d’une trop grande consommation de mémoire partagée.
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Figure 5.14. – Performances des noyaux de remaillage

Les performances relatives à la puissance maximale atteignable sont représentées dans un
modèle roofline sur les figures 5.15. À l’instar de Büyükkeçeci et al. (2012), nous observons
de plus hautes performances en 3D qu’en 2D essentiellement à cause d’une utilisation du
tableau en mémoire partagée plus efficace du fait de la différence des tailles des sous-
problèmes 1D.
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Figure 5.15. – Modèle roofline pour les noyaux de remaillage

Noyau complet

Une approche regroupant les opérations d’advection et de remaillage en un seul noyau
est également envisagée. Le principal intérêt est de supprimer le tableau en mémoire globale
pour la position des particules. En effet, cette variable intermédiaire est simplement locale
au processus. Cependant, cette approche nécessite deux tableaux temporaires en mémoire
partagée, comme illustré sur la figure 5.16. En pratique, cette implémentation n’est pas

Intégration
Interpolation

Vitesse
(grille)

Scalaire
(particules)

Scalaire
(grille)

Mémoire
partagée

Mémoire
partagée

Λp,r

Figure 5.16. – Algorithme pour le noyau d’advection et remaillage

pertinente pour les grandes tailles de problèmes 2D. Cependant, comme la mémoire partagée
n’est pas un facteur limitant en 3D, son utilisation semble intéressante. Dans ce noyau, nous
réutilisons les fonctions employées précédemment, ce qui conduit à une quantité d’accès
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5. Mise en œuvre sur cartes graphiques

mémoire en simple et multiéchelle :

MAR,s = MR,s = (1 + 2c)NuP, (5.7)

MAR,m =

{
(2Na + 2cNu)P en 2D
(4Na + 2cNu)P en 3D.

(5.8)

Pour ce qui est du nombre d’opérations, il est simplement donné par la somme des opérations
des noyaux d’advection et de remaillage. Les performances obtenues sont représentées en
figures 5.17 et dans un modèle roofline en figures 5.18. Nous considérons le cas d’une advec-
tion par un schéma Runge-Kutta d’ordre 2 ainsi que l’utilisation des formules de remaillage
Λ2,1, Λ4,2 et Λ8,4. L’évolution des performances selon la formule de remaillage utilisée est
identique à celle observée pour le noyau de remaillage seul. De même, les performances
pour une advection avec un schéma d’Euler et Runge-Kutta d’ordre 4 sont respectivement
inférieures et supérieures à celles représentées lorsque la formule de remaillage est fixée.
Les courbes notées MS dans la légende correspondent à une advection multiéchelle pour un
facteur d’échelle égal à 4. Comparativement au cas simple échelle, cela induit une petite
augmentation de performances ainsi qu’une augmentation de l’intensité opérationnelle du
noyau qui est renforcée par l’effet de la complexité de la formule de remaillage. Cependant,
une comparaison des performances relatives des modèles roofline avec les noyaux simples
montrent que cette approche n’apporte pas une meilleure efficacité. Toutefois, comme nous
le verrons par la suite, l’utilisation de ce noyau conduit à un temps de calcul légèrement
inférieur à la somme des deux noyaux simples ce qui permet de bénéficier de la réduction
de l’empreinte en mémoire globale.
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Figure 5.17. – Performances des noyaux d’advection et remaillage pour un schéma RK2
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Figure 5.18. – Modèle roofline pour les noyaux d’advection et remaillage pour un schéma
RK2

Les performances individuelles des différents noyaux se retrouvent directement dans les
exécutions du code complet. Ainsi, nous exposons la validité de la méthode et de l’implé-
mentation à travers quelques exemples simples de transport de scalaire. Dans un premier
exemple, la vitesse est donnée par une fonction analytique dépendant de l’espace et du
temps alors qu’elle ne dépend pas du temps dans le second exemple. Le cas multiéchelle est
illustré sur l’exemple 3D. Les résultats des exemples sont analysés de manière qualitative
permettant une validation de la méthode. Les résultats en terme de temps de calcul sont
présentés et comparés entre les différentes fonctions. Dans tous les cas, la vitesse est donnée
en entrée sous la forme des valeurs aux points de grille, permettant ainsi de se placer dans
un cadre général indépendant de la manière dont est calculé le champ de vitesse.

5.3. Application simple GPU

5.3.1. Transport de scalaire 2D

Un premier exemple d’utilisation de la méthode compète sur GPU est réalisé pour le
transport d’une fonction levelset dans un champ de vitesse analytique 2D. Ce champ cor-
respond à un mouvement de rotation incompressible périodique en temps. Ainsi, la fonction
levelset est déformée au cours du temps puis retrouve sa valeur initiale après un nombre
entier de périodes. Le champ de vitesse est défini par l’expression suivante :

a(x, y, t) =

(
− sin2(πx) sin(2πy)
sin(2πx) sin2(πy)

)
cos

(
πt

12

)
(5.9)
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5. Mise en œuvre sur cartes graphiques

Le scalaire est initialisé par une fonction indicatrice d’un disque de rayon 0,15 centré au point
de coordonnée (0, 5; 0, 75). À chaque itération de la méthode, le champ de vitesse analytique
est évalué sur les points de grille puis la méthode décrite précédemment s’applique avec
une étape d’advection suivie d’un remaillage des particules. Le contour de niveau 0,5 de
la fonction transportée est représenté à différents instants sur la figure 5.19. À l’instant
t = 12, soit après une période, le contour a retrouvé sa forme initiale. La difficulté de
cet exemple réside en la représentation du contour à l’extrémité de la spirale. En effet,
selon la qualité de la méthode employée, la séparation du contour ainsi que l’apparition
d’éventuelles oscillations numériques ne permettent plus de retrouver la condition initiale.
Nous rappelons que le pas de temps est contraint par la condition de CFL Lagrangienne
suivante :

∆t 6 M

|∇a|∞
.

La simulation suivante a été réalisée en utilisant 1 0242 points de grille. La constante M
est prise égale à 0,35, ce qui pour cette résolution, conduit à une CFL équivalente de
|a|∞∆t/∆x = 57. Ainsi, une première validation de l’implémentation est effectuée car
à l’instant t = 12, on retrouve bien la condition initiale en utilisant de grands pas de
temps, comme le montre la figure 5.19. La simulation est réalisée en utilisant un schéma
d’intégration RK2 et une formule de remaillage Λ6,4.

Les temps de calcul par particule, hors initialisation et hors calcul du champ de vitesse,
sont donnés en figure 5.20 pour différentes formules de remaillage et schémas d’advec-
tion. Comme prévu par les performances individuelles des noyaux, les petites résolutions
conduisent à des temps de calcul assez grands. Nous les considérons comme non signifi-
catives car elles ne sont jamais utilisées en pratique dans les applications. Un temps de
traitement compris entre 1,5 et 3 ns est obtenu pour un remaillage avec la formule Λ2,1

et augmente avec l’ordre et la complexité de la formule pour atteindre des valeurs entre 2
et 4 ns pour Λ8,4. Les autres formules conduisent à des temps intermédiaires. Cette figure
propose également une comparaison de la version à un seul noyau de calcul avec celle à
deux noyaux séparés. Cette dernière conduit à des temps de calculs plus élevés mais permet
de traiter des problèmes de plus grande taille. Cela est dû, à l’utilisation d’une plus grande
zone de mémoire partagée pour la version à un noyau. Enfin, la hausse des temps de calcul
lorsque les problèmes traités sont de taille supérieure à 2 0482 est conforme avec la chute
de puissance observée dans la section précédente. Là encore, l’utilisation de la mémoire
partagée est à l’origine de cette évolution notamment à travers une baisse de l’occupation
des multiprocesseurs dans les étapes de calcul.

La figure 5.21 donne la répartition du temps de calcul dans les différentes fonctions
présentées dans la section précédente. Les couleurs claires correspondent à l’étape de split-
ting dans la direction X et occupent 2/3 du temps de calcul alors que les teintes foncées
représentent la direction Y et occupent le 1/3 restant. Ces simulations ont été réalisées avec
un splitting de Strang où deux étapes sont nécessaires dans la direction X. Les portions du
temps de calcul attribuées à l’hôte deviennent négligeables lorsque la taille dépasse 4 0962.
Elles correspondent à des opérations réalisées par le CPU pour la gestion des étapes de
splitting et des lancements de kernels OpenCL. Les opérations d’initialisation à l’aide de
copies et de transpositions n’occupent que 10 à 20% du temps de calcul.
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Figure 5.19. – Exemple de transport de fonction levelset 2D
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Figure 5.21. – Répartition du temps de calcul des différentes fonctions pour un transport
de scalaire 2D
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5.3.2. Transport de scalaire 3D

Une application similaire est réalisée en 3D. Le scalaire est initialisé comme la fonction
caractéristique d’une sphère de centre (0, 35; 0, 35; 0, 35) et de rayon 0,15. Le champ de
vitesse, correspondant à une rotation incompressible, est défini par :

a(x, y, z, t) =




2 sin2(πx) sin(2πy) sin(2πz)
− sin(2πx) sin2(πy) sin(2πz)
− sin(2πx) sin(2πy) sin2(πz)


 (5.10)

Nous nous intéressons ici à l’évolution de la surface de niveau 0,5 au cours du temps qui
est soumise à une déformation de plus en plus forte. Nous comparons les effets des différentes
formules de remaillage à travers l’évolution du volume représenté par cette surface. La
figure 5.22 représente la surface de niveau 0,5 à l’instant t = 4, pour deux formules de
remaillage différentes. L’utilisation d’une formule d’ordre plus élevé, sur la figure 5.22b,
retarde l’apparition de « trous » ainsi que leur disparition comparativement à l’utilisation
de la formule Λ2,1, sur la figure 5.22a.

(a) Remaillage par Λ2,1 (b) Remaillage par Λ8,4

Figure 5.22. – Exemple de transport de fonction levelset en 3D

L’évolution du volume délimité par la surface de niveau 0,5 est donnée en fonction du
temps pour quelques noyaux de remaillage sur la figure 5.23. Ainsi, les formules d’ordre
élevé préservent mieux le volume ce qui est conforme à l’observation des figures 5.22. Ces
simulations ont été réalisées pour une constante LCFL égale à 0,35 et pour une résolution
de 3203. Cela équivaut à une CFL de 17,8.

Les temps de calcul pour cette simulation sont donnés sur les figures 5.24 en fonction
de la taille du problème pour différentes formules de remaillage dans les cas simple échelle
et multiéchelle. Les temps de calculs sont indépendants de la taille du problème et sont de
l’ordre de 1 à 2 ns, excepté pour les petites tailles non significatives. Comme pour le cas 2D,
seules les formules de remaillage Λ2,1 et Λ8,4 sont représentées, les autres se répartissent
sur des temps de calculs intermédiaires. Là encore, la version avec un seul noyau de calcul
pour l’advection et le remaillage donne de meilleurs temps de calcul. Contrairement au
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Figure 5.23. – Évolution du volume défini par le niveau 0,5 d’une fonction levelset

cas 2D, cette version permet de traiter des résolutions plus grandes car l’empreinte en
mémoire globale est plus faible et la mémoire partagée n’est pas limitante. Ainsi la résolution
maximale en simple échelle est de 4483 mais il est possible de traiter une résolution de 5123

pour le scalaire lorsque la résolution de la vitesse est inférieure à 3843.
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(b) Multiéchelle (Nu = 43Na)

Figure 5.25. – Temps de calcul des différentes fonctions pour un transport de scalaire 3D
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Figure 5.24. – Performances globales de la méthode pour un transport de scalaire 3D

Comme pour le cas 2D, nous donnons, sur la figure 5.25, les répartitions du temps
de calcul à travers les différentes fonctions de la méthode. Les contributions issues des
différentes directions de splitting sont différenciées par les nuances de couleurs. Comme
pour le cas 2D, les directions X, Y et Z se partagent le temps de calcul total et en occupent
respectivement les 2/5, 2/5 et 1/5. Les deux premières sont traitées deux fois sur des demi
pas de temps. Les opérations d’initialisation occupent entre 15 et 30% du temps de calcul.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une implémentation spécifique aux architectures
multicœurs telle que les cartes graphiques de la méthode semi-Lagrangienne. La straté-
gie d’implémentation a été élaborée en se basant sur les études similaires existantes. Les
différentes fonctions de la méthode ont été étudiées à travers leurs performances respecti-
vement à des optimisations génériques basées sur les caractéristiques techniques des cartes
graphiques. Ces optimisation peuvent également conduire à de bonnes performances sur
d’autres cartes que celle présentée ici.

Les performances individuelles des noyaux d’initialisation, comme fonctions de manipu-
lation de données, atteignent jusqu’à 73% de la bande passante maximale pour la copie. Les
transpositions permettent d’obtenir une bande passante respectivement de 64%, 71% et 63%
pour la transposition XY en 2D et 3D et pour la transposition XZ. Ces performances sont
assez satisfaisantes en comparaison avec celles obtenues pour la copie. En effet, les bandes
passantes atteintes pour les transpositions sont supérieures à 86% de celle de la meilleure
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copie. Comme pour les noyaux d’initialisation, les performances des noyaux de calcul sont
fortement dépendantes des tailles de tableaux traitées. Pour les tailles les plus adaptées, les
puissances de calcul développées par les noyaux d’advection dans le modèle roofline sont
supérieures 50% de la puissance maximale atteignable et légèrement inférieures dans les cas
multiéchelle. L’augmentation de l’ordre des formules de remaillage implique une augmenta-
tion de puissance de calcul des kernels de remaillage pour obtenir des performances proches
de 50% de la puissance maximale. Pour ce qui est des noyaux réalisant les opérations d’ad-
vection et de remaillage en une seule passe, les performances se situent au voisinage de 20%
de la puissance maximale. Toutefois, ces noyaux montrent un temps de calcul global géné-
ralement meilleur que lorsque deux noyaux séparés sont employés. La quantité de mémoire
partagée requise par ce noyau interdit son usage pour les grandes tailles en 2D. Au contraire,
en 3D, ce noyau permet de traiter de plus grandes résolutions du fait de l’utilisation d’une
plus faible quantité de mémoire globale. Par conséquent, il est préférable d’utiliser la ver-
sion en deux noyaux pour les simulations 2D du fait de la limitation en mémoire partagée.
De même, le noyau complet est mieux adapté aux problèmes 3D car il permet de diminuer
l’empreinte en mémoire globale. Enfin, les deux exemples de transport de fonction levelset
proposent une validation qualitative de la méthode.

Bien que ces résultats soient obtenus sur une machine de calcul, des expériences condui-
sant à l’obtention de performances similaires sont menées sur des machines de bureau ou
portables, montrant ainsi la portabilité de notre implémentation. Toutefois, nous ne présen-
tons pas ces résultats dans ce manuscrit par souci de simplification car ces machines sont
dotées de cartes d’anciennes générations n’offrant pas les même facilités de développement.
De plus les cartes sont utilisées par les systèmes d’exploitation pour l’affichage à l’écran.
Sur ces configurations, le calcul est en concurrence avec l’affichage pour l’utilisation des res-
sources, ce qui donne lieu à des variations de performances non reproductibles et pouvant
être importantes.
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Nous avons vu dans le chapitre 5 que la méthode semi-Lagrangienne, telle que présen-
tée au chapitre 2 avec splitting dimensionnel et formules de remaillage d’ordre élevé, est
bien adaptée pour tirer profit de l’architecture des cartes graphiques. En effet, l’analyse
des performances dans un modèle roofline montre des puissances de calcul généralement
supérieures à 50% de la puissance maximale atteignable. Les temps de calculs ainsi obtenus
sont assez faibles et incitent à passer à l’échelle avec une exécution parallèle sur plusieurs
cartes graphiques.

L’objectif de ce chapitre est de réaliser des simulations de transport de scalaire passif
dans un écoulement turbulent tel que décrit dans le chapitre 1. La stratégie de résolution,
exposée dans le chapitre 3, vise à exploiter les différentes ressources des machines de calcul
hétérogène en réalisant le calcul du fluide sur des architectures multi-CPU et le transport
du scalaire sur plusieurs GPU. La conception de la librairie, détaillée au chapitre 4, facilite
l’intégration des méthodes de résolution des autres éléments des équations du problème
complet de transport de scalaire passif dans un écoulement turbulent tels que les termes de
d’étirement, de diffusion et l’équation de poisson.

Dans un premier temps, nous détaillerons l’architecture hétérogène considérée ainsi que
les différentes stratégies de parallélisme usuelles. Notre approche se base sur l’exploitation de
toutes les ressources de calcul disponibles en maximisant leur occupation. Cela se traduit par
l’emploi combiné de parallélismes à mémoire distribuée et partagée. Dans un second temps,
nous détaillerons l’adaptation de la méthode à la résolution d’un problème de transport de
scalaire sur une architecture multi-GPU. L’accent sera mis sur l’analyse des performances
des communications entre les cartes à travers l’illustration sur l’exemple de transport de
fonction levelset 3D du chapitre 5. Enfin, nous présenterons la méthode de résolution pour
l’application au transport turbulent de scalaire passif à travers un exemple d’application à
la simulation d’un jet plan turbulent.
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6. Implémentation sur architectures hétérogènes

6.1. Lien entre la méthode et l’architecture hybride

6.1.1. Description d’une machine hybride

Comme nous l’avons évoqué dans le chapitre 1, les machines de calcul parallèles actuelles
sont caractérisées par des architectures hétérogènes regroupant de nombreux processeurs
multicœurs et accélérateurs. Généralement, elles présentent une organisation hiérarchique
de leurs composants. Une machine de calcul est constituée d’un ensemble de nœuds connec-
tés par un réseau local à très haut débit permettant des vitesses de transfert de plusieurs
dizaines de GByte/s. Un nœud de calcul possède les mêmes caractéristiques qu’un ordina-
teur personnel utilisé comme serveur. Ainsi, il est constitué, au minimum, d’un processeur,
de mémoire vive et d’un espace disque. Ces ressources sont gérées par un système d’exploi-
tation qui lui est propre. Les composants présents sur un nœud varient d’une machine à
l’autre et éventuellement d’un type de nœud à l’autre sur une même machine. De manière
générale, ils contiennent plusieurs processeurs multicœurs et éventuellement des accéléra-
teurs tels que les cartes graphiques ou des coprocesseurs. Un exemple d’une telle architecture
est donnée en figure 6.1 où les nœuds sont connectés à travers le même réseau et certains
contiennent des accélérateurs.

Cœur CPU

CPU multicœur

Mémoire vive

Accélérateur

NœudRéseau local

Figure 6.1. – Exemple d’architecture hybride

Dans la suite de ce chapitre, nous utilisons la machine de calcul Froggy du mésocentre
CIMENT 1 qui possède notamment sept nœuds contenant chacun deux processeurs octo-
cœurs Intel Sandy Bridge EP E5-2670 partageant 32 GByte de mémoire vive et deux
cartes graphiques Nvidia K20m.

1. http://ciment.ujf-grenoble.fr
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6.1. Lien entre la méthode et l’architecture hybride

6.1.2. Différents niveaux de parallélisme

Parmi les paradigmes de programmation parallèle usuels, le parallélisme de données et le
parallélisme par tâches se distinguent par l’organisation des calculs par rapport aux données
à traiter (Dongarra et al., 2003). Dans le premier, on réalise l’exécution simultanée de
tâches identiques sur des données différentes. En revanche, le second consiste en l’exécution
simultanée de tâches différentes sur des données identiques ou non. Ces deux approches sont
couramment employées pour l’exploitation de machines de calcul parallèles hétérogènes, à
travers l’utilisation des librairies telles que MPI et OpenMP. Différentes techniques sont
à considérer pour la mise en œuvre de ces paradigmes selon la nature de la mémoire,
partagée ou distribuée. La littérature étant abondante sur le sujet, dans cette section nous
ne donnerons que quelques éléments concernant l’implémentation de ces paradigmes.

Au sein d’un nœud, la mémoire est partagée par l’ensemble des cœurs des processeurs.
Dans ce contexte, les taches sont distribuées sur l’ensemble des cœurs physiques à l’aide
d’une librairie telle que OpenMP. Ce paradigme permet l’exploitation, au maximum, de
l’ensemble des cœurs CPU d’un seul nœud car les données manipulées doivent être référen-
cées dans le même espace d’adressage

En complément de cette stratégie se trouve le parallélisme par envoi de message tel que
proposé par le standard MPI. Il permet de réaliser des communications d’un processus à un
autre dans un contexte de mémoire distribuée. Dans le cas général, il n’est pas possible à
un processus de lire ou d’écrire dans une zone mémoire attribuée à un autre processus. Le
principe de ce paradigme est que les données à transmettre sont empaquetées dans un mes-
sage qui est envoyé au processus destinataire à travers le réseau de la machine. Une gestion
fine de l’envoi et de la réception de ces messages est nécessaire afin que les données soient
correctement traitées, éventuellement par l’utilisation de zones mémoires temporaires. Une
très grande précision des communications est possible à travers l’utilisation des nombreuses
variantes proposées par la librairie telles que, entre autres, les communications point à
point ou globales ainsi que leurs versions bloquantes ou non. Ce paradigme s’utilise dans un
environnement à mémoire distribuée mais fonctionne également avec une mémoire partagée.

Une implémentation hybride associe plusieurs stratégies de parallélisme pour exploi-
ter au mieux une architecture donnée. Ainsi, sans tenir compte des accélérateurs dans un
premier temps, les utilisations courantes suivent deux stratégies distinctes pour l’exploi-
tation de l’ensemble des cœurs CPU d’une machine. L’intégration d’une librairie d’envoi
de message permet une utilisation d’un ensemble de processeurs multicœurs de plusieurs
nœuds d’une machine. Ce fonctionnement se base sur fait que les librairies d’envoi de mes-
sage, comme MPI, sont utilisables dans un contexte mixte de mémoire partagée et distante.
Cependant, l’intégration d’un tel parallélisme implique généralement d’importants change-
ments dans le code. Une réécriture de certaines parties est nécessaire lorsque l’utilisation
de ce paradigme n’a pas été prévue à la conception. La seconde stratégie consiste combiner
des paradigmes spécifiques à un environnement à mémoire partagée et à mémoire distri-
buée. Une approche basée sur les librairies MPI et OpenMP est couramment utilisée. Ces
deux stratégies que l’on notera respectivement MPI et MPI+OpenMP permettent d’utiliser
l’ensemble des cœurs CPU d’une machine de calcul. La principale différence est que la mé-
moire partagée par les processus d’un même nœud est gérée par un parallélisme spécifique
dans le cas MPI+OpenMP, ce qui permet une plus grande finesse d’optimisation et donc
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potentiellement l’obtention de meilleures performances. En revanche, le développement et
le débogage sont généralement plus complexes.

L’ensemble des processus déployés sur les cœurs physiques des nœuds peuvent ne pas
réaliser des opérations similaires sur des données différentes. Un paradigme de parallélisme
par tâches permet d’affecter des ensembles de processus à différentes tâches. Dans ce cas,
au sein d’un même groupe, une tâche est traitée de manière collaborative. En revanche,
deux processus associés à deux tâches distinctes sont amenés à exécuter des instructions
totalement différentes. Toutefois, des communications sont généralement nécessaires pour
échanger des données entre les processus des différentes tâches lorsqu’elles ne sont pas
totalement indépendantes.

L’exploitation des cartes graphiques comme accélérateurs se réalise de manière identique
au cas d’une utilisation exclusive de l’accélérateur, comme présentée au chapitre 5. Un
processus peut exploiter un accélérateur à l’aide des différentes techniques telles que CUDA
ou OpenCL. Les cartes graphiques récentes sont capables de gérer l’exécution d’un ensemble
de tâches provenant de plusieurs processus. Par conséquent, tous les processus placés sur
un même nœud peuvent exploiter une même carte graphique. De même, dans le cas où
plusieurs cartes sont présentes, un même processus peut utiliser simultanément l’ensemble
des cartes graphiques.

Ainsi, les machines hybrides doivent être exploitées en utilisant à la fois un parallélisme
à mémoire distribuée, à mémoire partagée ainsi que des accélérateurs. On complète les
notations précédentes par MPI+OpenCL ou MPI+OpenMP+OpenCL si OpenCL est utilisé
sur les accélérateurs.

6.1.3. Stratégie d’utilisation

La stratégie que nous employons dans ce travail se limite à une exploitation des pro-
cesseurs multicœurs à l’aide du seul niveau de parallélisme par envoi de message. Cette
approche, complétée par l’utilisation de la librairie OpenCL, nous permet de traiter à la
fois les cas multi-GPU et hétérogènes. En effet, pour une exploitation de plusieurs cartes
graphiques, il est nécessaire de placer un processus par nœud pour exploiter l’ensemble des
cartes du nœud. Ces différents processus, se situent nécessairement dans un environnement
à mémoire distribuée, d’où le choix de l’utilisation de MPI pour la gestion du parallélisme
des processus hôtes.

En pratique, dans notre implémentation, chaque GPU n’est géré que par un et un
seul processus hôte. En effet, des études préliminaires ont montré une dégradation des
performances lorsque plusieurs processus exploitent la même carte graphique de manière
concurrente comparativement au cas où une carte est associée à un processus. Ce phénomène
est en partie dû au fait que notre implémentation est plus efficace pour traiter de grandes
tâches comparativement au traitement de plusieurs tâches plus petites. D’autre part, il nous
semble plus avantageux de ne pas exploiter plusieurs cartes à partir du même processus
hôte car le découpage des tâches est déjà réalisé au niveau des différents processus hôtes. Il
apparaît donc inutile d’ajouter un second niveau de découpage interne au processus. Ainsi,
l’exploitation de n cartes graphiques est obtenue par le placement de n processus MPI
répartis sur l’ensemble des nœuds contenant les cartes.
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L’inconvénient majeur de cette stratégie est qu’un nœud de calcul dispose généralement
d’un plus grand nombre de cœurs CPU que de cartes graphiques. Dans l’exemple de la
machine Froggy, le rapport est de 8. Lors d’une utilisation multi-GPU, de nombreux cœurs
CPU sont inutilisés. L’approche que nous proposons dans la section 6.3 à travers la mise
en œuvre de la méthode hybride nous permettra d’explorer une solution à ce problème
d’occupation.

La suite de ce chapitre est consacrée à la mise en œuvre de cette stratégie dans un cadre
multi-GPU puis hybride multi-CPU et multi-GPU.

6.2. Application multi-GPU

6.2.1. Mécanisme de communication

La résolution de l’équation de transport sur plusieurs cartes graphiques nécessite des
communications entre ces GPU. À chaque carte est associée une partie du domaine de
calcul. Ainsi, le domaine de calcul est séparé le long de plans orthogonaux à une direction
de découpe. Nous appelons direction de découpe une direction dont le traitement nécessite
des communications. Le principal avantage de ce découpage est de conserver une méthode de
résolution identique au cas simple GPU lors du traitement des directions de l’espace autres
que celles de découpe. Dans ces dernières, les données correspondant aux sous-problèmes 1D
sont distribuées sur plusieurs cartes ce qui implique des communications entre ces cartes.
Nous distinguons alors les données locales calculées par une carte et les données non locales
qui sont calculées par une autre carte et qui doivent être transférées.

Deux communications sont nécessaires : une pour l’étape d’advection et l’autre pour
le remaillage. Pour l’advection, les interpolations du champ de vitesse nécessaires au cal-
cul des positions des particules sont faites sur des données non locales pour les particules
ayant quitté le domaine. Ces données devront être transférées au préalable depuis les cartes
voisines. La quantité de ces données dépend directement du champ de vitesse lui-même.
Toutefois, une majoration de leur taille est possible à partir du nombre CFL maximal. En
effet, ce dernier correspond au nombre maximal de cellules traversées par les particules en
une itération. Une particule au bord du domaine n’aura pas besoin de plus de données dis-
tantes qu’elle ne peut traverser de cellules. Cet algorithme est schématisé sur la figure 6.2a.
De la même manière, lors du remaillage, la taille des zones de communications dépend du
nombre CFL maximal ainsi que de la largeur du support de la formule de remaillage em-
ployée. Lors du calcul, le domaine local est bordé par des zones mémoire qui représentent les
points de grille voisins distants et récupèrent les contributions des particules sur ces points.
Ces derniers sont parfois appelés points fantômes ou ghosts. Les données de ces zones sont
ensuite envoyées aux processus voisins puis ajoutées aux données locales. L’adaptation de
cet algorithme est schématisé sur la figure 6.2b. Les communications se font exclusivement
avec les processus voisins dans la direction de calcul. Dans les deux algorithmes, une utili-
sation de la mémoire partagée comme un cache similaire au cas simple GPU est employée
pour les données du champ de vitesse non local ainsi que pour les points de grille exté-
rieurs. Les échanges de données à l’issue du remaillage se caractérisent par un ajout des
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valeurs distantes du scalaire aux valeurs locales, alors que pour le champ de vitesse, il s’agit
simplement d’une copie des données qui sont utilisées en lecture uniquement.

GPUn

GPUn−1

GPUn+1

Intégration
Interpolations

Vitesse
(grille)

Mémoire
partagée

Position
(particules)

Copies de données
Utilisation des données

Communication inter-GPU
Données non locales

(a) Advection

GPUn

GPUn−1

GPUn+1

Scalaire
(particules)
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(particules)

Scalaire
(grille)

Mémoire
partagée

+=

+=

+=

+=

Λp,r

Copies de données
Utilisation des données

Communication inter-GPU
Données non locales

(b) Remaillage

Figure 6.2. – Adaptation des algorithmes d’advection et remaillage au cas multi-GPU

Ces communications inter-GPU consistent en des échanges de données entre les mé-
moires globales des cartes graphiques. Généralement, les implémentations MPI ne sont pas
capables de lire et écrire des données directement dans la mémoire des cartes sans faire
intervenir l’hôte. Toutefois, certaines implémentations spécifiques telles que MPI-ACC (Aji
et al., 2012) ou MVAPICH (Wang et al., 2011) permettent de réaliser des envois de messages
directement de la mémoire d’une carte à l’autre. Dans cette dernière, les transferts utilisent
les technologies telles que proposées par les versions récentes de CUDA sur les cartes Nvi-
dia (GPUDirect). La librairie MVAPICH est disponible au téléchargement 2 mais ne permet
qu’une exploitation des seules cartes NVIDIA et, à notre connaissance, la librairie générique
MPI-ACC n’a pas été encore distribuée. Ces travaux font état de gains en termes de per-

2. http ://mvapich.cse.ohio-state.edu/downloads/
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formances des communications pouvant atteindre 30% par rapport à des transferts naïfs.
En l’absence de telles librairies, la méthode naïve consiste en une succession de transferts
depuis la mémoire globale de la carte vers le CPU, entre les CPU hôtes et enfin du CPU
vers la mémoire de la carte de destination. Ce mécanisme est illustré sur la figure 6.3 par
l’enchaînement des flèches vertes et bleues.

Réseau local

host - device

MPI

GPU-aware MPI

Figure 6.3. – Schémas de communications inter-GPU

Les résultats de cette thèse sont obtenus à l’aide de transferts naïfs combinant expli-
citement un usage des fonctions OpenCL pour les transferts entre les cartes et les CPU
hôtes ainsi que des envois de message MPI entre CPU. Nous précisons que l’utilisation
technologies spécifiques aux cartes Nvidia n’a pas encore été intégré au standard OpenCL.
De manière générale, ces transferts peuvent être optimisés par un découpage des données
en blocs dont les envois sont traités en chaîne (Aji et al., 2013), comme illustré par la fi-
gure 6.4. Ainsi, le message original est traité par un ensemble d’envois de plus petite taille
permettant un recouvrement des opérations. La taille des blocs est un des paramètres qui
doit être ajusté en fonction du matériel utilisé (PCIe et réseau).

Transfert manuel GPU vers CPU MPI CPU vers GPU

Transfert par blocs
en chaîne temps

Figure 6.4. – Optimisation des communications inter-GPU

6.2.2. Performances

Les performances de cette implémentation dans un contexte multi-GPU sont étudiées à
travers l’exemple de transport de fonction levelset 3D présenté en section 5.3.2.

Des études de scalabilité, dont le principe a été introduit en section 1.2.2, permettent
d’observer l’évolution du temps de calcul face à l’augmentation du volume total de commu-
nication induite par l’augmentation du nombre de ressources utilisées. La scalabilité forte
d’un code démontre sa capacité à traiter un problème plus rapidement lorsque le nombre de
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ressources augmente. Idéalement, on attend que le temps de calcul soit réduit d’un facteur
n lorsque les ressources sont augmentées d’un facteur n. Cette étude n’est pas adaptée à
notre implémentation multi-GPU car elle conduit à la résolution de problèmes de tailles
de plus en plus petite à mesure que le nombre de cartes utilisées augmente. Dans ce type
d’étude, la taille du problème total est fixée et doit pouvoir être traitée par un seul GPU.
De plus, comme nous avons vu dans le chapitre précédent, les meilleures performances sont
obtenues lorsque le problème traité sur un GPU est suffisamment grand.

Une étude de scalabilité faible est préférable dans ce contexte. Elle conduit à l’étude de
l’évolution du temps de calcul lorsque le nombre de ressources augmente en conservant une
charge de travail par GPU constante. Ainsi, en partant d’une taille de problème compatible
avec les caractéristiques d’une carte graphique, l’influence des communications est directe-
ment mesurée. Les résultats de scalabilité, présentés sur la figure 6.5, sont obtenus en en
utilisant un schéma RK2 et une formule de remaillage Λ6,4 pour résoudre des problèmes de
taille (NX , NY , nNZ) où n est le nombre de GPU employés. Ainsi, chaque GPU est chargé
d’un problème de taille (NX , NY , NZ). Nous ne considérons ici qu’une seule direction de
découpe, dans la direction Z. La figure 6.5 représente l’évolution de la scalabilité en fonc-
tion du nombre de cartes graphiques utilisées. Deux cas sont considérés : le premier est
une résolution identique de 2563 points de grille par GPU pour la vitesse et le scalaire. Le
second est un cas multiéchelle où la vitesse est connue sur une grille de taille 1283 alors que
le scalaire est résolu sur 5123 points.

Les oscillations qui apparaissent pour les cas à 2563 par GPU sont dues à la distance
variable entre deux cartes voisines. En effet, les communications au sein d’un même nœud
sont plus rapides que d’un nœud à l’autre. En pratique, lorsqu’un GPU est ajouté à un
nombre impair, on ajoute la seconde carte du dernier nœud à l’ensemble des cartes utilisées.
Dans ce cas, les communications supplémentaires sont réalisées entre les deux cartes du
même nœud, ce qui conduit à une amélioration de la scalabilité. La perte importante de
scalabilité entre 1 et 2 GPU provient de l’absence totale de communications dans le cas 1
GPU ainsi que du manque d’optimisation des cas multi-GPU. Comme nous l’avons évoqué
précédemment, leur taille dépend du nombre CFL de la simulation. Pour les cas Na =
Nu = 2563, le nombre CFL maximal est égal à 8 et implique des communications de taille
8×2562 éléments par voisins pour le champ de vitesse et le scalaire. Dans le cas multiéchelle
Na = 1283 et Nu = 5123, le pas de temps est identique et les tailles de communications par
voisins sont de 4× 1283 et 15× 5123 respectivement pour la vitesse et le scalaire. D’autre
part, dans l’état actuel du code, nous n’avons pas encore mis en place de stratégies de
recouvrement des communications par des calculs, ce qui implique que les temps de calculs
sont augmentés de la totalité des temps de communications. Ainsi la scalabilité du cas 2
GPU par rapport au cas 1 GPU est assez faible car elle revient à comparer les temps de
communications à un cas sans aucune communication. Toutefois, la scalabilité par rapport
au cas utilisant 2 GPU est satisfaisante car supérieure à 0.85 jusqu’à 12 GPU. La version
avec un seul kernel donne des résultats similaires à celle avec deux kernels séparés avec des
temps de calcul inférieurs de 3%. D’autre part, la chute de scalabilité entre 1 et 2 GPU
peut être atténuée en diminuant le volume de communications par une réduction du pas de
temps.

La répartition du temps de calcul pour quelques cas tirés de l’étude précédente est
représentée sur la figure 6.6. Elle donne la répartition du temps de calcul global d’une
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Figure 6.5. – Performances du transport de scalaire 3D multi-GPU

itération entre les différentes directions. Comme annoncé précédemment, les temps de calcul
issus des communications dans la direction Z apparaissent comme ajoutés au temps de
calcul obtenu sans communications et sont inclus dans la partie associée à l’hôte pour cette
direction. Ainsi, seul le temps de communication varie avec le nombre de GPU et les temps
d’exécutions des kernels restent constants.

Nous détaillons sur la figure 6.7a les éléments constituant la direction Z en distinguant
les kernels OpenCL pour l’initialisation, les kernels d’advection et de remaillage ainsi que les
étapes de transferts de données. Les communications entre CPU sont notées MPI et celles
entre les cartes et les hôtes sont notées D→H ou H→D selon le sens de transfert. Enfin,
l’étape d’ajout des contributions provenant des processus voisins est notée += et est effec-
tuée par l’hôte de chaque carte. Les dépendances entre toutes ces étapes sont représentées
sur la figure 6.8.

Cette représentation de l’enchaînement des différentes étapes lors du traitement d’une
direction de découpe montre que certaines peuvent être réalisées simultanément. En effet,
l’initialisation des particules est indépendante du transfert des données du champ de vi-
tesse. De même, la copie des données du scalaire correspondant à une partie du domaine
local est indépendante des communications des contributions pour les domaines voisins.
Le parallélisme par tâches OpenCL permet de démarrer ces opérations sans en attendre la
complétion. Les détails du profilage des temps de calculs pour la figure 6.7a sont réalisés en
forçant une synchronisation explicite des tâches permettant leur comparaison.

Comme le montre la figure 6.7a, les étapes de calculs ne suffisent pas à couvrir les
communications. La figure 6.7b illustre cette remarque en reprenant la figure 6.7a avec un
code de couleur indiquant les étapes de calcul et celles de communication. Ces résultats
suggèrent la nécessité d’une réduction des temps de communications. Une optimisation
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envisageable consiste à améliorer les temps de transfert entre GPU en utilisant, par exemple,
un traitement par blocs en chaîne. Après cette première optimisation, une stratégie de
recouvrement des communications par les calculs pourra être envisagée. En particulier,
les étapes de calculs peuvent être séparées en deux parties à l’issue d’un redécoupage du
domaine local. Une première partie entièrement locale, ne nécessitant pas l’usage de données
distantes, peut s’exécuter pendant les communications. La seconde partie consiste à traiter
le reste du domaine à l’aide des données transférées. L’optimisation des communications
ainsi que leur recouvrement constituent une des perspectives immédiates de ce travail.

Les résultats présentés ici sont réalisés uniquement dans le cas d’une seule direction de
découpe, par plansXY . L’implémentation que nous proposons ne se restreint pas à cette ap-
proche et permet notamment de considérer une découpe dans autre direction ainsi que dans
plusieurs directions. Cette dernière est utile essentiellement dans les cas où un grand nombre
de cartes graphiques est employé afin de réduire les disparités de nombre de points des do-
maines locaux. Par exemple, pour la résolution d’un problème global de taille (NX , NY , NZ)
sur n cartes graphiques la résolution des domaines locaux est égale à (NX , NY , NZ/n) dans
le cas d’une découpe dans la direction Z. Elle passe à (NX , NY /n1, NZ/n2), avec n = n1n2

pour une découpe dans les directions Y et Z. L’avantage est de conduire à des résolu-
tions plus grandes dans les directions de découpes que dans le premier cas. En revanche un
plus grand nombre de communication est nécessaire. Les configurations considérées dans
ce manuscrit ne nécessitent pas l’utilisation d’un découpage dans plusieurs directions car le
nombre de cartes graphiques reste relativement faible.

Cette implémentation multi-GPU pour le transport de scalaire peut être employée en
parallèle d’une résolution CPU de l’écoulement pour la simulation du problème complet.
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Figure 6.7. – Profilage de la direction de découpe
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Figure 6.8. – Dépendances des étapes de communication multi-GPU

6.3. Transport turbulent d’un scalaire passif

6.3.1. Application hybride

Le problème que nous considérons dans cette partie est le transport de scalaire passif
dans un jet plan turbulent tridimensionnel, tel que présenté par Magni et al. (2012). Le
domaine de calcul est une boite unitaire périodique [0; 1]3. Le problème est modélisé par
le couplage entre les équations de Navier-Stokes, en formulation vitesse vorticité, et d’une
équation de transport du scalaire θ, rappelé ci-après :





divu = 0, ω = rotu,

Dω

Dt
=

(
∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω

)
= (ω · ∇)u+ ν∆u,

Dθ

Dt
=
∂θ

∂t
+ (u · ∇)θ = κ∆θ.

(6.1)

L’écoulement est constitué d’un jet plan, modélisé par un champ de vitesse initialement
nul dans tout le domaine excepté dans une région d’épaisseur w le long d’un plan XZ.
Le champ de vitesse initial est perturbé par un champ aléatoire P de magnitude 0,05. Le
scalaire passif est initialisé de la même manière que le champ de vitesse. Les valeurs initiales
du champ de vitesse et du scalaire sont données par les expressions :

θ(x, y, z) = (1 + 0.3 sin(8πx))

(
1 + tanh

(
0.1− 2|y − 0.5|

4w

))
/2 (6.2)

uX(x, y, z) = θ(x, y, z)PX ,

uY (x, y, z) = P Y

uZ(x, y, z) = P Z

(6.3)

La condition initiale du champ de vitesse est représentée en figure 6.9 pour la composante
uX . L’écoulement se développe dans le plan du jet, dans la direction X. Les perturbations
provoquent l’établissement d’un régime turbulent qui se traduit par l’évolution tridimen-
sionnelle de l’écoulement. Le scalaire est ainsi transporté dans tout le domaine.

L’écoulement est caractérisé par la largeur du jet w = 0.1, ce qui donne un nombre de
Reynolds égal à 103 pour une viscosité ν = 10−4. Différentes valeurs de nombre de Schmidt
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Figure 6.9. – Champ de vitesse initial, composante uX
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seront considérées en fonction du rapport d’échelle entre les grilles de résolutions du fluide
et du scalaire. En effet, comme nous l’avons décrit au chapitre 1, le rapport des échelles de
dissipation d’énergie est lié au nombre de Schmidt : ηκ

√
Sc = ην , avec Sc = ν/κ où ν est

la viscosité du fluide et κ la diffusivité du scalaire. Ces différentes échelles sont prises en
compte par la résolution des discrétisations des variables. Le champ de vitesse est résolu
sur une grille plus grossière que celle du scalaire.

Nous rappelons que la méthode numérique hybride employée pour résoudre ces pro-
blèmes consiste en l’utilisation d’une méthode semi-Lagrangienne pour le transport du
scalaire et de différences finies pour sa diffusion. L’écoulement est résolu en employant
une méthode semi-Lagrangienne pour le transport de vorticité, des différences finies pour
le terme d’étirement et une méthode spectrale pour la diffusion de vorticité. L’équation de
Poisson pour le calcul du champ de vitesse est également résolue par une méthode spectrale.

6.3.2. Exploitation d’une machine hétérogène

Comme nous l’avons évoqué précédemment, le transport du scalaire et le fluide sont
suffisamment indépendants pour être résolus simultanément sur différents matériels. En
effet, le couplage de ces sous-problèmes consiste simplement en une communication du
champ de vitesse en début d’itération de la partie fluide vers le transport. Pour l’exemple
de l’utilisation de la machine Froggy présentée en section 6.1, nous utilisons n GPU et les
n cœurs CPU hôtes associés pour résoudre le transport du scalaire ainsi que les 7n cœurs
CPU disponibles sur les nœuds pour calculer le champ de vitesse de l’écoulement. Cette
distribution des tâches est représentée sur la figure 6.10.

Réseau local

Transport

Navier-Stokes

Figure 6.10. – Distribution des tâches pour l’application hybride

En pratique, nous introduisons une notion de parallélisme par tâche. Les différents pro-
cessus MPI sont associés à une tâche à travers un découpage du communicateur global.
Une synchronisation globale est effectuée à l’occasion de la communication du champ de
vitesse. Dans cette exemple, deux tâches sont définies : une pour l’écoulement et l’autre
pour le transport. Pour simplifier la distribution des tâches sur l’ensemble des processus,
la résolution globale du scalaire doit être un multiple de n. De même, les résolutions de
la vitesse et de la vorticité doivent être égales et multiples du nombre de cœurs CPU as-
sociés à leur calcul. D’autre part, les opérations de FFT du solveur spectral donnent de
meilleures performances pour des résolutions multiples d’une puissance de 2. Ainsi, sauf
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6.3. Transport turbulent d’un scalaire passif

mention contraire, la résolution du fluide sera égale à un multiple de 4n et seulement 4 des
7 cœurs seront utilisés.

6.3.3. Résultats et performances

L’évolution du jet est caractérisée par une phase de diffusion suivie d’une phase de créa-
tion d’enstrophie qui correspond à l’apparition d’instabilités tridimensionnelles s’accom-
pagnant de la production de petites échelles. L’enstrophie E décrit l’évolution des pertes
d’énergie cinétique de l’écoulement E par la relation :

dE
dt

= −νE, (6.4)

avec
E =

1

2

∫

Ω
||u||2dx et E =

∫

Ω
||ω||2dx

La figure 6.11a donne la variation de l’enstrophie de l’écoulement dont l’augmentation ra-
pide, vers t = 2, indique l’apparition du régime turbulent. Les effets de dissipation d’énergie
par diffusion deviennent ensuite prépondérants et se traduisent par une diminution de l’en-
strophie et des valeurs extrêmes du champ de vitesse.

Ces simulations sont réalisées en employant des formules de remaillage Λ6,4 et une in-
tégration en temps par un schéma Runge-Kutta d’ordre deux pour les transports de la
vorticité et du scalaire. Des schémas aux différences finies sont utilisés à l’ordre 4 pour le
terme d’étirement et au premier ordre pour la diffusion du scalaire. Enfin, le pas de temps
est calculé à chaque itération de manière à être maximal, tout en vérifiant la condition de
CFL Lagrangienne :

∆t 6 M

|∇u|∞
.

Le choix de la constante M < 1 est laissé à l’utilisateur. Pour de grandes valeurs il
peut conduire, selon les problèmes traités, à l’apparition d’instabilités numériques pou-
vant perturber l’écoulement de manière non physique. En pratique, une calibration de cette
constante par rapport au problème et à ses conditions initiales est nécessaire. Dans cet
exemple, nous constatons expérimentalement que des valeurs M > 0.2 ne permettent plus
de capter la physique de l’écoulement surtout lorsque le régime turbulent est établi, pour
t > 3. D’autre part, la perturbation aléatoire appliquée à la condition initiale conduit à des
valeurs du gradient du champ de vitesse peu représentatives de l’écoulement, en début de
simulation, et entraîne l’utilisation de pas de temps trop grands. Dans ce cas, il est néces-
saire d’employer une stratégie de calcul différente en début de simulation. En particulier,
une technique simple consiste à fixer le pas de temps à une valeur arbitraire. Une autre
idée est d’ajouter une contrainte supplémentaire sous la forme d’une condition de CFL par
rapport au champ de vitesse.

L’évolution du pas de temps et du nombre CFL maximal de l’écoulement sont présentés
sur la figure 6.11b pour deux modifications du calcul du pas de temps. Lorsque l’écoulement
n’a pas encore atteint un régime turbulent, nous appliquons une condition de type CFL (cas
1) tel que : ∆t 6 1.5∆xu/|u|∞ ou bien (cas 2) une restriction à un pas de temps inférieur à
0.011. Dans tous les cas, le pas de temps utilisé vérifie la condition de CFL Lagrangienne.

129



6. Implémentation sur architectures hétérogènes

Cette dernière devient la contrainte la plus restrictive à partir de l’instant t = 1.5 et
conduit à une diminution du pas de temps. Enfin, il augmente à nouveau sur la fin de la
simulation, à mesure que l’énergie est dissipée par les petites échelles. Toutefois, les pas de
temps obtenus sont assez grands et le nombre CFL varie entre 2 et 13, par rapport à la
grille fine de résolution 1 0243. L’avantage de l’approche couplant une condition de CFL
et la condition Lagrangienne est qu’elle permet de conserver l’intérêt d’un pas de temps
adaptatif en suivant la dynamique de l’écoulement.
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Figure 6.11. – Configuration du jet turbulent

Le nombre CFL obtenu pour le transport du scalaire peut paraître relativement faible
pour une méthode particulaire. En effet, dans cet exemple, nous employons le même pas de
temps à la fois pour la résolution du fluide et celle du scalaire. Théoriquement, une condi-
tion moins restrictive que celle employée ici pour le transport du scalaire est envisageable
et permettrait d’utiliser de plus grands pas de temps. Cela est illustré par les exemples
de transports de fonctions levelset donnés dans le chapitre 5 où le nombre CFL atteint
des valeurs de plusieurs dizaines. Une solution, exploitée notamment par Lagaert et al.
(2014), consiste à réaliser des sous-itérations pour la partie fluide. Elle permet d’ajuster les
contraintes sur le pas de temps indépendemment pour chaque sous-problème. En pratique,
une condition LCFL est imposée pour la résolution du transport du scalaire, avecM grand,
et un nombre de sous-itérations est calculé afin d’obtenir un pas de temps suffisamment pe-
tit pour la résolution du fluide. Dans cet exemple, il serait envisageable d’employer des pas
de temps 6 fois plus grands pour le transport du scalaire, en prenant M = 0.9. Toutefois,
l’intérêt de cette approche est limité ici car une itération du transport du scalaire est, dans
la majorité des cas, totalement recouverte par le calcul de l’écoulement. Par conséquent,
relativement au temps total de simulation, des sous-itérations pour la partie fluide condui-
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6.3. Transport turbulent d’un scalaire passif

raient à un renforcement du déséquilibre de charge entre les CPU et les GPU, comme nous
le verrons plus loin.

Les figures 6.12 donnent les valeurs de la norme de la vorticité et du scalaire dans un
plan XZ au centre du jet à l’instant t = 4.5. L’écoulement est complètement turbulent et on
observe de nombreuses structures de tailles variables. Une comparaison de ces deux images
permet d’illustrer les différentes échelles qui caractérisent ce problème pour un nombre de
Schmidt élevé. En effet, les plus petites structures de la figure de gauche, correspondant au
fluide, sont bien plus grandes que celles de la figure de droite, pour le scalaire. Le rapport
entre les tailles des structures est égal à

√
Sc et est égal à 8 dans cet exemple.

||ω||
0 40

(a) Norme de la vorticité

θ

0 1

(b) Scalaire

Figure 6.12. – Champs instantanés dans le plan XZ, au centre du jet, à t = 4.5. Nu =
1283, N θ = 10243, Sc = 64

Cette simulation a été réalisée en employant 32 cœurs CPU pour la résolution de l’écou-
lement et 8 GPU pour le transport du scalaire à raison de 1,4 secondes par itérations, soit
23 minutes de calcul pour atteindre t = 5. La répartition des temps de calcul pour les
différentes parties de la résolution sont présentées en figure 6.13 pour différentes résolutions
et configurations. Par notre stratégie de programmation hybride, les résolutions des deux
parties du problème sont exécutées simultanément sur différentes ressources. Ainsi, le temps
de calcul total est donné par la plus longue des parties. Les trois premières lignes de la figure
correspondent à une étude de scalabilité forte car les résolutions restent identiques. La troi-
sième ligne fait apparaître une large part de communication pour l’advection multi-GPU
dans la direction Z. Le temps de calcul associé à cette étape est encore augmenté lorsque
la résolution du scalaire passe à 1 0243 points.

La nécessité d’une optimisation des communications entre GPU telle que suggérée par
les résultats de la section 6.2 est ici moins prononcée. En effet, dans la plupart des confi-
gurations employées pour cette application, la résolution du fluide est la partie limitante
du temps de calcul global. Ainsi, les communications, même non optimisées, générées par
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le transport multi-GPU sont recouvertes par les calculs de l’écoulement sur CPU. Comme
nous l’avons détaillé précedemment, notre implémentation se base sur une majoration de
la quantité de données à échanger pour les communications inter-GPU. Dans ces exemples,
cela conduit à un volume de communications par GPU pour les casNu = 1283 etNu = 2563

respectivement de 2× 1282 et 4× 2562 points pour les données du champ de vitesse. Pour
le scalaire, le nombre de points est de 10 × 5122 et 17 × 1 0242 pour les cas N θ = 5123 et
N θ = 1 0243.

Cette estimation des tailles de communications est réalisée à priori par l’utilisateur
à partir d’une majoration du pas de temps et du champ de vitesse. Une limite à cette
approche est que les données échangées ne sont pas toujours entièrement utilisées. En effet,
au gré de l’évolution du pas de temps, la taille des données nécessaires peut diminuer par
rapport à l’estimation. De même, le maximum de vitesse n’est pas nécessairement atteint
au voisinage des bords du domaine local. La mise en place d’un calcul de la taille des
données à échanger à chaque itération a été envisagé mais n’a pas été retenu. En effet,
la complexité algorithmique supplémentaire ne permet pas nécessairement de conduire à
une réduction des temps de calcul liés à la diminution du volume des communications. Le
code GPU que nous développons exploite des tableaux en mémoire partagée dans laquelle
l’allocation dynamique n’est pas possible. Par conséquent, un changement dans la taille de
ces tableaux nécessite une recompilation des noyaux OpenCL au cours de l’exécution. Cette
recompilation peut être réalisée seulement dans les cas où la taille des tableaux augmente.
Cependant, les communications et les transferts seraient effectués sur des données non
contiguës, ce qui nuit aux performances.

On notera que le temps de calcul associé aux communications induites par le décou-
page par tâches de l’implémentation hybride sont assez faibles car elles ne concernent que
le champ de vitesse. Enfin, les temps de calculs pour l’advection de la vorticité sont assez
longs relativement à la résolution du champ de vitesse. Une des causes de ce comporte-
ment est que l’implémentation multi-CPU développée par Lagaert et al. (2014) que nous
utilisons est plutôt destinée à traiter de larges résolutions sur un très grand nombre de
processeurs, jusqu’à 3 0643 points sur 2 048 cœurs. De plus, traiter un problème de taille
1283 sur 32 cœurs conduit à une charge par cœur de seulement 1282 × 4 points. Le volume
de communications généré dans la direction Z devient relativement important car toutes
les particules nécessitent un envoi, le support de la formule de remaillage étant plus large
que le domaine local. Le cas 4 est le seul où le calcul du transport du scalaire est plus long
que le calcul de l’écoulement sur CPU. Ce déséquilibre sera vraisemblablement atténué par
une optimisation des communications entre GPU.

Comme pour l’étude dans le cas multi-GPU, nous réalisons une étude de scalabilité
faible, sur la figure 6.14a, dont les temps de calculs sont donnés sur la figure 6.14b. Deux cas
d’occupation des nœuds sont considérés. Le premier consiste en la résolution d’un problème
de taille Nu = 1283 et N θ = 5123 pour un ensemble de ressources composé de 4 cœurs
CPU pour la résolution du fluide et 1 GPU pour le transport du scalaire, ce qui correspond
à une occupation de 5/8 = 62, 5%. Le second cas nous permet d’atteindre une occupation
maximale en utilisant 7 cœurs. La taille du sous-problème de la partie fluide Nu = 1123 =
(7× 16)3 est ajustée pour être multiple de 7. Comme prévu par les résultats précédents,
la résolution du fluide est effectuée en un temps plus long que le transport du scalaire.
Dans les deux cas, l’évolution du temps de calcul du solveur multi-GPU donne lieu à une
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Cas 5 : Nu = 2563-32CPU
Nθ = 1 0243-8GPU

Cas 4 : Nu = 1283-32CPU
Nθ = 1 0243-8GPU

Cas 3 : Nu = 1283-32CPU
Nθ = 5123-8GPU

Cas 2 : Nu = 1283-8CPU
Nθ = 5123-1GPU

Cas 1 : Nu = 1283-4CPU
Nθ = 5123-1GPU
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Comm. hybride

Figure 6.13. – Répartition du temps de calcul pour le cas hybride

scalabilité similaire à celle obtenue pour la figure 6.5. Les communications entre GPU sont
pénalisées par la présence des communications induites par la résolution de l’écoulement
sur CPU, en plus des raisons évoquées en section 6.2. En effet, toutes les communications
internœuds passent nécessairement par le même réseau et se partagent sa bande passante,
ce qui limite les performances en comparaison au cas où seuls les GPU sont utilisés. En
revanche, la scalabilité reste supérieure à 85 et 70% respectivement dans les deux cas sur
48 et 84 cœurs pour le calcul de l’écoulement.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons vu comment les mécanismes habituels utilisés pour l’ex-
ploitation des CPU multicœurs des machines à mémoire distribuée s’étendent au cas des
accélérateurs. L’approche étudiée consiste à compléter le parallélisme classique pour la ges-
tion de la mémoire distribuée par un niveau de parallélisme spécifique à l’utilisation des
accélérateurs. Ainsi, notre implémentation est capable d’exploiter l’ensemble des ressources
d’une machine hétérogène, composée de CPU multicœurs et de cartes graphiques. Dans le
modèle de programmation OpenCL, les cartes graphiques sont associées à un processus hôte
sur le CPU. Dans le cas d’une utilisation seule des GPU, un grand nombre de cœurs sont
donc inutilisés. Nous avons exploré une solution à ce problème d’occupation à l’occasion
de l’exemple de transport de scalaire dans un écoulement turbulent. L’idée est de placer
des processus sur l’ensemble des cœurs des nœuds et de les associer à différentes tâches.
Un ensemble de processus est identifié comme hôtes des cartes graphiques permettent de
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Cas 1 : 1283|5123
Ressources unitaires : (4CPU + 1GPU)
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Figure 6.14. – Scalabilité faible pour le cas hybride

calculer le transport du scalaire alors que les autres processus sont affectés à la résolution
de l’écoulement.

Ce chapitre nous a permis d’analyser les performances de la méthode dans un cadre
multi-GPU à travers une étude de scalabilité faible. Il apparaît dans les résultats que la
part de temps de calcul induite par les communications entre cartes graphiques nécessite des
optimisations. En effet, diverses stratégies ont été évoquées telles qu’un découpage en blocs
pour un traitement en chaîne ou encore un recouvrement par les calculs ne nécessitant pas
de communications. Toutefois, lors de la résolution hybride du problème complet, le temps
de calcul est généralement limité par la résolution du fluide sur les cœurs CPU.

Le problème de transport de scalaire passif par un jet plan turbulent a été réalisé sur
diverses configurations matérielles jusqu’à l’exploitation de 6 nœuds complets de la machine
Froggy, soit 96 cœurs CPU et 8 GPU et pour des résolution de 2563 points pour le fluide
et 1 0243 pour le scalaire. Une limitation de cette approche est que l’équilibrage de la
charge entre les CPU et les GPU n’est pas possible autrement que par une modification
des résolutions ou des paramètre des méthodes. Ainsi, le meilleur équilibrage de charge
est obtenu dans le cas 4 de la figure 6.13 et pourrait être amélioré par l’optimisation des
communications inter-GPU. Pour ce qui est du cas 5, correspondant aux résolutions les plus
importantes, une solution consisterait à employer des ressources CPU supplémentaires, des
nœuds sans GPU par exemple.
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Conclusion générale

L’objectif principal de cette thèse était d’explorer les possibilités d’une exploitation de
machines de calcul hétérogènes par une méthode hybride pour la résolution de problèmes
multiéchelles de transport de scalaire passif.

La méthode de résolution employée repose sur une méthode particulaire avec remaillage.
Elle s’identifie à une classe de méthodes semi-Lagrangiennes dans laquelle les particules
suivent les trajectoires de l’écoulement mais en traitant l’interpolation particule-grille de
manière explicite par remaillage. L’intérêt majeur est de combiner les avantages des mé-
thodes Lagrangiennes et Eulériennes. En effet, cette méthode permet l’utilisation de pas
de temps plus grands que ceux obtenus sous une contrainte de CFL classique pour les
méthodes de grille. De plus, elle est parfaitement adaptée à la résolution d’équations de
conservation et permet une montée en ordre des schémas numériques lorsque des formules
de remaillages conservant un grand nombre de moments et suffisamment régulières sont
utilisées. Nous avons exposé, dans le chapitre 2, une méthode de construction de telles
formules dont les caractéristiques influent directement sur l’ordre de la méthode. Dans ce
même chapitre, nous avons exploité l’analogie avec la méthode des différences finies pour
démontrer la consistance et la stabilité des schémas numériques ainsi obtenus.

Le principe d’une méthode hybride tel que rappelé dans le chapitre 3 est de coupler dif-
férentes méthodes de résolution adaptées aux différents aspects physiques et numériques du
problème considéré. Dans cette thèse, nous avons repris l’idée d’un couplage de la méthode
semi-Lagrangienne avec des schémas aux différences finies et des méthodes spectrales pour
la résolution de problèmes de transport de scalaire passif dans un écoulement turbulent.
Cette approche consiste à combiner les trois niveaux d’hybridation : grilles de résolutions
différentes pour l’écoulement et le transport du scalaire, méthodes numériques de diverses
natures et calcul sur architectures hétérogènes. Le calcul hybride est un aspect émergent du
calcul à hautes performances et découle directement de la volonté de s’adapter aux archi-
tectures des machines de calcul parallèles. Le constat de leur évolution rapide nous a poussé
à développer un code multiarchitecture dans lequel l’accent a été mis sur la portabilité et
la souplesse d’utilisation (chapitre 4). Ce code est ainsi capable de s’exécuter sur divers
types d’architectures (CPU multicœur et GPU) et de machines (d’un portable jusqu’à un
serveur de calcul parallèle). Le langage Python a été choisi pour sa portabilité, sa simplicité
d’interfaçage avec d’autres langages et ses performances. Il nous permet d’orchestrer les
simulations en utilisant, entre autres, les librairies MPI et OpenCL ainsi que des routines
en Fortran.
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L’utilisation de cartes graphiques est particulièrement bien adaptée à la méthode parti-
culaire avec remaillage d’ordre élevé. En effet, comme nous l’avons montré dans le chapitre 5,
la régularité des structures de données ainsi que l’intensité opérationnelle des schémas numé-
riques nous permettent d’obtenir des performances de calcul intéressantes. En particulier,
dans une analyse par le modèle roofline, elles atteignent des performances généralement
supérieures à 50% de la puissance de calcul maximale atteignable. Les faibles temps de
calculs ainsi obtenus incitent à traiter des résolutions importantes. Cependant, elles sont
rapidement limitées par les tailles des différents niveaux de mémoire des cartes graphiques.
C’est pourquoi, nous avons développé une version multi-GPU de la méthode dont les per-
formances, en termes de scalabilité, ont été analysées dans le chapitre 6. Les résultats ont
montré un fort potentiel de réduction du temps de calcul induit par les communications
entre GPU sous réserve de leur optimisation et de leur recouvrement par des calculs. Cette
implémentation multi-GPU nous permet d’atteindre l’objectif principal de réalisation de
simulations de transport d’un scalaire passif dans un écoulement turbulent en exploitant
une méthode hybride et une architecture hétérogène multi-CPU et multi-GPU. Nous avons
proposé une approche permettant d’augmenter l’occupation des nœuds de calcul basée sur
un parallélisme par tâches. Elle conduit à la résolution simultanée du transport du scalaire
sur plusieurs cartes graphiques et de l’écoulement sur les cœurs CPU disponibles. Malgré
des temps de communications entre GPU relativement importants, le calcul du transport
du scalaire reste généralement plus rapide que celui de l’écoulement. Une limite à cette
stratégie est que la résolution de deux sous-problèmes sur des architectures différentes peut
conduire à un déséquilibre de charge qu’il est possible d’ajuster par une modification des
paramètres des méthodes et des tailles de grilles.

De nombreuses perspectives se dégagent des aspects mathématiques, numériques et ap-
plicatifs de ce travail. Au niveau de la méthode numérique, il serait intéressant d’étendre
l’étude de montée en ordre aux schémas d’intégration des trajectoires des particules et de
splitting dimensionnel. Pour les premiers, nous avons réalisé l’analyse de consistance pour
des schémas d’advection d’ordre 1 et 2 ainsi que l’analyse de stabilité au premier ordre. Une
poursuite de ces études pour le cas de schémas d’ordres plus élevés serait nécessaire afin
de s’assurer de la validité de l’utilisation de schémas de type Runge-Kutta d’ordre 4, par
exemple. En ce qui concerne le splitting, nous avons essentiellement employé un splitting
de Strang d’ordre 2. La mise en œuvre d’un splitting d’ordre 3 ou 4 serait intéressante du
point de vue numérique et algorithmique.

D’autre part, lors de l’étude de la construction de formules de remaillage d’ordre éle-
vés Λp,r, nous avons tenté, de produire des formules diffusives, sans obtenir de résultats
satisfaisants. En pratique de telles formules ont été obtenues seulement à partir des noyaux
Λ2,r. L’intérêt de ces formules serait de réaliser une diffusion de la quantité transportée
par les particules directement dans l’étape de remaillage et ainsi d’éviter un second calcul
dédié. En effet, le traitement de la diffusion du scalaire passif, par différences finies dans
nos simulations, nécessite un parcours de l’ensemble des données en lecture et écriture dont
la suppression conduirait à une diminution du temps de calcul. Cette amélioration serait
vraisemblablement significative sur GPU mais devrait également être sensible sur des archi-
tectures CPU plus classiques. La méthode de construction des formules, développée dans le
chapitre 2, consiste à résoudre un système linéaire dont les inconnues sont les coefficients
polynômiaux. Ce système traduit l’expression des différentes contraintes parmi lesquelles la
conservation des p premiers moments. Une étude plus fine que la simple modification de la
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contrainte de conservation du moment d’ordre 2 serait nécessaire pour la prise en compte
de la diffusion.

Du point de vue numérique, une perspective se dégage directement de l’analyse des
performances de la résolution du transport de scalaire dans un cas multi-GPU. Comme
nous l’avons souligné dans le chapitre 6, les communications entre cartes graphiques font
état d’un temps de traitement assez long comparativement au temps de calcul total. Une
réduction de ce temps de traitement est envisageable en deux étapes. Dans une première
étape, il serait intéressant d’optimiser les transferts de données entre GPU en utilisant une
approche similaire à celle employée dans la librairie MPI-ACC (Aji et al., 2012). L’idée est de
traiter les messages en plusieurs envois successifs. Ce traitement par blocs en chaîne devrait
permettre un recouvrement des différentes étapes et ainsi accélérer la communication. En
effet, pendant l’envoi du message correspondant à un bloc, il est possible de réaliser la
copie depuis l’hôte vers la carte de destination du bloc précédent ainsi que celle du bloc
suivant depuis la carte vers l’hôte émetteur. Dans une seconde étape, un recouvrement de
ces transferts par des calculs est possible en réalisant, par exemple, le calcul en deux passes.
Les calculs locaux, indépendants des données distantes, peuvent être réalisés pendant leurs
transferts.

En ce qui concerne l’implémentation multi-GPU, l’occupation des ressources CPU est
un problème délicat pour lequel nous avons proposé une solution dans le chapitre 6. En
effet, les nœuds de calculs présentent généralement plus de cœurs CPU que de GPU et
comme notre implémentation se base sur l’exploitation d’une carte par un seul processus,
cela conduit à une inutilisation des cœurs restants. L’approche basée sur un parallélisme
par tâches consiste, dans notre application, à réaliser le calcul de l’écoulement sur ces cœurs
CPU disponibles. Sur l’exemple d’utilisation de la machine Froggy, le fluide est calculé sur
4 des 7 cœurs disponibles, soit une occupation de 5/8 = 62.5%. Une occupation maximale
a été obtenue artificiellement en distribuant cette tâche sur l’ensemble des 7 cœurs en
ajustant la taille de la grille de résolution. De même, une tentative de placement de 8
processus pour cette même tâche sur les 8 cœurs physiques sur lesquels est ajouté un 9e

processus pour le calcul du scalaire a conduit à des performances largement dégradées. Nous
atteignons ainsi les limites de notre parallélisme par tâche qui, par choix de simplification
des communications, se restreint à la possibilité d’une seule tâche par processus. Cependant,
une autre stratégie pour l’augmentation de l’occupation est envisageable. Dans le cas des
octocœurs utilisés, les meilleurs résultats ont été obtenus en employant 1 cœur CPU associé
à 1 GPU pour le calcul du scalaire et 4 cœurs CPU pour le calcul de l’écoulement. Les trois
cœurs restants peuvent être assignés à d’autres tâches que celles de calcul telles que des
opérations de post-traitement, de sorties sur fichiers ou encore pour la gestion de reprises
des calculs en cours de simulation.

D’autre part, l’implémentation que nous avons proposé est basée exclusivement sur un
parallélisme par envoi de messages pour les tâches n’utilisant pas de GPU. Une perspective
intéressante serait d’envisager l’ajout d’un paradigme à mémoire partagée pour l’exploi-
tation des cœurs CPU. Ainsi, les cœurs d’un même nœuds seraient utilisés à travers un
parallélisme spécifique tel que OpenMP, ou même OpenCL. Un parallélisme à trois ni-
veaux serait donc obtenu en combinant l’utilisation de MPI entre les nœuds, OpenMP (ou
OpenCL) pour les cœurs CPU d’un même nœud et OpenCL pour les GPU. La conception
a été réalisée dans le but d’obtenir un code robuste dans lequel ces modifications peuvent
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être apportées sans impacter l’ensemble de la librairie et de manière transparente pour
l’utilisateur.

Enfin, une perspective à ce travail, en termes d’application, serait de réaliser des simu-
lations de transport de scalaire actif ayant un effet sur l’écoulement. Par exemple, lorsque
le scalaire représente une densité dans un écoulement de fluide multiphasique. Ce problème
se modélise par une équation de transport de la densité dont la vitesse est donnée par les
équations de Navier-Stokes. Dans ces dernières un terme barotrope apparaît pour permettre
la prise en compte de la densité comme force extérieure au modèle. En pratique la résolution
du transport de la densité est toujours envisagée sur GPU et celle du terme barotrope sera
mise en œuvre soit directement sur GPU soit sur CPU, selon la nature de la méthode nu-
mérique utilisée. Dans le premier cas, cela implique une modification du champ de vitesse
sur GPU et donc son transfert vers le CPU pour la résolution de l’écoulement. Dans le
second cas, un simple transfert de la densité vers le CPU est nécessaire. L’intérêt de cette
application serait de conserver le caractère multiéchelle du problème en utilisant des grilles
de résolutions différentes pour l’écoulement et la densité. Dans ce cas, il serait nécessaire de
filtrer la densité, après son transport, à l’échelle de l’écoulement. Ce filtre serait réalisé sur
les GPU afin de ne transférer vers les CPU qu’une densité filtrée, donc de taille réduite.
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A. Formules de remaillage
de type Λp,r

Cette annexe décrit l’ensemble des formules de remaillage de type Λp,r construites par
la méthode décrite dans la section 2.2. Les caractéristiques des formules sont résumées dans
le tableau A.1. Les formules sont regroupées en fonction de la largeur de leur support et
pour chaque noyau, nous donnons leur expression. Les poids de remaillage sont également
donnés et exprimés en fonction de la distance y de la particule au point de grille le plus
proche à gauche.

A.1. Formules de type Λ2,r

y

w0 w1 w2 w3

Figure A.1. – Poids de remaillage pour les formules de type Λ2,r

Formule Λ2,1

Λ2,1(x) = M ′4(x) =





1− 5
2 |x|2 + 3

2 |x|3 0 6 |x| < 1

2− 4|x|+ 5
2 |x|2 − 1

2 |x|3 1 6 |x| < 2

0 2 6 |x|
(A.1)

w[0] = (y * (y * (-y + 2.) - 1.)) / 2.
w[1] = (y * y * (3. * y - 5.) + 2.) / 2.
w[2] = (y * (y * (-3. * y + 4.) + 1.)) / 2.
w[3] = (y * y * (y - 1.)) / 2.
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A. Formules de remaillage de type Λp,r

Nom Moment maximal conservé Régularité Support Degré

Λ2,1 2 C1 [−2; 2] 3
Λ2,2 2 C2 [−2; 2] 5
Λ2,3 2 C3 [−2; 2] 7
Λ2,4 2 C4 [−2; 2] 9

Λ4,2 4 C2 [−3; 3] 5
Λ4,3 4 C3 [−3; 3] 7
Λ4,4 4 C4 [−3; 3] 9

Λ6,3 6 C3 [−4; 4] 7
Λ6,4 6 C4 [−4; 4] 9
Λ6,5 6 C5 [−4; 4] 11
Λ6,6 6 C6 [−4; 4] 13

Λ8,4 8 C4 [−5; 5] 9

Tableau A.1. – Comparatif des formules de remaillage de type Λp,r.

Formule Λ2,2

Λ2,2(x) =





1− |x|2 − 9
2 |x|3 + 15

2 |x|4 − 3|x|5 0 6 |x| < 1

−4 + 18|x| − 29|x|2 + 43
2 |x|3 − 15

2 |x|4 + |x|5 1 6 |x| < 2

0 2 6 |x|
(A.2)

w[0] = (y * (y * (y * (y * (2. * y - 5.) + 3.) + 1.) - 1.)) / 2.
w[1] = (y * y * (y * (y * (-6. * y + 15.) - 9.) - 2.) + 2.) / 2.
w[2] = (y * (y * (y * (y * (6. * y - 15.) + 9.) + 1.) + 1.)) / 2.
w[3] = (y * y * y * (y * (-2. * y + 5.) - 3.)) / 2.
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A.2. Formules de type Λ4,r
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Abstract. This paper is devoted to the definition, analysis and implementation of semi-Lagrangian
methods as they result from particle methods combined with remeshing. We give a complete consis-
tency analysis of these methods, based on the regularity and momentum properties of the remeshing
kernels, and a stability analysis of a large class of second and fourth order methods. This analysis
is supplemented by numerical illustrations. We also describe a general approach to implement these
methods in the context of hybrid computing and investigate their performance on GPU processors as
a function of their order of accuracy.
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1. Introduction

Particle methods are Lagrangian methods that have been designed for advection dominated problems, with
applications mostly in plasma physics [10], incompressible flows [4,7,16], or gas dynamics [20]. Following [12,13],
particle methods are often associated with remeshing, in order to maintain the regularity of the particle distri-
bution and, as a consequence, to control the accuracy of the method in presence of strong strain in the flow
carrying the particles. Remeshing removes the grid free nature of particle methods but maintains some of its
features like conservation, locality, and stability. It not only guarantees accuracy but also allows to combine in
a seamless fashion particle methods with grid-based techniques, like domain decomposition methods and fast
FFT-based Poisson solvers for field evaluations [5, 22], multi-resolution and adaptive mesh refinement [1, 2].

In practice particle remeshing occurs every few time steps. In that case, and as long as the remeshing frequency
does not increase when the discretization parameters tend to zero, Remeshed Particle Methods (RPM in the
sequel) can be viewed as conservative forward semi-lagrangian methods. Classical semi-lagrangian methods for
transport equations combine tracking of trajectories originating at grid points and interpolation from the grid.
Because they operate on local point values, semi-lagrangian methods in general do not conserve mass, unless
some specific treatment is done. By contrast, particle methods transport masses which makes them inherently
conservative.
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Forward Semi Lagrangian methods have already been designed and used with success in plasma physics [9]
and geophysical flows [6]. Semi Lagrangian particles, as they come out of RPM, have some distinctive features.
the projection on the grid is explicit, based on explicit remeshing kernels, and does not require to solve a linear
system to recover grid values. The computational effort can thus be restricted to the support of the solution
and efficient parallel algorithms can be implemented. Moreover, remeshed particle methods can be derived at
any order in a systematic fashion, whereas the methods derived in [6, 9] seem to be restricted to first order in
space [23]. One goal of this paper is indeed to derive remeshed particle methods of arbitrary order, independently
of any CFL condition, and to give a complete numerical analysis of a large class of second and fourth order
methods.

RPM only involve local operations and are therefore well adapted to parallel implementations. In [24] an
implementation of remeshed particle methods on GPU processors was described for the two-dimensional Navier–
Stokes equations with penalization to account for solid obstacles. In the present paper, following [18], we consider
implementations of two or three-dimensional RPM combined with directional splitting, that is where particles
are pushed and remeshed successively in the three directions. Directional splitting allows to use high order
remeshing kernels, with large stencils, at a minimal cost. We in particular discuss how directional splitting
impacts the memory management to optimize implementations of RPM on GPU.

The outline of this paper is as follows. In Section 2 we give the definition of RPM, recall how remeshing kernels
are derived and produce a list of high order kernels. In Section 3 we give the numerical analysis of RPM, based
on the regularity and moment properties of the remeshing kernels. In Section 4 we present numerical illustrations
and refinement studies of RPM in one to three dimensions. Section 5 is devoted to our implementation of RPM
on GPU, in the context of a software library devoted to hybrid computations where different solvers can be
implemented on different platforms. Finally Section 6 is devoted to concluding remarks and we give in the
appendix the analytical formulas of the remeshing kernels that are considered in the paper.

2. Remeshed particle methods

In all the sequel we consider advection equations in the following conservation form

∂u

∂t
+ div (au) = 0, x ∈ Rd, t > 0, (2.1)

where a is a given smooth velocity field.

2.1. Definition

In this paper we consider the case of uniform grids (we refer to [1, 2] for the design and applications of
adaptive RPM with variable grid-size). RPM consist of alternating particle motion and remeshing. Particles are
at the beginning of every time-step on a regular grid xi = iΔx, i ∈ Zd, then move with the following equation

xn+1
i = xi + ãni Δt. (2.2)

In the above equation ãni denotes an evaluation of the velocity field at time tn = nΔt and location xi which
depends on the chosen time-stepping scheme. Remeshing follows, through interpolation with a remeshing kernel
Γ which satisfies Γ (−x) = Γ (x). If uni denotes the value approximating u(xi, tn), this gives the following formula:

un+1
i =

∑

j

unj Γ

(
xn+1
j − xi
Δx

)
, i ∈ Zd, n � 0. (2.3)

In traditional remeshing schemes for multidimensional problems, multidimensional kernels Γ are derived as
tensor products of 1D formulas. In the present study we follow the approach initiated in [18] which consists
of reducing the advection problem (2.1) into one-dimensional advection equations through directional splitting.
One the one hand, this approach has the drawback that increasing the order in time of the method is less
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straightforward than for the original multidimensional problem. On the other hand, it offers the advantage to
significantly reduce the computational cost of the method if high order kernels, with large stencils, are used. In
short, if the kernel Γ involves a stencil with Ns grid points, in three dimensions a multidimensional remeshing
method will cost O(N3

s ) per particle, while a directional splitting will cost O(3Ns) operations. For values of
Ns � 6, a typical case we will consider in the sequel, the ratio is larger than 10. Directional splitting also allows
to derive limiting techniques to reduce oscillations [18] and, for the numerical analysis of the method, one only
needs to consider the case d = 1.

2.2. Derivation of remeshing kernels

We consider the equation (2.1) and its approximation formulas (2.2), (2.3) for d = 1. As will be clear from the
numerical analysis below, one key feature which controls the accuracy of RPM is the conservation of momentum
up to a given order p. More precisely, one seeks to satisfy for the scheme (2.3) the following identity

∑

i

un+1
i xαi =

∑

i

uni x
α
i , 0 ≤ α ≤ p, (2.4)

for all sequences (uni ). It is readily seen that this is equivalent to the following moments conditions for the
remeshing kernel Γ ∑

k∈Z
kαΓ (x− k) = xα, 0 ≤ α ≤ p, x ∈ R (2.5)

or, equivalently,
∑

k∈Z
(x− k)αΓ (x− k) =

{
1 if α = 0

0 if 1 ≤ α ≤ p , x ∈ R. (2.6)

Note that for α = 0 these conditions enforce the conservation of mass. Using these identities for a given value
of p and assuming that the kernel Γ remeshes particle weights among the p+1 nearest grid points, one obtains
a piecewise polynomial function of degree p. For p = 1 this gives the piecewise linear tent function. With p = 2
one obtains a piecewise quadratic function, the so-called Λ2 formula, that has been used with success in the
first particle simulation of the Navier–Stokes equations using remeshing in a systematic fashion [13].

This method to derive kernels is straightforward but has the drawback that it does not deliver smooth kernels.
The kernel Λ2 is not even continuous (this is the case more generally for kernels corresponding to even values
of p; for odd values, the kernels are continuous but their derivatives are discontinuous). This lack of smoothness
may result in a loss of accuracy or in oscillations, in particular if large time-steps are used. In [18] local correction
techniques were derived to guarantee at least first order for the kernel Λ2 and third order for the analogous
kernel Λ4 corresponding to p = 4.

To derive smooth kernels, one option is to use extrapolation techniques starting from smooth B-splines.
If we denote by M1 the top-hat filter with support in [−1/2,+1/2], and by Mn its successive convolution:

Mn = M
(∗n)
1 ∈ Wn,∞(R), the idea is to derive linear combinations of Mn, xM

′
n, x

2M ′′
n ,. . . to cancel the

successive continuous moments of Γ . More precisely, given an even integer p ≥ 2 and k > 1+ p/2, one looks for

coefficients α1, . . . , αp/2+1 such that Γ =
∑p/2

l=0 αl+1x
lM

(l)
k satisfies

∫
yαΓ (y) dy =

{
1 if α = 0,

0 if 1 ≤ α ≤ p. (2.7)

For symmetry reasons these conditions need only be enforced for even values of α. This leads to a square linear
system of size 1 + p/2 the coefficients of which only involve the even moments of Mk. With this method, one
for instance readily obtains the following kernels

Γ =
1

2
(3M4 + xM ′

4), (2.8)
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and

Γ =
1

8
(15M8 + 9xM ′

8 + x2M ′′
8 ). (2.9)

The first formula corresponds to a kernel of class C1, piecewise cubic, with a support of size 4 and p = 2. It
was derived under the name of M ′

4 in [19] and has been and still is extensively used in particle simulations,
in particular of vortex flows. The second formula corresponds to a kernel of class C4, piecewise polynomial of
degree 7, with a support of size 8 and p = 4.

The moment conditions (2.7) concern continuous moments of the kernel. To check that the discrete moment
conditions (2.6) are satisfied as well, one can use an equivalent condition using the Fourier transform of the
kernel [7, 29]. If

Γ̂ (ξ) =

∫
Γ (y)e−iξy dy,

it can be shown ([7]) that the properties (2.5) are satisfied provided Γ̂ fulfills the following conditions:

Γ̂ (ξ)− 1 has a zero of order p+ 1 at ξ = 0

Γ̂ (ξ) has a zero of order p+ 1 at all ξ = 2πm,m �= 0.

Since Γ̂ (α) is proportional to yαΓ (y), the first condition above is clearly equivalent to the conditions (2.7).
Moreover one has

M̂1(ξ) =
sin (ξ/2)

ξ/2

and thus

M̂n(ξ) =

[
sin (ξ/2)

ξ/2

]n
·

As a result, the Fourier transform of the functions xlM
(l)
k has a zero of order k− l at all non zero multiple of π.

From these observations, one can easily check that the kernels (2.8), and (2.9) do satisfy the discrete moment
conditions (2.5) with p = 2 and p = 4 respectively.

The approach just presented leads to smooth and high order kernels. However the kernels derived in this
fashion do not necessarily satisfy the following interpolation property

Γ (i) =

{
1 if i = 0,

0 otherwise.
(2.10)

Indeed the so-called kernel M ′
4 given in (2.8) does satisfy this condition, but not the one derived in (2.9) from

M8. Property (2.10) is natural as it ensures that, if the velocity is zero, the exact solution is algebraically
conserved. Although this property does not enter the numerical analysis that follows, in practice it seems to
have some importance, in particular to represent accurately the smallest scales in turbulent flows.

One can derive kernels which satisfy simultaneously and to any given order, regularity, moment conditions
and the interpolation property. For a sake of simplicity, in the following we restrict ourselves to kernels with a
stencil covering an even number 2Ms of grid points. We seek kernels Γ that have the following properties:

P1. Γ has support in [−Ms,+Ms],

P2. Γ is even and piecewise polynomial of degree M in intervals of the form [i, i+ 1],

P3. Γ is of class Cr,

P4. Γ satisfies the moment properties (2.5) for a given value of p,

P5. Γ satisfies the interpolation property (2.10).
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Table 1. Kernels of various regularity, moment properties and complexity. In bold, the kernels
that are considered in the numerical experiments of Section 4 and for which analytical formulas
are given in the appendix.

Moments (p in 2.5) Regularity Nb of grid points in stencil degree Support

Λ2,1 2 C1 4 3 [−2; 2]

Λ2,2 2 C2 4 5 [−2; 2]

Λ2,3 2 C3 4 7 [−2; 2]

Λ2,4 2 C4 4 9 [−2; 2]

Λ4,2 4 C2 6 5 [−3; 3]

Λ4,3 4 C3 6 7 [−3; 3]

Λ4,4 4 C4 6 9 [−3; 3]

Λ6,3 6 C3 8 7 [−4; 4]

Λ6,4 6 C4 8 9 [−4; 4]

Λ6,5 6 C5 8 11 [−4; 4]

Λ6,6 6 C6 8 13 [−4; 4]

Λ8,4 8 C4 10 9 [−5; 5]

Such kernels are determined by Ms(M +1) coefficients. The regularity property P3 imposes Ms(r+1) interface
conditions at integer values, and [(r + 1)/2] conditions to express that derivatives of odd order vanish at zero.
The properties P4 and P5 impose p+1+Ms conditions. One reasonable constraint under which one can expect
to find kernels satisfying these conditions is therefore

Ms(M + 1) ≥ (r + 1)Ms + [(r + 1)/2] + p+ 1 +Ms.

Table 1 lists several kernels that have been obtained through this approach by symbolic calculations. In this
table, the kernels have been labelled by 2 indices that refer to the regularity and the order to which moment
conditions are satisfied, as we will see that these are the parameters which control the order of accuracy of the
RPM: Λp,r is a kernel inW r+1,∞(R) which satisfies (2.5). Λ2,1 corresponds to the kernelM ′

4 already mentioned.
The kernel Λ4,2 was derived with this approach and used for the first time in [2] under the name of M ′

6. For
a sake of completeness, we have provided in the appendix the analytical formulas for the kernels which are
considered in the numerical experiments of Section 4: Λ2,1, Λ2,2, Λ4,2, Λ4,4, Λ6,4, Λ6,6 and Λ8,4.

3. Numerical analysis

We consider in this section RPM with kernels satisfying the moment properties (2.5) and the following
regularity conditions:

Γ ∈ W r+1,∞(R) and Γ ∈ C∞ (]l, l+ 1[) , l ∈ Z. (3.1)

The RPM is defined by the formulas (2.2), (2.3) and we will denote by Tiu(·, tn) the result of the scheme (2.3),
at the grid point xi, starting from grid values u(xj , tn).

In this section we are interested by the stability and spatial accuracy of the method. For a sake of simplicity
we will therefore assume that a does not depend on time and that particles advance with an explicit first-order
Euler scheme. In this case we simply have ãnj = a(xj).

A striking feature of RPM, common with all semi-lagrangian methods, is that their stability does not rely
on CFL conditions. In this section we prove stability and consistency results under the condition

Δt ≤ M

‖a′‖L∞
(3.2)
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for a given constant M < 1. This condition in particular ensures that particle trajectories cannot intersect. The
constant M is often called Lagrangian CFL number.

3.1. Consistency

We will prove the following consistency result

Proposition 3.1. Assume that the condition (3.2) is satisfied, and that the moment and regularity condi-
tions (2.5), (3.1) hold for some r, p > 1. Let T > 0 and assume further that a and the solution u to equation (2.1)
belong to L∞ (

0, T ;W r+1,∞(R)
)
. Then, if we set β = inf (r, p), the following estimate holds

u
(
xi, t

n+1
)
= Ti (u (·, tn)) +O

(
Δt2

)
+O

(
ΔtΔxβ +Δxβ+1 +Δtβ+1

)
. (3.3)

Moreover if every cell of size Δx contains exactly one particle after an advection step, then β = p.

Proof. If we use the notation unj for u(xj , tn) and set j = i+ k we can write the following expansion

unj =

β∑

l=0

klΔxl

l!
u(l)(xi) +O

(
Δxβ+1

)
, (3.4)

where u(l)(xi) stands for ∂
lu/∂xl(xi, tn). Next, one can write xn+1

j = xi + kΔx+ ai+kΔt and therefore

Γ

(
xn+1
j − xi
Δx

)
= Γ (k + λi+k),

where λj is the local CFL number: λj = ajΔt/Δx. We then write λj = λi + (aj − ai)Δt/Δx and use the
following formula

(f ◦ g)(m)
(x) =

m∑

|q|=1

cqf
q1+...+qm(g(x))

m∏

s=1

(
g(s)(x)

)qs

where q = (q1, . . . , qm) is a multi-index, |q| = q1 + 2q2 + . . .+mqm and cq are positive coefficients, to obtain

Γ

(
xn+1
j − xi
Δx

)
=

β∑

m=0

(kΔx)
m

m∑

|q|=1

cqΓ
(q1+...+qm)(k + λi) ν

q1+...+qm

m∏

s=1

(
a(s)(x)

)qs
(3.5)

+ O

⎛
⎝(kΔx)

β+1‖Γ‖β+1,∞‖a‖β+1,∞
∑

|q|=β+1

νq1+...+qβ+1

⎞
⎠ .

In the above equation we have denoted by ν the ratio Δt/Δx. Since q1 + . . .+ qβ+1 ≤ |q| we have

∑

|q|=β+1

νq1+...+qβ+1 ≤ C
(
ν + νβ+1

)
.
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The remainder in (3.5) can thus be bounded by O
(
Δxβ+1 +ΔxβΔt+Δtβ+1

)
. Combining (3.4) and (3.5) we

obtain

Ti(u(·, tn)) =
∑

j

unj Γ

(
xn+1
j − xi
Δx

)
(3.6)

=
∑

k

∑

0≤l+m≤β

(kΔx)
l+mu

(l)(xi)

l!

m∑

|q|=1

cqΓ
(q1+...+qm)(k + λi) ν

q1+...+qm

m∏

s=1

(
a(s)(xi)

)qs

+O
(
Δxβ+1 +ΔxβΔt+Δtβ+1

)

=
∑

k

Ek(xi) +O
(
Δxβ+1 +ΔxβΔt+Δtβ+1

)
.

By differentiation, the moment conditions (2.5) yield

∑

k

kq
′
Γ (q)(k + x) = (−x)q

′−q
q′(q′ − 1) . . . (q′ − q + 1), for 0 ≤ q ≤ q′ ≤ β.

Using these identities with x = λi and observing that λ
l+m−(q1+...+qm)
i νq1+...+qm = di(Δt/Δx)

l+m where di are
coefficients only depending on a, we get

∑

k

Ek(xi) =
∑

0≤l+m≤β

O
(
Δtl+m

)
+O

(
Δxβ+1 +ΔxβΔt+Δtβ+1

)
. (3.7)

One can easily check that the zero and first order terms in the above expansion, corresponding to 0 ≤ l+m ≤ 1,
result in

u(xi, tn)−Δt a(xi)∂u/∂x(xi, tn)−Δta′(xi)u(xi, tn) = u(xi, tn)−Δt∂(a u)/∂x(xi, tn).

We therefore finally obtain

Ti(u(·, tn)) = uni −Δt
∂(au)

∂x
(xi, tn) +O

(
Δt2

)
+O

(
Δxβ+1

)
+O

(
ΔxβΔt

)
(3.8)

= u(xi, t
n+1) +O

(
Δt2

)
+O

(
Δxβ+1 +ΔxβΔt+Δtβ+1

)
. (3.9)

To prove the second assertion of our proposition we observe that if, at the end of an advection step, every cell
within the stencil centered at the grid point xi contains exactly one particle, since particles cannot cross this
means that λj and λi lie in the same interval between successive integers. The kernel Γ is C∞ in such intervals
and thus the expansion 3.5 is valid to any order. The coefficient β can therefore be taken equal to p. �

3.2. Stability

We start with the linear stability analysis and assume that the velocity field a is constant.

Linear stability

In this paragraph, we will show unconditional stability (with respect to λ = aΔt/Δx) for a certain class of
remeshing kernels. We set, for k ∈ Z,

αk(λ) = Γ (k + λ) , Ak(λ) =
∑

i

αi(λ)αi+k(λ). (3.10)

In all the calculations that follow we will write αk and Ak for αk(λ) and Ak(λ), respectively, when there is no
ambiguity on the value of λ. We start with the following result
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Lemma 3.2. If the kernel Γ satisfies (2.5) then
∑

k,l

(k − l)q αkαl = 0 ,
∑

k≥1

kq Ak = 0, if 1 ≤ q ≤ p, q even. (3.11)

Proof. We have
∑

k,l

(k − l)q αkαl =
∑

k,l

q∑

m=0

Cm
q k

m(−l)q−m αkαl.

By the moment properties (2.5)
∑

k,l k
m(−l)q−m

αkαl = (−λ)mλq−m and thus

∑

k,l

(k − l)q αkαl =

q∑

m=0

Cm
q (−λ)mλq−m = 0.

The second identity readily follows, since A−k = Ak. �

We consider the case of kernels involving stencils with an even number of points. We further restrict our
analysis to second order kernels involving 4 points (which means that the support of Γ is the interval [−2,+2])
and fourth order kernels involving 6 points (the support of Γ is the interval [−3,+3]). The key properties of
the remeshing kernel that are needed to ensure stability are the moment conditions and a sign and a decay
properties for the kernel values. More precisely we will prove the following result

Proposition 3.3. Assume that the velocity field a is constant, and that the kernel Γ satisfies one of the following
conditions:

(i) Γ satisfies (2.5) with p = 2, Γ has support in [−2,+2] and satisfies for all values of λ ∈ [0, 1]

A1 ≥ 0 , A2 ≤ 0 , A3 ≥ 0 , −A2 ≥ 6A3. (3.12)

(ii) Γ satisfies (2.5) with p = 4, Γ has support in [−3,+3] and satisfies for all values of λ ∈ [0, 1]

A1 ≥ 0 , A2 ≤ 0 , A3 ≥ 0 , A4 ≤ 0 , A5 ≥ 0 , A3 ≥ −8A4. (3.13)

Then the remeshed particle method is unconditionally stable.

Before proceeding with the proof of this result, some comments are in order. For all the kernels that are
used in practice one has Γ (x) ≥ 0 for x ∈ [−1, 1] and Γ alternates sign in successive integer intervals. The
conditions (3.12), (3.13) therefore mean that the kernel decays fast enough. In the case i, A2 = α−2α0 + α−1α1

and A3 = α−1α1. The condition −A2 ≥ 6A3 is thus satisfied as soon has α0 ≥ 6α1. For the Λ2,1 kernel, this
condition can easily be checked: one has, for λ ∈ [0, 1]

|α0/α1| =
2 + 2λ− 3λ2

(1− λ)λ = 2 +
2− λ2
(1− λ)λ ≥ 2 +

1

(1− λ)λ ≥ 6.

Similar calculations show that the other 2nd order kernels in the Table 1 satisfy this decay condition. For 4th
order, 6 points kernels, the analytic calculations are more involved, but it is possible to check by symbolic
calculations that the conditions (3.13) hold for the kernels that are indicated in Table 1. Our result only covers
2nd and 4th order kernels. However one can conjecture from the proof that will be given below that it extends
to higher order kernels, with larger stencils, under an appropriate decay condition for the coefficients Ak.

We now proceed with the proof of Proposition 3.3 and begin with the case i.
We define by I the integer such that λ = aΔt/Δx ∈ [I, I + 1[ and we set μ = λ − I ∈ [0, 1[. We write

j = i− I + k and set vi = uni−I . The scheme (2.3) now reads

un+1
i =

∑

k

vi+kΓ (k + μ). (3.14)
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Since the support of Γ is in [−2,+2], the coefficients αk(μ) vanish if k ≤ −3 or k ≥ 2. Using (3.10) we obtain

∑

i

|un+1
i |2 =

∑

i

∑

−2≤k,l≤1

vi+k vi+l αk(μ)αl(μ) =
∑

i

v2i
∑

k

α2
k + 2

∑

i

∑

−2≤k<l≤1

vi+k vi+l αk αl. (3.15)

We then write
2vi+k vi+l = v2i+k + v2i+l − |vi+k − vi+l|2.

The conservation of the first moment gives

1 =

(∑

k

αk

)2

=
∑

k

α2
k + 2

∑

−2≤k<l≤1

αk αl,

and therefore ∑

i

∣∣un+1
i

∣∣2 =
∑

i

v2i −
∑

i

Si (3.16)

where Si =
∑

−2≤k<l≤1 αk αl|vi+k − vi+l|2.
Since obviously

∑
i v

2
i =

∑
i |uni |2, it remains to prove that

∑
i Si ≥ 0. Using the change of index l = k +m

for l > k and the notations in (3.10) allows to write

∑

i

Si =
∑

k

∑

1≤m≤3

αk αk+m

∑

i

|vi+m − vi|2 =
∑

1≤m≤3

Am

∑

i

|vi+m − vi|2.

We set δi = vi+1 − vi to rewrite the above expression as

∑

i

Si = A1

∑

i

δ2i +A2

∑

i

(δi + δi+1)
2 +A3

∑

i

(δi + δi+1 + δi+2)
2. (3.17)

Expanding the above sums we obtain

∑

i

Si = (A1 + 2A2 + 3A3)
∑

i

δ2i + (2A2 + 4A3)
∑

i

δiδi+1 + 2A3

∑

i

δiδi+2.

We again write 2δiδi+1 = δ2i + δ2i+1 − |δi − δi+1|2 and a similar identity for 2δiδi+2 to obtain

∑

i

Si = (A1 + 4A2 + 9A3)
∑

i

δ2i − (A2 + 2A3)
∑

i

|δi − δi+1|2 −A3

∑

i

|δi − δi+2|2.

By (3.11) with q = 2 we get A1 + 4A2 + 9A3 = 0. If we set ηi = δi − δi+1 we thus have

∑

i

Si = −(A2 + 2A3)
∑

i

|ηi|2 −A3

∑

i

|ηi + ηi+1|2.

Since A3 > 0 and |ηi + ηi+1|2 ≤ 4(η2i + η2i+1) we can write

∑

i

Si = −(A2 + 6A3)
∑

i

|ηi|2 ≥ 0,

provided the decay property (3.12) is satisfied.
We now turn to the second assertion of the proposition. We start from (3.15) and obtain an estimate similar

to (3.17), with m = 5 instead of 3 since the kernel has now a support of size 6

∑

i

Si =
∑

k

∑

1≤m≤3

αk αk+m

∑

i

|vi+m − vi|2 =
∑

1≤m≤5

Am

∑

i

|vi+m − vi|2. (3.18)
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We set δi = vi+1 − vi and obtain:
∑

i

Si = A1

∑

i

δ2i +A2

∑

i

(δi + δi+1)
2
+A3

∑

i

(δi + δi+1 + δi+2)
2

+A4

∑

i

(δi + δi+1 + δi+2 + δi+3)
2 +A5

∑

i

(δi + δi+1 + δi+2 + δi+3 + δi+4)
2

= (A1 + 2A2 + 3A3 + 4A4 + 5A5)
∑

i

δ2i + (2A2 + 4A3 + 6A4 + 8A5)
∑

i

δiδi+1

+(2A3 + 4A4 + 6A5)
∑

i

δiδi+2 + (2A4 + 4A5)
∑

i

δiδi+3 + 2A5

∑

i

δiδi+4.

Rewriting double products as above and introducing ηi = δi − δi+1, we obtain
∑

i

Si = (A1 + 4A2 + 9A3 + 16A4 + 25A5)
∑

i

δ2i

−(A2 + 2A3 + 3A4 + 4A5)
∑

i

η2i − (A3 + 2A4 + 3A5)
∑

i

(ηi + ηi+1)
2

−(A4 + 2A5)
∑

i

(ηi + ηi+1 + ηi+2)
2 −A5

∑

i

(ηi + ηi+1 + ηi+2 + ηi+3)
2
.

By (3.11) with q = 2 we have A1 + 4A2 + 9A3 + 16A4 + 25A5 = 0. Expanding the remaining squares in the
above identity we get

∑

i

Si = −(A2 + 4A3 + 10A4 + 20A5)
∑

i

η2i − 2(A3 + 4A4 + 10A5)
∑

i

ηiηi+1

−2(A4 + 2A5)
∑

ηiηi+2 − 2A5

∑
ηiηi+3.

We again write 2ηiηi+1 = η2i + η2i+1 − |ηi − ηi+1|2 and similar identities for the other double products to obtain
∑

i

Si = −(A2 + 6A3 + 20A4 + 50A5)
∑

i

η2i

+ (A3 + 4A4 + 10A5)
∑

i

(ηi − ηi+1)
2
+ (A4 + 4A5)

∑

i

(ηi − ηi+2)
2
+A5

∑

i

(ηi − ηi+3)
2
.

Subtracting (3.11) with q = 4 from the corresponding identity with q = 2 yields A2 + 6A3 + 20A4 + 50A5 = 0.
Moreover, since A4 ≤ 0 and A5 ≥ 0 we can write

(A4 + 4A5)
∑

i

(ηi − ηi+2)
2 ≥ A4

∑

i

(ηi − ηi+2)
2 ≥ 4A4

∑

i

(ηi − ηi+i)
2.

Therefore ∑

i

Si ≥ (A3 + 8A4)
∑

i

(ηi − ηi+i)
2 ≥ 0,

provided the decay property (3.13) is satisfied. This concludes our proof in the case of a constant velocity field.

General case

We now consider the general case of a smooth, non-constant, velocity field a.

Proposition 3.4. Assume that the velocity field a is in W 1,∞(R) and that the assumptions of Proposition 3.3
are satisfied. Assume in addition that the kernel Γ satisfies the interpolation property (2.10). Then there exists
a constant C, independent of Δt and Δx, such that

∑

i

∣∣un+1
i

∣∣2 ≤ (1 + CΔt)
∑

i

|uni |2 . (3.19)
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Proof. We will only give the proof in the case of a second order method corresponding to the case i of Propo-
sition 3.3. The proof in the case of ii follows along the same lines.

The local Courant number λ can now vary from one particle to the next. To start with we will consider the
case when this number remains in the same integer interval, that is we make the assumption that

∃ I ∈ Z such that, ∀i ∈ Z, λi = a(xi, tn)Δt/Δx ∈ [I, I + 1].

We proceed like in the proof of Proposition 3.3. We set μj = λj − I ∈ [0, 1[, vi = uni−I and j = i − I + k, and
the scheme (3.14) becomes

un+1
i =

∑

k

vi+kΓ (k + μj) =
∑

k

vi+kαk(μj). (3.20)

We first observe that, by the regularity of the velocity field a,

|λj − λj′ | = O (|j − j′|Δt)

and, since Γ ∈W 1,∞(R), for −2 ≤ k < l ≤ 1, j = i− I + k, j′ = i− I + l

αk(μj) = αk(μj′ ) +O(Δt). (3.21)

In particular αk(μj) = αk(μi−I) +O(Δt) if j = i− I + k with k ∈ [−2, 1]. This allows to write

∑

i

|un+1
i |2 =

∑

i

⎡
⎣ ∑

−2≤k≤1

vi+kαk(μi−I)

⎤
⎦
2

+O
(
Δt|v|2

)
,

where we have used the notation |v|2 =
∑

i |vi|2. Proceeding like in estimates (3.16), (3.17) we can write:

∑

i

|un+1
i |2 = O

(
Δt|v|2

)
+
∑

i

[∑

k

|vi+k|2α2
k(μi−I) +

∑

k<l

(
|vi+k|2 + |vi+l|2 − |vi+k − vi+l|2

)
αk(μi−I)αl(μi−I)

]
.

(3.22)
Using again (3.21) and setting j = i+ k we have

∑

i

∑

k

|vi+k|2α2
k(μi−I) =

∑

j

∑

k

|vj |2α2
k(μj−I) +O

(
Δt|v|2

)
,

∑

i

∑

k<l

|vi+k|2αk(μi−I)αl(μi−I) =
∑

j

∑

k<l

|vj |2αk(μj−I)αl(μj−I) +O
(
Δt|v|2

)
,

∑

i

∑

k<l

|vi+l|2αk(μi−I)αl(μi−I) =
∑

j

∑

k<l

|vj |2αk(μj−I)αl(μj−I) +O
(
Δt|v|2

)
,

∑

i

∑

k<l

|vi+k − vi+l|2αk(μi−I)αl(μi−I) =
∑

j

∑

m

Am(μj−I)|vj − vj+m|2 +O
(
Δt|v|2

)
.

This allows us to rewrite the summation in the right hand side of (3.22) as

∑

j

|vj |2
[∑

k

α2
k(μj−I) + 2

∑

k<l

αk(μj−I)αl(μj−I)

]
−

∑

j

∑

m

Am(μj−I)|vj − vj+m|2 +O
(
Δt|v|2

)
.

By the conservation of the first moment we have

∑

k

α2
k(μj−I ) + 2

∑

k<l

αk(μj−I)αl(μj−I) = 1
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and, like for the constant velocity case, it only remains to check the sign of S =
∑

j

∑
mAm(μj−I)|vj − vj+m|2.

We proceed like in the constant velocity case and set δi = vi+1 − vi and ηi = δi+1 − δi. We expand the squares
in S using the fact that

δ2i+1A2(μi−I) = δ2i+1A2(μi+1−I) +O(Δt)
(
|vi+2|2 + |vi+1|2

)

and similar expressions for δ2i+1A3(μi−I) and δ
2
i+2A3(μi−I). This leads to

S =|v|2O(Δt) +
∑

i

δ2i [A1(μi−I) + 4A2(μi−I) + 16A3(μi−I)]−
∑

i

η2i [A2(μi−I) + 2A3(μi−I)]

−
∑

i

(ηi + ηi+1)
2
A3(μi−I). (3.23)

We next write

(ηi + ηi+1)
2
A3(μi−I) ≤ 2

(
η2iA3(μi−I) + η2i+1A3(μi+1−I)

)
+ CΔt

(
|vi+3|2 + |vi+2|2 + |vi+1|2

)
.

Due to (3.11), under the condition (3.12), (3.23) finally yields

S ≥ −CΔt|v|2

and therefore ∑

i

|un+1
i |2 ≤

∑

i

|uni |2 + CΔt.

We finally turn to the general case, when neighboring particles can have their local CFL numbers in different
integer intervals. We can always group particles in subsets where the CFL numbers are in the same integer
interval. For I ∈ Z, we set

JI = { j ∈ Z such that λj ∈ [I, I + 1[ }.
We can rewrite the remeshed particle method as

un+1
i =

∑

I

∑

j∈JI

unj Γ (λj + j − i) =
∑

I

SI(i). (3.24)

The next step is to take the square of the above identity. The key point is to observe that, by the interpolation
property (2.10), double products of the form SI(i)SI′(i) with I �= I ′ are of order Δt. We indeed observe that,
due to the regularity of a, we have

|λj − λj′ | ≤ CΔt|j − j′|
and therefore, if the kernel Γ has a support of size 2Ms and if Δt is small enough

Γ (λj + j − i)Γ (λj′ + j′ − i) �= 0⇒ |j − j′| ≤ 2Ms + 1. (3.25)

Next, again in view of the regularity of a, if two neighboring particles have indices which belong to a different
set JI this implies that their local CFL number is close to an integer value. More precisely

[j ∈ JI , j′ ∈ JI′ , I �= I ′, |j − j′| ≤ 2Ms + 1]⇒
∃(K,K ′) ∈ Z2,K �= K ′such that j + λj = K + O(Δt), j′ + λj′ = K ′ +O(Δt).

By the interpolation property (2.10) and the regularity of Γ this implies

[j ∈ JI , j′ ∈ JI′ , I �= I ′, |j − j′| ≤ 2Ms + 1]⇒ Γ (λj + j − i)Γ (λj′ + j′ − i) = O(Δt).
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Combined with (3.25) this shows that, for I �= I ′,

SI(i)SI′(i) ≤ CΔt
∑

j∈JI

⋃
JI′

|unj |2. (3.26)

It remains now to sum over i the above identities. To identify the indices j which, for a given index i, contribute
to the sum SI(i), we denote by φ the application such that

φ(x) = x+ a(x)Δt.

In view of (3.2) we have 0 < 1 − M ≤ φ′(x) ≤ 1 +M . φ is thus one-to-one and its inverse φ−1 is strictly
increasing. If we set ψ(i) = φ−1(iΔx)/Δx, the indices j which contribute to SI(i) must satisfy

iΔx−MsΔx ≤ jΔx+ ajΔt ≤ iΔx+MsΔx

which yields
ψ(i−Ms) ≤ j ≤ ψ(i+Ms).

If a particle j contributes to two different terms SI(i) and SI(i
′) with, say, i < i′ this means that

ψ(i′ −Ms) ≤ j ≤ ψ(i+Ms)

and therefore
|i′ − i| ≤Ms.

As a result, a given particle of index j contributes to at most 2Ms sums SI(i). One can thus deduce from (3.26)
that, for a certain constant C independent of Δt and Δx

∑

i

∑

I �=I′

SI(i)SI′(i) ≤ CΔt|un|2,

and, from (3.24), ∑

i

|un+1
i |2 ≤

∑

i

∑

I

S2
I (i) + CΔt|un|2. (3.27)

Finally, if we set

wI
j =

{
unj if j ∈ JI
0 otherwise,

by the preceding proof in the case when I takes a constant value, we have

∑

i

S2
I (i) ≤ (1 + CΔt)|wI |2

and ∑

I

∑

i

S2
I (i) ≤ (1 + CΔt)

∑

I

|wI |2.

In view of (3.27) this leads to ∑

i

|un+1
i |2 ≤ |un|2 + CΔt|un|2

and our proof is completed. �

Remark 3.5. For CFL ≤ 1, Remeshed Particle Methods reduce to finite-difference schemes [8]. The conver-
gence analysis above contains thus as a by-product a convergence proof of a class of conservative second and
fourth order finite-difference schemes.
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Figure 1. Advection equation with data (4.1). Initial condition (solid curve) and solution at

t =
√
3 (dashed curve).

4. Numerical illustrations

In this section we compare the accuracy of the various kernels considered above in 1D, 2D and 3D smooth
flows. The reference [15] deals with remeshed particle methods using the Λ4,2 kernel in the context of the
transport of passive scalar in turbulent flows. It in particular emphasizes the efficiency of this method in the
case of high Schmidt numbers, that is when the diffusivity of the scalar is small compared to the viscosity of
the flow. The extension of this work to higher order kernels introduced in the present paper will be reported in
a future work.

We first consider a 1D advection equation in the interval [−1,+1] with periodic boundary conditions. The
velocity a and the initial condition u0 are given by

a(x) = 1 + sin (πx)/2 , u0(x) = sin (πx). (4.1)

This flow induces compression and dilatation which successively increase and decrease the value of the solution.
The exact solution is given by the following formula :

u(x(t), t) = u0(x0)
2 + sin 2πx0
2 + sin 2πx(t)

where x(t) is the trajectory with origin x0 associated to the velocity field a, given by

arctan [tan (πx(t)) + 1/2] = arctan [tan (πx0) + 1/2] + tπ
√
3/2.

The solutions are periodic in time with period T = 4/
√
3.

Figure 1 shows the solution at initial time and t =
√
3. For this case we compare in Figure 2 the results

obtained with the kernels Λ2,1, Λ4,2, Λ2,2 and Λ4,4. In all cases, and throughout this section, particles where
pushed with a fourth order Runge−Kutta time-stepping. The number of grid points ranged from 128 to 4096.
For the purpose of this refinement study, we had to choose a constant value for the ratio Δt/Δx. We fixed a
CFL value of 12. This value corresponds, for the coarsest resolution considered in this test, to a constant M
in (3.2) equal to 0.7. The error is measured in the maximum norm. The numerical analysis above indicates that
the two last kernels should deliver respectively second and fourth order methods, while the two first kernels,
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Λ2,2 3.15
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Figure 2. Refinement study for the 1D advection equation (4.1) and several first to fourth order
RPM and CFL value equal to 12. Left picture: black-circle curve: kernel Λ2,1; red-square: kernel
Λ2,2; blue-diamond: kernel Λ4,2; green-triangle: Λ4,4; dashed lines indicate slopes corresponding
to second and fourth order convergence. Right table: average order of convergence for these
RPM.

because of their lack of regularity, should be limited to first and second order, respectively. One can indeed
observe that, for a given number of conserved moments, increasing the regularity does improve the accuracy
of the RPM. However it is interesting to note that the kernel Λ2,1 already gives a second order method. The
reason is that, in this example, zones where the solution undergoes large variations, and thus where numerical
errors are likely to be larger, only rarely correspond to grid points where the local CFL numbers cross integer
values.

To illustrate next the directional splitting which we use to address multidimensional problems, we first
consider the classical two-dimensional case of an off-centered circle strained in an incompressible rotational
flow. More precisely, the computational box is the square [0, 1]

2
. The velocity field is given by

a(x1, x2, t) = f(t)
(
− sin2(πx1) sin(2πx2), sin(2πx1) sin

2(πx2)
)
. (4.2)

The initial condition is a sign function whose zero level set is a circle of radius 0.15 and centered at the
point (0.5, 0.15). The function f(t) is introduced to allow the solution to eventually return to the initial condition.
We take f(t) = cos(πt/12), and compare the computed solution at time t = 12 with the initial condition. In
this experiment, like in the 3D case below, we use the classical second order Strang formula for the dimensional
splitting, that is we successively push and remesh particles in the x1, x2, x2 and x1 directions for Δt/2. It is
indeed possible to derive and use higher order splitting methods, but our choice of a second order splitting was
made for a practical reason – fourth order splitting methods are more demanding in terms of CPU and memory
requirement. Furthermore, although second order splitting limits the theoretical order of convergence to 2, one
can still see the benefit of using higher order kernels. Using a 6th order kernel in this example indeed yields an
effective order of convergence close to 6. In this experiment the number of grid points in each direction ranged
form 32 to 512. Like in the previous experiment, for the purpose of this refinement study, the CFL number
was kept constant, equal to 12. The average order of convergence is shown on the right picture of Figure 3.
In this experiment the kernels Λ2,2, Λ4,4 and Λ6,6 would give similar results to the kernels Λ2,1, Λ4,2 and Λ6,4

respectively. Figure 4 shows the solution obtained with N = 256 grid points in each direction and the kernels
Λ2,1 and Λ6,4, at t = 6 and t = 12, compared to the exact solution. At t = 6, which is the time of maximal
stretching for this experiment, the exact solution was obtained by a front tracking method using 10 000 markers.
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Kernel Order of convergence

Λ2,1 1.87
Λ4,2 3.17
Λ6,4 5.92

Figure 3. Refinement study for the 2D advection field (4.2). CFL value is equal to 12. Left
picture: black-circle curve: kernel Λ2,1; red-square: kernel Λ4,2; blue-triangle: kernel Λ6,4; dashed
lines indicate slopes corresponding to second and fourth order convergence. Right table: average
order of convergence for these RPM.

This study clearly shows the gain obtained in this case by using high order kernels, even though the theoretical
order of convergence is limited by that of the dimensional splitting.

As already stressed, one distinctive feature of Semi Lagrangian Particles are that their stability and the
spatial order of convergence is not constrained by a CFL condition. To illustrate this property, we repeated the
above experiment with 256 points in each direction and a CFL number equal to 30. These grid resolution and
time-step give a value of the constant M in (3.2) equal to 0.35. Figure 5 shows the zero level set at times 6
and 12. Although one cannot expect the same overall accuracy as in the previous experiment with such a large
time-step, the interface appears to remain rather well captured.

We now turn to a 2D example where the kernel regularity seems to be more important than in the previous
cases. We consider an expansion field given by

a(x1, x2) = (x1/r, x2/r), r =
√
x21 + x22, (4.3)

and the initial value of u is an axisymmetric function supported in an annulus:

u0(r) =

{
C[(r − ra)(r − rb)]4 if ra ≤ r ≤ rb ,
0 otherwise.

with ra = 0.1, rb = 0.25 and C = [2/(ra − rb)]8.
The exact solution at time t is given by u(r, t) = u0(r − t)(r − t)/r. Figure 6 shows the result of a refinement

study for the kernels Λ2,1, Λ2,2, Λ4,2 and Λ4,4. In that case areas where the local CFL number cross integer
values are aligned with the flow directions. As a result the kernel Λ2,1 only gives first order convergence, while
Λ2,2 is close to the second order accuracy predicted by our analysis. Note that increasing the order and regularity
of the kernel improves the convergence but does not allow to reach fourth order. In this example the second
order time-splitting limits the observed overall accuracy.

We close this section with a 3D version case suggested in [17] and often used to validate level set methods. In
this example the computational box is the unit cube and the initial condition is a sphere of radius 0.15 centered
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Figure 4. Interface u = 0 for the advection field (4.2) with Nx = Ny = 256. Top-left: t = 6,
kernel Λ2,1; top-middle: t = 6, kernel Λ6,4; top-right: exact front-tracking solution; bottom-left:
t = 12, kernel Λ2,1; bottom-right: t = 12, kernel Λ6,4. On the bottom pictures the red curve
represents the exact (initial) interface at t = 12.
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Figure 5. Same experiment as in Figure 4 with Nx = Ny = 256, the kernel Λ6,4 and CFL =
30. Left picture: interface at t = 6; right picture: interface at t = 12 (red curve is the exact
solution).
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Figure 6. Refinement study for the radial test case (4.3). Left picture: black-circle curve:
kernel Λ2,1; red-square: kernel Λ2,2; blue-diamond: kernel Λ4,2; green-triangle: Λ4,4; dashed lines
indicate slopes corresponding to second and fourth order convergence. Right table: average
order of convergence for these kernels. The CFL number is equal to 4.

around the point with coordinates (0.35, 0.35, 0.35). This sphere is advected with the velocity field

a1(x1, x2, x3) = 2 sin2(πx1) sin(2πx2) sin(2πx3), (4.4)

a2(x1, x2, x3) = − sin(2πx1) sin
2(πx2) sin(2πx3), (4.5)

a3(x1, x2, x3) = − sin(2πx1) sin(2πx2) sin
2(πx3). (4.6)

This motion wraps the sphere into thinner and thinner surfaces difficult to capture. In this case we want also
to illustrate the fact that RPM only need particles in the support of the advected quantity. To capture the
sphere we use a color function (1 inside the sphere, 0 outside). At the end of the remeshing step, particles are
created only when their strength is above 0.001. In this experiment, we use 256 grid points in each direction.
The CFL number is equal to 30, which corresponds to the same value ofM as in the 2D case (4.2). The number
of particles roughly varies between 1.5%, at t = 0, and 10%, at t = 4, of the total number of grid points inside
the computational box. Due to the cut-off used in the remeshing step, the total mass was not algebraically
conserved. However, in the present experiments the deviation did not exceed 0.1% of the total mass. Figure 7
shows the evolution of the volume inside the interface (this volume should remain constant at all times) obtained
with the kernels Λ2,1, Λ4,2 and Λ8,4. Figure 8 show the interface u = 0.5 at time t = 4, with the kernels Λ2,1

and Λ8,4. These results confirm the gain in accuracy that can be obtained by using high order kernels. The next
section will discuss the computational complexity associated with these kernels.

5. Remeshed particle methods and software engineering

One challenge in High Performance Computing is to develop algorithms that are able to take advantage of
clusters made of emerging exascale hardware. These clusters are hybrid architectures which combine many het-
erogeneous distributed processors and accelerators. A natural idea is to match models, algorithms and physical
scales resolved by these algorithms to the specific features of the processors involved in these architectures.

A typical example is the case of turbulent transport in incompressible flows. Hybrid algorithms can be
designed to resolve in an optimal fashion the minimal scales present in the flow and in the advected scalar [15].
Moreover in these hybrid approaches the different algorithms can have different parallel scalability and it may be
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Figure 7. Volumes inside the interface u = 0.5 for the test case (4.4)−(4.6) with CFL = 30
and 256 grid points in each direction. Green-circle curve: kernel Λ2,1; red-square curve: kernel
Λ4,2; green-diamond curve: kernel Λ8,4.

Figure 8. Isosurface u = 0.5 at t = 4.0 for the test case of the sphere in the flow (4.4)−(4.6)
with N = 256 and CFL = 30. Left picture: kernel Λ2,1; right picture: kernel Λ8,4.

advantageous to distribute these algorithms to different type of processors. The local nature of RPM make these
methods well suited for highly parallel processors, like GPUs, and one may envision simulations of transport
at high Schmidt numbers in turbulent flows (that is when the scalar smallest scales extend much beyond those
of the flows) at very high resolution at a cost that does not exceed that of the flow solver at a much lower
resolution.

To be able to implement hybrid algorithms on hybrid architectures, one needs to develop high level frameworks
and libraries with a high level description which allows to distribute different solvers and grids to different parts
of the clusters in a seamless fashion.
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User interface Python
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Computations Fortran/C Python OpenCL

(b) Programming view

Figure 9. Application layout.

In this section we first outline the general approach followed for this framework. We then go into more details
for a specific branch of this framework, namely the implementation on GPU of RPM. We detail the performance
of the different kernels associated to the different parts of the algorithm and the overall performance of the GPU
implementation of RPM. We in particular focus on the complexity of the RPM using various high order kernels
that have been derived and analyzed in the previous section.

5.1. Library description

In this library we use object oriented programming techniques to reach a high level of modularity, with a
strong focus on usability and flexibility. The goal is to enable the user to launch indifferently sequential, parallel
or hybrid numerical simulations. We use Python as an abstraction framework.

Our library currently provides two levels of parallelism, MPI and OpenCL. However, thanks to the modularity
it would also be possible to implement other parallelism paradigms such as task parallelism.

In order to achieve good portability, the computational frameworks are written using OpenCL C whenever it
will enable good performances on the target architecture. OpenCL is an open standard for parallel programming
of heterogeneous systems [21]. It provides application programming interfaces to address hybrid platforms
containing many CPUs and GPUs and a programming language based on C99 to write instructions executed
concurrently on the OpenCL devices. This framework is used through the PyOpenCL python interface to
OpenCL [11].

In OpenCL applications, the program, that executes on the host system, must send OpenCL kernels to
available devices in a command queue. The execution model of the application defines the devices and queues
management. A given kernel contains an executable code that concurrently runs on device compute units which
are called work-items. A memory model needs to be explicitly defined to manage data layout in the memory
hierarchy. Details of these models, such as the number of work-items in a work-group or the memory access
patterns, have a very strong impact on the program efficiency.

The high level of abstraction of Python allows to conceal from the user the parallel paradigms and the low
level implementations of the numerical algorithms. It will participate in our goal to develop a library that is
portable to various kind of hybrid architectures of modern computers.

Figure 9a shows the global design of the library from a functional point of view using concepts from [14]. In this
work, a methodology is proposed for the design of object oriented codes. It relies on a distinction of components
in different fields: abstract mathematical concepts are independent of their implementation and of the numerical
methods. In order to use the library, the user only needs to describe his problem with high level components –
mathematical operators, problem variables and physical domain description. The resolution is performed using
default options (Mathematics level). The user chooses the available numerical methods (Numerical methods
level) and algorithms (Algorithms level), or develop his own modules, depending on his needs. Thanks to the
flexibility and modularity of Python, new modules are readily available in the library (User interface level)
through its programming layers, illustrated on Figure 9b. In order to add his modules written in a common
programming language (Computations level), the user needs to develop a small Python interface. The module
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may use a parallel paradigm (HPC level). This design of the library allowed us to easily verify and optimize all
the kernels presented below.

5.2. Implementation on GPU

The literature contains several GPU implementations of mesh-free particle methods. In the context of
Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) for gas dynamics, [30] presents an implementation on multi-GPUs
cluster for 32 millions of particles distributed on 4 GPUs. A mesh-free solver for incompressible flows using a
Fast Multipole Method accelerated on a large number GPU is presented in [32]. These authors report reference
a 0.5 petaflop/s computation for 20483 particles distributed on 2048 cards for homogeneous isotropic turbulence
simulations.

The advection equation is a key component in the simulation of gas dynamics. In [31], the authors show that
porting the resolution of Knudsen gases by particle methods to the GPGPU results in an important speedup
in the simulations. Remeshed vortex methods have also been ported on GPU within the Parallel Particle Mesh
library [28]. The implementation presented in [26] is devoted to two-dimensional incompressible flows in vorticity
formulation, using a multigrid finite-difference solver for the Poisson equation and the Λ2,1 remeshing formula for
the advection. This reference reports performances in single precision floating point from 25 frames/iterations
per seconds (FPS) with 10242 particles – for their fastest solver, Euler time stepping and coarse multigrid –
to 3 FPS – for their most accurate, fourth order Runge−Kutta time stepping and accurate multigrid. In [24],
penalization was added to deal with complex boundaries and a FFT solver was used instead of the multi-grid
solver. The hand coded interpolation between the Cartesian grid and the particles was dropped in favor of
OpenGL shaders with improved performances. For 10242 particles the full Navier–Stokes solver reached 22 FPS
in single precision, which represents a speedup against a similar CPU solver of about 30.

As particle-mesh interpolations are core functions in RPM, some works have been devoted to these operations.
In [3, 25] an implementation based on OpenCL Images objects, allowed to obtain, for a 4096 × 2048 problem
size, a maximum speedup of 45 against a single-threaded CPU implementation, in double precision, and 150
in single precision. The speedup drops to 2.8 when comparing to a multi-threaded CPU version (9.4 in single
precision). In [3], an efficient data structure enables interesting performances on GPU for tensorial particle-mesh
interpolations in 2D and 3D. This reference reports that linear interpolation exhibits lower speedups than higher
order schemes and that 3D interpolations are more efficient than their 2D counterparts.

The method presented in this article differs from the previous works by the fact that we use a dimensional
splitting and higher order remeshing formulas. The dimensional splitting reduces 2D and 3D problems to a
collection of 1D problems. The complexity will therefore remain linear with the stencil width, but this strategy
has some implications that we will see below in the memory management.

In this work, we intend to produce an efficient GPU implementation of the particle advection and remeshing
steps that will be used, in future work, as part of a fluid solver. The following results will demonstrate that
high order remeshing formulas can be implemented in an efficient way. As in the previous section, particles are
advanced with a fourth order Runge−Kutta method. The velocity field is given at grid points at the beginning of
each time-step and is linearly interpolated at particle locations corresponding to the intermediate Runge−Kutta
sub-steps. We use a second order time-splitting which for each time-step alternates advection successively along
the directions x, y, z, y, x. The time-step of the advection is Δt/2 in the x and y directions and Δt in the z
direction.

5.2.1. From method to algorithm

In order to better understand the library performances and behavior with respect to the number of particles,
we analyze the computational complexity of the algorithm. The complexity C is given for one advection and
one remeshing step for Nd particles, where N is the number of particles in one direction and d is the number
of directions. C depends on several parameters: c, the number of scalar quantities or vector components carried
by particles; the order of the dimensional splitting (second order in our case); Ns, the remeshing stencil width;
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and p, the polynomial degree of the formula:

C(Ns, p, c) = (CA + CR(Ns, p, c))(2d− 1)Nd = O
(
Nd

)
[Operations], (5.1)

where CA and CR represent the advection and remeshing complexity for one particle. Advection with a fourth
order Runge−Kutta scheme and linear velocity interpolation leads to the following estimate

CA = 4× 2 + 3︸ ︷︷ ︸ + 3× 9︸ ︷︷ ︸ + 5︸︷︷︸ = 43 [Operations].

positions computation linear interpolations weights combination
(5.2)

The complexity of remeshing algorithms takes into account the polynomial evaluations, performed with the
Horner’s rule rearrangements. The total amount of operations corresponds to Ns polynomials of degree p, c
linear combinations of the Ns elements and the Ns grid point indices.

CR(Ns, p, c) = Ns(2p+ 1)︸ ︷︷ ︸ + 2Nsc︸ ︷︷ ︸ + 3 +Ns︸ ︷︷ ︸ = 2Ns(p+ c+ 1) + 3 [Operations].

Horner’s rule linear combinations grid indices
(5.3)

Similarly, we study the memory access complexity. We obtain the following evaluations

MA = (3× 2 + 1︸ ︷︷ ︸ + 1︸︷︷︸)P = 8P [Bytes],

read velocity write particle position
(5.4)

MR(Ns, c) = ( 1︸︷︷︸ + (1 +Ns)c︸ ︷︷ ︸)P = ((1 +Ns)c+ 1)P [Bytes],

read particle position read and write particle quantity
(5.5)

D(c) = 2cP︸︷︷︸ [Bytes],

read and write
(5.6)

M(Ns, c) = (D(c)+MA +MR(Ns, c))(2d− 1)Nd = P ((1 +Ns)c+ 5)(2d− 1)Nd [Bytes], (5.7)

where P equals to the size of a floating point number in bytes (4 bytes for single precision or 8 bytes for double
precision). D(c) denotes the memory complexity of a copy or a transposition. In this expression, reading and
writing access are supposed to be equivalent.

These complexities do not take into account the algorithms optimization for targeted platforms. For instance,
vectorized access or fma operations are not considered here.

As already mentioned semi-Lagrangian particle methods can be viewed as an alternative to forward semi-
Lagrangian methods developped in [9]. The use of explicit remeshing kernels significantly increase the parallel
efficiency of the method. In the method described in [9], one needs to solve for each 1D problem a periodic
tridiagonal system. [33] compares various implementations for solving tridiagonal systems on GPU. They show
that a cyclic reduction algorithm requires at least log2N−2 algorithmic steps and 5N accesses to global memory.
For the Λ4,2 formula, with stencils using 6 points, the remeshing algorithm only requires 1 algorithmic step, and
2N accesses to global memory. For problems with at least 64 particles in one direction, the semi-Lagrangian
particle methods proposed in this paper require minimal access to global and shared memories.

5.2.2. From algorithm to GPU implementation

The choice of the OpenCL execution model constrained us to an in-order OpenCL kernels call sequence. The
main bottleneck of this model is the host-device data transfer rate. The data should stay on the device as long
as possible. However, host-device transfers are mandatory for regular checkpointing and shared computations
between CPU and GPUs or multiple GPUs. The index space for calling OpenCL kernels follows the intrinsic
dimension decomposition of the method: each work-group is in charge of a 1D problem. The kernels performances
are strongly connected to the layout of work-items in each work-groups. Section 5.3 will detail the different
strategies for the work-items layout.
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Figure 10. Velocity field storage.

The computation of one splitting step requires only the velocity component and the 1D coordinate of the
particles in the corresponding direction. The velocity field needs to be stored as structured arrays. The maximum
bandwidth for accessing global memory is reached for contiguous data. Arrays are thus stored contiguously in
the direction of use. Figure 10 illustrates the storage of the velocity components with respect to the grid layout
for a 2D problem. This setup imposes the advected quantities to be transposed when alternating splitting
directions.

Algorithm 1 summarizes the GPU implementation, where each part of the inner loop is performed using an
OpenCL kernel.

Algorithm 1: Particle method.

while t � Tend do
Computation of velocity field aG {on grid G} ;
{Solve 1D problems in each direction};
foreach splitting direction do

Initialize particles ;
Compute particle positions {from corresponding velocity component} ;
Compute particle remeshing {in corresponding direction to grid G};

t← t+ dt

5.3. Description of the OpenCL kernels

All our tests were performed on a NVIDIA Tesla K20m. The main specifications of this device are given in
Table 2. Obviously, the global and local memory sizes and work-group size set some limits in our performance
analysis. Each kernel used in Algorithm 1 must be studied separately to obtain the most efficient execution
model characteristics such as e.g. work-group size, work-item workload and memory levels usage. We considered
single and double precision implementations of the various remeshing kernels considered in the previous sections.
Depending on the type of kernels, different optimizations – concerning OpenCL vector types, built-in functions,
temporary private variables, bank conflicts avoidance, . . . – were tested.

5.3.1. Memory management related to method and hardware

From the data on the grid, we update the advected quantities on particles. Data initialization depends on
the alternating splitting direction in which advection and remeshing are performed. Computational efficiency
requires the data to be contiguous in the working direction. Therefore, one needs to change the data layout
in memory for each direction. Data initialization consists in transpositions except in the cases of unchanged
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Table 2. NVIDIA Tesla K20m main features.

Device OpenCL version 1.1 Global memory Size 4 GB
Compute units 13 Bandwidth 208 GB/s

Maximum work-items [1024,1024,64] Bus width 320 bit
Work-group size 1024 Max. allocation 1 GB

Clock rate 705 MHz Local memory Size 48 KB
Host Connection type PCIe 2.1 ×16 Processing power Double Precision 3.52 TFlops

Bandwidth 8 GB/s Single Precision 1.17 TFlops

Input

Tile

Output

X Y

(a) XY transposition

Input

Tile

Output

X Y

Z

(b) XZ transposition

Figure 11. Transposition kernels.

successive directions where a simple copy is sufficient. For a 2D problem, efficient transposition algorithms on
GPU have been designed in [27]. This algorithm reaches 96 percent performance of the simple copy bandwidth
for a 20482 square matrix in single precision. We implemented this algorithm and extended it to 3D. In order to
achieve good performances, global memory accesses should be contiguous, fit the bus width and avoid memory
camping. Memory camping occurs when successive work-groups operate on the same global memory page. It
affects global efficiency of the algorithm and should be avoided as much as possible. Each work-group is handling
a subset of the data, called a tile, which is stored in local memory. The tile is transposed locally, requiring bank
conflict free access.

We denote by XY transposition the transposition operating on the first and second directions in which the
data are contiguous. Similarly, XZ transposition operates on the first and third directions.

The XY transposition follows [27] except that, in 3D, it is performed on every slices along Z direction.
Figure 11a illustrates this transformation. Each work-group loads a tile (grey square) into local memory (red).
Each work-item transposes its own subset of data by writing data to their correct positions (green). Contiguous
access in global memory is ensured by use of the tile and the bus width is filled up by wrapping elements into
OpenCL vector types. Memory camping is avoided by roaming the global memory arrays diagonally – in dashed
lines in the Figure. Finally a one row padding is used in tiles to avoid bank conflicts.

Similarly, XZ transpositions are performed along slices in Y direction. The work of [27] is extended to deal
with 3D data. Using the same conventions as previously, Figure 11b sketches this transformation. To avoid
memory camping, the global memory is roamed in XZ planes. Because of the larger strides when going along
Z direction than in Y , we used a cubic tile to reduce the number of large strides.

Performances of the kernels associated to copy and transposition are presented on Figures 12a and 12b. These
results concern fully optimized kernels and the best configurations. From Figure 12a we conclude that using 256
work-items in work-groups lead to performances close to 72 percent of the theoretical bandwidth. The remaining
gap can be explained by the presence of the NVIDIA Error Correction Code (ECC) that checks and eventually
corrects bit errors in data storage and transmissions. The performances should increase when disabling ECC
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Figure 12. Performances of Copy, XY and XZ transpositions kernels for 2D and 3D, single
(SP) and double precision (DP).
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interpolation

Velocity component Cache Particle position

Figure 13. Advection algorithm.

because it uses a significant part of the bandwidth and 12.5 percent of the memory2 to work. One can notice
that the performance of the XY transposition is better in 3D than in 2D, very close to the performance of the
copies for work-group size up to 512. This is due to smaller stride when moving work-group diagonally in 3D.
In the optimal configuration, with respect to the work-group size, the XZ transposition exhibits performances
similar to the 2D XY transposition.

5.3.2. Advection

This kernel computes the particles positions by means of a Runge−Kutta scheme and a 2D or 3D linear inter-
polation of velocities on particles from known grid values. As suggested by (5.4), the fourth order Runge−Kutta
method requires 8 reads in the velocity field. We bring it to a single read using local memory as a cache as
illustrated on Figure 13. After filling up the cache, each work-group performs the computations from this local
buffer. Results are directly stored contiguously in global memory. Using local memory, (5.4) becomes:

MA,GPU = 2P [Bytes]. (5.8)

Benchmarks for this kernel are shown on Figure 14a. The maximum work-group size allowed on the device
is 1024, as given in Table 2. Performances increase with the work-group size until they reach a plateau around
128 work-items in 3D and 512 in 2D. Note that constraints on the global memory size and the bus width limit
3D cases to small work-group sizes.

2From http://www.nvidia.com/object/tesla-servers.html
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Figure 14. Benchmarks for computational kernels in single (SP) and double precision (DP).

Particle quantity Particle position Grid quantityCache

Λp,r

Figure 15. Remeshing algorithm.

5.3.3. Remeshing

Remeshing particles on the grid involves particle positions and strengths that are read once in global memory.
Each work-group computes new quantities on the grid in a local buffer to avoid multiple writes in global memory,
as shown on Figure 15. Again, the number of global memory accesses decreases and (5.5) becomes:

MR,GPU = (2c+ 1)P [Bytes]. (5.9)

In case of large velocity gradients, it may happen that several particles have the same remeshing points. To avoid
concurrent writings, computational load is organized so that any pair of work-items do not remesh contiguous
particles.

As for the advection benchmarks, Figure 14b shows that performances increase with the work-group size
until it reaches a plateau.

5.3.4. Monolithic advection and remeshing

This kernel combines the advection and the remeshing computations in a single kernel. The particle positions
are computed directly by the kernel, which reduces global memory occupation. The number of lunched OpenCL
kernels is also reduced. However, it requires more local memory, as illustrated on Figure 16. For this kernel, the
global memory complexity, given by (5.7) is reduced to:

MGPU,Monolithic(Ns, c) = P (2c+ 1)(2d− 1)Nd [Bytes] (5.10)

instead of:
MGPU(Ns, c) = P (2c+ 3)(2d− 1)Nd [Bytes] (5.11)

for separate kernels.
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Figure 16. Monolithic advection and remeshing algorithm.

Again similar performances are obtained for monolithic kernel where results are close to the sum of the
separate ones. Because of local memory limitations to 48 kBytes, we were not able to compute the 40962 double
precision case (which would require 64 kBytes).

5.4. Performances

The whole code is profiled with the best configurations determined by the previous benchmarks. In this
section, for a sake of simplicity we have restricted the discussion to calculations with double precision arithmetic.

Figure 17 gives the global performances for 2D and 3D problems and different remeshing formulas. The
measured time includes kernel execution and OpenCL host code such as queue management, kernels launching,
profiling events, . . . Figure 17a shows that the time needed to compute one step for one particle is nearly
constant, especially for small problems. This is consistent with (5.1), since the complexity per particle and per
iteration, (CA + CR(Ns, p, c))(2d− 1), does not depend on the problem size. The variations are due to built-in
mechanisms of the device depending on the memory occupancy. In 3D, Figure 17a shows that, except for the
643 resolution, the computational time is also constant.

Similarly, the global complexity, C(Ns, p, c), in (5.1) grows linearly with the problem size, Nd. This linearity
is observed for the time per iteration on Figures 17b and 17d. For the 2563 and 40962 resolutions, performances
range from 10 to 20 FPS.

We provide on Figure 18 profiling details for the largest cases, corresponding to the 2563 and 40962 particles.
As expected, most of the time is devoted to particle remeshing. Remeshing times are grouped with respect
to the stencil width. Table 3 exhibits the remeshing computational time per particle averaged – from data on
Figures 17a and 17c – on different problem sizes together with the arithmetic complexity – from (5.3) – and
the stencil width for the different remeshing formulas. In the Ratio columns, we compute the costs using the
Λ2,1 formula as a reference. We observe that the cost of remeshing depends mostly on the stencil width and
only slightly on the polynomial computational complexity. The reason is that memory accesses are a bottleneck
for remeshing kernels and this confirms the efficiency of GPU to accelerate algorithms with high computational
intensity. The number of arithmetic operations plays only a marginal role in performances. Note that if the
traditional tensor-product formulas were used in 3D, instead of the directional splitting used here, the ratio
between the kernels Λ6,6 and Λ2,1 would be of order 8 instead of 2.

The dimensional splitting is also advantageous from the point of view of memory access. The number of
operations required for a tensorial formula is of order N3

s instead of 5Ns for the splitting. In a tensor-product
remeshing algorithm, 2N3

s particles would need to be transferred to and from the global memory. Cache opti-
mization allows to reduce the number of transfers per particle, but due to the limited size of the shared memory,
this reduction is limited. For instance, with the GPU described in Table 2, one can only load 123 particles in
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Figure 17. Overall performances for different problem sizes in double precision. (lower is
better). Times are averaged over 20 independent executions.
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Table 3. Influence of remeshing formulas on performances. Times are averaged among the
different runs reported in Figure 17b for the 2D cases and Figure 17c for the 3D cases.

Arithmetics Stencil 2D Time 3D Time
Formula CR(Ns, p, c) Ratio Points Ratio Average Ratio Average Ratio
Λ2,1 43 1 4 1 3.13 1.00 3.88 1.00
Λ2,2 59 1.37 4 1 3.17 1.01 3.99 1.03
Λ4,2 87 2.02 6 1.5 4.22 1.35 5.81 1.50
Λ4,4 135 3.14 6 1.5 4.49 1.43 6.28 1.62
Λ6,4 179 4.16 8 2 5.22 1.67 7.88 2.03
Λ6,6 243 5.65 8 2 5.62 1.79 8.78 2.26

shared memory. This limitation would cause the number of transfers with global memory performed at each
particle location to increase. This would significantly impact the overall performance of the remeshing step.

Our benchmarks showed that the computational time remains linear with the stencil width. Increasing the
order of the numerical method enables us to leverage the processing power of the GPU. From an applicative
point of view, the accuracy of the results is improved either by increasing the problem size or increasing the
numerical order of the method while keeping the problem size constant, which allows to relax the constraints
due to the global memory size on the GPU. Note that the remeshing formulas involve algebraic fractions for
the polynomials coefficients whose numerator and denominator are increasing with the order. In the present
implementation, we kept this coefficients under their rational form but this could introduce numerical errors if
high order kernels are used.

Unlike in [3], for an equivalent number of particles our 3D and 2D implementations exhibit similar per-
formances, as they both rely on 1D problems. The global efficiency of our implementations could be further
improved by gathering 1D problems to better fit the device characteristics. To conclude this section and give
an idea of the compared efficiency of GPU and multi-threaded CPU implementations of the particle method,
let us mention that the algorithm just described yields speedups ranging between 20 and 25, depending on the
remeshing formula, against the optimized Fortran MPI code used in [15] running on 8 Xeon E5-2640 cores.

6. Conclusion

In this paper we have discussed and analyzed remeshed particle methods, from the point of view of forward
semi-Lagrangian methods. We have given a systematic consistency analysis of these methods, based on the
regularity and moment properties of the remeshing kernels. These consistency results are supplemented by a
stability analysis valid for a class of second order and fourth order methods, under a Lagrangian CFL condition
which is independent of the grid size.

Remeshed particle methods are designed to deal with advection dominated problems and we have outlined
a general computational framework in which they can be combined with other numerical methods for hybrid
calculations. In this context, GPU are ideally suited to the local nature of RPM. We have presented a strategy
to optimize the efficiency of RPM on GPU and discussed the complexity of theses algorithms in function of
the kernel accuracy. Our results show in particular that, for a given number of conserved moments, increasing
the smoothness of the kernels can improve the accuracy of the RPM without added computational complexity.
The performance of the algorithms for a linear transport equation in double precision ranges between 10 and
20 FPS for grid resolutions of 40962 in 2D or 2563 in 3D resolutions and kernels with order of accuracy varying
between 1 and 6.

Although the focus in this paper was the implementation on GPU of particle methods, the framework we
have described is designed with hybrid architectures in mind. Multi-CPUs and multi-GPUs implementations of
semi-Lagrangian particle methods are the topic of ongoing work.
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Appendix A

For a sake of completeness, we give here the analytical formulas for the kernels used in this work.

Λ2,1(x) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

1− 5
2 |x|2 + 3

2 |x|3 0 � |x| < 1

2− 4|x|+ 5
2 |x|2 − 1

2 |x|3 1 � |x| < 2

0 2 � |x|
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45 |x|2 + 178394

3 |x|3 − 931315
36 |x|4 + 5385983

720 |x|5
− 1035149

720 |x|6 + 127511
720 |x|7 − 203

16 |x|8 + 29
72 |x|9 3 � |x| < 4

0 4 � |x|

Λ6,6(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− 49
36 |x|2 + 7

18 |x|4 − 1
36 |x|6 − 46109

144 |x|7 + 81361
48 |x|8 − 544705

144 |x|9 + 655039
144 |x|10

− 223531
72 |x|11 + 81991

72 |x|12 − 6307
36 |x|13, 0 � |x| < 1

− 44291
5 + 1745121

20 |x| − 15711339
40 |x|2 + 32087377

30 |x|3 − 7860503
4 |x|4 + 38576524

15 |x|5
− 24659323

10 |x|6 + 84181657
48 |x|7 − 74009313

80 |x|8 + 17159513
48 |x|9

− 7870247
80 |x|10 + 438263

24 |x|11 − 81991
40 |x|12 + 6307

60 |x|13, 1 � |x| < 2

3905497− 424679647
20 |x|+ 3822627865

72 |x|2 − 2424839767
30 |x|3 + 3009271097

36 |x|4
− 930168127

15 |x|5 + 305535494
9 |x|6 − 9998313437

720 |x|7 + 203720335
48 |x|8 − 137843153

144 |x|9
+ 22300663

144 |x|10 − 6126883
360 |x|11 + 81991

72 |x|12 − 6307
180 |x|13, 2 � |x| < 3

− 255622144
5 + 971097344

5 |x| − 15295867328
45 |x|2 + 5442932656

15 |x|3 − 2372571796
9 |x|4

+ 2064517469
15 |x|5 − 9563054381

180 |x|6 + 2210666335
144 |x|7 − 796980541

240 |x|8
+ 76474979

144 |x|9 − 43946287
720 |x|10 + 343721

72 |x|11 − 81991
360 |x|12 + 901

180 |x|13 3 � |x| < 4

0 4 � |x|
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Λ8,4(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− 205
144x

2 + 91
192x

4 − 6181
320 x

5 + 6337
96 x6 − 2745

32 x7 + 28909
576 x8 − 3569

320 x
9 0 � |x| < 1

−154 + 12757
12 x− 230123

72 x2 + 264481
48 x3 − 576499

96 x4 + 686147
160 x5

− 96277
48 x6 + 14221

24 x7 − 28909
288 x8 + 3569

480 x
9 1 � |x| < 2

68776
7 − 1038011

28 x+ 31157515
504 x2 − 956669

16 x3 + 3548009
96 x4 − 2422263

160 x5

+ 197255
48 x6 − 19959

28 x7 + 144545
2016 x8 − 3569

1120x
9 2 � |x| < 3

−56375+ 8314091
56 x− 49901303

288 x2 + 3763529
32 x3 − 19648027

384 x4 + 9469163
640 x5

− 545977
192 x6 + 156927

448 x7 − 28909
1152 x

8 + 3569
4480x

9 3 � |x| < 4
439375

7 − 64188125
504 x+ 231125375

2016 x2 − 17306975
288 x3 + 7761805

384 x4 − 2895587
640 x5

+ 129391
192 x6 − 259715

4032 x7 + 28909
8064 x

8 − 3569
40320x

9 4 � |x| < 5

0 5 � |x|
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Multi-scale problems, high performance
computing and hybrid numerical methods

G. Balarac, G.-H. Cottet, J.-M. Etancelin, J.-B. Lagaert, F. Perignon and C. Picard

Abstract The turbulent transport of a passive scalar is an important and challeng-
ing problem in many applications in fluid mechanics. It involves different range
of scales in the fluid and in the scalar and requires important computational re-
sources. In this work we show how hybrid numerical methods, combining Eulerian
and Lagrangian schemes, are natural tools to address this mutli-scale problem. One
in particular shows that in homogeneous turbulence experiments at various Schmidt
numbers these methods allow to recover the theoretical predictions of universal scal-
ing at a minimal cost. We also outline how hybrid methods can take advantage of
heterogeneous platforms combining CPU and GPU processors.

1 Introduction

Numerical simulations have become a routine tool to develop, prototype and/or val-
idate products and processes in industry. Applications encompass virtually all sec-
tors of activity from Aeronautics, Automotive industry and Oil exploration to Cir-
cuit design, Biomechanics and Animations studios, to name a few. With the need
to perform more and more realistic simulations and the advent of supercomputers,
available in national or regional centers, the field of High Performance Computing
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(HPC) is not anymore restricted to academia and scientific grand challenges but
starts to reach SMEs.

HPC requires easy and flexible access to HPC facilities, obviously, and to master
the appropriate programming language, but also to question the numerical meth-
ods and algorithms that are used in the simulations. These methods and algorithms
should be adapted both to the physics of the problems to solve and to the architecture
of the simulation platforms. Moreover since these platforms are often of an hybrid
nature, that is combine different type of processors, typically CPU and GPU proces-
sors, one may also wish to develop or use methods which couple different types of
algorithms that can be optimally distributed to different types of processors.

This is particularly desirable if the problem to solve is multi-level by nature.
In that case the different scales that are to be represented can also be resolved on
different types of processors. This is hybrid computing. In some sense the nature of
the problem and of the hardware inspires the type of mathematical and numerical
models that should be used for optimal efficiency.

The purpose of this paper is to describe ongoing work in our group towards hy-
brid computing for applications in turbulent transport of passive scalar. In the next
section we briefly describe the physical context of this work. In section 3 we de-
scribe a hybrid method coupling a semi-Lagrangian method for the scalar transport
and a spectral method for incompressible flows and we show some results obtained
with this method. Section 4 is devoted to the implementation of scalar transport on
GPU processors.

2 Universal scaling in turbulent transport

The prediction of the dynamics of a scalar advected by a turbulent flow is an im-
portant challenge in many applications. Some of these applications are illustrated
in Figures 1 to 3. Figure 1 shows the dynamics of a pollutant ejected by a sewer
in the Los Angeles bay at two different times. Figure 2 shows the atomization of
a jet. In that case the transported quantity is the interface water-air interface [1].
Figure 3 shows a similar experiment but in the context of combustion. In this case
the transported quantities are concentrations of chemical species [2]. All these il-
lustrations share a common feature, namely that very small scales spontaneously
appear and need to be captured if accurate predictions are needed for the location of
the pollutant, the size of the droplets or the combustion efficiency, respectively, are
sought.

The production of small scales in an advected scalar indeed reflects some fun-
damental turbulence properties and is driven by the value of the Schmidt number,
Sc, the ratio between the viscosity of the fluid and the diffusivity of the scalar. if
Sc > 1, the so-called Batchelor scale ηB which measures the size of the smallest
scalar fluctuations is smaller than the smallest length scales of the turbulent flow
(the Kolmogorov scale ηK). These scales are related by ηB = ηK/

√
Sc. More pre-

cisely, for Sc > 1, Batchelor [3] reports that the classical Corrsin-Obukhov cascade
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associated with a k−5/3 law (where k is the wave number) for the scalar variance
spectrum [4, 5] is followed by a viscous-convective range with a k−1 power law.
This viscous-convective range is followed by the dissipation range, where various
theoretical scalings have been proposed for the spectrum [3, 6]. A direct conse-
quence of this fact is that, for Sc > 1, in numerical simulations the scalar is more
demanding, in terms of grid resolution, than the fl ow itself. It is therefore natural
to envision numerical approaches which use different grid resolutions for the scalar
and the momentum.

Fig. 1 Transport of a pollutant in the bay of Los Angeles at two different times. Courtesy of E.
Blayo (Université Joseph Fourier, Grenoble)

Fig. 2 Atomization of a jet (Courtesy of S. Zaleski, Université Pierre et Marie Curie, Paris).
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Fig. 3 Reacting jet . Courtesy of L. Vervisch, INSA Rouen.

3 Hybrid particle-spectral method

We consider in the following scalar equation

∂θ
∂ t

+u ·∇θ = ∇ · (κ∇θ) (1)

coupled with the incompressible Navier-Stokes equation

∂u
∂ t

+u ·∇u = ∇ · (ν∇u)−∇p , ∇ ·u = 0, (2)

in a periodic box. κ is the molecular scalar diffusivity, ν the flow viscosity and u
the flow velocity field. Using different grid resolutions for the scalar and the flow
has already been considered for instance in [7, 8]. In the latter reference a compact
finite-difference method was used for the scalar and a pseudo-spectral method for
the flow. A significant speed-up over a pure spectral solver with high resolution for
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both the momentum and the scalar was obtained. Our choice here is to combine a
particle method for the scalar and a spectral method for the flow.

Our motivation to choose a particle method for the scalar advection comes form
the fact that, for large Schmidt numbers, the scalar dynamics is essentially driven
by advection, a regime for which Lagrangian or semi-Lagrangian methods are well
suited. Moreover in such method, the stability limits for the time-step are governed
by the amount of strain in the flow, and not by the grid size. In the present context
where high resolutions of the scalar are desired, this is definitely a feature that is
expected lead to an important speed up.

More precisely, the method we use for the scalar is a semi-Lagrangian (or
remeshed) particle method, where at every time step particles carrying the scalar
values are moved along the streamlines of the velocity then remeshed on a regular
cartesian grid. Remeshing particles on a regular grid is a way to guarantee the accu-
racy of particle methods. This approach has been systematically used and validated
in a number of simulation of vortex flows [9, 10, 11, 12, 13] or in combination with
level set methods for interface capturing [14, 15, 16]. Remeshing particles at every
time-step also allows to easily couple the method to grid based methods, in particu-
lar when velocity values are computed on a grid. These methods can be summarized
by the following formula

θ n+1
i = ∑

j
θ n

j Γ

(
xn+1

j − xi

∆xθ

)
. (3)

where θ n
j denotes the value of the scalar at the grid point x j and at time tn = n∆ tθ ,

xn+1
j is the location after one advection step of the particle initialized at time tn on the

grid point x j, and ∆xθ and ∆ tθ denote the grid size and the time-step. In the above
formula Γ is an interpolating kernel, the smoothness and the moment properties of
which govern the spatial overall accuracy of the method [17]. In this work we chose
the following kernel second order kernel

Γ (x) =





1
12 (1−|x|)

(
25|x|4−38|x|3−3|x|2 +12|x|+12

)
if 0≤ |x|< 1

1
24 (|x|−1)(|x|−2)

(
25|x|3−114|x|2 +153|x|−48

)
if 1≤ |x|< 2

1
24 (3−|x|)

3 (5|x|−8)(|x|−2) if 2≤ |x|< 3
0 if 3≤ |x|.

The scalar time-step is given by ∆ tθ =(|∇u|max)
−1. As already mentioned this value

does not depend on the scalar grid size.
For the momentum equation we use a classical pseudo-spectral method, with the

3/2 rule to de-alias inertial terms and a second-order Runge-Kutta scheme is used
both for the time-stepping of the spectral method and to advect particles. Precise
descriptions of the methods and of the experimental set up are given in [18, 17].

Figure 4 shows a comparison of the scalar spectra obtained by the present cou-
pling method and pure spectral method in an experiment of decaying homogeneous
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turbulence. In the hybrid method two different resolutions where used for the scalar.
This experiment shows that, provided the particle method is used with slightly more
grid points than needed by the spectral method, the scalar values are well recovered
all the way to the dissipation scale. In this Direct Numerical Simulation, the Schmidt
number was equal to 50 and the momentum equation was solved with 256 modes in
each direction.
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Fig. 4 Spectra of the scalar variance Eθ (k, t) at two two different times for Sc = 50. Right picture
is a zoom of left picture on the smallest scales.

To evaluate the efficiency of the hybrid method, we show in Table 1 CPU times
for the full spectral method and the hybrid method for Sc = 50. All runs corre-
spond to fully resolved simulations for the Navier-Stokes equations. One can see
that, because it can use much larger time-steps, the hybrid method, even when it
uses slightly more points to accurately resolve the finest scales, leads to significant
savings over the pure spectral method. Additional validation and diagnostics are
give in [18].

The computational efficiency of the hybrid method allows to address more chal-
lenging cases and to investigate in a systematic fashion the universal scaling laws in
the case of forced homogeneous turbulence. Table 2 summarizes the simulation set
up corresponding to two values of the Reynolds number and several Schmidt num-
bers. For the highest Schmidt number, Sc = 128, the simulation used 30643 compu-
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Method Nu Nθ ∆ tu (×10−4) ∆ tθ (×10−4) total CPU time
Spectral 10243 10243 2.5 2.5 43 590s
Spectral 2563 10243 2.5 2.5 16 671s
Hybrid 2563 10243 10 100 1 139s
Hybrid 2563 12803 10 100 1 328s

Table 1 Numerical efficiency of the different methods on a decaying turbulence experiment- Runs
are performed on 2048 cores of a Blue Gene Q. Nu,Nθ denotes the spatial resolution for velocity
and scalar and ∆ tu,∆ tθ are the numerical time steps for momentum and scalar equations. CPU
times correspond to the simulation time t = 6.

tational elements for the scalar equation, on a IBM Blue Gene supercomputer. The
ratio between the time-step used in the present simulation and that which would
have been required in a comparable spectral simulation is almost equal to 100. Fig-
ure 5 shows the compensated spectra of the scalar for a Reynolds number based on
the Taylor mico-scale Rλ [21] equal to 130. These spectra do exhibit a k−1 decay on
a range which increases with the Schmidt number. Beyond this viscous-convective
range, the spectra follow an exponential decay coinciding with the scaling law pro-
posed by Kraichnan [6].

Rλ Nu ∆ tu Sc Nθ ∆ tθ ∆ tθ
spec

130 2563 1.2e−2

0.7 5123

8.6e−2

6e−3

4 10243 3e−3

8 10243 3e−3

16 15363 2e−3

32 15363 2e−3

64 20483 1.5e−3

128 30643 1e−3

210 5123 3e−3 0.7 7703
2e−2 2e−3

4 10243 1.5e−3

Table 2 Setup of simulations performed in forced homogeneous turbulence. ∆ tu is the time step
used to solve the Navier-Stokes equation with a pseudo-spectral solver. ∆ tθ is the time step used
to solve the scalar transport equation with the particle method. ∆ tθ

spec is the time step which would
be needed if a pseudo-spectral method was used for the same number of scalar grid points [18]

Figure 6 shows vorticity and scalar contours in a cross section of the computa-
tional box for the simulation corresponding Rλ ≈ 130 and Sc = 128. It illustrates
the scale separation between the flow and the scalar for these parameters. The ex-
tension of the hybrid method to the coupling of particle methods with finite-volume
methods to address engineering configurations is under way.
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Fig. 5 Compensated spectra for the scalar variance at Rλ ≈ 130. The arrow shows the direction
of increasing Schmidt numbers. In the dissipative region, the circles show the law proposed by
Kraichnan and the squares show the law proposed by Batchelor in the dissipative scales. The
vertical axis shows the spectra compensated by the Batchelor law predicting a k−1 decay in the
intermediate scale.

Fig. 6 Cross-section colored by the vorticity magnitude (left, blue regions are for the lowest vor-
ticity values and red regions are for the highest vorticity values) and by the passive scalar (middle,
blue regions are for the lowest scalar values and red regions are for the highest scalar values) for
Rλ ≈ 130 and Sc= 128. The zooms (right) for the vorticity magnitude (top) and the scalar (bottom)
correspond to the white box with a length approximately equal to the Kolmogorov scale.

4 Towards hybrid computing

As already mentioned the multi-scale nature of turbulent transport makes natural
the idea of hybrid computing methodologies where different part of the problems
are distributed to different types of hardware. To be able to implement hybrid al-
gorithms on hybrid architectures, one needs to develop frameworks and libraries
with a high level description which allows to distribute different solvers and grids
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to different parts of the clusters in a seamless fashion. Both particle advection and
particle remeshing are local operations. This limits the communications between
computational elements and makes semi-Lagrangian particle methods well suited
to parallel implementations [20]. Such an implementation is described in [19] for
the 2D Navier-Stokes equations and in [17] for 3D linear transport equations. In
[17], to achieve good portability, the computational frameworks are written using
OpenCL.

The efficiency of GPU algorithms is very much conditioned by memory access
strategies. To minimize the resulting computational overhead, we use a directional
splitting where particles are pushed and remeshed successively along each direc-
tion. This allows to send a given number of independent particle lines on a single
workgroup. This strategy requires to transpose data after each direction has been
processes. However on modern GPU cards, transpositions can be achieved at a cost
close to that of a simple copy operation. Figure 5 shows the computational cost of
our GPU implementations [17] in double precision arithmetics for different remesh-
ing kernels, for 2D and 3D experiments using about 16 million points. In these
experiments a second order splitting was used to alternate one dimensional particle
advection and remeshing. The number of points in the kernel stencils in each di-
rection varied from 4 to 8 [17]. These calculations were done on a NVIDIA Tesla
K20m. These performances reached between 20 and 50 % of the peak performance
of the GPU, depending on the size of the stencil and represented a speed up of about
25 over a multi-threaded MPI implementation running on 8 Xeon E5-2640 cores

Hybrid computing would consist of combining the above implementation of
scalar transport at high resolution with flow calculations on CPU processors. Based
on timing obtained in our CPU and GPU implementations, in the case when the full
scalar grid fits on a single GPU, up to resolutions of 5123, a target toy configuration
where computational times on CPU and GPU would be similar, consist of a 1283

flow resolution running on 8 CPUs together with a 5123 scalar resolution running on
the GPU, for an overall computational time of about 1s per iteration. To obtain such
performance it is essential that communications between velocity data processed
on the CPUs and the GPU are processed in an optimal way. This is the object of
ongoing research.

5 Conclusion

Combining high order semi-Lagrangian and Eulerian methods is an efficient strat-
egy to address turbulent transport problems. It allows to describe accurately the
viscous-convective range and dissipation scales of the scalar at a minimal cost. This
is due to the fact that semi-Lagrangian methods are not subject to CFL conditions.
The local nature of particle methods naturally opens the way to hybrid computations
using heterogeneous hardware.
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Couplage de modèles, algorithmes multi-échelles et calcul hybride

Résumé :

Dans cette thèse nous explorons les possibilités offertes par l’implémentation de méthodes hy-
brides sur des machines de calcul hétérogènes dans le but de réaliser des simulations numériques de
problèmes multiéchelles. La méthode hybride consiste à coupler des méthodes de diverses natures
pour résoudre les différents aspects physiques et numériques des problèmes considérés. Elle repose sur
une méthode particulaire avec remaillage qui combine les avantages des méthodes Lagrangiennes et
Eulériennes. Les particules sont déplacées selon le champ de vitesse puis remaillées à chaque itération
sur une grille en utilisant des formules de remaillage d’ordre élevés. Cette méthode semi-Lagrangienne
bénéficie des avantages du maillage régulier mais n’est pas contrainte par une condition de CFL.

Nous construisons une classe de méthodes d’ordre élevé pour lesquelles les preuves de convergence
sont obtenues sous la seule contrainte de stabilité telle que les trajectoires des particules ne se croisent
pas.

Dans un contexte de calcul à haute performance, le développement du code de calcul a été axé
sur la portabilité afin de supporter l’évolution rapide des architectures et leur nature hétérogène.
Une étude des performances numériques de l’implémentation GPU de la méthode pour la résolution
d’équations de transport est réalisée puis étendue au cas multi-GPU. La méthode hybride est appliquée
à la simulation du transport d’un scalaire passif dans un écoulement turbulent 3D. Les deux sous-
problèmes que sont l’écoulement turbulent et le transport du scalaire sont résolus simultanément sur
des architectures multi-CPU et multi-GPU.

Mots clés :

Méthodes pariculaires ; couplage de modèles ; calcul hybride ; écoulements turbulents.

Model coupling, multi-scale algorithms and hybrid computing

Abstract :

In this work, we investigate the implementation of hybrid methods on heterogeneous computers
in order to achieve numerical simulations of multi-scale problems. The hybrid numerical method
consists of coupling methods of different natures to solve the physical and numerical characteristics of
the problem. It is based on a remeshed particle method that combines the advantages of Lagrangian
and Eulerian methods. Particles are pushed by local velocities and remeshed at every time-step on a
grid using high order interpolation formulas. This forward semi-lagrangian method takes advantage
of the regular mesh on which particles are reinitialized but is not limited by CFL conditions.

We derive a class of high order methods for which we are able to prove convergence results under
the sole stability constraint that particle trajectories do not intersect.

In the context of high performance computing, a strong portability constraint is applied to
the code development in order to handle the rapid evolution of architectures and their heterogeneous
nature. An analysis of the numerical efficiency of the GPU implementation of the method is performed
and extended to multi-GPU platforms. The hybrid method is applied to the simulation of the transport
of a passive scalar in a 3D turbulent flow. The two sub-problems of the flow and the scalar calculations
are solved simultaneously on multi-CPU and multi-GPU architectures.

Keywords :

Particle methods; model coupling; hybrid computing; turbulent flows.


