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Premiére partie

Introduction






Ce manuscrit porte sur mes travaux de recherche effectués au Laboratoire Jean
Kuntzman a Grenoble sur le théme de la simulation de fluides. Plus particuliérement,
je me suis intéressé a la représentation de I’écoulement de ces derniers en formulation
vortex (ou « tourbillon »), point de vue alternatif aux méthodes plus traditionnelles
orientées autour de calculs sur la vitesse; je reviendrai sur ce choix dans la suite
de ce chapitre. Je me suis spécialement intéressé a l'interaction de fluides et de
structures telles que des solides rigides et des membranes élastiques, dans 'optique
d’applications dans le domaine de la synthése d’images.

De la nécessité de simuler des fluides

Les fluides — qu’ils soient liquides ou gazeux — ont toujours été d'un intérét
primordial pour I'Homme, car ils constituent une partie indispensable de son envi-
ronnement : I’air et 'eau sont les éléments nécessaires a la survie. Dés le début de son
histoire, 'Homme a cherché a mieux comprendre et & maitriser ces éléments qui sont
bien plus complexes et imprévisibles que les objets solides dont le comportement est
plus intuitif. Pour la consommation, 'agriculture, I’hygiéne et I’énergie, ’Homme a
eu besoin de développer 1’hydrodynamique et des technologies fiables afin d’achemi-
ner I’eau vers les lieux de vie ou de culture : 'irrigation il y a plus de 8000 ans en Asie,
I’aqueduc (dans lequel I'eau est acheminée sur plusieurs centaines de kilométres) au
début de 'empire Romain et le moulin (&4 eau ou a vent) ont été des avancements
significatifs dans la maitrise des liquides. L’essor des liens commerciaux a amené le
développement de la navigation qui a nécessité la compréhension des phénoménes
physiques liés a la poussée d’Archiméde mais aussi des forces exercées sur une voile
permettant de faire avancer le navire. Plus récemment, avec I’avénement de 1’aéro-
nautique s’est développée 'étude plus systématique des comportements physiques
liés & 'interaction entre les fluides et les solides. Aujourd’hui, I'outil informatique est
de plus en plus utilisé pour simuler les phénoménes physiques, car il permet de ré-
duire les cotits imputés aux expérimentations, dans le but, par exemple, d’optimiser
la forme d’une aile d’avion via la modélisation des phénomeénes physiques. De méme,
la prévision des phénoménes météorologiques demande le calcul intensif de la dyna-
mique de 'atmosphére et des océans afin de simuler le plus précisémment possible
la physique. L’étude des fluides et la recherche de nouvelles techniques a donc été
et est toujours d’'une importance capitale  voire vitale  pour le développement
de I'Homme.

[.’étude mathématique du comportement des fluides a été initiée il y a 300 ans
environ. Historiquement les premiers travaux sur les équations décrivant la dyna-
mique des fluides ont été effectués par Leonhard Euler sur les fluides parfaits (incom-
pressibles et non visqueux), basés sur les équations fondamentales de la dynamique
d’Tsaac Newton. Le principe est la conservation de la quantité de mouvement, qui
fait intervenir la vitesse du fluide. Claude Navier et (George Stokes se sont par la suite
intéressés a la compressibilité des fluides ainsi qu’aux phénoménes de viscosité. De
leurs travaux sont issues les équations de Navier-Stokes (cf. chapitre 1) aujourd’hui



utilisées pour la simulation de fluides. Ces équations sont non linéaires et donc com-
plexes a résoudre. De surcroit, afin de capturer et calculer au mieux I’écoulement du
fluide, une échelle assez fine doit étre considérée, en fonction du probléme étudié. La
résolution de ces équations nécessite donc une forte puissance de calcul, ¢’est pour-
quoi aujourd’hui encore de nombreux travaux continuent a améliorer la précision
ainsi que la rapidité des calculs. L.e champ d’applications  dans la recherche aussi
bien que dans I'industrie ol sont nécessaires une résolution précise des équations
est trés vaste : par exemple la météorologie, les chantiers navals, I’'aérodynamisme
(pour les avions et les voitures), I’énergie (pour les barages, éoliennes), I’astrophy-
sique (pour le mouvement d’amas stélaires) et méme en biologie (pour I'étude du
comportement des cellules, de I’écoulement sanguin). Les techniques développées ré-
cemment pour le calcul d’interaction entre un fluide et des objets rigides permettent
aujourd’hui de calculer efficacement et précisément I’écoulement autour d’obstacles
de forme quelconque, tout en considérant les forces hydrodynamiques appliquées aux
solides.

D’un point de vue plus esthétique, les fluides ont toujours été captivants du fait
de leur complexité dynamique, comme par exemple la fumée s’échapant d'un feu ou
les éclaboussures projetées par I’écoulement d’un liquide rencontrant rapidement un
obstacle. C’est donc tout naturellement que la communauté de la synthése d’images
s’est intéressée a la modélisation de ces phénomeénes. Au départ, les méthodes issues
des mathématiques appliquées étaient trop prohibitives en temps de calcul. Elles
étaient également considérées comme trés peu intuitives pour les artistes souhaitant
intégrer ces phénomeénes dans leurs animations. En effet, le fait qu'un fluide soit
difficilement controlable (& la difference du mouvement d’un personnage articulé
par exemple) demande une certaine maitrise de la physique sous-jacente pour bien
choisir les paramétres en fonction de 'effet visuel désiré, et ainsi un nombre impor-
tant d’aller-retours est nécessaire afin d’obtenir un résultat final satisfaisant. Cette
derniére décennie, le développement de méthodes rapides et adaptées  s’éloignant
parfois un peu de la résolution rigoureuse des équations d’écoulement du fluide —
conjointement & celui de machines plus performantes, a permis d’intégrer ces phé-
nomeénes physiques complexes dans le domaine afin d’introduire des liquides (eau,
huile) et des gaz (pour la fumée) dans les jeux vidéos et les films d’animation.

Que cela soit dans le domaine des mathématiques appliquées ou celui de la syn-
thése d’images, la simulation de fluides, et plus particuliérement 'interaction de ce
dernier avec des objets rigides ou déformables, est un probléme trés étudié du fait
des nombreuses applications existantes dans l'industrie. La demande de méthodes
précises et performantes permettant la simulation de phénoménes complexes fait
qu’aujourd’hui de nombreux travaux de recherches continuent & faire progresser la
réponse a un probléme vieux de plusieurs siécles.



Des difficultés

Comme je I’ai évoqué précédemment, la simulation de fluide est une question qui
a été et est encore aujourd’hui trés étudiée. LLa complexité des phénoménes physiques
apparaissant dans I’écoulement d’un fluide nécessite une discrétisation importante de
I’espace afin de capturer au mieux la dynamique du fluide, notamment en présence
d’obstacles et/ou de fortes turbulences. De plus, les équations a résoudre sont elles
méme difficiles car elles sont non linéaires. De ces deux difficultés émerge le besoin
de développer des méthodes stables et efficaces afin de résoudre les équations le plus
rapidement possible, tout en conservant la précision, primordiale dans la plupart des
applications industrielles. Dans le domaine de la synthése d’images, les techniques
d’animation de fluides développées initialement ont souvent mis entre parenthéses la
rigueur dans la résolution de la dynamique pour favoriser la simplicité d’intégration
dans un programme et de manipulation du fluide, ainsi que d’augmenter la célérité
du temps de calcul, critére important pour I’animateur. Derniérement, avec 1’avé-
nement de machines plus puissantes, les travaux se sont refocalisés sur la résolution
plus précise des équations, en mettant ’accent sur ’aspect localisé des phénoménes
visibles en appliquant des techniques de type hiérarchiques et/ou adaptatifs four-
nissent un moyen de gagner du temps en se concentrant sur les régions turbulentes,
ot la précision est requise. Aussi, des méthodes de type hybride Eulerien-Lagrangien
sont aujourd’hui souvent adoptées afin de palier certaines difficultés lors de la réso-
lution des équations.

La maniére dont sont résolues les équations est le point clef de la réussite d’une
méthode. Plus précisément, dans le point de vue adopté pour la résolution de celles-
ci, qu’il soit Lagrangien quand on suit une particule du fluide, Eulerien quand on
s'intéresse a la vitesse en un point fixe, ou bien hybride, la discrétisation des équa-
tions va induire des erreurs et imposer des contraintes spécifiques. En Lagrangien, le
maillage sous-jacent issu de la discrétisation des équations va devenir trés irrégulier
lors de fortes déformations dies a 'aspect turbulent du fluide. Les calculs seront
alors moins précis. Pour le point de vue Eulerien, la résolution des équations se fait
sur un maillage simple et fixe, ce qui simplifie généralement la plupart des calculs,
mais, par exemple, ’équation de transport de la vitesse (cf. premier chapitre) et des
quantités convectées par le fluide sont soumises a une contrainte de stabilité impor-
tante sur le pas de temps et demande 'utilisation de méthodes adaptées pour traiter
le terme non linéaire de I’équation de conservation de quantité de mouvement. Les
méthodes de type hybride comme les méthodes Arbitrary Lagrangian-FEulerian

permettent quant-a elles de palier en partie le probléme de distortion de maillage
des méthodes Lagrangiennes en adaptant la résolution des équations sur un maillage
structuré se déformant avec le fluide. Ces techniques sont particuliérement adaptées
au probléme d’interaction fluide-structure. Seulement celles-ci restent, en pratique,
difficiles & mettre en oeuvre, surtout en présence d’obstacles a forme complexe,
du fait de la nécessité de générer et conserver un maillage couvrant correctement
I’espace. Le choix du type de discrétisation influe donc de maniére majeure sur la
résolution des équations et pose en conséquence des problémes particuliers a chaque



modéle.

La question de l'interaction de fluides entre eux ou avec des solides est com-
plexe sur deux points : tout d’abord le modéle d’interaction qui doit permettre le
couplage des forces dans deux milieux aux comportements différents puis le choix
d’une représentation géométrique des domaines séparés qui doivent cohabiter. Que
cela soit en synthése d’images ou en mathématiques appliquées, les méthodes per-
mettant d’intégrer entiérement I'interaction entre plusieurs fluides et d’autres objets
(rigides ou déformables) restent souvent cotiteuses et/ou difficiles & implémenter, ou
restreintes a des simplifications du modéle plus général. Le probléme spécifique, qui
pourrait paraitre simple de prime abord, de I'interaction de plusieurs fluides (I’eau et
Iair, par exemple) demande une rigueur importante. Effectivement, les phénoménes
physiques présents a la frontiére et découlant de I'interaction des deux milieux, sont
couplés au probléme de transport de cette méme interface entre les deux milieux. Il
est alors nécessaire de faire face aux difficultés des deux sous-problémes : celui du
transport et celui de la simulation conjointe de deux milieux aux propriétés phy-
siques différentes. L’interaction d’objets rigides ou déformables avec un ou plusieurs
fluides est un probléme d’autant plus complexe que pour la plupart des applications,
et principalement en synthése d’images ol ces structures sont de forme arbitraire,
la discrétisation des différentes domaines de calcul doit étre effectuée précisément
et de maniére cohérente. Qui plus est, la différence des équations a résoudre dans
les divers matériaux demande une méthode adaptée pour leur couplage. Actuelle-
ment, les techniques existantes ne permettent pas de répondre conjointement a tous
les problémes posés que sont efficacité, la précision, la simplicité d’implémentation
et de manipulation, ainsi que la généricité pour l'intégration d’objets a géométrie
quelconque en interaction.

Approche adoptée

J’ai effectué ma thése en mathématiques et informatique, au sein de deux équipes :
EVASION spécialisée dans le domaine de 'animation en synthése d’images et EDP
dont les membres étudient la résolution d’équations aux dérivées partielles dont les
équations de Navier-Stokes font partie. J’ai travaillé sur I’élaboration de méthodes
pour la simulation de fluides en ayant a l'esprit les contraintes liées aux deux do-
maines : rapiditié et simplicité pour le premier, et précision et efficacité pour le
second.

Pour ce faire, j’ai axé mes recherches sur la formulation vortex, alternative a la
formulation vitesse plus couramment considérée et qui est a la base de la théorie sur
les tourbillons. Les vortex sont des élements purement rotationnels qui représentent
les turbulences dans un écoulement : c’est au niveau des tourbillons que naissent
les phénoménes physiques et visuels les plus intéressants. Un systéme d’équations
simples lie la vorticité a la vitesse, cette derniére restant la base de tout mouvement
du fluide. Cette formulation a depuis longtemps fait ses preuves en mathématiques
appliquées car elle permet de focaliser I'effort de calcul aux endroits importants en



faisant fi des parties du domaine ou le fluide n’est pas turbulent, tout en s’atta-
chant a résoudre avec précision les équations de Navier-Stokes. La représentation de
I’écoulement grace a des particules de vorticité permet d’obtenir un fluide au compor-
tement complexe avec un nombre d’éléments de calcul (les points de discrétisation)
faibles et localisés aux endroits de forte turbulence, tout en permettant de calculer
la vitesse du fluide en chaque point de I’espace. Les points de discrétisation sont
donc présents au niveau des tourbillons, 1a ou la dynamique est la plus importante
et ot visuellement les phénomeénes les plus intéressants et complexes se déroulent.
C’est donc tout naturellement que cette formulation des équations de Navier-Stokes
répond aux contraintes présentes en synthése d’images. Au commencement de ma
thése, dans ce domaine, trés peu de travaux avaient été réalisés sur base de mé-
thode vortex; aujourd’hui plusieurs articles sont orientés autour de ce principe; les
auteurs y proposent des solutions alternatives, originales et efficaces pour ’anima-
tion de fluides. Plus précisément, j’ai concentré mes travaux sur l'utilisation d’une
méthode hybride, les Vortex In Cell, avec remaillage, afin de palier aux contraintes
de la formulation Lagrangienne et en profitant de la rapidité de la résolution d’une
partie des équations, ici le calcul de la vitesse, sur une grille Eulerienne.

Concernant les interactions fluide-structure, j’ai choisi d’adopter les principes de
frontiéres immergées et de domaine fictif. Ce dernier consiste a élargir le domaine
du fluide a 'intérieur des domaines des autres milieux et de résoudre les équations
du fluide dans l'intégralité du domaine, en considérant localement le comportement
de T'objet immergé. Plus précisément, j'ai fondé mes travaux sur les méthodes de
type level set — aujourd’hui couramment utilisées en simulation de fluide pour la
synthése d’images notamment — pour représenter implicitement l'interface entre
chaque milieu, en utilisant I'information portée par la fonction afin de gérer les
comportements physiques entre les différentes phases, que les interfaces soient entre
fluide-fluide ou bien fluide-structure. A la différence des représentations explicites, la
méthode des frontiéres immergées couplée a une représentation level set de 'interface
permet d’intégrer trés facilement un objet de forme quelconque dans un fluide. J’ai
choisi de gérer le probléme difficile d’interaction entre fluides et solides par une
adaptation de la méthode de pénalisation, en formulation vortex.

Les avancées réalisées dans mon travail permettent ainsi de modéliser facilement
les interactions entre fluides et solides tout en bénéficiant des avantages des mé-
thodes vortex. Mon travail fournit donc un cadre innovant, efficace et précis pour la
simulation de fluide en synthése d’images.

Plan du mémoire

Dans le premier chapitre je présenterai les équations de Navier-Stokes décrivant
de maniére générale ’écoulement des fluides & une seule phase, ainsi que les modéles
utilisés pour la résolution de celles-ci, qu’ils soient en formulation Lagrangienne ou
Eulerienne. Je préciserai alors les méthodes numériques pour la résolution de ces
équations, en formulation vitesse et en vorticité, celle qui nous intéresse plus parti-
culierement dans cette thése. Ensuite, dans le chapitre deux, je m’intéresserai aux



équations régissant la dynamique de fluides a plusieurs phases et a leur résolution,
ainsi qu’aux techniques de transport d’interface liées a ce probléme, en me focalisant
plus précisément sur les méthodes level set. Puis, dans le troisiéme chapitre, je propo-
serai un récapitulatif des méthodes existantes pour les interactions fluide-structure,
notamment les méthodes basées sur le principe de frontiéres immergées sur lequel
j’ai basé mes travaux. Nous verrons au chapitre quatre mes travaux sur la simulation
de fluide en formulation vorticité par les méthodes particulaire et celle hybride des
Vortex In Cell avec remaillage. Je proposerai une application pour la simulation de
fumée dans un fluide & une seule phase. Subséquemment, je traiterai le probléme de
fluides & densité variable par une méthode originale en méthode vortex. Je propo-
serai alors un exemple d’application pour la simulation d’un fluide a deux phases
avec transport d’interface, entre 'air et I'eau. J'exposerai ensuite, dans le chapitre
cing, mes travaux concernant le couplage entre fluides et structures, solides rigides et
membranes élastiques, par une méthode de type frontiére immergée, travaux basés
sur un nouveau modéle de pénalisation de la vitesse en formulation vorticité. J'y
présenterai aussi un nouveau modéle pour la collision inter-solides fondé sur la re-
présentation par une fonction distance des solides immergés. Je proposerai pour ces
techniques des validations numériques en comparaison des méthodes existantes, et
fournirai des applications en synthése d’images pour un traitement rapide et précis
des interactions. Finalement, je concluerai ce manuscrit en proposant une discussion
sur les travaux réalisés ainsi qu’en détaillant les perspectives que j’ai identifiées pour
les recherches futures.



Deuxiéme partie

De la simulation de fluides et de ses
applications en synthése d’images






Chapitre 1

Modéles d’écoulements et résolution
numeérique

1 Préambule

Les équations de Navier-Stokes décrivent le comportement des fluides. Elles re-
présentent une approximation du comportement réel des fluides, principalement des
fluides Newtoniens qui nous entourent quotidiennement : les liquides comme ’eau,
I’huile et les gaz comme l'air. Ces équations ont été introduites en 1822 par Claude
Louis Marie Henri Navier, scientifique francais né en 1785 et mort en 1835. En
1845, George Gabriel Stokes (1819-1903, Irlande) s’intéressa plus particuliérement
aux fluides visqueux qu’il intégre aux équations précédemment décrites par Navier.

Les équations de Navier-Stokes permettent également de modéliser le mouve-
ment de fluides non-Newtoniens (liquides « pateux »), étudiés en rhéologie. Dans
de tels fluides les contraintes visqueuses sont fonction du tenseur de déformation du
fluide dont les lois peuvent évoluer avec le temps, en conséquence des équations plus
complexes entrent en jeu.

L’équation de Navier-Stokes (cf. équation 1.3) modélise le mouvement des fluides
compressibles, fluides qui peuvent se compresser sous 'effet de chocs. L.a compres-
sibilité d'un fluide permet la propagation des ondes sonores; c’est le changement de
pression qui est responsable de la perception d’un son par l'oreille interne. La vitesse
¢ de propagation du son dans un milieu est importante car elle permet de définir le
nombre de Mach (Ma) comme le rapport entre la vitesse locale d'un fluide et ¢; c’est
le dépassement d’1 Mach qui provoque le bang d’un avion « dépassant le mur du son
». Lorsque le nombre de Mach est inférieur a 0.3 (soit tout de méme 100 m.s~! dans
Pair!), 'hypothése de compressibilité est négligeable par rapport aux dimensions du
mouvement étudié. Dans ces cas, on parle de fluides incompressibles : ce sont les
fluides dont le volume ne change pas avec le temps. Cette approximation est valable
pour la plupart des liquides et pour 'air lorsque les vitesses sont faibles, ce qui est le
cas dans les phénoménes qu’on désire simuler en synthése d’images. Pour modéliser
le comportement de fluides incompressibles, on utilise I’équation de Navier-Stokes
couplée a une équation comptant pour 'incompressibilité du fluide, cf. partie 2.2)
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et imposant la conservation du volume. Dans la suite du document, j'utiliserai la
tournure « les équations de Navier-Stokes » pour parler du couple formé par ces deux
équations.

Dans cette thése, nous nous intéresserons uniquement aux fluides que nous co-
toyons quotidiennement et qui sont les bases en synthése d’images pour, par exemple,
simuler la fumée et les interactions entre l'eau et différents milieux. Ce sont donc
les équations de Navier-Stokes pour les fluides Newtoniens incompressibles que je
détaillerai et utiliserai tout au long de ce document.

Avant d’exposer les équations, il est nécessaire de connaitre les deux points de
vue utilisés pour représenter ’évolution du fluide a travers le temps : le point de vue
Eulerien et le point de vue Lagrangien. Le point de vue Eulerien consiste a regarder
les quantités physiques au fur et & mesure du temps en un certain point fixe de
I’espace. Le point de vue Lagrangien quant a lui est ’observation de I'évolution des
équations en une particule transportée par le fluide, et donc se déplagant au cours
du temps. La description Lagrangienne est une représentation intéressante car de
nombreuses quantités sont simplement transportées par le fluide, ce qui facilite la
résolution de certaines équations, ce que nous verrons par la suite.

Ce premier chapitre est dédié a I’étude et a la résolution des équations régissant
le mouvement d’un fluide. En premier lieu je présente les équations régissant 1’écou-
lement de fluides dans une formulation vitesse. J'y détaillerai plus précisément les
équations de Navier-Stokes primordiales & la compréhension du probléme. Dans une
deuxiéme partie j'expose 'autre maniére de considérer 1’écoulement des fluides par
la formulation vortex qui sera la base de mes travaux de thése. Dans la troiséme
sous-partie je m’intéresserai aux méthodes existantes pour la résolution numérique
des équations de Navier-Stokes, dans un formalisme Eulerien et Lagrangien. Enfin, je
finirai ce chapitre par un tour d’horizon des méthodes développées a I'heure actuelle
en synthése d’images.

2 Modéle d’écoulement : formulation vitesse

2.1 Equation de Navier-Stokes compressible

Un peu toute la partie

Je présente tout d’abord I’équation de Navier-Stokes en compressible, puis en
incompressible. J’explique ensuite la signification physique et 'effet de chacun des
termes composant cette derniére. Finalement, je spécifierai les conditions aux bords
nécessaires a la fermeture du probléme.

Conservation de la masse

L’équation de conservation de la masse d’'un fluide, définie par M = [, pdx (oi
p est la densité du fluide en kg.m=3) dans un domaine €(¢) , est obtenue a partir du

12 2. MODELE D’ECOULEMENT : FORMULATION VITESSE
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théoréme de Reynolds. Elle s’écrit sous forme Eulerienne de la maniére suivante :

dp
1)+ Y (plox, 1) ulx, 1) =0, (11)
ol u(x,t) est la vitesse du fluide en m.s~'. Dans tout le document, afin d’en alléger
la lecture, je ne spécifierai pas la position (x) ni le temps (¢) dans les équations,
lorsque leur suppression n’apporte pas d’ambiguité.

En I’absence de chocs, on peut écrire cette équation de transport comme :

@—i—v-(pu):@—I—(u-V)p—l—pV-u:O. (1.2)
ot ot
Nous reconnaissons ici un terme d’advection (u-V)p qui représente le transport
de la densité par le fluide, ainsi qu’un terme de variation de densité provenant de
la compression du fluide : pV - u. Ce dernier terme est nul dans le cas de fluides
incompressibles, comme je le présente dans la partie 2.2.

Conservation du mouvement

[.’équation de Navier-Stokes compressible représente la conservation de la quan-
tité de mouvement du fluide au cours du temps. Elle nous permet, a partir de
conditions initiales données, de connaitre la vitesse du fluide en chaque point et en
chaque instant. L’accélération — ou variation temporelle de la vitesse — est écrite
comme la dérivée partielle du(x,t)/0t. L’équation aux dérivées partielles (EDP) de
conservation du mouvement d'un fluide Newtonien sous forme conservative est la

suivante : 5
%—FV-(pu@u)—V-a—pf:O, (1.3)

ou ici le signe ® dénote le produit tensoriel et o est le tenseur des contraintes
visqueuses. [’é¢tude de ce tenseur sort du cadre de cette theése, il est largement
étudié dans le domaine de la rhéologie et, dans le cas général, est soumis a une loi
de comportement couplée a la vitesse. Une approximation de ce tenseur pour les
fluides usuels peut étre considéré :

U:M<Vu—|—VuT)—|—(nV-u—p)I,

ot I est la matrice identité, p la pression en bars ', ;1 la viscosité dynamique exprimée
en poiseuilles 2 et 7 la viscosité de volume en poiseuilles. Je présente dans les parties
suivantes la loi de comportement pour la pression. Les coefficients de viscosités
suivent une loi de comportement similaire a celle de la densité, et dans la suite, nous
considérerons que celles-ci sont fonction de p car elles dépendent de la nature du
fluide étudié.

ILe bar : 1 bar = 10° pascals = 100 kN.m ™2
2Le poiseuille : 1 Pl =1 Pa.s =1 kg.m~ .51

2. MODELE D’ECOULEMENT : FORMULATION VITESSE 13
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En développant 1’équation 1.3 et en y injectant 1’équation 1.2, nous trouvons
I’équation de Navier-Stokes :

Ju
(E%—(u V) )—V-O’—pf = 0,

(‘9u
V —f = 1.4
7 + (u-V)u o 0, (1.4)

Les équations 1.2 et 1.4 doivent étre couplées a une équation pour la conserva-
tion de I’énergie. Dans le cas d’un fluide Newtonien incompressible qui nous intéresse
dans ce travail, ce couplage disparait et la vitesse du fluide peut étre calculée indé-
pendamment de I'énergie.

Transport du volume

Le domaine €(t) est susceptible d’évoluer avec le temps par le mouvement du
fluide qu’il contient. C’est en fait la surface S(t) du domaine qui est déplacée, suivant
la vitesse normale a cette derniére. La variation temporelle du volume peut s’écrire,
a 'aide du théoréeme de Reynolds, de la maniére suivante :

—:/ V- udx
Q)

Conditions initiales

Le systeme d’équations 1.4 et 1.2 doit étre complété de conditions initiales pour
les variables u et p :

u(x,0) = uy(x) (1.5)
pour la vitesse et

p(x,0) = po(x) (1.6)

pour la densité du fluide. Le cas particulier de la pression sera expliqué en partie
2.4.

2.2 Equation de Navier-Stokes incompressible

L’incompressibilité d'un fluide est caractérisée par la conservation du volume en
sus de la masse. Ceci peut se traduire par le fait qu’en chaque point de I'espace, il y
a autant de fluide qui arrive qu’il n’en sort. Si on s’intéresse au transport du volume
du fluide par ce dernier, I’équation de conservation de volume s’écrit :

dV— t/V udx = 0.
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Par définition, le fluide conservant localement son volume, I’équation précédente se
traduit par la divergence nulle locale de la vitesse :

V.ou=0. (1.7)

Grace a cette propriété, I’équation de conservation de la masse 1.2 se reécrit
comme :
dp

qui se réduit donc & une équation de transport simple, ce qui signifie que la densité
du fluide ne varie pas localement.

Nous pouvons maintenant aussi simplifier I’équation de conservation du mouve-
ment 1.3, avec la contrainte d’incompressibilité, comme suit :

0 1
8—::+(u V)u——V (,uVu)—ir;Vp—f:O,

ou le divergent du tenseur des contraintes a été développé. Sous ’hypothése que la
viscosité p est constante, nous obtenons l’équation de Navier-Stokes incompressible

Jou
ot

ou la pression, dans ce cas particulier, permet d assurer la contrainte d’incompres-
sibilité; je reviendrai sur ce point dans la partie suivante.

Les équations 1.7 comptant pour 'incompressibilité, 1.9 pour la conservation du
mouvement, accompagnées de ’équation de transport 1.8 sont la base des méthodes
de simulation de fluide traditionnellement utilisées en synthése d’images.

+ (u-V)u—rvAu+ Vp f=0. (1.9)

Lorsqu’on considére une densité constante dans tout le domaine, il n’est pas
nécessaire de se soucier de I'équation de transport 1.8, ce qui réduit la complexité
du systéme d’équations a résoudre, en comparaison des fluides compressibles. Dans
ce cas particulier, les équations a résoudre se réduisent aux équations 1.7 et 1.9.

2.3 Vorticité
La vorticité est définie comme le rotationnel de la vitesse :
w=Vxu (1.10)

Un fluide posséde un écoulement dit potentiel si il est irrotationnel, ie. si w = 0, car
la vitesse peut alors simplement s’exprimer comme le gradient d’un champ potentiel :
u=VV.

La vorticité tient un role primordial dans la dynamique des fluides que 1'on
souhaite étudier : c’est elle qui caractérise ’aspect turbulent d’un écoulement. En
effet, le vortex est un tourbillon; c’est la somme de nombreux tourbillons qui crée
la complexité physique et visuelle d'un écoulement.

La vorticité étant le point clef de ma thése, je la présente, ainsi que les méthodes
s’y rattachant, plus en détails dans la partie 3.

2. MODELE D’ECOULEMENT : FORMULATION VITESSE 15



CHAPITRE 1. MODELES D’ECOULEMENTS ET RESOLUTION NUMERIQUE

2.4 Précisions sur les différents termes de ’équation de Navier-
Stokes

Convection : (u-V)u

Le terme (u-V)u est appelé convection (ou advection de la vitesse), il représente
le transport de la vitesse par elle-méme : ¢’est la variation de la vitesse en fonction
du champ de vitesse environnant. La convection est un terme non linéaire qui rend
en pratique difficile la résolution des équations de Navier-Stokes. Je présente en
partie 4.3 une méthode largement utilisée en synthése d’images pour approcher la
convection.

De maniére plus générale, on utilise le terme advection pour désigner le transport
d’une quantité physique par le fluide. Je détaille cette notion dans la partie 4.2 dans
laquelle est présentée la notion de dérivée particulaire.

Diffusion : vAu

La viscosité d’'un fluide est caractérisée par la quantité de vitesse diffusée : de
la méme maniére que la chaleur se diffuse au cours du temps dans un objet, la
vitesse se diffuse dans le milieu. Physiquement, le phénoméne de diffusion représente
un transfert d’énergie au niveau des petits échelles, o, la friction des particules
(physiques) du fluide ralenti le mouvement du fluide en le dissipant sous forme de
chaleur.

Intuitivement, plus la viscosité v est importante, moins le fluide sera turbulent
et plus le champ de vitesse sera « lisse » (par analogie, plus un objet est conducteur,
plus la chaleur s’y répandra rapidement). Cette propriété physique tient un role
trés important dans la dynamique des fluides. En effet, le type d’écoulement peut
étre entiérement caractérisée par une grandeur sans dimension nommée nombre
de Reynolds, du nom d’Osborne Reynolds (1842-1912) scientifique irlandais. Pour
étudier I’écoulement, il convient d’adimensionner I’équation de Navier-Stokes incom-

pressible 1.9 :

%jt(u-V)u—Re_lAujLVp:O

ol le nombre Re issu de cette adimensionnement est défini en fonction des grandeurs
caractéristiques suivantes : U la vitesse du fluide, v sa viscosité et L la grandeur
caractéristiques associée au phénoméne a observer (grandeur physique décidée par
convention) :

LU

v

Re

Si I'on s’intéresse au probléme de I’étude de 1’écoulement autour d’'un cylindre, a
Reynolds fixé ou L est pris comme le diamétre de 1'objet  deux fluides aux
propriétés différentes (viscosité et vitesse, par exemple) produiront un écoulement
similaire.

Lorsque la viscosité tend vers 0 (ou de maniére équivalente lorsque Re tend
vers 'infini), on parle de fluide parfait. C’est un fluide ou les forces de frottements
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avec les autres milieux (une aile d’avion par exemple) sont négligeables et ainsi
considérér comme nulles. Dans un fluide non parfait, il existe une couche limite
autour d’un solide au contact du fluide dans laquelle la vitesse diminue en fonction
de la distance au solide ('illustration 1.1). L’épaisseur de cette zone de cisaillement
dépend entiéerement du nombre de Reynolds caractérisant 1’écoulement.

Fluide

Couche limite

Obstacle

Fig. 1.1  Effet de la viscosité sur I'écoulement d’un fluide a vitesse horizontale
constante au centre du domaine en contact avec un solide. [.’épaisseur et le profil de
la couche limite sont fonction du nombre de Reynolds.

Les écoulements peuvent étre regroupés en trois catégories :
— en dessous de Re = 2300, on parle de fluides laminaires : les phénoménes
visqueux sont plus importants que les forces inertielles,
entre 2300 et 4000, on parle de fluides transitifs,
au dessus de 4000, de fluides turbulents ou les forces inertielles prennent le
dessus sur la viscosité.
Pour exemple, une personne nageant dans une piscine & une vitesse d'un métre
seconde créera un écoulement avec Re ~ 10°. Une personne marchant a la méme
vitesse dans lair le fera dans un écoulement a Re ~ 10°, moins turbulent que dans
I’eau. Ceci n’est pas intuitif car I'on pense que I’air est plus turbulent que ’eau, mais
en fait c’est 'inverse : la viscosité cinématique de I'air est plus faible (de I'ordre de
10 fois plus petit) que celle de I'eau.

La Simulation Numérique Directe (SND, Direct Numerical Simulation en an-
glais) s’intéresse a la résolution des équations de 1'écoulement du fluide au niveau
de chaque point de discrétisation, ot I’échelle des phénoménes étudiés est limitée a
celle de I’échantillonage spatial. En comparaison, les méthodes de type Large Eddy
Simulation (LES) introduisent dans les équations les effets du mouvement du fluide
a des échelles plus petites que la discrétisation. Un facteur important est qu’en
SND, telles qu’employées aujourd’hui dans notre domaine, la précision des calculs
est limitée & des nombres de Reynolds de I'ordre de quelques milliers. La cause de
cette limitation provient de la discrétisation des équations limitation due a la
puissance des ordinateurs — a des échelles qui ne peuvent capturer les phénoménes
importants apparaissant dans les écoulements trés turbulents. Lorsque la diffusion
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est bien moins importante que les forces d’inertie, I'utilisation d’'un maillage grossier
ne permettra pas de résoudre la dissipation du mouvement a des échelles bien plus
petites. Numériquement, la diffusion peut étre considérée comme un lissage de la
vitesse d’une particule de fluide sur les particules voisines, ot son rayon d’action
(I’épaisseur physique du noyau de lissage) est proportionnel a la viscosité. Si v < h
(ou h est le pas d’espace du maillage), 'effet visqueux devient alors trés faible,
jusqu’a atteindre l'ordre des erreurs numériques dues a la discrétisation en espace.
Afin de pouvoir calculer correctement un écoulement donné, la fréquence spatiale
d’échantillonnage 1/N doit étre choisie en fonction du régime du fluide, par :

NS Z Re2.25

en 3D. Le nombre de points de discrétisation nécessaire croit donc trés rapidement
pour des fluides turbulents, la relation précédente implique qu’il faut une grille de
taille 300 pour simuler convenablement un écoulement a Re = 2000.

En pratique, un tel échantillonage est trés cotiteux (en cotit mémoire et en temps
de calcul), c’est pourquoi l'utilisation de maillages non uniformes peut s’avérer d’un
intérét majeur pour les simulations de fluides o localement Re est grand, comme
par exemple lors de I'étude de la trainée derriére un cylindre. En contrepartie, ces
méthodes sont souvent plus difficiles & mettre en oeuvre.

Pression : Vp

La variation de pression d’un fluide est proportionnelle aux forces qui s’y ap-
pliquent. Plus elles sont élevées et plus le gradient de pression Vp sera impor-
tant. Nous connaissons tous la pression atmosphérique, celle-ci est généralement
plus faible en altitude qu’au niveau du sol. En effet, si on suppose que la vitesse
de I'air et sa variation sont nulles et que l'unique force extérieure est la gravité
f =g ~ (0,0,—1) (considérée comme constante), ’équation de Navier-Stokes se
réduit alors a :

Vp = pg.

On voit ainsi que le gradient de pression est vertical et la pression est donc plus
forte & basse altitude car :

dp i

a1 = —p et alns1 p = —pz + cste,
c’est le poids de I'atmosphére qui est plus important au sol qu’en altitude. C’est
grace a ce fait qu'il est possible de mesurer (approximativement) l'altitude grace
aux altimétres qui mesurent la pression et la comparent a la pression considérée fixe
au sol. De maniére plus générale, nous pouvons comprendre le gradient de pression
comme la direction dans laquelle se déplace le fluide : le fluide se déplace des hautes
pressions vers les basses pressions. C’est entre autre ce phénoméne qui est utilisé en
meétéorologie pour prédire la direction du vent.
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Dans un fluide compressible, I’équation de Navier-Stokes doit étre fermée par
une loi de comportement qui relie la pression a la densité : F(p,T,p) ou T est la
température. Dans le cas ot on considére des écoulement isothermes et isentropiques,
on choisit :

p =70,
avec 7y et « des constantes dépendant du fluide. En incompressible I’équation de
conservation de la masse se transforme en un équation de transport sur la densité.
La pression quant a elle ne joue plus du tout le méme role. On peut montrer qu’elle
intervient comme un multiplicateur de Lagrange associé a la condition d’incom-
pressibilité. Dans ce cas, la pression se calcule donc a posteriori pour imposer la
divergence nulle du fluide, comme nous le verrons en pratique dans la partie 4.3.

2.5 Conditions aux limites

Les conditions limites représentent physiquement le comportement des grandeurs
étudiées. Par exemple, on peut considérer la température a la surface d’une plaque
électrique comme constante et se diffusant dans ’air. Autrement, la vitesse normale
d’un fluide au niveau d’un obstacle doit étre nulle si 'objet n’est pas poreux. Numé-
riquement, les conditions limites sont nécessaires pour fermer le systéme d’équations
étudié, en plus des conditions initiales.

Considérons un domaine €(t) dans lequel évolue un fluide. Les conditions aux
limites peuvent étre soit « ouvertes »si le domaine est non borné, on considére alors
les grandeurs a l'infini, soit « fermées», quand le fluide est contenu dans un espace
borné, soit périodiques, ot le signal se répéte dans toutes les directions. Ce dernier
type de condition, méme s’il n’est pas physiquement réaliste pour les fluides, est
souvent, employé dans les simulations car c’est le plus simple a implémenter; elle
permet entre autre d’utiliser la transformée de fourier (notée TF) pour résoudre des
équations complexes de maniére rapide.

Il existe deux types principaux de conditions aux limites dans un domaine fini
non périodique :

les conditions de type Dirichlet : la valeur de la solution pour une grandeur @)
est connue au bord du domaine :

Q(X)‘aﬂ = g(x),

— les conditions de type Neumann : la valeur de la dérivée normale de la solution
est connue au bord du domaine :

9Q(x)

= g(x),
on 50

ol n est la normale & la surface 0f2.
Dans le cas de I’équation de conservation de mouvement, une condition de Di-
richlet homogéne permet de définir une vitesse nulle sur les bords du domaine :
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cette condition est souvent appelée no-slip (« pas de glissement »). C’est une bonne
approximation de la vitesse d'un fluide de viscosité assez élevée au contact avec un
objet solide; elle est extraite du modéle de Stokes pour les fluides visqueux. Dans
ce cas, 'équation au bord est :

u(x)[sq = 0.

Un autre type d’écoulement consiste a considérer que le fluide peut glisser sur
le bord du domaine, tout en assurant la non pénétration du fluide a I'extérieur du
domaine (ou inversement, pas d’entrée de matiére) en imposant une vitesse normale
nulle aux bords :

u(x) 0y = 0.

Cette condition est celle employée en présence de fluides parfaits.

Dans le cadre de fluides incompressibles, il est nécessaire de préciser également
les conditions aux bords pour la pression. Celles-ci sont plus dures a trouver car,
dans ce cas particulier, la pression sert a forcer la condition d’incompressibilité. Dans
la littérature, pour des conditions de type Dirichlet sur la vitesse, une condition de
Neumann homogéne est choisie pour la pression.

Les conditions aux limites sont primordiales pour la résolution des équations, il
est nécessaire de bien y réfléchir afin de les résoudre correctement.

3 Modéle d’écoulement incompressible : formula-
tion vorticité

3.1 Préambule

Depuis plusieurs années les méthodes basées sur la formulation en vorticité des
équations de Navier-Stokes sont de plus en plus utilisées comme une alternative aux
méthodes basées sur la formulation en vitesse de ces mémes équations. En effet,
dans beaucoup de cas pratiques la vorticité est localisée. Par exemple, 1’étude des
turbulences produites par I’écoulement d’'un fluide autour d’un cylindre, montre que
la partie intéressante du phénomeéne se situe dans le sillage de ce dernier, ou se
forment une série de vortex, pour un écoulement caractéristique avec un nombre
Reynolds supérieur a 100 environ. Il apparait alors plus intéressant de s’intéresser
a la vorticité présente dans le fluide et de focaliser les calculs aux endroits ou elle
se trouve. La vitesse du fluide dans tout le domaine est alors obtenue a partir du
champ de vorticité.

En pratique, les méthodes basées sur les particules de vorticité (cf. 4.5) bénéfi-
cient de nombreux avantages en comparaison des méthodes Fuleriennes tradition-
nelles en vitesse. Grace aux particules de vorticité, il est possible d’obtenir la vitesse
en chaque point de 'espace — qu’il soit borné ou non — de maniére simple par la
résolution d’une équation de Poisson. La vorticité est localisée : elle recouvre trés
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rarement la totalité du domaine de calcul ; ainsi on peut comprendre que cette re-
présentation par particules permet de focaliser la précision des calculs aux endroits
turbulents ou la vorticité est présente.

C’est cette maniére de résoudre les équations de Navier-Stokes que j’ai adoptée
dans ma thése. Mais avant d’entrer dans les détails techniques de résolution, je
présente dans la partie ci-dessous les équations régissant le mouvement des fluides
du point de vue de la vorticité.

3.2 Définition

Tout d’abord, rappelons ici que la vorticité est définie comme le rotationnel du

champ de vitesse :
w=Vxu (1.11)

Il est important de noter ici qu’en dimension 2, la vorticité est un scalaire. Cette
propriété simplifie les calculs et permet ainsi une résolution plus efficace, en compa-
raison de la formulation vitesse, des équations du fluide, comme nous le verrons par
la suite.

[.’équation de vorticité s’obtient simplement en reprenant 1’équation de conser-
vation du mouvement pour un fluide incompressible 1.9 et en la reexprimant via
I'opérateur rotationnel :

V x (%jt(u-V)u—yAuleVp—f) =0, (1.12)
p

aprés développement et simplifications, nous obtenons I’équation de conservation de
vorticité :

0
a—(:jt(u-V)w—(w-V)u—qu—V><f:0. (1.13)
ou plus simplement en 6tant les forces extérieures :
ow
Ejt(u-V)w: (w-Vu+ rvAw. (1.14)

Il est important de noter que la divergence de la vorticité est nulle, trivialement
par construction nous obtenons :

V-w=V-(Vxu)=0.

Il est nécessaire d’expliquer comment on obtient ’équation 1.14 a partir de I’équa-
tion 1.12 ainsi que les sens de chaque terme. Nous allons développer chaque terme en
partant de la gauche vers la droite, commencons par le plus simple, I’accélération :

Ju ow
VX(E)‘E

tout naturelement. Puis développons le terme de convection :

Vx((u-Vu)=(u-V)w—(w-V)u
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Nous reconnaissons ici un terme d’advection de la vorticité (u- V)w qui sera utilisé
lors de la formulation lagrangienne de I’équation de vorticité, ainsi qu'un terme
d’étirement (w- V)u. 1l est facile de vérifier que ce terme d’étirement s’annule dans
un écoulement bidimensionel. En 3D cet étirement peut étre compris comme la
déformation de la vorticité par le champ de vitesse, qui modifie 'orientation et
I'intensité locale d’un vortex, bien que la circulation totale du fluide soit conservée.
La diffusion de la vorticité vient quelque peu compenser cet étirement, et, lorsque la
viscosité est faible, I’étirement crée des instabilités importantes dans 1’écoulement.
C’est pourquoi un écoulement 2D deviendra 3D pour des nombres de Reynolds
importants.
Le terme de diffusion de la vitesse se retrouve transcrit en vAw :

V X (vAu) = vAw+ Vv x Au
= vAw

si on prend une viscosité constante dans le fluide. Un fait trés important dans la
formulation vorticité est la disparition du terme lié au gradient de pression :

1 1 1
V x (—Vp) = -V x(Vp)+V (—) x Vp
p p p
=0

comme le rotationel d’'un champ scalaire est nul et la densité constante.
Je détaillerai les conditions aux limites pour la vorticité dans la partie 4.5.

3.3 Calcul de la vitesse

L’équation d’incompressibilité du fluide V - u = 0 induit que la vitesse peut
s’écrire naturellement comme le rotationnel d'un champ v :

u=V x1 (1.15)

La fonction 1 est appelée fonction courant (stream function en anglais) et est ortho-
gonal a la vitesse. En 2D, cette fonction est un scalaire dans la direction orthogonale
a I’écoulement. Dans ce cas particulier, une courbe isovaleur de la fonction courant
représente une ligne de courant (stream line) du champ de vitesse sous-jacent.
Intéressons nous maintenant au lien entre vitesse, vorticité et fonction courant :

w = Vxu=Vx(Vxy)
= V(V-¢)- Ay

En choisissant une fonction courant soléidale (a4 divergence nulle), nous obtenons
I’équation de Poisson :

w=—Ay. (1.16)

Ainsi, a partir de la vorticité nous pouvons extraire la vitesse du fluide par la simple
résolution d’une équation de Poisson et de I’'équation 1.15.
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Il est aussi possible d’obtenir la vitesse du fluide en formulation vorticité, dans un
domaine non borné, grace a la loi de Biot-Savart. Provenant de 1’électromagnétisme,
celle-ci permet d’exprimer la vitesse du fluide comme le produit de convolution d'un
noyau avec la vorticité :

u=uy,+Kxw (1.17)

ou K est le rotationnel de la fonction de Green solution élémentaire de I’équation
de la chaleur, et u., est la vitesse du fluide a I'infini provenant du fait qu'un champ
de vorticité définit un champ de vitesse & un champ de vitesse irrotationnel prét.
L’équation 1.17 peut aussi s’écrire :

u(x) :uoo+/]RdK(x—y) x w(y) dy (1.18)

ou d est la dimension de I’écoulement. Je reviendrai plus en détails sur la construc-
tion de ce noyau K pour la résolution numérique des équations, dans la partie 4.5.

Les conditions aux limites sont ici plus difficiles a identifier et & mettre en oeuvre
qu’en formulation vitesse. En effet, pour I'étude d’un fluide, ce sont les conditions
aux limites pour la vitesse qui nous intéressent. Or, ce n’est pas la grandeur manipu-
lée directement en méthode vortex, et des conditions pour la vorticité et la fonction
courant doivent donc étre trouvées afin qu’elles correspondent a celles souhaitées
sur la vitesse. Nous verrons par la suite qu’une condition de non pénétration peut
étre imposée sur les bords du domaine en choisissant des conditions de Dirichlet
homogene pour v, et grace un terme de vorticité supplémentaire dans le cas de
I’équation utilisant la loi de Biot-Savart. La question du traitement de conditions
de non glissement (dans le cas d’un fluide visqueux) induit, dans la formulation
intégrale, un mécanisme de flux de vorticité partant des bords vers I'intérieur du do-
maine. Je reviendrai sur ce probléme dans les chapitres 3, 4 et 5, o1, dans ce dernier,
je proposerai une nouvelle méthode simple et efficace pour intégrer implicitement
des conditions aux bords de non glissement en formulation vorticité.

3.4 Cas particulier : 2D

Il est intéressant de noter que dans le cas d'un écoulement dans un plan, I’'équa-
tion de vorticité 1.14 s’en trouve simplifiée car la vorticité devient un scalaire et le
terme d’étirement s’annule. En effet, en 2D le champ de vitesse se situe dans un
plan, {z,y} par exemple, et donc u = (u; usg O)T. Si I'on s’intéresse maintenant au
rotationnel de u, on obtient w = (00 wg)T car uz = 0 et dQ/0z = 0 quelque soit Q.
Ainsi (u- V)w = 0.

L’intérét est donc double : tout d’abord I’équation a résoudre est plus simple et se
réduit & une équation de transport-diffusion :

%—(:jt(u-V)w:l/Aw (1.19)

(si on oOte les forces extérieures); ensuite, la grandeur physique w est un champ
scalaire et donc son stockage en mémoire sur 'ordinateur est beaucoup plus faible
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que dans le cas tridimensionnel. Nous verrons aussi par la suite que cette réduction
a une inconnue permet de gagner en temps de calcul lors de la résolution numérique
des équations.

Comme je I’ai noté plus haut, pour un écoulement 2D turbulent, avec un fort
nombre de Reynolds, la dynamique du fluide ne se contente plus de rester dans le
plan avec I'apparition d’instabilité du fait de I'étirement des vortex. L’écoulement
devient alors tridimensionel.

4 Reésolution des équations

Préambule

La résolution numérique des équations de Navier-Stokes consiste a calculer dis-
crétement I'évolution de la vitesse d'un fluide au cours du temps. Je présenterai pour
débuter la notion de discrétisation en partie 4.1 ainsi que les différents types de dis-
crétisation couramment utilisés pour résoudre les équations, notamment celles de
I’espace dans les parties traitant des méthodes Eulerienne, Lagrangienne et ALE en
partie 4.2. Puis je rentrerai dans le détail des méthodes de résolution des équations
de Navier-Stokes qu’elles soient en formulation vitesse ou vorticité et d'un point de
vue Eulerien ou Lagrangien.

4.1 Discrétisation

Les équations de Navier-Stokes décrivent le mouvement de fluides de maniére
continue. Leur complexité ne permet évidemment pas de les résoudre de maniére
analytique. Nous allons donc approximer ces équations en les discrétisant, c’est-a-
dire en nous intéressant aux phénoménes qui se passent en certains points (d'un
nombre fini) discrets de 'espace et du temps. C’est en ces points qu’on va résoudre
les équations et définir les approximations des dérivées spatiales et temporelles.
L’objectif principal est de commettre le minimum d’erreurs par rapport a la solution
de I'équation continue.

[’espace et le temps sont donc discrétisés afin de trouver une solution aux équa-
tions. La discrétisation doit étre effectuée a une échelle au moins aussi fine que le
phénoméne qu’on souhaite simuler/observer : si on souhaite simuler 1’écoulement
autour d’un avion nous découperons l'espace de maniére plus « grossiére »que pour
de I'’eau dans un verre, tout en gardant le méme nombre de points. Il est important
de noter que le cotlit de résolution des équations, en terme de temps de calcul et
d’occupation mémoire, dépend du nombre de points de discrétisation. Divers algo-
rithmes possédent différentes complexités linéaires, quadratiques, etc. ce qui
est, en plus de I'erreur d’approximation, un critére primordial dans le choix de la
méthode.
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Erreur de discrétisation

On nomme erreur de discrétisation 'erreur entre la fonction continue f et son
approximation discréte f :

|f(xi7t'n) - f(‘r?t)‘
| (z,1)] ‘

E =

C’est cette erreur qu’on cherche & minimiser dans la résolution numérique des équa-
tions.

Différences finies

Afin de résoudre de maniére discréte une EDP, il est nécessaire de discrétiser
les différents opérateurs différentiels présents dans I'équation. Ainsi on utilise des
schémas de différences finies qui permettent d’approximer ces opérateurs en fonction
des valeurs f connues sur un maillage, notion que je présente plus bas dans la partie
4.2. Les schémas de différences finies possédent deux caractéristiques importantes :
lordre d’approximation (ie. 'erreur commise par rapport a la solution exacte) et
le support sur le maillage (ie. le nombre de points de discrétisation utilisés ainsi
que leur localité). Le lecteur néophyte en méthodes numériques pourra se reporter
a I'annexe 2.1 pour une explication plus détaillée sur ce sujet.

Schémas d’intégration

Il existe plusieurs maniéres de résoudre une EDP grace aux différences finies.
Suivant le probléme auquel on s’intéresse, les schémas d’intégration ont différentes
propriétés, principalement concernant la stabilité et I'ordre des erreurs commises. Il
est hors de propos de présenter les nombreux schémas d’intégration existants ainsi
que leur particularité face aux équations posées. Par contre, je spécifierai a chaque
fois qu’il est nécessaire de le faire, la méthode utilisée. Je renvoie le lecteur a ’annexe
2.2 pour une étude plus détaillée de différents schémas d’intégration.

Pour résumer, le choix d’une méthode d’intégration se fait principalement en
fonction des trois critéres suivants :

— sa stabilité,

— Derreur de discrétisation associée,

le cotit algorithmique pour résoudre 1’équation.

4.2 Eulerien vs. Lagrangien

Je propose dans cette partie une présentation ainsi qu'une comparaison des dif-
férents points de vue adoptés pour résoudre numériquement les équations du fluide.
Une comparaison graphique en figure 1.2 en résume les principes.
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L\ SN

| | oy % % % %
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t t
(a) Méthode Eulerienne : grille fixe. (b) Méthode Lagrangienne : référentiel du
fluide.

(c) Méthode ALE : maillage arbitraire.

Fi1G. 1.2  Exemples de méthodes de discrétisation de I’espace et leur évolution au
cours du temps. Les carrés verts représentent les points fixes d'une grille Eulerienne,
les ronds bleus représentent le déplacement du milieu (de particules) et les triangles
rouges sont les sommets du maillage.

Discrétisation Eulerienne

La discrétisation Eulerienne de ’espace consiste a subdiviser ce dernier en in-
tervales fixes, qui ne bougent pas avec le temps. Ces intervales sont définis par des
points de discrétisation qui forment un maillage. Pour notre probléme, cela revient
a observer le mouvement du fluide aux points de discrétisation et de le faire évoluer
en fonction des points alentours. Pour ce faire, on découpe 'espace dans une grille
réguliére que 'on appelera grille Eulerienne. En une dimension, on subdivise 1'in-
tervale [A, B] dans lequel on souhaite résoudre ’équation, en N — 1 intervales et N
points de grille. Chaque point z; a pour coordonnées :

Z'Z:A—F(Z—l)h“ .%'1:14, .%'N:B7

avec h; = x;11 — x;. Lorsque les intervales h; sont identiques pour tout ¢, on parle

de grille uniforme et V2 h; = h = ﬁ;_‘;‘. Le méme découpage est effectué pour la
dimension « temps ».

La généralisation de cette discrétisation a un espace de plus haute dimension est

similaire, la figure 1.3 montre un exemple de grille Eulerienne discrétisant le domaine
d’un fluide en 2D.

Cette représentation est trés intéressante car les points de discrétisation sont
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(a) Temps t. (b) Temps t + 1.

Fic. 1.3 Exemples d'une grille Eulerienne uniforme discrétisant un fluide en 2D
dont le domaine évolue avec le temps. Les points de discrétisation en bleu sont a
I'intérieur du domaine, en noir a ’extérieur.

statiques et ne souffrent ainsi pas de probléme de distortion qui peuvent apparaitre
avec une formulation Lagrangienne. Il est aussi important de noter que cette repré-
sentation Eulerienne est trés pratique et simple & intégrer en informatique car elle
consiste en un tableau & M dimensions (ou M est le nombre de dimensions) dans
lequel les accés aux valeurs autour de f(x;) sont trés rapides. Malheureusement cette
représentation n’est pas sans défaut. En effet, comme nous I'avons expliqué dans la
partie 4.2, les équations de transport peuvent étre simplifiées dans un référentiel
Lagrangien : la résolution de ce type d’équations dans une formulation Eulerienne
induit des erreurs. Par exemple, nous verrons dans la partie 2 que le transport de la
surface d'un liquide sous forme Eulerienne ne permet pas de conserver parfaitement
celle-ci. Toutefois, les méthodes Euleriennes sont largement utilisées du fait de leur
simplicité.

Méthode Lagrangienne

Dans le cas particulier des équations décrivant 1’écoulement des fluides, il est
possible de se baser dans un autre référentiel que celui d’une grille Eulerienne pour
décrire le mouvement : c’est le point de vue Lagrangien qui consiste a observer le
fluide en des particules transportées par celui-ci. Les points de discrétisation formant
le maillage sont alors ces particules. Une illustration d’un maillage Lagrangien est
donné dans la figure 1.4.

Une particule située en X se déplace a la vitesse u(X) :

dX
2 u(X).
o~ uX)

Celle-ci transporte une quantité () qui évolue au cours du temps, comme par exemple
la densité que nous avons présentée au début de ce chapitre. Comme la particule est
transportée par le fluide, elle résout intrinséquement 1’équation d’advection, et pour
simplifier I’écriture, nous écrivons les équations en formulation Lagrangienne grace
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a la dérivée particulaire définie comme suit :

DQ _0Q

Ainsi, dans le référentiel de la particule, il est possible de reécrire la loi de conser-
vation de la masse 1.8 :

Autrement dit : la densité portée par une particule dans un fluide incompressible ne
varie pas au cours du temps. Toutes les quantités scalaires () simplement transpor-
tées par le fluide telles que DT? = 0 sont appelées scalaires passifs. Etant donné
que la partie droite de ce type d’équations est nulle, il n’y a pas d’erreur de discré-
tisation : 'erreur globale se réduit aux erreurs commises pour calculer la vitesse du

fluide.

Par contre, cette représentation n’est pas sans désavantages. Comme les par-
ticules suivent le mouvement du fluide, leur répartition dans ’espace supposée
initialement bonne  peut se trouver distordue, disparate ou au contraire trop dense,
ce qui aurait pour conséquence de moins bien représenter la fonction discrétisée et
ainsi de poser des problémes pour la résolution des équations. De plus, la définition
des opérateurs de différenciation est quant a elle plus complexe du fait de 'aspect
moins bien structuré des points de discrétisations. Des méthodes de « remaillage
»sont souvent utilisées pour pallier ces problémes. J’aborderai plus en détails ces
points lors de la résolution des équations de Navier-Stokes en formulation vitesse et
vorticité par particules Lagrangiennes, dans les parties 4.3 et 4.4.

Application a notre problématique La traduction des équations d’incompres-
sibilité, de conservation du mouvement et de la masse en formulation Lagrangienne
est la suivante :

Du 1

— = vAu-— — f
D vAu pr+
V-u = 0,

Dp

— = 0.

Dt
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(a) Temps t. (b) Temps t + 1.

Fi1G. 1.4 — Exemples d’une grille Lagrangienne discrétisant un fluide en 2D dont
le domaine évolue avec le temps. Les points de discrétisation en bleu suivent les
particules du fluide. Des traits pointillés sont dessinés pour mieux visualiser le mou-
vement des particules.On peut visualiser ici un des défauts dont peuvent souffrir les
méthodes Lagrangiennes : la mauvaise répartition des points de discrétisation par le
transport.

Méthodes ALE

Les méthodes Euleriennes observent 1’écoulement d’un point de vue fixe, les mé-
thodes Lagrangiennes du point de vue des particules de fluide. Les méthodes ALE
— pour Arbitrary Lagrangian Fulerian — quant a elles se basent en un point de vue
arbitraire et permettent d’exprimer les équations dans ces nouveaux référentiels se
déplacant en fonction de critéres choisis. Les méthodes Eulerienne et Lagrangienne
en sont des cas particuliers. Par exemple, au bord d’un milieu la formulation La-
grangienne est plus adaptée car elle permet de suivre exactement cette frontiére;
d’un autre coté, aux endroits trés turbulents, une représentation Eulerienne semble
plus adaptée car elle empéchera les problémes de maillage dus a une déformation
trop importante de celui-ci. Les méthodes ALE permettent de « mélanger »ces deux
types de formulations en un méme maillage évoluant au cours du temps.

Soient x, X et x les coordonnées des maillages Euleriens, Lagrangiens et ALE
respectivement. Soient f(x,t), f*(x,t) et f*(X,t) une quantité dans référentiels
associés. Il est possible de définir la dérivée temporelle de f* en fonction de f, f**
ainsi que d’une vitesse c :
o= o ox T o |
ol ¢ = u — v est la vitesse relative entre les maillages ALE et Lagrangien par
rapport au référentiel Eulerien, avec u(X,t) la vitesse d’une particule du fluide et
v(x,t) celle des points du maillage ALE. Il est aisé de voir qu’en prennant xy = x
(un maillage Eulerien) I'équation 1.21 est équivalente a la définition de la dérivée
particulaire définie en 1.20, car v = 0 et ainsi ¢ = u. Si le maillage ALE est le méme
que le maillage Lagrangien : y = X alors u = v et ainsi 8(9];* = agt**_

Le détail des calculs permettant d’obtenir, entre autres, I’équation 1.21 est dispo-
nible dans le document [DHPRF04]| expliquant trés clairement les trois formulations,

c-V)/, (1.21)
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leurs liens, et proposant des exemples d’application ainsi qu'une longue liste de ré-
férences sur la gestion du maillage.

La formulation ALE est d’une trés grande flexibilité car elle permet de déplacer
les sommets d’un maillage de maniére totalement libre, suivant des critéres choisis
pour le probléme étudié. Elle est un bon compromis entre les méthodes Eulerienne
et Lagrangienne. Malheureusement il ne supprime pas les difficultés qui peuvent se
poser lorsque la déformation du maillage est importante et demande plus de temps
de calcul pour la génération de celui-ci a chaque pas de temps.

Application a notre problématique La traduction des équations d’incompres-
sibilité, de conservation du mouvement et de la masse en formulation ALE est la
suivante :

1
%—;1 +(c-V)u = VAU—;Vp-f-f,
V-u = 0,
dp
EX—F(C-V),O = 0.

Ici le signe |x désigne la valeur prise en les points du maillage ALE.

Bilan

La méthode ALE est une méthode couramment utilisée en mathématiques appli-
quées car son aspect générique permet une adaptation maillage au cours du temps,
en fonction des contraintes numeériques : bords du fluide se déplacant et zones de
fortes turbulences par exemple. Par contre, elle est beaucoup moins présente dans le
domaine de la synthése d’'images. La préférence pour les méthodes Euleriennes peut
étre expliquée par leur simplicité d’implémentation et du fait que les temps de calcul
avec ces derniéres est, plus court qu’avec les méthodes ALE. Les méthodes purement
Lagrangiennes quant a elles souffrent de leur difficulté a résoudre précisément les
équations, du fait des distortions du maillage au cours du temps. Ce probléme est
souvent un frein a l'utilisation des méthodes Lagrangiennes, nous verrons dans la
partie 4.6 que des méthodes de remaillage peuvent étre adoptées pour remédier a ce
probléme, dans le cadre des équations de Navier-Stokes en formulation vortex.

Je présente dans la partie 5 les méthodes principales utilisées en synthése d’images
pour la simulation de fluide, qu’elles soient Euleriennes, Lagrangiennes ou de type

ALE.
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4.3 Equation de Navier-Stokes : formulation vitesse par mé-
thodes de type différences finies

Principe

Une des méthodes les plus communes pour la résolution des équations de Navier-
Stokes, en mathématiques appliquées aussi bien qu’en synthése d’images, est un
algorithme de type fractionnaire ou chaque terme de 1’équation de conservation
de mouvement est traité séparément. Cette technique a été initialement introduite
et étudiée par Chorin |Cho68]| ou I'équation de Navier-Stokes est résolue sans la
contrainte d’incompressibilité, puis la solution obtenue est projetée sur 'espace des
champs de vitesse a divergence nulle. [.’article phare de Jos Stam : « Stable Fluids
»(dont je reparlerai dans la partie 5) est le premier & avoir présenté dans le domaine
du graphique, une méthode simple et stable — donc adaptée a ce domaine — pour

suivant :

1. soit une vitesse u” sur une grille Eulerienne, nous cherchons a calculer u™*!,

2. ajout des forces extérieures (la gravité par exemple) : f,
3. traitement du terme non-linéaire : (u- V)u,

4. calcul de la diffusion : vAu,

5. contrainte d’incompressibilité : V - u.

Ces 5 étapes sont traitées de maniére itérative : & chaque temps nous avancons du
temps t (itération n) au temps t + dt (itération n + 1).

Je présente dans les sous-parties suivantes les méthodes communément utilisées
pour chacune des étapes présentées ci-dessus. Par contre je ne parlerai pas de I'étape
d’ajout des forces extérieures car celle-ci ne présente aucune difficulté particuliére :
elle est ajoutée trivialement a 1’accélération.

Traitement du terme non-linéaire

Une des difficultés dans la résolution de I’équation de conservation de mouve-
ment provient de sa non-linéarité : du terme (u- V)u. Effectivement, dans une
discrétisation du champ de vitesse sur une grille Eulerienne, ce terme impose une
contrainte de stabilité sur le pas de temps ¢ utilisé si il est traité de maniére expli-
cite, contrainte nommeée condition CFL pour Courant-Friedrichs-Lewy, scientifiques
ayant étudié ce probléme. Je reviendrai dans la partie 4.5 pour une discussion plus
fournie concernant ce sujet.

Cette contrainte implique que 0t < —92

ot 6z est le pas d’espace et |u|

la vitesse maximum du fluide. La condition CFL est trés restrictive car le pas de
temps doit étre adapté de maniére linéaire en fonction du pas d’espace utilisé (pour
une vitesse donnée) et inversement linéaire en fonction de la vitesse du fluide. Elle
sous tend qu’une particule de fluide ne peut pas parcourir plus d’une cellule (dans
une grille Eulerienne). Pour pallier cette limitation, il peut étre envisagé de résoudre
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I’équation de maniére semi implicite, qui est inconditionnellement stable. Par contre,
cette méthode est trés cotteuse car elle demande |'utilisation d'un algorithme itéra-
tif de type descente de Newton pour trouver la vitesse u.

Plus communément sont utilisés des schémas de différences finies adaptés a
I’équation de transport : les schémas Weighted FEssentially Non-Oscillatory dits
WENO, introduit par Liu, Osher et Chan [XDL94]. Ces schémas sont particuliére-
ment adaptés aux fluides, dans lesquels un contraste de vitesse important provoque
des comportements différents sur I'erreur introduite par la résolution de I’équation
d’advection. L’ordre de I'erreur de discrétisation est grandement réduit grace a ces
schémas qui permettent aussi de limiter les oscillations apparaissant lors du trans-
port de quantités discontinues comme pour les phases d’un fluide sur lesquelles je
reviendrai en partie 2. Malheureusement l'utilisation de ces schémas ne permet pas
de s’extraire de la contrainte sur le pas de temps, elle est néanmoins trés courante
dans le domaine des mathématiques appliquées o1l bien souvent des contraintes de
pas de temps plus fortes entre en jeu, notamment a cause de la diffusion.

La méthode des caractéristiques, aussi nommée Semi-Lagrangienne, est une
alternative intéressante et aujourd’hui largement utilisée en synthése d’images pour
contrecarrer les problémes précédemment cités. Elle est inconditionnellement stable
et a un cott de calcul linéaire en le nombre de points de discrétisation. Cette méthode
basée sur la méthode des charactéristiques consiste a « tracer en arriére dans le temps
»une particule du fluide pour résoudre 1’équation de transport sur la vitesse :

Ju
E—l—(u-V)u-O

ou encore
"t =u" — 6t (u" - V)u"

J’ai noté par un « chapeau »sur u le fait que cette vitesse n’est pas la solution
compléte de I’équation de Navier-Stokes, mais une solution partielle comptant pour
I’advection uniquement.

Pour chaque point de grille x, il suffit de parcourir le champs de vitesse u a
reculon et d’interpoler la vitesse située a un pas de temps précédent pour résoudre
I'équation (cf. figure 1.5). Ainsi, si s(x, t) est la trajectoire du point x au temps ¢ en
fonction du champs de vitesse u, la solution a I’équation précédente est :

a"t(x) = u"(p(s,t — dt))
ou plus précisément la trajectoire est définie comme :
t—t
s(x,t — 0t) = s(x,t) + 6t/ u"(s(x,0)) do.
t

Cette méthode inconditionnellement stable posséde le désavatange d’étre plus
diffusive que les méthodes de type WENO, ce qui est une limitation si on veut faire
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FiG. 1.5 — Tllustration de la mé-
thode semi-lagrangienne : en par-
tant du point rouge foncé x, nous
parcourons en arriére dans le temps

le champs de vitesse jusqu’au point
~ /‘\\S(X, -r)ouge clair. La vitesse solution de

Péquation 2% + (u - V)u est la vi-
tesse en ce point. Les vitesses du
fluide sont dessinées en vert, la tra-

s(x,t — 0t) jectoire s en bleu.

des calculs précis, mais qui peut étre acceptable dans le cadre de rendu de fluides
en informatique graphique. Cependant, I'interpolation du champ de vitesse au pas
de temps précédent implique une plus grande diffusion numérique que le traitement
de la convection par des schémas WENO plus précis.

Une fois que cette partie transport de I’équation de Navier-Stokes est résolue, ils
faut encore résoudre le terme de diffusion ainsi que la contrainte d’incompressibilité
qui est primordiale.

Diffusion

Le terme de diffusion de la vitesse vAu dans les équations de Navier-Stokes peut
étre traité de maniére explicite ou bien implicite. L’équation de diffusion (ou équation
de la chaleur dans le cas d’un algorithme a étape comme présenté précédemment)

est :
Ju

i vAu. (1.22)
Cette équation peut étre résolue de différentes maniéres : implicitement, explici-
tement ou dans le cas particulier de conditions périodiques, dans l'espace des fré-
quences. Pour les deux premiéres méthodes, les schémas de différences finies per-

mettent de résoudre numériquement 1’équation, en résolvant :
u"tt = u" 4 strAut!
pour une résolution implicite inconditionnellement stable, ou en résolvant, :
u"t = u" 4 strAu”

pour un traitement explicite de la chaleur. Ce dernier est soumis a la condition de
stabilité 0t < %, ou D est la taille du vecteur u. Je renvoie le lecteur dans la
partie 1.5 pour un développement plus détaillé des méthodes de résolution pour la
diffusion que j’ai utilisées au cours de ma thése.
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Méthode de projection

Une fois que I'équation de Navier-Stokes a été résolue sans le terme de pression
et la contrainte d’incompressibilité, il est nécessaire de projeter la vitesse obtenue
sur I'espace des vecteurs a divergence nulle. Je rappele I’équation de Navier-Stokes
initiale :

1
%%—(u-V)u—uAu:—;Vp—l—f.

En enlevant le terme sur le gradient de pression, nous obtenons I'équation suivante

sur une accélération auxiliaire %—‘; qui n’est pas a divergence nulle :

Ju*

W:—(UV)U—FVAH—Ff

A partir de cette accélération et de la vitesse au pas de temps précédent, nous
obtenons la vitesse auxiliaire u* :
ou
u* =u(t) + ot— ().
(1) + 5t (1)

Nous pouvons simplement trouver la solution finale pour la vitesse au pas de temps
suivant en réinjectant I’équation précédente pour reformer l'équation de Navier-
Stokes compléte :

1
u(t+4dt) =u" — 5t -Vp
p
ou en multipliant par la densité :
pu(t+ d6t) = pu™ — 6t Vp.

En prenant le divergent de cette équation, nous obtenons une équation de Poisson
pour la pression avec comme un terme de forcage fonction de la divergence de la
vitesse :

V- (put“”’) =V (pu")=6tV-(Vp) =0

SV (pu) = Ap
Si on considére que p est constant  Vp =0  alors I'équation précédente se
réduit a :
1
ot
Les solveurs les plus courants (comme FishPack par exemple) permettent de
résoudre les équations de Poisson de maniére rapide en discrétisant I'opérateur A,
je renvoie le lecteur a la partie 1.5 pour plus de détails quant a la résolution de
I’équation de la chaleur, proche de ce probléme. C’est souvent la partie la plus
cotiteuse dans la résolution des équations.

pV -u* = Ap (1.23)
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4.4 Equation de Navier-Stokes en formulation vitesse par mé-
thode particulaire

Dans cette partie je présente succintement une approche utilisant des particules
Lagrangiennes pour la résolution de I’équation de Navier-Stokes. En effet, une re-
présentation naturelle du fluide consiste a considérer, non pas une grille fixe, mais
des particules suivant le mouvement du fluide. Nous avons vu que cette définition
Lagrangienne des points de discrétisation permet de simplifier les équations en in-
corporant I’équation de transport.

La méthode des Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) a été tout d’abord
développée en astrophysique pour la simulation du mouvement de gaz compressibles
[GM77|. Dans ce principe, un ensemble de particules, notées par I'indice p, un champ
() défini en ces points de discrétisation, tel que :

Q(x,t) = Z vpQpd (X — X, (1)) (1.24)

ot J est la masse de Dirac, v, est le volume de la particule et @), la quantité portée
par celle-ci. Le nombre de points de discrétisation étant fini en pratique, ce champ
est régularisé sur les particules. ()¢ représente ce dernier :

Qx,t) ~ Q°(x,t) = ZUPQPCE(X — X,(t)). (1.25)

ou ( est une fonction cutoff & symeétrie sphérique et € en est le support. Géné-
ralement, le choix d'une Gausienne pour ( est considéré; je reviendrai sur cette
question dans la partie suivante concernant la résolution de I’'équation de vorticité
par particules.

Les particules sont transportées par le fluide :

Dx,
Dt

= u(Xp’ t)

de maniére Lagrangienne. Dans le cadre d'un fluide compressible, la densité est elle
aussi transportée sur la particule par :

Dp
Ttp =—pV - (u(Xp,t)),

de la méme maniére que le volume est modifié par

D,
Dt

= —u,V - (u(xp,1)).

[’équation de Navier-Stokes compressible

%—?%—(u-V)u—V-a:O
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est elle aussi écrite au niveau des particules :

D,
Dt

=V - (0(xp,1)).

Il convient alors de définir les opérateurs au niveau des particules, sous une
forme conservative afin de réduire les erreurs dues a la discrétisation. Par exemple,
le gradient de la vitesse est obtenu par :

Vu(x,) = qu(uq —,)CL(Xg — Xp).

ainsi, il est possible de définir 'ensemble des équations & résoudre pour la variation
de la densité, du volume et de la vitesse d’une particule (en admettant connue la loi
de comportement de o, je ne m’attarderai pas sur ce point).

Ce formalisme est trés intéressant pour les fluides compressibles mais il devient
plus ardu a mettre en oeuvre dans le cas de fluides incompressibles. En effet, pour
simuler ceux-ci, la contrainte d’incompressiblité doit étre imposée, généralement par
le biais de la pression, comme nous l'avons vu précédemment. Bien que des tra-
vaux [HA07, ESE07| proposent des méthodes pour tenter de palier cette difficulté,
la résolution de 1’équation de Poisson sur les particules est complexe et ainsi 1'in-
compressibilité difficile a imposer. C’est pourquoi, comme nous le verrons dans la
partie suivante, la formulation vorticité représente une alternative trés intéressante
aux méthodes SPH traditionnelles, pour la simulation d’un fluide incompressible par
particules.

4.5 Equations de Navier-Stokes en formulation vorticité et
particules Lagrangiennes

Intérét

Comme nous ’avons précisé précédemment, un des intéréts de la formulation des
équations de Navier-Stokes en vorticité est la localisation de celle-ci dans ’espace. La
représentation Lagrangienne s’adapte tout particuliérement a cette disparité spatiale
et temporelle. De plus, les équations 1.14 en 3D et 1.19 en 2D se prétent naturel-
lement & étre formulées de maniére Lagrangienne. C’est pourquoi la méthode de
résolution des équations a l'aide de particules de vorticité est trés intéressante en
comparaison des méthodes Euleriennes traditionnelles.

Le livre [CKO00| couvre la résolution numérique des méthodes vortex, le lecteur
pourra s’y référer afin de trouver plus de détails ainsi que les preuves de convergence
des méthodes résumeées ici.

Discrétisation du champ de vorticité

Le champ de vorticité initial wy(x) = w(x,0) est échantillonné par un ensemble
de particules notées par I'indice p distribuées dans I'espace. La vorticité notée @p(x)
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en chaque point de I’espace est une approximation du champ de vorticité initial :
wo(X) = Wo(x) =D wyb (x — x,)
p

oll oy, est la vorticité portée par la particule p et ¢ est la masse de Dirac. Numérique-
ment, il est nécessaire d’utiliser une représentation lisse du champ de vorticité, c’est
pourquoi la masse de Dirac est remplacée par une fonction cutoff (. régularisation
de la masse de Dirac telle que [°° (.(z) dz = 1. On peut par exemple utiliser une
exponentielle :

),

o8

1
r) = —e_(
() e\/T

Le champ de vorticité au fur et & mesure du temps est alors approximé par :
wx) ~o(x) =Y w( (x—x,). (1.26)
2

Le choix du paramétre e doit étre fait de telle maniére que le support des particules
se chevauche.

Les particules sont transportées par le fluides, ainsi leur vitesse est :

4%

7 = W= u(x,). (1.27)

L’équation de vorticité en 3D devient donc dans sa forme lagrangienne :

Dw
Dtp = (wp - V)u, + vAw,
et en 2D simplement :
Dw
Dtp = vAwy,.

Contrainte sur le pas de temps Les méthodes Lagrangiennes ne souffrent pas de
la condition CFL, comme les méthodes sur grille. On peut comprendre la condition
CFL sur I'équation de transport de maniére intuitive : si, physiquement, une onde
se déplace a une vitesse C', cette onde doit pouvoir se propager a la méme vitesse
sur la grille. Un schéma d’Euler explicite en temps sur une grille ne considérera que
le voisinage proche des points de discrétisation, le domaine de dépendance. Dans le
cas 1D, si au temps t I'onde se trouve au point y = x — 0tC, celle-ci se trouvera
physiquement au temps suivant ¢ + 0t en x. Sur une grille, il faut un certains temps
(nombre d’itérations) pour que 'onde soit transportée de y = z; jusqu’a x = ;44
(ot m; et x; représentent les points du maillage, séparés par £ > 0 points de
grille). Numériquement, la discrétisation de 'espace doit donc étre fonction de la
vitesse du transport, ou réciproquement le pas de temps adapté. Cette contrainte
n’apparait pas pour un traitement implicite de ’équation, ot tous les points du
domaine influent sur la solution en un point de grille.
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Dans un point de vue Lagrangien, cette équation est résolue implicitement par
le transport de la particule qui suit la caractéristique du champ de vitesse u. Malgré
cela, la déformation du « maillage »induit tout de méme une contrainte sur le pas de
temps. Effectivement, de maniére intuitive, on peut s’apercevoir que deux particules
ne peuvent se croiser, ce qui limite tout de méme le pas de temps en fonction de la
régularité du champ de vitesse.

En 1D, deux particules situées en y; et y, a l'instant ¢, telles que y;(t) < yo(?)
doivent conserver leur ordre aprés advection. Ainsi : y1(t + 0t) < ya(t + 0t), avec

yi(t + 0t) = y;(t) + ot u(yi(t),t) pouri={1,2}

pour le traitement explicite de ’équation de transport par un schéma d’Euler d’ordre

S ol

1. Aprés simplifications, nous obtenons la contrainte suivante : 0t <
2w — (u(ys) — u(y1)) /(y2 — y1) est approximation de la dérivée de la vitesse a
I'ordre 1.

La méthode particulaire est donc inconditionnellement stable pour une vitesse a
coefficient constant. Dans le cas d’une variation linéaire en fonction de x : u; 1 = au;
(avec u; = u(y;, t)), on a u; —u;y1 = (1 —a)u;. Posons a > 0 et u; > 0 (le cas opposé

est symétrique), nous obtenons alors deux conditions sur le pas de temps :

h
ot > ——— si a>1, ce qui est toujours vrai, et (1.28)
(1 —a)u;
h :
§t < —— —sia<l. (1.29)
(1 - a)u;

Dans le cas a = 1, le probléme est équivalent & considérer une vitesse constante.
Lorsque o — 0 (c¢’est-a-dire une décroissance exponentielle de la vitesse), I'équation
1.29 tend vers la condition CFL. Ceci signifie que, dans le cas d’une variation linéaire
de la vitesse en espace, la méthode particulaire est toujours meilleure, sur le critére
de la stabilité, que la résolution de I’équation de transport sur grille.

1} <

|[Viu|™! (avec j de 1 a N, et V; représente I'approximation du gradient a lordre 1).

O1u;

De maniére plus générale, dans un espace de dimension N : t < min {

J

Algorithme

L’algorithme utilisé dans les méthodes vortex en formulation Lagrangienne peut
se résumer de la maniére suivante : étant donné un champ de vorticité approximé
par un ensemble de particules portant une vorticité w,(t) sitée en x(¢) a l'instant ¢,
la vorticité a I'instant suivant est calculée ainsi :

1. calcul de la vitesse u, d'une particule,

2. calcul du membre de droite de I’équation de vorticité (étirement et diffusion) :
Dw
Dt

3. déplacement de la particule en x(t + 0t) et changement de sa vorticité en
w(t + dt).
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Calcul de la vitesse

Pour résoudre I’équation sur les particules, il est nécessaire de calculer la vitesse
en chaque particule. Pour cela, on utilise la loi de Biot-Savart 1.18 qui permet
d’obtenir la vitesse en chaque point de I'espace en fonction de la vorticité totale, et
dans notre cas spécifiquement en la position des particules :

u(x,) = u, = [ Kx, =) x w(y) dy.
qui, grace a 'équation 1.26 se réduit a une somme sur les particules :

u, = > K(x, — x,) X w,.
q

Comme précisé dans la partie 3.3, le noyau K est singulier au voisinage de 0,
numériquement il est donc nécessaire d’utiliser une version régularisée K. de ce
noyau et ainsi I’équation précédente devient :

u, = > K.(x, — %) X wy, (1.30)
q

ol on construit K., par exemple, par convolution avec une fonction cutoff régularisée

G :
K. = K*Csda

en dimension d, avec (.(x) = e7'( (x/¢) telle que [*2°(.(z)dz = 1. En pratique,
on prend le paramétre de régularisation € de l'ordre de la distance séparant les
particules. Je donnerai dans le chapitre 4 un exemple de noyau utilisé lors de ma
thése.

Il est important de noter qu’en présence d’obstacles, la condition au bord de
non pénétration de la vitesse implique I'ajout d’un potentiel présent sur la surface
de I'obstacle. Ce potentiel agit comme une couche de vorticité qui vient annuler la
vitesse normale du fluide sur I'obstacle. Je reviendrai sur ce principe dans une des
sous-parties ci-apres.

Coitit de I’algorithme [’algorithme pour le calcul de la vitesse posséde un coiit
quadratique car pour chaque particule il faut effectuer une somme sur I’ensemble
des particules existantes.

Etirement

Afin de calculer le terme d’étirement (w-V)u présent dans I’équation de vorticité
en 3D, il est nécessaire de calculer le gradient de la vitesse. Pour ce faire, on peut
choisir de dériver le noyau de Biot-Savart ou bien le noyau de régularisation des
particules, d’apres le produit de convolution de I’équation de Biot-Savart. L’'utilisa-
tion d’un schéma qui permette de conserver la circulation totale est important, par
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exemple, comme proposé dans [CKO00|. Sous sa forme conservative, 1’étirement est
V- (w®u) = (w-V)ut+u(V-w). Sur les particules, le schéma suivant est conservatif :

Dw, , (x) — )
Dt :Z(qu;_‘_upw])’ : ‘ (’Xp Xq,)?

Jq

ou I'exposant j désigne la j-iéme composante du vecteur, et sous I’hypothése que ¢
est symétrique.

Diffusion

En présence d’un fluide non parfait, il est nécessaire de résoudre 1’équation de
diffusion de la vorticité sur les particules :

Dw

D = = vAuw.
Il existe plusieurs méthodes pour ce faire, nous pouvons noter deux méthodes origi-
nales et basées sur différents points de vue : la méthode dite random walk et celle
nommeée Particle Strength Ezchange (PSE) (cf. [DMG89)).

La premiére méthode consiste a4 considérer la diffusion comme résultante d’un
mouvement Brownien au niveau des particules du fluide. Sur ce principe, un algo-
rithme de type fractionnaire est utilisé pour tout d’abord advecter les particules,
puis modifier la position de chaque particule selon une loi statistique adaptée, en
fonction de la viscosité du fluide.

La deuxiéme méthode quant a elle consiste a considérer la diffusion comme un
échange de vorticité entre les particules. Il est possible de réécrire 'opérateur de
diffusion en fonction d’un noyau 7 adapté et régularisé :

Acw(x) == [luly) = w)]nly - x)dy.
qui peut se traduire au niveau d’une particule a :

Acw, =2 Z WM (Xq — Xp)- (1.31)

Ainsi la diffusion peut étre aisément évaluée en chaque particule dans une maniére
similaire au calcul de la vitesse et de I'étirement. Le lecteur trouvera dans [PWST02,
CKO00,Pon06| (et dans leurs références) plus de détails sur la méthode PSE, y sont
fournis des exemples de noyaux pour la diffusion, sur les particules ou dans le cas
de méthodes hybrides, comme je I’expose dans la partie 4.6.

Conditions limites sur les tourbillons

Comme je I'ai évoqué précédemment, les conditions limites en formulation vortex
sont moins directes qu’en formulation vitesse. Par exemple, il n’existe pas de condi-
tion directe sur la vorticité ou la fonction courant pour imposer une vitesse nulle
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aux bords d’un obstacle. Trés naturellement, les méthodes vortex par particules sont
adaptées aux écoulements dans un milieu non borné (par exemple pour un gaz ou
I'intérieur d’un liquide) ou les conditions sur la vitesse sont connues a 'infini.

Pour des conditions périodiques, I'utilisation de cette méthode ne présente pas
de difficulté particuliere car il suffit simplement de bien considérer la position x, des
particules dans l'utilisation des noyaux présentés précédemment, en prenant bien
garde que celles-ci se répétent dans toutes les directions d’une boite périodique. Par
contre le cotlit algorithmique en devient plus élevé car il faut considérer une infi-
nité de particules dans toutes les directions. Néanmoins, il est possible de limiter
le nombre de particules répétées en fonction de leur distance a la boite initiale et
d’une certaine erreur acceptable.

Traiter des conditions de type mo-slip sur la vitesse aux bords d’un domaine est
bien plus complexe en formulation vortex particules qu’en formulation vitesse. En
effet, il n’existe pas de lien direct entre les conditions aux bords sur la vitesse et celles
sur la vorticité. Par contre, I’annulation de la vitesse aux bords peut étre obtenue par
I'introduction de vorticité a 'intérieur du domaine — vorticité qui viendra annuler
la vitesse de glissement — conjointement avec de bonnes conditions pour w. Une
méthode communément utilisée pour réaliser cette contrainte est la méthode dite des
panneauz. Celle-ci consiste a discrétiser les bords du domaine en une juxtaposition
de panneaux, lesquels vont générer une entrée de vorticité dans leur entourage (dans
I’épaisseur de la couche limite, cf. partie 2.4) afin de réduire la vitesse aux bords dans
le but de annuler. La figure 1.6 présente une représentation graphique de I'idée.

La vorticité générée est alors simplement ajoutée a la vorticité portée par les
particules, la difficulté étant de calculer I'intensité et l'orientation de ce flux de
vorticité. Cette solution est plus complexe en 3D qu’en 2D car la vorticité posséde
alors 3 composantes avec des conditions aux bords plus complexes sur w elle méme.
Nous verrons dans la partie 5 une nouvelle méthode, que j’'ai développé pendant ma
theése, permettant d’imposer la contrainte de non glissement sur la vitesse.
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FiGc. 1.6 TIllustration de la méthode de flux de vorticité qui permet d’annuler la
vitesse aux bords. A gauche la vitesse avec frotements, au centre la vitesse générée
par la vorticité ajoutée a l'intérieur du domaine et a droite le champ de vitesse
résultant.
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Difficultés et palliatifs

La contrainte majeure des méthodes vortex par particules est le cotit du calcul de
la vitesse en chaque particule. En effet, I’algorithme a une complexité quadratique
(en O(N?)) en le nombre de particules; coiit prohibitif lorsque ce dernier dépasse
le millier, en 3D ce nombre est rapidement atteint en présence d’un écoulement
moyennement turbulent. Cependant, des méthodes ont été développées afin de ré-
duire les temps de calcul. La méthode de « Fast Multipoles » (FMM) appliquée aux
méthodes vortex permet en effet d’effectuer le calcul des vitesses en O(NlogN) ou
méme O(N) par le regroupement hiérarchique des particules de vorticité en « pa-
quéts »interagissant les uns avec les autres. A petite distance, les interactions sont
calculées grace au noyau de Biot-Savart ; a longue distance, une simplification de ce
noyau permet d’obtenir une approximation de I'influence d’un paquét de particules.
L’erreur induite de cette approximation est connue et ainsi il est possible de décider
a quelle distance cette derniére est utilisée. La FMM permet ainsi de réduire grande-
ment le cott de calcul des vitesses sur les particules mais I'implémentation de cette
méthode est assez complexe (ceci étant di au découpage hiérarchique de I'espace)
et son utilisation dans le cas général en présence d’interactions fluide/structure la
complexifie encore plus.

Une autre difficulté rencontrée dans les méthodes vortex par particules est la
dispersion de ces derniéres au cours du temps. Les particules initialement (« bien »)
distribuées sont advectées par le fluide, et, par la nature de ce dernier, ne sont pas
garanties de rester convenablement réparties. Convenablement signifie ici que lorsque
des particules s’éloignent d’une distance beaucoup plus grande que 1’épaisseur € du
noyau, le fluide n’est plus bien représenté dans I'intervale entre celles-ci. FEgalement,
lorsque des particules se retrouve trés rapprochées, I’épaisseur du noyau devient trop
grande en comparaison de la distance pour fournir une bonne approximation de la
vorticité dans cette région du fluide. Pour pallier ce probléme, les méthodes dites de
remaillage (remeshing en anglais) permettent de conserver une distribution spatiale
des particules temporellement cohérente. Je détaillerai cette méthode de remaillage
dans la partie 4.6.

La prise en compte de conditions aux bords de type no-slip pour la vitesse est
ardue a mettre en oeuvre dans une formulation vorticité-particules. Cette difficulté
fait encore partie aujourd’hui des problémes étudiés dans les méthodes vortex, je
proposerai dans mes travaux une solution élégante et intuitive permettant d’obte-
nir des conditions aux bords sur des surfaces immergées, méthode qui peut étre
appliquée naturellement pour les bords dans un domaine fermé.

Pour contrecarrer les limitations et difficultés des méthodes vortex par particules
de vorticité, la méthode dite de Vortex In Cell (VIC) est fréquemment utilisée,
c’est sur cette derniére que mes travaux de thése sont basés. Je présente la méthode
VIC dans la partie suivante.
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4.6 Equation de Navier-Stokes en formulation vorticité : mé-
thode hybride particules/grille

Principe

Dans I'objectif de pallier les difficultés induites par 'utilisation de particules dans
la résolution des équations de Navier-Stokes en formulation vorticité, la méthode
des Vortex In Cell (VIC) (pour « vortex en cellule ») propose une alternative treés
intéressante tout aussi bien en temps de calcul qu’en gain de précision dans la
solution recherchée. Cette méthode consiste en 'utilisation conjointe de particules
et d’une grille eulérienne en bénéficiant des avatanges des deux représentations. La
grille sous-jacente aux particules permet de :

calculer les vitesses des particules de maniére rapide par 1'utilisation de solveurs
efficaces,

— conserver une répartition uniforme des particules de vorticité par une méthode

de remaillage,

et éventuellement de simplifier le calcul des termes de diffusion et d’étirement.
Sur ce principe, un algorithme simple est utilisé pour résoudre 1’équation de conser-
vation de vorticité a chaque pas de temps.

Algorithme

L’algorithme basé sur la méthode VIC permet de calculer I’évolution de la vor-
ticité en chaque particule tout en conservant une distribution convenable des par-
ticules. Je propose au lecteur de suivre en paralléle de chaque étape le schéma 1.7
fournissant un support visuel a la compréhension de I'algorithme. Soit, & un instant
t, un ensemble de particules situées aux positions x,(t) = X,, portant une vorticité
w(xp,t) = wp. Pour calculer la vorticité w(x*! ¢ 4 0t) = wit'. au pas de temps
suivant, une itération de ’algorithme est la suivante :

1. Calcul de la vitesse u” sur la grille & partir de w™.
Calcul de I'étirement sur la grille (en fonction de w” et u™).
Interpolation de la vitesse et de I’étirement sur les particules.

Advection des particules et intégration du terme d’étirement — x2 et W/ +1/2,

A

Remaillage : création de nouvelles particules basées sur la grille.

n+1

6. Diffusion sur la grille : w™t/2 — w"*! et donc Wit

Il est important de noter qu’ici est utilisée une méthode dite de splitting (décompo-
sition, ou fractionnaire en francais) de 1’équation de Navier-Stokes, similairement a
la résolution des équations de Navier-Stokes en formulation vitesse-Eulerien par la
méthode de Chorin, qui consiste ici a calculer les termes d’advection et d’étirement
(étapes 2 et 4) séparément du terme de diffusion (étape 6). La notation w™*'/2 cor-
respond a la valeur intermédiaire de la vorticité a la « demi itération »de la méthode
de splitting.. L.e schéma 1.7 présente une illustration des différentes étapes de 1’al-
gorithme. Je détaille dans les parties suivantes les étapes principales de 'algorithme
dans un ordre facilitant la compréhension.
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(a) Initilisation. (b) Calcul de la vitesse et de
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(c) Interpolation. (d) Advection et intégration
de I'étirement.
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(e) Remaillage. (f) Diffusion.

Fic. 1.7  Algorithme utilisé pour la méthode des Vortex-In-Cells, coupe 2D. Les
cercles rouges représentent la vorticité sur la grille, les ronds verts la vorticité portée
par les particules. Dans la phase de remaillage, des particules ne sont créées que
pour une vorticité assez grande. Il apparait clairement l'intérét de 'utilisation des
particules avec la localisation des calculs pour 'advection.

Il est important de noter ces quelques points : il est possible d’utiliser une mé-
thode purement particulaire de type PSE pour le calcul de la diffusion, notamment
si le remaillage n’est pas effectué a chaque pas de temps. Les schémas PSE peuvent
étre adaptés sur une grille afin de bénéficier d'une plus grande rapidité de calcul,
comme nous le verrons par la suite. Dans ce cas particulier, la méthode PSE peut
étre vue comme une méthode de différences finies. Un des avantages de traiter la
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diffusion sur la grille est qu’il est possible de la résoudre de maniére implicite, ce qui
permet de ne pas contraindre le pas de temps pour des viscosités importantes.

Remaillage

Comme je l'ai expliqué dans la partie 4.2, résoudre les équations de Navier-
Stokes dans une description Lagrangienne peut entrainer plusieurs désavantages,
notamment la déformation du maillage transporté par le fluide peut entrainer de
fortes distortions. Il en va de méme pour les équations de Navier-Stokes en for-
mulation vorticité car les particules sont transportées par le fluide. LLes méthodes
de remaillage permette de régulariser le maillage lorsque la déformation est trop
importante. Remailler & chaque pas de temps permet de simplifier grandement les
calculs en donnant la possibilité d’effectuer les calculs cotiteux sur les particules en
projetant la vorticité sur la grille. Ainsi, le calcul de la vitesse, de la diffusion et de
I’étirement sont effectués sur la grille.

Etant donné un ensemble de N particules situées aux positions x,, nous souhai-
tons créer M nouvelles particules en de nouveaux points de l'espace y, (basés sur la
grille eulérienne) en conservant la vorticité globale. Pour cela, nous nous basons sur
I’équation 1.26 définissant le champ de vorticité en chaque point de I’espace. Utiliser
directement cette équation pour calculer la vorticité @(y,) posséde deux désavan-
tages. Tout d’abord ce calcul a un cott algorithmique en O(N M) car pour chaque
nouvelle particule il faut effectuer N sommes. Deuxiémement, cette formulation ne
permet pas de décider aisément de I’endroit o créer les nouvelles particules telles
que la vorticité soit correctement conservée.

L’utilisation d’une grille sous-jacente aux particules posséde deux intéréts : la
répartition uniforme des nouvelles particules est assurée car elles seront basées sur
les noeuds de la grille Eulerienne et il est facile de savoir & quel endroit celles-ci
doivent étre créées. En effet, nous avons défini les particules de vorticités comme
possédant un support de taille ¢ (de I'ordre de h, la distance entre deux points de
grille), il est ainsi possible de définir une approximation de la fonction cutoff pour
localiser la vorticité autour de la position de la particule, la localisation étant de
quelques points de grille autour de la position de I'ancienne particule.

Une fonction d’interpolation a support limité est donc utilisée pour « distribuer
»la totalité de la vorticité d'une particule sur un ensemble de nouvelles particules.
Le choix de la fonction d’interpolation doit étre rigoureusement effectué dans le but
de conserver les propriétés dynamiques du fluide. Il existe plusieurs fonctions d’in-
terpolations utilisées dans les méthodes vortex, pour ne pas surcharger le manuscrit,
je les présenterai dans le chapitre 4 dans lequel je détaille le schéma principal que
j’ai utilisé au cours de ma thése.

Diffusion

Aprés I'étape de remaillage, de nouvelles particules ont été créées basées sur
les noeuds d’une grille eulérienne. L’étape suivante de diffusion peut maintenant
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étre simplifiée (en comparaison de la méthode sur les particules) via 'utilisation de
méthodes existantes de résolution d’équations de diffusion ou bien par une approxi-
mation de I'équation 1.31.

L’opération de splitting de I’équation de vorticité consiste a résoudre séparément la
diffusion du reste de la partie droite de I’équation de vorticité qui est présentée dans
les prochaines parties. La partie diffusion de la méthode de splitting se résume donc
a résoudre :

ow
— = vAw,
ot
sur la grille ou sur les particules. Sur la grille, il est possible de résoudre cette

équation de maniére explicite :
wnJrl _ wn+1/2 + (StI/AwnJrl/Q

(ot rappelons que w™*'/2 est la vorticité issue de la premiére partie du splitting) ou
bien implicite :
wnJrl _ wn+1/2 + (5tyAw”“

de maniére similaire a ce qui a été présenté dans la discussion sur la diffusion de la
vitesse.

Il est aussi envisageable d’appliquer une méthode de type PSE en tirant avantage

de la présence de la vorticité sur la grille. Comme les particules sont réparties unifor-
mément sur celle-ci, il est possible d’accélérer le calcul des méthodes PSE (de coit
algorithmique O(N?)) en utilisant un noyau 7. adapté. En effet, le support du noyau
étant limité en fonction de I'épaisseur €, une approximation permet de ne diffuser la
vorticité que dans un proche voisinage, de 'ordre de ¢, autour d’'une particule. Par
exemple, on peut considérer le voisinage direct — c’est-a-dire a une distance de h —
d’une particule, soit 26 particules en 3D, et appliquer ainsi I'opérateur de diffusion
en chaque particule pour un cotit minimal en O(N).
Il est important de noter que la premiére (équation de la chaleur en explicite) et
troisiéme méthode (PSE) sont contraints par une condition de stabilité sur pas de
temps : 6t < h?/v, alors que le traitement implicite de la diffusion ne posséde pas
cette contrainte. Malheureusement, le cotit de résolution de I’équation implicite est
beaucoup plus élevé qu’en explicite car la méthode revient a inverser une matrice
(éparse) de taille M? o M est le nombre de points de grille au total. C’est pourquoi
pour des valeur de viscosités v faibles, I'utilisation de la méthode PSE est plus per-
formante que les deux autres méthodes car elle est moins cotiteuse que la méthode
explicite sur la grille, particulierement lorsque le nombre de particules est faible en
comparaison du nombre de points de grille.

Calcul de la vitesse

Sur la grille, le calcul de la vitesse peut étre effectué rapidement a l'aide de
la fonction courant, en évitant d’utiliser un algorithme de cotit quadratique sur
les particules. Il suffit pour ce faire de résoudre I’équation de Poisson 1.16 sur la
fonction courant . Un solveur de type FishPack permet de résoudre rapidement
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cette équation avec des conditions aux bords adaptées aux conditions limites désirées
pour le fluide (je reviendrai sur ce probléme dans une des sous parties suivantes).
Une fois la fonction courant obtenue, il convient de calculer la vitesse u grace a
I’équation 1.15 et a 'aide de schémas de différences finies sur la grille. Ainsi la
vitesse est connue en chaque point de discrétisation de 'espace occupé par le fluide,
ce qui nous permet pour la suite de calculer I'étirement et d’attribuer a chaque
particule de vorticité la vitesse du point de grille sur lequel elle « repose »a la suite
du remaillage.

Le lecteur pourra soulever le fait que par cette méthode, la vitesse est calculée en
tous les points du maillage, ce qui n’est pas nécessaire dans une formulation vorticité-
particules. Deux éléments importants permettent de répondre a cette objection :

le coiit de la résolution numérique des équation 1.16 et 1.15 est beaucoup plus
faible sur une grille (O(NlogN)) que la résolution de 'équation de Biot-Savart
sur les particules (O(N?)) lorsque le nombre de particules devient important
dans le domaine de calcul, ce qui est fréquent lors de la simulation d’écoule-
ments turbulents,
nous verrons par la suite que la vitesse dans tout le domaine est trés souvent né-
cessaire dans les applications qui nous intéressent (interactions fluides/gaz/solides)
car des équations de transport — de densité et d’interface par exemple, cf
chapitre 2 — complémentent 1’équation sur la vorticité, la localisation des
grandeurs & transporter n’étant pas nécessairement la méme.
C’est pour ces raisons que la méthode VIC est aujourd’hui fréquemment adoptée
dans la résolution des équations de Navier-Stokes en formulation vorticité.

Etirement

Nous pouvons aussi profiter de 'avantage de la grille Eulerienne sous-jacente aux
particules pour calculer I'étirement de maniére efficace. Pour ce faire, nous optons
pour un schéma sur la grille dans lequel nous considérons I’étirement sous sa forme
conservative :

Vi(w®u)=(w-V)u+uV-w

Il est important, d’utiliser un schéma conservatif car en pratique la solénoidalité de
la vorticité n’est pas assurée numériquement. Ainsi le terme d’étirement est calculé
simplement par différences finies sur la grille, ce qui réduit d’autant plus le cotit du
calcul.

Conditions aux bords

Comme je 'ai présenté dans la partie concernant la méthode vortex par parti-
cule (cf. 4.5), les conditions aux bords de type no-slip pour la vorticité sont plus
complexes que dans une formulation vitesse et nécessite d’étre traitées avec grand
soin. LLa méthode des Vortex-In-Cells permet de simplifier la prise en compte de ces
conditions aux bords pour le calcul de la vitesse. En effet, il est possible de traiter
trés naturellement la périodicité dans une grille Eulerienne via un solveur adapté
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(par transformée de Fourier par exemple) pour résoudre 1’équation de Poisson sur
1. Concernant les conditions aux bords de type no-slip, la tache est plus ardue : il
n’est pas possible d'imposer directement cette condition via la vorticité et la fonction
courant ; I'utilisation d’algorithmes de type flux de vorticité est a envisager dans ce
cas.

Cependant, il est aisé d’imposer des conditions de glissement et non pénétration
de type no-through par simple dérivation de la fonction courant. Plagons nous dans
le cas d'une paroie statique en z = 0 et dans un domaine ot le fluide évolue dans le
demi espace x € {(z,y, 2) | z > 0}. Effectivement, pour obtenir une vitesse normale
nulle au bord

u-nly, =0
c’est-a-dire uz = 0, il suffit de reprendre la définition de la vitesse grace a la fonction
courant : u = V X 9 et d’en extraire la troisiéme composante :

Oty Oth

us = — — =L .

ox oy

Ainsi, une solution simple consiste a prendre une valeur constante pour les premiéres
et deuxiémes composantes de la fonction courant sur le bord z = 0, I’équation pré-
cédente est satisfaite. Nous pouvons prendre les conditions de Dirichlet homogénes
1 = 1o = 0 car la fonction courant peut étre définie a une constante prés, pour
la raison que nous en prenons le rotationnel afin d’obtenir u. Il est nécessaire de
fournir la condition au bord pour la troisiéme composante de la fonction courant,
orthogonale a la paroie. Je rappelle ici que la fonction courant doit étre solénoidale :
V.= % + 68—127 + % = 0, nous pouvons donc en déduire qu’avec les conditions
précédemment imposées, la variation de la composante tangeante de 1) sur la paroie
doit étre nulle, 7e. 94s — () qui nous fournit une condition de Neumann homogéne

0z
complétant ainsi le systéme.

Limitations

Nous venons de voir que la méthode hybride des VIC avec remaillage permet un
gain sur le temps de calcul non négligeable pour le calcul de la vitesse, entre autre.
Cependant, en comparaison des méthodes en formulation ou la projection de la
vitesse pour assurer I'incompressibilité demande la résolution d’une unique équation
de Poisson, en 3D cette méthode vortex demande la résolution de trois équations de
Poisson pour la fonction courant. D’un autre coté, elle permet de traiter de maniére
simple I’équation de transport de la vorticité par la méthode particulaire, et, du fait
de la localisation des tourbillons, les calculs sont focalisés 1a o1 se trouve la vorticité.
La résolution des équations en formulation vitesse nécessite quant a elle des calculs en
chaque point de grille, pouvant ainsi accumuler des erreurs numériques aux endroits
ou la méthode vortex n’en commettra pas du fait de ’absence de particules.

Les conditions aux bords sont, en méthode vortex, un probléme complexe encore
largement étudié. Nous verrons dans le chapitre 5 la méthode que je propose dans le
but de palier ces difficultés pour la prise en compte des interactions entre un fluide
et des obstacles fixes ou soumis aux forces hydrodynamiques.
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5 Méthodes pour la simulation de fluides incom-
pressibles en synthése d’images

Je présente dans cette partie quelques exemples choisis de méthodes pour la
simulation de fluides dans le cadre de la synthése d’images. Cet apercu des méthodes
existantes n’est pas destinée a étre exhaustif, pour une bibliographie plus compléte, le
lecteur pourra consulter la thése [Gén06| proposant un état de 'art plus complet des
méthodes développées. J’ai choisi les articles suivants pour leur approche voisine de
celle que j’ai adoptée dans ma thése, une méthode hybride Eulerienne-Lagrangienne
par particules de vorticité.

5.1 Formulation vitesse
Stable Fluids : un méthode rapide et stable

En 1999, Jos Stam [Sta99| est le premier a proposer une méthode rapide et
stable pour le calcul 2D et 3D des équations de Navier-Stokes. La technique est
basée sur une implémentation rapide de la projection de la vitesse du fluide, par
I'implémentation d’un algorithme de transformée de Fourier rapide. La stabilité de
la résolution des équations est assurée par la méthode des caractéristiques (ou semi-
Lagrangienne) pour le calcul du terme non linéaire de I’équation de conservation de
mouvement. Ainsi, les résultats obtenus dans cet article ont été les premiers a offrir
un réalisme important pour un temps de calcul interactif, pour des discrétisations
pouvant atteindre 30° points de grille. La figure 1.8 montre des images de simulations
de fumée proposées par 'auteur. La méthode des caractéristiques est aujourd’hui
acceptée, en synthése d’images, comme une avancée majeure dans le domaine de
I’animation de fluide; elle est toujours utilisée dans les articles actuels. Par contre,
I'interpolation du champ de vitesse lors de la phase semi-Lagrangienne induit un
lissage du champ de vitesse. En comparaison, une méthode purement particulaire ne
souffre pas de ces erreurs réduisant I’aspect turbulent d’un écoulement car I’équation
de transport y est résolue directement sur les particules.

-

Fi1Gc. 1.8 Simulation stable et efficace de fumée par la méthode Stable Fluids en
1999. Tmages extraites de [Sta99].
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Particules de vorticité

Dans I'article [SRF05], Selle et al. proposent d’utiliser une méthode hybride o1,
en plus du calcul des vitesses sur une grille, sont ajoutées des particules de vorticité
interagissant. Les auteurs argumentent que la méthode semi-Lagrangienne pour le
calcul de la convection induit une perte de la turbulence aux petites échelles. Ils
proposent ainsi de « récupérer »ces perturbations via l'introduction de particules
de vorticité localisées, comme une force extérieure a 1’équation de conservation du
mouvement. La force ajoutée a la vitesse est f = c¢hIN X w ol € est un parameétre
de controle de l'intensité du vortex, h le pas d’espace, N = V|w|/| V|w| | et w est la
vorticité portée par la particule. L’équation de conservation du mouvement est alors
résolue sur la grille pour la vitesse et en formulation vorticité sur les particules, puis,
a chaque itération, la vorticité est reintroduite dans le fluide.

Cette solution ad hoc s’éloigne énormément du comportement physique réel du
fluide et introduit un couplage incorrect entre vitesse et vorticité, qui n’a pas lieu
d’étre. De plus, la stabilité de la méthode n’est pas assurée et c’est a 'animateur
de choisir des paramétres adaptés afin de minimiser les erreurs introduites par la
méthode tout en lui permettant d’obtenir un résultat plus turbulent localement
au niveau des particules. Les détails sur la répartition et l'initialisation de celles-ci
ne sont pas donnés. Les résultats obtenus avec cette méthode montre néanmoins
que les auteurs réussissent a « redynamiser »1’écoulement du fluide, ce qui est un
critére important en synthése d’images. Je montre dans la figure 1.9 des images de
simulation de fumée issues de I’article [SRF05]; leur méthode a été aussi appliquée
sur la simulation de fluides & deux phases.

La méthode que j’ai adoptée dans ma thése, basée sur une formulation purement
vortex de I'équation de Navier-Stokes, est quant a elle physiquement correcte et
donne des résultats aussi convaincants avec une résolution purement particulaire ou
bien hybride, comme nous le verrons dans le chapitre 4.

Fic. 1.9 — Evolution d’un nuage de fumée par la méthodes de Selle et al. . La
simulation est calculée dans une boite de taille 180 x 260 x 180 avec 6000 particules
de vorticité pour ajouter de la turbulence. Tmage tirée de [SRF05].

50 5. METHODES POUR LA SIMULATION DE FLUIDES INCOMPRESSIBLES EN
SYNTHESE D'IMAGES



CHAPITRE 1. MODELES D’ECOULEMENTS ET RESOLUTION NUMERIQUE

5.2 Meéthode de type ALE et maillages dynamiques

Dans leurs articles [FOC105, KFCOO06|, Klingner, Feldman et al. adoptent le
choix d’une méthode de type ALE pour la simulation d’interactions entre fluides
et solides rigides et déformables. L’espace occupé par le fluide est maillé en 3D
par des tétraédres, en profitant de mailleurs 3D rapides (¢f. [ACSYDO05|) qu’ils
utilisent a chaque pas de temps afin de créer un nouveau maillage en évitant les
problémes pouvant apparaitre en utilisant une structure statique mais dont les
points bougent — pouvant entrainer des incohérences et une mauvaise discrétisation
lors de grandes déformations. Le maillage est adapté, ici raffiné, en fonction de
certains critéres : distance aux différentes surfaces (liquide-gaz, fluide-solide) ot sont
nécessaires une plus grande précision ou la turbulence par exemple.

Les opérateurs discrets sont définis a l'intérieur des cellules tétraédriques (se
référer a larticle |[KFCOO06| pour plus de détails) et la convection est traitée par
une méthode de type semi-Lagrangienne (cf. 4.3), mais d’'une maniére particuliére :
les vitesses ne sont pas interpolées sur les noeuds du maillage entre un pas de temps
et le suivant mais sont directement obtenues via la méthode semi-Lagrangienne.
Soient M™ et M™"! lest maillages au temps ndt et (n + 1)dt respectivement, sur le
maillage M™ sont stockées les vitesses u”. L'idée premiére consisterait a interpoler
les valeurs u™ sur le maillage M™! et de résoudre I'équation de Navier-Stokes a
partir de cette solution. Les auteurs utilisent plutot la phase de traitement du terme
convectif afin d’éviter d’effectuer cette opération, ainsi I'étape semi-Lagrangienne
est effectuée directement sur le maillage précédent a partir des positions x"*! des
noeuds du maillage au temps (n + 1)dt; la figure 1.10 montre une représentation
graphique de la méthode.

Fi1G. 1.10 Maillage dynamique et traitement de la convection : la vitesse au niveau
du point x au temps ¢ dans le nouveau maillage (figure de gauche) est la vitesse située
au point x" interpolée dans le maillage précédent (figure de droite). La méthode des
caractéristiques est adoptée pour obtenir x’ = s(x(t), ).

Les auteurs soutiennent que cette méthode n’introduit pas de lissage supplémen-
taire du fait qu’ils ne projétent pas la vitesse sur le maillage au pas temps suivant.
Néanmoins, le fait d’interpoler la vitesse a l'intérieur du maillage précédent du
fait de la non concordance des sommets du maillage — introduit indubitablement
un lissage supplémentaire a la phase semi-Lagrangienne.
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La difficulté principale de cette formulation de type ALE basée sur des tétraédres
est d’obtenir et conserver une discrétisation correcte du domaine de simulation, pro-
bléme complexe, notamment lors de la présence de paroies en interaction avec le
fluide. La tache est d’autant plus ardue que la forme des bords est arbitraire si on
veut intégrer par exemple des solides de forme quelconque. Afin de coller au mieux
a ceux-ci, les auteurs projétent les noeuds du maillage du fluide sur les bords, ce
qui peut entrainer des problémes de discrétisation : trous ou chevauchement des
éléments ; ce souci peut alors rendre incorrecte la résolution des équations. De plus,
le fait que le maillage soit généré de maniére dynamique & chaque pas de temps
rend difficile toute étude précise des schémas numeériques, point non adressé par les
auteurs. Néanmoins, les résultats obtenus par cette méthode sont convaincants, prin-
cipalement du fait de I'adaptativité du maillage plus précis aux endroits de fortes
turbulences, mais que le coiit de calcul nécessaire est important, de I'ordre de la
minute pour 100.000 éléments, soit I’équivalent d’une grille réguliére de taille 473 ;
nous verrons aux chapitres 4 et 5 que par une méthode hybride de Vortex In Cell,
nous pouvons obtenir des temps de calcul beaucoup plus attrayants pour une qualité
tout aussi intéressante.

Je reviendrai sur cette méthode dans le troisiéme chapitre car dans ces articles est
aussi proposée une technique pour l'interaction du fluide avec des obstacles solides
ou déformables.

5.3 Formulation vitesse par méthode particulaire

L’animation de fluides en synthése d’images s’est toujours beaucoup intéressée
a la représentation particulaire du fluide. Effectivement, cette représentation, ou
les particules peuvent étre considérées comme des bouts de matiére, apparait trés
naturelle et simple & manipuler que lorsque les quantités sont discrétisées sur une
grille. De plus, comme les particules peuvent étre aisément concentrées spatialement
aux endroits de grande importance : visuellement au niveau d’une interface entre
liquide et gaz par exemple. Méme si numériquement cette non uniformité de la
discrétisation peut poser des problémes, elle est un atout pour I'animation de par
son intuitivité.

Mais, comme nous le verrons, cette représentation ne permet pas de résoudre
exactement la contrainte d’incompressibilité qui est une des propriétés les plus im-
portantes des fluides usuels. Dans ces formulations basées sur la vitesse, il est im-
portant de discrétiser la totalité du domaine occupé par le(s) fluides ~ méme si en
pratique, dans le cadre de fluides a deux phases, seulement les liquides sont discréti-
sés — et, malgré la possibilité d’adaptativité spatiale des particules (c¢f. [APKGO7],
par exemple), ceci peut rendre le coiit des calculs important. En comparaison, les
méthodes vortex par particules permettent d’implicitement résoudre la contrainte
d’incompressibilité tout en focalisant la présence des points de discrétisation la ou
il est le plus important : a l'interface entre deux fluides et aux endroits de forte
turbulence.
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Smoothed Particle Hydrodynamics

Dans la famille des méthodes de résolution des équations de Navier-Stokes par
particule, les Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) ont toujours été trés at-
trayantes en synthése d’images. En effet, elles permettent de simuler simplement
des milieux trés déformables, tels que les liquides, tout en proposant une représen-
tation par particules faciles a manipuler, sans se contraindre & une discrétisation
réguliére de 'espace par une grille. Cette méthode a permis d’obtenir des anima-
tions réalistes de fluides en interaction avec divers objets, oi, la plupart du temps,
sont considérées des forces de répulsion entre les paroies des solides rigides ou dé-
formables. Ces forces s’intégrent naturellement dans des modéles traditionnels pour
I’animations de solides, ce qui en fait un avantage important.

Les premiers travaux notables en SPH dans le domaine de 'animation [DG96,
SAC™99| ont permis I'animation rapide de milieux visqueux et de fluides, en profitant
d’une représentation implicite de la surface d’un liquide portée par les particules —
je reviendrai plus en détails sur la notion d’interface entre deux phases dans le
chapitre suivant.

Reprise dans les travaux récents [MCGO03, MSKGO05, CBP05, APKGO7|, la mé-
thode de base permet de résoudre 1’équation de Navier-Stokes incompressible en
évaluant le gradient de pression sur les particules afin de les déplacer pour approcher
la contrainte d’incompressibilité. Ceci est effectué par le biais d’une force ajoutée
aux particules, en fonction de la variation locale de densité obtenue par le champ
lissé de la densité p décrit par les particules :

p(x) = ijW(X—Xj,h) (1.32)

ol m; représente la masse de la particule j et W(x — x;, h) représente le noyau
d’interpolation de support h. Dans le cas d'un fluide incompressible, cette densité
doit rester constante en chaque point du fluide. D’aprés [DG96, MCG03, CBP05,
APKGOT7], la masse d'une particule étant constante, la variation de pression due a
I'incompressibilité peut se calculer par :

gbressure _ —Vp(x;) = — ij%w(xi — X, h) (1.33)
j J

ou la pression p en chaque particule est données par

p(xi) =k (p(xi) — po) = k (p(x:) — po)

oll pg est la densité de la particule au temps t = 0 et k un coefficient dépendant de la
nature du gaz. Une version symétrisée de cette équation est proposée dans [MCGO3|.
En pratique, intégrer ’équation 1.33 dans un schéma d’Euler traditionnel pour faire
avancer les particules, ne permet pas d’assurer I'incompressibilité ; une méthode de
relaxation est donc appliquée afin de repositionner les particules et minimiser la
compression. Ces méthodes permettent d’approximer la contrainte d’incompressibi-
lité, mais elles sont loin d’y parvenir de maniére aussi précise qu’avec les méthodes

5. METHODES POUR LA SIMULATION DE FLUIDES INCOMPRESSIBLES EN 53
SYNTHESE D’IMAGES



CHAPITRE 1. MODELES D’ECOULEMENTS ET RESOLUTION NUMERIQUE

traditionnelles sur grille, et demandent un effort de calcul supplémentaire via des
algorithmes coiiteux d’échange particulaire en O(N?). De plus, 'argument statuant
que la masse m; = p;v; d’'une particule est constante est erroné puisque la densité
est le volume sont soumis aux équations de transport en fluide compressible :

dp

ov
Ejt(u-V)p:—pV-uet Ejt(u-V)v:—vV-u,

car en pratique V -u n’est pas nul, ce qui peut poser des problémes supplémentaires
numériquement.

D’autre part, I'influence de particules éloignées est négligée dans la résolution
des équations. Ceci permet, par un découpage efficace de l'espace, de réduire dras-
tiquement le coiit des calculs, tout en en réduisant la qualité.

Les méthodes SPH définies dans ces articles sont des alternatives aux méthodes
plus traditionnelles pour la simulation de fluide, particuliérement adaptées pour des
problémes ot la rapidité, 'aspect dynamique et visuel du fluide son prépondérants,
face a la précision et a la correction des équations résolues.

Particle-Based Simulation of Fluids

Dans 'article [PTB103], Premoze et al. ont adapté la méthode des Moving Par-
ticles Semi-implicit (MPS) [KTO96|, similaire aux méthodes SPH et permettant
d’imposer plus directement la contrainte d’incompressibilité, dans le méme principe
que méthode de projection. La vitesse au pas de temps suivant est calculée par un
algorithme de type fractionnaire, o tout d’abord une vitesse violant la contrainte
d’incompressibilité est calculée, sur les particules :

at
u =u"+ ;(,uAu” + pg). (1.34)

Afin de projeter ce champ de vitesse sur un champ a divergence nulle, les auteurs
résolvent I’équation

(), = L=t (1.35)

ou ng est la densité de particules initiale, et
(n"); =2 _W(x; —xi)
J#i
est la densité de particules autour de la particule ¢ aprés advection par la vitesse u*.
[.’équation 1.35 est issue de la contrainte d’incompressibilité écrite sous la forme :

1 (n*), — ng

<VU>ZE Un

Une fois la pression obtenue, celle-ci vient corriger la vitesse :

un+1 — l,l* . —<Ap>
P i
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Le calcul de la pression en chaque particule nécessite I'inversion d’une matrice creuse
et symétrique, ressemblant & celle utilisée en différences finies pour le méme pro-
bléeme.

La méthode utilisée est une bonne alternative aux méthodes proposées précé-
demment pour les formulations SPH, car elle permet d’imposer plus proprement la
contrainte d’incompressibilité. Néanmoins elle souffre de deux désavantages impor-
tants : I’absence de controéle direct sur la position des particules peut amener a une
mauvaise distribution de celle-ci au cours du temps, et nécessiterait une méthode de
type remaillage afin de palier ce probléme. Secondement, cette formulation vitesse
nécessite tout de méme une importante discrétisation de I'espace afin d’approcher au
mieux le champ de vitesse =~ méme en I’absence de turbulences  et, a la différence
des méthodes vortex ot la vorticité est localisée, la vitesse est présente partout.

5.4 Meéthodes de vortex

En synthése d’images, la vorticité comme brique de base pour la simulation
de fluides a rarement été considérée. Souvent mise de coté du fait de l'apparente
complexité de la résolution des équations, principalement pour le calcul de la vitesse,
cette formulation a tout de méme été introduite dans le domaine par Gamito et
al. [GLG95] dés 1995. Leur article présente une méthode pour la simulation de fumée
en 2D par la résolution de I'équation de conservation de la vorticité sur une grille
Eulerienne. Je m’intéresse ici plus particuliérement aux deux articles récemment
publiés pour la simulation de gaz par méthodes vortex.

Filaments de vorticité

Angelidis et al. [AN05| proposent dans leur article d’'utiliser les propriétés des
filaments de vorticité afin de simuler efficacement le mouvement d’un gaz et sa visua-
lisation par particules de fumée. Ces travaux se concentrent donc particuliérement
sur la simulation d’anneaux de vorticité 1D. Physiquement, ces filaments naissent
de I'aspect turbulent du fluide et sont transportés par celui-ci. Sur ces filaments, la
circulation est constante et, de plus, elle est conservée au cours du temps. Cette pro-
priété est vraie dans le cas non visqueux ot la circulation n’est pas dissipée dans son
entourage ; le cas des gaz turbulents étudiés en synthése d’images permet de négliger
I’aspect visqueux afin d’obtenir les animations les plus dynamiques possibles. Ainsi,
sous la supposition que les filaments sont conservés au cours du temps, les auteurs
proposent une technique pour calculer efficacement la vitesse en chaque point de
I’espace, allant méme jusqu’a adopter une description multi-échelle adaptative des
filaments.

Ces primitives sont alors la base d’'une méthode pratique et facilement manipu-
lable par un animateur pour simuler en temps réel les mouvements « simples »
dans le sens que le mouvement est défini par des primitives simples, cas particuliers
du probléme 3D plus général — d’un fluide, tout en fournissant un résultat visuel
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intéressant et trés dynamique. De surcroit, la méthode se préte trés bien a des condi-
tions aux bords dans un domaine non borné, ce qui peut étre intéressant dans de
nombreuses applications, comme dans les jeux vidéos par exemple.

FiGc. 1.11  Exemple de simulation de fumée par filaments de vorticité, en temps
réel. Images extraites de [AN05].

Fi1G. 1.12 Exemple de simulation de fumée par particules de vorticité, en temps
réel. Images extraites de [PK05].

Particules de vorticité

Dans l'article [PKO05|, Park et al. appliquent la méthode de vortex par parti-
cules aussi pour la simulation de gaz. L.a méthode est essentiellement telle que je
I’ai expliqué en partie 4.5. Les auteurs ont utilis¢ une méthode de regroupement
des particules afin d’accélerer les calculs, permettant ainsi d’avoir une simulation
de fluide 3D efficace, méme pour un nombre important de points de discrétisation.
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En comparaison des méthodes SPH, cette représentation permet de résoudre im-
plicitement la contrainte d’incompressibilité sur la vitesse tout en ne souffrant pas
de la dissipation, due au traitement de la convection, présente dans les méthodes
sur grille. Malheureusement, la répartition spatiale des particules reste un probléme
important qui peut étre palié par une méthode de remaillage.

Mes travaux de thése sont orientés autour de cette idée de résolution de I’équation
de vorticité sur des particules, tout en bénéficiant des avantages fournis par 1'utili-
sation d’une grille sous-jacente (méthode VIC) et d’'une technique de remaillage afin
de controler la bonne distribution des points de discrétisation.

6 Bilan du chapitre

Nous venons de voir dans ce chapitre les équations décrivant le mouvement d’un
fluide incompressible, ainsi que les différents type de discrétisation pour la résolu-
tion numérique de celles-ci. Je me suis principalement intéressé aux méthodes basées
sur des grilles Euleriennes et des particules Lagrangiennes. Ces derniéres proposent
une alternative attirante aux techniques sur grille car, entre autre, I’équation d’ad-
vection est résolue implicitement par le transport des particules, réduisant ainsi la
complexité du probléme en évitant de calculer explicitement le terme non linéaire de
I’équation de Navier-Stokes. L.es méthodes particulaires couplées aux techniques de
type remaillage permettent de palier les problémes usuellement rencontrés en simu-
lation de fluide par particule : la mauvaise répartition des points de discrétisation
lorsque le fluide est turbulent.

Les problémes principaux rencontrés dans le domaine de la synthése d’image pour
la simulation de fluides sont la difficulté a maintenir un mouvement dynamique le
calcul de la convection par la méthode semi-Lagrangienne couramment usitée dissipe
une partie de la vitesse importante pour les turbulences —, la complexité et le coiit
des équations a résoudre. Nous avons pu voir, dans les articles [AN05, PK05|, que
la formulation vortex offre aujourd’hui au domaine un point de vue différent et ef-
ficace pour la résolution des équations de Navier-Stokes, pour la simulation de fumée.

La formulation vortex de I’équation de Navier-Stokes posséde plusieurs intéréts
importants en comparaison de la formulation vitesse. Tout d’abord, la grandeur
étudiée représente directement les zones turbulentes du fluide, ce qui est un critére
important en synthése d’images car c’est en ces endroits que les phénoménes vi-
suels (et physiques) sont les plus intéressants. Puis, 'aspect localisé des tourbillons
permet d’utiliser une discrétisation moins dense du domaine tout en permettant de
calculer la vitesse dans tout I’espace. par définition, le champ de vitesse calculé a
partir de la vorticité est a divergence nulle ; aucune projection n’est nécessaire pour
assurer cette contrainte. Dans le cas 2D, pour un fluide non visqueux, I'équation
de conservation du tourbillon se résume au transport de celui-ci, ce qui, dans une
représentation particulaire, est traité sans erreur. En 3D, en présence de viscosité,
I’équation comporte un terme d’étirement et de diffusion; le nombre de points de
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discrétisation augmente aussi de maniére conséquente, et ainsi, les méthodes pure-
ment particulaires peuvent s’avérer trés coiiteuses. Cette difficulté est contournée
par les méthodes hybrides ou la vitesse (et possiblement I’étirement et la diffusion)
est calculée sur une grille Eulerienne afin de bénéficier d’algorithmes rapides. Dans
mes travaux, c¢’est la méthode des Vortex In Cell, couplée avec une technique de
remaillage précis des particules, que j’ai choisi d’adapter.

Dans le chapitre suivant, je présenterai les techniques couramment employées
pour la simulation de fluides & plusieurs phases, séparées par une frontiére libre. Ce
probléme est plus complexe que dans le cas d’un fluide monophasique, car il demande
I’adaptation de ’équation de Navier-Stokes en présence d’'une variation de densité
et de viscosité. Il est alors aussi nécessaire d’advecter ces quantités avec le fluide, des
méthodes de transport d’interface sont alors couplées a 1’équation de conservation
de la quantité de mouvement. Je propose dans le chapitre 4 une nouvelle maniére de
résoudre I’équation de conservation du tourbillon pour un fluide multiphasique, ot les
interfaces sont transportées par une fonction level set par une méthode particulaire
avec remaillage.

La difficulté principale rencontrée dans les méthodes vortex est la prise en compte
de conditions aux bords d’obstacles. Il n’est pas possible d’imposer directement des
conditions aux limites de type non glissement sur la vitesse, a partir du champ de
vorticité. Je reviendrai sur ce probléme dans le chapitre 2 ou je détaille la méthode
traditionnelement employée pour ce faire. Dans le chapitre 5, je présenterai une
technique nouvelle en méthode vortex, efficace et précise, permettant d’imposer de
maniére avantageuse des conditions aux bords d’obstacles et de fournir un modéle
simple pour les interactions fluide-structure.
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Chapitre 2

Modéles de fluides multiphasiques
incompressibles et transport
d’interface

1 Fluides multiphasiques

1.1 Préambule/Définition

Nous avons étudié jusqu’a présent la dynamique et la modélisation de fluides mo-
nophasiques, c’est-a-dire a propriétés physiques  densité et viscosité  constantes.
Cette étude est tout a fait valable dans le cas de simulation d'un courant dans un
tuyau ou de particules de fumée dans I’air par exemple ; I’étude des fluides multipha-
siques s’intéresse a I'interaction de fluides — les phases — aux propriétés différentes,
comme l’air et I’'eau par exemple. La modélisation de fluides multiphasiques (ou bi-
phasiques dans le cas particulier de deux fluides) constitue un domaine largement
étudié en synthése d’images car la plupart des phénomeénes que 1’on souhaite simuler
sont de ce type.

Ces fluides sont considérés comme immiscibles, c¢’est-a-dire qu’ils ne peuvent se
mélanger : au niveau microscopique les molécules de I'un ne viennent pas s’intercaler
entre celles de I'autre, au niveau macroscopique la séparation entre les phases est
clairement délimitée par une interface souvent visible a I'oeil nu. La simulation de
fluides multiphasiques et le mouvement des interfaces entre les fluides est un pro-
bléme de type surface libre, ot des conditions particuliéres sur le saut des quantités
physiques entre les deux phases sont imposées.

Un phénoméne physique trés souvent observé sur les liquides est celui de la ten-
sion de surface (cf. figure 2.1). Cette derniére est due a des forces — prépondérantes
a petites échelles — qui tendent & minimiser I'aire de la surface au contact d’autres
milieux ('air et 1'objet solide dans la figure précédente) permettant ainsi la création
de gouttes (plus ou moins) sphériques « défiant les lois de la nature » ; ¢’est le méme
phénoméne que I'on peut observer sur les rebords d’un tube a essai : la capilarité.
Plus généralement, le mouvement de l'interface et son intégration dans les modéles
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CHAPITRE 2. MODELES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLES
ET TRANSPORT D’INTERFACE

F1G. 2.1 Photographie? de gouttes d’eau sur une feuille. Leurs formes particuliéres
sont dues a la tension de surface; elles restent accrochées au support. On peut
observer que les plus petites gouttes sont plus sphériques que les plus grosses, c’est
parce qu’elles sont moins volumineuses, leur surface de contact plus petite et ainsi
le rapport force de tension de surface/gravité plus faible que pour une goutte plus
conséquente.

de simulation sont donc primordiaux dans le domaine de la synthése d’images et
demandent que I'on s’y intéresse en détail.

Tout d’abord je présenterai les équations de Navier-Stokes en présence de plu-
sieurs phases, puis je présenterai différentes méthodes de transport d’interface ainsi
que les travaux effectués récemment dans le domaine de la synthese d’images.

1.2 Equations de Navier-Stokes en densité et viscosité va-
riable

Soient deux fluides f; et fy évoluant dans deux domaines € et €2 tel que 2, U
Qy =, et de densité p; et viscosité vy pour fi (resp. py et vy pour fy) :

p(x):{pls%xeﬁl ot V(X):{Vls%xeﬁl

p2 six € () Vs Sl X € ()

L’interface entre les deux fluides est caractérisée par la surface I' = Q; N ). Dans
chaque fluide sont appliquées les équations de Navier-Stokes avec la contrainte de
bord suivante : u; = uy sur I'. Imposer cette contrainte au bord dans deux simula-
tions paralléles complexifierait énormément la résolution des équations, difficulté a
laquelle s’ajouterait la représentation de 'interface entre les deux fluides.

Il est possible de considérer la coexistence de deux fluides en interaction dans un

2© Remo Kottonau, http ://www.flickr.com/photos/rkottonau/
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domaine unique 2 et de les différencier simplement par une densité et viscosité va-
riables au sein du méme domaine (nous aborderons la question de la tension de sur-
face plus loin dans le chapitre). En effet, rappelons ici I'équation 1.9 de conservation
du mouvement de Navier-Stokes pour les fluides incompressibles monophasiques :

1
%%%u-V)u—l/Au—i-;Vp—f:O.

Dans le cadre des fluides multiphases, la densité p ainsi que viscosité (dynamique ou
cinématique, p ou v = 11/p) ne sont pas constantes dans le domaine, elles dépendent
donc de la position, suivant la dynamique du fluide présent a cet endroit. [.’équation
de conservation de mouvement modifiée pour une densité et viscosité variable est :

Ju 1
—+u-V)u-V-wVu)+-Vp—£f=0 (2.1)
ot p
ot le terme de diffusion V- (rzVu) est le terme original (en comparaison de I’équation
1.9), utilisé lorsque la viscosité n’est pas constante. En dévelopant ce terme nous

obtenons : 5 1
a_;l_i_(u.v)u—yAu—(Vu-V)l/jL;Vp—f:U- (2.2)

Il est facile de voir que nous retrouvons I’équation 1.9 lorsque Vv = 0. La différence
principale avec les fluides & une seule phase est qu’ici il est nécessaire de transporter
la densité p via I’équation de transport 1.8 :

dp
5 T V)p=0. (2.3)

De maniére similaire on transporte v (ou p), bien que généralement la viscosité soit
constante dans un type de fluide et ainsi facilement déductible de la densité.

Modification de la méthode de projection
Pour résoudre I’équation par la méthode de projection (cf. 4.3), il est nécessaire
de résoudre I’équation suivante :

%V - (pu*) = Ap (2.4)

a la place de 1.23 parce que la densité varie. Une attention particuliére doit étre
portée sur la régularité du champ de densité car de forts gradients peuvent poser
des problémes d’instabilité pour la résolution de 1’équation de Poisson.

Modification de I’équation de vorticité

[.’équation de vorticité quant a elle se complexifie nettement car, notamment, le
terme de pression « réapparait ». Rappelons ici I’équation 1.12 de conservation de
la vorticité, a viscosité constante, sous sa forme initiale :

V x <@+(u-V)u—yAu+1Vp—f> = 0.
ot P
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La simplification nous permettant de supprimer la pression n’est plus applicable car
le gradient de densité n’est pas nul, ainsi :

1 1 1
V x <—Vp> = -V x(Vp)+V <—> x Vp
P P p

1
=V (—) x Vp.
p

Il en va de méme pour la viscosité :
V x (vAu) = vAw + Vv x Au.

L’équation de conservation de la vorticité s’écrit donc maintenant :

aa—;ujt(u.V)w:(W~V)u+qu+szxAu—V<%>pr. (2.5)
Nous observons que la différence entre cette derniére équation et I’équation de conser-
vation de la vorticité a densité constante est qu’il y a création de vorticité supplé-
mentaire uniquement a la discontinuité entre les phases, c’est-a-dire lorsque Vp et
Vnu sont non nuls. Cette formulation est relativement complexe car elle demande
le calcul de la pression p qui, dans les méthodes vortex, est moins évidente qu’en
formulation vitesse. Pour ce faire, il est possible d’exprimer la pression sous la forme
d’une équation de Poisson en prenant la divergence de ’équation 2.1. Le calcul de
chacun des termes de cette équation est loin d’étre évidente car elle demande de
nombreux calculs concernant la vitesse, son gradient et son Laplacien. Je présente
dans la partie suivante une approximation nous permettant de simplifier I’équation
2.5 dans le cas particulier de faibles variations de densité ; je propose en partie 2 une
solution pour le cas général permettant de contourner le probléme du calcul de la
pression .

1.3 Approximation de Boussinesq

En présence de faible variation de densité entre les deux phases d’un fluide,
I’approximation de Boussinesq permet de simplifier la difficulté liée au calcul de la
pression. Cette approximation se base sur le fait que dans le cas de fluides a densité
quasi identique, la force prépondérente — en comparaison des autres forces entre
les deux phases — est celle due a la gravité : la poussée d’Archimeéde. Cette pro-
priété est souvent utilisée en météorologie pour simplifier la résolution des équations ;
voyons comment elle est utilisée dans les équations de Navier-Stokes en formulation
vorticité.

Soit Ap = p; — po la différence de densité (a ne pas confondre avec le Laplacien).
L’approximation de Boussinesq peut s’appliquer lorsque p’ = Ap/p << 1 (ou p est
soit p; ou po, comme ils sont proches). L’équation de conservation de mouvement

devient alors : 5
8—?+(u-V)u:uAu—Vp+p’g=0 (2.6)

62 1. FLUIDES MULTIPHASIQUES



CHAPITRE 2. MODELES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLES
ET TRANSPORT D’INTERFACE

(en ajoutant la gravité en force extérieure), qui nous rameéne a I’équation suivante
en formulation vorticité :

%—j—i—(u-V)w: (w-Vu+ pAw+Vy x g. (2.7)
Cette équation est beaucoup plus simple a résoudre car il n’y a pas besoin de cal-
culer la pression en formulation vorticité : cela nous raméne a résoudre I'équation
de transport-diffusion (avec un terme d’étirement en 3D) augmentée d’une source
comptant pour la gravité a Uinterface : Vo' x g. Le lecteur peut noter que, comme
dans la formulation générale, cette source est uniquement présente a ’endroit de la
variation de densité, c¢’est-a-dire a I'interface entre les deux fluides, et lorsque celle-ci
n’est pas paralléle & la gravité. Ainsi, pour des fluides stratifiés en position stable
(avec une interface horizontale) il n’y a pas de création de vorticité émanant de la
force gravitationnelle.

1.4 Tension de surface

La tension de surface (ou tension superficielle) est une force intervenant a 1'in-
terface entre deux fluides immiscibles. L’intensité de la force est fonction des deux
matériaux concernés, elle est environ de 7-1072N.m ! entre I’eau et I’air par exemple.
Elle est directement proportionnelle & la courbure de la frontiére entre les deux mi-
lieux et est responsable de la forme des gouttes d’eau photographiées sur la figure
2.1 dans le cas particulier ou trois phases sont en jeu : I’eau, I'air pour les deux
fluides et la feuille qui est un solide.

Physiquement, cette tension de surface est liée & un saut de pression  qui est
donc discontinue  entre les deux phases du fluides, a travers l'interface I :

[p] = ok

ou [p] dénote le saut de pression a I'interface, donc dans la direction de la normale a
celle-ci, o est un coefficient physique de tension de surface et s la courbure de I'. La
courbure (ainsi que la normale que j'utilise ci-dessous) est entiérement définie par la
géométrie de l'interface et nous verrons au sein de la partie suivante comment elle
peut étre calculée a partir de la représentation choisie pour la surface.

Deux approches courantes sont employées pour prendre en compte ce phéno-
meéne : soit par I'intégration du saut de pression comme condition aux bords de la
frontiére libre (c¢f. [KAC92]), soit par I'ajout d’'un terme source localisé sur I'inter-
face. Pour la premiére méthode, la condition aux bords doit étre imposée a travers
I'interface et elle est intégrée dans la résolution de I’équation de Poisson concernant
la pression (en formulation vitesse). L’article sur la méthode Ghost Fluid [FAMO99|
que je présente un peu plus loin peut étre utilisé afin de résoudre ce probléme, cette
méthode utilise des points fantémes pour simuler le saut de pression dans les schémas
de différences finies. Une autre approche (cf. [MS94|, |Pes77|) consiste a considérer
la tension superficielle comme une force extérieure venant agir sur le fluide, et est
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directement intégrée dans I’équation de Navier-Stokes en second membre :
f=0kdn

ot 0 est la distribution de Dirac non nulle sur l'interface et n la normale a la
surface. Il va de soit que J est régularisée car 1’épaisseur physique de I' est infime
en comparaison de I’échelle de discrétisation utilisée pour les équations ce qui, sans
cette régularisation, introduirait une forte discontinuité.

2 Transport d’interface

2.1 Nécessité de méthodes pour le transport d’interface

La limite entre deux fluides est considérée d’un point de vue macroscopique
comme une surface, bien que microscopiquement des échanges ont lieu a la frontiére.
Dans le cadre de la simulation numérique d’écoulements et dans le domaine de la
synthése d’images, ces phénoménes sont considérés comme négligeables. Grace aux
équations de transport de la densité et de la viscosité, il est possible de localiser la
position de linterface au cours du temps, celle-ci est la surface séparant les deux
fluides que je noterai f; et fo (de densité p; et py respectivement) dans la suite du
document.

La densité est souvent représentée par une fonction continue — avec un gradient
lisse — avant d’étre discrétisée pour pouvoir résoudre I’équation de transport en évi-
tant les problémes d’imprécision émergeants dans le cas de fonctions a fort gradient.
Cette représentation induit un phénomeéne de diffusion (d'un point de vue spatial)
de l'interface. L’interface n’est alors plus représentée comme une surface « nette
»mais posséde une certaine épaisseur évoluant durant la résolution des équations.

Des méthodes appropriées de transport d’interface sont utilisées, tout autant
en mathématiques appliqués qu’en synthése d’images. Ces méthodes doivent étre
précises pour la conservation des propriétés physiques (le volume des fluides, la
densité) autant que pour la localisation de I'interface ou se déroule les phénoménes
les plus intéressants, et qui est d’une importance capitale dans le domaine de la
synthése d’images puisque c’est la partie du fluide la plus visible dont le mouvement
déterminera la plausibilité visuelle de I’animation. Les techniques de suivi d’interface
doivent aussi permettre de modéliser le comportement des fluides que nous étudions.
Un des principaux aspects est le changement de topologie, qui apparait par exemple
lorsque deux gouttes d’eau se rencontrent ou se séparent. Le couplage du transport
de I'interface avec la simulation de fluides sous-jacente doit étre effectué de maniére
cohérente car ces deux problémes sont indissociables et les erreurs commises sur
I'un sont répercutées sur l'autre. Par exemple, un fluide dont I'incompressibilité est
mal assurée perdra (ou gagnera) du volume et I'interface se réduira (resp. grossira)
au cours du temps; dualement, une interface transportée incorrectement pourra
entrainer des courants non désirés dans le fluide.
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Les méthodes de transport consistent a représenter, a chaque instant, la locali-
sation spatiale de I'interface de maniére ezplicite  ou la position de I'interface est
connue exactement  ou bien de maniére implicite lorsque I'interface est une courbe
de niveau extraite d’une fonction annexe transportée par le fluide. Ces méthodes sont
ensuite utilisées pour déduire la densité et la viscosité du fluide a chaque instant en
chaque point de I'espace afin de les intégrer dans les équations présentées dans la
partie précédente. Le document d’Emmanuel Maitre [Mai06| présente un apergu des
différentes méthodes existantes largement utilisées dans différents domaines et tout
particulierement dans le cadre de la simulation de fluides; je m’intéresserai ici plus
particuliérement aux méthodes level set qui sont I'un des outils de base utilisés pour
ma thése.

2.2 Deux méthodes de transport

Je présente dans les sous-parties suivantes les méthodes phares utilisées en ma-
thématiques appliquées et en synthése d’images pour représenter les interfaces. Je
m’attarderai particuliérement sur la méthode dite de level set ou lignes de niveaux
qui fait partie des méthodes que j’ai utilisées dans ma thése.

Surfaces paramétrées

En synthése d’images, il est commun d’utiliser un maillage pour représenter
un objet en 3D. Cette représentation est trés pratique car elle permet de garder
une représentation explicite de la surface au cours du temps. Cette derniére est
représentée par un ensemble de points liés les uns aux autres et ce sont ces points
qui sont, déplacés suivant les forces appliquées a chacun d’eux.

Sur le méme principe il est possible de représenter l'interface I'(t) entre deux
fluides de maniére explicite par une surface paramétrée par un ensemble de points
X;(t), structurés en maillage, suivant une formulation Lagrangienne. Cette méthode
est appelée front tracking ou suivi d’interface en opposition aux méthodes dites de
capture d’interface que je présenterai par la suite.

Les points du maillage sont advectés par le fluide et satisfont donc 1’équation
suivante :

dX;(t)
dt

Un exemple de transport d'une interface grace a une surface paramétrée est pro-
posé en figure 2.2. Un des avantages est qu’il est possible de calculer facilement la
courbure — intervenant dans les forces de tension de surface — en dérivant la pa-
ramétrisation de la surface.

= u(X,(t),1).

La formulation Lagrangienne permet de résoudre exactement 1’équation de trans-
port, aux erreurs numériques pres, erreurs provenant de l'interpolation de la vitesse u
aux points X,;. Malheureusement cette méthode souffre des inconvénients précédem-
ment présentés concernant la résolution du transport en formulation Lagrangienne :
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FiG. 2.2 — TIllustration d’'un trans-
port d'une interface représentée par
une surface paramétrée d'un instant
t a un instant ¢t + 0t. Les fléches
vertes sont les vitesses en chaque

point X;(t). T'(t + 6t)

le maillage peut s’avérer étre trés déformé par le champ de vitesse sous-jacent et
ainsi moins bien représenter 'interface discrétisée entre deux points. Un deuxiéme
désavantage important est que cette représentation ne permet pas naturellement de
gérer (détecter et corriger) les changements de topologie apparaissant fréquement
dans les écoulements de fluides multi-phasiques. Le probléme du changement de to-
pologie est encore plus difficile a résoudre en 3D qu’en 2D. De plus cette méthode ne
permet pas de définir aisément un champ de densité lisse entre les deux milieux, par
contre il est possible de déduire dans quel fluide un point d’une grille Eulerienne se
trouve en fonction de l'intérieur et de I'extérieur de la surface définis par la normale.
L’article [DFGT06| présente un algorithme complet pour le suivi d’interface.

Level sets

Les méthodes level set ou ligne de niveauxr sont aujourd’hui largement utilisées
dans la simulation de fluides en synthése d’images comme en mathématiques appli-
quées. Elles consistent en la représentation implicite de I'interface I' via une fonction
auxiliaire ¢ transportée par le fluide. L’interface est définie par convention comme
la ligne de niveaux zéro de ¢ :

I'={x|¢(x) = 0}
ou la normale n de l'interface est définie par :
Vo
U Vel
et la courbure par : o
k=V -n=V- <W>

Les méthodes level set font partie de la famille de méthodes dites de capture
d’interface (interface capturing en anglais), elles sont présentées en détail dans le
livre de Sethian [Set99]. Dans cette famille, nous pouvons aussi noter la méthode
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des champs de phase qui consiste a représenter non pas l'interface mais les dif-
férents milieux grace & une fonction caractéristique possédant une transition lisse
d’une épaisseur fixe entre les deux milieux. Cette transition représente l'interface et
I’équation de transport est ainsi focalisée a cet endroit. Néanmoins, le couplage des
équations du fluide avec une méthode de champ de phase est plus complexe qu’avec
des méthodes level set et certaines propriétés intéressantes (que je détaillerai plus
loin) de ces derniéres n’en sont pas déductibles.
La level set est un scalaire passif transporté par le fluide, elle vérifie donc 1I’'équa-

tion de transport :

9¢

— 4+ (u-V)p=0. (2.8)

ot
La formulation Lagrangienne est particuliérement adaptée a cette équation. Cette
équation est un cas particulier de I’équation d’Hamilton-Jacobi pour le transport de

level set :
%?t) + F(x,t) |Vo(x,t)| =0 (2.9)
ou F', la vitesse de variation de la level set est :
F:u-nzi(u-V)qﬁ,
Vo

en Otant les paramétres x et ¢ pour plus de clarté.
La level set permet aisément de séparer les deux milieux du fluide, obtenir une
fonction caractéristique, a I’aide de la fonction Heaviside discontinue suivante :

{0 si <0

1 sinon

H(¢) =

dont la dérivée est la distribution Dirac §(¢) telle que [T 6(y)dy = 1 et 6(¢) est
nulle partout sauf en 0. Ainsi, si le fluide f; (resp. f3) posséde une quantité physique
()1 (resp. @2) dans un domaine €; (resp. €23), et qu'une grandeur Pr est portée sur
I'interface, nous pouvons extraire de la level set les propriétés suivantes :

Q= {x|é(x,1) > 0},

Q= {x| $(x.1) < 0},

P(x) = P 6(¢) et

Q(x) = H(6(x)Q1 + (1~ H($(x))) Qs

ou cette derniére équation défini la quantité physique () dans tout I'espace. Toute
fonction f(¢) résout I’équation de transport :

0 f(9)
7+(U'V)f(¢):0'

En prenant Q) = p = H(¢)p1+ (1 — H(¢))pa, nous obtenons pour la densité du fluide
biphasique (I'union de f; et f5) ’équation de conservation de la masse 1.8.
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Comme je 'ai présenté dans la partie précédente, une propriété importante pour
la résolution des équations est la bonne continuité des quantités. Pour éviter toute
discontinuité due a l'utilisation d'une fonction de type Heaviside, il est nécessaire
d’utiliser une version régularisée de cette derniére, notée H. et telle que H.(¢) —
H(¢) lorsque ¢ — 0. Similairement, la dérivée de la fonction régularisée est une
fonction (. régularisée telle que (.(¢)|Vp| — () lorsque ¢ — 0. Evidemment, on
souhaite que ce paramétre soit le plus petit possible pour se rapprocher idéalement
des équations de départ. Typiquement ¢ est de 1’ordre de quelques points de grille :
e ~ h. La figure 2.3 présente une illustration de telles fonctions.

1.2 F \ \ =

1= Pz
0.8 + 9’;17?2
0.6 - s _
0.4 - /| -
0.2 - ya _
0 o2 |
-0.2 = | | | \ | | I
-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

-2 -15 -1 -05 0 05 1 1.5 2

(b) Fonctions Dirac régularisées.

F1G. 2.3 — Exemples de fonctions Heaviside et Dirac régularisées pour € = 1.

La plupart du temps, la level set est définie initialement comme une fonction
distance, ou en d’autres termes |V¢| = 1. Cette propriété n’est pas conservée par le
transport de la level set, pour le vérifier il suffit d’étudier la variation de la norme du
gradient de ¢. La fonction est étirée par le fluide et pour cette raison 1’épaisseur e
initiale de I'interface n’est pas conservée malgré le fait que le « zéro »de la fonction
¢ soit, bien transporté. Ce phénoméne n’est pas désirable car il entraine la perte de
localité de forces qui peuvent se situer a l'interface comme la tension de surface par
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exemple.

Pour pallier ce probléme, de nombreuses méthodes dites de reinitialisation (ou
redistancing) permettent de conserver une fonction distance pour ¢. L’idée est de
résoudre ’équation d’Hamilton-Jacobi suivante :

7Y~ Signe(uo)(1 ~ [Vv)

o

avec pour condition initiale 1)y = ¢ et la fonction Signe(y) valant —1, 0 ou +1 suivant
le signe de 'argument. Cette équation conserve la localisation de l'interface, c’est-
a-dire 1o, = ¢ pour les points {x | ¢(x) = 0}, et converge vers une fonction fonction
distance pour un temps o infini. L’article récent [GRO0|, par exemple, propose une
méthode pour résoudre cette EDP introduite par Sussman et al. [MS94]| dans le
cadre de fluides biphasiques.

Une autre méthode largement utilisée en informatique graphique — et aujour-
d’hui dans divers domaines comme la vision par ordinateur  est la Fast Marching
Method. 1.’algorithme consiste tout d’abord a déterminer les points de la grille Eu-
lerienne les plus proches de Iinterface, formant ainsi une bande. A partir de cette
bande considérée comme fixe, une nouvelle valeur pour v est affectée aux points
alentours de la bande, telle que celle-ci soit la distance a I'interface. En avancant
de proche en proche, la solution obtenue par ’algorithme est la fonction distance
désirée. La méthode originale a été proposée par J.A. Sethian dans [Set99].

Il est remarquable que le fait de modifier la level set par une méthode de reini-
tialisation induit une erreur non négligeable dans I’équation de transport de la level
set a posteriori. En effet, méme si la position de U'interface est conservée, les valeurs
de ¢ environnantes sont altérées et transporter la level set reinitialisée ne permettra
pas d’obtenir la méme interface aprés transport que si 'opération n’avait pas eu
lieu. Ceci est di aux erreurs numériques introduites par la méthode de résolution de
I’équation d’advection. De plus, la plupart du temps, pour la résolution des équations
de Navier-Stokes une régularisation des quantités physiques est utilisée en fonction
de ¢ et ainsi le transport de ces quantités est aussi biaisé par la reinitialisation.

Dans 'article [CM06a], Cottet et Maitre proposent une autre méthode pour ob-
tenir une approximation locale d'une fonction distance : le rapport entre ¢ et la
norme de son gradient : |v;¢¢\ approche le comportement d’une fonction distance
au voisinnage de 'interface. Pour interpréter cette propriété intuitivement, on peut
imaginer qu’en écrasant une fonction distance 1D autour de l'interface, les valeurs
de ¢ vont croitre moins vite, la norme du gradient sera plus faible, et ainsi le rap-
port des deux compensera la perturbation. Cette méthode a montré des résultats
comparables (¢f. [CMO06a]) aux méthodes de réinitialisation tout en possédant un
cotit algorithmique négligeable par rapport a ces derniéres.

Nous verrons par la suite, dans la partie 2.2 concernant les membranes elastiques,
ainsi que dans mes travaux en chapitre 5, que les informations fournies par la level
set non reinitialisée permettent de conserver le taux de déformation induit sur I'in-
terface et se trouvent trés utiles pour l'intégration de solides en interaction avec le
fluide ainsi que pour la gestion de collisions.
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Je présenterai les méthodes principales de transport d’interfaces gravitant autour
de méthodes level sets dans la partie 3.2 consacrée aux méthodes utilisées en synthése
d’images. Les méthodes level set faisant partie des briques de base utilisées lors de
ma theése, je reviendrai naturellement sur le sujet dans les chapitres 4 et 5.

3 Transport d’interface et fluides multiphasiques en
synthése d’images

Préambule

Dans cette partie je m’intéresse tout particuliérement aux méthodes utilisées
en synthéses d’images pour le transport d’interface et la simulation de fluides a
plusieurs phases. Ces méthodes sont pour la plupart issues de travaux effectués en
mathématiques appliqués, le lecteur pourra se référer aux articles cités pour un point
de vue théorique et numérique plus poussés.

3.1 Fluides multiphasiques

Historiquement, les méthodes de simulations de fluide en synthése d’images se
sont initialement limitées a des fluides biphasiques ou uniquement la vitesse du
liquide (I’eau par exemple) était simulée et ot la vitesse dans le gaz (I’air) n’était
pas traitée. L’eau étant beaucoup plus dense que le gaz, le mouvement de ce dernier
était considéré comme négligeable. En conséquence les calculs étaient focalisés au
niveau du liquide ainsi qu’a son interface car c’est le mouvement de cette derniére
que 1’'on souhaite observer principalement. Dans ce cas la vitesse n’est pas définie
partout dans le domaine, mais uniquement sur les cellules contenant du liquide
et a l'interface. Une autre raison pour ce choix provient du fait que les équations
sont plus difficiles a résoudre en présence de forts gradients de densité et du saut
de pression au travers de l'interface. Les travaux des derniéres années considérent
les fluides comme entiérement biphasiques ou plus récemment multiphasiques (avec
deux phases ou plus).

Je présenterai tout d’abord la méthode courante nommée Markers And Cells,
puis la méthode Volume Of Fluid et enfin la méthode Ghost Fluid permettant d’in-
clure des discontinuités dans les grandeurs physiques & travers l'interface. Il est
important de noter que ces méthodes sont intrinséquement liées a des techniques
d’advection d’interface; dans cette partie je m’intéresse uniquement a la partie si-
mulation du fluide et non au transport de la frontiére immergée, cette derniére étant
traitée en partie 3.2.

Markers And Cells

La méthode MAC (pour Markers And Cells), tout d’abord introduite par Harlow
et Welch [HW65]| dans le cadre des méthodes numeériques et ensuite reprise par Foster
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et Metaxas [FM96| dans un des premiers articles phares de simulation de fluide en
synthése d’images, est basée sur une représentation Eulerienne du liquide couplée a
une représentation Lagrangienne de I'interface entre celui-ci et I'air environnant. Afin
de diminuer les oscillations numériques et d’augmenter la stabilité, les vitesses sont
stockées non pas au centre des cellules, mais sur les faces de celles-ci. On parle alors
de grille décalée on a chaque face est associée la vitesse normale en cette derniére, le
flux entrant/sortant dans cette direction particuliére. La vitesse en n’importe quel
point est obtenue par interpolation.

D’une autre part, la surface libre du fluide est représentée par un ensemble de
particules a une échelle plus fine que la grille. Ces particules situées autour de I'in-
terface sont transportées par le fluide et permettent 4 chaque instant de connaitre
la position de la frontiére au niveau de la grille Eulerienne et ainsi de fournir une
localisation spatiale pour inclure les conditions aux bords adéquates.

Le lecteur pourra se référer a la thése d’Olivier Génevaux [Gén06| dont les travaux
sont basés sur cette méthode dans le cadre de la visualisation et de la simulation
d’interactions entre un liquide et des objets déformables.

Méthode Volume-Of-Fluid (VOF)

La méthode VOF |[CWHS81] consiste a attribuer a chaque cellule d’une grille Eu-
lerienne une valeur F' comptant pour la fraction de fluide contenue a 'intérieur de
celle-ci. Par convention est donnée la valeur 1 pour une cellule remplie entiérement
de liquide, et 0 pour une cellule remplie de gaz. Pour les cellules du maillage conte-
nant l'interface entre les deux est donnée une valeur représentant le pourcentage
d’occupation d’'un des fluides en fonction du volume de la cellule.

Afin de déplacer le liquide et surtout linterface du fluide avec I’équation de
transport :

E + (Ll : V)F = 0,
il est nécessaire de connaitre le champ de vitesse a l'intérieur du fluide ainsi que
dans les cellules voisines de I'. Pour ce faire, la vitesse est d’abord calculée au points
intérieurs et dans les cellules contenant l'interface, en fixant de bonnes conditions
aux bords pour les équations, notamment sur la pression (par exemple la pression
atmosphérique est prise pour les cellules de 1'air). La vitesse est ensuite extrapolée
au dela de l'interface, vers I'autre phase, dans la direction de la normale.

Aprés avoir transporté la fraction de volume F', une représentation explicite de
I'interface est construite a partir de celle-ci grace a des méthodes de reconstruction
(contouring en anglais) de surface dans les cellules et ensuite les fractions de volume
sont de nouveaux calculées pour le pas de temps suivant.

Pour diminuer les instabilités pouvant apparaitre dans la résolution des équa-
tions en présence d’une forte discontinuité dans la densité, le champ de densité est
généralement lissé autour de 'interface.
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Méthode Ghost Fluid

La méthode Ghost Fluid introduite par Fedkiw et al. [FAMO99| est une mé-
thode permettant de traiter lors de la discrétisation des équations de Navier-Stokes
un saut de pression a l'interface. Le choix a ici été fait de considérer une disconti-
nuité entre les deux phases, a la différence des approches présentées précédemment.
L’article Discontinuous Fluids [HK05b| de Hong et Kim en présente une adaptation
en synthése d’images dans le cas de fluides incompressibles. Dans cette méthode,
les schémas de différences finies traditionnels sont utilisés pour dériver les grandeurs
physiques, et notamment pour résoudre I’équation de Poisson sur la pression afin
d’assurer l'incompressibilité du fluide. Les problémes induits par la discontinuité
sont palliés grace a l'extrapolation de la pression au travers de l'interface pour
créer les ghost nodes (noeuds fantomes) — tout en conservant le saut de pression,
ici proportionnel a la tension de surface (cf. figure 2.4).
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F1G. 2.4 Saut de pression : la pression est extrapolée a travers 'interface sur les
mailles suivantes afin de compter pour le saut de pression [p|. Les valeurs des ghosts
nodes (notées par un G en exposant) sont utilisées dans les schémas de différences
finies d'un co6té comme de 'autre de I'interface.

3.2 Meéthodes pour le transport

En filigrane derriére les méthodes de calcul de I’écoulement de fluides multipha-
siques est le transport des phases elles-méme et principalement de I'interface entre
chacune. Comme je l'ai présenté en partie 2, il existe de nombreuses méthodes de
transport d’interface. En synthése d’images, les principales utilisées sont basées sur
les méthodes de type level set pour deux raisons :

leur capacité a capturer naturellement les changement de topologie : phéno-
meéne qui est recherché visuellement,

— leur simplicité de compréhension par le non mathématicien (en comparaison

des méthodes de champ de phases par exemple) ainsi que d’implémentation
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tout du moins pour la méthode standard.
Je présente ici plus en détails les travaux principaux réalisés autour de cette
méthode trés populaire pour le transport d’interface. Je rappelle ici ’équation de
transport d’'une level set dans le cas particulier de la simulation de fluide :

9¢

—+(u-V)p=0.

2 (w9
C’est cette équation que 'on cherche a résoudre au mieux pour effectuer le moins
d’erreurs possible. Un des problémes fréquemment rencontré est la perte de volume,
principalement lors de changements de topologie et lorsque la courbure de ¢ devient

importante.

Particle level set

Afin d’améliorer la conservation du volume d’un fluide via le transport de l'in-
terface, la méthode dite de particle level set mélange une résolution Eulerienne et
Lagrangienne de I’équation. Des particules transportant exactement la level set sont
utilisées pour corriger les erreurs induites par les méthodes Euleriennes de trans-
port. Ici 'exactitude vient du fait que dans un formalisme Lagrangien, le transport
de l'interface est effectué sans aucune erreur du fait méme du choix de I’évolution
du maillage.

L’algorithme (représenté graphiquement dans la figure 2.5) est le suivant :

1. Un ensemble de particules p sont créées dans une bande proche de 'interface
et & chaque particule est associée la valeur initiale de la level set en ces points
par interpolation : ¢, = ¢(x,,0). Il y a donc des particules « chargées »po-
sitivement et d’autre négativement. En pratique, environ 32 particules sont
utilisées par cellule de la grille.

2. A chaque pas de temps I’équation d’advection est résolue sur la grille pour faire
évoluer ¢. Les particules sont déplacées avec la vitesse du fluide. Idéalement, les
particules négatives (resp. positives) devraient étre situées a 'intérieur (resp.
extérieur) de la level set correspondant a ¢ < 0. Mais les erreurs numériques
peuvent induire des incohérences entre les particules et la grille, principalement
aux endroits de fortes déformations et fortes courbures.

3. Les particules sont utilisées pour corriger les valeurs de la level set sur la grille
via l'utilisation d’une fonction d’interpolation.

Lors de fortes déformations dues a un fluide turbulent, les particules peuvent se
trouver mal réparties et représentent dans ces cas moins bien la level set. Ainsi un
mécanisme de remaillage (création de particules fraiches) est utilisé réguliérement
afin de redistribuer correctement les particules.

Il est important de noter que dans I'article initial de Enright, Fedkiw et al.
[EFFMO02], les auteurs implémentent la correction de la level set par des particules
représentant la distance a I'interface de maniére sphérique. Une méthode plus adap-
tée, proposée par Pighin et al. dans [PPCCO05|, consiste & considérer les particules
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comme étant orientées vers la surface, en ajoutant une équation pour le transport
du gradient de ¢ et en corrigeant la fonction dans cette direction. Cette derniére
méthode permet une correction plus précise de la level set.

Il est peu discuté de l'utilisation conjointe des méthodes de reinitialisation des
particules. En effet, aprés réinisialisation, les particules et la grille ne transportent
pas une level set identique, et ainsi la correction apportée par les particules peut
déformer de maniére non cohérente ¢ sur la grille. Ce fait vient quelque peu contre-
dire l'intérét apporté par I'ajout de particules sous-maille.

La méthode des particle level set peut étre considérée comme un raffinement
local du maillage autour de l'interface. En effet, une discrétisation plus fine avec
un maillage Eulerien permettrait d’obtenir une précision (pour la conservation de
la masse) équivalente a l'utilisation de particules conjointes & la méme échelle. De
plus, le choix de la fonction d’interpolation pour la correction de la level set —
o, quand et comment corriger — est, primordiale et peut introduire au contraire un
biais si elle est mal adaptée. Le choix du type d'interpolation, du remaillage ainsi que
de la méthode de réinitialisation souvent adjointe sont les points sensibles de cette
technique, et dans le sens de la méthode développée initialement, celle-ci s’éloigne
quelque peu de la simple résolution de I’équation d’advection.

La raison principale et souvent non discutée du développement de cette
méthode est que l'utilisation d’une représentation Lagrangienne a une échelle fine
et Fulerienne & une échelle plus grossiére permet de ne point trop souffrir de la
contrainte due a la condition CFL sur le pas de temps — qui, je le rappelle, est
proportionnelle a la taille d'une maille — condition inexistante en formulation La-
grangienne. Un autre point crucial est le fait qu'un algorithme de réinitialisation
de la level set est fréequemment employé. Cet algorithme souvent coiiteux  malgré
son faible cotit algorithmique, il I'est plus que le simple transport  rend prohibi-
tif 'utilisation de grilles Euleriennes fines. Ces critéres, rarement explicités, laissent
la porte ouverte au développement d’autres méthodes. Nous verrons dans la par-
tie concernant la méthode Lagrangian Particle Level Set qu'une méthode purement
Lagrangienne permet d’obtenir des résultats équivalents voire meilleurs pour un
nombre de particules beaucoup moins élevé.

Les méthodes gravitant autour des Particle Level Set, hybrides Euleriennes-
Lagrangiennes, permettent aussi de mieux visualiser les détails de I'interface lorsque
la grille Eulerienne devient trop grossiére pour représenter les petites particules d’eau
s’échappant de la surface principale du fluide. Dans ces cas particuliers, les particules
de level set sont rendues directement sous la forme de sphéres lors de la génération
des images.
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a) Level set et particules & I'instan evel set et particules & I'instan

Level set et ticules a I'instant (b) Level set et ticules a I'instant

t. t + dt, aprés advection : linterface
transportée par les particules ne cor-
respond plus & celle capturée par la
grille.

(c) Level set et particules a 'instant
t+0t apres correction grace aux par-
ticules.

Fic. 2.5 Algorithme des Particles Level Set : correction des valeurs sur la grille
par les particules plus précises aprés advection, zoom sur une partie de l'interface. I'
est 'interface dessinée en bleu, les points rouges et verts représentent les particules
du coté positif et négatif (respectivement) portant la level set. Dans la figure du
milieu, la courbe en traits représente la « vraie »interface alors que celle en trait
gras représente I'interface I aprés advection sur la grille et avant correction.

Semi Lagrangian Contouring Method

Bargteil et al. [BGOS06] ont introduit dans le domaine de la synthése d’images
une méthode hybride de suivi d’interface et de résolution semi-Lagrangienne de
'équation de transport. Leurs travaux® sont basés sur ceux de Strain [Str01] qui
s’est tout d’abord intéressé a ce couplage. La méthode consiste a utiliser un maillage

3dont une implémentation est disponible & I'adresse
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explicite de I'interface  maillage & partir duquel une fonction distance est aisément
(mais chérement) calculable et a utiliser une méthode semi-Lagrangienne pour
obtenir la level set transportée au pas de temps suivant, en se basant sur la distance
au maillage explicite existant au pas de temps précédent. La raison de I'utilisation
d’une méthode semi-Lagrangienne pour calculer I'advection plutdot que de trans-
porter simplement le maillage, est que, comme présenté en partie 2, cette derniére
opération peut créer de fortes distorsions de maillage et rend difficile le traitement
des changements de topologie.

Rappelons ici le principe de la méthode semi-Lagrangienne dans le cadre du
transport de level set : elle consiste a calculer les valeurs de celle-ci aux points de
discrétisation en suivant la trajectoire du fluide en arriére dans le temps pour obtenir
la valeur de ¢ a I’endroit atteint. Ceci se traduit par 1’équation :

o(x,t+ ) = p(x/, 1)

ou X' = s(x,t) et s représente la trajectoire d’une particule du fluide passant par
x au temps ¢ + 0t (cf. partie 4.3 pour plus de détails). La valeur de ¢ au pas de
temps précédent est calculée de maniére directe comme la distance & un maillage
explicite représentant la surface. L’algorithme (dont une représentation graphique
est donnée en figure 2.6) peut donc étre résumé ainsi : étant donné un maillage I"y;(¢)
représentant explicitement 'interface I au temps ¢, calculer la level set ¢(x, ¢ + dt)
représentant implicitement l'interface I' au temps ¢t 4+ 6t. Pour tout point x de la
grille :

1. tracer la trajectoire s(x, t+9t) en arriére dans le temps de fagon semi-Lagrangienne :
x' =s(x,1),

2. obtenir la distance d du point x’ a l'interface grace au maillage I'jy/(t) en
conservant la distance point-triangles la plus proche,

3. affecter cette distance comme nouvelle valeur pour la level set : ¢(x,t + §t) =
d~ ¢(x/,1).
Grace a la grille Eulerienne du pas de temps précédent, il est possible d’accélérer
le calcul de la distance entre le point x’ et les triangles, en ne considérant que les
triangles proches de x'.

Aprés cette étape, ¢ est connue en chaque point de la grille et un nouveau
maillage I'y/(t + dt) est créé, qui servira de base pour I'itération suivante. Des mé-
thodes de contouring (de type Marching Cubes [LLC87|, par exemple) sont employées
pour créer un maillage fermé représentant au mieux l'interface représentée implici-
tement par la fonction level set ¢. Il est important de remarquer que, comme la level
set sur la grille n’est pas une fonction distance (elle est une fonction distance trans-
portée par le fluide), celle-ci est réinitialisée en calculant simplement la distance de
chaque point x au triangle de I'y/(¢ + 6t) le plus proche.

Cette méthode a I'avantage de permettre de transporter d’autres informations
que la level set avec le fluide : par exemple Bargteil et al. I'utilisent pour transporter
une texture associée aux points du maillage de l'interface en gardant la cohérence

76. TRANSPORT D’INTERFACE ET FLUIDES MULTIPHASIQUES EN SYNTHESE
D’IMAGES



CHAPITRE 2. MODELES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLES
ET TRANSPORT D’INTERFACE

temporelle, ce qui est d’un intérét majeur pour la visualisation. Cette opération est
effectuée en mettant en correspondance chaque point du nouveau maillage 'y, (t+dt)
avec un point (ou plus généralement une interpolation des points d’un triangle) du
maillage précédent. Je renvoie le lecteur a la thése d’Adam Bargteil |[Bar06] pour
plus de détails sur ce sujet.

(t)

o

I(#)

(a) Level set ¢ et interface I & I'instant ¢.  (b) Champ de vitesse : rotation autour du
centre.

o(t + 6t)

T'(t + ot)

(c) Level set ¢ et interface I" a I'instant ¢ + dt
aprés advection. Les points mauves ont pour
valeur la distance a I'(t) aux points jaunes as-
sociés.

Fi1G. 2.6  Calcul de ¢(x,t + dt) sur une grille Eulerienne, grace au maillage I'y;(t)
(en pointillés sur la figure de droite) du pas de temps précédent.

Bien que des exemples qualitatifs soient présentés dans le papier, aucun test
quantitatif ne vient valider la conservation du volume transporté. La création d’un
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nouveau maillage a partir de la level set sur la grille introduit un biais dans I'équation
de transport en comparaison avec une représentation implicite de la fonction. En
effet, un choix doit étre effectué pour approximer la forme de I'interface au sein d’une
cellule (je rappelle que la technique des Marching Cubes permet de construire une
face par cellule de la grille contenant I'interface), faisant fi de la consistance globale
avec la fonction level set transportée. La bonne conservation du volume apparente
peut s’expliquer par une définition trés fine de la grille employée, basée sur une
structure hiérarchique de type octree.

Lagrangian Particle Level Set

Cette méthode proposée par Hieber et Koumoutsakos [HK05a| se base sur une
résolution 100% Lagrangienne de I’équation de transport. En effet, a la différence de
la méthode des Particles Level Set (notée Hybrid Particle Level Set Method, HPT.SM,
en opposition a la purement Lagrangienne Particle Level Set Method, LPLSM, dans
larticle sus-cité) introduite par Fedkiw et largement utilisée en synthése d’images,
cette méthode ne se base pas sur une advection de la level set sur la grille (méme
couplée avec des particules de correction), mais utilise uniquement des particules afin
de résoudre trés simplement I’équation de transport dans un formalisme purement
Lagrangien, ot les particules sont advectées par le fluide comme des scalaires passifs.
Chaque particule située en x, porte une quantité ¢, :

D ¢(xp) D &y

=0
Dt Dt

et, similairement aux particules de vorticité (cf. 4.5), la level set est connue partout
dans 'espace grace & un noyau de mollification ¢ adaptés :

P(x) = Z:l PpC(x —xp).

Par dérivation de ce noyau (suffisamment régulier), il est aisé de calculer la normale
et la courbure de la level set en chaque point.

Pour éviter tout probléme de distorsion (apparaissant lorsque les particules sont
trop proches ou trop éloignées) émanent de I'aspect turbulent du champ de vitesse
transportant les particules, un procédé de remaillage est employé, & la maniére des
particules de vorticité. Il est méme envisageable d’'utiliser des particules a support
variable et d’utiliser une répartition adaptative des particules pour focaliser la pré-
cision au niveau de l'interface.

Les résultats obtenus grace a cette méthode simple mais plus proche mathémati-
quement des équations de transport sont voisins de ceux obtenus grace a la HPLSM,
concernant la conservation du volume sur des cas tests de déformation d’'un volume
par un champ de vitesse fixe. De maniére surprenante, au vu des discussions soule-
vées sur les méthodes de reinitialisation dans les articles sur les level set, les résultats
de [HKO05a| avec reinitialisation aprés remaillage des particules sont moins bons que
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ceux sans cette opération. Ceci tend a faire penser que les méthodes de reinitialisa-
tion, si non nécessaires pour le probléme sous-jacent, peuvent étre contreproductives
en plus d’étre coiiteuses.

4 Bilan du chapitre

Nous avons pu voir dans ce chapitre les principales méthodes en simulation de
fluides multiphasiques, sujet trés en vogue en ce moment en synthése d’images car les
demandes en animation et rendu sont presques exclusivement focalisées autour des
interactions eau-air. Pour I’étude de phénomeénes plus complexes et afin d’obtenir des
animations encore plus intéressantes, les interactions fluides-solides sont aujourd’hui
un sujet en plein essor et je m’y intéresserai dans le chapitre suivant.

Le lecteur aura noté qu'un des points primordiaux dans le calcul d’écoulements
de fluides multiphasiques est le probléme de transport de 'interface vers lequel de
nombreux travaux sont aujourd’hui encore orientés. Les méthodes existantes per-
mettent d’effectuer un suivi précis de l'interface  dans le sens de la conservation
du volume et fournissent aux calculs d’écoulements une brique de base capitale.

Je montrerai au chapitre 4 et plus particuliérement dans la partie 2 comment il
est possible de simuler des fluides multiphases dans une formulation vorticité avec
I'utilisation combinée des méthodes level set.
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Chapitre 3

Couplage fluide-structure

1 Introduction

Nous venons de voir le probléme de la simulation de fluides & plusieurs phases
ainsi que les méthodes existantes permettant de simuler de tels milieux. Ces types
de fluides nous intéressent particulierement dans le cadre de la synthése d’images de
par leur présence quotidienne dans notre environnement. La simulation simultanée
de fluides en interaction avec des milieux possédant un comportement physique
différent, tels que les solides rigides ou déformables, est un probléme complexe car
elle requiert le couplage des forces agissant sur chacun des milieux, couplage qui
doit étre effectué de maniére rigoureuse dans chacun des modéles employés  que
cela soit pour la mécanique du fluide et du solide par exemple. Cette question nous
concerne particuliérement car ce sont ces interactions qui sont les plus intéressantes
— ol 'intérét est ici relatif aux phénoménes les plus complexes et ot les applications
sont nombreuses — dans I’étude des phénoménes physiques, comme par exemple
I’écoulement autour d’une aile d’avion ou d’un bateau, et tout particuliérement en
synthése d’images ou la multiplicité des objets présents dans une scéne implique
leur interaction qui doit étre au final plausible (dans le sens physique et visuel) pour
I’observateur.

Les difficultés émanent, plus précisément, de la différence de modélisation de
chacun des milieux — par exemple une représentation Eulerienne pour un fluide, et
Lagrangienne en considérant uniquement le mouvement du centre de gravité pour un
solide rigide. C’est a 'interface entre ces domaines que vont se dérouler les échanges
physiques qui sont a incorporer dans les équations de mouvement de chaque milieu.
L’ensemble des forces s’appliquant au solide (par exemple) sera constitué des forces
extérieures (la gravité par exemple) et des forces hydrodynamiques agissant sur
lui. I1 en va de méme pour le fluide : le couplage de toutes ces forces compose la
dynamique du systéme global. Physiquement, a l'interface entre les deux milieux la
vitesse doit étre identique. En effet, comme dans un fluide visqueux en interaction
avec une paroi il n’y a pas de glissement, la vitesse du fluide y est égale a celle du
solide. Par exemple, autour d’un solide statique comme le pilier d’'un pont, cette
propriété va induire la création d’une trainée de vortex apreés celui-ci, dans le sens
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du courant, du fait du différentiel de vitesse avec la riviére. Inversement, le fluide va
modifier le mouvement de I'objet : les forces hydrodynamiques présentes a I’'interface
(la pression du fluide sur la paroi dans le cas d’un fluide Newtonien incompressible)
entrent dans la dynamique de 'objet ; dans le méme exemple, le pilier qu’on imagine
statique subit tout de méme une forte pression qui le pousse (principalement) vers
I’aval si bien qu’un fort débit pourra faire rompre la structure.

Au dela du probléme de modélisation intervient la difficulté de la discrétisation
de T'espace ainsi que de la représentation géométrique des domaines. Que 1'on re-
présente l'interface de maniére explicite ou implicite, pour le solide comme pour
le fluide, il est important de controler la discrétisation spatiale du fluide (puisque
c’est le point de vue qui nous intéresse dans cette thése) afin d’intégrer au mieux
la structure avec laquelle il interagit. C’est pourquoi deux grandes familles de mé-
thodes existent pour gérer ces interactions : les méthodes ou le maillage du fluide
est adapté pour « coller »aux bords de I'objet considéré et les autres ou ce dernier
est intégré de maniére implicite en superposant un maillage « traditionnel »pour la
simulation de fluides au maillage de I'objet.

La premiére famille de méthodes est basée sur une formulation ALE (Arbitrary
Lagrangian FEulerian) des équations de Navier-Stokes ou, je le rappelle, le maillage
est déplacé et déformé au besoin entre une grille cartésienne et le point de vue
d’une particule de fluide ; I'article de Hu et al. [HPZ01]| (par exemple) présente cette
technique en détail dans le cadre d’interaction avec un solide. Cette discrétisation
ALE est particulierement adaptée au probléme car elle permet de lier physiquement
le maillage du fluide aux frontiéres de 1'objet discrétisées spatialement. C’est en ces
points du maillage que vont se dérouler les échanges entre les deux milieux : la vitesse
du fluide en ces derniers doit étre identique a celle du solide et les forces agissant sur
la paroi peuvent y étre calculée, elles sont ensuite « transmises »au modéle physique
pour la dynamique de la structure considérée.

Ces modéles sont trés précis car ils permettent d’adapter le maillage du fluide
autour de l'objet et de focaliser les calculs a cet endroit. De plus, la vitesse est
explicitement la méme (aux erreurs numériques preés) a l'interface entre les deux mi-
lieux du fait de la représentation explicite de celle-ci. Malheureusement, comme pour
toutes les méthodes ALE, ces modeéles peuvent étre complexe & mettre en oeuvre
du fait justement de la précision du maillage qui doit étre créé et transporté en
respectant les frontiéres de la structure, ce qui peut s’avérer difficile pour des géo-
métries complexes en 3D. Comme pour les méthodes Lagrangiennes, ces méthodes
ALE nécessitent un remaillage lors de grandes déformations du maillage, ce qui peut
étre fréquent proche d’objets solides pour des fluides turbulents par exemple, et ne
bénéficient pas de 'avantage en terme de temps de calcul des méthodes basées sur
une grille Eulerienne.

Les méthodes basées sur l'idée de frontiéres immergées, introduite par Pes-
kin [Pes77| pour les membranes élastiques, proposent une alternative permettant
de palier ces deux principaux problémes. Ces méthodes sont basées sur le calcul de
la dynamique du fluide dans un domaine plus large que néssaire, au dela de la fron-
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tiére fictive du fluide, jusqu’a l'intérieur des objets en interaction. La discrétisation
de ce domaine est effectué sur une grille Eulerienne qui ne bouge pas et a l'intérieur
de laquelle les objets sont plongés. Une représentation implicite de ces derniers est
adoptée (par exemple a l'aide de volume of fluids ou level sets) et a la dynamique
de ceux-ci est assurée a 'intérieur de ce sous-domaine du fluide via I'imposition des
contraintes physiques inhérentes aux modéles choisis; le couplage est donc directe-
ment effectué dans le fluide et retranscrit sur les objets. Bien que la non conformité
du maillage avec la paroi d'un objet ne permet pas d’'imposer exactement le mou-
vement de celui-ci & la surface, ces méthodes réussisent a capturer correctement les
interactions dans la limite o le pas de grille diminue (ou l'erreur de discrétisation
spatiale autour de l'objet réduit). Ces méthodes permettent, plus ou moins aisé-
ment, d'introduire des objets de forme quelconque tout en bénéficiant de la rapidité
de calcul des méthodes sur grille. De plus, elles sont assez naturellement adaptées
pour I'introduction de membranes élastiques entourées, des deux cotés de la surface,
de fluide. Les articles [Pes77, GPH'01,SP05, BIM04]| sont basés sur ce principe afin
de simuler I'interaction d’un fluide avec un solide rigide.

Dans ce chapitre, je présente tout d’abord plus en détails les techniques pour
I'interaction fluide-structure en m’attardant plus particuliérement sur le principe de
frontiére immergée, car c’est sur ce dernier que j’ai axé mes travaux de recherche. En-
suite, j'exposerai les principales méthodes aujourd’hui utilisées en synthése d’'images
pour les interactions fluides-structures.

2 Structures immergées

Cette partie est consacrée aux travaux existants en mathématiques appliquées
concernant les interactions fluides-structures pour le cas de solides rigides et de
membranes élastiques. Tout d’abord j’exposerai les méthodes permettant d’intégrer
dans un fluide une structure & mouvement imposé, prédéterminé. Puis je présenterai
les méthodes permettant le couplage d'un fluide avec une membrane élastique. Je
terminerai en détaillant le principe de domaine fictif principalement utilisé pour
I'interaction compléte de solides rigides plongés dans un fluide.

2.1 Solide rigide & mouvement imposé

Je présente ici trois méthodes permettant I'intégration d'un solide rigide, a I'in-
térieur d’un fluide, dont la position et la vitesse aux bords sont connus a chaque
instant. Le probléme se résume donc a imposer au fluide la vitesse du solide au
niveau de l'interface afin d’imposer une condition de non glissement. Je m’intéresse
particuliérement a trois méthodes : la premiére est la méthode des panneauz utilisée
en formulation vortex, la deuxiéme nommée frontiére élargie, en formulation vitesse,
est basée sur un agrandissement du domaine du solide chevauchant celui du fluide,
et finalement la troisiéme est la méthode de pénalisation on le fluide incorpore le
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domaine du solide dans lequel la vitesse est pénalisée.

Méthodes des panneaux et flux de vorticité

Comme nous 'avons vu au chapitre premier, imposer des conditions sur la vi-
tesse formulation vortex est un probléme difficile. Il est d’autant plus difficile en
présence d’'un solide rigide soumis aux forces hydrodynamiques. La complexité du
probléme provient du fait que la condition imposée sur la vitesse ne permet pas d’im-
poser directement une condition sur le champ de vorticité, aussi, il faut ajouter une
condition aux bords pour la vorticité (question adressée dans le premier chapitre).

D’une maniére générale, la vitesse du fluide peut s’écrire, par la décomposition
d’Helmholtz comme la somme d’un champ a divergence nulle (u,) et d’'un champ
irrotationnel (ug) :

u=u, + Us. (3.1)
La vorticité est définie comme
w=Vxu=V xu, (3.2)
et la divergence de u,, est nulle :
V-u, =0. (3.3)

Des équations 3.2 et 3.3, nous pouvons déduire une équation de Poisson sur la
vorticité :
Au, = -V X w. (3.4)

Comme nous 'avons vu dans le premier chapitre, une solution pour ce probléme
peut étre obtenue par la loi de Biot-Savart (c¢f. équation 1.18). La vitesse prove-
nant de I'aspect rotationnel du fluide est donc obtenue, reste a définir la deuxiéme
composante irrotationnelle, qui peut s’écrire comme :

En combinant cette derniére équation a la contrainte d’incompressibilité, nous ob-
tenons une équation de Laplace pour @ :

AD = 0. (3.6)

Clairement, la décomposition 3.1 n’est pas unique. Une solution particuliére peut
étre obtenue en imposant des conditions aux bords sur les vitesses. Par exemple, afin
de prendre en compte une condition de non pénétration sur la surface d’un solide,
il convient de poser :

u-n=(u,+V®P) -n=u n, (3.7)

ou u, est la vitesse connue du solide. L’équation 3.7 peut se reécrire :

Vo -n=(u—u,) n, (3.8)
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qui fournit la condition aux bords nécessaire pour résoudre 3.6. Ainsi, la vitesse du
fluide définie par le champ de vorticité et dont la composante normale est nulle aux
bords du domaine s’écrit :

u(x) = uy, —I—/RdK(x—y) x w(y) dy + V. (3.9)

La résolution de I’équation de Laplace 3.6 peut étre effectuée sur une grille de ma-
niére simple lorsque le maillage est adapté aux frontiéres du fluide. Néanmoins, cette
discrétisation de ’espace devient trés rapidement complexe a mettre en oeuvre en
3D et en présence de parois a géométrie quelconque.

La méthode des panneaux |[Hes90| (c¢f. [CKO00| pour une description détaillée
des techniques existantes) permet d’'imposer une condition de non pénétration a
I'interface entre une paroi fixe et le fluide, dans une approche différente. Dans les
articles [LK93, PWST02], les auteurs ont appliqué la méthode avec succés. Le prin-
cipe de la technique est le suivant : considérer une vitesse de pénétration nulle aux
bords peut se traduire par I'apparition d’une fine couche de vorticité (notée ) sur
la surface, en fonction de la vitesse tangentielle relative a l'intérieur et a I'extérieur
de I'obstacle, soit :

7(x) = n(x) x [u(x;) - u(x)),

ou X; (resp. X.) représente le point x a I'intérieur (resp. extérieur) du solide. La tech-
nique consiste a créer un ensemble de panneaux, représentant de maniére discréte
la géométrie de la frontiére, portant une vorticité v (constante ou linéaire sur la
longueur du panneau, suivant la précision requise) dont I'intensité va imposer 1’an-
nulation de la vitesse normale au niveau du panneau, et par extension a I’ensemble
de la surface. Cette feuille de vorticité est ajoutée sous une forme intégrale dans
I’équation de Biot-Savart permettant le calcul de la vitesse :

ui,t) = [ K(x—y) xwly.)dy + [ Kx—y) xy(y.t)dy

ou 2 est le domaine contenant le fluide et I' la surface du solide représentée par les
panneaux. L’intensité de chaque panneau doit étre évaluée pour chaque temps ¢ de
maniére & annuler la vitesse normale aux bords. Ce calcul nécessite I'inversion d’une
matrice A suivant I’équation

Avy=Db

ol b est la vitesse normale en chacun des panneaux a I'instant ¢. Si les panneaux ne
bougent pas, la matrice A est constante en temps et il n’est donc pas nécessaire de
I'inverser qu’une seule fois initialement.

Cette méthode, particuliéerement adaptée a la formulation Lagrangienne de I'équa-
tion de vorticité, peut étre remplacée par une technique plus simple dans le cas d’une
méthode hybride on la vitesse est calculée via la fonction courant W. En effet, une
vitesse nulle aux bords d’un obstacle se traduit par une condition sur W :

un=0=(VxW¥)-nsurl
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ol n est la normale a la surface. Comme la fonction courant peut étre choisie & une
constante prés (du fait que I'on en prend le rotationnel), une condition de Dirichlet
¥ = cste sur le bord permet d’annuler simplement la vitesse normale. Cette condi-
tion doit étre complétée d'une condition de Neumann Cfi—;ll' = 0 afin de conserver la
propriété V-W = 0. Dans le cas o on utilise une grille réguliére pour discrétiser I'es-
pace dans lequel est plongé un solide non aligné sur les points de grille, imposer cette
condition s’avére non trivial. Cette méthode permet néanmoins de ne pas calculer
le potentiel @ afin d’annuler la vitesse de pénétration aux bords; cette condition est

assurée lors de la résolution de W.

En présence d’un fluide visqueux, la vitesse du fluide au niveau de la surface
d’un solide doit étre identique a celle de la paroi. Le probléme est donc d’annuler (si
on se place dans le cas d’une paroi fixe) la vitesse tangentielle du fluide en sus de la
vitesse normale. Physiquement, ceci peut étre interprété comme ’apparition d’une
couche de vorticité (dont I’épaisseur est fonction de la viscosité) dans le fluide proche
du bord, permettant de contrebalancer le glissement du fluide. LLa méthode dite de
flux de vorticité permet, par la diffusion de vorticité depuis la paroi vers 'intérieur
du fluide, d’annuler la vitesse tangentielle résiduelle aprés les étapes de transport et
diffusion de I’équation de Navier-Stokes (cf. schéma 1.6 au premier chapitre). Pour
résumer, 1’algorithme est le suivant :

1. Résoudre I’équation de Navier-Stokes en formulation vorticité,
2. Calculer la vitesse de glissement aux bords,

3. Introduction d’une couche de vorticité prés du bord visant a annuler le glisse-
ment.

L’intensité et la localisation de ce flux de vorticité sont calculées a partir d’une mé-
thode similaire a celle des panneaux, en évaluant discrétement la vitesse tangentielle
résiduelle en plus de la vitesse normale. Bien stir, des conditions aux bords adéquates
doivent étre adoptées pour la vorticité, comme précisé dans le premier chapitre.

Cette méthode, bien qu’élégante et adaptable aux méthodes purement particu-
laires est cotiteuse  elle requiert I’évaluation discréte du flux de vorticité au niveau
de chaque panneau et ajoute un nombre important de particules, augmentant ainsi
le coiit du calcul de la vitesse — et demande la discrétisation explicite de la surface,
ce qui peut étre un probléme difficile en 3D en présence d’objets a géométrie com-
plexe. Nous verrons dans le chapitre 5 une nouvelle méthode beaucoup plus simple
a implémenter, moins coiiteuse et s’adaptant trés naturellement a tout type de géo-
métrie. Les bases de cette technique sont présentées dans les parties suivantes dans
le cadre d’une formulation vitesse des équations de Navier-Stokes.

Frontiére élargie

La méthode de frontiére élargie (fat boundary method en anglais) introduite par
Maury |[Mau0O1| puis adaptée par Bertoluzza et al. |BIM04| pour la simulation de
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fluide s’intéresse a l'intégration d'un solide rigide immergé dans un fluide. Via une
zone tampon autour du « trou »formé par 'objet dans le maillage du fluide, sont
d’abord résolues les équations sur le domaine complet, puis est traitée la correction
locale nécessaire pour l'interaction des deux milieux. L’idée intuitive est d’utiliser
un maillage efficace pour les calculs sur le fluide et un maillage adapté autour du
solide, et ensuite de faire correspondre les deux solutions. Les deux domaines, ()
celui du fluide et B celui du solide, se superposent comme présenté sur la figure 3.1.
Par exemple, le probléme de la résolution de 1’équation de Poisson :

F1G. 3.1 Le trou dans le domaine €2 représenté par B, sa surface v, la zone « tam-
pon »T close par la frontiére " & I'intérieur du domaine §2.

{ —Au = f dans Q\ B, (3.10)
u = 0 survy,
(ot v = OB) avec u = g sur 02, se raméne a résoudre les deux problémes suivants :

) —Av = f dansT
“ v = 4 sury (3.11)
b) —Ad=f+ 2L, dans Q

ou T est le sous-domaine clos par 7 et 4" formant la zone tampon (cf. figure 3.2),
oil f est I'extension de f par 0 dans B et le terme %57 peut étre compris comme la
diffusion de la condition au bord réelle sur v vers l'intérieur du domaine Q \ B. La
seconde équation est complétée d’une condition au bord de €2 identique au probléme
précédent. Pour plus de détails sur cette méthode, la preuve de sa correction et ses
applications dans le cadre d’une formulation par éléments finis, le lecteur peut se
référer a la thése d’'Ismail |Ism04].
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F1G. 3.2 — Exemple de discrétisation (grossiére) pour les domaines €2 et T, la zone
prolongée au dela de I'interface de B ol sont résolus les problémes 3.11.b et 3.11.a
respectivement.

Bien qu’il y ait maintenant deux problémes a résoudre au lieu d’un seul, I'intérét
de cette méthode réside dans le fait de pouvoir utiliser un solveur rapide sur tout
le domaine pour résoudre 1’équation 3.11.b) et un solveur adapté a la forme du
maillage entourant B, qui dans le cas d’objets rigides ne bouge pas a la différence
des méthodes ALE. Il est intéressant de voir que cette méthode pourrait servir a
I’application d’une condition de non pénétration sur la vitesse en méthode vortex, via
le calcul de la fonction courant, solution de 1’équation de Poisson AW = —w. Mais
cette méthode semble d’ores-et-déja plus ardue pour appliquer une condition de non
glissement aux bords d’un objet, cette contrainte ne pouvant étre remplie seule et
directement par la résolution de I'équation sur ¥. Néanmoins, la technique peut faire
penser a celle de flux de vorticité permettant de diffuser la vorticité dans la couche
limite autour de la paroi afin d’annuler la vitesse tangentielle. Pour ma part, j'ai
utilisé la méthode de pénalisation  présentée ci-dessous pour la formulation vitesse
— g’intégrant plus naturellement dans les méthodes vortex de part son découplage
de I’équation sur la fonction courant.

Méthode de pénalisation

[La méthode de pénalisation consiste a pénaliser la vitesse du fluide a I'intérieur
d’un solide afin d’imposer la vitesse rigide a I'intérieur et aux bords du sous-domaine
B occupé par l'obstacle. Ce sous-domaine de ) peut étre alors per¢cu comme un
milieux poreux dans lequel on va chercher & annuler la vitesse du fluide (relati-
vement a la vitesse du solide), c’est-a-dire dont la perméabilité tend vers 'infini.
Dans [ABF99], Angot et al. introduisent la méthode de pénalisation dans un fluide
ol les obstacles sont fixes. Deux types de pénalisation sont proposés : la pénalisa-
tion L? consiste & amortir la vitesse du fluide dans B ; I’équation de Navier-Stokes
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pénalisée devient donc :

0
a—?Jr(u-V)u—uAquVern_lxu:f (3.12)

ou Y est la fonction caractéristique du solide :

x(x) = 1 dans B,
x(x) = 0 dans Q.

La méthode H' quant a elle revient & pénaliser tous les termes linéaires dans 1'équa-
tion :

(1+171x)aa—;1+(u~V)u— 1+ V-o+nxyu=f (3.13)
avec o = [ (Vu + VuT) — pI le tenseur des contraintes (I étant la matrice identité).
Le paramétre de pénalisation 7 controle la perméabilité de 1'obstacle, et lorsque
n — 0, la vitesse du fluide dans B coincide avec celle (ici nulle) du solide. Une
analyse numérique de cette méthode est fournie dans 'article [SVACO08| pour des
solides fixes. Dans le méme principe, I'article |[JLMO05| propose une méthode, basée
sur les élements finis, permettant d’'imposer la contrainte de rigidité via le tenseur
de déformation D(u) = V“%V“T. La solution recherchée est celle minimisant la
déformation totale =1 [z D(u), avec n << 1.

Je présenterai plus précisément cette méthode au chapitre 5 car c’est elle sur
laquelle je me suis basé pour mes travaux sur 'interaction de solides rigides avec des
fluides.

2.2 Membranes élastiques

Peskin est le précurseur des méthodes de frontiéres immergées, avec initialement
des applications aux membranes élastiques dans le cadre de simulations de voies
sanguines et du coeur [Pes77,PP93| (et les références dans celles-ci), et repris par
Goldstein et al. [GHS93| (et les travaux postérieurs [GHS95,SB96|) pour des pa-
rois rigides — que je n’ai pas détaillé précédemment, mais qui reste dans la méme
formulation qui suit. Ces membranes souples possédent leur propre dynamique, mo-
délisée par des lois d’élasticité sur leur surface, en réponse a I’étirement, déformation
tangentielle, et a la déformation normale, en rapport avec la courbure de la surface.
De plus, on s’intéresse au cas d'une membrane imperméable, ce qui se traduit, dans
le cas d’un fluide visqueux, par :

[ul =0sur I’

o I' est la surface et [u] note le saut de vitesse au travers de celle-ci. Ainsi, a la
maniére des fluides multiphases, la membranes est simplement transportée par le
fluide, et pour les points X sur celle-ci, I’équation de transport est appliquée :

X
2 u(X).
5 — uX)
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Dans les travaux de Peskin, la surface est paramétrée, représentée de maniére
Lagrangienne (avec tous les avantages et inconvénients discutés dans les chapitres
précédents). Pour simplifier la notation, intéressons nous a I’écoulement d’un fluide
2D dans lequel est plongée une courbe fermée paramétrée par s € [0, L] au cours du
temps : X(s,1).

Contrairement aux solides rigides étudiés ci-dessus, la membrane n’est pas sim-
plement soumise aux forces hydrodynamiques, elle posséde aussi son propre com-
portement élastique. Peskin propose de considérer les interactions entre ces deux
milieux en intégrant les forces élastiques présentes sur la surface a l'intérieur du
fluide. Est alors ajoutée a I’équation de conservation du mouvement du fluide un
terme de forcage localisé sur l'interface. L’ensemble des équations a résoudre est
donc :

p(aa—;l—l—(u-V)u) +Vp = pAu+f, (3.14)
V-ou = 0, (3.15)

f(x,1) = /OLF(s,t)a(x ~ X(s,4)) ds, (3.16)

w —u(X(s,1),1) = /Q u(x, 1)6(x — X(s,)) dx, (3.17)
F(s,{) = S(X(-1),1). (3.18)

La force F est définie par la fonction S déterminant le comportement élastique de la
membrane (le signe - est présent pour prendre en compte de maniére générale toute
loi de comportement, locale ou non). La masse de Dirac § localise la force mais aussi
définie la vitesse de l'interface en fonction de la vitesse du fluide, car numériquement
la masse de Dirac est régularisée par un paramétre ¢. Asymptotiquement  lorsque
€ — 0  au niveau de l'interface, le fluide se comportera alors comme la membrane
élastique. Le couplage de toutes ces équations permet effectivement de prendre en
compte toutes les interactions entre les différents milieux.

A partir de cette méme formulation, Lai et Peskin [LLP0O0] proposent une intégra-
tion numérique d’ordre 2 formellement, car en fait la discrétisation de la fonction
Dirac lisse irrémédiablement le champ de vitesse autour de 'interface (¢f. [BL92]
pour plus de détails) — pour résoudre les équations, afin de réduire la viscosité
numérique introduite par la fonction Dirac régularisée. Les résultats obtenus avec
cette technique ont méme permis d’obtenir des résultats intéressants pour I'étude de
I’écoulement autour d’un cylindre fixe, via une force élastique trés raide permettant
d’éviter la déformation du cylindre et ainsi de simuler le comportement d'un solide
rigide contenu par la membrane.

Dans une approche similaire, les travaux de Cottet et al. [CM06b, CMMO08| sont
axés sur la représentation de la membrane par une surface implicite, définie par
une level set ¢ (cf. partie 2) transportée par le fluide. La surface ' est alors définie
comme :

P = {x| é(x) = 0}
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La force élastique est alors extraite de cette formulation implicite, via le gradient
V¢ et I'étirement de la mebrane |V¢|. Si initialement la level set est une fonction
distance, a U'interface, |[V¢| — 1 dénote le changement d’air de la surface [CMO4].
Ainsi, une énergie issue de la membrane élastique peut étre dérivée :

§= [ B(Vel) dx= [ B(Vol)dlx) dx

ol E est une loi élastique fonction de I’étirement de la membrane |V¢|; et de maniére
discréte avec un parameétre de régularisation € pour une fonction cut-off ( :

e= [ B(Vo) ¢ (?) dx

De cette énergie est extraite la force qui est introduite dans I’équation de Navier-
Stokes comme terme de forgage, similairement & |Pes77] :

= {Po,s (VE(IV6D) - F(Volslom@} 9ol (¢) (a9

oit Py, est la projection sur le plan orthogonal & V¢, et k(¢) et n(¢) la courbure
et la normale (respectivement) de la surface définies en formulation level set, dans le
voisinage de ¢ = 0. Dans cette équation, on peut remarquer que la force est séparée
en une composante tangentielle (3 gauche) et une normale (& droite) portées sur
I'interface. On peut noter que dans le cas ou E est une loi linéaire (E’ est alors
constant et VE’ est nul), 'équation 3.19 est similaire & la tension de surface. Pour
une force élastique tendant a diminuer I’étirement, les auteurs choisissent E'(|V¢|) =
A([Ve| —1).

Cette formulation Eulerienne de la membrane permet d’éviter les difficultés inhé-
rentes a la représentation Lagrangienne, plus précisément la nécessité de remaillage
de la surface paramétrée dans le cas de grandes déformations et la généralisation
simple en dimension supérieure a 2. Par contre, méme si d’un point de vue continu la
force élastique empéche tout changement de topologie, en pratique la discrétisation
des équations ne permet pas d’assurer cette propriété, ce qui peut étre indésirable
dans le cas d’'une membrane élastique. Les résultats obtenus avec cette méthode sont
concluants sur des cas tests et les auteurs fournissent des applications pour la simu-
lation de globules rouges, considérés comme des membranes élastiques contenant un
fluide.

2.3 Solide rigide : couplage fluide-structure en formulation
vitesse

Intéressons nous maintenant a l'interaction totale d’un solide rigide soumis aux

forces hydrodynamiques d'un fluide. Le principe des méthodes basées sur la tech-

nique de frontiére immergée est de plonger la structure interagissant avec le fluide
dans ce dernier sans en modifier le maillage. Ainsi, le domaine du fluide est élargi
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pour couvrir entiérement 1’objet, permettant 'utilisation des méthodes tradition-
nelles rapides et adaptées (par exemple pour les solveurs d’équation de Poisson sur
grille réguliére) comme en présence d’une fluide unique. Le principe initialement
proposé par Peskin |Pes77| concernait I'interaction d’un fluide avec une membrane
élastique.

Basée sur la méme idée, la méthode dite de domaine fictif introduite par Glo-
winski et al. (dans la suite d’articles [GPHT01, GPHT99, PIBT02|) puis améliorée
par Sharma et Patankar [SP05, Pat01| permet l'interaction du fluide avec un solide
rigide soumis aux forces hydrodynamiques. L’utilisation de multiplicateurs de La-
grange forcant la contrainte de rigidité a 'intérieur du sous-domaine du fluide occupé
par le solide permet d’imposer la condition de Dirichlet sur la vitesse aux bords du
solide (et par extension a l'intérieur). L’article [SP05] propose une amélioration de
la méthode, au niveau du temps de calcul et de la simplicité, dans le sens ot imposer
la contrainte de rigidité dans le solide peut alors étre percu comme une projection
du champ de vitesse a la méthode de Chorin pour la contrainte d’incompressibilité.
Le probléme est réduit au calcul de trois multiplicateurs de Lagrange (notés par le
vecteur \) issus de la contrainte de rigidité a I'intérieur du domaine P(t) du solide :

1

Dfu] = 5

(Vu+Vvu') =0 (3.20)
a laquelle s’ajoute la condition d’incompressibilité et de condition aux bords OP(t)
sur la vitesse : u = u, ot 'indice r dénote la grandeur physique dans le solide. En ré-
écrivant la contrainte de rigidité 3.20, nous pouvons obtenir les trois multiplicateurs
de Lagrange soumis aux trois équations :

V- (Dlu]) =V - (D[A]) =0 dans P(t), (3.21)
Dul - n=D[A\]-n=0 sur OP(t). (3.22)

Afin d’intégrer la contrainte dans le fluide, on réécrit I’équation de Navier-Stokes

sous la forme :
Jdu
p<§+(u~V)u> =-Vp+vAu+pg+f

complétée de I’équation d’incompressibilité et ot p(x) varie en fonction de la densité
du fluide et du solide suivant x. f est définie comme V - (D[)]) pour étre consistant
avec I’équation de mouvement dans le fluide et dans le solide (¢f. [SP05| pour plus de
détails). Tout d’abord I’équation est résolue pour 'itération n, sans le terme f, avec
une méthode traditionnelle pour obtenir 1 a divergence nulle. Puis, similairement a
la méthode de projection, on définit la vitesse au pas de temps suivant comme :

n+l _
p (%) —f dans P(t). (3.23)

*1 en injectant I’équation pré-

ntl egt

Les équations 3.21 et 3.22 sont alors écrites pour u”
cédente, ce qui fournit les équations recherchées pour f. Une fois f calculé, u
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recouvré grace a I’équation 3.23, ou les contraintes d’incompressibilité et de rigidité
(a I'intérieur du solide) sont assurées. La vitesse a l'intérieur du solide satisfait ces
propriétés mais ne représente pas particuliérement la vitesse du solide soumis aux
forces hydrodynamiques. C’est pourquoi il faut introduire les lois de comportement
du solide pour la résolution sur f en définissant 1 = u, + u’ ol u, est la vitesse du
solide :

u,=U+Q xr,
MU:/ ol dx
P

12 :/ pr X tdx
P(t)

o M est la masse du solide, U sa vitesse de translation, €2 sa vitesse angulaire, I la
matrice d’inertie et r le vecteur depuis le centre de gravité du solide. Ainsi, la vitesse
u"t! = u, est bien la vitesse du solide soumis aux forces exercées par le fluide et
les forces extérieures, dans le sous domaine P(t). Les vitesses de translation et de
rotation du solide ainsi calculées permettent de faire avancer ce dernier vers le pas
de temps suivant.

Cette méthode est particuliérement adaptée a la formulation vitesse car elle
consiste a projeter celle-ci sur I'espace des vitesses satisfaisant les contraintes du so-
lide. Malheureusement ce principe se préte beaucoup plus difficilement aux méthodes
vortex ol la quantité manipulée est la vorticité et non directement la vitesse.

3 Interactions fluide-structure en synthése d’images

Face a la difficulté et au coiit des méthodes d’interaction entre fluides et solides ri-
gides ou déformables, la communauté de la synthése d’images s’est longtemps limitée
a la simulation de fluides contraints par des solides rigides fixes, globalement faci-
lement intégrables dans la résolution des équations en imposant le non-glissement
sur les faces d’'un maillage Eulerien. Dans ce contexte, de maniére plus générale,
les parois d’un solide fixe peuvent étre discrétisées pour se conformer a la grille,
posant néanmoins le probléme « d’escalier » (ou alliassage) induit par cette approxi-
mation. Plus récemment, les méthodes de type ALE ont été adaptées a ’animation
[FOCT05,KFCOO06] pour 'interaction d’objets rigides ou déformables avec un fluide.
La méthode de domaine fictif quant a elle a été reprise dans I'article Rigid Fluids
[CMT04] pour I'intégration de solides rigides dans une formulation Eulerienne stan-
dard. Dans un modéle plus microscopique pour l'interaction, Genevaux [Gén06]
utilise des ressorts connectés entre la paroi et le fluide pour empécher ce dernier de
pénétrer le solide tout en appliquant les forces hydrodynamiques. Dans le cadre des
méthodes vortex, |PKO05| proposent d’utiliser la méthode des panneaux afin d’impo-
ser des conditions de non glissement dans une formulation purement Lagrangienne.

D’autres techniques moins basées sur la physique ont été introduites afin de
contrer les difficultés et de satisfaire les contraintes apparaissant en synthése d’images
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le temps de calcul, la « manipulation »de la simulation par un artiste, I'interac-
tion avec des objets aux comportements trés divers ~ comme par exemple les thin
deformable and rigid shells |GSLF05|. L’étude détaillée de ces méthodes sortant du
cadre de cette thése, elles ne seront pas présentées dans ce document. C’est pourquoi
je me tiendrai aux méthodes annoncées plus haut, dans l'ordre de leur énonciation.

3.1 Méthode ALE et maillages dynamiques

J'ai présenté dans le premier chapitre la méthode de type ALE proposée dans
les articles [FOCT05, KFCOO06|. Dans cette formulation, la gestion de I'interaction
entre le fluide et un solide (la généralisation a plusieurs solides est simple) est gérée
via la résolution de I’équation de Poisson pour la projection de la vitesse partielle
sur l'espace des vitesses a divergence nulle (¢f. 4.3). Un ensemble de n faces du
maillage pour le fluide forment l'interface avec le solide. La matrice R de taille n xn
(détaillée ci-aprés) multipliée par le vecteur des pressions aux points associés fournit
I’accélération totale du solide.

M o0
R = [ 0 Jfl ‘| [ AlblT e AnbnT

avec b; = {niT | (r; % ni)T} le vecteur contenant la normale et le vecteur orthogonal
a n; et au vecteur r; en direction du centre de gravité du solide au niveau de la
face f;, la matrice M est la matrice identité multipliée par la masse du solide, 14, J
la matrice d’inertie et A; 'air de la face f;. Afin de trouver la pression, I'opérateur
discret modifié D correspondant a la divergence est appliqué a I’équation de Poisson
pour trouver la pression :

0tDAp = —Du*

ou u* est la vitesse partielle provenant de 1’ajout des forces extérieures a la vitesse
obtenue par la méthode semi-Lagrangienne, et A la matrice formée par 1'opérateur
discret gradient multiplié par —p~! pour les faces a 'intérieur du fluide et formée de
la ligne correpondante de la matrice R pour les faces aux bords du solide. A la diffé-
rence des méthodes de domaine fictif, celle-ci posséde 'intérét d’obtenir 'interaction
entre le fluide et les structures en une seule passe lors de la projection, elle a été
utilisée pour le couplage de parois déformables agissant sur un fluide. La difficulté
majeure de cette méthode, comme je I’ai précisé dans le premier chapitre, est la gé-
nération d’'un maillage cohérent épousant les bords du domaine du mieux possible,
probléme inexistant dans les techniques basées sur des frontiéres immergées.
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FiGc. 3.3  Interactions fluide-structure par la méthode hybride proposée dans
[KFCOO06|. Calculs haute résolution. Images extraites de |[KFCOO06|.

3.2 Rigid Fluids

L’article Rigid Fluids |CMTO04| reprend la méthode de domaine fictif introduite
par Glowinski et al. et améliorée par la suite par Patankar et al. dans le cadre d’une
simulation par différences finies sur une grille Eulerienne. L.a méthode est utilisée
telle quelle, dans le cadre de simulations d’interactions entre liquides, gaz et solides,
avec une technique de type volume of fluids & une seule phase (avec extrapolation
de la vitesse au dela de I'interface liquide-gaz), comme présenté précédemment. Cet
article est parmi les premiers a proposer des interactions efficaces entre fluides et
solides rigides. La méthode demande néanmoins la résolution de systéme d’équations
sur les quatre multiplicateurs de Lagrange (un pour la pression et trois pour la
contrainte de rigidité), alors que les méthodes pénalisant la vitesse a l'intérieur du
solide (comme vu précédemment) nécessitent un calcul de cotit linéaire & chaque pas
de temps (voir chapitre 5).

Fi1G. 3.4 Interactions liquide-solide rigide par la méthode de domaine fictif, en
présence de plusieurs solides et d’une surface libre. Images extraites de [CMT04].
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3.3 Solides déformables

Dans I'article [GHDO3] (et pour plus de détails, consulter la thése [Gén06]),
Genevaux et al. proposent sur une formulation vitesse résolue par la méthode
des Markers And Cells — d’intégrer 'interaction entre un liquide et des solides
déformables par 'utilisation de forces de répulsions (similaires a un réseau masses-
ressorts) entre des marqueurs situés dans le fluide et les points de discrétisation
situés a la surface du solide. Ces forces tendent & repousser le fluide de la paroi
via le transfert de celles-ci comme force extérieure en partie droite de 1’équation
de Navier-Stokes. Symétriquement, les forces exercées a l'interface entre les deux
milieux sont répercutées a I'intérieur du solide via sa modélisation par un réseau de
masses-ressorts, entrainant le couplage complet des deux milieux. Bien qu’adoptant
un point de vue simpliste pour la dynamique du solide et son interaction avec le
fluide, ces travaux précurseurs ont permi d’obtenir des résultats intéressants tout en
permettant une intégration aisée et rapide de solides déformables dans un modéle
de simulation de fluides existant. Néanmoins, cette solution ne permet pas de ré-
soudre rigoureusement le probléme d’interaction entre deux milieux a la dynamique
différente. Les interactions considérées sont calculées entre chaque paire de points
(entre les marqueurs et les sommets du solide), ce qui demande un temps de calcul
important, bien qu’il puisse étre réduit en considérant la localité des interactions.

Fi1Gc. 3.5 Interactions fluide-structure par une méthode de type masse-ressort.
Images extraites de [GHDO3].

3.4 Vortex : méthode des panneaux

Récemment, en 2005, Park et Kim |[PKO05| ont adaptés a la synthése d’images la
méthode des panneaux pour l'interaction de solides rigides avec un gaz, en adoptant
une formulation vorticité des équations de Navier-Stokes, avec 'aide de particules
de vorticité. Afin de pouvoir controler I'épaisseur de la couche limite, dans I'optique
de la manipulation du logiciel de simulation par un artiste désireux de modifier le
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comportement du fluide, les auteurs introduisent un paramétre o € [0, 1] modulant
I'intensité du flux de vorticité depuis la paroi en direction du fluide. Cet outil permet
alors de maitriser localement le taux de frottements entre le solide et le fluide, ceci
peut-étre compris comme une modification locale de la viscosité du fluide. Ainsi, pour
des valeurs de o proches de 0 pour des surfaces « lisses », le fluide va « glisser » contre
la paroi, alors qu’avec des valeurs de o proches de 1, la couche limite dynamique et
visuelle paraitra plus épaisse. Les auteurs effectuent au préalable le calcul de I'inverse
de la matrice A provenant de I'équation Ay = b permettant d’obtenir 'intensité
de la vorticité v au niveau d’un panneau pour la condition de non pénétration. En
effet, A ne varie pas, méme aprés transformation rigide (translation et/ou rotation)
de la surface de 'objet, ce qui permet de considérer un solide suivant un mouvement
prédéterminé.

F1G. 3.6 — Interaction fluide-structure par la méthode des panneaux, par une réso-
lution de I'équation de Navier-Stokes par particules de vorticité. Images extraites

de [PKO5].

4 Bilan du chapitre

Nous venons de voir les principales méthodes existantes pour l'interaction de
structures, solides rigides ou déformables et membranes élastiques, en mathéma-
tiques appliquées et leur pendant en synthése d’'images. Je me suis particuliérement
intéressé aux méthode de type domaine fictif qui présentent pour moi un avantage
significatif : celui de permettre d’intégrer trés simplement tout type de maillage a
I'intérieur d’un fluide dans lequel les calculs peuvent étre effectués rapidement, par
des méthodes sur grille traditionnelles par exemple. Ceci est un avantage d’autant
plus grand qu’en méthode vortex, imposer une contrainte aux bords d’un solide peut
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s’avérer délicat, et encore plus lorsque sa forme est quelconque ce qui est bien
souvent le cas en synthése d’images ot la méthode des panneaux serait difficile a
mettre en oeuvre.

Nous verrons dans le chapitre 5 une technique permettant l'interaction entre
fluides et solides rigides grace a une méthode de pénalisation s’intégrant aisément
dans une formulation vorticité. Mais avant cela, dans le chapitre suivant, je présente
les fondements nécessaires pour la simulation de fluides par méthode vortex, sur
lequels seront ajoutées les interactions fluide-structure, dont des membranes élas-
tiques, avec des applications en synthése d’images.
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Chapitre 4

Méthode de vorticité pour la
simulation de fluides

1 Fluide monophasique

1.1 Préambule

Je présente en premier lieu mes travaux effectués sur les fluides a une unique
phase, le cas le plus simple. Le passage a plusieurs phases est présenté dans la sec-
tion suivante 2. Tout d’abord j’effectue un rappel des équations de Navier-Stokes en
formulation vorticité, ainsi que sur les méthodes de résolution pour ces équations.
Puis je reviens en détails sur les points de calcul traités succintement dans la pre-
miére partie du manuscrit, concernant le calcul de la vitesse, de la diffusion, sur les
méthodes de remaillage et diverses méthodes numériques nécessaires a la résolution
des équations. Je terminerai cette section en présentant un exemple de simulation
de fluide monophasique avec deux méthodes différentes : la méthode purement par-
ticulaire et la méthode Vortex In Cell avec remaillage (notée par le sigle VIC dans
la suite) qui sera la base de la suite de mes travaux.

1.2 Rappel des équations et des méthodes de résolution

Je rappelle ici les équations déja présentées dans le chapitre premier concernant
la formulation vorticité, en y spécifiant les particularités associées a& mon travail
de recherche. Préalablement, il est important de noter que dans le cas particulier
d’un fluide monophasique, aucune équation sur la densité n’est résolue. Ceci est la
conséquence du fait que dans I'équation de conservation de la vorticité 1.14 :

ow

— +(u-V)w=(w-V)u+riuw,

ot
seule la viscosité v entre dans I’équation, et cette viscosité étant constante au sein
du fluide, aucune équation de transport pour celle-ci, comme pour la densité, n’est

nécessaire. Le probléme en est d’autant plus simplifié.
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Comme nous I'avons vu dans le premier chapitre, I’équation précédente peut étre
écrite dans un point de vue Lagrangien grace a la dérivée particulaire :

Dw

T = (w-V)u+rAw (4.1)

ce qui revient a résoudre sur un groupe de particules une équation de diffusion
augmentée d'un terme d’étirement en 3D. La partie advection de I'équation est
quant a elle résoulue implicitement par le transport des particules.

Dans ce contexte, le champ de vorticité w(x,t) est représenté par un ensemble
de particules (dont les quantité transportées sont notées par un p ou un ¢ en indice)
plutdt que par des valeurs discrétes aux sommets d’un maillage. La vorticité est
définie dans I'espace dans I’équation 1.26 comme :

w(x,t) ~w(x,t) = pr G (x —x,(1))
p
ou (. est un noyau de mollification sur lequel je reviendrai dans la partie suivante.

Ces particules sont simplement transportées par le fluide :

dx,(t)
dt

— u, = u(x,(1)).

L’un des problémes principaux des méthodes vortex est justement le calcul de la
vitesse des particules. Plusieurs méthodes existent, et dans le cadre particulaire, le
noyau de Biot-Savart 1.30 est tout particuliéerement adapté. Il permet de calculer la
vitesse en fonction de la vorticité portée par chacune et de leur position respective,
permettant de définir la vitesse en chaque point de I'espace :

u(x ) = 3w, Ke(x - x, (1)) (4.2)

ou K. est un noyau de Biot-Savart régularisé sur lequel je reviendrai dans la partie
suivante. Ainsi, I’équation 4.2 est utilisée pour obtenir la vitesse en chaque particule
et pour résoudre les termes de transport et d’étirement de 4.1.

Malheureusement, une approche entiérement particulaire de I’équation de vorti-
cité posséde plusieurs désavantages dont les principaux sont le cotit de calcul lié aux
algorithmes existants ainsi que le probléme de mauvaise répartition des particules au
fur et & mesure du temps, probléme inhérent a toute méthode Lagrangienne. C’est
pour palier ces difficultés que la méthode des VIC avec remaillage a été développée :
elle permet de prendre avantage de la simplicité des méthodes Eulerienne tout en
conservant les bienfaits de la représentation Lagrangienne, tout particuliérement en
ce qui conserne I'équation de transport. En effet, cette méthode hybride consiste a
utiliser une grille sous-jacente a I’ensemble de particules afin de faciliter les calculs
(pour la vitesse notamment) et de maitriser la répartition spatiale des particules par
le biais de techniques de remaillage.
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La clef des VIC remaillés réside donc dans cette partie trés sensible qu’est le
remaillage  ou remeshing en anglais  ou la vorticité est transférée entre les par-
ticules et la grille, et vice-versa. En effet, 'opération de remaillage doit étre effectuée
réguliérement pour éviter que la répartition des particules devienne trop disparate
dans le cas de grandes déformations. Ceci pourrait donner lieu a de fortes pertes de
précisions dans la résolution des équations, ou & une modification complexe et
donc non souhaitable des noyaux d’interpolation. Je parle plus en détail de ce
probléme dans la partie 1.4 ou je donne des exemples de fonctions d’interpolations
utilisées dans notre contexte.

Bien que je présente en partie 1.6 un exemple d’utilisation d’'une méthode pu-
rement Lagrangienne, la méthode VIC avec remaillage est la base de mes travaux;
pour plus de lisibilité, jabuserai du terme « VIC »pour faire allusion & ces deux
méthodes couplées (calcul de la vitesse sur la grille plus remaillage). Je rappelle
ici I'algorithme général de résolution des équations de Navier-Stokes en formulation
vorticité par cette méthode, comme présenté en partie 4.6. Le reste de cette partie
détaillera successivement les étapes essentielles de cet algorithme, en insistant sur
les choix effectués pour obtenir un calcul efficace. L’algorithme est le suivant :

Calcul de la vitesse sur la grille a partir de w™.

Calcul de I’étirement sur la grille.

Interpolation de la vitesse et de I’étirement sur les particules.
Advection des particules et intégration du terme d’étirement.

Remaillage : création de nouvelles particules basées sur la grille.

AR B

Diffusion sur la grille : obtention de w™*!.

1.3 Calcul de la vitesse et équation de transport
Via le noyaux de Biot-Savart

Nous avons vu dans la partie 4.5 qu'’il est possible de calculer la vitesse du fluide
décrit par un ensemble de particules de vorticité grace a la loi de Biot-Savart (équa-
tion 1.30) discrétisée sur ces derniéres. Dans la plupart des cas, il n’est nécessaire de
calculer cette vitesse qu’a la position des particules de vorticité, car, dans le cas d’un
fluide monophasique, il n’existe qu'une unique équation de transport sur la vorti-
cité qu’il faut résoudre. Le noyau de Biot-Savart étant singulier en zéro, il convient
d’utiliser un noyau régularisé supprimant cette singularité. La construction de tels
noyaux est détaillée dans le livre [CKO00|; deux critéres principaux participent au
choix du noyau : l'ordre de la fonction cutoff influant sur la précision de K, et le
cott de I’évaluation numérique du noyau. Ce dernier point est primordial car le coiit
de D'algorithme de calcul des vitesses sur les N particules est en O(N?); ainsi une
réduction du cott de I’évaluation de K. entraine un gain de temps substantiel. Par
exemple, en 2D, le noyau suivant est d’ordre 4 (ou la fonction cutoff utilisée est
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d’ordre 4) :
K.(x) =

272
52 (1 +(r2/et —1)e /e )

o 7 = |x|. Son équivalent en 3D :

K.(x) = —4:;3 (1 Fe e 46_2T3/63)
donné par Beale et Majda [BM85|. C’est ce dernier noyau que j’ai utilisé dans mes
travaux.

Le calcul de 'exponentielle sur une machine n’étant pas trés rapide, il peut-étre
envisagé d’utiliser des valeurs tabulées  c’est-a-dire précalculées sur des intervales
définis  afin d’en accélérer I'évaluation. Cette discrétisation du noyau induit des er-
reurs dans les calculs, mais dans le cadre de la synthése d’images, et particuliérement
pour des applications temps-réel, ce gain en temps de calcul peut étre substantiel
(cf. 1.6) et la perte de précision négligeable visuellement.

Reste a définir la valeur de €. En pratique ce paramétre est choisi de 'ordre de
I'espacement (initial) h des particules; attention car ce choix n’est plus judicieux
lorsque les particules s’éloignent ou se rapprochent au cours du temps. Une méthode
particulaire basée sur des noyaux a support € variables doit étre considérée dans des
méthodes purement Lagrangiennes. Le choix d’une méthode hybride pour mes tra-
vaux m’a amené a ne pas traiter cette question. Le lecteur pourra se documenter
dans I'article [CKOS00] pour une discussion sur ce sujet.

L’algorithme de sommation permettant de calculer les vitesses sur chaque parti-
cule demande exactement N? évaluations du noyau K, :

u, = ZKE(XP — X,) X Wy
q

est donné par I'algorithme suivant :

Algorithme 1: Calcul de la vitesse par le noyau de Biot-Savart
pour tous les particules p faire u, < 0
pour tous les particules p faire
pour tous les particules q faire
u, — u, + Ko (x, — %) X w,
fin
fin

Le noyau de Biot-Savart étant impair, K. (x) = —K.(—x), il est possible de calcu-
ler de maniére plus rapide la vitesse sur toutes les particules. En effet, la contribution
(sans la multiplication par la vorticité) d’une particule p en une particule ¢ étant
I'opposée de celle de ¢ sur p, une seule évaluation du noyau est nécessaire par paire
de particules. L’algorithme 2 présente de maniére synthétique la méthode que j’ai
adoptée dans ma thése pour les simulations purement Lagrangiennes.
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Algorithme 2: Calcul rapide de la vitesse par le noyau de Biot-Savart
S0
pour tous les particules p faire u, < 0
pour tous les particules p faire
pour tous les particules q ¢ S faire
K — K. (x, — %)
u, —u, + K xw,
u, —u, —Kxw,
fin
S=SUp

fin

Cet algorithme a une complexité équivalente au précédent, ¢’est-a-dire en O(N?),
mais le nombre d’opérations effectivement réalisées est plus faible : il est trés exac-
tement de N i = N(N + 1)/2 évaluations du noyau, ce qui est environ deux fois
plus rapide que I'algorithme « nafif ».

Comme nous I'avons vu au premier chapitre, cette méthode est adaptée natu-
rellement & des conditions aux bords ouvertes, c’est-a-dire quand le domaine n’a
pas de limite explicite. Pour des conditions aux bords de type périodique, le calcul
de la vitesse est plus cotiteux car il faut alors prendre en compte un ensemble de
particules virtuelles recopiées périodiquement dans toutes les directions. L’équation
permettant de calculer la vitesse u, est alors :

u, = Z ZKE(Xp — (x¢ + kL)) x w,

kezd 4

en dimension d, ot L est la taille de la boite supposée identique dans les d directions.
Ici x, + kL dénote les positions d'une particule ¢ d’'un point de vue périodique. En
pratique, seul un nombre restreint de particules sont « ajoutées », c¢’est-a-dire que k
ne prend qu'un nombre limité de valeurs. Par exemple, si on considére uniquement
les particules dans le voisinage proche (k = {—1,0, 1}%), ceci revient & considérer les
boites adjacentes et multiplie le coiit du calcul par 3%.

Il est plus difficile d’imposer des conditions de type no-through ou no-slip. Pour
ce faire, la méthode des panneaux [PWST02] (par exemple) peut-étre employée,
une application de cette technique en synthése d’images est présentée dans I'article
[PKO05|. Dans le chapitre suivant, je propose une nouvelle méthode pour imposer
des conditions de non glissement sur les parois d’un obstacle qui peut s’intégrer
naturellement aux méthodes purement Lagrangiennes.

Via la fonction courant sur la grille

Dans le cadre de la méthode VIC, le calcul de la vitesse est effectué sur la grille.
En effet, I'intérét de la grille sous-jacente est de pouvoir bénéficier de la rapidité des

1. FLUIDE MONOPHASIQUE 105



CHAPITRE 4. METHODE DE VORTICITE POUR LA SIMULATION DE FLUIDES

techniques de résolution de I’équation de Poisson nécessaire au calcul de la fonction
courant :

AY = —w. (4.3)

Je rappelle qu’en 2D il suffit de résoudre une seule équation pour la troisiéme com-
posante non nulle de v et w, alors qu’en 3D il faut en résoudre 3, une pour chaque
composante. Il est important de noter que le coiit algorithmique de ces méthodes
est fonction du nombre M de points de grille qui est différent du nombre de parti-
cules de vorticité présentes dans le domaine. Ainsi, il n’est envisageable de comparer
la méthode précédente a celles qui suivent qu’en prennant en compte le taux de
remplissage de la grille par les particules.

Pour résoudre I'équation 4.3, j’ai utilisé deux méthodes différentes en fonction
des conditions aux bords : la résolution dans le domaine fréquentiel grace a un al-
gorithme rapide de transformée de Fourier pour des conditions périodiques, et par
différences finies pour des conditions de type no-through sur la vitesse  je rappelle
qu’il n’est pas possible de résoudre directement une condition de type no-slip en
formulation vorticité.

La premiére méthode consiste a utiliser une représentation fréquentielle des
grandeurs étudiées, représentation particuliérement adaptée pour les signaux pé-
riodiques. Par exemple, grace a la transformée de Fourier (notée TF') et son inverse
(notée TFI), il est possible de résoudre facilement 1’équation de Poisson dans ’es-
pace de Fourier. Soient (&) = F(¢(x)) la TF de v, et &(&) = F(w(x)) celle du
champ de vorticité. La solution de I’équation de Poisson s’obtient simplement :

FAy) = —F(w)
AT2E%%) = -
- w
b= 42€2
avec i> = —1. Ainsi on trouve la solution dans le domaine spatial par la TFI de la

solution, c’est-a-dire :

_ w
w=f1<4ﬂ2€2>.

Le coiit de la TF et de la TFI étant de O(MlogM), cette méthode est donc beaucoup
plus intéressante en temps de calcul en comparaison de la méthode purement par-
ticulaire, en considérant un remplissage important du domaine de calcul, N ~ M.
Evidemment, elle demande que la répartition des points de discrétisation soit uni-
forme. Toutefois, il est envisageable de considérer une répartition non uniforme de
ces derniers en utilisant une transformée de Fourier non uniforme.
L’implémentation de cette technique se fait de maniére assez simple. Tout d’abord,
j’ai choisi d’utiliser une bibliothéque permettant d’effectuer des transformées de Fou-
rier de maniére rapide. Les algorithmes de type Fast Fourier Transform (transormée
de Fourier rapide) procurent un calcul efficace pour ces opérations. Ce dernier est
d’autant plus efficace lorsque le nombre d’éléments — les sommets de la grille —

106 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. METHODE DE VORTICITE POUR LA SIMULATION DE FLUIDES

formant la donnée en entrée est une puissance de 2. C’est pourquoi dans les simula-
tions des grilles de taille L? (ou d est la dimension) sont généralement utilisées. La
bibliothéque FFTW [FJ| fournit une implémentation de cette méthode, c’est elle
que j’ai intégrée dans mon logiciel.

En pratique, a partir d’un tableau de taille M = L¢ stockant les valeurs de w
spatialement sur la grille, le résultat obtenu est un tableau de taille L4~ x L/2 o
sont stockées les valeurs complexes associées aux fréquences du signal représentant
le champ étudié. La raison pour laquelle la taille de ces données est deux fois plus
petite qu’en représentation spatiale est que la transformée de Fourier d'un signal a
valeurs réelles est symétrique : I'amplitude d’une fréquence f est la méme qu’a la
fréquence —f.

L’algorithme permettant de calculer ¢/ a partir de la vorticité, en omettant la
propriété énoncée précédemment pour plus de clarté, est donc le suivant :

Algorithme 3: Calcul de la vitesse via la fonction courant grace a la FFT en
3D

// L’indice f représente le tableau stockant les valeurs complexes du champ
asSocié.

// Les crochets [i] représentent le i élément du tableau.

// a est une constante comptant pour le facteur d’échelle du probléeme et le
facteur li€ aux transformées de Fourier.

// a = h3JL3, ou h est I'espacement spatial des points de grille, supposé

eme

constant
// et L le nombre de points de grille.
// F est le sous-domaine des fréquences étudiées : ¥ C 7 et

F=[-L/2,..,L/2]

wy — F (w)

pour tous les fréquences £ € F? faire
| dsléle]6] = wrlGllG]G]/ (4m°e)

fin

= F 1 (Yy)

pour tous les les points x du tableau faire
| Ylz]lze]lws] — ax gz [z2][zs]

fin

Intéressons nous maintenant a la condition aux bords de type no-through. Cette
approche est différente des méthodes spectrales dans le sens o des conditions aux
bords doivent étre explicitement données pour la grandeur qui nous intéresse ici :
la fonction courant. Comme je 1'ai expliqué dans le premier chapitre en partie 4.6,
il est possible d'imposer une condition de non pénétration aux bords d'une boite
de calcul en imposant des conditions de type Dirichlet homogéne pour les compo-
santes de v tangentes au bord de la boite et de type Neumann homogéne pour la
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composante normale. Ceci est aisément obtenu par les algorithmes de résolution de
I’équation de Poisson basés sur des schémas de différences finies en jouant sur les
valeurs contenues dans la matrice a inverser pour résoudre ce probléme. J'ai inté-
gré la bibliothéque FishPack dans mon logiciel, cette derniére permet de résoudre
de maniére efficace I’équation de Poisson avec les conditions souhaitées grace a des
schémas de différences finies d’ordre 2 ou 3 influencant I’erreur numérique commise
lors du calcul. Le cott de tels algorithmes est en O(MlogM).

Une fois les valeurs de ¢ connues en chaque point de grille, il faut maintenant
calculer la vitesse. Dans la méthode VIC, ceci est simplement effectué en calculant
numériquement le rotationel de la fonction courant : u = V x 4 sur la grille a 'aide
de schémas de différences finies. Il est possible d’utiliser des schémas d’ordre élevé
pour calculer la vitesse ; un soin particulier doit étre apporté dans une boite fermée
ou des schémas d’ordre moins élevé (ayant donc un support plus petit) ou décentrés
(cf. annexe 2.1) doivent étre utilisés.

Etirement

Dans mon implémentation de la méthode VIC, j’ai utilisé le fait que la vorticité
et la vitesse se trouvent, en début d’itération, toutes les deux sur la grille pour
calculer de maniére efficace I’étirement du tourbillon. J’ai donc utilisé la définition
de I’étirement sous forme conservative :

Dw
— =V - (w®nu) (4.4)
Dt

puis interpolé ce terme sur les particules avant le transport. Numériquement, lorsque
la vitesse est calculée sur la grille, j’ai utilisé le méme schéma de différences finies

que pour calculer V x 1, soit un schéma d’ordre 4.

Transport de la vorticité

L’équation de transport sur la vorticité est résolue dans un repére Lagrangien
comme expliqué dans le premier chapitre. Ceci permet de résoudre exactement
I’équation de transport, sans erreur numérique, ainsi que de s’abstraire de la condi-
tion CFL liée a la résolution de ’équation en Eulerien. Une fois la vitesse u,, calculée
en chacune des particules, que ce soit par le noyau de Biot-Savart ou par le calcul
des vitesses sur la grille, I’'équation de transport :

B D w,

— + (u, - Vw, = D =0

est résolue implicitement par le transport de la particule par le fluide :
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A chaque pas de temps, aprés le calcul de la vitesse sur les particules, leur position
est donc mise a jour :

X, (t 4 0t) = x,(t) + 0t u,(t)

de maniére explicite au premier ordre en temps. Afin d’approcher au mieux la vitesse
réelle du fluide et de suivre au mieux la caractéristique de celle-ci, il est envisageable
d’utiliser d’autres schémas d’intégration pour le déplacement des particules. J'ai
utilisé un schéma de type Runge-Kutta d’ordre 2 (c¢f. figure 4.1)  équivalent de
la méthode du point milieu (mid-point method en anglais) modifié pour mes
simulations. Initialement, la méthode Runge-Kutta 2 consiste a évaluer la vitesse au
demi pas de temps suivant et d’utiliser cette vitesse pour advecter la particule vers
le pas de temps suivant :

Xp(t + 0t) = x,(t) + ot u(x,(t) + %u(xp(t), t),t+ %).

Or le calcul de la vitesse u(x,(t) + Zu(x,(t),t),t + 2) au demi pas de temps

FiG. 4.1  Comparaison graphique de la méthode d’intégration d’Euler standard
d’ordre 1 (en vert) et d’'un schéma de type Runge-Kutta 2 (en marron); la courbe
bleue est la fonction de référence & approcher. La distance entre la valeur f calculée
pour le temps ¢+ 0t est plus petite avec la seconde méthode car ce schéma est d’ordre
2.

suivant nécessite la vorticité w(x,t + %) également au demi pas de temps suivant,
ce qui nécessite la résolution du reste de I’équation de vorticité (pour la diffusion
et I’étirement en 3D). Ces calculs sont coiiteux et ceci doublerait le temps de calcul
global nécessaire a la résolution de I’équation de conservation (ainsi que, comme on le
verra plus tard, sur le transport de la densité en présence d’un fluide multiphasique).
Dans I'intention de réduire ce temps de calcul tout en conservant une bonne précision
dans I’équation de transport, j'ai utilisé une approximation du champ de vitesse au
demi pas de temps suivant, de maniére similaire a [Wey06|. Ces travaux montrent
que cette approximation permet bien de résoudre le déplacement & I'ordre 2, dans le
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cadre de méthodes couplées au remaillage dans une formulation vitesse. J'ai utilisé
cette approche dans la méthode VIC implémentée (voir ci-dessous).

Dans une méthode purement Lagrangienne, le champ de vorticité transporté par
une particule peut étre pris comme une approximation de la vorticité au temps
suivant, comptant uniquement la résolution de I’équation de transport :

ot
wy(t + E) >~ wy(1)
qui transporte aussi le champ de vitesse, en omettant la diffusion et 1’étirement des
vortex. Ainsi, I’équation de Runge-Kutta 2 modifiée consiste a calculer une vitesse

approchée 1, telle que :

= K- (xpl1+ %) — x4 0)) % (1)

olt x,(t + %) = x,(t) + Lu,(t) (et de maniére similaire pour x,), et de U'intégrer
dans I'équation de déplacement de la particule :

X, (t + 0t) = x,(t) + 0t 4,(t).

Comme il a été proposé dans [Wey06|, il est aussi possible d’utiliser un champ
de vitesse u(x) constant sur le demi pas de temps. Dans une formulation vorticité,
I’équivalent correspond a approcher la vitesse de la particule au demi pas de temps
suivant @, en fonction du champ de vorticité w(x, t) = w(x,t + %) constant.

Dans mon implémentation pour la simulation purement Lagrangienne, j'ai donc
résolu ’équation sur la vitesse grace au noyau de Biot-Savart aux positions des
particules a U'instant ¢ + & aprés une intégration d’Euler explicite & Iordre 1, ¢’est-

2
a-dire : 5t
u, = ZKS(Xp(t + 5) —Xq(1)) X wy(t)
q
avec 5t 5t
X, (t + 5) = x,(t) + 5 -

Dans le cadre d'une méthode VIC ot la vitesse est calculée sur la grille en résol-
vant I’équation de Poisson sur la fonction courant, la méthode utilisée est similaire a
cette derniére. La seule différence provient du fait que les particules de vorticité sont
situées n’importe o dans le domaine, lorsqu’on met de coté le remaillage pour I'ins-
tant. I1 faut alors interpoler les valeurs de la vitesse u(x) stockées aux sommets de la
grille au niveau des positions des particules x,. Ces interpolations viennent ajouter
des erreurs en fonction du pas de discrétisation spatiale dx aux erreurs sur le schéma
de déplacement. Par chance, si un remaillage est effectué a chaque pas de temps, les
particules se trouvent alors situées a l'instant ¢ exactement aux sommets du maillage
et aucune interpolation ne doit étre effectuée si on adopte un schéma de remaillage
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adapté (cf. partie 1.4). Mais l'utilisation d’'une méthode de type Runge-Kutta avec
un champ de vitesse fixe dans I'intervalle [¢, ¢+ 2] nécessite tout de méme d’effectuer
une interpolation a la position x,(t + %) de la particule au demi pas de temps. Ce-
pendant, bien qu’elle rajoute de I'erreur en fonction de dx et augmente le temps de
calcul en O(N) (une interpolation par particule pour les N particules), I'utilisation
de cette méthode reste intéressante car elle permet de réduire I'erreur temporelle
d’un ordre de grandeur alors que les fonctions d’interpolation généralement utilisées
ont déja un ordre d’erreur quadratique en espace (cf. partie 1.4).

Etudions l'intérét et la limite de cette méthode : en utilisant un schéma d’in-
terpolation d’ordre 2, I’erreur commise en comparaison d’un schéma de transport
traditionnel en O(6t) est en O(dz?) + O(6t*). Le schéma d’Euler d’ordre 1 est donc
préférable si et seulement si

O(0t) < O(0t%) + O(62%).

C’est-a-dire si
O(6t) < O(62°). (4.5)

Or, si on adopte une contrainte sur le pas de temps a cause de la résolution de
I’équation de diffusion sur la vorticité, nous avons en 1D I'inégalité suivante :
2 2
ox ox

ot < — < —.
- 2v v

Si on prend un pas de temps égal a %, I'inégalité 4.5 devient :
O(dt) < vO(dt).

Autrement dit, la méthode basée sur celle de Runge-Kutta 2 est toujours plus in-
téressante si la viscosité est faible (v < 1), ce qui est le cas pour les simulations
qui nous intéressent dans le cadre de cette thése. De maniére plus générale, si ot
est choisi de 'ordre de 0z, les deux méthodes sont équivalentes en terme d’erreurs
numériques et le schéma d’Euler d’ordre 1 reste moins coiiteux en temps de calcul.

Conditions aux bords pour le transport En présence de conditions aux bords
de type périodiques, il est nécessaire de repositionner les particules déplacées a
I'intérieur de la boite, que cela soit dans un cadre purement particulaire ou dans
une méthode VIC. En 1D, soit I'intervalle périodique [A, B[ dans lequel évoluent les
particules, la particule p est située en z,(t) tel que z,(t) € [A, B[, lorsque celle-ci
sort de la boite, c’est-a-dire x,(t+0t) ¢ [A, B], il convient de déplacer cette particule
a I'intérieur du domaine en la remplacant par son équivalente en périodique :

Tp(t +0t) — xp(t +0t) —(B—A) sixz,(t+0t) >=B et
xp(t + 0t) — x,(t + 0t) + (B — A) si z,(t + 0t) < A.

Dans le cas d’une boite fermée, les particules ne peuvent physiquement pas sortir
de la boite. Néanmoins, la vitesse des particules prés des bords du domaine peuvent
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les amener a traverser celui-ci si le pas de temps n’est pas modifié en conséquence. Ce
dernier doit ainsi étre adapté afin que les particules proches des bords ne s’échappent
pas. Rappelons I'équation de transport pour une vitesse 1, donnée :

X, (t 4 0t) = x,(t) + 0t 0y,

en 1D la position z,(t + 6t) doit appartenir a l'intervalle |A, B[ (en omettant la
présence de particules aux bords), en d’autres termes :

A—x,(t
xp(t)+5tﬁp>A:>6t<%()
P
B —
xp(t)+5tﬁp<B:>5t<ﬂ
Uy

et

comme uniquement une vitesse négative (resp. positive) peut faire sortir =, du do-
maine au dela de A (resp. de B). En pratique, comme la condition de non pénétration
est assurée, cette contrainte n’entre pas en jeu car la vitesse orthogonale aux bords
aux points proches de ceux-ci est trés faible.

Par ailleurs, un soin particulier doit étre apporté aux fonctions d’interpolation
utilisées avec la méthode VIC dans un domaine fermé. Effectivement, il est nécessaire
d’utiliser des fonctions d’interpolation adaptées a un maillage fermé, le support de
ces derniéres pouvant prendre plus de deux points de grille. La section suivante
revient sur ces cas particuliers dans le cadre d’une technique de remaillage, étape
lors de laquelle j’ai utilisé les mémes fonctions d’interpolation.

1.4 Meéthodes de remaillage et fonctions d’interpolation

La méthode des VIC s’appuie sur le remaillage fréquent des particules de vor-
ticité afin de bénéficier au mieux des avantages des méthodes sur grille. Le point
clef de cette méthode est I'utilisation de fonctions d’interpolation adaptées afin de
préserver au mieux les propriétés dynamiques du fluide. C’est pourquoi les fonctions
d’interpolation choisies pour distribuer les particules sur la grille doivent étre le
moins diffusives possible et conserver le maximum de moments sur la vorticité. De
maniére générale, la qualité d’une fonction d’'interpolation est liée aux nombres de
points utilisés pour celle-ci, ¢’est-a-dire de son support. Le livre [CK00| présente en
profondeur différentes fonctions d’interpolations ainsi que les propriétés associées.

Décrivons maintenant plus précisément le fonctionnement de la méthode de re-
maillage dans le cadre du présent travail. Je me place dans le cas 1D pour plus de
clarté, la méthode en dimension supérieure s’en déduit naturellement. Un ensemble
de particules situées aux sommets z,, d’'une grille uniforme d’espace h = 1 sont
advectées par le fluide. Leur nouvelle position associée est notée par ,. Soit un
champ T transporté par cet ensemble de particules, ou chacune d’entre elle porte
f‘q = f(:ﬁq). Nous souhaitons interpoler cette quantité aux points de grille z, on
seront créées les particules qui serviront a la prochaine itération de 1’algorithme des

112 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. METHODE DE VORTICITE POUR LA SIMULATION DE FLUIDES

VIC que j’ai implémenté. La valeur portée par une particule fraichement créée au
point x,, (sur la grille) est calculée de la maniére suivante :

['(z,) = Z fqW(xp — I,) (4.6)

ot W (x) est une fonction d’interpolation. Pour une raison de conservation, il va de

soi que
/ (z) = / P(x)

ce qui correspond de maniére discréte a :

> W(x—z,) =1.

L’étude du développement limité de I'(z,) =3, I, W (x,—%,) renseigne sur U'ordre de
la fonction d’interpolation. Il est primordial que la fonction d’interpolation conserve
aux mieux les moments du champ étudié — principalement la vorticité —, ce qui

est traduit par :
/Q:F(a:) = /xf(x)

pour le premier moment et

[1al?r@) = [ 12PT(@)

pour le second.

La fonction « triangle »(cf. figure 1.4) est la plus simple et la plus naturelle, elle
est définie par :

A(x):{o si|z| > 1

1 —|z| sinon,
qui est d’ordre 1, qui posséde un support de 2 points au maximum.
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Fi1G. 4.2 — Différentes fonctions d’interpolation utilisées dans les méthodes vortex.
Le schéma Mj est celui que j’ai adopté dans mes travaux.

Pour ma part, j’ai utilisé un schéma d’interpolation de type M} (cf. figure 1.4)
— utilisé initialement dans les méthodes de type SPH [GM77| pour leurs bonnes
propriétés de conservation  qui d’ordre 3 et donne des résultats convaincants pour
les méthodes vortex. La fonction est la suivante :

0 si|x| > 2
Mya) = 3@ —lal* A —Jal) sil<|a|<2
1—@4—@ sinon.

Cette derniére posséde un support de 4 points, ce qui est convenable du point de
vue temps de calcul. Je renvoie le lecteur a [CK00] pour des comparaisons entre
différentes fonctions d’interpolation. La construction d’une fonction d’interpolation
pour des particules en dimension plus élevée s’effectue simplement par le produit
tensoriel de fonctions 1D sur chacune des composantes de la position :

W(x) = 0L W (z,).

L’évaluation numérique de I'équation 4.6 demande un algorithme de cotit O(M N)
ou M est le nombre de points de grille et N le nombre de particules. Or, la fonction
d’interpolation W possédant un support limité, il est aisé de construire un algorithme
de coiit linéaire en le nombre de particules en évaluant W uniquement aux points
du maillage faisant partie du support de cette fonction. Par exemple 'interpolation
d’une particule sur la grille, & 'aide du schéma M} en 3D, demande 64 évaluations
de cette fonction. Dans le cas plus général d'une grille réguliére d’espacement h, il
convient de redimensioner les grandeurs x en évaluant Mj(x/h).
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Dans le cadre de conditions périodiques, le remaillage est effectué de maniére tri-
viale en considérant les points de grilles de maniére périodique lors de l'interpolation
des particules sur ceux-ci. Avec des boites fermées, 1'utilisation du schéma M} n’est
pas possible pour les particules proches des bords. En effet, des points de grille a ’ex-
térieur du domaine entrent dans la distribution des quantités a transférer. Comme je
I’ai précisé précédemment, les vitesses aux bords du domaine dans le cadre de condi-
tions de non-pénétration restent faibles et il est possible de négliger la contribution
sur ces points extérieurs au prix de la perte (faible) de conservation des quanti-
tés transportées. Il est aussi envisageable d’utiliser des fonctions d’interpolation a
support plus compact afin de distribuer entiérement ces quantités a I'intérieur du
domaine ou bien de considérer des fonctions décentrées adaptées. Par contre, comme
pointé par [Wey06|, adopter un mélange de différents types de fonctions pour I'in-
térieur et le bord du domaine ne permet pas de conserver de maniére consistante
les quantités interpolées. Néanmoins, dans le cadre de la synthése d’images, I'erreur
introduite peut étre considérée comme négligeable, et c’est cette approche que j’ai
adoptée dans mes travaux en utilisant un schéma adapté :

0 si|z| >3
2(z=1) si2 < |r| <3
— 2 ‘ pS
Aalz) (2 — ) sil< |z <2

3z a®
I -5+ %5 sinon,

pour les particules se trouvant & moins d’une case du bord 0 (et de maniére similaire
pour les autres bords).

1.5 Diffusion

Dans le cadre de ma thése, j’ai utilisé plusieurs méthodes pour calculer le terme
dw

de diffusion de la vorticité %* = vAw (ot ici la dérivée peut-étre prise du point de
vue soit Lagrangien soit Eulerien). Sur les particules, la résolution de cette équa-
tion peut étre effectuée, entre autres, a 'aide de la méthode de Particle Strength
Ezchange (PSE), en utilisant un noyau de diffusion 5 régularisé comme présenté en
équation 1.31, méthode basée sur la formulation intégrale 'opérateur de diffusion.
L’implémentation du PSE sur les particules s’effectue d’une maniére similaire au
calcul de vitesses par la loi de Biot-Savart. En intégrant ce terme avec un schéma

d’Fuler explicit a I’ordre un, nous obtenons :

S g Z_it Sl — W) e (x — x0).
q
Ce calcul peut étre effectué dans la méme boucle de calcul que pour celui de la
vitesse sur la particule p tout en profitant des mémes possiblités d’accélération dues
a la symétrie du noyau 7.. Il est aussi possible de précalculer des valeurs de 7. pour
éviter ’évaluation directe et coiiteuse de ce noyau en acceptant les erreurs induites
par cette simplification. Dans mes travaux, j’ai pris pour  un noyau Gaussien G :

ne(x) = e 2(x/e) = e 2G(x/e) = e (4m) e XD,
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Les méthodes VIC bénéficient d’un des intéréts supplémentaires par rapport aux
méthodes particulaires. Du fait du splitting des opérations, le traitement du terme
de diffusion vAw se fait indépendemment du terme de transport. Le fait d’effectuer
cette opération apres le remaillage permet de profiter de la localisation de la vorticité
sur une grille réguliére et ainsi d’avoir la possibilité d’appliquer un choix large de
méthodes de résolution de I’équation de la chaleur. Comme I'espacement entre les
particules est fixé, il est possible de précalculer les valeurs du noyau de la méthode
PSE afin de réduire grandement le cotit de calcul. De plus, comme ce noyau est
a décroissance rapide, il est possible de le réduire encore en ne considérant qu’un
voisinage proche (une ou deux cellules) des points de grille diminuant ainsi le coit
algorithmique en O(N). Cette méthode peut étre ainsi vue comme une méthode
classique de différences finies.

Autrement, il est possible d’utiliser les méthodes habituelles de résolution de
I’équation de la chaleur, je renvoie le lecteur & I’annexe 2.2 pour une présentation
plus compléte de celles-ci. Si la viscosité est faible, une méthode explicite  la plus
rapide et facile & implémenter  peut étre appliquée tant qu’elle ne contraint pas
trop le pas de temps, soumis a la condition §¢ < h*/(v6) en 3D. Sinon une méthode
de type implicite, spatialement ou dans le domaine fréquentiel est & envisager, pour
cela j’ai utilisé les solveurs FishPack et fftw3, respectivement.

Il est aussi possible de résoudre exactement 1’équation de la chaleur dans le do-
maine fréquentiel en utilisant le noyau de la chaleur, solution élémentaire de I’équa-
tion. Le champ solution w(§,t) peut étre calculé trés simplement en fonction de la
solution initiale (¢, 0) :

(€, 1) = e EVG(E,0), (4.7)

équation qui, sous forme itérative, s’écrit :

O(E, T+ 6t) = ™D (E t),
djnJrl (f) — 647r2§21/6ta)n (f) ]

C’est cette approche que j’ai adoptée pour les écoulements périodiques.

Il est important de noter que si les calculs de la vitesse et de la diffusion sont
effectués dans le domaine fréquentiel, et d’apreés I'algorithme des VIC, nous pouvons
gagner en temps de calcul en évitant de calculer une fois superflue la transformée
de Fourier inverse ©"*! et la transformée de Fourier 02 entre la fin d’un pas de
temps et le début du suivant.

1.6 Application : simulation de fumée

La premiére application des méthode vortex que je présente est la simulation
d’un fluide & une seule phase. Afin de pouvoir visualiser le mouvement du fluide,
j'utilise un ensemble de particules de fumée simplement transportées par celui-ci.
Le rendu est effectué grace a la bibliothéque 3D OpenGL aujourd’hui largement
répandue. La fumée est représentée par un champ scalaire o indiquant la densité de
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fumée (sans masse) et sur lequelle est résolue I'équation de transport :

Da
— =0.
Dt

La visualisation de ce champ de densité se fait a I’aide de particules visuelles orien-
tées vers la caméra, représentées par un disque semi transparent dont l'opacité
est fonction de la densité — de taille fixe, assez grand pour que les particules se
chevauchent dans le plan image et donnent une impression de fumée plus ou moins
dense mais compacte. Le choix d’'une primitive différente pour la fumée pourrait étre
considérée, principalement par l'utilisation de Shader, afin d’augmenter la qualité
du rendu. Mais, dans le domaine de la simulation de fluides, le fait que le calcul des
vitesses soit trés long méne a accepter de passer plus de temps dans le rendu, par
une méthode de type lancé de rayon ou photon mapping par exemple, afin d’obtenir
des résultats encore plus convaincants. J’ai trouvé que le rendu par disques semi-
transparents fournissaient d’assez bons résultats visuels pour un temps de calcul
négligeable.

Pour une visualisation plus nette du mouvement du fluide, j’ai aussi attribué une
couleur variable & chaque point de I'espace en transportant une donnée couleur en
méme temps que la densité. Le transport de la quantité « est effectuée soit de maniére
Lagrangienne (exemples 1 et 2) ot 10000 particules sont réparties aléatoirement la
ol la densité n’est pas nulle.

Les exemples que je présente ci-dessous sont en 3D, le cas 2D étant plus simple et
visuellement moins parlant, je ne m’y intéresserai pas ici. Le cas étudié ici est celui
d’une turbine propulsant un jet d’air instantanné vers les z positifs, a I'intérieur d’'un
domaine & vitesse initiale nulle. La turbine est modélisée par un solide rigide fixe dont
la vitesse n’est pas nulle; l'intégration des solides dans le fluide sera expliqué dans
le chapitre suivant. La vitesse a l'intérieur de cette turbine cylindrique, de diamétre
0.2m et de hauteur 0.5m, est de 2m.s~! pour une durée de 200 millisecondes aprés
laquelle le fluide évolue sans force extérieure. Sauf note contraire, la viscosité v est
de 107*m.s~!. Le pas de temps 5t = 1072 s est constant pour toutes les simulations,
il est notable que ce pas de temps est plutot faible en comparaison de la vitesse
du fluide (de I'ordre de 2m.s™!) et permet d’obtenir des résultats trés dynamiques
physiquement et visuellement.

Tout d’abord je montre un calcul basé sur la méthode vortex purement Lagran-
gienne et y explique les résultats attendus pour ce cas test et les résultats obtenus.
Ensuite je présente les calculs effectués par la méthode des Vortex In Cells pour les
mémes conditions.

Sauf indication contraire, tous les calculs numériques présentés dans ce mémoire
ont été effectués un Dell Precision M70, équipé d’un processeur Intel Centrino 2GHz
et de 1Go de mémoire RAM.
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Exemple 1 : Particules et conditions libres

Ce premier exemple prend place dans un domaine aux conditions libres : la vitesse
et la vorticité a I'infini sont considérées comme nulles : u,, = w,, = 0. J’ai donc
naturellement choisi pour cet exemple de résoudre I'équation de vorticité sur des
particules Lagrangiennes, avec la technique de calcul de la vitesse et de son gradient
par le noyau de Biot-Savart ainsi qu'un schéma de type PSE pour la diffusion.

Initialement, un ensemble de 648 particules de vorticité sont placées autour de
la surface du cylindre car c’est a cet endroit que la vorticité est créée pour simuler le
jet. Par souci de simplicité, aucune nouvelle particule n’est créée au cours du temps,
alors qu’il serait nécessaire d’en augmenter le nombre pour simuler au mieux la
turbine ; les résultats obtenus ainsi sont assez convaincants pour ne pas complexifier
le probléme.

[.’espacement initial entre les particules est de h = 0.0625m et le paramétre de
régularisation est fixé initialement & ¢ = 1.5h afin que les particules se chevauchent.
Augmenter ce paramétre lisse plus le champ de vorticité et ainsi la vitesse, nous
souhaitons évidemment limiter cette diffusion du champ de vorticité régularisé afin
d’avoir une simulation et un résultat visuel les plus dynamiques possible. Il serait
envisageable d’adapter £ en fonction de I’espacement des particules, lorsqu’aucun
remaillage n’est effectué. Malheureusement — comme avec le temps des paquets de
particules vont se former — réduire le paramétre, méme si cela permettra locale-
ment d’avoir plus de précision, diminuera la qualité de la représentation du champ
de vorticité pour les particules s’éloignant. En conséquence, j’ai choisi de conserver
constant au cours de la simulation, le probléme de support étant palié dans la suite
de mes travaux par l'utilisation d’'une méthode VIC.

Je présente en figure 4.3 les résultats obtenus par la méthode particulaire avec
un schéma Eulerien simple pour le calcul de la vitesse et de la variation de vorticité
en paralléle de ceux obtenus avec un schéma de type Runge-Kutta 2 pour un pas de
temps deux fois plus élevé (dt,ko = 0.02). La couleur du cylindre est verte lorsque la
turbine est en route et rouge lorsqu’elle est éteinte, c’est-a-dire lorsque plus aucune
force extérieure n’est ajoutée a la simulation. La boule de particules de fumée est
éjectée vers le haut par I’anneau de vorticité initialement situé autour du cylindre,
tangeant a celui-ci dans la direction normale a la vitesse. Puis cet anneau est trans-
porté par le fluide et est déformé par lui méme (le terme d’étirement) tout en se
diffusant, spatialement.
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(a) t =0.0 (b) t=0.2

F1G. 4.3 — AJet de fumée simulé par une méthode particulaire. Comparaison pour
certains pas de temps des résultats obtenus par un schéma d’Euler explicite d’ordre
1 (images de gauche) et un schéma de type Runge-Kutta 2 (images de droite). Les
résultats obtenus avec ce dernier sont plus réalistes et dynamiques.

A Tinstant ¢t = 0.2, les particules du bas ont été poussées rapidement vers celles
du haut (dans l'orientation de I'image) et celles du dessus aux bords sont poussées
sur les cotés et redescendent en comparaison du centre de gravité de I’ensemble des
particules, faisant de celui-ci une sorte de dome. Entre le temps ¢t = 0.5 et ¢t = 0.8, les
particules de vorticité évoluent de maniére autonome et continuent de transporter
la fumée de maniére presque linéaire vers le haut. Au temps ¢ = 1.2 on peut ob-
server des déformations assez importantes sur la « boule »de fumée et notamment
I’apparition de quatre queues formées de particules qui sont toujours aspirées par le
vortex mais moins rapidement que le reste de la forme. Ces structures se trouvent
localisées autour de directions particuliéres, ici sur les droites x = y et x = —y. D’un
pourrait croire que cette asymeétrie est due a des erreurs dans les calculs, notamment
celui du gradient de u, mais comme les calculs sont effectuées de maniére Lagran-
gienne, c’est en fait la répartition initiale des particules — sur les points d’une grille
Eulerienne dans les directionx (x,y,z) — qui crée cette distorsion. Une rotation
d’un angle 6 de cette grille initiale autour de 'axe des z modifie de ce méme angle
I’orientation de ces trainées. A l'instant t = 2.0, nous voyons clairement la forma-
tion d'un « champignon »similairement aux résultats attendus, forme typique, et
impressionnante, du mouvement des particules observé a la suite de tests d’explo-
sions atomiques. On peut voir sur les images correspondant a la simulation utilisant
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une méthode de Runge-Kutta a I'ordre 2 une meilleure conservation de I’anneau de
vorticité, ceci est particuliérement visible sur I'image au temps 2 ou avec le schéma
d’intégration simple la « boule »de particules tout en haut a éclaté : les particules
ont un mouvement beaucoup moins réaliste. La légére disymétrie apparaissant au
temps t = 1.2 est produite par les erreurs numériques venant perturber sensiblement
les calculs, une petite erreur sur le calcul de la vitesse et de la variation de vorticité
sera propagée a I'ensemble des particules a I'instant d’apres. Le terme de diffusion
de la vorticité a pour effet de diminuer ces erreurs en les lissant sur I'ensemble des
particules. La moins bonne répartition des particules avec le temps entre aussi en
jeu dans la faible qualité du champ de vitesse par endroit, notamment lorsque les
particules sont trés proches : le calcul de la vitesse y est alors trop lissé car la régula-
risation du noyau de Biot-Savart vient couper I'influence des particules juxtaposées.

mulation. Dans les couples d'images, celle de gauche représente la vitesse au niveau
des particules ou la couleur est modulée en fonction de la direction (la composante
rouge pour z, vert pour y et bleu pour z) et la longueur de la fléche est proportion-
nelle a la norme de u,. Les images a droite représentent quant a elles la vorticité au
niveau de chaque particule : une spirale est dessinée autour de celles-ci, dans le plan
normal au vecteur vorticité et ot le méme code couleur est utilisé. La longueur de
la spirale est proportionnelle a la norme de w,. La vorticité transportée augmente
dans les premiers instants du fait de la force extérieure introduite par la turbine en
marche, et par la suite elle est modifiée par I’étirement et la diffusion du champ de
vorticité. On peut observer qu’au niveau du pied du champignon, peu de particules
sont présentes et leur espacement plus élevé qu’initialement ce qui induit une moins
bonne représentation du champ de vitesse localement et ainsi un transport moins
précis de la fumée  en comparaison du chapeau.

Le temps de calcul pour la résolution d’une itération avec l'algorithme rapide,
en ne considérant que les particules de vorticité, est d’environ 140 millisecondes
pour l'intégration d’ordre 1 et de 280 millisecondes pour le schéma RK2. Le pas de
temps pour le schéma RK2 est deux fois plus grand que pour le premier exemple,
le temps de calcul global est donc ainsi le méme pour des résultats plus précis et
réalistes avec le schéma d’ordre 2. En comparaison, en quadruplant le nombre de
particules de vorticité (N = 2600), la simulation prend 3 secondes et 6 secondes
(pour le schéma d’ordre 1 et RK2, respectivement) par itération, ce qui représente
une augmentation de 2000% du temps de calcul.
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F1G. 4.4 — Jet de fumée simulé par une méthode particulaire. Zoom sur les particules
de vorticité utilisées pour la simulation, a différents instants. A gauche : les vecteurs
vitesse sont dessinés, a droite la vorticité est représentée par une spirale dans le plan
tangeant au vecteur vorticité, et de longueur proportionnelle & la norme de celle-ci.

Pour transporter les particules de fumée, il est nécessaire de calculer la vitesse
en chacune d’elles. Afin d’obtenir une visualisation réaliste de la fumée, un grand
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nombre de particules est nécessaire (ici 10000) ce qui rendrait prohibitif 1’évalua-
tion directe de la vitesse par le noyau de Biot-Savart. Cet algorithme a un cott en
O(MN) ou M est le nombre de particules de fumée et N celui de particules de
vorticité, avec M > N. Au lieu de cela, j’ai utilisé une grille sous-jacente englobant
les particules de fumée et calculé la vitesse du fluide en chacun de ces points. Puis, la
vitesse attribuée a chaque particule est une interpolation de la vitesse portée par la
grille, réduisant ainsi le cotit algorithmique en O(LN)+O(M) ou L est le nombre de
point de grille, avec L < N et le cotit O(M) représente le cout des interpolations.
Pour ces exemples, une grille de taille 8 x 8 x 8 a été suffisante pour obtenir un
mouvement réaliste des particules avec le schéma d’interpolation M}, assez proche
de celui du fluide réel. J’ai utilisé le schéma M comme fonction d’interpolation.

Nous avons pu voir dans cet exemple les difficultés inhérentes a la méthode pu-
rement, Lagrangienne, principalement le cotit en temps de calcul avec un nombre de
particules important  soucis qui sera une limitation discriminante pour les simula-
tions multiphasiques que nous verrons par la suite — et les problémes résultants de la

permet d’obtenir des résultats trés satisfaisants pour des simulations de phénomeénes
nécessitant un nombre faible de particules qui permettent tout de méme d’obtenir
une animation trés dynamique et réaliste du mouvement d’un fluide, laissant libre le
champ ouvert a des simulations vortex temps-réel du fait de la localité de la vorticité
en comparaison des méthodes basées sur la vitesse. Les articles |[ANO5| et |PKO05]
fournissent des exemples similaires, le premier permettant des calculs trés rapides
et réalistes sur une base de méthode d’anneaux de vorticité.

Exemple 2 : VIC et boite périodique

Dans cet exemple, j’ai utilisé la méthode des Vortex In Cells afin de simuler la
méme expérience que précédemment. Les conditions sont identiques, a part que le
nombre de particules évolue avec le temps : les particules d’importance mineure
face a un critére donné : ici le rapport entre l'intensité de la vorticité en la particule
et la vorticité maximale — sont supprimées aprés le remaillage et des particules
sont créées aux points de grille proches et a I'intérieur de la turbine si de la vorticité
doit étre ajoutée a ces endroits (je reviendrai sur les explications en rapport avec la
création de vorticité dans le chapitre concernant l'interaction de solides rigides avec
le fluide).

Il est important de noter que les résultats obtenus ne peuvent étre identiques
a la méthode particulaire car dans cette derniére le paramétre de régularisation
des particules reste constant a chaque instant — ce qui permet pas de résoudre
précisément les équations lorsque celles-ci s’espacent et se rapprochent — alors que
pour la méthode VIC, les particules sont espacées uniformément et la vitesse ainsi
calculée correspondant exactement (aux erreurs d’approximation prés des schémas
numeériques) au champ de vorticité sur la grille. Néanmoins, les résultats obtenus
pour les mémes pas d’espace et de temps avec la méthode VIC sont moins bons
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qu’avec la méthode particulaire, ceci est dii a la méthode de remaillage qui induit
une diffusion supplémentaire de la vorticité et au fait que la grille Eulerienne soit
uniforme, ce qui implique que deux particules proches vont se « mélanger »1a ou la
formulation Lagrangienne les aurait gardées séparées.

C’est pour ces raisons que j'ai augmenté légérement la résolution spatiale du
maillage Eulerien en fixant le pas d’espace a h = 1/24 pour la premiére simulation
et h = 1/32 dans la deuxiéme que je présente ci-dessous. Le pas de temps est quant
a lui toujours constant a 0.01. Le fluide évolue dans une boite périodique de taille
(1,1,2) (en z,y et z respectivement), assez grande pour que la fumée ait le temps
de former le « champignon ». J’ai choisi ces conditions aux bords car imposer des
conditions libres est plus complexe; j’ai donc pris une boite assez grande pour émuler
au mieux ces conditions. Cependant, il est important de noter que la condition de
périodicité influe de maniére importante sur le comportement du fluide, méme s’il
reste similaire a la simulation purement Lagrangienne avec des conditions libres aux
bords, tout du moins sur le temps de simulation qui nous intéresse.

L’évaluation numérique des opérateurs gradient, rotationnel et Laplacien est ef-
fectuée a 1’aide de schémas centrés d’ordre 4. La viscosité étant assez faible pour les
échelles, la contrainte de pas de temps sur la résolution de I’équation de la chaleur
est assurée, j’ai donc utilisé un schéma Eulerien explicite trés peu cher. La fonction
d’interpolation utilisée pour les transferts particules-grille (pour le remaillage) et
grille-particules (pour le schéma RK2 sur la vitesse) est la fonctione M}, pour les
raisons énoncées plus haut dans ce chapitre. Il est important de noter que similaire-
ment a la méthode particulaire, les résultats obtenus avec un schéma de type RK2
sont bien meilleurs qu’avec un schéma d’ordre 1, bien que le splitting sur I’'équation
de conservation de la vorticité induise une erreur d’ordre 1 en temps.

Nous pouvons observer sur les images de la figure 4.5 les résultats obtenus pour
h =1/24 et h = 1/32. La forme de champignon apparait dans les deux cas a partir
du temps ¢ = 2 avec une précision moins élevée pour la simulation & plus faible
résolution, o le chapeau de la forme se détériore davantage a cause des erreurs
numériques plus grandes. De plus, I’espacement entre les points de grille étant plus
grand dans le premier cas, la diffusion de la vorticité introduite par le schéma de
remaillage aprés transport étale plus la vorticité ce qui semble faire avancer les par-
ticules plus vite vers le haut de la boite. Les résultats obtenus avec un pas d’espace
deux fois plus petit qu’avec la simulation particulaire s’accorde plutot bien avec
le comportement observé ci-dessus. Le temps de calcul est de 110 (resp. 300) mil-
lisecondes par itération en début de simulation en présence de N = 3060 (resp.
N = 4880) particules et croit linéairement en fonction de N jusqu’a atteindre 200
(resp. 360) millisecondes au temps ¢ = 2 avec N = 15000 (resp. N = 25600). Plus
en détail, environ 31% du temps de calcul est dédié au remaillage, 21.5% au schéma
RK2 en comptant les interpolations de la vitesse, 24% pour la résolution de ’équa-
tion de Poisson sur la fonction courant (pour les trois composantes) et le reste pour
les calculs annexes par différences finies. C’est donc la résolution de 1I’équation de
transport (et le remaillage associé) qui est la plus onéreuse.
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En comparaison avec la méthode purement particulaire, le temps de calcul est du
méme ordre pour un nombre de particules bien plus élevé et des résultats qualitati-
vement similaires. Ce temps de calcul grandit en défaveur de la méthode purement
Lagrangienne, lorsque le nombre de particules augmente, alors qu’avec la méthode
VIC, le temps de calcul augmente raisonnablement. La qualité du résultat semble
plus grande avec la méthode particulaire pour un nombre de particules moins élevé.
Ceci peut s’expliquer par deux faits : tout d’abord les conditions aux bords considé-
rées dans ce cas sont libres, ce qui est plus proche du résultat attendu visuellement.
Ensuite, I’équation de vorticité est résolue sur une particule par la résolution d’inté-
grales sur tout le domaine, plus particuliérement, pour I’étirement qui, en méthode
VIC, est calculé sur la grille par différences finies. De plus, ’équation de transport
est résolue exactement dans une formulation Lagrangienne, alors qu’avec la méthode
VIC avec remaillage, cette derniére opération introduit de la diffusion et des erreurs
numeériques.

L " i n

(a) t = 0.0 (b) t = 0.2

=05

(c) t
(e) t
F1G. 4.5 — Jet de fumée simulé par une méthode VIC avec remaillage. Captures du

mouvement du fluide a différents instants, pour une grille de dimension h = 1/24 (a
gauche) et h = /32 (a droite).

=12 (f) t =2.0
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2 Fluide a densité variable

2.1 Préambule

La présence de plusieurs phases dans une méme simulation compléxifie la réso-
lution du probléme en deux points :

— I'équation de Navier-Stokes est plus difficile & résoudre, du fait d’'une densité

et/ou viscosité non constante,

le probléme conjoint du transport de la densité et/ou viscosité est lui aussi

délicat.
J’ai présenté au chapitre 2 les méthodes existantes concernant ces deux problémes.
J’ai expliqué notamment de quelle maniére il est possible d’intégrer la densité va-
riable dans les équations en formulation vorticité, en précisant I’approximation de
Boussinesq valable pour les fluides a faible variation de densité.

Dans cette partie, je me focalise tout d’abord sur la description d’'une méthode
de résolution de fluide multiphasiques en vorticité, autour d’une reformulation de
I’équation de conservation. Puis je reviendrai sur le sujet du transport d’interface,
en présentant les résultats obtenus avec différentes méthodes level set. Finalement,
je présenterai des exemples d’application sur des fluides biphasiques qui nous inté-
ressent tout particulierement en synthése d’images.

2.2 Reformulation de I’équation de vorticité

Pour plus de lisibilité, je rappelle ici I’équation 2.5 de conservation de la vorticité
en présence d’un fluide & densité et viscosité variable :

ow 1
E%—(u-V)w: (w-Vu+rvAw+ Vv x Au—V <—> x Vp.

p
Cette équation est difficile a résoudre car elle demande le calcul supplémentaire de
la pression p, ce qui fait perdre un peu de l'intérét de la formulation vortex. Il est
toutefois possible de considérer une simplification de cette équation, en présence de
faible variation de densité : ’approximation de Boussinesq :

ow

E—l—(u-V)w: (w-Vu+pAw+Vp' xg
ou rappelons ici que v = u/p. Nous verrons dans la sous-partie dédiée aux exemples,
que cette approximation permet d’obtenir des résultats plutot convaincants en syn-
these d'image, méme lorsque la différence de densité devient importante.

Toutefois, il est possible de reécrire I’équation de vorticité a densité variable de
maniére a supprimer le terme de pression et ne conserver que les grandeurs connues
explicitement a I'instant ¢ : 1a vitesse u et la vorticité w. En effet, reprenons I’équation
de Navier-Stokes a densité et viscosité variables sous la forme suivante :
0 pu

W—FV-(pu@u)—V-(an)—l—Vp—pf = 0,
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Ju

p(a—l—(u-V)u) — V.- (uVu)+Vp—pf = 0,

oll ® est le produit tensoriel, et comme V-u =0 et % +(u-V)p = 0. Prenons main-
tenant le rotationnel de cette équation afin d’en obtenir I’équivalent en formulation
vorticité :

v (”@—?ﬂu-vm) —V-(/Nu)+Vp—pf> -

p@—fﬂu-w—(w-vm)

—puAw — Vo x Au—V x (([Vu] - V) p)

—pV x £+ Vp x <%+(u-V)u—f>

qui, en divisant maintenant par p nous donne :

88_(2)+(U.V)w = (w-V)u—G—I/Aw—G-VXf (4-8)
_% y (% +(u-Viu— f) (4.9)
+% (Vi x Au+V x (([Vu] - V) p)). (4.10)

Nous reconnaissons dans la premiére partie 4.8 de cette I’équation 1’équation de
conservation de vorticité a densité et viscosité constantes, dans le terme 4.9 une
partie de I’équation de Navier-Stokes en formulation vitesse similaire au dernier
terme de I'équation 2.5 et qui s’annule lorsque la densité est constante, et dans 4.10
un terme provenant de la variation de viscosité p du fluide qui disparait lorsque p
est constant.

On peut remarquer que, comme la variation de densité et/ou viscosité est non
nulle uniquement sur l'interface, de méme qu’avec I'approximation de Boussinesq, il
y a création de vorticité seulement localement, au niveau de la transition entre les
phases.

Cette nouvelle équation fait intervenir le terme de transport de la vitesse si pro-
blématique en formulation vitesse. Mais étant donné que nous ne manipulons pas
directement la vitesse, comme cette derniére est calculée en fonction de w (via la
fonction courant), et que ce terme est localisé a 'interface, les erreurs commises sur
I’évaluation numérique de ce terme auront moins d’impact sur la qualité de ’écoule-
ment qu’en formulation vitesse-pression. Afin de calculer numériquement ce terme,
j'ai utilisé des schémas de différences finies sur la grille. I.’évaluation numérique

de la convection ne permet pas d’assurer que %—;‘ + (u- V)u + f soit a divergence
nulle, néanmoins, comme le terme Y2 x (%—;‘ + (u-V)u-— f) conserve analytique-

ment la propriété de solénoidalité du champ de vorticité, ceci revient a considérer
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uniquement la partie & divergence nulle de ce terme, lorsqu’il est introduit sur les
tourbillons. Cependant, dans 4.9, la partie Vp/p peut devenir numériquement peu
réguliére dans le cas de fortes variations de densité. L’épaisseur de la régularisation
du champ de densité doit donc étre adaptée en fonction du rapport de densité afin
de capter au mieux le terme Vp/p.

La derniére ligne 4.10 de I'équation est a évaluer uniquement si la viscosité dyna-
mique p n’est pas constante, ou dans ce cas il est nécessaire de respecter la condition
de stabilité si on traite le terme de diffusion de maniére explicite (ce qui sera gé-
néralement le cas pour des viscosité faibles lorsque la discrétisation n’est pas trop
fine). Le dernier terme de cette ligne peut étre développé afin d’effectuer moins d’er-
reurs numériques introduites par I’évaluation de dérivées d’ordre 2. Afin de réduire
au maximum l'impact des erreurs numériques introduites par 1’évaluation de ces
termes, il faut, autant que faire se peut, utiliser des grandeurs adaptées pour p et p,
soit Vp/p ~ Vp et/ou Vyu assez faible, voire nul. Les résultats obtenus avec cette
méthode sont tout a fait satisfaisants, néanmoins une étude plus approfondie sur le
sujet serait a envisager.

2.3 Transport de l'interface par level set

Comme nous I'avons vu au chapitre 2, le transport de la densité peut étre effectué
a 'aide d’une fonction level set annexe, elle méme transportée par le fluide. C’est
cette approche que j'ai choisie dans mes travaux de thése. C’est aujourd’hui une
méthode largement étudiée et utilisée en synthése d’images pour la simulation de
fluide ; les méthodes level set s’intégrent naturellement dans les équations du fluide
et, fournissent des schémas de transport efficaces et qualitativement intéressants,
tout en fournissant une représentation intéressante pour le calcul de la normale et la
courbure par exemple. En comparaison, une méthode de type champ de phases pour
le transport de p ou d’un scalaire passif est moins directe et demande la résolution
d’équations couplées plus ardues dans le cadre de la simulation de fluide.

Les méthodes de capture d’interface de type level set sont elles plus libres car
elles résolvent une équation de transport simple :

9¢
N + (u-V)o
ou ¢ est une fonction de telle sorte que

représente l'interface entre deux milieux. Le choix du prolongement de ¢ en dehors
de l'interface importe peu dans les équations non régularisées, o, par exemple, la
variation de densité entre deux phases s’écrit :

p(x) = p1 (1 = H(p(x))) + poH (H(x)),

avec p; et py les densités associées a chaque phase. Mais comme nous 'avons vu au
chapitre 2, la singularité de p rend difficile en pratique la résolution des équations,
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et c’est pour cette raison qu’il est nécessaire de régulariser cette grandeur :

p(x) = p1 (1 = He(9(x))) + p2He(¢(x)).

Dans ce cas, le choix du prolongement de ¢ a son importance si on veut contro-
ler rigoureusement l'épaisseur de cette régularisation. L’utilisation d'une fonction
distance signée pour ¢ est un choix intéressant car elle permet de controler la locali-
sation de la variation de p (et donc de Vp) dans une fine bande autour de I'interface,
de l'ordre du pas d’espace h en choisissant ¢ = O(h).

Nous verrons aussi dans le chapitre suivant comment il est possible de profiter
d’une représentation d’'un objet rigide et d’'une membrane déformable par une fonc-
tion distance initiale, dans le cadre d’interactions fluide/structure, augmentant ainsi
I'intérét d’utiliser ce type de modélisation.

Pour le transport des fonctions level set, j’ai choisi dans mes travaux la méthode
nommée Lagrangian Particle Level Set (cf. 3.2). En effet, celle-ci est basée sur le
méme principe Lagrangien que j’ai utilisé pour le transport de la vorticité sur le
principe des méthode de type Vortex In Cell. Dans cette formulation, la level set ¢
est discrétisée par un ensemble de N particules portant chacune une quantité ¢,. Le
champ ¢ est alors défini en n’importe quel point par :

B(x) = D dple(x —x;)

p=1

ou (. est une fonction cut off régularisée de support de I'ordre du pas de discrétisa-
tion spatial des particules. Les particules sont transportées par le fluide

Dx,
Dt

= u(x,)
et 'équation de transport sur I'une d’elle est

D¢(Xp) N D ¢,
Dt Dt

= 0.

Afin de palier les problémes apparaissant lors de fortes déformations du maillage,
un algorithme de remaillage (similaire a celui utilisé pour les méthodes vortex) est
nécessaire et permet une bonne résolution de I’'équation de transport dans une ap-
proche hybride Lagrangienne-Eulerienne. Cette méthode posseéde 1'avantage de ne
pas étre soumise a une condition de type CFL qui serait handicapante lors du trans-
port de l'interface dans un fluide turbulent et rapide. En effet, dans le but de conser-
ver précisément la localisation des deux phases — ce qui est une question importante
numériquement pour la précision des calculs et visuellement car la disparition d’une
partie du volume aux endroits de forte courbure serait génante pour I'observateur
il est nécessaire de discrétiser finement le maillage et donc de réduire le pas d’espace
réduisant ainsi le pas de temps s’il est soumis a la contrainte CFL.
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En pratique, il est nécessaire de remailler les particules uniquement lorsque le
champ représenté par les particules devient trop déformé. Numériquement, la dis-
torsion au temps ¢t peut étre mesurée par :

Hj(t) = > vple(%p(t) — %5)

ou les x; représentent les points de discrétisation de la grille Eulerienne sous-jacente
et v; = h% est le volume d’une cellule en dimension d. Initialement, H;(0) = 1 et cette
grandeur doit étre conservée avec le temps, ou en d’autres termes, les particules sont
considérées comme ne représentant plus correctement le champ transporté losrque
AH = N7t > %&){;(on‘ > € oll € est une valeur assez petite qui nous permet
de controler la fréqlience du remaillage en fonction des erreurs de discrétisations
induites par le transport des particules. Comme le champ de vitesse utilisé pour
I’advection des particules est fourni par la résolution des équations de Navier-Stokes,
et que celle-ci peut demander des pas de temps assez petit, il n'est pas nécessaire
de remailler a chaque pas de temps. Néanmoins, sur la base de notre méthode VIC
avec remaillage, le pas de temps est assez large et controlé principalement par la
turbulence locale du fluide |w|!, qui est une mesure de la distorsion du champ de
vitesse et donc des particules. C’est pourquoi j’ai choisi de remailler a chaque pas
de temps les particules de level set sur la grille. J'ai effectué le remaillage avec la
méme fonction M} que pour les particules de vorticité, soit :

0 si|z| > 2
Mj(x) = § 52— [a))* (L —fa]) sil <]z <2
Slz* | 3Jal® ;
1 — 25+ 25 sinon.
Afin de contrecarrer en partie les erreurs numériques — tout de méme présentes

lorsque V - u = 0 — déformant le volume, j’ai utilisé la distortion, telle une renor-
malisation, comme moyen de correction du remaillage :

_ 2y Mi(r — )¢
d)(x) - Zp Mi([[’ . Ip) )

en 1D, le cas 3D utilisant simplement le produit tensoriel des fonctions Mj.

(4.11)

Du prolongement de la fonction level set

Dans le cadre d'un fluide multiphase, le transport de I'interface est un point pri-
mordial de la solution. Effectivement, c’est la variation de densité a l'interface qui
produit la dynamique du fluide et un soin particulier doit donc étre porté sur la pré-
cision de la représentation de la densité. Si initialement la level set est choisie comme
une fonction distance signée, cette propriété n’est pas conservée par le transport de
celle-ci par une fonction vitesse quelconque, méme dans un fluide incompressible. Le
champ de vitesse déforme le prolongement de ¢ par :

oV

o (e V)Ve = (Va]” - V) ¢.
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Le gradient de ¢ est donc étiré par le fluide et sa norme n’est donc pas conservée par
I'équation d’advection, comme | ([Vu]T -V ) ¢| # 0 dans le cas général. I’épaisseur
de I'interface régularisée se trouve donc modifiée, ce qui n’est pas souhaitable en pra-
tique. En effet, la régularisation de p approche I'équation de Navier-Stokes lorsque
le paramétre de régularisation tend vers 0 : nous voulons donc pouvoir controler
I’épaisseur de l'interface ainsi que limiter les distorsions sur celle-ci qui pourraient
entrainer des erreurs numériques importantes. Dans mes travaux, j’ai remarqué que
I’absence de maitrise sur le prolongement de ¢ rend les simulations instables et trés
perturbées lorsque 'interface entre deux phases est en interaction avec un fluide peu
visqueux. Les applications en syntheéses d’images demandent une dynamique turbu-
lente pour un fluide afin d’obtenir des animations réalistes, permettant I’apparition
de phénoménes intéressants comme ceux observés dans la réalité entre I’air et 1’eau
par exemple. Bien que la méthode de renomarlisation consistant, intuitivement, a
diviser ¢ par la norme de V¢ afin que la level set se comporte localement comme
une fonction distance, soit une alternative trés peu cotiteuse aux méthodes de rei-
nitialisation, j’ai trouvé que dans le cadre de la simulation de plusieurs phases, elle
permettait de stabiliser un peu les résultats sans toutefois résoudre complétement
le probléme.

C’est pour ces raisons que j’ai choisi — comme il est souvent considéré dans les
méthodes pour la simulation de fluides multiphases — d’appliquer une technique
de réinitiliasation de la level set afin qu’elle reste, autant que faire se peut, proche
d’une fonction distance signée. Pour ce faire, j'ai opté pour une méthode de type
Hamilton-Jacobi qui consiste a résoudre une EDP sur ¢ afin de I'approcher d’une
fonction distance signée. Le principe consiste a propager le front, représenté par
la courbe (en 2D) de niveau 0 de la level set, au-dela de celui-ci dans la direction
normale avec une vitesse unitaire. Je rappelle ici ’équation a résoudre sur 1 :

TV Signe(un) (1~ V) (112)
Avec Yy = ¢ et pour un temps fictif o infini, la propriété |Vi)| = 1 est assurée tout
en conservant la localisation de 'interface : I' = {x | ¢(x) = 0} = {x | ¥(x) = 0}.
L’équation 4.12 peut étre reécrite sous la forme d’'une équation de transport avec un

terme de forgage, en posant |V¢| = V|<@¢V)‘¢ :
oY .
e + (uyy - V)¢ = Signe(iy), (4.13)

avec uyg = Signe(o)Ve/|Vel.

Numériquement, j’ai résolu cette équation a 'aide de schémas WENO adaptés
a I’équation de transport; je renvoie le lecteur aux documents référencés dans le
chapitre 2 dans lesquels il pourra trouver plus de détails sur la résolution de ce type
d’équations. J'ai préféré cette méthode de reinitialisation aux algorithmes de type
Fast Marching pour la raison que celle-ci est plus controlable en terme d’erreur de
discrétisation et de convergence (bien qu'un grand nombre de pas de temps soit né-
cessaire dans le cas général pour une fonction quelconque). Entre deux pas de temps
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de simulation, la level set est étirée, mais pas nécessairement de facon importante,
ce qui me permet d’appliquer simplement quelques pas d’itération afin de résoudre
I’équation d’Hamilton-Jacobi pour obtenir un résultat convenable. Par convenable
je signifie que la solution soit, assez proche d’une fonction distance. En effet, j’ai vu
qu’en pratique il n’était pas nécessaire que cette propriété soit assurée (aux erreurs
numeériques prés) pour stabiliser les simulations; ¢’est pourquoi 'utilisation d’une
méthode de type Fast Marching ne m’a pas semblé nécessaire. Il est toutefois im-
portant de noter que cette derniére permet de mieux conserver la localisation de
I'interface car elle fixe les valeurs de ¢ aux points de grille englobant la courbe de
niveau 0, a la différence de la résolution de 'EDP qui elle peut modifier légérement
la position de I' a cause des erreurs numériques. En pratique, je n’ai pas observé de
probléme de déplacement de l'interface aprés reinitialisation de ¢.

Une remarque concernant le choix de la méthode de reinitialisation : notre trans-
port de l'interface étant effectué par des particules Lagrangiennes, il serait envisa-
geable d’appliquer une technique adaptée a cette représentation, comme le pointe les
auteurs de [HK05a]. Cependant, comme j’ai appliqué un algorithme de remaillage
a chaque pas de temps, les valeurs de ¢ sont alors connues sur la grille et ainsi
I'utilisation d’une méthode traditionnelle me semblait la plus adaptée.

2.4 Application : simulation de fluide biphasique

Je présente dans cette partie un exemple de simulation d’un fluide possédant
deux phases, dans le but de valider visuellement les résultats obtenus avec notre
méthode. Cette application concerne la chute de gouttes initialement situées dans
I’air et tombant sur une surface séparant ’air du liquide. La simulation est calculée
dans une boite de taille [0,0.1]* avec des conditions périodiques. Ce choix est motivé
par le fait que les calculs sont plus simples et rapides en présence de ce type de
conditions aux bords, en comparaison d’une boite fermée. Afin d’obtenir un résultat
réaliste, j'ai imposé implicitement des conditions de type non glissement sur les bords
de la boite de calcul en considérant un cube fixe immergé permettant d’annuler la
vitesse du fluide aux bords du domaine. Pour ce faire, j’ai utilisé la méthode que je
décrirai dans le chapitre suivant pour l'interaction fluide-structure, le lecteur peut
considérer ici une maniére d’émuler efficacement les conditions aux bords de non
glissement dans une résolution périodique des équations.

Six gouttes de densité p; = 1000 sont soumises a une gravité g = (0,0, —9.8) et
sont en interaction avec une deuxiéme phase de densité ps = 1. La viscosité du fluide
est fixée & v = 107° dans les deux phases. L’interface entre les fluides est représentée
par une fonction level set reinitialisée tous les pas de temps par la résolution de
I'équation de type Hamilton-Jacobi, avec un pas de temps fictif de do = h/2 on h
est le pas d’espace. J'ai trouvé que deux itérations suffisaient largement & stabiliser
la simulation, ce qui permet de limiter le cotiit de ce calcul. La vitesse est calculée
par la transformée de Fourier (comme dans I’exemple & une phase) et la diffusion
traitée de maniére exacte dans le domaine fréquentiel. Afin de capter précisément, le
mouvement des gouttes, j’ai fixé le pas de temps a 6t = 0.001.
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Je présente en figure 2.4 les résultats obtenus pour une grille de taille 643. Nous
pouvons voir au temps ¢t = 0.04 la forme particuliére que prend une goutte en
I’absence de tension de surface, ’ajout de cette derniére rendrait plus difficile la
déformation des gouttes et tendrait & conserver une forme sphérique. Il est nécessaire
d’utiliser un coefficient de tension important pour obtenir un résultat « naturel », ceci
demandant l'utilisation de petits pas de temps. Les résultats obtenus sans tension
de surface étant suffisamment réalistes, je n’ai pas considéré ce cas. A l'instant ¢t =
0.06, les gouttes sont presques toutes entrées en contact avec la surface. Sur 'image
correspondante, nous pouvons voir que la goutte la plus proche de la caméra a perdu
une partie importante de son volume : pour des déformations aussi importantes,
I'utilisation d’une grille plus fine serait & envisager. Au temps t = 0.09, nous pouvons
voir I'apparition d'une fine éclaboussure issue du mouvement turbulent de la surface.
La surface de I'’eau se stabilise dans les temps suivants.

Je présente dans le tableau 4.1 la répartition du coiit algorithmique dans le cas
d'une grille de taille 643. Le cotit du calcul pour une itération est d’environ 12
secondes lorsque le nombre de particules atteint 200.000. Ce taux de remplissage
important est di aux fortes turbulences présentes, surtout dans 'air d’ou partent
initialement les gouttes. Leur chute provoque des tourbillons importants, méme aprés
stabilisation, loin de la surface. Nous pouvons voir que le calcul du terme %pr (écrit
sous cette forme pour alléger la lecture) est négligeable. Le transport de la surface par
particules représente 23% du cofit total dédié a la level set et la reinitialisation 77%,
bien que, pour cette derniére, seulement 2 itérations soient effectuées a chaque pas
de temps. J'ai comparé le temps de calcul nécessaire pour la méthode des particules
Lagrangienne avec celle proposée dans [BGOS06| (la semi-Lagrangian contouring
method) : le temps de calcul pour une boite de méme taille est similaire. Il est
important de noter que le code que j’ai utilisé pour I’algorithme de reinitialisation
n’a pas été optimisé. Il serait envisageable, par exemple, de résoudre 1'équation
uniquement dans I’entourage de 'interface.

Vitesse + diffusion Advection Remaillage

4.5% 14% 11%
Terme multiphase Transport de la surface Reinitialisation Autre
4% 12.5% 41.5% 4.5%

TAB. 4.1 — Pourcentage du temps de calcul attribué a chaque partie de la résolu-
tion des équations, pour 'exemple de I'hélice & mouvement imposé. La taille de la
grille est de 642, le nombre maximum de particules est 200.000 et 9 secondes sont
nécessaires pour chaque itération. Le terme « advection »désigne ici le transport
des particules de vorticité par le schéma RK2. Le « terme multiphase »représente le
calcul de % x Vp.

Nous pouvons voir dans cet exemple que la nouvelle méthode de simulation
de fluides multiphases par méthode vortex, couplée avec un transport de level set
par particules, permet d’obtenir des résultats visuellement réalistes, méme pour des
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variations de densité importantes. Il est important de noter que le pas de temps doit
étre choisi afin de capturer au mieux les phénoménes étudiés.

FiGc. 4.6 — Images extraites de la simulation d’un fluide & deux phases ol des
gouttes d’eau tombent sur une surface plane initialement. Captures aux temps

t =10,0.025,0.04,0.07,0.08,0.09,0.135, 0.3, 0.6.
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3 Bilan du chapitre

Nous venons de voir dans ce chapitre une adaptation d’'une méthode vortex pour
la simulation de fluides monophasiques et multiphasiques. Mes travaux, basés sur
une implémentation efficace de la technique des particules de vorticité et principa-
lement des Vortex In Cell couplés au remaillage, permet d’obtenir des résultats trés
dynamiques, méme pour un nombre de points de discrétisation faible, en comparai-
son des méthodes utilisées communément en synthese d’'images. J’ai implémenté des
méthodes efficaces et précises pour la résolution des différentes parties de 1’'équa-
tion de conservation du tourbillon, notamment grace a I'utilisation de la tranformée
de Fourier rapide dans le cas de conditions périodiques. Cette méthode permet de
résoudre dans une méme passe la diffusion de la vorticité dans le domaine fréquen-
tiel de maniére exacte, sans contrainte sur le pas de temps, ainsi que ’équation de
Poisson pour le calcul de la vitesse par la fonction courant. L’utilisation de par-
ticules de vorticité pour la résolution de I’équation de transport est un avantage
certain, contrecarrant le probléme majeur provenant de l'utilisation de la méthode
des caractéristiques pour le calcul de la convection en formulation vitesse. Ensuite, la
technique du remaillage appliquée fréquemment, conjointement & 'emploi de fonc-
tions d’interpolations adaptées assurant une faible dissipation numérique des vortex
et ainsi de la dynamique générale du fluide, permet de palier les problémes de mau-
vaise distribution des points de discrétisation dans une formulation purement parti-
culaire. De plus, la résolution implicite de I’équation de transport sur les particules
permet de réduire grandement la contrainte sur le pas de temps.

J’ai aussi présenté dans ce chapitre une méthode nouvelle pour lI'intégration d'un
fluide & plusieurs phases dans une formulation vortex de ’équation de Navier-Stokes.
La prise en compte d'une variation de densité ajoute un terme a cette derniére, terme
qui peut étre calculé efficacement sur la grille a chaque pas de temps, puis interpolé
sur les particules advectées. Pour le mouvement de l'interface, j’ai choisi d’utili-
ser une méthode de level set via une technique particulaire, avec remaillage, dans
le méme principe que pour les particules de vorticité. Le remaillage des particules
de level set doit étre effectué lorsque la distribution de celles-ci s’éloigne trop de
I'uniformité. La déformation de la répartition des points de discrétisation suivant
celle des particules de vorticité, 1’étape de remaillage est effectué a chaque pas de
temps, celui-ci étant souvent plus grand que la contrainte CFL. Toutefois, afin de
calculer plus précisément le mouvement du fluide et de I'interface, il est nécessaire
de considérer des pas de temps adaptés au probléme étudié, dans le but de capter
précisément les phénomeénes issus de l'interaction des phases, phénomeénes visuelle-
ment importants en synthése d’images. Dans ce cas, 'utilisation d'un critére sur le
taux de déformation du maillage pourrait étre utilisé afin de réduire la fréquence du
remaillage si nécessaire, et ainsi réduire les erreurs numériques introduites par cette
technique.

Comme nous I'avons vu dans les chapitres 1 et 3, l'introduction d’objets en
interaction avec le fluide dans une formulation vortex, est une question ardue. Je
propose dans le chapitre suivant une technique innovante en méthode vortex pour le
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calcul des interactions entre un fluide et des solides rigides, ainsi que des membranes
déformables.
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Chapitre 5

Couplage fHluide-structure pour les
méthodes vortex

1 Introduction

Nous venons de voir dans le chapitre précédent une méthode vortex pour la
simulation de fluides & une ou plusieurs phases, nous permettant d’obtenir des ré-
sultats convaincants dans une formulation innovante en synthése d’images. Dans ce
domaine, afin d’obtenir des images encore plus attrayantes et réalistes, I’animation
de fluides a rapidement nécessité 'intégration d’autres types d’objets : tout d’abord
des solides rigides puis aujourd’hui des structures au comportement plus complexe
comme des objets élastiques, ceux-ci interagissant avec un gaz, un liquide ou les
deux a la fois. En mathématiques appliqués, le probléme de I'interaction est depuis
longtemps étudié et reste encore actuellement un sujet de recherche important du
fait de sa difficulté. En effet, la différence de la dynamique des divers milieux en
interaction demande une étude précise des comportements a l'interface entre ces
derniers et des modeéles adéquats doivent ainsi étre développés afin de résoudre au
mieux les équations concernées. De plus, les natures variées de la géométrie des sur-
faces des différents milieux — par exemple fixe pour un solide rigide et admettant
des changements de topologie pour la surface d'un liquide  requiert d’adapter le
modéle (et parfois la discrétisation de 'espace) afin de correspondre au mieux aux
bords, et ainsi résoudre correctement les équations.

Dans le cadre des méthodes vortex, nous avons vu que I'incomporation de parois
fixes au contact d’un fluide est un probléme qu’il n’est pas aisé de résoudre du fait
de la résolution des équations sur la vorticité et indirectement sur la vitesse. Les mé-
thodes des panneaux et de flux de vorticité fournissent une solution a ce probléme,
mais celles-ci sont difficiles & mettre en oeuvre en 3D pour la discrétisation de
la surface ainsi que pour la résolution numérique et nécessitent des calculs sup-
plémentaires qui peuvent limiter leur utilisation dans des applications simples et ra-
pides. Ceci s’avére étre un critére important dans le domaine de la synthése d’images.

J'introduis dans ce chapitre un nouveau modéle, par méthode vortex, pour l'in-
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teraction de fluides avec des solides rigides soumis aux forces hydrodynamiques ainsi
qu’avec des membranes élastiques plongées dans un fluide. Ce modéle est basé sur
le principe de frontiére immergée, dans lequel le domaine du fluide est étendu a
I'intérieur des structures introduites afin de bénéficier de méthodes de résolution
rapides pour le calcul du mouvement du fluide. De plus, de la méme maniére que
pour l'incorporation d’une interface entre deux fluides, j’ai basé la représentation de
ces structures sur une formulation level set fournissant I'avantage d’étre beaucoup
plus simple & manipuler et a intégrer dans un fluide qu'un maillage explicite (notam-
ment en dimension 3), ainsi que de fournir une information utile pour le calcul des
forces de collision entre solides et de la déformation d’une membrane, comme nous
le verrons par la suite. Nous verrons que dans le cas particulier d’'un schéma d’in-
tégration d’Euler d’ordre un, la méthode de pénalisation est similaire & la méthode
de domaine fictif selon le modéle présenté dans [GPHT01]. Le modéle de collision
que j’ai développé pour les interactions entre solides s'intégre naturellement dans la
résolution des équations générales pour un fluide avec structures immergées ; I'avan-
tage majeur est qu’il est adapté a tout type de géométrie pour les solides. Sur le
méme principe, j'ai intégré des membranes élastiques, représentées par une fonction
level set.

Je valide ces techniques sur des cas test étudiés dans le domaine des mathéma-
tiques appliquées et les applications en synthése d’'images nous montrent que, dans
sa globalité, la méthode proposée est une alternative séduisante aux méthodes d’in-
teraction traditionnelles en formulation vitesse et tourbillon.

En premiére partie de ce chapitre, je présenterai le modeéle de pénalisation pour
I'interaction fluide-structure et son adaptation a une résolution des équations de
Navier-Stokes en formulation vortex. J’en démontrerai la validité par 1’étude des
résultats numériques obtenus sur ces cas tests, en les comparant aux résultats obte-
nus par les méthodes de type domaine fictif. Puis, en deuxiéme partie, j'exposerai
le modéle collision entre solides développé ainsi que son intégration dans la mé-
thode décrite précédemment. Finalement, je montrerai en troisiéme partie comment
j’ai incorporé une membrane élastique en interaction dans un fluide. J’agrémenterai
chaque section d’applications en synthése d’images, dans lesquelles différents milieux
intéragissent de maniére réaliste avec des fluides & une ou plusieurs phases.

2 Modeéle d’interaction fluide-solide rigide en for-
mulation vortex

2.1 Présentation du modéle

Dans cette partie, j'explique 'adaptation du modéle de pénalisation pour le cal-
cul d’interaction entre un fluide et un solide rigide en formulation vorticité. La
généralisation a plusieurs solides en découle directement. La maniére de résoudre
ces équations, leur discrétisation et les particularités d’'implémentation seront déve-
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loppées par la suite dans la section 2.2.

Modéle physique

Nous étudions l'interaction d’un solide rigide S(¢) évoluant de maniére libre,
soumis aux forces hydrodynamiques, au contact d'un fluide incompressible contenu
dans un domaine F'(t). Intéressons nous tout d’abord a la résolution du probléme
en formulation vitesse. L'interaction entre ces deux milieux peut étre modélisée par
les équations de Navier-Stokes dans le domaine du fluide, par un déplacement rigide
dans S(t) et par la continuité de la vitesse et de la déformation a U'interface :

0
(8—?+(u V)) = V-o+pg pourxe F(t)ett>0, (5.1)
u = V4+Qx(x—xg) pourxe S(t)ett>0, (52)
MV = —/andx+Mg, (5.3)
0 = —/ax x — x¢) dx, (5.4)

avec V-u = 0 et ou p = pp (resp. p = pg) est la densité du fluide (resp. solide) dans
F(t) (resp. S(t)), g la gravité, V est la vitesse de translation du solide, € sa vitesse
de rotation, x; son centre de gravité, M sa masse et J sa matrice d’inertie. Ici n est
la normale du solide pointant vers I'intérieur et o est le tenseur de déformation o =
I (Vu + VuT) — pI (avec I la matrice identité de la méme dimension que u). %(¢)
dénote ici 'interface entre le solide et le fluide : ¥(¢) = 05(¢). Le systéme d’équations
5.1-5.4 doit étre complété de conditions aux bords pour F(t) (comme vu dans le
chapitre précédent) et de conditions initiales pour les grandeurs étudiées. L’équation
5.2 donne la vitesse rigide du solide et le couple d’équations 5.3 et 5.4 fournissent
I’accélération du solide soumis a la gravité et aux forces hydrodynamiques.

Modéle de pénalisation

Nous considérons alors, dans le principe des structures immergées, un domaine
K = S(t)+ F(t) pour le fluide étendu a 'intérieur du solide, et pénalisons la vitesse
du fluide dans S(¢) afin d’imposer un mouvement rigide. Notons yg la fonction
caractéristique du solide et A le paramétre d’utilisation tel que A > 1, la pénalisation
de ’équation de Navier-Stokes s’écrit alors :

0
(8_:51+(u V) ):V-a—l—pg—l—)\p(ﬁ—u) pour x € K. (5.5)

La vitesse u du solide est alors déduite de celle du fluide :
u(x) = Mfl/pgudx—l— (Jl/ pPsu X (X—XG)dx> X (x —xg)
s s

= M_I/KXSplldX-i- (J_I/KXSPH X (x —x¢) dX) X (x = xq), (5.6)
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sur 'intégralité du domaine, ou la densité est définie comme

p=pr(l—xs)+ psxs-

La fonction caractéristique du solide est alors transportée par la vitesse du solide
via I’équation d’advection :

)
% + (T V)xs = 0. (5.7)

Notons quelques remarques sur ce systeme d’équations. Dans le cas ou u est
donné, ce schéma de pénalisation est identique au schéma L? présenté par Angot et
al. dans |ABF99|. Il est aussi important de noter que, I'utilisation de la vitesse u
plutot que u (les deux étant équivalents lorsque A — oo) pour le transport de xg
permet d’imposer un mouvement exactement rigide pour la fonction caractéristique.
En pratique, ceci est important car elle évite toute déformation du solide a cause
des erreurs numériques. Nous verrons par la suite que ceci permet d’appliquer un
schéma rapide et exact (a4 une erreur d’interpolation prét) pour le transport de yg.

Il convient maintenant de trouver une technique permettant de résoudre 1’équa-
tion 5.5. Pour ce faire, j'utilise un algorithme de type fractionnaire, a la maniére
de la méthode de projection, ou tout d’abord la vitesse incompressible est calculée
puis pénalisée. Soient u™ = u(t,) et 0" = u(t,) les vitesses au temps ¢,, du fluide et
du solide respectivement. L’algorithme avancant la solution du temps ¢,, au temps
tny1 = t, + Ot est le suivant :

1. Résoudre I'équation de Navier-Stokes 5.1 avec la contrainte d’incompressibilité
sur un pas de temps ot pour obtenir u”,

2. Calculer u™ par I'équation 5.6 en utilisant " pour la vitesse du fluide,
3. Résoudre I'équation

U \xs(@ — ). (5.8)

Dans le cas particulier ot A = dt~! et en adoptant un schéma d’Euler explicit
pour discrétiser 5.8, le résultat obtenu est :

wl u” dans F(t) et
ot dans S(t).

Nous pouvons alors reconnaitre la méthode de projection proposée par Sharma et
Patankar [SPO05].
Avantages de la méthode

Tout d’abord, I’équation linéaire 5.8 est beaucoup plus simple a résoudre que le
calcul des multiplicateurs de Lagrange de la méthode décrite dans [GPHT01,SP05.
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Elle est aussi plus intuitive et trés aisée a intégrer dans un code existant pour
la résolution des équations de Navier-Stokes. De plus, cette formulation permet
de séparer aisément les erreurs de discrétisation (que nous verrons par la suite)
des erreurs de modélisation, comme le montrent les études numériques proposées
dans [Bos08|. Tl est aussi envisageable d’utiliser une pénalisation H' (ou tous les
termes linéaires de ’équation de Navier-Stokes sont pénalisés) afin de mieux imposer
la contrainte de rigidité a I'intérieur du solide ; néanmoins, cette solution n’a pas été
adoptée, les résultats obtenus avec la pénalisation L?, plus simple, étant satisfaisants.
Enfin, il est possible de résoudre exactement 'équation 5.8 qui est une Equation
Différentielle Ordinaire (EDO) linéaire d’ordre un, si on considére yg fixe sur un pas
de temps. Je reviendrai sur ce point dans la partie 2.2.

A la différence des méthodes de projection qui s’avéreraient difficiles a dériver,
la méthode de pénalisation se préte naturellement a la formulation vortex ou elle
apparait comme un terme générateur de vorticité.

Modéle de pénalisation en formulation vortex

En prenant le rotationnel de I’équation 5.5 de pénalisation en formulation vitesse,
nous obtenons :

%—f +(u-Vw=(w-V)u+rvAw+V <%> X Vp+ AV x (xs(u—u)), (5.9)
ou pour une meilleure lisibilité, la viscosité p est considérée comme constante et
le terme Vp doit étre remplacé par p (%—;‘ + (u-V)u-— g) comme expliqué dans le
chapitre précédent a propos de la simulation de fluides a plusieurs phases. La vitesse
du solide u est calculée grace a 1’équation 5.6.

En dévelopant le terme V X (xg(u — u)), nous pouvons reécrire 1'équation pré-
cédente comme :

aa—;u—i—(u.V)w = (w-V)u+rvAw+V <%> X Vp+Axs(w—w)+Adgnx(a—u), (5.10)
ou n est la normale de I'interface X et dy, la masse de Dirac localisée sur celle-ci. Nous
pouvons alors que le dernier terme est équivalent a celui présent dans les méthodes
de flux de vorticité, permettant d’annuler la vitesse de glissement aux bords; I’avant
dernier terme quant a lui pénalise la vorticité a I'intérieur du solide.

Comme je le montre dans la partie suivante, cette méthode s’intégre aisément
dans un code de simulation de fluide par méthode de vorticité, comme pour la
méthode des Vortex In Cell que j’ai utilisé pour mes travaux.

2.2 Résolution des équations

Je présente dans cette partie la maniére dont est calculée I'interaction entre un
fluide et un solide rigide, par la résolution de 1’équation de Navier-Stokes pénalisée.
J’y explique ensuite comment le solide, représenté par une fonction level set est
transporté.
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Pénalisation en formulation vitesse

Dans le cadre de l'algorithme de type fractionnaire présenté plus haut, il est
nécessaire de résoudre l'équation 5.8 (dans une formulation plus large) : %—;‘
Axs(@ —u), avec A > 1. Le terme u défini par 5.6 est constitué de deux intégrales
comprenant le produit de u avec xg et p. Ces deux derniére grandeurs évoluant
en fonction du fluide par une équation de transport, 5.6 est donc non linéaire et
ainsi il est difficile d'intégrer I’équation 5.8 avec une vitesse rigide autre que celle
calculée au pas de temps courant. C’est pourquoi, par la suite, je considére u = a"
constant sur la durée d’un pas de temps, ce qui est une approximation des intégrales
raisonnable dans le cas ou la vitesse du fluide dans S varie peu d’'un pas de temps
a 'autre. Dans le cas ou le solide est fixe c’est-a-dire non soumis a la gravité
et aux forces hydrodynamiques 1 = 0 et le probléme en est donc simplifié. Je
présente ci-dessous les méthodes de résolutions développées dans le cas général, le
graphique en figure 5.1 fourni une représentation graphique des différents schémas
d’intégration utilisés.

. oy - , . , du . .
- La premiére approche que j’ai adoptée a consisté a intégrer 5 de maniere expli-
cite a I'ordre un en posant

u" = u" + JtAys (@ —u”). (5.11)

Cette formulation est soumise & une contrainte de stabilité A\ < 26t~ !, ceci se vérifie
simplement : en posant 1 = 0 par exemple, nous avons u"*! = (1 — §tAys)u”, et
ainsi pour satisfaire [u"™| < |u”|, nous devons avoir (1 —§tAxs) < 1 si et seulement
si 1—dtAxs < 1 (toujours vrai) et —(1 —dtAxs) < 1 qui, dans le pire cas ou ys = 1,
nous donne la condition de stabilité énoncée. Afin de palier ce probléme restrictif sur
le choix de A qui nous demanderai de choisir de petits pas de temps afin de pénaliser
correctement la vitesse fluide, j'ai implémenté un schéma itératif consistant a diviser
0t en pas de temps fictifs et recalculer une vitesse intermédiaire & chaque itération.
Ceci n’est pas trop contraignant en formulation vitesse mais I’est beaucoup plus dans
une formulation vortex (dont la dérivation est fournie dans la sous-section suivante)
ou la vitesse doit étre recalculée par la résolution de I’équation de Poisson ou via le
noyau de Biot-Savart pour chaque sous-itération.

La contrainte de stabilité sur A\ peut étre supprimée en adoptant un schéma
implicite. En effet, & I'ordre 1, en posant

u" = u"+ dtaxs(@ —u"t)
u” 4 dtAysu”
= —XS, (5.12)
1+ 6t)\XS
la méthode devient inconditionnellement stable. La preuve est triviale lorsque u = 0.
Dans le cas général, étudions la convergence de la vitesse du fluide vers la vitesse
imposée |u — ul, et posons dtAxs = a :
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14+«
u” —u
- > ’ ‘
1+«

qui est toujours vrai quelquesoit a > 0.
Afin d’augmenter I'ordre du schéma, il serait envisageable d’adopter un schéma
de type Crank-Nicholson :

1
!l = w4 5575)\)(5 ((l—ln _ un+1) + (ﬁnJrl _ un+1))

(1+ Staxs(@a” — 1/2u”
1+ 1/2515)\)(5

qui est inconditionnellement stable lui aussi (prouvable par la méme méthode que
précédemment). Par contre, ce schéma converge trés mal pour A > 1 et oscille méme
pour dtAys > 2. Ce que I'on prouve en posant u = 0, le facteur pénalisant la vitesse
u” tend donc vers :
. 1-— 1/26t)\XS
lim —————— = —1,
A—oo 1+ 1/20tAxs
pour xg # 0. Malgré tout, il reste meilleur que le schéma implicite pour dtAys < 2.
Cependant, il n’est pas nécessaire d’utiliser un quelconque schéma de discréti-
sation puisque lI’équation étudiée est une équation différentielle ordinaire linéaire et
qu’il est alors possible de résoudre analytiquement. En effet, ’équation

ou B
Frie Axs(a —u)

peut s’écrire sous la forme

C;—::—l—au:b,

avec a = A\yg et b = Aygu. Cette EDO admet une solution générale lorsque a ne
dépend pas de u :

uft) = <u0 + [ "b(r)er dT) et (5.13)

ol ug est la solution initiale uy = u(0), équation qui, en admettant que b est
constant dans 'intervale [0, ¢] conduit a :

u(t) = <u0 + b%(eat - 1)) e (5.14)

si a # 0 (c’est-a-dire a I'intérieur du solide, avec 6t > 0 et A >0 ) et a
u(t) = (up + bt) e
autrement. Dans ce dernier cas, comme yg = 0, la solution est simplement :

u(t) = uy. (5.15)
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Comme nous l'avons vu, la solution 5.14 est correcte si et seulement si a ne
dépend pas de u. a dépend de u puisque yg est transporté par le fluide, mais
dans le cas considéré précédemment ou la fonction caractéristique est fixe sur un
pas de temps, cette solution exacte est toujours meilleure que celle donnée par les
précédents schémas, qui sont en fait des approximations de cette derniére. Comme
nous connaissons au pas de temps courant la vitesse u du solide, il serait envisageable
de mieux approcher I'intégrale avec une formule de quadrature plus précise, en fixant
cette vitesse pour le pas de temps et en considérant ’évolution de yg par I'équation
de transport. Néanmoins, les résultats obtenus en considérant yg fixe sur le pas
de temps étant tout a fait satisfaisants (voir partie 2.3), je n’ai pas jugé nécessaire
d’adopter une autre approximation.

La solution de I’étape de pénalisation en formulation vitesse, pour avancer une
vitesse u” au pas de temps suivant est donc :

un+1 _ <un +)\XSﬁ 1 (6)\Xs5t . 1)) 67)\X56t
AXs
— (un + ﬁ(e)\XS5t o 1)) 6—)\)(5'5t
= (u"—a)e ™% 1 a pour yg > 0 et (5.16)
u"t = u" sinon. (5.17)

Numériquement, il est préférable de développer I'équation 5.16 afin d’éviter que le
produit e*s%e=Ms% pe soit pas égal & un du fait des erreurs numériques dans le
calcul de I’exponentielle, principalement lorsque Axgdt — oo. De plus, on peut ainsi
aisément se rendre compte qu’a l'intérieur du solide, la vitesse du fluide tend de
maniére exponentielle vers a lorsque A\ — oo.

En présence de plusieurs solides de vitesse respective u; et fonction caractéris-
tique xg,, I’équation de pénalisation dans I’algorithme fractionnaire s’écrit :

Ju

5 = Xi:)\xgi(ﬁi —u). (5.18)

Et, en remplagant de maniére adéquate a et b utilisé précédemment, la vitesse au
pas de temps suivant est obtenue par :

Z'X5~ﬁi> Y 2 X8 Wi

utt = (u” = Amit exp( t30ixs:) + =22 pour Xs; > 0 ¢b.19
Zi Xs; Zz XS; Ez: ' é )
u"tt = u" sinon. (5.20)

144 2. MODELE D’INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATION
VORTEX



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES METHODES

VORTEX
1 ‘ , ..
e Schéma explicite
s Schéma implicite ------
~+_7---__ Schéma Cranck-Nicholson -
0.5 7wt T7--—--Solution exacte - - - -
IS] ; ‘T‘\h\\\‘*-—\_‘_
IE
e 0
2|3
3
-0.5
1
0 0.5 1 1.5 2
ot
1 T

Schéma exll)licite
Schéma implicite ------
Schéma Cranck-Nicholson -
Solution exacte - - - - —

un+1
un—u

-0.5

FiG. 5.1 Convergence de différents schémas d’intégration en comparaison de la
solution exacte pour I’équation de pénalisation dans un algorithme fractionnaire. Ici
=0, xs =1et A =1 pour la figure en haut et A = 10 pour la figure en bas.

Pénalisation en formulation vorticité

Revenons maintenant a la formulation vorticité des équations de Navier-Stokes.
En pratique, j'ai choisi de résoudre I'équation 5.9 présentée précédemment, d’une
maniére similaire a I'algorithme proposé pour la formulation vitesse, en calculant la
vorticité au pas de temps suivant en fonction de la vitesse pénalisée au pas de temps
suivant, soit :

Wt = Vo x ut!

= Vx| —a)e s 4 g (5.21)
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dans le cas d’un seul solide pour plus de lisibilité. Le calcul de cette vorticité péna-
lisant la vitesse est introduit dans l'algorithme de type VIC avec remaillage, a la
suite du calcul de la vitesse u”. L.’équation 5.21 est ainsi calculée numériquement
sur la grille par différences finies. La vitesse du solide est calculée au préalable a
partir de la vitesse u” comme présenté en équation 5.6.

L’algorithme que j’ai utilisé est donc le suivant :

1. Calcul de la vitesse sur la grille a partir de w".

2. Calcul de la vitesse u" du solide par 1’équation 5.6.
n+1

@

Calcul d’une vorticité intermédiaire © par I’équation 5.21, sur la grille a
partir de w™. @"*! remplace w" dans les étapes suivantes.

Calcul de I'étirement sur la grille par I’équation 4.4.
Interpolation de la vitesse u” et de I’étirement sur les particules.
Advection des particules et intégration du terme d’étirement.

Remaillage : création de nouvelles particules basées sur la grille.

® NS ot

Diffusion sur la grille : obtention de w™*!.

Quelques précisions sont a apporter quant a la résolution de I’équation 5.21. Il se-
rait envisageable de développer cette derniére afin d’éviter de calculer explicitement
le rotationnel de u. Par exemple, dans le cas d’un solide a vitesse nulle imposée,
I’équation de pénalisation en formulation vorticité est :

V x (u"e*)‘xs‘%) = (W" — A5tV yg x u™) e s,

Ainsi, aucune différence finie n’est nécessaire sur la vitesse u, ce qui évite I'introduc-
tion d’erreurs numeériques supplémentaires qui pourraient naitre méme au dela du
solide, si w n’est pas strictement égal & V x u. Il est toutefois nécessaire de calculer
le gradient de la fonction caractéristique Vygs = dxn qui est singuliére. Méme si
cette formulation est plus élégante, j'ai trouvé qu’en pratique elle restreint la plage
du paramétre \ a des valeurs de ordre de ¢! au dela duquel de trés fortes valeurs
pour la vorticité apparaissent a I'interface, déstabilisant la simulation. Cette limi-
tation est & mon sens due a deux facteurs : tout d’abord lI’évaluation numérique de
Vs en conjonction de 1'utilisation de yg peut, si elle est soumise a des erreurs im-
portantes, introduire des erreurs élevées sur le champ de vorticité. Ensuite, comme
numériquement w # u, 'utilisation couplée de ces deux grandeurs dans la méme
équation peut induire des erreurs supplémentaires.

En pratique, j’ai donc calculé explicitement le rotationnel de I’équation de péna-
lisation sur la grille par un schéma aux différences finies. Les erreurs supplémentaires
introduites par cette technique ne se sont pas avérées problématiques et la méthode
permet d’obtenir de bons résultats, comme nous le verrons dans la partie 2.3.

Une remarque importante concernant le choix d’un algorithme fractionnaire en
conjonction de la pénalisation. Si on considére une vitesse rigide u = 0, la vitesse
du fluide ne sera complétement annulée (dans la limite ot A — 0) qu’a 'itération
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suivante, lors du calcul de u"*!. Cependant, la résolution du reste de I’équation de

conservation du tourbillon , notamment en ce qui concerne I’étirement et la diffusion,
modifie la vorticité. Ainsi, la vitesse a I'intérieur du solide ne sera pas nulle, méme
si on soustrait les erreurs numériques dues a la résolution de I'équation de Poisson
sur ¢ et au calcul de V x ¢ par différences finies. S’il s’avére nécessaire d’avoir
une vitesse du fluide plus proche de celle du rigide a l'intérieur de ce dernier, il est
possible de recalculer une vitesse intermédiaire u"*!, a partir de @™, juste aprés la
phase de pénalisation de la vorticité. Ceci augmente néanmoins le temps de calcul,
et, dans mes expérimentations, la différence sur les résultats obtenus (comme par
exemple dans le cas de la sédimentation d’une sphére que je présenterai par la suite)
est minime.

Dans une formulation vitesse, il existe un probléme similaire. En effet, dans un
algorithme de type fractionnaire o est calculée la pression afin d’assurer I'incom-
pressibilité du fluide, deux choix se présentent : pénaliser la vitesse aprés ou avant

la projection. Dans le premier cas, le terme de pénalisation Cfi—;‘ = —Axsu (je me
suis placé dans le cas d’un obstacle fixe pour plus de simplicité) conduit & I'ajout
d’une vitesse dont la divergence est non nulle sur le bord : V - Cil—;‘ = —A(u-V)xs

(ou la vitesse u est considérée comme incompressible a cette étape de I'algorithme).
La vitesse alors obtenue apreés intégration du terme de pénalisation satisfait alors
u = 0 a l'intérieur du solide (dans la limite on A — 0), mais viole la contrainte
d’incompressibilité, de maniére proportionnelle a . Ceci peut poser des problémes
numériques, notamment pour I’équation de transport. Dans le second cas ot la pé-
nalisation est traitée avant, la vitesse obtenue a l'intérieur du solide, aprés I'étape
de projection, ne sera pas annulée du fait des erreurs numériques commises lors de
la résolution de I’équation de Poisson sur p.

Calcul de la vitesse du solide

Au début de chaque pas de temps, il est nécessaire de calculer la vitesse du
solide 1 afin de I'injecter dans 1’étape suivante de pénalisation. Reprenons I'équation
permettant de calculer cette vitesse a partir de celle du fluide :

u = V+Qx(x—xg)
= M_l/ Xspudx + (J_l/ Xspu X (X —Xg) dx) X (x —xg) (5.22)
K K

avec X le centre de gravité du solide. .a masse du solide est calculée simplement
par

MZ/ XS,OS:PS/ Xs dx
K K

ou pour rappel K est le domaine total contenant le fluide et encapsulant le solide et
ps est la densité du solide supposée constante. L.a matrice d’inertie est calculée par
la relation :

J:/KXSpS((r-r)Id—r(X)r) dx
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our = X — Xg et ol ® dénote le produit tensoriel, et Id est la matrice identité.
L'inverse de cette matrice de taille 3 x 3 (en 3D) est aisé a calculer et ceci est
effectué une seule fois pour chaque solide.

En pratique, afin d’éviter les problémes d’imprécisions dus a la discrétisation et
stabiliser la résolution des équations avec des grandeurs lisses, la fonction caractéris-
tique yg est régularisée par un paramétre €, avec € — 0. C’est pourquoi numérique-
ment, dans 'évaluation de I'équation 5.22, c’est la densité p. = pp(1—xc.5)+psXes
(o xe,s dénote la fonction caractéristique régularisée) que jai utilisée.

Déplacement du solide par méthode level set

Le solide est localisé dans I'espace a chaque instant par sa fonction caractéristique
Xs- Au lieu de transporter directement celle-ci, j’ai choisi d’utiliser une fonction level
set ¢ de laquelle sera déduite yg. J’ai choisi d’utiliser une fonction distance signée
représentant la distance a l'interface, négative a l'intérieur du solide et positive
a l'extérieur. Ce choix a été motivé par deux raisons principales : dans un souci
de simplicité, toutes les interfaces interagissant avec le fluide (comme Dinterface
entre deux fluides, entre fluide et solide et entre fluide et membrane déformable
comme nous le verrons par la suite) sont basées sur la méme représentation implicite.
Ensuite, point plus important, cette fonction nous donne une information capitale
pour le développement de la méthode de collision présentée en partie 3 : elle nous
permettra de calculer rapidement la distance séparant deux solides.

La fonction caractéristique est définie en fonction de ¢ par la relation :

xs = H(o)

ou H est la fonction Heaviside. La level set est transportée par le fluide et il est alors
nécessaire de résoudre I'équation d’advection :

9¢
a5t

Le transport de ¢ est effectué avec une vitesse rigide dans tout le domaine, cette
propriété permet de conserver une fonction distance a chaque instant. Malheureuse-
ment la résolution de cette équation sur une grille, bien que le mouvement soit rigide,
induirait indéniablement des erreurs dues a la discrétisation de I’équation. Pour pa-
lier ce probléme, une méthode de type Lagrangienne similaire & celle présentée dans
le chapitre 4 pour le transport de l'interface du fluide, mais sans remaillage il
serait inutile puisque le mouvement est rigide et ainsi le maillage ne se déforme pas
dans le repére du solide — serait adaptée car elle permet de conserver exactement
la fonction distance dans ce cas particulier.

Mais afin de réduire le temps de calcul nécessaire au transport de ¢, j’ai décidé
d’utiliser la propriété de rigidité du déplacement, nous ramenant ainsi a une simple
interpolation du champ ¢y initial en suivant en arriére la caractéristique X (0;x,t)
du champ de vitesse :

(@-V)o=0,6(-,0) = do

O(x,t) = ¢o(X(0;%,1)). (5.23)
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Sous I’hypothése de la rigidité du mouvement, les vitesses de translation et angu-
laire du solide permettent aisément de définir sa position et son orientation a chaque
pas de temps en fonction de sa position initiale. En effet, si on considére la vitesse
u comme constante sur le pas de temps [t",t"*1], on peut alors déduire la position
X+l = X (¢ x,0) (défini par la fonction caractéristique tragant la trajectoire de
x en avant dans le temps) en fonction de X", par une translation et une rotation.
Soient qn
|2
qui représentent respectivement le pas de rotation et le vecteur normalisé de rotation
autour duquel le solide tourne. La matrice de rotation R"™ est définie par

o" = |6t

= (a,8,7)

1—2b% — 222 2ab — 2cd 2ac + 2bd
R" = 2ab + 2cd 1 —2a% — 2¢2 2bc — 2ad
2ac — 2bd 2bc +2ad 1 —2a® — 2b?

avec @n @TL @n @n
a = asmT, b= ﬂsmT, c= 'ysm?, d= 0057.

La position au temps t"*! de n’importe quel point X de I'espace se déplacant avec
le solide peut donc s’écrire en fonction de sa position précédente :

X" = X" 4 5tV 4 RY(X" - xg),
et, par accumulation des transformations :
Xn+1 — Mn+1(x o XOG) + Xg—l—l

ol M est la matrice des rotations accumulées telle que M" ™! =TI R". La position
du centre de gravité est obtenue par simple translation, comme la rotation est nulle
en ce point.

Ainsi, il est rapide de calculer en chaque point X"*! de la grille, la valeur de la
level set en fonction des transformations accumulées :

GX™H M) = o (x) = ¢o( (XM —xg™) = xg. (5.24)
Il n’est pas nécessaire de calculer explicitement l'inverse de la matrice M. J’ai mul-
tiplié a chaque pas de temps la matrice stockée au pas de temps précédant par
I'inverse de la rotation R"™ facilement calculable. En pratique, j’ai utilisé une fonc-
tion bilinéaire pour l'interpolation du champ initial ¢q.

Cette technique posséde deux atouts majeurs. En premier, ’erreur commise sur
le transport & chaque pas de temps est constante et dépend uniquement du choix
de la fonction d’interpolation. Secondement, la résolution de I’équation de transport
est trés rapide et s’étend a plusieurs solides rigides de maniére triviale, pour un
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coup unitaire trés faible, réduit a une multiplication matrice vecteur. La partie la
plus cotiteuse de la méthode réside dans les interpolations, celles-ci pouvant étre
optimisées : si on considére uniquement une bande autour de l'interface en plus de
I'intérieur du solide, il n’est pas nécessaire d’interpoler ¢q pour les points trop éloi-
gnés. Le choix d’une fonction d’interpolation linéaire pourrait suffire si la précision
de la localisation de I'interface n’est pas considéré comme un parameétre important
pour la simulation.

2.3 Validation numérique

Des tests de validation de la méthode de pénalisation de la vitesse en formulation
vorticité ont été effectués par Magni [Mag07| sur le probléme 2D de I'écoulement
autour d’un cylindre fixe. Dans cette partie, j’étudie le probléme de la sédimentation
d’une sphére plongée dans un fluide et soumise a la force gravitationnelle ainsi qu’aux
forces hydrodynamiques. Relachée initialement avec une vitesse nulle, la sphére va
accélérer jusqu’'a atteindre une vitesse terminale fixe; ce phénoméne est da a la
présence de frottements entre le fluide et les parois du solide. Théoriquement, il
existe une solution analytique dans le cas d’un fluide dans un domaine de taille infini.
Ce probléme a été étudié expérimentalement (voir [MP00,BLO03]| et les références de
ces articles), dans le cas de sphéres tombant dans un canal cylindrique. Les parois
du cylindre freinant la chute de la sphére, Brown et Lawler [BLO3| fournissent la
correction a apporter a la vitesse terminale en fonction du rapport a = d/L entre
le diamétre de la sphére et la largeur L du canal. Plus ce rapport est faible et plus
la vitesse terminale est réduite, ce phénoméne est a imputer au ralentissement du
fluide a I'approche des bords du cylindre.

Glowinski et al. [GPH'01] ont calculé numériquement  en se basant sur leur
méthode de domaine fictif, avec une résolution par éléments finis les vitesses
terminales de sphéres plongées dans des fluides en faisant varier la densité et la
viscosité de ces derniers et le diamétre du solide. Les résultats que je fournis ici
sont basés sur les mémes paramétres que ces cas tests, en utilisant la technique de
pénalisation basée sur la méthode VIC avec remaillage décrite précédemment.

La boite de calcul est de taille [0,1] x [0,1] x [0,4] sur les bords de laquelle
une condition de non pénétration est imposée sur la vitesse. Un cylindre fixe de
diameétre 1 est plongé dans le fluide, et la condition de non glissement sur ses bords
est imposée par une méthode de pénalisation. La densité du fluide est de 1, la gravité
g = (0,0, —980)T et le paramétre de pénalisation A = 10°. Tout d’abord, j’ai effectué
des tests de convergence en pas d’espace sur une sphére de densité 1.02. La figure
5.2 présente les vitesses terminales obtenues au temps ¢ = 1.2 en fonction de dx = h,
pour une sphére de diamétre d = 0.3 dans un fluide de viscosité v = 0.02. Ce
graphique montre que notre méthode converge a 'ordre 1 en espace vers une vitesse
terminale limite lorsque h — 0.

Le tableau 5.1 montre une comparaison entre nos résultats (dans la limite ou
h — 0), les résultats expérimentaux avec correction de la vitesse terminale du fait
des parois et les résultats obtenus par la méthode de domaine fictif dans [GPH'01].
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F1G. 5.2 — Vitesses terminales en fonction du pas d’espace h pour le probléme de
la sédimentation d’'une sphére de diamétre 0.3 et de densité 1.02 tombant dans un
fluide de densité 1 et de viscosité 0.02.

Les diamétres de la sphére considérés sont d = 0.2, 0.3, plongée dans des fluides dont
la viscosité croissante est v = 0.02,0.05,0.1. Les résultats que nous avons obtenus
sont proches de ceux mesurés expérimentalement, avec un taux d’erreur de 'ordre de
5-11%. Une des raisons possibles pouvant influencer sur les résultats sont les condi-
tions aux bords empéchant toute fuite du fluide en haut et en bas du domaine, ce
qui peut modifier la dynamique de I’écoulement. Pour les mémes cas test, j’ai précisé
les vitesses terminales données dans [GPH'01] pour des simulations avec h = 1/64.
Afin de pouvoir comparer notre méthode avec cette derniére, j’ai aussi précisé dans
le tableau 5.1 nos vitesses terminales pour h = 1/64; les résultats obtenus sont trés
proches.

[.’analyse de ces résultats valide donc I'approche proposée qui, pour la premiére
fois en formulation vortex, permet de simuler simplement (par la méthode de type
frontiére immergée) et précisément l'interaction entre une sphére et un fluide par
une méthode de type domaine fictif. Les résultats obtenus sont qualitativement
similaires a ceux de la méthode traditionnelle de type domaine fictif en formulation
vitesse, nous amenant a considérer la méthode de pénalisation comme une alternative
intéressante en formulation vortex.

2.4 Applications en synthése d’images

Les exemples ci-dessous montrent des applications de la méthode de pénalisation
en formulation vortex en 3D sur des problémes intéressants en synthése d’images. Le
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diamétre viscosité Ug Un—o Erreur relative | Up—1/64 Ug
0.2 0.10 0.2571 0.275 8% 0.256  0.2567
0.2 0.05 0.4603 0.513 11% 0.475  0.4844
0.2 0.02 0.9129 1.016 11% 0.937  0.9480
0.3 0.10 0.4047 0.435 7% 0.401  0.4072
0.3 0.05 0.7493 0.795 6% 0.748  0.7599
0.3 0.02 1.4359 1.51 5% 1.39 1.392

TaB. 5.1 Comparaison entre les vitesses terminales U de sphéres tombant dans
un fluide, ou la viscosité et le diamétre de la sphére sont variés. Les résultats expé-
rimentaux sont notés Ug, Ug ceux obtenus dans [GPHT01] et Un=1/64 nos résultats
avec h = 1/64. L’erreur relative est calculée entre les données expérimentales et nos
résultats asymptotiques.

premier exemple concerne le mouvement imposé d’une hélice (ou d’un ventilateur)
générant un champ de vitesse dans une boite fermée. Le deuxiéme exemple implique
le méme objet géométrique a déplacement libre devant lequel est imposé un champ
de vitesse amenant la rotation de I’hélice autour de son centre de gravité. Le dernier
exemple proposé montre les possibilités de la méthode dans le cadre d’interactions
entre un solide rigide et un fluide a plusieurs phases.

Hélice & mouvement imposé

Nous nous intéressons ici au cas d’une hélice tournant a une vitesse imposée
autour de son centre de gravité. Ce mouvement créé une aspiration de I'air situé sous
le solide, transporant des particules de fumée a 'arriére de ce dernier. La simulation
prend place dans un domaine de taille [0, 1] ol des conditions aux bords périodiques
sont imposées pour les calculs. Un solide rigide fixe de forme cubique, centré dans
le domaine, permet d’assurer de maniére implicite des conditions de non glissement
aux bords. Le fluide a une densité de 1 et une viscosité de 107 afin d’assurer une
dynamique turbulente, ce qui est un critére visuel important. L’hélice est considérée
comme fixe, mis-a-part une rotation d’environ 2,5 tours par seconde, imposée sur
I’axe des z, permettant ainsi de simuler le mouvement d’un ventilateur par exemple.

La figure 5.3 montre des images tirées de la simulation dans laquelle un ensemble
de particules de fumée est généré au niveau du sol (& z = 0.1) puis transporté
passivement par le fluide. Dés les premiers instants, la méthode de pénalisation
vient créer un champ de vitesse suivant le mouvement des palles, localement autour
de I'hélice. Puis ce mouvement induit un phénoméne d’aspiration — du fait de la
forme et de l'orientation des palles — a ’avant de I’hélice dans la direction des z
positifs (t = 1 et ¢ = 1.15). Les particules de fumée sont alors attirées vers le nez et
ensuite projetées vers les bords par l'effet de rotation des palles (¢t = 1.8). La figure
5.4 montre les particules de vorticité les plus véloces autour d’une des palles dans les
premiers instants de la simulation. On y voit clairement la création de deux vortex
de signe opposé derriére la palle (dans le sens du mouvement), ce qui correspond au
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phénoméne observé dans 1’écoulement autour d’un cylindre.

.

F1G. 5.3 Images tirées de la simulation d'une hélice a rotation imposée. Captures
aux instants ¢t = 0, 1.6, 2.6, 3.0, 3.5, 4.0. La rotation de 1’hélice créé une aspiration de
I'air situé sous elle. Les particules de fumée sont ensuites projetées vers les bords du
domaine.

Dans la simulation présentée en figure 5.3, le pas de temps est de 6t = 0.01. Le
domaine est discrétisé en 64 points de grille, et le temps de calcul en présence d’en-
viron 150.0000 particules est de 2,5 secondes par itération. La répartition du temps
de calcul est donné dans le tableau 5.2. En comparaison des exemples proposés dans
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le chapitre précédent, le coiit algorithmique comptant pour I'ajout des deux solides,
I’hélice et la boite englobante, en interaction avec le fluide représente environ 18%
du temps de calcul. Le transport des level set des solides se résume au déplacement
de I’hélice (le cube restant fixe), et cette étape représente 4,5% du temps de calcul.

Fi1G. 5.4  Visualisation de la vitesse a I’endroit des particules de vorticité, dans
les premiers instants du calcul. On peut y voir la création de deux vortex de signe
opposé le long de la palle nous faisant face, a I'arriére de celle-ci.

Le cotit du calcul global pourrait étre grandement réduit par la suppresion de
particules de vorticité de faible intensité, mais, dans le souci de conserver une dyna-
mique importante pour le mouvement de la fumée, j’ai conservé une grande majorité
de celles-ci.
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Vit. + diff. Advection Remaillage
14% 23% 22%
Pénalisation Calcul u; Transport de S; Autre
13,5% 45% 45% 18,5%

TAB. 5.2 Pourcentage du temps de calcul attribué a chaque partie de la résolution
des équations, pour I'’exemple de I’hélice & mouvement imposé. La taille de la grille
est de 643, le nombre maximum de particules est 150.000 et 2, 5 secondes sont néces-
saires pour chaque itération. L’ajout des deux solides rigides dans le fluide n’occupe
qu'un total d’environ 18% du temps de calcul. Le terme « advection »désigne ici le
transport des particules de vorticité par le schéma RK2.

Hélice a rotation libre

Dans ce deuxiéme exemple, je m’intéresse au probléme, dual du précédent, de la
rotation d’une hélice induite par un flux faisant face a celle-ci. Le centre de gravité
de I'hélice est fixé, et le calcul de la vitesse de cette derniére ne prend en compte que
la composante z du mouvement, comme le serait une éolienne solidement fixée au
sol. Une vitesse de fluide u = (0,0, 1)T est imposée devant 1’hélice par la méthode
de pénalisation sur un cylindre faisant office de générateur de vent. Afin de pouvoir
mieux capter le phénoméne, j'ai considéré une boite  plus grande que précédem-
ment  de taille [0,4]® avec des conditions périodiques, et une discrétisation par
une grille de taille 64%. Aucun solide ne vient imposer des conditions de non glisse-
ment aux bords de ce domaine, afin que le mouvement de I’hélice ne soit pas trop
perturbé par le ralentissement du fluide aux bords et dans 'optique d’obtenir une
simulation visuellement plus dynamique. Méme si la périodicité de la vitesse vient
indubitablement perturber ce mouvement, comme la boite est grande par rapport a
I’hélice, ceci n’est pas observable dans les premiers instants.

La figure 5.5 présente quelques résultats visuels obtenus sur ce cas test, ou des
particules de fumée sont introduites au cours du temps a I'avant de ’hélice afin de
visualiser le mouvement du fluide. La figure 5.6 fournit la vitesse de rotation de
I’hélice autour de son axe z en fonction du temps. Nous pouvons voir qu’elle atteint
une vitesse de rotation maximum et stable a partir de ¢ = 0.2. Le coiit algorithmique
pour cet exemple est similaire au précédent.
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FiG. 5.5 TImages tirées de la simulation d’une hélice tournant sous l'effet du vent.
Captures aux instants t = 0,0.1,0.24,0.34. Les particules de fumée captent le mou-
vement du fluide.

Rotation sur 'axe des z

R

-15 I\

-20
-25 \\
\

-30
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F1G. 5.6 — Vitesse de rotation de I’hélice autour de son axe principal, en fonction du
temps, dans le cas du mouvement d’une hélice faisant face au vent.
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Interaction d’un solide rigide avec lair et I’eau

Ce troisieme exemple présente les résultats obtenus avec la méthode de pénalisa-
tion en présence d’un fluide a deux phases. Un solide rigide tombe sous 'effet de la
gravité du haut de la boite de calcul en direction de la surface de I'eau, initialement
horizontale. LLe domaine est un cube de 20 centiméres de coté, pour une discrétisa-
tion de 1283 avec des conditions aux bords périodiques. La viscosité des deux phases
est fixée & 1072, et la densité a 1 et 1000kgm =2 pour Dair et 'eau, respectivement.
La densité du solide est de 800kgm 2 et le pas de temps 6t = 1073, Un cube rigide
et statique entoure la boite de calcul afin d'imposer la condition de non glissement
aux bords.

La figure 5.7 présente un rendu réaliste des résultats obtenus, grace au logiciel
gratuit Blender'. Au temps ¢t = 0.1, la tasse a entre profondément dans I’eau sous
Ieffet de la vitesse acquise dans D'air. Puis, comme elle est moins dense que ’eau,
remonte pour flotter a la surface. Ensuite '’eau pénétre a l'intérieur de la tasse. Les
calculs ont été effectués sur un Itanium Alpha 64 1.4 GHz avec 32 Go de mémoire
RAM. Environ 60 secondes de calcul sont nécessaires par itération, la répartition du
temps pour chaque étape du calcul est fourni dans le tableau 5.3. J'ai mesuré que
les calculs sur cette machine sont environ 2 & 3 fois supérieurs a ceux obtenus sur
le Pentium 2GHz. Dans 'article Rigid Fluids [CMT04], 'auteur reporte un temps
de calcul de 27.5 secondes par itérations sur un Pentium 4 2Ghz similaire a
la machine citée précédemment pour la simulation de 9 solides en interaction
avec une surface libre, dans une boite de calcul de taille 64 x 68 x 64, oun 4% du
temps de calcul est utilisé pour les interactions. Ceci représenterait environ 200
secondes par itération pour une discrétisation de 128°, en estimant que le temps
de calcul croit linéairement. En comparaison, la simulation présentée ici est donc
approximativement 7 fois plus rapides.

Je propose en figure 5.8 un second exemple de simulation ot un canard rigide
tombe dans I’eau, avec les mémes paramétres que précédemment. Au temps t = 0.3,
le canard heurte le bord et se couche entre les temps temps ¢t = 0.5 et t = 0.7. La
collision est traitée par la méthode que je détaille dans la partie suivante. Dans cet
exemple, les temps de calculs sont similaires & ceux donnés dans le tableau 5.3.

Vitesse + diffusion Advection Remaillage Pénalisation

5.5% 21.5% 14% 19%
Terme multiphase Transport de la surface Reinitialisation Autre
4% 7.5% 15% 13.5%

TAB. 5.3 — Pourcentage du temps de calcul attribué a chaque partie de la résolution
des équations, pour 'exemple de la tasse tombant dans sur une surface libre. La taille
de la grille est de 1282, le nombre maximum de particules est 10° et 60 secondes
sont nécessaires pour chaque itération.

thttp ://www.blender.org
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F1G. 5.7 TImages tirées de la simulation d’une tasse tombant sous l'effet de la gravité
dans un bac d’eau. Captures aux instants t = 0,0.1,0.15,0.2,0.25,0.3.
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FiGg. 5.8 Images tirées de la simulation d'un modele de canard rigide tombant
sous l'effet de la gravité dans un bac d’eau. Captures aux instants ¢ = 0,0.1 pour
la premiére ligne, t = 0.2 pour la deuxiéme (avec deux prises de vue différentes) et
t = 0.5,0.7 pour la derniére ligne.

3 Modéle de collision

Je présente dans cette partie le modéle de collision entre solides développé lors
de mes travaux. Dans le cas ou plusieurs solides sont en interaction dans un fluide,
un modeéle de collision entre ces solides est nécessaire. En effet, des expérimentations
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montrent qu’il y a effectivement collision quand deux solides plongés dans un fluide
entrent en contact, provocant un rebond pour les deux objets. Mais, comme il est
noté dans [GPHT01] et étudié dans de récents travaux théoriques, les équations de
Navier-Stokes couplées avec des conditions de non glissement aux bords n’est pas
compatible avec le contact des solides. Ceci peut se comprendre intuitivement par
le fait que, dans le cas d’'une discrétisation de I'espace infiniment fine, il existera
toujours des particules de fluide présentent entre les objets, les empéchant ainsi
de se toucher physiquement. Numériquement, un modéle de collision est important
afin d’éviter toute inter-pénétration qui pourrait étre entrainée par les erreurs de
discrétisation. En synthése d’images, il est évident que la collision entre plusieurs
solides de forme quelconque est nécessaire au réalisme d’une animation. Le modéle
que je propose permet aisément de traiter ce probléme.

Tout d’abord j’expliquerai les fondements d’un nouveau modeéle de collision basé
sur une représentation des solides par une fonction level set. Puis je proposerai une
maniére de U'intégrer dans les équations de Navier-Stokes en formulation vorticité.
Finalement je présenterai des résultats numériques comparant notre méthode a celle
proposée dans [GPHT01] ainsi que des exemples pour la synthése d’'images.

3.1 Définition du modéle

Le modéle de collision proposé permet de conserver I'énergie, ce qui est une pro-
priété physique primordiale en mécanique du solide. Dans le cadre de solides en
interaction avec un fluide visqueux, I’énergie est en partie diffusée dans le fluide au
moment du contact, au niveau de la couche limite. Ce nouveau modéle est basé sur
la représentation Eulerienne de l'interface, fournie par la fonction level set associée
a chaque solide. Le fait que celle-ci soit une fonction distance (comme nous ’avons
vu précédemment, cette propriété est conservée par le transport) nous permet de
connaitre exactement, en chaque point de discrétisation, la distance séparant les
deux solides, et c’est sur cette base qu’est dérivée la force de collision. Dans le cadre
de surfaces implicites [CD97]|, les auteurs proposent une méthodologie similaire dans
laquelle la force de collision entre deux objets est évaluée en fonction du recouvre-
ment de I'un par 'autre. C’est dans cette zone de chevauchement qu’est alors calculée
la force de répulsion grace a la fonction distance, la profondeur de pénétration
est connue. Une nouvelle surface de contact supprimant ce chevauchement en est
alors déduite et propagée a l'intérieur des objets incriminés.

Notre approche est différente : I'intégration de la force de collision dans les équa-
tions se fait de maniére simple et ne nécessite pas un traitement particulier lors du
chevauchement entre deux objets. De plus, notre modéle ne nécessite pas de para-
metre et s'intégre aisément dans un code de simulation de fluide. La représentation
level set adoptée, en plus de servir a calculer la force, permet de la distribuer sur la
surface du solide plongé dans le fluide.
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Modéle 1D

Dans cette section, je présente le modeéle de collision dans le cas particulier 1D, le
cas général basé sur une formulation level set est décrit dans la prochaine section. Soit
un solide représenté par un point, a la position z(¢) > 0. L’autre surface considérée
est un mur localisé en x = 0. Afin de modéliser la collision entre ces deux éléments,
nous choisissons un systéme dynamique qui est localisé sur une courte distance et
singulier & I’endroit du contact (pour empécher toute pénétration) :

- K /e
— 5.25
Z xe ( )

ol k est un coefficient de la méme dimension que le carré de la vitesse &. Ce systéme
est un modéle Hamiltonien agissant dans une couche de l'ordre de £ a partir de
x = 0.

Modéle level set

Le modéle level set proposé sert a la discrétisation du systéme dynamique pré-
senté ci-dessus, ainsi qu’a appliquer la force de collision sur la surface des objets.
Grace a cette représentation, il est possible de calculer la distance, la normale a la
surface permettant d’orienter la force ainsi que l'intégrale discréte sur la surface.
Soient deux solides \S; et .S; dont les grandeurs associées sont notées respectivement
par l'indice 7 et j. Soient ¢; et ¢; les level set représentant la distance signée a cha-
cune des surface. La généralisation du modéle de collision 5.25 dans une formulation
level set est traduite comme une force dans le fluide :

fu(x) = 3¢ (mx)) %Vj’(g)e# (5.26)

g

Dans cette équation, ¢ est une fonction cut off dont la régularisation localise la
force dans une épaisseur de 'ordre de ¢ autour de I'interface, x;; peut étre interprété
comme l'intensité de cette force, qui doit étre de I'ordre du carré de la vitesse relative
des deux objets au moment du contact (c’est-a-dire quand la distance est de I'ordre
de €). V¢; est la normale a la surface de S; orientée vers I'extérieur. Cette force est
donc active a une distance de ¢ et présente dans le fluide au niveau de la surface
régularisée sur une épaisseur du méme ordre.

L’équation de Navier-Stokes en formulation vortex incorporant la pénalisation
et la force de contact en présence de plusieurs solides est donc :

1 f.o
%—fjt(u.V)w = (w-V)u+rvAw+V <;> x Vp+AV x <ngi(ﬁi — u)) +%,
Z (5.27)

3.2 Remarques sur la discrétisation

Le modeéle de collision proposé inclu une force singuliére au niveau du contact
physique entre les objets. En pratique, ce contact doit a tout prix étre évité, ce
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qui n’est pas assuré lors de la discrétisation temporelle des équations de Navier-
Stokes oii, si le pas de temps est choisi trop grand, les solides peuvent se chevaucher,
ou tout du moins étre a une distance d < ¢ l'un de l'autre. C’est pourquoi il
est important d’utiliser un pas de temps 0t et une intensité de rebond k;; (s'il
n’est pas calculé automatiquement) adéquats afin d’éviter 'introduction de forces
démesurément grandes dans le fluide. Cette contrainte sur dt intervient uniquement
lorsque les solides sont assez proches 1'un de 'autre, & une distance de I'ordre de ¢.

Un autre point important est que la différenciation numérique de cette force de
collision singuliére, dans ’équation de vorticité, peut entrainer des erreurs impor-
tantes dans la résolution des équations du fluide. Afin de palier ce probléme, dans le
cas de solides rigides j’ai choisi de moyenner cette force (dans sa formulation vitesse)
a l'intérieur du solide et de I'inclure directement dans la vitesse u de ce dernier lors
de I'étape de pénalisation. Cette technique permet de régulariser la force de collision
et de 'appliquer directement a la totalité du solide, comme il est souvent considéré
en mécanique du solide. En contrepartie cette méthode a pour conséquence de ne
pas considérer les forces situées au dela du solide  a l'intérieur du fluide  comme
la fonction cut off est régularisée en pratique. Ainsi, les simulations calculées sont
rendues plus stables, permettant d’utiliser de plus grands pas de temps.

En pratique, j’ai opté pour € = h oul h est le pas d’espace afin de limiter I'influence
de la force de collision a une distance de la taille d'une cellule de la grille. Ce choix
permet de laisser les solides se déplacer librement, uniquement soumis aux forces
hydrodynamiques, autant que faire se peut et d’ainsi conserver au maximum l’action
du fluide situé entre les deux objets. De plus, la force de collision peut étre considérée
négligeable lorsque les solides sont & une distance supérieure a kh (avec k > 1), nous
permettant de réduire le cotit de calcul lorsque les solides sont assez éloignés.

3.3 Applications numériques
Validation 2D sans fluide

Cet exemple démontre la trés bonne conservation de 'énergie dans le cas d'un
disque entrant en collision avec un mur, en ’absence de fluide, dans le cas 2D. Un
disque de rayon 0.1 initialement situé en y = 0.3 tombe sous 'effet de la gravité g =
—1 (dans la direction y) sur un mur situé en y = 0. Les fonctions level set associées a
chaque solide rigide sont triviales a définir et sont discrétisées dans une grille de taille
h = 1/128. La zone de collision est définie par le paramétre e = h, le pas de temps
par 6t = h/10 et k;; fixé & 0.36. La figure 5.9 montre que le disque rebondit sans
dissipation. Il est important de noter que le premier rebond (a ¢ ~ 1) est légérement
plus haut que la position de départ. Ceci est dii au schéma d’Euler explicite utilisé
pour la discrétisation, qui ne permet pas de conserver I’énergie exactement. Mais
cette légére erreur ne pose pas de probléme important en pratique, c’est pourquoi
je n’ai pas considéré un schéma implicite pour l'intégration, schéma qui serait plus
difficile & mettre en oeuvre. En conclusion, la méthode de collision présentée plus
haut sous une formulation level set permet de traiter les rebonds en conservant
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F1G. 5.9 — Rebond d’un disque sur un plan situé en y = 0 en I'absence de fluide.
La hauteur y du disque et sa vitesse sont données en fonction du temps. La ligne
en pointillés dans le premier graphique représente la hauteur y = h ou h est le
pas d’espace. Le pas de temps utilisé est ¢ = h/10 et le paramétre de collision
e=h=1/128.

correctement, I’énergie du systéme.

Validation 2D avec fluide

Intéressons nous maintenant au couplage fluide-solides rigides relevé de la prise
en compte des forces de collision. Ce cas test est similaire au précédent, auquel
a été ajouté la présence d'un fluide. Cet exemple a été étudié dans [GPH'01] et,
afin de nous comparer avec leurs résultats, les mémes paramétres ont été adoptés.
Dans [GPHT01], 1a force de collision est calculée a partir de la connaissance explicite
de la distance entre le centre de gravité du disque et la position du mur. La boite de
calcul est de taille [0,2] x [0, 6], la densité du fluide est de 1 et sa viscosité de 0.01.
Le disque initialement situé en (1,4) a un rayon de 0.125 et une densité de 1.5; la
gravité est fixée & —980 sur 'axe des y. Comme nous ’avons vu sur 'exemple de
sédimentation dans la partie précédente, le disque atteint une vitesse terminale et,
dans le cas qui nous intéresse ici, rebondit sur le fond de la boite. La figure 5.10
montre une comparaison des résultats obtenus dans [GPHT01] avec les notres. Les
courbes de position et de vitesse correspondent trés bien, avec une légére variation
de la vitesse aprés le contact. Cette dissemblance est due en grande partie a la

3. MODELE DE COLLISION 163



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES METHODES
VORTEX

FiG. 5.10 Sédimentation d'un disque plongé dans un fluide, soumis a la gravité,
et rebond sur le mur situé en y = 0. Les résultats obtenus par la méthode présentée
ici (images de droite) sont trés proches de ceux présentés dans [GPH101] (images
de gauche). Les images du haut représentent la hauteur du disque, celles du bas sa
vitesse. Les courbes solides sont les résultats calculés pour h = 1/256, 6t = 7.51074,
et les courbes en pointillés pour h = 1/384, 6t = 51074,

différence de modéle de collision ot le notre considére de fagcon implicite la distance
entre les deux solides ainsi que la force de collision. Nous verrons dans I'exemple
suivant que la technique proposée dans [GPH'01] intégrée dans notre modéle de
fluide donne des résultats similaires avec toutefois une réponse a la collision un peu
plus raide.

Cet exemple nous permet de conclure que cette nouvelle méthode de collision,
intégrée dans les équations de couplage fluide-structure par pénalisation, permet
de calculer précisément la force de collision au contact, de maniére qualitativement
proche des méthodes plus traditionnelles. Un point important est que ce nouveau
modeéle ne se limite pas a des solides rigides de forme sphérique. Il permet, comme
nous le verrons par la suite, de faire interagir de maniére simple deux objets de forme
quelconque, ce qui est d'un intérét majeur, particulierement en synthése d’images.

Collisions de deux sphéres en sédimentation

Le probléme de la collision de deux sphéres soumises aux forces hydrodyna-
miques et a la gravité a été étudié expérimentalement |FJL87| et numériquement
dans [GPHT01,SP05]. Initialement, deux sphéres de méme rayon sont alignées selon
I’axe z défini par la gravité, a une distance d’environ un diamétre. En tombant, la
sphére sur le dessus se trouve dans le sillage de celle en dessous et subit donc moins
de frictions. Elle descend alors plus vite que la premiére et finit par la toucher. L’ali-
gnement vertical des deux sphéres est instable et cette instabilité les ameéne par la
suite a se séparer. Ce phénoméne est connu en Anglais sous le nom de « drafting,
kissing and tumbling », et il a été étudié expérimentalement dans [FJL87].

Dans l'étude de ce cas, la boite est de taille [0,1] x [0,1] x [0,4] et la gravité
est fixée a g = (0,0,—980). La densité du fluide est de 1 et sa viscosité de 0.01,
les sphéres ont un rayon r = 0.083 et une densité de 1.14. Elles sont initialement
positionnées en (0.5,0.5,3.5) et (0.5,0.5,3.16), et, afin d’enclencher I'instabilité, j’ai
décalé d'un pas de grille dans la direction (z, y) la sphére du dessous. Le pas d’espace
choisi pour cette simulation est le méme que pour [GPHT01] : h = 1/60 et le pas
de temps est fixé initialement & 0t = 0.007. Il sera légérement modifié par la suite
pour répondre a la contrainte §t < k|w| !, j'ai pris & = 0.8 et le pas de temps est
réduit jusqu’a atteindre 0.054 au moment de la collision. L.e paramétre de collision
¢ est choisi égal a h et le coefficient pour "'amplitude de la réponse a la collision est
fixé & K19 = Koy = 25.
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F1G. 5.11  Drafting, kissing and tumbling de deux sphéres tombant dans un fluide.
Comparaison des résultats obtenus avec les méthodes de [GPHT01, SP05] et celle
proposée ici. L’instabilité, amplifiée aprés la collision, provoquant la séparation des
solides peut entrainer divers comportements suivant la méthode de calcul utilisée :
les résultats obtenus aprés le temps ¢ = 0.3 ne sont pas qualitativement comparables.

Les vitesses verticales des sphéres calculées par notre méthode sont comparées a
celles de [GPHT01] et [SP05] dans la figure 5.11. Nos résultats concordent bien avec
ceux obtenus par Glowinski et al. [GPHT01], mis-a-part quelques instants avant la
collision ou la sphére du haut accélére plus. Cette différence peut étre due au fait
que dans [GPHT01| Iinstabilité déviant le vecteur liant les centres de gravité de
I'axe vertical, est enclenchée plus vite dans leur simulation; dans nos résultats, la
sphére du dessus reste donc plus longtemps dans le sillage de la seconde et accélére
d’autant plus, rapprochant I'instant de la collision. Il est important de noter que la
différence est plus grande avec les résultats obtenus dans [SP05|, dont la modélisation
est pourtant plus proche de notre approche. Comme noté par Sharma et Patankar
[SP05|, la maniére dont sont résolues numériquement les équations influe grandement
sur la réponse des deux sphéres a l'instabilité. Les résultats fournis par ces auteurs
montrent que les deux sphéres se séparent dans deux direction opposées alors que
pour [GPH™101] et les tests effectués avec notre méthode, les deux sphéres sombrent
du méme coté comme le montre la figure 5.12. La figure 5.13 nous renseigne sur la
distance |c; — co| — 21 (011 ¢; représente le centre de gravité du solide i) séparant les
deux sphéres. Nous pouvons voir que la distance minimum entre les deux sphéres
avant séparation est de I'ordre de h.

En figure 5.14, je présente la vitesse verticale des sphéres en fonction du temps,
obtenues dans notre formulation vortex avec deux calculs de la collision différents :
avec notre modeéle level set et avec le modeéle de [GPHT01]. Pour ce dernier, d’apres
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FiG. 5.12 — Drafting, kissing and tumbling de deux sphéres tombant dans un fluide :
composantes horizontales de la position (4 gauche) et de la vitesse (a4 droite) du
centre de gravité des deux sphéres. En haut : les résultats extraits de [GPH101], en
bas : ceux obtenus avec la méthode proposée ici.
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F1G. 5.13  Drafting, kissing and tumbling de deux sphéres tombant dans un fluide :
distance entre les deux sphéres, calculée au niveau des I'interfaces.
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leur notation, j’ai utilisé les paramétres p = 2/60, e = 107* et ¢;; = 3.33 x 107°.
La réponse obtenue au moment du contact entre les deux sphéres est similaire, bien
qu’elle soit un peu plus raide pour le second modéle. Ce résultat semble physique-
ment plus correct — bien qu’il soit difficile d’en juger a cette échelle — car il utilise
la distance exacte, calculée explicitement, entre les deux sphéres avec un modéle
adapté aux spheéres. Le modéle que j’ai proposé converge avec h — 0 vers une for-
mulation similaire, mais il permet quant a lui de considérer tout type de géométrie
pour les solides en considérant les forces apparaissant a l'interface.

0 T T T T T

T
Our mode| —e—
Glowinski et al. model

-9 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

F1G. 5.14  Drafting, kissing and tumbling de deux sphéres tombant dans un fluide :
comparaison des vitesses des sphéres calculées par méthode vortex, en utilisant le
modéle de collision de [GPHT01] et notre approche level set.

Intéressons nous maintenant au cofit des calculs nécessaires pour 'obtention de
ces résultats. Pour le méme pas d’espace, la résolution du probléme dans [GPH'01]
a nécessité 120 secondes par itération sur un DEC 500MHz; aucun temps de calcul
n’est fourni dans l'article [SP05]. Utilisant notre approche sur la méme machine
précisée en partie 1.6, le coiit du calcul varie de 9s & 18s en fonction du nombre
de particules : 5000 au début de la simulation et 400.000 & la fin. En considérant
les performances relatives des deux machines, les deux méthodes sont comparables ;
néanmoins, notre méthode vortex est plus robuste et notre simulation a été obtenue
avec des pas de temps de 5 a 7 fois plus grands que ceux utilisés dans [GPHT01].
Ce gain d’efficacité est un point important, autant en mathématiques appliqués
ou des calculs intensifs peuvent étre nécessaires, qu’en synthése d’images ou des
résultats rapides sont escomptés. Dans article Rigid Fluids |CMTO04| proposant une

3. MODELE DE COLLISION 167



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES METHODES
VORTEX

adaptation de la méthode de domaine fictif de Sharma et Patankar, le cotit du calcul
d’une itération pour une simulation comprenant plusieurs solides et une interface
pour un fluide a plusieurs phases, est de 27,5 secondes sur un domaine de taille
64 x 68 x 64 (soit environ trois fois moins d’éléments que pour notre simulation).
En comparaison, notre méthode — a laquelle il faudrait ajouter le transport de
I'interface du liquide pour une comparaison plus précise, qui, comme nous l’avons vu
au chapitre précédent, peut occuper jusqu’a 60% du temps dans mon implémentation
apparait donc plus rapide.

Collision entre objets de forme quelconque

Afin de démontrer efficacité de notre méthode pour la prise en compte de colli-
sions entre des solides rigides a géométrie quelconque, j’ai considéré la collision d’une
ellipsoide contre une sphére statique. Dans le but de séparer le probléme d’interac-
tion de celui de la collision, j'ai supprimé la présence du fluide dans cette simulation.
Les résultats obtenus  dont la visualisation 3D du mouvement est donné en figure
5.15 — montrent que notre technique capture correctement les forces de collisions
entrainant une rotation des objets en contact. Pour mieux se rendre compte du
phénoméne, j’ai fixé la position de la sphére et fait tomber D'ellipsoide sous 'effet
de la gravité. Les paramétres sont les suivants : ¢ = h, h = 1/64, 6t = 0.005 et
kij = 5. L’ellipsoide est initialement décalée par rapport a la sphére afin d’enclen-
cher la rotation comme nous pouvons le voir en figure 5.15. Cette simulation montre
clairement la capacité de la nouvelle méthode de collision & capturer une force de
collision induisant de la rotation.

4 Solides & membranes élastiques

4.1 Problématique

La représentation des solides rigides adoptée précédemment, par une fonction
level set sur une grille Eulerienne, est similaire a celle utilisée dans [CM06a| pour la
simulation de membranes élastiques. Au début de mes recherches pour ma thése, j’ai
adopté cette méthode comme piste pour la simulation d’objets rigides. En effet, en
I’absence de mouvement du fluide contenu a I'intérieur d’une membrane élastique, si
la raideur de cette derniére est considérée comme infinimment grande, la dynamique
du milieu considéré peut alors étre percu comme celle d'un solide rigide, comme il
a été simulé dans |GHS93| sur une base de méthode de frontiére immergée. Un des
problémes majeurs de cette technique est la nécessité d’utiliser des pas de temps
petits dans le cas de raideurs importantes, car les forces en jeu en présence de fortes
déformations deviennent alors trés grandes, ce qui déstabilise les calculs pour des
pas de temps importants.

Le temps de calcul est un critére important et, donc, cette approche est trop
prohibitive pour les applications visées dans mes travaux. Ainsi, la méthode de
pénalisation que j’ai développé pour le calcul des interactions entre fluides et solides
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Fi1G. 5.15 — Images de la collision d’un ellipsoide et d’une sphére fixe, en 1’ab-
sence de fluide. Notre méthode de collision basée sur une formulation level set
permet de capturer la rotation induite aprés le choc. Images prises aux temps
t = 0,0.15,0.175,0.2,0.25,0.3, de gauche a droite et haut en bas. Les axes x, y
et z de I'ellipsoide sont dessinés en rouge, vert et bleu, respectivement.
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rigides en méthode vortex, est apparue comme une méthode efficace pour résoudre
ce probléme. A la différence des méthodes de membranes élastiques, la méthode qui
a été proposée au début de ce chapitre permet de calculer de maniére précise le
mouvement d’un solide rigide, tout en permettant 1’'utilisation de pas de temps plus
élevés, pour un coiit de calcul faible. La déformation du domaine du solide étant
nulle lorsque le paramétre de pénalisation tend vers I'infini, la level set associée peut
donc étre transportée de maniére trés simple en réduisant les erreurs numériques a
celles d’'interpolations de la fonction initiale.

En synthése d’images, la simulation d’objets autres que rigides est d’'une im-
portance capitale. En effet, de nombreux objets présents dans notre environnement
possédent un comportement déformable, voire méme plastique — lorsque la défor-
mation est importante et que 1’objet ne recouvre pas sa forme initiale. L.a simulation
conjointe de solides déformables en interaction avec un fluide est un probléme com-
pliqué. L’objet déformable ayant son comportement propre — la simulation d’objets
déformables est, lui aussi, un vaste champ de recherche — l'interaction avec le fluide
doit alors étre calculé a l'interface entre les deux milieux. Il pourrait étre envisagé
de simuler le solide mou en méme temps que le fluide, dans une approche similaire
a celle proposée pour les solides rigides. Néanmoins, la variété et la complexité des
comportements des solides déformables rendraient trés difficile la formulation de
telles interactions. Il est aussi important de noter que, dans le cadre de fluides in-
compressibles, la déformation de 1’objet en interaction doit toujours satisfaire cette
contrainte, ce qui limite la palette de comportements des objets déformables. Dans
le cas ou le volume de I'objet ne reste pas constant, I'incompressibilité du fluide n’est
plus assurée ; ce probléme sort du cadre de mes travaux actuels.

4.2 Approche adoptée

Pour la simulation d’objets déformables, j’ai donc choisi d’utiliser une méthode
basée sur celle des membranes élastiques décrites dans [CMO06a]. La force élastique
est calculée a partir de la level set ¢ utilisée pour représenter 'interface, en fonction
de 'étirement implicitement représenté par |V :

= {Po,s (VEIV6l) - F(Velsom@} 9ol (2] 629

ol je rappelle que € est le paramétre de régularisation, et Py, (v) =v —(v-n)n
est la projection du vecteur v sur le plan tangent, orthogonal a la normale n(¢) =

n= %. Ici B’ est la dérivée de la I’énergie provenant de 1’élasticité du matériaux.

En prennant une énergie quadratique en fonction de I'étirement de la level set par
rapport a P’étirement initial supposé unitaire (|Veo| = 1) :

1 2
E(|Vel) = 5(IVel —1)
comme énergie, nous obtenons

E(|Ve]) = V| - 1. (5.29)
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En injectant 5.29 dans 5.28, et en développant, nous trouvons :
L (¢
£ = (Y (196l) ~ (¥ (6l) - m)n — (Vo) - De(on) Vol (£).

En posant V (|V¢|) = Hn  avec H ma Hessienne de ¢ : H;; = 8°¢/0x;0x; et

en développant ’expression de la courbure en formulation level set :

S
S (\w)
] V|

1 1
- — Aé— [ [——Hn).
N <<!W)\2 “) V>¢

1
= w(A¢—(Hn)'n),

aprés simplifications, nous obtenons une formule plus simple pour la force élastique :
1 (¢

f=Hn—-A¢n+kn)|Vo|-C - |. (5.30)
e’ \e

Comme décrit dans [CM06al, j'utilise le principe de renormalisation qui permet de
considérer localement la fonction level set déformée comme une fonction distance,
ainsi la force élastique ajoutée a I'accélération du fluide est :

1 ¢
f=0c(Hn-A (| = 5.31
o (310~ Ao+ ) ) (5.31)
ou o est le coefficient comptant pour la raideur de la membrane. En pratique, il est
important d’utiliser a la place de 5.30 (en prennant E’(|V¢|) = |V¢|—1), 'équation
Vo

5.31 développée car celle-ci évite de calculer numériquement VE' et V- (W)’ ce qui

réduit les erreurs numériques pouvant étre importantes pour des fortes variations de

Vo,

Cependant, la méthode n’est pas utilisable telle quelle si on souhaite faire in-
teragir des fluides (avec plusieurs phases par exemple), avec des solides rigides et
des membranes élastiques. Effectivement, nous souhaitons simuler des objets défor-
mables qui conservent tout de méme un aspect proche de leur forme initiale et les
larges déformations sont trop contraignantes en terme de discrétisation temporelle
pour étre intégrées dans une simulation de fluide. Pour ce faire, nous devons donc
considérer des objets élastiques comportant une raideur assez importante, ce qui
implique une contrainte forte sur le pas de temps, augmentant ainsi grandement le
temps de calcul.

En considérant le probléme d’un autre point de vue, si l'objet est trés peu dé-
formé — de. [V¢| —1 est proche de 0 — les forces élastiques resteront faibles et ainsi
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la simulation sera stable, méme pour des pas de temps de grandeur « acceptable
». Le taux de déformation |V¢| — 1 varie en fonction de I’écoulement autour de la
membrane. Si ce dernier est proche de celui d'un mouvement rigide, alors la défor-
mation sera faible et ainsi les forces élastiques assez faibles pour ne pas nécessiter
I'utilisation de petits pas de temps

En pratique, méme en absence de forces extérieures au fluide, a cause des erreurs
de discrétisation, une level set initialisée comme une fonction distance, ne verra pas
la force associée nulle. Ceci peut provoquer des oscillations lorsque o est élevé et
ainsi tout de méme rendre la simulation instable. De plus, en formulation vortex,
il est nécessaire de calculer numériquement le rotationnel de 5.31, ce qui introduit
indubitablement un degré de plus d’erreurs numériques pouvant déstabiliser d’autant
plus la simulation.

Couplage avec la méthode de pénalisation

Pour pallier les problémes énoncés précédemment, j'ai choisi de coupler le mo-
déle de membranes élastiques avec le modéle de pénalisation utilisé pour les solides
rigides, afin de pouvoir simuler des solides quasi-rigides & membranes élastique, et
ainsi obtenir un comportement intéressant d’objets déformables. L.a discrétisation
du terme de pénalisation n’assure pas exactement un mouvement rigide a I'intérieur
et notamment de I'interface de I'objet. Ceci est da a la discrétisation temporelle
ol, par exemple, la force induite par la gravité vient déformer le domaine du solide
a chaque pas de temps — et a la discrétisation spatiale, du fait de la réprésentation
implicite de I'interface par une fonction level set et du paramétre de régularisation.
Bien que dans la limite ot h — 0, ¢ — 0, 0t — 0 et A — 0, le mouvement rigide est
assuré, en pratique, I'interface sera tout de méme déformée. Cette déformation sera
ensuite réduite par la force élastique située au niveau de la membrane.

Dans une approche similaire a celle adoptée pour 'introduction de la force de
traitement de la collision entre deux solides, la force élastique est introduite dans
le fluide via I'étape de pénalisation, en modifiant la vitesse du solide élastique. La
vitesse utilisée pour pénaliser celle du fluide est donc :

u=u+f (5.32)

ou u est la vitesse du solide calculée par 5.22 et f la force provenant de la membrane
élastique, obtenue par 5.31. De la méme maniére que pour la collision ou la
moyenne de la force a l'intérieur du solide est calculée afin d’éviter I'introduction
de vitesses trop importantes déstabilisant les calculs — j’ai choisi de régulariser la
force élastique a l'interface en lissant la force sur un support de quelques points de
grille, grace & une Gaussienne :

£ = /Q C(x, )f(x) dx, (5.33)

ou ici {(x,¢) est une Gaussienne 1D centrée en x et de support €, par exemple :

((x,¢) = Le"“2.

NG
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Cette régularisation permet de lisser localement la force f qui, pour des coefficients de
raideur importants, nécessiterait ’emploi de petit pas de temps afin de conserver une
simulation stable. A la différence de la méthode utilisée pour la collision, ce lissage est
effectué localement (et non sur tout U'intérieur du solide), afin de conserver 'aspect
localisé de la force élastique sur la membrane. Ce lissage est d’autant plus important
qu’en formulation vortex, c’est le rotationnel de cette force qui est injecté dans le
champ de vorticité. Sans cette étape, et en présence de fortes irrégularités dans la
force élastique, utiliser directement f introduirait de plus grandes erreurs numériques
qu’avec f.. En contrepartie, le comportement élastique de la membrane est lissé. Mais
ceci n’est pas un probléme important dans le cas de solides & membrane élastique
ou 'aspect « mou »de 'objet prime, tout particuliérement pour les applications en
synthése d'images.

4.3 Discussion

Les résultats obtenus avec cette méthode ne sont pas assez satisfaisants pour
I'instant, c’est pourquoi je ne présente pas ici d’applications en synthése d’images.
Effectivement, la dynamique importante du fluide nécessaire au réalisme des anima-
tions implique des fortes déformations de la surface qui ne peuvent étre compensées
par I'élasticité de la membrane que grace a des coefficients de raideur importants,
nécessitant de trés petits pas de temps pour assurer la stabilité de la simulation.
Néanmoins, le principe de la méthode est une piste pour de futurs travaux sur les
modéles d’objets déformables.

L’utilisation sous-jacente du modéle pour les solides rigides, couplé a celui de la
membrane élastique, permet de limiter les déformations a 'intérieur et aux bords de
I'objet, en réduisant la vitesse du fluide environnant, tout en permettant a l'objet
de se déformer et a la force élastique d’agir. Ainsi, nous pouvons nous attendre a
obtenir des déformations plus lisses de la membrane et, donc, stabiliser les calculs.

Néanmoins, le modéle de membrane élastique proposé ici ne permet pas de simu-
ler rapidement des objets avec une élasticité forte, la plage des paramétres utilisables
(pour des pas de temps non prohibitifs) reste tout de méme assez faible. Il ne serait
pas envisageable de simuler le mouvement d’un canard de bain en plastique, par
exemple. De plus, ce modéle capte uniquement les déformations surfaciques. Ainsi,
la membrane peut posséder plusieurs formes d’équilibre différentes, ce qui pour-
rait mener, dans le cas de larges déformations, a un comportement non désiré par
I’animateur. Une formulation volumique de la force élastique semblerait alors plus
adaptée et intuitive pour les applications en synthése d’images.

La représentation de I'objet déformable par une level set est un atout car elle
permet de mesurer le taux de déformation de ce dernier en plus d’éviter les difficultés
pouvant apparaitre lors de l'utilisation d’un maillage explicite pour la surface. Un
autre avantange est que cette formulation capte, de maniére intrinséque, les chan-
gements de topologie. Ceci pourra permettre, a ’avenir, d’émuler le comportement
de fluides « patteux », sans avoir a utiliser des modéles plus complexes de fluides
visco-elasto-plastiques.
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5 Bilan du chapitre

J’ai présenté dans ce chapitre une méthode novatrice en formulation vortex pour
le calcul d’interactions fluide-solide rigide ainsi qu’un nouveau modéle de collision.
La technique permettant d’'imposer des conditions de non glissement aux bords d’'un
solide est basée sur une le principe de pénalisation de la vitesse, I’équation associée
est adaptée en formulation tourbillon. J’ai proposé une maniére de résoudre celle-ci
exactement, menant & une méthode inconditionnellement stable. Cette approche est
différente des techniques traditionnellement utilisées car elle est basée sur le principe
de domaine fictif dans lequel le domaine du solide est immergé a 'intérieur de celui
du fluide, ce qui permet l'utilisation de méthodes rapides pour la résolution des
équations sur une grille uniforme. Le solide est capturé a 1’aide d’une fonction level
set qui est transportée avec la vitesse rigide. J’ai ainsi exposé une méthode efficace et
possédant une erreur constante en temps, pour déplacer la fonction implicite associée
au solide. Nous obtenons par cette technique des résultats qualitativement similaires
a ceux de la littérature, sur le cas test d’une sphére tombant dans un fluide sous
I’effet de la gravité, et pour des temps de calcul comparables. Les exemples proposés
comme application en synthése d’images montrent 1'efficacité de la méthode dans sa
globalité, dans le cadre d’interaction entre un solide rigide et un fluide a plusieurs
phases, dont la surface libre est transportée par une méthode level set.

J’ai aussi proposé dans ce chapitre un nouveau modéle de collision, basé sur
la représentation des solides par une fonction distance signée. Celle-ci permette
de connaitre la distance locale entre deux solides et cette information est ensuite
injectée dans I’équation de la force de collision. Ainsi, la formulation level set de cette
derniére permet d’éviter la pénétration de deux solides a géométrie quelconque tout
en captant correctement les rotations induites par le choc. Le modéle est validé sur
des cas tests avec ou sans fluide, notamment sur le probléme du drafting, tumbling
and kissing étudié numériquement dans [GPHT01,Pat01]| dans le cadre de la méthode
de domaine fictif traditionnelle en formulation vitesse.

Le modéle pour la simulation de membranes élastiques proposé ici est basé dans
le méme cadre que celui des surfaces libres et des solides rigides, par I'utilisation
d’une fonction level set. Celle-ci permet de mesurer I'étirement de la membrane et
ainsi est extraite une force élastique. Bien que ces travaux préliminaires ne sont
pas encore concluants, le couplage avec la méthode de pénalisation utilisée afin de
réduire les déformations de la surface et ainsi stabiliser les calculs, est une piste pour
des travaux futurs dans le but de simuler efficacement des solides déformables en
interaction avec un fluide.
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J’ai proposé dans ce manuscrit relatant mes travaux effectués lors de ma thése,
une méthode compléte pour le calcul d’interactions entre fluides multiphasiques et
des solides, dans une formulation torubillon et avec une discrétisation par méthode
particulaire. Les résultats obtenus montrent que ces méthodes sont une alternative
intéressante aux méthodes plus traditionnelles de simulation de fluides axées sur la
vitesse. En synthése d’images, mes travaux sont les premiers a utiliser une méthode
hybride particule-grille pour la simulation de fluide a plusieurs phases au contact de
solides. Ce travail met en évidence un gain d’efficacité en comparaison des méthodes
existantes, pour des résultats qualitativement similaires.

Récapitulatif et discussion

Le choix de calculer 1’écoulement d’un fluide & partir de sa composante rotation-
nelle est judicieux car la complexité du mouvement  qui est un critére important,
particuliérement en synthése d’'images — est totalement liée a la quantité de vorti-
cité. Celle-ci caractérise les zones ol apparaissent les phénoménes dynamiquement
significatifs. D'un point de vue visuel, la vorticité est associée a la perception des
comportements turbulents des écoulements. De plus, la localisation des tourbillons

en comparaison du champ de vitesse qui est, la plupart du temps, non nul dans
tout le domaine — permet de focaliser les calculs sur une petite partie du domaine
de calcul. L'utilisation de particules de vorticité est un atout majeur de la méthode
grace au traitement naturel de la convection. Cette étape du calcul est un frein
important en formulation vitesse, du fait de la forte diffusion numérique induite
par l'interpolation du champ de vitesse par la méthode semi-Lagrangienne, ou de la
contrainte CFL imposée lors de 'utilisation de schémas de différences finies. Nous
avons vu que la seule contrainte sur le pas de temps dans nos calculs, pour éviter le
croisement, des particules, est en pratique moins forte que les conditions CFL tra-
ditionnelles. Les résultats obtenus sur la simulation de fumée montrent que des pas
de temps importants peuvent étre choisis, tout en conservant un aspect dynamique
significatif.

La formulation vortex ne nécessite pas la projection du champ de vitesse pour
assurer I'incompressibilité, le champ de vitesse calculée est implicitement a diver-
gence nulle. Ceci permet de s’abstraire du calcul du terme de pression utilisé en
formulation vitesse pour assurer cette propriété. En contrepartie, le calcul direct de
la vitesse sur les particules est cotiteux et augmente quadratiquement avec le nombre
de particules. La méthode hybride particule-grille que j’ai intégrée dans mes travaux
permet de pallier ce probléme en utilisant une grille sous-jacente, sur laquelle est cal-
culée efficacement le mouvement du fluide. Afin d’éviter une déformation importante
au cours du temps de la répartition des particules, j’ai appliqué une technique de
remaillage. Cette méthode permet de conserver une répartition correcte des points
de discrétisation, ce qui est un critére important pour la stabilité et la précision des
calculs; le choix de fonctions d’interpolation adaptées est un des points clef de la mé-
thode. L’utilisation d’une grille permet en outre le calcul des termes non directement
impliqués dans 'advection. J’ai proposé dans mes travaux de résoudre 1’équation de
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diffusion d’une maniére exacte, pour des conditions aux bords périodiques, en méme
temps que le calcul de la fonction courant, ce qui permet un gain en précision et en
temps de calcul.

Les travaux sur les méthodes vortex existants en synthése d’images, bien que
répondant trés correctement a la question de la simulation de fumée, ne permettent
pas de calculer la vaste panoplie d’écoulements et d’interactions possibles. La mé-
thode hybride que j'ai adoptée dans ma thése permet quant a elle la simulation de
phénoménes complexes, notamment de fluides a plusieurs phases en interaction avec
des solides.

Pour la simulation de fluides réalistes — par exemple l'air et ’eau en interaction
— j’ai proposé dans mes travaux une nouvelle méthode efficace pour le calcul d'un
fluide & plusieurs phases, en formulation vortex. Cette méthode est simple et per-
met d’éviter de calculer explicitement la pression qui réapparait dans I’équation de
vorticité en présence d'une variation de la densité. Afin de capter le mouvement de
la surface séparant deux phases, j’ai utilisé une méthode particulaire pour le trans-
port de la fonction level set captant I'interface, approche qui est similaire a celle
des particules de vorticité. En pratique, j'ai remarqué qu’il est important que cette
fonction soit proche d'une fonction distance signée afin d’éviter les instabilités nais-
sant lors de la déformation de la level set; pour ce faire j’ai intégré un algorithme
de reinitialisation par la résolution d’une équation d’Hamilton-Jacobi.

Les résultats obtenus avec cette approche en formulation vortex sont les premiers
en synthése d’images, et démontrent la possibilité d’utiliser cette formulation pour
des calculs complexes faisant intervenir plusieurs fluides en interaction. La localisa-
tion de la vorticité autour de I'interface est un autre point important qui ajoute a
I'intérét de I'utilisation d’une telle approche.

L’application de conditions de non glissement aux bords de solides est un pro-
bléme difficile en méthode vortex. Dans mon manuscrit, j’ai proposé une méthode
novatrice en formulation tourbillon pour répondre a cette question. Cette méthode
est basée sur le principe de domaine fictif ou le maillage utilisé pour les calculs
sous-jacents reste simple — sur une grille uniforme dans le cas présent — et les
solides sont immergés dans le fluide. Ce principe est trés intéressant car il permet
de s’abstraire de la discrétisation de I'espace autour de 'objet — ce qui est un pro-
bléme difficile en 3D et dans le cas de géométries complexes et de bénéficier de
la rapidité des calculs sur une grille réguliére. La méthode de pénalisation que j’ai
mise en oeuvre dans une formulation vortex permet de calculer trés naturellement
et efficacement le couplage entre fluides et solides rigides. Cette méthode est plus
intuitive et simple & mttre en oeuvre que les techniques plus traditionnelles, comme
la méthode des panneaux couplée a un flux de vorticité. Il est possible de simuler
des conditions de type non glissement aux bords de la boite de calcul par I'insertion
d’un cube englobant. Ceci permet de se ramener a un domaine périodique et facilite
grandement le traitement des conditions aux bords.

J’ai montré qu’il était possible de résoudre exactement et de maniére incondition-
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nellement stable I'équation de pénalisation. Ceci permet d’utiliser des paramétres
de pénalisation trés grands et ainsi de diminuer les erreurs numériques. J’ai présenté
une validation numérique montrant que cette méthode fournit des résultats qualita-
tivement similaires a ceux obtenus par les méthodes couramment utilisées dans la
littérature en formulation vitesse.

Dans le domaine de la synthése d’images, ces travaux sont les premiers a pro-
poser une méthode compléte pour 'interaction fluide-solide en formulation vortex.
Les résultats présentés ont été obtenus avec un temps de calcul par itération plus
faible que celui exposé dans l'article Rigid Fluids. 11 est important de noter qu’a
la différence des méthodes de type ALE, oul le maillage est adapté a la forme des
objets en interaction, la méthode proposée ici ne permet pas d’assurer exactement la
condition de non glissement sur le bord des solides, a cause des erreurs de discrétisa-
tion. Néanmoins, en pratique, le gain de temps et de simplicité en comparaison des
méthodes ALE permet I'utilisation de maillages relativement fins et donc compense
largement cette perte de précision.

A partir d’une représentation des solides par une fonction distance, j’ai développé
une nouvelle méthode pour le traitement des collisions. Cette technique profite de
I'information contenue dans la fonction level set pour calculer une force de répulsion.
La formulation présentée permet de prendre en compte naturellement la composante
rotationnelle de la collision, pour des solides a géométrie quelconque. Appliquée dans
le calcul des interactions fluide-structure, la force de collision assure la non péné-
tration des objets — pénétration qui en pratique est possible a cause des erreurs
de discrétisation — en les maintenant, a 1’équilibre, a une distance de ’ordre du
pas de grille. Cette nouvelle méthode pour le traitement des collisions ne vise pas
a remplacer les méthodes traditionnelles pour la simulation de solides rigides ou
des calculs plus précis peuvent étre mis en oeuvre. Par contre, elle s’accorde tout
a fait dans le cas général ot un modéle de collision simple ne pourrait étre adopté.
L’information pertinente dans le modéle présenté ici est la distance entre les objets,
qui est fournie par la fonction level set. Aussi, la force est localisée sur I'interface, a
I’endroit du contact, et elle peut ainsi servir au traitement de la collision entre des
objets a géométrie quelconque, et événtuellement déformables.

En conclusion, la méthode que j'ai développée au cours de ma thése permet de
calculer les interactions entre fluides a plusieurs phases et solides rigides, dans un
méme cadre de calcul, en étant basée sur une représentation des surfaces concernées
par des fonctions level set. Le principe du traitement du terme d’advection par des
particules est aussi bien utilisé pour le transport de la vorticité que pour les surfaces
libres. Ainsi, la méthode proposée permet de gérer d’une maniére simple et cohérente
les interactions entre fluides et solides.
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Perspectives

Une des directions futures principale, dans la lignée de mes travaux, consiste
a adopter un point de vue multi résolution et/ou adaptatif pour la résolution des
équations. En effet, I'aspect localisé des tourbillons se prette particuliérement a ce
type de discrétisation car, en dehors des zones de turbulence, la vorticité est nulle
et ainsi un gain de temps et de précision importants est possible en localisant les
points de discrétisation aux endroits nécessaires. Cette piste demande 'utilisation
de techniques de remaillage adaptées afin d’interpoler correctement la vorticité por-
tées par les particules sur une grille non uniforme. Comme les vortex sont souvent
localisés au niveau des interfaces, la discrétisation adaptative pourrait étre effectuée
de maniére concordante pour les grandeurs physiques et la level set utilisée pour
I'interface entre deux phases.

Je pense que les méthodes particulaire et hybride pour la résolution des équa-
tions en formulation vortex pourraient étre simplifiées et accélérées, afin de pouvoir
calculer en temps interactif I’écoulement d’un fluide. Les méthodes de type fast mul-
tipole permettent déja d’accélérer le calcul de la vitesse en regroupant spatialement
les particules proches, mais ces techniques restent néanmoins difficiles & mettre en
oeuvre. En sacrifiant quelque peu la précision des calculs, il serait possible de calculer
en temps réel un écoulement complexe, pour la simulation de fumée par exemple,
dans le cadre d’applications en synthése d'images; un petit nombre de particules
permet déja d’obtenir des comportements trés dynamiques et réalistes. Afin de cal-
culer efficacement le mouvement de l'interface séparant les deux phases, jutiliserai
une méthode du type Twinned Meshes |BNO7| qui permet de déformer en temps
interactif des surfaces implicites avec la possibilité de changements topologiques.

Lors de ma theése, je me suis beaucoup intéressé aux méthodes de transport
d’interface. La nécessité d’utiliser des techniques de reinitialisation pour les level set
afin de stabiliser les calculs, ralentit grandement les temps de calcul. De nombreuses
recherches sont aujourd’hui encore, axées sur le probléme du transport d’interface.
L’analyse de la déformation de la level set fournirait des pistes pour la dérivation
de nouveaux schémas de transport incluant un terme de forcage, permettant de
conserver au mieux la fonction distance. Une autre approche consisterait a remplacer
la résolution cotiteuse de I'équation d’Hamilton-Jacobi lors de la reinitialisation
qui consiste a transporter le niveau zéro de la level set avec une vitesse unitaire
suivant la normale — par une technique de type champ de phase, basée sur la
diffusion de l'interface a volume constant, puis par la récupération d’une fonction
distance a partir de la fonction caractéristique lissée.

La représentation des interfaces interagissant avec le fluide par des fonctions level
set est intéressante car elle permet de s’abstraire des difficultés liées au maillage
des surface, et cette représentation permet d’extraire les déformations de celles-ci.
Afin de pallier les difficultés rencontrées pour la simulation de membranes élastiques
dans le but d’animer des objets déformables en interaction avec le fluide, I'utilisation
d’un modéle de déformation du volume de I'objet me semble plus appropriée. De la
méme maniére que pour les membranes élastiques, la déformation du volume peut
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étre étudiée a partir de la variation de la fonction level set associée au solide. Ainsi,
une force élastique de volume peut étre utilisée afin de simuler plus exactement le
mouvement d'un solide déformable.
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Annexe A

Compléments mathématiques

1 Lecture du document

1.1 Notations
Typographie

Dans tout le document, les vecteurs sont écrits en gras et les scalaires en police
normale. Ainsi, la vorticité lorsqu’elle est vectorielle est écrite w et lorsqu’elle est

scalaire w. Les matrices sont dénotées par des lettres majuscules, et les vecteurs par
des lettres minuscules.

Table des sigles utilisés

Sigle Signification

la vitesse

la densité

le tenseur des contraintes visqueuses
la pression

la viscosité dynamique
la viscosité cinématique
la vorticité

la fonction courant

la fonction potentielle
le nombre de Reynolds
la gravité

le noyau de Biot-Savart

Nl P e E T ER QD £
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Sigle Signification

le pas de temps

le pas d’espace

le pas d’espace

la masse de Dirac

une fonction cutoff

un paramétre de régularisation
la courbure d’une surface

une fonction level set

la fonction caractéristique associée a un solide
la transformée de Fourier

la vitesse d’'un solide

le paramétre de pénalisation

> 2 Rx e x>

2  Outils mathématiques

2.1 Numérique
Différences finies

Soit f une fonction discrétisée en espace et en temps, la résolution d’une EDP sur
f consiste a calculer, au fur et & mesure du temps et en chaque point d'un maillage,
la valeur de f recherchée : f(xz, tn). Le terme maillage représente le découpage de
'espace en points discrets (les sommets) liés par des connexions logiques permettant
de parcourir le maillage de maniére simple et lui fournissant une structure.

Pour résoudre une EDP, il faut définir les opérateurs de différenciation (les dé-
rivées partielles) de maniére discréte. On utilise alors des schémas de différences
finies obtenus a partir du développement limité - ou développement en série de
Taylor - des fonctions étudiées, que je détaille dans la partie 3.1. Ces schémas per-
mettent d’approximer les dérivées d'une fonction discréte f en fonction des valeurs

de celle-ci. Par exemple, la dérivée premiére f’ = % de f en un point z; peut
s'écrire :
) = fw:) = F(@i) +O(h) ou aussi f'(z;) = f(@in) = f(@:) + O(h)

h h

Le terme O(h) indique que les termes omis sont de I'ordre de h. De ces deux formules
nous pouvons extraire des approximations a I’ « ordre 1»o1 les termes en O(h) ont
été supprimés :

f/(xz) ~ f( l) f( 4 1) et f,(xz) ~ f( 2+1) f( l)
h h
sont nommeées respectivement différences finies avant et arriére.
Il est aisé de comprendre que plus h diminue (donc plus le nombre N de points

augmente pour un intervalle donné), plus I'erreur sera faible : elle diminuera de
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maniére linéaire. Il est possible d’utiliser un schéma d’ordre plus élevé :

f,(xz) ~ f($i+1)2_hf($i1)

ou bien _ ~ ~
Fla) = —3f (@) + 4f (wiv1) — [(@it2)

2h
qu’on nomme respectivement différence centrée et décentrée d’ordre 2. Nous pouvons
observer qu’'un schéma plus précis (avec une erreur plus faible) posséde généralement
un support, plus large, il nécessite plus de points, ce qui est plus cotiteux en temps
de calcul.

Attention, 'ordre de I'erreur du schéma n’est pas a confondre avec 'ordre de la
dérivée de la fonction étudiée. En effet, il existe des schémas de différences finies
pour les dérivées d’ordre supérieur (f’, f”, etc.), par exemple la dérivée seconde
centrée de f en x; approximée a l'ordre 2 est :

(i) ~ f(@iy1) — Qfgi) + f(a?i_1).

2.2 Schémas d’intégration

Il existe plusieurs maniéres de résoudre une EDP grace aux schémas de différences
finies vus précédemment. Suivant le probléme auquel on s’intéresse, les schémas ont
différentes propriétés principalement concernant la stabilité et 'ordre des erreurs
commises. Les deux méthodes les plus courantes sont la méthode explicite et la mé-
thode implicite dont je présente le principe ci-dessous.

Par exemple considérons 'équation de la chaleur en 1D :

2

% =vA¢p = 1/% (A.1)
ou v est le coefficient de diffusivité. Nous cherchons la solution ¢(x,t) avec x € Q
et t €]0,T] dans une domaine spatial €2, a partir de la solution initiale ¢9 = ¢(x,0)
connue. Autrement, dit, nous cherchons la valeur de la chaleur & chaque instant en
chaque point du domaine. Comme nous ’avons vu dans la section précédente, il est
possible d’approximer la dérivée % a lordre 1 (nous utiliserons dorénavant le signe
= plutdt que ~ pour faciliter la lecture) :

0¢ ¢z, t+t) — ¢(x,t)
ot St

ol 0t est appelé le pas de temps. En arrangeant difféeremment cette équation, nous
obtenons :
¢

oz, t+ ot) = ¢(z,t) + 5tg.
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Ainsi, il est possible de calculer toutes les valeurs de ¢(x,t) pour tous les temps ¢ si

on en connait la dérivée %.

Le schéma implicite en temps est défini par un schéma de différences finies de
type arriére :

0
oz, t+6t) = ¢(z,t) + (5ta—f(x,t + dt) (A.2)
alors qu’un schéma explicite en temps est défini par un schéma de type avant :
0
oz, t+60t) = ¢(z,t) + (5ta—f(x, t). (A.3)

La différence fondamentale entre ces deux formulations est le fait que la premiére
comprend les valeurs inconnues de la dérivée de ¢ au pas de temps t + dt, alors qu’a
partir de la deuxiéme il est beaucoup plus simple de trouver la solution ¢(z,t + dt)
car la partie droite de I’équation est entiérement connue a l'instant ¢ courant.

Pour plus de clareté dans I’écriture des équations, notons ¢Z‘j7ﬁl = ¢(r+mdx, t+
j6t) ; ainsi @7 = @(x, t+6t). En développant la partie droite de I'équation A.1 avec
un schéma de différences finies d’ordre 2 centré, et en réarrangeant les équations A.2
et A.3, nous obtenons respectivement :

ntl _ ggntl 4 pntl
¢;z+1 o 6ty¢z+1 ?;2 ¢z—1 — Qb;l

i1 — 207 + oy
5a® ‘

et

R

Les schémas implicites sont inconditionnellement stables; en contrepartie, ils
sont souvent plus difficiles et cotiteux a résoudre numériquement.

2.3 Equation de la chaleur
Traitement implicite

Avec un schéma de différences finies implicite d’ordre 2, Perreur est en O(h?).
La méthode est inconditionnellement stable mais nécessite I'inversion d’'une matrice
de taille N x N ou N est le nombre de points de grille. Reprenons I'exemple du
traitement de I’équation de la chaleur de maniére implicite en 1D :

n+1 n+1 n+1
U,y 1 — 2u; + (X
U? - 5tl/ ! ! ! =y’

Ce systéme d’équation peut s’écrire sous forme matricielle :

s

n+1
U; 1 Ui q
D (1-2D) D utt = ul |,
n+1 n
Uiy Uiy
n+1 n
AU = U",

Un+1 — A—lUn
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ou D = —dv. On peut repérer la forme particuliére de la matrice A : elle est tridiago-
nale (diagonale sur une bande), ce qui permet d’utiliser des méthodes rapides pour
I'inverser (par décomposition LU ou de Choleski par exemple). Le lecteur pourra
trouver la description et I'implémentation de telles méthodes dans le fameux Nu-
merical Recipes in C [riCte07|. Par contre en dimensions supérieures la matrice a
inverser a une forme « moins réguliére »ce qui rend son inversion plus délicate et
couteuse.

Traitement explicite

Avec un schéma de différences finies explicite d’ordre 2, 'erreur est en O(h?).
Le calcul est linéaire (donc trés rapide) en le nombre N de points. Par contre la
méthode souffre d’une contrainte de pas de temps : ot < % ou d est la dimension
du probléme (généralement 2 ou 3). Je renvoie le lecteur a la nombreuse littérature
concernant la résolution de 1’équation de la chaleur pour obtenir la preuve de cette
contrainte. Néanmoins, afin d’en comprendre la raison, le lecteur peut noter qu'’il
faut un certain temps pour que la « chaleur »se propage dans le milieu : ce que les
schémas explicites ne permettent pas d’effectuer du fait de leur support compact en
espace. Cette contrainte quadratique en le pas d’espace est trés restrictive lorsque
la viscosité v est importante et il vaut parfois mieux (en terme de temps de calcul
global de I’algorithme) résoudre I’équation de diffusion de maniére implicite pour se
dégager de cette contrainte.

Traitement dans le domaine fréquentiel

Dans le cas particulier d’un écoulement périodique, il est possible d’utiliser la
Transformée de Fourier (TF) de la vitesse pour simplifier le traitement de 1’équation
de la chaleur, ici en 1D. Soit F l'opérateur de TF :

WO = Flu(@) = [ @) da

et son inverse :

uw) = FH @) = - [ e de,

"2 )

avec i = v/ —1. Ainsi, I'’équation de la chaleur 1.22 en 1D devient par transformation :

]—"<8U> = F(vAu)

ot
du(x,t)\  OF (u(z,t)) ouEt) 9 [t itx
f( ot ) T T Voe /m we, )" du
+oo X
= 1/2'252/ u(z, t)e” " du
= vi*€%0
= —vé
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Ainsi pour résoudre ’équation, aprés un peu d’algébre, il suffit de calculer :
utt = F (0 - otvear) (A.4)

de maniére explicite  ou la contrainte de stabilité est a satisfaire  ou bien

n+1 — —1 an A
“ 4 <1+5tV§2> (4.5)

de maniére implicite qui, pour approximativement le méme coit de calcul (a une
division prét), est a préférer car elle n’est pas soumise a la contrainte de stabilité. La
résolution de I'équation de la chaleur dans le domaine fréquentiel a un coiit linéaire,
que ce soit de maniére explicite ou implicite. Par contre, il faut bien sir calculer
la transformée de Fourier et son inverse de maniére discréte : la méthode de Fast
Fourier Transform (FFT) permet d’effectuer ce calcul en O(NlogN) lorsque N est
une puissance de 2. Le cott global de la résolution de 1’équation de la chaleur est
dans ce cas O(N) + O(NlogN) = O(NlogN).

En pratique, il est rare de résoudre les équations de Navier-Stokes périodiques
entierement dans 1’espace de Fourier car la résolution du terme non-linéaire ainsi
que la contrainte d’incompressibilité (cf. partie 4.3) y sont plus complexes. C’est
pourquoi la plupart du temps, les méthodes sont hybrides : on utilise la formulation
fréquentielle pour la résolution de I’équation de diffusion et la formulation spatiale
pour les autres parties des équations.

3 Analyse

3.1 Deéveloppement limité

Soit f une fonction m fois dérivable, le développement limité de f a l'ordre m
est :

f™(a)

m)!

fl/(a/)
2

flx) = fla)+ fl(a)(z —a) + (x—a)?+ ..+

m ) (g |
=A@+ D0 i@ — o)

- 7!

(x—a)" +o((x —a)™)

ot o((x—a)™) = R(x) est un reste représentant I’erreur d’approximation. Grace a un
peu d’algébre, on peut exprimer la dérivée f’(a) en un point d’une grille eulerienne en
fonction des valeurs de f aux points de grille alentour. L’erreur d’approximation sera
alors fonction du dernier terme retenu pour le développement limité. Par exemple,
la dérivée premiére de f en un point x; est approximée a 'ordre 1 par :

fl(a:) = flz) _hf(xi_l) ou bien f'(z;) = f(xi“)h_ f (i)

ou a ordre 2 par :

f($i+1) - f(xifl).

flai) = o
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On peut observer qu’'un schéma plus précis (avec une erreur plus faible) nécessite
plus de points.

Soit f une fonction m fois dérivable, le développement limité de f a l'ordre m
est :

ﬂmhm—@”w”+ﬂMM)

i — (x—a)" +o((x —a)™)

f@) = f(@)+ fla)e—a)+
m )y |
= f@+ 3Dy o — o)

, 7!
(A

ot o((x — a)™) = R(x) est un reste représentant l'erreur d’approximation. Si la

dérivee m!®™M® de f est assez réguliére alors :

lim f(z)

v=a (x —a)™

=0.
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