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Première partieIntrodu
tion
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Ce manus
rit porte sur mes travaux de re
her
he e�e
tués au Laboratoire JeanKuntzman à Grenoble sur le thème de la simulation de �uides. Plus parti
ulièrement,je me suis intéressé à la représentation de l'é
oulement de 
es derniers en formulationvortex (ou � tourbillon �), point de vue alternatif aux méthodes plus traditionnellesorientées autour de 
al
uls sur la vitesse ; je reviendrai sur 
e 
hoix dans la suitede 
e 
hapitre. Je me suis spé
ialement intéressé à l'intera
tion de �uides et destru
tures telles que des solides rigides et des membranes élastiques, dans l'optiqued'appli
ations dans le domaine de la synthèse d'images.De la né
essité de simuler des �uidesLes �uides � qu'ils soient liquides ou gazeux � ont toujours été d'un intérêtprimordial pour l'Homme, 
ar ils 
onstituent une partie indispensable de son envi-ronnement : l'air et l'eau sont les éléments né
essaires à la survie. Dès le début de sonhistoire, l'Homme a 
her
hé à mieux 
omprendre et à maîtriser 
es éléments qui sontbien plus 
omplexes et imprévisibles que les objets solides dont le 
omportement estplus intuitif. Pour la 
onsommation, l'agri
ulture, l'hygiène et l'énergie, l'Homme aeu besoin de développer l'hydrodynamique et des te
hnologies �ables a�n d'a
hemi-ner l'eau vers les lieux de vie ou de 
ulture : l'irrigation il y a plus de 8000 ans en Asie,l'aquedu
 (dans lequel l'eau est a
heminée sur plusieurs 
entaines de kilomètres) audébut de l'empire Romain et le moulin (à eau ou à vent) ont été des avan
ementssigni�
atifs dans la maîtrise des liquides. L'essor des liens 
ommer
iaux a amené ledéveloppement de la navigation qui a né
essité la 
ompréhension des phénomènesphysiques liés à la poussée d'Ar
himède mais aussi des for
es exer
ées sur une voilepermettant de faire avan
er le navire. Plus ré
emment, ave
 l'avènement de l'aéro-nautique s'est développée l'étude plus systématique des 
omportements physiquesliés à l'intera
tion entre les �uides et les solides. Aujourd'hui, l'outil informatique estde plus en plus utilisé pour simuler les phénomènes physiques, 
ar il permet de ré-duire les 
oûts imputés aux expérimentations, dans le but, par exemple, d'optimiserla forme d'une aile d'avion via la modélisation des phénomènes physiques. De même,la prévision des phénomènes météorologiques demande le 
al
ul intensif de la dyna-mique de l'atmosphère et des o
éans a�n de simuler le plus pré
isémment possiblela physique. L'étude des �uides et la re
her
he de nouvelles te
hniques a don
 étéet est toujours d'une importan
e 
apitale � voire vitale � pour le développementde l'Homme.L'étude mathématique du 
omportement des �uides a été initiée il y a 300 ansenviron. Historiquement les premiers travaux sur les équations dé
rivant la dyna-mique des �uides ont été e�e
tués par Leonhard Euler sur les �uides parfaits (in
om-pressibles et non visqueux), basés sur les équations fondamentales de la dynamiqued'Isaa
 Newton. Le prin
ipe est la 
onservation de la quantité de mouvement, quifait intervenir la vitesse du �uide. Claude Navier et George Stokes se sont par la suiteintéressés à la 
ompressibilité des �uides ainsi qu'aux phénomènes de vis
osité. Deleurs travaux sont issues les équations de Navier-Stokes (
f. 
hapitre 1) aujourd'hui3



utilisées pour la simulation de �uides. Ces équations sont non linéaires et don
 
om-plexes à résoudre. De sur
roît, a�n de 
apturer et 
al
uler au mieux l'é
oulement du�uide, une é
helle assez �ne doit être 
onsidérée, en fon
tion du problème étudié. Larésolution de 
es équations né
essite don
 une forte puissan
e de 
al
ul, 
'est pour-quoi aujourd'hui en
ore de nombreux travaux 
ontinuent à améliorer la pré
isionainsi que la rapidité des 
al
uls. Le 
hamp d'appli
ations � dans la re
her
he aussibien que dans l'industrie � où sont né
essaires une résolution pré
ise des équationsest très vaste : par exemple la météorologie, les 
hantiers navals, l'aérodynamisme(pour les avions et les voitures), l'énergie (pour les barages, éoliennes), l'astrophy-sique (pour le mouvement d'amas stélaires) et même en biologie (pour l'étude du
omportement des 
ellules, de l'é
oulement sanguin). Les te
hniques développées ré-
emment pour le 
al
ul d'intera
tion entre un �uide et des objets rigides permettentaujourd'hui de 
al
uler e�
a
ement et pré
isément l'é
oulement autour d'obsta
lesde forme quel
onque, tout en 
onsidérant les for
es hydrodynamiques appliquées auxsolides.D'un point de vue plus esthétique, les �uides ont toujours été 
aptivants du faitde leur 
omplexité dynamique, 
omme par exemple la fumée s'é
hapant d'un feu oules é
laboussures projetées par l'é
oulement d'un liquide ren
ontrant rapidement unobsta
le. C'est don
 tout naturellement que la 
ommunauté de la synthèse d'imagess'est intéressée à la modélisation de 
es phénomènes. Au départ, les méthodes issuesdes mathématiques appliquées étaient trop prohibitives en temps de 
al
ul. Ellesétaient également 
onsidérées 
omme très peu intuitives pour les artistes souhaitantintégrer 
es phénomènes dans leurs animations. En e�et, le fait qu'un �uide soitdi�
ilement 
ontr�lable (à la di�éren
e du mouvement d'un personnage arti
ulépar exemple) demande une 
ertaine maîtrise de la physique sous-ja
ente pour bien
hoisir les paramètres en fon
tion de l'e�et visuel désiré, et ainsi un nombre impor-tant d'aller-retours est né
essaire a�n d'obtenir un résultat �nal satisfaisant. Cettedernière dé
ennie, le développement de méthodes rapides et adaptées � s'éloignantparfois un peu de la résolution rigoureuse des équations d'é
oulement du �uide �
onjointement à 
elui de ma
hines plus performantes, a permis d'intégrer 
es phé-nomènes physiques 
omplexes dans le domaine a�n d'introduire des liquides (eau,huîle) et des gaz (pour la fumée) dans les jeux vidéos et les �lms d'animation.
Que 
ela soit dans le domaine des mathématiques appliquées ou 
elui de la syn-thèse d'images, la simulation de �uides, et plus parti
ulièrement l'intera
tion de 
edernier ave
 des objets rigides ou déformables, est un problème très étudié du faitdes nombreuses appli
ations existantes dans l'industrie. La demande de méthodespré
ises et performantes permettant la simulation de phénomènes 
omplexes faitqu'aujourd'hui de nombreux travaux de re
her
hes 
ontinuent à faire progresser laréponse à un problème vieux de plusieurs siè
les.4



Des di�
ultésComme je l'ai évoqué pré
édemment, la simulation de �uide est une question quia été et est en
ore aujourd'hui très étudiée. La 
omplexité des phénomènes physiquesapparaissant dans l'é
oulement d'un �uide né
essite une dis
rétisation importante del'espa
e a�n de 
apturer au mieux la dynamique du �uide, notamment en présen
ed'obsta
les et/ou de fortes turbulen
es. De plus, les équations à résoudre sont ellesmême di�
iles 
ar elles sont non linéaires. De 
es deux di�
ultés émerge le besoinde développer des méthodes stables et e�
a
es a�n de résoudre les équations le plusrapidement possible, tout en 
onservant la pré
ision, primordiale dans la plupart desappli
ations industrielles. Dans le domaine de la synthèse d'images, les te
hniquesd'animation de �uides développées initialement ont souvent mis entre parenthèses larigueur dans la résolution de la dynamique pour favoriser la simpli
ité d'intégrationdans un programme et de manipulation du �uide, ainsi que d'augmenter la 
éléritédu temps de 
al
ul, 
ritère important pour l'animateur. Dernièrement, ave
 l'avé-nement de ma
hines plus puissantes, les travaux se sont refo
alisés sur la résolutionplus pré
ise des équations, en mettant l'a

ent sur l'aspe
t lo
alisé des phénomènesvisibles en appliquant des te
hniques de type hiérar
hiques et/ou adaptatifs four-nissent un moyen de gagner du temps en se 
on
entrant sur les régions turbulentes,où la pré
ision est requise. Aussi, des méthodes de type hybride Eulerien-Lagrangiensont aujourd'hui souvent adoptées a�n de palier 
ertaines di�
ultés lors de la réso-lution des équations.La manière dont sont résolues les équations est le point 
lef de la réussite d'uneméthode. Plus pré
isément, dans le point de vue adopté pour la résolution de 
elles-
i, qu'il soit Lagrangien quand on suit une parti
ule du �uide, Eulerien quand ons'intéresse à la vitesse en un point �xe, ou bien hybride, la dis
rétisation des équa-tions va induire des erreurs et imposer des 
ontraintes spé
i�ques. En Lagrangien, lemaillage sous-ja
ent issu de la dis
rétisation des équations va devenir très irrégulierlors de fortes déformations dûes à l'aspe
t turbulent du �uide. Les 
al
uls serontalors moins pré
is. Pour le point de vue Eulerien, la résolution des équations se faitsur un maillage simple et �xe, 
e qui simpli�e généralement la plupart des 
al
uls,mais, par exemple, l'équation de transport de la vitesse (
f. premier 
hapitre) et desquantités 
onve
tées par le �uide sont soumises à une 
ontrainte de stabilité impor-tante sur le pas de temps et demande l'utilisation de méthodes adaptées pour traîterle terme non linéaire de l'équation de 
onservation de quantité de mouvement. Lesméthodes de type hybride � 
omme les méthodes Arbitrary Lagrangian-Eulerian� permettent quant-à elles de palier en partie le problème de distortion de maillagedes méthodes Lagrangiennes en adaptant la résolution des équations sur un maillagestru
turé se déformant ave
 le �uide. Ces te
hniques sont parti
ulièrement adaptéesau problème d'intera
tion �uide-stru
ture. Seulement 
elles-
i restent, en pratique,di�
iles à mettre en oeuvre, surtout en présen
e d'obsta
les à forme 
omplexe,du fait de la né
essité de générer et 
onserver un maillage 
ouvrant 
orre
tementl'espa
e. Le 
hoix du type de dis
rétisation in�ue don
 de manière majeure sur larésolution des équations et pose en 
onséquen
e des problèmes parti
uliers à 
haque5



modèle.La question de l'intera
tion de �uides entre eux ou ave
 des solides est 
om-plexe sur deux points : tout d'abord le modèle d'intera
tion qui doit permettre le
ouplage des for
es dans deux milieux aux 
omportements di�érents puis le 
hoixd'une représentation géométrique des domaines séparés qui doivent 
ohabiter. Que
ela soit en synthèse d'images ou en mathématiques appliquées, les méthodes per-mettant d'intégrer entièrement l'intera
tion entre plusieurs �uides et d'autres objets(rigides ou déformables) restent souvent 
oûteuses et/ou di�
iles à implémenter, ourestreintes à des simpli�
ations du modèle plus général. Le problème spé
i�que, quipourrait paraître simple de prime abord, de l'intera
tion de plusieurs �uides (l'eau etl'air, par exemple) demande une rigueur importante. E�e
tivement, les phénomènesphysiques présents à la frontière et dé
oulant de l'intera
tion des deux milieux, sont
ouplés au problème de transport de 
ette même interfa
e entre les deux milieux. Ilest alors né
essaire de faire fa
e aux di�
ultés des deux sous-problèmes : 
elui dutransport et 
elui de la simulation 
onjointe de deux milieux aux propriétés phy-siques di�érentes. L'intera
tion d'objets rigides ou déformables ave
 un ou plusieurs�uides est un problème d'autant plus 
omplexe que pour la plupart des appli
ations,et prin
ipalement en synthèse d'images où 
es stru
tures sont de forme arbitraire,la dis
rétisation des di�érentes domaines de 
al
ul doit être e�e
tuée pré
isémentet de manière 
ohérente. Qui plus est, la di�éren
e des équations à résoudre dansles divers matériaux demande une méthode adaptée pour leur 
ouplage. A
tuelle-ment, les te
hniques existantes ne permettent pas de répondre 
onjointement à tousles problèmes posés que sont l'e�
a
ité, la pré
ision, la simpli
ité d'implémentationet de manipulation, ainsi que la généri
ité pour l'intégration d'objets à géométriequel
onque en intera
tion.Appro
he adoptéeJ'ai e�e
tué ma thèse en mathématiques et informatique, au sein de deux équipes :EVASION spé
ialisée dans le domaine de l'animation en synthèse d'images et EDPdont les membres étudient la résolution d'équations aux dérivées partielles dont leséquations de Navier-Stokes font partie. J'ai travaillé sur l'élaboration de méthodespour la simulation de �uides en ayant à l'esprit les 
ontraintes liées aux deux do-maines : rapiditié et simpli
ité pour le premier, et pré
ision et e�
a
ité pour lese
ond.Pour 
e faire, j'ai axé mes re
her
hes sur la formulation vortex, alternative à laformulation vitesse plus 
ouramment 
onsidérée et qui est à la base de la théorie surles tourbillons. Les vortex sont des élements purement rotationnels qui représententles turbulen
es dans un é
oulement : 
'est au niveau des tourbillons que naissentles phénomènes physiques et visuels les plus intéressants. Un système d'équationssimples lie la vorti
ité à la vitesse, 
ette dernière restant la base de tout mouvementdu �uide. Cette formulation a depuis longtemps fait ses preuves en mathématiquesappliquées 
ar elle permet de fo
aliser l'e�ort de 
al
ul aux endroits importants en6



faisant � des parties du domaine où le �uide n'est pas turbulent, tout en s'atta-
hant à résoudre ave
 pré
ision les équations de Navier-Stokes. La représentation del'é
oulement grâ
e à des parti
ules de vorti
ité permet d'obtenir un �uide au 
ompor-tement 
omplexe ave
 un nombre d'éléments de 
al
ul (les points de dis
rétisation)faibles et lo
alisés aux endroits de forte turbulen
e, tout en permettant de 
al
ulerla vitesse du �uide en 
haque point de l'espa
e. Les points de dis
rétisation sontdon
 présents au niveau des tourbillons, là où la dynamique est la plus importanteet où visuellement les phénomènes les plus intéressants et 
omplexes se déroulent.C'est don
 tout naturellement que 
ette formulation des équations de Navier-Stokesrépond aux 
ontraintes présentes en synthèse d'images. Au 
ommen
ement de mathèse, dans 
e domaine, très peu de travaux avaient été réalisés sur base de mé-thode vortex ; aujourd'hui plusieurs arti
les sont orientés autour de 
e prin
ipe ; lesauteurs y proposent des solutions alternatives, originales et e�
a
es pour l'anima-tion de �uides. Plus pré
isément, j'ai 
on
entré mes travaux sur l'utilisation d'uneméthode hybride, les Vortex In Cell, ave
 remaillage, a�n de palier aux 
ontraintesde la formulation Lagrangienne et en pro�tant de la rapidité de la résolution d'unepartie des équations, i
i le 
al
ul de la vitesse, sur une grille Eulerienne.Con
ernant les intera
tions �uide-stru
ture, j'ai 
hoisi d'adopter les prin
ipes defrontières immergées et de domaine �
tif. Ce dernier 
onsiste à élargir le domainedu �uide à l'intérieur des domaines des autres milieux et de résoudre les équationsdu �uide dans l'intégralité du domaine, en 
onsidérant lo
alement le 
omportementde l'objet immergé. Plus pré
isément, j'ai fondé mes travaux sur les méthodes detype level set � aujourd'hui 
ouramment utilisées en simulation de �uide pour lasynthèse d'images notamment � pour représenter impli
itement l'interfa
e entre
haque milieu, en utilisant l'information portée par la fon
tion a�n de gérer les
omportements physiques entre les di�érentes phases, que les interfa
es soient entre�uide-�uide ou bien �uide-stru
ture. A la di�éren
e des représentations expli
ites, laméthode des frontières immergées 
ouplée à une représentation level set de l'interfa
epermet d'intégrer très fa
ilement un objet de forme quel
onque dans un �uide. J'ai
hoisi de gérer le problème di�
ile d'intera
tion entre �uides et solides par uneadaptation de la méthode de pénalisation, en formulation vortex.Les avan
ées réalisées dans mon travail permettent ainsi de modéliser fa
ilementles intera
tions entre �uides et solides tout en béné�
iant des avantages des mé-thodes vortex. Mon travail fournit don
 un 
adre innovant, e�
a
e et pré
is pour lasimulation de �uide en synthèse d'images.Plan du mémoireDans le premier 
hapitre je présenterai les équations de Navier-Stokes dé
rivantde manière générale l'é
oulement des �uides à une seule phase, ainsi que les modèlesutilisés pour la résolution de 
elles-
i, qu'ils soient en formulation Lagrangienne ouEulerienne. Je pré
iserai alors les méthodes numériques pour la résolution de 
eséquations, en formulation vitesse et en vorti
ité, 
elle qui nous intéresse plus parti-
ulièrement dans 
ette thèse. Ensuite, dans le 
hapitre deux, je m'intéresserai aux7



équations régissant la dynamique de �uides à plusieurs phases et à leur résolution,ainsi qu'aux te
hniques de transport d'interfa
e liées à 
e problème, en me fo
alisantplus pré
isément sur les méthodes level set. Puis, dans le troisième 
hapitre, je propo-serai un ré
apitulatif des méthodes existantes pour les intera
tions �uide-stru
ture,notamment les méthodes basées sur le prin
ipe de frontières immergées sur lequelj'ai basé mes travaux. Nous verrons au 
hapitre quatre mes travaux sur la simulationde �uide en formulation vorti
ité par les méthodes parti
ulaire et 
elle hybride desVortex In Cell ave
 remaillage. Je proposerai une appli
ation pour la simulation defumée dans un �uide à une seule phase. Subséquemment, je traiterai le problème de�uides à densité variable par une méthode originale en méthode vortex. Je propo-serai alors un exemple d'appli
ation pour la simulation d'un �uide à deux phasesave
 transport d'interfa
e, entre l'air et l'eau. J'exposerai ensuite, dans le 
hapitre
inq, mes travaux 
on
ernant le 
ouplage entre �uides et stru
tures, solides rigides etmembranes élastiques, par une méthode de type frontière immergée, travaux baséssur un nouveau modèle de pénalisation de la vitesse en formulation vorti
ité. J'yprésenterai aussi un nouveau modèle pour la 
ollision inter-solides fondé sur la re-présentation par une fon
tion distan
e des solides immergés. Je proposerai pour 
este
hniques des validations numériques en 
omparaison des méthodes existantes, etfournirai des appli
ations en synthèse d'images pour un traitement rapide et pré
isdes intera
tions. Finalement, je 
on
luerai 
e manus
rit en proposant une dis
ussionsur les travaux réalisés ainsi qu'en détaillant les perspe
tives que j'ai identi�ées pourles re
her
hes futures.
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Deuxième partieDe la simulation de �uides et de sesappli
ations en synthèse d'images
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Chapitre 1Modèles d'é
oulements et résolutionnumérique
1 PréambuleLes équations de Navier-Stokes dé
rivent le 
omportement des �uides. Elles re-présentent une approximation du 
omportement réel des �uides, prin
ipalement des�uides Newtoniens qui nous entourent quotidiennement : les liquides 
omme l'eau,l'huile et les gaz 
omme l'air. Ces équations ont été introduites en 1822 par ClaudeLouis Marie Henri Navier, s
ienti�que français né en 1785 et mort en 1835. En1845, George Gabriel Stokes (1819-1903, Irlande) s'intéressa plus parti
ulièrementaux �uides visqueux qu'il intégre aux équations pré
édemment dé
rites par Navier.Les équations de Navier-Stokes permettent également de modéliser le mouve-ment de �uides non-Newtoniens (liquides � pâteux �), étudiés en rhéologie. Dansde tels �uides les 
ontraintes visqueuses sont fon
tion du tenseur de déformation du�uide dont les lois peuvent évoluer ave
 le temps, en 
onséquen
e des équations plus
omplexes entrent en jeu.L'équation de Navier-Stokes (
f. équation 1.3) modélise le mouvement des �uides
ompressibles, �uides qui peuvent se 
ompresser sous l'e�et de 
ho
s. La 
ompres-sibilité d'un �uide permet la propagation des ondes sonores ; 
'est le 
hangement depression qui est responsable de la per
eption d'un son par l'oreille interne. La vitesse
c de propagation du son dans un milieu est importante 
ar elle permet de dé�nir lenombre de Ma
h (Ma) 
omme le rapport entre la vitesse lo
ale d'un �uide et c ; 
'estle dépassement d'1 Ma
h qui provoque le bang d'un avion � dépassant le mur du son�. Lorsque le nombre de Ma
h est inférieur à 0.3 (soit tout de même 100m.s−1 dansl'air !), l'hypothèse de 
ompressibilité est négligeable par rapport aux dimensions dumouvement étudié. Dans 
es 
as, on parle de �uides in
ompressibles : 
e sont les�uides dont le volume ne 
hange pas ave
 le temps. Cette approximation est valablepour la plupart des liquides et pour l'air lorsque les vitesses sont faibles, 
e qui est le
as dans les phénomènes qu'on désire simuler en synthèse d'images. Pour modéliserle 
omportement de �uides in
ompressibles, on utilise l'équation de Navier-Stokes
ouplée à une équation 
omptant pour l'in
ompressibilité du �uide, 
f. partie 2.2)11



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEet imposant la 
onservation du volume. Dans la suite du do
ument, j'utiliserai latournure � les équations de Navier-Stokes �pour parler du 
ouple formé par 
es deuxéquations.Dans 
ette thèse, nous nous intéresserons uniquement aux �uides que nous 
o-toyons quotidiennement et qui sont les bases en synthèse d'images pour, par exemple,simuler la fumée et les intera
tions entre l'eau et di�érents milieux. Ce sont don
les équations de Navier-Stokes pour les �uides Newtoniens in
ompressibles que jedétaillerai et utiliserai tout au long de 
e do
ument.Avant d'exposer les équations, il est né
essaire de 
onnaître les deux points devue utilisés pour représenter l'évolution du �uide à travers le temps : le point de vueEulerien et le point de vue Lagrangien. Le point de vue Eulerien 
onsiste à regarderles quantités physiques au fur et à mesure du temps en un 
ertain point �xe del'espa
e. Le point de vue Lagrangien quant à lui est l'observation de l'évolution deséquations en une parti
ule transportée par le �uide, et don
 se déplaçant au 
oursdu temps. La des
ription Lagrangienne est une représentation intéressante 
ar denombreuses quantités sont simplement transportées par le �uide, 
e qui fa
ilite larésolution de 
ertaines équations, 
e que nous verrons par la suite.Ce premier 
hapitre est dédié à l'étude et à la résolution des équations régissantle mouvement d'un �uide. En premier lieu je présente les équations régissant l'é
ou-lement de �uides dans une formulation vitesse. J'y détaillerai plus pré
isément leséquations de Navier-Stokes primordiales à la 
ompréhension du problème. Dans unedeuxième partie j'expose l'autre manière de 
onsidérer l'é
oulement des �uides parla formulation vortex qui sera la base de mes travaux de thèse. Dans la troisèmesous-partie je m'intéresserai aux méthodes existantes pour la résolution numériquedes équations de Navier-Stokes, dans un formalisme Eulerien et Lagrangien. En�n, je�nirai 
e 
hapitre par un tour d'horizon des méthodes développées à l'heure a
tuelleen synthèse d'images.2 Modèle d'é
oulement : formulation vitesse2.1 Équation de Navier-Stokes 
ompressibleUn peu toute la partieJe présente tout d'abord l'équation de Navier-Stokes en 
ompressible, puis enin
ompressible. J'explique ensuite la signi�
ation physique et l'e�et de 
ha
un destermes 
omposant 
ette dernière. Finalement, je spé
i�erai les 
onditions aux bordsné
essaires à la fermeture du problème.Conservation de la masseL'équation de 
onservation de la masse d'un �uide, dé�nie par M =
∫

Ω ρ dx (où
ρ est la densité du �uide en kg.m−3) dans un domaine Ω(t) , est obtenue à partir du12 2. MODÈLE D'ÉCOULEMENT : FORMULATION VITESSE



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEthéorème de Reynolds. Elle s'é
rit sous forme Eulerienne de la manière suivante :
∂ ρ

∂t
(x, t) +∇ · (ρ(x, t)u(x, t)) = 0, (1.1)où u(x, t) est la vitesse du �uide en m.s−1. Dans tout le do
ument, a�n d'en allégerla le
ture, je ne spé
i�erai pas la position (x) ni le temps (t) dans les équations,lorsque leur suppression n'apporte pas d'ambiguïté.En l'absen
e de 
ho
s, on peut é
rire 
ette équation de transport 
omme :

∂ ρ

∂t
+∇ · (ρu) =

∂ ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ+ ρ∇ · u = 0. (1.2)Nous re
onnaissons i
i un terme d'adve
tion (u · ∇)ρ qui représente le transportde la densité par le �uide, ainsi qu'un terme de variation de densité provenant dela 
ompression du �uide : ρ∇ · u. Ce dernier terme est nul dans le 
as de �uidesin
ompressibles, 
omme je le présente dans la partie 2.2.Conservation du mouvementL'équation de Navier-Stokes 
ompressible représente la 
onservation de la quan-tité de mouvement du �uide au 
ours du temps. Elle nous permet, à partir de
onditions initiales données, de 
onnaître la vitesse du �uide en 
haque point et en
haque instant. L'a

élération � ou variation temporelle de la vitesse � est é
rite
omme la dérivée partielle ∂u(x, t)/∂t. L'équation aux dérivées partielles (EDP) de
onservation du mouvement d'un �uide Newtonien sous forme 
onservative est lasuivante :

∂ ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u)−∇ · σ − ρf = 0, (1.3)où i
i le signe ⊗ dénote le produit tensoriel et σ est le tenseur des 
ontraintesvisqueuses. L'étude de 
e tenseur sort du 
adre de 
ette thèse, il est largementétudié dans le domaine de la rhéologie et, dans le 
as général, est soumis à une loide 
omportement 
ouplée à la vitesse. Une approximation de 
e tenseur pour les�uides usuels peut être 
onsidéré :

σ = µ
(

∇u +∇uT
)

+ (η∇ · u− p) I,où I est la matri
e identité, p la pression en bars 1, µ la vis
osité dynamique expriméeen poiseuilles 2 et η la vis
osité de volume en poiseuilles. Je présente dans les partiessuivantes la loi de 
omportement pour la pression. Les 
oe�
ients de vis
ositéssuivent une loi de 
omportement similaire à 
elle de la densité, et dans la suite, nous
onsidérerons que 
elles-
i sont fon
tion de ρ 
ar elles dépendent de la nature du�uide étudié.1Le bar : 1 bar = 105 pascals = 100 kN.m−22Le poiseuille : 1 Pl = 1 Pa.s = 1 kg.m−1.s−12. MODÈLE D'ÉCOULEMENT : FORMULATION VITESSE 13



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEEn développant l'équation 1.3 et en y inje
tant l'équation 1.2, nous trouvonsl'équation de Navier-Stokes :
ρ

(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u

)

−∇ · σ − ρf = 0,

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− 1

ρ
∇ · σ − f = 0, (1.4)Les équations 1.2 et 1.4 doivent être 
ouplées à une équation pour la 
onserva-tion de l'énergie. Dans le 
as d'un �uide Newtonien in
ompressible qui nous intéressedans 
e travail, 
e 
ouplage disparaît et la vitesse du �uide peut être 
al
ulée indé-pendamment de l'énergie.Transport du volumeLe domaine Ω(t) est sus
eptible d'évoluer ave
 le temps par le mouvement du�uide qu'il 
ontient. C'est en fait la surfa
e S(t) du domaine qui est dépla
ée, suivantla vitesse normale à 
ette dernière. La variation temporelle du volume peut s'é
rire,à l'aide du théorème de Reynolds, de la manière suivante :

d V

dt
=
∫

Ω(t)
∇ · u dxConditions initialesLe système d'équations 1.4 et 1.2 doit être 
omplété de 
onditions initiales pourles variables u et ρ :

u(x, 0) = u0(x) (1.5)pour la vitesse et
ρ(x, 0) = ρ0(x) (1.6)pour la densité du �uide. Le 
as parti
ulier de la pression sera expliqué en partie2.4.2.2 Équation de Navier-Stokes in
ompressibleL'in
ompressibilité d'un �uide est 
ara
térisée par la 
onservation du volume ensus de la masse. Ce
i peut se traduire par le fait qu'en 
haque point de l'espa
e, il ya autant de �uide qui arrive qu'il n'en sort. Si on s'intéresse au transport du volumedu �uide par 
e dernier, l'équation de 
onservation de volume s'é
rit :

dV

dt
=

d

dt

∫

Ω
∇ · u dx = 0.14 2. MODÈLE D'ÉCOULEMENT : FORMULATION VITESSE



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEPar dé�nition, le �uide 
onservant lo
alement son volume, l'équation pré
édente setraduit par la divergen
e nulle lo
ale de la vitesse :
∇ · u = 0. (1.7)Grâ
e à 
ette propriété, l'équation de 
onservation de la masse 1.2 se reé
rit
omme :

∂ ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ = 0, (1.8)qui se réduit don
 à une équation de transport simple, 
e qui signi�e que la densitédu �uide ne varie pas lo
alement.Nous pouvons maintenant aussi simpli�er l'équation de 
onservation du mouve-ment 1.3, ave
 la 
ontrainte d'in
ompressibilité, 
omme suit :

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− 1

ρ
∇ · (µ∇u) +

1

ρ
∇p− f = 0,où le divergent du tenseur des 
ontraintes a été développé. Sous l'hypothèse que lavis
osité µ est 
onstante, nous obtenons l'équation de Navier-Stokes in
ompressible

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− ν∆u +

1

ρ
∇p− f = 0. (1.9)où la pression, dans 
e 
as parti
ulier, permet d'assurer la 
ontrainte d'in
ompres-sibilité ; je reviendrai sur 
e point dans la partie suivante.Les équations 1.7 
omptant pour l'in
ompressibilité, 1.9 pour la 
onservation dumouvement, a

ompagnées de l'équation de transport 1.8 sont la base des méthodesde simulation de �uide traditionnellement utilisées en synthèse d'images.Lorsqu'on 
onsidère une densité 
onstante dans tout le domaine, il n'est pasné
essaire de se sou
ier de l'équation de transport 1.8, 
e qui réduit la 
omplexitédu système d'équations à résoudre, en 
omparaison des �uides 
ompressibles. Dans
e 
as parti
ulier, les équations à résoudre se réduisent aux équations 1.7 et 1.9.2.3 Vorti
itéLa vorti
ité est dé�nie 
omme le rotationnel de la vitesse :

ω = ∇× u. (1.10)Un �uide possède un é
oulement dit potentiel si il est irrotationnel, ie. si ω = 0, 
arla vitesse peut alors simplement s'exprimer 
omme le gradient d'un 
hamp potentiel :
u = ∇Ψ.La vorti
ité tient un r�le primordial dans la dynamique des �uides que l'onsouhaite étudier : 
'est elle qui 
ara
térise l'aspe
t turbulent d'un é
oulement. Ene�et, le vortex est un tourbillon ; 
'est la somme de nombreux tourbillons qui 
réela 
omplexité physique et visuelle d'un é
oulement.La vorti
ité étant le point 
lef de ma thèse, je la présente, ainsi que les méthodess'y ratta
hant, plus en détails dans la partie 3.2. MODÈLE D'ÉCOULEMENT : FORMULATION VITESSE 15



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUE2.4 Pré
isions sur les di�érents termes de l'équation de Navier-StokesConve
tion : (u · ∇)uLe terme (u ·∇)u est appelé 
onve
tion (ou adve
tion de la vitesse), il représentele transport de la vitesse par elle-même : 
'est la variation de la vitesse en fon
tiondu 
hamp de vitesse environnant. La 
onve
tion est un terme non linéaire qui renden pratique di�
ile la résolution des équations de Navier-Stokes. Je présente enpartie 4.3 une méthode largement utilisée en synthèse d'images pour appro
her la
onve
tion.De manière plus générale, on utilise le terme adve
tion pour désigner le transportd'une quantité physique par le �uide. Je détaille 
ette notion dans la partie 4.2 danslaquelle est présentée la notion de dérivée parti
ulaire.Di�usion : ν∆uLa vis
osité d'un �uide est 
ara
térisée par la quantité de vitesse di�usée : dela même manière que la 
haleur se di�use au 
ours du temps dans un objet, lavitesse se di�use dans le milieu. Physiquement, le phénomène de di�usion représenteun transfert d'énergie au niveau des petits é
helles, où, la fri
tion des parti
ules(physiques) du �uide ralenti le mouvement du �uide en le dissipant sous forme de
haleur.Intuitivement, plus la vis
osité ν est importante, moins le �uide sera turbulentet plus le 
hamp de vitesse sera � lisse �(par analogie, plus un objet est 
ondu
teur,plus la 
haleur s'y répandra rapidement). Cette propriété physique tient un r�letrès important dans la dynamique des �uides. En e�et, le type d'é
oulement peutêtre entièrement 
ara
térisée par une grandeur sans dimension nommée nombrede Reynolds, du nom d'Osborne Reynolds (1842-1912) s
ienti�que irlandais. Pourétudier l'é
oulement, il 
onvient d'adimensionner l'équation de Navier-Stokes in
om-pressible 1.9 :
∂ u

∂t
+ (u · ∇)u−Re−1∆u +∇p = 0où le nombre Re issu de 
ette adimensionnement est dé�ni en fon
tion des grandeurs
ara
téristiques suivantes : U la vitesse du �uide, ν sa vis
osité et L la grandeur
ara
téristiques asso
iée au phénomène à observer (grandeur physique dé
idée par
onvention) : Re =

LU

ν
.Si l'on s'intéresse au problème de l'étude de l'é
oulement autour d'un 
ylindre, àReynolds �xé � où L est pris 
omme le diamètre de l'objet� deux �uides auxpropriétés di�érentes (vis
osité et vitesse, par exemple) produiront un é
oulementsimilaire.Lorsque la vis
osité tend vers 0 (ou de manière équivalente lorsque Re tendvers l'in�ni), on parle de �uide parfait. C'est un �uide où les for
es de frottements16 2. MODÈLE D'ÉCOULEMENT : FORMULATION VITESSE



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEave
 les autres milieux (une aile d'avion par exemple) sont négligeables et ainsi
onsidérér 
omme nulles. Dans un �uide non parfait, il existe une 
ou
he limiteautour d'un solide au 
onta
t du �uide dans laquelle la vitesse diminue en fon
tionde la distan
e au solide (l'illustration 1.1). L'épaisseur de 
ette zone de 
isaillementdépend entièrement du nombre de Reynolds 
ara
térisant l'é
oulement.
Couche limite

Fluide

ObstacleFig. 1.1 � E�et de la vis
osité sur l'é
oulement d'un �uide à vitesse horizontale
onstante au 
entre du domaine en 
onta
t ave
 un solide. L'épaisseur et le pro�l dela 
ou
he limite sont fon
tion du nombre de Reynolds.Les é
oulements peuvent être regroupés en trois 
atégories :� en dessous de Re = 2300, on parle de �uides laminaires : les phénomènesvisqueux sont plus importants que les for
es inertielles,� entre 2300 et 4000, on parle de �uides transitifs,� au dessus de 4000, de �uides turbulents où les for
es inertielles prennent ledessus sur la vis
osité.Pour exemple, une personne nageant dans une pis
ine à une vitesse d'un mètrese
onde 
réera un é
oulement ave
 Re ≃ 106. Une personne mar
hant à la mêmevitesse dans l'air le fera dans un é
oulement à Re ≃ 105, moins turbulent que dansl'eau. Ce
i n'est pas intuitif 
ar l'on pense que l'air est plus turbulent que l'eau, maisen fait 
'est l'inverse : la vis
osité 
inématique de l'air est plus faible (de l'ordre de10 fois plus petit) que 
elle de l'eau.La Simulation Numérique Dire
te (SND, Dire
t Numeri
al Simulation en an-glais) s'intéresse à la résolution des équations de l'é
oulement du �uide au niveaude 
haque point de dis
rétisation, où l'é
helle des phénomènes étudiés est limitée à
elle de l'é
hantillonage spatial. En 
omparaison, les méthodes de type Large EddySimulation (LES) introduisent dans les équations les e�ets du mouvement du �uideà des é
helles plus petites que la dis
rétisation. Un fa
teur important est qu'enSND, telles qu'employées aujourd'hui dans notre domaine, la pré
ision des 
al
ulsest limitée à des nombres de Reynolds de l'ordre de quelques milliers. La 
ause de
ette limitation provient de la dis
rétisation des équations � limitation due à lapuissan
e des ordinateurs � à des é
helles qui ne peuvent 
apturer les phénomènesimportants apparaissant dans les é
oulements très turbulents. Lorsque la di�usion2. MODÈLE D'ÉCOULEMENT : FORMULATION VITESSE 17



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEest bien moins importante que les for
es d'inertie, l'utilisation d'un maillage grossierne permettra pas de résoudre la dissipation du mouvement à des é
helles bien pluspetites. Numériquement, la di�usion peut être 
onsidérée 
omme un lissage de lavitesse d'une parti
ule de �uide sur les parti
ules voisines, où son rayon d'a
tion(l'épaisseur physique du noyau de lissage) est proportionnel à la vis
osité. Si ν ≪ h(où h est le pas d'espa
e du maillage), l'e�et visqueux devient alors très faible,jusqu'à atteindre l'ordre des erreurs numériques dues à la dis
rétisation en espa
e.A�n de pouvoir 
al
uler 
orre
tement un é
oulement donné, la fréquen
e spatialed'é
hantillonnage 1/N doit être 
hoisie en fon
tion du régime du �uide, par :
N3 ≥ Re2.25en 3D. Le nombre de points de dis
rétisation né
essaire 
roît don
 très rapidementpour des �uides turbulents, la relation pré
édente implique qu'il faut une grille detaille 3003 pour simuler 
onvenablement un é
oulement à Re = 2000.En pratique, un tel é
hantillonage est très 
oûteux (en 
oût mémoire et en tempsde 
al
ul), 
'est pourquoi l'utilisation de maillages non uniformes peut s'avérer d'unintérêt majeur pour les simulations de �uides où lo
alement Re est grand, 
ommepar exemple lors de l'étude de la trainée derrière un 
ylindre. En 
ontrepartie, 
esméthodes sont souvent plus di�
iles à mettre en oeuvre.Pression : ∇pLa variation de pression d'un �uide est proportionnelle aux for
es qui s'y ap-pliquent. Plus elles sont élevées et plus le gradient de pression ∇p sera impor-tant. Nous 
onnaissons tous la pression atmosphérique, 
elle-
i est généralementplus faible en altitude qu'au niveau du sol. En e�et, si on suppose que la vitessede l'air et sa variation sont nulles et que l'unique for
e extérieure est la gravité

f = g ≃ (0, 0,−1) (
onsidérée 
omme 
onstante), l'équation de Navier-Stokes seréduit alors à :
∇p = ρg.On voit ainsi que le gradient de pression est verti
al et la pression est don
 plusforte à basse altitude 
ar :

dp

dz
= −ρ et ainsi p = −ρz + 
ste,
'est le poids de l'atmosphère qui est plus important au sol qu'en altitude. C'estgrâ
e à 
e fait qu'il est possible de mesurer (approximativement) l'altitude grâ
eaux altimètres qui mesurent la pression et la 
omparent à la pression 
onsidérée �xeau sol. De manière plus générale, nous pouvons 
omprendre le gradient de pression
omme la dire
tion dans laquelle se dépla
e le �uide : le �uide se dépla
e des hautespressions vers les basses pressions. C'est entre autre 
e phénomène qui est utilisé enmétéorologie pour prédire la dire
tion du vent.18 2. MODÈLE D'ÉCOULEMENT : FORMULATION VITESSE



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEDans un �uide 
ompressible, l'équation de Navier-Stokes doit être fermée parune loi de 
omportement qui relie la pression à la densité : F (ρ, T, p) où T est latempérature. Dans le 
as où on 
onsidère des é
oulement isothermes et isentropiques,on 
hoisit :
p = γρα,ave
 γ et α des 
onstantes dépendant du �uide. En in
ompressible l'équation de
onservation de la masse se transforme en un équation de transport sur la densité.La pression quant à elle ne joue plus du tout le même r�le. On peut montrer qu'elleintervient 
omme un multipli
ateur de Lagrange asso
ié à la 
ondition d'in
om-pressibilité. Dans 
e 
as, la pression se 
al
ule don
 a posteriori pour imposer ladivergen
e nulle du �uide, 
omme nous le verrons en pratique dans la partie 4.3.2.5 Conditions aux limitesLes 
onditions limites représentent physiquement le 
omportement des grandeursétudiées. Par exemple, on peut 
onsidérer la température à la surfa
e d'une plaqueéle
trique 
omme 
onstante et se di�usant dans l'air. Autrement, la vitesse normaled'un �uide au niveau d'un obsta
le doit être nulle si l'objet n'est pas poreux. Numé-riquement, les 
onditions limites sont né
essaires pour fermer le système d'équationsétudié, en plus des 
onditions initiales.Considérons un domaine Ω(t) dans lequel évolue un �uide. Les 
onditions auxlimites peuvent être soit � ouvertes �si le domaine est non borné, on 
onsidère alorsles grandeurs à l'in�ni, soit � fermées�, quand le �uide est 
ontenu dans un espa
eborné, soit périodiques, où le signal se répète dans toutes les dire
tions. Ce derniertype de 
ondition, même s'il n'est pas physiquement réaliste pour les �uides, estsouvent employé dans les simulations 
ar 
'est le plus simple à implémenter ; ellepermet entre autre d'utiliser la transformée de fourier (notée TF) pour résoudre deséquations 
omplexes de manière rapide.Il existe deux types prin
ipaux de 
onditions aux limites dans un domaine �ninon périodique :� les 
onditions de type Diri
hlet : la valeur de la solution pour une grandeur Qest 
onnue au bord du domaine :
Q(x)|∂Ω = g(x),.� les 
onditions de type Neumann : la valeur de la dérivée normale de la solutionest 
onnue au bord du domaine :
∂ Q(x)

∂n

∣

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= g(x),où n est la normale à la surfa
e ∂Ω.Dans le 
as de l'équation de 
onservation de mouvement, une 
ondition de Di-ri
hlet homogène permet de dé�nir une vitesse nulle sur les bords du domaine :2. MODÈLE D'ÉCOULEMENT : FORMULATION VITESSE 19
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ette 
ondition est souvent appelée no-slip (� pas de glissement �). C'est une bonneapproximation de la vitesse d'un �uide de vis
osité assez élevée au 
onta
t ave
 unobjet solide ; elle est extraite du modèle de Stokes pour les �uides visqueux. Dans
e 
as, l'équation au bord est :
u(x)|∂Ω = 0.Un autre type d'é
oulement 
onsiste à 
onsidérer que le �uide peut glisser surle bord du domaine, tout en assurant la non pénétration du �uide à l'extérieur dudomaine (ou inversement, pas d'entrée de matière) en imposant une vitesse normalenulle aux bords :

u(x) · n|∂Ω = 0.Cette 
ondition est 
elle employée en présen
e de �uides parfaits.Dans le 
adre de �uides in
ompressibles, il est né
essaire de pré
iser égalementles 
onditions aux bords pour la pression. Celles-
i sont plus dures à trouver 
ar,dans 
e 
as parti
ulier, la pression sert à for
er la 
ondition d'in
ompressibilité. Dansla littérature, pour des 
onditions de type Diri
hlet sur la vitesse, une 
ondition deNeumann homogène est 
hoisie pour la pression.Les 
onditions aux limites sont primordiales pour la résolution des équations, ilest né
essaire de bien y ré�é
hir a�n de les résoudre 
orre
tement.3 Modèle d'é
oulement in
ompressible : formula-tion vorti
ité3.1 PréambuleDepuis plusieurs années les méthodes basées sur la formulation en vorti
ité deséquations de Navier-Stokes sont de plus en plus utilisées 
omme une alternative auxméthodes basées sur la formulation en vitesse de 
es mêmes équations. En e�et,dans beau
oup de 
as pratiques la vorti
ité est lo
alisée. Par exemple, l'étude desturbulen
es produites par l'é
oulement d'un �uide autour d'un 
ylindre, montre quela partie intéressante du phénomène se situe dans le sillage de 
e dernier, où seforment une série de vortex, pour un é
oulement 
ara
téristique ave
 un nombreReynolds supérieur à 100 environ. Il apparait alors plus intéressant de s'intéresserà la vorti
ité présente dans le �uide et de fo
aliser les 
al
uls aux endroits où ellese trouve. La vitesse du �uide dans tout le domaine est alors obtenue à partir du
hamp de vorti
ité.En pratique, les méthodes basées sur les parti
ules de vorti
ité (
f. 4.5) béné�-
ient de nombreux avantages en 
omparaison des méthodes Euleriennes tradition-nelles en vitesse. Grâ
e aux parti
ules de vorti
ité, il est possible d'obtenir la vitesseen 
haque point de l'espa
e � qu'il soit borné ou non � de manière simple par larésolution d'une équation de Poisson. La vorti
ité est lo
alisée : elle re
ouvre très203. MODÈLE D'ÉCOULEMENT INCOMPRESSIBLE : FORMULATION VORTICITÉ



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUErarement la totalité du domaine de 
al
ul ; ainsi on peut 
omprendre que 
ette re-présentation par parti
ules permet de fo
aliser la pré
ision des 
al
uls aux endroitsturbulents où la vorti
ité est présente.C'est 
ette manière de résoudre les équations de Navier-Stokes que j'ai adoptéedans ma thèse. Mais avant d'entrer dans les détails te
hniques de résolution, jeprésente dans la partie 
i-dessous les équations régissant le mouvement des �uidesdu point de vue de la vorti
ité.3.2 Dé�nitionTout d'abord, rappelons i
i que la vorti
ité est dé�nie 
omme le rotationnel du
hamp de vitesse :
ω = ∇× u (1.11)Il est important de noter i
i qu'en dimension 2, la vorti
ité est un s
alaire. Cettepropriété simpli�e les 
al
uls et permet ainsi une résolution plus e�
a
e, en 
ompa-raison de la formulation vitesse, des équations du �uide, 
omme nous le verrons parla suite.L'équation de vorti
ité s'obtient simplement en reprenant l'équation de 
onser-vation du mouvement pour un �uide in
ompressible 1.9 et en la reexprimant vial'opérateur rotationnel :

∇×
(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− ν∆u +

1

ρ
∇p− f

)

= 0, (1.12)après développement et simpli�
ations, nous obtenons l'équation de 
onservation devorti
ité :
∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω − (ω · ∇)u− ν∆ω −∇× f = 0. (1.13)ou plus simplement en �tant les for
es extérieures :
∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω. (1.14)Il est important de noter que la divergen
e de la vorti
ité est nulle, trivialementpar 
onstru
tion nous obtenons :
∇ · ω = ∇ · (∇× u) = 0.Il est né
essaire d'expliquer 
omment on obtient l'équation 1.14 à partir de l'équa-tion 1.12 ainsi que les sens de 
haque terme. Nous allons développer 
haque terme enpartant de la gau
he vers la droite, 
ommençons par le plus simple, l'a

élération :
∇×

(

∂ u

∂t

)

=
∂ ω

∂ttout naturelement. Puis développons le terme de 
onve
tion :
∇× ((u · ∇)u) = (u · ∇)ω − (ω · ∇)u3. MODÈLE D'ÉCOULEMENT INCOMPRESSIBLE : FORMULATION VORTICITÉ21



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUENous re
onnaissons i
i un terme d'adve
tion de la vorti
ité (u · ∇)ω qui sera utilisélors de la formulation lagrangienne de l'équation de vorti
ité, ainsi qu'un termed'étirement (ω · ∇)u. Il est fa
ile de véri�er que 
e terme d'étirement s'annule dansun é
oulement bidimensionel. En 3D 
et étirement peut être 
ompris 
omme ladéformation de la vorti
ité par le 
hamp de vitesse, qui modi�e l'orientation etl'intensité lo
ale d'un vortex, bien que la 
ir
ulation totale du �uide soit 
onservée.La di�usion de la vorti
ité vient quelque peu 
ompenser 
et étirement, et, lorsque lavis
osité est faible, l'étirement 
rée des instabilités importantes dans l'é
oulement.C'est pourquoi un é
oulement 2D deviendra 3D pour des nombres de Reynoldsimportants.Le terme de di�usion de la vitesse se retrouve trans
rit en ν∆ω :
∇× (ν∆u) = ν∆ω +∇ν ×∆u

= ν∆ωsi on prend une vis
osité 
onstante dans le �uide. Un fait très important dans laformulation vorti
ité est la disparition du terme lié au gradient de pression :
∇×

(

1

ρ
∇p

)

=
1

ρ
∇× (∇p) +∇

(

1

ρ

)

×∇p

= 0
omme le rotationel d'un 
hamp s
alaire est nul et la densité 
onstante.Je détaillerai les 
onditions aux limites pour la vorti
ité dans la partie 4.5.3.3 Cal
ul de la vitesseL'équation d'in
ompressibilité du �uide ∇ · u = 0 induit que la vitesse peuts'é
rire naturellement 
omme le rotationnel d'un 
hamp ψ :
u = ∇× ψ (1.15)La fon
tion ψ est appelée fon
tion 
ourant (stream fun
tion en anglais) et est ortho-gonal à la vitesse. En 2D, 
ette fon
tion est un s
alaire dans la dire
tion orthogonaleà l'é
oulement. Dans 
e 
as parti
ulier, une 
ourbe isovaleur de la fon
tion 
ourantreprésente une ligne de 
ourant (stream line) du 
hamp de vitesse sous-ja
ent.Intéressons nous maintenant au lien entre vitesse, vorti
ité et fon
tion 
ourant :

ω = ∇× u = ∇× (∇× ψ)

= ∇ (∇ · ψ)−∆ψEn 
hoisissant une fon
tion 
ourant soléidale (à divergen
e nulle), nous obtenonsl'équation de Poisson :
ω = −∆ψ. (1.16)Ainsi, à partir de la vorti
ité nous pouvons extraire la vitesse du �uide par la simplerésolution d'une équation de Poisson et de l'équation 1.15.223. MODÈLE D'ÉCOULEMENT INCOMPRESSIBLE : FORMULATION VORTICITÉ



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEIl est aussi possible d'obtenir la vitesse du �uide en formulation vorti
ité, dans undomaine non borné, grâ
e à la loi de Biot-Savart. Provenant de l'éle
tromagnétisme,
elle-
i permet d'exprimer la vitesse du �uide 
omme le produit de 
onvolution d'unnoyau ave
 la vorti
ité :
u = u∞ + K ⋆ ω (1.17)où K est le rotationnel de la fon
tion de Green solution élémentaire de l'équationde la 
haleur, et u∞ est la vitesse du �uide à l'in�ni provenant du fait qu'un 
hampde vorti
ité dé�nit un 
hamp de vitesse à un 
hamp de vitesse irrotationnel prêt.L'équation 1.17 peut aussi s'é
rire :

u(x) = u∞ +
∫

Rd
K(x− y)× ω(y) dy (1.18)où d est la dimension de l'é
oulement. Je reviendrai plus en détails sur la 
onstru
-tion de 
e noyau K pour la résolution numérique des équations, dans la partie 4.5.Les 
onditions aux limites sont i
i plus di�
iles à identi�er et à mettre en oeuvrequ'en formulation vitesse. En e�et, pour l'étude d'un �uide, 
e sont les 
onditionsaux limites pour la vitesse qui nous intéressent. Or, 
e n'est pas la grandeur manipu-lée dire
tement en méthode vortex, et des 
onditions pour la vorti
ité et la fon
tion
ourant doivent don
 être trouvées a�n qu'elles 
orrespondent à 
elles souhaitéessur la vitesse. Nous verrons par la suite qu'une 
ondition de non pénétration peutêtre imposée sur les bords du domaine en 
hoisissant des 
onditions de Diri
hlethomogène pour ψ, et grâ
e un terme de vorti
ité supplémentaire dans le 
as del'équation utilisant la loi de Biot-Savart. La question du traitement de 
onditionsde non glissement (dans le 
as d'un �uide visqueux) induit, dans la formulationintégrale, un mé
anisme de �ux de vorti
ité partant des bords vers l'intérieur du do-maine. Je reviendrai sur 
e problème dans les 
hapitres 3, 4 et 5, où, dans 
e dernier,je proposerai une nouvelle méthode simple et e�
a
e pour intégrer impli
itementdes 
onditions aux bords de non glissement en formulation vorti
ité.3.4 Cas parti
ulier : 2DIl est intéressant de noter que dans le 
as d'un é
oulement dans un plan, l'équa-tion de vorti
ité 1.14 s'en trouve simpli�ée 
ar la vorti
ité devient un s
alaire et leterme d'étirement s'annule. En e�et, en 2D le 
hamp de vitesse se situe dans unplan, {x, y} par exemple, et don
 u = (u1 u2 0)T . Si l'on s'intéresse maintenant aurotationnel de u, on obtient ω = (0 0 w3)
T 
ar u3 = 0 et ∂Q/∂z = 0 quelque soit Q.Ainsi (u · ∇)ω = 0.L'intérêt est don
 double : tout d'abord l'équation à résoudre est plus simple et seréduit à une équation de transport-di�usion :

∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω = ν∆ω (1.19)(si on �te les for
es extérieures) ; ensuite, la grandeur physique ω est un 
hamps
alaire et don
 son sto
kage en mémoire sur l'ordinateur est beau
oup plus faible3. MODÈLE D'ÉCOULEMENT INCOMPRESSIBLE : FORMULATION VORTICITÉ23
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as tridimensionnel. Nous verrons aussi par la suite que 
ette rédu
tionà une in
onnue permet de gagner en temps de 
al
ul lors de la résolution numériquedes équations.Comme je l'ai noté plus haut, pour un é
oulement 2D turbulent, ave
 un fortnombre de Reynolds, la dynamique du �uide ne se 
ontente plus de rester dans leplan ave
 l'apparition d'instabilité du fait de l'étirement des vortex. L'é
oulementdevient alors tridimensionel.4 Résolution des équationsPréambuleLa résolution numérique des équations de Navier-Stokes 
onsiste à 
al
uler dis-
rètement l'évolution de la vitesse d'un �uide au 
ours du temps. Je présenterai pourdébuter la notion de dis
rétisation en partie 4.1 ainsi que les di�érents types de dis-
rétisation 
ouramment utilisés pour résoudre les équations, notamment 
elles del'espa
e dans les parties traitant des méthodes Eulerienne, Lagrangienne et ALE enpartie 4.2. Puis je rentrerai dans le détail des méthodes de résolution des équationsde Navier-Stokes qu'elles soient en formulation vitesse ou vorti
ité et d'un point devue Eulerien ou Lagrangien.4.1 Dis
rétisationLes équations de Navier-Stokes dé
rivent le mouvement de �uides de manière
ontinue. Leur 
omplexité ne permet évidemment pas de les résoudre de manièreanalytique. Nous allons don
 approximer 
es équations en les dis
rétisant, 
'est-à-dire en nous intéressant aux phénomènes qui se passent en 
ertains points (d'unnombre �ni) dis
rets de l'espa
e et du temps. C'est en 
es points qu'on va résoudreles équations et dé�nir les approximations des dérivées spatiales et temporelles.L'obje
tif prin
ipal est de 
ommettre le minimum d'erreurs par rapport à la solutionde l'équation 
ontinue.L'espa
e et le temps sont don
 dis
rétisés a�n de trouver une solution aux équa-tions. La dis
rétisation doit être e�e
tuée à une é
helle au moins aussi �ne que lephénomène qu'on souhaite simuler/observer : si on souhaite simuler l'é
oulementautour d'un avion nous dé
ouperons l'espa
e de manière plus � grossière �que pourde l'eau dans un verre, tout en gardant le même nombre de points. Il est importantde noter que le 
oût de résolution des équations, en terme de temps de 
al
ul etd'o

upation mémoire, dépend du nombre de points de dis
rétisation. Divers algo-rithmes possèdent di�érentes 
omplexités � linéaires, quadratiques, et
. � 
e quiest, en plus de l'erreur d'approximation, un 
ritère primordial dans le 
hoix de laméthode.24 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEErreur de dis
rétisationOn nomme erreur de dis
rétisation l'erreur entre la fon
tion 
ontinue f et sonapproximation dis
rète f̃ :
ε =
|f̃(xi, tn)− f(x, t)|

|f(x, t)| .C'est 
ette erreur qu'on 
her
he à minimiser dans la résolution numérique des équa-tions.Di�éren
es �niesA�n de résoudre de manière dis
rète une EDP, il est né
essaire de dis
rétiserles di�érents opérateurs di�érentiels présents dans l'équation. Ainsi on utilise dess
hémas de di�éren
es �nies qui permettent d'approximer 
es opérateurs en fon
tiondes valeurs f̃ 
onnues sur un maillage, notion que je présente plus bas dans la partie4.2. Les s
hémas de di�éren
es �nies possèdent deux 
ara
téristiques importantes :l'ordre d'approximation (ie. l'erreur 
ommise par rapport à la solution exa
te) etle support sur le maillage (ie. le nombre de points de dis
rétisation utilisés ainsique leur lo
alité). Le le
teur néophyte en méthodes numériques pourra se reporterà l'annexe 2.1 pour une expli
ation plus détaillée sur 
e sujet.S
hémas d'intégrationIl existe plusieurs manières de résoudre une EDP grâ
e aux di�éren
es �nies.Suivant le problème auquel on s'intéresse, les s
hémas d'intégration ont di�érentespropriétés, prin
ipalement 
on
ernant la stabilité et l'ordre des erreurs 
ommises. Ilest hors de propos de présenter les nombreux s
hémas d'intégration existants ainsique leur parti
ularité fa
e aux équations posées. Par 
ontre, je spé
i�erai à 
haquefois qu'il est né
essaire de le faire, la méthode utilisée. Je renvoie le le
teur à l'annexe2.2 pour une étude plus détaillée de di�érents s
hémas d'intégration.Pour résumer, le 
hoix d'une méthode d'intégration se fait prin
ipalement enfon
tion des trois 
ritères suivants :� sa stabilité,� l'erreur de dis
rétisation asso
iée,� le 
oût algorithmique pour résoudre l'équation.4.2 Eulerien vs. LagrangienJe propose dans 
ette partie une présentation ainsi qu'une 
omparaison des dif-férents points de vue adoptés pour résoudre numériquement les équations du �uide.Une 
omparaison graphique en �gure 1.2 en résume les prin
ipes.4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 25
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t (a) Méthode Eulerienne : grille �xe. t(b) Méthode Lagrangienne : référentiel du�uide.

t (
) Méthode ALE : maillage arbitraire.Fig. 1.2 � Exemples de méthodes de dis
rétisation de l'espa
e et leur évolution au
ours du temps. Les 
arrés verts représentent les points �xes d'une grille Eulerienne,les ronds bleus représentent le dépla
ement du milieu (de parti
ules) et les trianglesrouges sont les sommets du maillage.Dis
rétisation EulerienneLa dis
rétisation Eulerienne de l'espa
e 
onsiste à subdiviser 
e dernier en in-tervales �xes, qui ne bougent pas ave
 le temps. Ces intervales sont dé�nis par despoints de dis
rétisation qui forment un maillage. Pour notre problème, 
ela revientà observer le mouvement du �uide aux points de dis
rétisation et de le faire évolueren fon
tion des points alentours. Pour 
e faire, on dé
oupe l'espa
e dans une grillerégulière que l'on appelera grille Eulerienne. En une dimension, on subdivise l'in-tervale [A,B] dans lequel on souhaite résoudre l'équation, en N − 1 intervales et Npoints de grille. Chaque point xi a pour 
oordonnées :
xi = A+ (i− 1)hi, x1 = A, xN = B,ave
 hi = xi+1 − xi. Lorsque les intervales hi sont identiques pour tout i, on parlede grille uniforme et ∀i hi = h = B−A

N−1
. Le même dé
oupage est e�e
tué pour ladimension � temps �.La généralisation de 
ette dis
rétisation à un espa
e de plus haute dimension estsimilaire, la �gure 1.3 montre un exemple de grille Eulerienne dis
rétisant le domained'un �uide en 2D.Cette représentation est très intéressante 
ar les points de dis
rétisation sont26 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS
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(a) Temps t. (b) Temps t + 1.Fig. 1.3 � Exemples d'une grille Eulerienne uniforme dis
rétisant un �uide en 2Ddont le domaine évolue ave
 le temps. Les points de dis
rétisation en bleu sont àl'intérieur du domaine, en noir à l'extérieur.statiques et ne sou�rent ainsi pas de problème de distortion qui peuvent apparaîtreave
 une formulation Lagrangienne. Il est aussi important de noter que 
ette repré-sentation Eulerienne est très pratique et simple à intégrer en informatique 
ar elle
onsiste en un tableau à M dimensions (où M est le nombre de dimensions) danslequel les a

ès aux valeurs autour de f(xi) sont très rapides. Malheureusement 
ettereprésentation n'est pas sans défaut. En e�et, 
omme nous l'avons expliqué dans lapartie 4.2, les équations de transport peuvent être simpli�ées dans un référentielLagrangien : la résolution de 
e type d'équations dans une formulation Eulerienneinduit des erreurs. Par exemple, nous verrons dans la partie 2 que le transport de lasurfa
e d'un liquide sous forme Eulerienne ne permet pas de 
onserver parfaitement
elle-
i. Toutefois, les méthodes Euleriennes sont largement utilisées du fait de leursimpli
ité.Méthode LagrangienneDans le 
as parti
ulier des équations dé
rivant l'é
oulement des �uides, il estpossible de se baser dans un autre référentiel que 
elui d'une grille Eulerienne pourdé
rire le mouvement : 
'est le point de vue Lagrangien qui 
onsiste à observer le�uide en des parti
ules transportées par 
elui-
i. Les points de dis
rétisation formantle maillage sont alors 
es parti
ules. Une illustration d'un maillage Lagrangien estdonné dans la �gure 1.4.Une parti
ule située en X se dépla
e à la vitesse u(X) :
dX

dt
= u(X).Celle-
i transporte une quantité Q qui évolue au 
ours du temps, 
omme par exemplela densité que nous avons présentée au début de 
e 
hapitre. Comme la parti
ule esttransportée par le �uide, elle résout intrinséquement l'équation d'adve
tion, et poursimpli�er l'é
riture, nous é
rivons les équations en formulation Lagrangienne grâ
e4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 27
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ulaire dé�nie 
omme suit :
DQ

Dt
≡ ∂ Q

∂t
+ (u · ∇)Q. (1.20)Ainsi, dans le référentiel de la parti
ule, il est possible de reé
rire la loi de 
onser-vation de la masse 1.8 :

D ρ

Dt
= 0.Autrement dit : la densité portée par une parti
ule dans un �uide in
ompressible nevarie pas au 
ours du temps. Toutes les quantités s
alaires Q simplement transpor-tées par le �uide telles que DQ

Dt
= 0 sont appelées s
alaires passifs. Etant donnéque la partie droite de 
e type d'équations est nulle, il n'y a pas d'erreur de dis
ré-tisation : l'erreur globale se réduit aux erreurs 
ommises pour 
al
uler la vitesse du�uide.Par 
ontre, 
ette représentation n'est pas sans désavantages. Comme les par-ti
ules suivent le mouvement du �uide, leur répartition dans l'espa
e � supposéeinitialement bonne �peut se trouver distordue, disparate ou au 
ontraire trop dense,
e qui aurait pour 
onséquen
e de moins bien représenter la fon
tion dis
rétisée etainsi de poser des problèmes pour la résolution des équations. De plus, la dé�nitiondes opérateurs de di�éren
iation est quant à elle plus 
omplexe du fait de l'aspe
tmoins bien stru
turé des points de dis
rétisations. Des méthodes de � remaillage�sont souvent utilisées pour pallier 
es problèmes. J'aborderai plus en détails 
espoints lors de la résolution des équations de Navier-Stokes en formulation vitesse etvorti
ité par parti
ules Lagrangiennes, dans les parties 4.3 et 4.4.

Appli
ation à notre problématique La tradu
tion des équations d'in
ompres-sibilité, de 
onservation du mouvement et de la masse en formulation Lagrangienneest la suivante :
D u

Dt
= ν∆u − 1

ρ
∇p+ f

∇ · u = 0,
D ρ

Dt
= 0.28 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS
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(a) Temps t. (b) Temps t + 1.Fig. 1.4 � Exemples d'une grille Lagrangienne dis
rétisant un �uide en 2D dontle domaine évolue ave
 le temps. Les points de dis
rétisation en bleu suivent lesparti
ules du �uide. Des traits pointillés sont dessinés pour mieux visualiser le mou-vement des parti
ules.On peut visualiser i
i un des défauts dont peuvent sou�rir lesméthodes Lagrangiennes : la mauvaise répartition des points de dis
rétisation par letransport.Méthodes ALELes méthodes Euleriennes observent l'é
oulement d'un point de vue �xe, les mé-thodes Lagrangiennes du point de vue des parti
ules de �uide. Les méthodes ALE� pour Arbitrary Lagrangian Eulerian � quant à elles se basent en un point de vuearbitraire et permettent d'exprimer les équations dans 
es nouveaux référentiels sedéplaçant en fon
tion de 
ritères 
hoisis. Les méthodes Eulerienne et Lagrangienneen sont des 
as parti
uliers. Par exemple, au bord d'un milieu la formulation La-grangienne est plus adaptée 
ar elle permet de suivre exa
tement 
ette frontière ;d'un autre 
�té, aux endroits très turbulents, une représentation Eulerienne sembleplus adaptée 
ar elle empê
hera les problèmes de maillage dus à une déformationtrop importante de 
elui-
i. Les méthodes ALE permettent de � mélanger �
es deuxtypes de formulations en un même maillage évoluant au 
ours du temps.Soient x, X et χ les 
oordonnées des maillages Euleriens, Lagrangiens et ALErespe
tivement. Soient f(x, t), f ∗(χ, t) et f ∗∗(X, t) une quantité dans référentielsasso
iés. Il est possible de dé�nir la dérivée temporelle de f ∗ en fon
tion de f , f ∗∗ainsi que d'une vitesse c :

∂ f ∗

∂t
=
∂ f ∗∗

∂t
− ∂ f

∂x
· c =

∂ f ∗∗

∂t
− (c · ∇) f, (1.21)où c = u − v est la vitesse relative entre les maillages ALE et Lagrangien parrapport au référentiel Eulerien, ave
 u(X, t) la vitesse d'une parti
ule du �uide et

v(χ, t) 
elle des points du maillage ALE. Il est aisé de voir qu'en prennant χ = x(un maillage Eulerien) l'équation 1.21 est équivalente à la dé�nition de la dérivéeparti
ulaire dé�nie en 1.20, 
ar v = 0 et ainsi c = u. Si le maillage ALE est le mêmeque le maillage Lagrangien : χ = X alors u = v et ainsi ∂ f∗
∂t

= ∂ f∗∗

∂t
.Le détail des 
al
uls permettant d'obtenir, entre autres, l'équation 1.21 est dispo-nible dans le do
ument [DHPRF04℄ expliquant très 
lairement les trois formulations,4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 29



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEleurs liens, et proposant des exemples d'appli
ation ainsi qu'une longue liste de ré-féren
es sur la gestion du maillage.La formulation ALE est d'une très grande �exibilité 
ar elle permet de dépla
erles sommets d'un maillage de manière totalement libre, suivant des 
ritères 
hoisispour le problème étudié. Elle est un bon 
ompromis entre les méthodes Eulerienneet Lagrangienne. Malheureusement il ne supprime pas les di�
ultés qui peuvent seposer lorsque la déformation du maillage est importante et demande plus de tempsde 
al
ul pour la génération de 
elui-
i à 
haque pas de temps.Appli
ation à notre problématique La tradu
tion des équations d'in
ompres-sibilité, de 
onservation du mouvement et de la masse en formulation ALE est lasuivante :
∂ u

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

χ

+ (c · ∇)u = ν∆u − 1

ρ
∇p+ f ,

∇ · u = 0,

∂ ρ

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

χ

+ (c · ∇) ρ = 0.I
i le signe |χ désigne la valeur prise en les points du maillage ALE.BilanLa méthode ALE est une méthode 
ouramment utilisée en mathématiques appli-quées 
ar son aspe
t générique permet une adaptation maillage au 
ours du temps,en fon
tion des 
ontraintes numériques : bords du �uide se déplaçant et zones defortes turbulen
es par exemple. Par 
ontre, elle est beau
oup moins présente dans ledomaine de la synthèse d'images. La préféren
e pour les méthodes Euleriennes peutêtre expliquée par leur simpli
ité d'implémentation et du fait que les temps de 
al
ulave
 
es dernières est plus 
ourt qu'ave
 les méthodes ALE. Les méthodes purementLagrangiennes quant à elles sou�rent de leur di�
ulté à résoudre pré
isément leséquations, du fait des distortions du maillage au 
ours du temps. Ce problème estsouvent un frein à l'utilisation des méthodes Lagrangiennes, nous verrons dans lapartie 4.6 que des méthodes de remaillage peuvent être adoptées pour remédier à 
eproblème, dans le 
adre des équations de Navier-Stokes en formulation vortex.Je présente dans la partie 5 les méthodes prin
ipales utilisées en synthèse d'imagespour la simulation de �uide, qu'elles soient Euleriennes, Lagrangiennes ou de typeALE.30 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUE4.3 Équation de Navier-Stokes : formulation vitesse par mé-thodes de type di�éren
es �niesPrin
ipeUne des méthodes les plus 
ommunes pour la résolution des équations de Navier-Stokes, en mathématiques appliquées aussi bien qu'en synthèse d'images, est unalgorithme de type fra
tionnaire où 
haque terme de l'équation de 
onservationde mouvement est traité séparément. Cette te
hnique a été initialement introduiteet étudiée par Chorin [Cho68℄ où l'équation de Navier-Stokes est résolue sans la
ontrainte d'in
ompressibilité, puis la solution obtenue est projetée sur l'espa
e des
hamps de vitesse à divergen
e nulle. L'arti
le phare de Jos Stam : � Stable Fluids�(dont je reparlerai dans la partie 5) est le premier à avoir présenté dans le domainedu graphique, une méthode simple et stable � don
 adaptée à 
e domaine � pourrésoudre les équations. Le prin
ipe des algorithmes basés sur 
ette méthode est lesuivant :1. soit une vitesse un sur une grille Eulerienne, nous 
her
hons à 
al
uler un+1,2. ajout des for
es extérieures (la gravité par exemple) : f ,3. traîtement du terme non-linéaire : (u · ∇)u,4. 
al
ul de la di�usion : ν∆u,5. 
ontrainte d'in
ompressibilité : ∇ · u.Ces 5 étapes sont traitées de manière itérative : à 
haque temps nous avançons dutemps t (itération n) au temps t+ δt (itération n+ 1).Je présente dans les sous-parties suivantes les méthodes 
ommunément utiliséespour 
ha
une des étapes présentées 
i-dessus. Par 
ontre je ne parlerai pas de l'étaped'ajout des for
es extérieures 
ar 
elle-
i ne présente au
une di�
ulté parti
ulière :elle est ajoutée trivialement à l'a

élération.Traitement du terme non-linéaireUne des di�
ultés dans la résolution de l'équation de 
onservation de mouve-ment provient de sa non-linéarité : du terme (u · ∇)u. E�e
tivement, dans unedis
rétisation du 
hamp de vitesse sur une grille Eulerienne, 
e terme impose une
ontrainte de stabilité sur le pas de temps δt utilisé si il est traité de manière expli-
ite, 
ontrainte nommée 
ondition CFL pour Courant-Friedri
hs-Lewy, s
ienti�quesayant étudié 
e problème. Je reviendrai dans la partie 4.5 pour une dis
ussion plusfournie 
on
ernant 
e sujet.Cette 
ontrainte implique que δt ≤ δx
|u|max

où δx est le pas d'espa
e et |u|maxla vitesse maximum du �uide. La 
ondition CFL est très restri
tive 
ar le pas detemps doit être adapté de manière linéaire en fon
tion du pas d'espa
e utilisé (pourune vitesse donnée) et inversement linéaire en fon
tion de la vitesse du �uide. Ellesous tend qu'une parti
ule de �uide ne peut pas par
ourir plus d'une 
ellule (dansune grille Eulerienne). Pour pallier 
ette limitation, il peut être envisagé de résoudre4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 31
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ite, qui est in
onditionnellement stable. Par 
ontre,
ette méthode est très 
oûteuse 
ar elle demande l'utilisation d'un algorithme itéra-tif de type des
ente de Newton pour trouver la vitesse u.Plus 
ommunément sont utilisés des s
hémas de di�éren
es �nies adaptés àl'équation de transport : les s
hémas Weighted Essentially Non-Os
illatory ditsWENO, introduit par Liu, Osher et Chan [XDL94℄. Ces s
hémas sont parti
ulière-ment adaptés aux �uides, dans lesquels un 
ontraste de vitesse important provoquedes 
omportements di�érents sur l'erreur introduite par la résolution de l'équationd'adve
tion. L'ordre de l'erreur de dis
rétisation est grandement réduit grâ
e à 
ess
hémas qui permettent aussi de limiter les os
illations apparaissant lors du trans-port de quantités dis
ontinues 
omme pour les phases d'un �uide sur lesquelles jereviendrai en partie 2. Malheureusement l'utilisation de 
es s
hémas ne permet pasde s'extraire de la 
ontrainte sur le pas de temps, elle est néanmoins très 
ourantedans le domaine des mathématiques appliquées où bien souvent des 
ontraintes depas de temps plus fortes entre en jeu, notamment à 
ause de la di�usion.La méthode des 
ara
téristiques, aussi nommée Semi-Lagrangienne, est unealternative intéressante et aujourd'hui largement utilisée en synthèse d'images pour
ontre
arrer les problèmes pré
édemment 
ités. Elle est in
onditionnellement stableet à un 
oût de 
al
ul linéaire en le nombre de points de dis
rétisation. Cette méthodebasée sur la méthode des 
hara
téristiques 
onsiste à � tra
er en arrière dans le temps�une parti
ule du �uide pour résoudre l'équation de transport sur la vitesse :
∂ u

∂t
+ (u · ∇)u = 0ou en
ore

ûn+1 = un − δt (un · ∇)un.J'ai noté par un � 
hapeau �sur u le fait que 
ette vitesse n'est pas la solution
omplète de l'équation de Navier-Stokes, mais une solution partielle 
omptant pourl'adve
tion uniquement.Pour 
haque point de grille x, il su�t de par
ourir le 
hamps de vitesse u àre
ulon et d'interpoler la vitesse située à un pas de temps pré
édent pour résoudrel'équation (
f. �gure 1.5). Ainsi, si s(x, t) est la traje
toire du point x au temps t enfon
tion du 
hamps de vitesse u, la solution à l'équation pré
édente est :
ûn+1(x) = un(p(s, t− δt))où plus pré
isément la traje
toire est dé�nie 
omme :

s(x, t− δt) = s(x, t) + δt
∫ t−δt

t
un(s(x, σ)) dσ.Cette méthode in
onditionnellement stable possède le désavatange d'être plusdi�usive que les méthodes de type WENO, 
e qui est une limitation si on veut faire32 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS
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x = s(x, t)

s(x, t− δt)

s(x, ·)

Fig. 1.5 � Illustration de la mé-thode semi-lagrangienne : en par-tant du point rouge fon
é x, nouspar
ourons en arrière dans le tempsle 
hamps de vitesse jusqu'au pointrouge 
lair. La vitesse solution del'équation ∂ u

∂t
+ (u · ∇)u est la vi-tesse en 
e point. Les vitesses du�uide sont dessinées en vert, la tra-je
toire s en bleu.des 
al
uls pré
is, mais qui peut être a

eptable dans le 
adre de rendu de �uidesen informatique graphique. Cependant, l'interpolation du 
hamp de vitesse au pasde temps pré
édent implique une plus grande di�usion numérique que le traitementde la 
onve
tion par des s
hémas WENO plus pré
is.Une fois que 
ette partie transport de l'équation de Navier-Stokes est résolue, ilsfaut en
ore résoudre le terme de di�usion ainsi que la 
ontrainte d'in
ompressibilitéqui est primordiale.Di�usionLe terme de di�usion de la vitesse ν∆u dans les équations de Navier-Stokes peutêtre traité de manière expli
ite ou bien impli
ite. L'équation de di�usion (ou équationde la 
haleur dans le 
as d'un algorithme à étape 
omme présenté pré
édemment)est :

∂ u

∂t
= ν∆u. (1.22)Cette équation peut être résolue de di�érentes manières : impli
itement, expli
i-tement ou dans le 
as parti
ulier de 
onditions périodiques, dans l'espa
e des fré-quen
es. Pour les deux premières méthodes, les s
hémas de di�éren
es �nies per-mettent de résoudre numériquement l'équation, en résolvant :

un+1 = un + δtν∆un+1pour une résolution impli
ite in
onditionnellement stable, ou en résolvant :
un+1 = un + δtν∆unpour un traitement expli
ite de la 
haleur. Ce dernier est soumis à la 
ondition destabilité δt < 2D δx2

ν
, où D est la taille du ve
teur u. Je renvoie le le
teur dans lapartie 1.5 pour un développement plus détaillé des méthodes de résolution pour ladi�usion que j'ai utilisées au 
ours de ma thèse.4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 33
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tionUne fois que l'équation de Navier-Stokes a été résolue sans le terme de pressionet la 
ontrainte d'in
ompressibilité, il est né
essaire de projeter la vitesse obtenuesur l'espa
e des ve
teurs à divergen
e nulle. Je rappele l'équation de Navier-Stokesinitiale :
∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− ν∆u = −1

ρ
∇p+ f .En enlevant le terme sur le gradient de pression, nous obtenons l'équation suivantesur une a

élération auxiliaire ∂ u

∗

∂t
qui n'est pas à divergen
e nulle :

∂ u∗

∂t
= −(u · ∇)u + ν∆u + f .A partir de 
ette a

élération et de la vitesse au pas de temps pré
édent, nousobtenons la vitesse auxiliaire u∗ :

u∗ = u(t) + δt
∂ ũ

∂t
(t).Nous pouvons simplement trouver la solution �nale pour la vitesse au pas de tempssuivant en réinje
tant l'équation pré
édente pour reformer l'équation de Navier-Stokes 
omplète :

u(t+ δt) = u∗ − δt 1

ρ
∇pou en multipliant par la densité :

ρu(t+ δt) = ρu∗ − δt∇p.En prenant le divergent de 
ette équation, nous obtenons une équation de Poissonpour la pression ave
 
omme un terme de forçage fon
tion de la divergen
e de lavitesse :
∇ ·

(

ρut+δt
)

= ∇ · (ρu∗)− δt∇ · (∇p) = 0

1

δt
∇ · (ρu∗) = ∆pSi on 
onsidère que ρ est 
onstant � ∇ρ = 0 � alors l'équation pré
édente seréduit à :

1

δt
ρ∇ · u∗ = ∆p (1.23)Les solveurs les plus 
ourants (
omme FishPa
k par exemple) permettent derésoudre les équations de Poisson de manière rapide en dis
rétisant l'opérateur ∆,je renvoie le le
teur à la partie 1.5 pour plus de détails quant à la résolution del'équation de la 
haleur, pro
he de 
e problème. C'est souvent la partie la plus
oûteuse dans la résolution des équations.34 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUE4.4 Équation de Navier-Stokes en formulation vitesse par mé-thode parti
ulaireDans 
ette partie je présente su

intement une appro
he utilisant des parti
ulesLagrangiennes pour la résolution de l'équation de Navier-Stokes. En e�et, une re-présentation naturelle du �uide 
onsiste à 
onsidérer, non pas une grille �xe, maisdes parti
ules suivant le mouvement du �uide. Nous avons vu que 
ette dé�nitionLagrangienne des points de dis
rétisation permet de simpli�er les équations en in-
orporant l'équation de transport.La méthode des Smoothed Parti
le Hydrodynami
s (SPH) a été tout d'aborddéveloppée en astrophysique pour la simulation du mouvement de gaz 
ompressibles[GM77℄. Dans 
e prin
ipe, un ensemble de parti
ules, notées par l'indi
e p, un 
hamp
Q dé�ni en 
es points de dis
rétisation, tel que :

Q(x, t) =
∑

p

vpQpδ(x− xp(t)) (1.24)où δ est la masse de Dira
, vp est le volume de la parti
ule et Qp la quantité portéepar 
elle-
i. Le nombre de points de dis
rétisation étant �ni en pratique, 
e 
hampest régularisé sur les parti
ules. Qε représente 
e dernier :
Q(x, t) ≃ Qε(x, t) =

∑

p

vpQpζε(x− xp(t)). (1.25)où ζ est une fon
tion 
uto� à symétrie sphérique et ε en est le support. Géné-ralement, le 
hoix d'une Gausienne pour ζ est 
onsidéré ; je reviendrai sur 
ettequestion dans la partie suivante 
on
ernant la résolution de l'équation de vorti
itépar parti
ules.Les parti
ules sont transportées par le �uide :
D xp

Dt
= u(xp, t)de manière Lagrangienne. Dans le 
adre d'un �uide 
ompressible, la densité est elleaussi transportée sur la parti
ule par :

Dρp
Dt

= −ρp∇ · (u(xp, t)),de la même manière que le volume est modi�é par
Dvp
Dt

= −vp∇ · (u(xp, t)).L'équation de Navier-Stokes 
ompressible
∂ u

∂t
+ (u · ∇)u−∇ · σ = 04. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 35
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rite au niveau des parti
ules :
D up

Dt
= ∇ · (σ(xp, t)).Il 
onvient alors de dé�nir les opérateurs au niveau des parti
ules, sous uneforme 
onservative a�n de réduire les erreurs dues à la dis
rétisation. Par exemple,le gradient de la vitesse est obtenu par :

∇u(xp) =
∑

q

vq(uq − up)ζ
′
ε(xq − xp).ainsi, il est possible de dé�nir l'ensemble des équations à résoudre pour la variationde la densité, du volume et de la vitesse d'une parti
ule (en admettant 
onnue la loide 
omportement de σ, je ne m'attarderai pas sur 
e point).Ce formalisme est très intéressant pour les �uides 
ompressibles mais il devientplus ardu à mettre en oeuvre dans le 
as de �uides in
ompressibles. En e�et, poursimuler 
eux-
i, la 
ontrainte d'in
ompressiblité doit être imposée, généralement parle biais de la pression, 
omme nous l'avons vu pré
édemment. Bien que des tra-vaux [HA07, ESE07℄ proposent des méthodes pour tenter de palier 
ette di�
ulté,la résolution de l'équation de Poisson sur les parti
ules est 
omplexe et ainsi l'in-
ompressibilité di�
ile à imposer. C'est pourquoi, 
omme nous le verrons dans lapartie suivante, la formulation vorti
ité représente une alternative très intéressanteaux méthodes SPH traditionnelles, pour la simulation d'un �uide in
ompressible parparti
ules.4.5 Équations de Navier-Stokes en formulation vorti
ité etparti
ules LagrangiennesIntérêtComme nous l'avons pré
isé pré
édemment, un des intérêts de la formulation deséquations de Navier-Stokes en vorti
ité est la lo
alisation de 
elle-
i dans l'espa
e. Lareprésentation Lagrangienne s'adapte tout parti
ulièrement à 
ette disparité spatialeet temporelle. De plus, les équations 1.14 en 3D et 1.19 en 2D se prêtent naturel-lement à être formulées de manière Lagrangienne. C'est pourquoi la méthode derésolution des équations à l'aide de parti
ules de vorti
ité est très intéressante en
omparaison des méthodes Euleriennes traditionnelles.Le livre [CK00℄ 
ouvre la résolution numérique des méthodes vortex, le le
teurpourra s'y référer a�n de trouver plus de détails ainsi que les preuves de 
onvergen
edes méthodes résumées i
i.Dis
rétisation du 
hamp de vorti
itéLe 
hamp de vorti
ité initial ω0(x) = ω(x, 0) est é
hantillonné par un ensemblede parti
ules notées par l'indi
e p distribuées dans l'espa
e. La vorti
ité notée ω̃0(x)36 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEen 
haque point de l'espa
e est une approximation du 
hamp de vorti
ité initial :
ω0(x) ≃ ω̃0(x) =

∑

p

ωpδ (x− xp)où αp est la vorti
ité portée par la parti
ule p et δ est la masse de Dira
. Numérique-ment, il est né
essaire d'utiliser une représentation lisse du 
hamp de vorti
ité, 
'estpourquoi la masse de Dira
 est rempla
ée par une fon
tion 
uto� ζε régularisationde la masse de Dira
 telle que ∫∞−∞ ζε(x) dx = 1. On peut par exemple utiliser uneexponentielle :
ζε(x) =

1

ε
√
π
e−(x

ε )
2

.Le 
hamp de vorti
ité au fur et à mesure du temps est alors approximé par :
ω(x) ≃ ω̃(x) =

∑

p

ωp ζε (x− xp) . (1.26)Le 
hoix du paramètre ε doit être fait de telle manière que le support des parti
ulesse 
hevau
he.Les parti
ules sont transportées par le �uides, ainsi leur vitesse est :
dxp

dt
= up = u(xp). (1.27)L'équation de vorti
ité en 3D devient don
 dans sa forme lagrangienne :

Dωp
Dt

= (ωp · ∇)up + ν∆ωpet en 2D simplement :
Dωp
Dt

= ν∆ωp.Contrainte sur le pas de temps Les méthodes Lagrangiennes ne sou�rent pas dela 
ondition CFL, 
omme les méthodes sur grille. On peut 
omprendre la 
onditionCFL sur l'équation de transport de manière intuitive : si, physiquement, une ondese dépla
e à une vitesse C, 
ette onde doit pouvoir se propager à la même vitessesur la grille. Un s
héma d'Euler expli
ite en temps sur une grille ne 
onsidérera quele voisinage pro
he des points de dis
rétisation, le domaine de dépendan
e. Dans le
as 1D, si au temps t l'onde se trouve au point y = x − δtC, 
elle-
i se trouveraphysiquement au temps suivant t+ δt en x. Sur une grille, il faut un 
ertains temps(nombre d'itérations) pour que l'onde soit transportée de y = xi jusqu'à x = xi+k(où xi et xi+k représentent les points du maillage, séparés par k > 0 points degrille). Numériquement, la dis
rétisation de l'espa
e doit don
 être fon
tion de lavitesse du transport, ou ré
iproquement le pas de temps adapté. Cette 
ontrainten'apparait pas pour un traitement impli
ite de l'équation, où tous les points dudomaine in�uent sur la solution en un point de grille.4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 37



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEDans un point de vue Lagrangien, 
ette équation est résolue impli
itement parle transport de la parti
ule qui suit la 
ara
téristique du 
hamp de vitesse u. Malgré
ela, la déformation du � maillage �induit tout de même une 
ontrainte sur le pas detemps. E�e
tivement, de manière intuitive, on peut s'aper
evoir que deux parti
ulesne peuvent se 
roiser, 
e qui limite tout de même le pas de temps en fon
tion de larégularité du 
hamp de vitesse.En 1D, deux parti
ules situées en y1 et y2 à l'instant t, telles que y1(t) < y2(t)doivent 
onserver leur ordre après adve
tion. Ainsi : y1(t+ δt) < y2(t+ δt), ave

yi(t+ δt) = yi(t) + δt u(yi(t), t) pour i = {1, 2}pour le traitement expli
ite de l'équation de transport par un s
héma d'Euler d'ordre1. Après simpli�
ations, nous obtenons la 
ontrainte suivante : δt < ∣

∣

∣

∂1u
x

∣

∣

∣

−1 où
∂1u
x

= (u(y2)− u(y1)) /(y2 − y1) est l'approximation de la dérivée de la vitesse àl'ordre 1.La méthode parti
ulaire est don
 in
onditionnellement stable pour une vitesse à
oe�
ient 
onstant. Dans le 
as d'une variation linéaire en fon
tion de x : ui+1 = αui(ave
 ui = u(yi, t)), on a ui−ui+1 = (1−α)ui. Posons α > 0 et ui > 0 (le 
as opposéest symétrique), nous obtenons alors deux 
onditions sur le pas de temps :
δt >

h

(1− α)ui
si α > 1, 
e qui est toujours vrai, et (1.28)

δt <
h

(1− α)ui
si α ≤ 1. (1.29)Dans le 
as α = 1, le problème est équivalent à 
onsidérer une vitesse 
onstante.Lorsque α→ 0 (
'est-à-dire une dé
roissan
e exponentielle de la vitesse), l'équation1.29 tend vers la 
ondition CFL. Ce
i signi�e que, dans le 
as d'une variation linéairede la vitesse en espa
e, la méthode parti
ulaire est toujours meilleure, sur le 
ritèrede la stabilité, que la résolution de l'équation de transport sur grille.De manière plus générale, dans un espa
e de dimensionN : δt < min

{

∣

∣

∣

∂1uj

xj

∣

∣

∣

−1
}

<

|∇1u|−1 (ave
 j de 1 à N , et ∇1 représente l'approximation du gradient à l'ordre 1).AlgorithmeL'algorithme utilisé dans les méthodes vortex en formulation Lagrangienne peutse résumer de la manière suivante : étant donné un 
hamp de vorti
ité approximépar un ensemble de parti
ules portant une vorti
ité ωp(t) sitée en x(t) à l'instant t,la vorti
ité à l'instant suivant est 
al
ulée ainsi :1. 
al
ul de la vitesse up d'une parti
ule,2. 
al
ul du membre de droite de l'équation de vorti
ité (étirement et di�usion) :
Dω
Dt

,3. dépla
ement de la parti
ule en x(t + δt) et 
hangement de sa vorti
ité en
ω(t+ δt).38 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUECal
ul de la vitessePour résoudre l'équation sur les parti
ules, il est né
essaire de 
al
uler la vitesseen 
haque parti
ule. Pour 
ela, on utilise la loi de Biot-Savart 1.18 qui permetd'obtenir la vitesse en 
haque point de l'espa
e en fon
tion de la vorti
ité totale, etdans notre 
as spé
i�quement en la position des parti
ules :
u(xp) = up =

∫

Ω
K(xp − y)× ω(y) dy,qui, grâ
e à l'équation 1.26 se réduit à une somme sur les parti
ules :

up =
∑

q

K(xp − xq)× ωq.Comme pré
isé dans la partie 3.3, le noyau K est singulier au voisinage de 0,numériquement il est don
 né
essaire d'utiliser une version régularisée Kε de 
enoyau et ainsi l'équation pré
édente devient :
up =

∑

q

Kε(xp − xq)× ωq, (1.30)où on 
onstruitKε, par exemple, par 
onvolution ave
 une fon
tion 
uto� régularisée
ζε :

Kε = K ⋆ ζε
d,en dimension d, ave
 ζε(x) = ε−1ζ (x/ε) telle que ∫ +∞

−∞ ζε(x) dx = 1. En pratique,on prend le paramètre de régularisation ε de l'ordre de la distan
e séparant lesparti
ules. Je donnerai dans le 
hapitre 4 un exemple de noyau utilisé lors de mathèse.Il est important de noter qu'en présen
e d'obsta
les, la 
ondition au bord denon pénétration de la vitesse implique l'ajout d'un potentiel présent sur la surfa
ede l'obsta
le. Ce potentiel agit 
omme une 
ou
he de vorti
ité qui vient annuler lavitesse normale du �uide sur l'obsta
le. Je reviendrai sur 
e prin
ipe dans une dessous-parties 
i-après.Coût de l'algorithme L'algorithme pour le 
al
ul de la vitesse possède un 
oûtquadratique 
ar pour 
haque parti
ule il faut e�e
tuer une somme sur l'ensembledes parti
ules existantes.ÉtirementA�n de 
al
uler le terme d'étirement (ω ·∇)u présent dans l'équation de vorti
itéen 3D, il est né
essaire de 
al
uler le gradient de la vitesse. Pour 
e faire, on peut
hoisir de dériver le noyau de Biot-Savart ou bien le noyau de régularisation desparti
ules, d'après le produit de 
onvolution de l'équation de Biot-Savart. L'utilisa-tion d'un s
héma qui permette de 
onserver la 
ir
ulation totale est important, par4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 39
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omme proposé dans [CK00℄. Sous sa forme 
onservative, l'étirement est
∇·(ω ⊗ u) = (ω ·∇)u+u(∇·ω). Sur les parti
ules, le s
héma suivant est 
onservatif :

Dωp
Dt

=
∑

j,q

(uqω
j
p + upω

j
q)

(xjp − xjq)

|xp − xq|
ζ ′ε(|xp − xq|),où l'exposant j désigne la j-ième 
omposante du ve
teur, et sous l'hypothèse que ζest symétrique.Di�usionEn présen
e d'un �uide non parfait, il est né
essaire de résoudre l'équation dedi�usion de la vorti
ité sur les parti
ules :

Dω

Dt
= ν∆ω.Il existe plusieurs méthodes pour 
e faire, nous pouvons noter deux méthodes origi-nales et basées sur di�érents points de vue : la méthode dite random walk et 
ellenommée Parti
le Strength Ex
hange (PSE) (
f. [DMG89℄).La première méthode 
onsiste à 
onsidérer la di�usion 
omme résultante d'unmouvement Brownien au niveau des parti
ules du �uide. Sur 
e prin
ipe, un algo-rithme de type fra
tionnaire est utilisé pour tout d'abord adve
ter les parti
ules,puis modi�er la position de 
haque parti
ule selon une loi statistique adaptée, enfon
tion de la vis
osité du �uide.La deuxième méthode quant à elle 
onsiste à 
onsidérer la di�usion 
omme uné
hange de vorti
ité entre les parti
ules. Il est possible de réé
rire l'opérateur dedi�usion en fon
tion d'un noyau η adapté et régularisé :

∆ε ω(x) = ε−2
∫

[ω(y)− ω(x)]ηε(y − x)dy,qui peut se traduire au niveau d'une parti
ule à :
∆εωp = ε−2

∑

q

[ωq − ωp]ηε(xq − xp). (1.31)Ainsi la di�usion peut être aisément évaluée en 
haque parti
ule dans une manièresimilaire au 
al
ul de la vitesse et de l'étirement. Le le
teur trouvera dans [PWS+02,CK00,Pon06℄ (et dans leurs référen
es) plus de détails sur la méthode PSE, y sontfournis des exemples de noyaux pour la di�usion, sur les parti
ules ou dans le 
asde méthodes hybrides, 
omme je l'expose dans la partie 4.6.Conditions limites sur les tourbillonsComme je l'ai évoqué pré
édemment, les 
onditions limites en formulation vortexsont moins dire
tes qu'en formulation vitesse. Par exemple, il n'existe pas de 
ondi-tion dire
te sur la vorti
ité ou la fon
tion 
ourant pour imposer une vitesse nulle40 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS
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le. Très naturellement, les méthodes vortex par parti
ules sontadaptées aux é
oulements dans un milieu non borné (par exemple pour un gaz oul'intérieur d'un liquide) où les 
onditions sur la vitesse sont 
onnues à l'in�ni.Pour des 
onditions périodiques, l'utilisation de 
ette méthode ne présente pasde di�
ulté parti
ulière 
ar il su�t simplement de bien 
onsidérer la position xq desparti
ules dans l'utilisation des noyaux présentés pré
édemment, en prenant biengarde que 
elles-
i se répètent dans toutes les dire
tions d'une boîte périodique. Par
ontre le 
oût algorithmique en devient plus élevé 
ar il faut 
onsidérer une in�-nité de parti
ules dans toutes les dire
tions. Néanmoins, il est possible de limiterle nombre de parti
ules répétées en fon
tion de leur distan
e à la boîte initiale etd'une 
ertaine erreur a

eptable.Traîter des 
onditions de type no-slip sur la vitesse aux bords d'un domaine estbien plus 
omplexe en formulation vortex parti
ules qu'en formulation vitesse. Ene�et, il n'existe pas de lien dire
t entre les 
onditions aux bords sur la vitesse et 
ellessur la vorti
ité. Par 
ontre, l'annulation de la vitesse aux bords peut être obtenue parl'introdu
tion de vorti
ité à l'intérieur du domaine � vorti
ité qui viendra annulerla vitesse de glissement � 
onjointement ave
 de bonnes 
onditions pour ω. Uneméthode 
ommunément utilisée pour réaliser 
ette 
ontrainte est la méthode dite despanneaux. Celle-
i 
onsiste à dis
rétiser les bords du domaine en une juxtapositionde panneaux, lesquels vont générer une entrée de vorti
ité dans leur entourage (dansl'épaisseur de la 
ou
he limite, 
f. partie 2.4) a�n de réduire la vitesse aux bords dansle but de l'annuler. La �gure 1.6 présente une représentation graphique de l'idée.La vorti
ité générée est alors simplement ajoutée à la vorti
ité portée par lesparti
ules, la di�
ulté étant de 
al
uler l'intensité et l'orientation de 
e �ux devorti
ité. Cette solution est plus 
omplexe en 3D qu'en 2D 
ar la vorti
ité possèdealors 3 
omposantes ave
 des 
onditions aux bords plus 
omplexes sur ω elle même.Nous verrons dans la partie 5 une nouvelle méthode, que j'ai développé pendant mathèse, permettant d'imposer la 
ontrainte de non glissement sur la vitesse.
Fig. 1.6 � Illustration de la méthode de �ux de vorti
ité qui permet d'annuler lavitesse aux bords. A gau
he la vitesse ave
 frotements, au 
entre la vitesse généréepar la vorti
ité ajoutée à l'intérieur du domaine et à droite le 
hamp de vitesserésultant.
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ultés et palliatifsLa 
ontrainte majeure des méthodes vortex par parti
ules est le 
oût du 
al
ul dela vitesse en 
haque parti
ule. En e�et, l'algorithme a une 
omplexité quadratique(en O(N2)) en le nombre de parti
ules ; 
oût prohibitif lorsque 
e dernier dépassele millier, en 3D 
e nombre est rapidement atteint en présen
e d'un é
oulementmoyennement turbulent. Cependant, des méthodes ont été développées a�n de ré-duire les temps de 
al
ul. La méthode de � Fast Multipoles �(FMM) appliquée auxméthodes vortex permet en e�et d'e�e
tuer le 
al
ul des vitesses en O(NlogN) oumême O(N) par le regroupement hiérar
hique des parti
ules de vorti
ité en � pa-quêts �interagissant les uns ave
 les autres. À petite distan
e, les intera
tions sont
al
ulées grâ
e au noyau de Biot-Savart ; à longue distan
e, une simpli�
ation de 
enoyau permet d'obtenir une approximation de l'in�uen
e d'un paquêt de parti
ules.L'erreur induite de 
ette approximation est 
onnue et ainsi il est possible de dé
iderà quelle distan
e 
ette dernière est utilisée. La FMM permet ainsi de réduire grande-ment le 
oût de 
al
ul des vitesses sur les parti
ules mais l'implémentation de 
etteméthode est assez 
omplexe (
e
i étant dû au dé
oupage hiérar
hique de l'espa
e)et son utilisation dans le 
as général en présen
e d'intera
tions �uide/stru
ture la
omplexi�e en
ore plus.Une autre di�
ulté ren
ontrée dans les méthodes vortex par parti
ules est ladispersion de 
es dernières au 
ours du temps. Les parti
ules initialement (� bien �)distribuées sont adve
tées par le �uide, et, par la nature de 
e dernier, ne sont pasgaranties de rester 
onvenablement réparties. Convenablement signi�e i
i que lorsquedes parti
ules s'éloignent d'une distan
e beau
oup plus grande que l'épaisseur ε dunoyau, le �uide n'est plus bien représenté dans l'intervale entre 
elles-
i. Egalement,lorsque des parti
ules se retrouve très rappro
hées, l'épaisseur du noyau devient tropgrande en 
omparaison de la distan
e pour fournir une bonne approximation de lavorti
ité dans 
ette région du �uide. Pour pallier 
e problème, les méthodes dites deremaillage (remeshing en anglais) permettent de 
onserver une distribution spatialedes parti
ules temporellement 
ohérente. Je détaillerai 
ette méthode de remaillagedans la partie 4.6.La prise en 
ompte de 
onditions aux bords de type no-slip pour la vitesse estardue à mettre en oeuvre dans une formulation vorti
ité-parti
ules. Cette di�
ultéfait en
ore partie aujourd'hui des problèmes étudiés dans les méthodes vortex, jeproposerai dans mes travaux une solution élégante et intuitive permettant d'obte-nir des 
onditions aux bords sur des surfa
es immergées, méthode qui peut êtreappliquée naturellement pour les bords dans un domaine fermé.Pour 
ontre
arrer les limitations et di�
ultés des méthodes vortex par parti
ulesde vorti
ité, la méthode dite de Vortex In Cell (VIC) est fréquemment utilisée,
'est sur 
ette dernière que mes travaux de thèse sont basés. Je présente la méthodeVIC dans la partie suivante.42 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUE4.6 Équation de Navier-Stokes en formulation vorti
ité : mé-thode hybride parti
ules/grillePrin
ipeDans l'obje
tif de pallier les di�
ultés induites par l'utilisation de parti
ules dansla résolution des équations de Navier-Stokes en formulation vorti
ité, la méthodedes Vortex In Cell (VIC) (pour � vortex en 
ellule �) propose une alternative trèsintéressante tout aussi bien en temps de 
al
ul qu'en gain de pré
ision dans lasolution re
her
hée. Cette méthode 
onsiste en l'utilisation 
onjointe de parti
uleset d'une grille eulérienne en béné�
iant des avatanges des deux représentations. Lagrille sous-ja
ente aux parti
ules permet de :� 
al
uler les vitesses des parti
ules de manière rapide par l'utilisation de solveurse�
a
es,� 
onserver une répartition uniforme des parti
ules de vorti
ité par une méthodede remaillage,� et éventuellement de simpli�er le 
al
ul des termes de di�usion et d'étirement.Sur 
e prin
ipe, un algorithme simple est utilisé pour résoudre l'équation de 
onser-vation de vorti
ité à 
haque pas de temps.AlgorithmeL'algorithme basé sur la méthode VIC permet de 
al
uler l'évolution de la vor-ti
ité en 
haque parti
ule tout en 
onservant une distribution 
onvenable des par-ti
ules. Je propose au le
teur de suivre en parallèle de 
haque étape le s
héma 1.7fournissant un support visuel à la 
ompréhension de l'algorithme. Soit, à un instant
t, un ensemble de parti
ules situées aux positions xp(t) = xnp , portant une vorti
ité
ω(xp, t) = ωnp . Pour 
al
uler la vorti
ité ω(xn+1

p , t + δt) = ωn+1
p . au pas de tempssuivant, une itération de l'algorithme est la suivante :1. Cal
ul de la vitesse un sur la grille à partir de ωn.2. Cal
ul de l'étirement sur la grille (en fon
tion de ωn et un).3. Interpolation de la vitesse et de l'étirement sur les parti
ules.4. Adve
tion des parti
ules et intégration du terme d'étirement→ xn+1

p et ωn+1/2
p .5. Remaillage : 
réation de nouvelles parti
ules basées sur la grille.6. Di�usion sur la grille : ωn+1/2 → ωn+1 et don
 ωn+1

p .Il est important de noter qu'i
i est utilisée une méthode dite de splitting (dé
ompo-sition, ou fra
tionnaire en français) de l'équation de Navier-Stokes, similairement àla résolution des équations de Navier-Stokes en formulation vitesse-Eulerien par laméthode de Chorin, qui 
onsiste i
i à 
al
uler les termes d'adve
tion et d'étirement(étapes 2 et 4) séparément du terme de di�usion (étape 6). La notation ωn+1/2 
or-respond à la valeur intermédiaire de la vorti
ité à la � demi itération �de la méthodede splitting.. Le s
héma 1.7 présente une illustration des di�érentes étapes de l'al-gorithme. Je détaille dans les parties suivantes les étapes prin
ipales de l'algorithmedans un ordre fa
ilitant la 
ompréhension.4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 43
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(a) Initilisation. (b) Cal
ul de la vitesse et del'étirement.
(
) Interpolation. (d) Adve
tion et intégrationde l'étirement.
(e) Remaillage. (f) Di�usion.Fig. 1.7 � Algorithme utilisé pour la méthode des Vortex-In-Cells, 
oupe 2D. Les
er
les rouges représentent la vorti
ité sur la grille, les ronds verts la vorti
ité portéepar les parti
ules. Dans la phase de remaillage, des parti
ules ne sont 
réées quepour une vorti
ité assez grande. Il apparaît 
lairement l'intérêt de l'utilisation desparti
ules ave
 la lo
alisation des 
al
uls pour l'adve
tion.Il est important de noter 
es quelques points : il est possible d'utiliser une mé-thode purement parti
ulaire de type PSE pour le 
al
ul de la di�usion, notammentsi le remaillage n'est pas e�e
tué à 
haque pas de temps. Les s
hémas PSE peuventêtre adaptés sur une grille a�n de béné�
ier d'une plus grande rapidité de 
al
ul,
omme nous le verrons par la suite. Dans 
e 
as parti
ulier, la méthode PSE peutêtre vue 
omme une méthode de di�éren
es �nies. Un des avantages de traiter la44 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEdi�usion sur la grille est qu'il est possible de la résoudre de manière impli
ite, 
e quipermet de ne pas 
ontraindre le pas de temps pour des vis
osités importantes.RemaillageComme je l'ai expliqué dans la partie 4.2, résoudre les équations de Navier-Stokes dans une des
ription Lagrangienne peut entrainer plusieurs désavantages,notamment la déformation du maillage transporté par le �uide peut entrainer defortes distortions. Il en va de même pour les équations de Navier-Stokes en for-mulation vorti
ité 
ar les parti
ules sont transportées par le �uide. Les méthodesde remaillage permette de régulariser le maillage lorsque la déformation est tropimportante. Remailler à 
haque pas de temps permet de simpli�er grandement les
al
uls en donnant la possibilité d'e�e
tuer les 
al
uls 
oûteux sur les parti
ules enprojetant la vorti
ité sur la grille. Ainsi, le 
al
ul de la vitesse, de la di�usion et del'étirement sont e�e
tués sur la grille.Etant donné un ensemble de N parti
ules situées aux positions xp, nous souhai-tons 
réer M nouvelles parti
ules en de nouveaux points de l'espa
e yp (basés sur lagrille eulérienne) en 
onservant la vorti
ité globale. Pour 
ela, nous nous basons surl'équation 1.26 dé�nissant le 
hamp de vorti
ité en 
haque point de l'espa
e. Utiliserdire
tement 
ette équation pour 
al
uler la vorti
ité ω̃(yp) possède deux désavan-tages. Tout d'abord 
e 
al
ul a un 
oût algorithmique en O(NM) 
ar pour 
haquenouvelle parti
ule il faut e�e
tuer N sommes. Deuxièmement, 
ette formulation nepermet pas de dé
ider aisément de l'endroit où 
réer les nouvelles parti
ules tellesque la vorti
ité soit 
orre
tement 
onservée.L'utilisation d'une grille sous-ja
ente aux parti
ules possède deux intérêts : larépartition uniforme des nouvelles parti
ules est assurée 
ar elles seront basées surles noeuds de la grille Eulerienne et il est fa
ile de savoir à quel endroit 
elles-
idoivent être 
réées. En e�et, nous avons dé�ni les parti
ules de vorti
ités 
ommepossédant un support de taille ε (de l'ordre de h, la distan
e entre deux points degrille), il est ainsi possible de dé�nir une approximation de la fon
tion 
uto� pourlo
aliser la vorti
ité autour de la position de la parti
ule, la lo
alisation étant dequelques points de grille autour de la position de l'an
ienne parti
ule.Une fon
tion d'interpolation à support limité est don
 utilisée pour � distribuer�la totalité de la vorti
ité d'une parti
ule sur un ensemble de nouvelles parti
ules.Le 
hoix de la fon
tion d'interpolation doit être rigoureusement e�e
tué dans le butde 
onserver les propriétés dynamiques du �uide. Il existe plusieurs fon
tions d'in-terpolations utilisées dans les méthodes vortex, pour ne pas sur
harger le manus
rit,je les présenterai dans le 
hapitre 4 dans lequel je détaille le s
héma prin
ipal quej'ai utilisé au 
ours de ma thèse.Di�usionAprès l'étape de remaillage, de nouvelles parti
ules ont été 
réées basées surles noeuds d'une grille eulérienne. L'étape suivante de di�usion peut maintenant4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 45
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omparaison de la méthode sur les parti
ules) via l'utilisation deméthodes existantes de résolution d'équations de di�usion ou bien par une approxi-mation de l'équation 1.31.L'opération de splitting de l'équation de vorti
ité 
onsiste à résoudre séparément ladi�usion du reste de la partie droite de l'équation de vorti
ité qui est présentée dansles pro
haines parties. La partie di�usion de la méthode de splitting se résume don
à résoudre :
∂ ω

∂t
= ν∆ω,sur la grille ou sur les parti
ules. Sur la grille, il est possible de résoudre 
etteéquation de manière expli
ite :

ωn+1 = ωn+1/2 + δtν∆ωn+1/2(où rappelons que ωn+1/2 est la vorti
ité issue de la première partie du splitting) oubien impli
ite :
ωn+1 = ωn+1/2 + δtν∆ωn+1de manière similaire à 
e qui a été présenté dans la dis
ussion sur la di�usion de lavitesse.Il est aussi envisageable d'appliquer une méthode de type PSE en tirant avantagede la présen
e de la vorti
ité sur la grille. Comme les parti
ules sont réparties unifor-mément sur 
elle-
i, il est possible d'a

élérer le 
al
ul des méthodes PSE (de 
oûtalgorithmique O(N2)) en utilisant un noyau ηε adapté. En e�et, le support du noyauétant limité en fon
tion de l'épaisseur ε, une approximation permet de ne di�user lavorti
ité que dans un pro
he voisinage, de l'ordre de ε, autour d'une parti
ule. Parexemple, on peut 
onsidérer le voisinage dire
t � 
'est-à-dire à une distan
e de h�d'une parti
ule, soit 26 parti
ules en 3D, et appliquer ainsi l'opérateur de di�usionen 
haque parti
ule pour un 
oût minimal en O(N).Il est important de noter que la première (équation de la 
haleur en expli
ite) ettroisième méthode (PSE) sont 
ontraints par une 
ondition de stabilité sur pas detemps : δt ≤ h2/ν, alors que le traitement impli
ite de la di�usion ne possède pas
ette 
ontrainte. Malheureusement, le 
oût de résolution de l'équation impli
ite estbeau
oup plus élevé qu'en expli
ite 
ar la méthode revient à inverser une matri
e(éparse) de tailleM2 oùM est le nombre de points de grille au total. C'est pourquoipour des valeur de vis
osités ν faibles, l'utilisation de la méthode PSE est plus per-formante que les deux autres méthodes 
ar elle est moins 
oûteuse que la méthodeexpli
ite sur la grille, parti
ulièrement lorsque le nombre de parti
ules est faible en
omparaison du nombre de points de grille.Cal
ul de la vitesseSur la grille, le 
al
ul de la vitesse peut être e�e
tué rapidement à l'aide dela fon
tion 
ourant, en évitant d'utiliser un algorithme de 
oût quadratique surles parti
ules. Il su�t pour 
e faire de résoudre l'équation de Poisson 1.16 sur lafon
tion 
ourant ψ. Un solveur de type FishPa
k permet de résoudre rapidement46 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS
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ette équation ave
 des 
onditions aux bords adaptées aux 
onditions limites désiréespour le �uide (je reviendrai sur 
e problème dans une des sous parties suivantes).Une fois la fon
tion 
ourant obtenue, il 
onvient de 
al
uler la vitesse u grâ
e àl'équation 1.15 et à l'aide de s
hémas de di�éren
es �nies sur la grille. Ainsi lavitesse est 
onnue en 
haque point de dis
rétisation de l'espa
e o

upé par le �uide,
e qui nous permet pour la suite de 
al
uler l'étirement et d'attribuer à 
haqueparti
ule de vorti
ité la vitesse du point de grille sur lequel elle � repose �à la suitedu remaillage.Le le
teur pourra soulever le fait que par 
ette méthode, la vitesse est 
al
ulée entous les points du maillage, 
e qui n'est pas né
essaire dans une formulation vorti
ité-parti
ules. Deux éléments importants permettent de répondre à 
ette obje
tion :� le 
oût de la résolution numérique des équation 1.16 et 1.15 est beau
oup plusfaible sur une grille (O(NlogN)) que la résolution de l'équation de Biot-Savartsur les parti
ules (O(N2)) lorsque le nombre de parti
ules devient importantdans le domaine de 
al
ul, 
e qui est fréquent lors de la simulation d'é
oule-ments turbulents,� nous verrons par la suite que la vitesse dans tout le domaine est très souvent né-
essaire dans les appli
ations qui nous intéressent (intera
tions �uides/gaz/solides)
ar des équations de transport � de densité et d'interfa
e par exemple, 
f
hapitre 2 � 
omplémentent l'équation sur la vorti
ité, la lo
alisation desgrandeurs à transporter n'étant pas né
essairement la même.C'est pour 
es raisons que la méthode VIC est aujourd'hui fréquemment adoptéedans la résolution des équations de Navier-Stokes en formulation vorti
ité.ÉtirementNous pouvons aussi pro�ter de l'avantage de la grille Eulerienne sous-ja
ente auxparti
ules pour 
al
uler l'étirement de manière e�
a
e. Pour 
e faire, nous optonspour un s
héma sur la grille dans lequel nous 
onsidérons l'étirement sous sa forme
onservative :
∇ · (ω ⊗ u) = (ω · ∇)u + u∇ · ωIl est important d'utiliser un s
héma 
onservatif 
ar en pratique la solénoïdalité dela vorti
ité n'est pas assurée numériquement. Ainsi le terme d'étirement est 
al
ulésimplement par di�éren
es �nies sur la grille, 
e qui réduit d'autant plus le 
oût du
al
ul.Conditions aux bordsComme je l'ai présenté dans la partie 
on
ernant la méthode vortex par parti-
ule (
f. 4.5), les 
onditions aux bords de type no-slip pour la vorti
ité sont plus
omplexes que dans une formulation vitesse et né
essite d'être traitées ave
 grandsoin. La méthode des Vortex-In-Cells permet de simpli�er la prise en 
ompte de 
es
onditions aux bords pour le 
al
ul de la vitesse. En e�et, il est possible de traitertrès naturellement la périodi
ité dans une grille Eulerienne via un solveur adapté4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 47



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUE(par transformée de Fourier par exemple) pour résoudre l'équation de Poisson sur
ψ. Con
ernant les 
onditions aux bords de type no-slip, la tâ
he est plus ardue : iln'est pas possible d'imposer dire
tement 
ette 
ondition via la vorti
ité et la fon
tion
ourant ; l'utilisation d'algorithmes de type �ux de vorti
ité est à envisager dans 
e
as.Cependant, il est aisé d'imposer des 
onditions de glissement et non pénétrationde type no-through par simple dérivation de la fon
tion 
ourant. Plaçons nous dansle 
as d'une paroie statique en z = 0 et dans un domaine où le �uide évolue dans ledemi espa
e x ∈ {(x, y, z) | z > 0}. E�e
tivement, pour obtenir une vitesse normalenulle au bord

u · n|∂Ω = 0
'est-à-dire u3 = 0, il su�t de reprendre la dé�nition de la vitesse grâ
e à la fon
tion
ourant : u = ∇× ψ et d'en extraire la troisième 
omposante :
u3 =

∂ ψ2

∂x
− ∂ ψ1

∂y
= 0.Ainsi, une solution simple 
onsiste à prendre une valeur 
onstante pour les premièreset deuxièmes 
omposantes de la fon
tion 
ourant sur le bord z = 0, l'équation pré-
édente est satisfaite. Nous pouvons prendre les 
onditions de Diri
hlet homogènes

ψ1 = ψ2 = 0 
ar la fon
tion 
ourant peut être dé�nie à une 
onstante près, pourla raison que nous en prenons le rotationnel a�n d'obtenir u. Il est né
essaire defournir la 
ondition au bord pour la troisième 
omposante de la fon
tion 
ourant,orthogonale à la paroie. Je rappelle i
i que la fon
tion 
ourant doit être solénoïdale :
∇ · ψ = ∂ ψ1

∂x
+ ∂ ψ2

∂y
+ ∂ ψ3

∂z
= 0, nous pouvons don
 en déduire qu'ave
 les 
onditionspré
édemment imposées, la variation de la 
omposante tangeante de ψ sur la paroiedoit être nulle, ie. ∂ ψ3

∂z
= 0 qui nous fournit une 
ondition de Neumann homogène
omplétant ainsi le système.LimitationsNous venons de voir que la méthode hybride des VIC ave
 remaillage permet ungain sur le temps de 
al
ul non négligeable pour le 
al
ul de la vitesse, entre autre.Cependant, en 
omparaison des méthodes en formulation où la proje
tion de lavitesse pour assurer l'in
ompressibilité demande la résolution d'une unique équationde Poisson, en 3D 
ette méthode vortex demande la résolution de trois équations dePoisson pour la fon
tion 
ourant. D'un autre 
�té, elle permet de traiter de manièresimple l'équation de transport de la vorti
ité par la méthode parti
ulaire, et, du faitde la lo
alisation des tourbillons, les 
al
uls sont fo
alisés là où se trouve la vorti
ité.La résolution des équations en formulation vitesse né
essite quant à elle des 
al
uls en
haque point de grille, pouvant ainsi a

umuler des erreurs numériques aux endroitsoù la méthode vortex n'en 
ommettra pas du fait de l'absen
e de parti
ules.Les 
onditions aux bords sont, en méthode vortex, un problème 
omplexe en
orelargement étudié. Nous verrons dans le 
hapitre 5 la méthode que je propose dans lebut de palier 
es di�
ultés pour la prise en 
ompte des intera
tions entre un �uideet des obsta
les �xes ou soumis aux for
es hydrodynamiques.48 4. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS
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om-pressibles en synthèse d'imagesJe présente dans 
ette partie quelques exemples 
hoisis de méthodes pour lasimulation de �uides dans le 
adre de la synthèse d'images. Cet aperçu des méthodesexistantes n'est pas destinée à être exhaustif, pour une bibliographie plus 
omplète, lele
teur pourra 
onsulter la thèse [Gén06℄ proposant un état de l'art plus 
omplet desméthodes développées. J'ai 
hoisi les arti
les suivants pour leur appro
he voisine de
elle que j'ai adoptée dans ma thèse, une méthode hybride Eulerienne-Lagrangiennepar parti
ules de vorti
ité.5.1 Formulation vitesseStable Fluids : un méthode rapide et stableEn 1999, Jos Stam [Sta99℄ est le premier à proposer une méthode rapide etstable pour le 
al
ul 2D et 3D des équations de Navier-Stokes. La te
hnique estbasée sur une implémentation rapide de la proje
tion de la vitesse du �uide, parl'implémentation d'un algorithme de transformée de Fourier rapide. La stabilité dela résolution des équations est assurée par la méthode des 
ara
téristiques (ou semi-Lagrangienne) pour le 
al
ul du terme non linéaire de l'équation de 
onservation demouvement. Ainsi, les résultats obtenus dans 
et arti
le ont été les premiers à o�rirun réalisme important pour un temps de 
al
ul intera
tif, pour des dis
rétisationspouvant atteindre 303 points de grille. La �gure 1.8 montre des images de simulationsde fumée proposées par l'auteur. La méthode des 
ara
téristiques est aujourd'huia

eptée, en synthèse d'images, 
omme une avan
ée majeure dans le domaine del'animation de �uide ; elle est toujours utilisée dans les arti
les a
tuels. Par 
ontre,l'interpolation du 
hamp de vitesse lors de la phase semi-Lagrangienne induit unlissage du 
hamp de vitesse. En 
omparaison, une méthode purement parti
ulaire nesou�re pas de 
es erreurs réduisant l'aspe
t turbulent d'un é
oulement 
ar l'équationde transport y est résolue dire
tement sur les parti
ules.

Fig. 1.8 � Simulation stable et e�
a
e de fumée par la méthode Stable Fluids en1999. Images extraites de [Sta99℄.5. MÉTHODES POUR LA SIMULATION DE FLUIDES INCOMPRESSIBLES ENSYNTHÈSE D'IMAGES 49
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ules de vorti
itéDans l'arti
le [SRF05℄, Selle et al. proposent d'utiliser une méthode hybride où,en plus du 
al
ul des vitesses sur une grille, sont ajoutées des parti
ules de vorti
itéinteragissant. Les auteurs argumentent que la méthode semi-Lagrangienne pour le
al
ul de la 
onve
tion induit une perte de la turbulen
e aux petites é
helles. Ilsproposent ainsi de � ré
upérer �
es perturbations via l'introdu
tion de parti
ulesde vorti
ité lo
alisées, 
omme une for
e extérieure à l'équation de 
onservation dumouvement. La for
e ajoutée à la vitesse est f = εhN × ω où ε est un paramètrede 
ontr�le de l'intensité du vortex, h le pas d'espa
e, N = ∇|ω|/| ∇|ω| | et ω est lavorti
ité portée par la parti
ule. L'équation de 
onservation du mouvement est alorsrésolue sur la grille pour la vitesse et en formulation vorti
ité sur les parti
ules, puis,à 
haque itération, la vorti
ité est reintroduite dans le �uide.Cette solution ad ho
 s'éloigne énormément du 
omportement physique réel du�uide et introduit un 
ouplage in
orre
t entre vitesse et vorti
ité, qui n'a pas lieud'être. De plus, la stabilité de la méthode n'est pas assurée et 
'est à l'animateurde 
hoisir des paramètres adaptés a�n de minimiser les erreurs introduites par laméthode tout en lui permettant d'obtenir un résultat plus turbulent lo
alementau niveau des parti
ules. Les détails sur la répartition et l'initialisation de 
elles-
ine sont pas donnés. Les résultats obtenus ave
 
ette méthode montre néanmoinsque les auteurs réussissent à � redynamiser �l'é
oulement du �uide, 
e qui est un
ritère important en synthèse d'images. Je montre dans la �gure 1.9 des images desimulation de fumée issues de l'arti
le [SRF05℄ ; leur méthode a été aussi appliquéesur la simulation de �uides à deux phases.La méthode que j'ai adoptée dans ma thèse, basée sur une formulation purementvortex de l'équation de Navier-Stokes, est quant à elle physiquement 
orre
te etdonne des résultats aussi 
onvain
ants ave
 une résolution purement parti
ulaire oubien hybride, 
omme nous le verrons dans le 
hapitre 4.

Fig. 1.9 � Évolution d'un nuage de fumée par la méthodes de Selle et al. . Lasimulation est 
al
ulée dans une boîte de taille 180× 260× 180 ave
 6000 parti
ulesde vorti
ité pour ajouter de la turbulen
e. Image tirée de [SRF05℄.50 5. MÉTHODES POUR LA SIMULATION DE FLUIDES INCOMPRESSIBLES ENSYNTHÈSE D'IMAGES



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUE5.2 Méthode de type ALE et maillages dynamiquesDans leurs arti
les [FOC+05, KFCO06℄, Klingner, Feldman et al. adoptent le
hoix d'une méthode de type ALE pour la simulation d'intera
tions entre �uideset solides rigides et déformables. L'espa
e o

upé par le �uide est maillé en 3Dpar des tétraèdres, en pro�tant de mailleurs 3D rapides (
f. [ACSYD05℄) qu'ilsutilisent à 
haque pas de temps a�n de 
réer un nouveau maillage en évitant lesproblèmes pouvant apparaître en utilisant une stru
ture statique � mais dont lespoints bougent � pouvant entrainer des in
ohéren
es et une mauvaise dis
rétisationlors de grandes déformations. Le maillage est adapté, i
i ra�né, en fon
tion de
ertains 
ritères : distan
e aux di�érentes surfa
es (liquide-gaz, �uide-solide) où sontné
essaires une plus grande pré
ision ou la turbulen
e par exemple.Les opérateurs dis
rets sont dé�nis à l'intérieur des 
ellules tétraédriques (seréférer à l'arti
le [KFCO06℄ pour plus de détails) et la 
onve
tion est traîtée parune méthode de type semi-Lagrangienne (
f. 4.3), mais d'une manière parti
ulière :les vitesses ne sont pas interpolées sur les noeuds du maillage entre un pas de tempset le suivant mais sont dire
tement obtenues via la méthode semi-Lagrangienne.Soient Mn et Mn+1 lest maillages au temps nδt et (n + 1)δt respe
tivement, sur lemaillage Mn sont sto
kées les vitesses un. L'idée première 
onsisterait à interpolerles valeurs un sur le maillage Mn+1 et de résoudre l'équation de Navier-Stokes àpartir de 
ette solution. Les auteurs utilisent plut�t la phase de traîtement du terme
onve
tif a�n d'éviter d'e�e
tuer 
ette opération, ainsi l'étape semi-Lagrangienneest e�e
tuée dire
tement sur le maillage pré
édent à partir des positions xn+1 desnoeuds du maillage au temps (n + 1)δt ; la �gure 1.10 montre une représentationgraphique de la méthode.
x(t)

x
′

x(t)

Fig. 1.10 � Maillage dynamique et traitement de la 
onve
tion : la vitesse au niveaudu point x au temps t dans le nouveau maillage (�gure de gau
he) est la vitesse situéeau point x′ interpolée dans le maillage pré
édent (�gure de droite). La méthode des
ara
téristiques est adoptée pour obtenir x′ = s(x(t), t).Les auteurs soutiennent que 
ette méthode n'introduit pas de lissage supplémen-taire du fait qu'ils ne projètent pas la vitesse sur le maillage au pas temps suivant.Néanmoins, le fait d'interpoler la vitesse à l'intérieur du maillage pré
édent � dufait de la non 
on
ordan
e des sommets du maillage � introduit indubitablementun lissage supplémentaire à la phase semi-Lagrangienne.5. MÉTHODES POUR LA SIMULATION DE FLUIDES INCOMPRESSIBLES ENSYNTHÈSE D'IMAGES 51



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUELa di�
ulté prin
ipale de 
ette formulation de type ALE basée sur des tétraèdresest d'obtenir et 
onserver une dis
rétisation 
orre
te du domaine de simulation, pro-blème 
omplexe, notamment lors de la présen
e de paroies en intera
tion ave
 le�uide. La tâ
he est d'autant plus ardue que la forme des bords est arbitraire si onveut intégrer par exemple des solides de forme quel
onque. A�n de 
oller au mieuxà 
eux-
i, les auteurs projètent les noeuds du maillage du �uide sur les bords, 
equi peut entrainer des problèmes de dis
rétisation : trous ou 
hevau
hement deséléments ; 
e sou
i peut alors rendre in
orre
te la résolution des équations. De plus,le fait que le maillage soit généré de manière dynamique à 
haque pas de tempsrend di�
ile toute étude pré
ise des s
hémas numériques, point non adressé par lesauteurs. Néanmoins, les résultats obtenus par 
ette méthode sont 
onvain
ants, prin-
ipalement du fait de l'adaptativité du maillage plus pré
is aux endroits de fortesturbulen
es, mais que le 
oût de 
al
ul né
essaire est important, de l'ordre de laminute pour 100.000 éléments, soit l'équivalent d'une grille régulière de taille 473 ;nous verrons aux 
hapitres 4 et 5 que par une méthode hybride de Vortex In Cell,nous pouvons obtenir des temps de 
al
ul beau
oup plus attrayants pour une qualitétout aussi intéressante.Je reviendrai sur 
ette méthode dans le troisième 
hapitre 
ar dans 
es arti
les estaussi proposée une te
hnique pour l'intera
tion du �uide ave
 des obsta
les solidesou déformables.5.3 Formulation vitesse par méthode parti
ulaireL'animation de �uides en synthèse d'images s'est toujours beau
oup intéresséeà la représentation parti
ulaire du �uide. E�e
tivement, 
ette représentation, oùles parti
ules peuvent être 
onsidérées 
omme des bouts de matière, apparaît trèsnaturelle et simple à manipuler que lorsque les quantités sont dis
rétisées sur unegrille. De plus, 
omme les parti
ules peuvent être aisément 
on
entrées spatialementaux endroits de grande importan
e : visuellement au niveau d'une interfa
e entreliquide et gaz par exemple. Même si numériquement 
ette non uniformité de ladis
rétisation peut poser des problèmes, elle est un atout pour l'animation de parson intuitivité.Mais, 
omme nous le verrons, 
ette représentation ne permet pas de résoudreexa
tement la 
ontrainte d'in
ompressibilité qui est une des propriétés les plus im-portantes des �uides usuels. Dans 
es formulations basées sur la vitesse, il est im-portant de dis
rétiser la totalité du domaine o

upé par le(s) �uides � même si enpratique, dans le 
adre de �uides à deux phases, seulement les liquides sont dis
réti-sés � et, malgré la possibilité d'adaptativité spatiale des parti
ules (
f. [APKG07℄,par exemple), 
e
i peut rendre le 
oût des 
al
uls important. En 
omparaison, lesméthodes vortex par parti
ules permettent d'impli
itement résoudre la 
ontrainted'in
ompressibilité tout en fo
alisant la présen
e des points de dis
rétisation là oùil est le plus important : à l'interfa
e entre deux �uides et aux endroits de forteturbulen
e.52 5. MÉTHODES POUR LA SIMULATION DE FLUIDES INCOMPRESSIBLES ENSYNTHÈSE D'IMAGES



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUESmoothed Parti
le Hydrodynami
sDans la famille des méthodes de résolution des équations de Navier-Stokes parparti
ule, les Smoothed Parti
le Hydrodynami
s (SPH) ont toujours été très at-trayantes en synthèse d'images. En e�et, elles permettent de simuler simplementdes milieux très déformables, tels que les liquides, tout en proposant une représen-tation par parti
ules fa
iles à manipuler, sans se 
ontraindre à une dis
rétisationrégulière de l'espa
e par une grille. Cette méthode a permis d'obtenir des anima-tions réalistes de �uides en intera
tion ave
 divers objets, où, la plupart du temps,sont 
onsidérées des for
es de répulsion entre les paroies des solides rigides ou dé-formables. Ces for
es s'intègrent naturellement dans des modèles traditionnels pourl'animations de solides, 
e qui en fait un avantage important.Les premiers travaux notables en SPH dans le domaine de l'animation [DG96,SAC+99℄ ont permis l'animation rapide de milieux visqueux et de �uides, en pro�tantd'une représentation impli
ite de la surfa
e d'un liquide portée par les parti
ules �je reviendrai plus en détails sur la notion d'interfa
e entre deux phases dans le
hapitre suivant.Reprise dans les travaux ré
ents [MCG03,MSKG05, CBP05, APKG07℄, la mé-thode de base permet de résoudre l'équation de Navier-Stokes in
ompressible enévaluant le gradient de pression sur les parti
ules a�n de les dépla
er pour appro
herla 
ontrainte d'in
ompressibilité. Ce
i est e�e
tué par le biais d'une for
e ajoutéeaux parti
ules, en fon
tion de la variation lo
ale de densité obtenue par le 
hamplissé de la densité ρ̃ dé
rit par les parti
ules :
ρ̃(x) =

∑

j

mjW (x− xj , h) (1.32)où mj représente la masse de la parti
ule j et W (x − xj, h) représente le noyaud'interpolation de support h. Dans le 
as d'un �uide in
ompressible, 
ette densitédoit rester 
onstante en 
haque point du �uide. D'après [DG96,MCG03, CBP05,APKG07℄, la masse d'une parti
ule étant 
onstante, la variation de pression due àl'in
ompressibilité peut se 
al
uler par :
fpressure = −∇p(xi) = −

∑

j

mj
pj
ρj
W (xi − xj , h) (1.33)où la pression p en 
haque parti
ule est données par

p(xi) = k (ρ(xi)− ρ0) ≃ k (ρ̃(xi)− ρ0)où ρ0 est la densité de la parti
ule au temps t = 0 et k un 
oe�
ient dépendant de lanature du gaz. Une version symétrisée de 
ette équation est proposée dans [MCG03℄.En pratique, intégrer l'équation 1.33 dans un s
héma d'Euler traditionnel pour faireavan
er les parti
ules, ne permet pas d'assurer l'in
ompressibilité ; une méthode derelaxation est don
 appliquée a�n de repositionner les parti
ules et minimiser la
ompression. Ces méthodes permettent d'approximer la 
ontrainte d'in
ompressibi-lité, mais elles sont loin d'y parvenir de manière aussi pré
ise qu'ave
 les méthodes5. MÉTHODES POUR LA SIMULATION DE FLUIDES INCOMPRESSIBLES ENSYNTHÈSE D'IMAGES 53



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEtraditionnelles sur grille, et demandent un e�ort de 
al
ul supplémentaire via desalgorithmes 
oûteux d'é
hange parti
ulaire en O(N2). De plus, l'argument statuantque la masse mj = ρjvj d'une parti
ule est 
onstante est erroné puisque la densitéest le volume sont soumis aux équations de transport en �uide 
ompressible :
∂ ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ = −ρ∇ · u et ∂ v

∂t
+ (u · ∇)v = −v∇ · u,
ar en pratique ∇·u n'est pas nul, 
e qui peut poser des problèmes supplémentairesnumériquement.D'autre part, l'in�uen
e de parti
ules éloignées est négligée dans la résolutiondes équations. Ce
i permet, par un dé
oupage e�
a
e de l'espa
e, de réduire dras-tiquement le 
oût des 
al
uls, tout en en réduisant la qualité.Les méthodes SPH dé�nies dans 
es arti
les sont des alternatives aux méthodesplus traditionnelles pour la simulation de �uide, parti
ulièrement adaptées pour desproblèmes où la rapidité, l'aspe
t dynamique et visuel du �uide son prépondérants,fa
e à la pré
ision et à la 
orre
tion des équations résolues.Parti
le-Based Simulation of FluidsDans l'arti
le [PTB+03℄, Premoze et al. ont adapté la méthode des Moving Par-ti
les Semi-impli
it (MPS) [KTO96℄, similaire aux méthodes SPH et permettantd'imposer plus dire
tement la 
ontrainte d'in
ompressibilité, dans le même prin
ipeque méthode de proje
tion. La vitesse au pas de temps suivant est 
al
ulée par unalgorithme de type fra
tionnaire, où tout d'abord une vitesse violant la 
ontrainted'in
ompressibilité est 
al
ulée, sur les parti
ules :

u∗ = un +
δt

ρ
(µ∆un + ρg). (1.34)A�n de projeter 
e 
hamp de vitesse sur un 
hamp à divergen
e nulle, les auteursrésolvent l'équation

〈∆p〉i = − ρ
δt

〈n∗〉i − n0

n0
, (1.35)où n0 est la densité de parti
ules initiale, et

〈n∗〉i =
∑

j 6=i

W (xj − xi)est la densité de parti
ules autour de la parti
ule i après adve
tion par la vitesse u∗.L'équation 1.35 est issue de la 
ontrainte d'in
ompressibilité é
rite sous la forme :
〈∇ · u〉 =

1

δt

〈n∗〉i − n0

n0

.Une fois la pression obtenue, 
elle-
i vient 
orriger la vitesse :
un+1 = u∗ − δt

ρ
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CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUELe 
al
ul de la pression en 
haque parti
ule né
essite l'inversion d'une matri
e 
reuseet symétrique, ressemblant à 
elle utilisée en di�éren
es �nies pour le même pro-blème.La méthode utilisée est une bonne alternative aux méthodes proposées pré
é-demment pour les formulations SPH, 
ar elle permet d'imposer plus proprement la
ontrainte d'in
ompressibilité. Néanmoins elle sou�re de deux désavantages impor-tants : l'absen
e de 
ontr�le dire
t sur la position des parti
ules peut amener à unemauvaise distribution de 
elle-
i au 
ours du temps, et né
essiterait une méthode detype remaillage a�n de palier 
e problème. Se
ondement, 
ette formulation vitessené
essite tout de même une importante dis
rétisation de l'espa
e a�n d'appro
her aumieux le 
hamp de vitesse � même en l'absen
e de turbulen
es � et, à la di�éren
edes méthodes vortex où la vorti
ité est lo
alisée, la vitesse est présente partout.5.4 Méthodes de vortexEn synthèse d'images, la vorti
ité 
omme brique de base pour la simulationde �uides a rarement été 
onsidérée. Souvent mise de 
�té du fait de l'apparente
omplexité de la résolution des équations, prin
ipalement pour le 
al
ul de la vitesse,
ette formulation a tout de même été introduite dans le domaine par Gamito etal. [GLG95℄ dès 1995. Leur arti
le présente une méthode pour la simulation de fuméeen 2D par la résolution de l'équation de 
onservation de la vorti
ité sur une grilleEulerienne. Je m'intéresse i
i plus parti
ulièrement aux deux arti
les ré
emmentpubliés pour la simulation de gaz par méthodes vortex.Filaments de vorti
itéAngelidis et al. [AN05℄ proposent dans leur arti
le d'utiliser les propriétés des�laments de vorti
ité a�n de simuler e�
a
ement le mouvement d'un gaz et sa visua-lisation par parti
ules de fumée. Ces travaux se 
on
entrent don
 parti
ulièrementsur la simulation d'anneaux de vorti
ité 1D. Physiquement, 
es �laments naissentde l'aspe
t turbulent du �uide et sont transportés par 
elui-
i. Sur 
es �laments, la
ir
ulation est 
onstante et, de plus, elle est 
onservée au 
ours du temps. Cette pro-priété est vraie dans le 
as non visqueux où la 
ir
ulation n'est pas dissipée dans sonentourage ; le 
as des gaz turbulents étudiés en synthèse d'images permet de négligerl'aspe
t visqueux a�n d'obtenir les animations les plus dynamiques possibles. Ainsi,sous la supposition que les �laments sont 
onservés au 
ours du temps, les auteursproposent une te
hnique pour 
al
uler e�
a
ement la vitesse en 
haque point del'espa
e, allant même jusqu'à adopter une des
ription multi-é
helle adaptative des�laments.Ces primitives sont alors la base d'une méthode pratique et fa
ilement manipu-lable par un animateur pour simuler en temps réel les mouvements � simples ��dans le sens que le mouvement est dé�ni par des primitives simples, 
as parti
uliersdu problème 3D plus général � d'un �uide, tout en fournissant un résultat visuel5. MÉTHODES POUR LA SIMULATION DE FLUIDES INCOMPRESSIBLES ENSYNTHÈSE D'IMAGES 55



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEintéressant et très dynamique. De sur
roît, la méthode se prête très bien à des 
ondi-tions aux bords dans un domaine non borné, 
e qui peut être intéressant dans denombreuses appli
ations, 
omme dans les jeux vidéos par exemple.

Fig. 1.11 � Exemple de simulation de fumée par �laments de vorti
ité, en tempsréel. Images extraites de [AN05℄.

Fig. 1.12 � Exemple de simulation de fumée par parti
ules de vorti
ité, en tempsréel. Images extraites de [PK05℄.Parti
ules de vorti
itéDans l'arti
le [PK05℄, Park et al. appliquent la méthode de vortex par parti-
ules aussi pour la simulation de gaz. La méthode est essentiellement telle que jel'ai expliqué en partie 4.5. Les auteurs ont utilisé une méthode de regroupementdes parti
ules a�n d'a

élerer les 
al
uls, permettant ainsi d'avoir une simulationde �uide 3D e�
a
e, même pour un nombre important de points de dis
rétisation.56 5. MÉTHODES POUR LA SIMULATION DE FLUIDES INCOMPRESSIBLES ENSYNTHÈSE D'IMAGES



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEEn 
omparaison des méthodes SPH, 
ette représentation permet de résoudre im-pli
itement la 
ontrainte d'in
ompressibilité sur la vitesse tout en ne sou�rant pasde la dissipation, due au traitement de la 
onve
tion, présente dans les méthodessur grille. Malheureusement, la répartition spatiale des parti
ules reste un problèmeimportant qui peut être palié par une méthode de remaillage.Mes travaux de thèse sont orientés autour de 
ette idée de résolution de l'équationde vorti
ité sur des parti
ules, tout en béné�
iant des avantages fournis par l'utili-sation d'une grille sous-ja
ente (méthode VIC) et d'une te
hnique de remaillage a�nde 
ontr�ler la bonne distribution des points de dis
rétisation.6 Bilan du 
hapitreNous venons de voir dans 
e 
hapitre les équations dé
rivant le mouvement d'un�uide in
ompressible, ainsi que les di�érents type de dis
rétisation pour la résolu-tion numérique de 
elles-
i. Je me suis prin
ipalement intéressé aux méthodes baséessur des grilles Euleriennes et des parti
ules Lagrangiennes. Ces dernières proposentune alternative attirante aux te
hniques sur grille 
ar, entre autre, l'équation d'ad-ve
tion est résolue impli
itement par le transport des parti
ules, réduisant ainsi la
omplexité du problème en évitant de 
al
uler expli
itement le terme non linéaire del'équation de Navier-Stokes. Les méthodes parti
ulaires 
ouplées aux te
hniques detype remaillage permettent de palier les problèmes usuellement ren
ontrés en simu-lation de �uide par parti
ule : la mauvaise répartition des points de dis
rétisationlorsque le �uide est turbulent.Les problèmes prin
ipaux ren
ontrés dans le domaine de la synthèse d'image pourla simulation de �uides sont la di�
ulté à maintenir un mouvement dynamique � le
al
ul de la 
onve
tion par la méthode semi-Lagrangienne 
ouramment usitée dissipeune partie de la vitesse importante pour les turbulen
es �, la 
omplexité et le 
oûtdes équations à résoudre. Nous avons pu voir, dans les arti
les [AN05, PK05℄, quela formulation vortex o�re aujourd'hui au domaine un point de vue di�érent et ef-�
a
e pour la résolution des équations de Navier-Stokes, pour la simulation de fumée.La formulation vortex de l'équation de Navier-Stokes possède plusieurs intérêtsimportants en 
omparaison de la formulation vitesse. Tout d'abord, la grandeurétudiée représente dire
tement les zones turbulentes du �uide, 
e qui est un 
ritèreimportant en synthèse d'images 
ar 
'est en 
es endroits que les phénomènes vi-suels (et physiques) sont les plus intéressants. Puis, l'aspe
t lo
alisé des tourbillonspermet d'utiliser une dis
rétisation moins dense du domaine tout en permettant de
al
uler la vitesse dans tout l'espa
e. par dé�nition, le 
hamp de vitesse 
al
ulé àpartir de la vorti
ité est à divergen
e nulle ; au
une proje
tion n'est né
essaire pourassurer 
ette 
ontrainte. Dans le 
as 2D, pour un �uide non visqueux, l'équationde 
onservation du tourbillon se résume au transport de 
elui-
i, 
e qui, dans unereprésentation parti
ulaire, est traité sans erreur. En 3D, en présen
e de vis
osité,l'équation 
omporte un terme d'étirement et de di�usion ; le nombre de points de6. BILAN DU CHAPITRE 57



CHAPITRE 1. MODÈLES D'ÉCOULEMENTS ET RÉSOLUTION NUMÉRIQUEdis
rétisation augmente aussi de manière 
onséquente, et ainsi, les méthodes pure-ment parti
ulaires peuvent s'avérer très 
oûteuses. Cette di�
ulté est 
ontournéepar les méthodes hybrides où la vitesse (et possiblement l'étirement et la di�usion)est 
al
ulée sur une grille Eulerienne a�n de béné�
ier d'algorithmes rapides. Dansmes travaux, 
'est la méthode des Vortex In Cell, 
ouplée ave
 une te
hnique deremaillage pré
is des parti
ules, que j'ai 
hoisi d'adapter.Dans le 
hapitre suivant, je présenterai les te
hniques 
ouramment employéespour la simulation de �uides à plusieurs phases, séparées par une frontière libre. Ceproblème est plus 
omplexe que dans le 
as d'un �uide monophasique, 
ar il demandel'adaptation de l'équation de Navier-Stokes en présen
e d'une variation de densitéet de vis
osité. Il est alors aussi né
essaire d'adve
ter 
es quantités ave
 le �uide, desméthodes de transport d'interfa
e sont alors 
ouplées à l'équation de 
onservationde la quantité de mouvement. Je propose dans le 
hapitre 4 une nouvelle manière derésoudre l'équation de 
onservation du tourbillon pour un �uide multiphasique, où lesinterfa
es sont transportées par une fon
tion level set par une méthode parti
ulaireave
 remaillage.La di�
ulté prin
ipale ren
ontrée dans les méthodes vortex est la prise en 
omptede 
onditions aux bords d'obsta
les. Il n'est pas possible d'imposer dire
tement des
onditions aux limites de type non glissement sur la vitesse, à partir du 
hamp devorti
ité. Je reviendrai sur 
e problème dans le 
hapitre 2 où je détaille la méthodetraditionnelement employée pour 
e faire. Dans le 
hapitre 5, je présenterai unete
hnique nouvelle en méthode vortex, e�
a
e et pré
ise, permettant d'imposer demanière avantageuse des 
onditions aux bords d'obsta
les et de fournir un modèlesimple pour les intera
tions �uide-stru
ture.
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Chapitre 2Modèles de �uides multiphasiquesin
ompressibles et transportd'interfa
e
1 Fluides multiphasiques1.1 Préambule/Dé�nitionNous avons étudié jusqu'à présent la dynamique et la modélisation de �uides mo-nophasiques, 
'est-à-dire à propriétés physiques � densité et vis
osité � 
onstantes.Cette étude est tout à fait valable dans le 
as de simulation d'un 
ourant dans untuyau ou de parti
ules de fumée dans l'air par exemple ; l'étude des �uides multipha-siques s'intéresse à l'intera
tion de �uides � les phases�aux propriétés di�érentes,
omme l'air et l'eau par exemple. La modélisation de �uides multiphasiques (ou bi-phasiques dans le 
as parti
ulier de deux �uides) 
onstitue un domaine largementétudié en synthèse d'images 
ar la plupart des phénomènes que l'on souhaite simulersont de 
e type.Ces �uides sont 
onsidérés 
omme immis
ibles, 
'est-à-dire qu'ils ne peuvent semélanger : au niveau mi
ros
opique les molé
ules de l'un ne viennent pas s'inter
alerentre 
elles de l'autre, au niveau ma
ros
opique la séparation entre les phases est
lairement délimitée par une interfa
e souvent visible à l'oeil nu. La simulation de�uides multiphasiques et le mouvement des interfa
es entre les �uides est un pro-blème de type surfa
e libre, où des 
onditions parti
ulières sur le saut des quantitésphysiques entre les deux phases sont imposées.Un phénomène physique très souvent observé sur les liquides est 
elui de la ten-sion de surfa
e (
f. �gure 2.1). Cette dernière est due à des for
es � prépondérantesà petites é
helles � qui tendent à minimiser l'aire de la surfa
e au 
onta
t d'autresmilieux (l'air et l'objet solide dans la �gure pré
édente) permettant ainsi la 
réationde gouttes (plus ou moins) sphériques � dé�ant les lois de la nature � ; 
'est le mêmephénomène que l'on peut observer sur les rebords d'un tube à essai : la 
apilarité.Plus généralement, le mouvement de l'interfa
e et son intégration dans les modèles59
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Fig. 2.1 � Photographie2 de gouttes d'eau sur une feuille. Leurs formes parti
ulièressont dues à la tension de surfa
e ; elles restent a

ro
hées au support. On peutobserver que les plus petites gouttes sont plus sphériques que les plus grosses, 
'estpar
e qu'elles sont moins volumineuses, leur surfa
e de 
onta
t plus petite et ainsile rapport for
e de tension de surfa
e/gravité plus faible que pour une goutte plus
onséquente.de simulation sont don
 primordiaux dans le domaine de la synthèse d'images etdemandent que l'on s'y intéresse en détail.Tout d'abord je présenterai les équations de Navier-Stokes en présen
e de plu-sieurs phases, puis je présenterai di�érentes méthodes de transport d'interfa
e ainsique les travaux e�e
tués ré
emment dans le domaine de la synthèse d'images.1.2 Équations de Navier-Stokes en densité et vis
osité va-riableSoient deux �uides f1 et f2 évoluant dans deux domaines Ω1 et Ω2 tel que Ω1 ∪
Ω2 = Ω, et de densité ρ1 et vis
osité ν1 pour f1 (resp. ρ2 et ν2 pour f2) :

ρ(x) =

{

ρ1 si x ∈ Ω1

ρ2 si x ∈ Ω2
et ν(x) =

{

ν1 si x ∈ Ω1

ν2 si x ∈ Ω2
.L'interfa
e entre les deux �uides est 
ara
térisée par la surfa
e Γ = Ω1 ∩ Ω2. Dans
haque �uide sont appliquées les équations de Navier-Stokes ave
 la 
ontrainte debord suivante : u1 = u2 sur Γ. Imposer 
ette 
ontrainte au bord dans deux simula-tions parallèles 
omplexi�erait énormément la résolution des équations, di�
ulté àlaquelle s'ajouterait la représentation de l'interfa
e entre les deux �uides.Il est possible de 
onsidérer la 
oexisten
e de deux �uides en intera
tion dans un2 
© Remo Kottonau, http ://www.�i
kr.
om/photos/rkottonau/60 1. FLUIDES MULTIPHASIQUES



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEdomaine unique Ω et de les di�éren
ier simplement par une densité et vis
osité va-riables au sein du même domaine (nous aborderons la question de la tension de sur-fa
e plus loin dans le 
hapitre). En e�et, rappelons i
i l'équation 1.9 de 
onservationdu mouvement de Navier-Stokes pour les �uides in
ompressibles monophasiques :
∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− ν∆u +

1

ρ
∇p− f = 0.Dans le 
adre des �uides multiphases, la densité ρ ainsi que vis
osité (dynamique ou
inématique, µ ou ν = µ/ρ) ne sont pas 
onstantes dans le domaine, elles dépendentdon
 de la position, suivant la dynamique du �uide présent à 
et endroit. L'équationde 
onservation de mouvement modi�ée pour une densité et vis
osité variable est :

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u−∇ · (ν∇u) +

1

ρ
∇p− f = 0 (2.1)où le terme de di�usion∇·(ν∇u) est le terme original (en 
omparaison de l'équation1.9), utilisé lorsque la vis
osité n'est pas 
onstante. En dévelopant 
e terme nousobtenons :

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− ν∆u− (∇u · ∇) ν +

1

ρ
∇p− f = 0. (2.2)Il est fa
ile de voir que nous retrouvons l'équation 1.9 lorsque ∇ν = 0. La di�éren
eprin
ipale ave
 les �uides à une seule phase est qu'i
i il est né
essaire de transporterla densité ρ via l'équation de transport 1.8 :

∂ ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ = 0. (2.3)De manière similaire on transporte ν (ou µ), bien que généralement la vis
osité soit
onstante dans un type de �uide et ainsi fa
ilement dédu
tible de la densité.Modi�
ation de la méthode de proje
tionPour résoudre l'équation par la méthode de proje
tion (
f. 4.3), il est né
essairede résoudre l'équation suivante :

1

δt
∇ · (ρu∗) = ∆p (2.4)à la pla
e de 1.23 par
e que la densité varie. Une attention parti
ulière doit êtreportée sur la régularité du 
hamp de densité 
ar de forts gradients peuvent poserdes problèmes d'instabilité pour la résolution de l'équation de Poisson.Modi�
ation de l'équation de vorti
itéL'équation de vorti
ité quant à elle se 
omplexi�e nettement 
ar, notamment, leterme de pression � réapparaît �. Rappelons i
i l'équation 1.12 de 
onservation dela vorti
ité, à vis
osité 
onstante, sous sa forme initiale :

∇×
(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− ν∆u +

1

ρ
∇p− f

)

= 0.1. FLUIDES MULTIPHASIQUES 61



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACELa simpli�
ation nous permettant de supprimer la pression n'est plus appli
able 
arle gradient de densité n'est pas nul, ainsi :
∇×

(

1

ρ
∇p

)

=
1

ρ
∇× (∇p) +∇

(

1

ρ

)

×∇p

= ∇
(

1

ρ

)

×∇p.Il en va de même pour la vis
osité :
∇× (ν∆u) = ν∆ω +∇ν ×∆u.L'équation de 
onservation de la vorti
ité s'é
rit don
 maintenant :

∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω +∇ν ×∆u−∇

(

1

ρ

)

×∇p. (2.5)Nous observons que la di�éren
e entre 
ette dernière équation et l'équation de 
onser-vation de la vorti
ité à densité 
onstante est qu'il y a 
réation de vorti
ité supplé-mentaire uniquement à la dis
ontinuité entre les phases, 
'est-à-dire lorsque ∇ρ et
∇nu sont non nuls. Cette formulation est relativement 
omplexe 
ar elle demandele 
al
ul de la pression p qui, dans les méthodes vortex, est moins évidente qu'enformulation vitesse. Pour 
e faire, il est possible d'exprimer la pression sous la formed'une équation de Poisson en prenant la divergen
e de l'équation 2.1. Le 
al
ul de
ha
un des termes de 
ette équation est loin d'être évidente 
ar elle demande denombreux 
al
uls 
on
ernant la vitesse, son gradient et son Lapla
ien. Je présentedans la partie suivante une approximation nous permettant de simpli�er l'équation2.5 dans le 
as parti
ulier de faibles variations de densité ; je propose en partie 2 unesolution pour le 
as général permettant de 
ontourner le problème du 
al
ul de lapression .1.3 Approximation de BoussinesqEn présen
e de faible variation de densité entre les deux phases d'un �uide,l'approximation de Boussinesq permet de simpli�er la di�
ulté liée au 
al
ul de lapression. Cette approximation se base sur le fait que dans le 
as de �uides à densitéquasi identique, la for
e prépondérente � en 
omparaison des autres for
es entreles deux phases � est 
elle due à la gravité : la poussée d'Ar
himède. Cette pro-priété est souvent utilisée en météorologie pour simpli�er la résolution des équations ;voyons 
omment elle est utilisée dans les équations de Navier-Stokes en formulationvorti
ité.Soit ∆ρ = ρ1−ρ2 la di�éren
e de densité (à ne pas 
onfondre ave
 le Lapla
ien).L'approximation de Boussinesq peut s'appliquer lorsque ρ′ = ∆ρ/ρ << 1 (où ρ estsoit ρ1 ou ρ2, 
omme ils sont pro
hes). L'équation de 
onservation de mouvementdevient alors :

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u = µ∆u−∇p + ρ′ g = 0 (2.6)62 1. FLUIDES MULTIPHASIQUES



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACE(en ajoutant la gravité en for
e extérieure), qui nous ramène à l'équation suivanteen formulation vorti
ité :
∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + µ∆ω +∇ρ′ × g. (2.7)Cette équation est beau
oup plus simple à résoudre 
ar il n'y a pas besoin de 
al-
uler la pression en formulation vorti
ité : 
ela nous ramène à résoudre l'équationde transport-di�usion (ave
 un terme d'étirement en 3D) augmentée d'une sour
e
omptant pour la gravité à l'interfa
e : ∇ρ′ × g. Le le
teur peut noter que, 
ommedans la formulation générale, 
ette sour
e est uniquement présente à l'endroit de lavariation de densité, 
'est-à-dire à l'interfa
e entre les deux �uides, et lorsque 
elle-
in'est pas parallèle à la gravité. Ainsi, pour des �uides strati�és en position stable(ave
 une interfa
e horizontale) il n'y a pas de 
réation de vorti
ité émanant de lafor
e gravitationnelle.1.4 Tension de surfa
eLa tension de surfa
e (ou tension super�
ielle) est une for
e intervenant à l'in-terfa
e entre deux �uides immis
ibles. L'intensité de la for
e est fon
tion des deuxmatériaux 
on
ernés, elle est environ de 7·10−2N.m−1 entre l'eau et l'air par exemple.Elle est dire
tement proportionnelle à la 
ourbure de la frontière entre les deux mi-lieux et est responsable de la forme des gouttes d'eau photographiées sur la �gure2.1 dans le 
as parti
ulier où trois phases sont en jeu : l'eau, l'air pour les deux�uides et la feuille qui est un solide.Physiquement, 
ette tension de surfa
e est liée à un saut de pression � qui estdon
 dis
ontinue � entre les deux phases du �uides, à travers l'interfa
e Γ :

[p] = σκoù [p] dénote le saut de pression à l'interfa
e, don
 dans la dire
tion de la normale à
elle-
i, σ est un 
oe�
ient physique de tension de surfa
e et κ la 
ourbure de Γ. La
ourbure (ainsi que la normale que j'utilise 
i-dessous) est entièrement dé�nie par lagéométrie de l'interfa
e et nous verrons au sein de la partie suivante 
omment ellepeut être 
al
ulée à partir de la représentation 
hoisie pour la surfa
e.Deux appro
hes 
ourantes sont employées pour prendre en 
ompte 
e phéno-mène : soit par l'intégration du saut de pression 
omme 
ondition aux bords de lafrontière libre (
f. [KAC92℄), soit par l'ajout d'un terme sour
e lo
alisé sur l'inter-fa
e. Pour la première méthode, la 
ondition aux bords doit être imposée à traversl'interfa
e et elle est intégrée dans la résolution de l'équation de Poisson 
on
ernantla pression (en formulation vitesse). L'arti
le sur la méthode Ghost Fluid [FAMO99℄que je présente un peu plus loin peut être utilisé a�n de résoudre 
e problème, 
etteméthode utilise des points fant�mes pour simuler le saut de pression dans les s
hémasde di�éren
es �nies. Une autre appro
he (
f. [MS94℄, [Pes77℄) 
onsiste à 
onsidérerla tension super�
ielle 
omme une for
e extérieure venant agir sur le �uide, et est1. FLUIDES MULTIPHASIQUES 63



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEdire
tement intégrée dans l'équation de Navier-Stokes en se
ond membre :
f = σκδ noù δ est la distribution de Dira
 non nulle sur l'interfa
e et n la normale à lasurfa
e. Il va de soit que δ est régularisée 
ar l'épaisseur physique de Γ est in�meen 
omparaison de l'é
helle de dis
rétisation utilisée pour les équations 
e qui, sans
ette régularisation, introduirait une forte dis
ontinuité.2 Transport d'interfa
e2.1 Né
essité de méthodes pour le transport d'interfa
eLa limite entre deux �uides est 
onsidérée d'un point de vue ma
ros
opique
omme une surfa
e, bien que mi
ros
opiquement des é
hanges ont lieu à la frontière.Dans le 
adre de la simulation numérique d'é
oulements et dans le domaine de lasynthèse d'images, 
es phénomènes sont 
onsidérés 
omme négligeables. Grâ
e auxéquations de transport de la densité et de la vis
osité, il est possible de lo
aliser laposition de l'interfa
e au 
ours du temps, 
elle-
i est la surfa
e séparant les deux�uides que je noterai f1 et f2 (de densité ρ1 et ρ2 respe
tivement) dans la suite dudo
ument.La densité est souvent représentée par une fon
tion 
ontinue � ave
 un gradientlisse � avant d'être dis
rétisée pour pouvoir résoudre l'équation de transport en évi-tant les problèmes d'impré
ision émergeants dans le 
as de fon
tions à fort gradient.Cette représentation induit un phénomène de di�usion (d'un point de vue spatial)de l'interfa
e. L'interfa
e n'est alors plus représentée 
omme une surfa
e � nette�mais possède une 
ertaine épaisseur évoluant durant la résolution des équations.Des méthodes appropriées de transport d'interfa
e sont utilisées, tout autanten mathématiques appliqués qu'en synthèse d'images. Ces méthodes doivent êtrepré
ises pour la 
onservation des propriétés physiques (le volume des �uides, ladensité) autant que pour la lo
alisation de l'interfa
e où se déroule les phénomènesles plus intéressants, et qui est d'une importan
e 
apitale dans le domaine de lasynthèse d'images puisque 
'est la partie du �uide la plus visible dont le mouvementdéterminera la plausibilité visuelle de l'animation. Les te
hniques de suivi d'interfa
edoivent aussi permettre de modéliser le 
omportement des �uides que nous étudions.Un des prin
ipaux aspe
ts est le 
hangement de topologie, qui apparait par exemplelorsque deux gouttes d'eau se ren
ontrent ou se séparent. Le 
ouplage du transportde l'interfa
e ave
 la simulation de �uides sous-ja
ente doit être e�e
tué de manière
ohérente 
ar 
es deux problèmes sont indisso
iables et les erreurs 
ommises surl'un sont réper
utées sur l'autre. Par exemple, un �uide dont l'in
ompressibilité estmal assurée perdra (ou gagnera) du volume et l'interfa
e se réduira (resp. grossira)au 
ours du temps ; dualement, une interfa
e transportée in
orre
tement pourraentrainer des 
ourants non désirés dans le �uide.64 2. TRANSPORT D'INTERFACE



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACELes méthodes de transport 
onsistent à représenter, à 
haque instant, la lo
ali-sation spatiale de l'interfa
e de manière expli
ite � où la position de l'interfa
e est
onnue exa
tement � ou bien de manière impli
ite lorsque l'interfa
e est une 
ourbede niveau extraite d'une fon
tion annexe transportée par le �uide. Ces méthodes sontensuite utilisées pour déduire la densité et la vis
osité du �uide à 
haque instant en
haque point de l'espa
e a�n de les intégrer dans les équations présentées dans lapartie pré
édente. Le do
ument d'Emmanuel Maitre [Mai06℄ présente un aperçu desdi�érentes méthodes existantes largement utilisées dans di�érents domaines et toutparti
ulièrement dans le 
adre de la simulation de �uides ; je m'intéresserai i
i plusparti
ulièrement aux méthodes level set qui sont l'un des outils de base utilisés pourma thèse.2.2 Deux méthodes de transportJe présente dans les sous-parties suivantes les méthodes phares utilisées en ma-thématiques appliquées et en synthèse d'images pour représenter les interfa
es. Jem'attarderai parti
ulièrement sur la méthode dite de level set ou lignes de niveauxqui fait partie des méthodes que j'ai utilisées dans ma thèse.Surfa
es paramétréesEn synthèse d'images, il est 
ommun d'utiliser un maillage pour représenterun objet en 3D. Cette représentation est très pratique 
ar elle permet de garderune représentation expli
ite de la surfa
e au 
ours du temps. Cette dernière estreprésentée par un ensemble de points liés les uns aux autres et 
e sont 
es pointsqui sont dépla
és suivant les for
es appliquées à 
ha
un d'eux.Sur le même prin
ipe il est possible de représenter l'interfa
e Γ(t) entre deux�uides de manière expli
ite par une surfa
e paramétrée par un ensemble de points
Xi(t), stru
turés en maillage, suivant une formulation Lagrangienne. Cette méthodeest appelée front tra
king ou suivi d'interfa
e en opposition aux méthodes dites de
apture d'interfa
e que je présenterai par la suite.Les points du maillage sont adve
tés par le �uide et satisfont don
 l'équationsuivante :

dXi(t)

dt
= u(Xi(t), t).Un exemple de transport d'une interfa
e grâ
e à une surfa
e paramétrée est pro-posé en �gure 2.2. Un des avantages est qu'il est possible de 
al
uler fa
ilement la
ourbure � intervenant dans les for
es de tension de surfa
e � en dérivant la pa-ramétrisation de la surfa
e.La formulation Lagrangienne permet de résoudre exa
tement l'équation de trans-port, aux erreurs numériques près, erreurs provenant de l'interpolation de la vitesse uaux points Xi. Malheureusement 
ette méthode sou�re des in
onvénients pré
édem-ment présentés 
on
ernant la résolution du transport en formulation Lagrangienne :2. TRANSPORT D'INTERFACE 65



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACE
Fig. 2.2 � Illustration d'un trans-port d'une interfa
e représentée parune surfa
e paramétrée d'un instant
t à un instant t + δt. Les �ê
hesvertes sont les vitesses en 
haquepoint Xi(t).

X1(t + δt)

X1(t)

Γ(t + δt)

Γ(t)

le maillage peut s'avérer être très déformé par le 
hamp de vitesse sous-ja
ent etainsi moins bien représenter l'interfa
e dis
rétisée entre deux points. Un deuxièmedésavantage important est que 
ette représentation ne permet pas naturellement degérer (déte
ter et 
orriger) les 
hangements de topologie apparaissant fréquementdans les é
oulements de �uides multi-phasiques. Le problème du 
hangement de to-pologie est en
ore plus di�
ile à résoudre en 3D qu'en 2D. De plus 
ette méthode nepermet pas de dé�nir aisément un 
hamp de densité lisse entre les deux milieux, par
ontre il est possible de déduire dans quel �uide un point d'une grille Eulerienne setrouve en fon
tion de l'intérieur et de l'extérieur de la surfa
e dé�nis par la normale.L'arti
le [DFG+06℄ présente un algorithme 
omplet pour le suivi d'interfa
e.Level setsLes méthodes level set ou ligne de niveaux sont aujourd'hui largement utiliséesdans la simulation de �uides en synthèse d'images 
omme en mathématiques appli-quées. Elles 
onsistent en la représentation impli
ite de l'interfa
e Γ via une fon
tionauxiliaire φ transportée par le �uide. L'interfa
e est dé�nie par 
onvention 
ommela ligne de niveaux zéro de φ :
Γ = {x |φ(x) = 0}où la normale n de l'interfa
e est dé�nie par :

n =
∇φ
|∇φ|et la 
ourbure par :

κ = ∇ · n = ∇ ·
(

∇φ
|∇φ|

)

.Les méthodes level set font partie de la famille de méthodes dites de 
aptured'interfa
e (interfa
e 
apturing en anglais), elles sont présentées en détail dans lelivre de Sethian [Set99℄. Dans 
ette famille, nous pouvons aussi noter la méthode66 2. TRANSPORT D'INTERFACE



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEdes 
hamps de phase qui 
onsiste à représenter non pas l'interfa
e mais les dif-férents milieux grâ
e à une fon
tion 
ara
téristique possédant une transition lissed'une épaisseur �xe entre les deux milieux. Cette transition représente l'interfa
e etl'équation de transport est ainsi fo
alisée à 
et endroit. Néanmoins, le 
ouplage deséquations du �uide ave
 une méthode de 
hamp de phase est plus 
omplexe qu'ave
des méthodes level set et 
ertaines propriétés intéressantes (que je détaillerai plusloin) de 
es dernières n'en sont pas dédu
tibles.La level set est un s
alaire passif transporté par le �uide, elle véri�e don
 l'équa-tion de transport :
∂ φ

∂t
+ (u · ∇)φ = 0. (2.8)La formulation Lagrangienne est parti
ulièrement adaptée à 
ette équation. Cetteéquation est un 
as parti
ulier de l'équation d'Hamilton-Ja
obi pour le transport delevel set :

∂ φ(x, t)

∂t
+ F (x, t) |∇φ(x, t)| = 0 (2.9)où F , la vitesse de variation de la level set est :

F = u · n =
1

|∇φ|(u · ∇)φ,en �tant les paramètres x et t pour plus de 
larté.La level set permet aisément de séparer les deux milieux du �uide, obtenir unefon
tion 
ara
téristique, à l'aide de la fon
tion Heaviside dis
ontinue suivante :
H(φ) =

{ 0 si φ < 01 sinondont la dérivée est la distribution Dira
 δ(φ) telle que ∫+∞
−∞ δ(y) dy = 1 et δ(φ) estnulle partout sauf en 0. Ainsi, si le �uide f1 (resp. f2) possède une quantité physique

Q1 (resp. Q2) dans un domaine Ω1 (resp. Ω2), et qu'une grandeur PΓ est portée surl'interfa
e, nous pouvons extraire de la level set les propriétés suivantes :
Ω1 = {x |φ(x, t) > 0} ,
Ω2 = {x |φ(x, t) < 0} ,

P (x) = PΓ δ(φ) et
Q(x) = H(φ(x))Q1 + (1−H(φ(x)))Q2,où 
ette dernière équation dé�ni la quantité physique Q dans tout l'espa
e. Toutefon
tion f(φ) résout l'équation de transport :

∂ f(φ)

∂t
+ (u · ∇)f(φ) = 0.En prenant Q = ρ = H(φ)ρ1 +(1−H(φ))ρ2, nous obtenons pour la densité du �uidebiphasique (l'union de f1 et f2) l'équation de 
onservation de la masse 1.8.2. TRANSPORT D'INTERFACE 67



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEComme je l'ai présenté dans la partie pré
édente, une propriété importante pourla résolution des équations est la bonne 
ontinuité des quantités. Pour éviter toutedis
ontinuité due à l'utilisation d'une fon
tion de type Heaviside, il est né
essaired'utiliser une version régularisée de 
ette dernière, notée Hε et telle que Hε(φ) →
H(φ) lorsque ε → 0. Similairement, la dérivée de la fon
tion régularisée est unefon
tion ζε régularisée telle que ζε(φ)|∇φ| → δ(φ) lorsque ε → 0. Evidemment, onsouhaite que 
e paramètre soit le plus petit possible pour se rappro
her idéalementdes équations de départ. Typiquement ε est de l'ordre de quelques points de grille :
ε ≃ h. La �gure 2.3 présente une illustration de telles fon
tions.

-0.200.20.4
0.60.811.2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
H(x)
H1
ε (x)

H2
ε (x)

(a) Fon
tions Heaviside régularisées.
-0.200.20.4
0.60.811.2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
δ1
ε(x)
δ2
ε(x)

(b) Fon
tions Dira
 régularisées.Fig. 2.3 � Exemples de fon
tions Heaviside et Dira
 régularisées pour ε = 1.La plupart du temps, la level set est dé�nie initialement 
omme une fon
tiondistan
e, ou en d'autres termes |∇φ| = 1. Cette propriété n'est pas 
onservée par letransport de la level set, pour le véri�er il su�t d'étudier la variation de la norme dugradient de φ. La fon
tion est étirée par le �uide et pour 
ette raison l'épaisseur εinitiale de l'interfa
e n'est pas 
onservée malgré le fait que le � zéro �de la fon
tion
φ soit bien transporté. Ce phénomène n'est pas désirable 
ar il entraîne la perte delo
alité de for
es qui peuvent se situer à l'interfa
e 
omme la tension de surfa
e par68 2. TRANSPORT D'INTERFACE



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEexemple.Pour pallier 
e problème, de nombreuses méthodes dites de reinitialisation (ouredistan
ing) permettent de 
onserver une fon
tion distan
e pour φ. L'idée est derésoudre l'équation d'Hamilton-Ja
obi suivante :
∂ ψ

∂σ
= Signe(ψ0)(1− |∇ψ|)ave
 pour 
ondition initialeψ0 = φ et la fon
tion Signe(y) valant−1, 0 ou +1 suivantle signe de l'argument. Cette équation 
onserve la lo
alisation de l'interfa
e, 
'est-à-dire ψ∞ = φ pour les points {x |φ(x) = 0}, et 
onverge vers une fon
tion fon
tiondistan
e pour un temps σ in�ni. L'arti
le ré
ent [GR00℄, par exemple, propose uneméthode pour résoudre 
ette EDP introduite par Sussman et al. [MS94℄ dans le
adre de �uides biphasiques.Une autre méthode largement utilisée en informatique graphique � et aujour-d'hui dans divers domaines 
omme la vision par ordinateur � est la Fast Mar
hingMethod. L'algorithme 
onsiste tout d'abord à déterminer les points de la grille Eu-lerienne les plus pro
hes de l'interfa
e, formant ainsi une bande. À partir de 
ettebande 
onsidérée 
omme �xe, une nouvelle valeur pour ψ est a�e
tée aux pointsalentours de la bande, telle que 
elle-
i soit la distan
e à l'interfa
e. En avançantde pro
he en pro
he, la solution obtenue par l'algorithme est la fon
tion distan
edésirée. La méthode originale a été proposée par J.A. Sethian dans [Set99℄.Il est remarquable que le fait de modi�er la level set par une méthode de reini-tialisation induit une erreur non négligeable dans l'équation de transport de la levelset a posteriori. En e�et, même si la position de l'interfa
e est 
onservée, les valeursde φ environnantes sont altérées et transporter la level set reinitialisée ne permettrapas d'obtenir la même interfa
e après transport que si l'opération n'avait pas eulieu. Ce
i est dû aux erreurs numériques introduites par la méthode de résolution del'équation d'adve
tion. De plus, la plupart du temps, pour la résolution des équationsde Navier-Stokes une régularisation des quantités physiques est utilisée en fon
tionde φ et ainsi le transport de 
es quantités est aussi biaisé par la reinitialisation.Dans l'arti
le [CM06a℄, Cottet et Maitre proposent une autre méthode pour ob-tenir une approximation lo
ale d'une fon
tion distan
e : le rapport entre φ et lanorme de son gradient : φ

|∇φ|
appro
he le 
omportement d'une fon
tion distan
eau voisinnage de l'interfa
e. Pour interpréter 
ette propriété intuitivement, on peutimaginer qu'en é
rasant une fon
tion distan
e 1D autour de l'interfa
e, les valeursde φ vont 
roître moins vite, la norme du gradient sera plus faible, et ainsi le rap-port des deux 
ompensera la perturbation. Cette méthode a montré des résultats
omparables (
f. [CM06a℄) aux méthodes de réinitialisation tout en possédant un
oût algorithmique négligeable par rapport à 
es dernières.Nous verrons par la suite, dans la partie 2.2 
on
ernant les membranes elastiques,ainsi que dans mes travaux en 
hapitre 5, que les informations fournies par la levelset non reinitialisée permettent de 
onserver le taux de déformation induit sur l'in-terfa
e et se trouvent très utiles pour l'intégration de solides en intera
tion ave
 le�uide ainsi que pour la gestion de 
ollisions.2. TRANSPORT D'INTERFACE 69



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEJe présenterai les méthodes prin
ipales de transport d'interfa
es gravitant autourde méthodes level sets dans la partie 3.2 
onsa
rée aux méthodes utilisées en synthèsed'images. Les méthodes level set faisant partie des briques de base utilisées lors dema thèse, je reviendrai naturellement sur le sujet dans les 
hapitres 4 et 5.3 Transport d'interfa
e et �uides multiphasiques ensynthèse d'imagesPréambuleDans 
ette partie je m'intéresse tout parti
ulièrement aux méthodes utiliséesen synthèses d'images pour le transport d'interfa
e et la simulation de �uides àplusieurs phases. Ces méthodes sont pour la plupart issues de travaux e�e
tués enmathématiques appliqués, le le
teur pourra se référer aux arti
les 
ités pour un pointde vue théorique et numérique plus poussés.3.1 Fluides multiphasiquesHistoriquement, les méthodes de simulations de �uide en synthèse d'images sesont initialement limitées à des �uides biphasiques où uniquement la vitesse duliquide (l'eau par exemple) était simulée et où la vitesse dans le gaz (l'air) n'étaitpas traitée. L'eau étant beau
oup plus dense que le gaz, le mouvement de 
e dernierétait 
onsidéré 
omme négligeable. En 
onséquen
e les 
al
uls étaient fo
alisés auniveau du liquide ainsi qu'à son interfa
e 
ar 
'est le mouvement de 
ette dernièreque l'on souhaite observer prin
ipalement. Dans 
e 
as la vitesse n'est pas dé�niepartout dans le domaine, mais uniquement sur les 
ellules 
ontenant du liquideet à l'interfa
e. Une autre raison pour 
e 
hoix provient du fait que les équationssont plus di�
iles à résoudre en présen
e de forts gradients de densité et du sautde pression au travers de l'interfa
e. Les travaux des dernières années 
onsidèrentles �uides 
omme entièrement biphasiques ou plus ré
emment multiphasiques (ave
deux phases ou plus).Je présenterai tout d'abord la méthode 
ourante nommée Markers And Cells,puis la méthode Volume Of Fluid et en�n la méthode Ghost Fluid permettant d'in-
lure des dis
ontinuités dans les grandeurs physiques à travers l'interfa
e. Il estimportant de noter que 
es méthodes sont intrinsèquement liées à des te
hniquesd'adve
tion d'interfa
e ; dans 
ette partie je m'intéresse uniquement à la partie si-mulation du �uide et non au transport de la frontière immergée, 
ette dernière étanttraitée en partie 3.2.Markers And CellsLa méthodeMAC (pourMarkers And Cells), tout d'abord introduite par Harlowet Wel
h [HW65℄ dans le 
adre des méthodes numériques et ensuite reprise par Foster703. TRANSPORT D'INTERFACE ET FLUIDES MULTIPHASIQUES EN SYNTHÈSED'IMAGES



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEet Metaxas [FM96℄ dans un des premiers arti
les phares de simulation de �uide ensynthèse d'images, est basée sur une représentation Eulerienne du liquide 
ouplée àune représentation Lagrangienne de l'interfa
e entre 
elui-
i et l'air environnant. A�nde diminuer les os
illations numériques et d'augmenter la stabilité, les vitesses sontsto
kées non pas au 
entre des 
ellules, mais sur les fa
es de 
elles-
i. On parle alorsde grille dé
alée où à 
haque fa
e est asso
iée la vitesse normale en 
ette dernière, le�ux entrant/sortant dans 
ette dire
tion parti
ulière. La vitesse en n'importe quelpoint est obtenue par interpolation.D'une autre part, la surfa
e libre du �uide est représentée par un ensemble departi
ules à une é
helle plus �ne que la grille. Ces parti
ules situées autour de l'in-terfa
e sont transportées par le �uide et permettent à 
haque instant de 
onnaîtrela position de la frontière au niveau de la grille Eulerienne et ainsi de fournir unelo
alisation spatiale pour in
lure les 
onditions aux bords adéquates.Le le
teur pourra se référer à la thèse d'Olivier Génevaux [Gén06℄ dont les travauxsont basés sur 
ette méthode dans le 
adre de la visualisation et de la simulationd'intera
tions entre un liquide et des objets déformables.Méthode Volume-Of-Fluid (VOF)La méthode VOF [CWH81℄ 
onsiste à attribuer à 
haque 
ellule d'une grille Eu-lerienne une valeur F 
omptant pour la fra
tion de �uide 
ontenue à l'intérieur de
elle-
i. Par 
onvention est donnée la valeur 1 pour une 
ellule remplie entièrementde liquide, et 0 pour une 
ellule remplie de gaz. Pour les 
ellules du maillage 
onte-nant l'interfa
e entre les deux est donnée une valeur représentant le pour
entaged'o

upation d'un des �uides en fon
tion du volume de la 
ellule.A�n de dépla
er le liquide et surtout l'interfa
e du �uide ave
 l'équation detransport :
∂ F

∂t
+ (u · ∇)F = 0,il est né
essaire de 
onnaître le 
hamp de vitesse à l'intérieur du �uide ainsi quedans les 
ellules voisines de Γ. Pour 
e faire, la vitesse est d'abord 
al
ulée au pointsintérieurs et dans les 
ellules 
ontenant l'interfa
e, en �xant de bonnes 
onditionsaux bords pour les équations, notamment sur la pression (par exemple la pressionatmosphérique est prise pour les 
ellules de l'air). La vitesse est ensuite extrapoléeau delà de l'interfa
e, vers l'autre phase, dans la dire
tion de la normale.Après avoir transporté la fra
tion de volume F , une représentation expli
ite del'interfa
e est 
onstruite à partir de 
elle-
i grâ
e à des méthodes de re
onstru
tion(
ontouring en anglais) de surfa
e dans les 
ellules et ensuite les fra
tions de volumesont de nouveaux 
al
ulées pour le pas de temps suivant.Pour diminuer les instabilités pouvant apparaître dans la résolution des équa-tions en présen
e d'une forte dis
ontinuité dans la densité, le 
hamp de densité estgénéralement lissé autour de l'interfa
e.3. TRANSPORT D'INTERFACE ET FLUIDES MULTIPHASIQUES EN SYNTHÈSED'IMAGES 71



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEMéthode Ghost FluidLa méthode Ghost Fluid introduite par Fedkiw et al. [FAMO99℄ est une mé-thode permettant de traiter lors de la dis
rétisation des équations de Navier-Stokesun saut de pression à l'interfa
e. Le 
hoix a i
i été fait de 
onsidérer une dis
onti-nuité entre les deux phases, à la di�éren
e des appro
hes présentées pré
édemment.L'arti
le Dis
ontinuous Fluids [HK05b℄ de Hong et Kim en présente une adaptationen synthèse d'images dans le 
as de �uides in
ompressibles. Dans 
ette méthode,les s
hémas de di�éren
es �nies traditionnels sont utilisés pour dériver les grandeursphysiques, et notamment pour résoudre l'équation de Poisson sur la pression a�nd'assurer l'in
ompressibilité du �uide. Les problèmes induits par la dis
ontinuitésont palliés grâ
e à l'extrapolation de la pression au travers de l'interfa
e � pour
réer les ghost nodes (noeuds fant�mes) � tout en 
onservant le saut de pression,i
i proportionnel à la tension de surfa
e (
f. �gure 2.4).
pression

[p]

pGi

pGi+1

pi−1
pi

pi+1

pi+2

Γ

x

i− 2 i− 1 i i + 1 i + 2Fig. 2.4 � Saut de pression : la pression est extrapolée à travers l'interfa
e sur lesmailles suivantes a�n de 
ompter pour le saut de pression [p]. Les valeurs des ghostsnodes (notées par un G en exposant) sont utilisées dans les s
hémas de di�éren
es�nies d'un 
�té 
omme de l'autre de l'interfa
e.3.2 Méthodes pour le transportEn �ligrane derrière les méthodes de 
al
ul de l'é
oulement de �uides multipha-siques est le transport des phases elles-même et prin
ipalement de l'interfa
e entre
ha
une. Comme je l'ai présenté en partie 2, il existe de nombreuses méthodes detransport d'interfa
e. En synthèse d'images, les prin
ipales utilisées sont basées surles méthodes de type level set pour deux raisons :� leur 
apa
ité à 
apturer naturellement les 
hangement de topologie : phéno-mène qui est re
her
hé visuellement,� leur simpli
ité de 
ompréhension par le non mathémati
ien (en 
omparaisondes méthodes de 
hamp de phases par exemple) ainsi que d'implémentation723. TRANSPORT D'INTERFACE ET FLUIDES MULTIPHASIQUES EN SYNTHÈSED'IMAGES



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACE� tout du moins pour la méthode standard.Je présente i
i plus en détails les travaux prin
ipaux réalisés autour de 
etteméthode très populaire pour le transport d'interfa
e. Je rappelle i
i l'équation detransport d'une level set dans le 
as parti
ulier de la simulation de �uide :
∂ φ

∂t
+ (u · ∇)φ = 0.C'est 
ette équation que l'on 
her
he à résoudre au mieux pour e�e
tuer le moinsd'erreurs possible. Un des problèmes fréquemment ren
ontré est la perte de volume,prin
ipalement lors de 
hangements de topologie et lorsque la 
ourbure de φ devientimportante.Parti
le level setA�n d'améliorer la 
onservation du volume d'un �uide via le transport de l'in-terfa
e, la méthode dite de parti
le level set mélange une résolution Eulerienne etLagrangienne de l'équation. Des parti
ules transportant exa
tement la level set sontutilisées pour 
orriger les erreurs induites par les méthodes Euleriennes de trans-port. I
i l'exa
titude vient du fait que dans un formalisme Lagrangien, le transportde l'interfa
e est e�e
tué sans au
une erreur du fait même du 
hoix de l'évolutiondu maillage.L'algorithme (représenté graphiquement dans la �gure 2.5) est le suivant :1. Un ensemble de parti
ules p sont 
réées dans une bande pro
he de l'interfa
eet à 
haque parti
ule est asso
iée la valeur initiale de la level set en 
es pointspar interpolation : φp = φ(xp, 0). Il y a don
 des parti
ules � 
hargées �po-sitivement et d'autre négativement. En pratique, environ 32 parti
ules sontutilisées par 
ellule de la grille.2. A 
haque pas de temps l'équation d'adve
tion est résolue sur la grille pour faireévoluer φ. Les parti
ules sont dépla
ées ave
 la vitesse du �uide. Idéalement, lesparti
ules négatives (resp. positives) devraient être situées à l'intérieur (resp.extérieur) de la level set 
orrespondant à φ < 0. Mais les erreurs numériquespeuvent induire des in
ohéren
es entre les parti
ules et la grille, prin
ipalementaux endroits de fortes déformations et fortes 
ourbures.3. Les parti
ules sont utilisées pour 
orriger les valeurs de la level set sur la grillevia l'utilisation d'une fon
tion d'interpolation.Lors de fortes déformations dues à un �uide turbulent, les parti
ules peuvent setrouver mal réparties et représentent dans 
es 
as moins bien la level set. Ainsi unmé
anisme de remaillage (
réation de parti
ules fraî
hes) est utilisé régulièrementa�n de redistribuer 
orre
tement les parti
ules.Il est important de noter que dans l'arti
le initial de Enright, Fedkiw et al.[EFFM02℄, les auteurs implémentent la 
orre
tion de la level set par des parti
ulesreprésentant la distan
e à l'interfa
e de manière sphérique. Une méthode plus adap-tée, proposée par Pighin et al. dans [PPCC05℄, 
onsiste à 
onsidérer les parti
ules3. TRANSPORT D'INTERFACE ET FLUIDES MULTIPHASIQUES EN SYNTHÈSED'IMAGES 73
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omme étant orientées vers la surfa
e, en ajoutant une équation pour le transportdu gradient de φ et en 
orrigeant la fon
tion dans 
ette dire
tion. Cette dernièreméthode permet une 
orre
tion plus pré
ise de la level set.Il est peu dis
uté de l'utilisation 
onjointe des méthodes de reinitialisation desparti
ules. En e�et, après réinisialisation, les parti
ules et la grille ne transportentpas une level set identique, et ainsi la 
orre
tion apportée par les parti
ules peutdéformer de manière non 
ohérente φ sur la grille. Ce fait vient quelque peu 
ontre-dire l'intérêt apporté par l'ajout de parti
ules sous-maille.La méthode des parti
le level set peut être 
onsidérée 
omme un ra�nementlo
al du maillage autour de l'interfa
e. En e�et, une dis
rétisation plus �ne ave
un maillage Eulerien permettrait d'obtenir une pré
ision (pour la 
onservation dela masse) équivalente à l'utilisation de parti
ules 
onjointes à la même é
helle. Deplus, le 
hoix de la fon
tion d'interpolation pour la 
orre
tion de la level set �où, quand et 
omment 
orriger � est primordiale et peut introduire au 
ontraire unbiais si elle est mal adaptée. Le 
hoix du type d'interpolation, du remaillage ainsi quede la méthode de réinitialisation souvent adjointe sont les points sensibles de 
ettete
hnique, et dans le sens de la méthode développée initialement, 
elle-
i s'éloignequelque peu de la simple résolution de l'équation d'adve
tion.La raison prin
ipale � et souvent non dis
utée � du développement de 
etteméthode est que l'utilisation d'une représentation Lagrangienne à une é
helle �neet Eulerienne à une é
helle plus grossière permet de ne point trop sou�rir de la
ontrainte due à la 
ondition CFL sur le pas de temps � qui, je le rappelle, estproportionnelle à la taille d'une maille � 
ondition inexistante en formulation La-grangienne. Un autre point 
ru
ial est le fait qu'un algorithme de réinitialisationde la level set est fréquemment employé. Cet algorithme souvent 
oûteux � malgréson faible 
oût algorithmique, il l'est plus que le simple transport � rend prohibi-tif l'utilisation de grilles Euleriennes �nes. Ces 
ritères, rarement expli
ités, laissentla porte ouverte au développement d'autres méthodes. Nous verrons dans la par-tie 
on
ernant la méthode Lagrangian Parti
le Level Set qu'une méthode purementLagrangienne permet d'obtenir des résultats équivalents voire meilleurs pour unnombre de parti
ules beau
oup moins élevé.Les méthodes gravitant autour des Parti
le Level Set, hybrides Euleriennes-Lagrangiennes, permettent aussi de mieux visualiser les détails de l'interfa
e lorsquela grille Eulerienne devient trop grossière pour représenter les petites parti
ules d'eaus'é
happant de la surfa
e prin
ipale du �uide. Dans 
es 
as parti
uliers, les parti
ulesde level set sont rendues dire
tement sous la forme de sphères lors de la générationdes images.743. TRANSPORT D'INTERFACE ET FLUIDES MULTIPHASIQUES EN SYNTHÈSED'IMAGES
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Γ(t)(a) Level set et parti
ules à l'instant

t.
Γ̃(t + δt)

(b) Level set et parti
ules à l'instant
t + δt, après adve
tion : l'interfa
etransportée par les parti
ules ne 
or-respond plus à 
elle 
apturée par lagrille.

Γ(t + δt)

(
) Level set et parti
ules à l'instant
t+δt après 
orre
tion grâ
e aux par-ti
ules.Fig. 2.5 � Algorithme des Parti
les Level Set : 
orre
tion des valeurs sur la grillepar les parti
ules plus pré
ises après adve
tion, zoom sur une partie de l'interfa
e. Γest l'interfa
e dessinée en bleu, les points rouges et verts représentent les parti
ulesdu 
�té positif et négatif (respe
tivement) portant la level set. Dans la �gure dumilieu, la 
ourbe en traits représente la � vraie �interfa
e alors que 
elle en traitgras représente l'interfa
e Γ̃ après adve
tion sur la grille et avant 
orre
tion.Semi Lagrangian Contouring MethodBargteil et al. [BGOS06℄ ont introduit dans le domaine de la synthèse d'imagesune méthode hybride de suivi d'interfa
e et de résolution semi-Lagrangienne del'équation de transport. Leurs travaux3 sont basés sur 
eux de Strain [Str01℄ quis'est tout d'abord intéressé à 
e 
ouplage. La méthode 
onsiste à utiliser un maillage3dont une implémentation est disponible à l'adresse3. TRANSPORT D'INTERFACE ET FLUIDES MULTIPHASIQUES EN SYNTHÈSED'IMAGES 75



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEexpli
ite de l'interfa
e � maillage à partir duquel une fon
tion distan
e est aisément(mais 
hèrement) 
al
ulable � et à utiliser une méthode semi-Lagrangienne pourobtenir la level set transportée au pas de temps suivant, en se basant sur la distan
eau maillage expli
ite existant au pas de temps pré
édent. La raison de l'utilisationd'une méthode semi-Lagrangienne pour 
al
uler l'adve
tion plut�t que de trans-porter simplement le maillage, est que, 
omme présenté en partie 2, 
ette dernièreopération peut 
réer de fortes distorsions de maillage et rend di�
ile le traitementdes 
hangements de topologie.Rappelons i
i le prin
ipe de la méthode semi-Lagrangienne dans le 
adre dutransport de level set : elle 
onsiste à 
al
uler les valeurs de 
elle-
i aux points dedis
rétisation en suivant la traje
toire du �uide en arrière dans le temps pour obtenirla valeur de φ à l'endroit atteint. Ce
i se traduit par l'équation :
φ(x, t+ δt) = φ(x′, t)où x′ = s(x, t) et s représente la traje
toire d'une parti
ule du �uide passant par

x au temps t + δt (
f. partie 4.3 pour plus de détails). La valeur de φ au pas detemps pré
édent est 
al
ulée de manière dire
te 
omme la distan
e à un maillageexpli
ite représentant la surfa
e. L'algorithme (dont une représentation graphiqueest donnée en �gure 2.6) peut don
 être résumé ainsi : étant donné un maillage ΓM(t)représentant expli
itement l'interfa
e Γ au temps t, 
al
uler la level set φ(x, t+ δt)représentant impli
itement l'interfa
e Γ au temps t + δt. Pour tout point x de lagrille :1. tra
er la traje
toire s(x, t+δt) en arrière dans le temps de façon semi-Lagrangienne :
x′ = s(x, t),2. obtenir la distan
e d du point x′ à l'interfa
e grâ
e au maillage ΓM(t) en
onservant la distan
e point-triangles la plus pro
he,3. a�e
ter 
ette distan
e 
omme nouvelle valeur pour la level set : φ(x, t+ δt) =
d ≃ φ(x′, t).Grâ
e à la grille Eulerienne du pas de temps pré
édent, il est possible d'a

élérerle 
al
ul de la distan
e entre le point x′ et les triangles, en ne 
onsidérant que lestriangles pro
hes de x′.Après 
ette étape, φ est 
onnue en 
haque point de la grille et un nouveaumaillage ΓM(t + δt) est 
réé, qui servira de base pour l'itération suivante. Des mé-thodes de 
ontouring (de type Mar
hing Cubes [LC87℄, par exemple) sont employéespour 
réer un maillage fermé représentant au mieux l'interfa
e représentée impli
i-tement par la fon
tion level set φ. Il est important de remarquer que, 
omme la levelset sur la grille n'est pas une fon
tion distan
e (elle est une fon
tion distan
e trans-portée par le �uide), 
elle-
i est réinitialisée en 
al
ulant simplement la distan
e de
haque point x au triangle de ΓM(t+ δt) le plus pro
he.Cette méthode a l'avantage de permettre de transporter d'autres informationsque la level set ave
 le �uide : par exemple Bargteil et al. l'utilisent pour transporterune texture asso
iée aux points du maillage de l'interfa
e en gardant la 
ohéren
e763. TRANSPORT D'INTERFACE ET FLUIDES MULTIPHASIQUES EN SYNTHÈSED'IMAGES



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEtemporelle, 
e qui est d'un intérêt majeur pour la visualisation. Cette opération este�e
tuée en mettant en 
orrespondan
e 
haque point du nouveau maillage ΓM(t+δt)ave
 un point (ou plus généralement une interpolation des points d'un triangle) dumaillage pré
édent. Je renvoie le le
teur à la thèse d'Adam Bargteil [Bar06℄ pourplus de détails sur 
e sujet.

Γ(t)

φ(t)

(a) Level set φ et interfa
e Γ à l'instant t. (b) Champ de vitesse : rotation autour du
entre.

Γ(t + δt)

Γ(t)

φ(t + δt)

(
) Level set φ et interfa
e Γ à l'instant t + δtaprès adve
tion. Les points mauves ont pourvaleur la distan
e à Γ(t) aux points jaunes as-so
iés.Fig. 2.6 � Cal
ul de φ(x, t+ δt) sur une grille Eulerienne, grâ
e au maillage ΓM(t)(en pointillés sur la �gure de droite) du pas de temps pré
édent.Bien que des exemples qualitatifs soient présentés dans le papier, au
un testquantitatif ne vient valider la 
onservation du volume transporté. La 
réation d'un3. TRANSPORT D'INTERFACE ET FLUIDES MULTIPHASIQUES EN SYNTHÈSED'IMAGES 77



CHAPITRE 2. MODÈLES DE FLUIDES MULTIPHASIQUES INCOMPRESSIBLESET TRANSPORT D'INTERFACEnouveau maillage à partir de la level set sur la grille introduit un biais dans l'équationde transport en 
omparaison ave
 une représentation impli
ite de la fon
tion. Ene�et, un 
hoix doit être e�e
tué pour approximer la forme de l'interfa
e au sein d'une
ellule (je rappelle que la te
hnique des Mar
hing Cubes permet de 
onstruire unefa
e par 
ellule de la grille 
ontenant l'interfa
e), faisant � de la 
onsistan
e globaleave
 la fon
tion level set transportée. La bonne 
onservation du volume apparentepeut s'expliquer par une dé�nition très �ne de la grille employée, basée sur unestru
ture hiérar
hique de type o
tree.Lagrangian Parti
le Level SetCette méthode proposée par Hieber et Koumoutsakos [HK05a℄ se base sur unerésolution 100% Lagrangienne de l'équation de transport. En e�et, à la di�éren
e dela méthode des Parti
les Level Set (notée Hybrid Parti
le Level Set Method, HPLSM,en opposition à la purement Lagrangienne Parti
le Level Set Method, LPLSM, dansl'arti
le sus-
ité) introduite par Fedkiw et largement utilisée en synthèse d'images,
ette méthode ne se base pas sur une adve
tion de la level set sur la grille (même
ouplée ave
 des parti
ules de 
orre
tion), mais utilise uniquement des parti
ules a�nde résoudre très simplement l'équation de transport dans un formalisme purementLagrangien, où les parti
ules sont adve
tées par le �uide 
omme des s
alaires passifs.Chaque parti
ule située en xp porte une quantité φp :
Dφ(xp)

Dt

Dφp
Dt

= 0et, similairement aux parti
ules de vorti
ité (
f. 4.5), la level set est 
onnue partoutdans l'espa
e grâ
e à un noyau de molli�
ation ζ adaptés :
φ(x) =

N
∑

p=1

φpζ(x− xp).Par dérivation de 
e noyau (su�samment régulier), il est aisé de 
al
uler la normaleet la 
ourbure de la level set en 
haque point.Pour éviter tout problème de distorsion (apparaissant lorsque les parti
ules sonttrop pro
hes ou trop éloignées) émanent de l'aspe
t turbulent du 
hamp de vitessetransportant les parti
ules, un pro
édé de remaillage est employé, à la manière desparti
ules de vorti
ité. Il est même envisageable d'utiliser des parti
ules à supportvariable et d'utiliser une répartition adaptative des parti
ules pour fo
aliser la pré-
ision au niveau de l'interfa
e.Les résultats obtenus grâ
e à 
ette méthode simple mais plus pro
he mathémati-quement des équations de transport sont voisins de 
eux obtenus grâ
e à la HPLSM,
on
ernant la 
onservation du volume sur des 
as tests de déformation d'un volumepar un 
hamp de vitesse �xe. De manière surprenante, au vu des dis
ussions soule-vées sur les méthodes de reinitialisation dans les arti
les sur les level set, les résultatsde [HK05a℄ ave
 reinitialisation après remaillage des parti
ules sont moins bons que783. TRANSPORT D'INTERFACE ET FLUIDES MULTIPHASIQUES EN SYNTHÈSED'IMAGES
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eux sans 
ette opération. Ce
i tend à faire penser que les méthodes de reinitialisa-tion, si non né
essaires pour le problème sous-ja
ent, peuvent être 
ontreprodu
tivesen plus d'être 
oûteuses.4 Bilan du 
hapitreNous avons pu voir dans 
e 
hapitre les prin
ipales méthodes en simulation de�uides multiphasiques, sujet très en vogue en 
e moment en synthèse d'images 
ar lesdemandes en animation et rendu sont presques ex
lusivement fo
alisées autour desintera
tions eau-air. Pour l'étude de phénomènes plus 
omplexes et a�n d'obtenir desanimations en
ore plus intéressantes, les intera
tions �uides-solides sont aujourd'huiun sujet en plein essor et je m'y intéresserai dans le 
hapitre suivant.Le le
teur aura noté qu'un des points primordiaux dans le 
al
ul d'é
oulementsde �uides multiphasiques est le problème de transport de l'interfa
e vers lequel denombreux travaux sont aujourd'hui en
ore orientés. Les méthodes existantes per-mettent d'e�e
tuer un suivi pré
is de l'interfa
e � dans le sens de la 
onservationdu volume � et fournissent aux 
al
uls d'é
oulements une brique de base 
apitale.Je montrerai au 
hapitre 4 et plus parti
ulièrement dans la partie 2 
omment ilest possible de simuler des �uides multiphases dans une formulation vorti
ité ave
l'utilisation 
ombinée des méthodes level set.

4. BILAN DU CHAPITRE 79
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Chapitre 3Couplage �uide-stru
ture
1 Introdu
tionNous venons de voir le problème de la simulation de �uides à plusieurs phasesainsi que les méthodes existantes permettant de simuler de tels milieux. Ces typesde �uides nous intéressent parti
ulièrement dans le 
adre de la synthèse d'images depar leur présen
e quotidienne dans notre environnement. La simulation simultanéede �uides en intera
tion ave
 des milieux possédant un 
omportement physiquedi�érent, tels que les solides rigides ou déformables, est un problème 
omplexe 
arelle requiert le 
ouplage des for
es agissant sur 
ha
un des milieux, 
ouplage quidoit être e�e
tué de manière rigoureuse dans 
ha
un des modèles employés � que
ela soit pour la mé
anique du �uide et du solide par exemple. Cette question nous
on
erne parti
ulièrement 
ar 
e sont 
es intera
tions qui sont les plus intéressantes� où l'intérêt est i
i relatif aux phénomènes les plus 
omplexes et où les appli
ationssont nombreuses � dans l'étude des phénomènes physiques, 
omme par exemplel'é
oulement autour d'une aile d'avion ou d'un bateau, et tout parti
ulièrement ensynthèse d'images où la multipli
ité des objets présents dans une s
ène impliqueleur intera
tion qui doit être au �nal plausible (dans le sens physique et visuel) pourl'observateur.Les di�
ultés émanent, plus pré
isément, de la di�éren
e de modélisation de
ha
un des milieux � par exemple une représentation Eulerienne pour un �uide, etLagrangienne en 
onsidérant uniquement le mouvement du 
entre de gravité pour unsolide rigide. C'est à l'interfa
e entre 
es domaines que vont se dérouler les é
hangesphysiques qui sont à in
orporer dans les équations de mouvement de 
haque milieu.L'ensemble des for
es s'appliquant au solide (par exemple) sera 
onstitué des for
esextérieures (la gravité par exemple) et des for
es hydrodynamiques agissant surlui. Il en va de même pour le �uide : le 
ouplage de toutes 
es for
es 
ompose ladynamique du système global. Physiquement, à l'interfa
e entre les deux milieux lavitesse doit être identique. En e�et, 
omme dans un �uide visqueux en intera
tionave
 une paroi il n'y a pas de glissement, la vitesse du �uide y est égale à 
elle dusolide. Par exemple, autour d'un solide statique 
omme le pilier d'un pont, 
ettepropriété va induire la 
réation d'une trainée de vortex après 
elui-
i, dans le sens81



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTUREdu 
ourant, du fait du di�érentiel de vitesse ave
 la rivière. Inversement, le �uide vamodi�er le mouvement de l'objet : les for
es hydrodynamiques présentes à l'interfa
e(la pression du �uide sur la paroi dans le 
as d'un �uide Newtonien in
ompressible)entrent dans la dynamique de l'objet ; dans le même exemple, le pilier qu'on imaginestatique subit tout de même une forte pression qui le pousse (prin
ipalement) versl'aval si bien qu'un fort débit pourra faire rompre la stru
ture.Au delà du problème de modélisation intervient la di�
ulté de la dis
rétisationde l'espa
e ainsi que de la représentation géométrique des domaines. Que l'on re-présente l'interfa
e de manière expli
ite ou impli
ite, pour le solide 
omme pourle �uide, il est important de 
ontr�ler la dis
rétisation spatiale du �uide (puisque
'est le point de vue qui nous intéresse dans 
ette thèse) a�n d'intégrer au mieuxla stru
ture ave
 laquelle il interagit. C'est pourquoi deux grandes familles de mé-thodes existent pour gérer 
es intera
tions : les méthodes où le maillage du �uideest adapté pour � 
oller �aux bords de l'objet 
onsidéré et les autres où 
e dernierest intégré de manière impli
ite en superposant un maillage � traditionnel �pour lasimulation de �uides au maillage de l'objet.La première famille de méthodes est basée sur une formulation ALE (ArbitraryLagrangian Eulerian) des équations de Navier-Stokes où, je le rappelle, le maillageest dépla
é et déformé au besoin entre une grille 
artésienne et le point de vued'une parti
ule de �uide ; l'arti
le de Hu et al. [HPZ01℄ (par exemple) présente 
ettete
hnique en détail dans le 
adre d'intera
tion ave
 un solide. Cette dis
rétisationALE est parti
ulièrement adaptée au problème 
ar elle permet de lier physiquementle maillage du �uide aux frontières de l'objet dis
rétisées spatialement. C'est en 
espoints du maillage que vont se dérouler les é
hanges entre les deux milieux : la vitessedu �uide en 
es derniers doit être identique à 
elle du solide et les for
es agissant surla paroi peuvent y être 
al
ulée, elles sont ensuite � transmises �au modèle physiquepour la dynamique de la stru
ture 
onsidérée.Ces modèles sont très pré
is 
ar ils permettent d'adapter le maillage du �uideautour de l'objet et de fo
aliser les 
al
uls à 
et endroit. De plus, la vitesse estexpli
itement la même (aux erreurs numériques près) à l'interfa
e entre les deux mi-lieux du fait de la représentation expli
ite de 
elle-
i. Malheureusement, 
omme pourtoutes les méthodes ALE, 
es modèles peuvent être 
omplexe à mettre en oeuvredu fait justement de la pré
ision du maillage qui doit être 
réé et transporté enrespe
tant les frontières de la stru
ture, 
e qui peut s'avérer di�
ile pour des géo-métries 
omplexes en 3D. Comme pour les méthodes Lagrangiennes, 
es méthodesALE né
essitent un remaillage lors de grandes déformations du maillage, 
e qui peutêtre fréquent pro
he d'objets solides pour des �uides turbulents par exemple, et nebéné�
ient pas de l'avantage en terme de temps de 
al
ul des méthodes basées surune grille Eulerienne.Les méthodes basées sur l'idée de frontières immergées, introduite par Pes-kin [Pes77℄ pour les membranes élastiques, proposent une alternative permettantde palier 
es deux prin
ipaux problèmes. Ces méthodes sont basées sur le 
al
ul dela dynamique du �uide dans un domaine plus large que néssaire, au delà de la fron-82 1. INTRODUCTION



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTUREtière �
tive du �uide, jusqu'à l'intérieur des objets en intera
tion. La dis
rétisationde 
e domaine est e�e
tué sur une grille Eulerienne qui ne bouge pas et à l'intérieurde laquelle les objets sont plongés. Une représentation impli
ite de 
es derniers estadoptée (par exemple à l'aide de volume of �uids ou level sets) et à la dynamiquede 
eux-
i est assurée à l'intérieur de 
e sous-domaine du �uide via l'imposition des
ontraintes physiques inhérentes aux modèles 
hoisis ; le 
ouplage est don
 dire
te-ment e�e
tué dans le �uide et retrans
rit sur les objets. Bien que la non 
onformitédu maillage ave
 la paroi d'un objet ne permet pas d'imposer exa
tement le mou-vement de 
elui-
i à la surfa
e, 
es méthodes réussisent à 
apturer 
orre
tement lesintera
tions dans la limite où le pas de grille diminue (où l'erreur de dis
rétisationspatiale autour de l'objet réduit). Ces méthodes permettent, plus ou moins aisé-ment, d'introduire des objets de forme quel
onque tout en béné�
iant de la rapiditéde 
al
ul des méthodes sur grille. De plus, elles sont assez naturellement adaptéespour l'introdu
tion de membranes élastiques entourées, des deux 
�tés de la surfa
e,de �uide. Les arti
les [Pes77,GPH+01,SP05,BIM04℄ sont basés sur 
e prin
ipe a�nde simuler l'intera
tion d'un �uide ave
 un solide rigide.Dans 
e 
hapitre, je présente tout d'abord plus en détails les te
hniques pourl'intera
tion �uide-stru
ture en m'attardant plus parti
ulièrement sur le prin
ipe defrontière immergée, 
ar 
'est sur 
e dernier que j'ai axé mes travaux de re
her
he. En-suite, j'exposerai les prin
ipales méthodes aujourd'hui utilisées en synthèse d'imagespour les intera
tions �uides-stru
tures.2 Stru
tures immergéesCette partie est 
onsa
rée aux travaux existants en mathématiques appliquées
on
ernant les intera
tions �uides-stru
tures pour le 
as de solides rigides et demembranes élastiques. Tout d'abord j'exposerai les méthodes permettant d'intégrerdans un �uide une stru
ture à mouvement imposé, prédéterminé. Puis je présenterailes méthodes permettant le 
ouplage d'un �uide ave
 une membrane élastique. Jeterminerai en détaillant le prin
ipe de domaine �
tif prin
ipalement utilisé pourl'intera
tion 
omplète de solides rigides plongés dans un �uide.2.1 Solide rigide à mouvement imposéJe présente i
i trois méthodes permettant l'intégration d'un solide rigide, à l'in-térieur d'un �uide, dont la position et la vitesse aux bords sont 
onnus à 
haqueinstant. Le problème se résume don
 à imposer au �uide la vitesse du solide auniveau de l'interfa
e a�n d'imposer une 
ondition de non glissement. Je m'intéresseparti
ulièrement à trois méthodes : la première est la méthode des panneaux utiliséeen formulation vortex, la deuxième nommée frontière élargie, en formulation vitesse,est basée sur un agrandissement du domaine du solide 
hevau
hant 
elui du �uide,et �nalement la troisième est la méthode de pénalisation où le �uide in
orpore le2. STRUCTURES IMMERGÉES 83



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTUREdomaine du solide dans lequel la vitesse est pénalisée.Méthodes des panneaux et �ux de vorti
itéComme nous l'avons vu au 
hapitre premier, imposer des 
onditions sur la vi-tesse formulation vortex est un problème di�
ile. Il est d'autant plus di�
ile enprésen
e d'un solide rigide soumis aux for
es hydrodynamiques. La 
omplexité duproblème provient du fait que la 
ondition imposée sur la vitesse ne permet pas d'im-poser dire
tement une 
ondition sur le 
hamp de vorti
ité, aussi, il faut ajouter une
ondition aux bords pour la vorti
ité (question adressée dans le premier 
hapitre).D'une manière générale, la vitesse du �uide peut s'é
rire, par la dé
ompositiond'Helmholtz 
omme la somme d'un 
hamp à divergen
e nulle (uω) et d'un 
hampirrotationnel (uΦ) :
u = uω + uΦ. (3.1)La vorti
ité est dé�nie 
omme

ω = ∇× u = ∇× uω (3.2)et la divergen
e de uω est nulle :
∇ · uω = 0. (3.3)Des équations 3.2 et 3.3, nous pouvons déduire une équation de Poisson sur lavorti
ité :

∆uω = −∇× ω. (3.4)Comme nous l'avons vu dans le premier 
hapitre, une solution pour 
e problèmepeut être obtenue par la loi de Biot-Savart (
f. équation 1.18). La vitesse prove-nant de l'aspe
t rotationnel du �uide est don
 obtenue, reste à dé�nir la deuxième
omposante irrotationnelle, qui peut s'é
rire 
omme :
uΦ = ∇Φ. (3.5)En 
ombinant 
ette dernière équation à la 
ontrainte d'in
ompressibilité, nous ob-tenons une équation de Lapla
e pour Φ :
∆Φ = 0. (3.6)Clairement, la dé
omposition 3.1 n'est pas unique. Une solution parti
ulière peutêtre obtenue en imposant des 
onditions aux bords sur les vitesses. Par exemple, a�nde prendre en 
ompte une 
ondition de non pénétration sur la surfa
e d'un solide,il 
onvient de poser :

u · n = (uω +∇Φ) · n = ub · n, (3.7)où ub est la vitesse 
onnue du solide. L'équation 3.7 peut se reé
rire :
∇Φ · n = (ub − uω) · n, (3.8)84 2. STRUCTURES IMMERGÉES



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTUREqui fournit la 
ondition aux bords né
essaire pour résoudre 3.6. Ainsi, la vitesse du�uide dé�nie par le 
hamp de vorti
ité et dont la 
omposante normale est nulle auxbords du domaine s'é
rit :
u(x) = u∞ +

∫

Rd
K(x− y)× ω(y) dy +∇Φ. (3.9)La résolution de l'équation de Lapla
e 3.6 peut être e�e
tuée sur une grille de ma-nière simple lorsque le maillage est adapté aux frontières du �uide. Néanmoins, 
ettedis
rétisation de l'espa
e devient très rapidement 
omplexe à mettre en oeuvre en3D et en présen
e de parois à géométrie quel
onque.La méthode des panneaux [Hes90℄ (
f. [CK00℄ pour une des
ription détailléedes te
hniques existantes) permet d'imposer une 
ondition de non pénétration àl'interfa
e entre une paroi �xe et le �uide, dans une appro
he di�érente. Dans lesarti
les [LK93,PWS+02℄, les auteurs ont appliqué la méthode ave
 su

ès. Le prin-
ipe de la te
hnique est le suivant : 
onsidérer une vitesse de pénétration nulle auxbords peut se traduire par l'apparition d'une �ne 
ou
he de vorti
ité (notée γ) surla surfa
e, en fon
tion de la vitesse tangentielle relative à l'intérieur et à l'extérieurde l'obsta
le, soit :

γ(x) = n(x)× [u(xi)− u(xe)],où xi (resp. xe) représente le point x à l'intérieur (resp. extérieur) du solide. La te
h-nique 
onsiste à 
réer un ensemble de panneaux, représentant de manière dis
rètela géométrie de la frontière, portant une vorti
ité γ (
onstante ou linéaire sur lalongueur du panneau, suivant la pré
ision requise) dont l'intensité va imposer l'an-nulation de la vitesse normale au niveau du panneau, et par extension à l'ensemblede la surfa
e. Cette feuille de vorti
ité est ajoutée sous une forme intégrale dansl'équation de Biot-Savart permettant le 
al
ul de la vitesse :
u(x, t) =

∫

Ω
K(x− y)× ω(y, t) dy +

∫

Γ
K(x− y)× γ(y, t) dyoù Ω est le domaine 
ontenant le �uide et Γ la surfa
e du solide représentée par lespanneaux. L'intensité de 
haque panneau doit être évaluée pour 
haque temps t demanière à annuler la vitesse normale aux bords. Ce 
al
ul né
essite l'inversion d'unematri
e A suivant l'équation

Aγ = boù b est la vitesse normale en 
ha
un des panneaux à l'instant t. Si les panneaux nebougent pas, la matri
e A est 
onstante en temps et il n'est don
 pas né
essaire del'inverser qu'une seule fois initialement.Cette méthode, parti
ulièrement adaptée à la formulation Lagrangienne de l'équa-tion de vorti
ité, peut être rempla
ée par une te
hnique plus simple dans le 
as d'uneméthode hybride où la vitesse est 
al
ulée via la fon
tion 
ourant Ψ. En e�et, unevitesse nulle aux bords d'un obsta
le se traduit par une 
ondition sur Ψ :
u · n = 0 = (∇×Ψ) · n sur Γ2. STRUCTURES IMMERGÉES 85



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTUREoù n est la normale à la surfa
e. Comme la fon
tion 
ourant peut être 
hoisie à une
onstante près (du fait que l'on en prend le rotationnel), une 
ondition de Diri
hlet
Ψ = cste sur le bord permet d'annuler simplement la vitesse normale. Cette 
ondi-tion doit être 
omplétée d'une 
ondition de Neumann dΨ

dn
= 0 a�n de 
onserver lapropriété ∇·Ψ = 0. Dans le 
as où on utilise une grille régulière pour dis
rétiser l'es-pa
e dans lequel est plongé un solide non aligné sur les points de grille, imposer 
ette
ondition s'avère non trivial. Cette méthode permet néanmoins de ne pas 
al
ulerle potentiel Φ a�n d'annuler la vitesse de pénétration aux bords ; 
ette 
ondition estassurée lors de la résolution de Ψ.En présen
e d'un �uide visqueux, la vitesse du �uide au niveau de la surfa
ed'un solide doit être identique à 
elle de la paroi. Le problème est don
 d'annuler (sion se pla
e dans le 
as d'une paroi �xe) la vitesse tangentielle du �uide en sus de lavitesse normale. Physiquement, 
e
i peut être interprété 
omme l'apparition d'une
ou
he de vorti
ité (dont l'épaisseur est fon
tion de la vis
osité) dans le �uide pro
hedu bord, permettant de 
ontrebalan
er le glissement du �uide. La méthode dite de�ux de vorti
ité permet, par la di�usion de vorti
ité depuis la paroi vers l'intérieurdu �uide, d'annuler la vitesse tangentielle résiduelle après les étapes de transport etdi�usion de l'équation de Navier-Stokes (
f. s
héma 1.6 au premier 
hapitre). Pourrésumer, l'algorithme est le suivant :1. Résoudre l'équation de Navier-Stokes en formulation vorti
ité,2. Cal
uler la vitesse de glissement aux bords,3. Introdu
tion d'une 
ou
he de vorti
ité près du bord visant à annuler le glisse-ment.L'intensité et la lo
alisation de 
e �ux de vorti
ité sont 
al
ulées à partir d'une mé-thode similaire à 
elle des panneaux, en évaluant dis
rétement la vitesse tangentiellerésiduelle en plus de la vitesse normale. Bien sûr, des 
onditions aux bords adéquatesdoivent être adoptées pour la vorti
ité, 
omme pré
isé dans le premier 
hapitre.Cette méthode, bien qu'élégante et adaptable aux méthodes purement parti
u-laires est 
oûteuse � elle requiert l'évaluation dis
rète du �ux de vorti
ité au niveaude 
haque panneau et ajoute un nombre important de parti
ules, augmentant ainsile 
oût du 
al
ul de la vitesse � et demande la dis
rétisation expli
ite de la surfa
e,
e qui peut être un problème di�
ile en 3D en présen
e d'objets à géométrie 
om-plexe. Nous verrons dans le 
hapitre 5 une nouvelle méthode beau
oup plus simpleà implémenter, moins 
oûteuse et s'adaptant très naturellement à tout type de géo-métrie. Les bases de 
ette te
hnique sont présentées dans les parties suivantes dansle 
adre d'une formulation vitesse des équations de Navier-Stokes.Frontière élargieLa méthode de frontière élargie (fat boundary method en anglais) introduite parMaury [Mau01℄ puis adaptée par Bertoluzza et al. [BIM04℄ pour la simulation de86 2. STRUCTURES IMMERGÉES



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE�uide s'intéresse à l'intégration d'un solide rigide immergé dans un �uide. Via unezone tampon autour du � trou �formé par l'objet dans le maillage du �uide, sontd'abord résolues les équations sur le domaine 
omplet, puis est traitée la 
orre
tionlo
ale né
essaire pour l'intera
tion des deux milieux. L'idée intuitive est d'utiliserun maillage e�
a
e pour les 
al
uls sur le �uide et un maillage adapté autour dusolide, et ensuite de faire 
orrespondre les deux solutions. Les deux domaines, Ω
elui du �uide et B 
elui du solide, se superposent 
omme présenté sur la �gure 3.1.Par exemple, le problème de la résolution de l'équation de Poisson :
Ω

γ

γ′

T

B

Fig. 3.1 � Le trou dans le domaine Ω représenté par B, sa surfa
e γ, la zone � tam-pon �T 
lose par la frontière γ′ à l'intérieur du domaine Ω.
{

−∆u = f dans Ω \ B̄,
u = 0 sur γ, (3.10)(où γ = ∂B) ave
 u = g sur ∂Ω, se ramène à résoudre les deux problèmes suivants :











a)

{

−∆v = f dans T
v = û sur γ′

b) −∆û = f̄ + ∂ v
∂n
δγ dans Ω

(3.11)où T est le sous-domaine 
los par γ et γ′ formant la zone tampon (
f. �gure 3.2),où f̄ est l'extension de f par 0 dans B et le terme ∂ v
∂n
δγ peut être 
ompris 
omme ladi�usion de la 
ondition au bord réelle sur γ vers l'intérieur du domaine Ω \ B̄. Lase
onde équation est 
omplétée d'une 
ondition au bord de Ω identique au problèmepré
édent. Pour plus de détails sur 
ette méthode, la preuve de sa 
orre
tion et sesappli
ations dans le 
adre d'une formulation par éléments �nis, le le
teur peut seréférer à la thèse d'Ismail [Ism04℄.2. STRUCTURES IMMERGÉES 87
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Fig. 3.2 � Exemple de dis
rétisation (grossière) pour les domaines Ω et T , la zoneprolongée au delà de l'interfa
e de B où sont résolus les problèmes 3.11.b et 3.11.arespe
tivement.Bien qu'il y ait maintenant deux problèmes à résoudre au lieu d'un seul, l'intérêtde 
ette méthode réside dans le fait de pouvoir utiliser un solveur rapide sur toutle domaine pour résoudre l'équation 3.11.b) et un solveur adapté à la forme dumaillage entourant B, qui dans le 
as d'objets rigides ne bouge pas à la di�éren
edes méthodes ALE. Il est intéressant de voir que 
ette méthode pourrait servir àl'appli
ation d'une 
ondition de non pénétration sur la vitesse en méthode vortex, viale 
al
ul de la fon
tion 
ourant, solution de l'équation de Poisson ∆Ψ = −ω. Mais
ette méthode semble d'ores-et-déjà plus ardue pour appliquer une 
ondition de nonglissement aux bords d'un objet, 
ette 
ontrainte ne pouvant être remplie seule etdire
tement par la résolution de l'équation sur Ψ. Néanmoins, la te
hnique peut fairepenser à 
elle de �ux de vorti
ité permettant de di�user la vorti
ité dans la 
ou
helimite autour de la paroi a�n d'annuler la vitesse tangentielle. Pour ma part, j'aiutilisé la méthode de pénalisation � présentée 
i-dessous pour la formulation vitesse� s'intégrant plus naturellement dans les méthodes vortex de part son dé
ouplagede l'équation sur la fon
tion 
ourant.Méthode de pénalisationLa méthode de pénalisation 
onsiste à pénaliser la vitesse du �uide à l'intérieurd'un solide a�n d'imposer la vitesse rigide à l'intérieur et aux bords du sous-domaine
B o

upé par l'obsta
le. Ce sous-domaine de Ω peut être alors perçu 
omme unmilieux poreux dans lequel on va 
her
her à annuler la vitesse du �uide (relati-vement à la vitesse du solide), 
'est-à-dire dont la perméabilité tend vers l'in�ni.Dans [ABF99℄, Angot et al. introduisent la méthode de pénalisation dans un �uideoù les obsta
les sont �xes. Deux types de pénalisation sont proposés : la pénalisa-tion L2 
onsiste à amortir la vitesse du �uide dans B ; l'équation de Navier-Stokes88 2. STRUCTURES IMMERGÉES



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTUREpénalisée devient don
 :
∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− µ∆u +∇p+ η−1χu = f (3.12)où χ est la fon
tion 
ara
téristique du solide :

χ(x) = 1 dans B,
χ(x) = 0 dans Ω.La méthode H1 quant à elle revient à pénaliser tous les termes linéaires dans l'équa-tion :

(1 + η−1χ)
∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− (1 + η−1χ)∇ · σ + η−1χu = f (3.13)ave
 σ = µ

(

∇u +∇uT
)

−pI le tenseur des 
ontraintes (I étant la matri
e identité).Le paramètre de pénalisation η 
ontr�le la perméabilité de l'obsta
le, et lorsque
η → 0, la vitesse du �uide dans B 
oin
ide ave
 
elle (i
i nulle) du solide. Uneanalyse numérique de 
ette méthode est fournie dans l'arti
le [SVAC08℄ pour dessolides �xes. Dans le même prin
ipe, l'arti
le [JLM05℄ propose une méthode, baséesur les élements �nis, permettant d'imposer la 
ontrainte de rigidité via le tenseurde déformation D(u) = ∇u+∇u

T

2
. La solution re
her
hée est 
elle minimisant ladéformation totale η−1

∫

B D(u), ave
 η << 1.Je présenterai plus pré
isément 
ette méthode au 
hapitre 5 
ar 
'est elle surlaquelle je me suis basé pour mes travaux sur l'intera
tion de solides rigides ave
 des�uides.2.2 Membranes élastiquesPeskin est le pré
urseur des méthodes de frontières immergées, ave
 initialementdes appli
ations aux membranes élastiques dans le 
adre de simulations de voiessanguines et du 
oeur [Pes77,PP93℄ (et les référen
es dans 
elles-
i), et repris parGoldstein et al. [GHS93℄ (et les travaux postérieurs [GHS95, SB96℄) pour des pa-rois rigides � que je n'ai pas détaillé pré
édemment, mais qui reste dans la mêmeformulation qui suit. Ces membranes souples possèdent leur propre dynamique, mo-délisée par des lois d'élasti
ité sur leur surfa
e, en réponse à l'étirement, déformationtangentielle, et à la déformation normale, en rapport ave
 la 
ourbure de la surfa
e.De plus, on s'intéresse au 
as d'une membrane imperméable, 
e qui se traduit, dansle 
as d'un �uide visqueux, par :
[u] = 0 sur Γoù Γ est la surfa
e et [u] note le saut de vitesse au travers de 
elle-
i. Ainsi, à lamanière des �uides multiphases, la membranes est simplement transportée par le�uide, et pour les points X sur 
elle-
i, l'équation de transport est appliquée :
∂X

∂t
= u(X).2. STRUCTURES IMMERGÉES 89



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTUREDans les travaux de Peskin, la surfa
e est paramétrée, représentée de manièreLagrangienne (ave
 tous les avantages et in
onvénients dis
utés dans les 
hapitrespré
édents). Pour simpli�er la notation, intéressons nous à l'é
oulement d'un �uide2D dans lequel est plongée une 
ourbe fermée paramétrée par s ∈ [0, L] au 
ours dutemps : X(s, t).Contrairement aux solides rigides étudiés 
i-dessus, la membrane n'est pas sim-plement soumise aux for
es hydrodynamiques, elle possède aussi son propre 
om-portement élastique. Peskin propose de 
onsidérer les intera
tions entre 
es deuxmilieux en intégrant les for
es élastiques présentes sur la surfa
e à l'intérieur du�uide. Est alors ajoutée à l'équation de 
onservation du mouvement du �uide unterme de forçage lo
alisé sur l'interfa
e. L'ensemble des équations à résoudre estdon
 :
ρ

(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u

)

+∇p = µ∆u + f , (3.14)
∇ · u = 0, (3.15)

f(x, t) =
∫ L

0
F(s, t)δ(x−X(s, t)) ds, (3.16)

∂X(s, t)

∂t
= u(X(s, t), t) =

∫

Ω
u(x, t)δ(x−X(s, t)) dx, (3.17)

F(s, t) = S(X(·, t), t). (3.18)La for
e F est dé�nie par la fon
tion S déterminant le 
omportement élastique de lamembrane (le signe · est présent pour prendre en 
ompte de manière générale touteloi de 
omportement, lo
ale ou non). La masse de Dira
 δ lo
alise la for
e mais aussidé�nie la vitesse de l'interfa
e en fon
tion de la vitesse du �uide, 
ar numériquementla masse de Dira
 est régularisée par un paramètre ε. Asymptotiquement � lorsque
ε→ 0 � au niveau de l'interfa
e, le �uide se 
omportera alors 
omme la membraneélastique. Le 
ouplage de toutes 
es équations permet e�e
tivement de prendre en
ompte toutes les intera
tions entre les di�érents milieux.A partir de 
ette même formulation, Lai et Peskin [LP00℄ proposent une intégra-tion numérique d'ordre 2 � formellement, 
ar en fait la dis
rétisation de la fon
tionDira
 lisse irrémédiablement le 
hamp de vitesse autour de l'interfa
e (
f. [BL92℄pour plus de détails) � pour résoudre les équations, a�n de réduire la vis
ositénumérique introduite par la fon
tion Dira
 régularisée. Les résultats obtenus ave

ette te
hnique ont même permis d'obtenir des résultats intéressants pour l'étude del'é
oulement autour d'un 
ylindre �xe, via une for
e élastique très raide permettantd'éviter la déformation du 
ylindre et ainsi de simuler le 
omportement d'un soliderigide 
ontenu par la membrane.Dans une appro
he similaire, les travaux de Cottet et al. [CM06b,CMM08℄ sontaxés sur la représentation de la membrane par une surfa
e impli
ite, dé�nie parune level set φ (
f. partie 2) transportée par le �uide. La surfa
e Γ est alors dé�nie
omme :

Γ = {x | φ(x) = 0} .90 2. STRUCTURES IMMERGÉES



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURELa for
e élastique est alors extraite de 
ette formulation impli
ite, via le gradient
∇φ et l'étirement de la mebrane |∇φ|. Si initialement la level set est une fon
tiondistan
e, à l'interfa
e, |∇φ| − 1 dénote le 
hangement d'air de la surfa
e [CM04℄.Ainsi, une énergie issue de la membrane élastique peut être dérivée :

ξ =
∫

Γ
E (|∇φ|) dx =

∫

Ω
E (|∇φ|) δ(x) dxoù E est une loi élastique fon
tion de l'étirement de la membrane |∇φ| ; et de manièredis
rète ave
 un paramètre de régularisation ε pour une fon
tion 
ut-o� ζ :

ξ =
∫

Ω
E (|∇φ|) 1

ε
ζ

(

φ

ε

)

dx.De 
ette énergie est extraite la for
e qui est introduite dans l'équation de Navier-Stokes 
omme terme de forçage, similairement à [Pes77℄ :
f =

{

P∇φ⊥ (∇E ′(|∇φ|))− E ′(|∇φ|)κ(φ)n(φ)
}

|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

) (3.19)où P∇φ⊥ est la proje
tion sur le plan orthogonal à ∇φ, et κ(φ) et n(φ) la 
ourbureet la normale (respe
tivement) de la surfa
e dé�nies en formulation level set, dans levoisinage de φ = 0. Dans 
ette équation, on peut remarquer que la for
e est séparéeen une 
omposante tangentielle (à gau
he) et une normale (à droite) portées surl'interfa
e. On peut noter que dans le 
as où E est une loi linéaire (E ′ est alors
onstant et ∇E ′ est nul), l'équation 3.19 est similaire à la tension de surfa
e. Pourune for
e élastique tendant à diminuer l'étirement, les auteurs 
hoisissent E ′(|∇φ|) =
λ(|∇φ| − 1).Cette formulation Eulerienne de la membrane permet d'éviter les di�
ultés inhé-rentes à la représentation Lagrangienne, plus pré
isément la né
essité de remaillagede la surfa
e paramétrée dans le 
as de grandes déformations et la généralisationsimple en dimension supérieure à 2. Par 
ontre, même si d'un point de vue 
ontinu lafor
e élastique empê
he tout 
hangement de topologie, en pratique la dis
rétisationdes équations ne permet pas d'assurer 
ette propriété, 
e qui peut être indésirabledans le 
as d'une membrane élastique. Les résultats obtenus ave
 
ette méthode sont
on
luants sur des 
as tests et les auteurs fournissent des appli
ations pour la simu-lation de globules rouges, 
onsidérés 
omme des membranes élastiques 
ontenant un�uide.2.3 Solide rigide : 
ouplage �uide-stru
ture en formulationvitesseIntéressons nous maintenant à l'intera
tion totale d'un solide rigide soumis auxfor
es hydrodynamiques d'un �uide. Le prin
ipe des méthodes basées sur la te
h-nique de frontière immergée est de plonger la stru
ture interagissant ave
 le �uidedans 
e dernier sans en modi�er le maillage. Ainsi, le domaine du �uide est élargi2. STRUCTURES IMMERGÉES 91



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTUREpour 
ouvrir entièrement l'objet, permettant l'utilisation des méthodes tradition-nelles rapides et adaptées (par exemple pour les solveurs d'équation de Poisson surgrille régulière) 
omme en présen
e d'une �uide unique. Le prin
ipe initialementproposé par Peskin [Pes77℄ 
on
ernait l'intera
tion d'un �uide ave
 une membraneélastique.Basée sur la même idée, la méthode dite de domaine �
tif introduite par Glo-winski et al. (dans la suite d'arti
les [GPH+01,GPH+99, PJB+02℄) puis amélioréepar Sharma et Patankar [SP05,Pat01℄ permet l'intera
tion du �uide ave
 un soliderigide soumis aux for
es hydrodynamiques. L'utilisation de multipli
ateurs de La-grange forçant la 
ontrainte de rigidité à l'intérieur du sous-domaine du �uide o

upépar le solide permet d'imposer la 
ondition de Diri
hlet sur la vitesse aux bords dusolide (et par extension à l'intérieur). L'arti
le [SP05℄ propose une amélioration dela méthode, au niveau du temps de 
al
ul et de la simpli
ité, dans le sens où imposerla 
ontrainte de rigidité dans le solide peut alors être perçu 
omme une proje
tiondu 
hamp de vitesse à la méthode de Chorin pour la 
ontrainte d'in
ompressibilité.Le problème est réduit au 
al
ul de trois multipli
ateurs de Lagrange (notés par leve
teur λ) issus de la 
ontrainte de rigidité à l'intérieur du domaine P (t) du solide :
D[u] =

1

2
(∇u +∇uT ) = 0 (3.20)à laquelle s'ajoute la 
ondition d'in
ompressibilité et de 
ondition aux bords ∂P (t)sur la vitesse : u = ur où l'indi
e r dénote la grandeur physique dans le solide. En ré-é
rivant la 
ontrainte de rigidité 3.20, nous pouvons obtenir les trois multipli
ateursde Lagrange soumis aux trois équations :

∇ · (D[u]) = ∇ · (D[λ]) = 0 dans P (t), (3.21)
D[u] · n = D[λ] · n = 0 sur ∂P (t). (3.22)A�n d'intégrer la 
ontrainte dans le �uide, on réé
rit l'équation de Navier-Stokessous la forme :

ρ

(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u

)

= −∇p + ν∆u + ρg + f
omplétée de l'équation d'in
ompressibilité et où ρ(x) varie en fon
tion de la densitédu �uide et du solide suivant x. f est dé�nie 
omme ∇ · (D[λ]) pour être 
onsistantave
 l'équation de mouvement dans le �uide et dans le solide (
f. [SP05℄ pour plus dedétails). Tout d'abord l'équation est résolue pour l'itération n, sans le terme f , ave
une méthode traditionnelle pour obtenir û à divergen
e nulle. Puis, similairement àla méthode de proje
tion, on dé�nit la vitesse au pas de temps suivant 
omme :
ρ

(

un+1 − û

δt

)

= f dans P (t). (3.23)Les équations 3.21 et 3.22 sont alors é
rites pour un+1 en inje
tant l'équation pré-
édente, 
e qui fournit les équations re
her
hées pour f . Une fois f 
al
ulé, un+1 est92 2. STRUCTURES IMMERGÉES
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ouvré grâ
e à l'équation 3.23, où les 
ontraintes d'in
ompressibilité et de rigidité(à l'intérieur du solide) sont assurées. La vitesse à l'intérieur du solide satisfait 
espropriétés mais ne représente pas parti
ulièrement la vitesse du solide soumis auxfor
es hydrodynamiques. C'est pourquoi il faut introduire les lois de 
omportementdu solide pour la résolution sur f en dé�nissant û = ur + u′ où ur est la vitesse dusolide :
ur = U + Ω× r,

MU =
∫

P (t)
ρû dx

IΩ =
∫

P (t)
ρr× û dxoù M est la masse du solide, U sa vitesse de translation, Ω sa vitesse angulaire, I lamatri
e d'inertie et r le ve
teur depuis le 
entre de gravité du solide. Ainsi, la vitesse

un+1 = ur est bien la vitesse du solide soumis aux for
es exer
ées par le �uide etles for
es extérieures, dans le sous domaine P (t). Les vitesses de translation et derotation du solide ainsi 
al
ulées permettent de faire avan
er 
e dernier vers le pasde temps suivant.Cette méthode est parti
ulièrement adaptée à la formulation vitesse 
ar elle
onsiste à projeter 
elle-
i sur l'espa
e des vitesses satisfaisant les 
ontraintes du so-lide. Malheureusement 
e prin
ipe se prête beau
oup plus di�
ilement aux méthodesvortex où la quantité manipulée est la vorti
ité et non dire
tement la vitesse.3 Intera
tions �uide-stru
ture en synthèse d'imagesFa
e à la di�
ulté et au 
oût des méthodes d'intera
tion entre �uides et solides ri-gides ou déformables, la 
ommunauté de la synthèse d'images s'est longtemps limitéeà la simulation de �uides 
ontraints par des solides rigides �xes, globalement fa
i-lement intégrables dans la résolution des équations en imposant le non-glissementsur les fa
es d'un maillage Eulerien. Dans 
e 
ontexte, de manière plus générale,les parois d'un solide �xe peuvent être dis
rétisées pour se 
onformer à la grille,posant néanmoins le problème � d'es
alier �(ou alliassage) induit par 
ette approxi-mation. Plus ré
emment, les méthodes de type ALE ont été adaptées à l'animation[FOC+05,KFCO06℄ pour l'intera
tion d'objets rigides ou déformables ave
 un �uide.La méthode de domaine �
tif quant à elle a été reprise dans l'arti
le Rigid Fluids[CMT04℄ pour l'intégration de solides rigides dans une formulation Eulerienne stan-dard. Dans un modèle plus mi
ros
opique pour l'intera
tion, Genevaux [Gén06℄utilise des ressorts 
onne
tés entre la paroi et le �uide pour empê
her 
e dernier depénétrer le solide tout en appliquant les for
es hydrodynamiques. Dans le 
adre desméthodes vortex, [PK05℄ proposent d'utiliser la méthode des panneaux a�n d'impo-ser des 
onditions de non glissement dans une formulation purement Lagrangienne.D'autres te
hniques moins basées sur la physique ont été introduites a�n de
ontrer les di�
ultés et de satisfaire les 
ontraintes apparaissant en synthèse d'images3. INTERACTIONS FLUIDE-STRUCTURE EN SYNTHÈSE D'IMAGES 93



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE� le temps de 
al
ul, la � manipulation �de la simulation par un artiste, l'intera
-tion ave
 des objets aux 
omportements très divers � 
omme par exemple les thindeformable and rigid shells [GSLF05℄. L'étude détaillée de 
es méthodes sortant du
adre de 
ette thèse, elles ne seront pas présentées dans 
e do
ument. C'est pourquoije me tiendrai aux méthodes annon
ées plus haut, dans l'ordre de leur énon
iation.
3.1 Méthode ALE et maillages dynamiquesJ'ai présenté dans le premier 
hapitre la méthode de type ALE proposée dansles arti
les [FOC+05,KFCO06℄. Dans 
ette formulation, la gestion de l'intera
tionentre le �uide et un solide (la généralisation à plusieurs solides est simple) est géréevia la résolution de l'équation de Poisson pour la proje
tion de la vitesse partiellesur l'espa
e des vitesses à divergen
e nulle (
f. 4.3). Un ensemble de n fa
es dumaillage pour le �uide forment l'interfa
e ave
 le solide. La matri
e R de taille n×n(détaillée 
i-après) multipliée par le ve
teur des pressions aux points asso
iés fournitl'a

élération totale du solide.

R =









b1...
bn









[

M−1 0

0 J−1

]

[

A1b1
T · · · Anbn

T
]

ave
 bi =
[

ni
T | (ri × ni)

T
] le ve
teur 
ontenant la normale et le ve
teur orthogonalà ni et au ve
teur ri en dire
tion du 
entre de gravité du solide au niveau de lafa
e fi, la matri
e M est la matri
e identité multipliée par la masse du solide, Id, Jla matri
e d'inertie et Ai l'air de la fa
e fi. A�n de trouver la pression, l'opérateurdis
ret modi�é D 
orrespondant à la divergen
e est appliqué à l'équation de Poissonpour trouver la pression :

δtDAp = −Du∗où u∗ est la vitesse partielle provenant de l'ajout des for
es extérieures à la vitesseobtenue par la méthode semi-Lagrangienne, et A la matri
e formée par l'opérateurdis
ret gradient multiplié par −ρ−1 pour les fa
es à l'intérieur du �uide et formée dela ligne 
orrepondante de la matri
e R pour les fa
es aux bords du solide. A la di�é-ren
e des méthodes de domaine �
tif, 
elle-
i possède l'intérêt d'obtenir l'intera
tionentre le �uide et les stru
tures en une seule passe lors de la proje
tion, elle a étéutilisée pour le 
ouplage de parois déformables agissant sur un �uide. La di�
ultémajeure de 
ette méthode, 
omme je l'ai pré
isé dans le premier 
hapitre, est la gé-nération d'un maillage 
ohérent épousant les bords du domaine du mieux possible,problème inexistant dans les te
hniques basées sur des frontières immergées.94 3. INTERACTIONS FLUIDE-STRUCTURE EN SYNTHÈSE D'IMAGES
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Fig. 3.3 � Intera
tions �uide-stru
ture par la méthode hybride proposée dans[KFCO06℄. Cal
uls haute résolution. Images extraites de [KFCO06℄.3.2 Rigid FluidsL'arti
le Rigid Fluids [CMT04℄ reprend la méthode de domaine �
tif introduitepar Glowinski et al. et améliorée par la suite par Patankar et al. dans le 
adre d'unesimulation par di�éren
es �nies sur une grille Eulerienne. La méthode est utiliséetelle quelle, dans le 
adre de simulations d'intera
tions entre liquides, gaz et solides,ave
 une te
hnique de type volume of �uids à une seule phase (ave
 extrapolationde la vitesse au delà de l'interfa
e liquide-gaz), 
omme présenté pré
édemment. Cetarti
le est parmi les premiers à proposer des intera
tions e�
a
es entre �uides etsolides rigides. La méthode demande néanmoins la résolution de système d'équationssur les quatre multipli
ateurs de Lagrange (un pour la pression et trois pour la
ontrainte de rigidité), alors que les méthodes pénalisant la vitesse à l'intérieur dusolide (
omme vu pré
édemment) né
essitent un 
al
ul de 
oût linéaire à 
haque pasde temps (voir 
hapitre 5).
Fig. 3.4 � Intera
tions liquide-solide rigide par la méthode de domaine �
tif, enprésen
e de plusieurs solides et d'une surfa
e libre. Images extraites de [CMT04℄.3. INTERACTIONS FLUIDE-STRUCTURE EN SYNTHÈSE D'IMAGES 95



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE3.3 Solides déformablesDans l'arti
le [GHD03℄ (et pour plus de détails, 
onsulter la thèse [Gén06℄),Genevaux et al. proposent � sur une formulation vitesse résolue par la méthodedes Markers And Cells � d'intégrer l'intera
tion entre un liquide et des solidesdéformables par l'utilisation de for
es de répulsions (similaires à un réseau masses-ressorts) entre des marqueurs situés dans le �uide et les points de dis
rétisationsitués à la surfa
e du solide. Ces for
es tendent à repousser le �uide de la paroivia le transfert de 
elles-
i 
omme for
e extérieure en partie droite de l'équationde Navier-Stokes. Symétriquement, les for
es exer
ées à l'interfa
e entre les deuxmilieux sont réper
utées à l'intérieur du solide via sa modélisation par un réseau demasses-ressorts, entraînant le 
ouplage 
omplet des deux milieux. Bien qu'adoptantun point de vue simpliste pour la dynamique du solide et son intera
tion ave
 le�uide, 
es travaux pré
urseurs ont permi d'obtenir des résultats intéressants tout enpermettant une intégration aisée et rapide de solides déformables dans un modèlede simulation de �uides existant. Néanmoins, 
ette solution ne permet pas de ré-soudre rigoureusement le problème d'intera
tion entre deux milieux à la dynamiquedi�érente. Les intera
tions 
onsidérées sont 
al
ulées entre 
haque paire de points(entre les marqueurs et les sommets du solide), 
e qui demande un temps de 
al
ulimportant, bien qu'il puisse être réduit en 
onsidérant la lo
alité des intera
tions.

Fig. 3.5 � Intera
tions �uide-stru
ture par une méthode de type masse-ressort.Images extraites de [GHD03℄.3.4 Vortex : méthode des panneauxRé
emment, en 2005, Park et Kim [PK05℄ ont adaptés à la synthèse d'images laméthode des panneaux pour l'intera
tion de solides rigides ave
 un gaz, en adoptantune formulation vorti
ité des équations de Navier-Stokes, ave
 l'aide de parti
ulesde vorti
ité. A�n de pouvoir 
ontr�ler l'épaisseur de la 
ou
he limite, dans l'optiquede la manipulation du logi
iel de simulation par un artiste désireux de modi�er le96 3. INTERACTIONS FLUIDE-STRUCTURE EN SYNTHÈSE D'IMAGES



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE
omportement du �uide, les auteurs introduisent un paramêtre σ ∈ [0, 1] modulantl'intensité du �ux de vorti
ité depuis la paroi en dire
tion du �uide. Cet outil permetalors de maîtriser lo
alement le taux de frottements entre le solide et le �uide, 
e
ipeut-être 
ompris 
omme une modi�
ation lo
ale de la vis
osité du �uide. Ainsi, pourdes valeurs de σ pro
hes de 0 pour des surfa
es � lisses �, le �uide va � glisser �
ontrela paroi, alors qu'ave
 des valeurs de σ pro
hes de 1, la 
ou
he limite dynamique etvisuelle paraîtra plus épaisse. Les auteurs e�e
tuent au préalable le 
al
ul de l'inversede la matri
e A provenant de l'équation Aγ = b permettant d'obtenir l'intensitéde la vorti
ité γ au niveau d'un panneau pour la 
ondition de non pénétration. Ene�et, A ne varie pas, même après transformation rigide (translation et/ou rotation)de la surfa
e de l'objet, 
e qui permet de 
onsidérer un solide suivant un mouvementprédéterminé.

Fig. 3.6 � Intera
tion �uide-stru
ture par la méthode des panneaux, par une réso-lution de l'équation de Navier-Stokes par parti
ules de vorti
ité. Images extraitesde [PK05℄.
4 Bilan du 
hapitreNous venons de voir les prin
ipales méthodes existantes pour l'intera
tion destru
tures, solides rigides ou déformables et membranes élastiques, en mathéma-tiques appliquées et leur pendant en synthèse d'images. Je me suis parti
ulièrementintéressé aux méthode de type domaine �
tif qui présentent pour moi un avantagesigni�
atif : 
elui de permettre d'intégrer très simplement tout type de maillage àl'intérieur d'un �uide dans lequel les 
al
uls peuvent être e�e
tués rapidement, pardes méthodes sur grille traditionnelles par exemple. Ce
i est un avantage d'autantplus grand qu'en méthode vortex, imposer une 
ontrainte aux bords d'un solide peut4. BILAN DU CHAPITRE 97



CHAPITRE 3. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTUREs'avérer déli
at, et en
ore plus lorsque sa forme est quel
onque � 
e qui est biensouvent le 
as en synthèse d'images � où la méthode des panneaux serait di�
ile àmettre en oeuvre.Nous verrons dans le 
hapitre 5 une te
hnique permettant l'intera
tion entre�uides et solides rigides grâ
e à une méthode de pénalisation s'intégrant aisémentdans une formulation vorti
ité. Mais avant 
ela, dans le 
hapitre suivant, je présenteles fondements né
essaires pour la simulation de �uides par méthode vortex, surlequels seront ajoutées les intera
tions �uide-stru
ture, dont des membranes élas-tiques, ave
 des appli
ations en synthèse d'images.
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Chapitre 4Méthode de vorti
ité pour lasimulation de �uides
1 Fluide monophasique1.1 PréambuleJe présente en premier lieu mes travaux e�e
tués sur les �uides à une uniquephase, le 
as le plus simple. Le passage à plusieurs phases est présenté dans la se
-tion suivante 2. Tout d'abord j'e�e
tue un rappel des équations de Navier-Stokes enformulation vorti
ité, ainsi que sur les méthodes de résolution pour 
es équations.Puis je reviens en détails sur les points de 
al
ul traités su

intement dans la pre-mière partie du manus
rit, 
on
ernant le 
al
ul de la vitesse, de la di�usion, sur lesméthodes de remaillage et diverses méthodes numériques né
essaires à la résolutiondes équations. Je terminerai 
ette se
tion en présentant un exemple de simulationde �uide monophasique ave
 deux méthodes di�érentes : la méthode purement par-ti
ulaire et la méthode Vortex In Cell ave
 remaillage (notée par le sigle VIC dansla suite) qui sera la base de la suite de mes travaux.1.2 Rappel des équations et des méthodes de résolutionJe rappelle i
i les équations déjà présentées dans le 
hapitre premier 
on
ernantla formulation vorti
ité, en y spé
i�ant les parti
ularités asso
iées à mon travailde re
her
he. Préalablement, il est important de noter que dans le 
as parti
ulierd'un �uide monophasique, au
une équation sur la densité n'est résolue. Ce
i est la
onséquen
e du fait que dans l'équation de 
onservation de la vorti
ité 1.14 :

∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω,seule la vis
osité ν entre dans l'équation, et 
ette vis
osité étant 
onstante au seindu �uide, au
une équation de transport pour 
elle-
i, 
omme pour la densité, n'estné
essaire. Le problème en est d'autant plus simpli�é. 101



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESComme nous l'avons vu dans le premier 
hapitre, l'équation pré
édente peut êtreé
rite dans un point de vue Lagrangien grâ
e à la dérivée parti
ulaire :
Dω

Dt
= (ω · ∇)u + ν∆ω (4.1)
e qui revient à résoudre sur un groupe de parti
ules une équation de di�usionaugmentée d'un terme d'étirement en 3D. La partie adve
tion de l'équation estquant à elle résoulue impli
itement par le transport des parti
ules.Dans 
e 
ontexte, le 
hamp de vorti
ité ω(x, t) est représenté par un ensemblede parti
ules (dont les quantité transportées sont notées par un p ou un q en indi
e)plut�t que par des valeurs dis
rètes aux sommets d'un maillage. La vorti
ité estdé�nie dans l'espa
e dans l'équation 1.26 
omme :

ω(x, t) ≃ ω̃(x, t) =
∑

p

ωp ζε (x− xp(t))où ζε est un noyau de molli�
ation sur lequel je reviendrai dans la partie suivante.Ces parti
ules sont simplement transportées par le �uide :
dxp(t)

dt
= up = u(xp(t)).L'un des problèmes prin
ipaux des méthodes vortex est justement le 
al
ul de lavitesse des parti
ules. Plusieurs méthodes existent, et dans le 
adre parti
ulaire, lenoyau de Biot-Savart 1.30 est tout parti
ulièrement adapté. Il permet de 
al
uler lavitesse en fon
tion de la vorti
ité portée par 
ha
une et de leur position respe
tive,permettant de dé�nir la vitesse en 
haque point de l'espa
e :

u(x, t) =
∑

p

ωpKε(x− xp(t)) (4.2)où Kε est un noyau de Biot-Savart régularisé sur lequel je reviendrai dans la partiesuivante. Ainsi, l'équation 4.2 est utilisée pour obtenir la vitesse en 
haque parti
uleet pour résoudre les termes de transport et d'étirement de 4.1.Malheureusement, une appro
he entièrement parti
ulaire de l'équation de vorti-
ité possède plusieurs désavantages dont les prin
ipaux sont le 
oût de 
al
ul lié auxalgorithmes existants ainsi que le problème de mauvaise répartition des parti
ules aufur et à mesure du temps, problème inhérent à toute méthode Lagrangienne. C'estpour palier 
es di�
ultés que la méthode des VIC ave
 remaillage a été développée :elle permet de prendre avantage de la simpli
ité des méthodes Eulerienne tout en
onservant les bienfaits de la représentation Lagrangienne, tout parti
ulièrement en
e qui 
onserne l'équation de transport. En e�et, 
ette méthode hybride 
onsiste àutiliser une grille sous-ja
ente à l'ensemble de parti
ules a�n de fa
iliter les 
al
uls(pour la vitesse notamment) et de maîtriser la répartition spatiale des parti
ules parle biais de te
hniques de remaillage.102 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESLa 
lef des VIC remaillés réside don
 dans 
ette partie très sensible qu'est leremaillage � ou remeshing en anglais � où la vorti
ité est transférée entre les par-ti
ules et la grille, et vi
e-versa. En e�et, l'opération de remaillage doit être e�e
tuéerégulièrement pour éviter que la répartition des parti
ules devienne trop disparatedans le 
as de grandes déformations. Ce
i pourrait donner lieu à de fortes pertes depré
isions dans la résolution des équations, ou à une modi�
ation 
omplexe � etdon
 non souhaitable � des noyaux d'interpolation. Je parle plus en détail de 
eproblème dans la partie 1.4 où je donne des exemples de fon
tions d'interpolationsutilisées dans notre 
ontexte.Bien que je présente en partie 1.6 un exemple d'utilisation d'une méthode pu-rement Lagrangienne, la méthode VIC ave
 remaillage est la base de mes travaux ;pour plus de lisibilité, j'abuserai du terme � VIC �pour faire allusion à 
es deuxméthodes 
ouplées (
al
ul de la vitesse sur la grille plus remaillage). Je rappellei
i l'algorithme général de résolution des équations de Navier-Stokes en formulationvorti
ité par 
ette méthode, 
omme présenté en partie 4.6. Le reste de 
ette partiedétaillera su

essivement les étapes essentielles de 
et algorithme, en insistant surles 
hoix e�e
tués pour obtenir un 
al
ul e�
a
e. L'algorithme est le suivant :1. Cal
ul de la vitesse sur la grille à partir de ωn.2. Cal
ul de l'étirement sur la grille.3. Interpolation de la vitesse et de l'étirement sur les parti
ules.4. Adve
tion des parti
ules et intégration du terme d'étirement.5. Remaillage : 
réation de nouvelles parti
ules basées sur la grille.6. Di�usion sur la grille : obtention de ωn+1.1.3 Cal
ul de la vitesse et équation de transportVia le noyaux de Biot-SavartNous avons vu dans la partie 4.5 qu'il est possible de 
al
uler la vitesse du �uidedé
rit par un ensemble de parti
ules de vorti
ité grâ
e à la loi de Biot-Savart (équa-tion 1.30) dis
rétisée sur 
es dernières. Dans la plupart des 
as, il n'est né
essaire de
al
uler 
ette vitesse qu'à la position des parti
ules de vorti
ité, 
ar, dans le 
as d'un�uide monophasique, il n'existe qu'une unique équation de transport sur la vorti-
ité qu'il faut résoudre. Le noyau de Biot-Savart étant singulier en zéro, il 
onvientd'utiliser un noyau régularisé supprimant 
ette singularité. La 
onstru
tion de telsnoyaux est détaillée dans le livre [CK00℄ ; deux 
ritères prin
ipaux parti
ipent au
hoix du noyau : l'ordre de la fon
tion 
uto� in�uant sur la pré
ision de Kε et le
oût de l'évaluation numérique du noyau. Ce dernier point est primordial 
ar le 
oûtde l'algorithme de 
al
ul des vitesses sur les N parti
ules est en O(N2) ; ainsi unerédu
tion du 
oût de l'évaluation de Kε entraine un gain de temps substantiel. Parexemple, en 2D, le noyau suivant est d'ordre 4 (où la fon
tion 
uto� utilisée est1. FLUIDE MONOPHASIQUE 103



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESd'ordre 4) :
Kε(x) = − x

2πr2

(

1 + (r2/ε2 − 1)e−r
2/ε2

)où r = |x|. Son équivalent en 3D :
Kε(x) = − x

4πr3

(

1 + e−r
3/ε3 − 4e−2r3/ε3

)donné par Beale et Majda [BM85℄. C'est 
e dernier noyau que j'ai utilisé dans mestravaux.Le 
al
ul de l'exponentielle sur une ma
hine n'étant pas très rapide, il peut-êtreenvisagé d'utiliser des valeurs tabulées � 
'est-à-dire pré
al
ulées sur des intervalesdé�nis � a�n d'en a

élérer l'évaluation. Cette dis
rétisation du noyau induit des er-reurs dans les 
al
uls, mais dans le 
adre de la synthèse d'images, et parti
ulièrementpour des appli
ations temps-réel, 
e gain en temps de 
al
ul peut être substantiel(
f. 1.6) et la perte de pré
ision négligeable visuellement.Reste à dé�nir la valeur de ε. En pratique 
e paramètre est 
hoisi de l'ordre del'espa
ement (initial) h des parti
ules ; attention 
ar 
e 
hoix n'est plus judi
ieuxlorsque les parti
ules s'éloignent ou se rappro
hent au 
ours du temps. Une méthodeparti
ulaire basée sur des noyaux à support ε variables doit être 
onsidérée dans desméthodes purement Lagrangiennes. Le 
hoix d'une méthode hybride pour mes tra-vaux m'a amené à ne pas traiter 
ette question. Le le
teur pourra se do
umenterdans l'arti
le [CKOS00℄ pour une dis
ussion sur 
e sujet.L'algorithme de sommation permettant de 
al
uler les vitesses sur 
haque parti-
ule demande exa
tement N2 évaluations du noyau Kε :
up =

∑

q

Kε(xp − xq)× ωqest donné par l'algorithme suivant :Algorithme 1: Cal
ul de la vitesse par le noyau de Biot-Savartpour tous les parti
ules p faire up ← 0pour tous les parti
ules p fairepour tous les parti
ules q faire
up ← up + Kε(xp − xq)× ωq�n�nLe noyau de Biot-Savart étant impair,Kε(x) = −Kε(−x), il est possible de 
al
u-ler de manière plus rapide la vitesse sur toutes les parti
ules. En e�et, la 
ontribution(sans la multipli
ation par la vorti
ité) d'une parti
ule p en une parti
ule q étantl'opposée de 
elle de q sur p, une seule évaluation du noyau est né
essaire par pairede parti
ules. L'algorithme 2 présente de manière synthétique la méthode que j'aiadoptée dans ma thèse pour les simulations purement Lagrangiennes.104 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESAlgorithme 2: Cal
ul rapide de la vitesse par le noyau de Biot-Savart
S ← ∅pour tous les parti
ules p faire up ← 0pour tous les parti
ules p fairepour tous les parti
ules q /∈ S faire

K← Kε(xp − xq)
up ← up + K× ωq
uq ← uq −K× ωp�n

S = S ∪ p�nCet algorithme a une 
omplexité équivalente au pré
édent, 
'est-à-dire en O(N2),mais le nombre d'opérations e�e
tivement réalisées est plus faible : il est très exa
-tement de ∑N
i=1 i = N(N + 1)/2 évaluations du noyau, 
e qui est environ deux foisplus rapide que l'algorithme � naïf �.Comme nous l'avons vu au premier 
hapitre, 
ette méthode est adaptée natu-rellement à des 
onditions aux bords ouvertes, 
'est-à-dire quand le domaine n'apas de limite expli
ite. Pour des 
onditions aux bords de type périodique, le 
al
ulde la vitesse est plus 
oûteux 
ar il faut alors prendre en 
ompte un ensemble departi
ules virtuelles re
opiées périodiquement dans toutes les dire
tions. L'équationpermettant de 
al
uler la vitesse up est alors :

up =
∑

k∈Zd

∑

q

Kε(xp − (xq + kL))× ωqen dimension d, où L est la taille de la boîte supposée identique dans les d dire
tions.I
i xq + kL dénote les positions d'une parti
ule q d'un point de vue périodique. Enpratique, seul un nombre restreint de parti
ules sont � ajoutées �, 
'est-à-dire que kne prend qu'un nombre limité de valeurs. Par exemple, si on 
onsidère uniquementles parti
ules dans le voisinage pro
he (k = {−1, 0, 1}d), 
e
i revient à 
onsidérer lesboîtes adja
entes et multiplie le 
oût du 
al
ul par 3d.Il est plus di�
ile d'imposer des 
onditions de type no-through ou no-slip. Pour
e faire, la méthode des panneaux [PWS+02℄ (par exemple) peut-être employée,une appli
ation de 
ette te
hnique en synthèse d'images est présentée dans l'arti
le[PK05℄. Dans le 
hapitre suivant, je propose une nouvelle méthode pour imposerdes 
onditions de non glissement sur les parois d'un obsta
le qui peut s'intégrernaturellement aux méthodes purement Lagrangiennes.Via la fon
tion 
ourant sur la grilleDans le 
adre de la méthode VIC, le 
al
ul de la vitesse est e�e
tué sur la grille.En e�et, l'intérêt de la grille sous-ja
ente est de pouvoir béné�
ier de la rapidité des1. FLUIDE MONOPHASIQUE 105



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESte
hniques de résolution de l'équation de Poisson né
essaire au 
al
ul de la fon
tion
ourant :
∆ψ = −ω. (4.3)Je rappelle qu'en 2D il su�t de résoudre une seule équation pour la troisième 
om-posante non nulle de ψ et ω, alors qu'en 3D il faut en résoudre 3, une pour 
haque
omposante. Il est important de noter que le 
oût algorithmique de 
es méthodesest fon
tion du nombre M de points de grille qui est di�érent du nombre de parti-
ules de vorti
ité présentes dans le domaine. Ainsi, il n'est envisageable de 
omparerla méthode pré
édente à 
elles qui suivent qu'en prennant en 
ompte le taux deremplissage de la grille par les parti
ules.Pour résoudre l'équation 4.3, j'ai utilisé deux méthodes di�érentes en fon
tiondes 
onditions aux bords : la résolution dans le domaine fréquentiel grâ
e à un al-gorithme rapide de transformée de Fourier pour des 
onditions périodiques, et pardi�éren
es �nies pour des 
onditions de type no-through sur la vitesse � je rappellequ'il n'est pas possible de résoudre dire
tement une 
ondition de type no-slip enformulation vorti
ité.La première méthode 
onsiste à utiliser une représentation fréquentielle desgrandeurs étudiées, représentation parti
ulièrement adaptée pour les signaux pé-riodiques. Par exemple, grâ
e à la transformée de Fourier (notée TF ) et son inverse(notée TFI ), il est possible de résoudre fa
ilement l'équation de Poisson dans l'es-pa
e de Fourier. Soient ψ̂(ξ) = F(ψ(x)) la TF de ψ, et ω̂(ξ) = F(ω(x)) 
elle du
hamp de vorti
ité. La solution de l'équation de Poisson s'obtient simplement :

F (∆ψ) = −F (ω)

4π2ξ2i2ψ̂ = −ω̂
ψ̂ =

ω̂

4π2ξ2ave
 i2 = −1. Ainsi on trouve la solution dans le domaine spatial par la TFI de lasolution, 
'est-à-dire :
ψ = F−1

(

ω̂

4π2ξ2

)

.Le 
oût de la TF et de la TFI étant de O(MlogM), 
ette méthode est don
 beau
oupplus intéressante en temps de 
al
ul en 
omparaison de la méthode purement par-ti
ulaire, en 
onsidérant un remplissage important du domaine de 
al
ul, N ≃ M .Evidemment, elle demande que la répartition des points de dis
rétisation soit uni-forme. Toutefois, il est envisageable de 
onsidérer une répartition non uniforme de
es derniers en utilisant une transformée de Fourier non uniforme.L'implémentation de 
ette te
hnique se fait de manière assez simple. Tout d'abord,j'ai 
hoisi d'utiliser une bibliothèque permettant d'e�e
tuer des transformées de Fou-rier de manière rapide. Les algorithmes de type Fast Fourier Transform (transorméede Fourier rapide) pro
urent un 
al
ul e�
a
e pour 
es opérations. Ce dernier estd'autant plus e�
a
e lorsque le nombre d'éléments � les sommets de la grille �106 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESformant la donnée en entrée est une puissan
e de 2. C'est pourquoi dans les simula-tions des grilles de taille Ld (où d est la dimension) sont généralement utilisées. Labibliothèque FFTW [FJ℄ fournit une implémentation de 
ette méthode, 
'est elleque j'ai intégrée dans mon logi
iel.En pratique, à partir d'un tableau de taille M = Ld sto
kant les valeurs de ωspatialement sur la grille, le résultat obtenu est un tableau de taille Ld−1 × L/2 oùsont sto
kées les valeurs 
omplexes asso
iées aux fréquen
es du signal représentantle 
hamp étudié. La raison pour laquelle la taille de 
es données est deux fois pluspetite qu'en représentation spatiale est que la transformée de Fourier d'un signal àvaleurs réelles est symétrique : l'amplitude d'une fréquen
e f est la même qu'à lafréquen
e −f .L'algorithme permettant de 
al
uler ψ à partir de la vorti
ité, en omettant lapropriété énon
ée pré
édemment pour plus de 
larté, est don
 le suivant :Algorithme 3: Cal
ul de la vitesse via la fon
tion 
ourant grâ
e à la FFT en3D // L'indi
e f représente le tableau sto
kant les valeurs 
omplexes du 
hampasso
ié.// Les 
ro
hets [i] représentent le ième élément du tableau.// α est une 
onstante 
omptant pour le fa
teur d'é
helle du problème et lefa
teur lié aux transformées de Fourier.// α = h3/L3, où h est l'espa
ement spatial des points de grille, supposé
onstant// et L le nombre de points de grille.// F est le sous-domaine des fréquen
es étudiées : F ⊂ Z et
F = [−L/2, ...,L/2]

ωf ← F (ω)pour tous les fréquen
es ξ ∈ F 3 faire
ψf [ξ1][ξ2][ξ3]← ωf [ξ1][ξ2][ξ3]/(4π

2ξ2)�n
ψ ← F−1 (ψf )pour tous les les points x du tableau faire

ψ[x1][x2][x3]← α ∗ ψ[x1][x2][x3]�nIntéressons nous maintenant à la 
ondition aux bords de type no-through. Cetteappro
he est di�érente des méthodes spe
trales dans le sens où des 
onditions auxbords doivent être expli
itement données pour la grandeur qui nous intéresse i
i :la fon
tion 
ourant. Comme je l'ai expliqué dans le premier 
hapitre en partie 4.6,il est possible d'imposer une 
ondition de non pénétration aux bords d'une boîtede 
al
ul en imposant des 
onditions de type Diri
hlet homogène pour les 
ompo-santes de ψ tangentes au bord de la boîte et de type Neumann homogène pour la1. FLUIDE MONOPHASIQUE 107



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDES
omposante normale. Ce
i est aisément obtenu par les algorithmes de résolution del'équation de Poisson basés sur des s
hémas de di�éren
es �nies en jouant sur lesvaleurs 
ontenues dans la matri
e à inverser pour résoudre 
e problème. J'ai inté-gré la bibliothèque FishPa
k dans mon logi
iel, 
ette dernière permet de résoudrede manière e�
a
e l'équation de Poisson ave
 les 
onditions souhaitées grâ
e à dess
hémas de di�éren
es �nies d'ordre 2 ou 3 in�uençant l'erreur numérique 
ommiselors du 
al
ul. Le 
oût de tels algorithmes est en O(MlogM).Une fois les valeurs de ψ 
onnues en 
haque point de grille, il faut maintenant
al
uler la vitesse. Dans la méthode VIC, 
e
i est simplement e�e
tué en 
al
ulantnumériquement le rotationel de la fon
tion 
ourant : u = ∇×ψ sur la grille à l'aidede s
hémas de di�éren
es �nies. Il est possible d'utiliser des s
hémas d'ordre élevépour 
al
uler la vitesse ; un soin parti
ulier doit être apporté dans une boîte ferméeoù des s
hémas d'ordre moins élevé (ayant don
 un support plus petit) ou dé
entrés(
f. annexe 2.1) doivent être utilisés.ÉtirementDans mon implémentation de la méthode VIC, j'ai utilisé le fait que la vorti
itéet la vitesse se trouvent, en début d'itération, toutes les deux sur la grille pour
al
uler de manière e�
a
e l'étirement du tourbillon. J'ai don
 utilisé la dé�nitionde l'étirement sous forme 
onservative :
Dω

Dt
= ∇ · (ω ⊗ u) (4.4)puis interpolé 
e terme sur les parti
ules avant le transport. Numériquement, lorsquela vitesse est 
al
ulée sur la grille, j'ai utilisé le même s
héma de di�éren
es �niesque pour 
al
uler ∇× ψ, soit un s
héma d'ordre 4.Transport de la vorti
itéL'équation de transport sur la vorti
ité est résolue dans un repère Lagrangien
omme expliqué dans le premier 
hapitre. Ce
i permet de résoudre exa
tementl'équation de transport, sans erreur numérique, ainsi que de s'abstraire de la 
ondi-tion CFL liée à la résolution de l'équation en Eulerien. Une fois la vitesse up 
al
uléeen 
ha
une des parti
ules, que 
e soit par le noyau de Biot-Savart ou par le 
al
uldes vitesses sur la grille, l'équation de transport :

∂ ωp
∂t

+ (up · ∇)ωp =
Dωp
Dt

= 0est résolue impli
itement par le transport de la parti
ule par le �uide :
dxp

dt
= u(xp) = up.108 1. FLUIDE MONOPHASIQUE
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haque pas de temps, après le 
al
ul de la vitesse sur les parti
ules, leur positionest don
 mise à jour :
xp(t+ δt) = xp(t) + δtup(t)de manière expli
ite au premier ordre en temps. A�n d'appro
her au mieux la vitesseréelle du �uide et de suivre au mieux la 
ara
téristique de 
elle-
i, il est envisageabled'utiliser d'autres s
hémas d'intégration pour le dépla
ement des parti
ules. J'aiutilisé un s
héma de type Runge-Kutta d'ordre 2 (
f. �gure 4.1) � équivalent dela méthode du point milieu (mid-point method en anglais) � modi�é pour messimulations. Initialement, la méthode Runge-Kutta 2 
onsiste à évaluer la vitesse audemi pas de temps suivant et d'utiliser 
ette vitesse pour adve
ter la parti
ule versle pas de temps suivant :

xp(t+ δt) = xp(t) + δtu(xp(t) +
δt

2
u(xp(t), t), t+

δt

2
).Or le 
al
ul de la vitesse u(xp(t) + δt

2
u(xp(t), t), t + δt

2
) au demi pas de temps

t

f ′(t + δt
2

)

f̃e(t + δt)

f(t + δt)

f̃rk2(t + δt)

f(t)

f
ti ti + δt

2
ti + δtFig. 4.1 � Comparaison graphique de la méthode d'intégration d'Euler standardd'ordre 1 (en vert) et d'un s
héma de type Runge-Kutta 2 (en marron) ; la 
ourbebleue est la fon
tion de référen
e à appro
her. La distan
e entre la valeur f̃ 
al
uléepour le temps t+δt est plus petite ave
 la se
onde méthode 
ar 
e s
héma est d'ordre2.suivant né
essite la vorti
ité ω(x, t + δt

2
) également au demi pas de temps suivant,
e qui né
essite la résolution du reste de l'équation de vorti
ité (pour la di�usionet l'étirement en 3D). Ces 
al
uls sont 
oûteux et 
e
i doublerait le temps de 
al
ulglobal né
essaire à la résolution de l'équation de 
onservation (ainsi que, 
omme on leverra plus tard, sur le transport de la densité en présen
e d'un �uide multiphasique).Dans l'intention de réduire 
e temps de 
al
ul tout en 
onservant une bonne pré
isiondans l'équation de transport, j'ai utilisé une approximation du 
hamp de vitesse audemi pas de temps suivant, de manière similaire à [Wey06℄. Ces travaux montrentque 
ette approximation permet bien de résoudre le dépla
ement à l'ordre 2, dans le1. FLUIDE MONOPHASIQUE 109
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adre de méthodes 
ouplées au remaillage dans une formulation vitesse. J'ai utilisé
ette appro
he dans la méthode VIC implémentée (voir 
i-dessous).Dans une méthode purement Lagrangienne, le 
hamp de vorti
ité transporté parune parti
ule peut être pris 
omme une approximation de la vorti
ité au tempssuivant, 
omptant uniquement la résolution de l'équation de transport :
ωp(t+

δt

2
) ≃ ωp(t)qui transporte aussi le 
hamp de vitesse, en omettant la di�usion et l'étirement desvortex. Ainsi, l'équation de Runge-Kutta 2 modi�ée 
onsiste à 
al
uler une vitesseappro
hée ũp telle que :

ũp =
∑

q

Kε(xp(t+
δt

2
)− xq(t+

δt

2
))× ωq(t)où xp(t + δt

2
) = xp(t) + δt

2
up(t) (et de manière similaire pour xq), et de l'intégrerdans l'équation de dépla
ement de la parti
ule :
xp(t+ δt) = xp(t) + δt ũp(t).Comme il a été proposé dans [Wey06℄, il est aussi possible d'utiliser un 
hampde vitesse u(x) 
onstant sur le demi pas de temps. Dans une formulation vorti
ité,l'équivalent 
orrespond à appro
her la vitesse de la parti
ule au demi pas de tempssuivant ũp en fon
tion du 
hamp de vorti
ité ω(x, t) = ω(x, t+ δt

2
) 
onstant.Dans mon implémentation pour la simulation purement Lagrangienne, j'ai don
résolu l'équation sur la vitesse grâ
e au noyau de Biot-Savart aux positions desparti
ules à l'instant t+ δt

2
après une intégration d'Euler expli
ite à l'ordre 1, 
'est-à-dire :

ũp =
∑

q

Kε(xp(t+
δt

2
)− xq(t))× ωq(t)ave


xp(t+
δt

2
) = xp(t) +

δt

2
up.Dans le 
adre d'une méthode VIC où la vitesse est 
al
ulée sur la grille en résol-vant l'équation de Poisson sur la fon
tion 
ourant, la méthode utilisée est similaire à
ette dernière. La seule di�éren
e provient du fait que les parti
ules de vorti
ité sontsituées n'importe où dans le domaine, lorsqu'on met de 
�té le remaillage pour l'ins-tant. Il faut alors interpoler les valeurs de la vitesse u(x) sto
kées aux sommets de lagrille au niveau des positions des parti
ules xp. Ces interpolations viennent ajouterdes erreurs en fon
tion du pas de dis
rétisation spatiale δx aux erreurs sur le s
hémade dépla
ement. Par 
han
e, si un remaillage est e�e
tué à 
haque pas de temps, lesparti
ules se trouvent alors situées à l'instant t exa
tement aux sommets du maillageet au
une interpolation ne doit être e�e
tuée si on adopte un s
héma de remaillage110 1. FLUIDE MONOPHASIQUE
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f. partie 1.4). Mais l'utilisation d'une méthode de type Runge-Kutta ave
un 
hamp de vitesse �xe dans l'intervalle [t, t+ δt
2
] né
essite tout de même d'e�e
tuerune interpolation à la position xp(t+

δt
2
) de la parti
ule au demi pas de temps. Ce-pendant, bien qu'elle rajoute de l'erreur en fon
tion de δx et augmente le temps de
al
ul en O(N) (une interpolation par parti
ule pour les N parti
ules), l'utilisationde 
ette méthode reste intéressante 
ar elle permet de réduire l'erreur temporelled'un ordre de grandeur alors que les fon
tions d'interpolation généralement utiliséesont déjà un ordre d'erreur quadratique en espa
e (
f. partie 1.4).Étudions l'intérêt et la limite de 
ette méthode : en utilisant un s
héma d'in-terpolation d'ordre 2, l'erreur 
ommise en 
omparaison d'un s
héma de transporttraditionnel en O(δt) est en O(δx2) +O(δt2). Le s
héma d'Euler d'ordre 1 est don
préférable si et seulement si

O(δt) < O(δt2) +O(δx2).C'est-à-dire si
O(δt) < O(δx2). (4.5)Or, si on adopte une 
ontrainte sur le pas de temps à 
ause de la résolution del'équation de di�usion sur la vorti
ité, nous avons en 1D l'inégalité suivante :
δt ≤ δx2

2ν
<
δx2

ν
.Si on prend un pas de temps égal à δx2

2ν
, l'inégalité 4.5 devient :

O(δt) < νO(δt).Autrement dit, la méthode basée sur 
elle de Runge-Kutta 2 est toujours plus in-téressante si la vis
osité est faible (ν ≪ 1), 
e qui est le 
as pour les simulationsqui nous intéressent dans le 
adre de 
ette thèse. De manière plus générale, si δtest 
hoisi de l'ordre de δx, les deux méthodes sont équivalentes en terme d'erreursnumériques et le s
héma d'Euler d'ordre 1 reste moins 
oûteux en temps de 
al
ul.Conditions aux bords pour le transport En présen
e de 
onditions aux bordsde type périodiques, il est né
essaire de repositionner les parti
ules dépla
ées àl'intérieur de la boîte, que 
ela soit dans un 
adre purement parti
ulaire ou dansune méthode VIC. En 1D, soit l'intervalle périodique [A,B[ dans lequel évoluent lesparti
ules, la parti
ule p est située en xp(t) tel que xp(t) ∈ [A,B[, lorsque 
elle-
isort de la boîte, 
'est-à-dire xp(t+δt) /∈ [A,B[, il 
onvient de dépla
er 
ette parti
uleà l'intérieur du domaine en la remplaçant par son équivalente en périodique :
xp(t+ δt)← xp(t+ δt)− (B −A) si xp(t+ δt) >= B et
xp(t+ δt)← xp(t+ δt) + (B −A) si xp(t+ δt) < A.Dans le 
as d'une boîte fermée, les parti
ules ne peuvent physiquement pas sortirde la boîte. Néanmoins, la vitesse des parti
ules près des bords du domaine peuvent1. FLUIDE MONOPHASIQUE 111
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elui-
i si le pas de temps n'est pas modi�é en 
onséquen
e. Cedernier doit ainsi être adapté a�n que les parti
ules pro
hes des bords ne s'é
happentpas. Rappelons l'équation de transport pour une vitesse ũp donnée :
xp(t+ δt) = xp(t) + δt ũp,en 1D la position xp(t + δt) doit appartenir à l'intervalle ]A,B[ (en omettant laprésen
e de parti
ules aux bords), en d'autres termes :

xp(t) + δt ũp > A⇒ δt <
A− xp(t)

ũp
et

xp(t) + δt ũp < B ⇒ δt <
B − xp(t)

ũp
omme uniquement une vitesse négative (resp. positive) peut faire sortir xp du do-maine au delà de A (resp. de B). En pratique, 
omme la 
ondition de non pénétrationest assurée, 
ette 
ontrainte n'entre pas en jeu 
ar la vitesse orthogonale aux bordsaux points pro
hes de 
eux-
i est très faible.Par ailleurs, un soin parti
ulier doit être apporté aux fon
tions d'interpolationutilisées ave
 la méthode VIC dans un domaine fermé. E�e
tivement, il est né
essaired'utiliser des fon
tions d'interpolation adaptées à un maillage fermé, le support de
es dernières pouvant prendre plus de deux points de grille. La se
tion suivanterevient sur 
es 
as parti
uliers dans le 
adre d'une te
hnique de remaillage, étapelors de laquelle j'ai utilisé les mêmes fon
tions d'interpolation.1.4 Méthodes de remaillage et fon
tions d'interpolationLa méthode des VIC s'appuie sur le remaillage fréquent des parti
ules de vor-ti
ité a�n de béné�
ier au mieux des avantages des méthodes sur grille. Le point
lef de 
ette méthode est l'utilisation de fon
tions d'interpolation adaptées a�n depréserver au mieux les propriétés dynamiques du �uide. C'est pourquoi les fon
tionsd'interpolation 
hoisies pour distribuer les parti
ules sur la grille doivent être lemoins di�usives possible et 
onserver le maximum de moments sur la vorti
ité. Demanière générale, la qualité d'une fon
tion d'interpolation est liée aux nombres depoints utilisés pour 
elle-
i, 
'est-à-dire de son support. Le livre [CK00℄ présente enprofondeur di�érentes fon
tions d'interpolations ainsi que les propriétés asso
iées.Dé
rivons maintenant plus pré
isément le fon
tionnement de la méthode de re-maillage dans le 
adre du présent travail. Je me pla
e dans le 
as 1D pour plus de
larté, la méthode en dimension supérieure s'en déduit naturellement. Un ensemblede parti
ules situées aux sommets xp d'une grille uniforme d'espa
e h = 1 sontadve
tées par le �uide. Leur nouvelle position asso
iée est notée par x̃q. Soit un
hamp Γ̃ transporté par 
et ensemble de parti
ules, où 
ha
une d'entre elle porte
Γ̃q = Γ̃(x̃q). Nous souhaitons interpoler 
ette quantité aux points de grille xp oùseront 
réées les parti
ules qui serviront à la pro
haine itération de l'algorithme des112 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESVIC que j'ai implémenté. La valeur portée par une parti
ule fraî
hement 
réée aupoint xp (sur la grille) est 
al
ulée de la manière suivante :
Γ(xp) =

∑

q

Γ̃qW (xp − x̃q) (4.6)où W (x) est une fon
tion d'interpolation. Pour une raison de 
onservation, il va desoi que
∫

Γ(x) =
∫

Γ̃(x)
e qui 
orrespond de manière dis
rète à :
∑

q

W (x− xq) = 1.L'étude du développement limité de Γ(xp)−
∑

q Γ̃qW (xp−x̃q) renseigne sur l'ordre dela fon
tion d'interpolation. Il est primordial que la fon
tion d'interpolation 
onserveaux mieux les moments du 
hamp étudié � prin
ipalement la vorti
ité �, 
e quiest traduit par :
∫

xΓ(x) =
∫

xΓ̃(x)pour le premier moment et
∫

|x|2Γ(x) =
∫

|x|2Γ̃(x)pour le se
ond.La fon
tion � triangle �(
f. �gure 1.4) est la plus simple et la plus naturelle, elleest dé�nie par :
Λ(x) =

{

0 si |x| > 1
1− |x| sinon,qui est d'ordre 1, qui possède un support de 2 points au maximum.1. FLUIDE MONOPHASIQUE 113
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Fig. 4.2 � Di�érentes fon
tions d'interpolation utilisées dans les méthodes vortex.Le s
héma M ′
4 est 
elui que j'ai adopté dans mes travaux.Pour ma part, j'ai utilisé un s
héma d'interpolation de type M ′

4 (
f. �gure 1.4)� utilisé initialement dans les méthodes de type SPH [GM77℄ pour leurs bonnespropriétés de 
onservation � qui d'ordre 3 et donne des résultats 
onvain
ants pourles méthodes vortex. La fon
tion est la suivante :
M ′

4(x) =















0 si |x| > 2
1
2
(2− |x|)2(1− |x|) si 1 < |x| ≤ 2

1− 5|x|2

2
+ 3|x|3

2
sinon.Cette dernière possède un support de 4 points, 
e qui est 
onvenable du point devue temps de 
al
ul. Je renvoie le le
teur à [CK00℄ pour des 
omparaisons entredi�érentes fon
tions d'interpolation. La 
onstru
tion d'une fon
tion d'interpolationpour des parti
ules en dimension plus élevée s'e�e
tue simplement par le produittensoriel de fon
tions 1D sur 
ha
une des 
omposantes de la position :

W (x) = Πd
i=1W (xd).L'évaluation numérique de l'équation 4.6 demande un algorithme de 
oûtO(MN)où M est le nombre de points de grille et N le nombre de parti
ules. Or, la fon
tiond'interpolationW possédant un support limité, il est aisé de 
onstruire un algorithmede 
oût linéaire en le nombre de parti
ules en évaluant W uniquement aux pointsdu maillage faisant partie du support de 
ette fon
tion. Par exemple l'interpolationd'une parti
ule sur la grille, à l'aide du s
héma M ′

4 en 3D, demande 64 évaluationsde 
ette fon
tion. Dans le 
as plus général d'une grille régulière d'espa
ement h, il
onvient de redimensioner les grandeurs x en évaluant M ′
4(x/h).114 1. FLUIDE MONOPHASIQUE
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adre de 
onditions périodiques, le remaillage est e�e
tué de manière tri-viale en 
onsidérant les points de grilles de manière périodique lors de l'interpolationdes parti
ules sur 
eux-
i. Ave
 des boîtes fermées, l'utilisation du s
héma M ′
4 n'estpas possible pour les parti
ules pro
hes des bords. En e�et, des points de grille à l'ex-térieur du domaine entrent dans la distribution des quantités à transférer. Comme jel'ai pré
isé pré
édemment, les vitesses aux bords du domaine dans le 
adre de 
ondi-tions de non-pénétration restent faibles et il est possible de négliger la 
ontributionsur 
es points extérieurs au prix de la perte (faible) de 
onservation des quanti-tés transportées. Il est aussi envisageable d'utiliser des fon
tions d'interpolation àsupport plus 
ompa
t a�n de distribuer entièrement 
es quantités à l'intérieur dudomaine ou bien de 
onsidérer des fon
tions dé
entrées adaptées. Par 
ontre, 
ommepointé par [Wey06℄, adopter un mélange de di�érents types de fon
tions pour l'in-térieur et le bord du domaine ne permet pas de 
onserver de manière 
onsistanteles quantités interpolées. Néanmoins, dans le 
adre de la synthèse d'images, l'erreurintroduite peut être 
onsidérée 
omme négligeable, et 
'est 
ette appro
he que j'aiadoptée dans mes travaux en utilisant un s
héma adapté :

Λd(x) =























0 si |x| > 3
x(x−1)

2
si 2 < |x| ≤ 3

x(2− x) si 1 < |x| ≤ 2

1− 3x
2

+ x2

2
sinon,pour les parti
ules se trouvant à moins d'une 
ase du bord 0 (et de manière similairepour les autres bords).1.5 Di�usionDans le 
adre de ma thèse, j'ai utilisé plusieurs méthodes pour 
al
uler le termede di�usion de la vorti
ité dω

dt
= ν∆ω (où i
i la dérivée peut-être prise du point devue soit Lagrangien soit Eulerien). Sur les parti
ules, la résolution de 
ette équa-tion peut être e�e
tuée, entre autres, à l'aide de la méthode de Parti
le StrengthEx
hange (PSE), en utilisant un noyau de di�usion η régularisé 
omme présenté enéquation 1.31, méthode basée sur la formulation intégrale l'opérateur de di�usion.L'implémentation du PSE sur les parti
ules s'e�e
tue d'une manière similaire au
al
ul de vitesses par la loi de Biot-Savart. En intégrant 
e terme ave
 un s
hémad'Euler expli
it à l'ordre un, nous obtenons :

ωn+1
p = ωnp +

νδt

ε2

∑

q

(ωnq − ωnp ) ηε(xnq − xnp ).Ce 
al
ul peut être e�e
tué dans la même bou
le de 
al
ul que pour 
elui de lavitesse sur la parti
ule p tout en pro�tant des mêmes possiblités d'a

élération duesà la symétrie du noyau ηε. Il est aussi possible de pré
al
uler des valeurs de ηε pouréviter l'évaluation dire
te et 
oûteuse de 
e noyau en a

eptant les erreurs induitespar 
ette simpli�
ation. Dans mes travaux, j'ai pris pour η un noyau Gaussien G :
ηε(x) = ε−2η(x/ε) = ε−2G(x/ε) = ε−2(4π)−1e−|x|2/(4ε2).1. FLUIDE MONOPHASIQUE 115



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESLes méthodes VIC béné�
ient d'un des intérêts supplémentaires par rapport auxméthodes parti
ulaires. Du fait du splitting des opérations, le traitement du termede di�usion ν∆ω se fait indépendemment du terme de transport. Le fait d'e�e
tuer
ette opération après le remaillage permet de pro�ter de la lo
alisation de la vorti
itésur une grille régulière et ainsi d'avoir la possibilité d'appliquer un 
hoix large deméthodes de résolution de l'équation de la 
haleur. Comme l'espa
ement entre lesparti
ules est �xé, il est possible de pré
al
uler les valeurs du noyau de la méthodePSE a�n de réduire grandement le 
oût de 
al
ul. De plus, 
omme 
e noyau està dé
roissan
e rapide, il est possible de le réduire en
ore en ne 
onsidérant qu'unvoisinage pro
he (une ou deux 
ellules) des points de grille diminuant ainsi le 
oûtalgorithmique en O(N). Cette méthode peut être ainsi vue 
omme une méthode
lassique de di�éren
es �nies.Autrement, il est possible d'utiliser les méthodes habituelles de résolution del'équation de la 
haleur, je renvoie le le
teur à l'annexe 2.2 pour une présentationplus 
omplète de 
elles-
i. Si la vis
osité est faible, une méthode expli
ite � la plusrapide et fa
ile à implémenter � peut être appliquée tant qu'elle ne 
ontraint pastrop le pas de temps, soumis à la 
ondition δt < h2/(ν6) en 3D. Sinon une méthodede type impli
ite, spatialement ou dans le domaine fréquentiel est à envisager, pour
ela j'ai utilisé les solveurs FishPa
k et �tw3, respe
tivement.Il est aussi possible de résoudre exa
tement l'équation de la 
haleur dans le do-maine fréquentiel en utilisant le noyau de la 
haleur, solution élémentaire de l'équa-tion. Le 
hamp solution ω̂(ξ, t) peut être 
al
ulé très simplement en fon
tion de lasolution initiale ω̂(ξ, 0) :
ω̂(ξ, t) = e4π

2ξ2νtω̂(ξ, 0), (4.7)équation qui, sous forme itérative, s'é
rit :
ω̂(ξ, t+ δt) = e4π

2ξ2νδtω̂(ξ, t),

ω̂n+1(ξ) = e4π
2ξ2νδtω̂n(ξ).C'est 
ette appro
he que j'ai adoptée pour les é
oulements périodiques.Il est important de noter que si les 
al
uls de la vitesse et de la di�usion sonte�e
tués dans le domaine fréquentiel, et d'après l'algorithme des VIC, nous pouvonsgagner en temps de 
al
ul en évitant de 
al
uler une fois super�ue la transforméede Fourier inverse ω̂n+1 et la transformée de Fourier ω̂n+2 entre la �n d'un pas detemps et le début du suivant.1.6 Appli
ation : simulation de fuméeLa première appli
ation des méthode vortex que je présente est la simulationd'un �uide à une seule phase. A�n de pouvoir visualiser le mouvement du �uide,j'utilise un ensemble de parti
ules de fumée simplement transportées par 
elui-
i.Le rendu est e�e
tué grâ
e à la bibliothèque 3D OpenGL aujourd'hui largementrépandue. La fumée est représentée par un 
hamp s
alaire α indiquant la densité de116 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESfumée (sans masse) et sur lequelle est résolue l'équation de transport :
Dα

Dt
= 0.La visualisation de 
e 
hamp de densité se fait à l'aide de parti
ules visuelles orien-tées vers la 
améra, représentées par un disque semi transparent � dont l'opa
itéest fon
tion de la densité � de taille �xe, assez grand pour que les parti
ules se
hevau
hent dans le plan image et donnent une impression de fumée plus ou moinsdense mais 
ompa
te. Le 
hoix d'une primitive di�érente pour la fumée pourrait être
onsidérée, prin
ipalement par l'utilisation de Shader, a�n d'augmenter la qualitédu rendu. Mais, dans le domaine de la simulation de �uides, le fait que le 
al
ul desvitesses soit très long mène à a

epter de passer plus de temps dans le rendu, parune méthode de type lan
é de rayon ou photon mapping par exemple, a�n d'obtenirdes résultats en
ore plus 
onvain
ants. J'ai trouvé que le rendu par disques semi-transparents fournissaient d'assez bons résultats visuels pour un temps de 
al
ulnégligeable.Pour une visualisation plus nette du mouvement du �uide, j'ai aussi attribué une
ouleur variable à 
haque point de l'espa
e en transportant une donnée 
ouleur enmême temps que la densité. Le transport de la quantité α est e�e
tuée soit de manièreLagrangienne (exemples 1 et 2) où 10000 parti
ules sont réparties aléatoirement làoù la densité n'est pas nulle.Les exemples que je présente 
i-dessous sont en 3D, le 
as 2D étant plus simple etvisuellement moins parlant, je ne m'y intéresserai pas i
i. Le 
as étudié i
i est 
eluid'une turbine propulsant un jet d'air instantanné vers les z positifs, à l'intérieur d'undomaine à vitesse initiale nulle. La turbine est modélisée par un solide rigide �xe dontla vitesse n'est pas nulle ; l'intégration des solides dans le �uide sera expliqué dansle 
hapitre suivant. La vitesse à l'intérieur de 
ette turbine 
ylindrique, de diamètre

0.2m et de hauteur 0.5m, est de 2m.s−1 pour une durée de 200 millise
ondes aprèslaquelle le �uide évolue sans for
e extérieure. Sauf note 
ontraire, la vis
osité ν estde 10−4m.s−1. Le pas de temps δt = 10−2 s est 
onstant pour toutes les simulations,il est notable que 
e pas de temps est plut�t faible en 
omparaison de la vitessedu �uide (de l'ordre de 2m.s−1) et permet d'obtenir des résultats très dynamiquesphysiquement et visuellement.Tout d'abord je montre un 
al
ul basé sur la méthode vortex purement Lagran-gienne et y explique les résultats attendus pour 
e 
as test et les résultats obtenus.Ensuite je présente les 
al
uls e�e
tués par la méthode des Vortex In Cells pour lesmêmes 
onditions.Sauf indi
ation 
ontraire, tous les 
al
uls numériques présentés dans 
e mémoireont été e�e
tués un Dell Pre
ision M70, équipé d'un pro
esseur Intel Centrino 2GHzet de 1Go de mémoire RAM.1. FLUIDE MONOPHASIQUE 117



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESExemple 1 : Parti
ules et 
onditions libres
Ce premier exemple prend pla
e dans un domaine aux 
onditions libres : la vitesseet la vorti
ité à l'in�ni sont 
onsidérées 
omme nulles : u∞ = ω∞ = 0. J'ai don
naturellement 
hoisi pour 
et exemple de résoudre l'équation de vorti
ité sur desparti
ules Lagrangiennes, ave
 la te
hnique de 
al
ul de la vitesse et de son gradientpar le noyau de Biot-Savart ainsi qu'un s
héma de type PSE pour la di�usion.Initialement, un ensemble de 648 parti
ules de vorti
ité sont pla
ées autour dela surfa
e du 
ylindre 
ar 
'est à 
et endroit que la vorti
ité est 
réée pour simuler lejet. Par sou
i de simpli
ité, au
une nouvelle parti
ule n'est 
réée au 
ours du temps,alors qu'il serait né
essaire d'en augmenter le nombre pour simuler au mieux laturbine ; les résultats obtenus ainsi sont assez 
onvain
ants pour ne pas 
omplexi�erle problème.L'espa
ement initial entre les parti
ules est de h = 0.0625m et le paramètre derégularisation est �xé initialement à ε = 1.5h a�n que les parti
ules se 
hevau
hent.Augmenter 
e paramètre lisse plus le 
hamp de vorti
ité et ainsi la vitesse, noussouhaitons évidemment limiter 
ette di�usion du 
hamp de vorti
ité régularisé a�nd'avoir une simulation et un résultat visuel les plus dynamiques possible. Il seraitenvisageable d'adapter ε en fon
tion de l'espa
ement des parti
ules, lorsqu'au
unremaillage n'est e�e
tué. Malheureusement � 
omme ave
 le temps des paquets departi
ules vont se former � réduire le paramètre, même si 
ela permettra lo
ale-ment d'avoir plus de pré
ision, diminuera la qualité de la représentation du 
hampde vorti
ité pour les parti
ules s'éloignant. En 
onséquen
e, j'ai 
hoisi de 
onserver ε
onstant au 
ours de la simulation, le problème de support étant palié dans la suitede mes travaux par l'utilisation d'une méthode VIC.Je présente en �gure 4.3 les résultats obtenus par la méthode parti
ulaire ave
un s
héma Eulerien simple pour le 
al
ul de la vitesse et de la variation de vorti
itéen parallèle de 
eux obtenus ave
 un s
héma de type Runge-Kutta 2 pour un pas detemps deux fois plus élevé (dtrk2 = 0.02). La 
ouleur du 
ylindre est verte lorsque laturbine est en route et rouge lorsqu'elle est éteinte, 
'est-à-dire lorsque plus au
unefor
e extérieure n'est ajoutée à la simulation. La boule de parti
ules de fumée estéje
tée vers le haut par l'anneau de vorti
ité initialement situé autour du 
ylindre,tangeant à 
elui-
i dans la dire
tion normale à la vitesse. Puis 
et anneau est trans-porté par le �uide et est déformé par lui même (le terme d'étirement) tout en sedi�usant spatialement.118 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDES
(a) t = 0.0 (b) t = 0.2

(
) t = 0.5 (d) t = 0.8

(e) t = 1.2 (f) t = 2.0Fig. 4.3 � AJet de fumée simulé par une méthode parti
ulaire. Comparaison pour
ertains pas de temps des résultats obtenus par un s
héma d'Euler expli
ite d'ordre1 (images de gau
he) et un s
héma de type Runge-Kutta 2 (images de droite). Lesrésultats obtenus ave
 
e dernier sont plus réalistes et dynamiques.A l'instant t = 0.2, les parti
ules du bas ont été poussées rapidement vers 
ellesdu haut (dans l'orientation de l'image) et 
elles du dessus aux bords sont pousséessur les 
�tés et redes
endent en 
omparaison du 
entre de gravité de l'ensemble desparti
ules, faisant de 
elui-
i une sorte de d�me. Entre le temps t = 0.5 et t = 0.8, lesparti
ules de vorti
ité évoluent de manière autonome et 
ontinuent de transporterla fumée de manière presque linéaire vers le haut. Au temps t = 1.2 on peut ob-server des déformations assez importantes sur la � boule �de fumée et notammentl'apparition de quatre queues formées de parti
ules qui sont toujours aspirées par levortex mais moins rapidement que le reste de la forme. Ces stru
tures se trouventlo
alisées autour de dire
tions parti
ulières, i
i sur les droites x = y et x = −y. D'unpourrait 
roire que 
ette asymétrie est due à des erreurs dans les 
al
uls, notamment
elui du gradient de u, mais 
omme les 
al
uls sont e�e
tuées de manière Lagran-gienne, 
'est en fait la répartition initiale des parti
ules � sur les points d'une grilleEulerienne dans les dire
tionx (x, y, z) � qui 
rée 
ette distorsion. Une rotationd'un angle θ de 
ette grille initiale autour de l'axe des z modi�e de 
e même anglel'orientation de 
es trainées. A l'instant t = 2.0, nous voyons 
lairement la forma-tion d'un � 
hampignon �similairement aux résultats attendus, forme typique, etimpressionnante, du mouvement des parti
ules observé à la suite de tests d'explo-sions atomiques. On peut voir sur les images 
orrespondant à la simulation utilisant1. FLUIDE MONOPHASIQUE 119



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESune méthode de Runge-Kutta à l'ordre 2 une meilleure 
onservation de l'anneau devorti
ité, 
e
i est parti
ulièrement visible sur l'image au temps 2 où ave
 le s
hémad'intégration simple la � boule �de parti
ules tout en haut a é
laté : les parti
ulesont un mouvement beau
oup moins réaliste. La légère disymétrie apparaissant autemps t = 1.2 est produite par les erreurs numériques venant perturber sensiblementles 
al
uls, une petite erreur sur le 
al
ul de la vitesse et de la variation de vorti
itésera propagée à l'ensemble des parti
ules à l'instant d'après. Le terme de di�usionde la vorti
ité a pour e�et de diminuer 
es erreurs en les lissant sur l'ensemble desparti
ules. La moins bonne répartition des parti
ules ave
 le temps entre aussi enjeu dans la faible qualité du 
hamp de vitesse par endroit, notamment lorsque lesparti
ules sont très pro
hes : le 
al
ul de la vitesse y est alors trop lissé 
ar la régula-risation du noyau de Biot-Savart vient 
ouper l'in�uen
e des parti
ules juxtaposées.
La �gure 4.4 présente les parti
ules de vorti
ité utilisées pour 
ette dernière si-mulation. Dans les 
ouples d'images, 
elle de gau
he représente la vitesse au niveaudes parti
ules où la 
ouleur est modulée en fon
tion de la dire
tion (la 
omposanterouge pour x, vert pour y et bleu pour z) et la longueur de la �ê
he est proportion-nelle à la norme de up. Les images à droite représentent quant à elles la vorti
ité auniveau de 
haque parti
ule : une spirale est dessinée autour de 
elles-
i, dans le plannormal au ve
teur vorti
ité et où le même 
ode 
ouleur est utilisé. La longueur dela spirale est proportionnelle à la norme de ωp. La vorti
ité transportée augmentedans les premiers instants du fait de la for
e extérieure introduite par la turbine enmar
he, et par la suite elle est modi�ée par l'étirement et la di�usion du 
hamp devorti
ité. On peut observer qu'au niveau du pied du 
hampignon, peu de parti
ulessont présentes et leur espa
ement plus élevé qu'initialement 
e qui induit une moinsbonne représentation du 
hamp de vitesse lo
alement � et ainsi un transport moinspré
is de la fumée � en 
omparaison du 
hapeau.
Le temps de 
al
ul pour la résolution d'une itération ave
 l'algorithme rapide,en ne 
onsidérant que les parti
ules de vorti
ité, est d'environ 140 millise
ondespour l'intégration d'ordre 1 et de 280 millise
ondes pour le s
héma RK2. Le pas detemps pour le s
héma RK2 est deux fois plus grand que pour le premier exemple,le temps de 
al
ul global est don
 ainsi le même pour des résultats plus pré
is etréalistes ave
 le s
héma d'ordre 2. En 
omparaison, en quadruplant le nombre departi
ules de vorti
ité (N = 2600), la simulation prend 3 se
ondes et 6 se
ondes(pour le s
héma d'ordre 1 et RK2, respe
tivement) par itération, 
e qui représenteune augmentation de 2000% du temps de 
al
ul.120 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDES
(a) t = 0.0

(b) t = 0.2

(
) t = 1.2

(d) t = 2.0Fig. 4.4 � Jet de fumée simulé par une méthode parti
ulaire. Zoom sur les parti
ulesde vorti
ité utilisées pour la simulation, à di�érents instants. À gau
he : les ve
teursvitesse sont dessinés, à droite la vorti
ité est représentée par une spirale dans le plantangeant au ve
teur vorti
ité, et de longueur proportionnelle à la norme de 
elle-
i.Pour transporter les parti
ules de fumée, il est né
essaire de 
al
uler la vitesseen 
ha
une d'elles. A�n d'obtenir une visualisation réaliste de la fumée, un grand1. FLUIDE MONOPHASIQUE 121



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESnombre de parti
ules est né
essaire (i
i 10000) 
e qui rendrait prohibitif l'évalua-tion dire
te de la vitesse par le noyau de Biot-Savart. Cet algorithme a un 
oût en
O(MN) où M est le nombre de parti
ules de fumée et N 
elui de parti
ules devorti
ité, ave
 M ≫ N . Au lieu de 
ela, j'ai utilisé une grille sous-ja
ente englobantles parti
ules de fumée et 
al
ulé la vitesse du �uide en 
ha
un de 
es points. Puis, lavitesse attribuée à 
haque parti
ule est une interpolation de la vitesse portée par lagrille, réduisant ainsi le 
oût algorithmique en O(LN)+O(M) où L est le nombre depoint de grille, ave
 L ≪ N et le 
oût O(M) représente le 
oût des interpolations.Pour 
es exemples, une grille de taille 8 × 8 × 8 a été su�sante pour obtenir unmouvement réaliste des parti
ules ave
 le s
héma d'interpolation M ′

4, assez pro
hede 
elui du �uide réel. J'ai utilisé le s
héma M ′
4 
omme fon
tion d'interpolation.Nous avons pu voir dans 
et exemple les di�
ultés inhérentes à la méthode pu-rement Lagrangienne, prin
ipalement le 
oût en temps de 
al
ul ave
 un nombre departi
ules important � sou
is qui sera une limitation dis
riminante pour les simula-tions multiphasiques que nous verrons par la suite � et les problèmes résultants de lamauvaise répartition des parti
ules au 
ours du temps. Néanmoins, 
ette formulationpermet d'obtenir des résultats très satisfaisants pour des simulations de phénomènesné
essitant un nombre faible de parti
ules qui permettent tout de même d'obtenirune animation très dynamique et réaliste du mouvement d'un �uide, laissant libre le
hamp ouvert à des simulations vortex temps-réel du fait de la lo
alité de la vorti
itéen 
omparaison des méthodes basées sur la vitesse. Les arti
les [AN05℄ et [PK05℄fournissent des exemples similaires, le premier permettant des 
al
uls très rapideset réalistes sur une base de méthode d'anneaux de vorti
ité.Exemple 2 : VIC et boîte périodiqueDans 
et exemple, j'ai utilisé la méthode des Vortex In Cells a�n de simuler lamême expérien
e que pré
édemment. Les 
onditions sont identiques, à part que lenombre de parti
ules évolue ave
 le temps : les parti
ules d'importan
e mineure �fa
e à un 
ritère donné : i
i le rapport entre l'intensité de la vorti
ité en la parti
uleet la vorti
ité maximale � sont supprimées après le remaillage et des parti
ulessont 
réées aux points de grille pro
hes et à l'intérieur de la turbine si de la vorti
itédoit être ajoutée à 
es endroits (je reviendrai sur les expli
ations en rapport ave
 la
réation de vorti
ité dans le 
hapitre 
on
ernant l'intera
tion de solides rigides ave
le �uide).Il est important de noter que les résultats obtenus ne peuvent être identiquesà la méthode parti
ulaire 
ar dans 
ette dernière le paramètre de régularisationdes parti
ules reste 
onstant à 
haque instant � 
e qui permet pas de résoudrepré
isément les équations lorsque 
elles-
i s'espa
ent et se rappro
hent � alors quepour la méthode VIC, les parti
ules sont espa
ées uniformément et la vitesse ainsi
al
ulée 
orrespondant exa
tement (aux erreurs d'approximation près des s
hémasnumériques) au 
hamp de vorti
ité sur la grille. Néanmoins, les résultats obtenuspour les mêmes pas d'espa
e et de temps ave
 la méthode VIC sont moins bons122 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESqu'ave
 la méthode parti
ulaire, 
e
i est dû à la méthode de remaillage qui induitune di�usion supplémentaire de la vorti
ité et au fait que la grille Eulerienne soituniforme, 
e qui implique que deux parti
ules pro
hes vont se � mélanger �là où laformulation Lagrangienne les aurait gardées séparées.C'est pour 
es raisons que j'ai augmenté légèrement la résolution spatiale dumaillage Eulerien en �xant le pas d'espa
e à h = 1/24 pour la première simulationet h = 1/32 dans la deuxième que je présente 
i-dessous. Le pas de temps est quantà lui toujours 
onstant à 0.01. Le �uide évolue dans une boîte périodique de taille
(1, 1, 2) (en x, y et z respe
tivement), assez grande pour que la fumée ait le tempsde former le � 
hampignon �. J'ai 
hoisi 
es 
onditions aux bords 
ar imposer des
onditions libres est plus 
omplexe ; j'ai don
 pris une boîte assez grande pour émulerau mieux 
es 
onditions. Cependant, il est important de noter que la 
ondition depériodi
ité in�ue de manière importante sur le 
omportement du �uide, même s'ilreste similaire à la simulation purement Lagrangienne ave
 des 
onditions libres auxbords, tout du moins sur le temps de simulation qui nous intéresse.L'évaluation numérique des opérateurs gradient, rotationnel et Lapla
ien est ef-fe
tuée à l'aide de s
hémas 
entrés d'ordre 4. La vis
osité étant assez faible pour lesé
helles, la 
ontrainte de pas de temps sur la résolution de l'équation de la 
haleurest assurée, j'ai don
 utilisé un s
héma Eulerien expli
ite très peu 
her. La fon
tiond'interpolation utilisée pour les transferts parti
ules-grille (pour le remaillage) etgrille-parti
ules (pour le s
héma RK2 sur la vitesse) est la fon
tione M ′

4, pour lesraisons énon
ées plus haut dans 
e 
hapitre. Il est important de noter que similaire-ment à la méthode parti
ulaire, les résultats obtenus ave
 un s
héma de type RK2sont bien meilleurs qu'ave
 un s
héma d'ordre 1, bien que le splitting sur l'équationde 
onservation de la vorti
ité induise une erreur d'ordre 1 en temps.Nous pouvons observer sur les images de la �gure 4.5 les résultats obtenus pour
h = 1/24 et h = 1/32. La forme de 
hampignon apparaît dans les deux 
as à partirdu temps t = 2 ave
 une pré
ision moins élevée pour la simulation à plus faiblerésolution, où le 
hapeau de la forme se détériore davantage à 
ause des erreursnumériques plus grandes. De plus, l'espa
ement entre les points de grille étant plusgrand dans le premier 
as, la di�usion de la vorti
ité introduite par le s
héma deremaillage après transport étale plus la vorti
ité 
e qui semble faire avan
er les par-ti
ules plus vite vers le haut de la boîte. Les résultats obtenus ave
 un pas d'espa
edeux fois plus petit qu'ave
 la simulation parti
ulaire s'a

orde plut�t bien ave
le 
omportement observé 
i-dessus. Le temps de 
al
ul est de 110 (resp. 300) mil-lise
ondes par itération en début de simulation en présen
e de N = 3060 (resp.
N = 4880) parti
ules et 
roît linéairement en fon
tion de N jusqu'à atteindre 200(resp. 360) millise
ondes au temps t = 2 ave
 N = 15000 (resp. N = 25600). Plusen détail, environ 31% du temps de 
al
ul est dédié au remaillage, 21.5% au s
hémaRK2 en 
omptant les interpolations de la vitesse, 24% pour la résolution de l'équa-tion de Poisson sur la fon
tion 
ourant (pour les trois 
omposantes) et le reste pourles 
al
uls annexes par di�éren
es �nies. C'est don
 la résolution de l'équation detransport (et le remaillage asso
ié) qui est la plus onéreuse.1. FLUIDE MONOPHASIQUE 123
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omparaison ave
 la méthode purement parti
ulaire, le temps de 
al
ul est dumême ordre pour un nombre de parti
ules bien plus élevé et des résultats qualitati-vement similaires. Ce temps de 
al
ul grandit en défaveur de la méthode purementLagrangienne, lorsque le nombre de parti
ules augmente, alors qu'ave
 la méthodeVIC, le temps de 
al
ul augmente raisonnablement. La qualité du résultat sembleplus grande ave
 la méthode parti
ulaire pour un nombre de parti
ules moins élevé.Ce
i peut s'expliquer par deux faits : tout d'abord les 
onditions aux bords 
onsidé-rées dans 
e 
as sont libres, 
e qui est plus pro
he du résultat attendu visuellement.Ensuite, l'équation de vorti
ité est résolue sur une parti
ule par la résolution d'inté-grales sur tout le domaine, plus parti
ulièrement pour l'étirement qui, en méthodeVIC, est 
al
ulé sur la grille par di�éren
es �nies. De plus, l'équation de transportest résolue exa
tement dans une formulation Lagrangienne, alors qu'ave
 la méthodeVIC ave
 remaillage, 
ette dernière opération introduit de la di�usion et des erreursnumériques.

(a) t = 0.0 (b) t = 0.2

(
) t = 0.5 (d) t = 0.8

(e) t = 1.2 (f) t = 2.0Fig. 4.5 � Jet de fumée simulé par une méthode VIC ave
 remaillage. Captures dumouvement du �uide à di�érents instants, pour une grille de dimension h = 1/24 (àgau
he) et h = /32 (à droite).124 1. FLUIDE MONOPHASIQUE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDES2 Fluide à densité variable2.1 PréambuleLa présen
e de plusieurs phases dans une même simulation 
ompléxi�e la réso-lution du problème en deux points :� l'équation de Navier-Stokes est plus di�
ile à résoudre, du fait d'une densitéet/ou vis
osité non 
onstante,� le problème 
onjoint du transport de la densité et/ou vis
osité est lui aussidéli
at.J'ai présenté au 
hapitre 2 les méthodes existantes 
on
ernant 
es deux problèmes.J'ai expliqué notamment de quelle manière il est possible d'intégrer la densité va-riable dans les équations en formulation vorti
ité, en pré
isant l'approximation deBoussinesq valable pour les �uides à faible variation de densité.Dans 
ette partie, je me fo
alise tout d'abord sur la des
ription d'une méthodede résolution de �uide multiphasiques en vorti
ité, autour d'une reformulation del'équation de 
onservation. Puis je reviendrai sur le sujet du transport d'interfa
e,en présentant les résultats obtenus ave
 di�érentes méthodes level set. Finalement,je présenterai des exemples d'appli
ation sur des �uides biphasiques qui nous inté-ressent tout parti
ulièrement en synthèse d'images.2.2 Reformulation de l'équation de vorti
itéPour plus de lisibilité, je rappelle i
i l'équation 2.5 de 
onservation de la vorti
itéen présen
e d'un �uide à densité et vis
osité variable :
∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω +∇ν ×∆u−∇

(

1

ρ

)

×∇p.Cette équation est di�
ile à résoudre 
ar elle demande le 
al
ul supplémentaire dela pression p, 
e qui fait perdre un peu de l'intérêt de la formulation vortex. Il esttoutefois possible de 
onsidérer une simpli�
ation de 
ette équation, en présen
e defaible variation de densité : l'approximation de Boussinesq :
∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + µ∆ω +∇ρ′ × goù rappelons i
i que ν = µ/ρ. Nous verrons dans la sous-partie dédiée aux exemples,que 
ette approximation permet d'obtenir des résultats plut�t 
onvain
ants en syn-thèse d'image, même lorsque la di�éren
e de densité devient importante.Toutefois, il est possible de reé
rire l'équation de vorti
ité à densité variable demanière à supprimer le terme de pression et ne 
onserver que les grandeurs 
onnuesexpli
itement à l'instant t : la vitesse u et la vorti
ité ω. En e�et, reprenons l'équationde Navier-Stokes à densité et vis
osité variables sous la forme suivante :

∂ ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u)−∇ · (µ∇u) +∇p− ρf = 0,2. FLUIDE À DENSITÉ VARIABLE 125



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDES
ρ

(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u

)

−∇ · (µ∇u) +∇p− ρf = 0,où ⊗ est le produit tensoriel, et 
omme ∇·u = 0 et ∂ ρ
∂t

+(u ·∇)ρ = 0. Prenons main-tenant le rotationnel de 
ette équation a�n d'en obtenir l'équivalent en formulationvorti
ité :
∇×

(

ρ

(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u

)

−∇ · (µ∇u) +∇p− ρf
)

=

ρ

(

∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω − (ω · ∇)u

)

−µ∆ω −∇µ×∆u−∇× (([∇u] · ∇)µ)

−ρ∇× f +∇ρ×
(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− f

)qui, en divisant maintenant par ρ nous donne :
∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω +∇× f (4.8)

−∇ρ
ρ
×
(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− f

) (4.9)
+

1

ρ
(∇µ×∆u +∇× (([∇u] · ∇)µ)) . (4.10)Nous re
onnaissons dans la première partie 4.8 de 
ette l'équation l'équation de
onservation de vorti
ité à densité et vis
osité 
onstantes, dans le terme 4.9 unepartie de l'équation de Navier-Stokes en formulation vitesse similaire au dernierterme de l'équation 2.5 et qui s'annule lorsque la densité est 
onstante, et dans 4.10un terme provenant de la variation de vis
osité µ du �uide qui disparaît lorsque µest 
onstant.On peut remarquer que, 
omme la variation de densité et/ou vis
osité est nonnulle uniquement sur l'interfa
e, de même qu'ave
 l'approximation de Boussinesq, ily a 
réation de vorti
ité seulement lo
alement, au niveau de la transition entre lesphases.Cette nouvelle équation fait intervenir le terme de transport de la vitesse si pro-blématique en formulation vitesse. Mais étant donné que nous ne manipulons pasdire
tement la vitesse, 
omme 
ette dernière est 
al
ulée en fon
tion de ω (via lafon
tion 
ourant), et que 
e terme est lo
alisé à l'interfa
e, les erreurs 
ommises surl'évaluation numérique de 
e terme auront moins d'impa
t sur la qualité de l'é
oule-ment qu'en formulation vitesse-pression. A�n de 
al
uler numériquement 
e terme,j'ai utilisé des s
hémas de di�éren
es �nies sur la grille. L'évaluation numériquede la 
onve
tion ne permet pas d'assurer que ∂ u

∂t
+ (u · ∇)u + f soit à divergen
enulle, néanmoins, 
omme le terme ∇ρ

ρ
×
(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− f

) 
onserve analytique-ment la propriété de solénoïdalité du 
hamp de vorti
ité, 
e
i revient à 
onsidérer126 2. FLUIDE À DENSITÉ VARIABLE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESuniquement la partie à divergen
e nulle de 
e terme, lorsqu'il est introduit sur lestourbillons. Cependant, dans 4.9, la partie ∇ρ/ρ peut devenir numériquement peurégulière dans le 
as de fortes variations de densité. L'épaisseur de la régularisationdu 
hamp de densité doit don
 être adaptée en fon
tion du rapport de densité a�nde 
apter au mieux le terme ∇ρ/ρ.La dernière ligne 4.10 de l'équation est à évaluer uniquement si la vis
osité dyna-mique µ n'est pas 
onstante, où dans 
e 
as il est né
essaire de respe
ter la 
onditionde stabilité si on traite le terme de di�usion de manière expli
ite (
e qui sera gé-néralement le 
as pour des vis
osité faibles lorsque la dis
rétisation n'est pas trop�ne). Le dernier terme de 
ette ligne peut être développé a�n d'e�e
tuer moins d'er-reurs numériques introduites par l'évaluation de dérivées d'ordre 2. A�n de réduireau maximum l'impa
t des erreurs numériques introduites par l'évaluation de 
estermes, il faut, autant que faire se peut, utiliser des grandeurs adaptées pour ρ et µ,soit ∇ρ/ρ ≃ ∇ρ et/ou ∇µ assez faible, voire nul. Les résultats obtenus ave
 
etteméthode sont tout à fait satisfaisants, néanmoins une étude plus approfondie sur lesujet serait à envisager.2.3 Transport de l'interfa
e par level setComme nous l'avons vu au 
hapitre 2, le transport de la densité peut être e�e
tuéà l'aide d'une fon
tion level set annexe, elle même transportée par le �uide. C'est
ette appro
he que j'ai 
hoisie dans mes travaux de thèse. C'est aujourd'hui uneméthode largement étudiée et utilisée en synthèse d'images pour la simulation de�uide ; les méthodes level set s'intègrent naturellement dans les équations du �uideet fournissent des s
hémas de transport e�
a
es et qualitativement intéressants,tout en fournissant une représentation intéressante pour le 
al
ul de la normale et la
ourbure par exemple. En 
omparaison, une méthode de type 
hamp de phases pourle transport de ρ ou d'un s
alaire passif est moins dire
te et demande la résolutiond'équations 
ouplées plus ardues dans le 
adre de la simulation de �uide.Les méthodes de 
apture d'interfa
e de type level set sont elles plus libres 
arelles résolvent une équation de transport simple :
∂ φ

∂t
+ (u · ∇)φ = 0où φ est une fon
tion de telle sorte que

Γ = {x | φ(x) = 0}représente l'interfa
e entre deux milieux. Le 
hoix du prolongement de φ en dehorsde l'interfa
e importe peu dans les équations non régularisées, où, par exemple, lavariation de densité entre deux phases s'é
rit :
ρ(x) = ρ1 (1−H(φ(x))) + ρ2H(φ(x)),ave
 ρ1 et ρ2 les densités asso
iées à 
haque phase. Mais 
omme nous l'avons vu au
hapitre 2, la singularité de ρ rend di�
ile en pratique la résolution des équations,2. FLUIDE À DENSITÉ VARIABLE 127



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESet 
'est pour 
ette raison qu'il est né
essaire de régulariser 
ette grandeur :
ρ(x) = ρ1 (1−Hε(φ(x))) + ρ2Hε(φ(x)).Dans 
e 
as, le 
hoix du prolongement de φ a son importan
e si on veut 
ontr�-ler rigoureusement l'épaisseur de 
ette régularisation. L'utilisation d'une fon
tiondistan
e signée pour φ est un 
hoix intéressant 
ar elle permet de 
ontr�ler la lo
ali-sation de la variation de ρ (et don
 de ∇ρ) dans une �ne bande autour de l'interfa
e,de l'ordre du pas d'espa
e h en 
hoisissant ε = O(h).Nous verrons aussi dans le 
hapitre suivant 
omment il est possible de pro�terd'une représentation d'un objet rigide et d'une membrane déformable par une fon
-tion distan
e initiale, dans le 
adre d'intera
tions �uide/stru
ture, augmentant ainsil'intérêt d'utiliser 
e type de modélisation.Pour le transport des fon
tions level set, j'ai 
hoisi dans mes travaux la méthodenommée Lagrangian Parti
le Level Set (
f. 3.2). En e�et, 
elle-
i est basée sur lemême prin
ipe Lagrangien que j'ai utilisé pour le transport de la vorti
ité sur leprin
ipe des méthode de type Vortex In Cell. Dans 
ette formulation, la level set φest dis
rétisée par un ensemble de N parti
ules portant 
ha
une une quantité φp. Le
hamp φ est alors dé�ni en n'importe quel point par :

φ(x) =
N
∑

p=1

φpζε(x− xp)où ζε est une fon
tion 
ut o� régularisée de support de l'ordre du pas de dis
rétisa-tion spatial des parti
ules. Les parti
ules sont transportées par le �uide
D xp

Dt
= u(xp)et l'équation de transport sur l'une d'elle est

Dφ(xp)

Dt
=
Dφp
Dt

= 0.A�n de palier les problèmes apparaissant lors de fortes déformations du maillage,un algorithme de remaillage (similaire à 
elui utilisé pour les méthodes vortex) estné
essaire et permet une bonne résolution de l'équation de transport dans une ap-pro
he hybride Lagrangienne-Eulerienne. Cette méthode possède l'avantage de nepas être soumise à une 
ondition de type CFL qui serait handi
apante lors du trans-port de l'interfa
e dans un �uide turbulent et rapide. En e�et, dans le but de 
onser-ver pré
isément la lo
alisation des deux phases � 
e qui est une question importantenumériquement pour la pré
ision des 
al
uls et visuellement 
ar la disparition d'unepartie du volume aux endroits de forte 
ourbure serait gênante pour l'observateur �il est né
essaire de dis
rétiser �nement le maillage et don
 de réduire le pas d'espa
eréduisant ainsi le pas de temps s'il est soumis à la 
ontrainte CFL.128 2. FLUIDE À DENSITÉ VARIABLE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESEn pratique, il est né
essaire de remailler les parti
ules uniquement lorsque le
hamp représenté par les parti
ules devient trop déformé. Numériquement, la dis-torsion au temps t peut être mesurée par :
Hj(t) =

∑

p

vpζε(xp(t)− xj)où les xj représentent les points de dis
rétisation de la grille Eulerienne sous-ja
enteet vj = hd est le volume d'une 
ellule en dimension d. Initialement,Hj(0) = 1 et 
ettegrandeur doit être 
onservée ave
 le temps, ou en d'autres termes, les parti
ules sont
onsidérées 
omme ne représentant plus 
orre
tement le 
hamp transporté losrque
∆H = N−1∑

j
|Hj(t)−Hj (0)|

Hj(0)
| > ǫ où ǫ est une valeur assez petite qui nous permetde 
ontr�ler la fréquen
e du remaillage en fon
tion des erreurs de dis
rétisationsinduites par le transport des parti
ules. Comme le 
hamp de vitesse utilisé pourl'adve
tion des parti
ules est fourni par la résolution des équations de Navier-Stokes,et que 
elle-
i peut demander des pas de temps assez petit, il n'est pas né
essairede remailler à 
haque pas de temps. Néanmoins, sur la base de notre méthode VICave
 remaillage, le pas de temps est assez large et 
ontr�lé prin
ipalement par laturbulen
e lo
ale du �uide |ω|−1

∞ , qui est une mesure de la distorsion du 
hamp devitesse et don
 des parti
ules. C'est pourquoi j'ai 
hoisi de remailler à 
haque pasde temps les parti
ules de level set sur la grille. J'ai e�e
tué le remaillage ave
 lamême fon
tion M ′
4 que pour les parti
ules de vorti
ité, soit :
M ′

4(x) =















0 si |x| > 2
1
2
(2− |x|)2(1− |x|) si 1 < |x| ≤ 2

1− 5|x|2

2
+ 3|x|3

2
sinon.A�n de 
ontre
arrer en partie les erreurs numériques � tout de même présenteslorsque ∇ · u = 0 � déformant le volume, j'ai utilisé la distortion, telle une renor-malisation, 
omme moyen de 
orre
tion du remaillage :

φ(x) =

∑

pM
′
4(x− xp)φp

∑

pM
′
4(x− xp)

, (4.11)en 1D, le 
as 3D utilisant simplement le produit tensoriel des fon
tions M ′
4.Du prolongement de la fon
tion level setDans le 
adre d'un �uide multiphase, le transport de l'interfa
e est un point pri-mordial de la solution. E�e
tivement, 
'est la variation de densité à l'interfa
e quiproduit la dynamique du �uide et un soin parti
ulier doit don
 être porté sur la pré-
ision de la représentation de la densité. Si initialement la level set est 
hoisie 
ommeune fon
tion distan
e signée, 
ette propriété n'est pas 
onservée par le transport de
elle-
i par une fon
tion vitesse quel
onque, même dans un �uide in
ompressible. Le
hamp de vitesse déforme le prolongement de φ par :

∂∇φ
∂t

+ (u · ∇)∇φ =
(

[∇u]T · ∇
)

φ.2. FLUIDE À DENSITÉ VARIABLE 129



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESLe gradient de φ est don
 étiré par le �uide et sa norme n'est don
 pas 
onservée parl'équation d'adve
tion, 
omme | ([∇u]T · ∇
)

φ| 6= 0 dans le 
as général. L'épaisseurde l'interfa
e régularisée se trouve don
 modi�ée, 
e qui n'est pas souhaitable en pra-tique. En e�et, la régularisation de ρ appro
he l'équation de Navier-Stokes lorsquele paramètre de régularisation tend vers 0 : nous voulons don
 pouvoir 
ontr�lerl'épaisseur de l'interfa
e ainsi que limiter les distorsions sur 
elle-
i qui pourraiententrainer des erreurs numériques importantes. Dans mes travaux, j'ai remarqué quel'absen
e de maîtrise sur le prolongement de φ rend les simulations instables et trèsperturbées lorsque l'interfa
e entre deux phases est en intera
tion ave
 un �uide peuvisqueux. Les appli
ations en synthèses d'images demandent une dynamique turbu-lente pour un �uide a�n d'obtenir des animations réalistes, permettant l'apparitionde phénomènes intéressants 
omme 
eux observés dans la réalité entre l'air et l'eaupar exemple. Bien que la méthode de renomarlisation 
onsistant, intuitivement, àdiviser φ par la norme de ∇φ a�n que la level set se 
omporte lo
alement 
ommeune fon
tion distan
e, soit une alternative très peu 
oûteuse aux méthodes de rei-nitialisation, j'ai trouvé que dans le 
adre de la simulation de plusieurs phases, ellepermettait de stabiliser un peu les résultats sans toutefois résoudre 
omplétementle problème.C'est pour 
es raisons que j'ai 
hoisi � 
omme il est souvent 
onsidéré dans lesméthodes pour la simulation de �uides multiphases � d'appliquer une te
hniquede réinitiliasation de la level set a�n qu'elle reste, autant que faire se peut, pro
hed'une fon
tion distan
e signée. Pour 
e faire, j'ai opté pour une méthode de typeHamilton-Ja
obi qui 
onsiste à résoudre une EDP sur φ a�n de l'appro
her d'unefon
tion distan
e signée. Le prin
ipe 
onsiste à propager le front, représenté parla 
ourbe (en 2D) de niveau 0 de la level set, au-delà de 
elui-
i dans la dire
tionnormale ave
 une vitesse unitaire. Je rappelle i
i l'équation à résoudre sur ψ :
∂ ψ

∂σ
= Signe(ψ0)(1− |∇ψ|). (4.12)Ave
 ψ0 = φ et pour un temps �
tif σ in�ni, la propriété |∇ψ| = 1 est assurée touten 
onservant la lo
alisation de l'interfa
e : Γ = {x | φ(x) = 0} = {x | ψ(x) = 0}.L'équation 4.12 peut être reé
rite sous la forme d'une équation de transport ave
 unterme de forçage, en posant |∇φ| = ∇φ·∇φ

|∇φ|
:

∂ ψ

∂σ
+ (u∇φ · ∇)φ = Signe(ψ0), (4.13)ave
 u∇φ = Signe(ψ0)∇φ/|∇φ|.Numériquement, j'ai résolu 
ette équation à l'aide de s
hémas WENO adaptésà l'équation de transport ; je renvoie le le
teur aux do
uments référen
és dans le
hapitre 2 dans lesquels il pourra trouver plus de détails sur la résolution de 
e typed'équations. J'ai préféré 
ette méthode de reinitialisation aux algorithmes de typeFast Mar
hing pour la raison que 
elle-
i est plus 
ontr�lable en terme d'erreur dedis
rétisation et de 
onvergen
e (bien qu'un grand nombre de pas de temps soit né-
essaire dans le 
as général pour une fon
tion quel
onque). Entre deux pas de temps130 2. FLUIDE À DENSITÉ VARIABLE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESde simulation, la level set est étirée, mais pas né
essairement de façon importante,
e qui me permet d'appliquer simplement quelques pas d'itération a�n de résoudrel'équation d'Hamilton-Ja
obi pour obtenir un résultat 
onvenable. Par 
onvenableje signi�e que la solution soit assez pro
he d'une fon
tion distan
e. En e�et, j'ai vuqu'en pratique il n'était pas né
essaire que 
ette propriété soit assurée (aux erreursnumériques près) pour stabiliser les simulations ; 
'est pourquoi l'utilisation d'uneméthode de type Fast Mar
hing ne m'a pas semblé né
essaire. Il est toutefois im-portant de noter que 
ette dernière permet de mieux 
onserver la lo
alisation del'interfa
e 
ar elle �xe les valeurs de φ aux points de grille englobant la 
ourbe deniveau 0, à la di�éren
e de la résolution de l'EDP qui elle peut modi�er légèrementla position de Γ à 
ause des erreurs numériques. En pratique, je n'ai pas observé deproblème de dépla
ement de l'interfa
e après reinitialisation de φ.Une remarque 
on
ernant le 
hoix de la méthode de reinitialisation : notre trans-port de l'interfa
e étant e�e
tué par des parti
ules Lagrangiennes, il serait envisa-geable d'appliquer une te
hnique adaptée à 
ette représentation, 
omme le pointe lesauteurs de [HK05a℄. Cependant, 
omme j'ai appliqué un algorithme de remaillageà 
haque pas de temps, les valeurs de φ sont alors 
onnues sur la grille et ainsil'utilisation d'une méthode traditionnelle me semblait la plus adaptée.2.4 Appli
ation : simulation de �uide biphasiqueJe présente dans 
ette partie un exemple de simulation d'un �uide possédantdeux phases, dans le but de valider visuellement les résultats obtenus ave
 notreméthode. Cette appli
ation 
on
erne la 
hute de gouttes initialement situées dansl'air et tombant sur une surfa
e séparant l'air du liquide. La simulation est 
al
uléedans une boîte de taille [0, 0.1]3 ave
 des 
onditions périodiques. Ce 
hoix est motivépar le fait que les 
al
uls sont plus simples et rapides en présen
e de 
e type de
onditions aux bords, en 
omparaison d'une boîte fermée. A�n d'obtenir un résultatréaliste, j'ai imposé impli
itement des 
onditions de type non glissement sur les bordsde la boîte de 
al
ul en 
onsidérant un 
ube �xe immergé permettant d'annuler lavitesse du �uide aux bords du domaine. Pour 
e faire, j'ai utilisé la méthode que jedé
rirai dans le 
hapitre suivant pour l'intera
tion �uide-stru
ture, le le
teur peut
onsidérer i
i une manière d'émuler e�
a
ement les 
onditions aux bords de nonglissement dans une résolution périodique des équations.Six gouttes de densité ρ1 = 1000 sont soumises à une gravité g = (0, 0,−9.8) etsont en intera
tion ave
 une deuxième phase de densité ρ2 = 1. La vis
osité du �uideest �xée à ν = 10−5 dans les deux phases. L'interfa
e entre les �uides est représentéepar une fon
tion level set reinitialisée tous les pas de temps par la résolution del'équation de type Hamilton-Ja
obi, ave
 un pas de temps �
tif de δσ = h/2 où hest le pas d'espa
e. J'ai trouvé que deux itérations su�saient largement à stabiliserla simulation, 
e qui permet de limiter le 
oût de 
e 
al
ul. La vitesse est 
al
uléepar la transformée de Fourier (
omme dans l'exemple à une phase) et la di�usiontraitée de manière exa
te dans le domaine fréquentiel. A�n de 
apter pré
isément lemouvement des gouttes, j'ai �xé le pas de temps à δt = 0.001.2. FLUIDE À DENSITÉ VARIABLE 131



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESJe présente en �gure 2.4 les résultats obtenus pour une grille de taille 643. Nouspouvons voir au temps t = 0.04 la forme parti
ulière que prend une goutte enl'absen
e de tension de surfa
e, l'ajout de 
ette dernière rendrait plus di�
ile ladéformation des gouttes et tendrait à 
onserver une forme sphérique. Il est né
essaired'utiliser un 
oe�
ient de tension important pour obtenir un résultat � naturel �, 
e
idemandant l'utilisation de petits pas de temps. Les résultats obtenus sans tensionde surfa
e étant su�samment réalistes, je n'ai pas 
onsidéré 
e 
as. A l'instant t =
0.06, les gouttes sont presques toutes entrées en 
onta
t ave
 la surfa
e. Sur l'image
orrespondante, nous pouvons voir que la goutte la plus pro
he de la 
améra a perduune partie importante de son volume : pour des déformations aussi importantes,l'utilisation d'une grille plus �ne serait à envisager. Au temps t = 0.09, nous pouvonsvoir l'apparition d'une �ne é
laboussure issue du mouvement turbulent de la surfa
e.La surfa
e de l'eau se stabilise dans les temps suivants.Je présente dans le tableau 4.1 la répartition du 
oût algorithmique dans le 
asd'une grille de taille 643. Le 
oût du 
al
ul pour une itération est d'environ 12se
ondes lorsque le nombre de parti
ules atteint 200.000. Ce taux de remplissageimportant est dû aux fortes turbulen
es présentes, surtout dans l'air d'où partentinitialement les gouttes. Leur 
hute provoque des tourbillons importants, même aprèsstabilisation, loin de la surfa
e. Nous pouvons voir que le 
al
ul du terme 1

ρ
×∇p (é
ritsous 
ette forme pour alléger la le
ture) est négligeable. Le transport de la surfa
e parparti
ules représente 23% du 
oût total dédié à la level set et la reinitialisation 77%,bien que, pour 
ette dernière, seulement 2 itérations soient e�e
tuées à 
haque pasde temps. J'ai 
omparé le temps de 
al
ul né
essaire pour la méthode des parti
ulesLagrangienne ave
 
elle proposée dans [BGOS06℄ (la semi-Lagrangian 
ontouringmethod) : le temps de 
al
ul pour une boîte de même taille est similaire. Il estimportant de noter que le 
ode que j'ai utilisé pour l'algorithme de reinitialisationn'a pas été optimisé. Il serait envisageable, par exemple, de résoudre l'équationuniquement dans l'entourage de l'interfa
e.Vitesse + di�usion Adve
tion Remaillage4.5% 14% 11%Terme multiphase Transport de la surfa
e Reinitialisation Autre4% 12.5% 41.5% 4.5%Tab. 4.1 � Pour
entage du temps de 
al
ul attribué à 
haque partie de la résolu-tion des équations, pour l'exemple de l'héli
e à mouvement imposé. La taille de lagrille est de 643, le nombre maximum de parti
ules est 200.000 et 9 se
ondes sontné
essaires pour 
haque itération. Le terme � adve
tion �désigne i
i le transportdes parti
ules de vorti
ité par le s
héma RK2. Le � terme multiphase �représente le
al
ul de 1

ρ
×∇p.Nous pouvons voir dans 
et exemple que la nouvelle méthode de simulationde �uides multiphases par méthode vortex, 
ouplée ave
 un transport de level setpar parti
ules, permet d'obtenir des résultats visuellement réalistes, même pour des132 2. FLUIDE À DENSITÉ VARIABLE



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDESvariations de densité importantes. Il est important de noter que le pas de temps doitêtre 
hoisi a�n de 
apturer au mieux les phénomènes étudiés.

Fig. 4.6 � Images extraites de la simulation d'un �uide à deux phases où desgouttes d'eau tombent sur une surfa
e plane initialement. Captures aux temps
t = 0, 0.025, 0.04, 0.07, 0.08, 0.09, 0.135, 0.3, 0.6.2. FLUIDE À DENSITÉ VARIABLE 133



CHAPITRE 4. MÉTHODE DE VORTICITÉ POUR LA SIMULATION DE FLUIDES3 Bilan du 
hapitreNous venons de voir dans 
e 
hapitre une adaptation d'une méthode vortex pourla simulation de �uides monophasiques et multiphasiques. Mes travaux, basés surune implémentation e�
a
e de la te
hnique des parti
ules de vorti
ité et prin
ipa-lement des Vortex In Cell 
ouplés au remaillage, permet d'obtenir des résultats trèsdynamiques, même pour un nombre de points de dis
rétisation faible, en 
omparai-son des méthodes utilisées 
ommunément en synthèse d'images. J'ai implémenté desméthodes e�
a
es et pré
ises pour la résolution des di�érentes parties de l'équa-tion de 
onservation du tourbillon, notamment grâ
e à l'utilisation de la tranforméede Fourier rapide dans le 
as de 
onditions périodiques. Cette méthode permet derésoudre dans une même passe la di�usion de la vorti
ité dans le domaine fréquen-tiel de manière exa
te, sans 
ontrainte sur le pas de temps, ainsi que l'équation dePoisson pour le 
al
ul de la vitesse par la fon
tion 
ourant. L'utilisation de par-ti
ules de vorti
ité pour la résolution de l'équation de transport est un avantage
ertain, 
ontre
arrant le problème majeur provenant de l'utilisation de la méthodedes 
ara
téristiques pour le 
al
ul de la 
onve
tion en formulation vitesse. Ensuite, late
hnique du remaillage appliquée fréquemment, 
onjointement à l'emploi de fon
-tions d'interpolations adaptées assurant une faible dissipation numérique des vortexet ainsi de la dynamique générale du �uide, permet de palier les problèmes de mau-vaise distribution des points de dis
rétisation dans une formulation purement parti-
ulaire. De plus, la résolution impli
ite de l'équation de transport sur les parti
ulespermet de réduire grandement la 
ontrainte sur le pas de temps.J'ai aussi présenté dans 
e 
hapitre une méthode nouvelle pour l'intégration d'un�uide à plusieurs phases dans une formulation vortex de l'équation de Navier-Stokes.La prise en 
ompte d'une variation de densité ajoute un terme à 
ette dernière, termequi peut être 
al
ulé e�
a
ement sur la grille à 
haque pas de temps, puis interpolésur les parti
ules adve
tées. Pour le mouvement de l'interfa
e, j'ai 
hoisi d'utili-ser une méthode de level set via une te
hnique parti
ulaire, ave
 remaillage, dansle même prin
ipe que pour les parti
ules de vorti
ité. Le remaillage des parti
ulesde level set doit être e�e
tué lorsque la distribution de 
elles-
i s'éloigne trop del'uniformité. La déformation de la répartition des points de dis
rétisation suivant
elle des parti
ules de vorti
ité, l'étape de remaillage est e�e
tué à 
haque pas detemps, 
elui-
i étant souvent plus grand que la 
ontrainte CFL. Toutefois, a�n de
al
uler plus pré
isément le mouvement du �uide et de l'interfa
e, il est né
essairede 
onsidérer des pas de temps adaptés au problème étudié, dans le but de 
apterpré
isément les phénomènes issus de l'intera
tion des phases, phénomènes visuelle-ment importants en synthèse d'images. Dans 
e 
as, l'utilisation d'un 
ritère sur letaux de déformation du maillage pourrait être utilisé a�n de réduire la fréquen
e duremaillage si né
essaire, et ainsi réduire les erreurs numériques introduites par 
ettete
hnique.Comme nous l'avons vu dans les 
hapitres 1 et 3, l'introdu
tion d'objets enintera
tion ave
 le �uide dans une formulation vortex, est une question ardue. Jepropose dans le 
hapitre suivant une te
hnique innovante en méthode vortex pour le134 3. BILAN DU CHAPITRE
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al
ul des intera
tions entre un �uide et des solides rigides, ainsi que des membranesdéformables.
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Chapitre 5Couplage �uide-stru
ture pour lesméthodes vortex
1 Introdu
tionNous venons de voir dans le 
hapitre pré
édent une méthode vortex pour lasimulation de �uides à une ou plusieurs phases, nous permettant d'obtenir des ré-sultats 
onvain
ants dans une formulation innovante en synthèse d'images. Dans 
edomaine, a�n d'obtenir des images en
ore plus attrayantes et réalistes, l'animationde �uides a rapidement né
essité l'intégration d'autres types d'objets : tout d'aborddes solides rigides puis aujourd'hui des stru
tures au 
omportement plus 
omplexe
omme des objets élastiques, 
eux-
i interagissant ave
 un gaz, un liquide ou lesdeux à la fois. En mathématiques appliqués, le problème de l'intera
tion est depuislongtemps étudié et reste en
ore a
tuellement un sujet de re
her
he important dufait de sa di�
ulté. En e�et, la di�éren
e de la dynamique des divers milieux enintera
tion demande une étude pré
ise des 
omportements à l'interfa
e entre 
esderniers et des modèles adéquats doivent ainsi être développés a�n de résoudre aumieux les équations 
on
ernées. De plus, les natures variées de la géométrie des sur-fa
es des di�érents milieux � par exemple �xe pour un solide rigide et admettantdes 
hangements de topologie pour la surfa
e d'un liquide � requiert d'adapter lemodèle (et parfois la dis
rétisation de l'espa
e) a�n de 
orrespondre au mieux auxbords, et ainsi résoudre 
orre
tement les équations.Dans le 
adre des méthodes vortex, nous avons vu que l'in
omporation de parois�xes au 
onta
t d'un �uide est un problème qu'il n'est pas aisé de résoudre du faitde la résolution des équations sur la vorti
ité et indire
tement sur la vitesse. Les mé-thodes des panneaux et de �ux de vorti
ité fournissent une solution à 
e problème,mais 
elles-
i sont di�
iles à mettre en oeuvre en 3D � pour la dis
rétisation dela surfa
e ainsi que pour la résolution numérique � et né
essitent des 
al
uls sup-plémentaires qui peuvent limiter leur utilisation dans des appli
ations simples et ra-pides. Ce
i s'avère être un 
ritère important dans le domaine de la synthèse d'images.J'introduis dans 
e 
hapitre un nouveau modèle, par méthode vortex, pour l'in-137



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXtera
tion de �uides ave
 des solides rigides soumis aux for
es hydrodynamiques ainsiqu'ave
 des membranes élastiques plongées dans un �uide. Ce modèle est basé surle prin
ipe de frontière immergée, dans lequel le domaine du �uide est étendu àl'intérieur des stru
tures introduites a�n de béné�
ier de méthodes de résolutionrapides pour le 
al
ul du mouvement du �uide. De plus, de la même manière quepour l'in
orporation d'une interfa
e entre deux �uides, j'ai basé la représentation de
es stru
tures sur une formulation level set fournissant l'avantage d'être beau
oupplus simple à manipuler et à intégrer dans un �uide qu'un maillage expli
ite (notam-ment en dimension 3), ainsi que de fournir une information utile pour le 
al
ul desfor
es de 
ollision entre solides et de la déformation d'une membrane, 
omme nousle verrons par la suite. Nous verrons que dans le 
as parti
ulier d'un s
héma d'in-tégration d'Euler d'ordre un, la méthode de pénalisation est similaire à la méthodede domaine �
tif selon le modèle présenté dans [GPH+01℄. Le modèle de 
ollisionque j'ai développé pour les intera
tions entre solides s'intègre naturellement dans larésolution des équations générales pour un �uide ave
 stru
tures immergées ; l'avan-tage majeur est qu'il est adapté à tout type de géométrie pour les solides. Sur lemême prin
ipe, j'ai intégré des membranes élastiques, représentées par une fon
tionlevel set.Je valide 
es te
hniques sur des 
as test étudiés dans le domaine des mathéma-tiques appliquées et les appli
ations en synthèse d'images nous montrent que, danssa globalité, la méthode proposée est une alternative séduisante aux méthodes d'in-tera
tion traditionnelles en formulation vitesse et tourbillon.En première partie de 
e 
hapitre, je présenterai le modèle de pénalisation pourl'intera
tion �uide-stru
ture et son adaptation à une résolution des équations deNavier-Stokes en formulation vortex. J'en démontrerai la validité par l'étude desrésultats numériques obtenus sur 
es 
as tests, en les 
omparant aux résultats obte-nus par les méthodes de type domaine �
tif. Puis, en deuxième partie, j'exposeraile modèle 
ollision entre solides développé ainsi que son intégration dans la mé-thode dé
rite pré
édemment. Finalement, je montrerai en troisième partie 
ommentj'ai in
orporé une membrane élastique en intera
tion dans un �uide. J'agrémenterai
haque se
tion d'appli
ations en synthèse d'images, dans lesquelles di�érents milieuxintéragissent de manière réaliste ave
 des �uides à une ou plusieurs phases.2 Modèle d'intera
tion �uide-solide rigide en for-mulation vortex2.1 Présentation du modèleDans 
ette partie, j'explique l'adaptation du modèle de pénalisation pour le 
al-
ul d'intera
tion entre un �uide et un solide rigide en formulation vorti
ité. Lagénéralisation à plusieurs solides en dé
oule dire
tement. La manière de résoudre
es équations, leur dis
rétisation et les parti
ularités d'implémentation seront déve-138 2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXloppées par la suite dans la se
tion 2.2.Modèle physiqueNous étudions l'intera
tion d'un solide rigide S(t) évoluant de manière libre,soumis aux for
es hydrodynamiques, au 
onta
t d'un �uide in
ompressible 
ontenudans un domaine F (t). Intéressons nous tout d'abord à la résolution du problèmeen formulation vitesse. L'intera
tion entre 
es deux milieux peut être modélisée parles équations de Navier-Stokes dans le domaine du �uide, par un dépla
ement rigidedans S(t) et par la 
ontinuité de la vitesse et de la déformation à l'interfa
e :
ρ

(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u

)

= ∇ · σ + ρg pour x ∈ F (t) et t > 0, (5.1)
u = V + Ω× (x− xG) pour x ∈ S(t) et t > 0, (5.2)

MV̇ = −
∫

Σ
σ n dx + Mg, (5.3)

JΩ̇ = −
∫

Σ
σ × (x− xG) dx, (5.4)ave
 ∇·u = 0 et où ρ = ρF (resp. ρ = ρS) est la densité du �uide (resp. solide) dans

F (t) (resp. S(t)), g la gravité, V est la vitesse de translation du solide, Ω sa vitessede rotation, xG son 
entre de gravité, M sa masse et J sa matri
e d'inertie. I
i n estla normale du solide pointant vers l'intérieur et σ est le tenseur de déformation σ =
µ
(

∇u +∇uT
)

− pI (ave
 I la matri
e identité de la même dimension que u). Σ(t)dénote i
i l'interfa
e entre le solide et le �uide : Σ(t) = ∂S(t). Le système d'équations5.1-5.4 doit être 
omplété de 
onditions aux bords pour F (t) (
omme vu dans le
hapitre pré
édent) et de 
onditions initiales pour les grandeurs étudiées. L'équation5.2 donne la vitesse rigide du solide et le 
ouple d'équations 5.3 et 5.4 fournissentl'a

élération du solide soumis à la gravité et aux for
es hydrodynamiques.Modèle de pénalisationNous 
onsidérons alors, dans le prin
ipe des stru
tures immergées, un domaine
K = S(t)+F (t) pour le �uide étendu à l'intérieur du solide, et pénalisons la vitessedu �uide dans S(t) a�n d'imposer un mouvement rigide. Notons χS la fon
tion
ara
téristique du solide et λ le paramètre d'utilisation tel que λ≫ 1, la pénalisationde l'équation de Navier-Stokes s'é
rit alors :

ρ

(

∂ u

∂t
+ (u · ∇)u

)

= ∇ · σ + ρg + λρ (ū− u) pour x ∈ K. (5.5)La vitesse ū du solide est alors déduite de 
elle du �uide :
ū(x) = M−1

∫

S
ρS u dx +

(

J−1
∫

S
ρS u× (x− xG) dx

)

× (x− xG)

= M−1
∫

K
χSρu dx +

(

J−1
∫

K
χSρu× (x− xG) dx

)

× (x− xG), (5.6)2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX 139



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXsur l'intégralité du domaine, où la densité est dé�nie 
omme
ρ = ρF (1− χS) + ρSχS.La fon
tion 
ara
téristique du solide est alors transportée par la vitesse du solidevia l'équation d'adve
tion :
∂ χS
∂t

+ (ū · ∇)χS = 0. (5.7)Notons quelques remarques sur 
e système d'équations. Dans le 
as où ū estdonné, 
e s
héma de pénalisation est identique au s
héma L2 présenté par Angot etal. dans [ABF99℄. Il est aussi important de noter que, l'utilisation de la vitesse ūplut�t que u (les deux étant équivalents lorsque λ → ∞) pour le transport de χSpermet d'imposer un mouvement exa
tement rigide pour la fon
tion 
ara
téristique.En pratique, 
e
i est important 
ar elle évite toute déformation du solide à 
ausedes erreurs numériques. Nous verrons par la suite que 
e
i permet d'appliquer uns
héma rapide et exa
t (à une erreur d'interpolation prêt) pour le transport de χS.Il 
onvient maintenant de trouver une te
hnique permettant de résoudre l'équa-tion 5.5. Pour 
e faire, j'utilise un algorithme de type fra
tionnaire, à la manièrede la méthode de proje
tion, où tout d'abord la vitesse in
ompressible est 
al
uléepuis pénalisée. Soient un = u(tn) et ūn = ū(tn) les vitesses au temps tn du �uide etdu solide respe
tivement. L'algorithme avançant la solution du temps tn au temps
tn+1 = tn + δt est le suivant :1. Résoudre l'équation de Navier-Stokes 5.1 ave
 la 
ontrainte d'in
ompressibilitésur un pas de temps δt pour obtenir ũn,2. Cal
uler ūn par l'équation 5.6 en utilisant ũn pour la vitesse du �uide,3. Résoudre l'équation

∂ u

∂t
= λχS(ū

n − u). (5.8)Dans le 
as parti
ulier où λ = δt−1 et en adoptant un s
héma d'Euler expli
itpour dis
rétiser 5.8, le résultat obtenu est :
un+1 =

{

ũn dans F (t) et
ūn dans S(t).Nous pouvons alors re
onnaître la méthode de proje
tion proposée par Sharma etPatankar [SP05℄.Avantages de la méthodeTout d'abord, l'équation linéaire 5.8 est beau
oup plus simple à résoudre que le
al
ul des multipli
ateurs de Lagrange de la méthode dé
rite dans [GPH+01,SP05℄.140 2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXElle est aussi plus intuitive et très aisée à intégrer dans un 
ode existant pourla résolution des équations de Navier-Stokes. De plus, 
ette formulation permetde séparer aisément les erreurs de dis
rétisation (que nous verrons par la suite)des erreurs de modélisation, 
omme le montrent les études numériques proposéesdans [Bos08℄. Il est aussi envisageable d'utiliser une pénalisation H1 (où tous lestermes linéaires de l'équation de Navier-Stokes sont pénalisés) a�n de mieux imposerla 
ontrainte de rigidité à l'intérieur du solide ; néanmoins, 
ette solution n'a pas étéadoptée, les résultats obtenus ave
 la pénalisation L2, plus simple, étant satisfaisants.En�n, il est possible de résoudre exa
tement l'équation 5.8 qui est une ÉquationDi�érentielle Ordinaire (EDO) linéaire d'ordre un, si on 
onsidère χS �xe sur un pasde temps. Je reviendrai sur 
e point dans la partie 2.2.A la di�éren
e des méthodes de proje
tion qui s'avéreraient di�
iles à dériver,la méthode de pénalisation se prête naturellement à la formulation vortex où elleapparaît 
omme un terme générateur de vorti
ité.Modèle de pénalisation en formulation vortexEn prenant le rotationnel de l'équation 5.5 de pénalisation en formulation vitesse,nous obtenons :
∂ ω

∂t
+ (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω +∇

(

1

ρ

)

×∇p+ λ∇× (χS(ū− u)) , (5.9)où pour une meilleure lisibilité, la vis
osité µ est 
onsidérée 
omme 
onstante etle terme ∇p doit être rempla
é par ρ (∂ u

∂t
+ (u · ∇)u− g

) 
omme expliqué dans le
hapitre pré
édent à propos de la simulation de �uides à plusieurs phases. La vitessedu solide ū est 
al
ulée grâ
e à l'équation 5.6.En dévelopant le terme ∇× (χS(ū− u)), nous pouvons reé
rire l'équation pré-
édente 
omme :
∂ ω

∂t
+(u·∇)ω = (ω ·∇)u+ν∆ω+∇

(

1

ρ

)

×∇p+λχS(ω̄−ω)+λδΣ n×(ū−u), (5.10)où n est la normale de l'interfa
e Σ et δΣ la masse de Dira
 lo
alisée sur 
elle-
i. Nouspouvons alors que le dernier terme est équivalent à 
elui présent dans les méthodesde �ux de vorti
ité, permettant d'annuler la vitesse de glissement aux bords ; l'avantdernier terme quant à lui pénalise la vorti
ité à l'intérieur du solide.Comme je le montre dans la partie suivante, 
ette méthode s'intègre aisémentdans un 
ode de simulation de �uide par méthode de vorti
ité, 
omme pour laméthode des Vortex In Cell que j'ai utilisé pour mes travaux.2.2 Résolution des équationsJe présente dans 
ette partie la manière dont est 
al
ulée l'intera
tion entre un�uide et un solide rigide, par la résolution de l'équation de Navier-Stokes pénalisée.J'y explique ensuite 
omment le solide, représenté par une fon
tion level set esttransporté.2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX 141



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXPénalisation en formulation vitesseDans le 
adre de l'algorithme de type fra
tionnaire présenté plus haut, il estné
essaire de résoudre l'équation 5.8 (dans une formulation plus large) : ∂ u

∂t
=

λχS(ū− u), ave
 λ≫ 1. Le terme ū dé�ni par 5.6 est 
onstitué de deux intégrales
omprenant le produit de u ave
 χS et ρ. Ces deux dernière grandeurs évoluanten fon
tion du �uide par une équation de transport, 5.6 est don
 non linéaire etainsi il est di�
ile d'intégrer l'équation 5.8 ave
 une vitesse rigide autre que 
elle
al
ulée au pas de temps 
ourant. C'est pourquoi, par la suite, je 
onsidère ū = ūn
onstant sur la durée d'un pas de temps, 
e qui est une approximation des intégralesraisonnable dans le 
as où la vitesse du �uide dans S varie peu d'un pas de tempsà l'autre. Dans le 
as où le solide est �xe � 
'est-à-dire non soumis à la gravitéet aux for
es hydrodynamiques � ū = 0 et le problème en est don
 simpli�é. Jeprésente 
i-dessous les méthodes de résolutions développées dans le 
as général, legraphique en �gure 5.1 fourni une représentation graphique des di�érents s
hémasd'intégration utilisés.La première appro
he que j'ai adoptée a 
onsisté à intégrer ∂ u

∂t
de manière expli-
ite à l'ordre un en posant

un+1 = un + δtλχS(ū
n − un). (5.11)Cette formulation est soumise à une 
ontrainte de stabilité λ < 2δt−1, 
e
i se véri�esimplement : en posant ū = 0 par exemple, nous avons un+1 = (1 − δtλχS)un, etainsi pour satisfaire |un+1| < |un|, nous devons avoir (1−δtλχS) < 1 si et seulementsi 1− δtλχS < 1 (toujours vrai) et −(1− δtλχS) < 1 qui, dans le pire 
as où χS = 1,nous donne la 
ondition de stabilité énon
ée. A�n de palier 
e problème restri
tif surle 
hoix de λ qui nous demanderai de 
hoisir de petits pas de temps a�n de pénaliser
orre
tement la vitesse �uide, j'ai implémenté un s
héma itératif 
onsistant à diviser

δt en pas de temps �
tifs et re
al
uler une vitesse intermédiaire à 
haque itération.Ce
i n'est pas trop 
ontraignant en formulation vitesse mais l'est beau
oup plus dansune formulation vortex (dont la dérivation est fournie dans la sous-se
tion suivante)où la vitesse doit être re
al
ulée par la résolution de l'équation de Poisson ou via lenoyau de Biot-Savart pour 
haque sous-itération.La 
ontrainte de stabilité sur λ peut être supprimée en adoptant un s
hémaimpli
ite. En e�et, à l'ordre 1, en posant
un+1 = un + δtλχS(ū

n − un+1)

=
un + δtλχSū

n

1 + δtλχS
, (5.12)la méthode devient in
onditionnellement stable. La preuve est triviale lorsque ū = 0.Dans le 
as général, étudions la 
onvergen
e de la vitesse du �uide vers la vitesseimposée |u− ū|, et posons δtλχS = α :

|un − ū| > |un+1 − ū|142 2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX
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>

∣

∣

∣

∣

un − αū

1 + α
− ū

∣

∣

∣

∣

|un − ū| >
∣

∣

∣

∣

un − ū

1 + α

∣

∣

∣

∣qui est toujours vrai quelquesoit α > 0.A�n d'augmenter l'ordre du s
héma, il serait envisageable d'adopter un s
hémade type Crank-Ni
holson :
un+1 = un +

1

2
δtλχS

(

(ūn − un+1) + (ūn+1 − un+1)
)

=
(1 + δtλχS(ū

n − 1/2un

1 + 1/2δtλχSqui est in
onditionnellement stable lui aussi (prouvable par la même méthode quepré
édemment). Par 
ontre, 
e s
héma 
onverge très mal pour λ≫ 1 et os
ille mêmepour δtλχS > 2. Ce que l'on prouve en posant ū = 0, le fa
teur pénalisant la vitesse
un tend don
 vers :

lim
λ→∞

1− 1/2δtλχS
1 + 1/2δtλχS

= −1,pour χS 6= 0. Malgré tout, il reste meilleur que le s
héma impli
ite pour δtλχS ≤ 2.Cependant, il n'est pas né
essaire d'utiliser un quel
onque s
héma de dis
réti-sation puisque l'équation étudiée est une équation di�érentielle ordinaire linéaire etqu'il est alors possible de résoudre analytiquement. En e�et, l'équation
∂ u

∂t
= λχS(ū− u)peut s'é
rire sous la forme

du

dt
+ au = b,ave
 a = λχS et b = λχSū. Cette EDO admet une solution générale lorsque a nedépend pas de u :

u(t) =
(

u0 +
∫ t

0
b(τ)eaτ dτ

)

e−at (5.13)où u0 est la solution initiale u0 = u(0), équation qui, en admettant que b est
onstant dans l'intervale [0, t] 
onduit à :
u(t) =

(

u0 + b
1

a
(eat − 1)

)

e−at (5.14)si a 6= 0 (
'est-à-dire à l'intérieur du solide, ave
 δt > 0 et λ > 0 ) et à
u(t) = (u0 + bt) e−atautrement. Dans 
e dernier 
as, 
omme χS = 0, la solution est simplement :

u(t) = u0. (5.15)2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX 143



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXComme nous l'avons vu, la solution 5.14 est 
orre
te si et seulement si a nedépend pas de u. a dépend de u puisque χS est transporté par le �uide, maisdans le 
as 
onsidéré pré
édemment où la fon
tion 
ara
téristique est �xe sur unpas de temps, 
ette solution exa
te est toujours meilleure que 
elle donnée par lespré
édents s
hémas, qui sont en fait des approximations de 
ette dernière. Commenous 
onnaissons au pas de temps 
ourant la vitesse ū du solide, il serait envisageablede mieux appro
her l'intégrale ave
 une formule de quadrature plus pré
ise, en �xant
ette vitesse pour le pas de temps et en 
onsidérant l'évolution de χS par l'équationde transport. Néanmoins, les résultats obtenus en 
onsidérant χS �xe sur le pasde temps étant tout à fait satisfaisants (voir partie 2.3), je n'ai pas jugé né
essaired'adopter une autre approximation.La solution de l'étape de pénalisation en formulation vitesse, pour avan
er unevitesse un au pas de temps suivant est don
 :
un+1 =

(

un + λχSū
1

λχS
(eλχSδt − 1)

)

e−λχSδt

=
(

un + ū(eλχSδt − 1)
)

e−λχSδt

= (un − ū) e−λχSδt + ū pour χS > 0 et (5.16)
un+1 = un sinon. (5.17)Numériquement, il est préférable de développer l'équation 5.16 a�n d'éviter que leproduit eλχSδte−λχSδt ne soit pas égal à un du fait des erreurs numériques dans le
al
ul de l'exponentielle, prin
ipalement lorsque λχSδt→∞. De plus, on peut ainsiaisément se rendre 
ompte qu'à l'intérieur du solide, la vitesse du �uide tend demanière exponentielle vers ū lorsque λ→∞.En présen
e de plusieurs solides de vitesse respe
tive ūi et fon
tion 
ara
téris-tique χSi

, l'équation de pénalisation dans l'algorithme fra
tionnaire s'é
rit :
∂ u

∂t
=
∑

i

λχSi
(ūi − u). (5.18)Et, en remplaçant de manière adéquate a et b utilisé pré
édemment, la vitesse aupas de temps suivant est obtenue par :

un+1 =

(

un −
∑

i χSi
ūi

∑

i χSi

)

exp(−λδt
∑

i
χSi) +

∑

i χSi
ūi

∑

i χSi

pour ∑
i

χSi
> 0 et(5.19)

un+1 = un sinon. (5.20)144 2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX
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Fig. 5.1 � Convergen
e de di�érents s
hémas d'intégration en 
omparaison de lasolution exa
te pour l'équation de pénalisation dans un algorithme fra
tionnaire. I
i
ū = 0, χS = 1 et λ = 1 pour la �gure en haut et λ = 10 pour la �gure en bas.Pénalisation en formulation vorti
itéRevenons maintenant à la formulation vorti
ité des équations de Navier-Stokes.En pratique, j'ai 
hoisi de résoudre l'équation 5.9 présentée pré
édemment, d'unemanière similaire à l'algorithme proposé pour la formulation vitesse, en 
al
ulant lavorti
ité au pas de temps suivant en fon
tion de la vitesse pénalisée au pas de tempssuivant, soit :

ωn+1 = ∇× un+1

= ∇×
[

(un − ū) e−λχSδt + ū
] (5.21)2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX 145



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXdans le 
as d'un seul solide pour plus de lisibilité. Le 
al
ul de 
ette vorti
ité péna-lisant la vitesse est introduit dans l'algorithme de type VIC ave
 remaillage, à lasuite du 
al
ul de la vitesse un. L'équation 5.21 est ainsi 
al
ulée numériquementsur la grille par di�éren
es �nies. La vitesse du solide est 
al
ulée au préalable àpartir de la vitesse un 
omme présenté en équation 5.6.L'algorithme que j'ai utilisé est don
 le suivant :1. Cal
ul de la vitesse sur la grille à partir de ωn.2. Cal
ul de la vitesse ūn du solide par l'équation 5.6.3. Cal
ul d'une vorti
ité intermédiaire ω̃n+1 par l'équation 5.21, sur la grille àpartir de ωn. ω̃n+1 rempla
e ωn dans les étapes suivantes.4. Cal
ul de l'étirement sur la grille par l'équation 4.4.5. Interpolation de la vitesse un et de l'étirement sur les parti
ules.6. Adve
tion des parti
ules et intégration du terme d'étirement.7. Remaillage : 
réation de nouvelles parti
ules basées sur la grille.8. Di�usion sur la grille : obtention de ωn+1.Quelques pré
isions sont à apporter quant à la résolution de l'équation 5.21. Il se-rait envisageable de développer 
ette dernière a�n d'éviter de 
al
uler expli
itementle rotationnel de u. Par exemple, dans le 
as d'un solide à vitesse nulle imposée,l'équation de pénalisation en formulation vorti
ité est :
∇×

(

une−λχSδt
)

= (ωn − λδt∇χS × un) e−λχSδt.Ainsi, au
une di�éren
e �nie n'est né
essaire sur la vitesse u, 
e qui évite l'introdu
-tion d'erreurs numériques supplémentaires qui pourraient naître même au delà dusolide, si ω n'est pas stri
tement égal à ∇×u. Il est toutefois né
essaire de 
al
ulerle gradient de la fon
tion 
ara
téristique ∇χS = δΣn qui est singulière. Même si
ette formulation est plus élégante, j'ai trouvé qu'en pratique elle restreint la plagedu paramètre λ à des valeurs de l'ordre de δt−1 au dela duquel de très fortes valeurspour la vorti
ité apparaissent à l'interfa
e, déstabilisant la simulation. Cette limi-tation est à mon sens due à deux fa
teurs : tout d'abord l'évaluation numérique de
∇χS en 
onjon
tion de l'utilisation de χS peut, si elle est soumise à des erreurs im-portantes, introduire des erreurs élevées sur le 
hamp de vorti
ité. Ensuite, 
ommenumériquement ω 6= u, l'utilisation 
ouplée de 
es deux grandeurs dans la mêmeéquation peut induire des erreurs supplémentaires.En pratique, j'ai don
 
al
ulé expli
itement le rotationnel de l'équation de péna-lisation sur la grille par un s
héma aux di�éren
es �nies. Les erreurs supplémentairesintroduites par 
ette te
hnique ne se sont pas avérées problématiques et la méthodepermet d'obtenir de bons résultats, 
omme nous le verrons dans la partie 2.3.Une remarque importante 
on
ernant le 
hoix d'un algorithme fra
tionnaire en
onjon
tion de la pénalisation. Si on 
onsidère une vitesse rigide ū = 0, la vitessedu �uide ne sera 
omplètement annulée (dans la limite où λ → 0) qu'à l'itération146 2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXsuivante, lors du 
al
ul de un+1. Cependant, la résolution du reste de l'équation de
onservation du tourbillon , notamment en 
e qui 
on
erne l'étirement et la di�usion,modi�e la vorti
ité. Ainsi, la vitesse à l'intérieur du solide ne sera pas nulle, mêmesi on soustrait les erreurs numériques dues à la résolution de l'équation de Poissonsur ψ et au 
al
ul de ∇ × ψ par di�éren
es �nies. S'il s'avère né
essaire d'avoirune vitesse du �uide plus pro
he de 
elle du rigide à l'intérieur de 
e dernier, il estpossible de re
al
uler une vitesse intermédiaire ũn+1, à partir de ω̃n+1, juste après laphase de pénalisation de la vorti
ité. Ce
i augmente néanmoins le temps de 
al
ul,et, dans mes expérimentations, la di�éren
e sur les résultats obtenus (
omme parexemple dans le 
as de la sédimentation d'une sphère que je présenterai par la suite)est minime.Dans une formulation vitesse, il existe un problème similaire. En e�et, dans unalgorithme de type fra
tionnaire où est 
al
ulée la pression a�n d'assurer l'in
om-pressibilité du �uide, deux 
hoix se présentent : pénaliser la vitesse après ou avantla proje
tion. Dans le premier 
as, le terme de pénalisation du

dt
= −λχSu (je mesuis pla
é dans le 
as d'un obsta
le �xe pour plus de simpli
ité) 
onduit à l'ajoutd'une vitesse dont la divergen
e est non nulle sur le bord : ∇ · du

dt
= −λ(u · ∇)χS(où la vitesse u est 
onsidérée 
omme in
ompressible à 
ette étape de l'algorithme).La vitesse alors obtenue après intégration du terme de pénalisation satisfait alors

u = 0 à l'intérieur du solide (dans la limite où λ → 0), mais viole la 
ontrainted'in
ompressibilité, de manière proportionnelle à λ. Ce
i peut poser des problèmesnumériques, notamment pour l'équation de transport. Dans le se
ond 
as où la pé-nalisation est traitée avant, la vitesse obtenue à l'intérieur du solide, après l'étapede proje
tion, ne sera pas annulée du fait des erreurs numériques 
ommises lors dela résolution de l'équation de Poisson sur p.Cal
ul de la vitesse du solideAu début de 
haque pas de temps, il est né
essaire de 
al
uler la vitesse dusolide ū a�n de l'inje
ter dans l'étape suivante de pénalisation. Reprenons l'équationpermettant de 
al
uler 
ette vitesse à partir de 
elle du �uide :
ū = V + Ω× (x− xG)

= M−1
∫

K
χSρu dx +

(

J−1
∫

K
χSρu× (x− xG) dx

)

× (x− xG) (5.22)ave
 xG le 
entre de gravité du solide. La masse du solide est 
al
ulée simplementpar
M =

∫

K
χSρS = ρS

∫

K
χS dxoù pour rappel K est le domaine total 
ontenant le �uide et en
apsulant le solide et

ρS est la densité du solide supposée 
onstante. La matri
e d'inertie est 
al
ulée parla relation :
J =

∫

K
χSρS ((r · r)Id − r⊗ r) dx2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX 147



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXoù r = x − xG et où ⊗ dénote le produit tensoriel, et Id est la matri
e identité.L'inverse de 
ette matri
e de taille 3 × 3 (en 3D) est aisé à 
al
uler et 
e
i este�e
tué une seule fois pour 
haque solide.En pratique, a�n d'éviter les problèmes d'impré
isions dus à la dis
rétisation etstabiliser la résolution des équations ave
 des grandeurs lisses, la fon
tion 
ara
téris-tique χS est régularisée par un paramètre ε, ave
 ε→ 0. C'est pourquoi numérique-ment, dans l'évaluation de l'équation 5.22, 
'est la densité ρε = ρF (1−χε,S)+ρSχε,S(où χε,S dénote la fon
tion 
ara
téristique régularisée) que j'ai utilisée.Dépla
ement du solide par méthode level setLe solide est lo
alisé dans l'espa
e à 
haque instant par sa fon
tion 
ara
téristique
χS. Au lieu de transporter dire
tement 
elle-
i, j'ai 
hoisi d'utiliser une fon
tion levelset φ de laquelle sera déduite χS. J'ai 
hoisi d'utiliser une fon
tion distan
e signéereprésentant la distan
e à l'interfa
e, négative à l'intérieur du solide et positiveà l'extérieur. Ce 
hoix a été motivé par deux raisons prin
ipales : dans un sou
ide simpli
ité, toutes les interfa
es interagissant ave
 le �uide (
omme l'interfa
eentre deux �uides, entre �uide et solide et entre �uide et membrane déformable
omme nous le verrons par la suite) sont basées sur la même représentation impli
ite.Ensuite, point plus important, 
ette fon
tion nous donne une information 
apitalepour le développement de la méthode de 
ollision présentée en partie 3 : elle nouspermettra de 
al
uler rapidement la distan
e séparant deux solides.La fon
tion 
ara
téristique est dé�nie en fon
tion de φ par la relation :

χS = H(φ)où H est la fon
tion Heaviside. La level set est transportée par le �uide et il est alorsné
essaire de résoudre l'équation d'adve
tion :
∂ φ

∂t
+ (ū · ∇)φ = 0, φ(·, 0) = φ0Le transport de φ est e�e
tué ave
 une vitesse rigide dans tout le domaine, 
ettepropriété permet de 
onserver une fon
tion distan
e à 
haque instant. Malheureuse-ment la résolution de 
ette équation sur une grille, bien que le mouvement soit rigide,induirait indéniablement des erreurs dues à la dis
rétisation de l'équation. Pour pa-lier 
e problème, une méthode de type Lagrangienne similaire à 
elle présentée dansle 
hapitre 4 pour le transport de l'interfa
e du �uide, mais sans remaillage � ilserait inutile puisque le mouvement est rigide et ainsi le maillage ne se déforme pasdans le repère du solide � serait adaptée 
ar elle permet de 
onserver exa
tementla fon
tion distan
e dans 
e 
as parti
ulier.Mais a�n de réduire le temps de 
al
ul né
essaire au transport de φ, j'ai dé
idéd'utiliser la propriété de rigidité du dépla
ement, nous ramenant ainsi à une simpleinterpolation du 
hamp φ0 initial en suivant en arrière la 
ara
téristique X(0;x, t)du 
hamp de vitesse :
φ(x, t) = φ0(X(0;x, t)). (5.23)148 2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXSous l'hypothèse de la rigidité du mouvement, les vitesses de translation et angu-laire du solide permettent aisément de dé�nir sa position et son orientation à 
haquepas de temps en fon
tion de sa position initiale. En e�et, si on 
onsidère la vitesse
ū 
omme 
onstante sur le pas de temps [tn, tn+1], on peut alors déduire la position
Xn+1 = X(tn+1;x, 0) (dé�ni par la fon
tion 
ara
téristique traçant la traje
toire de
x en avant dans le temps) en fon
tion de Xn, par une translation et une rotation.Soient

Θn = |Ωn|δt, Ωn

|Ωn| = (α, β, γ)qui représentent respe
tivement le pas de rotation et le ve
teur normalisé de rotationautour duquel le solide tourne. La matri
e de rotation Rn est dé�nie par
Rn =







1− 2b2 − 2z2 2ab− 2cd 2ac+ 2bd
2ab+ 2cd 1− 2a2 − 2c2 2bc− 2ad
2ac− 2bd 2bc + 2ad 1− 2a2 − 2b2





ave

a = αsin

Θn

2
, b = βsin

Θn

2
, c = γsin

Θn

2
, d = cos

Θn

2
.La position au temps tn+1 de n'importe quel point X de l'espa
e se déplaçant ave
le solide peut don
 s'é
rire en fon
tion de sa position pré
édente :

Xn+1 = Xn + δtV n +Rn(Xn − xnG),et par a

umulation des transformations :
Xn+1 =Mn+1(x− x0

G) + xn+1
GoùM est la matri
e des rotations a

umulées telle queMn+1 = Πn

i=0Ri. La positiondu 
entre de gravité est obtenue par simple translation, 
omme la rotation est nulleen 
e point.Ainsi, il est rapide de 
al
uler en 
haque point Xn+1 de la grille, la valeur de lalevel set en fon
tion des transformations a

umulées :
φ(Xn+1, tn+1) = φ0(x) = φ0(

1

Mn+1
(Xn+1 − xn+1

G ) = x0
G. (5.24)Il n'est pas né
essaire de 
al
uler expli
itement l'inverse de la matri
eM. J'ai mul-tiplié à 
haque pas de temps la matri
e sto
kée au pas de temps pré
édant parl'inverse de la rotation Rn fa
ilement 
al
ulable. En pratique, j'ai utilisé une fon
-tion bilinéaire pour l'interpolation du 
hamp initial φ0.Cette te
hnique possède deux atouts majeurs. En premier, l'erreur 
ommise surle transport à 
haque pas de temps est 
onstante et dépend uniquement du 
hoixde la fon
tion d'interpolation. Se
ondement, la résolution de l'équation de transportest très rapide et s'étend à plusieurs solides rigides de manière triviale, pour un2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX 149
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oup unitaire très faible, réduit à une multipli
ation matri
e ve
teur. La partie laplus 
oûteuse de la méthode réside dans les interpolations, 
elles-
i pouvant êtreoptimisées : si on 
onsidère uniquement une bande autour de l'interfa
e en plus del'intérieur du solide, il n'est pas né
essaire d'interpoler φ0 pour les points trop éloi-gnés. Le 
hoix d'une fon
tion d'interpolation linéaire pourrait su�re si la pré
isionde la lo
alisation de l'interfa
e n'est pas 
onsidéré 
omme un paramètre importantpour la simulation.2.3 Validation numériqueDes tests de validation de la méthode de pénalisation de la vitesse en formulationvorti
ité ont été e�e
tués par Magni [Mag07℄ sur le problème 2D de l'é
oulementautour d'un 
ylindre �xe. Dans 
ette partie, j'étudie le problème de la sédimentationd'une sphère plongée dans un �uide et soumise à la for
e gravitationnelle ainsi qu'auxfor
es hydrodynamiques. Rela
hée initialement ave
 une vitesse nulle, la sphère vaa

élérer jusqu'à atteindre une vitesse terminale �xe ; 
e phénomène est dû à laprésen
e de frottements entre le �uide et les parois du solide. Théoriquement, ilexiste une solution analytique dans le 
as d'un �uide dans un domaine de taille in�ni.Ce problème a été étudié expérimentalement (voir [MP00,BL03℄ et les référen
es de
es arti
les), dans le 
as de sphères tombant dans un 
anal 
ylindrique. Les paroisdu 
ylindre freinant la 
hute de la sphère, Brown et Lawler [BL03℄ fournissent la
orre
tion à apporter à la vitesse terminale en fon
tion du rapport α = d/L entrele diamètre de la sphère et la largeur L du 
anal. Plus 
e rapport est faible et plusla vitesse terminale est réduite, 
e phénomène est à imputer au ralentissement du�uide à l'appro
he des bords du 
ylindre.Glowinski et al. [GPH+01℄ ont 
al
ulé numériquement � en se basant sur leurméthode de domaine �
tif, ave
 une résolution par éléments �nis � les vitessesterminales de sphères plongées dans des �uides en faisant varier la densité et lavis
osité de 
es derniers et le diamètre du solide. Les résultats que je fournis i
isont basés sur les mêmes paramètres que 
es 
as tests, en utilisant la te
hnique depénalisation basée sur la méthode VIC ave
 remaillage dé
rite pré
édemment.La boîte de 
al
ul est de taille [0, 1] × [0, 1] × [0, 4] sur les bords de laquelleune 
ondition de non pénétration est imposée sur la vitesse. Un 
ylindre �xe dediamètre 1 est plongé dans le �uide, et la 
ondition de non glissement sur ses bordsest imposée par une méthode de pénalisation. La densité du �uide est de 1, la gravité
g = (0, 0,−980)T et le paramètre de pénalisation λ = 106. Tout d'abord, j'ai e�e
tuédes tests de 
onvergen
e en pas d'espa
e sur une sphère de densité 1.02. La �gure5.2 présente les vitesses terminales obtenues au temps t = 1.2 en fon
tion de δx = h,pour une sphère de diamètre d = 0.3 dans un �uide de vis
osité ν = 0.02. Cegraphique montre que notre méthode 
onverge à l'ordre 1 en espa
e vers une vitesseterminale limite lorsque h→ 0.Le tableau 5.1 montre une 
omparaison entre nos résultats (dans la limite où
h → 0), les résultats expérimentaux ave
 
orre
tion de la vitesse terminale du faitdes parois et les résultats obtenus par la méthode de domaine �
tif dans [GPH+01℄.150 2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX
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Fig. 5.2 � Vitesses terminales en fon
tion du pas d'espa
e h pour le problème dela sédimentation d'une sphère de diamètre 0.3 et de densité 1.02 tombant dans un�uide de densité 1 et de vis
osité 0.02.Les diamètres de la sphère 
onsidérés sont d = 0.2, 0.3, plongée dans des �uides dontla vis
osité 
roissante est ν = 0.02, 0.05, 0.1. Les résultats que nous avons obtenussont pro
hes de 
eux mesurés expérimentalement, ave
 un taux d'erreur de l'ordre de5-11%. Une des raisons possibles pouvant in�uen
er sur les résultats sont les 
ondi-tions aux bords empê
hant toute fuite du �uide en haut et en bas du domaine, 
equi peut modi�er la dynamique de l'é
oulement. Pour les mêmes 
as test, j'ai pré
iséles vitesses terminales données dans [GPH+01℄ pour des simulations ave
 h = 1/64.A�n de pouvoir 
omparer notre méthode ave
 
ette dernière, j'ai aussi pré
isé dansle tableau 5.1 nos vitesses terminales pour h = 1/64 ; les résultats obtenus sont trèspro
hes.L'analyse de 
es résultats valide don
 l'appro
he proposée qui, pour la premièrefois en formulation vortex, permet de simuler simplement (par la méthode de typefrontière immergée) et pré
isément l'intera
tion entre une sphère et un �uide parune méthode de type domaine �
tif. Les résultats obtenus sont qualitativementsimilaires à 
eux de la méthode traditionnelle de type domaine �
tif en formulationvitesse, nous amenant à 
onsidérer la méthode de pénalisation 
omme une alternativeintéressante en formulation vortex.2.4 Appli
ations en synthèse d'imagesLes exemples 
i-dessous montrent des appli
ations de la méthode de pénalisationen formulation vortex en 3D sur des problèmes intéressants en synthèse d'images. Le2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX 151



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXdiamètre vis
osité UE Uh→0 Erreur relative Uh=1/64 UG0.2 0.10 0.2571 0.275 8% 0.256 0.25670.2 0.05 0.4603 0.513 11% 0.475 0.48440.2 0.02 0.9129 1.016 11% 0.937 0.94800.3 0.10 0.4047 0.435 7% 0.401 0.40720.3 0.05 0.7493 0.795 6% 0.748 0.75990.3 0.02 1.4359 1.51 5% 1.39 1.392Tab. 5.1 � Comparaison entre les vitesses terminales U de sphères tombant dansun �uide, où la vis
osité et le diamètre de la sphère sont variés. Les résultats expé-rimentaux sont notés UE , UG 
eux obtenus dans [GPH+01℄ et Uh=1/64 nos résultatsave
 h = 1/64. L'erreur relative est 
al
ulée entre les données expérimentales et nosrésultats asymptotiques.premier exemple 
on
erne le mouvement imposé d'une héli
e (ou d'un ventilateur)générant un 
hamp de vitesse dans une boîte fermée. Le deuxième exemple impliquele même objet géométrique à dépla
ement libre devant lequel est imposé un 
hampde vitesse amenant la rotation de l'héli
e autour de son 
entre de gravité. Le dernierexemple proposé montre les possibilités de la méthode dans le 
adre d'intera
tionsentre un solide rigide et un �uide à plusieurs phases.Héli
e à mouvement imposéNous nous intéressons i
i au 
as d'une héli
e tournant à une vitesse imposéeautour de son 
entre de gravité. Ce mouvement 
réé une aspiration de l'air situé sousle solide, transporant des parti
ules de fumée à l'arrière de 
e dernier. La simulationprend pla
e dans un domaine de taille [0, 1]3 où des 
onditions aux bords périodiquessont imposées pour les 
al
uls. Un solide rigide �xe de forme 
ubique, 
entré dansle domaine, permet d'assurer de manière impli
ite des 
onditions de non glissementaux bords. Le �uide a une densité de 1 et une vis
osité de 10−5 a�n d'assurer unedynamique turbulente, 
e qui est un 
ritère visuel important. L'héli
e est 
onsidérée
omme �xe, mis-à-part une rotation d'environ 2, 5 tours par se
onde, imposée surl'axe des z, permettant ainsi de simuler le mouvement d'un ventilateur par exemple.La �gure 5.3 montre des images tirées de la simulation dans laquelle un ensemblede parti
ules de fumée est généré au niveau du sol (à z = 0.1) puis transportépassivement par le �uide. Dès les premiers instants, la méthode de pénalisationvient 
réer un 
hamp de vitesse suivant le mouvement des palles, lo
alement autourde l'héli
e. Puis 
e mouvement induit un phénomène d'aspiration � du fait de laforme et de l'orientation des palles � à l'avant de l'héli
e dans la dire
tion des zpositifs (t = 1 et t = 1.15). Les parti
ules de fumée sont alors attirées vers le nez etensuite projetées vers les bords par l'e�et de rotation des palles (t = 1.8). La �gure5.4 montre les parti
ules de vorti
ité les plus vélo
es autour d'une des palles dans lespremiers instants de la simulation. On y voit 
lairement la 
réation de deux vortexde signe opposé derrière la palle (dans le sens du mouvement), 
e qui 
orrespond au152 2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXphénomène observé dans l'é
oulement autour d'un 
ylindre.

Fig. 5.3 � Images tirées de la simulation d'une héli
e à rotation imposée. Capturesaux instants t = 0, 1.6, 2.6, 3.0, 3.5, 4.0. La rotation de l'héli
e 
réé une aspiration del'air situé sous elle. Les parti
ules de fumée sont ensuites projetées vers les bords dudomaine.Dans la simulation présentée en �gure 5.3, le pas de temps est de δt = 0.01. Ledomaine est dis
rétisé en 643 points de grille, et le temps de 
al
ul en présen
e d'en-viron 150.0000 parti
ules est de 2, 5 se
ondes par itération. La répartition du tempsde 
al
ul est donné dans le tableau 5.2. En 
omparaison des exemples proposés dans2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX 153



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXle 
hapitre pré
édent, le 
oût algorithmique 
omptant pour l'ajout des deux solides,l'héli
e et la boîte englobante, en intera
tion ave
 le �uide représente environ 18%du temps de 
al
ul. Le transport des level set des solides se résume au dépla
ementde l'héli
e (le 
ube restant �xe), et 
ette étape représente 4, 5% du temps de 
al
ul.

Fig. 5.4 � Visualisation de la vitesse à l'endroit des parti
ules de vorti
ité, dansles premiers instants du 
al
ul. On peut y voir la 
réation de deux vortex de signeopposé le long de la palle nous faisant fa
e, à l'arrière de 
elle-
i.
Le 
oût du 
al
ul global pourrait être grandement réduit par la suppresion departi
ules de vorti
ité de faible intensité, mais, dans le sou
i de 
onserver une dyna-mique importante pour le mouvement de la fumée, j'ai 
onservé une grande majoritéde 
elles-
i.154 2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXVit. + di�. Adve
tion Remaillage14% 23% 22%Pénalisation Cal
ul ūi Transport de Si Autre13,5% 4,5% 4,5% 18,5%Tab. 5.2 � Pour
entage du temps de 
al
ul attribué à 
haque partie de la résolutiondes équations, pour l'exemple de l'héli
e à mouvement imposé. La taille de la grilleest de 643, le nombre maximum de parti
ules est 150.000 et 2, 5 se
ondes sont né
es-saires pour 
haque itération. L'ajout des deux solides rigides dans le �uide n'o

upequ'un total d'environ 18% du temps de 
al
ul. Le terme � adve
tion �désigne i
i letransport des parti
ules de vorti
ité par le s
héma RK2.
Héli
e à rotation libreDans 
e deuxième exemple, je m'intéresse au problème, dual du pré
édent, de larotation d'une héli
e induite par un �ux faisant fa
e à 
elle-
i. Le 
entre de gravitéde l'héli
e est �xé, et le 
al
ul de la vitesse de 
ette dernière ne prend en 
ompte quela 
omposante z du mouvement, 
omme le serait une éolienne solidement �xée ausol. Une vitesse de �uide u = (0, 0, 1)T est imposée devant l'héli
e par la méthodede pénalisation sur un 
ylindre faisant o�
e de générateur de vent. A�n de pouvoirmieux 
apter le phénomène, j'ai 
onsidéré une boîte � plus grande que pré
édem-ment � de taille [0, 4]3 ave
 des 
onditions périodiques, et une dis
rétisation parune grille de taille 643. Au
un solide ne vient imposer des 
onditions de non glisse-ment aux bords de 
e domaine, a�n que le mouvement de l'héli
e ne soit pas tropperturbé par le ralentissement du �uide aux bords et dans l'optique d'obtenir unesimulation visuellement plus dynamique. Même si la périodi
ité de la vitesse vientindubitablement perturber 
e mouvement, 
omme la boîte est grande par rapport àl'héli
e, 
e
i n'est pas observable dans les premiers instants.La �gure 5.5 présente quelques résultats visuels obtenus sur 
e 
as test, où desparti
ules de fumée sont introduites au 
ours du temps à l'avant de l'héli
e a�n devisualiser le mouvement du �uide. La �gure 5.6 fournit la vitesse de rotation del'héli
e autour de son axe z en fon
tion du temps. Nous pouvons voir qu'elle atteintune vitesse de rotation maximum et stable à partir de t = 0.2. Le 
oût algorithmiquepour 
et exemple est similaire au pré
édent.2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX 155
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Fig. 5.5 � Images tirées de la simulation d'une héli
e tournant sous l'e�et du vent.Captures aux instants t = 0, 0.1, 0.24, 0.34. Les parti
ules de fumée 
aptent le mou-vement du �uide.
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Fig. 5.6 � Vitesse de rotation de l'héli
e autour de son axe prin
ipal, en fon
tion dutemps, dans le 
as du mouvement d'une héli
e faisant fa
e au vent.156 2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX
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tion d'un solide rigide ave
 l'air et l'eauCe troisième exemple présente les résultats obtenus ave
 la méthode de pénalisa-tion en présen
e d'un �uide à deux phases. Un solide rigide tombe sous l'e�et de lagravité du haut de la boîte de 
al
ul en dire
tion de la surfa
e de l'eau, initialementhorizontale. Le domaine est un 
ube de 20 
entimères de 
�té, pour une dis
rétisa-tion de 1283 ave
 des 
onditions aux bords périodiques. La vis
osité des deux phasesest �xée à 10−5, et la densité à 1 et 1000kgm−3 pour l'air et l'eau, respe
tivement.La densité du solide est de 800kgm−3 et le pas de temps δt = 10−3. Un 
ube rigideet statique entoure la boîte de 
al
ul a�n d'imposer la 
ondition de non glissementaux bords.La �gure 5.7 présente un rendu réaliste des résultats obtenus, grâ
e au logi
ielgratuit Blender1. Au temps t = 0.1, la tasse a entre profondément dans l'eau sousl'e�et de la vitesse a
quise dans l'air. Puis, 
omme elle est moins dense que l'eau,remonte pour �otter à la surfa
e. Ensuite l'eau pénètre à l'intérieur de la tasse. Les
al
uls ont été e�e
tués sur un Itanium Alpha 64 1.4 GHz ave
 32 Go de mémoireRAM. Environ 60 se
ondes de 
al
ul sont né
essaires par itération, la répartition dutemps pour 
haque étape du 
al
ul est fourni dans le tableau 5.3. J'ai mesuré queles 
al
uls sur 
ette ma
hine sont environ 2 à 3 fois supérieurs à 
eux obtenus surle Pentium 2GHz. Dans l'arti
le Rigid Fluids [CMT04℄, l'auteur reporte un tempsde 
al
ul de 27.5 se
ondes par itérations � sur un Pentium 4 2Ghz similaire àla ma
hine 
itée pré
édemment � pour la simulation de 9 solides en intera
tionave
 une surfa
e libre, dans une boîte de 
al
ul de taille 64 × 68 × 64, où 4% dutemps de 
al
ul est utilisé pour les intera
tions. Ce
i représenterait environ 200se
ondes par itération pour une dis
rétisation de 1283, en estimant que le tempsde 
al
ul 
roît linéairement. En 
omparaison, la simulation présentée i
i est don
approximativement 7 fois plus rapides.Je propose en �gure 5.8 un se
ond exemple de simulation où un 
anard rigidetombe dans l'eau, ave
 les mêmes paramètres que pré
édemment. Au temps t = 0.3,le 
anard heurte le bord et se 
ou
he entre les temps temps t = 0.5 et t = 0.7. La
ollision est traitée par la méthode que je détaille dans la partie suivante. Dans 
etexemple, les temps de 
al
uls sont similaires à 
eux donnés dans le tableau 5.3.Vitesse + di�usion Adve
tion Remaillage Pénalisation5.5% 21.5% 14% 19%Terme multiphase Transport de la surfa
e Reinitialisation Autre4% 7.5% 15% 13.5%Tab. 5.3 � Pour
entage du temps de 
al
ul attribué à 
haque partie de la résolutiondes équations, pour l'exemple de la tasse tombant dans sur une surfa
e libre. La taillede la grille est de 1283, le nombre maximum de parti
ules est 106 et 60 se
ondessont né
essaires pour 
haque itération.1http ://www.blender.org2. MODÈLE D'INTERACTION FLUIDE-SOLIDE RIGIDE EN FORMULATIONVORTEX 157



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEX

Fig. 5.7 � Images tirées de la simulation d'une tasse tombant sous l'e�et de la gravitédans un ba
 d'eau. Captures aux instants t = 0, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3.
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Fig. 5.8 � Images tirées de la simulation d'un modèle de 
anard rigide tombantsous l'e�et de la gravité dans un ba
 d'eau. Captures aux instants t = 0, 0.1 pourla première ligne, t = 0.2 pour la deuxième (ave
 deux prises de vue di�érentes) et
t = 0.5, 0.7 pour la dernière ligne.3 Modèle de 
ollisionJe présente dans 
ette partie le modèle de 
ollision entre solides développé lorsde mes travaux. Dans le 
as où plusieurs solides sont en intera
tion dans un �uide,un modèle de 
ollision entre 
es solides est né
essaire. En e�et, des expérimentations3. MODÈLE DE COLLISION 159



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXmontrent qu'il y a e�e
tivement 
ollision quand deux solides plongés dans un �uideentrent en 
onta
t, provo
ant un rebond pour les deux objets. Mais, 
omme il estnoté dans [GPH+01℄ et étudié dans de ré
ents travaux théoriques, les équations deNavier-Stokes 
ouplées ave
 des 
onditions de non glissement aux bords n'est pas
ompatible ave
 le 
onta
t des solides. Ce
i peut se 
omprendre intuitivement parle fait que, dans le 
as d'une dis
rétisation de l'espa
e in�niment �ne, il existeratoujours des parti
ules de �uide présentent entre les objets, les empê
hant ainside se tou
her physiquement. Numériquement, un modèle de 
ollision est importanta�n d'éviter toute inter-pénétration qui pourrait être entrainée par les erreurs dedis
rétisation. En synthèse d'images, il est évident que la 
ollision entre plusieurssolides de forme quel
onque est né
essaire au réalisme d'une animation. Le modèleque je propose permet aisément de traîter 
e problème.Tout d'abord j'expliquerai les fondements d'un nouveau modèle de 
ollision basésur une représentation des solides par une fon
tion level set. Puis je proposerai unemanière de l'intégrer dans les équations de Navier-Stokes en formulation vorti
ité.Finalement je présenterai des résultats numériques 
omparant notre méthode à 
elleproposée dans [GPH+01℄ ainsi que des exemples pour la synthèse d'images.
3.1 Dé�nition du modèleLe modèle de 
ollision proposé permet de 
onserver l'énergie, 
e qui est une pro-priété physique primordiale en mé
anique du solide. Dans le 
adre de solides enintera
tion ave
 un �uide visqueux, l'énergie est en partie di�usée dans le �uide aumoment du 
onta
t, au niveau de la 
ou
he limite. Ce nouveau modèle est basé surla représentation Eulerienne de l'interfa
e, fournie par la fon
tion level set asso
iéeà 
haque solide. Le fait que 
elle-
i soit une fon
tion distan
e (
omme nous l'avonsvu pré
édemment, 
ette propriété est 
onservée par le transport) nous permet de
onnaître exa
tement, en 
haque point de dis
rétisation, la distan
e séparant lesdeux solides, et 
'est sur 
ette base qu'est dérivée la for
e de 
ollision. Dans le 
adrede surfa
es impli
ites [CD97℄, les auteurs proposent une méthodologie similaire danslaquelle la for
e de 
ollision entre deux objets est évaluée en fon
tion du re
ouvre-ment de l'un par l'autre. C'est dans 
ette zone de 
hevau
hement qu'est alors 
al
uléela for
e de répulsion � grâ
e à la fon
tion distan
e, la profondeur de pénétrationest 
onnue. Une nouvelle surfa
e de 
onta
t supprimant 
e 
hevau
hement en estalors déduite et propagée à l'intérieur des objets in
riminés.Notre appro
he est di�érente : l'intégration de la for
e de 
ollision dans les équa-tions se fait de manière simple et ne né
essite pas un traitement parti
ulier lors du
hevau
hement entre deux objets. De plus, notre modèle ne né
essite pas de para-mètre et s'intègre aisément dans un 
ode de simulation de �uide. La représentationlevel set adoptée, en plus de servir à 
al
uler la for
e, permet de la distribuer sur lasurfa
e du solide plongé dans le �uide.160 3. MODÈLE DE COLLISION



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXModèle 1DDans 
ette se
tion, je présente le modèle de 
ollision dans le 
as parti
ulier 1D, le
as général basé sur une formulation level set est dé
rit dans la pro
haine se
tion. Soitun solide représenté par un point, à la position x(t) > 0. L'autre surfa
e 
onsidéréeest un mur lo
alisé en x = 0. A�n de modéliser la 
ollision entre 
es deux éléments,nous 
hoisissons un système dynamique qui est lo
alisé sur une 
ourte distan
e etsingulier à l'endroit du 
onta
t (pour empê
her toute pénétration) :
ẍ =

κ

x
e−x/ε (5.25)où κ est un 
oe�
ient de la même dimension que le 
arré de la vitesse ẋ. Ce systèmeest un modèle Hamiltonien agissant dans une 
ou
he de l'ordre de ε à partir de

x = 0.Modèle level setLe modèle level set proposé sert à la dis
rétisation du système dynamique pré-senté 
i-dessus, ainsi qu'à appliquer la for
e de 
ollision sur la surfa
e des objets.Grâ
e à 
ette représentation, il est possible de 
al
uler la distan
e, la normale à lasurfa
e permettant d'orienter la for
e ainsi que l'intégrale dis
rète sur la surfa
e.Soient deux solides Si et Sj dont les grandeurs asso
iées sont notées respe
tivementpar l'indi
e i et j. Soient φi et φj les level set représentant la distan
e signée à 
ha-
une des surfa
e. La généralisation du modèle de 
ollision 5.25 dans une formulationlevel set est traduite 
omme une for
e dans le �uide :
fcol(x) = ρ

∑

ij

ζ

(

φi(x)

ε

)

κij
ε

∇φj(x)

φj(x)
e

−φj (x)

ε . (5.26)Dans 
ette équation, ζ est une fon
tion 
ut o� dont la régularisation lo
alise lafor
e dans une épaisseur de l'ordre de ε autour de l'interfa
e, κij peut être interprété
omme l'intensité de 
ette for
e, qui doit être de l'ordre du 
arré de la vitesse relativedes deux objets au moment du 
onta
t (
'est-à-dire quand la distan
e est de l'ordrede ε). ∇φj est la normale à la surfa
e de Sj orientée vers l'extérieur. Cette for
e estdon
 a
tive à une distan
e de ε et présente dans le �uide au niveau de la surfa
erégularisée sur une épaisseur du même ordre.L'équation de Navier-Stokes en formulation vortex in
orporant la pénalisationet la for
e de 
onta
t en présen
e de plusieurs solides est don
 :
∂ ω

∂t
+(u ·∇)ω = (ω ·∇)u+ν∆ω+∇

(

1

ρ

)

×∇p+λ∇×
(

∑

i

χSi
(ūi − u)

)

+
∇× fcol

ρ
.(5.27)3.2 Remarques sur la dis
rétisationLe modèle de 
ollision proposé in
lu une for
e singulière au niveau du 
onta
tphysique entre les objets. En pratique, 
e 
onta
t doit à tout prix être évité, 
e3. MODÈLE DE COLLISION 161



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXqui n'est pas assuré lors de la dis
rétisation temporelle des équations de Navier-Stokes où, si le pas de temps est 
hoisi trop grand, les solides peuvent se 
hevau
her,ou tout du moins être à une distan
e d ≪ ε l'un de l'autre. C'est pourquoi ilest important d'utiliser un pas de temps δt et une intensité de rebond κij (s'iln'est pas 
al
ulé automatiquement) adéquats a�n d'éviter l'introdu
tion de for
esdémesurément grandes dans le �uide. Cette 
ontrainte sur δt intervient uniquementlorsque les solides sont assez pro
hes l'un de l'autre, à une distan
e de l'ordre de ε.Un autre point important est que la di�éren
iation numérique de 
ette for
e de
ollision singulière, dans l'équation de vorti
ité, peut entrainer des erreurs impor-tantes dans la résolution des équations du �uide. A�n de palier 
e problème, dans le
as de solides rigides j'ai 
hoisi de moyenner 
ette for
e (dans sa formulation vitesse)à l'intérieur du solide et de l'in
lure dire
tement dans la vitesse ū de 
e dernier lorsde l'étape de pénalisation. Cette te
hnique permet de régulariser la for
e de 
ollisionet de l'appliquer dire
tement à la totalité du solide, 
omme il est souvent 
onsidéréen mé
anique du solide. En 
ontrepartie 
ette méthode a pour 
onséquen
e de nepas 
onsidérer les for
es situées au delà du solide � à l'intérieur du �uide � 
ommela fon
tion 
ut o� est régularisée en pratique. Ainsi, les simulations 
al
ulées sontrendues plus stables, permettant d'utiliser de plus grands pas de temps.En pratique, j'ai opté pour ε = h où h est le pas d'espa
e a�n de limiter l'in�uen
ede la for
e de 
ollision à une distan
e de la taille d'une 
ellule de la grille. Ce 
hoixpermet de laisser les solides se dépla
er librement, uniquement soumis aux for
eshydrodynamiques, autant que faire se peut et d'ainsi 
onserver au maximum l'a
tiondu �uide situé entre les deux objets. De plus, la for
e de 
ollision peut être 
onsidéréenégligeable lorsque les solides sont à une distan
e supérieure à kh (ave
 k > 1), nouspermettant de réduire le 
oût de 
al
ul lorsque les solides sont assez éloignés.3.3 Appli
ations numériquesValidation 2D sans �uideCet exemple démontre la très bonne 
onservation de l'énergie dans le 
as d'undisque entrant en 
ollision ave
 un mur, en l'absen
e de �uide, dans le 
as 2D. Undisque de rayon 0.1 initialement situé en y = 0.3 tombe sous l'e�et de la gravité g =
−1 (dans la dire
tion y) sur un mur situé en y = 0. Les fon
tions level set asso
iées à
haque solide rigide sont triviales à dé�nir et sont dis
rétisées dans une grille de taille
h = 1/128. La zone de 
ollision est dé�nie par le paramètre ε = h, le pas de tempspar δt = h/10 et κij �xé à 0.36. La �gure 5.9 montre que le disque rebondit sansdissipation. Il est important de noter que le premier rebond (à t ≃ 1) est légèrementplus haut que la position de départ. Ce
i est dû au s
héma d'Euler expli
ite utilisépour la dis
rétisation, qui ne permet pas de 
onserver l'énergie exa
tement. Mais
ette légère erreur ne pose pas de problème important en pratique, 
'est pourquoije n'ai pas 
onsidéré un s
héma impli
ite pour l'intégration, s
héma qui serait plusdi�
ile à mettre en oeuvre. En 
on
lusion, la méthode de 
ollision présentée plushaut sous une formulation level set permet de traîter les rebonds en 
onservant162 3. MODÈLE DE COLLISION
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ity timeFig. 5.9 � Rebond d'un disque sur un plan situé en y = 0 en l'absen
e de �uide.La hauteur y du disque et sa vitesse sont données en fon
tion du temps. La ligneen pointillés dans le premier graphique représente la hauteur y = h où h est lepas d'espa
e. Le pas de temps utilisé est δt = h/10 et le paramètre de 
ollision
ε = h = 1/128.
orre
tement l'énergie du système.Validation 2D ave
 �uideIntéressons nous maintenant au 
ouplage �uide-solides rigides relevé de la priseen 
ompte des for
es de 
ollision. Ce 
as test est similaire au pré
édent, auquela été ajouté la présen
e d'un �uide. Cet exemple a été étudié dans [GPH+01℄ et,a�n de nous 
omparer ave
 leurs résultats, les mêmes paramètres ont été adoptés.Dans [GPH+01℄, la for
e de 
ollision est 
al
ulée à partir de la 
onnaissan
e expli
itede la distan
e entre le 
entre de gravité du disque et la position du mur. La boîte de
al
ul est de taille [0, 2]× [0, 6], la densité du �uide est de 1 et sa vis
osité de 0.01.Le disque initialement situé en (1, 4) a un rayon de 0.125 et une densité de 1.5 ; lagravité est �xée à −980 sur l'axe des y. Comme nous l'avons vu sur l'exemple desédimentation dans la partie pré
édente, le disque atteint une vitesse terminale et,dans le 
as qui nous intéresse i
i, rebondit sur le fond de la boîte. La �gure 5.10montre une 
omparaison des résultats obtenus dans [GPH+01℄ ave
 les notres. Les
ourbes de position et de vitesse 
orrespondent très bien, ave
 une légère variationde la vitesse après le 
onta
t. Cette dissemblan
e est due en grande partie à la3. MODÈLE DE COLLISION 163



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXFig. 5.10 � Sédimentation d'un disque plongé dans un �uide, soumis à la gravité,et rebond sur le mur situé en y = 0. Les résultats obtenus par la méthode présentéei
i (images de droite) sont très pro
hes de 
eux présentés dans [GPH+01℄ (imagesde gau
he). Les images du haut représentent la hauteur du disque, 
elles du bas savitesse. Les 
ourbes solides sont les résultats 
al
ulés pour h = 1/256, δt = 7.5 10−4,et les 
ourbes en pointillés pour h = 1/384, δt = 5 10−4.di�éren
e de modèle de 
ollision où le notre 
onsidère de façon impli
ite la distan
eentre les deux solides ainsi que la for
e de 
ollision. Nous verrons dans l'exemplesuivant que la te
hnique proposée dans [GPH+01℄ intégrée dans notre modèle de�uide donne des résultats similaires ave
 toutefois une réponse à la 
ollision un peuplus raide.Cet exemple nous permet de 
on
lure que 
ette nouvelle méthode de 
ollision,intégrée dans les équations de 
ouplage �uide-stru
ture par pénalisation, permetde 
al
uler pré
isément la for
e de 
ollision au 
onta
t, de manière qualitativementpro
he des méthodes plus traditionnelles. Un point important est que 
e nouveaumodèle ne se limite pas à des solides rigides de forme sphérique. Il permet, 
ommenous le verrons par la suite, de faire interagir de manière simple deux objets de formequel
onque, 
e qui est d'un intérêt majeur, parti
ulièrement en synthèse d'images.Collisions de deux sphères en sédimentationLe problème de la 
ollision de deux sphères soumises aux for
es hydrodyna-miques et à la gravité a été étudié expérimentalement [FJL87℄ et numériquementdans [GPH+01,SP05℄. Initialement, deux sphères de même rayon sont alignées selonl'axe z dé�ni par la gravité, à une distan
e d'environ un diamètre. En tombant, lasphère sur le dessus se trouve dans le sillage de 
elle en dessous et subit don
 moinsde fri
tions. Elle des
end alors plus vite que la première et �nit par la tou
her. L'ali-gnement verti
al des deux sphères est instable et 
ette instabilité les amène par lasuite à se séparer. Ce phénomène est 
onnu en Anglais sous le nom de � drafting,kissing and tumbling �, et il a été étudié expérimentalement dans [FJL87℄.Dans l'étude de 
e 
as, la boîte est de taille [0, 1] × [0, 1] × [0, 4] et la gravitéest �xée à g = (0, 0,−980). La densité du �uide est de 1 et sa vis
osité de 0.01,les sphères ont un rayon r = 0.083 et une densité de 1.14. Elles sont initialementpositionnées en (0.5, 0.5, 3.5) et (0.5, 0.5, 3.16), et, a�n d'en
len
her l'instabilité, j'aidé
alé d'un pas de grille dans la dire
tion (x, y) la sphère du dessous. Le pas d'espa
e
hoisi pour 
ette simulation est le même que pour [GPH+01℄ : h = 1/60 et le pasde temps est �xé initialement à δt = 0.007. Il sera légèrement modi�é par la suitepour répondre à la 
ontrainte δt < k|ω|−1
∞ , j'ai pris k = 0.8 et le pas de temps estréduit jusqu'à atteindre 0.054 au moment de la 
ollision. Le paramètre de 
ollision

ε est 
hoisi égal à h et le 
oe�
ient pour l'amplitude de la réponse à la 
ollision est�xé à κ12 = κ21 = 25.164 3. MODÈLE DE COLLISION
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Fig. 5.11 � Drafting, kissing and tumbling de deux sphères tombant dans un �uide.Comparaison des résultats obtenus ave
 les méthodes de [GPH+01, SP05℄ et 
elleproposée i
i. L'instabilité, ampli�ée après la 
ollision, provoquant la séparation dessolides peut entrainer divers 
omportements suivant la méthode de 
al
ul utilisée :les résultats obtenus après le temps t = 0.3 ne sont pas qualitativement 
omparables.Les vitesses verti
ales des sphères 
al
ulées par notre méthode sont 
omparées à
elles de [GPH+01℄ et [SP05℄ dans la �gure 5.11. Nos résultats 
on
ordent bien ave

eux obtenus par Glowinski et al. [GPH+01℄, mis-à-part quelques instants avant la
ollision où la sphère du haut a

élère plus. Cette di�éren
e peut être due au faitque dans [GPH+01℄ l'instabilité déviant le ve
teur liant les 
entres de gravité del'axe verti
al, est en
len
hée plus vite dans leur simulation ; dans nos résultats, lasphère du dessus reste don
 plus longtemps dans le sillage de la se
onde et a

élèred'autant plus, rappro
hant l'instant de la 
ollision. Il est important de noter que ladi�éren
e est plus grande ave
 les résultats obtenus dans [SP05℄, dont la modélisationest pourtant plus pro
he de notre appro
he. Comme noté par Sharma et Patankar[SP05℄, la manière dont sont résolues numériquement les équations in�ue grandementsur la réponse des deux sphères à l'instabilité. Les résultats fournis par 
es auteursmontrent que les deux sphères se séparent dans deux dire
tion opposées alors quepour [GPH+01℄ et les tests e�e
tués ave
 notre méthode, les deux sphères sombrentdu même 
�té 
omme le montre la �gure 5.12. La �gure 5.13 nous renseigne sur ladistan
e |c1− c2| − 2r (où ci représente le 
entre de gravité du solide i) séparant lesdeux sphères. Nous pouvons voir que la distan
e minimum entre les deux sphèresavant séparation est de l'ordre de h.En �gure 5.14, je présente la vitesse verti
ale des sphères en fon
tion du temps,obtenues dans notre formulation vortex ave
 deux 
al
uls de la 
ollision di�érents :ave
 notre modèle level set et ave
 le modèle de [GPH+01℄. Pour 
e dernier, d'après3. MODÈLE DE COLLISION 165
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CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXleur notation, j'ai utilisé les paramètres ρ = 2/60, ε = 10−4 et cij = 3.33 × 10−6.La réponse obtenue au moment du 
onta
t entre les deux sphères est similaire, bienqu'elle soit un peu plus raide pour le se
ond modèle. Ce résultat semble physique-ment plus 
orre
t � bien qu'il soit di�
ile d'en juger à 
ette é
helle � 
ar il utilisela distan
e exa
te, 
al
ulée expli
itement, entre les deux sphères ave
 un modèleadapté aux sphères. Le modèle que j'ai proposé 
onverge ave
 h → 0 vers une for-mulation similaire, mais il permet quant à lui de 
onsidérer tout type de géométriepour les solides en 
onsidérant les for
es apparaissant à l'interfa
e.
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Fig. 5.14 � Drafting, kissing and tumbling de deux sphères tombant dans un �uide :
omparaison des vitesses des sphères 
al
ulées par méthode vortex, en utilisant lemodèle de 
ollision de [GPH+01℄ et notre appro
he level set.Intéressons nous maintenant au 
oût des 
al
uls né
essaires pour l'obtention de
es résultats. Pour le même pas d'espa
e, la résolution du problème dans [GPH+01℄a né
essité 120 se
ondes par itération sur un DEC 500MHz ; au
un temps de 
al
uln'est fourni dans l'arti
le [SP05℄. Utilisant notre appro
he sur la même ma
hinepré
isée en partie 1.6, le 
oût du 
al
ul varie de 9s à 18s en fon
tion du nombrede parti
ules : 5000 au début de la simulation et 400.000 à la �n. En 
onsidérantles performan
es relatives des deux ma
hines, les deux méthodes sont 
omparables ;néanmoins, notre méthode vortex est plus robuste et notre simulation a été obtenueave
 des pas de temps de 5 à 7 fois plus grands que 
eux utilisés dans [GPH+01℄.Ce gain d'e�
a
ité est un point important, autant en mathématiques appliquésoù des 
al
uls intensifs peuvent être né
essaires, qu'en synthèse d'images où desrésultats rapides sont es
omptés. Dans l'arti
le Rigid Fluids [CMT04℄ proposant une3. MODÈLE DE COLLISION 167



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXadaptation de la méthode de domaine �
tif de Sharma et Patankar, le 
oût du 
al
uld'une itération pour une simulation 
omprenant plusieurs solides et une interfa
epour un �uide à plusieurs phases, est de 27, 5 se
ondes sur un domaine de taille
64 × 68 × 64 (soit environ trois fois moins d'éléments que pour notre simulation).En 
omparaison, notre méthode � à laquelle il faudrait ajouter le transport del'interfa
e du liquide pour une 
omparaison plus pré
ise, qui, 
omme nous l'avons vuau 
hapitre pré
édent, peut o

uper jusqu'à 60% du temps dans mon implémentation� apparaît don
 plus rapide.Collision entre objets de forme quel
onqueA�n de démontrer l'e�
a
ité de notre méthode pour la prise en 
ompte de 
olli-sions entre des solides rigides à géométrie quel
onque, j'ai 
onsidéré la 
ollision d'uneellipsoide 
ontre une sphère statique. Dans le but de séparer le problème d'intera
-tion de 
elui de la 
ollision, j'ai supprimé la présen
e du �uide dans 
ette simulation.Les résultats obtenus � dont la visualisation 3D du mouvement est donné en �gure5.15 � montrent que notre te
hnique 
apture 
orre
tement les for
es de 
ollisionsentrainant une rotation des objets en 
onta
t. Pour mieux se rendre 
ompte duphénomène, j'ai �xé la position de la sphère et fait tomber l'ellipsoide sous l'e�etde la gravité. Les paramètres sont les suivants : ε = h, h = 1/64, δt = 0.005 et
κij = 5. L'ellipsoide est initialement dé
alée par rapport à la sphère a�n d'en
len-
her la rotation 
omme nous pouvons le voir en �gure 5.15. Cette simulation montre
lairement la 
apa
ité de la nouvelle méthode de 
ollision à 
apturer une for
e de
ollision induisant de la rotation.4 Solides à membranes élastiques4.1 ProblématiqueLa représentation des solides rigides adoptée pré
édemment, par une fon
tionlevel set sur une grille Eulerienne, est similaire à 
elle utilisée dans [CM06a℄ pour lasimulation de membranes élastiques. Au début de mes re
her
hes pour ma thèse, j'aiadopté 
ette méthode 
omme piste pour la simulation d'objets rigides. En e�et, enl'absen
e de mouvement du �uide 
ontenu à l'intérieur d'une membrane élastique, sila raideur de 
ette dernière est 
onsidérée 
omme in�nimment grande, la dynamiquedu milieu 
onsidéré peut alors être perçu 
omme 
elle d'un solide rigide, 
omme ila été simulé dans [GHS93℄ sur une base de méthode de frontière immergée. Un desproblèmes majeurs de 
ette te
hnique est la né
essité d'utiliser des pas de tempspetits dans le 
as de raideurs importantes, 
ar les for
es en jeu en présen
e de fortesdéformations deviennent alors très grandes, 
e qui déstabilise les 
al
uls pour despas de temps importants.Le temps de 
al
ul est un 
ritère important et, don
, 
ette appro
he est tropprohibitive pour les appli
ations visées dans mes travaux. Ainsi, la méthode depénalisation que j'ai développé pour le 
al
ul des intera
tions entre �uides et solides168 4. SOLIDES À MEMBRANES ÉLASTIQUES
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Fig. 5.15 � Images de la 
ollision d'un ellipsoïde et d'une sphère �xe, en l'ab-sen
e de �uide. Notre méthode de 
ollision basée sur une formulation level setpermet de 
apturer la rotation induite après le 
ho
. Images prises aux temps
t = 0, 0.15, 0.175, 0.2, 0.25, 0.3, de gau
he à droite et haut en bas. Les axes x, yet z de l'ellipsoïde sont dessinés en rouge, vert et bleu, respe
tivement.
4. SOLIDES À MEMBRANES ÉLASTIQUES 169



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXrigides en méthode vortex, est apparue 
omme une méthode e�
a
e pour résoudre
e problème. À la di�éren
e des méthodes de membranes élastiques, la méthode quia été proposée au début de 
e 
hapitre permet de 
al
uler de manière pré
ise lemouvement d'un solide rigide, tout en permettant l'utilisation de pas de temps plusélevés, pour un 
oût de 
al
ul faible. La déformation du domaine du solide étantnulle lorsque le paramètre de pénalisation tend vers l'in�ni, la level set asso
iée peutdon
 être transportée de manière très simple en réduisant les erreurs numériques à
elles d'interpolations de la fon
tion initiale.En synthèse d'images, la simulation d'objets autres que rigides est d'une im-portan
e 
apitale. En e�et, de nombreux objets présents dans notre environnementpossèdent un 
omportement déformable, voire même plastique � lorsque la défor-mation est importante et que l'objet ne re
ouvre pas sa forme initiale. La simulation
onjointe de solides déformables en intera
tion ave
 un �uide est un problème 
om-pliqué. L'objet déformable ayant son 
omportement propre � la simulation d'objetsdéformables est, lui aussi, un vaste 
hamp de re
her
he � l'intera
tion ave
 le �uidedoit alors être 
al
ulé à l'interfa
e entre les deux milieux. Il pourrait être envisagéde simuler le solide mou en même temps que le �uide, dans une appro
he similaireà 
elle proposée pour les solides rigides. Néanmoins, la variété et la 
omplexité des
omportements des solides déformables rendraient très di�
ile la formulation detelles intera
tions. Il est aussi important de noter que, dans le 
adre de �uides in-
ompressibles, la déformation de l'objet en intera
tion doit toujours satisfaire 
ette
ontrainte, 
e qui limite la palette de 
omportements des objets déformables. Dansle 
as où le volume de l'objet ne reste pas 
onstant, l'in
ompressibilité du �uide n'estplus assurée ; 
e problème sort du 
adre de mes travaux a
tuels.4.2 Appro
he adoptéePour la simulation d'objets déformables, j'ai don
 
hoisi d'utiliser une méthodebasée sur 
elle des membranes élastiques dé
rites dans [CM06a℄. La for
e élastiqueest 
al
ulée à partir de la level set φ utilisée pour représenter l'interfa
e, en fon
tionde l'étirement impli
itement représenté par |∇φ| :
f =

{

P∇φ⊥ (∇E ′(|∇φ|))− E ′(|∇φ|)κ(φ)n(φ)
}

|∇φ|1
ε
ζ

(

φ

ε

)

, (5.28)où je rappelle que ε est le paramètre de régularisation, et P∇φ⊥ (v) = v − (v · n)nest la proje
tion du ve
teur v sur le plan tangent, orthogonal à la normale n(φ) =
n = ∇φ

|∇φ|
. I
i E ′ est la dérivée de la l'énergie provenant de l'élasti
ité du matériaux.En prennant une énergie quadratique en fon
tion de l'étirement de la level set parrapport à l'étirement initial supposé unitaire (|∇φ0| = 1) :

E(|∇φ|) =
1

2
(|∇φ| − 1)2
omme énergie, nous obtenons

E ′(|∇φ|) = |∇φ| − 1. (5.29)170 4. SOLIDES À MEMBRANES ÉLASTIQUES



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXEn inje
tant 5.29 dans 5.28, et en développant, nous trouvons :
f = {∇ (|∇φ|)− (∇ (|∇φ|) · n)n− (|∇φ| − 1)κ(φ)n} |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

.En posant ∇ (|∇φ|) = Hn � ave
 H ma Hessienne de φ : Hij = ∂2φ/∂xi∂xj � eten développant l'expression de la 
ourbure en formulation level set :
κ = ∇ ·

(

∇φ
|∇φ|

)

=
1

|∇φ|∆φ+

(

∇
(

1

|∇φ|

)

· ∇
)

φ

=
1

|∇φ|∆φ−
((

1

|∇φ|2
Hn

)

· ∇
)

φ

=
1

|∇φ| (∆φ− (Hn) · n) ,après simpli�
ations, nous obtenons une formule plus simple pour la for
e élastique :
f = (Hn−∆φn + κn) |∇φ|1

ε
ζ

(

φ

ε

)

. (5.30)Comme dé
rit dans [CM06a℄, j'utilise le prin
ipe de renormalisation qui permet de
onsidérer lo
alement la fon
tion level set déformée 
omme une fon
tion distan
e,ainsi la for
e élastique ajoutée à l'a

élération du �uide est :
f = σ (Hn−∆φn + κn)

1

ε
ζ

(

φ

|∇φ|ε

) (5.31)où σ est le 
oe�
ient 
omptant pour la raideur de la membrane. En pratique, il estimportant d'utiliser à la pla
e de 5.30 (en prennant E ′(|∇φ|) = |∇φ|−1), l'équation5.31 développée 
ar 
elle-
i évite de 
al
uler numériquement ∇E ′ et ∇·( ∇φ
|∇φ|

), 
e quiréduit les erreurs numériques pouvant être importantes pour des fortes variations de
|∇φ|.Cependant, la méthode n'est pas utilisable telle quelle si on souhaite faire in-teragir des �uides (ave
 plusieurs phases par exemple), ave
 des solides rigides etdes membranes élastiques. E�e
tivement, nous souhaitons simuler des objets défor-mables qui 
onservent tout de même un aspe
t pro
he de leur forme initiale et leslarges déformations sont trop 
ontraignantes en terme de dis
rétisation temporellepour être intégrées dans une simulation de �uide. Pour 
e faire, nous devons don

onsidérer des objets élastiques 
omportant une raideur assez importante, 
e quiimplique une 
ontrainte forte sur le pas de temps, augmentant ainsi grandement letemps de 
al
ul.En 
onsidérant le problème d'un autre point de vue, si l'objet est très peu dé-formé � ie. |∇φ|−1 est pro
he de 0 � les for
es élastiques resteront faibles et ainsi4. SOLIDES À MEMBRANES ÉLASTIQUES 171



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXla simulation sera stable, même pour des pas de temps de grandeur � a

eptable�. Le taux de déformation |∇φ| − 1 varie en fon
tion de l'é
oulement autour de lamembrane. Si 
e dernier est pro
he de 
elui d'un mouvement rigide, alors la défor-mation sera faible et ainsi les for
es élastiques assez faibles pour ne pas né
essiterl'utilisation de petits pas de tempsEn pratique, même en absen
e de for
es extérieures au �uide, à 
ause des erreursde dis
rétisation, une level set initialisée 
omme une fon
tion distan
e, ne verra pasla for
e asso
iée nulle. Ce
i peut provoquer des os
illations lorsque σ est élevé etainsi tout de même rendre la simulation instable. De plus, en formulation vortex,il est né
essaire de 
al
uler numériquement le rotationnel de 5.31, 
e qui introduitindubitablement un degré de plus d'erreurs numériques pouvant déstabiliser d'autantplus la simulation.Couplage ave
 la méthode de pénalisationPour pallier les problèmes énon
és pré
édemment, j'ai 
hoisi de 
oupler le mo-dèle de membranes élastiques ave
 le modèle de pénalisation utilisé pour les solidesrigides, a�n de pouvoir simuler des solides quasi-rigides à membranes élastique, etainsi obtenir un 
omportement intéressant d'objets déformables. La dis
rétisationdu terme de pénalisation n'assure pas exa
tement un mouvement rigide à l'intérieuret notamment de l'interfa
e de l'objet. Ce
i est dû à la dis
rétisation temporelle �où, par exemple, la for
e induite par la gravité vient déformer le domaine du solideà 
haque pas de temps � et à la dis
rétisation spatiale, du fait de la réprésentationimpli
ite de l'interfa
e par une fon
tion level set et du paramètre de régularisation.Bien que dans la limite où h→ 0, ε→ 0, δt→ 0 et λ→ 0, le mouvement rigide estassuré, en pratique, l'interfa
e sera tout de même déformée. Cette déformation seraensuite réduite par la for
e élastique située au niveau de la membrane.Dans une appro
he similaire à 
elle adoptée pour l'introdu
tion de la for
e detraitement de la 
ollision entre deux solides, la for
e élastique est introduite dansle �uide via l'étape de pénalisation, en modi�ant la vitesse du solide élastique. Lavitesse utilisée pour pénaliser 
elle du �uide est don
 :
ū′ = ū + f (5.32)où ū est la vitesse du solide 
al
ulée par 5.22 et f la for
e provenant de la membraneélastique, obtenue par 5.31. De la même manière que pour la 
ollision � où lamoyenne de la for
e à l'intérieur du solide est 
al
ulée a�n d'éviter l'introdu
tionde vitesses trop importantes déstabilisant les 
al
uls � j'ai 
hoisi de régulariser lafor
e élastique à l'interfa
e en lissant la for
e sur un support de quelques points degrille, grâ
e à une Gaussienne :

fε =
∫

Ω
ζ(x, ε)f(x) dx, (5.33)où i
i ζ(x, ε) est une Gaussienne 1D 
entrée en x et de support ε, par exemple :

ζ(x, ε) =
1√
π
e|x|

2
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CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEXCette régularisation permet de lisser lo
alement la for
e f qui, pour des 
oe�
ients deraideur importants, né
essiterait l'emploi de petit pas de temps a�n de 
onserver unesimulation stable. À la di�éren
e de la méthode utilisée pour la 
ollision, 
e lissage este�e
tué lo
alement (et non sur tout l'intérieur du solide), a�n de 
onserver l'aspe
tlo
alisé de la for
e élastique sur la membrane. Ce lissage est d'autant plus importantqu'en formulation vortex, 
'est le rotationnel de 
ette for
e qui est inje
té dans le
hamp de vorti
ité. Sans 
ette étape, et en présen
e de fortes irrégularités dans lafor
e élastique, utiliser dire
tement f introduirait de plus grandes erreurs numériquesqu'ave
 fε. En 
ontrepartie, le 
omportement élastique de la membrane est lissé. Mais
e
i n'est pas un problème important dans le 
as de solides à membrane élastiqueoù l'aspe
t � mou �de l'objet prime, tout parti
ulièrement pour les appli
ations ensynthèse d'images.4.3 Dis
ussionLes résultats obtenus ave
 
ette méthode ne sont pas assez satisfaisants pourl'instant, 
'est pourquoi je ne présente pas i
i d'appli
ations en synthèse d'images.E�e
tivement, la dynamique importante du �uide né
essaire au réalisme des anima-tions implique des fortes déformations de la surfa
e qui ne peuvent être 
ompenséespar l'élasti
ité de la membrane que grâ
e à des 
oe�
ients de raideur importants,né
essitant de très petits pas de temps pour assurer la stabilité de la simulation.Néanmoins, le prin
ipe de la méthode est une piste pour de futurs travaux sur lesmodèles d'objets déformables.L'utilisation sous-ja
ente du modèle pour les solides rigides, 
ouplé à 
elui de lamembrane élastique, permet de limiter les déformations à l'intérieur et aux bords del'objet, en réduisant la vitesse du �uide environnant, tout en permettant à l'objetde se déformer et à la for
e élastique d'agir. Ainsi, nous pouvons nous attendre àobtenir des déformations plus lisses de la membrane et, don
, stabiliser les 
al
uls.Néanmoins, le modèle de membrane élastique proposé i
i ne permet pas de simu-ler rapidement des objets ave
 une élasti
ité forte, la plage des paramètres utilisables(pour des pas de temps non prohibitifs) reste tout de même assez faible. Il ne seraitpas envisageable de simuler le mouvement d'un 
anard de bain en plastique, parexemple. De plus, 
e modèle 
apte uniquement les déformations surfa
iques. Ainsi,la membrane peut posséder plusieurs formes d'équilibre di�érentes, 
e qui pour-rait mener, dans le 
as de larges déformations, à un 
omportement non désiré parl'animateur. Une formulation volumique de la for
e élastique semblerait alors plusadaptée et intuitive pour les appli
ations en synthèse d'images.La représentation de l'objet déformable par une level set est un atout 
ar ellepermet de mesurer le taux de déformation de 
e dernier en plus d'éviter les di�
ultéspouvant apparaître lors de l'utilisation d'un maillage expli
ite pour la surfa
e. Unautre avantange est que 
ette formulation 
apte, de manière intrinsèque, les 
han-gements de topologie. Ce
i pourra permettre, à l'avenir, d'émuler le 
omportementde �uides � patteux �, sans avoir à utiliser des modèles plus 
omplexes de �uidesvis
o-elasto-plastiques.4. SOLIDES À MEMBRANES ÉLASTIQUES 173



CHAPITRE 5. COUPLAGE FLUIDE-STRUCTURE POUR LES MÉTHODESVORTEX5 Bilan du 
hapitreJ'ai présenté dans 
e 
hapitre une méthode novatri
e en formulation vortex pourle 
al
ul d'intera
tions �uide-solide rigide ainsi qu'un nouveau modèle de 
ollision.La te
hnique permettant d'imposer des 
onditions de non glissement aux bords d'unsolide est basée sur une le prin
ipe de pénalisation de la vitesse, l'équation asso
iéeest adaptée en formulation tourbillon. J'ai proposé une manière de résoudre 
elle-
iexa
tement, menant à une méthode in
onditionnellement stable. Cette appro
he estdi�érente des te
hniques traditionnellement utilisées 
ar elle est basée sur le prin
ipede domaine �
tif dans lequel le domaine du solide est immergé à l'intérieur de 
eluidu �uide, 
e qui permet l'utilisation de méthodes rapides pour la résolution deséquations sur une grille uniforme. Le solide est 
apturé à l'aide d'une fon
tion levelset qui est transportée ave
 la vitesse rigide. J'ai ainsi exposé une méthode e�
a
e etpossédant une erreur 
onstante en temps, pour dépla
er la fon
tion impli
ite asso
iéeau solide. Nous obtenons par 
ette te
hnique des résultats qualitativement similairesà 
eux de la littérature, sur le 
as test d'une sphère tombant dans un �uide sousl'e�et de la gravité, et pour des temps de 
al
ul 
omparables. Les exemples proposés
omme appli
ation en synthèse d'images montrent l'e�
a
ité de la méthode dans saglobalité, dans le 
adre d'intera
tion entre un solide rigide et un �uide à plusieursphases, dont la surfa
e libre est transportée par une méthode level set.J'ai aussi proposé dans 
e 
hapitre un nouveau modèle de 
ollision, basé surla représentation des solides par une fon
tion distan
e signée. Celle-
i permettede 
onnaître la distan
e lo
ale entre deux solides et 
ette information est ensuiteinje
tée dans l'équation de la for
e de 
ollision. Ainsi, la formulation level set de 
ettedernière permet d'éviter la pénétration de deux solides à géométrie quel
onque touten 
aptant 
orre
tement les rotations induites par le 
ho
. Le modèle est validé surdes 
as tests ave
 ou sans �uide, notamment sur le problème du drafting, tumblingand kissing étudié numériquement dans [GPH+01,Pat01℄ dans le 
adre de la méthodede domaine �
tif traditionnelle en formulation vitesse.Le modèle pour la simulation de membranes élastiques proposé i
i est basé dansle même 
adre que 
elui des surfa
es libres et des solides rigides, par l'utilisationd'une fon
tion level set. Celle-
i permet de mesurer l'étirement de la membrane etainsi est extraite une for
e élastique. Bien que 
es travaux préliminaires ne sontpas en
ore 
on
luants, le 
ouplage ave
 la méthode de pénalisation utilisée a�n deréduire les déformations de la surfa
e et ainsi stabiliser les 
al
uls, est une piste pourdes travaux futurs dans le but de simuler e�
a
ement des solides déformables enintera
tion ave
 un �uide.
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J'ai proposé dans 
e manus
rit relatant mes travaux e�e
tués lors de ma thèse,une méthode 
omplète pour le 
al
ul d'intera
tions entre �uides multiphasiques etdes solides, dans une formulation torubillon et ave
 une dis
rétisation par méthodeparti
ulaire. Les résultats obtenus montrent que 
es méthodes sont une alternativeintéressante aux méthodes plus traditionnelles de simulation de �uides axées sur lavitesse. En synthèse d'images, mes travaux sont les premiers à utiliser une méthodehybride parti
ule-grille pour la simulation de �uide à plusieurs phases au 
onta
t desolides. Ce travail met en éviden
e un gain d'e�
a
ité en 
omparaison des méthodesexistantes, pour des résultats qualitativement similaires.Ré
apitulatif et dis
ussionLe 
hoix de 
al
uler l'é
oulement d'un �uide à partir de sa 
omposante rotation-nelle est judi
ieux 
ar la 
omplexité du mouvement � qui est un 
ritère important,parti
ulièrement en synthèse d'images � est totalement liée à la quantité de vorti-
ité. Celle-
i 
ara
térise les zones où apparaissent les phénomènes dynamiquementsigni�
atifs. D'un point de vue visuel, la vorti
ité est asso
iée à la per
eption des
omportements turbulents des é
oulements. De plus, la lo
alisation des tourbillons� en 
omparaison du 
hamp de vitesse qui est, la plupart du temps, non nul danstout le domaine � permet de fo
aliser les 
al
uls sur une petite partie du domainede 
al
ul. L'utilisation de parti
ules de vorti
ité est un atout majeur de la méthodegrâ
e au traitement naturel de la 
onve
tion. Cette étape du 
al
ul est un freinimportant en formulation vitesse, du fait de la forte di�usion numérique induitepar l'interpolation du 
hamp de vitesse par la méthode semi-Lagrangienne, ou de la
ontrainte CFL imposée lors de l'utilisation de s
hémas de di�éren
es �nies. Nousavons vu que la seule 
ontrainte sur le pas de temps dans nos 
al
uls, pour éviter le
roisement des parti
ules, est en pratique moins forte que les 
onditions CFL tra-ditionnelles. Les résultats obtenus sur la simulation de fumée montrent que des pasde temps importants peuvent être 
hoisis, tout en 
onservant un aspe
t dynamiquesigni�
atif.La formulation vortex ne né
essite pas la proje
tion du 
hamp de vitesse pourassurer l'in
ompressibilité, le 
hamp de vitesse 
al
ulée est impli
itement à diver-gen
e nulle. Ce
i permet de s'abstraire du 
al
ul du terme de pression utilisé enformulation vitesse pour assurer 
ette propriété. En 
ontrepartie, le 
al
ul dire
t dela vitesse sur les parti
ules est 
oûteux et augmente quadratiquement ave
 le nombrede parti
ules. La méthode hybride parti
ule-grille que j'ai intégrée dans mes travauxpermet de pallier 
e problème en utilisant une grille sous-ja
ente, sur laquelle est 
al-
ulée e�
a
ement le mouvement du �uide. A�n d'éviter une déformation importanteau 
ours du temps de la répartition des parti
ules, j'ai appliqué une te
hnique deremaillage. Cette méthode permet de 
onserver une répartition 
orre
te des pointsde dis
rétisation, 
e qui est un 
ritère important pour la stabilité et la pré
ision des
al
uls ; le 
hoix de fon
tions d'interpolation adaptées est un des points 
lef de la mé-thode. L'utilisation d'une grille permet en outre le 
al
ul des termes non dire
tementimpliqués dans l'adve
tion. J'ai proposé dans mes travaux de résoudre l'équation de177



di�usion d'une manière exa
te, pour des 
onditions aux bords périodiques, en mêmetemps que le 
al
ul de la fon
tion 
ourant, 
e qui permet un gain en pré
ision et entemps de 
al
ul.Les travaux sur les méthodes vortex existants en synthèse d'images, bien querépondant très 
orre
tement à la question de la simulation de fumée, ne permettentpas de 
al
uler la vaste panoplie d'é
oulements et d'intera
tions possibles. La mé-thode hybride que j'ai adoptée dans ma thèse permet quant à elle la simulation dephénomènes 
omplexes, notamment de �uides à plusieurs phases en intera
tion ave
des solides.Pour la simulation de �uides réalistes � par exemple l'air et l'eau en intera
tion� j'ai proposé dans mes travaux une nouvelle méthode e�
a
e pour le 
al
ul d'un�uide à plusieurs phases, en formulation vortex. Cette méthode est simple et per-met d'éviter de 
al
uler expli
itement la pression qui réapparaît dans l'équation devorti
ité en présen
e d'une variation de la densité. A�n de 
apter le mouvement dela surfa
e séparant deux phases, j'ai utilisé une méthode parti
ulaire pour le trans-port de la fon
tion level set 
aptant l'interfa
e, appro
he qui est similaire à 
elledes parti
ules de vorti
ité. En pratique, j'ai remarqué qu'il est important que 
ettefon
tion soit pro
he d'une fon
tion distan
e signée a�n d'éviter les instabilités nais-sant lors de la déformation de la level set ; pour 
e faire j'ai intégré un algorithmede reinitialisation par la résolution d'une équation d'Hamilton-Ja
obi.Les résultats obtenus ave
 
ette appro
he en formulation vortex sont les premiersen synthèse d'images, et démontrent la possibilité d'utiliser 
ette formulation pourdes 
al
uls 
omplexes faisant intervenir plusieurs �uides en intera
tion. La lo
alisa-tion de la vorti
ité autour de l'interfa
e est un autre point important qui ajoute àl'intérêt de l'utilisation d'une telle appro
he.L'appli
ation de 
onditions de non glissement aux bords de solides est un pro-blème di�
ile en méthode vortex. Dans mon manus
rit, j'ai proposé une méthodenovatri
e en formulation tourbillon pour répondre à 
ette question. Cette méthodeest basée sur le prin
ipe de domaine �
tif où le maillage utilisé pour les 
al
ulssous-ja
ents reste simple � sur une grille uniforme dans le 
as présent � et lessolides sont immergés dans le �uide. Ce prin
ipe est très intéressant 
ar il permetde s'abstraire de la dis
rétisation de l'espa
e autour de l'objet � 
e qui est un pro-blème di�
ile en 3D et dans le 
as de géométries 
omplexes � et de béné�
ier dela rapidité des 
al
uls sur une grille régulière. La méthode de pénalisation que j'aimise en oeuvre dans une formulation vortex permet de 
al
uler très naturellementet e�
a
ement le 
ouplage entre �uides et solides rigides. Cette méthode est plusintuitive et simple à mttre en oeuvre que les te
hniques plus traditionnelles, 
ommela méthode des panneaux 
ouplée à un �ux de vorti
ité. Il est possible de simulerdes 
onditions de type non glissement aux bords de la boîte de 
al
ul par l'insertiond'un 
ube englobant. Ce
i permet de se ramener à un domaine périodique et fa
ilitegrandement le traitement des 
onditions aux bords.J'ai montré qu'il était possible de résoudre exa
tement et de manière in
ondition-178



nellement stable l'équation de pénalisation. Ce
i permet d'utiliser des paramètresde pénalisation très grands et ainsi de diminuer les erreurs numériques. J'ai présentéune validation numérique montrant que 
ette méthode fournit des résultats qualita-tivement similaires à 
eux obtenus par les méthodes 
ouramment utilisées dans lalittérature en formulation vitesse.Dans le domaine de la synthèse d'images, 
es travaux sont les premiers à pro-poser une méthode 
omplète pour l'intera
tion �uide-solide en formulation vortex.Les résultats présentés ont été obtenus ave
 un temps de 
al
ul par itération plusfaible que 
elui exposé dans l'arti
le Rigid Fluids. Il est important de noter qu'àla di�éren
e des méthodes de type ALE, où le maillage est adapté à la forme desobjets en intera
tion, la méthode proposée i
i ne permet pas d'assurer exa
tement la
ondition de non glissement sur le bord des solides, à 
ause des erreurs de dis
rétisa-tion. Néanmoins, en pratique, le gain de temps et de simpli
ité en 
omparaison desméthodes ALE permet l'utilisation de maillages relativement �ns et don
 
ompenselargement 
ette perte de pré
ision.À partir d'une représentation des solides par une fon
tion distan
e, j'ai développéune nouvelle méthode pour le traitement des 
ollisions. Cette te
hnique pro�te del'information 
ontenue dans la fon
tion level set pour 
al
uler une for
e de répulsion.La formulation présentée permet de prendre en 
ompte naturellement la 
omposanterotationnelle de la 
ollision, pour des solides à géométrie quel
onque. Appliquée dansle 
al
ul des intera
tions �uide-stru
ture, la for
e de 
ollision assure la non péné-tration des objets � pénétration qui en pratique est possible à 
ause des erreursde dis
rétisation � en les maintenant, à l'équilibre, à une distan
e de l'ordre dupas de grille. Cette nouvelle méthode pour le traitement des 
ollisions ne vise pasà rempla
er les méthodes traditionnelles pour la simulation de solides rigides oùdes 
al
uls plus pré
is peuvent être mis en oeuvre. Par 
ontre, elle s'a

orde toutà fait dans le 
as général où un modèle de 
ollision simple ne pourrait être adopté.L'information pertinente dans le modèle présenté i
i est la distan
e entre les objets,qui est fournie par la fon
tion level set. Aussi, la for
e est lo
alisée sur l'interfa
e, àl'endroit du 
onta
t, et elle peut ainsi servir au traitement de la 
ollision entre desobjets à géométrie quel
onque, et événtuellement déformables.En 
on
lusion, la méthode que j'ai développée au 
ours de ma thèse permet de
al
uler les intera
tions entre �uides à plusieurs phases et solides rigides, dans unmême 
adre de 
al
ul, en étant basée sur une représentation des surfa
es 
on
ernéespar des fon
tions level set. Le prin
ipe du traitement du terme d'adve
tion par desparti
ules est aussi bien utilisé pour le transport de la vorti
ité que pour les surfa
eslibres. Ainsi, la méthode proposée permet de gérer d'une manière simple et 
ohérenteles intera
tions entre �uides et solides. 179



Perspe
tivesUne des dire
tions futures prin
ipale, dans la lignée de mes travaux, 
onsisteà adopter un point de vue multi résolution et/ou adaptatif pour la résolution deséquations. En e�et, l'aspe
t lo
alisé des tourbillons se prette parti
ulièrement à 
etype de dis
rétisation 
ar, en dehors des zones de turbulen
e, la vorti
ité est nulleet ainsi un gain de temps et de pré
ision importants est possible en lo
alisant lespoints de dis
rétisation aux endroits né
essaires. Cette piste demande l'utilisationde te
hniques de remaillage adaptées a�n d'interpoler 
orre
tement la vorti
ité por-tées par les parti
ules sur une grille non uniforme. Comme les vortex sont souventlo
alisés au niveau des interfa
es, la dis
rétisation adaptative pourrait être e�e
tuéede manière 
on
ordante pour les grandeurs physiques et la level set utilisée pourl'interfa
e entre deux phases.Je pense que les méthodes parti
ulaire et hybride pour la résolution des équa-tions en formulation vortex pourraient être simpli�ées et a

élérées, a�n de pouvoir
al
uler en temps intera
tif l'é
oulement d'un �uide. Les méthodes de type fast mul-tipole permettent déjà d'a

élérer le 
al
ul de la vitesse en regroupant spatialementles parti
ules pro
hes, mais 
es te
hniques restent néanmoins di�
iles à mettre enoeuvre. En sa
ri�ant quelque peu la pré
ision des 
al
uls, il serait possible de 
al
uleren temps réel un é
oulement 
omplexe, pour la simulation de fumée par exemple,dans le 
adre d'appli
ations en synthèse d'images ; un petit nombre de parti
ulespermet déjà d'obtenir des 
omportements très dynamiques et réalistes. A�n de 
al-
uler e�
a
ement le mouvement de l'interfa
e séparant les deux phases, j'utiliseraiune méthode du type Twinned Meshes [BN07℄ qui permet de déformer en tempsintera
tif des surfa
es impli
ites ave
 la possibilité de 
hangements topologiques.Lors de ma thèse, je me suis beau
oup intéressé aux méthodes de transportd'interfa
e. La né
essité d'utiliser des te
hniques de reinitialisation pour les level seta�n de stabiliser les 
al
uls, ralentit grandement les temps de 
al
ul. De nombreusesre
her
hes sont aujourd'hui en
ore, axées sur le problème du transport d'interfa
e.L'analyse de la déformation de la level set fournirait des pistes pour la dérivationde nouveaux s
hémas de transport in
luant un terme de forçage, permettant de
onserver au mieux la fon
tion distan
e. Une autre appro
he 
onsisterait à rempla
erla résolution 
oûteuse de l'équation d'Hamilton-Ja
obi lors de la reinitialisation �qui 
onsiste à transporter le niveau zéro de la level set ave
 une vitesse unitairesuivant la normale � par une te
hnique de type 
hamp de phase, basée sur ladi�usion de l'interfa
e à volume 
onstant, puis par la ré
upération d'une fon
tiondistan
e à partir de la fon
tion 
ara
téristique lissée.La représentation des interfa
es interagissant ave
 le �uide par des fon
tions levelset est intéressante 
ar elle permet de s'abstraire des di�
ultés liées au maillagedes surfa
e, et 
ette représentation permet d'extraire les déformations de 
elles-
i.A�n de pallier les di�
ultés ren
ontrées pour la simulation de membranes élastiquesdans le but d'animer des objets déformables en intera
tion ave
 le �uide, l'utilisationd'un modèle de déformation du volume de l'objet me semble plus appropriée. De lamême manière que pour les membranes élastiques, la déformation du volume peut180



être étudiée à partir de la variation de la fon
tion level set asso
iée au solide. Ainsi,une for
e élastique de volume peut être utilisée a�n de simuler plus exa
tement lemouvement d'un solide déformable.
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Annexe ACompléments mathématiques
1 Le
ture du do
ument1.1 NotationsTypographieDans tout le do
ument, les ve
teurs sont é
rits en gras et les s
alaires en poli
enormale. Ainsi, la vorti
ité lorsqu'elle est ve
torielle est é
rite ω et lorsqu'elle ests
alaire ω. Les matri
es sont dénotées par des lettres majus
ules, et les ve
teurs pardes lettres minus
ules.Table des sigles utilisésSigle Signi�
ation

u la vitesse
ρ la densité
σ le tenseur des 
ontraintes visqueuses
p la pression
µ la vis
osité dynamique
ν la vis
osité 
inématique
ω la vorti
ité
Ψ la fon
tion 
ourant
Φ la fon
tion potentielle
Re le nombre de Reynolds
g la gravité
K le noyau de Biot-Savart 183



ANNEXE A. COMPLÉMENTS MATHÉMATIQUESSigle Signi�
ation
δt le pas de temps
δx le pas d'espa
e
h le pas d'espa
e
δ la masse de Dira

ζ une fon
tion 
uto�
ε un paramètre de régularisation
κ la 
ourbure d'une surfa
e
φ une fon
tion level set
χ la fon
tion 
ara
téristique asso
iée à un solide
F la transformée de Fourier
ū la vitesse d'un solide
λ le paramètre de pénalisation2 Outils mathématiques2.1 NumériqueDi�éren
es �niesSoit f une fon
tion dis
rétisée en espa
e et en temps, la résolution d'une EDP sur

f 
onsiste à 
al
uler, au fur et à mesure du temps et en 
haque point d'unmaillage,la valeur de f̃ re
her
hée : f̃(xi, tn). Le terme maillage représente le dé
oupage del'espa
e en points dis
rets (les sommets) liés par des 
onnexions logiques permettantde par
ourir le maillage de manière simple et lui fournissant une stru
ture.Pour résoudre une EDP, il faut dé�nir les opérateurs de di�éren
iation (les dé-rivées partielles) de manière dis
rète. On utilise alors des s
hémas de di�éren
es�nies obtenus à partir du développement limité - ou développement en série deTaylor - des fon
tions étudiées, que je détaille dans la partie 3.1. Ces s
hémas per-mettent d'approximer les dérivées d'une fon
tion dis
rète f̃ en fon
tion des valeursde 
elle-
i. Par exemple, la dérivée première f̃ ′ = ∂ f̃
∂x

de f̃ en un point xi peuts'é
rire :
f̃ ′(xi) =

f̃(xi)− f̃(xi−1)

h
+O(h) ou aussi f̃ ′(xi) =

f̃(xi+1)− f̃(xi)

h
+O(h)Le terme O(h) indique que les termes omis sont de l'ordre de h. De 
es deux formulesnous pouvons extraire des approximations à l' � ordre 1�où les termes en O(h) ontété supprimés :

f̃ ′(xi) ≃
f̃(xi)− f̃(xi−1)

h
et f̃ ′(xi) ≃

f̃(xi+1)− f̃(xi)

hsont nommées respe
tivement di�éren
es �nies avant et arrière.Il est aisé de 
omprendre que plus h diminue (don
 plus le nombre N de pointsaugmente pour un intervalle donné), plus l'erreur sera faible : elle diminuera de184 2. OUTILS MATHÉMATIQUES



ANNEXE A. COMPLÉMENTS MATHÉMATIQUESmanière linéaire. Il est possible d'utiliser un s
héma d'ordre plus élevé :
f̃ ′(xi) ≃

f̃(xi+1)− f̃(xi−1)

2hou bien
f̃ ′(xi) ≃

−3f̃(xi) + 4f̃(xi+1)− f̃(xi+2)

2hqu'on nomme respe
tivement di�éren
e 
entrée et dé
entrée d'ordre 2. Nous pouvonsobserver qu'un s
héma plus pré
is (ave
 une erreur plus faible) possède généralementun support plus large, il né
essite plus de points, 
e qui est plus 
oûteux en tempsde 
al
ul.Attention, l'ordre de l'erreur du s
héma n'est pas à 
onfondre ave
 l'ordre de ladérivée de la fon
tion étudiée. En e�et, il existe des s
hémas de di�éren
es �niespour les dérivées d'ordre supérieur (f ′, f ′′, et
.), par exemple la dérivée se
onde
entrée de f̃ en xi approximée à l'ordre 2 est :
f̃ ′′(xi) ≃

f̃(xi+1)− 2f̃(xi) + f̃(xi−1)

h2
.2.2 S
hémas d'intégrationIl existe plusieurs manières de résoudre une EDP grâ
e aux s
hémas de di�éren
es�nies vus pré
édemment. Suivant le problème auquel on s'intéresse, les s
hémas ontdi�érentes propriétés prin
ipalement 
on
ernant la stabilité et l'ordre des erreurs
ommises. Les deux méthodes les plus 
ourantes sont la méthode expli
ite et la mé-thode impli
ite dont je présente le prin
ipe 
i-dessous.Par exemple 
onsidérons l'équation de la 
haleur en 1D :

∂ φ

∂t
= ν∆φ = ν

∂2 φ

∂x2
(A.1)où ν est le 
oe�
ient de di�usivité. Nous 
her
hons la solution φ(x, t) ave
 x ∈ Ωet t ∈ ]0, T ] dans une domaine spatial Ω, à partir de la solution initiale φ0 = φ(x, 0)
onnue. Autrement dit, nous 
her
hons la valeur de la 
haleur à 
haque instant en
haque point du domaine. Comme nous l'avons vu dans la se
tion pré
édente, il estpossible d'approximer la dérivée ∂ φ

∂t
à l'ordre 1 (nous utiliserons dorénavant le signe

= plut�t que ≃ pour fa
iliter la le
ture) :
∂ φ

∂t
=
φ(x, t+ δt)− φ(x, t)

δtoù δt est appelé le pas de temps. En arrangeant di�éremment 
ette équation, nousobtenons :
φ(x, t+ δt) = φ(x, t) + δt

∂ φ

∂t
.2. OUTILS MATHÉMATIQUES 185



ANNEXE A. COMPLÉMENTS MATHÉMATIQUESAinsi, il est possible de 
al
uler toutes les valeurs de φ(x, t) pour tous les temps t sion en 
onnait la dérivée ∂ φ
∂t
.Le s
héma impli
ite en temps est dé�ni par un s
héma de di�éren
es �nies detype arrière :

φ(x, t+ δt) = φ(x, t) + δt
∂ φ

∂t
(x, t+ δt) (A.2)alors qu'un s
héma expli
ite en temps est dé�ni par un s
héma de type avant :

φ(x, t+ δt) = φ(x, t) + δt
∂ φ

∂t
(x, t). (A.3)La di�éren
e fondamentale entre 
es deux formulations est le fait que la première
omprend les valeurs in
onnues de la dérivée de φ au pas de temps t+ δt, alors qu'àpartir de la deuxième il est beau
oup plus simple de trouver la solution φ(x, t+ δt)
ar la partie droite de l'équation est entièrement 
onnue à l'instant t 
ourant.Pour plus de 
lareté dans l'é
riture des équations, notons φn+l

i+m = φ(x+mδx, t+
jδt) ; ainsi φn+1

i = φ(x, t+δt). En développant la partie droite de l'équation A.1 ave
un s
héma de di�éren
es �nies d'ordre 2 
entré, et en réarrangeant les équations A.2et A.3, nous obtenons respe
tivement :
φn+1
i − δtν φ

n+1
i+1 − 2φn+1

i + φn+1
i−1

δx2 = φniet
φn+1
i = φni + δtν

φni+1 − 2φni + φni−1

δx2 .Les s
hémas impli
ites sont in
onditionnellement stables ; en 
ontrepartie, ilssont souvent plus di�
iles et 
oûteux à résoudre numériquement.2.3 Equation de la 
haleurTraitement impli
iteAve
 un s
héma de di�éren
es �nies impli
ite d'ordre 2, l'erreur est en O(h2).La méthode est in
onditionnellement stable mais né
essite l'inversion d'une matri
ede taille N × N où N est le nombre de points de grille. Reprenons l'exemple dutraitement de l'équation de la 
haleur de manière impli
ite en 1D :
un+1
i − δtν u

n+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

δx2 = uni .Ce système d'équation peut s'é
rire sous forme matri
ielle :






...
D (1− 2D) D

...























...
un+1
i−1

un+1
i

un+1
i+1

...

















=

















...
uni−1

uni
uni+1

...

















,AUn+1 = Un,

Un+1 = A−1Un186 2. OUTILS MATHÉMATIQUES



ANNEXE A. COMPLÉMENTS MATHÉMATIQUESoùD = −δν. On peut repérer la forme parti
ulière de la matri
e A : elle est tridiago-nale (diagonale sur une bande), 
e qui permet d'utiliser des méthodes rapides pourl'inverser (par dé
omposition LU ou de Choleski par exemple). Le le
teur pourratrouver la des
ription et l'implémentation de telles méthodes dans le fameux Nu-meri
al Re
ipes in C [riCte07℄. Par 
ontre en dimensions supérieures la matri
e àinverser a une forme � moins régulière �
e qui rend son inversion plus déli
ate et
oûteuse.Traitement expli
iteAve
 un s
héma de di�éren
es �nies expli
ite d'ordre 2, l'erreur est en O(h2).Le 
al
ul est linéaire (don
 très rapide) en le nombre N de points. Par 
ontre laméthode sou�re d'une 
ontrainte de pas de temps : δt ≤ h2

2dν
où d est la dimensiondu problème (généralement 2 ou 3). Je renvoie le le
teur à la nombreuse littérature
on
ernant la résolution de l'équation de la 
haleur pour obtenir la preuve de 
ette
ontrainte. Néanmoins, a�n d'en 
omprendre la raison, le le
teur peut noter qu'ilfaut un 
ertain temps pour que la � 
haleur �se propage dans le milieu : 
e que less
hémas expli
ites ne permettent pas d'e�e
tuer du fait de leur support 
ompa
t enespa
e. Cette 
ontrainte quadratique en le pas d'espa
e est très restri
tive lorsquela vis
osité ν est importante et il vaut parfois mieux (en terme de temps de 
al
ulglobal de l'algorithme) résoudre l'équation de di�usion de manière impli
ite pour sedégager de 
ette 
ontrainte.Traitement dans le domaine fréquentielDans le 
as parti
ulier d'un é
oulement périodique, il est possible d'utiliser laTransformée de Fourier (TF) de la vitesse pour simpli�er le traitement de l'équationde la 
haleur, i
i en 1D. Soit F l'opérateur de TF :

û(ξ) = F (u(x)) =
∫ +∞

−∞
f(x)e−iξx dxet son inverse :

u(x) = F−1 (û(ξ)) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ξ)eiξx dξ,ave
 i =

√
−1. Ainsi, l'équation de la 
haleur 1.22 en 1D devient par transformation :

F
(

∂ u

∂t

)

= F (ν∆u)

F
(

∂ u(x, t)

∂t

)

=
∂ F (u(x, t))

∂t
=
∂ û(ξ, t)

∂t
= ν

∂2

∂ξ2

∫ +∞

−∞
u(x, t)e−iξx dx

= νi2ξ2
∫ +∞

−∞
u(x, t)e−iξx dx

= νi2ξ2û

= −νξ2û2. OUTILS MATHÉMATIQUES 187



ANNEXE A. COMPLÉMENTS MATHÉMATIQUESAinsi pour résoudre l'équation, après un peu d'algèbre, il su�t de 
al
uler :
un+1 = F−1

(

ûn − δtνξ2ûn
) (A.4)de manière expli
ite � où la 
ontrainte de stabilité est à satisfaire � ou bien

un+1 = F−1

(

ûn

1 + δtνξ2

) (A.5)de manière impli
ite qui, pour approximativement le même 
oût de 
al
ul (à unedivision prêt), est à préférer 
ar elle n'est pas soumise à la 
ontrainte de stabilité. Larésolution de l'équation de la 
haleur dans le domaine fréquentiel a un 
oût linéaire,que 
e soit de manière expli
ite ou impli
ite. Par 
ontre, il faut bien sûr 
al
ulerla transformée de Fourier et son inverse de manière dis
rète : la méthode de FastFourier Transform (FFT) permet d'e�e
tuer 
e 
al
ul en O(NlogN) lorsque N estune puissan
e de 2. Le 
oût global de la résolution de l'équation de la 
haleur estdans 
e 
as O(N) +O(NlogN) = O(NlogN).En pratique, il est rare de résoudre les équations de Navier-Stokes périodiquesentièrement dans l'espa
e de Fourier 
ar la résolution du terme non-linéaire ainsique la 
ontrainte d'in
ompressibilité (
f. partie 4.3) y sont plus 
omplexes. C'estpourquoi la plupart du temps, les méthodes sont hybrides : on utilise la formulationfréquentielle pour la résolution de l'équation de di�usion et la formulation spatialepour les autres parties des équations.3 Analyse3.1 Développement limitéSoit f une fon
tion m fois dérivable, le développement limité de f à l'ordre mest :
f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + ...+

f (m)(a)

m!
(x− a)m + o((x− a)m)

= f(a) +
m
∑

i

f (i)(a)

i!
(x− a)i + o((x− a)m)où o((x−a)m) = R(x) est un reste représentant l'erreur d'approximation. Grâ
e à unpeu d'algèbre, on peut exprimer la dérivée f ′(a) en un point d'une grille eulerienne enfon
tion des valeurs de f aux points de grille alentour. L'erreur d'approximation seraalors fon
tion du dernier terme retenu pour le développement limité. Par exemple,la dérivée première de f en un point xi est approximée à l'ordre 1 par :

f ′(xi) =
f(xi)− f(xi−1)

h
ou bien f ′(xi) =

f(xi+1)− f(xi)

hou à l'ordre 2 par :
f ′(xi) =

f(xi+1)− f(xi−1)

2h
.188 3. ANALYSE



ANNEXE A. COMPLÉMENTS MATHÉMATIQUESOn peut observer qu'un s
héma plus pré
is (ave
 une erreur plus faible) né
essiteplus de points.Soit f une fon
tion m fois dérivable, le développement limité de f à l'ordre mest :
f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + ... +

f (m)(a)

m!
(x− a)m + o((x− a)m)

= f(a) +
m
∑

i

f (i)(a)

i!
(x− a)i + o((x− a)m)où o((x − a)m) = R(x) est un reste représentant l'erreur d'approximation. Si ladérivée mième de f est assez régulière alors :

lim
x→a

R(x)

(x− a)m = 0.
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