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Résumeé

La modélisation numérique est devenue incontouendbhs le monde de la conception
industrielle et de la recherche scientifique. Lesbfemes a résoudre étant de plus en plus
complexes, il est nécessaire d’adopter une appradagtée au probleme traité.

Dans les domaines d’application de I'électromagmnéti basses fréquences, la méthode des
éléments finis (MEF) est la méthode de référenctudllement, de plus en plus de dispositifs
ouverts comportant de grands entrefers sont dépéfofans ce genre de problémes, la MEF
n'est pas optimale car elle nécessite de maillegrand volume d’air pour obtenir une bonne
précision.

Dans cette thése nous étudions, au travers de dmplications (représentant
respectivement un systeme ouvert et un systemaragrentrefers) une méthode alternative
qui ne souffre pas des limitations évoquées : ldhot® des moments (MoM) de type
intégrale volumique. En effet, cette méthode nétesie mailler uniguement les milieux
magneétiques. Le principe de cette méthode est mlab® calculer I'aimantation induite dans
le milieu linéaire ou non linéaire placé sous keffl'un champ extérieur. Pour cela, le milieu
magnétique est discrétisé en éléments hexaédrias chaque élément est localisée une
aimantation considérée comme uniforme. Ensuitecdanaissance de cette aimantation
induite permet de déterminer le champ magnétiqumenpoint de l'espace: interne, proche
ou lointain.

Dans un premier temps, un code basé sur la MoMéadételoppé pour la premiére
application. Il permet de calculer le champ magstatique proche ou lointain d’'une antenne
basse frequence. Une méthode permettant de caléémhergie magnétostatique contenue
dans tout I'espace a été également mise au point.

Dans deuxieme temps, afin de pouvoir traiter uregdrie complexe, des modifications
ont été intégrées au code afin de modéliser laidmexapplication : le dispositif de test des
propulseurs a effet Hall (PPS-Flex). Il s’agit deemdre en compte des symétries
géomeétriques et physiques caractéristigues de smogltif. Les résultats montrent que la
MoM permet de calculer le champ magnétique a Fiaté de son canal et éventuellement au-
dela.

Dans les deux exemples étudiés, la méthode des m®nmae donné des résultats
satisfaisants lors de la comparaison avec la méthed éléments finis 3D et avec les résultats
de mesures. Ces résultats montrent des gains lieanent significatifs sur le plan des
temps de calculs.

A l'issu de cette these, nous disposons d’un dlatilaboratoire permettant de modéliser le
comportement du champ magnétostatiqgue dans desr®msbuverts et/ou a grands entrefers.



Mots-clés

Méthode des moments volumigue, magnétostatique, magnétisation, méthode
d’intégrale, champ magnétique, énergie magnétostatique, potentiel scalaire, antenne basse
fréquence.
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Contribution to the modeling of the electromagnetidield in low
frequency devices by the method of moments

Abstract

The numerical modeling has become essential inwbdd of industrial design and
scientific research. The problems to be solvedirareasingly complex making it necessary
to adopt an appropriate approach for the probletnesded.

In the domains of application of low frequency &lemagnetic, the finite element method
(FEM) is the reference method. Currently, more mrwde devices having large open gaps are
developed. In this kind of problems, the MEF is pptimal as it requires to mesh a large
volume of air to get a good accuracy.

In this thesis we study, through two applicatioas ¢pen system and a large gap system),
an alternative method that does not suffer from lthnitations discussed: the method of
moments (MoM) of volume integral type. Indeed, thigthod requires to mesh only the
magnetic media. The principle of this method istfto calculate the induced magnetization in
the linear or nonlinear medium under the effecaiwfexternal field. To accomplish this, the
magnetic medium is discretized into hexahedral eld@s In each element, a uniform
magnetization is localized. Then, the determinatdrthis induced magnetization allows to
compute the magnetic field at any point in the spaternal, near or far.

In the first step, a code based on the MoM has bleeeloped for the first application. It
allows to calculate the magnetostatic field nearfasr from a low-frequency antenna. A
method to calculate the magnetostatic energy invtide space was also developed.

Meanwhile, in the second step, in order to treahmlex geometry, some modifications
have been integrated into the code to model thenskapplication: the test device of Hall
effect thrusters (PPS-Flex). It consists in takimgp account the physical characteristics and
geometric symmetry of the device. The results shbat MoM allows to calculate the
magnetic field inside the channel and possibly beyo

In both examples studied, the MoM has given satisfg results when compared with the
3D finite element method and with the results ofamwements. These results show
potentially significant gains in the computatioméi.

At the end of this thesis, we have developed ar&boy tool allowing to model the
behavior of the static magnetic field in open anefme-gap systems.

Keywords

Method of volume moments, magnetostatic, magn&izatntegral method, magnetic
field, energy magnetostatic, scalar potential, foeguency antenna.
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INTRODUCTION GENERALE

Introduction générale

La modélisation numérique est devenue incontouendbahs le monde de la conception
industrielle et de la recherche scientifique. Lesbfgemes a résoudre sont de plus en plus
complexes. Pour y répondre efficacement, il esesgaire d’adopter une approcdapté au
probléme traite

La littérature propose différentes méthodes fondsesdes approches numériques pour
évaluer le comportement électromagnétique de disisoomplexes qui peuvent étre
employés pour modéliser les champs électromagreiqla méthode des éléments finis, la
meéthode des volumes finis, les méthodes des inéyda frontiere, la méthode des moments
magneétostatiques,...

Parmi ces méthodes numériques, la méthode desrékefimes est celle qui est aujourd’hui
la plus employée pour la modélisation des disgesi@lectromagnétiques en basses
frequences. En effet, cette méthode permet de risedées géométries ayant des formes
complexes constituées de matériaux hétérogenesaetrportement linéaire ou non linéaire.

Actuellement, il y a de plus en plus de disposiéifsctromagnétiques basses fréquences
ouvrant aux problemes magnétostatiques ou lesurienagnétiques sont prépondérants par
rapport aux milieux magnétiques : antennes bassEpidnces, transformateurs a grand
entrefer,.... etc. Ce genre de problémes nécessitaadier un grand volume.

Une des solutions alternatives est la méthode demeants magnétostatiques. Cette
méthode ne nécessite pas de maliller I'espace dibpeut facilement prendre en compte le
comportement linéaire et non linéaire des matérimagnétiques. Aujourd’hui, la méthode
des moments peut étre une alternative intéressalsenéthode des éléments finis classique
pour calculer le champ lointain produit par un gitcmagnétique avec une géomeétrie
complexe notamment dans le cas non linéaire.

Le travail présenté dans cette these est réaliséeokaboration entre le groupe GRE
(Groupe de Recherche en Electromagnétisme) eblgpgrGREM3 (Groupe de Recherche en
Electrodynamique) du Laboratoire LAPLACE (LaboreddPlasma et Conversion d’Energie -
UMR5213) de I'Université de Toulouse. Il est finangar I'université d’Alep en Syrie. Son
objectif consiste a mettre en ceuvre un code, hasi@a snéthode des moments, permettant de
prédire le comportement du champ magnétostatiqne des dispositifs a grands entrefers de
forme simple ou complexe.

De nombreux développements au cours de ce trasigihdtrie, géométries complexes,
matériaux linéaires, matériaux non linéaires, éegrgnt abouti a un code de calcul, capable
de simuler des structures de formes complexes letrares, avec des temps de calcul
potentiellement courts par rapport a la méthodeétianents finis.

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres :

-2-
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INTRODUCTION GENERALE

Le premier chapitre décrit la problématique magstétaue. Il s’agit de problemes ouverts
ou a grand entrefer pour lesquels les milieux ardgues sont prépondérants par rapport les
milieux magnétiques. Deux exemples représentarjecge de problémes sont étudiés: le
calcul du champ lointain produit par une antennssedaréquence et le calcul du champ
magnétique produit par un dispositif spécifiqueidé&dl’étude expérimentale des propulseurs
a effet Hall (PPS-Flex). Ensuite, la deuxieme paptiésente les avantages de la méthode des
eléments finis classique qui est la plus utiliséesdle domaine magnétostatique ainsi que ses
inconvénients pour résoudre ce type de problemes.dg¢s méthodes alternatives les mieux
adaptées a ces problémes et proposées dans ceeleapila méthode des moments de type
volumique pour modéliser le champ magnétiqgue atdigsur des dispositifs (probléme
ouvert). La derniere partie de ce chapitre est amée a la description de la méthode des
moments. Elle présente son principe et ses appliatians le domaine basses fréquences.
Elle présente également les propriétés de cettieanétpar rapport a la méthode des éléments
finis justifiant ainsi notre choix. A la fin de tetpartie, les inconvénients et les solutions
proposées dans la littérature pour les surmonteresgoses.

Au niveau du second chapitre, le probleme magraiiqae est défini. Il est composé d’'un
ou de plusieurs matériaux ferromagnétiques souget’@&’'un champ extérieur (bobines
alimentées par des courants constants). Enswstéglieations du champ magnétostatique sont
développées ainsi que les deux principales fornamatde la méthode d’intégrale volumique.
Dans I'une de ces formulations, la formulation eteptiel scalaire magnétique qui dépend de
'approche par la méthode des charges équivalelteshamp d’excitation magnétique est
décomposé en deux champs : le champ d’excitatiognéteque di aux courants dans les
bobines et le champ d’excitation magnétique di matériaux. En fin de ce chapitre, le
champ magnétique total est exprimé en fonction 'a@en&ntation qui est calculée par la
méthode des moments volumiques.

Le troisieme chapitre détaille la méthode des maseragnétiques. La premiere partie est
dédiée au calcul de I'aimantation induite dans lkemn magnétique par cette méthode. Pour
cet objectif, le milieu magnétique est discrétiné2Ements « hexaédriques », a l'intérieur de
chacun desquels est localisée une aimantationtendonsidérée comme une source uniforme.
Chacune des sources interagit avec elle-méme sit ae toutes les autres. Puis, en utilisant
le principe de la superposition, une matrice nomméeatrice d’interaction globale » est
obtenue. En prenant en compte I'ensemble des eliffés sources du champ (bobines et
matériaux), un systeme linéaire d’équation algéleigst parvenu. Au niveau de la deuxieme
partie, des méthodes permettant de résoudre carsysteront décrites en tenant compte de la
nature des matériaux utilisés (linéaires ou nogdlires). La résolution du systeme permet
alors de déterminer les composantes de I'aimamtatiduite dans chaque hexaéedre. Enfin,
dans la derniere partie de ce chapitre, aprés aattulé I'aimantation par la méthode des
moments, les relations qui permettent de calcuéerchamp magnétique et I'énergie
magneétostatique a partir de cette aimantation @@sentées.

Dans le quatrieme chapitre, la méthode des monesttappliquée a une antenne basse
frequence comme un exemple pour mettre au poicde du calcul. D’abord, un modéle est

-3-
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INTRODUCTION GENERALE

présenté mettant en jeu une piece magnétique dialrire de forme simple. Le matériau est
maillé par des éléments hexaédriques réguliers lsgnfEnsuite, les facteurs affectant la
méthode des moments sont discutés. Nous notorexparple, le nombre d’éléments dans le
noyau magnétique, les valeurs de la perméabilitiestfacteurs concernant le calcul des
coefficients des matrices élémentaires par des gralgs volumiques (points
d’intégration,....). Puis, les résultats sont comparé&eux obtenus a partir d’'un code de calcul
par éléments finis 3D et a partir de la solutioalginque. A la fin de ce chapitre, le calcul de
I'énergie magnétostatique de I'antenne basse frémpuest fait par la méthode des moments et
les résultats sont comparés par rapport aux résuléala méthode des éléments finis.

Le dernier chapitre expose une nouvelle applicatiena méthode des moments : le PPS-
Flex qui représente un systeme a grand entrefer d@e géométries assez complexes. Un
code, basé sur la méthode des moments, a été pgpeeddin de calculer les intégrales dans
une géométrie complexe et, également, de prendommpte des symétries géométriques et
physiques du circuit magnétique pour simplifiedemaine d’étude afin de réaliser des gains
notables en termes de temps de calcul et de ménkareconséquent, un huitiéme de la
structure est étudié. Ce chapitre commence péusfibtion de la symétrie dans la méthode
des moments. Ensuite, les résultats concernatidaladu champ magnétique a l'intérieur du
canal du PPS-Flex sont exposeés. A la fin de ceitbafes résultats sont comparés d’'une part
avec la méthode des éléments finis et d'une aairteapec la mesure.

-4 -
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81 : ETAT DE L’ART

|.1) Introduction

Dans ce chapitre introductif, la premiere partipase la problématique magnétostatique.
Il s’agit des problémes ouverts ou a grands ensegfeur lesquels les milieux amagnétiques
sont prépondérants par rapport aux les milieux rétgmes. Pour illustrer ces problemes,
nous présentons deux exemples : une antenne lpégserice et le PPS-Flex.

Ensuite, la deuxieme partie présente les avantdgeta méthode des éléments finis
classique qui est la plus utilisée dans le domaiagnétostatique ainsi que ses inconvénients
pour résoudre ce genre de problémes.

La troisieme partie propose un apercu global dehadés alternatives les mieux adaptées
a ces problémes telles que la méthode des élémeritentiere, la méthode hybride élément
finis-intégrale de frontiére et la méthode des muisiee type volumique. Notre choix s’est
porté sur la derniere méthode pour modéliser lemghanagnétique a I'extérieur des
dispositifs (probleme ouvert).

Enfin, la derniere partie de ce chapitre est cadead la méthode des moments. Elle
présente son principe et ses applications dangneihe des basses fréquences. Elle présente
également les propriétés de cette méthode par mappta méthode des éléments finis
justifiant ainsi notre choix. A la fin de cette par les inconvénients et les solutions proposés
dans la littérature pour les surmonter sont exposés

|.2) Problématigue

Pour illustrer les problémes que nous voulons mguous avons pris deux exemples. Ce
sont deux exemples qui ont des applications inehlisis.

— Une antenne basse fréquence: cet exemple met amgypiéce magnétique et une
bobine de forme relativement simple et nous a pedri mettre au point le code de
calcul.

— Le circuit magnétique du PPS-Flex qui a été mip@nt au Laplace. Nous avons pris
cet exemple car il est vraiment représentatif dystéme a grand entrefer.

Avant de les introduire, nous allons illustrer l®emportement de ces matériaux
ferromagnétiques lors gu’ils sont soumis a l'inflae d’'un champ magnétique produit par des
sources externes.

Aimantation du matériau ferromagnétique

Les matériaux ferromagnétiques se divisent spontanéen domaines, appelés domaine
de Weiss, portant tous une aimantation constanteagiritairement paralléle. Ces domaines
sont séparés par les parois de Bloch, au sein diésgjd’orientation des moments varie
progressivement d'un domaine a l'autre. Le corps lesalement aimanté a saturation.
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Pourtant, la grandeud telle que nous la connaissons est une grandetindorent variable.
Il s'agit, en fait, d’'une grandeur statistique &helle macroscopiqué]|

Pour illustrer le phénoméne d’aimantation d’'un matéferromagnétique. Supposons que
nous disposions d’'un matériau parfaitement désdémare qui revient a dire que ses
domaines de Weiss ne présentent aucune directivitégice. Macroscopiquement, leurs
effets se compensent et s’annulent comme le mdatfegure (Fig.1.1) [2] [3]. Si nous
appliguons a cet échantillon un champ croissastgtenaines vont suivre des comportements
distincts suivant trois phases comme le montréglardé (Fig.l.1). La premiere phase est un
déplacement réversible des parois. Les paroiss@deformer pour privilégier la direction du
champ magnétique interie Ce déplacement est qualifié de réversible caogs annulons
le champ inducteur, le matériau revient dans sompootement initial (phase 1). Si le champ
augmente de facon conséquente, les parois vont slg@s déplacements irréversibles.
L’aimantation va toujours croitre mais rencontres agninima locaux d’énergie (phase 2). Si
le champ est annulé, I'aimantation va se stabilisers un de ces minima. Si nous appliquons
de nouveau une faible augmentation, les domainesWigss vont se redéformer
réversiblement puis acquérir une nouvelle confiyomairréversible. Enfin, pour des champs
tres forts, les parois disparaissent, une augmentalu champ n’a plus aucun effet sur
I'aimantation. C’est ce qu’nous appelions commun@rnteesaturation (phase 3).

M
A Déplacement isparits ;
. - Disparition des parois
des parois
Champ faible
Saturation
Déplacement
réversible
des parois
>H

Fig. 1.1 : Les phases du processus d'aimantation

Les deux grandeursl et M permettent de connaitre I'état magnétique d’unéneai.
Pourtant, d’apres ce qui précede, la connaissamcesideux grandeurs n’est pas suffisante, il
est également nécessaire de connaitre la faconl’dohantillon a atteint cet état. Seul un
passage de I'’échantillon par son état saturé prutgitre d’'« effacer » son passé magnétique.
Les matériaux ferromagnétiques gardent donc la rnrénae tous leurs états d’aimantation.
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Ce phénomeéne a été appelé par J-A Ewing «hystéréks fonctionM (H) est une fonction
tres complexe, impossible a décrire analytiquemirexiste des modeles mathématiques,
donnant des résultats satisfaisants, mais ils meqeee des approximations.

Il est physiguement possible de trouver tout coufeM) a lintérieur du cycle
d’hystéreésis limite. Celui-ci est obtenu par apgtiien quasi-statique d’'un champ variant entre
+H, 0 €1 —Hpa, permettant d’atteindre I'aimantation a saturatieig. 1.2).

M
A Aimantation a saturation
Cycle limite
Courbe de premiére aimantation
Etat d'ai . He > H
tat tation ~ Champ coercitif
quelconque
Etat anhystérétique h Cycle anhystérétique
——

Fig. 1.2 : Cycles de I'aimantation en fonction du champ magnétique

En I'absence de phénomeéne d’hystérésis, donc dansatériau idéal sans impuretés ou le
déplacement des parois est réversible, la coutbenbystérétique comme le montre la figure
(Fig. 1.3) (la courbe rouge).

Si I'état initial du matériau est désaimanté, laugle M(H) va décrire la courbe de
premiere aimantation. Dans la limite des champbldaj I'aimantation varie de maniere
réversible et le coupl® (H) se situe donc dans une région ou cette courbedpeuassimilée
a une droiteM etH sont alors directement proportionnels suivantia |

M=yxH (L1)

ou y est la susceptibilité magnétique réversible. Efedonnée par la pente a l'origine de la
courbe de premiére aimantation (voir (Fig. 1.3)lét a la perméabilité par une relation :

x=q@-1) (1.2)

En conséquence, il y a plusieurs méthodes pouulealte champ magnétique a partir de
connaitre un de ces grandetret M, nous allons discuter ces méthodes en détailketphal.
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1.2.1) Antenne basse fréquence

Les communications électromagnétiques a basseseinégs sont de plus en plus utilisées
dans l'identification par radiofréquence (RFID). riBales systemes de surveillance de la
pression des pneumatiques, une communication RElildtdéisée pour mettre en marche les
capteurs de la pression et de la température.rifesmations sont alors transmises en temps
réel au conducteur comme le montre la figure (F@). [4]. Cette communication sans fil
(RFID) est composée d'un émetteur et d’'un récepteucomposant principal de ce dernier
étant une antenne basse fréquence (ABF) ou lowdrezy (LFA) en englais qui fonctionne a
125 kHz. Cette antenne est généralement constituée bobine multi tours enroulée autour
d’'un noyau de ferrite. Un des principaux défis fld®icants est d’obtenir une puissance trés
faible. Une des solutions pour résoudre cette atiié est d’avoir un modele qui peut
rapidement prédire les caractéristiques du changmétaue de 'ABF 5] [6].

’ Transponder coll (Receiver):
KT11835

LF Transminter

2z : - Tire Pressure Sensor Unit

| . 57 N T LF

7 RF receiver | = AR | Receiver || Pressure
Sl e > [ ". Sensor
/PN 7o A RF ‘ ‘ "
L ) 1 - RS Transmitter |
e/ \ >/ — ——

— N —

) 4

RF coll; KL73

Fig. 1.3 : Systéme de surveillance de la pression des pneus

Dans [7] est présenté une premiére étape vers cet obgeetd la simulation d’'une antenne
du noyau du barre cylindrique de ferrite. En wiifis la symétrie axiale, une procédure
numérigue 2D est développée afin de calculer langhanagnétique a courte et grande
distance. Un autre modéle est présenté dgng st composé d’'une bobine enroulée sur une
partie du noyau et le noyau aimanté est remplacé&ipa distribution d’aimantation induite
M. En supposant que l'aimantation est paralleleagel’du noyau de la ferrite cylindrique et
uniforme le long de sa section, la barre est réduiine ligne (probleme 1D). Il a été constate
gue la variation deM dépend de celle du champ d’excitation. Il est saloécessaire

d’augmenter le nombre de points du maillage poenghre en compte les variationside
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Fig. 1.4 : Modéle antenne basse fréquence. Le noyau en couleur rouge, la bobine en couleur bleu

Dans ce travail, nous présentons un modeéle quiasposé d’'une bobine enroulée a peu
prés sur tout le noyau comme le montre la figuig.(F4). Dans notre dispositif, il n’y a pas
de symétrie axiale, et une approche 3D est donessage pour prendre en compte aussi les
variations rapides du champ extérieur. Nous allfonatrer que I'aimantation ne peut pas étre
prise parallele a un axe, ni uniforme dans uneigectu noyau. Il ne reste qu’a choisir une
méthode efficace et simple pour prédire rapidertiefiet des paramétres de la bobine et le
noyau sur le champ magnétique autour de I'antenne.

[.2.2) PPS-Flex

Un satellite orbite en général entre 450 km et B6G&1 d'altitude. Il se déplace
naturellement sous l'effet de la gravitation. Tdoi® des forces ou couples perturbateurs
peuvent I'écarter de son orbite et agissent suratiude (orientation). C’est pourquoi, le
systeme propulsif est essentiel pour compenser pegtirbations. D’autres manceuvres
orbitales tels que le passage d'une orbite a utre @inansfert d’orbite) ou la désorbitation
pour un satellite en fin de vie opérationnelle segdlement assurées par le systeme propulsif.

Le propulseur a Effet Hall (dit HET pour « Hall Eét Thruster ») est un moteur plasmique
sans grille parmi la famille de propulseurs élegtes. Sa relativement faible poussée (100
mN) et sa forte impulsion spécifique (vitesse dmssiéjectés de 20 km/s) le rendent bien
adapté aux taches de maintien sur orbite desitegealu de petits transferts d’orbite.

[9] présente un outil efficace pour expérimenter dewvelles configurations du champ
magnétique tres différentes de celles existantes da HET classiquel(]. Le prototype
final a été construite en tenant compte des spéatibns qui ont été établis a partir d’'une
grand quantité de données recueillies aupres HEStagtes 10]. Un quart du circuit
magnétique du PPS-Flex apparait sur la figure (F&). Le champ magnétique est un des
parametres importants conditionnant le fonctionnenge propulseur, il permet de confiner
les électrons d’'un plasma formé entre deux cylimdeeaxiaux diélectriques. Le champ
magnétique est obtenu &0 bobines et canalisé par un circuit magnétique.
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Case |
Step 1

Time, 3: 0.000E+00

Fig. 1.5 : Un quatriéme du circuit magnétique de la PPS-FLEX

Les études réalisées dankl][ poussent a envisager un probleme au niveau de la
retranscription en un modeéle 2D d’'une structure parfaitement axisymétrigue au moyen
d’hypotheses simplificatrices. En effet, le circoiagnétique 3D présente un effet non pris en
compte dans la modélisation 2D actuelle. Cependaat,simulation 3D permet de Vvérifier la
présence d’éventuels phénomenes non pris en cangeevalider les résultats obtenus.

Dans un premier temps, un modéle 3D a été utibségpméthode des éléments finis MEF.
Comme le PPS-Flex est constitué des plagues fegoétigues ayant des dimensions
géomeétriques trés hétérogenes (a épaisseur fablepport a la largeur et/ou a la longueur
par exemple (voir (Figl.5)), tres difficile & mailler. Aussi, un nombneportant d’éléments
sera utilisé pour la discrétisation du volume @ér l[environnant, car certains entrefers entre
les pieces ferromagnétiques sont trés grands (Wgrl.5)).

L’étude dans ces travaux de thése porte sur un lm@@Equi est extrémement couteux en
temps de calcul, il est donc nécessaire de traunvemeéthode adaptée pour calculer le champ
magnétique a n'importe quelle distance de ces disfsoavec une certaine précision.

1.3) Méthode des éléments finis : solution usuelle

La méthode des éléments finis (MEF) est la méthagdus connue et la plus utilisée dans
le domaine de la simulation numérique. En électgmdtisme, cette méthode est trés
employée dans le domaine des basses fréquences.eHll basée sur la formulation
variationelle des équations de Maxwell dans lagulds champs sont discrétisés dans tout
I'espace.

Le principe de la méthode des éléments finis comsigestreindre la détermination de ce
champ a un nombre fini de points du milieu, appelémeuds » comme le montre la figure

(Fig. 1.6) [12).
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Champ réel
i(x,y,z)
b(x,y,2)
wx,y,z)

Champ approche Valeurs nodales
u(x,y,z) U
v(x,y,2) Vi
w(x,y,2)

Fig. 1.6 : De la réalité au maillage en passant par la discrétisation

Le processus de passage du champ continu aux yaledales est appelé « discrétisation ».
La discrétisation du domaine de calcul se fait gracdes éléments géométriques adapteés :
eléments linéiques (a une dimensiohd][ €éléments plans (2DL{] ou éléments volumiques
(3D) comme les montrent respectivement les figreg. 1.7), (Fig. 1.8) et (Fig. 1.9). La
résolution du systéme est ainsi effectuée dansiiel® déterminer les valeurs du champ en
ces noeuds, c’'est ce qu'on appelle « valeurs nosal@sur I'instant, le champ reste inconnu
dans le domaine entre les nceuds. La solution densmturellement a définir le champ
approché (et continu) par interpolation des valewsdales. Pour cela, nous utilisons les
fonctions de forme pour l'interpolation a I'intébiede chague maille joignant un groupe de
nceuds. La structure finale est ainsi reconstitnémoasidérant toutes les mailles du systeme.

A e N

Linéaire Quadratique Cubique
(2 neeuds) (3 nceuds) (4 neeuds)

Fig. 1.7 : Eléments linéiques
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Eléments triangulaires

SIPA

Linéaire Quadratique Cubique
(3 nceuds) (6 nceuds) (9 nceuds)

Eléments quadrangulaires

17§48

Linéaire Quadratique Cubique
(4 nceuds) (8 neeuds) (12 nceuds)

Fig. 1.8 : Eléments plans

Eléments tétraédriques

B A

Linéaire

(4 nceuds) Quadratique
(10 noeuds)
Eléments hexaédriques
Linéaire Quadratique
(8 nceuds) (20 nceuds)

Fig. 1.9 : Eléments volumiques

Cette méthode était la seule permettant de tralesr problémes possédant plusieurs
millions de degrés de liberté avec une mémoireriéique admissible, elle conduit a des
matrices creuses.

De point de vue théorique, en utilisant la méthoes éléments finis MEF dans les
problemes non bornés, le maillage de I'espace emvant devrait s’étendre a l'infini pour
une solution exacte. Ceci n'étant pas possiblestlidonc nécessaire de borner le domaine
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d’étude par une frontiere artificielkouX = X5 U Zz. Comme le montre la figure (Fig10),
il faut imposer des conditions aux limites au bduddomaine borné obtenu. Ces conditions
aux limites s’énoncent, pour les champs magnétjcpess les formes suivantes :

nxHlg, =0 (1.3)
n.Blg, =0 (14)

Comme nous allons le voir dans le deuxieme chapiée équations de Maxwell sont
rarement résolues en utilisant comme inconnueshasps magnétiquds et H. Nous avons
généralement recours a la notion de potentiel gqumpt de rendre implicite certaines
propriétés des champs. Dans ce cas, les conddioxgdimites imposent que ces potentiels
s’annulent a linfini.

— QO; Ho

Fig. 1.10 : Domaine d’étude et conditions aux limites

Nous avons donc deux difficultés dans le problémeed qui influent sur la précision
numérique de la solution. D’'une part ou placerdmftiere artificielle qui tronque le domaine
et d’autre part comment modéliser les conditions|emites

Nous devons garder alors a I'esprit que la méthibake éléments finis est généralement
utilisée pour calculer des inductions magnétiqudsnéérieur des dispositifs tels que les
moteurs 15], [16], les générateurs électriques ou les transformat®ans ces dispositifs, les
milieux magnétiques sont prépondérants et lesfensreont relativement petits.

Malgré la faible grandeur des entrefers dans certaroblemes de transformateur ou
d’'inductance, nous sommes parfois amenés a moddééisehamp magnétique dans l'air
environnant ces dispositifs. Actuellement, il y & @lus en plus de dispositifs
électromagnétiques basses fréquences ouvrant abbkepres magnétostatiques ou les milieux
amagnétiques sont prépondérants aux milieux mapgresi: antennes basses fréquences,
transformateurs a grand entrefer,.... etc. Pour neegde problémes, la méthode des éléments
finis est de moins en moins efficace car elle ngitesle mailler un grand volume d’alr7].

A la vue de ces difficultés, il est nécessaire disager des méthodes alternatives. Ces
méthodes sont décrites dans la section suivante.
-14 -
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|.4) Méthodes Alternatives

Une solution alternative consiste a utiliser demidations intégrales bien connues soit de
type intégrale de frontiere ou de type intégraleinoque [L8], [19], [20], [2]]. Leur avantage
essentiel réside évidemment dans I'absence deageilde I'air environnant les dispositifs. Il
est également possible de les coupler avec lessélénfinis afin de concilier les points forts
de chague méthodg2] [23] [24]. Dans cette section, nous allons présenter césonés.

1.4.1) Méthode des éléments finis de frontiere

La méthode des éléments finis de frontiére (en asmgl BEM : Boundary Element
Method ") permet de résoudre un systeme d’équateuns dérivées partielles dans un
domaine infini en ne maillant que la frontiere dunthine a distance finie. Nous n’avons donc
pas besoin de mailler I'air environnant les dispissiCeci représente un gain considérable en
nombre de variables a calcul@g] [26].

Nous verrons dans le chapitre suivant qu’il estsfmds de remplacer les matériaux
magnétiques par un milieu amagnétiqgue auquel amejdes sources magnétiques induites
appelées distributions de charges équivalentess Dancas linéaire (la perméabilité du
matériau est constante) ces matériaux peuventestrplacé par des charges surfaciq@s. [
Ainsi la méthode des éléments finis de frontiéreietd plus efficace que la méthode des
éléments finis car la taille des systemes est paidge et le temps de calcul est relativement
réduit. Les inconvénients de cette méthode dustiidation des méthodes intégrales sont liés
principalement au calcul d’intégrales singulierésessitant un traitement particulier et un
systeme d’équations plein et non symétrique. Aiossque l'aire de la surface devient
importante, 'occupation mémoire du systeme crais papidement que celle des éléments
qui conduisent a une matrice creu®g [

Par ailleurs ces méthodes ne sont pas adaptéestrpdar des matériaux non linéaires
puisque le domaine qui n'est pas maillé doit étoenbgene. Les matériaux doivent étre
remplacés par des charges surfaciques et volumif@#set I'on se rameéne alors a une
formulation de type volumique dans la formulationiégrale ce qui implique un effort
supplémentaire de discrétisation du volume.

Ainsi, 'avantage majeur de la formulation intégrade frontiére, (discrétisation de la
surface de I'objet seulement) est alors réduitokine, le temps de calcul nécessaire pourrait
étre prohibitif & cause de 'augmentation de I'quation de la mémoire[] [2]].

1.4.2) Méthodes intégrales volumiques

Cette méthode ne nécessite pas de mailler I'esjiaree et peut facilement prendre en
compte le comportement non linéaire des matériaagrn@tiques. Ses avantages ne sont pas
limités a des problemes non linéaires. Aujourd’aiméthode des moments peut étre une
alternative intéressante a la méthode des élénfmmdsclassique pour calculer le champ
lointain produit par un circuit magnétique avec gemétrie complexe dans le cas non
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linéaire. Comme notre choix s’est porté sur cettghmde, nous lui consacrons la section
suivante.

1.4.3) Méthodes hybrides éléments finis — équations intégrales

Dans la littérature, I'utilisation des méthode<grales de frontiére se limitent donc a des
problémes linéaires, Nous avons également congtew@e difficulté liée a I'utilisation de la
meéthode des éléments finis, lorsque la structurdié est en interaction avec un domaine
infini [29]. Pour traiter convenablement les problemes cotapbrdes frontiéres a I'infini,
I'utilisation d’éléements discrets " infinis " estamtenant souvent délaissée au profit de la
méthode des éléments de frontiere. La mise en oawreouplage entre la méthode des
éléments finis et la méthode des éléments de &@ntipparait donc comme particulierement
intéressante 22] [23] [24], car elle permet de traiter les problémes nogdires par la
méthode des éléments finis tout en permettant pl@senter les domaines infinis a I'aide de
la méthode des éléments de frontiere.

1.5) Méthode des moments magnetostatiqgues : principe et
historigue

[.5.1) Discrétisation de la structure magnétique

Les structures que nous allons étudier dans ceéfgetseront composées de matériaux

ferromagnétiques. Le matériau ferromagnétique suibé aimantatiorM lorsque qu'il est
soumis a un champ magnétique extérieur. La métidedemoments magnétiqgues est une

formulation qui consiste a calculer cette aimantai¥/, puis a en déduire le champ dans
n'importe quel point de I'espace.

La modélisation par la méthode des moments impligudécoupage de la structure en
sous-domaines appelées " éléments ". lIs peuventvélumiques (hexaédre ou tétraeBe)
et dans ce cas chaque élément posseéde trois iremnDonc, les formulations spécifiées a
cette méthode sont de type intégrale volumidqReur certainegéométries particulieresa
direction de I'aimantationans le dispositipeut étre connudinsi la formulation volumique
de la méthode MoM peut étre simplifiee en transtorml’intégrale volumique en une
intégrale surfacique ou intégrale linéair8Q|[ [31]. Le nombre d’inconnuesest alors
considérablement réduit.

En conséquence, il faut garder a l'esprit le faie e nombre d’inconnues est relatif a
'élément utilisé. A titre d’exemple : un élémeng darre posséde une inconn@ Rlors
gu’un élément surfacique a deux inconniBd ¢t un élément de volume en a trd@§)|

La technique de la méthode des moments MoM, apfdigudes problemes dans la théorie
électromagnétique, a été présentée par Harringtot967 B3] pour modéliser des régions
volumiques. Ensuite, cette méthode a été développe€hadebec pour prendre en compte
des régions surfaciques et linéiques.
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Le tableau (Tab. 1.1) résume les éléments utilipésir résoudre des problémes
magnétostatiques par cette méth@ig. |

Types de régions Auteurs Nombre d’'inconnues

R.F. Harrington 33
O. Chubar 85| 3 par élément
O. Chadebe{30]

Régions volumiques
ferromagnétiques

o _ O. Chadebef30]
Régions surfaciques

. K. Sugahara3g] [37] 2 par élément
ferromagnétiques
K. Urata 38|
Régions linéiques O. Chadebef30] o
" 1 par élément
ferromagnétiques K. Urata B9

Tab. 1.1 : Bibliographie sur les éléments utilisés pour résoudre des probléemes
magnétostatiques par MoM

1.5.2) Principe de la méthode des moments magnétiqu  es

La méthode des moments est une technique d’appraghérique qui permet de résoudre
efficacement le systéme d’équations intégralesedrahsformant en un systeme linéaire sous
forme matriciellé. Elle consiste & trouver I'aimantation magnétidﬁl@ar une collocation au
barycentre de chaque élément associée a des fmndgoforme d’ordr@. Cette approche tres
simple est fondée sur l'interaction a distanceayiste entre différents éléments magnétiques
placés a proximité (aimants, matériaux ferromaguoeés, courants, ...). Dans le présent
travail, nos exemples contiennent seulement deérraak ferromagnétiques et des courants.
Dans ce cas, le systeme linéaire lie le champ tedguldes courants aux composantes
discrétisées de ces aimantations par le biais d'umatrice d’interaction globale de la
méthode MoM ".

La taille de cette matrice est relative d’'un caténambre des éléments du maillageet
de l'autre c6té, au nombre d’inconnues dans cha&fgment. Autrement dit, la taille de la
matrice de la méthode des moments volumique$3@ét x 3N,). En revanche, la taille de
cette matrice deviefN, x 2N, ) lorsqu’il s’agit des formulations de type surfacg.

! Nous signalons au lecteur qu'il s'agit ici d'unévbe description de la méthode des moments. Lesiside cette méthode sont donnés
dans le chapitre suivant.
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1.5.3) Application de la méthode des moments

La premiére application de la méthode des équatiotégrales remonte au début des
années 1970, lorsque le code de GFUN a été déwel{gs®h. Ensuite plusieurs codes
académiques comme CALMAG32J], RADIA [35] [4]1] et LOCAPI [30] ont déja montré
la fiabilité de I'approche : 'aimantation est ctarste au barycentre de chaque élément. Ces
codes ont appliqué la méthode des moments magagfgosts pour résoudre deux genres des
problemes :

1- Probléme direct

Dans le probleme direct, nous déterminons des em(aimantatiorﬁ) d’abord, ensuite
nous calculons de l'effet (le champ magnéticglelp force BQ| [42],...).

Durant la thése, nous allons utiliser la méthode M@V pour calculer le champ
magneétique et I'énergie magnétostatique a partlad®nnaissance de I'aimantation. Comme
nos problémes sont portés sur ce genre des problémeas lui consacrons une grande section
de la these détaillée plus tafh@pitre . IlI).

2- Probléme inverse

Bien que, nous allons appliquer la méthode de Malvhuk la thése pour résoudre des
problemes directs, il ne faut pas renier les appbos intéressantes de la méthode de MoM
pour résoudre le probléme inverse comme par exempie plaque placée dans un champ
extérieur BO] [43] et l'identification de l'aimantation totale du niees [44] [45. Dans ces
applications laimantatioM a été déterminée en connaissant le champ mageétigsuré
sur un nombre limité de capteurs placés autourededispositifs. Les applications de cette
méthode ont donné des résultats encourageants ldarésolution de probléme inverse
magnétostatique. lls ajoutent un autre avantagéadméthode de MoM par rapport a la
méthode de MEF : elle est permet de faire la medttin numérique inverse de fagon plus
facile qu’avec la méthode traditionnelle MEF.

1.5.4) Avantages de la méthode des moments par rapp  ort aux
éléments finis

Dans cette section, nous résumons les avantagés méthode de MoM. Gréace a ses
avantages, cette méthode peut étre une alternatéressante a la méthode des éléments finis
classique MEF, citons :

- Seuls les matériaux actifs et les bobines ont bedd@itre maillés ce qui simplifie
grandement la description des géomeétries et plaspiéerement leur discrétisation.
Les systemes matriciels obtenus comportent donmsndiinconnues que leurs
homologues issus des éléments finis classiquego® peut conduire a des gains
notables en temps de calcul si les géométriesntesitaples.

-18 -
LAPLACE/ENSEEIHT-2014




81 : ETAT DE L’ART

- Il n'y a pas besoin de borner le domaine d’étude yree frontiére artificielle pour
imposer les conditions aux limites ce qui permet plus grande précision numérique
des calculs.

- les opérations algébriques peuvent étre appliquésystéme linéaire obtenu telle que
la multiplication et I'addition. Cette propriéténa cette méthode est plus pratique
dans les problémes qui requiérent le calcul d’'uasitppn du champ total dans le
probléme, par exemple les champs de courants deaklbude sources de fer induits et
de courant présentés peuvent étre tous calculépendammentl)].

- La discrétisation n'a pas nécessairement besoinedi@&onforme» comme le montre
la figure (Fig. 1.11. a), ce qui signifie que niparte quelle paire d’éléments adjacents
ne doit pas partager un nceud, une aréte ou unedmeme le montre la figure (Fig.
[.11. b) B7]. En principe des maillages non conformes ou mé&lee maillages
hybrides réalisés par 'assemblage des élémertigpds différents (tétraedres, prismes
triangulaires, des briques, des hexaédres, etevepe étre utilisés comme le montre la
figure (Fig. 1.11. b) 30].

h I[nCa3D

{s

(a) (b)
Fig. 1.11 : (a) Maillage obtenue par un logiciel utilisant la méthode de MEF. (b) Maillage non

conforme

- Dans certaines méthodes de résolution des probleameBnéaires comme la méthode
du point fixe, la matrice de coefficient ne charmes au cours de la procédure de
résolution itérative et n’a pas besoin d’'étre regidle a chaque itération.

- Cette méthode est plus facile a paralléligéf.[

- Elle est plus facile & appliquer pour la résolutibnprobléme inverse que la méthode
de MEF.

1.5.5) Inconvénients de la méthode des moments
La méthode de MoM présente moins d’intérét dansicecas :

- matériaux linéaires (la perméabilité du matériauireependante du champ).
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- les surfaces du domaine d’étude sont petites paoraau volume de ce domaine.

Dans ce cas, le calcul de I'intégrale dans le domae réduit a un calcul de I'intégrale sur
la surface du domaine. Donc, la méthode des éléniieng de frontiere peut étre utilisée, ce
qui simplifie le maillage et diminue considérablerie codt.

La méthode MoM, comme c’est le cas pour touteslges méthodes intégrales, conduit a
la résolution d’un systeme lin€aire plein (a cagdints tous non nuls). En effet, la méthode
des moments est une méthode a interactions totdtesjue élément du maillage interagit
avec tous les autres et sur lui-méme. La résolaetels systemes est tres colteuse en temps
de calcul et difficile & stocker dans la mémoirgevile I'ordinateur. Par exemplé7], un PC
standard er2012 est équipé d’une quantité de mémoire vive de teoke8 Go, ce qui limite
le nombre de degrés de liberté d’'un problen3®.800 (matrice pleine en double précision).
Les méthodes intégrales sont donc incapables & tié résoudre un probléme de complexité
industrielle qui comporte généralement un nombrdetgés de liberté de I'ordre d60.000,
ce qui nécessiterait alors une centaine de Go demom& vive. Pour cette raison, la
communauté basses fréquences s’est €loignée détleade de MoM dans les années 80-90
au profit des méthodes par éléments finis malgréd#lage de l'air.

Récemment, detechniques ont été développées pour aborder céepmelqui limite leur
utilisation a des géométries tres simpl€gs techniques sont présentées dans la section
suivante.

1.5.6) Méthodes de compression de matrice

Le principe de base de la plupart des méthodesodpression consiste a dissocier les
interactions proches des interactions lointainess linteractions lointaines peuvent étre
approximées sans introduire d’erreurs significais] [49]. Nous citons par exemple :

- Méthode multipolaire rapide (MMR) : elle procedd’&pansion de la fonction de
Green du systéme par une expansion multipolairgrdepement des sources voisines
permettant de les traiter comme une source uni@ime.traitant les interactions
différentement par la MMR, il n’est pas nécessdeestocker les éléments de matrices
correspondants, ce qui réduit beaucoup la quathtit@émoire nécessaire. Si la MMR
est appliquée de maniere hiérarchique, elle rélduicomplexité des produits de
matrices et de vecteurs dans un solveur itératlhdaisant passer d&(N?) a0(N)
ou O(NlogN) ou N le nombre des inconues. Cet outil a élargi le doena
d’application de la méthode des moments a de piaisdg problemes qu’auparavant.
Son algorithme est I'un des dix meilleurs algorigsduXX®™e siécle p(. Elle a été
utilisée pour résoudre des problémes magnétostatigon linéaireHll] , [52]. Par
ailleurs, cette méthode présente certaines ditésulen ce qui concerne la
parallélisation de I'algorithme et le préconditiemment du solveur. C’est une méthode
est tres utilisée dans beaucoup de domaines telfegqiomaine d’hautes fréquences et
le domaine d’hyperfréquencesy.
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- ACA (Adaptive Cross Approximation): elle compresks blocs d’interactions
lointaines en les représentant par un produit dex deatrices de rangs inférieus].
Elle a été appliquée avec succes aussi bien auxoned intégrales surfaciquess],
[56] que volumiquesd7]. Cette approche est moins intrusive dans le sodece, plus
facilement parallélisable et permet en outre destaime en méme temps un
préconditioneur38] [59].

1.6) Conclusion

Au niveau de ce chapitre introductif, nous avong tjabord présenté la problématique
magnétostatique concernant les problemes ouvertdigpositifs a grands entrefers. Pour
illustrer ces problemes, nous avons présenté deempes, le premier est 'antenne basse
fréequence représentant un exemple simple avec aurees pour mettre au point le code de
calcul, le deuxieme exemple est le PPS-Flex quir@stésentatif d’'un systeme a grand

entrefer.

Nous avons vu que la méthode de MEF, la plus ééligour la modélisation des structures
employées en électromagnétisme basses fréquenesspas préférable dans ces cas, parce
gu’elle a besoin de mailler I'air environnement theatériaux actifs.

Ensuite, la deuxiéme partie de ce chapitre a expaosthode des éléments de frontiere, la
méthode hybride élément finis-intégrale de froetiéet la meéthode des moments
magneétostatique comme des méthodes alternativeggoeédier a la difficulté de la méthode
MEF.

Enfin, la derniere partie de ce chapitre a été acnée a la méthode des moments qui est
une bonne alternative pour modéliser les deux disif® étudiés durant cette thése. Cette
partie a introduit le principe de la méthode MoMigy ses applications pour résoudre les
problémes directes et les problemes inverses. Coinmexiste pas de méthode universelle,
chacune des méthodes numériques présentées déagegaet des inconvénients propres aux
dispositifs selon le contexte, la nécessité,c...eés inconvénients de la méthode de MoM
sont également représentés. Son inconvénient paiest le fait qu’elle se caractérise par
une matrice dense et pleine, qui nécessite une ressipn par des méthodes comme la
meéthode de MMR et la méthode de ACA.
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Chapitre . IFORMULATION DES EQUATIONS
DU CHAMP MAGNETOSTATIQUE EN VUE DE

LA MODELISATION NUMERIQUE
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11.1) Introduction

Rappelons que les dispositifs que nous étudions daftte these, sont composés de
matériaux ferromagnétiques et de bobines alimemaedes courants constants. Dans ce cas,
les équations a résoudre sont les équations dea¢métostatique. Les problémes que nous
voulons résoudre concernent le calcul des chammgmdtigues produits par ces différentes
sources (Matériaux et bobines).

Dans la premiéere partie de ce chapitre, nous cormpomsn par définir le probleme
magneétostatique et les équations qui lui sont ass®cEnsuite, nous présentons les deux
principales formulations de la méthode intégraldunique. A travers l'une de ces
formulations, la formulation en potentiel scalamagnétique, nous exprimerons le champ
magnétique en fonction de l'aimantation qui serkcutée par la méthode des moments
volumiques.

11.2) Domaine d’étude

Considérons un domaine constitué d'un cotps ferromagnétique de perméabilité
magneétiqueur. Ce corps est entouré par un milieu amagnétigaie,dmbiantQ, comme le
montre la figure (Figll.1). L'inducteur est une bobine comportam{ spires parcourues,
chacune par un courafitimposé et constant. Dans les modéles numérigets, lmobine est
modélisée par un milieu homogéne parcouru par une densité de courgnt En statique,
nous négligeons les courants de Foucault et nqusosons que la densité de courant dans les
conducteurs est homogene. L’homogénéisation delénb consiste a ce que les amperes-
tours produits soient les mémes. Ains§gsest une section de la bobine, nous avons :

SS.]S = nsls ("1)

Dans un souci de simplification, nous considéroassdun premier temps que le cofps
est simplement connexe.

g’/'lo

Fig. 1.1 : Exemple d’un probléme magnétostatique
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Le domaine d’étude (voir (Fidl.1)) modélisant la situation typique en magnéibgtie est
donc formé :

- d’'un milieu ambiant?, de perméabilité magnétique egale a celle du vigle (

- de milieux magnétiquel, de perméabilité magnétiquex(.

- de milieux amagnétique8, de perméabilités magnétiques égaux a celle dwemili
ambiant, chacun étant parcouru par un courant &aisé& par un vecteur de densité de
courant donné.

Nous avons :
.Q == 'QO U 'QF U 'QS (II.Z)

Interfaces entre deux milieux de perméabilités nddignes différentes :

Il faut tenir compte des conditions de passageeed#tux milieux de perméabilités
différentes. Ces conditions concernent les intedadt,, entre les milieuxQ); et le milieu
ambiant(), :

ZFO = ‘QF N .Qo (113)

11.3) Equations du champ magnétostatigue

Les phénomeénes magnétostatiques sont régis paguasions de Maxwell suivantes :

{r—ofﬁ=g

. (11.4)
divB =0

Ces deux équations sont complétées par la relabostitutive des matériaux linéaires et
isotropes écrite sous la forme :

B=uH (IL.5)

Afin de résoudre les équations de Maxwell, il eétaessaire de donner la définition des
différents opérateurs différentiels utilisés enc&lmmagnétisme tel que le gradient, le
rotationnel et la divergence d’un vecteur. |l egalément nécessaire de connaitre quelques
formules importantes (Annexa.q)).

Conditions de passage :

Sur la surface qui sépare deux milieux magnétigieeperméabilités différentes, et en
'absence de courants de surface, la composanteat®idu champ magnétiqﬁeainsi qgue la
composante tangentielle du champ d’excitation mtixg;méﬁ doivent étre continue$() :
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{(B—O)—E;).n—m’ =0 sur X

- — - 1.6
n—FO)X(HO_HF)=O SuTZFO ( )

ol ny, est le vecteur unité normal a la surface de séparadirigé du milieu(F) vers le

milieu(0), (F) et(0) étant les indices spécifiant le milieu dans ledeglchamps ou H sont
définis, tel gu'’il est illustré par la figure (Fif.1) représentant un cas magnétostatique.

Les équations (I1.4) a (11.6) sont résumées dariableau (Tab. Il.1). Compte tenu du fait
gue le domaine détude est fait de milieux de paiiges difféerentes, elles sont
habituellement résolues par la méthode numérigassicjue : la méthode des éléments finis
(MEF). La littérature concernant cette méthodedrestabondantes]l], c’est pourquoi nous ne
nous attarderons pas sur sa formulation. En revareb caractéristiques de la méthode MEF
ont été étudiées avec soin dans le premier chapagpelons que cette méthode présente des
inconvénients dans les problémes ouverts ou a gratidfer car cela nécessite de mailler un
grand volume d’air. On utilise alors une formulatiintégrale de type surfacique ou
volumique qui est une bonne alternative.

Champs inconnus B, H
Champs sources 7
Relations constitutives des milieux B = uﬁ
Equations de Maxwell mtlj, =J
divB =
Conditions de passage sur (Bo — B )-Tipg = 0
Zro Tigo X (Ho — Hp) = 0
Condition aux limites B s'annule a l'nfini

Tab. 1.1 : Les équations associées au probléme magnétostatique (Fig. 11.1)

Le principe des formulations intégrales de volurne gous allons utiliser repose sur la
possibilité de remplacer les matériaux magnétiquasun milieu amagnétique auquel nous
ajoutons des sources magnétiques induites appsti?eses magnétiques équivalentes. |l
existe plusieurs manieres d'introduire ces soulcesites ou équivalentes. Nous allons
présenter les deux principales approches qui ssmilus utilisées :

— Une premiere approche conduisant a considérer d&sibdtions de courants
équivalents.

— Une deuxieme approche conduisant a considérer dssbdtions de charges
équivalentes.
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Ces approches conduisent donc a un probleme matgiégoe ou il N’y a qu’un seul milieu
de perméabilité égale a celle du vide contenaféreifites sources, réelles ou équivalentes. Il
existe plusieurs formulations possibles applicableeur calculer les champs
électromagnétiques, mais les plus utilisées sanpdéentiels scalaire et vecteur.

11.4) Eormulation en potentiel dans les problemes
magnétostatigues

[1.4.1) Formulation en potentiel vecteur magnétique

L’élimination de B et H dans les relations du tableau (Tébl) donne la formulation
magneétostatique en potentiel vecteur magnétiqueeunet de simplifier ces équations.

11.4.1.1) Approche classique

Du fait que le champ magnétique est a flux consiénsa divergence est nulle. Il existe
alors un champ appelé potentiel vecteur magnétejupie :

B =7otA (1.7)

En utilisant le théoreme d’Ampére et la loi congtite des matériaux, nous avons :

_— mx‘f -

L’équation précédente ne définit pas le champ derpiel vecteur de maniere unique. Pour se
faire, nous ajoutons une jauge et nous prenongagéngent la jauge de Coulomb :

divA =0 (1L9)

Conditions de passage :

Sur les interfacesy,, il faut imposer respectivement la continuitéRjeet la continuité de
H; :

Tirg.TOL Ap = Tipg. 70t Ag sur Xgo

_ TotAr __ TotA, I1.10

nFO A F = TlFO A 0 sur ZFO ( )
F HUo

Dans ce modele, les conditions aux limites doiymnter sur le potentiel vecteur. celui-cCi
s’annule a l'infini B2]. Dans cette formulation, nous devons détermings tinconnues en

chaque point, les composantes dg Ay et A, de A. Dans les problemes tridimensionnels,
cela conduit a traiter des systemes linéairesvtssenineux, donc colteux a résoudre.
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Les équations de (I11.7) a (I1.10) représentestdgquations d’'un champ de vecteur (Tab.
[1.2). Elles sont résolues actuellement dans degciels de calcul de champ en 3D par la

méthode des éléments finis d’aréte.
_ A
Champs inconnus o s
B =rotA
Champs sources ]
__t, mx‘f -
Equations N\ T
divA =0
y Tipo. 7Ot Ap = Tipg. 70t Ag
Conditions de passage sur — —
__, TotAp rot 4y
Zro Mo A = Npo A
Ho
A s'annule a linfini

Condition aux limites
Tab. 11.2 : Formulation en potentiel vecteur du probléme magnétostatique

11.4.1.2) Approche par la méthode des courants équi  valents
Pour un milieu magnétique, le champ d'excitationgnéique H est lié¢ au champ

magnétique§ a travers I'aimantation du milieu matériel pardéation suivanteg3] :
(11.11)

B = uo(H + )

(11.12)

Autrement dit :
— § —
H=—-M
Ho
En appliguant le rotationnel a la relatidh12) et en substituant la premiére équationité)(
dans la formule obtenue, nous pouvons écrire :
_ B
rotH = rot e rot M =jg (IL.13)
0

Le champ§ peut étre calculé en résolvant les équations dmdgnétostatique que nous

écrirons comme Ssuit :
E _ — M)
rot Il_o =Js t+rot (11.14)
divB = 0
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En substituant la loi de comportement du matérbkii2) dans la deuxiéme relation de (l1.6)),
les conditions de passage (I1.6) peuvent étreitéécomme suit :

{(_B;—E;)-n_)m= 0 sur Zpo

B B -
Npo X <<—) - <—— M) ) =0 surlp (IL.15)
\ Ho/y \Ho F

La relation précédente peut s’écrire :

((Bo — Br).Tirg = 0 sur Xro

B B _ .
e x ((_) _ <_) )= Wi x 7 sur Zro (11.16)
Ho/, Ho/

dans la figure (Fig. 11.2. a) et le tableau (T#B.b) résume les équations (11.14) et (11.16)
associées a l'approche par les courants équivatemtene le montre la figure (Fig. 11.2. b).
D’aprés le tableau (Tab. 11.3.b), nous déduisone qotre probléme revient a calculer le
champ magnétique créé par trois distributions deartd dans un milieu de perméabilitg :

Kn=Mx% sur Zp (11.17)

{]TJ=W)7:’IW dans Qp
Is dans (1

n
K_=Mxi
3, =0xM K;ﬂ i

QO ! luo Qo ' ,uo
() (b)

Fig. 11.2 : (a) Probléme magnétostatique. (b) Approche par courants équivalents
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Champs
inconnus
ol
us]
Champs
inconnus
Lol

Champs sources
~
Champs sources
(réels ou
équivalents)

Equations
de Maxwell
o
<
S
|
Equations
=
o

(Bo = Br).Ttgg = 0

- —

<((),~ (), )= =
n — —— = n
Fo Ho/, Ho/ Fo

Conditions de
passage Supq
S
a
X
Pay
&l 5|
|
T
L3
N—r
|
o
Conditions de
passage Supq

B s’annule a l'infini B s’annule a l'infini

Conditions aux
limites
Conditions aux
limites

(a) (b)
Tab. 11.3 : (a) : Les équations associées au probléme magnétostatique, (b) : Les équations
obtenues

Le champME créé par chacune des sources peut étre calcudééségnt par la loi de Biot et
0

Savart. Les équations du tableau (Tab. II.2.bhtétaanifestement linéaires, nous pourrons

alors appliquer le théoreme de superposition :

—( )= 4rT J,U . |>;P(iPrN|7;N) f_UQF]m;;(ipr;gN) an

K X (rp —Ty)
JL [T — 713 Tomp

ou N est le point courant d’'intégratio®, est le point de calcuk;, le vecteurOP etry le

(1L18)

vecteurON comme le montre la figure (Fig. 11.3).
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Fig. 1.3 : Notations

Le champ magnétique da a I'aimantation induite damailieu magnétique est donc donné
par la relation :

(P)—#O fﬂrotw M(N) X (15 — 1) Q_l_&f (M(N) X %) X (Tp — T)

ar 11.19
|7"P—7’1v|3 |7"P—7'N|3 ro ( )

ZFo

Ce champ magnétique se dérive du potentiel vecteur

Z;(P) B ﬂ M(N) X n Ilo ﬂf roty M(N) (11.20)

[7p — [7p — 7l

La premiére intégrale de I'équatioh.20) peut étre transformée en une intégrale vajuen
(Annexe @A.2)), donc nous pouvons récrifg20) comme suit :

M(N) rotNM(N)
m( )= __-Uf rotw <|7'P - TN|> .Uf [7p — TN| (IL.21)
Or nous avons l'identité :

rot(fb) = (gradf) x b + frotb (11.22)

Donc, a l'aide dell(.22) et avedf = —~_ larelation (1.21) devient :
[Tp—TnN|

(11.23)
m(P)——fﬂM(N)xgrale ld
Cette équation peut étre réécrite de la maniexaste p4], [65 :
e _ Ho ([ MQN) x (7 —7y)
An(P) = Eﬂf T an (11.24)
2F

-130 -
LAPLACE/ENSEEIHT-2014




82 : FORMULATION DES EQUATIONS DU CHAMP MAGNETOSTATIQUE

Soit la notation suivante :

r=|rp -1yl = \/(xp —xn)2+ (p —yn)% + (zp — 2y)? (I1.25)

Donc, la relation (111.59) peut étre réécrite :

A (P )——WMM (11.26)

Le but de I'écriture du potentiel vecteur magné&iqa—g sous la forme précédente est
I'obtention de la deuxieme expression du champ migue produit par I'aimantation induite
dans le milieu magnétique.

En prenant le rotationnel de (11.26), nous pouvibosver :

B, (P )—ﬂ rotﬂfor (11.27)

Lorsque le pointP est a l'extérieur du milieu magnétiques, cette relation conduit a
I'expression suivante d&,, (Annexe A.3)) :

Bp(P) = —— f f f (M. grad)— an (11.28)

L’équation (1.28) peut étre réécrite sous une autre forme certiexplique I'annexe (A.4)

[64] :
— 3(M.# 1
B (P) =Z_;W< (rST)F—r—3M>d!2 (11.29)
OF

Nous avons donc deux expressions possibles (1e19)1.29) pour le champ magnétique
produit par I'aimantation induite dans le milieugnatique.

Remarque: Dans un milieu uniformément aimanté comme le tngola figure (Fig. 11.4), on
peut facilement se convaincre que la présence denemts magnétiques identiques
(raimantation est uniforme) dans la matiere vae éfquivalente, sur le plan des effets
produits, a un courant surfacique qui circulaitaasurface de séparation entre le milieu
magneétique et le milieu extérieur. Dans ce casgiffaut pas prendre en compte l'effet de
courants volumiques dans la matiere.
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/\+/\+/\VII\V
Aimantation

< A Y uniforme
A + A + A + A +

Fig. 1.4 : Une aimantation uniforme en surface des charges d’aimantation

[1.4.2) Formulation en potentiel scalaire magnétiqu e
[1.4.2.1) Approche classique

Dans cette formulation, le champ d’excitation magpue est décomposé en deux champs,
le champ d’excitation magnétique di au courant dam®bine seule appelé le champ source
et le champ d’excitation magnétique induit :

- -

H=H +H, (11.30)

ou 175 est le champ de la sourceﬁe,;l est le champ induit. Les rotationnels de ces clsamp
sont égaause :

{r_oms =J (11.31)
r0tH, =0

Le champ créé par la bobine dans le vide et emnabsde matiere aimantée en tout point
de I'espace est donné par la loi de Biot et Sa¥aB2). Le vecteur’ est le vecteur unitaire

pointant de I'élément volumiqué? € £, ot/ est non nul au point du calcRl

L1 (((Jx7?
oL ([ am
Q;

La deuxieme équation de (11.31) permet d’introdui potentiel scalaire magnétiqug,
réduit :

ﬁm = —grade, (11.33)

En substituant (11.30) dans (11.5) et en utilisda deuxieme équation de (11.4) ainsi que la
relation (11.33), nous obtenons :

div(u(gradey,)) = div(uH,) (1L.34)
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La possibilité d'utiliser un potentiel scalaire dertette formulation particulierement
adaptée aux études tridimensionnelles, car elleitrézl probleme par rapport au cas ou une
inconnue vectorielle est nécessaire (trois incosma point). En trois dimensions, quand il
est applicable, nous la préférons donc a la fortimmavectorielle que nous avons définie
avant dans le paragraphe (11.4.1.1).

Y

Ce modele magnétostatique scalaire a potentielitréeit extrémement intéressant,
puisqu’il permet de rendre compte des problemes auvarces extérieurs ou bien intérieurs,
aimants ou courant§?].

Conditions de passage :

Sur les interfacesr,, nous avons :

s A (= graden,), = 7irg A (= graden), sur Zro

s — —— e — I1.35
Ngo- (HS - gradgom)F = Npp- (HS - gradfpm)o sur Xgg ( )

Les équations ddl(30) a (1.35) représentent les équations d’'un champ diiseaElles sont
résolues actuellement dans les logiciels de caleuthamp 3D par la méthode des éléments
finis nodaux.

11.4.2.2) Approche par la méthode des charges équiv  alentes

En prenant la divergence de la relation (1l.11) décrit la réaction des matériaux

magnétiques, et en tenant compte du fait que Imphaagnétiqu§ est a flux conservatif,
nous obtenons :

div(H+M) =0 (11.36)
Le champ d’excitation magnétiqlb_é obéit donc aux relations :

{d’”H_i_d‘]’M (1137)
rotH =]

Pour le comportement du champ a la traveisge= Qr N Q, :

(H ATigg),, = (H ATigg),
(11.38)

Le tableau (Tab. 1l.4.a) résume les équationscéss® au probleme magnétostatique illustré
dans la figure (Fig. 11.2. a) et le tableau (THlL.b) résume les équations (11.37) et (11.38).
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, ”OH

Champs
inconnus
Lol
i)
Champ
inconnus
|

Pm = —div(ﬁ)

O-m = M.nFO

Champs sources
~
Champs sources
(réels ou
equivalents)

rotH=]

Sy
|

=

o

=

s

+

=
Equations

divH = Pm

Equations de
Maxwell

(H A7igg), — (H ATig), = O

(H.775), — (H.775),, = om

(Bo — Br).tpg = 0

g % (g — ) =0

Conditions de
passage SUZgq
Conditions de
passage SUZgq

B s’annule a l'infini H s’annule a linfini

Conditions
aux limites
Conditions
aux limites

@) (b)

Tab. 1.4 : (a) Les équations du probléme magnétostatique (b) : Les équations obtenues

D’aprés le tableau (Tab. 1l.4.b), nous déduisouns gotre probléme revient a calculer le
champ magnétique crée par trois distributions deces dans un milieu homogene. Une de
ces sources est la distribution de courant initial.champ produit par cette distribution est
calculé par la loi de Biot et Savart et les chames deux autres distributions peuvent étre
calculés a I'aide d’'une analogie avec I'électragtat comme détaillée ci-dessous.

Le champ électrostatique produit par une distrdutde charge volumique et une
distribution de charge surfacique dans un milieu homogene de permittivitg obéit aux
equations de Maxwell suivanteq [

dans (2 (11.39)

Nous avons les conditions de passage :
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sur’X (11.40)

{ firo X (Bg —Er) = 0

(SO E.ﬁ))o - (SO E').'h-))p =0

A partir de la formule de Coulomb, le champ élegte est donné par la relation :

E(P) = o ﬂf— dn +ff—.?d2 (11.41)

En comparant les équatioris39) et (1.40) aux équations du tableau (Ta&b4.b), les deux
autres distributions du probléme équivalent peuvatrg assimilées a des distributions de
charges magnétiques :

{pm =—divM dans Q. (11.42)

ey Y
om =M.n sur JXgg

D’aprés notre analogie électrostatique, ces desixilgutions de charge produisent un champ
d’excitation magnétiquE,Z donnée par I'expression coulombienne :

(P) =ﬁ IHM a0 +ﬂ M(ﬁ?'ﬁ_ms (11.43)
O S

En résumé, nous pouvons remplacer le matériau rtiggeé dans le probleme
magneétostatique général (Fig. 11.5.a) par un mikenagnétique auquel on ajoute des sources
magnétiques équivalentés,,, a,,,) (Fig. 11.5.b).

(@) (b)
Fig. IL.5 : (a) Probleme magnétostatique. (b) Approche par aimantation induite en considérant
des distributions de charges volumiques et surfaciques

-35-
LAPLACE/ENSEEIHT-2014




82 : FORMULATION DES EQUATIONS DU CHAMP MAGNETOSTATIQUE

Le champm dérive du potentiel scalaire magnétique, ce pmteast calculé par cette
équation :

om (P )——fﬂ —divM Q+%ﬂ@d5 (11.44)
S

Nous pourrons réécrire I'expressionglg sous la forme suivante (voir 'annexe (A.5)) :

M.7

1
om(P) = 7 (1L45)

A partir de la relation précédente, nous pourroéduite les autres expressionslﬁ,g en
prenant le gradient du potentiel scalaire magnétiqu

Hn(P) = —grade,,(P) (11.46)

Lorsque le poin®® est a I'extérieur du milieu magnétique, le chargxcitation magnétique
H,, peut étre calculé par la relation suivante (Ann@xe)) :

_ 1]] (. grad F a0 .47
s .gra )r3 (11.47)
OF

Nous avons réécrit cette intégrale sous la formmméke (A.4)) :

| 3(M.7), 1
Hm=Eﬂf T —— M )do, (11.48)
QF

En substituant (11.48) dans la relation (Il.3@)ee utilisant la loi du matériau, nous obtenons
une relation prenant 'aimantation comme inconnue :

vl (- )

Pour déterminer I'aimantation induilé, des méthodes numeriques particulieres peuveat étr
utilisées a cet effet?], telles que la méthode des moments magnétigpgs [[30]. C’est
I'objet du chapitre suivant qui traite la partierfiulation magnétique de cette méthode et qui

nous permet d’obtenir la valeur de I'aimantatidn
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11.5) Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord présdas généralités sur le probleme
magnétostatique et ses équations. Comme nous wldgnrésoudre par la méthode des
moments de type intégrale volumique, il était néage de définir les principales approches
de la méthode intégrale de volume qui conduisamt probléme magnétostatique ou il N’y a
qu’un seul milieu de perméabilité égal a celle @lecontenant différentes sources. A travers
'une de ces approches, en particulier I'approche l|p méthode des charges équivalentes,
nous avons mis en place une expression qui neeorgue de I'aimantation. Le calcul de
cette aimantation par la méthode des moments esémat Idu chapitre suivant.
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[11.1) Introduction

Au cours de ce chapitre, nous développons l'apmophr distributions de charges
equivalentes (formulation en potentiel scalaire nédigiue). En effet, une démarche analogue
peut étre développée pour I'approche par distrdmstide courants équivalents (formulation en
potentiel vecteur magnétiquey.

Afin de calculer le champ magnétigue en un pd@inuelconque, I'aimantation induite
M(N) doit &tre connue en chaque pdintiu milieu magnétique.

Une premiére partie est dédiée au calcul de I'afatmm M induite dans le milieu
magneétique par la méthode des momeB@. [Pour cet objectif, le milieu magnétique est
discrétisé en éléments « hexaédriques », a I'edérde chacun desquels est localisée une

aimantation induiteM qui est considérée comme uniforme. Chacune deseinteragit
avec toutes les autres. Puis, en utilisant le grncde superposition, nous prendrons en
compte I'ensemble des phénoménes, cela conduitefiremt & la résolution du systéme
linéaire.

Au cours de la deuxieme partie, nous décrivonsnaéthodes permettant de résoudre ce
systeme en tenant compte de la nature des matéauidisés (linéaire ou non linéaire). La
résolution du systéme permet alors de détermireecéenposantes de I'aimantation induite
dans chaque hexaedre.

Enfin, dans la derniére partie de ce chapitre, sapnéoir calculé I'aimantation par la
méthode de MoM, nous allons présenter les relatqpnspermettent de calculer le champ
magneétique et I'énergie magnétostatique a partoetke aimantation.

I11.2) Discrétisation du milieu magnétique

Afin d'établir la formulation matricielle, le milie magnétique est divisé &), éléments
hexaédriques, a l'intérieur de chacun desquellmeslisée une source simple « aimantation ».
Nous supposons que cette aimantation est unifddaes la maillé/; (I indique le numéro de
la maille), I'aimantation en chaque poiptde la maille est donnée par :

M©Q) =M (1IL.1)

Un exemple de la discrétisation est représentiadigure (Fig. I1l.1).
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Fig. .1 : Division du volume magnétisé en 4 mailles parallélépipédiques. L’aimantation dans
chaque maille est uniforme

111.3) Champ d’excitation magnétigue au centre d’'une mait

Dans la suite, le champ magnétique induit au cetitnee mailleV; d0 a laimantatiorM!

d’une mailleV; est noté, ..

Sil # ], a partir de la relatiorll(48), ce champ d’excitation magnétique, peut ékprimé
comme suit :

RI] MJ o Vil
m 471_[[[ (RIJ)S R (RIT)? av (111.2)

ol RY est le vecteur reliant un poit de la mailleV; au centre de la maillg, comme le
montre la figure (Figlll.2).

Sil =], cette expression présente une singularité. Damtss, puisquﬁ est uniforme a
I'intérieur de la mailleV;, I'expression I(.43) peut étre transformée en une intégrale

surfacique sur la surface exterSedu volume dé/, cardiv M =0, donc, nous avons :

M’ nSI
rln = ﬂ R”)3 R" ds (1I1.3)

oun’r est la normale extérieure a la surfage

Le champ d’excitation magnétiq@ au centre d’'une maille donn&g est égal a la somme

des champs d’excitation dus a sa propre magnéﬂisﬁf etala magnétisatiow de toutes
les autres mailles :
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Ne

—_— —_ _I_’

Hj, = Hj + z H (111.4)
=

J#I

111.4) Décomposition sur une base orthonormeée

En utilisant une base orthonormée;, e,, e;), I'aimantation M/, la normalens: et le
vecteur de positioR!J peuvent étre décomposés en leurs composantesettmbase :

3

M = M]e;
k=1
_, 3
{RU = z RJe; (11L.5)
k=1
_ 3
\nSI = 2 nkléz
k=1

Ainsi que le champ d’excitation magnétique induit :

3
HI = Z HL & (11L6)
k=1
Selon I'écriture précédente, la relation (I1l.2csit :
I 11 1]
Hyie = Hinge +z, 1 Hom (111.7)
J#I

La relation (lll.7) est composée de deux termés.sbnt calculés par deux relations

différentes, le premier terme de (lll.7) sera abdcpar la relation représentée par 'intégrale
surfacique (lI.3) et le deuxieme terme de ()lIséra calculé par la relation représentée par
l'intégrale volumique (111.2). Nous allons discutde chacun d’eux plus en détail dans la suite.

111.5) Intégrale volumigue sous forme matricielle

En ce qui concerne (III.7H,’,,{k est lak®™¢ composante du vecteHrf,{ . De (lll.2), nous

pouvons écrire :
RU M] 1j M,{
ﬂf UL Rk ~ (Y (11L.8)

En développant I'équation (111.8), nous avonsdenie matricielle suivante :
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1] 1] 1] 1] ]

Hpq Fi Kz B3| (M
I\ _ | gl 1] 1j ]

H,, =K1 E; E3[{M; (111.9)
1] 1] 1] 1j J

Hps 1 Fp E3]\Mg

Pourk # L, F,] est donné par lintégral :

F = SRR
- 3R (11.10)

Et les composantes diagonales sont données :

=gl |

(R”) 1
RI])S (R”)3

]dV (111.11)

Fig. lIL.2 : Le champ d’excitation magnétique HTI,{ dans un élément I due a I'aimantation M/ dans
un élément/

Nous décrivons ici la technique d’approximation pement finis isoparamétriques pour
le calcul des intégrales.

> Transformation géométrique

La transformation géométrique permet de relier aimtpde I'élément physique a un point
de I'élément de référence comme le montre la figkig. 111.3).
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Transformation
géomeétrique

Elément du référence Elément physique

Fig. 1113 : Elément hexaédrique linéaire (Ng)

Soientx;, y; et z; les coordonnés des nceuds de I'élément physigeechc@donnés d’un
point (x,y, z) de I'élément physique image d’'un po{§tn, {) de I'élément de référence sont
donnés parl?] :

Ng

X(E, n, () = Z Ni(f; n, ()xi
i=1

Ng

yEND = D NEm Oy, (1.12)
i=1

Ng

Z(E} n, () = Z Ni(f; n, ()Zi
i=1

ouN;(¢,n,¢) sont les fonctions d'interpolation Bj, est le nombre de points de nceuds.

Pour un élément isoparameétrique, on définit un nende nceuds égal &,. Pour des
éléments hexaédriques, on peut prendre des élénrefitgaires. Le tableau (Tab. 1l11.1)
définit les coordonnés des nceuds de référenceuypo@liément tri-linéaire.

-43 -
LAPLACE/ENSEEIHT-2014




8 3 : FORMULATION MATRICIELLE DE LA METHODE DES MOMENTS

Coordonnées
$i n; (i
n, -1 -1 -1
n, +1 -1 1
w ns +1 +1 -1
S ny -1 +1 -1
8 ng 1 1 +1
e +1 -1 +1
n, +1 +1 +1
ng -1 +1 +1

Tab. ll1.1 : Coordonnées des nceuds de I'élément de référence (voir (Fig. 111.3) )

Les fonctions d’interpolation de chaque nceud sloms §12] :

1 1
MEnD=50-H0-MA=-0O N@End=50+HA-mMA=-0)
1 1
Ns(@n ) =g@+HA+mMA -0 NG =g@=-HA+mMA =)

1 1 (111.13)
N5 )=5gA-HA-mMA+) N1 =50 +HA-mMA+
1 1
Ces huit formules peuvent étre réesumées en une sgpiession :
1
Ni(§n ) = 5(1 + &8+ +{4) (111.14)

ou (&, m;, ¢ = +1) représentent les coordonnées @f noeud de référence comme le montre
le tableau (Tab. 111.1)).

> Matrice jacobienne

La matrice jacobiennfd] relie les différentiels déx,y, z) a ceux dé€é,n,{) :

(0x 0y 0z
P
_0(x,y,z) |0x Oy 0z
S aEm) |on an oy
dx dy 0z
FISTaNd

Ul (111.15)

En substituant (111.12) dans (111.15), nous olues :
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- N, N N
AN, % AN, % AN,
57 Xi Sz Vi 37 Zi
i=1 % i=1 % i=1 %
Ng Ng Ng
dN; JdN; JdN;
p1=1y 2, iy el 19 (11.16)
i=1 aT] i=1 aT] i=1 aT]
N N N
AN, % AN, % AN,
=7 Xi =7 Vi =7 Zi
li=1 9% i=1 9% i=1 9%

La relation (111.16) peut étre exprimée par le gquit de deux matrices, la premiére ne
contenant que les dérivées et la seconde ne comteng les coordonnées des points
géomeétriques :

[ON; 0N, 0Ny,
51 S S 3 [il 51 51]
dN, @N. oN 2 sz
== == . . . .| (111.17)
an o on |l . . .|
N, 0N, 0N, lxNg Yng ZNgJ
[o¢ a7 o |

L’avantage de cette écriture est que seule la éexximatrice change d’'un élément a un
autre. La premiere matrice peut étre calculéedawint a partir des équations (111.13).

La relation qui nous permet de transformer unegmaté sur I'élément physique en une
intégrale sur une géométrie simple est alors heasite :

+1 +1 +1

W fCoy,2)dxdydz = f J J f & m,O)ldet J(§,n,$)ldSdndS (11.18)

-1 -1 -1

Le calcul des intégrales volumiques dans la rafa(itl.18) se fait a I'aide de formules
telles que les quadratures de Gauss, car ces nestluitisent un nombre minimal de points
pour atteindre le niveau de précision souhaitédtumaine de l'intégration de cette méthode
est traditionnellement pris comme1, 1]3.

Pour les volumes, l'intégrale triple est transfoeneé une triple sommation, comme :

+1 +1 +1 G, NG, MG,
f f f f &, )dédndg -Zzzwrwswtf(s‘r.ns.m (111.19)
-1 -1 -1 r=1s5=1t=

ou (¢,,ms ) et (w,, ws,w;) sont respectivement les coordonnées et les pdiaé&ades
points d'intégration de Gauss dont les nombmgs ng_ et ng. Nous allons utiliser la

méthode la plus couramment connue qui est cellGaless-Legendre. Les points de Gauss
sont alors les racines des polynémes de Legefé}e |

La relation (I11.18) peut alors réécrire comme :
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+1 +1 +1

jj foydndydz= [ [ [ £ &noldecsenoldsdnag
-1 -1 (111.20)

nGr nGS Tth

z z Z wweweldet J(&r, s, COlf (&r 750 Ce)

r=1s=1t=

Nous avons mentionné que nous allons appliquer éghode des moments a deux
dispositifs : une antenne basse fréquence et leHRXS Les éléments utilisés pour faire le
maillage dans les deux exemples ne sont pas idestigDans le PPS-Flex, les éléments
utilisés sont de forme hexaédrique irrégulieredans I'antenne basse fréquence, ils ont de
forme hexaédrique réguliére. Donc, les relatidislQ) et (I1l.11) s’écrivent selon la forme
d’élement. Dans la suite, nous allons discuteratigenéral (Hexaédre irrégulier), puis, nous
préciserons le cas du cube.

Hexaedre irrégulier

Supposons un élément défini par les huit noaygds,, .., n

En appliguant les fonctions de transformation gédamé aux coordonnées locales pour
chaque élément, I'équation (111.10) devient :

L ROGmDRIG )
~am I11.21
4”.[;1L1L13 (RU)S |det](€'n'()|d§d7]d( ( )

Et les composantes diagonales calculées par koreldll.11) deviennent :

RY = [(R] - RD? + (R — REY? + (R) — RY? (1123)

Etendons (I11.23) en une forme d’intégration is@paétriques, de sorte que :

RY(E,n, Q) =

(111.24
)

Ng=8 Ng=8 Ng=8

(D M Dm = RD?+ (. NiEm Onig = RD? + () Ni§m, Omis = RD?
i=1 i=1 i=1

ou :n;q, n;, etn;; représentent les coordonnées cartésiennes dumceud
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Dans notre code, le calcul €&, n,{)| dans les relations (111.21) et (l1l.22) est fpér la
relation (I11.17) tandis que la premiere matrice abtte relation peut étre calculée facilement
en dérivant les relations (111.13).

En appliquant la méthode de Gauss, nous pouvor@irgdes équations (I11.21) et
(11.22) comme suit :

NGr Ngs NGt

R T 'S R TS
=LY R Crne D RIG ) 14 s et (1125)

r=1s=1t=1 R”(fr'ns: Zt))
Fl =
kk —
2
Ngr Ngs NGt U(frr 775' (t)) 1 (111.26)
= WWAE | 1det 16 ms, cOwowsw,

r=1s=1t=1 (R”(fr.ns,it)) (R”(fr'ns»(t))

Hexaedre réqulier

Il'y a deux méthodes de calcul des coefficidi’;l{sréprésentés par les relations (111.10) et
(I1.11) en tenant compte de I'hexaedre réguliea. premiere méthode est la résolution
numerique qui constitue a simplifier les relatighis10) et (111.11) en prenant en compte le
cas particulier (hexaédre régulier). La deuxiémehoue concerne la résolution analytique
étudiée dans les référenc8§][[40].

1¢7¢ cas : Solution numérique

Considérons un cube dont les coordonnées des nseuoiddonnées dans le tableau suivant
(Tab. 111.2).

Coordonnées

n;; n;; n;3

ny a c e

n, b c e

" nsz a d e
% ny b d e
> ns a c f
Ng b C f

ny a d f

ng b d f

Tab. l11.2 : Coordonnées des coins hexaédres (voir (Fig. [11.3))

En substituant les coordonnées des nceuds daratlanélll.12), nous obtenons :
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Ng
b— b
RO = Y Tun Ong =2+
] < d—c d+c
Ry(n) = z Ti(§,m, Onip = — 1 + > (111.27)
i=1
IR f-e, fte
RIQ) = ) TiEm Onig = ——¢ +1—
i=1

En substituant la relation (111.27) dans (lll.15pus obtenons :

=039 )

Dans ce cas le déterminant jacobien est constard.dépend pas des points de Gauss comme
le cas d’élément hexaédre irrégulier. Donc, leatiats (I11.10) et (Ill.11) peuvent s’écrire
comme suit :

NGr Ngs NGt

(fr;fls: {t)- R (fr;fls: {t)
——Idet(l)l E E E R Wy WsW (111.29)
r=1s=1t= R”(fr:ns:(t)) t

nGr TLGS nGt

Rl 2
=— IdetU)l z Z z R 6m 50) ! wwew,  (I1130)

r=1s=1t=1 (R”(fr:ns:(t)) (R”(fr:ns:(t))

RY

= \]((bz;astr + b%) RI)Z + ((uns + d%) - R + ((f;{t +fL) RLy? (111.31)

2
Au final, nous obtenons des relations plus simglesles relations de I’hexaedre irrégulier.

- 2%me cas : Solution analytique

Nous rappelons rapidement les relations analytigiéesites dans les référencdg)[[35]
pour calculerF}/ et F.J pour un volume d’un parallélépipéde rectangle desodimensions

wq, W, etwy !

1 2 2 2 1/2 (_1)r+s+t
2 2 2 2
F,ﬁ{:Ezn[l || || HRQ{ + (R +RY+RYT) ] ] (111.32)
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2 2 2
1 2 2 2y (=1/2)
Fi = EZ z Z( 1)+ttt gretg [(R” ) RYR] (R{{ +R)"+R] ) ] (111.33)

r=1s=1t=1

Avec :

RY =RI-R/Fwy/2,RY  =R,—R]Fw,/2,R}

l1y=12

=R,-RIFws/2  (1134)

25=12 3t=12

ol :R{,3, R{,2,3 : représentent respectivement les coordonnés dgsedres des volumés
etv,.

Les relations obtenues soit par la méthode numeér{gul.29), (I11.30)) ou soit par la
méthode analytique ((111.32), (I11.33)) sont désples sommations ou multiplications. Il
apparait alors clairement que la méthode analytagiglus rapide que la méthode numérique
lors que cette derniére utilise un nombre de paiBgration supérieur

Dans I'antenne basse fréquence, nous utiliserossllgion analytique comme référence
lors de la comparaison avec les résultats calp#ésge la méthode des moments.

111.6) Intégrale surfacigue sous forme matricielle

Dans la relation (III.7)4!!, est lak®™¢ composante du vecteuH—,’,,{ . De (ll.3), nous
pouvons écrire :

M’ nSI 10
HY, = P ff NI R ds (I11.35)

ou RIQ est le vecteur reliant un poi@tsur la surface; et le centre du blog; .

En prenant en compte les relations (111.5) eLg)l le développement de I'équation (I11.35)
conduit a une forme matricielle :

Hpi) [Fii Fl3 Fi3](M{
Hyp o= |Fi Fih Fb|{M; (11.36)
Hyis F3i F3p F3i]\Mj

Fia = 4nZUf (RIQ)3 IQdS] (111.37)

Dans le cube, cette relation peut prendre une sgfnme plus simple. Pour cela, nous
procédons de la maniere suivante :

Comme le montre la figure (Fig. lll.4), la surfage dans la relation (Ill.37) peut étre
décomposée en six surfaces telles que :
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3
Sp = Uk=—3 Sik

Si3)

Ol

k

= LJSM

(111.38)

Fig. 1.4 : Surface de l'intégration S, pour calculer le champ magnétique induit au centre du
volume élémentaire I due a son aimantation

Donc, de [[1.3) et (111.38), nous pouvons écriré!!, :

mk 4_7.[2 [ﬂs (RIQ)S;] RIQ as + ﬂs

I(-

i)

SI(

NGO

1))

~— 2R ds

Le développement de I'équatioiil 39) conduit a une forme matricielle :

11 11 11 11
Hml F11 F12 F13
11 — 11 11 11
HmZ - FZl FZZ F23
11 11 11 11
Hm3 F31 F32 F33

J

Fi = 4112, 1US](R1Q)3 IQd5+US

D’apres la figure (Figlll.4), nous avons :

RISy = — RE|Si-p

s Si—
nlu —n o)

Donc la relationl(l.41) peut se réécrire comme suit :
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RIQ)S
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(111.39)

(111.40)

(111.41)
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2 3
FII — _Z
kl AT J=1

La relation (111.43) montre que l'intégrale setfgue sur les trois surfaces au lieu de six
surfaces comme dans le cas hexaedre irrégulleBY).

S]]
f i plogs (111.43)

Le calcul d’intégrale surfacique dans les équatidhs37) et (111.43) se fera aussi a l'aide
de la formule de quadrature de Gauss. Nous allassutér dans la suite le calcul de
I'intégrale sur les surfaces de deux éléments addre régulier et irrégulier.

Hexaédre réqulier

La relation (111.43) représente la sommation dicalade lintégrale sur trois surfaces.
Nous allons appliquer la méthode de Gauss a urfaceud’hexaedre. De ce fait, la relation
(111.43) peut s’écrire pour une surface comme suit

1 T "LS“ 1Q
r=1s=

Les relations qui calcule®’? etdet(J) changent d'une surface a l'autre. D’aprés la i@fat
(I11.43), nous avons trois surfacess;, S;, et S;3 a intégrer. Les relations permettant de
calculerR!? etdet(J) sont recueillies dans le tableau (Tab. IIl.3y@trespondent a la figure

(Fig. 111.4).

SI] det] RQ

Sn (b;a)(d;C) J((ufr+w)—R{)2+(<d_cns+ﬂ>—R§)2+(R§—R§)2
s | () ()

Si3 (d ; c) (f ; 6’) J(Rf —RDHZ + ((d ; CTIs +¥) — R+ ((f%e(t +¥) _Rly?

b— b+ - +
J (26 + 730 —rp2 + 2~ Ry + (L0 + 12— iy

Tab. 111.3 : Relations pour calculer RV et|]| pour les trois surfaces Sy, Sy, etSy3

Le tableau (Tab. 111.3) montre que le détermindamtia matrice Jacobietet(J) est constant,
c'est-a-dire qu'il ne dépend pas des points de §aas contraire d&’?. Ces relations sont
composées de trois termes dont un est constampisequence, la relation (111.43) représente
la sommation de trois intégrales surfaciques. Chaauégrale est fonction de deux variables,
contrairement au cas suivant ou nous avons ungratesurfacique d’'une fonction a trois
variables.

-51 -
LAPLACE/ENSEEIHT-2014




8 3 : FORMULATION MATRICIELLE DE LA METHODE DES MOMENTS

Hexaedre irrégulier

Dans la relation 1{1.37), nous avons une intégrale surfacique d’'doection a trois
variables(x, y, z) sur les surfaces. Ceci exige une autre maniere lpocalculer. Parmi les
méthodes présentées dans la littérature, nous avbosi la méthode « Graphes de
fonctions » dont le principe est expliqué dansr@xe A.8). Cette méthode sera appliquée a
la surface définie par les nceudsn,, ng, ns comme le montre la figure (Figl.5).

. ot Z

Flz | ey

(@) (b)

Fig. 1IL5 : (a) Hexaédre déterminé par huit nceuds :nq,n,, ..., ng. (b) Paramétrisation de la
surface S, déterminée par les nceuds (ny,ny, ng,ng) en utilisant trois variables ( x,y, z).
Parameétrisation de la surface S| en utilisant les deux variables (y, z)

Donc, I'equation i{l.37) devient pour cette surface :

neG, TLGt

1 n151 1Q
Fii = EZ z wywj|det J($i, ;)] Riay R (111.45)

r=1t=1

ou: G dépend des coordonnées de la normale a la sutfaest calculé par I'équation

suivante :
—n 2 —n3 2
G = < 52> + =) +1 (111.46)
nl1 nl1

L'expression deR’? est différente de celle vue avant dans le casuthe ®u un des trois
termes deR’? est constant comme le montre le tableau (TaB). Ici, R'? est calculé comme
suit (voir ’Annexe A.8)) :
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R = \/(RlQ(”' ) —RD2+ (RY(1,0) — RY? + (R (1,{) — R})? (111.47)
ou
Np
RI(1,{) = 2 N; (€, mn; (111.48)
i=1
Nn
RZ(n,{) = Z N: (&, mings (111.49)
i=1

ou Rf est calculé selon I'annexA.8) comme suit :

_S1(pQ _ _ 2 S1(p@ _
Rf(’l: ) = ny' (Ry (1.€) 7112is1 n3'(Rs (1,0) — ny3) + gy (I1L.50)
1

Donc, les relations (l11.46) et (111.50) dépentletes coordonnées de la normale qui est
calculée comme suit :

Les surfaces d’'un élément du maillage sont desrdages quelconques. Chaque élément
surfaciqueS peut se transformer en un carré ufitd,1]? dansR?, dit élément de référence,
par une transformation bilinéaire (Fig.6) (voir 'annexe A.9)).

m

géométrique

(-1,+1) (+1,+1)
n; ¢

n; 1-1) € (+1,-1)
@ )

Fig. l1L.6 : (a) Représentation d’un quadrilatéreS. (b) Carré de référence

L’expression d’un poinf dans un quadrilaté® de sommets,,n,, ns,n, donné dans un
systeme de coordonnégetn oué,n € [—1,1], est :
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(& n) = A +&n—§&—n)ong + (& —én)on, + &nong + (n — En)on, (IIL.51)

ou :onq, on,, on; eton, representent repictivement les vecteurs assouks@udsi,, n,,
n; etng.

Le point? peut également étre représenté par :

PEN) =T +T8 + 1+ 758N (1I1.52)
avec :
T, =ong
7§ = 013 — o717
(111.53)

_— _— —_—

Tn =0ny, —onq
—_ _— _— _— _—
Tgy = 0Ny — 0Ny + 0Nz — 0Ny

La base des vecteurs tangents a un tel quadrilesédefinie par :

I
ag(&,n) = P +Tenn
(111.54)

Les vecteurs tangents suivent les isolignes déglad (Fig. I11.6). La normale unitaire
n_S)(E,n) est définie par :

ag &) X ay G,
ag(&n) x ay (&)

(11L55)

ﬁ@m=|

111.7) Eorme générale de la matrice

De (111.7), (111.9) et (l11.36) la composante du champ d’excitation magnétique au centre
du bloc! peut étre écrite comme suit :

N, 3
HL. = Z (Z F,ﬁ{.M{) (111.56)
J=1 1=1

Autrement dit :
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1] 1] 1] 2
\[Fi2 F RSV [ ORR R R E]ES)||{m3
= 1 1 1
HIZE =|F2111 Fib B (F2 F2 F2 | |B] EBS EJIIS\M3) L (1157)
| R |

(M)

Pour un maillage avell, éléments, la matrice globale définie par bloc re écrite de la
maniére suivante :

- oo . 1] 1] 1] 77
ceui=ryy  |[FiTOFi2 FH3)[Fi OFi3 F3 Fin Fio Fiaf) -y
11 11 11 12 12 12 1] 1] 1]
HI=1 F21 F22 F23 F21 F22 F23 --------- F21 FZZ F23 Ml
;’121 Fl1 g1 pit| |12 plz g2 17 o1 o1) i
HI [F'31 P32z P33l lf3r F3z  I33l [F31 F3, Fi3l M3
1=2 _ 4 - [ 2 2 2] 7 2
Hiat F2l FY FH|[FR FB FZ Fii P Fiolf |(MI
Hiy F31 F33 P3| |F3 P33 P3| o1 Fo Fab|| M2
{\Hms) b = |F31 F3 PR [FE P3P P2 p2 R WM aise)
I-=] . e« aae oaas e . .]
H IS | M
1 1
i) Fii Fii Fi§] [F3 Fi3 F Fip Fip Fsll )
I | |
H?f] FYi FY FS| [F2 F2 F2|.. Fy, Fy, Fy, Mf
ms//|IFYy FY, PRl LFE P F SN | B

Les blocs diagonaux sont calculés par les relatiepgsentées par l'intégrale surfacique, et
les autres sont calculés par les relations représgipar I'intégrale volumique.

Ceci peut étre mis sous une forme matricielle geba

{H™} = [Fl{M} (I11.59)

ou {H™} et {M} sont deux matrices colonn8%/, x 1 contenant respectivement toutes les
composantes du champ d’excitation magnétique ingtuibutes les composantes du vecteur
de magnétisation dans chaque maille. Leurs compesaeuvent étre définies par :

m — gl
{ 3x(I-1)+k — Y'mk (111.60)

MS*(I—1)+l = Mll

ou [F] est une matric8N, x 3N, qui peut étre liée aux matrices élémentaifedé] [par les
relations suivantes :
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Fas-0)+r3+0-1)+1 = F,ﬁ{ (11L.61)

Nous avons trouvé que dans le cas de non singyleitalcul dé’,ﬁ{ est évalué par (111.10) et
(111.11) qui dépendent du volumig d'un élément/ du maillage et dépendent aussi de la
distanceR” entre deux éléments (Fig. Ill.2). Donc, dans a8 du maillage composé des
éléments de tailles identiques, la matrj§é est une matrice symétrique par rapport a la
diagonale principale, dans ce cas, nous ne pourtai@iler que les coefficients sur la
diagonale et les coefficients dans la partie siaéeessus de la diagonale. Donc, le temps de
calcul peut étre réduit a peu pres a la moitié etapls nécessaire pour calculer la matrice
complete.

Dans ce qui suit, la matric€] est appelée la « matrice d’interaction élémeataiet[f]
la « matrice d’interaction globale ».

La relation (11.59) seule ne permet pas de déterminer I'aim#made chaque maille. Pour
cela, nous allons utiliser deux autres relations :

- la premiére équation est :
H(PP) = H,(P) + H,,(P) (111.62)

La relation (111.62) est une relation générale gaicule le champ magnétique total pour
n'importe quel pointP. Nous allons la réécrire au barycentre de chacaitendu maillage. |l
est donc possible de la mettre sous la forme nigtecnous obtenons :

{H} = {H®} + {H™} (111.63)
En substituant (I11.24) dans I'équation (I11.63pus obtenons :
{H} = {H®} + [F1{M} (111.64)

{H} est une matrice colonn&N, X 1 contenant les composantes du champ d’excitation
magnétique dans chaque maill{Bf} est une matrice colonne avec toutes les compasante
du champ d’excitation magnétique source calculdgkni Biot et Savart.

- la deuxieme équation dont nous avons besoin dgt tie comportement du matériau.
Elle est écrite dans le cas non linéaire sousrtadcsuivante :

M(Q) = f(H) (II1.65)
Dans le cas linéaire, cette relation (111.65) i
M(Q) = (ur — DH(Q) (I11.66)

ou Q appartient au matériau.
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La détermination de I'aimantation dépend de la matlu matériau utilisé. Dans la suite,
nous discuterons chaque cas séparément (matéingaiés et non linéaires).

111.8) Identification de I'aimantation de materiaux
ferromagnétigues linéaires

[11.8.1) Matériaux ferromagnétiques linéaires

Nous allons récrire la relation (I11.66) au bamtre de chaque maille du maillage. Il est
donc possible de la mettre sous forme matriciatbeis obtenons :

{M} = (ur — D{H} (111.67)

En substituant 'équation (I11.67) en (I1l.64)ous pouvons écrire :

(1] = (i = DIFDM} = (1 — D{HS} (111.68)

La résolution de la relation (111.68) donne lesmaosantes du vecteur de I'aimantation dans
chaque maille avec lesquelles nous pourrons caltellehamp magnétique, les courants de
Foucault 69 (Annexe (0), la force et I'énergie magnétostagiq

Nous pourrions résoudre le systéme linéaire @)l.6le deux maniéres: la premiere
maniere est la méthode de Gauss. L'autre maniérda esethode GMRES (la généralisation
de la Méthode de Minimisation du RésidujQ], elle est une méthode itérative pour
déterminer une solution numeérique d’'un systemeugiéqgns linéaires comme (111.68).

[11.8.2) Matériaux ferromagnétiques non linéaires

En cas général, la loi du comportement du matdgawmagnétique est non linéaire. Un
solveur approprié est alors nécessaire pour résagdsysteme d’équation (I11.64).

Plusieurs algorithmes peuvent étre appliqués pésoudre le probleme non linéaire. Les
performances (précision et rapidité) des algorithaépendent de la formulation et du niveau
de saturation. Dans la suite, nous présenter lnodétdu point fixe.

» Meéthode du point fixe

C’est la méthode la plus basique pour trouveraeses d’'une équation non-linéaire de la
forme :

fx)=x—gkx)=0 (111.69)
L’algorithme de la méthode du point fixe est :

xk*t = g(x¥) (111.70)
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Cet algorithme converge vers le point fixe pguier) et permet de trouver la racine de

f(a) = 0.

Cette méthode a été appliquée a de nombreuseadpiis[72] [73] en formulant, selon
les cas, I'équatiog en fonction ded ou en fonction dé4.

Pour résoudrdl(.64), le critére d’arrét se base sur le résidu :
{R} = {H"} + [Fl{M} — {H} (IIL71)
L’algorithme s’arréte pour :
IRII <€ (11.72)

ou & est un petit nombre positif que I'on choisit emsidérant la précision souhaitée, colt du
calcul, réalisabilite,...,.

Le résidu est utilisé pour construire la procéd&dg:
(U} = (O} + 4 ORW = g(H®) (111.73)
otw ® est un paramétre de relaxation donnée par unasferf].
Et:
(R} = (15} + [FI{M®} — {H®) (111.74)

Pour des relaxations constante$® = wr, nous avonsd]] :

0 <w < Wpnagx = 2(1 + Ymax) ™* (IL.75)
avec :
Xmax = <%> (11L.76)
max
Dans le cas linéaire :
Xmax =X = (r — 1) (111.77)

L’algorithme suivantEig. I11.7) peut étre utilisé pour réalisdtl(73).

1. Pourk = 0, choisir la valeur initial¢H *=9} = {H5}

2. Calculer les magnétisatiofis]®} a partir de la loi du matérigdi®} = f({H®})

3. Calculer le champ complétemdii® qui est compatible avee]®}, exemple :
{H®} = {H%} + [FI{M®}

4. Mettre a jour{H}, en exécutant I'étape de relaxation.
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5. Augmenter d’'une unité et continuer les étapes 2)juSqu’'a ce que la norme de
I'incrément soit suffisamment faible, c'est-a-djtesqu’aerreur < €.

4&
i —
s
=
e
]
s
=
-
—_—

Fig. I11.7 : Algorithme de la méthode des moments en cas non linéaire
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111.9) Calcul du champ magnétique

La relation (11.67) permet d’obtenir la valeur du champ magméd au centre des blocs a

lintérieur du noyau. En un poim®, en dehors du noyau, connaissant PaimantaiBna
l'intérieur de chaque bloc, le champ magnétiqual tpeut étre calculé a partir de I'équation
(11.62), ou :

M TPN W
p Z M APl 41 11178
=3 ] e (11.78)

Et :

](N)ArPN
Hg(P) = f f s (111.79)

111.10) Calcul de I'énergie magnétostatique

La densité d’énergie stockée dans un champ madagétpe établi dans un matériau
isotrope linéaire est donnée par cette relafrai ;[

ol

H
Wy = EHZ =

_- 3 (111.80)
> > Joules/m

L'énergie totale stockée dans le champ magnétqamtést obtenue en intégrant la densité
d’énergiel¥/y sur tout I'espace (le volume élémentairedast:

Up = J:U—dv (11.81)

Cette expression de I'énergie totdlg, peut étre transformée en une intégrale sur leces
du champ magnétostatiquéd] par le vecteur identité :

Ug = %ﬂf(]}.j) dt (111.82)
%4

Sachant que la densité de courant vérifie :

o =T dans (2
i]f Js s (11.83)

ff =0 sinon

La relation (I1.82) devient :
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Ug = % f J (Js. A) dv (111.84)
[

Nous utilisons la méthode de sommation pour calc(ilk84), donc, nous divisons le
domaine®, enN, volumes élémentaires, dans lesquels la densitéatany, = |/, |é; peut
étre considérée comme vecteur constang; @st le vecteur unitaire.

Donc I'énergie totalell].84) peut étre écrite :

N
1 —_—
Ug = 52(]% Ay)dvy, (111.85)
n=1

oU 4, est le potentiel vecteur total qui est égal :
An(P) = Ay, (P) + A, (P) (111.86)

~

ou :

- A, est le potentiel vecteur magnétique produit amtadipar I'aimantation’V du matériau
N, ce potentiel peut étre calculé pa§|[:

-— Ho My X T
OF

ol My est une aimantation uniforme a l'intérieur d’urygdredV, € 2, dont le barycentre
estK, comme le montre la figure (Fibl.8).

Volume élémentaire

dvr Volume élémentaire

dvs

Origine

Fig. l11.8 : Géométrie utilisée pour calculer le potentiel vecteur au point P généré par une
aimantation
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- ATS est le potentiel vecteur produit au pomtpar une densité de courant uniforpﬁa
I'intérieur d'un polyédrelV; € (), ce potentiel peut étre calculé par cette équdbh:

A, (P) = Z—;’T J J j idVS (111.88)

TpN
VsE€Qs

ou N est le point d’'intégration &t & V.

Comme le montre la figure (Fi$)l.8) pour P € V,, le point d’intégration est égal au point
du calcul, ce qui donne une singularité qui nétessirecherche d’une autre relation. Comme
solution, B9 a transformé I'équationl{.88) en une autre relation sous la forme d’imdg
surfacique :

— Tnp- NN
A,(P) = ’;—‘Z Z ﬂ Nr” Nasy (111.89)
SNEBVSSN np

ou dV;, sont les frontiéres de polyedtks, est un élément de la surface @ié etn, est le
vecteur normal unitaire orienté a I'extérieur, guend la valeur constante sur chaque face
polygonale.

111.11) Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé I'approcae distributions de charges
équivalentes. La premiere partie de ce chapitreésenté la méthode des moments qui
commence par la discrétisation du milieu en élém@at, éléments hexaédriques) et qui finit
par la résolution d'un systéme linéaire. Nous avétgsconfrontés a une des difficultés de
cette méthode, le calcul des coefficients de larioeatd’interaction globale. Nous avons
montré que les coefficients sur la diagonale ded#rice d’interaction globale ont été calculés
par les formulations présentés par l'intégraleagigue, tandis que les autres coefficients ont
été calculés par les formulations représentés’ipgédrale volumique. Nous avons simplifié
ces formulations pour prendre en compte un cagcpher « hexaedre régulier ».

La deuxieme partie a proposé des méthodes pouudesde systéme obtenu par la
méthode MoM en tenant en compte de la nature désrianax utilisés (matériau linéaire ou
non linéaire). La résolution du systéme par n'inpajuelle méthode a permis de déterminer
les composantes de I'aimantation induite dans chaaille.

Enfin, apres avoir calculé I'aimantation par la hugte de MoM, nous avons présenté les
relations qui calculent le champ magnétique poumporte quel point et I'énergie
magnétostatique a partir de cette aimantation.
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I\VV.1) Introduction

Dans ce chapitre, la méthode des moments seragagplia une antenne basse fréquence
comme un exemple pour mettre au point le code deulcaDonc, nous allons d’abord
présenter le modele qui met en jeu une piece magieeet une bobine de forme simple.
Ensuite, nous allons voir, pendant la présentatiosalcul du champ magnétique a l'intérieur
et a I'extérieur du noyau, que la précision de Bthnde des moments dépend de plusieurs
facteurs : le nombre de la discrétisation du nojesiyaleurs de la perméabilité et les facteurs
concernant le calcul des coefficients des mat@tésentaires par des intégrales volumiques
(points d’intégration,....). Les résultats seront panés a ceux obtenus a partir d'un code de
calcul par éléments finis 3D (MEF) et a la solutammalytique. A la fin de ce chapitre, nous
calculons I'énergie magnétostatique de I'antennesdafréquence par la méthode des
moments et les résultats sont comparés par rappeax de la méthode des éléments finis.

IV.2) Antenne basse fréguence (réel)

Dans ce paragraphe, nous présentons un exempldidamn concret du module/logiciel
gue nous avons développé. Dans ce qui suit, lelcalété fait avec un PC caractérisé par un
processeur Core 2 Duo (2,33 GHz / 4 GB RAM).

L’exemple présenté dans la figure (Fig. IV.1) cenme une bobine utilisée dans une
antenne basse fréquence. Dans cet exemple, nons @emsidéré un systéme composé
uniqguement d’'un matériau ferromagnétigle et d'une bobine comportant, spires
parcourues par un courant. Nous signalons qu'gistde phénoménes linéaires et non saturé.

I, Spires

Qp QO

Fig. IV.1: Probléeme réel typique : une source de champ (bobine) et différents milieux
magnétiques typiques dans un probléeme magnétostatique

Le domaine d’étudeé? comporte un milieu ambiant de perméabilité maguétiégale a
celle du vide (I'air i.e. le volum@,) et des milieux2; de perméabilité magnétique relative

U, plus grand que l'unité.

-64 -
LAPLACE/ENSEEIHT-2014




84 : MODELISATION D 'UNE ANTENNE BASSE FREQUENCE

IV.3) Composants magnéetigues pour la modélisation

La géométrie de la bobine qui entoure le noyaueddté ressemble a une piste de course
(Fig. IV.2).

Measurement distances

Fig. IV.2 : Domaine d’étude modélisant la situation typique réelle de la figure (Fig. [V.1)

Les tailles et les caractéristiques du noyau efadeobine sont rapportées au tableau (Tab.
IV.1).

Parametres Valeurs Unités
Perméabilité relative du rayon 3000
Densité de courant dans une sectior P
. 1 Amm
de la bobine
Nombre de spires 61
Hauteur de la bobine 0.079 m
Hauteur du noyau 0.085 m
Largeur du noyau 0.008 m
Longueur du noyau 0.003 m
Distance entre la bobine et le noyau 0.0005 m
Différence entre rayon externe et
. , 0.0004 m
rayon interne de la bobine

Tab. IV.1: Les paramétres d’entrée du modéle de la bobine de I'antenne basse fréquence

Généralement, dans les modéles numeériques, la d@sinmodélisée par un volume
(Fig. IV.2) construit a partir des arcs et barredlustrés par la figure (Fig. 1V.3). Le volume
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est parcouru par un courant volumique de dersigui crée le méme nombre d’amperes-
tours que la bobine réelle (Fiy..1).

Si S est la section de la bobine sur la (AMg.3), le vecteur de la densité de courant

Edans!)s a le méme sens et la méme direction que le colyatans la bobine réelle (Fig.
IV.1). Son module est relié au nombre de spirgst au courant de la bobine (FIy.1), par
la relation suivante :

SsJs = ngls (Iv.1)

-

S¥

[

—

R

WY,

X7

Fig. IV.3 : Structures géométriques des composants conducteurs et la direction des vecteurs de la
densité de courant

Les calculs par la méthode des moments magnétaguasméthode des éléments finis ont
été réalisés avec des maillages de densité gressimyenne et fin du noyau magnétique
comme il est décrit par la figure (Fiy..4). Les éléments utilisés sont hexaedres régulie

a- maillage grossier b- maillage moyen c- maillage dense

Fig. IV.4 : Différentes densités de maillage utilisées lors du calcul par MoM et MEF

I\VV.4) Calcul du champ source par Biot et Savart

Afin de calculer I'aimantation en résolvant le gyae d’équations linéairedll(68), nous
avons besoin de calculer le champ de la sourcédarycentres des mailles de maillage. Une
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trés bonne précision est alors nécessaire poudlealte champ di a la bobine. Donc, la

premiere étape de notre étude est la modélisatipchdimp créé par la bobine qui peut
facilement étre calculé par la loi de Biot et Sayi32).

Pour calculer le chamE, les arcs et les barreaux sont subdivisé¥/kreléments. Au
moyen de la loi de Biot et Savart, le champ deolarcmfs’; dd a toute la bobine est calculé
par :

B=) B (Iv.2)

i=1

ou : B! sont les champs élémentaires di a chaque maille

La subdivision est comme suit : les arcs et lesghax ont évidemment la méme épaisseur
et ont la méme hauteur comme le montre la figuig (M.5). Ces hauteurs et ces épaisseurs
seraient divisées par le méme nombre de subdigsibtais, les deux barreaux ont des

longueurs différentes qui seront discrétisées fffrents nombres (voir (FigV.5)).

Epaisseur
. dT = 2>

Epaisseur
>

Angle

ngle

[ ] da = —_——
Ng

¢ Longueur »

longueur de barreau 1
ed, =-—%
1 nwl
longueur de barreau 2
od. =t
w» an
Hauteur
[ ] d =
z Ny

5
2
3
B0
=)
a

-

<«
Epaisseur

Fig. IV.5 : Discrétisation de la bobine

La figure (Fig.IV.6) présente les résultats obtenus par le loghidSYS / EMAG [75] et
les résultats calculés par le code du Matlab |g b l’axe0z, a I'intérieur et a I'extérieur du
noyau, pour une densité de courErégaIe aA.mm™2.
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-4
6x10 i

A lintérieur
du noyau

=& Ansys

—o— Matlab (Nb=82944)
=»=Matlab {Nb=29325)
”””””” we Matlab (Nb=10368) ||

Y

L TR SRR G AT 4

Z=[0:0.1615] (m)

Fig. IV.6 : Distribution du champ magnétique da a la bobine le long de I'axe Oz a l'intérieur et 4
l'extérieur du noyau pour différents nombres de mailles (Nb ) et pour une densité de courant
Jo=1A.mm™?

Les détails des valeurs de la compoth@Fs le long de I'axe0z, et a I'intérieur de la
moitié supérieure du noyau, pour une valeur deetssité de courant égaleld. mm™2, sont
donnés par le tableau (TdW.2).

Ncr)nn;ti)”rgsde Distance du centre du noyau (m)
0.0085 0.017 0.0255 0.034
82944 0.5008 0.49935 0.49470 0.46451
29325 0.50105 0.49964 0.49499 0.46479
10368 0.50025 0.50023 0.49695 0.46721

Tab. IV.2 : Distribution du champ magnétique dii a la bobine le long de I'axe Oz et a l'intérieur de
la moitié supérieure du noyau pour un nombre différent de subdivisions (Nb) et pour une
densité de courant]; = 1A.mm™2, Les valeurs sont données en (mT)

Le tableau (TablV.2) montre quel0368 mailles sont suffisantes pour obtenir une tres
bonne précision pour le calcul du champ magnétijuaoyau. Le temps de calcul du champ
P; pour n’importe quel point dans I'espace est tr@blé. Nous verrons que le nombre
Nb = 10368, qui semble grand, n’affecte pas le temps du talobal.
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La subdivision de la bobine, poditb = 10368 éléments, est donnée dans le tableau (Tab.
IV.3). Les nombres de discrétisations de I'épaigsée I'angle et de la hauteur d’'un arc sont
respectivementn,, n,, n,). Les nombres de discrétisation de I'épaisseula diengueur et de
la hauteur de premier barreau sont respectiven{mtnwl,nz). Les nombres des
discrétisation de I'épaisseur, de la longueur etladédauteur de deuxiéme barreau sont
respectivemern,, n,,,, n,).

Direction Symbole Valeur
Epaisseur n, 4
Angulaire ng 4
Longueur du barreau 1 Ny, 9
Longueur du barreau 2 Ny, 7
Hauteur n, 54

Tab. IV.3 : Subdivision retenue pour la bobine

I\VV.5) Analyse par la méthode des éléments finis

Afin de faire une premiere vérification, les réatsdtobtenus par la méthode des moments
seront comparés a un modele numérique obtenu gaodgciel ANSYS / EMAG. La figure
(Fig. IV.7) montre le domaine d’étude considérérde calcul avec ce logiciel.

(a) (b)

Fig. IV.7 : (a) 4 gauche, une couche rouge avec des éléments infinis, a droite le maillage bleu du
domaine d’étude avec des éléments finis. (b) maillage par éléments finis autour de la ABF

Méme si nous pouvons étudier un quart du domaiaeega la symétrie afin de gagner du
temps et de la mémoire, un grand nombre d’élénsartEt nécessaire pour mailler le noyau
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et la région autour de I'antenne afin de calcutechamp magnétique loin de I'antenne (Fig.
IV.7). La zone rouge est maillée par une couckédients infinis. Dans ANSYS / EMAG, la
formulation en potentiel scalaire réduit est uddéis Le domaine d'étude a été maillé par
245000 éléments e#8030 nceuds. La figure (Fig. IV.7.a) montre le maillagjéléments
finis autour du noyau et de la bobine.

IV.6) Etudes paramétriques

IV.6.1) Influence du nombre de points d’intégration de Gauss

Pour une approche choisie, la précision sur lesutsaldépend de plusieurs parametres.
C’est ainsi que pour la MoM qui fait I'objet de ntvavaux, les parametres influents sont : la
taille des mailles du systeme discret et le nondlerpoints de Gausg; et aussi de la distance
RY (qui sépare les mailldset)).

Dans ce qui suit nous analyserons l'effet de la&walden,; sur la précision du champ
calculé selon trois types de maillages : un madllagossier 42 éléments), moyen386
éléments) et fin 688 éléments). Enfin les résultats obtenus seront eo@éspavec ceux
trouvé directement avec les expressions analytif(li€82), (111.33)).

Avant tout une des préoccupations en analyse estnips CPU (et aussi souvent la
mémoire de stockage). C’est ainsi que nous proposetes techniques utilisant la MoM avec
des choix judicieux des parametres précédents ynoeibonne précision des calculs avec un
temps CPU raisonnable.

Rappelons que nous avons deux types de formulations calculer les coefficients de la
matrice d’interaction élémentaires pour n'importeelle forme d’élément utilisé dans le
maillage. La premiére formulation est de type iraésy surfacique (I11.37) pour éviter la
singularité dans le cad € J), la deuxieme formulation est de type volumiquid.{() et
(I11.12)) utilisé dans le casl & J). La difficulté principale dans la méthode des reats
parait lorsqu’on applique la méthode de Gauss a foawulations pour calculer les
coefficientsF,i{ et FII' (voir les paragraphes (lIl.5) et 111.6)). Plug, est élevé, plus la
précision des résolutions numérique est meilleuags ran paralléle le temps de calcul plus
augmente. D’ou l'idée d’avoir un bon compromis ddestelle situation c’est a dire obtenir
une bonne qualité des résultats numériques (dasenkede I'exactitude des valeurs calculées)
avec le plus petit si possible. Il faut noter que; differe d’'un calcul a un autre selon qu’on
a un intégral surfacique ou volumique.

IV.6.1.1) Calcul de termes diagonaux (partie singul iére)

En ce qui concerne le cas des intégrales surfagigue étude plus détaillée se trouve dans
[30]. Dans cette étude les auteurs analysent I'ememmise entre solution numérique par la
MoM et celle donnée par les expressions analyti§ge Cette étude a montré qu’un nombre
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de points de Gaussg; égal al6 est suffisant pour assurer une erreur inférieubeb8o par
rapport & la solution analytique.

Dans des applications qui ont généralement desgeoafions géométriques régulieres
comme l'antenne basse fréquence, il est facileedediscrétiser en mailles de méme taille
(voir la figure (V.9)). Dans ce cas, l'intégrale de surface n’estef qu’'une seule fois et ce
nombre de points d'intégratiotn; = 16) relativement élevé affecte trés peu le temps de
calcul total. Par contre dans les applications ang#ries complexes ou les éléments du
maillage ont des tailles différentes, la valeur chicul de I'expressiorF}! difféere d'un
élément a l'autre. Autrement dit, il faut calculantégrale surfacique pour chaque élément du
maillage avec le nombrén; = 16). Ce nombre va alors consommer un temps de calcul
important surtout dans les maillages denses. Umeession analytique devient toujours
nécessaire comme&g qui prend en compte le cas irrégulier et quidiicile a implémenter.

Dans l'antenne basse fréquence ou les éléments dmoribrme hexaédrique régulier,
I'application de la solution analytique présentée Ips relationsli].32) et (11.33) est simple
et le calcul des coefficient8!! par l'intégrale surfacique est plus rapide quesdtution
numerique avea; = 16.

IV.6.1.2) Calcul des termes hors diagonaux

Concernant les formulations présentées par lialégrvolumique pour calculer les
coefficientsF,i{, le méme nombre de points d’intégration, = 16 ) peut étre pris pour les
calculer. Mais, ce nombre; = 16 conduit & une augmentation drastique du tempsldelc
En remarquant les relations (111.10) et (lll.1hpus trouvons évidement que la précision du
calcul des coefficients,) dépend de la taille dé et aussi de la distan@®’ entre le centre
de la mailleV; et les points de Gauss localisés dans le méileomme le montre la figure
(Fig. 1IV.9). Si ce centre est proche du volutheun grand nombre de points d’intégration
doit étre utilisé et s'il est assez loin, un faiblembre de points d’intégration sera suffisant en
gardant la méme précision. Ainsi, un élément dendgataille a évidemment besoin de
nombre d’intégration plus élevé que la taille getit

Afin d’atteindre a cet objectif, une étude sergomsee dans la suite.

De maniere générale, on fixe une valeurngeet on effectue les différents calculs de
coefficientsF,ﬁ{. Par exemple dans la littérature, on prdsdcomme nombre de points de
Gauss dont on notera ici cette valeur de référege Dans ce paragraphe 'objectif est de
déterminer un nombre minimal de points de Gausemappellerar; optimal (i;.,:,) pPOUr
une marge d’erreue,., imposée par I'utilisateur en comparaison avecréssiltats qu’'on
obtient en utilisantng,. En effet avecng, on trouve des solutions numériques assez
acceptable mais avec un temps de calculs qui peetasStronomique, surtout pour des
problémes avec un maillage fin. Ainsi, on donnedepressions des coefficients (éléments)

de la matrice élémentaifg. en fonction dex, implicitement :
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ng ng ng

(frr Ns, (t) Rl (fr' Ns, (t)
nG=—Idet]IE E E R W, Wew (1V.3)
it r=1s=1t=1 (R(s‘r,ns,it))s ‘

NG, NGgs NG, R 2 1
kk g - |det]| z z Z ( k(fr: Ns» Zt)) W, Wow, (IV.4)
r=1s=1t= (R(fr: Ns» (t)) (R(fr:ns:Zt))
Et I'erreur relativee,.., donnée par :
L |
Erel = (IV.5)
- IIFééoll

- L’indice supérieuy indique I'élément volumiqu&; considére, et I'indice supérielr
indique les volumeg; sur lesquels agif;, voir la figure (Fig. IV.8).
I

klng
point(s) de Gauss.
- EY est la matrice élémentaire obtenu avec le nombpoies de Gauss de référence

NGo
choisi (ici on rappeh;, = 16).
- e, €St l'erreur relative qui sera comparee a cellenée par I'utilisateur et notg, .

- R est la distance entre le barycentre de I'élémehirwique et les points de Gauss.

1] P . Ly . ~
et Fy.n SONt les eléments de la matrice elementﬁlie calculée aven,

Voir la figure (Fig. 1V.9) pour plus de détailsrda représentation spatial des points de Gauss,
des points des calcul et la grand8ur

. . 1] [ . . . 1] . 1]
v J v 1 ' 2 ' ' | ' ' ' ' Ne
' ' ' ' ' ' ' ' ' '
M M M I M M M M M
" " " " ' " " " " "
2 o e G N S S, ¢
(RN g 8 hecceofechcccaqgfachacaa o PR (RN aipipipige; N alpipge {28 gl 28 e 128 .
R Rl Rl Rl . R Rl Rl Rl Rl
. . . . . . . . . .
. 4 K .- . . . . I . 4 P .
v . .
I | :
' .
" .
"
e S &~ = ¢ o & _F
-~ e -
. -~ Q - _— R
4 TS~ T ——""

Barycentres des éléments 1, 2, ..., 1, ..., Ne

Fig. IV.8: Domaine d’étude composé d’une maille et les points du calcul représentant les
barycentres des mailles
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Points de Gauss

Point du calcul

Fig. IV.9 : Localisation des points de Gauss et du point ou le champ est calculé

Pour détermineng,,;, pour une valeur fixée de.., et un nombre de points de Gauss
maximal fixé ang,, on procéde de maniére naturelle comme suit :

1. Initialisation :n; = 1,n59 = 16, e,y (donnée, exple,.r = 0.01).
2. Calcul dee,,; : on utilise les équations (IV.3), (1V.4) et (By).
3. Comparaison e,¢; < e,¢s?
— Siere < erep, AlOISNgyin < Ng
— sinN0Ne, > eer
- Sing < ng, alorsng < ng + 1
- SiNON Ngpin = Ngo
4. Itérations : on recommence les étapes 2. et 3lavenuvelle valeur de; (dans le cas
échéant), jusqu’a,.; < e,.y.
5. Sauvegardeng,,;, et la distanc&”/ entre les barycentres des éléméhtstV;

Finalement, I'algorithme décrit ci-dessus peut éimé par le diagramme sur la figure (Fig.
IV.10).
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\%
Y

Initialisation : ng =1 \V/ Neo =16 Erreur fixée : € ref

| \

Calcul de F 'rj] Calcul de FEG0

Calcul de €

Comparaison : € S B

Non \ Oui
Ne < Neo?
Oui Non
4 |
Ne=N.*1 N: = Neo
v /
Nemn = N

Y

Sauvegarder Ngmn: R

1J

Fig. IV.10: Algorithme d’obtenir les nombres de points de Gaussng appropriées avec la distance
d’un point (barycentre) d une maille

Comme résultat de cet algorithme, nous obtenonficbhier qui contient le nombre de
points de Gauss utilisé a chaque distance d’'urckatye de la maille définie.

Nous avons appligué ce code au maillage grossiet to taille d’'un élément est
4 x 1073 m, nous avons dessiné les nombre obtenus en fondeéohéloignement des
barycentres a une maille comme indiqué sur la éideig. 1V.11). Cette figure montre que le
nombre maximum et minimum de points de Gauss sgaleé&espectivement @ et 1. Elle
montre aussi que si le point du calcul est proahdéadmaille, un grand nombre de point de
Gauss sera nécessaire pour calculer les intégnalies,tout, un petit nombre de; sera
nécessaire si le point du calcul est loin de lallmaPar exemple, pour une valeur de la
distanceR” inférieur a0.041 m, les intégrales (111.10) et (lll.11) peuventeétalculés avec
ng = 1, en outre, pour une valeur de la distance supési@®1 m et inférieur 20.041 m, les
intégrales peuvent étre calculés augc= 2.
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I I I I

******** ﬂ = Taille d'une maille = 4e-3 m %

c I I L L
o | | | |
© | | | |
(@] | | | |

*2 4 ———= |— - — — — — ———— = - = —
£ | | | |
:D | | | |

= E— S N N
6 | | | |
o | | | |
g 1 1 1 1

o 2 | : : 1
= | | | | |
S A el N h—

! ! centres 'aes mallies
E]lllll.:m%lillllll‘:lllllll
0 0.01 0.02 0.03 0.04 005 0.06

Distance (m)

Fig. IV.11: Nombre de points de Gaussng en fonction de la distance des points représentant les
barycentres des mailles a une maille définit par l'utilisateur poure,.; = 10 —2

Les résultats précédents obtenus correspondertadléade la maille égale 4x 1073 m.
Comme nous avons trois maillages dont les taileeg slifférentes, nous allons appliquer
I'algorithme précédent pour prendre en compte tessas (maillage fin, maillage moyen et
maillage grossier) comme indiqué sur la figure (Fg12).

I I I I I

----1--- == Taille d'une maille = 4e-3 m

i —-= Taille d'une maille = 2e-3 m

0 ~——-+t-——q === Taille d'une maille = 1e-3 m
2 : i : : :

o I I I R o]
(3] | | | | |
© | | | | |
= | | | | |

5 **** - - - - - = - == - - - - - - - T - T T 77
Q | | | |
() | | | |
ko] | | | |

o | | | 7777:7 777777
S - ; 1 ; ; |
e . . I I I
o [ I | | |
£ I e :

! centres des mailles
E]{IIli‘m%lilllllllilllllll
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Distance (m)

Fig. IV.12: Nombre de points de Gaussng en fonction de la distance des points représentant les
barycentres des mailles pour trois mailles de différentes tailles avece,.; = 1 02
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La figure (Fig. 1V.12) montre que si le point dalaul est proche de la maille, un grand
nombre de point de Gauss sera nécessaire pour artienpguelle valeur de la taille de la
maille. Elle montre aussi que la taille grande dalé@ment a évidemment besoin de nombre
d’intégration plus élevé que les tailles plus @stipour une distance fixé. Selon la figure (Fig.
IV.12), nous aurons calculé beaucoup de coeffisiélémentaires aveg;, = 1 dans le cas du
maillage dense dont les tailles des éléments vagjuenisont petites. Alors le calcul des
intégrales dans la MoM par la voie numérique (Gapssit étre plus rapide que celui par la
voie analytigue comme le montre la figure (Fig.18).

Maillage MoM (Gauss) MoM (Analytique
42 162 258
336 3.16 4.17
2688 0.08 0.06

Fig. IV.13: Comparaison du temps du calcul de la matrice d’interaction globale entre la méthode
de Gauss et la solution analytique pour les trois maillages étudiés. Les valeurs sont données en
seconde

Enfin, cette procédure nous a permis de montreorgweut résoudre les problemes
magnétostatiques de maniére efficace avec un nombmenal de points de Gauss, ce qui
entraine aussi une réduction considérable du telmgslicul.

IV.6.2) Influence du nombre de mailles
IV.6.2.1) Calcul du champ a l'intérieur du noyau

Plusieurs simulations avec différentes subdivisions été réalisées avec la méthode des
moments. Comme les dimensions du noyau sont diffése chaque dimension est alors
divisée par un nombre différent. Nous allons nomhaarombre de division le long de 'axe
Ox, Oy etOz respectivement,, n,, etn,.

La figure (Fig. IV.14) montre le calcul du chammagnétique par la méthode de MoM sur
une ligne a I'intérieur et au milieu du noyau ekdeg de I'axe0z.
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Hz (A/m)

| —— MoM (Gauss), Ne=2688
=#- MoM (Gauss), Ne=336
===MoM (Gauss), Ne=42

0.05
Z (m)

Fig. IV.14 : Distribution de la composante H, du champ magnétique le long de l'axe Ox calculé
par la MoM en utilisant la méthode de Gauss pour un nombre différent de subdivisions (Ne)

Cette ligne est composee 8¢ points. Pour le maillage grossiet, (= 2, n, = 1, n, = 21),

ce nombre est supérieur au nombre de divisionsogaum,, c’'est-a-dire chaque maille va
contenir 4 points (84/,). Comme au niveau de chaque maille le champ magmedtest
constant (nous avons fait I'hypothése que l'aimi@maest constante dans chaque maille), les
quatre points ainsi obtenus possédent la mémervaéeahamp magnétique. C’est pour cette
raison que la courbe correspondant au maillagesgnoxontient des paliers de champ
magnétique. En revanche, dans le cas du maillagéefnombre des points de la ligne est égal
au nombre de divisions, = 84. Chaque maille contient alors un seul point, cejastifie
I'absence des paliers observés précédemment (camillage grossier) de la courbe relative
au maillage fin. Donc, le code peut étre amélior@uglisant les fonction®; (polyndme de
degrél utilisé en éléments finis) pour faire une integtimin permettent de calcul de champ a
l'intérieur d’'un volume élémentaire.

Les figures (Fig. IV.15), (Fig. IV.16) et (FigV.17) donnent respectivement une
comparaison des résultats obtenus par la méthod#oteavec ceux obtenus par la solution
analytique pour les trois maillages grossier, mogérfin. llIs montrent que les résultats
obtenus par les deux sont tres identiques.

-77 -
LAPLACE/ENSEEIHT-2014




84 : MODELISATION D 'UNE ANTENNE BASSE FREQUENCE

| | | |
| | m B
- T
“““ A —
| - 3
- =
o R =
“““ _b e e - I | EEEEE
, e
| | | M M,
| | 183
| | | M M,
; | oo
“““ o A R ) AR
TS -
R S
“““ L---ﬂ-..-ﬁ.
m m N
| | | 1
S - ® 7o a
(wyv) zH

0.05

Z(m)

le maillage grossier

z

es numériques pour

oral

z

Fig. IV.15 : Comparaison les calculs des inté€,
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Fig. IV.16 : Comparaison les calculs des intégra
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Fig. IV.17 : Comparaison les calculs des intégrales numériques pour le maillage dense

L'erreur entre les résultats change d'une étap&audrd pendant le calcul du champ
magnétique. Pour justifier cette idée, nous avaisut@ l'erreur relative entre les résultats
obtenus par la MoM et la solution analytique pg@pat a la solution analytique en termes de
calcul de la matrice d’interaction globdlg] et en termes de calcul de I'aimantat{df} par
les relations suivantes :

” [f] analytique — [F]MOM”

” [f] analytique ”

erreurl = (Iv.6)

” {M}analytique - {M}MOM ”
” {M}analytique ”

erreur2 = (Iv.7)

- [Flanaiytique €St la matrice d’interaction globale calculée pigliement.
- [Flmom €st la matrice d'interaction globale calculéelpanéthode des moments.
- {M}anaytique €St 'aimantation calculée analytiquement.

- {M}yom €st'aimantation calculée par la méthode des nmsne

Le tableau (TablV.4) montre que l'erreul(erreurl) est tres petite pour n’importe quel
maillage. Par contre, I'errederreur2) concernant I'aimantation augmente avec le nombre
des éléments du maillage car le calcul de l'aintarapar la relation[{l.68) requiert un
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éléments ce qui introduit une erreur supplémentaire

Maillage erreurl% | erreur2%
42 7 x107* 4%x1073
336 2x1073 0.39

2688 3x1073 1

Tab. IV.4 : Erreur relative entre les résultats calculés par la méthode des moments et la solution
analytique en termes du calcul de Ia matrice d’interaction globale et I'aimantation pour trois
maillages

IV.6.2.2) Calcul du champ a I'extérieur du noyau

Plusieurs simulations avec différentes subdivisiont été réalisées avec la méthode des
moments. La figure (Fig. IV.18) montre la disttilom de la composant8, du champ
magnétique le long de I'ax@x pour une densité de courant . mm~2. La précision du
calcul de l'intégral ne dépend que du nombre delisigions de la région du noyau, mais pas
du maillage d’'une région extérieure arbitraire s des conditions aux limites appliquées a
l'infini comme dans le cas avec les codes des éié&rimis. Les résultats sur la figure (Fig.
IV.18) montrent que le systéme ainsi obtenu est bonvergeant.

L’erreur relative quadratique entre les résultditenus avec le plus grand nombre de
subdivisions et le plus petit nombre de subdivisi@st inférieure a 5% par rapport au
maillage dense.
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0x 10
; 5 —4+— Ne =3528
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Fig. IV.18 : Distribution de la composante B, du champ magnétique le long Ox calculé par MOM
pour un nombre différent de subdivisions (Ne)

Le tableau (TablV.5) donne en détail les valeurs @& le long de l'axeOx pour la
distance [0.5 : 0.8}n pour une valeur de la densité de courant égale. sam~2 et pour une
valeur de la perméabilité égale a 3000.

NE 05m | 055m| 0.6m | 0.65m| 0.7m | 0.75m
3528 56.0 46.8 39.5 33.7 28.9 25.0
392 54.1 45.3 38.2 32.6 28.0 24.2
280 53.2 44.4 37.5 32.0 27.5 23.8
50 51.9 43.4 36.6 31.2 26.8 23.2

Tab. IV.5 : Distribution de Ia composante B, du champ magnétique le long Ox calculé par la MoM.
Les valeurs de B, sont donnés en (nT )

La diminution du nombre de discrétisation du nogaffecte pas le temps de calcul de la
MEF parce que méme si nous diminuons le nombrent®les dans le noyau, l'air reste
maillé avec un grand nombre d’éléments. Le tempsatieul de la MEF pour les maillages
3528, 392, 280 sont respectivemen’60, 544, 500 (secondes). En revanche, cette
diminution affecte beaucoup le temps de calculp&oM comme le montre le tableau (Tab.
IV.6). Autrement dit, le temps de calcul de la Mghur le maillage fin est tres élevé
(231 seconde) par rapport aux temps de calcul obtenus avecugesamaillages (le temps
de calcul pour le maillage grossier est égal@1d seconde). Ceci est dU au fait que le
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systeme algébrique obtenu avec la MoM possede @atecen pleine. Le tableau (Tab. 1V.6)
montre aussi que la MoM est plus rapide que la at&tMEF pour n'importe quel maillage
utilisé.

Nombre de mailles du noyau Temps (seconde)
3528 231
392 3.48
280 2.33
50 0.15

Tab. IV.6 : Temps de calcul de la méthode des moments pour diftérents maillages

IV.6.3) Influence de la perméabilité

Comme la perméabilité est le degré de I'aimantagbrcomme le calcul du champ dépend
du calcul de l'aimantation, il est nécessaire di@u 'effet de la perméabilité sur notre
probleme. Au niveau de ce paragraphe, nous effastume étude de variation de la
perméabilité en prenant les résultats de référermex obtenus avec un nombre de
subdivisions du noyau égaleVa = 3508.

Le graphique de la (Fig. 1V.19) donne le pourcgatde I'erreur quadratique relative en
utilisant la relation (IV.8) entre le maillage &2 mailles) et le maillage de référence en
fonction deu,.

IiV=e1|Bzref - Bz|2
l'erreurquadratique = " 5 * 100 (Iv.8)
i:e1|Bzref |

On remarque que l'erreur pouy = 10 est trés faible (au voisinage de zéro). Elle augme
avec la valeur de la perméabilité mais elle restgotirs inférieur a 0.9%.
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Fig. IV.19 : Influence de la variation de la perméabilité

Nous avons effectué la méme étude pour le mailBg@80 éléments. Nous remarquons
que l'erreur reste inférieure 2. Ensuite, nous avons diminué le nombre d’élémedmts
maillage a 50 éléments ; I'erreur reste infériewt% pour n'importe quelle valeur de,.
Enfin, pour 12 élément nous remarquons que I'erestiacceptable pour les basses valeurs de
U, par contre elle demeure inacceptable pour lesiaiéEevées de,. Cependant, ce dernier
maillage peut étre intéressant pour des applicatipm s'intéressent a la vitesse du calcul plus
qu’a la précision. Enfin, nous pouvons constates Egrreur augmente avec I'augmentation
de u,. Pour les valeurs élevées dg il faut donc mailler plus fin pour avoir une b@nn

précision.

Les valeurs de pourcentage de I'erreur quadratiglagive pouru, = 100,500,1000 par
rapport aux résultats de référence sont mentiorseies le tableau (Tab/.7).

Perméabilité relative
N,
100 500 1000
392 0.2026 0.5743 0.6878
280 0.4632 1.3438 1.5960
50 1.0356 2.7789 3.3299
12 5.8258 20.6059 25.8915

Tab. V.7 : Le pourcentage de I'erreur quadratique pour un nombre différent de subdivisions
(Ne) et diftérentes valeurs de la perméabilité relative par rapport aux résultats de référence
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IV.7) Résultats numérigues
La figure (Fig.IV.20) montre I'antenne basse fréquence (ABF) etelbmposée d’'un
noyau en ferrite et d’'une bobine avec 61 spires.

Fig. IV.20 : L'antenne réelle de faible fréquence

Le champ magnétique di a I'antenne basse fréquUEBE) a été mesurée le long de
directions Ox et 0z et a distancg0.2:0.7] (Fig. IV.2). La mesure mise en place est

représentée a la (Fib/.21).

LFA 121 Antenna
D =0.9m
€ >
Wide Band Amplifier
TECKTRONIX TDS 420 A
e WS
PP
- Q490
. s o s

Fig. IV.21 : Le dispositif de mesure
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Les mesures ont été realisées a l'aide d’une atmtien AC a une fréquence de 125 kHz.
Comme les conducteurs sont tres minces, la situatest pas tres différentes d’une situation
DC. La principale différence est due a des phénesérhystérésis dans le noyau de ferrite.
Il a été veérifié expérimentalement que les phénawéatihystérésis ont tres peu d'effet car
I'inductance de la bobine a une fréquence autour28e&kHz varie tres peu.

Les distributions du champ magnétique le long ded’de la bobin@z et le long de 'axe
Ox (perpendiculaire a l'axe de la bobiitz) présentées par la figure (Fiy/.2) ont éte
calculées par la méthode des moments 3D et la weétdes éléments finis (MEF). Les
résultats obtenus sont comparés a ceux mesurésinsimanc de test (FigV.21). Les
distributions de l'induction magnétique le long dases 0z et Ox sont respectivement
représentées par la figure (FIg.22) et la figure (FiglV.23). La valeur du courant mesuré
dans la bobine est de 0.83

Pour les analyses par la méthode des moments ¢a paéthode des éléments finis, la
perméabilité relative du noyau est prise éga@d@@0. Cette valeur est extraite du datasheet de
la matiere employée en ferrite. Le noyau est maméc le méme nombre de mailles avec la
MoM ou la MEF.

L’étude précédente donne des résultats tres sigslavec une précision meilleure de 9%.

« 10° Distribution of Bz along the coil axis (Oz)
2 T T T T T T T T T

: : : : Mol
14k U S Measurement
: = : FEM

0 i i i L i 1 1 i
02 025 03 035 04 04 05 05 06 065 07
Distance (m)

Fig. IV.22 : Répartition de la densité du champ magnétique calculé par la méthode des moments
(MoM) et Ia méthode des éléments finis (MEF) et mesurée le long de I'axe ABF Oz
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02 025 03 035 04 045 05 05 06 065 07
Distance (m)

Fig. 1V.23 : Distribution du champ magnétique calculée par la méthode des moments (MoM) et la
méthode des éléments finis(FEM) et mesurée le long de I'axe Ox perpendiculaire a I'axe Oz

I\VV.8) Calcul de I'énergie magnétostatique

Nous avons trouvé dans le paragraphelQ) qu'il suffit de diviser le domain@, ou la
densité de courant n’est pas nulle pour calcuérdigie magnétostatique. En d’autres termes,
la bobine de l'antenne basse fréquence, constauipartir des parties arcs et barreaux
illustrées par la figure (FigV.3), doit étre divisée pour calculer I'énergidogel’expression
suivante :

U, = %fﬂ(]}.ﬁ) dv (1V.9)
Qg

Comme la maniére de diviser les arcs et les baxresudifférente (FiglV.5), la relation
(IV.9) peut étre réécrite sous la forme :

1 - — 1 5> —
Un =3 fﬂ]s.AbardV +Eﬂfjs.Ade (IV.10)
Vbar Varc
Soit :
Un = Upar + Ugsrc (Iv.11)

L’énergie magnétostatique totale est donc égake soimmation de deux parties différentes
Upar €tU4.. Le calcul détaillé de ces deux termes est doané ks sous sections suivantes.
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a. Calcul de Uy,

Rappelons que le potentiel vecteur total est égala sommation de deux vecteurs

potentielsAT etm. Chacun de ces deux vecteurs est calculé de #@iff@nente de I'autre
(voir le paragraphe (111.10)). Nous pouvons dondré Uy, dans la relation (IV.11) comme
suit :

Upar =% f f (Amyy 1) dV+% f f (4s,,,-DdV (1v.12)

Vbar Vbar

En supposant que le volume du barr&gy. est divisé em,,, €léments, I'équation (IV.12)
précédente devient :

Npar Npar

1 - e 1 - e
Upar =3 Z (A T)dv + 2 (A, . Jm)dv, (IV.13)
n=1 n=1
Avec]_{ =E = .. =]_n> =]_S> etdv, =dv, = - = dv, = dv, la relation (IV.13) précédente
peut étre réécrite :
Npar Npar
_]s Is
Upar ==dv ) Ap +7 dv Asn (IV.14)
Upar = Umbar + Usbar (Iv.15)

Dans la suite, nous allons éclairer le calculgg etU,, . Nous allons aussi donner les
résultats séparément.

Calcul Uy,
Nous pourrions calculer le potentiel vecte@;;n dans la relationly.14) par I'’équation
(111.87), donc, la premiére partie de I'équatidd.(4) est égale a :

Npar

Mo] MerPnN
— Z fﬂ v (IV.16)

n=1 VrEQRR

ou :P, est la barycentre d’'un élémentet M, est I'aimantation dans un point situé a
l'intérieur du matériau ferromagnétique.

En subdivisant le noyau &), éléments, la relation (IV.16) devient :

Npar Ne —

U, = .Uo]sd Z z My X TPn (IV.17)

bar
T
n=1 N= P"N
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En regardant attentivement la relation (IV.17)us@ouvons dire que, d’'une part, la précision
de Uy, . dépend du nombre de la discrétisation du barhggu (maillage des barreaux), et
d’'une autre part, elle dépend du nombre de ladlisation du noya,(maillage du noyau).
Ainsi, nous avons d’abord fix#, a50 éléments volumiques et nous avons étudié 'infbeen
de la variation du nombre de la discrétisation b@seauxN, ., sur les résultats. Ensuite,
nous avons répété cette étude pour les autresageslldu noyad00 et 3200 comme le
montre le tableau (Tab. 1V.8).

wg:@

20

=2 c 50 400 3200

T 50

E-O\GJ/

8,2 ¢ |8 |8 |2 |8 |8 |2 |8 |8
S8 3 @ > c éa > c éa > c
T ° = o o () o o () o o ()
S &5 |E |° 5 E © > | E ©
[}

S_. | 1.324| 1.313| 1.132| 1.5124 | 1.5021| 1.5 | 1.622| 1.62 | 1.619
2% | x10° | x10° | x10° | x10° | x10° | x10° | x10° | x10° | x10°

Tab. V.8 : L'énergieUy,,  de lantenne basse fréquence

Le tableau (Tab. IV.8).montre aussi que le madlggossier du barreau est suffisant pour
obtenir une bonne précession pour n'importe quetbme de discrétisation du noyau. Les
nombres de discrétisations de I'épaisseur, de dgueur et de la hauteur du barreau sont
respectivemer(mx, ny,nz) Les valeurs utilisées sont rapportées au tablEalo. (V.9).

Direction Symbole Barreau (1) Barreau (2)
Ox Ny 1 5
Oy ny 5 1
0z n, 10 10

Tab. IV.9 : Subdivision du maillage grossier retenue pour les barreaux de la bobine
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Calcul U,

Rappelons que le potentiel vecteigrrl est calculé par cette relation :

__Ny=6

. Hols J ] Typ-Ny

A, =—*" as .
=g E - dSw, (IV.18)

Ns=1 SNSEaUn

Puisque le potentiel vecteur de deux faces oppaséesule et les densités de courantdes
éléments sont égales, la densité de courant estarig/ = |J|é; comme le montre la figure
(Fig. IV.24). nous pouvons donc passer de plusieurs csfanailléeqN,,, X 6), voir la
relation (V.14), & six frontieres maillées qui représentiest surfaces extérieures du solide
Vpar tel qu'il est illustré par la figure (FigV.24). Par conséquent, I'équatioh/(14) peut
étre réécrite sous la forme finale :

e —)NS=6 N

Is Hols ff Tom-Nq
U, ==(A.B.C —=dS .
Sbar = 7 N B E —— (1V.19)

Ns=1 SNseaVbaT

ou :M est le barycentre du volume d’'un Bgy, de la bobine dont les dimensioAsB et C
sont illustrées par la figure (FigV.24) etQ est un point qui appartient a une face du bloc

Vbar-

" Vbar
N
Fig. 1V.24 : Maillage de surfaces extérieures du BlocVy,

Nous savons que la bobine est composée de quatreata Chaque deux barreaux
symétriques par rapport au centre de la bobinexattement les mémes dimensions. Nous
pouvons alors limiter notre étude a deux barreaurnoe le montre la figure (FidV.25).
Nous monterons dans ce qui suit les résultats gimagun de ces deux barreaux.
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g &
s 4
-— =1 72E &
0.008m A9
g
g
= é\q&
— Q*
0.0004m

Fig. IV.25 : Deux barreaux de la bobine

Les tableaux (TablV.10) et (Tab.IV.11) montrent les valeurs de I'énergie de chaque

barreau. Les nombres de maillages grossiers psi} e, etV,,,» sont respectiveme6’ et

105 éléments surfaciques.

Maillage du barreau Maillage Maillage Maillage
(éléments) grossier moyen dense
Energie (J) 5.538x10° | 5.534x1C¢ | 5.531x1C

Tab.1V.10 : L'énergie U, . de l'antenne basse fréquence

Maillage du barreau Maillage Maillage Maillage
(éléments) grossier moyen dense
Energie (J) 3.193x10° | 3.192x10 | 3.191x10

Tab.1V.11 : L'énergie U, , , de I'antenne basse fréquence

Le tableau (TahlV.12) montre les valeurs de I'énergie totdle .

Maillage du barreau Maillage Maillage Maillage
(éléments) grossier moyen dense
Energie (J) 7.495x10" | 7.491x10 | 7.489x10

Tab.1V.12 : L'énergieUs,
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b. Calcul U,

L’énergie U,,. est définie comme la somme de deux termes indé&pénd le premier
terme due a la densité de courant passé danskedeata bobine et le deuxieme terme est due
aux aimantations du noyau. Ceci permet d'édfjje. comme suit :

Uare = ff Jo AV + ff JoAgd (1v.20)

arc arc
En supposant que le solitlg.. est divisé eV, éléments, I'équation précédente devient :

Narc Narc

1 5 —
Uagre = z (Amn ]n)dvn E ;(Asn-]n)dvn (Iv.21)

Autrement dit :

Ugre = U

Marc

+U

Sarc

(1V.22)
Nous verrons dans le paragraphe suivant, le cdesibeux termes de (IV.22) en détails.

Caleul Uy, .

Les densités de courant vérifier]ITl:qt]ﬁ2 F oo ¢]_n’, mais nous supposons qu’elles sont
constantes dans chaque élément

Nous pouvons calculer le potentiel vecteﬁrln dans (IV.21) facilement en utilisant
I'équation (l11.87). L’expression d&,, _ peut réécrire comme suivante :

Uneye _lu Oz M dVF)dvn (1V.23)

VFEQER

oll : P, est la barycentre d’'un élémentet M, est 'aimantation dans un poiltsitué dans le
noyau.

En subdivisant le noyau A, éléments, la relation (IV.23) peut s’écrire sdasforme
suivante :

Npar Ne ———ﬁ

1.“0]5
=_ E E V.24
Ungre > 8 dv ]n TPn dVN ( )

Nous suivons la méme maniere pour calculgy, ~ par la relation (IV.17) en étudiant
I'influence des deux maillages sur le calcul dg . Le tableau (Tab. IV.13) montre les
valeurs de I'énergi#,,  pour différents maillages du noyau et de I'arc.
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o 2 0
oS c
852
S5 g 50 400 3200
© ()
=59
¢S |s |8 |2 |8 ¢ |& |8 |8
s a > c a > c a > c
S8 |5 | |° |5 |E | > | E |©
D)
S __ | 2.3136| 2.305 | 2.303 | 1.991 | 1.984 | 1.982 | 1.70% | 1.703¢ | 1.70
é“ x10°® | x10°% | x10° | x10°® | x10° | x10° | 10° 10° 10°

Tab. 1V.13 : L'énergie Uy, . de l'antenne basse fréquence

La subdivision détaillée de l'arc de la bobine, pleumaillage grossier, est donnée dans le
tableau (Tab. 1V.14). Les nombres de discrétisatide I'épaisseur, I'angle et de | ‘hauteur
d’un arc sont respectivement, n, etn,.

Direction Symbole Valeur

Epaisseur n, 2

Angulaire ng 10
Hauteur n, 10

Tab. IV.14 : Subdivision retenue pour l'arc de la bobine

CaleulUs

Comme la densité de courant varie d’'un élémenf,dea I'autre, cela nécessite de calculer
Ag pour chaque élémentde l'arc.
Rappelons que le potentiel vectelyr est calculé par la relation suivante :

—> N=6

i . llo]sn 2 ﬂ Tnp- N dsy, (IV.25)

=1 SNEOV,

Dans la littérature, nous trouvons des expressanaytiques T7] pour résoudre (IV.25),
mais elles sont complexes et trés difficile a impdéter. Nous allons alors appliquer ce que
nous avons expliqué précédemment dans le paragrdph6)) en effectuant une
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transformation géométrique sur I'élément physiquelg ramene a la forme de I'élément de
référence. La figure (FidV.26) montre deux faces d’'un élémeht, € V..
n 3

Point
géométrique 4

£ / B 2

G Transformation
" géométrique A’]

2 N /FP
£, A

: @)

(b)

Fig. IV.26 : Elément quadrilatére a quatre nceuds, (a) éléments physiques, (b) élément référence

Comme la bobine est composée de quatre arcs idestitiénergid/; _ est egale quatre fois
Us,,..» OUUs, . estI'énergie due a un arc. Le tableau (Tlahl5) montre les valeurs de

Us,,. pour trois maillages de I'arc: grossier, moyedestse. La subdivision détaillée de I'arc
de la bobine, pour le maillage grossier, est domia@s le tableau (Tab/.14).

Maillage de l'arc
(éléments)

Energie (J) 3.66x10° 1.7x108 1x108

Maillage grossier Maillage moyen| Maillage fin

Tab. V.15 : L'énergie U, de I'antenne basse fréquence

Les résultats peuvent étre amélioré en utilisast@éments super-paramétriques au lieu
des éléments iso-paramétriques car nous avonsaiesrés quadratiques.

Enfin, nous avons trouvé que I'énergie magnétapiatiotalel,,, est égale a la sommation
de quatre termesl,,, ,Us, . ,Un,,. €tUs,, dontles résultats sont respectivement rapportés
aux tableaux (TahV.8), (Tab.1V.12), (Tab.lV.13) et (TablV.14).

L’étude donne des résultats trés similaires avex tois bonne précision par rapport a la

méthode standard (Tal/.16) en concernant le maillage fin.
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Maillage U, (J) U (J) Erreur
(éléments) (MoM) (MEF) relative%
50 1.64x10° 2.036¢10° 19.4
400 1.8x10° 2.03x10° 11
3200 1.88x10° 1.9¢10° 2.1

Tab. V.16 : L’énergie magnétostatique totale de I'antenne basse fréquence calculée par la
méthode MoM et la MEF

Pour les analyses par la méthode des moments ¢a paéthode des éléments finis, la
perméabilité relative du noyau est prise égale @10Qe noyau est maillé avec le méme
nombre de mailles avec la MoM ou la MEF.

I\VV.9) Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode des moments a éti&agpla une antenne basse fréquence.
Nous avons tout d’abord exposé un modéle simpleposénd’une piéce magnétique et d’'une
bobine. Le matériau a été maillé par des élémeaaddriques réguliers simples pour mettre
au point le code de calcul. Ensuite, nous avonstmaajue la précision de la méthode des
moments dépend de plusieurs facteurs : le nombla discrétisation du noyau, les valeurs de
la perméabilité et les facteurs concernant le talea coefficients des matrices élémentaires
par des intégrales volumiques (points d’intégration. Nous avons vu, pendant le calcul du
champ magnétique a l'intérieur du noyau, que larlm®yrésente des paliers de champ
magnétique. Le code doit étre alors amélioré ptiliser les fonctiond; (polyndme de degré
1 utilisé en éléments finis) pour améliorer la psé@m et la convergence. Pour cette
application, la méthode des moments est plus effiaqgue la MEF 3D pour calculer les
champs magnétiques a grande distance a partir dinieene basse fréquence. Par rapport a la
MEF, le systeme matriciel est plein mais plus patih nombre de subdivisions du noyau égal
a 50 est suffisant pour avoir une trés bonne poétisSeulement quelques secondes sont
nécessaires pour résoudre le probleme avec la deétthes moments MoM et les résultats
sont en bon accords (I'erreur est inférieur a 8¥@cdes simulations MEF et les mesures.
Dans la MEF, nous utilisons un maillage d’envira#6@00 éléments et 48030 noeuds. Ce
grand nombre d’éléments est nécessaire pour tergompte de la région de I'air autour de
'antenne. A la fin de cette partie, nous avonguwal I'énergie magnétostatique de I'antenne
basse frequence par la méthode des moments ésldsats ont été comparés par rapport aux
résultats de la méthode des éléments finis.
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V.1) Introduction

Dans ce chapitre, la méthode des moments est appligur un deuxieme exemple. I
s’agit du PPS-Flex qui est un systéme a grandfentaec des géométries assez complexes.
Ainsi, il est nécessaire d'utiliser des propriédéssymétrie pour simplifier le domaine d’étude
afin de gagner du temps du calcul et de la mémbeecode de la méthode des moments est
alors développé afin de calculer les intégralesdare géométrie complexe et, également, de
prendre en compte des symétries géométriques stopidg de la PPS-Flex. Par conséquent,
un huitieme de la structure va étre étudié. Danpnamier temps, nous allons éclaircir la
symétrie dans la méthode des moments. Dans unéteaxiemps, nous allons présenter les
résultats concernant le calcul du champ magnétdtietérieur du canal de PPS-Flex. En fin,
les résultats seront comparés avec la méthoddétesrds finis et la mesure.

V.2) PPS-Flex

Dans cette partie, nous allons présenter un matielBPS-Flex qui a été défini et réalisé
dans (FigV.1) [11].

Dans le chapitreGhapitre . IV), la méthode MoM a été appliquée & antenne basse
fréquence ou la géométrie simplifiée est utilislérfents hexaédriques). Dans cette partie,
les matériaux ferromagnétiques de PPS-Flex sontésavec un trilinéaire irrégulier (huit
nceuds) hexaedre. Ainsi, le code de MoM est dévélgour calculer une intégrale dans une
géométrie complexe et, également, de prendre erpteohes symétries géométriques et
physigues de la PPS-Flex. Par conséquent, enautilisette méthode, un huitiétme de la
structure va étre étudié, contrairement aux probtetraités par la méthode des moments dans
le chapitre Chapitre . IV), qui a étudié toute la structurd’detenne basse fréquence.

Fig. V.1 : Vue du circuit magnétique complet du PPS-Flex
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Dans la suite et avant de présenter les résulat®RIS-Flex, nous allons éclaircir la
symétrie dans la MoM, cette derniére a été déjatiorarée rapidement dang8d qui
'applique a la moitié de la structure.

V.3) Symétries

Le PPS-Flex est un circuit géométrique assez coaplié est possede des propriétés de
symétries. Il est possible de restreindre I'étudendhuitieme du domaine afin de gagner du
temps et de la mémoire.

V.3.1) Définitions générales des grandeurs polaires et axiales
Nous pouvons classer les grandeurs physiques encdétgories :

— Les grandeurs polaires ou les vraies grandeurar. n@eodule et leurs sens sont
parfaitement déterminés. Ils sont totalement inddpets de toute convention
d’orientation d’espace. Par exemple, parmi leseugst polaires, on note la densité de
courant, la vitesse d’'une particule et le champtedstatique, et parmi les scalaires
polaires, on note la longueur, le volume, I'angl&aanasse.

— Les grandeurs axiales ou pseudo grandeurs : lgne sist sans signification physique
et il est arbitraire ; il est fixé en se référarth @onvention d’orientation de I'espace et
change avec cette convention. Par exemple, pasnvédeteurs axiaux, on note le
vecteur de rotation instantanée, la normale a wumiace, le champ magnétique et
I'aimantation magnétique, et parmi les scalairemwag on note les surfaces et les
angles orientés.

V.3.2) Propriétés de symétrie
> Symétrie par rapport a un plan

Soit 47(M], ;) le vecteur obtenu par symétrie par rapport & wn B} & partir de
/T(Mlz,g). Les vecteurs et les pseudo-vecteurs se transibrdaas la symétrie par rapport a
ce plan de la fagon suivante (voir la figure (RR)) :

— Un vecteur est transformé en son symétribi{d1; , ;) = A(My,5).

~ Un pseudo-vecteurs est transformé en I'opposé dmésigue A’(M},;) =

_K(M1‘2’3)-
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A A e N — K
Ms:_> MJ Mli/A Mal—}A MzTA Ml/
— | | I
ST S S T S
l g | : I \E
L M| ML Ry M. —
Ms —_— — A {—l ! M_» )
A A A g A

(@) (b)

Fig. V.2 : Image d’un vecteur polaire (a) et d’un pseudo-vecteur (b) par symétrie par
rapporta un plan P,

D’apreés la figure ci-dessus, on voit que :

1) si fT(M) est un vrai vecteur :
* Les composantes tangentielles sont égéles A,
* Les composantes normales sont oppodees —A4,,. Alors, en tout point du plan
P,, A(M) est tangentiel.
2) au contraire, sf(M) est un pseudo-vecteur :
* Les composantes tangentielles sont oppadges—A;
* Les composantes normales sont égdles= A,,. Alors, en tout point du plaA,,
fT(M) est normale.

> Antisymétrie par rapport a un plan

L’imageﬁd’un vecteur et d’'un pseudo-vecteur par rapport glan d’antisymétri®®, est
obtenue selon la regle :

A7 = A (V.1)
On déduit pour le plan antisymétrique :
1) si fT(M) est un vrai vecteur
A7 = A =—4 (V.2)
alors, en tout point de ce pIa«f(M) est normal au plaA,.

2) si A(M) est un pseudo-vecteur

—_—

Yy (V.3)

alors, en tout point de ce pIai(M) est tangentiel au pla®y.
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V.3.3) Comportement du champ magnétique et de la de  nsité du
courant dans les opérations de symeétrie

Les propriétés de symétrie du champ magnétiqguefeadmentales car elles permettent
de simplifier considérablement le calcul du chanmggnetique. Du fait que le champ soit un
effet créé par un courant, il contient des infoiore sur les causes qui lui ont donné origine.
Cette trivialité se traduit par la présence deatees symétries et invariances si les sources de
courant en possédent également. Ainsi, si I'on alirlas propriétés de symétrie de la densité
du courant, nous pourrions connaitre celles du phargnétique.

Le champ magnetostathlBa est défini a partir de la force magnethla,gagnethue qui

s’exerce sur une chargg: Fmagnétique =qU A B. Donc il est défini a partir d’un produit
vectoriel. C’est alors un pseudo-vecteur.

Les figures (FigV.3) et (Fig.V.4) montrent que les plans de symétrie pour lesces)
sont des plans d’antisymétrie pd_ﬁr

(7
@\ /F\

\ %\ » /’_\
M- ) / - “’
— N T3 M'=sym(M)
< —h
. .
~— B =-sym|(B |

Fig. V.3 : Distribution du courant symétrique et I'induction magnétique antisymétrique

jA

/ S 1I)
\ —\ o * \”l
N \ /\3
ML /
M \:' 8 P M =sym(M)
: (
N

Fig. V.4 : Distribution du courant antisymétrique et l'induction magnétique symétrique
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Enfin, les propriétés de symétrie du champ magunétej de la densité du courant peuvent
étre résumées dans le tableau suivant (Tab. V.1) :

Symeétrie selonP; Antisymétrie selonP,
Vrais vecteur : J Tangentiel & Orthogonal &,
Pseudo-vecteur B Orthogonal &, Tangentiel &,

Tab. V.1 : Régle de symétrie du champ magnétique et de la densité du courant

V.3.4) Application des propriétés de symétrie dans le PPS-Flex

Le probléme auquel nous sommes confrontés et nexand le régler est la taille énorme
de la matricdw]. Dans la suite, nous allons montrer la possibdié&udier un huitiéme de la
structure dans le but de réduire la taille de laricade(3N, X 3N, = 3(8n) x 3(8n)) a la
taille 3n x 3n. Nous signalons que le huitieme de la structurenpmote n éléments
volumiques et le reste de cette structure possede7h éléments volumiques. Pour cet effet,
nous allons étudier les symétries par rapport eaig plans Oyz, Ozx etx = y.

Afin de clarifier et de simplifier ce point, il estile de faire un maillage de 8 éléments : un
elément et ses images par rapport aux trois plargiomnés ci-dessus. Nous allons montrer
la possibilité de calculer I'aimantation a partium €lément, ici, & partir du premier élément.
Ensuite, nous verrons comment généraliser le casNpovolumes élémentaires.

Soit M} un point qui appartient a un huitiéme de la stmeetle PPS-Flex ol = 1, 2, 3 (voir
la figure (Fig. V.5)). Pour écrire les formulesdles de maniere générale, nous notons les

images de} par rapport aux trois plans comme le suivdﬂfc.z), Mi1(3), ....,Mil(S).
a. Symétrie par rapport au plan oyz

SoientM; @, M'® M@, M7 respectivement les images g, M, M, M'® par
rapport au pla®yz (voir la figure (Fig.V.5)).
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Fig. V.5 : Vues de dessus du PPS-Flex

La figure (Fig. V.5) montre la direction de la ddééd de courant dans les bobines. Nous
remarquons que le plabyz est un plan d’antisymétrie pour les sources, dibrest un plan

de symétrie pour le champ magnétique. Alors, sd¥dtude précédente (Tab. V.1), les
composantes tangentielles du champ magnétique égates et les composantes normales

n = e;) sont opposées :
1 pPp

o) [

H® _ gl@
1(3)\ /1(4)_1_,1(3)\

Hl(e)) H1(5) H1(e) | (V4)
_ gl \ 1(8) _ 1(7)/
- HZ H3 - H3

Comme l'aimantation est un vecteur axial (pseuddets), elle se comporte de la méme

facon queH. Donc, nous pourrions écrire :
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M} = -m;® M3 = m® M} = m;®
M@ = _pi® MI® = 1® MI® — 1
3 3
1(5) 1(6) 1(5) M1(6) MiE) _ M1(6)) (V.5)
3 3
\M1<8) 1(7) / M1(8> M / Mi® = 1

b. Symétrie par rapport au plan Ozx

SoientMil(4)et Mil(S) respectivement les images Mg et Ml.l(s) par rapport au plagyz
(voir la figure (Fig. V.5)). Nous notons aussi daglanOzx est un plan d’antisymétrie pour
les sources, donc il est un plan de symétrie ppahémp magnétique. Alors, les composantes

tangentielles du champ magnétique sont égalessetdmposantes normales £ e,) sont
opposeées :

Hl Hil(‘l') H% — H1(4) Hl H1(4)
H1® 1O =

1= -1, 3 = I3
H11(5) — _H21(3) H;(5) — H;(S)

c. Symétrie par rapport a la premiére bissectrice

(V.6)

Soit Mil(s) I'image deM; par rapport au plan =y (voir la figure (Fig.V.5)). L’étude de
la symétrie par rapport au plan= y donne la relation entre eux (Annexe0) :

(B =m®) (3 =n®) (H=H) (V.7)

Nous pourrons résumer les symétries par rapportrais<plans dans le tableau suivant (Tab.
V.2):

Secteur 1| Secteur 2 Secteur 8 Secteur|4 Secteur S5ecteur 6 | Secteur 7| Secteur 8
X1 —X1 —X1 X1 Y1 —V1 —V1 V1
7 4V1 54 N1 3{~V1 | {1 T 4X1 Te{ X1 X1 | Tg{ X1
Z Z Z A Z Z A A
. ]xl _ _]xl _ _]xl _ ]xl _ ]xz _ _]xz _ _]xz _ ]xz
]1*]x2 Iz Jx2 I3 —Jx2 Ja —Jx2 ]5*]x1 Js Jx1 J7 —Jx1 Js —Jx1
Jx3 Jx3 Jx3 Jx3 Jx3 Jx3 Jx3 Jx3
. Hxl . _Hxl . _Hxl . Hxl . sz . _sz . _sz . sz
Hi{Hx, | Hyy Hxy | H3{—Hyo| Hy3—Hx2| Hs{Hx1 | Hgy Hx1 | H7{—Hx1| Hg{—Hx1
Hx3 Hx3 Hx3 Hx3 Hx3 Hx3 Hx3 Hx3
Tab. V.2 : Symétrie par rapport aux trois plans
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En utilisant les données dans le tableau (NaB), les composantes= 1,2,3 du champ
d’excitation magnétique au centre du bldc=1 et au centre de ses images
I =1(2),1(3),..,1(8) peuvent étre écrites sous la forme matricielle :

Hyg!
Hiz
HI 1

_H7’n11 —-Mi
Hl 1 Ml
—H,’nll r F111,1(1) Fllz,l(l) F113,1(1) Flll,l(z) F112,1(2) F113,1(z) Fllll(S) Fllzl(s) F113,1(8) _1‘;11
{—H' 1} [1,211,1(1) 1,212,1(1) F213,1(1)] [1,211,1(2) 17212,1(2) F213,1(2) .... Fz11,1(8) 17212,1(8) 1;213.1(8)] {_le}
1_1.!";311 F;{l(l) Eglzll(l) F313,1(1) %11,1(2) %12,1(2) F313,1(2) %11,1(8) %12,1(8) %13,1(8) 1\,,311
{} o s o Eoe Sone| [T oo o {M}
HE | B By Byt || By By [ I (Y By By M}
Himy (= @1 plos poa »{,311(2),1(2) %12(2),1(2)' F313(2),1(zi »F;l(z.).l(s) FIO1®  pl2)1®) el (v.8)
b premam i
HIZE . e . M3
_H:n=21 ’Flll(ﬂ)vl 11112(8)4 }—;113(8)1 ’Flll(S)vl(Z) 11112(8),1(2) Fil;;(g)'l(z) ’Flll(ﬂ)vl(*?) Fllz(8)v1(3) 11113(8),1(8) _le
{ H';'zli } F211(8),1 F212(8),1 F213(8),1 F211(8),1(2) F212(8),1(Z) F213(8),1(Z) ..... F211(8),1(8) F212(8),1(8) F213(8),1(8) { Mli }
Hps Il 1,311(8).1 F;Z(s),l 1,313(8).1 | F311(8).1(2) F312(8),1(2) 1,313(8),1(2) | F311(8),1(8) F312(s),1(s) %13(3),1(8) M}

lindice «1,1(1) » dansF5'™ dans la relation précédente dénote Iinfluencend'u
élément sur lui-méme. Grace a la symétrie géomsyriqqous pourrons réduire les trois
composantes d; :

- La premiére composante ET”eesthairement égale :
111 112 1,1(3 1,1(4 1,1(5 116 1,1(7
1,1(8) J=1
- k3 ] M;
1,1(1) 1,1(2) 1,1(3) 1,1(4) 1,1(5) 1,1(6) 1,1(7)
+[F12 tF; - F; - F; — By — By + By

+ Fl 1(8)] M2]=1 (V.g)

n [1:112,1(1) +F112,1(2) +1:1,1(3) +1:112,1(4) +F111,1(5) +F111,1(6) +1:111,1(7)

n Fl 1(8)] M3]=1
Pour rendre I'équation finale plus facile a lireus allons récrire (V.9) comme suit :
HIS = 7M™ + 7M™ + 7M™ (V.10)
- De la méme facon, la deuxieme composantE[dJéduite de (V.8) est égale :

HIZ = [F211,1(1) _ F211,1(2) Fl 1G) Fl RO Fl AG) Fl ,1(6) F212,1(7) 1, 1(8)] M] 1 (V.11)

- 103 -
LAPLACE/ENSEEIHT-2014




85 : MODELISATION DU PPS-FLEX

1,1(1) 1,1(2) 1,1(3) 1,1(4) 1,1(5) 1,1(6) 1,1(7) 1,1(8)] 5 /=1
+[Fzz + By — —E; —Ey — F4 + Fy +Ey ]Mz

1,1(1) 1,1(2) 1,1(3) 1,1(4) 1,1(5) 1,1(6) 1,1(7) 1,1(8)] ,,J=1
+ B3O+ By @+ B O 4 BRO 4 1O 4 g0 4 RO 4 Oy
Autrement dit :
Hig = B M{~" + B M= + /My~ (vV.12)

- Enfin, la troisieme composante Hes'écrit :

= 1,1(1 1,1(2 1,1(3 1,1(4 1,1(5 1,1(6 1,1(7
Hrln31=[F31()_F31()_Fgl()+F31()+F32()+F32()_F32()
1,1(8)] ,, /=1
— B ]M1
F1,1(1) F1,1(2) F1,1(3) F1,1(4) F1,1(5) F1,1(6) F1,1(7) F1,1(8) M]=1 (V'13)
+[32 REY) T 132 — 132 51 B} T f3g +f3g ]2
1,1(1) 1,1(2) 1,1(3) 1,1(4) 1,1(5) 1,1(6) 1,1(7) 1,1(8) J=1
+|Fst@ + F5 @ 4 O 4 BRI 4 O 4 g1O 4 B0 4 g O ]
De la méme facon pour les équations précédentes :
HIZ = 7M™ + 7M™+ B Ml (V.14)

Finalement, nous pourrons écrire les trois compesan forme matricielle simple :

= L] L] L] J=1

Hrlnll Fi Ry Fi (M
I=1{ _ L] 1] L] J=1

Hypp (= T21 7:22 T23 Mz (V-15)
=1 L] 1] L] J=1

Hing Fi Fy Byl \Mg

En général, la relation précédente devient :
I=1 3 I] ]:1
HIZ = E j—1Tij M; (v.16)

On peut généraliser I'équation (V.16) pdi, = 8n) en I'écrivant de la fagon suivante :

n 3
i =), < 7 ) (v.17)
J=1 Jj=1

Enfin, la nouvelle matrice d’'interaction globaleupde nouveau systéme linéaire qui tient
compte des symétries du probleme est une matridaikie3n x 3n contre (3N, X 3N, =
3(8n) x 3(8n)). Ainsi, la mémoire de I'espace nécessaire powkstola matrice est 64 fois
de plus petite. De plus, en comparaison la relagioinprend en compte la symétrié.17)
avec celle qui ne prend pas en compte la symétkigg), on remarque que le temps du calcul
de la matrice est divisé par 8.
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V.3.5) Calcul du champ source par Biot et Savart

Le PPS-Flex est une structure multi étage, se<ipdtes caractéristiques sont indiquées
dans le Tableau (TaWb.3) [11].

Caractéristiques
générales du circuit
magnétique

Hauteur sans dernier étage (axiale) 78 mm
Hauteur avec dernier étage (axiale) 90 mm
Largeur (diagonale maximale) 240 mm

Nombre d’'étages total

3+ 1 amovible

Nombre de colonnes externes

4

Nombre total de bobines

4 internes + 16
externes + 2
arrieres

Caractéristiques du
canal

Largeur du canal rectiligne (radiale) 16 mm

Longueur du canal rectiligne (axiale) 27 mm

Largeur maximale pe_lrtle oblique du canal 35 mm
(radiale)

Longueur partie oblique du canal (axiale) 11 mm

Tab. V.3 : Récapitulatif des principales caractéristiques du circuit magnétique du PPS Flex

Afin de calculer le champ magnétique di aux bobimesmuis avons utilisé la méme
approche qui a été utilisée dans la premiere agipic de la méthode des moments (ABF).
Cette approche classique peut facilement étre lé@qar la loi de Biot et Savart.

Les distributions de la composarfie du champ magnétique di aux bobines le long de
'axe Oz a l'intérieur des bobines internes et externeg sespectivement indiquées sur les
figures (Fig. V.6) et (Fig. V.7). Les pourcentaggerreur relative entre les résultats calculés
par le code écrit sous Matlab et ceux obtenuesApals par rapport a ceux obtenus par
Ansys sont indiqués sur les mémes figures. Ledemibaleurs de cette erreur montrent donc

clairement la précision du calcul de champ
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Composante en Z du champ de la source produit par vingt bobines et calculé

par la loi Biot et Savart
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X=0; Y=0;Z=[ -0.09:0.09] (m)

Fig. V.6 : Distribution du champ magnétique dii aux bobines totales le long de I'axe Oz.

des bobines internes par Ansys avec ceux

érieur
calculés par Matlab

ésultats obtenus a l'inté,

Comparaison des r

Composante en Z du champ de la source produit par vingt bobines et calculé

par la loi Biot et Savart

x 10"

0.04

9% 9ANB|al INalIg
N

=-=e=:= Matlab
=k~ Ansys

-3 Erreur relative%

4

X=0.0604; Y=-0.0594;Z=[ -0.09:0.09] (m)

Fig. V.7 : Distribution du champ magnétique dii aux bobines totales le long de I'axe Oz.

des bobines externes par Ansys avec ceux

érieur
calculés par Matlab

ésultats obtenus a l'inté,

Comparaison des r

- 106 -
LAPLACE/ENSEEIHT-2014




85 : MODELISATION DU PPS-FLEX

V.3.6) lllustration de l'intérét de prendre en comp  te les symétries

Le code est développé pour prendre en compte Béthélorique concernant la symétrie
mentionné dans le paragraphe3.4). Dans ce paragraphe nous allons comparegsestats
du code qui ne tient pas en compte de la syméteae eeux obtenues par le code qui prend en
compte la symétrie.

Comme le PPS-flex est un exemple complexe, il d@Btikk de réaliser une simulation
avec le maillage complet. Afin de valider le codweloppé et de comparer les résultats de
chacun des deux codes en termes de nombre d'éene¢ntde temps du calcul, nous
présentons un cas test de validation. Nous utBigoncircuit magnétique représentatif d'une
partie de la colonne centrale du PPS-Flex comnmedletre la figure (FigV.8) au niveau du
carrée rouge (cylindre). Ce circuit est alimentelpa vingt bobines décrites précédemment. ||
est utile pour dégager des résultats numériquéavéd’importance et la nécessité d'utiliser
la symétrie dans la méthode des moments, en pa&teulorsqu’ il s’agit des objets de
grande taille.

Fig. V.8 : Piéce ferromagnétique des bobines centrales de PPS-Flex

Le maillage du cylindre posséde 480 éléments heixpéxs. Grace a la symétrie, la taille
du systéme linaire est réduite a 60 éléments hex@éed (un huitieme du cylindre) (Fig.
V.9).
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(@) (b)
Fig. V.9 ! (a) maillage du cylindre. (b) maillage d’un huitiéme du cylindre

Nous avons calculé le champ magnétique a I'extédaumatériau par les deux codes (sans
tenir compte de la symétrie et tenant compte dsyhaétrie). Les figures (Fig/.10) et (Fig.
V.11) illustrent respectivement les composantestthmp magnétiquB,, B,. Les résultats se
sont toujours avéres satisfaisant bien que latdill systeme a résoudre soit bien plus petite.

Br (T)

0.1 0.12 0.14 0.16

i j ;
o 002 004 006 0.8
Z(m)

-1.5

Fig. V.10 : Composante radiale du champ magnétique totale B, le long de l'axe Oz a l'extérieur du
cylindre. Comparaison des résultats dus au maillage complet (cylindre) avec ceux dii a la
huitieme du cylindre
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Z(m)

Fig. V.11 : Composante axiale du champ magnétique totale B, le long de 'axe Oz a I'extérieur du
cylindre. Comparaison des résultats dus au maillage complet (cylindre) avec ceux dii d la
huitiéeme du cylindre

La nouvelle version du code a non seulement rédutille de la matrice d€3 = 480 x
3x480) a la taille(3 * 60 x 3 * 60), mais elle a également conduit & un gain notable e

termes de temps de calcul. C’est ce que nous iadigs clairement le tableau suivant (Tab.
V.4):

Nombre d’éléments du Temps
maillage (seconde)
Un huitieme du cylindre 60 46
Maillage complet du cylindre 480 378

Tab. V.4 : Comparaison du temps du calcul de la matrice entre le code qui prend en compte la
symétrie et celui qui ne prend pas en compte la symétrie

On remarque que le temps du calcul de la matrickai dans le cas d’un maillage complet
du cylindre est égal 878 seconde. Alors que, le temps de calcul pour utiémue du
cylindre est seulemedit seconde. Soit a peu prédois plus rapide que le maillage complet
(voir les relations\{.17) et (I1.56)). Donc, I'application de la symétrie darssrméthode des

moments réduit le temps du calcul de la matricetefactions élémentaires et réduit I'espace
de stockage.
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Il convient de signaler que le temps du calcul loentps totaH dans n'importe quel point
dans l'espaceé est le méme dans les deux cas étudiés précédemNumrg allons justifier
I'égalité en termes de temps de calcul comme suit :

Dans le code qui ne prend pas en compte la syméwigs utilisons I'expression dé(P)
donnée par:

MITPN M
HP) = Hy(P) +z M A el (V.18)
1=14T Ton PN

Dans le code développé qui prend en compte la signébus utilisons la relation suivante
pour calculer le chamf (P) :

n=le M’(‘)rpN) [YI0!
i= 141'[ v T

1) Ton PN

ou: M@ représentent les valeurs de l'aimantation, e2,3,..,8 . Ces valeurs des
aimantations ont été générées a partir de I'ainianta/!(») calculée dans un élémeht
appartenant a un huitieme de PPS-Flex (selon Eétladla symétrie (TaM..2)).

Dans les deux relation¥ (18) et {/.19), nous remarquons la similarit¢ du nombreaig de
calcul des intégrales pour le deuxieme terme. {Deciit une égalité du temps de calcul.

En fin de cet exemple, nous pourrions dire quelisation de la symétrie dans la méthode
des moments nous permet d'utiliser le code déveéoppur appliquer la méthode des
moments a notre exemple de départ.

V.4) Résultats numérigues

Apres avoir validé les sous-programmes du code ldgpés concernant le calcul du
champ dG aux bobines et I'application de la syra&ldans la méthode de MoM sur le circuit
PPS-Flex, nous calculons les composantes du chatalppgr la relation (V.19) a lintérieur
du canal céramique comme le montre la figure (W¥i@2) en utilisant différentes densités de
maillage :722, 3392 et 11040 éléments volumiques.
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Déplacement axial

Bras de maintien de la
sonde triaxiale

Actionneur rotatif
pour positionnement
angulaire

Déplacement XY par rail
de déplacement linéaire

Fig. V.12 : Vue 3D du banc de caractérisation magnétique

Les résultats sont exprimés dans un repére cyljundriLa positiorz = 0 est définie au
niveau du plan de sortie du canal rectiligne. Llargy= 0" est choisi entre deux bobines
externes (FigV.13).

Fig. V.13 : Positionnement du repére cylindrique

Les composantes axiale et radiale du champ mageétiofal pour les trois maillages
étudiés sont présentées respectivement sur leesigiig.V.14) et (Fig.V.15). Les valeurs
ont été normalisées, pour des raisons de confalgétipar rapport a la valeur de I'amplitude

du champﬁ au centre du canal.
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Fig. V.14 : Distribution de Ia composante axiale du champ magnétique calculé par la MOM pour
un nombre différent d’éléments, le long de I'axe Oz, 4 proximité de la paroi interne
(r=42.35 mm) pour une valeur de 8 égale a 45°
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Fig. V.15 : Distribution de la composante radiale du champ magnétique calculé par la MoM pour
un nombre différent d’éléments, le long de I'axe Oz, 4 proximité de la paroi interne
(r=42.35 mm) pour une valeur de 8 égale a 45°
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Cette étude nous a permis de faire une analysetitjiave de l'influence de la
discrétisation sur la convergence de la solutioménigue. Nous remarquons que les écarts
entre les résultats des trois maillages ont dimewéugmentant le nombre d’éléments. Nous
savons gue cet écart peut s'annuler par le calcehdmp avec des maillages dont le nombre
d’éléments est plus élevé que celui du maillageGomme le calcul de la matri¢g] est tres
couteux en temps de calcul comme le montre le dab{€ab.V.8) et aussi il est limité par la
taille de la mémoire, nous s’arrétons a un maillagec11040 éléments.

V.4.1) Vérification de la prise en compte des symét  ries

Apres avoir validé la symétrie dans le code powr partie du PPS-Flex (cylindre), nous
pouvons valider la symétrie pour le circuit PPSxHlie maniere tres simple en calculant le
champ en huit pointsM} et ses images par rapport aux trois plans, chappartient a un
secteur (un huitieme de PPS-Flex) exactement colmmentre les figures (Fig. V.5) et (Fig.
V.16). Normalement les valeurs des champs obtenuses points doivent étre rassemble a
ceux présentés dans le tableau (Tab. V.2).

Fig. V.16 : Positions des points de calcul qui ont le méme rayon r= 42.35 (mm), la méme
hauteur Z et différents angles

Nous avons calculé les composantes du champ mggeét l'extérieur des matériaux
ferromagnétique et a l'intérieur du canal du prepul (Fig. V.16) a trois hauteurs différents
Z =30,50,70 (mm) comme le montre respectivement les tableaux (Vai), (Tab. V.6) et
(Tab. V.7).
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B | Secteur | Secteur | Secteur| Secteur| Secteur| Secteur| Secteur| Secteur
1 2 3 4 5 6 7 8

B, | 0.0006 -0.0006| -0.0006 0.0006 0.0004 -0.0004  -0.0004 0.0004

B, 0.0004 0.0004 -0.0004 -0.0004 0.0006 0.00P6 -0.0006.0006

B, | -0.0004 | -0.0004| -0.0004 -0.0004 -0.0004 -0.0004 O00®4 | -0.0004

Tab. V.5 : Composantes du champ magnétique obtenues en huit points dans le plan : r=42.35
(mm), z=30 (mm)

B | Secteur | Secteur | Secteur| Secteur| Secteur| Secteur| Secteur| Secteur
1 2 3 4 5 6 7 8

B, | 0.0008 | -0.0008 | -0.0008 0.0008 0.000% -0.0005 -0.0Q05 &000

By 0.0005 0.0005 -0.0005 -0.0005 0.0008 0.0008 -0.0008.0008

B, | 8.68e-5| 8.68e-5 8.68e-5 8.68et5 8.68¢-5 8.68e-5 8e&H6| 8.68e-5

Tab. V.6 : Composantes du champ magnétique obtenues en huit points dans le plan : r=42.35
(mm), z=50 (mm)

B | Secteur | Secteur | Secteur| Secteur| Secteur| Secteur| Secteur| Secteur
1 2 3 4 5 6 7 8

B, | -0.0121 | 0.0121 0.0121 -0.0121 -0.0051 0.0051 0.0051 -0.0051

By | -0.0051 | -0.0051 0.0051 0.0051 -0.0121  -0.0321 A0120.0121

B, | 1.06e-3| 1.06e-3] 1.06e-3 1.06et3  1.06e-3 1.06e-3 6e130| 1.06e-3

Tab. V.7 : Composantes du champ magnétique obtenues en huit points dans le plan : r=42.35
(mm), z=70 (mm)

Les résultats des tableaux (Tab. V.5), (Tab. ¥t@)Tab. V.7) sont similaires a ceux obtenus
dans le tableau (Tal.2) qui résument I'étude de la symétrie de PP&-plar rapport aux

trois plans.

V.4.2) Comparaison avec la méthode des éléments fin

1S

Comme le logiciel Ansys est limité par le nombréléments, nous avons utilisé le logiciel

GMAG.
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Mormalized values of Br

(Br/Brn)
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Fig. V.17 : Répartition de la composante radiale de la densité du champ magnétique calculé par
la méthode des moments (MoM) et la méthode des éléments finis le long de 'axe Oz

La figure (Fig.V.17) montre que les résultats calculés par la Mot tres similaires avec
ceux obtenus par la méthode MEF.

V.4.3) Comparaison avec la mesure

Une vue 3D de l'ensemble est présentée par ladidiig. V.12). Le pilotage de
I'ensemble est assuré par un PC via le logicigitdifacage et d’acquisition Labview.

Les résultats obtenus a l'aide du code de la méthlms moments sont comparés aux
mesures sur les figures (FM.18) et (Fig.V.19). Parmi les maillages que nous avons utilisés,
le maillage fin {1040 éléments) donne les résultats les plus proches, leneemps de calcul
dans ce cas est trés important. Nous remarquorss ques le maillage @22 éléments donne
des résultats I1égerement perturbés par I'erreutaddiscrétisation. La Figure (Fig/.18)
montre de plus que des différences existent, nolesent sur les amplitudes, mais aussi sur
la forme des courbes.
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5X 10'3 | | r=l39.52 ( mrln) | ,

!’\ S [ MoM (722)
4_" ....... e e ............... ................ | ===mom (3302) |
\ S| ='="'MoM (11040)

Bz ()

-5
0.12 0.14 0.16 0.18

0.04 0.06 0.08 0.1

Fig. V.18 : Distribution de la composante axiale du champ magnétique calculé par la MOM pour
un nombre différent d’éléments, le long de I'axe 0z, 4 proximité de la paroi interne
(r=39.52 mm) pour une valeur de 8 égale a 45°, comparaison avec la mesure
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Fig. V.19 : Distribution de la composante radiale du champ magnétique calculé par la MOM pour
un nombre différent d’éléments, le long de I'axe Oz, d proximité de la paroi interne
(r=38.55 mm) pour une valeur de 8 égale a 45 comparaison avec la mesure
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Les erreurs constatées précédemment peuvent dusieyrs origines :

Les matériaux utilisés sont considérés comme liegaet la valeur de la
perméabilité choisie correspond a celle du matéméal juste avant le coude de
saturation (voir schéma de la figure (Fi4.20)). De ce fait, pour des valeurs
d’'induction faibles, la perméabilité exploitée r’'gslus représentative de la
perméabilité relative inhérente a la couBy@l), ce qui implique de légers écarts
entre les courbes obtenues par les deux matérdans le cas ou les parties
ferromagnétiques sont faiblement magnétisées. Cats¢ cantonnés aux zones de
faibles inductions, restent cependant trés faifded’ordre de quelques pourcents)
et ne sont donc pas problématiques. Méme si ndlisons les matériaux non
linéaires, les caractéristigudyH) des matériaux employés dans le calcul ne
correspondent pas aux caractéristiques réelleeabe wtilisés pour la réalisation
du prototype, du fait d’'un traitement thermiquefdiént ou de l'impact de
l'usinage [L1].

Courbe B(H)
du matériau

Perméabilité
fixe retenue

>
H

Fig. V.20 : Sélection de la perméabilité fixe pour les simulations linéaires

La présence d'une certaine proportion de spiresoemt-circuit qui conduirait a
réduire le champ généré par un courant donnéhesbcouples placés au centre
des bobinages peuvent, par exemple, occasionneiétests d’isolement)Lfl].

Des imprécisions au niveau des dimensions du tincuEgnétique (tolérance
d’'usinage, décalage dans le positionnement deirestpieces, etc.1]].

Des erreurs liées a la mesure (étalonnage du gatresmositionnement a zéro de
la sonde) 11].

Les imprécisions se présentent lors de I'utilisatitune piece trés mince comme
le montre la figure (FigV.21. b), (I'épaisseur est tres petite, elle estlég
0.5 mm). Ces imprécisions peuvent étre dues aux singédaldors de I'interaction
d’un élément sur lui-méme et sur les élémentslies groches de cette pieéce. Dans
ce cas, les points de Gauss peuvent se retro@geptoches voire confondus avec
le point de collocation (la distan®eest tres petite comme le montre la figure (Fig.
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IV.9)). Par conséquent, le calcul de l'intégraéiént non précis. Nous signalons
aussi que dans ce cas, les matrices élémentairés diagonale et les matrices les
plus proches de la diagonale doivent étre calcud@es les solutions analytiques
qui sont difficiles a implémenter.

- Compte tenu des imprécisions engendrées par la priscompte d'une piece
mince, le calcul du champ magnétique donné pafigeses (Fig. V.18) et (Fig.
V.19) a été fait sans la considération de la pragece. L'absence de cette piéce
affecte plutét la composante axiale que la compesadiale dont les valeurs sont
beaucoup plus importantes que celles de la comfmaarale.

-

licrams thermiques

petgne de maintien

(a) (b)

Fig. V.21 : (a) Circuit magnétique avant bobinage. (b) Piéce ferromagnétique de I'un des
modules externes

Dans la suit, nous allons détailler le temps dowlaionsommeé suivant les étapes du code.
Ces détails de temps donne au lecteur une vueatitrie du code de facon aussi claire que
possible.

V.4.4) Détail des temps de calculs

a. Temps du calcul du champ d’excitation aux centres des barycentres
des éléments du maillage

Le code commence par le calcul du cha‘ﬁmux barycentres des éléments par la loi Biot
et Savart. Puisque le temps du calcul du champ poyroint est constant, il est égal6.@3
seconde, le temps de calcul augmente de manié&arinavec le nombre d’éléments comme
le montre la figure (Fig. V.22).
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Fig. V.22 : Temps de calcul du champ dii a vingt bobines aux barycentres des éléments en
fonction du nombre d’éléments de maillages étudiés

b. Temps du calcul de la matrice d’interaction globale

Les temps de calcul d@ concernant les trois maillages sont plus faibteagarativement
par rapport aux temps de calcul des matrices dantmn globale[f] de ces maillages tel
gu’il est indiqué par le tableau (Tab. V.8).

Nombre d’éléments | Temps du calcul des termesg Temps totale de calcul
du maillage diagonaux (seconde) de la matrice (seconde)
11040 3533 3.62224x10
3392 1085 1.0513x10
722 231 5947

Tab. V.8 : Temps de calcul de Ia matrice d’interaction globale pour chaque maillage

Le huitieme du PPS-flex est maillé pAp éléments volumiques ce qui correspond a
N,.matrices élémentaires diagonales. Chaque matsiceadculée par I'intégrale surfacique
(111.45) avec un nombre d’intégration constaﬁng = 16). De ce fait, le temps du calcul de
chaque terme est constaft3@ seconde). Le temps de calcul des termes diagonaux est donc
égal a0.32N, seconde comme le montre le tableau (Tab. V.8). En cecquicerne les termes
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hors diagonaux dont le nombre és¥, x 7N,, le temps de calcul de chaque terme est
variable. En effet, chacun est calculé par I'inédgvolumique avec un nombre de points de
Gauss différent selon les tailles des élémentsaetli$tance entre ces termes (voir le
paragraphe 1V.6.2.2)). Ceci explique le fait qa@gmentation du temps de calcul en fonction

du nombre d’éléments du maillage ne suit pas lévah 0(N,?).

Le tableau (Tab. V.8) montre aussi que le tempsaleul des termes diagonaux ne
présente qua.8% du temps de calcul total de la matrigd pour le maillage grossier. Ce
pourcentage peut diminuer avec 'augmentatiogdgeusqu'al.3% du temps total de calcul
de [F] pour le maillage fin. En conséquence, une graraléiepdu temps est prise pour
calculer les termes hors diagonaux. Il est dorle dtutiliser une méthode de compression de
la matrice comme ACA pour aborder ce probléme (Moparagraphe 1.5.6)).

c. Temps de la résolution du systeme linéaire

Comme la matricgf] est pleine, la résolution du systeme linéairk68)) devient colteuse
dés que la taille dff] augmente. Deux grandes familles de solveurs panmeaie résoudre
ce probleme : les solveurs directs, qui consisieméterminer la solution directement a partir
de[F] et du second membre, et les solveurs itératiffaunissent une suite convergente de
valeurs de la solution.

> Solveur direct par la méthode de Gauss
Les avantages de cette méthode sont :

— sa robustesse : les besoins en puissance de edl@i mémoire sont connus a
'avance avec une certaine précision ;

— sa capacité multi-second membre : une fois la o®lfl] inversée, le systeme peut
étre résolu rapidement quel que soit le nombresdersals membres (car la matr{§g
est indépendante du second membre a fréquenceante)st

Malgré ses avantages, cette méthode devient Balile dans un contexte industriel
lorsque I'objet est complexe a cause de ses inCHents :

— son colt en mémoire : la création de la matfdenécessite le calcul et le stockage en
N?Z, ce qui restreint a un faible nombre d'inconnuesléné ;

— son temps d’exécution : on est amené a effe@(@dr) opérations comme le montre
le tableau (Tab. V.9) qui donne le temps de cgloulr les maillages étudiés.
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Nombre d'éléments du maillage{N) | Nombre d'opération O(N3) | Temps (seconde)
11040 1.345572864x10° 2156
3392 3.9027212288x10° 55
722 376367048 0.6

Tab. V.9 : Temps de la résolution du systeme linéaire par la méthode de Gauss pour les trois
maillages étudiés

> Solveur itératif par GMRES

La méthode itérative fournit une suite de valews apnverge vers la solution pour un
seuil fixé par l'utilisateur a partir duquel la stibn sera considérée comme satisfaisante. A
chaque étape de cette progression, le solveurseéaln produit matrice-vecteur (de
complexité0 (N?)). Elle peut traiter des problémes de grande tpllis que la méthode de la
matrice directe par le méme ordinated8|[[79]. Par rapport a une méthode directe, la
performance d'un solveur itératif est beaucoup pilasertaine. Elle va dépendre
essentiellement du nombre d'itératioNg,,, lequel va dépendre du conditionnement de la
matrice[F] et du niveau de la précision demandée, ce quialana complexit€N;.., x N?).

Le temps de calcul pour la méthode de GMRES sermphbig élevé comme le montre le
tableau (Tab. V.1080].

Nombre d’éléments du | Nombre d'itérations Temps
maillage (seconde)
11040 X 88955
3392 711 330
722 497 14.28

Tab. V.10 : Temps de la résolution du systéme linéaire par la méthode GMRES pour les trois
maillages étudiés

Néanmoins, dans la mesure ou la matfi¢en’intervient que via des produits matrice-
vecteur, il serait intéressant de pouvoir réalises produits sans recourir a I'assemblage
complet de[f]. C'est précisément ce que proposent les méthoklidd & ACA qui ont été
présentés dans le paragraphe (1.5.6).

V.5) Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode des moments a étgapplau PPS-Flex qui est un systeme
a grand entrefer avec des géométries assez corapldgas avons exploité des propriétés de
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symétrie pour simplifier le domaine d’étude afingégner en temps de calcul et en mémoire.
Le code a été modifié afin de calculer les inté&ggglour une géométrie non canonique et,
pour prendre en compte les symétries géométriquephgsiques du PPS-Flex. Par
conséquent, un huitieme du maillage a été étudi@sa premiere partie de ce chapitre, nous
avons détaillé la prise en compte des symétries lpazalcul du PPS-Flex compte tenu du fait
gue pour cette application la mise en ceuvre eBtitlifet que les publications ne sont pas
assez explicité sur ce point. Nous avons présantasi test afin de valider le code développé
et de comparer les résultats du code qui ne praacep compte la symétrie avec le nouveau
code qui prend en compte la symétrie. Nous avomgiévgue la mémoire de I'espace
nécessaire pour stoker la nouvelle matrice pomoleveau systeme est 64 fois plus petite et
gue le temps de calcul de la matrice est divis8p&nsuite, nous avons présenté les résultats
concernant le calcul du champ magnétique a l'iatérdu canal de PPS-Flex. Les résultats
ont été comparés avec la méthode des élémentsfitasmesure. Enfin, nous avons détaillé
le temps de calcul que le code consomme pour ealtichamp lointain. Nous avons trouvé
gue la grande partie du temps est prise pour @ldées termes hors diagonaux par intégrale
volumique.

Enfin, ce chapitre nous a permis d’évaluer la mé¢hdes moments magnétiques pour des
résolutions magnétostatiques 3D. Nous disposonsitemaint d’'un logiciel permettant de
calculer efficacement le champ magnétique a grdisiance.
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Conclusion générale

La modélisation des dispositifs électromagnétiqemssiste a évaluer diverses grandeurs
(force, énergie, pertes, champs rayonnés), cecornaissant les paramétres géométriques et
physiques des dispositifs. Les travaux réaliséscauwrs de cette these ont porté sur la
modélisation des dispositifs basses fréquencesrisupa a grands entrefers pour calculer le
champ magnétique.

Deux exemples bien distincts présentant ce genrdigpmsitifs ont été étudiés dans ce
mémoire afin de calculer le champ magnétique ptquhri:

— une antenne basse fréquence qui représente umsyeté/ert de forme relativement
simple pour valider le code de calcul ;

— un dispositif PPS-Flex qui est vraiment représé@ntbiin systeme a grand entrefer
constitué de plaques ferromagnétiques ayant desngdions geéomeétriques tres
hétérogenes.

Afin de résoudre ce type de problemes, plusieurshodés numériques sont proposées
dans la littérature. La méthode des élements {iMiEF) classique est aujourd’hui la plus
connue et la plus employée pour la modélisationdigzositifs électromagnétiques en basse
frequence. Cette méthode permet de modéliser deméiges ayant des formes complexes
constituées de matériau a comportement linéairaasulinéaire. Cependant elle est moins
efficace pour les problemes magnétostatiques omnilésux amagnétiques sont prépondérants
par rapport aux milieux magnétiques, car elle ngteede mailler un grand volume d’air.

Une des méthodes alternatives les mieux adaptées groblémes, que nous étudions dans
cette thése est la méthode des moments (MoM) deugfumique pour modéliser le champ
magnétique a l'extérieur des dispositifs. En effettte méthode nécessite de mailler
uniguement le milieu magnétique. Le principe detecehéthode est d’abord de calculer
'aimantation induite dans un milieu linéaire ounnkinéaire placé sous l'effet d'un champ
extérieur. Pour se faire, le milieu magnétique distrétisé en éléments hexaédriques et a
l'intérieur de chacun est localisée une aimantatiomsidérée comme uniforme. Chacune des
sources interagit avec elle-méme et aussi aveeddas autres. Les éléments diagonaux ont
été calculés a l'aide d’'une intégrale surfaciquiegtautres par une intégrale volumique. Ces
deux types de relations ont été discutés pour peead compte les éléments hexaédriques
réguliers et irréguliers. Puis, en utilisant lenpipe de la superposition, on peut construire une
matrice nhommée « matrice d’interaction globale sntdtes éléments sont des matrices
élémentaires. En prenant en compte I'ensemble iffésettes sources du champ (bobines et
matériaux), un systeme linéaire d’équation algél@ig été obtenu. La résolution de ce
systeme doit prendre en compte la nature des raaxertilisés. Dans le cas linéaire, la
meéthode de Gauss et la méthode GMRES ont étééeslidans ce mémoire. La méthode du
point fixe a été appliquée pour prendre en compgendatériaux a comportement non linéaire.
Ces méthodes ont alors permis de déterminer lepasantes de I'aimantation induite dans
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chaque hexaedre. Ensuite, la connaissance de aiatentation permet de déterminer le
champ magnétique en tout point de I'espace (int@roehe ou lointain) et permet également
de calculer I'énergie magnétostatique contenue ttarid'espace.

Enfin, nous avons présenté deux mises en applicdéda méthode des moments. Dans un
premier temps, un code basé sur la MoM a été dépélopour calculer le champ
magnétostatique proche ou lointain d’'une antenssebfréquence. Une méthode permettant
de calculer I'énergie magnétostatique contenue tlausl'espace a été également mise au
point. Nous avons montré, pour la premiere appboatque la précision de la méthode des
moments dépend de plusieurs parametres : la dsairéeh du noyau, les valeurs de la
perméabilité et les parametres concernant le calesl termes hors diagonaux par des
intégrales volumiques (point d’intégration,....). Base mémoire, une procédure a été
présentée pour calculer les intégrales volumiquesmaniere efficace avec un nombre
minimal de points de Gauss, ce qui entraine unectéh considérable du temps de calcul.
Les résultats sont alors comparés avec la solataiytique et la solution numérique obtenue
par la MEF. Pour cet exemple, comparativementradthode des éléments finis, le systéme
matriciel est plein mais plus petit : un nombresdbdivisions du noyau égal & 50 est suffisant
pour avoir une treés bonne précision. Seules quslgaeondes sont nécessaires pour résoudre
le probleme avec la méthode des moments et le#tatssaont en bon accords (I'erreur est
inférieur & 8%) avec les simulations MEF et les unes. Dans la MEF, nous utilisons un
maillage d’environ 245000 éléments et 48030 nospoisr (e méme d'éléments dans le noyau.
Ce grand nombre d’éléments est nécessaire pourgerdiompte de la région de l'air autour
de I'antenne.

Dans deuxieme temps, afin de pouvoir traiter uregdrie complexe, des modifications
ont été intégrées au code afin de modéliser laidmexapplication : le dispositif de test des
propulseurs a effet Hall (PPS-Flex). Il s’agit deemmre en compte des symétries
géométriques et physiques caractéristiqgues despegitif pour simplifier le domaine d'étude
afin de gagner en temps de calcul et en mémoirecdteséquent, un huitieme du maillage a
été étudié. Nous avons trouvé que la mémoire dpdee nécessaire pour stoker la nouvelle
matrice pour le nouveau systeme est 64 fois pltisep®e plus, le temps du calcul de la
matrice est divisé par 8. On obtient ainsi un goelenettant de calculer le champ magnétique
a l'intérieur de son canal et éventuellement a@.deés résultats ont été comparés avec la
meéthode des éléments finis et la mesure. Enfins maons détaillé les temps de calcul pour
calculer le champ lointain. Nous avons trouvé qugriande partie du temps est prise pour
calculer les termes hors diagonaux par l'intégvalemique.

Dans les deux exemples étudiés, la méthode des mienee donné des résultats
satisfaisants lors de la comparaison avec la méthed éléments finis 3D et avec les résultats
de campagne de mesure. Ces résultats montrentades mptentiellement significatifs sur le
plan des temps de calculs.
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A lissu de cette thése, nous disposons d’'un adilaboratoire permettant de modéliser
efficacement le comportement du champ magnétogtatigans des systéemes ouverts et/ou a
grands entrefers.

Notons enfin que le travail effectué dans cettsahagoit étre complété et ouvre plusieurs
perspectives

— en utilisant, quand c'est possible, la solutionlydiopge pour calculer les intégrales
surfaciques (I'interaction d’'un élément sur lui-me&hocalisé sur la diagonale de la
matrice d’interaction globale) au lieu de la salntinumérique caractérisée par un
nombre de points d’intégration élevé ;

— en améliorant le code en utilisant les foncti®gpolynédme de degré utilisé en
éléments finis) permettant de calculer le chamjmgétieur d’'un volume élémentaire
pour améliorer la précision et la convergence ;

— en tenant compte de l'influence de I'épaisseurpdagues placées dans le circuit PPS-
Flex. En supposant l'aimantation tangentielle, tégrale volumique peut étre
simplifiée en la transformant en une intégraleagicue ;

— en utilisant les techniques de compression (typ@)AGbur accélérer les temps des
calculs ;

— en calculant les courants de Foucault par la métded moments ;

— enrésolvant les problémes dans le cas non lingaire

— en groupant toutes les solutions trouvées jusquésgmt dans un seul logiciel et
ameliorer la qualité de son interface graphique.
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Annexes

A.1) Operateurs différentiels et identités utilisés

Les différents opérateurs différentiels et des titlen utilisées sont présentés dans le
tableau (Tab .A. I). Dans ce tablegugest un champ scalaiiget b sont deux champs de
vecteurs.

Opérateur Expression
af
ox
df =7V 7
gradf =7f %
of /
9z
s o om da, Oda, Oda,
diva =V.a W-I_W-}_ 97
da,/dy — da, /0z
rora=Vxd da,/0z — da,/dx
da,/0x — da, /0y
div (fb) fdiv (b) + b. gradf
rot(fb) (gradf) x b + frotb
div(d x b) b.(rot &) — 3.(rot b)
rot(d x B) div(l_;)& — div(@)b + (F grad)d — (d. grad)B
grad(a. 5) a x (rot 5) +b x (rot a) + (a. grad)l_; + (B grad)d
f f div(d x B) dv # (@ x B).ds
|4 S

Tab A.1 : Opérateurs et identités utilisés
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A.2) Conversion d’'une intégrale volumigue en une intégria

surfacique

Nous allons utiliser le théoreme de la divergenaer onvertir I'intégrale surfacique (la
premiére intégrale dans I'équation (11.20) a umégrale volumique.

Pour un vecteur arbitrairget un vecteur constadtle théoreme de la divergence donne :

de(ﬁxa dv=#(ﬁx€).ﬁds (A1)
|4 S
D’autre part, nous avons .
div(¥ x &) = ¢.(rot v) (A.2)
Et:
(5 X &).7 = —&. (5 x 7) (A 3)

En substituant (A. 2) dans le premier membre de 1()Aet en substituant (A. 3) dans le
deuxiéme membre de (A. 1), (A. 1) peut étre eécat@mme :

JJ ¢ (vot ) dv=—ﬁ€.(ﬁxﬁ)ds (A 4)

Puisquec est arbitraire, il résulte de (A. 4) que :

ff (rot v) dv=—#(ﬁxﬁ)ds (A.5)
v S

A.3) Champ magnétigue induit a partir du potentiel vecteir

Dans I'approche par courants équivalents, le paievecteur magnétique en un pokhtdd
a I'aimantation induite d’'un milieu magnétiqe est donné par :

— Uo M x#
Ap(P) = EJ,U 3 an (A.6)
OF

Le champ magnétique créé par I'aimantation indeitece point peut aussi étre calculé par
I'expression :
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Ba(P) = 7ot (A (P)) =“—°r—m’{fffM” } .7

Si le pointP est a I'extérieur du milieu magnétique, la rotaté&ant prise en ce point, nous
pouvons écrire :

B (P) = Z—;’T f f f Tot (M:; F) d0 (A.8)
e

En tenant compte du fait que I'aimantation induiéedépend pas du poiRf nous avons :

(- T 7
rot M><r—3 dwr— (M grad)— (A.9)

Le premier terme du second membre vaut :

rodivr 1 3 L——/1
div 33 TT grad (r_3) =5tr grad (r_3) (A.10)
Or:
1 —37

grady (r_3> =5 (A.11)

Soit :

7 3 -37

divr—3=r—3+7. 5 =0 (A].Z)

Le champ d( a I'aimantation induite en un pdira I'extérieur du milieu magnétique est donc
donné par :

Ho s — F
~ J ] (M. grad)r—3 o (A.13)
OF

A.4) Expression du champ magnétigue a I'extérieur du miéu

magnétique

Le champ magnétique induit en un point a I'extérigw milieu magnétique est donné par :
Ho _ T_')
—Efff(M.grad)r—3 dn (A.14)
2F

Dans une base orthonormée, nous avons :
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3
M= Z M2 (A. 15)
k=1
Et :
3
7= Z X Tr (A. 16)
k=1
Ona:
- 3 -
N — T ad [r
(M.grad) = kZ Mg, (73) (A.17)
Soit :
5 3
- T d 1
(M.grad)r—3 = z M — o, ( ) —3 z Mk—(r) (A.18)
k=1
Or:
e =e, A. 19
5, ) = (A.19)
Et :
d (1) _ iy 3xy, A 20
D'ou :
7 M’ M7\
On adonc:

m()—“(’fﬂ << )r—r—3>d9 (A. 22)

A.5) Potentiel scalaire magnétique créé par une distrikiion

d’aimantation

Le champ d’excitation magnétique en un pdintréé par une distribution d’aimantation
induite, dérive du potentiel scalaire magnétiqeepatentiel est calculé par cette équation :
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v(P) = 4m ,Uf e pdl_v:\/ll| T an .U I7p _TN| (A.23)

En appliguant le théoréme d’Ostrogradski, la demeiéntégrale devient :

L e () da = L[] X
4 YT CAn r (A.24)
OF N

our = |rp — 7yl

On peut donc écrire le potentiel sous la forme :

¢(P)=%fffdiv @) d!)—ﬁfff%div(ﬁ) dQ (A. 25)
Qf OF

En utilisant la relation vectorielle classique sunte :

— (M) 1 N |
dw <—> = —div (M) + M.grad (—) (A. 26)
r T r
Nous obtenons :
P) =~ ﬂ M d(1> a0 (A. 27)
M grac\; '
OF

Comme le gradient est pris au palet non au poinP, nous avons :
| 7
) =_ A. 28
grad (r) r3 ( )

Donc, le potentiel en tout poiRtde I'espace est donné par I'expression :

o(P) = fﬂ— dn (A. 29)

A.6) Champ d’excitation magnétigue induit a potentiel salaire

magnétique

Le champ dexcitation magnétigue en un poitqui dérive du potentiel scalaire
magneétique (A. 29) est donné par :
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ﬁm = —gradop, (A. 30)

Si le pointP est a I'extérieur du milieu magnétig2e nous pouvons écrire :

—__ngd<’”>dn (A31)

En utilisant la formule :

grad(a. B) =d x (rot B) +bx (rotd) + (a. grad)l_; + (B grad)d (A.32)

On obtient :

H’":_Eﬂf <M><< r—3>+—x(rotM)+(M grad)—
OF
77—\ -
+ <r—3.grad> M) df

Comme le vecteur aimantation ne dépend pas du Poisgul le troisieme terme est non nul
car:

(A.33)

(7 -
rot( ) =0 (A.34)

r3

L’expression du champ magnétique en un pBiatl'extérieur du milieu magnétique est donc
donnée par I'expression :

Hn(P) = ——fﬂ(M grad) d!) (A. 35)

Ce champ est compatible avec le champ magnétigueédoar I'expression (A. 13), car nous
avons en un point a I'extérieur du milieu magnétiqu

B (P) = uoHp (P) (A.36)

En un pointP, a l'intérieur du milieu magnétique, ces deux esgions sont incompatibles
car nous avons :

B(P) = uo (H(P) + M(P)) (A.37)
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A.7) Le probleme de courant de Foucault

1-Le cas guasi-statique

En cas ou le temps varlablg & 0), les champs magnétiques et électriques sont ésupl

. . 2 R oz .
mais le courant de deplacemeg\%peut étre négligé aux basses fréguences, parce que
> 4D
Ul >

Les Courants circulant dans les bobines génerenhamp magnétique au voisinage de la
bobine. La variation temporelle de ce champ maguoétiinduit un champ électrique qui
provoque des courants de Foucault circulant dassnd&tériaux conducteurs. Le champ
magnétique généré par les courants de Foucaultfimd@iffet de sources. Une structure
typique d’'un probleme de courant de Foucault p&et\@e dans la figure (Fig. A. 1). Nous
allons expliquer les propriétés de chaque sous-t@nuans le cas dépendant du temps.

ol

—
5=

QO’IUO

Fig. A. 1: Structure d’un probléme de champ magnétique statique

- Sous-domaine g

Dans la régionfs, un champ magnétique existe avec les équationdafantales
suivantes :

TotH =], (A. 38)
divB =0 dans 05U 0, U, (A. 39)

Conditions de passage :

Sur les interfaceS,, il faut imposer respectivement la continuitéRjeet la continuité de
H; :
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((rotd), — (rotd),).igs =0  sur Zg |

., [[rotA TotA - (A. 40)
nSO X - = 0 sur ZSO
" s )

Ho Ho

Avec la loi de matériau :
B = il (A. 41)

En utilisant le théoreme d’Ampére (A. 38) et la ¢oinstitutive des matériaux (A. 41), nous
avons :

rot (ﬁ“‘) =75 (A.42)

L’équation ne définit pas le champ de potentielteac de maniére unique. Pour le définir
d’'une maniere unique, nous ajoutons une jauge ab menons géneralement celui de
Coulomb :

divAd =0 (A. 43)

Conditions aux limites

Sur la frontiéreXg, ou le champ est tangenti@,, = 0), on a:
#.70tA = 0 sur £ (A. 44)
Sur la frontiereZy, ou le champ est norm@itl, = 0),on a:
i ATotA = 0 sur Zy (A.45)
- Sous-domaine Q,,
Les équations qui décrivent la régi@p, sont I'équation (A. 39) et I'équation (A. 46) :
rotH = 0 (A. 46)

Conditions de passage :

Sur les interface§,,, il faut imposer respectivement la continuitéBjeet la continuité de
H,; :

((r—ot)/f)o —(r—ot)/f)m).n—m)'= sur Xmo
< (), - (), ) =T s o

Loi de matériau :
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(A. 48)

- E) —
H=—-M
Ho

En utilisant le théoréme d’Ampere (A. 46) et ladonstitutive des matériaux (A. 48), on a
(A. 49)

rotd\ .- —
=rotM = J,,

r—of<

Conditions aux limites

Sur la frontiéreXz, ou le champ est tangenti@,, = 0), on a:
.70tA = 0 sur Xy (A.50)
(A.51)

Sur la frontiéreZy, ou le champ est normé@il; = 0),on a:
7 ATotA = 0 sur Xy

- Sous-domaine Q,
Les champs électromagnétiques étudiés dans lanréfjiopeuvent étre décrits par des

guasi-statiques des équations de Maxwell comme :
(A.52)

rotH =],
rotE = ——= —iwB (A.53)
dat
Conditions de passage :
Sur les interfaces,, :
((rotd), — (rotA),). g =0 sur Zo
0 el el el
. ((rot4 rotA S ! (A. 54)
Neo X - =0 sur Xy
Ho /, Ho /, J
Loi de matériau :
B = H (A.55)
(A. 56)

ou :o est la conductivité du matériau.
En substituant la loi constitutive des matériaux %8) dans le théoreme d’Ampére (A. 52) et

avecB = rotd, ona:
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. (TotA\ .
rotA< ) =/, (A.57)
Ho

Conditions aux limites

Sur la frontiéreXg, ou le champ est tangenti@,, = 0), on a:

.70tA = 0 sur Xy (A.58)
Sur la frontiereZy, ou le champ est norm@il, = 0),on a:

i ATotA = 0 sur Zy (A.59)

La section suivante traite une formulation possd#s problemes de courant Foucault qui
utilise le potentiel vecteur magnétigdecouplé a un potentiel scalaire électrique, ndtéee

2-Le potentiel vecteur magnétique et le potentiellaga électrique (la
formulation A-V)

La divergence d’'un champ magnétique peut étre te@épar le rotationnel du potentiel

vecteur magnétiqud, carV. 74 = 0, pour toute les fonctions vectorigl = % (¥), ou# =
u(7,t) donc :

B =rotd (A.60)

Cette formule respecte automatiquement la satisfaale la loi magnétique de Gauss

(div§ = 0). En substituant I'expression (A. 60) dans ladei Faraday@:’ﬁ = —Z—I:), nous
obtenons :
VxE =

L L . 94 L (. 04
VXA=-VXx— - |7><<E+§> (A.61)

S
(o3}
~

Le champ vectorie(ﬁ +Z—f) peut étre dérivé du potentiel scalaire électriqueﬁ X l7<p =
0), pour toutes les fonctions scalaiggs= ¢(r), ou,@ = @(r,t) :
L 04
E+—=-VV (A. 62)
at

Donc, le champ électrique peut étre décrit par geigntiels comme :

F=-2_py (A 63)

En substituant (A. 56) dans la relation précédemas obtenons :
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-

04 7Y
p]e_ at

N 1
ou:p = p
Dans le demain fréquentiel, la relation (A. 64)idav:

pfe = —iwd -1V

3- Calcul du courant de Foucault

(A. 64)

(A. 65)

Le potentiel vecteur magnétique total due a la rétigsmtionﬁ, a la densité de courant de

la sourcg et a la densité de courant de Fouchufteut étre écrit comme suit :

=gl DO Dy ff fo gy 41 fﬂfe n,

Et le champ magnétique total :
= o 3(1\71).(7"—7"’))_) 1 - .Uoff Jp X7
B_47T_Uf< |r —7']° TN |r—r’|3M dﬂm+4n r3 425
Om N
J‘J‘ ]e X r

Ainsi nous avons obtenu les mémes formulations {&il}s

En substituant (A. 66) dans la relation (A. 65)usobtenons :

st [ an

]B Mx(r—r’) _
= iwl, pp ﬂ dig + 471,[_“ = dQ,, ¢ — gradV

(x+1)
X

En substituant (A. 67) dans le loi du matémae

— X 3(M(r_rl))_) 1 -
M- t(x+1) 47Tf_ff< lr—r'|5 TpN — mM)d.Qm

uo()(+1) 41'[,[[ ]er +Z_;!2{ je;;r
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Nous avons maintenant deux relations (A. 68) eb@.avec deux inconnuéé etfe.
- Discrétisation

Pour discrétiser les équations (A. 68) et (A. 8685 matériaux sont divisés en cubes
volumiques. Le potentiel vecteur est défini surqeieaaréte le long de la direction des arétes
(Fig. A. 2. a). Le potentiel scalaire est défini ks nceuds de chaque cube (Fig. A. 2. b), et la
magnétisation est définie au centre de chaque @EugeA. 2. c) B2] [83).

7 8 i
— . 7
. - W% 5 : 6/‘ : /‘
1T 9 ‘Az—v" ‘ """" 3 ‘ """"
i oL

5

(@) :Arrét d’élément pour le  (b) : Nceuds d’élément pour (c) : Centre d’élément pour
potentiel vecteur magnétique le potentiel scalaire le potentiel scalaire

Fig. A. 2 : Elément volumique

La densité de courant de Foucault, le potentielaseaélectrique et le vecteur de position
peuvent étre décomposés en leurs composantes eltmbase :

Je = 21167 (A.70)
]

V=) (A.71)
]

= z i€ (A.72)

j
On suppose que la magnétisation est constanteciagse élément.

La forme discrétisée de I'équation (A. 68) est :
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YRSV ( [J2w)

vien, ’

I %
—Egrade
J

On peut réécrire la relation (A. 73) sous la formegricielle :

{pl1] + iwpo[P1}Ue} = iwpo{[PelUs} + [Bn]iM}} — [GI{V}
ou :[I] est la matrice identité.
L’équation (A. 74) peut étre réécrite comme suit :
[PelUe} = [PlUs} + [PmliM} — [GI{V}
ou :

[pg] = iwpo[PglUs}

[pe] = p[ET + iwpg [Pe]}
[pm] = iwpo [P ]{M}

Sous la préparation précédente et en discrétigaputdtion (A. 69), nous obtenons :

w

Z wmz [ fﬂ (3(6;261) :1>dvj

Vj€lm

zu(,(fﬂ){me( fff )

Vj€Np

s )}

Vi€n,

La relation (A. 77) est décrite par une expressiatricielle :

fin+ (Wl (M) = s (UalUs) + Ve U3)

X
Ho(x + 1)

On peut réécrire (A. 78) comme suit :

0()(+1

[K1{M} = [uplUp} + [uelUe}

ou :
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_ X

(K] = 1]+ [o]

fs] = -y U] (A 80)
_ X

] = s (U]

On peut réécrire les relations (A. 75) et (A. 79) :
—[pm{M} + [pelUe} = [pslUB} — [GI{V} (A.81)
[KI{M} — [uclUe} = [uplUs} (A.82)

Donc, la forme finale est obtenue en mettant lasxdermulations précédentes dans une

relation :
nf =ity 859

A.8) Calcul de I'integrale d’'une fonction de trois variables sur

une surface

La relation (A. 84) représente une intégration @'fonction de trois variabldx, y, z) sur
une surface&; comme le montre la figure (A. 3).

Fll(x,y,2) = —ﬂ (R’Q)3 Istl (A.84)

oun’t, . sont les composantes de la normale dans une hasemnée.

Z

@ @)

Fig. A. 3 : (a) Hexaédre déterminé par huit nceuds :nq,n,, ..., ng. (b) Paramétrisation de la
surface S, déterminée par les nceuds (nq,ny4, ng, ng) en utilisant trois variables ( x,y, z).
Paramétrisation de la surface S| en utilisant les deux variables ( y, z)
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Les surfaces ont été décrites dans de nombreugessfalifférentes, et par conséquent,
nous avons beaucoup de facons d'évaluer les imSgrsurfaciques en fonction de la
description. Nous allons utiliser le moyen le péysproprié a notre probleme, c’est le graphe
de fonction.

- Graphes de fonctions

Supposons que la surfaggest le graphe d’une fonction= g(y, z) sur la régiors; dans
le plan(y, z). Alors, l'intégrale surfacique d&(x, y, z) surS; peut étre calculée comm@] :

dg 2 dag 2
[ ravads = ramars |(32) +(2) +ras. @89
S, st dy 0z
La surfaceS; s’agit d’'une partie rectangulaire d’'un plan. Ptauver la fonctionc = g(y, z),

il faut trouver I'équation de ce plan tel qu’il eldtaillé ci-dessous.

Soient :"ij|,-=1,2,3 les cordonnées des nceugsle la surface étudiée et illustrée dans la figure
(A. 3).
Ona:

= u" = (ngy — ny0)i+ Mgy — n12)J + (g3 — ny3)k (A. 86)
olu™™ est le vecteur reliant le nceug au noeudh,,.
Et:

§ =M1 = (ng; —nyq)i + (nsz — 42)] + (53 — nya)k (A.87)
De sorte que le vecteur normal au plan sera :

. 5,

nS1=v XU =n; ,ngl,n“;l) (A. 88)

Supposons quE(x, v, z) est un point du plan, nous pourrions écrire leeugrcentre le point
M et le nceudy, jcomme :
RMM = (x —ny))T+ (y — )] + (2 — maz)k (A 89)

Le produit scalaire entre la normale sur la surftagn vecteur qui lui appartient est égale :

—_—

7 RM = (A.90)

Donc, a partir de la relation (A. 90), nous obtentanfonctiong (y, z) qui relie la composante
x avecy etz :
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S1 S1
—-n —n —n Z—n
g2y =x = 120 123151 S Cmma) (A.91)
1

Et :

2 S\ 2
ag\> (0g\* —nil -ng'
= [[= = = A.92
o= )+ () wr= () () o .9

Maintenant, on revient a I'équation (A. 84) et @emant en compte la relation (A. 85), elle
peut étre récrite :

1 nt ,
Fa((v,2),y,2) = - J ]S , WR,ICQG ds; (A.93)
1

En appliquant la méthode de Gauss, la relatiord8) peut étre réécrire :

ne, Tth

1 S1
Fid = Ez Zwiwﬂd“/(fv’?jﬂ“%)gl?fc% (A 94)
r=1t=1
ou:
WQ=Jmﬂmo—RDr+m&m0—Rgz+m&mo_Rgz (A 95)

En appliguant la transformation géométrique (vaimexe A.9)):
Np=4
RSO = ) N
i=1
l (A. 96)
Np=4
Rg(’l; () = Z Ni(fln)nB
i=1
ou :
-.N,, est le nombre de nceuds de la surface.

- N;(&,7n) sont les fonctions d’interpolation définies pas telations (A. 99).

En substituant I'équation (A. 96) dans (A. 91), s@btenons la troisieme composante :

_2S1(pQ _ _2S1(p@ _
Rf mq¢) = T2 (Rz .£) n123l51 ™ (R3 .£) Tl13) +nyq (A.97)
1

En substituant les équations (A. 96) et (A. 97)sdéh 95), nous obtenons I'expression de
R'@ en fonction de deux variabl€s, {).
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A.9) Calcul d’intégrale surfacigue par changement de vaable

1- Transformation géométrique

La transformation géométrique permet de relier aimtpde I'élément physique a un point
de I'élément de référence comme le montre la figbig. A. 4).

m

n géométrique

-4 Mo
n ® 9

>&

> aY ® ®
n; “ (-1.-1) (+1.-1)
X

(a) (b)

Fig. A. 4 : Elément quadrilatére 4 quatre nceuds, (a) éléments physiques, (b) élément référence

Soientx; et y; les coordonnés des nceuds de I'élément physique.cherdonnés d'un
point (x,y) de I'élément physique image d’'un poif& n) de I'élément de référence sont
donnés parl?] :

Np
x(6,1) = ;Ti(f,n)xi
(A.98)

Np
y&n) = ZTi(E,n)yi
i=1

ouN;(¢,n) sont les fonctions d'interpolation 8, est le nombre de points de nceuds.

Pour un élément isoparameétrique, on définit un nende nceuds égal &,. Pour des
éléments hexaédriques, on peut prendre des élénrelitgaires. Le tableau (Tab. A. 1)
définit les coordonnés des nceuds de référenceuypo@liément tri-linéaire.
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nceuds & i
1 -1 -1
2 +1 -1
3 +1 +1
4 -1 +1

Tab. A. 1: Coordonnées des nceuds de I'élément de référence (Fig. A. 4)

Les fonctions d’interpolation de chaque nceud stoms §12] :

1 1
Ny=-(1=-9A-m). Ny=7(1+80—-n)

! H (A.99)
Ny =7 (A+DA+0). Ny=7(1=D(+1)

2- Matrice jacobienne

La matrice jacobiennff] qui relie les différentiels déx, y) a ceux ddé,n) :

[ax ay]
_ Ay _|ag o
U]_a(g,n)_{a_x a_y‘ (A. 100)
dn  on
En substituant (A. 98) dans (A. 100), nous obtenons
Z af 2y,
[J] = nl (A.101)
aT; = 9T,
2™ L™

La relation (A. 101) peut étre exprimée par le pibdle deux matrices, la premiere ne
contenant que les dérivées et la seconde ne comtepe les coordonnées des points
géomeétrique :

[0T, 0T,

(')TN X1
!6T1 oT, aTNn |l (A.102)
lan an N,

L’'avantage de cette écriture est que seule la éeuximatrice change d’'un élément a un
autre. La premiére matrice peut étre calculéedawint & partir des équations (A. 99).

La relation qui nous permet de transformer unegnaté sur I'élément physique en une
intégrale sur une géométrie simple est alors hzasité :
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b d +1 +1
f f f(x,y)dxdy = f f £ m)ldet J(,m)\dédn (A. 103)
a c -1 -1

Le calcul des intégrales volumiques dans la refaf. 103) se fait a I'aide de formules
telles que les quadratures de Gauss, car ces nestluitisent un nombre minimal de points
pour atteindre le niveau de précision souhaitédtmaine de l'intégration de cette méthode
est traditionnellement pris comme1, 1]2.

Pour les plans, l'intégrale surfacique est tramsf® en deux sommations, comme :

+1 +1 neG, NGy
[ [ remiaecsemiagan =YY wwldetjErnolrGrnd (A 108)
-1 -1 r=1s=1

ou (¢,,n) et (w,,wy) sont respectivement les coordonnées et les pdia&ales points
d’intégration de Gauss dont les nombngs etn;_.Nous allons utiliser la méthode la plus

couramment connue qui est celle de Gauss-Legehére points de Gauss sont alors les
racines des polynédmes de Legend&@.[

La relation (A. 103) peut alors réécrire comme :

+1 +1

b d
f [ reyaxay = f | remidee s mlagan
ac -1 -1 (A.105)

NGy NGy

= Z 2 wrszldet ](frr ns)lf(frr ns)

r=1s=1

A.10) Symeétrie par rapport au plan x=y

Afin de trouver les relations entre les composadteshampH?' @ et les composantes de

sa symétriqueéd?’® par rapport au plam = y, nous allons prendre le premier quart de la
figure (Fig. V.5).
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Fig. A. 5: Vues de dessus du PPS-Flex

A l'aide de la figure (Fig. A. 5), nous pouvonsiéer.

es=e A, (A. 106)
1
&=p@+e) (A.107)
1
= e+ ) (A.108)

La figure (Fig. A. 5) montre que la densité de emtirest normale au plan= y, Alors, selon

I'étude précédent (Tab. V.1), le plan= y est un plan d’antisymétrie pour les sources, donc,

il est un plan de symétrie pour le champ magnétiddenc, le champ magnétique est

tangentiel a ce plan, c’'est a dire les composamigentiels du champ magnétique sont égales

et les composantes normales sont opposées, Donc :

Hl’(l)gg = 1!-11’(5)(3—3> (A.109)
Hl'(l)e_{ — Hl'(S)e_{ (A.110)
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HYWe: = —H'Gg; (A.111)
En substituant (A. 107) dans (A. 110), nous obtsnon
HY O (g7 +85) = H'G (& + &) (A 112)
La relation précédente peut étre réécrite :
HYD 4 gl ® = gy i® 4 ' ® (A.113)
En substituant (A. 108) dans (A. 111), nous obtsnon
HY D (=27 +8) = —H'O) (& + &) (A 114)
La relation précédente peut étre réécrite :
—HID L gl @ = g t® gl ® (A.115)

A partir des relations (A. 113), (A. 115) et (A.9)0nous pouvons écrire les relations entre les

composants du charmipt’ Wet sa symétriquéll’®) par rapport au plan =y :

(Hll’(l) _ Hzl’(S)) (Hzl’(l) _ Hll’(S)) (H;’U) - H;'<5)) (A. 116)
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