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Résumé

Cette these propose et analyse des méthodes numériques pour la résolution de 1’équation
de Vlasov. Cette équation modélise ’évolution d’une espece de particules chargées sous
leffet d’'un champ électromagnétique. La premiere partie est consacrée a une analyse
mathématique de schémas semi-Lagrangiens résolvant I’équation de transport linéaire
qui constituent la brique de base des méthodes de splitting directionnel. Des méthodes
de résolution de I'équation de Vlasov couplée a 1’équation de Poisson, dans le cas ou
uniquement le champ électrique est considéré, sont optimisées dans la seconde partie.
Il s’agit d’optimisation en temps de calcul par 'utilisation de cartes graphiques (GPU)
et l'utilisation d’'un maillage non homogene. Dans la troisieme et derniere partie, nous
étudierons une méthode numérique de calcul de l'opérateur de gyromoyenne intervenant
dans la théorie gyrocinétique que nous appliquerons a 1’équation de quasi-neutralité.

Chapitre

Ce premier chapitre présente le contexte physique du confinement magnétique du plasma
ainsi que sa modélisation mathématique a travers les systemes de Vlasov-Maxwell ou de
Vlasov-Poisson. Nous donnerons en particulier certaines propriétés de ces systemes. Un
court résumé des méthodes de résolution classiquement utilisées sera présenté en s’attardant
sur les méthodes semi-Lagrangiennes qui constituent le cadre d’étude de cette these.
Finalement, nous donnerons les grands défis dans la résolution numérique de ces modeles.

Méthodes d’advection

Chapitre

Pour les EDP linéaires résolus par des maillages a pas constants, I’analyse de Fourier
donne la solution exacte du schéma. Cette méthode n’est plus applicable pour les équations
non linéaires ou les équations d’advection a vitesse variable. Dans ce second chapitre, nous
présentons la méthode de I’équation équivalente qui consiste a déterminer ’EDP équivalente
a l'équation aux différences. Cette méthode a été introduite pour d’une part traiter les cas
non linéaires et d’autre part fournir des solutions explicites (et non plus sous représentation
intégrale) pour les EDP linéaires. L’étude de ces équations équivalentes permet en parti-
culier d’accéder aux propriétés dispersives et dissipatives des schémas et de les comparer
entre elles. Dans un premier temps, nous établirons les équations équivalentes de schémas
semi-Lagrangiens résolvant 1’équation d’advection constante puis nous étudions un schéma
de type Lagrange+Projection utilisé classiquement pour résoudre les équations de I’hydro-



dynamique.

Chapitre

Nous discutons, dans ce chapitre, de la propriété de superconvengence pour le schéma
Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien (SLDG). Un point clé, dans les applications a
Vlasov-Maxwell /Poisson, est d’utiliser les splittings directionnels qui conduisent a une
succession de problemes d’advection constante et le schéma a l’avantage de ne pas étre
restreint par une condition CFL. Dans le cadre de 1’équation d’advection linéaire avec des
conditions aux bords périodiques, nous montrons une propriété de superconvergence pour
le schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien pour les petits degrés. Cette propriété sera
vérifiée numériquement et formellement. Nous donnerons des pistes pour 1'établissement
d’une preuve valable pour un degré quelconque.

Méthodes pour 1’équation de Vlasov-Poisson

Chapitre

Le contexte de I'équation de Vlasov-Poisson permet une opération de splitting licite.
Cependant, dans certaines situations, cette procédure n’est pas appropriée et peut conduire a
des instabilités numériques. L’objectif principal de ce chapitre est de rechercher des versions
non splittées de schémas de volumes finis. Deux stratégies de type volumes finis sont ici
étudiées pour 'approximation de 1’équation de Vlasov-Poisson 1D x 1D. Une analyse de
stabilité pour ces schémas est effectuée dans le cas de 'advection linéaire unidimensionnelle.
Plusieurs liens sont faits entre les méthodes volumes finis et semi-Lagrangiennes. Enfin, les
méthodes sont comparées sur deux cas tests académiques de la physique des plasmas.

Chapitre

Les ondes KEEN sont un cas test difficile pour les solveurs numériques de 1’équation
de Vlasov-Poisson puisqu’elles comprennent des états cinétiques multi-harmoniques, auto-
organisés et fortement non stationnaires. Afin d’obtenir la haute résolution nécessaire a
la résolution numérique de ce cas test en un temps raisonnable, nous avons étudié deux
stratégies : I'accélération du code sur carte graphique GPU (qui sera 'objet de ce chapitre)
et l'utilisation d’un maillage non uniforme en vitesse (qui sera l'objet du chapitre suivant).
Ce chapitre présente une accélération du code de résolution de ’équation de Vlasov-Poisson
sur carte graphique GPU en utilisant une méthode semi-Lagrangienne. Les conditions
périodiques nous permettent de formuler I'interpolation sous forme d’une matrice circulante
diagonalisable dans la base de Fourier. Les simulations bénéficient alors de I'importante
accélération obtenue par la FFT sur GPU. Les performances des codes sur CPU et GPU
sont comparées sur plusieurs cas tests.

Chapitre [6]

Le cas test des ondes KEEN nécessite une haute résolution dans la région de 1’espace
des phases autour d’une vitesse caractéristique. Apres des travaux antérieurs utilisant
des splines cubiques non uniformes, nous présentons ici un schéma Galerkin Discontinu



Semi-Lagrangien (SLDG) qui résout ’équation d’advection constante unidimensionnelle sur
un maillage non structuré. Nous montrerons que dans le cas test des ondes KEEN, tres
localisées en vitesse, nous obtenons des résultats similaires a ceux du chapitre précédent en
diminuant le nombre de points en vitesse.

Modele gyrocinétique

Chapitre

Dans ce chapitre, nous présentons un opérateur d’interpolation de type Hermite. Cette
méthode d’interpolation a I’avantage d’étre locale, de faible complexité et souple par le choix
du degré arbitraire de la reconstruction des dérivées. Nous avons utilisé cet interpolateur dans
le cadre de la résolution numérique du modele Drift-Kinetic 4D en géométrie SLAB. Nous
montrons que son influence est radicalement différente suivant que la reconstruction des
dérivées est centrée ou décentrée et nous ferons des comparaisons avec l'interpolation par
splines cubiques.

Chapitre

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, a 'approximation numérique des opérateurs
de gyromoyenne intervenant en physique des plasmas afin de prendre en compte les effets
des rayons de Larmor finis. Ce travail, initié en géométrie cartésienne, est prolongé ici en
géométrie polaire. Une méthode directe est proposée dans l'espace des configurations qui
consiste a intégrer sur le cercle de giration en utilisant des opérateurs d’interpolation (Hermite
ou splines cubiques). Des comparaisons numériques avec la méthode standard basée sur
I'approximation de Padé sont effectuées : (i) sur des solutions analytiques, (ii) sur le modele
drift-kinetic 4D avec un rayon de Larmor fixé (iii) sur le classique cas test linéaire DIII-D.
Nous montrons que, dans le cas linéaire, les différences avec Padé sont importantes en prenant
une géométrie SLAB et un rayon relativement grand. En outre, 'introduction de I'opération
de gyromoyenne tend a diminuer le taux d’instabilité et cela est amplifié en considérant
I'opérateur de gyromoyenne direct au lieu de I'approximation de Padé ce qui sera validé par
I’étude de la relation de dispersion.

Chapitre [9]

Dans le cadre des équations gyrocinétiques, nous développons un solveur pour I’équation
de quasi-neutralité basé sur la méthode de calcul de la gyromoyenne en géométrie polaire
décrite dans le chapitre 8. Nous comparerons ce solveur a la méthode classique par Padé
sur des cas tests analytiques et montrerons que ce nouveau solveur est avantageux pour de
hauts modes en theta. Nous considérerons également un modele simplifié de I’équation de
quasi-neutralité avec un g (au lieu d’une intégrale en u) sur lequel nous comparerons le
nouveau solveur avec le solveur par Padé dans le cadre de simulations gyrocinétiques. Nous
montrerons en particulier le taux d’instabilité pour le solveur par Padé sera le plus faible.
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Chapitre 1

Introduction a la physique des
plasmas

1.1 Confinement magnétique

1.1.1 Les plasmas

Le plasma est, apres I’état solide, liquide et gazeux, le 4™ état de la matiere. Il apparait
lorsqu’un gaz est placé a tres haute température ce qui provoque le détachement d’électrons
des atomes. On a alors affaire a un gaz ionisé. La plasma est 1’état largement prédominant
dans 'univers puisque celui-ci regroupe plus de 99,9% de la matiere visible ; en particulier, il
constitue les étoiles. Sur Terre, le plasma est présent dans les aurores boréales et est utilisé
dans les tubes néons et les écrans plasmas.

1.1.2 Reéaction de fusion

La production d’électricité est un enjeu majeur pour le futur du a I'appauvrissement des
ressources fossiles et a 'accroissement des besoins mondiaux. L’énergie peut étre produite
a travers les réactions nucléaires. Une réaction nucléaire est la transformation de noyaux
atomiques ; il en existe de deux types : la fission et la fusion.

— La fission nucléaire se produit lorsque le noyau d’un atome lourd se scinde en des
nucléides plus légers, généralement sous l'effet de la collision avec un neutron. Cette
fragmentation libere alors de 1’énergie. Ce principe est utilisé dans les centrales
nucléaires actuelles.

— La fusion nucléaire (ou thermonucléaire) se produit, quant a elle, lorsque deux noyaux
entrent en collision pour n’en donner plus qu’un plus lourd. Contrairement a la fission
nucléaire, son application industrielle est encore a 1’état de recherche. La réaction de
fusion la plus accessible est celle faisant intervenir le deutérium et le tritium qui sont
deux isotopes de I'hydrogene (voir Fig. 77).

Une difficulté de la faisabilité technique de la fusion thermonucléaire est que les noyaux
doivent étre portés a une tres haute température (plus d'un million de degrés) pour que
la réaction de fusion se produise. A de telles températures, les électrons sont détachés des
atomes et on est ainsi en présence d’un plasma. Il existe deux approches permettant de
confiner les réactions de fusion : le confinement inertiel et le confinement magnétique. Le
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confinement inertiel consiste a projeter un faisceau laser sur une capsule de deutérium et
de tritium. Le confinement magnétique, qui est le cadre d’étude de cette these, utilise un
champ magnétique avec une densité plus faible mais sur un temps plus long. La plasma est
alors confiné dans une chambre toroidale ou Tokamak (Fig. [1.1]). Cette chambre est entourée
d’aimants produisant le champ magnétique permettant le confinement, ce qui évite que le
plasma entre en contact avec les parois du Tokamak et 'endommage.

Le projet ITER (www.iter.org) est un partenariat international, comprenant 1’Union
Européenne, I'Inde, le Japon, la Chine, la Russie, la Corée du Sud, les Etats-Unis et la
Suisse, qui a pour objectif de vérifier la faisabilité scientifique et technique de la production
d’électricité en utilisant le principe de la fusion thermonucléaire par confinement magnétique.
Ce projet a été signé le 21 novembre 2006 a Paris.

FIGURE 1.1 — Vue d’artiste de ITER.

1.2 Modélisation des plasmas

Le plasma a été modélisé par une hiérarchie de modeles : le modele a N corps, les modeles
cinétiques et les modeles fluides. Le modele a N corps, qui consiste a modéliser 'interaction
de chacune des particules, est le modele le plus précis mais n’est pas accessible au niveau
numérique a cause du nombre élevé de particules. Les modeles cinétiques donnent, quant a
eux, une description statistique de la répartition des particules dans le plasma a travers la
fonction de distribution dans ’espace des phases. Les modeles fluides réduisent les modeles
précédents en considérant I’évolution des quantités macroscopiques telles que la densité ou
la vitesse moyenne qui sont des moments de la fonction de distribution.

10


www.iter.org

1.2.1 Le modele a N corps

A niveau microscopique, le plasma peut étre décomposé en une collection de particules
interagissant les unes avec les autres. Chaque particule obéit a la loi de Newton :

dp
E = Z Fext
ou p est la quantité de mouvement de la particule et >  F.,, est la somme des forces

extérieures appliquées sur la particule. La quantité de mouvement peut s’exprimer par la
relation

P = mvyv

~1/2
ou m est la masse de la particule, v désigne sa vitesse et v = ( — ‘Z—f) est le facteur de

Lorentz dans lequel intervient la vitesse de la lumiere dans le vide c. Les forces extérieures
se réduisent a la force de Lorentz

ZFezt:ZQ(Ej+Vi XBj)

J

ou ¢ est la charge d'une particule, ¢E; et gv; x B, sont les forces électriques et magnétiques
produites soit par les sources extérieures, soit par les autres particules. L’évolution de chaque
particule ¢ est alors décrite par le systeme d’équations
d(mivi)
j
dXi
dt

Le plasma est composé d’énormément de particules (plus de 10'%) et la simulation numérique
de I'interaction de toutes les particules en suivant ce modele est hors de portée. Nous allons
nous tourner alors vers des modeles moins précis mais plus raisonnables d'un point de vue
numérique que sont les modeles cinétiques et fluides.

= V.

1.2.2 Les modeles cinétiques

Le modele cinétique décrit de maniere statistique la répartition des différentes especes de
particules dans le plasma a travers leur fonction de distribution fy(x,v,t) associée a chaque
espece qui dépend de la position x € R?, de la vitesse v € R? et du temps t. Plus précisément,
fs(x, v, t)dxdv représente la probabilité de trouver des particules de I'espéce s dans I’élément
de volume dxdv au temps ¢ et au point (x,v). Dans la suite, nous ne considérons plus que
les électrons et nous noterons f leur fonction de distribution.

En partant de 1’équation de transport des particules

of

E—FV'fo:O

et en ajoutant le terme dérivant du modele a N corps par une étude de physique statistique,
nous obtenons I’équation de Vlasov
of

E+V-fo+%(E+va)-va:O.
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1.2.3 Les modeles fluides

Les modeles fluides donnent une description macroscopique en étudiant les quantités
physiques découlant de la fonction de distribution f telle que la densité p :

p(x,t)= [ f(x,v,t)dv
RS

la vitesse moyenne u :

p(x,t)u(x,t):/ vf(x,v,t)dv

]R3

ou la température T :

p(x,0)T(x,t) = % /Rg v —u(x, t)*f(x,v,t)dv

qui sont les moments d’ordre 0, 1 et 2 de la fonction de distribution en v et ne dépendent
donc que de la position x et du temps ¢t. Afin de trouver les équations qui relient ces quan-
tités, nous pouvons considérer les premiers moments en vitesse de 1’équation de Vlasov (voir
[5]). Ne dépendant plus de v, ces systémes sont moins coiteux a résoudre numériquement
mais sont moins généraux que les modeles cinétiques. Les modeles fluides constituent une
bonne approximation lorsque, en temps long, le systeme s’approche de 1’état d’équilibre ther-
modynamique sous ’effet des collisions. En effet, la distribution des particules en vitesse est
alors une gaussienne lorsque 'on est proche de cet état d’équilibre.

1.3 Equations de Vlasov, Maxwell et Poisson

1.3.1 Equation de Vlasov

Le cadre d’étude de cette these est le modele cinétique qui donne une description sta-
tistique de la répartition des particules a travers la fonction de distribution f(x,v,t) dans
I’espace des phases. Comme nous l'avons vu précédemment, cette fonction est solution de
I’équation de Vlasov :

0

—f+v-vxf+i(E+v><B)-va:O

ot m

ou m (resp. q) est la masse (resp. la charge) des particules. Cette équation a la forme d’une
équation de transport ; elle est non linéaire puisque les termes de champ E et B dépendent
de f a travers les équations de Maxwell ou de Poisson.
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1.3.2 Equations de Maxwell

Lorsque 'on prend en compte le champ électromagnétique auto-consistant généré par les
particules, I’équation de Vlasov est couplée aux équations de Maxwell :

1 OE
——E§:§;'+'V7><I3 = MoJ
0B
= E =
at—i—Vx
vV.E = ”
€0
V-B =0

ou o la perméabilité magnétique du vide, €y est la permittivité diélectrique du vide, p la
densité de charge définie par
p(xt) = | Flxv,t)dv
R3
et J la densité de courant définie par

J(x,t) = [ f(x,v,t)vdv.

RS

1.3.3 Equation de Poisson

Afin de simplifier le modele précédent, nous supposons que les champs électrique et
magnétique ne dépendent plus (ou tres peu) du temps. Les équations de Maxwell adimen-
sionnées se réécrivent alors :

VxB = 1J
VXE = 0
V-E = p
V-B =0

Nous négligeons le champ magnétique qui est supposé faible. L’équation V x E = 0 implique
que le champ E dérive d'un potentiel : E = —V¢ qui vaut —A¢ = p d’apres la relation
V - E = p. 1l s’agit de I’équation de Poisson. Le systeme de Vlasov-Poisson s’écrit alors

Uiv Vof-E-V,f=0

“Ap=1-p, E=-V¢

avec

p(x.t)= [ f(x,v,t)dv.
RS

1.3.4 Propriétés mathématiques

Le systeme de Vlasov-Poisson a la propriété de conserver plusieurs quantités physiques
au cours du temps.
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Proposition 1.3.1 (Principe du maximum). Soit fo(x,v) la fonction de distribution initiale
du systéme de Vlasov-Poisson et f(z,v,t) sa solution alors

0< f(CC,’U,t) < max f[)(il?, ’U).

Proposition 1.3.2 (Conservation). Les quantités suivantes sont conservées au cours du
temps :
— L’énergie cinétique :

E(t) = = /RG v f(x, v, t)dxdv

L’énergie électrique :
1
E.(t) = = / F2(x, £)dx
2 Jgs

— L’énergie totale

E(t) = Ex(t) + Ec(t)

Pour tout entier p > 1, la norme L :

1FIE (1) = /Rs(f(x,v,t))pdxdv

et en particulier la masse :

1l (t) = /R F(x, v, t)dxdv

— Le moment

/ vf(x,v,t)dxdv.
R6

Lors du développement de méthodes numériques pour la résolution de 1’équation de
Vlasov-Poisson, un intérét spécial doit étre apporté a la conservation de ces quantités phy-
siques. Bien que toutes ces quantités ne puissent pas étre conservées de maniere exacte, leur
évolution en temps est un outil précieux afin de valider une simulation.

1.4 Résolution numérique

1.4.1 Classifications des méthodes

L’équation de Vlasov-Maxwell (ou de Vlasov-Poisson) étant non linéaire, il est difficile
de trouver des solutions analytiques. Plusieurs familles de méthodes numériques ont été
proposées afin de résoudre numériquement ces systemes. Il existe principalement deux types
de méthodes : les méthodes se basant sur la discrétisation de la fonction de distribution
dans V'espace des phases (méthodes Eulériennes ou semi-Lagrangiennes) et les méthodes

PIC (Particule In Cell).
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Les méthodes PIC consistent a suivre le déplacement d’une collection de N macro-
particules aux points (xx(t), v(t)) et de poids wy qui discrétisent la fonction de distribution :

Fu(xvit) = wib(x — x1(8)8(v — vi(t)).

Les macro-particules sont alors advectées le long des caractéristiques de I’équation de Vlasov.
Les méthodes PIC n’ont pas besoin de grille en vitesse ce qui constitue un avantage au niveau
de la mémoire et du cout de calcul; ainsi, cette famille de méthodes est quasiment la seule
approche permettant de faire de la ”vraie” physique. Cependant, une faible résolution est
observée dans les régions ou il y a peu de particules. La majorité des codes actuels sont basés
sur ces méthodes.

Les méthodes purement Eulériennes (volumes finis et différences finies) ont besoin d’une
grille de l'espace des phases (cout mémoire important en 6 dimensions) mais permettent
d’avoir une résolution uniforme sur tout 1’espace des phases (sous condition de régularité...).

Les méthodes semi-Lagrangiennes, qui seront étudiées dans cette these, se basent sur le
fait que la fonction de distribution est constante le long des caractéristiques. Il s’agit alors
de calculer les caractéristiques puis d’interpoler au pied de celles-ci. Une description plus
détaillée est donnée en introduction de la premiere partie. Les méthodes semi-Lagrangiennes
constituent donc un compromis entre les méthodes PIC (ou il n’y a pas de projection dans
'espace des phases) et les méthodes purement Eulériennes (limitées a une condition CFL).
Ces méthodes sont, entre autres, développées dans les codes GYSELA (GYrokinetic-SEmi
LAgrangien) [80, 90] et SELALIB (SEmi-LAgrangian LIBrary) [67].

1.5 Défis

La résolution numérique des équations de Vlasov-Maxwell (ou Vlasov-Poisson) fait inter-

venir toute une série de défis.

— Dimension. Le systeme de Vlasov-Maxwell est un probleme de dimension 7 compre-
nant le temps ainsi que 6 degrés de liberté pour I’espace des phases (x € R? et v € R?).
Obtenir des simulations numériques fines en un temps de calcul raisonnable est un
défi majeur en dimension élevé.

— Multi-échelle. Les longueurs caractéristiques des phénomenes physiques peuvent avoir
des échelles différentes que ce soit en espace, en vitesse ou en temps. Cela nécessite
d’une part un grand nombre de points (en utilisant une grille uniforme) en x,v et
d’autre part une atteinte des temps longs typiques en physique des plasmas.

— Clonservation. Les quantités physiques conservées au cours du temps au niveau continu
(voir Proposition doivent idéalement également étre conservées au niveau des
simulations numériques.

Afin de réaliser de ”vraies” simulations du type Drift-Kinetic ou ondes KEEN, plusieurs
ingrédients sont nécessaires :
— Mettre en place et analyser (dans un cadre simple) des méthodes d’ordre élevé pour
capturer les petites échelles
— Utiliser des supercalculateurs ou des cartes graphiques GPU, ce qui nécessite d’adap-
ter les méthodes existantes
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— Utiliser des maillages ”adaptatifs” lorsque la zone multi-échelle est bien ciblée

Dans cette these, nous aborderons ces différents points. La premiere partie traitera de
I’advection linéaire qui constitue la brique de base pour I’équation de Vlasov-Poisson splittée.
Dans la seconde partie, nous présenterons des optimisations en temps de calcul par I'utilisa-
tion de cartes graphiques GPU et de maillages non uniformes pour la résolution de I’équation
de Vlasov-Poisson. La troisieme et derniere partie concernera le modele gyrocinétique en re-
visitant I'approximation numérique d’opérateurs spécifiques a ce modele : les opérateurs de
gyromoyenne.

16



Premiere partie

Méthodes d’advection
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Les méthodes semi-Lagrangiennes, qui ont initialement été développées dans le domaine
climatologique, ont été appliquées dans le cadre de ’équation de Vlasov au milieu des années
70 par Cheng et Knorr [I]. Elles ont ensuite été réactualisées par Eric Sonnendriicker a la
fin des années 90 [6]. Voir également Shoucri [49] pour un historique de ces méthodes.

Ces méthodes se basent sur le fait que la fonction de distribution est constante le long
des caractéristiques. Considérons I’équation de transport

of+a(x,t)-Vf=0
ol a est le champ d’advection. Les courbes caractéristiques vérifient 1’équation

dX (t)

=2 = alX(), )

et notons X(#;x, s) I'unique solution de cette équation différentielle vérifiant X(s) = x. Le
principe est alors de parcourir les caractéristiques en arriere afin de se ramener au temps
précédent. Plus précisément,

1. Au temps t,1, nous calculons le pied de la caractéristique X(¢,;x;,t,11) pour tout
point x; du maillage.

2. La valeur cherchée f"(x;) = f"(X(tn;X;,tn11)) se calcule par interpolation de la
fonction f™ au point X(¢,,; x;, t,+1). Différentes méthodes d’interpolation peuvent étre
utilisées.

La figure [I| présente le principe d’une méthode semi-Lagrangienne en dimension 1 et 2.

/\1‘.5\1 | | |
f N o~ A1 I I

FIGURE 1.2 — Schémas d'une méthode semi-Lagrangienne en dimension 1 et 2.

La méthode semi-Lagrangienne n’est pas assez précise lorsque l'interpolation est de bas
degré (typiquement une interpolation linéaire). Une interpolation par splines cubiques ou
une reconstruction d’Hermine de degré 3 est souvent utilisée et est un bon compromis entre
Iefficacité d'une interpolation de degré relativement faible et les résultats numériques obte-
nus.
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La technique du splitting d’opérateur permet de découpler I'équation de Vlasov-Poisson

of

Liv v+ iE.v,f=0,
ot m

en deux équations d’advection a coefficients constants

of
E +v- me =0
avee v fixé et o
q
1g. —
ot + m Vol =0

avec x fixé. Il est & noter que E ne varie pas lors de la 2°7¢ étape car ‘fl—’t‘ = 0 et donc Cil—]f =0
par I’équation de Poisson. Le splitting de Strang (détaillé dans le chapitre [5)) est la technique
de splitting la plus répandue dia a son bon compromis entre simplicité et efficacité. C’est
un schéma d’ordre 2 en temps. D’autres splittings d’ordres plus élevés ont été développés
[2]. Ces splittings peuvent étre dérivés des méthodes de splitting standards pour les ODE
appliqués a 1'équation du mouvement des trajectoires dans I’espace des phases [3].

Dans cette premiere partie, nous nous intéresserons aux méthodes d’advection utilisées
dans ces splittings. En particulier, nous établirons les équations équivalentes (nommées
également équations aux différences dans la littérature) qui nous permettent d’étudier et
de comparer les propriétés dispersives et dissipatives de ces schémas (chapitre 2). Ensuite,
nous étudierons davantage en détail le schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien (SLDG)
en montrant qu’il posseéde une propriété de superconvengence en temps long (chapitre 3).
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Chapitre 2

Equations équivalentes

Pour les EDP linéaires résolus par des maillages a pas constants, I’analyse de Fourier
donne la solution exacte du schéma. Cette méthode n’est plus applicable pour les équations
non linéaires ou les équations d’advection a vitesse variable. La méthode de l'équation
équivalente qui consiste a déterminer 'EDP équivalente a 1’équation aux différences a été
introduite (voir [16]) pour d’une part traiter les cas non linéaires et d’autre part fournir
des solutions explicites (et non plus sous représentation intégrale) pour les EDP linéaires.
L’étude de ces équations équivalentes permet en particulier d’accéder aux propriétés disper-
sives et dissipatives des schémas et de les comparer entre elles [§].

Nous étudierons en premier lieu des schémas résolvant 1’équation d’advection constante.
L’étude de l'’équation d’advection a vitesse constante est intéressante en soi et lorsque
I"équation de Vlasov est splittée, on se rameéne a de 1'advection constante (voir [87]). Dans la
derniere partie, nous étudions un schéma de type Lagrange+Projection utilisé classiquement
pour résoudre les équations de ’hydrodynamique.

Les travaux de ce chapitre ont été réalisés en collaboration avec Daniel Bouche et Michel
Mehrenberger et la derniere partie a fait 'objet d’'un contrat CEA.

2.1 Notion d’équation équivalente

Le cadre d’étude est I'équation d’advection linéaire

{ Ou(z,t) + adyu(z,t) =0,  x€[0,1], t>0 (2.1.1)

u(z,0) = ug(x)

avec des conditions aux bords périodiques et une vitesse a € R constante. La solution de
cette équation est connue de maniere explicite : u(x,t) = ug(x — at). On suppose que cette
équation est discrétisée par un schéma a un pas de temps de la forme :

a
-+ — R T—— 2.1.2
At + AZE ZMCL uz-i—m 0 ( )

ou Az est le pas d’espace, At est le pas de temps, u? ~ u(iAz,nAt), M € N* et les a,, sont
des réels. Dans la suite, nous noterons 7 le nombre de Courant : n = ‘Z—A; et t, = nAt sera
le temps atteint au bout de n itérations du schéma. Commencons par la définition d’une

équation équivalente.
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Définition 2.1.1. On appelle équation équivalente d’un schéma l’équation obtenue en ajou-
tant récursivement au modele étudié le terme d’ordre dominant de 'erreur de troncature du
schéma.

L’idée est que le schéma va étre consistant a un certain ordre p avec 1’équation d’advection
mais sera consistant a l’ordre p+r avec ’équation équivalente ol cette derniere sera composée
des termes de I’équation d’advection ainsi que de r termes de ”perturbation”. L’équation
équivalente associée a un schéma est alors de la forme

r+1
i
Owu + ad,u + E qi0,u = 0.
=2
En pratique, on ne considere que les premiers coefficients non nuls, le choix du nombre de

termes est peu détaillé dans la littérature. Pour les schémas étudiés ici, on se restreint ainsi
aux coefficients ¢s, q3, q4 et ¢s.

Proposition 2.1.2. Soit le schéma a un pas de temps résolvant l’équation d’advec-
tion linéaire . On pose pour tout entier naturel j,

M

S; = Z A’

m=—M

et on suppose que le schéma est tel que So = 0 et S; = 1. Alors I'équation équivalente associé
a ce schéma vaut :

5 .
Az)—t .
O + adyu + a g q&&{u =0
— J
J
o

ca = Sy+n

cs = (S3+3nSy +2n%)/2

cs = (Si+n(4Ss+3S3) +12n°S, + 61°) /6

cs = (S5+ (5S4 + 10S5,53) + n*(2055 + 30S53) + 601> S, + 24n*) /24.

Démonstration. Soit u une solution de
oyu + ad,u = 0
et @ une solution de
Oyl + a0, T + @020 + @020 + @401 + q50°1 = 0. (2.1.3)
Afin d’étudier 'erreur commise sur un pas de temps, on suppose qu’a l'instant t,, = nAt :
(e, tn) = al(-, ty).
En intégrant entre t, et t,,1, on obtient :

tn+1 tn+1
w(z, tyr1) — Uz, ty) + a/ O u(x, t)dt + ¢o / O2ui(z, t)dt +
tn tn
tn+1 tnt tnt1
qg/ O2ui(x, t)dt + Q4/ Orii(z, t)dt + q5/ Ou(z,t)dt =0 (%)
tn tn tn
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Or, par développement de Taylor,

et en remplagant les dérivées temporelles 0,u(z,t,) par
—a0,t(x,t,) — @Ou(z,t,) — 30°1(w, t,) — quOsii(z,t,) — qs02T(w, 1)
nous obtenons

w(z,t) = a(z,t,) + (t—t,) [—adsi(z,t,) — @0ru(z,t,) — qs05u(x, t,) — uOsu(z, t,)] +
(t —tn)?
2

[a*020(x, t) + 2020302, t,) + (2aqs + ¢3)Oii(, 1,)] +

(t — tn)3
6

(t - tn)4
24

[—a*da(x, t,) — 3a*q0a(x, 1,)] +
[a*0pu(z,t,)] + O(AL).
En revenant a ’égalité (), nous pouvons maintenant calculer les termes :

(A1)?
2

Q(Ag)g — ¢ (A;)2> 82&(96,25”) +

tn+1
/ Oyu(x, t)dt = Atd,u(x,t,) —a Oru(z,t,) + (a
tn

U A (AD*N

<a o1 T m e ) el t) £

B (At)? ) (At)3_ o (ADY (AP 5. 6
<q4 5 (2043 + @) = = 3a°qemo = at g ) Gl ta) + O(AE)

tn+1 2 3 2
/ Ou(z, t)dt = Atd*u(x,t,) — a%@iﬁ(x, tn) + <a2(A6t) — QQ(A;) ) ot t,) +
tn

<_aaﬂ L oag, B0 (At)2> Pl t,) + O(AL)

24 6 2 v
(At)?
2
<a2 (A6t>3 — Q2 (A;)2> Bu(x,t,) + O(AY)
(At)?
2

Oty ) +

x

tn+1
/ Ou(z, t)dt = At u(r,t,) —a
tn

Ai(x,t,) + O(AL?)

tn+1
/ Oi(x, t)dt = Atdiu(z,t,) —a
tn

tn41
/ Du(z,t)dt = Atd’u(z,t,) + O(AL?).
tn

On remarque que le coefficient devant &u est en O((Ax)''), ce qui justifie les
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développements suivant 1’ordre des dérivées. Ainsi, on en déduit

(2, tner) = (x,t,) — aAtdyi(z,t,) + (a2(ATt)2 — qQAt) O2u(x, t,) +
( (At)? — qut) O3u(z,t,) +
( 2@ + (2aqs + ¢2) (A;)Q -~ q4At) iz, t,) +
( 120 3(]2% + (—3a’qs — 3aq?) (A6t)3+

2

2

(2g243 + 2aq4) ( - q5At) oou(x, t,) + O(AL°).

Par le méme raisonnement avec u et I’équation d’advection d,u + ad,u = 0, nous trouvons

2 (At)2 (At)

w(z,ther) = ulx,t,) — aAtdu(z,t,) +a —u(z,t,) +

u(z,t,) —

7a,jﬁu(gc,tn)— (?23 85( ) + O(ALY).

Puisque @(z,t,) = u(z,t,), Uerreur de troncature vaut

1

A (u(, tng1) — W2, tns1)) = @Osu(z,tn) + (g3 — agAt)Dju(w, t,) +
(Q4 — (2ags + QS)% +3a’gy A?Q) Opul@, tn) +
(Q5 — (q2q3 + aqu) At + (a’qs + a3) <A2t)2
—a’qy <A6t)3) Ou(z,t,) + O(AL)°.
L’erreur de troncature en fonction du schéma est donnée par
1 —
E(U(I’ toy1) —u(w,t,)) + Ar m; amu(z +mAz,t,)
dont le développement vaut
é <—aAt@xu(x, b))+ (“A” B (e, ) — (“At) OB s (1)
A2 gt 1) - CXL ) + (’)(AtG)) -
& mzj‘i:M Qm, <u(x, tn) + mAxdu(x, t,) + (méx) O*u(w,t,)+
(mﬁx)dag (@, t) + %a;ﬁu(x, ) + Wﬁg’) Poulx, t,) + O(A:cﬁ))
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En identifiant les coefficients des développements des deux erreurs précédentes, on en déduit
I’expression des coefficients de ’équation équivalente :

aAz[n + S
@ o=
a(Ax)?[Ss + 3nSy + 21
43 = 6
a(Ax)3[Sy 4+ n(4S5 + 353) + 120255 + 61°]
qa = Y
) a(Az)[Ss + (5S4 + 105,55) + 7(2085 + 3052) + 607°S, + 247"
5 prm—

120
[l

Ces formules donnent donc directement les coefficients de I’équation équivalente a partir
des coefficients du schéma numérique. Les conditions Sy = 0 et S; = 1 dans I’énoncé de la
proposition sont naturelles : elles signifient que la méthode est consistante avec ’équation a
résoudre d’une part et que 'erreur de consistance ne comporte pas de terme en Ax. Lorsque,
dans le premier terme de 1’équation équivalente d'u, i est impair, le schéma sera davantage
dispersif au sens des ondes; il y a alors une erreur dans la vitesse de propagation des ondes ce
qui crée des oscillations aux points de discontinuités, par exemple pour une marche d’escalier.
Dans le cas contraire, le schéma sera davantage dissipatif (ou diffusif) et aura tendance a
lisser les profils (voir [§]).

2.2 Applications aux schémas résolvant 1’équation
d’advection

Nous allons utiliser les résultats de la partie précédente afin de comparer différents
schémas résolvant 1’équation d’advection.

2.2.1 Schémas de Lax-Wendroff et Warming-Beam

Nos premiers exemples sont les schémas classiques de Lax-Wendroff [15] et Warming-
Beam [7]. Rappelons le principe de ces schémas. Nous supposons que 0 < 1 < 1 et que les
(u?)icqo,..,ny & l'instant ¢,, soient connus. Pour calculer u?“, nous construisons le polynome
d’interpolation de Lagrange ¢ au temps ¢,, et aux points z;_1, x;, ;11 dans le cas du schéma
de Lax-Wendroff et aux points x; o, x; 1, x; dans le cas du schéma de Warming-Beam. On

évalue finalement :
ul ™t = 'z — aAt).

Cecl conduit aux formulations suivantes :

u’(l-‘rl_ n

[Lax-Wendroff] : s (U ) — e (U — 2ul +ul ) =0

uttl_yn

M s (L= m)uly + (= 2)ul — g (n — 3)ul = 0.

[Warming-Beam] :
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Ainsi, d’apres la Proposition [2.1.2], les équations équivalentes associées a ces schémas valent :

[Lax-Wendroft] : ‘9—“ + a@ + M(1 n )823 + (Ax) n(l—n )(%4 0.

[Warming-Beam] - %%+a%%+-(A”< n? + 3 - %3;—+(A”< 0+ 4 — 5 +2) 0% = 0.

La validation numérique des équations équivalentes fait 'objet de la Figure[2.1] On compare
d’une part la solution du schéma (courbe verte) et la solution de 1’équation équivalente
discrétisée par différences finies (courbe rouge). On observe que ces courbes sont tres proches
ce qui permet de valider numériquement les équations équivalentes obtenues. La solution
exacte de ’équation d’advection (ici en bleue) correspond a la condition initiale puisque
nous faisons un nombre entier de tours du domaine spatial. La discrétisation par différences
finies de I’équation équivalente est réalisée avec un pas d’espace Az’ tel que Az’ << Ax afin
de ne pas perturber les termes de lequatlon equwalente Dans les Figures [2.2] et [2.3] nous
avons gardé uniquement le terme en ‘g Y (resp. 83:4) des équations équivalentes des schémas
de Lax-Wendroff et Warmimg-Beam. On observe alors I’apport du principal terme dispersif

(resp. dissipatif).

2.2.2 Schémas semi-Lagrangiens conservatifs

Des méthodes conservatives pour la résolution numérique des équations de Vlasov-Poisson
sont développées dans [87] dans un contexte de splitting unidimensionnel. Dans cette partie,
nous calculons les équations équivalentes de ces schémas dans le cas de 'advection constante.
Nous commencons par reprendre leur description. Les inconnues de ces schémas sont les
valeurs moyennes de la fonction de distribution sur une cellule :

Znt+l 1 IH%
U; A.T u(yatn+1)dy

M\»—A

Par conservation du volume, on a (voir Figure [2.4)) :

1 Tl 1 T 1 +alAx
= / *uly, tyer )dy = ’ u(y, t,)d
; N u(y, tns1)dy = A b (y, tn)dy

-2

ou 7* est l'entier tel que Ti 1 — alt € {xi*_é, Tixy 1 [ et a € [0, 1] le réel défini par :

aAr = (x,

17—

1 aAt) —Tp_1.

N

Soit U]" la fonction définie par

Nous obtenons alors

g1 L [Teggteds - n
u; :E/x u(y, tn)dy = ul +U*+1( a) = Uit(a).

s_1talz
2



— exacte
LW
equivalent

— exacte
— WB
equivalent |7

“bo 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 2.1 — Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma (en vert) de
Lax-Wendroff (en haut) et Warming-Beam (en bas) et la solution discrétisée par différences
finies de I’équation équivalente associée (en rouge). Az = 1/80, At =0.01, a = 1.
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— exacte — exacte
— W — W
r — dissipative term |1

— dispersive term|{

FIGURE 2.2 — Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma de Lax-Wendroff
(en vert) et la solution discrétisée par différences finies de I’équation équivalente (en rouge)
en considérant uniquement le terme en d2u (& gauche) et en considérant uniquement le terme
en dlu (a droite). Az =1/80, At =0.01, a = 1.

— exacte — exacte
— WB — WB
— dispersive term|{ r = — dissipative term [

FIGURE 2.3 — Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma de Warmimg-
Beam (en vert) et la solution discrétisée par différences finies de I’équation équivalente (en
rouge) en considérant uniquement le terme en d2u (& gauche) et en considérant uniquement
le terme en 92u (a droite). Az = 1/80, At = 0.01, a = 1.

Il reste a évaluer Ut (a) et U(a). Soient i,n € N, nous avons que

Ur0) =0, U1 =a}

)

et

/

Ul (xz) =u(x

7

1+ rAx,t,)Ax, UZ-"/(O) =u! Az, U (1) =u}



i—1/2 i+1/2

| aAz alAt | |

Tix—1/2 Lix+1/2

FIGURE 2.4 — Méthode semi-Lagrangienne.

Nous disposons de 4 conditions sur U*, nous procédons alors a une reconstruction polyno-
miale de U;* de degré 3 :
Ul(x) =x(1 — x)%?féAa: + 2% (x — 1)u?+%A:E + 2%(3 — 2z)ul.

Rappelons que nous cherchons a calculer les intégrales ﬂ?“ et que les valeurs aux noeuds
du maillage u? , et 7, , sont inconnues. Nous allons donc donner plusieurs reconstructions
2 2

i

sur la cellule i en fonction des valeurs (4} );cjo,n—1]-

n

n
de U1 et U1

— Reconstruction de Lagrange de degré 3 (LAG3) :

n 5 =N 1 =N 1 —n n 5 =N —n —n
Ui—1/2Ax = éuz - guiﬂ + gui—h Ui+1/2Ax = 6“1 + gui—H - gui—l

— Reconstruction PPMO :
n 1 —n —n n 1 =N 551
Uif1/2ASU = 5(%71 + ), Ui+1/2A37 = Q(Uz + Uyq)
— Reconstruction PPM1 :
n —Nn —nNn —nNn —nNn n 7 —nNn —Nn —nNn —nNn
U jpAx = E(ui—1+ui )_E(ui—2+ui+1)a Uiy AT = E(Uz +ui+1)_ﬁ(ui—1+ui+2)
— Reconstruction PPM2 :
1

u?—1/2A$ = @((ﬂ?—g + ﬂ?+2) —9(u, + a?—&-l) +45(u;; + uy'))

n 1 —n —n —n —n —n | =n
Uiy p AT = @((%-2 +Uyg) — Wy + uys) +45(u + ayy))

— Reconstruction PSM : les valeurs aux noeuds du maillage sont solutions du systeme
presque tridiagonal :

n n n 3 —n —n
Uiy 5+ AU jp + U g0 = E(% + W)
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Calcul de I’équation équivalente du schéma Lagrange 3.

Nous allons calculer une équation équivalente pour le schéma Lagrange 3 de deux fagons
différentes : par calcul direct et par combinaison des équations équivalentes des schémas
Lax-Wendroff et Warming-Beam.

e Calcul direct

Le schéma de Lagrange 3 est caractérisé par les coefficients (suivant la formulation [2.1.2)) :
’ =2 o+l o (1-n)(2-n)

9 ; G0 9 , U1 6 )
Ainsi, d’apres la Proposition [2.1.2] une équation équivalente pour le schéma Lagrange 3
vaut :

ou  Ou a(Azx)? oMu  a(Az)? Pu
aﬂLa%%— o (n* — 2n? —77—|—2)a4+ 50 (2n* — 57’ +5n—2)85—0.

=0.

e A partir des équations équivalentes de Lax-Wendroff et Warming-Beam

Le schéma Lagrange 3 est obtenu comme combinaison convexe des schémas de Lax-Wendroff
et Warming-Beam :

LAGS = (1 _ HT”) LW + 1_g—"WB

La combinaison convexe appliquée aux équations équivalentes va annuler le coefficient devant
(Az)?

1+mn 1+mn

(L=n)(1 = —==) + (=" +3n = 2)——

Il va donc falloir écrire un terme supplémentaire dans les équations équivalentes pour
Lax-Wendroff et Warming-Beam.

= 0.

Pour Lax-Wendroff, nous obtenons :

ou  Ou a(Az)? o Pu a(Ar)? o Ot
— — 1—n*)— 1-—
o Tt e g T gt
a(Az)?t du
Ny _
120 (—6n" + 5n* + )8 0
et pour Warming-Beam :
ou  Ou alAz)?, Pu  a(Az)®, ) M
— — + —(— n—2)— — 4dn* —bn+2)—
T Sl v S e A g
a(Ax)* 4 ®u
— 45n — 14 =
130 (—6n* 4 30n* — 550 + 451 )85 0
Nous retrouvons alors I’équation équivalente pour le schéma Lagrange 3 :
ou  Ou alAzx)® . ) Mu  a(Ax)! du
— — + ——(n° —2n° — 2 2n° =5 5n—2 =0.
TR T e Ul A v T G A e

La Figure valide numériquement cette équation équivalente.
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— exacte
— LAG3

4r — equivalent |
3,
2,
1,
0 —
b0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 2.5 — Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma LAG3 (en

vert) et la solution discrétisée par différences finies de ’équation équivalente associée (en
rouge). Az = 1/80, At =0.01, a = 1.

Equations équivalentes pour les schémas PPMO0, PPM1 et PPM?2

Les différents schémas sont caractérisés par les coefficients (suivant la formulation 2.1.2)) :

—n? 2_4n—1
PPMO: ap="TH gy =3l
—3n%+5 _ n?=2n+1 _
ag = 772 77, a; = UM/ 277 y g = 0.
2 —n? 1 4n%—5n—2
PPM1: ag =121 a_, =Tt g = A2
—4n?+7n % —15n+8 —n?+2n—1
Qg = 3+ ) a; = 12 + ) o = —{2 ) az = 0
2 2 2
. _ —n°tn _ 8" =Tn—1 _ —129°49n+3
PPM2:  au=—g " G3="g » 02= 5
_ 5m2—6n—3 _ —5n%49n _ 12n%-27n+15
a1 = 4 y Ao = 4 y a1 = 20 )
_ =8n%+17Tn—9 _ nP=2n+1 _
Ao = 60 ) asz = 60 ) a4 = O

Ainsi, d’apres la Proposition [2.1.2] les équations équivalentes valent :
PPMO: 24 gy @Br (92 34 1)2u 4 G733 62 4 3p) 2% = 0,
PPM1: 2 4q2 4 %f) (0 — 2% + ) Ly 4 B2 ) (2n* — 50 + 5y — 2) 24 = 0.
PPM2: i +ag:+ a(g—f)s(n — 2+ )oY+ “(A@ (2n* — 50 + 4n? — )24 = 0.

La Figure[2.6| valide numériquement 1’équation équivalente pour le schéma PPMO. Par contre,

la Figure montre que deux termes dans 1’équation équivalente ne sont pas suffisants pour
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rendre compte du schéma. Afin d’obtenir un graphique concluant, il faut considérer le terme
suivant et ainsi ajouter le terme d’ordre 6 :

a(Az)®
144

o —6n* — 3> +16n° — 9 @
(2n” = 60" = 30" + 160" — 9n) 5.

De méme, dans le cas du schéma PPM2 (Figure [2.8)), 5 termes de 1’équation équivalente sont
nécessaires afin d’obtenir une bonne correspondance.

— exacte
PPMO
equivalent |7

“bo 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 2.6 — Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma PPMO (en
vert) et la solution discrétisée par différences finies de I’équation équivalente associée (en
rouge). Az =1/80, At =0.01, a = 1.

Equation équivalente pour le schéma PSM

Rappelons que N désigne le nombre de mailles en espace. Pour le schéma PSM, les
valeurs ponctuelles sont solutions du systeme :
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T T
— exacte — exacte

— exacte
— PPM1
equiv(3) (]

FIGURE 2.7 — Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma PPMI1 (en
vert) et la solution discrétisée par différences finies de 1’équation équivalente (en rouge) avec
un terme dans I’équation équivalente (en haut a gauche) deux termes (en haut a droite) et

trois termes (en bas). Ax = 1/80, At = 0.01, a = 1.

4 1 0 ... 0 1 Uy /2 uy + uy
1 0 : ;

0 _3

0 0

0 .. . .1

1 O e 0 ]_ 4 UN_1/2 ﬂr]i[_l ‘f‘a%{

Nous remarquons que la matrice du systeme est circulante et inversible d’inverse la matrice
de terme général (voir [14]) :

1
mij = m (uN,l,U,i\ + Mljfilfl)
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— exacte
— PPM2
4r equiv(5) |1

~bo 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 2.8 — Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma PPM2 (en
vert) et la solution discrétisée par différences finies de I’équation équivalente avec 5 termes

(en rouge). Ax = 1/80, At =0.01, a = 1.

ou 7 (resp i) désigne la valeur du polynome de Tchebychev de premiere (resp. seconde)
espece d’ordre k évalué en —2 (voir I’Appendice |EJ).

Nous en déduisons une expression pour ¢ =1, ..., N :

N
n 3 . .
Yicrz = 201 — 1) ;(“N—l—j—il + i) (U +ay)
T9(1 — TN) 0 \MUN—i T Hi—2 N1+ UN—i—1
N-1
- a?(ﬂN—l—U—i\ T Hj—i|—1 T UN—1—]j—i+1] T M\j—i+1|—1)]~

1

j
Par périodicité uj = u’, d’ou nous avons la formule :
3 N-1
Uiy g = m Z W (N1 |j—i| + Hj—il—1 + N1 fj—it1] T Hfj—it1)-1)-

=0

Fixons 7, n et étudions le coefficient devant u} qui vaut

3 oo N1 + pj—ij—1 F UN—1—|j—it1) T Hj—it1)—1
2 1-— T™N ‘
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Nous posons

num(i, j, N) = [N—1-|j—i| T Hj—il—1 T EN-1—|j—it1] T Hlj—it1]-1
dén(N) = 1—7y.

Dans I’Appendice [E] nous avons montré que

_ B (@+ V3 + 2~ va))

Tn
2

o = <21f> (@4 VB - 2 vE+).

Pour un écart |7 — i| fixé, on en déduit les équivalents suivants lorsque N — +o0 :
(—1)N—1—\j—i| ((2+\/§)N—|]—z| . (2+\/§)N—|j—i+1|>
2V/3
L 243N

( 1)N+1
Ainsi, le coefficient devant u]} est équivalent a

2
(=)= x ? X ((2 +V3) T — 2+ \/5)*”*”1‘) :

num(i, j, N) ~

dén(N) ~

— Pour j =70uj=1—1, ce terme vaut %ﬁ
t 5v3-9
o

t 33—19v3
=

— Pour j =7+ 1o0uj=1—2, ce terme vau
— Pour j =142 ou j =1 — 3, ce terme vau

L’approximation faite avec PSM est assez proche de I'approximation faite avec PPM2 :

Uiy o PPAMY 20( up g +uy) — 680< Uy +Uy) + 60( st Uo)
u?71/2 PIM 3_2\/3@?—1 + ) + 5\[ 9( Uy + Uyy) + 2= 19\[( Ui g + Uty s)
puisque
37 3—-V3
— ~ 0,616 ~ 0,634
60 ) ) 2 )
8 5v3 -9
—— ~ —0,133 —— =~ —0,170
60 ) ) 2 )
1 33 —19V/3
— ~ 0,017 —— ~ 0, 046.
60 ) ) 2 )

Ce phénomene de similitude entre PPM2 et PSM se retrouve largement sur les simulations
numériques. L’équation équivalente “limite” pour le schéma PSM en utilisant la formulation
ci-dessus vaut :

ou  Ou a(Ax)3 Mu  a(Az)? du

-2 —— (6n* — 15> + 100> = 1)— =0
o T0ar T e T2 Mg+ ey (60— 150" + 100" — 1)z

et la vérification numérique est donnée par la Figureavec 1 (resp. 2,3) termes de I’équation
équivalente.
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— exacte — exacte
— PSM — PSM

— exacte
— PSM
equiv(3) (]

FIGURE 2.9 — Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma PSM (en vert)
et la solution discrétisée par différences finies de 1’équation équivalente (en rouge) avec un
terme dans I’équation équivalente (en haut a gauche) deux termes (en haut a droite) et trois

termes (en bas). Ax = 1/80, At = 0.01, a = 1.

2.2.3 Comparaison des différents schémas

Voici un récapitulatif des différents schémas étudiés précédemment avec une équation
équivalente sous la forme

yu + adyu + a(Ax)"’lC—nagu + a(Am)"ﬂ@?“u =0.
n n+1

Une telle analyse a déja été réalisée par exemple dans [§] avec d’autres schémas résolvant
I’équation d’advection.
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Schémas d’ordre 2

C3 Cq

LW (1—n%)/2 n(l—n%)/2

WB (=m*+3n—2)/2 | (= +4n* — 5n +2)/2
PPMO (27]2 — 3+ 1)/2 (3773 — 6772 + 377)/2

La Figure présente les valeurs absolues des coefficients de dispersion |c3| et de dis-
sipation |¢4| en fonction de u. Nous constatons que les coefficients ¢z et ¢4 s’annulent pour
1 =1 : les schémas deviennent alors de simples translations résolvant exactement 1’équation
d’advection. Par ailleurs, les coefficients de dissipation |¢4| tendent vers 0 lorsque 7 tend vers
0 pour les schémas LW et PPMO. Par contre, le schéma WB peut étre fortement dissipatif
pour de faibles valeurs de 7.

1.0 T T T T 1.0

— 1w — W
— WwB — WwB
0sl — PPMO|| 0sl — PPMO||

0.6[ 1 0.6r

0.4f 1 0.4f

0.21 1 0.2

0'%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0'8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 2.10 — Valeur absolue des coefficients de dispersion |c3| en fonction de 1 pour les
schémas d’ordre 2 (a gauche) et valeur absolue des coefficients de dissipation |¢4| en fonction
de 1 pour les schémas d’ordre 2 (a droite).

Schéma d’ordre 3

Cy Cs

LAG3 | (P =202 —n+2)/6 | (2n* —5n® +5n —2)/12
PPM1 | (n®*—2n?+n)/6 (2n* — 5n + 5n — 2)/12
PPM2 | (p®—2n°+1)/6 (20" = 50" +4n* —n)/12
PSM (n*—2n*+n)/6 | (6n* — 150> +10n* — 1)/36

La Figure présente les valeurs absolues des coefficients de dispersion |¢4| et de dis-
sipation |cs| en fonction de p. Les coefficients ¢4 et ¢5 s’annulent pour 7 = 1 : les schémas
deviennent alors de simples translations résolvant exactement 1’équation d’advection. De
plus, le coefficient de dissipation |c,| est le méme pour les schémas PPM1, PPM et PSM; ce
coefficient tend vers 0 lorsque 7 tend vers 0. Par contre, le schéma LAG3 peut étre fortement
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dissipatif pour de faibles valeurs de n. Pour le schéma PPM2, les coefficients de dissipation
|c4| et de dispersion |c5| tendent vers 0 lorsque 7 tend vers 0.

0.35 T T T T 0.18
0.161
0.301

0.14r

0.25f
0.12r

LAG3
PPM1 ||
PPM2||
PSM

LAG3|]
PPM1
PPM2
PSM ||

0.20¢ 0.10F

015k 0.08f

0.06f
0.10f

0.04-

0.051
0.02)

\r‘

L e ——— ———
0'08.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0'0%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 2.11 — Valeur absolue des coefficients de dissipation |c4| en fonction de 7 pour les
schémas d’ordre 3 (a gauche) et valeur absolue des coefficients de dispersion |c5| en fonction
de n pour les schémas d’ordre 3 (& droite).

2.3 Applications a un schéma avec limiteur de pente

Cette section quantifie de maniere analytique la diffusion numérique d’un schéma de
type Lagrange + Projection (L+P) [12] présenté dans la partie [2.3.1] Nous avons obtenu
une formule exacte de la diffusion numérique de ce schéma au sens du terme de second
ordre dans 1’équation équivalente associée, pour une vitesse d’advection constante en temps
mais dépendante de 'espace (voir la partie pour les résultats et 'appendice |F| pour le
détail des calculs).

Par diffusion numérique, nous entendons ici le terme de second ordre de l’équation
équivalente associée au schéma (L+P). En effet, ce schéma est consistant, donc résout bien
I’équation d’advection avec une erreur au moins d’ordre 1 :

Op + 0:(pu) = o(Ax) + o( At)

avec une densité p(x,t) et une vitesse u(z) constante en temps mais dépendante de 'espace.
On définit le terme de diffusion numérique Il du schéma par :

Oip + 0. (pu) = I1 4 o( Ax?) + o( At?).

Ce terme de diffusion dépend a priori du pas de temps At, du pas d’espace Az et des
gradients de la fonction p et de la vitesse wu.
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Dans la partie [2.3.3] nous avons validé ces formules en advection linéaire (vitesse
constante en temps et en espace) par comparaison du résultat avec celui obtenu par une
équation de diffusion, a la distance d’advection pres.

2.3.1 Schéma Lagrange+Projection

L’équation d’étude est 1’équation d’advection 1D suivante :
Op + O (up) =0,

ou la densité p(z,t) au point x au temps ¢ est advectée par le champ de vitesse positif
u(z) > 0 constant en temps.

Le schéma Eulérien (L+P) considéré dans cette partie se caractérise par une étape la-
grangienne suivie d’une étape de projection. Il est d’ordre 2 en espace.

Le maillage est constitué de N mailles uniformes numérotées de 1 a N et de N + 1
noeuds numérotés de 1/2 a N +1/2. La maille j désigne donc le volume 1D entre les noeuds
d’abscisses x;_1/2 et x;41/2. Le pas d’espace Ar = ;.12 — 7j_12 et le pas de temps At
sont ici supposés constants. Le champ de vitesse est défini aux noeuds ;112 = u(x;41/2), la
densité est définie aux mailles p7 = p(x;,t") ol z; = (2 172 + Tj11/2)/2 et 1" = nAt ainsi
que la masse m7 = pjAw.

Etape Lagrangienne

Lors de I'étape Lagrangienne, on avance les caractéristiques :

$§+1/2 = Tjp1/2 + Atujiry.

. , . . . P ¢
ce qui crée un nouveau maillage Lagrangien déformé dont les nocuds sont (:17]. +1 /Q)j. Les

volumes des mailles deviennent alors Vol§ = xﬁ 12— x?_l /2 et les centres des mailles sont

bl (o ¢ ; ; ¢ _ oon
notés ' = (5, p + T, ,)/2. La masse est conservée au cours de cette étape m; = mj, la

densité des nouvelles mailles vaut p§ = m§ /Az. Ces notations sont illustrées sur la Fig. [2.12]

Etape de projection

Les valeurs des densités calculées dans les mailles sur le maillage Lagrangien déformé
vont étre projetées sur le maillage initial dont les positions des nceuds sont (z;11/2);. Les
densités p}”l obtenues apres projection sur le maillage eulérien constituent la solution au
temps t"*! :
pn+1 N dmj+1/2 — dmj*1/2
j J Az

ou le flux vaut :
n+1/2
dmjy1/2 = Ujiry2 - At pj+1//2'
Par définition,
Apt
n+1/2
Pj+1//2 = Pﬁ + TJ<AI§ — Ujy1/2 - At)
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FIGURE 2.12 — Etape Lagrangienne.

ou Al‘? =zt

pIR x?_l /2 désigne la taille de la maille Lagrangienne et

I __
AP? = 5(\11] Apf_l/z + ‘I’jAP§+1/2)

est la variation de densité sur la maille Lagrangienne ou la variation de densité sur les
interfaces est définie par

¢ l

) Pi+1 — Pi
Apt = -
Pi+1/2 2L —
J+1 J

et les limiteurs U+ sont calculés de la maniere suivante :

V=), V=9 (i)

Ty
avec Ayt
ro— pj—1/2 CI)(T) _r + |7“|
TApS ’ ol
J+1/2

Le role de la fonction W* est de limiter les forts gradients et les gradients opposés : ainsi,
lorsque (p,,—p5)/(p—p5_1) < 0,lafonction U* s’annule ; lorsque (pf,,—pf) >> (p5—pf_,),
on a ®(r;) ~ 2 alors que ®(1/r;) ~ 0.

Dans le cas contraire r; << 1 (mais r; > 0), ¢(y) =~ 0 et ®(1/y) = 2, donc Ap| =
(Pf1 — p})/ Az

D’autre part, lorsque la fonction est réguliere (faibles gradients), r; ~ 1 et ¢(r;) =
©(1/r;) = 2, de sorte que

4 4 4 V4
Ay — Piv1 — P; | Pj— Pj—1
p; = +
A R R
J+ J J J—

qui est alors simplement la dérivé d’ordre 2.

2.3.2 Résultats théoriques
Nous cherchons le terme de diffusion numérique II défini par :

Op(xiy 1) + Oz (up) (24, t") = (x4, t") + o( Az) + o( At).
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Ce terme dépendra, au point z;, des signes respectifs de r;_; et de r;. Nous considérerons,
dans chacun de ces cas, ’advection constante et non constante. Nous donnons ci-dessous
uniquement les résultats obtenus, les calculs seront détaillés dans I’Appendice [F] Nous pou-
vons remarquer que dans le cas ou r;_1 < 0 et r; < 0, nous retrouvons le terme de diffusion

du schéma Upwind. Dans le cas de 'advection a vitesse constante u = ug, nous noterons
_ ugAt
= "az -

e Casour;_; <0etr; <0 (pas de limiteur sur les cellules i — 1 et 7)

— Advection constante :

Az Az At
IT= 7u0(1 — 1) O0pap = 7“08‘”’) — TUE)@mp.
— Advection non constante :
A At
1= 5 ((0)0up) + 0uap) + 5 (0.0 = 0(0)Orp) + s —0,0p )
eCasour,_;<0etr;,>0
— Advection constante :
— 4 — —1)2
II= Uon 5 1833p + qux( ﬁ)éﬁ ) Oz -
— Advection non constante :
Aty —1 1 5 3 9
I = u%@xp + At (§(Gmu)2p + gu(axu)(ﬁwp) + Zup(ﬁmu) - §u2(8mp) +
13 At 3At 1AL, 1,/ A\,
3 A:Uu (02p)(Ozu) + 4Axu (Ozp) + 4A1’u (e Vi Ar u’(02p)(Ozu)
1/ A\, 1 1

eCasour,_;>0etr, <0

— Advection constante :

I = uol ; ”axp + quxn(l — 72(3 1) O -
— Advection non constante :
e 1 1
I = uTmuﬁmp + At (5(8Iu)2p + gu(amu)(ﬁxp) + Zup(ﬁmu) + glﬁ(@mp)
7TAt 1At 1At , 1/ At
TR 20,0)(0,0) — R D) — S D ( M) u(0.p) (0.0)
1/ A\, Az
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e Casour,_y>0etr;,>0

— Advection constante
IT=0.
Nous cherchons alors le terme suivant II de Péquation équivalente

- Ax? Ax3
— Advection non constante

At

I = > (p(amu)2 + u(0pp)(Ozu) + up(amu)>.

2.3.3 Validation numérique en advection constante

Pour valider numériquement les coefficients de la partie précédente dans le cas de ’ad-
vection constante, nous discrétisons comme précédemment 1’équation de diffusion associée
par différences finies centrées. Par exemple, dans le cas sans limiteur (r;_; <0 et r; <0),
I’équation de diffusion associée

Ax

est résolue a l'ordre 2 en espace par le schéma :

A AN (1P =20+ Py

= Ug—
0 Ax?

At 2

De méme, 'ordre 4 est géré par

— 4Ui+1 + 6%1 — 4Ui_1 + U;j—o
Ax? '

u,
8§u(xi, tn) A 2

Nous avons appliqué le schéma avec et sans limiteur de pente a plusieurs profils de
solution : une marche d’escalier (Figure , un Dirac discret (Figure , une parabole
(Figure et un double créneau (Figure 2.16)). Dans tous les cas pour le schéma sans
limiteur de pente, la solution de I’équation de diffusion est tres proche du schéma. Avec
limiteur de pente, la solution de I’équation de diffusion est proche du schéma bien que 1’on
observe des décrochages a certains endroits et plus particulierement dans le cas du Dirac
discret. Dans le cas général, on est non conservatif pour I’équation de diffusion.

2.3.4 Conclusion

L’approche par équation équivalente fonctionne. Les résultats semblent un peu moins
bons pour le cas test Dirac. Il faut considérer le terme d’ordre 4 s’il n’y a pas de terme
d’ordre 2 dans I’équation équivalente. Les calculs sont faits/faisables pour ’advection non
constante en utilisant un logiciel de calcul formel.
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FIGURE 2.13 — Marche d’escalier, sans limiteur de pente, Ax = 1/40, At = 0.01, n = 0.4
(en haut a gauche), Az = 0.01, At = 0.0025, n = 0.25 (en haut a droite) ; avec limiteur de
pente, Az = 1/80, At = 0.005, n = 0.4 (en bas a gauche), Az = 0.01, At = 0.0025, n = 0.25
(en bas a droite).

En ce qui concerne les perspectives, il reste a effectuer une analyse mathématique
et a comprendre pourquoi les termes non diffusifs de ’équation équivalente peuvent étre
négligés. De plus, il faut assurer la convergence des termes d’ordre élevé. Par ailleurs,
il faudrait valider les résultats dans le cas de l'advection non constante. Enfin, on peut
envisager une extension au multi-D.
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FIGURE 2.14 — Dirac discret, sans limiteur de pente, Ax = 1/40, At = 0.01, n = 0.4 (en
haut & gauche), Az = 0.01, At = 0.0025, = 0.25 (en haut a droite) ; avec limiteur de pente,
Az = 1/80, At = 0.005, n = 0.4 (en bas a gauche), Az = 0.01, At = 0.0025, n = 0.25 (en
bas a droite).
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FIGURE 2.15 — Parabole, sans limiteur de pente, Az = 1/40, At = 0.01, n = 0.4 (en haut
a gauche), Az = 0.01, At = 0.0025, n = 0.25 (en haut a droite); avec limiteur de pente,
Az = 1/80, At = 0.005, n = 0.4 (en bas a gauche), Az = 0.01, At = 0.0025, n = 0.25 (en
bas a droite).
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FIGURE 2.16 — Double créneau, sans limiteur de pente, Ax = 1/40, At = 0.01, n = 0.4 (en
haut & gauche), Az = 0.01, At = 0.0025, = 0.25 (en haut a droite) ; avec limiteur de pente,
Az = 1/80, At = 0.005, n = 0.4 (en bas a gauche), Az = 0.01, At = 0.0025, n = 0.25 (en

bas a droite).

46

0.4




Chapitre 3

Superconvergence pour (alerkin
Discontinu Semi-Lagrangien

Dans ce chapitre, nous discutons de la propriété de superconvengence pour le schéma
Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien (SLDG). Un tel schéma a déja été développé dans [27]
et plus récemment dans [28] 30 25] en vue d’applications pour Vlasov-Maxwell /Poisson. Un
point clé, dans de telles applications, est d’utiliser les splittings directionnels qui conduisent
a une succession de problemes d’advection constante et le schéma a ’avantage de ne pas étre
restreint par une condition CFL. Le cas de I’advection non constante est plus délicat et peut
conduire a des stratégies différentes pour I’évaluation du flux qui devra étre évalué; voir [2§]
pour une discussion, et [29] pour un travail pionnier sur le sujet dans un cadre général. Le
schéma SLDG continue a étre étudié, voir [22 211, [73].

La superconvergence des méthodes de type Galerkin discontinu a fait I’objet de nombreux
développements. Dans [20], une approche par Fourier est utilisée pour analyser les propriétés
de superconvergence. Bien qu’elle soit limitée aux maillages uniformes et périodiques dans
le cadre de problemes linéaires, I’approche par Fourier permet de donner des informations
précises sur l'erreur. Cependant, cette approche est restreinte aux petits degrés puisque les
calculs formels deviennent de plus en plus complexes a fur et a mesure que le degré augmente.
D’autres techniques ont été développées pour traiter des cas plus généraux, comme le post-
processing introduit dans [24] ; de noubreuses autres références se trouvent dans [26].

Nous considérons ici la superconvergence su schéma SLDG dans le cas de I’équation d’advec-
tion linéaire a vitesse constante avec des conditions aux bords périodiques. Nous énoncons
un résultat pour un degré quelconque, ce qui ne semble pas encore avoir été considéré pour
le schéma SLDG.

Nous montrons formellement et numériquement ce résultat pour de petits degrés. Nous
donnons des pistes pour une démonstration générale pour tout degré (qui n’est pas faite ici)
en utilisant une décomposition vectorielle dans 1’espace de Fourier, 'inégalité de Cauchy-
Schwarz et la formule d’Euler-MacLaurin.

La partie est organisée comme suit. Dans la partie 1, nous introduisons le schéma Galerkin
discontinu semi-lagrangien. L’énoncé du théoreme de superconvergence est donné dans la
partie 2. Dans la partie 3, nous décrivons la structure de l'erreur de troncature et de l'erreur
numérique. Une analyse de la structure propre de la matrice d’amplification du schéma est
effectuée dans la partie 4. Dans la partie 5, nous rappelons les résultats précédents et discu-
tons de la preuve générale. Les résultats formels et numériques montrant la superconvergence
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sont présentés dans la partie 6.

3.1 Schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien

3.1.1 Notations
L’équation d’étude est 1’équation d’advection linéaire
Ohf+ad.f=0 (x,t) € [0,1] x [0, 4+00]
f(07m> = fO(J:) LS [O’ 1]

avec une vitesse constante a > 0.

Soit le domaine Q = [0, 1] qui est divisé en N cellules :
Ci = [T-1/2, Tiy1/2], ©=0,..,N—1.

Nous supposons ici que le maillage est uniforme : le pas d’espace Az satisfait

1

& i=0L N -1

Ax = Tit1/2 — Li—-1/2 =
Nous définissons également le pas de temps At qui est également supposé étre constant et
nous notons t" = nAt. Des conditions périodiques aux bords sont utilisées.

3.1.2 Schéma SLDG

Soit d € N. Sur chaque cellule C; = [7;_1/2, %i41/2], nous considérons d + 1 points de
Gauss désignés par {xi;} (. j)efo,...N—1}x{0,....q}- Notons par {a;}jcqo,...ay les points de Gauss
dans l'intervalle [0,1] et {w;};eo,..qy leurs poids associés, nous introduisons d’abord les
polynomes de Lagrange aux points «; restreints a l'intervalle [0, 1] :

i(z) = H x‘— Y fora e [0, 1], ¢;(z) = 0 sinon

et les polynomes correspondants sur la cellule C; :

T — Tj—1/2
wij(T) = @; (T/) :

En éerivant f* ~ f(t",-) sous la forme f"(z) = >, . fiipij(x), les degrés de liberté ff; ~
f(t", cvij) sont donnés par

wiATST = / F" (@) () d.

En utilisant 1’équation d’advection pour mettre a jour les degrés de liberté, on obtient le
schéma Galerkin Discontinu semi-lagrangien (SLDG) :

wiAzfi = /Rf”(x — aAt)p;j(x)dz.
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Ceci conduit a

A n+1 Nzlifn\/ (x—aAt—xk 1/2) (I—xi_l/g)d
w;Axf, ke | Pe i\ — x| ax.
! Pl R Az ! Az
En définissant i* et o tels que x;_1/2 — aAt = x4/ + @A,
gt # Ii—‘l/Q 131‘471/2
i Az 4 /
Tix—1/2 Li*x4+1/2

et en utilisant le changement de variable x = x;_;/, + sAx, on obtient :

N-1

d
wyBafy = Ae S iy [~k act s)py(s)ds

k=0 £=0

et finalement, on obtient la formule explicite suivante pour le schéma SLDG :

n-l—l Zfz* /W a+s)p,(s ds—l—Zf*Hg/cpg(oz—ks—1)<pj(s)ds. (3.1.1)
=0

Nous définissons la norme L? discréte comme suit :

N-1

d
1
12113 = N Zw]’zzg? (2i) € RN,
=0 7=0

3.2 Propriété de superconvergence

Ce chapitre concerne la conjecture de superconvergence suivante.

Conjecture 3.2.1. Considérons l’équation d’advection linéaire a vitesse constante

0,.f + aduf =0 (,1) € [0,1] x [0,T]
£(0,2) = f(x) z € [0,1]

avec fO € C?*2([0,1]) et le schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien pour la
discrétisation de cette équation. Nous écrivons —“A—Amt =igt+taoniy € Zetl<a<l
Alors il existe des constantes C,Cy > 0 dépendantes de «, de la réqularité de la solution et
indépendantes du temps T telles que Uerreur numérique au point x;; : el = fI' — f(t", z;;)

ij ij
est bornée en norme discréte L? :

He"H2 S ClAiUdJrl + anAx2d+2.
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Remarque 3.2.2. Cette conjecture sera prouvée pour d=1. Le cas d=2 peut étre traité
formellement pour une valeur de o donné (o = 0.27 par exemple dans la partie . Les
résultats numériques de partie viennent confirmer ce résultat.

Remarque 3.2.3. Nous pouvons nous restreindre au cas ot 0 < %At < 1 en utilisant le fait

Ax
. alAt
que le schéma est exact quand % € 7.

Remarque 3.2.4. Un avantage de cette nouvelle estimation est d’avoir une convergence
sur un temps long. En effet, si 1 < [ < d et si nous fizons les valeurs de Ax et At, nous
cherchons le plus grand temps T = nAt tel que

|| ean S C4Alﬁ

ou Cy est une constante.

1. Dans le cas classique, nous avons ||€*||s < CsnAx?tL ce qui conduit a
T S OGAZL‘B_d

ou Cs, Cg sont des constantes.

2. Dans le cas de la superconvergence, nous avons
T < CrAgP~24-1
ou C' est une constante.

Remarque 3.2.5. Le schéma considéré ici est différent de celui décrit dans [26]. Le schéma
dans [26] correspond a l'intégrateur exponentiel quand o — 0 du schéma considéré dans ce
chapitre, ce qui n'est pas considéré dans cette analyse, mais peut étre adapté. Voir [23] pour
un exemple similaire.

Remarque 3.2.6. Le degré est ici arbitraire. L’approche de Fourier, comme dans [26], est
possible pour les petits degrés (voir Section 7). Cela donne des informations plus précises
mais la complexité de calcul augmente fortement avec le degré, et semble devenir impossible
pour des degrés plus grands.

3.3 Erreur de troncature et erreur numérique

3.3.1 Erreur de troncature
Nous notons x = (%;;)i—0.N—1,j=0.d-

Notation 3.3.1. S : RVNU+T) 5 RNUEHD oot opérateur du schéma Galerkin Discontinu
Semi-Lagrangien. donné par .

Notation 3.3.2. L’erreur de troncature au point x;; et au temps t" est défini par

= e () = S(07,2),).

La proposition suivante donne une expression de 'erreur de troncature.

50



Proposition 3.3.3. Il existe des constantes Ejk independantes de i et n et dépendantes de

a telles que
2d+1

. k AI2d+2
gz] Z EJ E@ II?Z'J') + @ ( AL ) .

aAt

Démonstration. Supposons que 0 < <l,alorsi*=1—1leta=1-— “At . Le calcul de
I'erreur de troncature au point x;; deﬁm par

1 1 n
At (f(thr i) — S(f(t 7X))ij)
donne :
d 1
é (f(tn + At ;) — wi] Z_()f(t"a (i =1+ ay)Az) /S:a pjr(s)pj(s — a)ds

j'=0

——Zf (", (i + ay )A@/f W(S)%(SH—QWS)

Nous utilisons I’équation d’advection constante pour revenir en arriere :
f(tn + At, xij) = f(tn, Tij — CZAt)

et donc, par un développement de Taylor au point x;;, 'erreur de troncature au point x;;
s’écrit

2d+1
AxQd-f—Q
Z JAt x”)JrO( At )

ou

k!

Eyk - u_ii((%/—%_l)k /51 @y (s)pj(s —a)ds +

w,
J §'=0

0 h [ ool +1- ajas )

]

Nous pouvons d’abord établir que les premiers coefficients sont nuls, ce qui conduit a ’esti-
mation de convergence classique a l'ordre d + 1 :

Proposition 3.3.4. Pour tout 0 < k < d et tout 0 < j < d, les coefficients de ['erreur de
troncature, définis dans la proposition satisfont
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Démonstration. Nous commencons par le cas k =0 :

1 d

J §'=0

= 1- [/1 (Z% )% S—Oé)dSJr/:O (ZW@) <Pj(5+1—06)d5}-

Jj'=0

[ ent—ads + [ aoes 1)

S=x

Nous avons
d
1= pi(s) =
Jj'=0

puisque le terme de gauche est un polynome de degré d avec d + 1 zéros (ap, ..., og). Ainsi,

nous obtenons
1 11—« 1
EJQ = 1-— (/ p;(s)ds —|—/ goj(s)ds)
wj s=0 s=1—«
1

= 1—-— ©;(s)ds
J Js=0
d
= 1= pjla)
i=0
d
= 1-) by
i=0
= 0.

Le coefficient EF pour 1 < k < d sécrit :

d

E} = M—W—Z( /_%_1) /S;<Pj’(3)s0j(5—a)ds+

w /sa wir(s)pi(s+1 - a)ds)'

=0

Pour 1 <k <d,

Z(%" —a; —1fgp(s) = (s —a; — 1)
et
d
Z(Oéj’ —a;)"pj(s) = (s — o)

puisque les termes de droite et de gauche sont des polynomes de degré au plus d avec d + 1
valeurs communes en «; (i = 0,...,d). Alors : car les termes a droite et a gauche sont des
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polynémes de degré au plus d avec d + 1 valeurs communes aux points «; (i = 0,...,d).
Alors :

1 1!
Ejk = 4 [(a — 1)k~ w_/ (s —a; — 1)Fp (s — a)ds +
. J Js=a
1 (63
—— (s—aj)kgoj(s+1—a)ds}.
Wj Js=0

Par changement de variable, nous obtenons

Bt = H(a )k - i[o(t lta- ozj)kgoj(t)dt].

Wi
Le polynome

t (t—1+a—a;)fp;(t)

est de degré inférieur ou égal a 2d, donc, par la formule de quadrature de Gauss, on obtient :

1

]

Dans le but d’obtenir la propriété de superconvergence, nous avons la plus faible propriété
suivante qui est valide également pour les termes d’ordre plus élevés, jusqu’au degré 2d 41 :

Proposition 3.3.5. Pour tout k = 0,...,2d + 1, les coefficients de ’erreur de troncature,
definis dans la Proposition|3.3.5, satisfont

d
Z OJjEj]? = O
3=0

Démonstration. Notons que les cas kK = 0,...,d sont déja donnés par la proposition
précédente. Le coefficient E]k s’écrit

d 1

(a—1)F 1 (ajr —a; — 1)k

o= o2\  er(s)ei(s —a)ds +
j/zo S=o

(g — )t / ao oy (8)ps(s +1 a>d5>

d’ou

j=0 ) J=0 5/=0



Nous avons donc a établir que pour tout d+1 < k <2d+1:

ii ((%"—%—1)’“/8; i (s)p;(s—a)ds+(ay—ay)* /:0 sojf(s)soj(sﬂ—a)ds) = (a—1)*.

Dans cette preuve, nous utilisons les propriétés suivantes :

(P1) Pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a d, nous avons

ey

G =0r=dt175=

T i i/a (i) (=) i (s)ps(s + 1 — a)ds

(k) i (=a)" T (8)py(s + 1 — a)ds.

o (f) af(—a; — )" o (s) (s — a)ds

Puisque k£ < 2d + 1, la relation r > d implique k£ — r < d. Nous pouvons utiliser la propriété
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(P1) dans chaque terme :

A = ii/; (f)sr(—aj —1)F (s — a)ds

J

d k 1
k T T
+Z Z /s_a (T)aj,(—s+a—1)k i (s)ds
3'=0r=d+1%°—
d 4 o gp
r Ne—r o
+ZZ/ (r)s<_%) vi(s+1—a)ds
j=0 r=0
d k

<

>y /0(’“ aly(—s+a—1)""p(s)ds

=: (1; + 22) + (3) + (4).

Nous calculons d’abord la somme (2) + (4) puisque seules les bornes d’intégration different
dans les 2 expressions.

S [ (Bt ramrpis

7'=0r=d+1

Comme s — (—s+ a — 1)*"p;(s) est un polynome de degré inférieur ou égal & 2d, nous
pouvons appliquer la propriété (P2) :

En appliquant la propriété (P2), cette fois au polynoéme s — s"(—s + a — 1)*" qui est de
degré 2d + 1 :

k

@2+@) = Y (f) /Dlsr(—s—i-oz—l)k_rgpj/(s)ds.

r=d+1

Passons au calcul de (1)+(3). En faisant le changement de variables s = s—a et s = s+1—a,
nous obtenons



En séparant de nouveau les cas r < d et r > d :

0+ = 23 [ (B v arca, - v o

* Zd: Xk: /1 (k) (s =1+ ) (=) "p;(s)ds

j=0 r=0 Vs=l-a

<

_Zd: Zk: 1 (k> (s = 14 a)"(=a;)" "g;(s)ds.

_ r
j=0 r=d+175=1-«

Nous pouvons alors utiliser le binéme de Newton et la propriété (P1) pour les polynomes
(—s—1)F et (—s)F "

()+(3) = é/g;a(sm—a] 1)k, (s)ds
—Z Z [ ()i arca -0 e

d 1
+ [ -rrasaes
j=0 7/s=1-a

- Ed: Ek: /S;a (f) (s =1+ ) (—a;)" "p;(s)ds

7=0 r=d+1

- Z/ 0(s+a—aj—1)kgpj(s)ds

S=

Jj=0
k

=S /: (f) (5 4+ a) (—s — 1)"ds



Nous faisons le changement de variables s = s — 1 dans le terme précédent :

(1) +(3) = Z /0(3 +o—a; — 1)kg0j(s)ds

_ i /Sl;a <’;) (s +a) (s — 1)¥7ds

r=d+1

_ Xk: /So_a (’;) (s + ) (—s — 1)¥7ds

r=d+1

— Z/_O(s +a—a; — 1)Fp;(s)ds

_ i /:: <’:j) (s + ) (—s — 1) "ds.

r=d+1

Le changement de variable s = s + « dans le terme précédent conduit a :
d 1
W+ = 3 [ (sra-a -
§=0 s=0
: ' k r k—r
—Z s"(=s+a—1)""ds.
s=0 \T

r=d+1

Nous sommons finalement nos deux résultats intermédiaires et nous obtenons :

D)+ (2) +3) + (1) = Z/ (5 + o — a; — 1oy (s)ds

Pour le premier terme, nous utilisons la propriété (P2) avec le polynoéme s — (s + a)"p;(s)
de degré maximal 2d. Dans le second terme, nous utilisons la propriété (P1) appliquée au
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polynome s+ (—s — 1)*~" de degré maximal d :

r
7=0 r=0
k k 1
L k—r
+ Z (r)/szo(s—i—oz)( s—1)""ds
r=d+1

Puisque le polynéme s + (s+a)"(—s—1)*"" est de degré k < 2d+1, nous pouvons appliquer
(P2) dans le dernier terme :

(1) +(2)+(3)+ (4) = Z(’“) /;O<s+a>r<—s—1>’f—*ds

Cf) /sio(s +a) (—s—1)""ds

_ i (’:j) (5 4+ ) (—s — 1)""ds

s=0

r=

ce qui complete la preuve. O

3.3.2 Erreur numérique
L’erreur numérique au point z;; et au temps t" est définie par
ey = f(t", zi) = S™(f (", %))y
Nous relions classiquement 1’erreur numérique a ’erreur de troncature :
Proposition 3.3.6. Nous avons
e'=Se" !+ Atg' .
Par itération, nous obtenons

n—1
e =At) S'gh (3.3.1)
=0

Démonstration. Par définition, nous avons

e" = f(t",x) — S(S" ' (f(¥°,x)))

et
S (%)) = (%) — e

ce qui conduit a

& = 5 4 (1", %) - S((E, %)),

d’ou la conclusion. O
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3.4 Analyse de la structure propre

Nous voyons dans I'expression de l’erreur numérique ((3.3.1)) que nous avons a considérer les
puissances S. Une telle étude peut étre réalisée en regardant la décomposition spectrale de S.

Pour chaque cellule ¢ = 0,...,N — 1, le schéma donné par (3.1.1) peut étre écrit
sous la forme

fn-i-l n n
i—1,0 00

= A, : +Ao |

n+1 n n
id fi1a id

ou A1, Ay € My;1(R) sont les matrices :

1

(A)), = / 30+ 8)pi(s)ds = / s — a)p;(s)ds

=
«

(ol = [ wats=pits)ds = [ ails = a+ Dpy(s)as.

=0
Ainsi, dans la base naturelle associée x, la matrice de S est donnée par

Ay A

A1 Ag
S = N € Mna+1(R)

A A

La matrice S est une matrice circulante par blocs, nous pouvons donc effectuer une
décomposition de Fourier vectorielle. Une telle décomposition est déja utilisée dans [25].

Proposition 3.4.1. Nous avons la décomposition
S =UDU*
ot
DO UO,O e UO,N*l
Dy Uv-10 -+ Un-ina
avec

2imtm 1 2imkl

D, =Ay+A_je ¥ Ukye = \/—NGTLHI

et La41 est la matrice identité de taille (d+ 1) x (d + 1).

Démonstration. Le (k, £)-bloc de la matrice UDU™* est égal a

N—
]_ 217rm(k 13)
N Z = Agdre + A_10k+10

ol ¢ est le symbole de Kronecker. O]
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Nous cherchons maintenant la structure propre de §. Pour cela, nous pouvons nous réduire
a étudier la structure propre des matrices Dy, k = 0,..., N — 1. Nous considérons d’abord
la matrice Dy :

Proposition 3.4.2. La seule valeur propre de module 1 de la matrice Dy := A_1 + Ag est
1, qui n’est pas multiple. Les autres valeurs propres ont un module strictement inférieur a 1.
De plus, nous avons

Dy — G

n—-+o0o

ou G désigne la matrice des poids de Gauss :

Wy W1 ... Wy

Wop W1 ... Wy
G =

Wop W1 ... Wy

Démonstration. Dans cette preuve, nous utiliserons les relations suivantes :

p;j(x)=1  pourtout 0 <z <1 (3.4.1)

.
Il Q.
o

/0 ©;(s)ds = wj. (3.4.2)

Soit A une valeur propre de la matrice Dy. Il existe z = (x, ..., x4) tel que Dox = Az :

d 1 d a
)\w]x] = Z .Ij/ / @]/(S)@j(s — Oé)dS + Z {L‘j/ / . SOJI(S)SO](S —I— 1 — O{)dS.
§'=0 s=a §'=0 s=

Nous notons par P le polynome de degré inférieur ou égal a d tel que P(«a;) = x; pour tout
7 =20, ....,d. Nous obtenons donc

d 1
AoiPlas) = D Play) [ enlo)els - alds (3.4.3)
j/:O S=x
d (e
+ Z P(aj’)/ @i (s)pi(s+1—a)ds.
§/=0 s=0
Nous sommons sur j :
d d 1 d
)‘ZWJP(O‘J) = ZP(%")/ wj(s) ZQDJ(S —a)ds
7=0 j'=0 S=« =0



et nous obtenons, par et par la formule de quadrature de Gauss,
1 d
)\/ P(s)ds = ZP(aj,)/ ds+ZP aj / 0ir(s)ds
s=0 ]/:0 S=o

puis nous utilisons ((3.4.2)) ainsi que la formule de quadrature de Gauss pour obtenir finale-
ment

)\/510 P(s)als:/s1 P(s)ds. (3.4.4)

=0

En conclusion, si A # 1 alors fslzo P(s)ds = 0.

En multipliant (3.4.3)) par P(a;) :

)\ijQ(aj) = ZP(OzJ )P(a])/ 0ir(s)p;(s — a)ds
j'= ) )
+ZP(ag )P () /:0 i (s)pij(s+1—a)d

Nous sommons sur j :

)\ijPQ(ozj) :/ (ZP ) > (ZP ;)@ 3_a)> ds
) B o)

Jj=0

et nous obtenons, puisque deg(P?) < 2d < 2d + 1 et la formule de quadrature de Gauss est
toujours valable :

)\/0 P(s)*ds = /0 P(s)(1ja1(s)P(s — ) + Ljoa)(s)P(s + 1 — «))ds. (3.4.5)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

(fo 8)(Ljan((8)P(s — a) + 1j,a)(s) P(s + 1 — a))ds>2 <
fo P(s)*ds - fo (Lia,11(5)P(s — @) + 1, (5)P(s + 1 — a))?ds.

Le dernier terme peut étre simplifié :

/0 (1[a,1[<S)P<S —a) + 1[0704(8)1’:’(3 +1-— Oé))2ds

— /Ol_a P(s)%ds + /1; P(s)*ds = /01 P(s)*ds
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ainsi nous obtenons :

/0 P(8)(Loa (5)P(5 — @) + Loag(s)P(s + 1 — a))ds| < /0 P(s)ds. (3.4.6)

Les relations (3.4.5)) et (3.4.6) conduisent a

|>\|/ ds</1 P(s)?ds. (3.4.7)

Il y a égalité dans (3.4.6) si et seulement si les fonctions s — P(s) et s = 1j417(s) P(s — a) +
Ljo,a](s)P(s + 1 — ) sont proportionnelles i.e. il existe (p1, 12) # (0,0) tel que

i P(3) = 1a(Lia.1((5)P(s — @) + L) (5)P(s + 1 — ).

Il est clair qu'une telle relation est possible si P est de degré 1 (nous supposons que
0 < a<1)etsi P est de degré supérieur ou égal a 1, nous pouvons dériver la relation qui
reste la méme pour les dérivées qui seront de degré 1 a partir d’'un certain moment. Ainsi
P est nécessairement constant.

Si [A] = 1 nous avons égalité dans (3.4.7) et donc, par la remarque précédente, P
est constant. Ainsi, si |A| = 1 et A # 1, la relation (3.4.4) implique P = 0 ce qui n’est pas
possible.

nous considérons les deux sous-espaces V = {P € C4X] | P isconstant} et
= {P € Cy|X fo = O} Ces deux sous-espaces sont en somme directe

associés a la decomposmon P fo z)dr + <P(X ) — fol P(x)da:). Ces sous-espaces
sont de plus stables par D,.

1
En effet, si P € V nous pouvons supposer que P = 1. La j*"*-composante de Dy
s’écrit

d «

1 Z 1!
w] = 0/5 o 90] (‘D] ’ a) o Wy §'= 0/80 i (S>(10j<3 - a) ’ Wi A SDJ(S) ’
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Si P € W, nous avons fol P= Z?:o w;P(c;) = 0 alors fol Dy P s’écrit

> <Z Play) [ er(eosts —a)ds+ 3 Play) [ pnlshor(sr1- a)ds>

=0 \j’=0 @ J'=0
d 1 d d o d
= Z P(ay) / e Z ©i(s —a)ds + Z P(aj) / ) @i (s) Z i(s+1—a)ds
§'=0 s=a j=0 J'=0 5= Jj=0

- iP(o@) / oy (s)ds

d
= > wyPlay)
7'=0
= 0.

En résumé, la matrice Dy admet la valeur propre A = 1 associée a l’espace propre V de
dimension 1 et les autres valeurs propres sont de module strictement inférieur a 1 associé a
I’espace W de dimension d.

Le vecteur de base e; correspond au polynome P, défini par P;(a;) = 6;;. La projec-
tion de P; sur le sous-espace )V donne f P, = Zj P;(a;)wj = w;. Ainsi, nous avons

1

lim Dje; = w;
n—-+o0o

ce qui complete la preuve. O

Remarque 3.4.3. Les valeurs propres de la matrice Dy := A_1 + Ay dépendent de o = “AAtx

qui est ict supposé constant. Ainsi, les valeurs propres ne dépendent pas du maillage et
A" — 0, quand n tend vers l'infini si |\| < 1.

Nous considérons alors les autres matrices Dy, ..., Dy_1 :

Proposition 3.4.4. Pour tout m =1 ... N — 1, la matrice D,, = Ay + A_je " veérifie

Dy — 0
n—-+00

Démonstration. Dans cette preuve, nous utiliserons comme précédemment les relations sui-
vantes :

pi(x) =1 forall0 <z <1 (3.4.8)

o,
I M&
o

/0 p;(s)ds = wj. (3.4.9)
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Soit A une valeur propre de la matrice D,,. Il existe z = (xo, ..., z4) tel que D,,x = Az :

2imtm

Aw;xj =e N

d 1 d «
Soap [ erhots— s+ ay [ psloeits 1 - ayds
s=« s=0

j§'=0 j'=0

Nous notons par P le polynome de degré inférieur ou égal a d tel que P(a;) = x; pour tout
j=0,..,d Alors :

1
2imm
MwiP(ag) = e~ Y Play) / 0 (s)p;(s — a)ds (3.4.10)
j/:0 S=x
d (e
+3°Play) [ orl)ps 41 a)ds
§'=0 s=0
Nous sommons sur j :
d , d 1 d
)\ZW]P(O[]) = e N ZP(&]/)/ @J/(S)Z@](S—a)ds
§=0 i'=0 s=a i=0
d a d
=SSP [l Y sl 1 - ads
j/:0 s=0 _]:0

et nous obtenons, par (3.4.8)) et par la formule de quadrature de Gauss,

1
s=

1 . d d o'
)\/ P(s)ds = eV Z P(aj/)/ @i (s)ds + Z P(aj/)/ i (s)ds
s=0 §=0 =« §'=0 s=0

Alors nous utilisons (3.4.9) et la formule de quadrature de Gauss pour finalement obtenir

2imm

(A=1) /:0 P(s)ds = (e~

—-1) /i P(s)ds. (3.4.11)

Nous multiplions (3.4.10]) par P(q;) :
d 1
2imm
AoyPas) = Y PP [ enlo)els - a)ds
j =0 S=x

+ Yo PnP@) [ prlshei(s 1= alds

s=

Nous sommons sur j :

)\ZW]PQ(OZ]) = 62117{77” /: (Z P(O_/J/)QDJ/(S)> (Z P(Oéj)@j(s _ O./>> ds
+ /ao <Z P(Oéjf)gpj/(s)> <Z P(aj)pi(s+1— a)> ds



et nous obtenons, puisque deg(P?) < 2d < 2d + 1 et que la formule de quadrature de Gauss
est toujours valable :

A /0 P(s)ds = /0 P(s)(1jau(s)e ¥ P(s — ) + 1oy (s)P(s + 1 — a))ds.  (3.4.12)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

2imm

N P(S — Oé) + 1[0,a]($>P(S +1-— a))ds i

al[ ) <

2
‘ ds.

1 1 2imm
Jo P(s)*ds - [, ‘1[a,1[(8)€ N P(s —a) + 1pa(s)P(s +1—a)
Le dernier terme peut étre simplifié, puisque les fonctions sont a supports disjoints :
1
/

- 9 1 1
/‘1[041[ . P(s—a)’ +/O {1[07a](s)P(s+1—a)‘2ds:/0 P(s)ds

2

ds

2im

Laa()e ™ P(s — a) + Lpa(s)P(s + 1 — a)

d’ou :

/0 P(s)(l[a,l[(s)ezifﬂvmp(s —a) + 1pq(s)P(s+1—a))ds| < /0 P(s)%ds (3.4.13)

et les relations (3.4.12) et (3.4.13)) conduisent a

|/\|/ ds</1 P(s)?ds. (3.4.14)

Nous avons I'égalité dans (3.4.13)) si et seulement si les fonctions s +— P(s) et s
1[0471[(8)621%P(8—C¥)+1[0’a](8)P<8+1—Oé) sont proportionnelles i.e. il existe (p1, p2) # (0,0)
tel que

11 P(s) = pa(Laap(s)e” ™ P(s — a) + 1jp.)(s)P(s + 1 — a)).
I1 est clair qu'une telle relation n’est pas possible si P est de degré 1 (nous supposons
0 <a<1)etsi P est de degré supérieur a 1, alors nous pouvons dériver cette relation qui
reste la méme pour les dérivées successives qui seront de degré 1 a un moment. Ainsi P est
nécessairement constant.

Si [A| = 1 nous avons égalité dans (3.4.14) et donc, par la remarque précédente, P
est constant. Dans ce cas, nous obtenons, en utilisant (3.4.11)) :

2iTm

A=(1—-a)e n

+ o

ainsi nous avons prouvé le fait que A appartient au segment entre 1 et e et finalement la
condition 0 < a < 1 implique que |A| < 1.

2imtm

N
NI

1
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Au final, toutes les valeurs propres ont un module strictement inférieur a 1, ce qui complete
la preuve. [

En utilisant les deux propriétés précedentes, nous pouvons établir que :

Corollaire 3.4.5. Nous avons la propriété de convergence :

§" — UD>*U”

n——+00
ot
G 0 0
0 0 0
D* = .
0 0 ... 0

Tm

Remarque 3.4.6. Les matrices D,, = Ag + Aje 2% pour m = 1,...,N — 1 dépendent de
N et leurs valeurs propres dépendent ainsi de Ax.

3.5 Discussion autour de la preuve pour un degré quel-
conque

D’apres la proposition [3.3.6] nous avons
n—1
e" — Atz:‘gﬂgnflfé7
=0

ce qui conduit a

n—1 n—1
el < ALY 1S* —UD=U" o flg™ |l + At 3 UD*Ug
\Z:(] {=0 2
i) @

Premier terme. Concernant le terme (1), nous faisons la conjecture suivante (non
démontrée) :

n—1
Axd—‘,-l Al’2d+2
34 o UDOOU* n—1—¢ <C C
;H I2llg 2 < Cy N + nCsy N

ou C1,Cy > 0 sont des constantes dépendantes de a.

Second terme : nous pouvons montrer, par calcul, que le vecteur UD>*U*g’ est égal

1

d N-1
(S]] emen
j=0 =0

1
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et nous avons, d’apres la proposition ;

N-1 d  n-1 n—12d+1 d N-1 Ap2+2
%’ngj - ZZZWJ j At (Z@if(t 371])) +O< At )
=0 7=0 £=0 (=0 k=0 j=0 =0
12d+1 d N-1 A 242
k £0
- ZZZWJ j At (Zaxf (:El]—éAt)>—l—O( At )
(=0 k=0 j=0 =0
(m

Le théoreme d’Euler-MacLaurin établit que si (m,n) € Z*>, m <n, k € N* et f: [m,n] — C

une fonction C"([m,n]) alors nous avons :

@ Ffm+1)+... 4 fln—1)+ @ = Lnf(t>dt+;%(f<k‘l>(n> — fED(m)) + R,

ot b, sont les nombres de Bernoulli et B, les polynémes de Bernoulli. Nous appliquons le
théoreme de Euler-MacLaurin a la fonction

7+ Gﬁfo(xij —(At) = Gg’jfo((i + o)Az — (AL)
avecr =2d+2 —k :

N-1 N
OO+ o)Az — (AL) = O fO((t + aj)Aw — (ALt + Ry, o
i=0 =0

= —/ 8kf0 dx+R2d+2k

ou
(_ 1)2d+3—k

R _
PR (2d+2 - k)!
D’ou, nous obtenons

N—-1 d n—1 n—1 2d+1 AIk 1
l
> D Wiy 9 = 2D N (Am/ 0:f*(x) )(Z%Ek>

d
Ar k b Ax2d+2
+ Z%’Egk AL Rlyy k+0( AL )

Nous utilisons la propriété |3.3.5| pour conclure a

N
/ Bogro ()05 P (¢ + ) Az — ALt
0

n-12441 o
kfO( _
555 (o [ o) (Lset) o
(=0 k=0
et Ry, = O(Ax?™27F) conduit &
n—1
Ag20+2
oo Tk gn—1—4
> UD>U*g <nCy—
=0 2

ce qui conclut I'estimation du second terme.
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3.6 Résultats formels et numériques

3.6.1 Résultats formels

Le schéma est donné par an+1 = A F} ) + AoF} (voir le début de la partie . Nous
rappelons que w := 27kAx et

R | N
F = i ; F} exp(—ilw).

En considérant la condition initiale :
f(0,z) = exp(2irkx)

nous obtenons : A
(F9); = exp(iwa;).

La matrice d’amplification du schéma F’”Jr1 D, F " s’écrit
D, = Ay + A_j exp(—iw).

Nous notons par A, ..., Adw €t Vo, ..., Viw les valeurs propres et vecteurs propres de D,,.
La soltuion du schéma est donnée par :

ﬁ:} = (Dw)an

. A e
Nous choisissons les vecteurs propres Vo, ..., Vao tels que F) = > % V;,(a) alors nous

avons
E :)\jw ]w

L’erreur dans 'espace de Fourier s’écrit :

d

> (A, — e V().

Cas d = 1.

Nous obtenons les valeurs propres et vecteurs propres en utilisant Maple :

a(da?® —2a% + 20 — 1)
72

1
—(viw)? +

. (i)} + O@?),

1
Mo = 1—aiw+ §(aiw)2 -
Mo = 60 —6a+1+ O(w),
v (1B 0w
0 14 380w + Ow?) )’

(_\/3(2a—1)(w)2 —4fa2+(10f 6)a+(3— 5f)( W)+ O 4)>
‘/iw = 36 .

“g(ig“‘” (iw)? — 130 +(-10V3- 6)a+(3+5f)< w)® + O(wh)

216
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Remarque 3.6.1. Nous avons

ala—1)(a? — a+1)(iw)?

)\ o= —taw
0, (& + 72

+ O(w®)

avec afa — 1)(a? —a+1) < 0 pour 0 < a < 1. Ainsi, pour w # 0 et de petites valeurs de
Az, nous avons |Ao| < 1 comme indiqué par la Proposition m

L’erreur peut étre décomposée comme suit :

< N — e IVow()2

d
> (N — e V()
j=0

2
HALViw(@)ll2 + [IViw(a)lz

De plus, nous avons les majorations suivantes (ou C désigne une constante dépendant uni-
quement de « et k) :

hox —e ™ < CAx?
Aok — e~ < nCAx?
Mo < 1
Vow(@)]z < C
Viw(@)]: < CAz?

Nous validons, dans ce cas, I’estimation de I'erreur :

He"Hz < 01A$d+1 + anA:UQd”.

Cas d = 2.

En raison de difficultés de calcul, nous ne pouvons pas obtenir les valeurs propres et
vecteurs propres pour tout «. Ainsi, nous choisissons une valeur arbitraire de o = 0.27 et
nous calculons les valeurs propres et vecteurs propres pour cette valeur particuliere. Nous
obtenons :

1 1 1 1
Mw = 1—aiw+ E(aiw)Q — g(aiw)g’ + Z(ozicu)4 - a(aiw)‘r’ + Cy(a)w® + O(W"),
)\1 w = CQ(OK) + O(U)),

)

Ay = Cs(a)+ O(w)
avec (pour a = 0.27) :
1
Cila=027) ~ —1.42 x 107° # 6(_0‘1)6 ~ —5.38 x 1077
Oyl = 0.27) =~ —0.174 + 0.702i, Cs(a = 0.27) ~ —0.174 — 0.702i
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14+ O(w)
Vow = 1+0(w) |,
)

‘/l,w =

avec (pour a = 0.27) :
Cy(a=0.27) = (5.56 + 10.4i) x 107",  Cs(a = 0.27) ~ (3.81 — 7.23i) x 107%,
Cola = 0.27) = (—11.6 + 1.091) x 107*,  Cr(a = 0.27) ~ (—5.56 + 10.4i) x 1074,
Cs(a=0.27) = (—3.81 — 7.231)) x 107*,  Cy(a = 0.27) ~ (11.6 + 1.09i) x 10~*

Comme précédemment, nous avons les majorations :

Ao —e ™ < CAz°

Aoy —e " < nCAz®
Mol <1
Mw(@)]: < C

Viw(a)ll: < CAz?

et nous validons dans ce cas ’estimation de ’erreur :

le”|la < C1AZ 4 nCyAx?@2.

3.6.2 Reésultats numériques

Nous procédons a une étude numérique de la convergence du schéma pour d =1 et d = 2
(Fig. [3.1)). Nous voyons que dans les deux cas, 'erreur est d’ordre d + 1 lorsque nous itérons
le schéma qu’une seule fois. En effet, pour un petit nombre d’itérations, le terme dominant

de la borne de ’erreur
le"|la < CLAZM! 4+ nCyAx?dt?

est C1Az?*!. Lorsque le nombre d’itérations n augmente, le terme dominant de l'erreur
devient nCyAz?%*2 et alors nous observons I’émergence d'une pente 2d + 2 pour les grandes
valeurs de Ax.

3.7 Conclusion

Nous avons montré numériquement et formellement une propriété de superconvergence
pour le schéma Galerkin discontinu semi-Lagrangien pour de petits degrés. L’établissement
de la preuve pour un degré quelconque et ’adaptation de cette preuve lorsque a tend vers
0 dans le but de montrer la propriété pour le schéma étudié dans [26] pourra faire 1'objet
d'un futur travail. Une telle propriété de superconvergence dans le cas de ’équation de
Vlasov-Poisson est un probleme totalement ouvert.
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FIGURE 3.1 — Convergence de 'erreur pour le schéma SLGD pour d = 1 et 1 itération (en
haut & gauche), 10? itérations (en haut a droite) et 10° itérations (au milieu & gauche). Erreur
du schéma SLGD pour d = 2 et 1 itération (au milieu & droite), 10* itérations (en bas &
gauche) et 109 itérations (en bas & droite). Nous avons utilisé fo(z) = sin(27z) et a = 1.
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Deuxieme partie

Méthodes pour I’équation de
Vlasov-Poisson
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La théorie cinétique des particules chargées interagissant avec un champ électrostatique
et en ignorant les collisions peut étre décrit par le systeme d’équations de Vlasov-Poisson. Ce
modele prend en compte I'évolution dans I’espace des phases d’une fonction de distribution
f(t,z,v) ou t > 0 désigne le temps, = désigne I’espace et v est la vitesse.

En considérant le systeme unidimensionnel, on aboutit au modele 1D x 1D de Vlasov-
Poisson ou la solution f(¢,z,v) dépend du temps ¢ > 0, de 'espace = € [0, L] et de la vitesse
v € R. La fonction de distribution f satisfait

Ouf + v, f + Edyf =0, (3.7.1)

ou E(t,z) est le champ électrique. La loi de Poisson impose que la distribution des particules
chargées doit étre sommée en vitesse pour que le champ électrique auto-consistant soit une
solution de I’équation de Poisson :

@E:/ﬁm—L (3.7.2)
R

Pour assurer 1'unicité de la solution, nous imposons au champ électrique une condition de
valeur moyenne nulle : fOL E(t,z)dx = 0. Le systeme de Vlasov-Poisson (3.7.1))-(3.7.2) re-
quiert une condition initiale f(t = 0,z,v) = fo(x,v). Nous attirons votre attention sur les
conditions périodiques en espace et sur ’annulation de f pour les grandes vitesses.

A cause de la non-linéarité de I’évolution auto-consistante de deux champs interagissants,
il est en général difficile de trouver une solution analytique a —. Cela nécessite
I'implémentation de méthodes numériques pour résoudre ce systeme. Historiquement, des
progres ont été faits en utilisant des méthodes particulaires (voir [53]) qui consistent & avancer
en temps des macro-particules a travers les équations du mouvement tandis que le champ
électrique est calculé sur un maillage spatial. Malgré le bruit numérique statistique inhérent
et leur faible convergence, le cout de calcul des méthodes particulaires est tres faible méme
en dimension élevée, ce qui explique leur forte popularité.

De Tlautre coté se trouvent les méthodes Eulériennes qui ont été développées plus
récemment et qui utilisent directement la grille de ’espace des phases (z,v). Les méthodes
Eulériennes incluent les différences finies, les volumes finis ou les éléments finis. Clairement,
ces méthodes sont tres gourmandes en terme de mémoire mais peuvent converger tres rapi-
dement en utilisant des opérateurs discrets d’ordre élevé.

Entre ces deux familles de méthodes, les méthodes semi-Lagrangiennes essayent de garder
les meilleures caractéristiques des deux approches : la fonction de distribution dans l’espace
des phases est mise a jour en résolvant les équations du mouvement en arriere (i.e. les
caractéristiques), et en utilisant une étape d’interpolation pour reconstruire la solution dans
la grille de I'espace des phases. Ces méthodes sont souvent implémentées dans le contexte
d’opérateur de splitting. Typiquement, pour résoudre —, la stratégie consiste a
décomposer le probleme multidimensionnel en une suite de problemes 1D. Voir [35] [T}, [42]
43, 131}, 87, 47, [60] pour des travaux précédents sur le sujet.

Nous nous intéresserons plus particulierement au cas test des ondes KEEN [511 [68] qui
sont un cas test difficile pour les solveurs numériques de Vlasov-Poisson car ils nécessitent
une haute résolution dans la région de I'espace des phases autour de la vitesse de guidage.
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Chapitre 4

Méthodes de volumes finis pour
Vlasov

Le contexte de I’équation de Vlasov-Poisson permet une opération de splitting licite.
Cependant, dans certaines situations, cette procédure n’est pas appropriée [45] [76] et peut
conduire a des instabilités numériques. L’objectif principal de ce chapitre est de rechercher
des versions non splittées de schémas de volumes finis. De tels schémas ont déja été développés
dans [41] et, plus récemment, dans [33].

Nous détaillerons ici deux stratégies. La premiere suit [33] et conduit a un systeme d’EDO,
avec upwind ou des approximations spatiales centrées. La deuxieme stratégie consiste a ap-
procher le flux avec des points de Gauss qui sont évalués en résolvant en arriere les ca-
ractéristiques; ceci permet d’éviter le transport de volumes 2D, qui conduit a des calculs
d’intersection de maillages [46, [50]. D’autres stratégies dans l'esprit de [41] peuvent étre
développées, mais ne le seront pas ici. Nous renvoyons également a [76] pour un travail
récent dans cette direction.

Notre approche ici consiste a d’abord considérer I'advection linéaire unidimensionnelle
(comme dans la méthode de splitting) afin d’analyser les propriétés de stabilité de ces deux
types de schémas numériques dans un cadre simplifié. Cette information peut étre un bon
référent pour le contexte 2D. Nous faisons également un lien entre les approximations de
type volumes finis et les schémas semi-Lagrangiens. En effet, lorsqu’une reconstruction de
Lagrange est utilisée dans un schéma semi-Lagrangien, nous montrons que lorsque le pas de
temps tend vers zéro, nous pouvons récupérer des approximations standards (upwind) des
flux quand une approche volumes finis est utilisée. D’autres liens peuvent également étre
effectués.

4.1 Méthode des volumes finis de Banks

Cette section est consacrée a la présentation et a ’analyse d’une méthode de volumes
finis [33]. Le cas 1D sera abordée conjointement avec une analyse de stabilité. Ensuite, nous
détaillerons le cas 2D.
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4.1.1 L’advection linéaire 1D

Nous considérons d’abord la résolution du probleme d’advection linéaire 1D :

of(t,x) ~ Of(t,)
+a =0,
ot Oz (4.1.1)

f(t = O,ZE) - fo(m)7
ou f:]0,+o00[ x © — R et a € R. Les inconnues sont les valeurs moyennes sur une cellule

o 1 [Tit1/2 .
== o1 f(tn, x)dx et nous notons :

_ 1 Tit1/2
f) = 5 / ity
i—1/2
En intégrant (4.1.1]) sur un volume de controle et en divisant par sa taille Az, nous obtenons :
dfi(t) 1 /%/2 a
= - a0y fdr = ———[f(t, xiy1/2) — f(t, zic1/2)], (4.1.2)
dt Az J,. | P Ax

L’objectif est de donner un sens aux flux f(t, z;11/2) pour une suite (f;(¢)); donnée.
Pour cela, nous écrivons classiquement

Flt, i) = E:%ﬁm (4.1.3)

Les conditions d’ordre nous permettent de déterminer les coefficients en résolvant le systeme

1 i j+1/2
—:Zaj/ oide, k=0,...,r—s.
j

2 pram i—1/2

Notons que nous considérons ici des conditions aux bords périodiques.
Les discrétisations suivantes en espace vont étre testées :

CD2: f(t,l’lqu/z) ~ %(fz(t) + ﬁJrl(t))?

DA fltminp) 50+ ) = 5 (ia(®) + Fia®),

CD6: Jltaiap) = S0+ Fin®) = g (ia®) + fual) + g5 (Fooalt) + Fors(0),
UPL(a<0):  f(txiip) =~ fira(b),
UPB(a<0):  fltwinp) ~ SFO+ 2falt) - S Founld)

9 - 47 - 13 - 1 -

UP5 (a <0): [t zipp) =~ —Q—Ofiq(t) + %fz‘(t) f1+1( ) — @fwrz(f) + %fws(t),
UP1 (a>0): [t xipa) = filt),
UP3(a>0):  f(twinp) & —gflt)+ SR + 5 fonld)
UP5 (a>0): [t xig1p2) =~ 3—10ﬁ'_2(t) — gfi—l( )+ 47JFz( t) + %fz‘ﬂ(t) - %ﬁ'w(t)'
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upl | CD2|up3 |CD4|upb|CDG6
RK 1| 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
RK 2| 1.00 | 0.00 | 0.87 | 0.00 | 0.00 | 0.00
RK3 | 125 | 1.73 | 1.62 | 1.26 | 1.43 | 1.09
RK4 139 | 282 | 1.714 | 2.06 | 1.73 | 1.78

TABLE 4.1 — Conditions CFL pour les schémas de volumes finis.

Une discrétisation temporelle classique avec un algorithme de Runge-Kutta explicite est
ensuite utilisée et conduit au calcul de

fn:<f(?7"'7f]7\ll—1)7 f;l:fj(tn)u J=0,...,N -1

Plus prec1sement Iapproximation numérique de y, ~ y(t,) du systeme différentiel obtenu
par écrit sous la forme y/'(t) = ¢(y(t)) est donnée par

s J—1
Yni1 R U + AEY biky, k= Syn + ALY ajeke), j=1,...,s,
j=1 (=1
et nous avons considéré les exemples suivants :
RK1 (s=1) by =1,
RK?2 (822) a2,1:1/2, b1:0, bgzl,
RK3 (S = 3) Q21 = 1/2, azi1 = —1, ago = 2, b1 = 1/6, bg = 2/3, b3 = 1/6
et le schéma classique RK4 :
RK4 (8 = 4) CL271 = 1/27 a371 = 07 (1372 = ]_/2, CL4’1 = (1472 = 0,

Q4,3 = 1, b1 = b4 = 1/6, bg = bg = 1/3

4.1.2 Stabilité et ordre

Nous avons déterminé une limite supérieure au-dessus de laquelle les schémas sont in-
stables, ce qui revient a déterminer la condition CFL de ces schémas. Nous pouvons voir
dans la Table |4.1] les CFL que nous avons trouvées (voir aussi [32]).

Un exemple d'un tel calcul est donné dans le cas CD4 RK1 (Euler). Nous effectuons une
analyse de stabilité de Von Neumann. Pour cela, nous introduisons

N-1
; N
= Z fiexp(ikjAz), avec fr= N Z fiexp(—ikjAx),

k=0

de telle sorte que fi' = fretkrAz  Le schéma numérique devient alors dans I'espace de
Fourier

n+1 - hkfk )

6Ax i (6sin(kAx) — sin(2kAx)) .

79



Puisque At > 0 et k # 0, le facteur d’amplification |hy| est strictement supérieur a 1, nous
voyons que ce schéma est instable.

Il est a noter que 'utilisation de schémas de Runge-Kutta d’ordre élevé permet de surmonter
ce manque de stabilité des schémas de Runge-Kutta d’ordre bas (voir [32]). Notons que
le schéma RK2 est instable, ce qui n’est généralement pas le cas pour les schémas semi-
Lagrangiens.

En considérant les cases stables CD2 RK4 et CD4 RK4, nous cherchons a déterminer
numériquement 'ordre de la méthode. Nous choisissons la condition initiale périodique
f°(z) = sin(27x) sur le domaine 1D [0, 1], avec les paramétres suivants :

a=1
At = 0.001 (4.1.4)
tmax = 167

Sur la Figure nous tracons en rouge I'erreur en norme L' de la reconstruction obtenue
pour différents nombres de points en espace avec la méthode CD2 RK4 (a gauche) et la
méthode CD4 RK4 (& droite). Ainsi, nous voyons que CD2 RK4 est d’ordre 2 et CD4 RK4
est d’ordre 4.

10 T —— T ——— 0.1 T ———
‘erreurCD2.dat' r ‘erreurCD4 dat'

400%xA(-2) 3 2000%xA(-4)
001 |

1 | L
0.001 |

0.0001

0.1 -
le-05 |

1e-06 |-
001 L i i

1e-07 |-

0.001 . . P . . P le-08 . . | .
10 100 10¢ 10 100 1000

FIGURE 4.1 — Norme L' de l'erreur pour ladvection linéaire en fonction de N, avec (&
gauche) le schéma CD2 RK4 et (a droite) le schéma CD4 RK4. At = 0.001 et tya, = 16.

4.1.3 Advection 2D

L’extension au cas 2D est détaillée ici en vue d’applications pour le systeme de Vlasov-
Poisson. Le modele général que nous avons a l’esprit est

Ouf (8, 2, y) + Ou(ax(t, x,y) f(E,2,y)) + Oy(ay(t, ,y) f(E, 2,y)) =0, (4.1.5)

avec a = (ay,a,) un champ de vecteurs qui satisfait a la condition de divergence V - a =
Opay + Oya, = 0. Les inconnues sont alors

/ i+1/2 /y]+1/2 )
= ftn, z,y)dzdy.
’] AxAy —1/2 1/2
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Pour mettre I'accent sur la discrétisation spatiale, nous introduisons

/‘z+1/2 /yg+1/2
(t,z,y)dxdy.
A:EAy T 12

Yj—1/2

fzy

En intégrant (4.1.5) sur un volume de controle et en divisant par son volume AzxAy, nous
obtenons :

dfis(t) 1
dt AzxAy

1 Tit1/2
T Azhy / [%(ta T, Yiry2) f (2, y12) — ay(t, 2, y;-172) f (L, 2, yj71/2)] dy. (4.1.6)
i—1/2

yg+l/2
/ [ae(t, ivryo, ) f(t iv1y2,y) — ao(t, Tiayo, y) f (L im1y2,y)] dy
1/2

Nous utilisons ensuite une formule qui permet d’exprimer I'intégrale du produit en termes
d’un produit d’intégrales

Proposition 4.1.1. Nous avons

1 Zit1/2 Zi41/2 1 Zi41/2
—/ b(x)g(x)dx = / b(x)dx - —/ g(x)dx
hl. . hl.

i—1/2 i—1/2 i—1/2

1 Zi43/2 Zi_1/2 Ziv3/0 %12
s | [ e [ e | ([ gwn - [ gtwydn ) + 00
Zi Zi—3/2 z; %3/

i+1/2 i+1/2

SRS

Remarque 4.1.2. Une telle formule (et d’autres plus générales) sont développées dans [33,
3l et permettent une approximation d’ordre élevé en espace.

Nous donnons ici une preuve.

Preuwve de la Proposition[4.1.1. Nous partons de ’approximation classique du point milieu :

i = g + L0210+ o)

Le membre de gauche donne
h2 /! / / !
bz:)g(2) + 57 (V'(2:)g (=) + 20/ (20)g (20) + b(2:)g" (=) + O(hY),

alors que le membre de droite donne

<b(z-) Z—zb”(zl)) (g(zi) + Z—ig”(zi)) +O(hY)

s () =0 4 0 Cn) = V) ) (i) = 9(aa) + 706" Goen) = "))
= b(2)g(z:) + 3—4 (b"(2:)9(z1) + b(2:)g" (z1)) + O(h?)
+10 @(z) + 0) (2 (2) + O0)
ce qui donne le résultat O
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Enfin, nous procédons comme dans le cas 1D. A titre d’exemple, 'approximation CD4 donne

1 Yj+1/2 7 ~ 1 )
Ay /yjl/2 ft xigaye, y)dy = E(fl](t) + fir1;(t)) — E(fi—l,j(t) + fira (1)),

On obtient ainsi un systeme d’EDO qui est discrétisé en temps avec un schéma de Runge-
Kutta comme dans le cas 1D.

4.1.4 Application au systeme de Vlasov-Poisson

Dans le cas du systéme de Vlasov-Poisson, nous avons a,(t,z,y) = y et a,(t,z,y) =
E(t,x) dans . Le champ électrique est calculé en utilisant la densité de charge
f f(t,z,v)dv qui est recalculee apres chaque itération de la méthode de Runge-Kutta.

4.2 Meéthodes basées sur les points de Gauss en temps

Le but de cette section est de présenter une méthode de type volumes finis basée sur une
intégration semi-Lagrangienne des flux. La méthode est d’abord présentée en 1D et dans ce
contexte une analyse de stabilité est effectuée. Ensuite, nous aborderons le cas 2D.

4.2.1 L’équation d’advection linéaire 1D
Commengant avec I’équation d’advection (4.1.2)), I'intégration en temps entre ¢" et ¢"!

n+1
conduit au calcul de f; " f(t,x;41/2)dt. Grace au changement de variable t = ¢"+At(1+s5)/2
avec s € [—1,1], une quadrature de Gauss peut étre réalisée : en introduisant les K points
de Gauss et leurs poids (wg, 7%) sur U'intervalle [—1, 1], cela conduit &

tn+1

At & At
/ f(t, iL’iJrl/Q)dt ~ 7 Zwkf (tn + 7 (1 + Tk) ,ZL‘H,l/Q) .
e k=1

En utilisant le fait que f est constante le long des caractéristiques, le membre de droite peut
étre exprimé en fonction de f(t")

tn+1

At & At
/ Ft, wigyp)dt = —- > wnf (t", Tit1/2 — @ (7(1 + Tk))) ,
e k=1

de telle sorte que le schéma numérique est

= - git wk: [f (t s Tit1/2 — G—At(l"'ﬂc))) / (t Ti-1/2 — a—At(l‘f‘Tk)))] .

2 2
(4.2.1)
Les quantités f(t",2;11/2 — aAt(1 4 73)/2) doivent étre reconstruites a partir des valeurs
moyennes connues f/*, ¢ =0,...,N —1 en utilisant un opérateur d’interpolation. Certaines

reconstructions seront détaillées ci-apres.
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Remarque 4.2.1. Par exemple, si nous choisissons Ny, = 1 points de Gauss, wp = 2 et
T = 0, nous obtenons la formule du point milieu :

tn+l

At
/ f(t,l’i+1/2)dt ~ Atf (tn7$i+1/2 — (17) . (422)
t'll
Si nous choisissons N = 2 points de Gauss, wi =wy =1, 11 = —1/\/3 et 9 = 1/\/3, nous
obtenons :

/ f(t, xi+1/2)dt ~ % (f (tn’xi+1/2 — aAt(?)T_\/g)) + f (tn, Tiv1/a — aAt(?);_ \/§)>> .
n —

(4.2.3)

Remarque 4.2.2. L’introduction de points de Gauss en temps pour [’advection linéaire n’est
pas vraiment utile, puisque nous avons la relation entre ['intégration en temps et l'intégration
en espace (voir la Section pour une preuve)

tnt1 Tiy1/2
tn $:+1/2
o $:+1/2 = Tip1/2 — aAt est le pied de la caractéristique s’arrétant @ x,y1/5. Puisque les
valeurs f', i =0,...,N — 1 sont connues, le membre de droite peut étre approché avec une
reconstruction appropriée tel que décrit apres. En particulier, il n’y a alors aucune restriction
de type CFL.

Cependant [’extension au cas 2D implique le calcul de ['intersection entre le maillage
Lagrangien et Cartésien, voir [{0]. L utilisation des points de Gauss évite de faire cette étape
technique et est donc une alternative que nous proposons d’explorer ici. D’autres stratégies
peuvent également étre envisagées (voir [76, [{1] ot les extensions possibles des volumes finis
1D aux schémas 2D non splittés sont détaillées).

Reconstruction La méthode doit étre complétée par un opérateur de reconstruction pour
calculer f(t", ;1172 — aAt(1 + 71)/2). Beaucoup d’opérateurs d’interpolation peuvent étre
considérés pour répondre a cette tache [36], [87], [79]. Nous cherchons un polynéme P; sur
chaque cellule [z;_1/2, %112 qui satisfait

! IM/QP d " 4.2
~ (z)dz = fT. (4.2.5)

Ti—1/2

Les reconstructions de Lagrange (LAG-2d + 1) consistent & prendre P; de degré < 2d satis-
faisant les contraintes

1 Ij“/QP d o 4 d
E/le/g W(@)de = f', j=1—d,....i+d

Les reconstructions de type PPM consistent a prendre P; de degré < 2 satisfaisant (4.2.5))
ainsi que
Pi(xic12) = filije Pi(Tivi2) = [0,
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LAG-1 | LAG-3 | LAG-5 | LAG-7 | PPM 0 | PPM 1 | PPM 2
1.00 0.68 0.00 0.00 0.72 0.66 0.66
1.00 1.00 1.00 1.00 1.63 1.70 1.73
1.00 1.00 1.00 1.00 2.00 1.54 1.54
1.00 1.00 1.00 1.00 1.77 1.83 1.88
1.85 2.00 2.00 2.00 2.69 2.69 2.69

ol | | o =X

TABLE 4.2 — Conditions CFL avec K points de Gauss

c’est-a-dire

Pi(xic1j2 + alz) = (3a® — 4o+ 1) fI' ) )y + (30® = 20) fli, )5 + (6o — 6a?)f" avec a € [0,1].

2

Les valeurs aux interfaces [ P J(t", 2i41/2) sont données par

n 1 rn rn
PPMO : tp = U+ ),

n 7 m n 1 £n £1
PPM1 : ir1/2 = E(f, + fin) — E( i1t fiva),

n 37 m m 8 m rn ]‘ rn rm
PPM2: fi+1/2 = @(fZ + fi) — @( i+ fle) + @(fz'd + fiis)-

Remarque 4.2.3. La notation LAG-2d + 1 pourrait étre étrange, puisque nous considérons
des polynomes de degré < 2d. Cependant, si nous considérons la reconstruction sans l’ap-
proximation des points de Gauss, comme expliqué dans la Remarque nous pPouvons
voir que cette méthode est équivalente au schéma semi-Lagrangian par points avec une in-
terpolation de Lagrange de degré < 2d+ 1 (voir [§7]).

Analyse de stabilité et ordre

Comme dans la Sous-Section [{.I.2] nous cherchons les conditions CFL, en étudiant
numériquement le facteur d’amplification. Les résultats sont donnés dans la Table

Sur la Figure[4.2] 'erreur spatiale en norme L' est tracée dans le cas de I’advection constante
(avec une condition initiale Gaussienne). Dans le cas de 2 points de Gauss en temps, nous
voyons que les ordres sont retrouvés : LAG-3 est d’ordre 3 et LAG-5 est d’ordre 5.

4.2.2 Advection 2D

L’extension au cas 2D est discutée ici. Comme précédemment, nous intégrons sur un
volume de controle et nous le divisons par son volume AxAy, et nous obtenons le schéma
semi-discret suivant :

dﬁ',j(t) 1 /yj+1/2( ’ Vft ) ’ " "y
= — Qg (T, T; ) y L 3 — Qg (U, Tj— s , Li— ,
dt AzAy Sy, +1/2: Y +1/2,Y 1/2:Y 1/2,Y))ay
1 Tit1/2
 AzA / <ay(t,37,Z/j+1/2)f(t795>yj+1/2) - ay(t,x,yj_l/Q)f(t’%yj_m))dy.
ray Ti—1/2
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1 T T —— T T ———— 0.01 - T T —— T T ————
‘erreurGauss32.dat' r \ ‘erreurGauss52.dat'
L 1200#xA(-3) L N\ 10000%*xA(-5
0001 | \\ x45) g
0.1 |- E r AN
[ 00001 | \\ E
L L \
001 B L \
L le-05 | . E|
r AN
L | \
0.001 B 1e-06 | E
F 1e-07 |- 4
0.0001 B r
[ 1e-08 |- E
le-05 | 4 L
L le-09 E
1e-06 . . L) . . P le-10 L . . L) N
10 100 10¢ 10 100 1000

FIGURE 4.2 -~ Norme L' de I'erreur pour ’advection linéaire en fonction de N, avec (& gauche)
la reconstruction Lag-3 et (a droite) la reconstruction Lag-5. At = 0.001 et tya, = 16.

Pour calculer les deux intégrales, nous introduisons ici les points de Gauss en espace : d,
points (wy ¢, 75 ¢) pour la direction z, et d,, points (wy e, 7,¢) pour la direction y

_ d
df;;(t) RS Ay Ay
djt iy o ;wy,f ag |t Tiy1/2,Y5 + 7(1 +7y0) | It @iay2,y; + 7(1 + Ty )

Ay Ay
—ay <t, Tio12, Y5 + 7(1 + TM) / (t, Tio1/2,Y5 + 7(1 + Tyﬁé))]

d.
1 = Ax Az
- 2Ay ;_1: Wz,e |:ay (t7 zi + 92 (1 + T$,£)7 yj+1/2) f (t7 z; + 2 (1 + Tz,ﬁ)7 yj+1/2)

Az Az
—Cly <t,$i -+ 7(1 —+ Tx,f>,yj_1/2) f <t,l’i -+ 7(1 —+ Tx’g>,yj_1/2)1

Maintenant, nous appliquons la méme stratégie que dans le cas 1D en utilisant K points de
Gauss en temps (wg, 7,) pour la quadrature en temps, nous obtenons alors

K d
_ At v At Ay Ay
n+1l  rn n n
ij fi,j—m ;;Wkwy,é {aw <t =+ 7(1 + Th), Tit12, Yj + 7(1 + Ty,E)) f (t ; <$i+1/2,yj + 7‘

At A A *k
—ay, (t" + 7(1 + Th), Tim1/2, Y + Ty(l + Ty,z)) f (t", (%’-1/2,:%' + Ty( + Ty,e)> )}
At & At Az . Az e

_mzzwkw%g CLy t +7(1+Tk),l’i+7(1+Tm75),yj+1/2 f t s l’i+7(1+7'x’g),yj+1/2

k=1 £=1 /

At Az Az *k
—ay (fn + 7(1 + Tk), T + 7(1 + Tup), yj—1/2> f <tn; (l‘z + 7(1 + Tx,e),yj—m) )} ;

ol (z,y)™ dénote le pied au temps t" de la caractéristique se terminant en (z,y) au
temps " + At(1 + 7)/2. En utilisant un schéma prédicteur-correcteur par exemple, nous
supposons que les champs a, et a, sont constants sur le domaine temporel [t",¢t"*!] :
ar(t,r,y) = a,(t"V2 2 y) et a,(t,x,y) = a,(t"V2z,y) pour tout t € [t "], et les
champs a, ("2, z,y) et a,(t"*/2 x,y) sont prévus avec une méthode appropriée.
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Remarque 4.2.4. Le cas d’un point de Gauss en espace sera essentiellement utilisé. Le
schéma numérique s’écrit

. At o "
HES f,j AL Zwk e (2, 2 g2, ) F (Y (@i 20 y3) ™) — (82 210, y5) F (27,

2Ay Zwk ay (" gy e) F(E (@0, Y50172)™) — ay (871

(Tiz1/2,y5)™

y L, yjfl/Z)f(tna (1'7,3 yj*1/2)*k)] )

(4.2.6)

ol (244172, y;)™" dénote le pied au temps t" de la caractéristique se terminant en (Tiy1/2,Y;)
au temps t" + At(1+ 73)/2.

4.2.3 Application au cas Vlasov-Poisson

Nous allons maintenant nous concentrer sur I’équation de Vlasov-Poisson qui correspond
aa(t,z,y) =y et a,t,z,y) = E(t,x).
Dans ce cas, (4.2.6) peut étre simplifié en

Atv .
it =y - Zwk " (@igaja,0)™) = FOE (a2, 05)™)]

_ALE t"+1/2 .
Zwk IEz;UgH/z) k) - f(tnv (%,Uj—l/z) k)] .

Prédiction de E(t"*'/?). Le champ électrique E(t"+1/?) est approximé par une prédiction :
nous calculons f " T1/2 en utilisant le schéma avec At /2 ala place de At et nous considérons
le champ electrlque en utilisant la densité de charge au temps t". Ceci permet de calculer
la densité de charge et donc I'approximation de E (t"+1/ 2) en utilisant fnJr 2, qui est utilisé
pour I’étape de correction.
Calcul des caractéristiques Un schéma de Verlet est utilisé pour le calcul des ca-
ractéristiques : en écrivant par exemple (X"t V™) = (z;1/9,v;) et (X", V") =
(Ti41/2,v5)*, nous avons

Xnt1l/2 — xnt+l Atvn-i-l

Vn = ntl AtE<Xn+l/2)

XN — Xn+l/2 _ %‘/n7

ot E correspond soit a E(t") (étape de prédiction) soit & E(t"+/2) (étape de correction).

Reconstruction 2D  La reconstruction 2D qui est nécessaire ici consiste a utiliser un
produit tensoriel de reconstructions 1D.

Remarque 4.2.5. Nous avons constaté que toutes les méthodes PPM sont instables dans
le cas 2D. Nous pouvons procéder a l'analyse de Von Neumann pour a, = 1,a, = 0 et
une condition CFL A = At/Az. Nous utilisons la condition initiale exp(ik,x)exp(ik,y).
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En choisissant k, = /6 et k, = 47 /6, nous trouvons que le facteur d’amplification hy, 1,
satisfait la formule

( <_i521:2§01070403 + Zé%éﬁém )§16 (2%8%%7%4(5 7645022377043 >A25 (— 350000 + 0000 V3)A!
+ (0600 V3~ ea000 ) A° + (— 30000 V3 + t60000) A (cas PPM2),
188307 |, 217413 6 (_ 21713 188307 A5 (213591 184975\ A4
1=|ha g 47r/6’2 - (32764%19;_ 6583?9 3)A3 (25389 \9/;+ 819% iog) AT+ Ggaar V3= Sam’) 4
’ +(—021 T J006 V3)A® + (G506 — 256 VAT, (cas PPM1),
16335 14157y A6, (14157 _ 16335 54 (_13915 | 16093 4
Vg, Ve~ e (g g VAT (e T V4
| +(550 V3 — 330) AP+ (-2 V3 + 8 A%, (cas PPMO).

Puisque le coefficient dominant en A? est toujours négatif, il existe Ay > 0 tel que pour
0 < A < Ay, la méthode est instable. Notons que ce phénoméne n’apparait pas dans le cas
1D.

4.3 Liens entre schémas de volumes finis et schémas
semi-Lagrangiens

Nous établissons d’abord 1'égalité , qui fait le lien entre les volumes finis et la
formulation semi-Lagrangienne du flux. Ce résultat, valable pour un champ général a(t, ),
a déja été prouvé dans [28] par exemple, en utilisant le théoreme de la divergence. Nous
donnons ici une preuve alternative.

Proposition 4.3.1. Nous avons
tpt1 Tit1/2
/ a(t, Tit12) f(t, Tigrjo)dl = / f(tn,y)dy,
tn T 0
ot
8tf(ta Qf) + ax(a<t7$>f(ta l‘)) = 07 X,(t) = (Z(t, X(t)), X(tn+1) = $i+1/27 X(tn) = x:—&—l/Q'
Démonstration. Soit X (t,s,z) la caractéristique satisfaisant 0, X(¢,s, ) =

a(t,X(t,s,x)), X(s,s,x) = x. Nous avons d’abord, en suivant [43]

tn+1 tn+1
/ a(t, Tiy1y2) f(t, Tigr2)dt = / a(t, Tiy1y2) f(tn, X(tn,t, 0i11/2))0u X (tn, t, w441 /2)dE.
tn tn

Nous faisons le changement de variable y = X (t,,t,2;11/2), afin de passer de I'intégrale en
temps a l'intégrale en espace. Notons que nous avons

X(tna t/a X(t,7 ta xi-i—l/?)) = X(tna ty xi+1/2)7 \V/tly

ce qui signifie que la quantité ne dépend pas de t'. La dérivée en t' vaut donc zéro, ce qui
signifie que

8SX(tn7 t,7 X(t/a t) xi-‘rl/Z)) + atX(tla ta xi+1/2>a:vX(tn7 t/7 X(tla t) xi+1/2)) - 07
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d’on
D X (tn, U, X (' t, Tiy12)) = —a(t, X (¢, 1, 0,41/2)) 0 X (tn, t', X (X', T, 2411 /2))-
En prenant ¢ = t, nous obtenons
0 X (tn,t, wiq1y2) = —a(t, it1/2)0: X (tn, t, Tiv1/2),

et donc dy = —a(t, 2i41/2)0: X (tn, t, Tit1/2)dt. Puisque nous avons X (t,, tn, Tit1/2) = Tit1/2
et X(tn, tni1, Tig1/2) = xfﬂm, nous avons

tnt1 %ll/z
/ a(t, Tip1/2) f(t, Tig1y2)dt = —/ f(tn,y)dy,
tn

Tit1/2

ce qui donne le résultat. Nous nous référons a [34] pour de tels calculs sur les caractéristiques.
O

Intégrateur exponentiel Nous faisons un lien entre le systeme d’EDO (la méthode
des lignes) provenant de la formulation des volumes finis (Section et le schéma semi-
Lagrangien (la limite ou le nombre de points de Gauss tend vers l'infini dans la Section
pour une discrétisation donnée en espace. Nous considérons le probleme d’advection
constant. Nous avons la proposition suivante

Proposition 4.3.2. Considérons le schéma semi-Lagrangien avec une reconstruction LAG-
2d + 1 appliqué M fois avec un pas de temps At/M qui peut étre écrit sous la forme

M
(f;lJrl’M)j:o,...,Nq = H TM/JVI(JCJ%M)J':0 """ N=1

k=1

Nous avons alors
. n,M 3 .
J\/llgnoofj :fj(tn>7]:07"'7N_17
ot (z}‘Tj)j:07._,7N_1 résout en prenant l'approximation upwind UP-(2d + 1) (4.1.5) avec
s=—r=d (poura>0).

Démonstration. En considérant tout d’abord le systeme semi-discret de la méthode des vo-
lumes finis, nous avons -
dfi
dt
ol les flux sont approximés par un schéma upwind f(t,z,41/2) = Z?:_ 1@ firi(t) avec les
coefficients satisfaisant

= _a(fi+l/2 - fi—1/2), a >0,

1 d j+1/2
?:Zaj a¥de, k=0,...,2d.

j=—d j=1/2

La solution du systeme d’ODE (intégrateur exponentiel) peut étre considérée comme une
approximation d’Euler en temps utilisant le pas de temps At/M et regardant la limite
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M — +oo. Ceci peut étre réalisé facilement a ’aide d'une analyse de Von Neumann. En

_ —~ ~n )
effet, avec fit1/2 = Z;‘l:—d ¢;fiy;, nous avons alors (fit1/2)x = Z?:_d c;f e AT et

~n—+1 ~n d . . —n
7 =7, (1 -V (Z cj(e7F3 — 6‘”‘”’““))) = [1(1 = vh(k)),

j=—d

ou v = alAt/(MAzx) et h(k) dénote la transformée de Fourier des flux.
Nous avons alors

. o M _ .
Mlﬂloo(l vh(k)) Mlgiloo exp(M In(1 — vh(k)))
= MIEE exp(—Mvh(k))

= exp(—aAt/Ax h(k)).

Nous observons que l'intégrateur est donné par I'exponentielle de —aAt/Az fois la trans-
formée de Fourier des flux.
De l'autre coté, nous considérons la méthode semi-Lagrangienne

1 @;11/2—alt/M
=g £t 2)da,

Az x;_1/9—alAt/M

ou f(t",x) est reconstruit par une fonction polynomiale p; de degré 2d satisfaisant les
contraintes

i+1/2+75
—/ pi(w)dr = fi\; = Ax(B($i+1/2+j) — Pi(wi_1245)), = —d,...,d,

Ti—1/245

ou P; désigne une primitive de p;. Ainsi, le schéma numérique s’écrit, en fonction de P;

_ 1
fitt = Ax(P (54172 — aAt/M) — Pi(x;_1/2 — aAt/N)),

ol nous avons supposé a > 0 et aAt/M < Ax. Avec un développement de Taylor de
P;(xi11/2 — aAt/M), nous obtenons

I = [ = v(pi(wizay2) — pi(zioiye)) + O(V?),

o~

~n+1 -~n
avec v = aAt/(MAzx). Une analyse de Von Neumann conduit a (f g = (f )e(1 —vh(k)+
~n
O(v?)) ot h(k) f,, dénote la transformée de Fourier de [p;(2;+1/2) —pi(zi—1/2)]. Ainsi, regarder
la limite M — 400 conduit a

lim (1 —vh(k)+O0@*))M = lim exp(M In(1 — vh(k) + O(1?))) = exp(—aAt/ Az h(k)).

M—+o00 M—+o00

Il suffit alors de prouver que p;(z;11/2) (dans la méthode conservative) est égale a I’approxi-
mation de f(2;11/2) (dans la méthode par volumes finis). La valeur p;(z;41/2) peut étre écrite

comme p;(T;y1/2) = Z;.l:_ @i f11; ol a; satisfait le systéme de Vandermonde, qui correspond
bien a I’approximation des flux f(x;41/2) obtenus par la méthode des volumes finis. H
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Remarque 4.3.3. Une correspondance similaire peut étre établie pour les schémas aux
différences centrées (CD). En particulier, les analogues de CD2, CDj et CDG6 de la Sec-
tion[4.1) sont PPM0, PPM1 et PPM2 de la section[{.9

Remarque 4.3.4. Pour les schémas semi-Lagrangiens, nous pouvons également utiliser les
approximations upwind dans la reconstruction au lieu de PPM :

Py(m;-12 + aAz) = (3a” — da + D) 12+ + (3% — 20) f(i1/2)- + (6a — 6a%)fI" avec a € [0, 1],
et fg+1/2)+ (resp. ng/Q),) est reconstruit en utilisant 44.1.3 avec s =d+ 1,r = —d+1
(resp. s = —r = d). Dans le cas d = 0,1, ce schéma coincide avec LAG-(2d + 1). Pour d

plus grand, il ne coincide pas avec LAG-2d + 1 (puisque la reconstruction est toujours de
degré 3 donc pas de méme degré que LAG-(2d + 1)). Cependant, la limite de ["”intégrateur
exponentiel” (tel que défini dans la Proposition coincide. En particulier, nous pouvons
obtenir un meilleur ordre de précision a la limite (voir aussi [23]).

Remarque 4.3.5. Nous pouvons vérifier que les schémas CD préservent exactement la
norme L* discréte Z;V:_Ol |f;(t)]?. De lautre coté, les schémas upwind font diminuer la norme

L? : nous pouvons vérifier que

d
Z aj(cos(jw) —cos((j —w)) >0, 0<w < 2m,

j=—d

pour d = 3 par exemple, et cette relation reste vraie d’aprés la stabilité du schéma LAG-
2d + 1, pour tout d € N. La conservation de la norme L? qui est a premiére vue une bonne
propriété n'est pas satisfaisante, car elle peut généralement conduire a des oscillations para-
sites. Au contraire, peu de dissipation, obtenue avec une approrimation upwind d’ordre élevé
des dérivés semble meilleure au régime limite. Voir aussi [11)], pour les schémas d’interpola-
tion pairs et impairs. Notons que ceci est un point clé dans [33]; ici, un schéma non linéaire
est considéré : une approrimation centrée est utilisée la ou la solution est réguliere et une ap-
prozimation upwind d’un degré inférieur est utilisé la ou la solution n’est pas réquliére. Nous
pouvons également remarquer que lorsque de relativement grands pas de temps sont utilisés,
la norme L? diminue généralement dans un schéma semi-Lagrangien avec une reconstruc-
tion centrée des dérivés (par exemple les splines cubiques, PPM) et cela peut empécher des
oscillations parasites, que l'on observe dans le cas des volumes finis.

Remarque 4.3.6. Nous pourrions nous étonner de l’existence d’une discrétisation en temps
pour le schéma de volumes finis telle qu’elle coincide avec un schéma semi-Lagrangien, au
moins pour |a|At < Ax. Ceci peut étre réalisé avec une procédure de Cauchy-Kovalevsky
[48], comme indiqué dans [11)].

Remarque 4.3.7. Nous n’avons pas spécifi¢ comment calculer la condition initiale fjo, j=
0,...,N — 1. Puisque nous nous intéressons a des volumes finis, un choix naturel pourrait
étre d’utiliser

- 1 /mj+1/2 f(O )d

S = — x)dx.
i=x 5 :
j—1/2

Cependant, avec ce choix nous perdons l'ordre élevé de ’approximation. Nous utiliserons
plutot approximation du point milieu

.][_:7(‘) = f(O,ZL‘j),
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ce qui conduit a une précision d’ordre élevé, puisque, dans le contexte semi-Lagrangien, le
schéma est alors équivalent au schéma semi-Lagrangian par point, comme indiqué dans [87)].
Dans [J77], les auteurs classifient ce type de méthodes dans les schémas semi-Lagrangiens aux
différences finies (et non volumes finis) et présentent ce type de schémas en introduisant une
fonction h satisfaisant

1 Tjr1/2
f(tn, x;) =~ / h(t,,z)dz,
Az .
j—1/2
qui est ensuite mise a jour a la maniére des volumes finis. Nous soulignons que [’équivalence
n’est valable que pour le cas de l’advection constante. Voir [{7] pour les détails et d’autres
reconstructions similaires, dans le contexte WENO.

4.4 Reésultats numériques

Cette section est consacrée a la présentation des résultats numériques des différents
schémas décrits ci-dessus. Nous nous concentrons sur les cas de test de I’équation de Vlasov-
Poisson. Nos résultats seront comparés aux méthodes semi-Lagrangiennes de référence
"Lag3” et "Lagb” (voir [43] [87] pour plus de détails).

Pour la méthode VFSL2, nous allons considérer deux points de Gauss en temps et ’algo-
rithme de Verlet pour la recherche des pieds des caractéristiques. la reconstruction est réalisée
avec Lagrange 3 et 5. Deux versions sont alors prises en compte, avec ou sans splitting. Ces
méthodes seront appelées V{sl3 et Visl5 pour 'approche avec splitting et Vfsl3-ns, Visl5-ns
pour I'approche sans splitting. Certains résultats seront également présentés en utilisant une
reconstruction PPM1 avec une procédure de splitting.

Pour la méthode de volumes finis, nous présentons les résultats pour CD4 et UP5 avec
une intégration en temps RK4. Notez que dans nos cas test, le dernier terme de la Proposition
[4.1.T|n’affecte pas de maniere significative les résultats numériques qui sont présentés ici sans
cette correction.

Deux cas test sont étudiés, le cas test Bump On Tail (BOT) présenté dans [49] et I'in-
stabilité double faisceaux (two stream instability : TSI) (voir [87]).

4.4.1 Bump on tail

La condition initiale s’écrit

2
folz,y) = (103% exp (—%) 10\/% exp(—2(y — 4.5)2)> (1 +0.03cos(0.3x))
ou (z,y) € [0, L] x [-9,9], L = 207.

Nous considérons les parametres numériques suivants : N, = N, = 128, At = 0.01. Le
modele Vlasov-Poisson préserve des quantités physiques en temps qui seront utilisées
pour comparer les méthodes. Premierement, nous regardons 1I’évolution en temps des normes
LP de f (p = 1,2), mais également ’énergie totale £ du systéme, qui est la somme de I’énergie
cinétique & et de I'énergie électrique &,

E(t) = &t //ftxy T dydr + = /EQ(t,x)dx.
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FIGURE 4.3 — Cas test Bump On Tail : évolution en temps de ’énergie électrique pour
les méthodes de "Banks” (CD4 et up5), pour les méthodes Vfsl non splittées (Vfsl3-ns et
Visl5-ns) et pour la méthode demi-Lagrangienne (Lagh). N, = N, = 128, At = 0.01.
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FIGURE 4.4 — Cas test Bump On Tail : évolution en temps de 1’énergie électrique pour les
méthodes Vfsl (méthodes Vfsl non-splitées (Vfsl3-ns et Visl5-ns) et splitté une fois pour la
méthode semi-Lagrangienne (Lagh). N, = N, = 128, At = 0.01.

Sur la figure nous tracons I’évolution en temps de ’énergie électrique. Tout d’abord,
nous pouvons observer le tres bon comportement de toutes les méthodes en ce qui concerne
ce diagnostic. L’énergie électrique augmente au début (phase linéaire) et présente un com-
portement oscillant en temps long. Elle se réfere a un équilibre de type BGK composé de
trois sommets qui se déplacent a vitesse intitiale v; = 4.5. Nous remarquons aussi le fait que
upb, Lagb et Visl5 sont tres similaires. En effet Visl5 et Lagh ont la méme reconstruction ;
pour upb et Lagh, le lien a été expliqué dans la Proposition [£.3.2] Clairement, la méme chose
est vraie pour méthodes de reconstruction de d’ordre 3 Vfsl3-ns et Lag3.

Notons également le comportement diffusif de la méthode basée sur du Lagrange d’ordre
3 (Vfsl3-ns et Lag3) qui a été exposé dans [87] ; lorsque des structures fines se développent,
elles sont éliminées plus rapidement que lorsqu’une reconstruction d’ordre plus élevé est
utilisée (méthodes basées sur du Lagrange 5 comme up5, Lagh, Vfsl5-ns). Par conséquent,
le comportement en temps long de 1’énergie électrique est meilleur.

Sur la figure[£.4] nous comparons la version splittée et non-splittée de Vfsl3. Nous pouvons
observer que les deux versions sont tres similaires ce qui valide notre approche. En effet, dans
le contexte de I’équation de Vlasov-Poisson, la procédure de splitting peut étre utilisée et
peut étre considérée comme une solution de référence. Une figure similaire est obtenue pour
Vislb.

Sur la Figure [4.5] nous tragons I’évolution en temps de I'énergie totale pour différentes
méthodes. Exceptée la méthode basée sur Lagrange 3, nous observons que cette quantité est
tres bien conservée. Notons que cette conservation est tres difficile a obtenir et 1'utilisation
de reconstruction d’ordre élevé permet d’obtenir un bon comportement de I’énergie totale.

Sur la figure , nous nous sommes intéressés a I’évolution en temps de la norme L2
Nous avons observé que CD4 préserve trés bien la norme L? tandis que dans les autres cas,
cette quantité diminue dans le temps. Pour les méthodes basées sur Lagrange 5, apres la
diminution autour de t = 50 (ce qui correspond & un moment de la création de structures
qui sont plus petites que la taille de la grille et sont ensuite éliminées par le schéma), nous
pouvons observer que la norme L? est presque constante, ce qui n’est pas le cas des méthodes
basées sur Lagrange 3. Cela motive également 1'utilisation de reconstructions d’ordre élevé.
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FI1GURE 4.5 — Cas test Bump On Tail : évolution en temps de I’énergie totale pour la méthode
de ”"Banks” (CD4 et up5), pour la méthode Vfsl sans splitting (Vfsl3-ns et Vfsl5-ns) et pour
la méthode semi-Lagrangienne (Lag3 et Lagh). N, = N, = 128, At = 0.01.
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FIGURE 4.6 — Cas test Bump On Tail : évolution en temps de la norme L? pour la méthode
de ”"Banks” (CD4 et up5), pour la méthode Vfsl sans splitting (V{sl3-ns et Vfsl5-ns) et pour
la méthode semi-Lagrangienne (Lag3 et Lagh). N, = N, = 128, At = 0.01.

Sur la Figure I'évolution de la norme L! est tracée. Ce que nous voyons ici est une
tendance contraire du diagnostic précédent : CD4 présente un tres mauvais comportement
en ce qui concerne la positivité par rapport aux autres méthodes. En effet, comme mentionné
dans [33], CD4 présente des oscillations qui ne peuvent pas étre détectées par le diagnostic
de la norme L% mais qui sont mises en évidence sur le diagnostic de la norme L'. Nous
pouvons également observer les résultats des méthodes upb, Vfslb-ns et Lagh qui sont tres
proches.

4.4.2 Instabilité double faisceaux

La condition initiale est donnée par

folz,y) = (14 5y2)e’§(1 + 0.01(cos(0.5x) + (cos(z) + cos(1.52)))/1.2),

2
V2
avec (x,y) € [0,4n] x [—6,6]. Nous considérons les parametres numériques suivants : N, =
N, = 128 et At = 0.005. Nous présentons ici les diagnostics 2D de la fonction de distribution
complete.

Les résultats proposés dans la figure[4.8 confirment les observations du cas-test précédent.
En effet, CD4 présente un grand nombre d’oscillations qui conduisent a une mauvaise qualité.
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FIGURE 4.7 — Cas test Bump On Tail : évolution en temps de la norme L' pour la méthode
de ”"Banks” (CD4 et up5), pour la méthode Vfsl sans splitting (V{sl3-ns et Vfsl5-ns) et pour
la méthode semi-Lagrangienne (Lag3 et Lagh). N, = N, = 128, At = 0.01.

En outre, 'utilisation d’une reconstruction d’ordre 3 (comme pour Vfsl3-ns) conduit & une
solution tres lisse; quand elle est comparée a une solution de référence (tracée sur la Figure
, nous pouvons voir que les détails ont été éliminés par le schéma. Quand un ordre
plus élevé est utilisé (comme pour up5 ou Vfsl5-ns), de petites structures supplémentaires
sont décrites. Sur les figures [4.10] [£.11], nous voyons & nouveau le lien entre LAG3 et up3,
LAGS5 et upb et également CD4 et PPM1 pour les petites valeurs de At comme le montre
la Remarque [4.3.3] En particulier, les mauvaises oscillations de la reconstruction centrée
PPM1 sont accentuées, lorsque de (tres) petits pas de temps sont utilisés, alors que les
reconstructions décentrées LAG3 et LAG5 sont insensibles a la diminution du pas de temps.
Nous noterons également que la reconstruction PPM1 se comporte bien lorsque le pas de
temps n’est pas trop petit, ce qui est possible pour un schéma semi-Lagrangien.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les schémas de volumes finis ont été étudiés et comparés pour 1’approxi-
mation numérique du systeme de Vlasov-Poisson. L’objectif principal était de développer des
méthodes non splittées pour I'équation de Vlasov. Deux types de méthodes ont été discutées :
(1) une méthode de volumes finis inspirée par [33], et (i) une méthode basée sur les points
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FIGURE 4.8 — Cas test Instabilité double faisceaux : fonction de distribution en fonction de
x et v au temps t = 53 pour (du haut vers le bas et de gauche a droite) : up5, CD4, Vfsl3-ns,
Visl5-ns. N, = N, = 128, At = 0.005.

de Gauss en temps pour I’évaluation des flux. Ces deux méthodes ont un bon comportement
dans le contexte des cas-tests académiques des plasmas, par rapport aux méthodes semi-
Lagrangiennes standards. De plus, un lien a été effectué entre méthodes de volumes finis et
méthodes semi-Lagrangiennes pour 1’équation d’advection. En particulier, lorsque le pas de
temps At tend vers zéro, les méthodes semi-Lagrangiennes récuperent des caractéristiques
des méthodes de volumes finis.
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x et v au temps ¢t = 53 pour une méthode semi-Lagrangienne avec une reconstruction de
Lagrange d’ordre 17 avec At = 0.1 (& gauche), At = 0.005 (a droite), et N, = N, = 128 (en
haut), N, = N, = 256 (en bas).
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une reconstruction PPM1 avec At = 0.1 (en haut a gauche), At = 0.005 (en haut a droite),
At = 0.0001 (en bas a droite), et une reconstruction de Lagrange d’ordre 5 avec At = 0.0001
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Chapitre 5

GPU

L’objectif principal de ce travail est d'utiliser les récentes cartes GPU pour des simulations
semi-Lagrangiennes du systéme de Vlasov-Poisson (3.7.1)-(3.7.2)). En effet, il est important
de développer de nouveaux algorithmes qui sont hautement scalables dans le champ des
simulations de plasma (comme les plasmas de tokamak ou les faisceaux de plasma) pour
augmenter leur fiabilité. Les méthodes particulaires ont déja été testées sur de telles archi-
tectures et une bonne scalabilité a été obtenue dans |54, [69).

Nous mentionnons un récent travail précurseur dans la parallélisation sur GPU dans le
contexte du code Eulérien gyrocinétique GENE [57]. Les algorithmes semi-Lagrangiens dédiés
a la résolution numérique du systeme de Vlasov-Poisson unidimensionnel ont récemment été
implémentés en CUDA (voir [63,[66]). Dans les deux travaux précédents, dans lesquels I’étape
d’interpolation est basée sur des splines cubiques, l'efficacité peut atteindre un facteur de
80 dans certains cas. Ici, nous utilisons des algorithmes de complexité plus élevée qui sont
basés sur la transformée de Fourier rapide. Nous verrons que nos simulations en GPU vont
directement bénéficier de I'importante accélération obtenue par la FFT sur GPU. Ils sont
donc aussi tres pratiques et nous permettent de tester et de comparer les différents opérateurs
d’interpolation (reconstruction par splines ou Lagrangiennes d’ordre tres élevé) en utilisant
un nombre important de points par direction sur la grille dans I'espace des phases.

Pour réaliser cette tache, la flexibilité est requise pour passer facilement d’'une
représentation d’un opérateur a l'autre. Ainsi, les méthodes semi-Lagrangiennes sont re-
formulées dans un contexte qui permet d’utiliser les routines existantes qui sont optimisées
pour la transformée de Fourier rapide. Cette formulation est sous la forme d’une matrice
qui possede la propriété de circulance, ce qui est une conséquence des conditions aux bords
périodiques. Nous soulignons que de telles conditions aux bords ne sont pas utilisées qu’en x
mais également en v ; ceci est rendu possible en considérant comme domaine pour la vitesse
[—VUmax, Umax|, AVEC Umayx assez grand. Notons également que la preuve de la convergence d’'un
tel schéma numérique peut étre obtenu en suivant [52] 23]. Du au fait que de telles matrices
sont diagonalisables dans la base de Fourier, le produit matrice-vecteur peut étre réalisé
efficacement en utilisant la FF'T. Dans ce travail, les polynomes de Lagrange de degré impair
quelconque (2d+1) et les B-splines de degré quelconque k ont été testés et comparés. Un autre
avantage de la formulation en produit matrice-vecteur est que le colit numérique est presque
insensible a 'ordre de la méthode. Finalement, puisque les calculs en simple précision sont
préférables pour obtenir une performance maximale du GPU, d’autres améliorations ont du
étre faites par rapport a la méthode semi-Lagrangienne standard. Pour atteindre la précision
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nécessaire afin d’observer des phénomenes physiques pertinents, deux modifications ont été
apportées : la premiere est l'utilisation d’une méthode de type df (voir [63]). La seconde
est d’imposer une condition de moyenne nulle en espace sur le champ électrique. Puisque la
réponse du plasma est périodique, cette condition est toujours vérifiée.

Le reste de la partie est organisé comme suit. En premier lieu, la reformulation de la
méthode semi-Lagrangienne utilisant la FFT est présentée pour le traitement numérique
du modele de Vlasov-Poisson doublement périodique. Ensuite, nous donnerons des détails
sur 'implémentation en GPU en mettant en avant les modifications particulieres qui furent
nécessaires dans le but de dépasser les limitations de la simple précision sur GPU. Finalement,
nous présenterons les résultats numériques. Ils contiennent différentes comparaisons entre les
différentes méthodes, les ordres d’approximation numérique et leurs performances sur CPU
et GPU sur trois cas tests canoniques.

5.1 Implémentation utilisant la FFT

Dans cette partie, nous donnons une formulation explicite des schémas semi-Lagrangiens
pour la résolution du systeme d’équations de Vlasov-Poisson dans le cas d’une double
périodicité en utilisant les matrices circulantes. En premier lieu, nous rappellerons le splitting
directionnel classique de Strang (voir [II, [49]). Ensuite, le probleme est réduit en une succes-
sion d’advections constantes unidimensionnelles. Indépendamment de la méthode utilisée ou
de l'ordre de I'interpolation, une formulation générale sous forme d’une matrice circulante est
proposée pour laquelle 'utilisation de la transformée de Fourier rapide (FFT) est fortement
adaptée.

5.1.1 Splitting de Strang

Pour le systeme d’équations de Vlasov-Poisson —, il est naturel de séparer le
transport dans la direction x du transport dans la direction v. De plus, cela correspond
également a un splitting de la partie cinétique et du potentiel électrostatique du Hamilto-
nien |v|?/2 + ¢(t, z) ou le potentiel électrostatique ¢ est relié au champ électrique a travers
I'équation E(t,x) = —0,¢(t, x).

Pour les simulations de plasma, bien que des splittings d’ordre plus élevés soient possibles
(voir [2] et les références contenus dans cet article), le splitting d’ordre 2 de Strang est un
bon compromis entre performance et simplicité ce qui explique sa popularité. Il est composé
de trois étapes d’advections auxquelles s’ajoutent une mise a jour du champ électrique avant
I’advection dans la direction v.

1. Transport en v sur un temps At/2 : calcul de f*(z,v) = g(At/2,z,v) en résolvant
Org(t, x,v) + E™(x)0,g(t, z,v) = 0,

avec la condition initiale ¢(0,z,v) = f"(z,v).

2. Transport en z sur un temps At : calcul de f**(x,v) = g(At, z,v) en résolvant
Og(t, z,v) + v0yg(t, z,v) =0,
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avec la condition initiale ¢(0,z,v) = f*(x,v).
Mise & jour du champ électrique E"**(z) en résolvant 0, E" ! (x) = [ f**(x,v)dv — 1.

3. Transport en v sur un temps At/2 : calcul de f"*(x,v) = g(At/2,z,v) en résolvant
g (t, x,v) + E"H(2)ug(t, 2,v) =0,

avec la condition initiale ¢(0,z,v) = f**(z,v).

Un des avantages principaux du splitting est que I'algorithme se réduit a une série d’advec-
tions unidimensionnelles a coefficients constants. En effet, en considérant le transport le long
de la direction x, pour tout v fixé, nous avons affaire a une advection constante. Le méme
raisonnement reste valable pour la direction v puisque pour tout x fixé, E™ ne dépend pas
de la variable advectée v. Nous choisissons de débuter par I’advection en v, ce qui permet
d’avoir un multiple entier du nombre de pas de temps pour le champ électrique. La troisieme
étape de la n®™¢ itération peut étre agglomérée avec la n + 19m¢ itération.

5.1.2 Advection constante

Dans cette partie, une reformulation des méthodes semi-Lagrangiennes est proposée dans
le cas de l'advection constante avec des conditions périodiques. Soit u = u(t,z) la solution
de I’équation suivante pour un certain ¢ € R :

Oyu + cOyu = 0, u(t =0,2) = up(x),

ou l'on considere des conditions périodiques en x € [0, L]. Au niveau continu, la solution
vérifie pour tout t,s > 0 et tout = € [0,L] : u(t,z) = u(s,z — ¢(t — s)). Mentionnons
que = — ¢(t — s) doit étre compris modulo L a cause des conditions périodiques que nous
considérons.

Soit un maillage uniforme de l'intervalle [0, L] : x; = iAxz pour ¢ =0,..., N et Az = L/N.
Nous introduisons le pas de temps At = t"™! — " pour n € N. Nous notons que ull = u'y.
En posant

u" = : ;w2 u(ty, x), (5.1.1)

le schéma semi-Lagrangien s’écrit ™ = mu™(z; — cAt) ot 7 est une fonction polynomiale

par morceaux qui interpole u* pour ¢ =0,..., N — 1 : 7(z;) = u}'. Ceci peut étre reformulé
en u"t = Au™ ou A est la matrice définissant 'interpolation. Les conditions périodiques
impliquent que la matrice A est circulante :

agp ay ... anN—1
anN—1 Qo Qi anN—2
A:C(CL(),(ll,...,CLN_l) = (512)
aq cee ... AN Qo
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Clairement, la matrice dépend du choix de la reconstruction polynomiale 7. Dans la suite,
nous donnons certains exemples explicites.

Exemples de différentes méthodes et ordres d’interpolation
Nous avons & évaluer wu"(x; — cAt). Soit [ := —cAt/Ax le déplacement normalisé qui peut
étre écrit d’'une maniere unique sous la forme 5 = b+ b* avec (b,0*) € Z x [0,1]. Cela
signifie que le pied de la caractéristique (x; — cAt) appartient a l'intervalle [x;«, x4 1] avec
1+ b =i+, oui* =7i+b.

1. Lagrange 1. Les termes non nuls de la matrice A sont :
ap=1—0b", Qg = b~
2. Lagrange 2d + 1 (with 2d + 1 < N — 1). Les termes non nuls de la matrice sont :
ok

Vie{-d....d+1}, a= ][]
k=—d, k#j

j—k

3. B-Spline de degré k.
Définissons B¥(z) la B-spline de degré k sur le maillage (z;); par la récurrence sui-
vante :

r — I

_ T —T; _
BzQ(aj) = ]l[xmﬂiﬂ[(x)’ sz(x> = WBf 1(1') + <1 - Tgl) sz—i-ll(x)'

Ainsi, dans ce cas, la matrice A vaut :

A=MxC(,... ,o,gg(xl),Bg(xi), cy Bya) 7

N—k k

ou les termes non nuls de la matrice M sont :
Vi€ {0,....k},  my_j = BE(zj).

Maintenant, en partant de cette reformulation, l'algorithme se réduit a un produit
matrice-vecteur a chaque pas de temps. Puisque les matrices sont circulantes, ce produit
peut étre effectué en passant par la FFT. En effet, les matrices circulantes sont diagonali-
sables dans l'espace de Fourier [59] tel que :

A=UDU~,

ou U est unitaire (U* dénote la matrice adjointe de U) et D est diagonale. Ils sont donnés
par

“2mmk/N o ke =0...N —1,

Um,k: = €
N—1

Dy = ape” FTEIN oy — 0, N — 1.
k=0

Le produit de U par un vecteur v € RY peut étre obtenu en calculant la transformée de
Fourier rapide de v. De méme, U*v peut étre obtenu en calculant la transformée inverse de
Fourier rapide de v.

Le produit matrice vecteur Au™ = UDU*u" est alors calculé par 1’algorithme suivant :
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1. Calcul de U*u™ en effectuant @ = FFT ! (u").
2. Calcul de D en effectuant FFT(a).
3. Calcul de w = DU*u™ en effectuant Du.

4. Calcul de Au" en effectuant FFT(w).

La complexité de 'algorithme est alors O(N log N), indépendamment du degré de la recons-
truction polynomiale.

5.2 Implémentation GPU en CUDA

Nous utilisons des noyaux GPU préexistants (NVIDIA) pour la transformée de Fourier
rapide, la transposition et le produit scalaire. Notons qu'un tel choix a déja été effectué
dans un contexte plus difficile [57]. Nous aurions préféré utiliser OPENCL (comme dans
[56]) afin de ne pas étre attachés aux cartes NVIDIA ; mais nous avons eu des difficultés
comparativement a la documentation de NVIDIA qui nous a semblé tres bien détaillée, en
particulier pour la transformée de Fourier rapide.

Les transformées de Fourier rapide sont calculées en utilisant la librairie cufft. Pour la
transposition, différents algorithmes sont proposés. La condition N = N, = N, est toujours
requise pour cette étape. Dans le but de calculer la densité de charge p = f f(t,z,v)dv, nous
avons adapté la routine ScalarProd.

Nous avons également écrit un noyau GPU pour calculer les coefficients de la matrice A.
Une formule analytique est utilisée pour chaque coefficient a;. Dans le cas d’une interpolation
de Lagrange de degré 2d + 1, la complexité change de O(Nd) & O(Nd?) opérations puisque
lalgorithme sur CPU que nous avons réécrit était basé sur des différences finies qui ne
pouvaient pas étre parallélisées.

Les principales étapes de 1’algorithme sont :

— Initialisation : la condition initiale est calculée sur CPU et transférée au GPU
— Calcul de la charge de densité initiale p sur GPU en utilisant ScalarProd
— Transfert de p au CPU
— Calcul du champ électrique E sur CPU
— Boucle en temps
1. Advection sur un temps At/2 en v en utilisant la transformée de Fourier rapide
sur GPU
2. Transposition dans le but de passer dans la direction x sur GPU
Advection sur un temps At dans la direction x en utilisant la transformée de
Fourier rapide sur GPU
Transposition dans le but de passer dans la direction v sur GPU
Calcul de p sur GPU en utilisant ScalarProd
Transfert de p au CPU
Calcul du champ électrique £ sur CPU
Advection sur un temps At/2 en v en utilisant la transformée de Fourier rapide
sur GPU

b
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5.3 Questions autour de la simple précision

En principe, les calculs sur GPU peuvent étre effectués en utilisant la simple ou la double
précision. Cependant, le cotit numérique devient tres important lorsque 1’on choisit la double
précision (nous verrons que dans notre cas, le cout est généralement d’'un facteur 2) et n’est
pas toujours disponible suivant les plateformes. Dans [57] et [66], seule la double précision
a été utilisée. Des discussions a propos de la simple précision ont déja été présentées dans
[63]. Dans la suite, nous proposons deux modifications de la méthode semi-Lagrangienne qui
permettent 'utilisation de la simple précision en atteignant en méme temps la précision du
code CPU utilisant la double précision.

5.3.1 La méthode ¢f

La méthode § f consiste en une séparation d’échelle entre un équilibre et une perturbation
telle que la solution soit décomposée comme suit :

f(x,v) =0f(z,v) + feq(v), feq(v) = exp(—v?/2).

1
V2T
Ainsi, nous nous intéressons a 1’évolution en temps de § f qui satisfait

00 f +v0,0f + Edy[feq +0f] = 0.

Le splitting de Strang présenté dans la partie [5.1.1] est modifié puisque nous advectons ¢ f
a la place de f. Puisque foq ne dépend que de v, les advections en x ne sont pas modifiées.
Nous pouvons réécrire ’advection en v comme

at[feq + 5f] + E*av[feq + 5f] =0,

avec la condition initiale foq + 0f*. Cela signifie que (feq + 0f) est préservé le long des
caractéristiques (foq + f)(2,v) = (foq + [*)(z,v — AtE*(x)). Nous en déduisons que

0f(w,v) = 0/ (x,0 = ALE™(x)) + feq(v — ALE™(2)) = feq(v).

ce qui donne la mise a jour de df pour l'advection en v. Notons que foq(v — AtE*(x)) est
une évaluation et non une interpolation.

5.3.2 La condition de moyenne nulle

Le champ électrique est calculé a partir de . Notons que le membre de droite de
est de moyenne nulle, et le champ électrique résultant est aussi de moyenne nulle. Ceci
est vrai au niveau continu ; cependant lorsque nous utilisons la simple précision, une erreur
cumulative apparait. Afin d’éviter ce phénomene, nous pouvons imposer numériquement
la condition de moyenne nulle sur la grille discrete : a partic de pf ~ p(t",zx) =

fR f(t" x,v)dv, k=0,...,N — 1, nous calculons la moyenne :
N-1
1 7
M= N Pk>
k=0



qui est soustraite a la valeur de pj :
pr=pp— M, k=0,...,N—1,

d’ou pi =~ p(t", xr) — 1 est numériquement de moyenne nulle. Sans cette modification, nous
aurions py = py — 1. Nous répétons cette procédure a chaque fois que le champ électrique est
calculé : pour un champ électrique calculé numériquement Ey', k£ =0,..., N — 1, qui peut

A ~ N—1
étre de moyenne non nulle, nous calculons M = % v—o L5, et posons

Er=FE'—M, k=0,...,N —1.

Pour calculer le champ électrique, nous utilisons la formule du trapeze :
~TL _ [n ﬁg—i_ﬁ};}b—‘rl _ ~n 7 [EN . .
Eil = E + AxT, k=0,...,N —1, avec I supposé nul de maniere arbitraire,

ou en Fourier (avec la FFT). Notons que dans le cas de Fourier, la valeur nulle est automa-
tiquement satisfaite de maniere numérique, puisque le mode 0 qui représente la moyenne est
supposé égal a 0.

Nous verrons que la condition de moyenne nulle est d'une grande importance pour les
résultats numériques. Elle doit étre satisfaite avec une assez grande précision. Ceci peut étre
vu comme relié & un ”probleme d’annulation” observé dans les simulations PIC [61]. Notons
aussi que lorsque nous utilisons la méthode df, qui est généralement de faible amplitude,
une meilleure résolution de la condition de moyenne nulle est atteinte.

5.4 Résultats numériques

Cette section est dévouée a la présentation des résultats numériques obtenus par les
méthodes suivantes : la méthode semi-Lagrangienne standard (avec différents opérateurs
d’interpolation), en incluant les modifications de la méthode 0 f et de la condition de moyenne
nulle. Les comparaisons entre les simulations en CPU et GPU et les discussions a propos des
performances seront données sur trois cas test : Landau damping, instabilité Bump On Tail
et les ondes KEEN. Comme opérateur d’interpolation, nous utiliserons par défaut LAG17,
I'interpolation de Lagrange d’ordre 2d + 1 avec d = 8. De maniere similaire, LAG3 signifie
d =1 et LAGY signifie d = 4. Nous montrerons également des simulations avec des splines
cubiques standards (& but de comparaison), ce qui correspond aux B-splines de degré k avec
k = 4. Nous utiliserons plusieurs machines pour le GPU : MacBook, irma-gpul et hpc. Voir

la partie pour les détails.

5.4.1 Landau Damping

Pour ce premier cas test standard [62], la condition initiale choisie est :

1 v?
fo(z,v) = \/%exp (—?) (14 acos(0.52)), (x,v) € [0,47] X [—Vmax, Vmax],

avec o = 1072, Nous nous intéressons a ’évolution en temps du champ électrique &,(t) =
(1/2)|E(t)||72 qui est connue comme étant exponentiellement décroissante avec un taux de
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v = 0.1533 (see [9]). Du au fait que I'énergie électrique décroisse en temps, ce test accentue
la différence entre les simulations en simple et double précision.

Les résultats numériques sont donnés dans la Figure (haut et milieu gauche). Nous
utilisons LAG17, N = 2048, vy = 8 comme valeurs par défaut.

Dans le cas de la simple précision (en haut a gauche), nous voyons le bénéfice de 1'utili-
sation de la modification de moyenne nulle (plots 6 et 7 : efft nodelta et trap moyenne nulle
nodelta) : les deux résultats sont similaires (nous utilisons la formule du trapeze pour le
champ électrique ou Fourier et nous rappelons que dans les 2 cas, la condition de moyenne
nulle est satisfaite) et améliorée par rapport aux cas ou la condition de moyenne nulle n’est
pas imposée dans le cas trapézoidal (plot 8 : trap nodalta). 23 oscillations correctes sont
atteintes jusqu’'au temps t = 50 pour les plots 6 et 7 (les deux dernieres oscillations sont
cependant moins bien décrites), tandis que nous avons seulement 16 oscillations correctes
jusqu’au temps t = 34.8 pour le plot 8 avant la saturation. Si nous utilisons la méthode
df, nous observons d’autres améliorations (plots 1 a 5) : nous gagnons 4 oscillations (donc
nous avons 27 oscillations au total) jusqu’au temps t = 60, et le champ électrique est sous
6-107% < e712. Notons que dans le cas oll nous utilisons la méthode §f, ajouter la modifi-
cation de moyenne nulle n’a pas d’'impact ici; d’un autre coté, les résultats avec la méthode
0 f sont meilleurs que les résultats avec la modification de moyenne nulle sur ce graphique.
Nous avons également ajouté un résultat sur une machine plus ancienne (plot 9 : MacBook),
qui conduit & de médiocres résultats (juste 9 oscillations jusqu’au temps ¢ = 19 pour la pire
méthode). Ainsi les résultats, qui ne sont pas donnés ici, sont différents en appliquant les
modifications; par exemple, nous obtenons 28 oscillations correctes en utilisant la méthode
0 f avec modification de moyenne nulle. Le standard en point flottant ne doit pas étre satisfait
ici ce qui pourrait expliquer la différence dans les résultats.

Dans le cas de la double précision (en haut a droite), nous pouvons obtenir des résultats
plus précis. En utilisant la méthode ¢ f ou la modification de moyenne nulle (la différence
entre les deux options est moins visible), nous obtenons 92 oscillations correctes jusqu’au
temps t = 206 , le champ électrique passe sous 6 - 1071 < 728 et nous supposons que nous
pourrions ajouter 11 oscillations de plus jusqu’au temps ¢t = 231 (nous voyons que les effets
de la taille de la grille polluent les résultats), pour obtenir 103 oscillations avec un champ
électrique sous 6-107 < ¢73°, mais nous sommes limités ici en double précision & N = 2048.
Une simulation en CPU avec N = 4096 confirme les résultats. Nous voyons également les
effets de grille (runs avec N = 1024) et la vitesse (runs avec vp,.x = 6). Notons que le plot
6 (trap nodelta 1024 v6) donne de moins bons résultats comparé aux autres plots : la taille
de la grille est trop petite (N = 1024), le domaine en vitesse aussi (Uymax = 6) et surtout il
n’y a pas de modification de moyenne nulle ou de méthode J f. Dans ce cas, nous atteignons
uniquement le temps ¢t = 100. Nous référons a [70), 58] pour d’autres résultats numériques et
discussions et au célebre travail [65] en ce qui concerne les résultats théoriques. Dans [70],
il est également mentionné que nous devons prendre un domaine en vitesse assez grand et
prendre assez de points sur la grille. Concernant le GPU et la simple précision, le bénéfice
de la méthode Jf a déja été traité dans [63] : 29 oscillations correctes étaient obtenues
dans le cas de la simple précision avec la modification ¢ f, 13 oscillations correctes sans la
modification et le temps ¢t = 100 était atteint dans le cas CPU (N était fixé a 1024 et vpax
a6).

Sur la Figure [5.1] au milieu a gauche, nous affichons 'erreur de masse qui est calculée
comme |py — 1|. Nous voyons clairement I'impact entre la conservation de la masse et les
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résultats précédents. Nous pouvons également noter que la modification de moyenne nulle
n’améliore pas vraiment la conservation de la masse (juste une faible amélioration a la fin,
plots 2, 3, 4), mais a un effet bénéfique sur le champ électrique : le mauvais comportement de
la conservation de masse n’est pas propagé au champ électrique. D'un autre coté, la méthode
0 f améliore clairement la conservation de la masse. Nous voyons également l'effet de prendre
un domaine en vitesse trop petit, dans le cas de la double précision.

5.4.2 Bump on tail

Pour ce second cas test standard, la condition initiale est considérée comme une pertur-
bation spatiale et périodique de deux Maxwelliennes (voir [49])

Folav) = ( ) e (—”—2) b2 exp(—2w - 4.5)2)) (1+0.03 cos(0.37))

1027 2 10v/2m

ou (x,v) € [0,207] x [—9,9]. Le modele de Vlasov-Poisson préserve des quantités physiques
avec le temps, appelées fonctions de Casimir, qui seront utilisées pour comparer les différentes
implémentations. Particulierement, nous regardons I’historique en temps de 1’énergie £ du
systeme, qui est la somme de 1’énergie cinétique & et de ’énergie électrique &, :

4m U2 1 4
E(t) = Ex(t) + E.(t) = / / Fit,0) S dvda + + / F2(t, 2)de.
o JR 2 2 Jo

Comme dans le cas précédent, 1’évolution en temps de I'énergie électrique est choisie comme
diagnostic.

Les résultats sont donnés dans la Figure (au milieu a droite et en bas) et sur la Figure
B2

Nous voyons sur la Figure au milieu a droite ’évolution en temps du champ électrique.
Les résultats en simple et double précision sont comparés. Dans le cas de la simple précision,
la méthode ¢ f avec calcul par FF'T du champ électrique (plot 3 : simple précision et delta)
est le gagnant et la méthode basique sans modifications avec calcul du champ électrique en
utilisant la formule du trapeze (plot 7 : trap single no delta) conduit au moins bon résultat.
Les calculs en double précision conduisent a de meilleurs résultats et les différences sont
faibles : les plots 1 (double delta) et 2 (double non delta) sont indistinguables et le plot 8
(trap double no delta) est seulement différent a la fin. Ainsi, de telles modifications ne sont
pas si essentielles dans le cas de la double précision. Nous observons ensuite pour les mémes
runs, 1’évolution de l'erreur de masse (en bas a gauche) et le premier mode de p en valeur
absolue (en bas a droite). Nous notons que l'erreur de masse s’accumule linéairement en
temps. Ici, il n’y a pas d’erreur provenant du domaine en vitesse, car vy, est assez grand
(Umax = 9 dans tous les runs). L’évolution du premier mode de p est tres instructif : on voit
qu’il se développe de facon exponentielle des erreurs d’arrondi et les différents runs menent
a des résultats tout a fait différents. La perte de masse peut devenir critique dans le cas de
la simple précision (pas de réel impact dans le cas de la double précision n’est détecté) et
des implémentations sans accumulation d’erreur de masse seraient désirables. La méthode
0 f améliore les résultats, mais 'erreur de masse s’accumule encore et plus que dans le cas
de la double précision.

Sur la Figure [5.2] nous voyons les mémes diagnostics dans le cas de la double précision.
Nous faisons varier le nombre de points sur la grille, le degré d’interpolation et le pas de
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temps. En prenant des pas de temps plus petits, nous pouvons augmenter le temps avant la
fusion de deux tourbillons parmi trois qui conduit a une répartition du champ électrique. Des
interpolations de degrés plus élevés conduisent a de meilleurs résultats (dans le sens ou la
répartition apparait plus tard), pour des résolutions de grilles pas trop élevées. Lorsque N =
2048, des interpolations d’ordre plus bas semblent étre meilleures, puisqu’elles introduisent
plus de diffusion, alors que les schémas d’ordre élevés essayent de capturer les petites échelles,
qui sont plus difficiles a traiter en temps long. Des méthodes adaptatives et des méthodes
avec de faibles erreurs d’arrondis en simple précision pourraient étre utiles pour obtenir de
meilleurs résultats.

5.4.3 Ondes KEEN

Dans ce dernier et plus complexe cas test, a la place de considérer une perturbation de la
condition initiale, nous ajoutons un champ électrique externe de guidage E,p, aux équations
de Vlasov-Poisson :

Ouf + v0uf + (E — Eapp)uf = 0, &EE:/fdv—l,
R

ol Eupp(t, x) est de la forme : E,pp(t, ) = Enaxka(t) sin(kz — wt), ot

0.5(tanh(=£) — tanh(*42)) — ¢ — —
a(t) = ( ( fur) ( bur ) , €=0.5 (tanh (to tL) — tanh (to tR))

1—e¢ wL wR

est 'amplitude, tg = 0, t, = 69, tg = 307, ty,r = twr = 20, k = 0.26, w = 0.37 et
Eax = 0.2. La condition initiale vaut

1
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Voir [511 [68] pour des détails sur ce cas test physique. Son importance provient du fait que les
ondes KEEN représentent de nouvelles oscillations mutimodes non stationnaires de plasmas
cinétiques non linéaires sans limite fluide et sans limite linéaire. Ils sont des états de ’auto-
organisation du plasma qui ne ressemblent pas a la maniere dont les ondes sont initiées. A
faible amplitude, ils ne sont pas capables de se former. Les ondes KEEN ne peuvent pas
exister hors des courbes de dispersion de petites vagues d’amplitude classique, sans qu’une
structure tourbillonnaire autonome soit créée dans ’espace des phases, et suffisamment de
particules y soient pris au piege pour maintenir le champ auto-cohérent, longtemps apres que
le champ de guidage ait été désactivé. Voir [55] pour une méthode numérique alternative de
simulation du systeme de Vlasov-Poisson utilisant ’approximation de Galerkin Discontinu
dans le cas test des ondes KEEN.

Comme diagnostics, nous considérons ici différentes captures d’écran de f — fy a des temps
différents : t = 200,t = 300, ¢ = 400,¢t = 600 et t = 1000.

Nous considérons d’abord le temps ¢ = 200 (en haut a gauche dans la Figure . A ce
temps, toutes les captures d’écran sont identiques donc nous n’en présentons qu’une (GPU
en simple précision et une grille de 10242 points). Les cinq autres graphiques de cette figure
sont pris au temps ¢ = 300. Nous voyons qu’a ce temps, il y a encore convergence car le

folz,v) = exp <—U—2) . (z,v) €10,2n/k] x [—6, 6.

2
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graphique au milieu & droite (GPU simple précision, N = 4096 et At = 0.1) est identique a
celui qui est en bas a gauche (GPU en simple précision, N = 4096 et At = 0.01).

La Figure présente différentes captures d’écran au temps ¢t = 400 et ¢t = 600. Au temps
t = 400, le graphique en haut a gauche (GPU en simple précision, N = 2048, At = 0.1) est
similaire & celui en haut a droite (CPU, N = 2048, At = 0.05), ce qui montre que les codes
en CPU et en GPU donnent les mémes résultats. Avec 4096 points (au milieu a gauche),
nous observons une petite différence avec le cas 2048 points. Entre les captures au temps
t = 400 et ceux au temps t = 600, nous observons I’émergence de diffusion.

Le temps ¢ = 1000 est considéré sur la Figure[5.5] Nous voyons qu’il n’y a plus convergence
a ce temps : il y a un décalage, mais la structure reste la méme. Nous comparons également
différents interpolateurs (splines cubliques, LAG 3, LAG 9, LAG 17). Lorsque l'ordre de
I'interpolation est élevé (graphique en haut a droite : CPU, LAG 17, At = 0.05,N, =
512, N, = 4096) il y a apparition de fines structures. A ce temps, nous observons de petites
différences entre les résultats en CPU (graphique au milieu & droite : CPU, LAG 3, At =
0.05, N = 4096) et les résultats en GPU (graphique en bas a gauche : GPU, LAG 3, At =
0.05, N = 4096), mais il n’y a pas de décalage.

La Figure (au temps ¢t = 1000) montre la différence entre la simple et la double
précision quand la valeur de N change. Les deux graphiques du haut montrent le cas N =
1024, celui de gauche est en simple précision tandis que celui de droite est en double précision.
Nous voyons qu’il y a tres peu de différences. Lorsque N = 2048, les résultats sont différents
en simple précision (graphique au milieu & gauche) et en double précision (graphique au
milieu a droite). Lorsque N = 4096, le code ne fonctionne pas en double précision donc
nous comparons les résultats en simple précision en GPU avec At = 0.05 (graphique en bas
a gauche) et At = 0.01 (graphique en bas a droite). Il y a quelques différences dues de la
non-convergence. De plus, nous voyons qu’il y a plus de filamentation lorsque N augmente.

La figure montre I’évolution en temps de la valeur absolue des premiers modes de Fou-
rier de p. Nous voyons que la simple précision peut modifier les résultats en temps long (en
haut & gauche). Le code GPU est validé en double précision (en haut a droite). Nous obser-
vons clairement le bénéfice de la méthode 0 f en GPU simple précision (au milieu a gauche),
ou il n’a pas d’effet sur le cas de la double précision (au milieu a droite). D’autres plots
sont donnés avec N = 4096 (en bas a droite et a gauche). Avec de plus petits pas de temps,
de petites oscillations apparaissent dans le code GPU en simple précision (en bas a droite).
Dans tous les plots, nous ne voyons pas de différences au début ; les différences apparaissent
en temps long, comme cela était le cas pour les plots de la fonction de distribution.

5.4.4 Résultats de performance

Caractéristiques. Nous avons testé le code sur différentes machines avec les ca-
ractéristiques suivantes :
— GPU
— (1) = irma-gpul : NVIDIA GTX 470 1280 Mo
— (2) = hpc : GPU NVIDIA TESLA C2070
— (3) = MacBook : NVIDIA GeForce 9400M
— CPU
— (4) = MacBook : Intel Core 2 Duo 2.4 GHz
— (5) = irma-hpc2 : Six-Core AMD Opteron(tm) Processor 8439 SE
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— (6) = irma-gpul : Intel Pentium Dual Core 2.2 Ghz 2Gb RAM

— (7) = MacBook : Intel Core i5 2.4 GHz
Nous mesurons, dans les codes GPU, la proportion de FFT qui consiste en : transformation
1D des données réelles en données complexes, calcul de la FFT, multiplication complexe,
calcul de la FFT inverse, transformation en données réelles (dont ’addition dans le cas de la
modification 0 f, si nous utilisons la méthode ¢ f). Nous avons ajouté un diagnostic pour avoir
la proportion de temps de la routine cufftExec ; notons que ce diagnostic peut modifier tres
légerement les mesures de temps (lorsque ceci est le cas; de nouvelles mesures sont données
entre crochets, voir la table .
Lorsque le nombre de cellules augmente, la proportion de temps de la FFT augmente
également, comme le montre la Table (cas test des ondes KEEN avec modification ¢ f)
ou la Table (cas test des ondes KEEN sans modification d f). Notons que le temps d’ini-
tialisation et le temps du diagnostic 2D ne sont pas inclus dans le temps total.

Les résultats avec un code CPU (vlaso) sans OpenMP sont donnés en haut de la Table
(.3l Dans ce code, le cas test utilisé est celui du Landau damping avec une advection en x
de temps At/2 suivi d’une advection en v de temps At et d'une advection en x de temps
At/2. La derniere advection en x de l'itération n est fusionnée avec la premiere advection
en x de l'itération n + 1.

Les résultats avec Selalib (bas de la Table sont obtenus avec OpenMP. Nous utilisons
2 processeurs pour (4), 24 processeurs pour (5), 2 processeurs pour (6) et 4 processeurs pour
(7).

Dans le but de comparer les performances, nous introduisons le nombre de MA qui

MA — NsterNadeNQ

106 x Temps total et le

représente le nombre de millions de points advectés par seconde :
nombre d’opérations par seconde (en GigaFLOPS) donné par :

Nitep X Nuaw X (2N x 5N log(N) + 6N?)
109 x Temps total
Ntep X Nugy X (N x 5N log(N) + 3N?)

GF = 109 x Tomps total avec des données réelles (CPU)

GF

avec des données complexes (GPU)

out Ny, réfere au nombre d’itérations en temps et N4, représente le nombre d’advections
faites a chaque pas de temps (Nyq, = 3 en GPU et pour le code Selalib; N, = 2 dans
le code vlaso). A chaque advection, nous calculons N fois (GPU en données complexes) ou
N/2 fois (CPU en données réelles) :

— Une FFT et une FFT inverse avec approximativement 5N log(/N) opérations pour

chaque calcul de FFT

— Une multiplication complexe qui requiert 6/N opérations.

La comparaison entre la Table et la Table montre que le cout de la méthode ¢ f
n’est pas tres important sans pour autant étre négligeable. Ce cout pourrait étre optimisé.
Nous profitons clairement de 1’énorme accélération des routines FFT sur GPU et donc nous
gagnons énormément en choisissant cette approche. La majorité du calcul concerne la FFT,
qui est optimisée pour CUDA dans la librairie cufft et qui est transparente pour 'utilisa-
teur. Notons que nous sommes limités ici a N = 4096 en simple précision et N = 2048
en double précision; ainsi que nous utilisons la transformation de Fourier complexe; des
transformations réelles optimisées pourraient permettre d’aller encore plus vite. La fusion de
deux advections en vitesse pourrait facilement améliorer la vitesse. Des splittings en temps
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d’ordre plus élevés pourraient également étre utilisés. Ainsi, une meilleure comparaison avec
des codes CPU parallélisés peut étre envisagée (ici, nous utilisons une implémentation ba-
sique en OpenMP qui peut uniquement utiliser 2 processeurs). Nous pouvons également
espérer aller sur des grilles plus grandes puisque cufft autorise des tailles de grilles de 128
millions d’éléments en double précision et de 64 millions en simple précision (ici nous utilisons
224 ~ 16.78 - 105 éléments en double précision ; donc nous pourrions étre capables de faire
tourner le programme avec N = 8192 en simple précision et N = 4096 en double précision).
Des problemes de complexité plus élevée (comme les simulations 4D) vont probablement
nécessiter du multi-GPU qui est une autre histoire, voir [57] pour un tel travail.

5.5 Conclusion

Nous avons montré que cette approche fonctionne. La majorité des calculs du code est
effectuée par la routine de FFT, qui est optimisée en CUDA dans la librairie cufft, conduisant
a d’importants speed-ups et est invisible pour 'utilisateur. Ainsi, la surcharge de temps
d’implémentation qui peut étre tres significative dans d’autres contextes est ici réduite,
puisque nous utilisons des routines déja largement programmeées et qui sont déja optimisées.
L’utilisation de la simple précision peut étre effectuée sans risque grace a la méthode ¢ f.
Cependant, nous ne sommes pas capables d’obtenir des résultats aussi précis que dans le cas
de la double précision. Les cas test que nous avons choisi sont tres sensibles aux erreurs de
la simple précision. Nous soulignons également que le champ électrique doit satisfaire une
condition de moyenne nulle avec assez de précision sur la grille discrete. Pour le moment, nous
sommes limités a la méme taille en = et en v (nécessaire ici pour I’étape de transposition) et
a N = 2048 en double précision (N = 4096 en simple précision). Nous espérons implémenter
une version en quatre dimensions (2 en x et 2 en v) de ce code puis inclure des collisions.
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Simple précision
| N, [ Time (ms) (speedup) | MA | FFT (cufftExec)

256 703 (2.8-8.5) 279.6 | _ 0.635 (0.36)
512 1378 (4.3-17) 1187 | 0.759 (0.46)
(1) [1024 6229 (9.6-20) 505.0 | 0.841 (0.51)
2048 21908 (13-27) 574.3 | 0.861 (0.50)
1096 90093 (15-52) 558.6 | 0.888 (0.54)
256 || 1096 [1378] (1.8-5.5) | 179.3 | 0.471 [0.59 (0.37)
512 || 2125 [2550] (3.8-15) | 370.0 | 0.654 [0.69 (0.48)
(2) [1024 || 5684 [6001] (11-22) | 553.4 | 0.775 [0.79 (0.59)
2048 || 19371 [20284] (14-29) | 633.2 | 0.825 (0.62)
1096 81943 (17-57) 614.2 | 0.859 (0.66)
256 5783 (0.3-1.0) 33.9 0.773 (0.65)
(3) [ 512 19936 (0.4-1.6) 39.4 0.730 (0.66)
1024 | 87685 (0.68-1.4) | 353 0.813 (0.71)

Double précision
| N, | Time (ms) (speedup) | MA | FFT (cufftExec)

256 1304 (1.5-4.6) 150.7 | 0.767 (0.61)
512 3516 (2.3-8.8) 223.6 | 0.839 (0.67)
(1) [ 1024 11670 (5.1-11) 269.5 | 0.889 (0.71)
2048 19925 (5.7-12) 252.0 | 0.916 (0.75)
256 1653 (1.2-3.6) 118.9 0.637 (0.5)
512 3896 (2.1-8.0) 201.8 | 0.777 (0.60)
(2) [1024 12127 (4.9-10) 259.3 | 0.866 (0.76)
2048 15753 (6.3-13) 275.0 | 0.897 (0.80)

TABLE 5.1 — Résultats de performance pour le code GPU, nbstep=1000, LAG17, cas test
des ondes KEEN avec modification ¢ f : temps total, speedup, MA, proportion FFT /temps
total (et temps d’éxécution de cufftExec/temps total).
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Simple précision
| N, [ Temps (ms) speedup | MA | GF [ FFT

256 570 (3.5-11) 344.9 | 29.6 | 0.573
512 1421 (5.6-22) 553.4 | 53.1 | 0.702
(1) [ 1024 1516 (13-28) 696.5 | 73.8 | 0.787
2048 15189 (19-38) 828.4 | 96.0 | 0.802
1096 63310 (22-73) 795.0 | 100.1 | 0.842
256 1000 (2.0-6.0) 196.6 | 16.9 | 0.520
512 2000 (4.0-15) 393.2 | 37.7 | 0.635
(2) [ 1024 5067 (12-25) 620.8 | 65.8 | 0.762
2048 17692 (16-33) 711.2 | 82.5 | 0.805
1096 73488 (19-63) 684.3 | 86.2 | 0.843
256 5513 (0.36-1.1) 35.6 | 3.0 ]0.763
(3) [ 512 | 18805 (0.43-1.6) | 41.8 | 4.0 | 0.769
1024 | 83312 (0.72-1.5) | 37.7 | 4.0 | 0.804

Double précision

| N, [ Temps (ms) speedup | MA | GF [ FFT
256 1183 (1.7-5.1) 166.1 | 14.2 | 0.754
012 3121 (2.6-10) 2519 | 24.1 | 0.826
(1) [ 1024 10221 (5.9-1 307.7 [ 32.6 | 0.876
2048 44244 (6.5-1 284.3 | 32.9 ] 0.906

2)
3)
256 1569 (1.3-3.8) 125.3 | 10.7 | 0.657
1-8.3)
1)
3)

512 3750 (2. 200.7 | 20.1 | 0.782
(2) [ 1024 11749 (5.1 267.7 | 28.3 | 0.865
2043 14446 (6.5- 283.1 | 32.8 [ 0.895

TABLE 5.2 — Résultats de performance pour le GPU, nbstep=1000, LAG17, cas test des ondes
KEEN sans modification 0 f : temps total, speedup, MA, GFlops et proportion FFT /temps
total.
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FIGURE 5.1 — Landau damping linéaire. N = 2048, At = 0.1, vpax = 8, LAG17, irma-gpul
sur GPU par défaut. Evolution en temps de 1'énergie électrique en simple/double précision
(en haut a gauche/droite). Erreur de masse |py — 1| avec la simple précision par défaut (au
milieu a gauche). Cas test Bump on tail. N = 1024, At = 0.05, LAG9, irma-gpul sur GPU
par défaut. Evolution en temps de I’énergie électrique / erreur de masse / premier mode de
Fourier de p, |p1] (milieu a droite / en bas a gauche / en bas a droite). | pour les détails, voir
les 1égendes. efft : champ électrique calculé avec la FFT ; delta = méthode df; no delta =
sans la méthode df ; simple = simple précision ; double = double précision ; trap = champ
électrique calculé avec la formule du trapeze ; zero mean = modification de la moyenne nulle
pour le champ électrique ; cpu = code utilisant un CPU ; 1024 : N = 1024 ; 4096 : N = 4096 ;
VO : Umax = 6; Macbook : GPU du MaCBook1 ffsit utilisé].
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FIGURE 5.2 — Cas test Bump on tail. La double précision est utilisée, irma-gpul en GPU.
Evolution en temps du champ électrique pour N = 256,512,1024, 2048 (en haut a gauche,
en haut a droite, milieu a gauche, milieu a droite), avec les reconstructions LAG3, LAGY,
LAGI17 et différents pas de temps (0.1,0.01,0.002). Evolution en temps des premiers modes
de Fourier , |p;| pour N = 256 et N = 1024 (en bas a gauche), et pour N = 512 et N = 2048
(en bas a gauche), avec les mémes reconstructions et pas de temps.
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FIGURE 5.3 — Cas test des ondes KEEN (LAG17) : f(t,z,v) — fo(z,v). Au temps ¢t = 200,
GPU en simple précision N = 1024 (en haut a gauche). Au temps t = 300, GPU en simple
précision N = 1024, 2048,4096 et At = 0.1 (en haut a droite, milieu gauche, milieu droit).
N = 4096 et At = 0.01 (en bas a gauche). CPU N = 2048, At = 0.1 (a bas a droite).
(x,v) € [0,27/k] x [0.18,4.14]. S’il n’y a pas de modifications d’une figure a l'autre (d’en
haut & gauche & en bas a droite), les parametres ne sont pas répétés.
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FIGURE 5.4 — Cas test des ondes KEEN (LAG17) : f(t,z,v) — fo(z,v). Au temps ¢ = 400,
GPU en simple précision N = 2048, At = 0.1 (en haut a gauche). CPU At = 0.05 (en haut
a droite). GPU simple précision N = 4096, At = 0.1, au temps ¢t = 600 (milieu a gauche).
GPU en simple précision N = 1024 (milieu a droite). At = 0.01, N = 4096 (en bas a gauche).
CPU N, =512, N, = 4096 (en bas a droite). (x,v) € [0,27/k] x [0.18,4.14]. S’il n’y a pas de
modifications d’'une figure a l'autre (d’en haut a gauche a en bas a droite), les parametres
ne sont pas répétés.
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FIGURE 5.5 — Cas test des ondes KEEN : f(t,x,v) — fo(z,v) au temps ¢ = 1000. CPU
en splines cubiques, At = 0.05, N, = 512, N, = 4096 (en haut a gauche). LAG17 (en
haut a droite). N = 4096 et les splines cubiques (au milieu a gauche). LAG3 (au milieu
a droite). GPU en simple précision (en haut a gauche). LAG9 (en bas a droite). (z,v) €
[0,27/k] x [0.18,4.14]. S’il n’y a pas de modifications d’une figure a lautre (d’en haut a
gauche a en bas a droite), les parametres ne sont pas répétés.
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FIGURE 5.6 — Cas test des ondes KEEN (LAG17) : f(t,z,v) — fo(z,v) au temps ¢ = 1000,
At = 0.05, N = 1024 par défaut. GPU en simple/double précision (en haut a gauche/droite).
N = 2048, GPU en simple/double précision (milieu gauche/droite). N = 4096, GPU en
simple précision (en bas a gauche). At = 0.01 (en bas a droite). (z,v) € [0, 27 /k]x[0.18,4.14].
S’il n’y a pas de modifications d’une figure a l'autre (d’en haut a gauche a en bas a droite),
les parametres ne sont pas répétés.
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FIGURE 5.7 — Cas test des ondes KEEN (LAG17) : Valeurs absolues des premiers modes
de Fourier de p (du mode k = 1 au mode k = 7) vs temps. Méthode 0f, avec N = 2048
At = 0.05 GPU, double et simple précision (1b,2b,3b) (en haut a gauche). GPU en double
précision et CPU en double précision (en haut a droite). Full version GPU en simple précision
et CPU avec la méthode 0 f (milieu a gauche). Full version et version d f, en double précision
(milieu & droite). N = 4096, GPU et CPU (en bas a gauche). GPU avec At = 0.01 et CPU
avec At = 0.05 (en bas a droite). S’il n’y a pas de modifications d'une figure a l'autre (d’en
haut a gauche a en bas a droite), les parameétres ne sont pas répétés.
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@ )

N, Total time [ MA | GF || Total time | MA [ GF
256 4s 274711 1s 288712
512 278 192109 18s 288 1 1.3
1024 Iminb2s [ IR7 1 0.9 2min4s 16.8 1 0.8
2048 8minlbs 1691 0.9 9min3Is 146 1 0.8
4096 || 4Imin0bs [ I3.6 | 0.8 || 48minI6s | I1.5 | 0.7
256 3s 58071 24 4s 43977 1.8
512 19s 30.6 [ 1.9 8s 90.6 | 4.3
1024 Imin25s [ 36.8 1 1.9 Imin2Is | 3851 2.0
2048 6mindIs 31.31 1.8 Tmin46s 2701 1.5
4096 || 34min39s [ 242 | 1.5 || 25bmin33s | 32.8 | 2.0

__(6) ()

N, Total time [ MA | GF || Total time | MA [ GF
256 6s 214709 3s 38871 1.6
512 31s 16.5 | 0.7 15s 3471 1.6
1024 2min’7s 1641 0.8 IminI8&s [ 267 14
2048 9min4d2s 1441 0.8 Smin36s 249114
4096 || 52min20s [ 10.6 | 0.6 || 28min2&8s | 19.6 | 1.2
256 3s 54.3 1 2.3 28 72.6 ] 3.1
512 228 35016 13s 587 1 2.8
1024 Imin3bs [ 329 1.7 Tmin0Os 521127
2048 8min4d7s 2831 1.6 4Amind’Ts 4371 2.5
4096 || 77min3Is | 10.8 1 0.6 || 23min09s | 36.2 | 2.2

TABLE 5.3 — Résultats de performance pour le code vlaso en CPU, nbstep=1000, LAG 17,
cas test Landau (haut) : temps total, MA and GFlops. Résultats de performance pour le
code CPU Selalib, nbstep=1000, LAG 17, cas test des ondes KEEN sans modification ¢ f
(bas) : temps total, MA and GFlops.
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Chapitre 6

Schéma SLDG sur maillage non
uniforme

Ce chapitre présente la résolution numérique de ’équation de Vlasov-Poisson 1D x 1D
en utilisant un schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien (SLDG). Un tel schéma a déja
été développé dans [27] et plus récemment dans [25 28 B0, [74] pour des applications a
Vlasov-Maxwell /Poisson.

Un point clé dans de telles applications est d’utiliser un splitting directionnel qui conduit
a une succession de problemes d’advection constante et le schéma a 1’avantage de ne pas
étre restreint a une condition CFL. Dans le cas de I’équation d’advection linéaire a vitesse
constante sur un maillage uniforme, le schéma SLDG a une propriété de superconvergence.
Un avantage de cette méthode est qu’elle permet aussi de considérer le cas de 'advection
constante sur un maillage 1D déstructuré. Nous étudierons le cas d'un maillage non uniforme
en vitesse. Nous comparerons ces résultats avec la simulation des ondes KEEN (Kinetic
Electrostatic Electron Nonlinear waves), que nous avons introduit dans le chapitre précédent,
pour lesquelles nous avons déja des résultats numériques sur GPU dans le cas d’'un maillage
uniforme et dont les méthodes ont été adaptées a un maillage non uniforme dans [71]. En
effet, le cas d’'un maillage uniforme en vitesse ne semble pas étre le meilleur choix pour
la simulation des ondes KEEN puisque la région de 1’espace des phases qui est hautement
perturbée est tres restreinte en vitesse.

6.1 Cas test des ondes KEEN

Nous résolvons 'équation de Vlasov-Poisson dans le cas test des ondes KEEN :
Of + 00, f + (E — Eapp)0uf =0, 0, E = /fdv— 1, (6.1.1)
R

ot le champ électrique de guidage appliqué E,,,(t, z) est de la forme
Eopp(t, ) = Enaxka(t) sin(kx — wt),

ol
aft) = 0.5(tanh(%) - tanh(%)) —€
1—e ’
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e=0.5 (tanh (to _ tL) — tanh (to _ tR))
twL twR

est 'amplitude, to = 0, t;, = 69, tg = 307, t,r = tur = 20, k = 0.26, w = 0.37 et
FE... = 0.2. La condition initiale vaut

1 v?
T,v) = exp|——=1, (x,v)€|0,2n/k] x |—6,6].
) = zexp (<5 ) (a0) € 0,20k x [-6.0
La simulation numérique des ondes KEEN est un challenge puisque ce cas test développe de
fines structures en temps long, nécessitant un maillage fin de I’espace des phases ainsi qu'un
faible pas de temps.

6.2 Implémentation sur maillage uniforme

Une méthode semi-Lagrangienne classique permettant de résoudre 1’équation de Vlasov
(6.1.1)) est le splitting directionnel. Les techniques de splitting (splitting de Strang ou split-
tings d’ordre plus élevé) conduisent a

Of +0v0.f =0, O f + (E - Eapp)avf =0,

i.e. une succession de N € {N,, N,} équations d’advection 1D a vitesse constante puisque
le champ électrique F ainsi que le champ électrique de guidage appliqué E,,, ne dépendent
pas de la vitesse.

Considérons une subdivision du domaine () par un maillage uniforme de N cellules
C; = [xi, x41] avec i = 0, ..., N — 1. Soit Az le pas d’espace, At le pas de temps et t" = nAt.
Au niveau continu, la solution d'une équation d’advection constante

Of+ad.f=0, f=ft ), xreQ, t>0 (6.2.1)

vérifie f(t" z;) = f(t", z; — alAt). Nous avons déja détaillé, dans ce manuscrit, plusieurs
méthodes de résolution de cette équation sur maillage uniforme que nous résumons dans les
deux parties suivantes.

6.2.1 Schémas de Lagrange et splines cubiques

Nous rappelons la méthode utilisée dans le chapitre précédent et pour laquelle une
accélération en GPU a été mise en oeuvre en CUDA. Afin de mettre a jour f™ ~ f(t, 41, 7;),
nous utilisons le fait que

firt = f(E @) = f(£", 2 — aAt)

ou le terme f(t",z; — aAt) est calculé par interpolation au temps t". Les conditions aux
bords périodiques nous permettent d’écrire f**1 = Af™ oti A est une matrice circulante de
taille N x N :

Qo a ... anN-—-1
anN—1 Qo ap anN—_2
A= . . . .
ay e ... AN Qo
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Les matrices circulantes étant diagonalisables dans la base de Fourier, I'utilisation de la FFT
permet, dans ce cas, un produit matrice/vecteur efficace. De plus, nous utilisons la méme
forme pour les différentes interpolations :

— LAG(2d+1) : Lagrange symétrique d’ordre p = 2d + 1

— SPL(p) : B-splines d’ordre p

— SPL3 correspond aux splines cubiques classiques.

La complexité de calcul est alors largement indépendante de p.

6.2.2 Schéma SLDG

Nous rappelons le principe du schéma SLDG sur maillage uniforme décrit dans le chapitre
3 afin de résoudre ’équation d’advection linéaire . Soit d € N. Sur chaque cellule C; =
[z;, x;11], nous plagons d + 1 points de Gauss {acw}(w )€{0,...N—1}x{0,...,d} €t nous considérons
¢ij le polynéme de Lagrange aux points de Gauss x;; restreint a la cellule 7. En écrivant

f™ = f(t",-) sous la forme
Z ZJQD’LJ

les degrés de liberté f]2 ~ f(t",x;;) sont donnés par

N / (@) oy () de

En utilisant I’équation d’advection pour mettre a jour les degrés de liberté, nous obtenons
le schéma :

wiAz f]; frtt = /f” x — alAt)p;i(z)dx.

Nous définissons i* et a tel que z; — aAt = x;+ + aAx. Nous pouvons alors obtenir une
formulation explicite du schéma :

Zf /waJrS)%( )ds

+Zf*+1z/w o+ s — 1)is(s)ds

ou ¢y est le polynome de Lagrange au point de Gauss z, sur Uintervalle [0, 1] et restreint
a lintervalle [0, 1]. Ce schéma a la propriété d’étre superconvergent en temps long (voir
chapitre 3).

6.3 Schéma SLDG sur maillage non uniforme

Le schéma SLDG peut étre adapté sur un maillage non uniforme. Les termes des matrices
de masse [, oi(a+s)p;(s)ds et [ po(a+s—1)¢p;(s)ds dans le cas uniforme ne sont plus des
polynomes en « dans le cas d'un maillage non uniforme. Nous les évaluerons avec la formule
de quadrature de Gauss.
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Nous considérons toujours I’équation d’advection linéaire a vitesse constante (6.2.1)) ou
le maillage est supposé maintenant non uniforme avec des pas d’espace valant :

Al’i+1/2 = Tijp1 — Ty, 1= 0, ,N — 1.

Le pas de temps At et les pas d’espace Az;;i/5 sont supposés constants en temps. Des
conditions périodiques sont utilisées. Nous suivons la description du schéma SLDG donnée
dans [25] en 'adaptant au cas non uniforme.

Notons f™(z) = f(t",x). En suivant les caractéristiques, nous avons pour toute fonc-
tion ¢ :
Ti41 Ti41
/ F ) o(n)dr = / £z — alt)p(x)de (6.3.1)
Z ;Z’+17aAt
- / (@) + alt)da (6.3.2)
z;—alt
Soit d € N. Sur chaque cellule C; = [z;, z;11], nous placons d + 1 points de Gauss notés

par {Zi; } (i )eqo,....N—1}x{0,....d}- De plus, nous notons par {z;};cqo,..q} les points de Gauss sur
Iintervalle [0,1] et {w;};eqo,...ay leurs poids correspondants. Nous considérons les polynomes
de Lagrange aux points z; restreint a U'intervalle [0, 1] :

pi(r) = H ::Z pour z € [0, 1], ¢;(z) =0 sinon
-~

et le polyndome correspondant sur la cellule C; :

r — T
wij(T) = @; M)

Nous décomposons f™ sous la forme
E : 5P (T

En injectant cette décomposition dans ([6.3.2]), le membre de gauche devient :

N-1 d

/:i+1 (@) (x)de = /wl+1 SNt () (x)de

i i'=0 j'=0

Ti+1 1
= [ e

k3

1
Y / 2 (yAzisrjo + 22)dy
0
d

= f”HAxl Z Wj/()p?7j(2j/A$i+1/2 + ;)
7'=0

= [P A w,
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Nous notons par ¢* U'entier tel que x; — aAt € [z, x+11[ et par oy € [0, 1] le réel défini par :

OéiAl’i*+1/2 = (.CCZ — a,At) — Tj*.

Ces notations sont illustrées dans la figure

X; Tit1
| | tn—l—l

&i+1A$(i+1)*+1/2

O{iAxi*+1/2

Tjx
L(it1)*

FIGURE 6.1 — Notations i* et «;

Grace a ces notations, nous pouvons évaluer le membre de droite de la relation (6.3.2]) :

Ti41 alAt Tit1l alt N—-1 d
/ FM@) g i (x + alAt)de = / SN frpn (@) (@ + alt)dz

i—alAt xi—alAt /=0 j'=0

Tip1)rH i1 Az 41y y1y2 V1 d
— / E E fir 0w ()i (v + aAt)dx
T +0¢iAiﬂi*+1/2 /=0 J, 0

Tix 41
:/ Zfl* i i (1) i (2 + alAt)dx

*-l—Oé»LACC *+1/2 10
H—l

$k+1
+ Z / f,gj,gok,j,(x)gpi,j@+aAt)dg;
k=i*+1 Y %k
d

fg+1)*,j’90(i+1)*,j’(w)%‘,j (x + aAt)dx

T(i41)* T+ 1AT (i 1)* 4172
+ /

L(i+1)* §'=0
Comme dans le cas uniforme, nous cherchons une formulation pour les 3 termes de la derniere
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expression :

Tix 41
/ Zfz 3 Pix g )i j(r + aAt)dz

xa; Ay *41/2

(i+1)*—1 $k+1
Z / ka/SOk,] ( )902](1' + CLAt)d
k=i*+1 * Tk

T(i41)* +o¢i+1Ax(i+1)*+1/2
/ Z fg+1)*,j’90(i+l)*,j’ (JU)%‘,J’ (x 4+ aAt)dx
—0

ac(i+1>*
sous la forme d’une matrice de masse faisant intervenir les intégrales de la forme
1
/ i (Au)p; (Bu+ C) du
0

ou A, B et (' sont a déterminer.

Ftude du terme (6.3.3)

T—T;*

Azix i1/’

En faisant le changement de variable s = nous obtenons

Tix 41
/ Z fix yrpin ()i (x + alt)dx

ixtai Az, *41/2 5
Az y1/2
ortote (15— ) 52 ) s

n
:Ami*+1/2 E fi*,j//
3'=0

g

1

s—ay

T—ot, conduit a
’L

Alors, le changement de variable u =

d 1
AI‘Z'* Z f,ZZJ/ / ()0
=0

a;

A90i+1/2

d 1
Axi*
= (1= i)Azie 172 ) :f{lvj,/ pir(u(l — o) + o) p; (U(l - ai)—+l/2) du
0

=0 Aﬂfiﬂ/z

d 1
= (1 — ;) Azjiapo Z fiv g / wj (AWu + D(l))%’ (B(l)u) du.
0

§'=0

avec AN = (1 —qy), BY = (1 - &i)AAx;_*—:ll//; et DO = o,

FEtude du terme ((0.5.4))
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=%k pous obtenons

En faisant le changement de variable s =

AIlc+1/2’
(i41)* Tpp1
Z / Z fijrorg ()i 5 (x + alt)dw
k=i*41 YTk
H—l
Azpyro Tk — (Tpr + AT 41 2)
ALEk 1/2 f / (8 + ds
k;l i Z B’ J Aﬂl?z'+1/2 A$z‘+1/2
(i+1)*—1
Z Af‘fkﬂ/?kag / i (APu)p; (BPu + C?) du.
k=i*+1 0

avec A® — 1 B — Azpyy)2 ot 0(2) _ Tk (z% +a; Az, *H/Q)
! Aziiq)2 Aziqq)0

Etude du terme (6.3.3)

TTEG+1*

Ariaeiy, BOUS obtenons

En faisant le changement de variable s =

w(i+1)* +ai+1AI(i+1>*+1/2
/ Z Flivnyr PG~ (2)p;;(x + aAt)dx

x<i+1>*

: ot AZ (1) Ty — (Tix + AT 2)
= Ax (1> flivqys .,/ ()0 <s (i+1)*+1/2 + (i+1) i iRTi*+1/2 )ds.
(i+1) +1/2j/z::0 (i+1)*j o pj(8)p; Atii1/2 Atiia

Alors, le changement de variable u = a%l, conduit a

d Qjt1 Azr . _ . AN
n (41 Taryr—1/2 — (Tpo1y2 + AT )
Az (is1ys1/2 ;)f(i+1)*7j’/0 @y (8)p; ( Az, + Az ds
] =

d 1
= Oéi+1ALU(i+1)*+1/2 Z fg+1)*,j/ /0 QOj/(U,OéH_l) X

§'=0

AZL‘ i * i * — i* ZA i*
(i+1)*+1/2 n T(i+1) (ir + ;A +1/2)) du
A96i+1/2 A96‘z‘+1/2

P (UOéiH

d 1
= i1 ALz ) figyey i (APu)p; (3(3)u + C’(?’)) du
0

§'=0

Ax (i 1)* Tiir1yx —(Tix Fai Axx
) (04172 ¢ (1(3) — Tty ( +1/2)

3) _ 3) _
avec A®) = a1, B® =
o+l Aziy1/2 Aziy1/2

Finalement, nous obtenons une formulation explicite pour le schéma SLDG dans le
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cas non uniforme :

1 A i*
fii" = —<<1— Arans g / e (AVu+ DW)ig; (BWu) du
0

W; Aw
i i+1/2 =0

(i+1)*

LA 1
" Z STk+1/2 Z o / 01 (APu)p; (3(2)u + 0(2)) du

k—=i* Aitryz =0

A (ip1y41/2 /
+ o E:fl . ABu)p; (B®u+ C®) du ).
AT AxH—l/Q §'=0 (o j ( )80] ( )

Afin de calculer les intégrales intervenant dans les matrices de masse, nous utilisons la formule
de quadrature de Gauss. Plus précisément, nous avons pour tout j, 5’ :

1 d
0 k=0

6.4 Reésultats numériques

Dans le cas des ondes KEEN, une haute résolution de ’espace des phases est nécessaire
pour les vitesses autour de w/k. Nous avons choisi un maillage non uniforme simple constitué
d’un maillage uniforme grossier et d’une zone uniforme raffinée tel que décrit sur la Figure
[6.2] Les tailles des cellules sur les grilles grossiere et fine valent

Umax — Umin Umax — Umin

Avcoarse - AUﬁne =

)
Ncoarse Nﬁne

ol Ngpe est un multiple de Negase. La zone raffinée est choisie avec 0 < 77 < i9 < Neoarse €6
le nombre total de cellules vaut

. . Nﬁne . .
N:ZI“"Nf"i_Ncoarse_ZQ» Nf:N (22_21)-
coarse
1 Nf Ncoarse - Z‘2
Vo = Umin Viy Vi1 +Ny UN = Umax

FIGURE 6.2 — Maillage simple non uniforme

Les figures|6.3| présentent la variation de la fonction de distribution f(1000, z,v)— fo(z, v)
au temps T' = 1000. Le maillage utilisé en espace est uniforme et le schéma d’advection utilisé
est le schéma de Lagrange 17 pour les deux figures. Nous avons utilisé un maillage raffiné
en vitesse puisque les ondes KEEN sont localisées autour de la vitesse du drive. Pour la
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figure du haut, le schéma SLDG non uniforme est utilisé en vitesse alors que les splines
cubiques non uniformes sont utilisées pour la figure du bas. Les résultats sont tres proches et
'on n’observe pas de décalage malgré le temps élevé (T' = 1000). Les figures présentent
les valeurs absolues des 3 premiers modes de Fourier de p en fonction du temps. Comme
précédemment, le maillage utilisé en espace est uniforme et le schéma d’advection utilisé est
Lagrange 17 pour les deux figures; en vitesse, pour la figure du haut, le schéma SLDG non
uniforme est utilisé alors que les splines cubiques non uniformes sont utilisées pour la figure
du bas. On observe une bonne adéquation des modes de Fourrier par rapport a la solution
convergée (LAG17 uniforme en espace et en vitesse, N, = N, = 2048, sur GPU). A partir
du temps T = 400, des différences commencent a apparaitre et sont plus marquées a partir
du temps 1" = 500. De nouveau, les deux schémas non uniformes donnent des résultats tres
proches.

6.5 Conclusion

Le schéma SLDG non uniforme, qui est d’ordre élevé, donne des résultats similaires par
rapport a l'implémentation par splines cubiques non uniformes préexistante, ce qui valide
cette méthode. Ce schéma admet une propriété de superconvergence en temps long pour
I’équation d’advection linéaire a vitesse constante. Le solveur de Vlasov-Poisson 1D x 1D
non uniforme permet de réduire le nombre de points; ceci est encourageant pour les futures
simulations 2D x 2D. Un travail permettant ’accélération du code non uniforme SLDG est
envisagé avec a terme une intégration dans la librairie SELALIB.
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DB: GD2_10000.vtk
Cycle: 100

.Gum
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user: steiner
Tue Nov 19 16:30:56 2013

DB: splines_10000.vtk
Cycle: 100

Pseudocolor
var:

.01112

— 005926

0.8
0.007322

04461

Mo 01112
Min: -0.09655

“
e
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-
1
B

0.6

user: steiner
Tue Nov 19 16:26:32 2013

FIGURE 6.3 — f(1000, z,v) — fo(z,v), At = 0.1. Solution sur un maillage uniforme en espace
(LAG17, N, = 256) et un maillage uniforme raffiné en vitesse avec (en haut) le schéma
SLDG non uniforme, d = 2 et N, = 374 (Neoarse = 64, Nane = 2048, i3 = 34, iy = 44) (en
bas) splines cubiques non uniformes et N, = 374 X 3 (Neoarse = 64 X 3, Nppe = 2048 x 3,

iy =34 X3, iy =44 x 3)
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FIGURE 6.4 — Valeurs absolues des 3 premiers modes de Fourier de p par rapport au temps.
Solution de référence avec LAG17 N, = N, = 2048 sur GPU en double précision (rouge,
vert et bleu) comparé a la solution sur un maillage uniforme en espace (LAG17, N, = 256)
et un maillage uniforme raffiné en vitesse. avec (en haut) schéma SLDG non uniforme, d = 2
et N, = 374 (Neoarse = 64, Nne = 2048, i3 = 34, iy = 44) (en bas) splines cubiques non
uniformes et N, = 374 X 3 (Neoarse = 64 X 3, Nfne = 2048 X 3, 47 = 34 X 3, iy = 44 X 3)
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Troisieme partie

Modele gyrocinétique
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L’effort de calcul pour résoudre numériquement le systeme de Vlasov-Maxwell en 6 di-
mensions décrivant la turbulence dans les plasmas de tokamak reste encore hors de portée
pour les supercalculateurs actuels. Toutes les simulations numériques effectuées jusqu’a
présent dans ce domaine prennent en considération le modele gyrocinétique pour réduire
ce probleme d’une dimension. Cette considération prend en compte le fait que (i) les fluctua-
tions électromagnétiques se produisent sur des échelles de temps beaucoup plus longues que
la période de giration des particules chargées (w/€. < 1 avec w la fréquence de fluctuation
et Q. la fréquence cyclotronique), et (ii) la longueur d’onde de ces fluctuations est beaucoup
plus petite que la grandeur caractéristique des gradients du champ magnétique, de la densité
et de la température. Voir [89] pour un examen détaillé dans le cadre gyrocinétique et les
simulations du transport turbulent dans les plasmas de fusion. Le modele gyrocinétique peut
étre dérivé (voir [96]) en moyennant sur la giration rapide des particules chargées autour des
lignes de champ magnétique. La configuration magnétique toroidale considérée ici est sim-
plifiée. En effet, les surfaces de flux magnétique sont supposées étre des tores concentriques
avec des sections transversales circulaires. Le nouveau jeu de coordonnées 5D correspond a :
(1) les coordonnées de 'espace toroidal 3D (r, 6, ) (avec r la direction radiale, 6 et ¢ 1'angle
poloidal (resp. toroidal)), et (ii) 2D dans I'espace des vitesses avec v la vitesse parallele aux
lignes de champ magnétique et p = mv? /(2B) le moment magnétique olt v, représente la
vitesse dans le plan orthogonal au champ magnétique. Il est important de noter que dans
ce contexte p est un invariant adiabatique, de sorte qu’il joue le role d’'un parametre dans
I’équation de Vlasov 5D gyrocinétique.

Dans la suite, le probleme 4D correspond au cas ou l'on considére une valeur unique
de p, i.e. le méme rayon de Larmor est considéré pour toutes les particules (u = 0 dans le
chapitre , 1 fixé quelconque dans la section du chapitre . Dans le probleme 5D que
nous considérons dans la section du chapitre [§ et dans le chapitre [9] plusieurs valeurs
de p sont considérées pour tenir compte de la dépendance du rayon de Larmor par rapport
a (I

L’évolution en temps de la fonction de distribution f du centre guide est donnée par
I'équation gyrocinétique conservative (voir aussi Eqs (17)-(20) dans [89]) :

LOf Ldxg 0 Lvgp L\
Bi5, +V (B” - f) + o <B” “r) =0 (6.5.1)

oll Xg et vg| sont respectivement les coordonnées d’espace et la vitesse parallele des centres
guides. Dans la limite électrostatique, pour une particule de masse m et de charge ¢ les
équations du mouvement des centres guides sont données par

dx
_dtG = vgb" +vVexp+Vp (6.5.2)
dv . .= VB

ou V‘*‘ = b* -V, tandis que b* et B|’|‘ sont définis par :

B vaH

b* = B 6.5.4
B qBﬁ‘Bv % (6:54)

_ mvg

B = B+ B”b-(v x B). (6.5.5)
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Le drift "E x B est égal a vipxp = (1/B])b x V& tandis que la courbure du drift est définie

2
par vp = (%) b x %.

La fonction en cinq dimensions ainsi obtenue doit étre auto-cohérente couplée avec les
équations de Maxwell. Dans la suite, nous considérons l’approximation électrostatique, ou
les équations de Maxwell sont réduites a une équation de quasi-neutralité qui est 1’équivalent
asymptotique de I’équation de Poisson. Etant donné que I’équation de Poisson est définie
sur les coordonnées des particules, la résolution du systeme de Vlasov-Poisson gyrocinétique
nécessite un opérateur qui transforme l’espace de phase gyrocentré dans l'espace des
phases des particules. Cet opérateur est I'opérateur de gyromoyenne (noté J,z;) que nous
détaillerons dans le chapitre [§l Nous référons & une abondante littérature concernant ce
sujet (voir [85, 102, 105] ainsi les références contenues dans ces articles). Le potentiel
électrostatique gyromoyenné J 5;® est la solution de I'équation de quasi-neutralité¢ 3D
auto-consistante couplée :

| 1 Tir)(q’ — (@) = ﬁmx@ < / f- feqdv> , (65.6)

L
J\Q/ﬁ(q))(x)e_“mdu, (®)(r,0) = %/ O(r,0,2)dz
R+ 0

P(x) = %

ou T;,T,,ng sont des profils de température et de densité qui seront définis plus tard. Nous
utiliserons également une seconde version de l’équation de quasi-neutralité

r no(r)

@) = g ([ - ). (657

Les liens entre ces deux équations seront effectués dans le chapitre [9]

Le modele SLAB 4D est un modele simplifié du systeme d’équations —. Un
plasma périodique cylindrique de rayon a et de longueur 27 R (avec R le grand rayon)
est considéré comme cas limite d’un tore étiré. Le plasma est confiné par un fort champ
magnétique uniforme B = Be, ou e, représente le vecteur unitaire dans la direction toroidale
z. Avec ces hypotheses, les drifts de vitesse sont réduits au drift E x B. Ce cas SLAB 4D est
équivalent a celui traité dans [81] ou [80]. L’équation satisfaite par la fonction de distribution
des ions f(t,r,0, z,v) suivant le mouvement du centre guide vaut :

Op T joz® 0T o ®
ouf - (M) g (PP Y a0
00, f — (0. 2z ®) 0, f = 0. (6.5.8)
pour (r,0,2,v) € [Fmin, "max] X [0, 27] X [0, L] X [=Vmax, Umax)- Le modele Drift-Kinetic SLAB

4D est une simplification de ce modele en imposant la condition p = 0. Il décrit alors la
dynamique des plasmas sans effet du rayon de Larmor sur les électrons (voir [80] et [81]).
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Apres avoir décrit les 3 opérateurs (équation de Vlasov, équation de quasi-neutralité et
opérateur de gyromoyenne), 'objectif de cette partie est de proposer et de comparer des
méthodes numériques pour ces opérateurs pour au moins le modele SLAB 4D.
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Chapitre 7

Interpolation de type Hermite

Dans ce chapitre, nous présentons un opérateur d’interpolation de type Hermite en
géométrie polaire. La méthode semi-Lagrangienne BSL [6] permettant de résoudre 1'équation
d’advection 2D consiste en une interpolation de la fonction advectée au pied des ca-
ractéristiques. Nous comparerons l'interpolation d’Hermite a l'interpolation plus classique
par splines cubiques pour la méthode BSL dans le cadre de la résolution numérique du
modele Drift-Kinetic 4D en géométrie SLAB.

7.1 Opérateur d’interpolation d’Hermite

7.1.1 Introduction

Nous présentons, dans cette section, 'opérateur d’interpolation d’Hermite. Cette méthode
d’interpolation consiste a reconstruire une fonction polynomiale de degré 3 sur une cellule
de telle sorte a ce que cette fonction polynomiale (resp. sa dérivée) coincide avec les valeurs
de la fonction a interpoler (resp. sa dérivée) aux bords de la cellule. Pour cela, les valeurs
des dérivées sont reconstruites a partir des valeurs nodales de la fonction a interpoler par
différences finies d’ordre d quelconque. La méthode d’interpolation d’Hermite reste d’ordre 3
ce qui en permet une utilisation souple. Malgré cette complexité peu importante, il est pos-
sible d’améliorer les performances de I'interpolation par I’augmentation de l'ordre arbitraire
de reconstruction des dérivées. De plus, I'interpolation d’Hermite est locale ; elle ne nécessite
que quelques points (selon le degré de reconstruction des dérivées) autour de la position
cible de I'interpolation contrairement a I’approche par splines cubiques par exemple, mais en
nécessitant tout de méme plus de points que les splines locales [82]. Une reconstruction par
interpolation d’Hermite a déja été étudiée dans la section du chapitre 2 (schémas LAG
3, PPM 0, PPM 1 et PPM 2) afin de reconstruire la primitive de la solution de I’équation
d’advection sur chaque cellule.

7.1.2 Cas d’un maillage unidimentionnel

Nous détaillons ici 'opérateur d’interpolation d’Hermite dans le cas unidimentionnel
avant d’aborder le cas polaire dans la prochaine partie. Ainsi, considérons le domaine 2 =
[a,b] C R divisé en N cellules :

Ci: [JZZ‘,ZEZ‘+1]7 ZZO,,N—l
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Nous supposons ici que le maillage est uniforme : le pas d’espace Az satisfait

b—a
N b

AQ]:IH_l—IZ‘: ’L:O,,N—]_

Soit a € [0, 1[. La reconstruction de f par interpolation d’Hermite sur la cellule C; s’écrit :

flzi+alAr) ~ (2a+1)(1—a)*f(x;)+ (3 —2a)f(ri1)
+a(l—a)’ f(z7) + a(a = 1) f'(z5,4)-

Les dérivées a droite et a gauche aux interfaces des cellules sont reconstruites par différences
finies d’ordre quelconque d :

(@] )ico.n = U, (f(2i)izo.N), (@ )izo.n = U7 (f(2i)i=0.N)

ol les opérateurs W3 : RN*1 — RN*! valent :

- +
s Sd
(Vg (X)) = Z Wi g Xith (Ui (X)): = Z WeaXith
k=r, k:'r;
avec
Si Si
d d
wia= ] <—j>/ IT -4
j=ry, j#k,0 j=ry, j#k
pour k # 0 et
+
Sd
Wo’d = - Z Wk.d
k=rE, k#0

Pour une reconstruction d’ordre pair d = 2p, le stencil vaut :
Ty = —Dp, 5, =D, ri=-p+1, st =p+1
et pour une reconstruction d’ordre impair d = 2p + 1, nous avons :
r; =71y =—p, s;=sr=p+1.

Remarque 7.1.1.
(1) Pour d = 3, l'interpolation d’Hermite coincide avec celle de Lagrange d’ordre 3.

(2) Nous observons que dans le cas de l'ordre impair, la reconstruction est décentrée et la
fonction dérivée ainsi reconstruite sera de classe C°.

7.1.3 Cas d’un maillage polaire

Considérons a présent un maillage polaire uniforme sur le domaine [rpin, Tmax] X [0, 27]
comprenant N, X Ny cellules :

Ci‘ = [riari-i-l] X [eja0j+1]7 1= ONr — 1, j = ONQ —1
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ou

i = T i i=0,...,N,,
N,
2T
0, = j—, =0, ..., Ny.
J jNg J 0

L’interpolation d’Hermite sur maillage polaire est alors une succession d’interpolations d’Her-
mite unidimensionnelles. Plus précisément, pour évaluer f(7,0) ot (7,0) € Ci;, nous suivons
I’algorithme suivant :
— Sur [6;,6;41], interpolation de la fonction f(r;,.) pour évaluer f(ry,6).
— Sur [6;,6;.1], interpolation de la fonction f(r;41,.) pour évaluer f(ri1,6).
— Sur [0;,6,,4], interpolation de la fonction 9, f(r;",.) pour évaluer 9, f(r;, 0).
— Sur [0}, 0;44], interpolation de la fonction 0, f(r;,,.) pour évaluer 0, f(r;, 0).
— Sur [r;,7i41], interpolation de la fonction f(., 0) en utilisant les 4 évaluations
précédentes pour calculer f(7, é)

Afin de réaliser ces interpolations 1D, nous construisons, dans un premier temps, les dérivées
partielles aux interfaces des cellules :

Orf(ri,0))i=0,. N = O (f(ri;0;)i=0..5,)  Vi=0,.,Ng
Onf(ry,05))i=0,...n, = Vi (f(ri,05)i=0..n5,)  Yi=0,.,Ng
(aGf(ria 9;))]:0 ----- Ny =~ W;(f(r“ 0]‘)]‘:0 JVa) Vi=0,.,N,
(Opf(ri,0]))j=0,.8y = Wi (f(ri,0;)j=0...n,)  Vi=0,..,N;
puis les dérivées secondes :
(8r,9f(7’l-+> 9;7))@':0 ..... N, ~ \I’Z{(aaf(ri, 9?)1:0,..,NT) Vji=0,.,Np
Orof(ri,07))izo..n, = W (00f(ri, 0] )izo,.x.)  Vi=0,.,Np
(Orof(ri 07 ))i=0,...n, = Y (0pf(ri,0; )izo..n,)  ¥j=0,..,Np
(Orof(ri,0;))iz0,...n, = Vi (Opf(ri,0; )izo,..N,)  Vi=0,., N

Nous noterons PPM(p) 'opérateur d’interpolation d’Hermite polaire pour une reconstruction
des dérivées de degré pair : d = 2p et LAGH(d) dans le cas d’une reconstruction de degré
impair : d = 2p + 1. Cet opérateur sera utilisé dans la section suivante ainsi que pour le
calcul de 'opérateur de gyromoyenne (chapitre 8).

7.2 Modeéle Drift-Kinetic SLAB 4D et méthode de
splitting

Le modele Drift-Kinetic SLAB 4D décrit la dynamique des plasmas sans effet du rayon
de Larmor. L’équation satisfaite par la fonction de distribution f(¢,7, 0, z,v) suivant le mou-
vement du centre guide vaut :

W b+ 8;¢agf LD, f — 0,88, f = 0 (7.2.1)

O f -
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pour (r,0,2,v) € [Fmin, "max] X [0,27] X [0, L] X [—Umax, Umax)- Lie potentiel auto-consistant
O = &(r, 6, z) résout I'équation de quasi-neutralité

- <83<1> + G + anz(()g)) 0,8 + %aﬁ) + Tjr) (@ — A(®)) = nol(r)
1

(@)(r,0) = z/o O(r,0,2)dz

ot A vaut 1 ou 0 suivant que 'on considere le terme (®) ou non (avec/sans zonal flow). Afin
de traiter le cas 4D, une méthode classique consiste a effectuer un splitting directionnel
(voir [80], [86]) :

/fdv —1,(7.2.2)
R

— Résolution de I'équation 1D d’advection O,f + v0,f = 0 sur At/2 par une méthode
semi-Lagrangienne avec interpolation par splines cubiques.

— Résolution de I’équation 1D d’advection 0, f — 9,90, f = 0 sur At/2 par une méthode
semi-Lagrangienne avec interpolation par splines cubiques.

— Résolution de 1’équation de quasi-neutralité par FFT en 0,z et différences finies
d’ordre 2 en 7.

— Calcul des dérivées (0,9, 0P, 0,P) par splines cubiques en 7,0 et différences finies
d’ordre 2 en z.

— Résolution de I’advection 2D en (r,0).

— Résolution de I'équation 1D d’advection 0y f — 0,90, f = 0 sur At/2 par une méthode
semi-Lagrangienne avec interpolation par splines cubiques.

— Résolution de I'équation 1D d’advection 0,f + v0,f = 0 sur At/2 par une méthode
semi-Lagrangienne avec interpolation par splines cubiques.

Ce splitting est d’ordre 2 en temps (voir [80] pour une preuve formelle). Pour I’étape d’ad-
vection 2D, nous utilisons la méthode semi-Lagrangienne classique BSL [6] qui consiste a
calculer le pied des caractéristiques et interpoler la fonction de distribution en ces points.
Pour cette derniere étape d’interpolation, nous utilisons soit les splines cubiques, soit 'in-
terpolateur d’Hermite (PPM et LAGH). Une méthode alternative pour 1’étape d’advection
2D est proposée dans [77], permettant une meilleure conservation de la masse et de 1’énergie
totale. Voir également [78] [79] pour une autre reconstruction 2D appliquée au centre-guide
et au modele Drift-Kinetic.

7.3 Résultats numériques

Nous résolvons le systeme d’équations ((7.2.1))-([7.2.2)) par la méthode de splitting décrite
ci-dessus en utilisant la plate-forme SELALIB [67]. La fonction de distribution initiale est
donnée par

ft=0,7.0,2,v) = fe,(r,v) [1 + cexp (—%) cos (%Tnz + mg)} ,

ou la fonction d’équilibre vaut :

2

no(r) exp (—ﬁ)

feq(ra U) = (27TTZ'<7"))1/Z
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Les profils {7}, T,,no} ont pour expression analytique :

r—Tp

P(T’) = C,P exp (—HP(ST']D tanh < )) s P e {ﬂ»TeanO}a

(57“77

avec les constantes

CTl. _ CTe _ 17 Cno _ Tmax — "min )
[ exp (—ﬁnoérno tanh <%73>> dr
min TLO
Les parametres sont ceux du cas MEDIUM de [86]
Tmin = 0.1, Tmax = 14.5,
King = 0.055, Ky, = fi, = 0.27586,

orp,
Orr = 0rg, = 2™ =145, e=10"% n=1, m =5,
Ymin + T 46r
L = 1506.759067, 1, — ~oin T Tmax =g Z0Tno
’ Tp 2 ad 57’T.

(3

Nous nous intéressons a I’évolution en temps de la masse totale :

Tmax 27 L
./\/l(t)—/ /0 /0 /Rf(t,r,e,z,v)rdvdszdr,

min

de I’énergie totale :

Tmax 27 L 1)2
Et) = / / / /—f(t,r,&,z,v)rdvdzd@dr
rmin J0 Jo Jr 2

Tmax 2w L
+/ / / / f(t7T7072,U)q)(t,T,0, Z)TdUdZdeT7
Tmin 0 0 R

et pour p = 1,2, de la norme L? :

Tmax 27 L
17112 () = / / / / (0. 2. 0)Prdudzdddr

Des coupes poloidales de la fonction de distribution sont présentées (Fig. et
pour différentes méthodes d’interpolation dans ’étape d’advection 2D. Il apparait que les
méthodes par splines cubiques ou PPM développent des oscillations numériques lorsque le
pas de temps diminue (Fig. , ce qui n’est pas le cas pour les interpolations LAGH (Fig.
qui sont plus diffusives. Par ailleurs, lorsque 'on augmente le degré de reconstruction
des dérivées dans le cas LAGH, on voit l'apparition de structures plus fines (Fig. . La
Figure présente I’évolution en temps de quantités conservées au niveau continu (normes
L' et L?, masse et énergie totale). Il apparait que les méthodes PPM conservent le mieux
ces quantités, suivi des splines cubiques et enfin des méthodes LAGH. Lorsque le pas de
temps diminue, la norme L? est mieux conservée dans le cas des splines cubiques (Fig. [7.4)),
ce qui est en accord avec le fait que cette méthode diffuse peu et crée des oscillations. Ce
phénomene est moins marqué pour I'interpolation LAG3. Concernant les temps de calcul
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(Table , la méthode avec interpolation par splines cubiques est plus rapide que celle
avec interpolation d’Hermite. Pour Hermite, ’augmentation du degré de la reconstruction
des dérivées augmente légerement le temps de calcul.

Ces résultats sont a relier avec les Figures et du chapitre 4. Sur ces figures, nous
observons également que les oscillations de la reconstruction centrée sont accentuées lorsque
I’'on diminue le pas de temps, contrairement aux reconstructions décentrées. Cette similarité
pourrait s’expliquer par la présence d’un mouvement d’advection circulaire a coefficient
constant dans le cas du modele Drift-Kinetic.

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un opérateur d’interpolation de type Hermite
que nous avons utilisé pour la méthode BSL dans le cadre de la résolution numérique du
modele Drift-Kinetic 4D en géométrie SLAB. Il apparait que I'influence de cet opérateur est
radicalement différente suivant que la reconstruction des dérivées soit centrée ou décentrée.
Dans le cas d'une reconstruction centrée (PPM), le comportement est assez proche de celui
observé avec 'interpolation par splines cubiques, caractérisé par une bonne conservation des
quantités physiques et par 'apparition d’oscillations numériques lorsque le pas de temps
décroit. En considérant une reconstruction décentrée (LAGH) le schéma est plus diffusif et
crée moins d’oscillations numériques pour de petits pas de temps.
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At || LAG3 | PPM 1| LAGH 5 | PPM 2 | LAGH 9 | Splines cubiques
4 119 127 130 137 140 115
2 251 251 251 258 262 228

TABLE 7.1 — Temps (en min.) pour atteindre le temps final " = 5000, sur le calculateur
irma-hpc2 avec 16 processeurs, N, X Ng X N, x N, = 64 x 64 x 32 x 64, At =2 ou 4.

152



Chapitre 8

Gyromoyenne

Ce chapitre concerne le calcul numérique de 'opérateur de gyromoyenne pour un maillage
polaire qui est le cadre du code gyrocinétique GYSELA [80, 90]. Nous suivons un travail
antérieur en géométrie cartésienne [87]. Nous proposons une alternative a l’approximation
de Padé classique qui est utilisée dans GYSELA et qui est connue pour n’étre valable que
pour de faibles rayons de Larmor. La méthode est basée sur une intégration directe et une
interpolation. Proche de la méthode déja utilisée dans le code GENE (voir [92), 91]), elle est
appliquée a des simulations gyrocinétiques.

8.1 Définition de opérateur de gyromoyenne

Soit p le gyro-rayon qui est transverse a b = B/B (ou B est le champ magnétique) et
qui dépend de la gyrophase a € [0, 27], i.e

p = p(cos(a)e 1 + sin(a)e] o)

Ici e et e 5 sont les vecteurs unitaires d’une base cartésienne dans le plan perpendiculaire
a la direction du champ magnétique b. Soit x4 les coordonnées radiales du centre-guide et
x la position des particules dans ’espace réel. Ces deux quantités different par le rayon de
Larmor p, i.e x = x¢ + p.

Soit f : (r,0) € Rt x R — f(r,0) une fonction polaire et g : (z1,72) € R? — g(xy,23)
la fonction définie par g(r cos(f),rsin(f)) = f(r,8) pour tout (r,0). La fonction f (resp. g)
représente les quantités de champ définies en x en coordonnées polaires (resp. cartésiennes).
La gyromoyenne J,(f) de f dépendant des coordonnées spatiales est définie par

TA000) = 5= [ gl + pyda.

ou xi = r(cos(d),sin(f)). Ce processus de gyromoyenne consiste a calculer une moyenne sur
le cercle de Larmor. Elle tend a amortir toute fluctuation qui se développe a une échelle
inférieure au rayon de Larmor.

~

En introduisant f(k) la transformée de Fourier de f, avec k = k(cos(f),sin(f)) le vecteur
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d’onde, 'opération de gyromoyenne se lit

Tue) = [ 5 / o R0 ik (xa + )

27r d
= /R2 27)? {/0 2: exp(ik pcosa)| X
f(k) exp(ik - x¢)

ou k, est la norme de la composante transversale au vecteur d’onde k; = k — (b.k)b.
Soit n un entier et considérons J,, la fonction de Bessel de premiere espece et d’ordre n, i.e
Vz e C, J,(2) = % fow exp(iz cos 0) cos(nf) df. Par conséquent, 'opération de gyromoyenne
précédente peut étre exprimée en fonction de la fonction de Bessel du premier ordre .Jy par

o d’k N ik-xg
@y Jo(kLp) f(k)e™¥c. (8.1.1)

Considérons un maillage polaire uniforme (r,0) € [Fiyin, Fmax] X [0, 27[ avec N, x Ny cellules,
notre objectif est d’approximer l'opérateur

Tu1)xe) = |

(fik) € ROTFDNS oy (7,(f);) € RO,

Considérant 'expression (8.1.1)) dans I'espace de Fourier, la gyromoyenne se réduit a une
multiplication par la fonction de Bessel d’argument k, p. En effet, la transformée de Fourier
de J,(f) peut étre écrite comme

—

21
Tk = % /R 2 /0 F(xe + p)da e dxg

1 & ) )
= 5 / f(xe + p)e”(xGJr”)'kdXG ePXda
m 0 R2
1 2w ) R
— (2_ / ezk’p cos(a—6) dOé) f(k)
T Jo

T (k) = Jo(kp) F(K). (8.1.2)

Cette opération est immédiate en géométrie simple avec des conditions aux bords
périodiques, ainsi que dans les codes locaux. Inversement, dans le cas de codes globaux,
I'utilisation de la transformée de Fourier n’est pas applicable pour deux raisons principales :
(1) les conditions aux bords radiales ne sont pas périodiques, et (i7) la dépendance radiale
du rayon de Larmor doit étre prise en compte. Plusieurs approches ont été développées pour
surmonter cette difficulté. La méthode la plus répandue pour ce processus de gyromoyenni-
sation est d’'utiliser une formule de quadrature. Dans ce contexte, 'intégrale sur le cercle de
giration est généralement approchée par une somme de quatre points sur ce cercle [96]. C’est
rigoureusement équivalent a considérer le développement de Taylor de la fonction de Bessel a
lordre 2, & savoir Jo(k1 p) ~ 1— (kyp)?/4, et équivalent & calculer le Laplacien transverse au
second ordre en utilisant des différences finies. Cette méthode a été étendue pour s’adapter
a de grands rayons de Larmor [93], c’est-a-dire que le nombre de points (& partir de quatre)

ce qui conduit a
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augmente de fagon linéaire avec le rayon de Larmor afin de garantir un nombre de points
par longueur d’arc constant sur le cercle d’intégration. Dans cette approche — utilisée par
exemple dans [94] and [95] — les points, qui sont distribués de maniere équidistante sur le
cercle, sont décalés pour chaque particule (ou marqueur) par un angle aléatoire calculé a
chaque pas de temps. Ceci est effectué avec un formalisme d’éléments finis et permet donc
une précision d’ordre élevé en mettant le probleme sous forme matricielle .

Dans [87], I'influence de l'opérateur d’interpolation (qui est d’une grande importance lorsque
les points de quadrature ne coincident pas avec les points de la grille) a été étudiée et a
montré que les splines cubiques sont un bon candidat. Certaines techniques utilisées dans
[87] utilisent le fait d’étre en coordonnées cartésiennes et ne sont plus valables en géométrie
polaire. Dans ce chapitre, nous présentons une méthode basée sur une intégration directe
de l'opérateur de gyromoyenne qui est directement applicable pour un code gyrocinétique
global en géométrie toroidale comme par exemple le code GYSELA. Cette nouvelle approche
est testée pour deux méthodes d’interpolation différentes, I'une basée sur les splines cubiques
et 'autre sur les polynomes d’Hermite. Les deux sont comparées a ’approximation de Padé.

8.2 Méthode basée sur 'approximation de Padé

Une solution possible pour évaluer 'opérateur de gyromoyenne est d’approximer la fonc-
tion de Bessel avec son développement de Padé : Jpage(kp) = 1/[1+ (kp)?/4] (voir par
exemple [97]). Comme décrit dans ce qui suit, une telle approximation de Padé nécessite
I'inversion de l'opérateur Laplacien dans ’espace réel. En effet, en utilisant cette approxi-

mation, la relation se lit
kp)?\ ——= n
(1+ 525 00 = Foo

ce qui correspond dans 'espace réel a

(1 _ %A) To(F)(x) = F(x).

Nous projetons f et J(f) dans la base de Fourier :

Np—1 Np—1

Fr.0) = 3" A T 0) ~ Y Bulr)e™,

Le laplacien en coordonnées polaires s’exprime par
B 0? n 10 n 1 02
Cor  ror  r2op?

et nous obtenons pour n = 0...Ny — 1

A

2 2 2,2
_P_ " . P_ / pn _
Cn = B0+ (1425 ) B = A

qui peut étre résolu par différences finies. Pour les résultats présentés dans la suite, nous
utilisons les différences finies d’ordre 2 ce qui conduit a un systeme tridiagonal.
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Remarque 8.2.1. Dans le cas d’un p non constant, nous avons également testé l’opérateur
1 — 2V - (pV); nous avons constaté que l'opérateur 1 — Z-A donne de meilleurs résultats.

Cette approximation de Padé donne la bonne limite dans le cas limite des grandes lon-
gueurs d’onde kp < 1, tout en gardant Jp,q. fini pour la limite opposée kp — oo. L’in-
convénient est un sur-armortissement des petites échelles : dans la limite des grands argu-
ments T — 00, Jpaqe(®) — 4/22, tandis que Jo(z) — (2/7x)/? cos(x — 7 /4) (voir Fig. [8.2).
La Fig. présente, dans I'espace réel, la gyromoyenne exacte d’une fonction aléatoire (en
rouge) et son approximation de Padé (en bleu). La courbe bleue est proche de la solution
exacte mais ne la reproduit pas exactement.

La méthode proposée dans la section suivante, qui n’est plus basée sur une approximation
de la fonction de Bessel, mais sur le calcul direct de l'intégrale sur un cercle de rayon p, a
été mise au point pour remédier a cet inconvénient.

Padét 1/[1+(k p /2)°]
0.5

0.0

T T T | T
/.

-0.5
0 K 15 20
T
= Bessel J() == Padé
0.81
0.6
0.4
0.2
0 T
1 2 3 4 5
-0.21 kp
-0.4/

FIGURE 8.1 — La fonction de Bessel Jy(kp) comparée a son approximation de Padé
1/ [L+ (kp)* /4]

8.3 Meéthode basée sur l'interpolation

Dans cette section, nous décrivons le calcul de l'opérateur de gyromoyenne dans 'espace
réel. Cette méthode implique essentiellement des interpolations sur le cercle de Larmor.
Nous plagons N points uniformément répartis sur le cercle d’intégration et nous approchons
la valeur de la fonction en ces points par interpolation. La gyromoyenne est alors obtenue
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FIGURE 8.2 — Opérateurs de gyromoyenne exact et approché appliqués a une fonction arbi-
traire F} présentant un large spectre allant de faibles a de grandes longueurs d’onde par rap-
port au rayon de Larmor p : (a) Représentation dans l’espace de Fourier, (b) Représentation
dans 'espace réel (figures de [97]).

par la formule de quadrature des rectangles en ces points. Plus précisément, pour un point
(rj,60r) donné, la gyromoyenne en ce point est approximée par

N-1
1
Jo(f)jk = =— Z P(f)(r;cos O + pcosag,r;sinby, + psinay)Ac,

=0

ou oy = lAa et Ao = 27/N. Etant donné que les points de quadrature ne coincident pas
avec des points de la grille, nous introduisons un opérateur d’interpolation P qui peut étre

— l'interpolation d’Hermite,

— l'interpolation par splines cubiques.

Lorsque les points de la somme précédente sont en dehors du domaine, nous faisons une
projection radiale sur le bord du domaine. Plus précisément,

— si 7 < ryp alors P(f)(r,0) sera remplacé par P(f)(rmin, )

— 81 7 > Tpax alors P(f)(r, ) sera remplacé par P(f)(rmax, 7).

Remarque 8.3.1. Dans les applications aux simulations gyrocinétiques, 'opérateur de gy-
romoyenne est appliqué a f — feq ou f est la fonction de distribution et f., est la fonction
de distribution a équilibre. La fonction f — fe, a des valeurs proches de 0 aux bords du
domaine.

Comme détaillé dans [75], I'interpolation peut étre reformulée en un produit matrice-
vecteur
P(f)(r;cos O + pcosag,rjsinby + psinay) = (Awc)jk,

ou ¢ correspond aux coefficients de splines (interpolation par splines cubiques) ou les valeurs
de la fonction (cas Hermite) de telle sorte a ce que la gyromoyenne peut étre elle-méme
considérée comme un produit matrice-vecteur :

| N1
Jo( )ik = 7 (Aef)jrlda = (Apc) ik

=0
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FI1GURE 8.3 — Configuration spatiale de la méthode basée sur I'interpolation.

En conséquence, pour un rayon de Larmor donné p, la matrice A, peut étre stockée une fois
pour toutes. Pour chaque méthode, 2 versions sont implémentées :

— une version basique

— une version avec précalcul olt nous calculons d’abord la matrice A, telle que

(To(f)ir) = Apc,

ou ¢ sont les coefficients de splines (vecteur de taille (N, + 1)Ny) ou les valeurs de
la fonction et de ses dérivées dans le cas de I'interpolation d’Hermite (la taille vaut
alors 4(N, + 1) Ny).

Remarque 8.3.2. Notons que pour l’interpolation d’Hermite, nous devons d’abord calcu-
ler les dérivées a chaque interface entre les cellules. Ces dérivées sont reconstruites par
différences finies centrées d’ordre pair arbitraire (on peut aussi utiliser de l’ordre impair en
ayant seulement une reconstruction C°, mais alors la taille de ¢ passerait ¢ 9(N, + 1)Np).
Dans les résultats numériques, nous prendrons [’ordre 4. Les temps d’exécution pour calculer
la gyromoyenne avec différentes méthodes d’interpolation sont donnés dans le tableau |8.1.
Nous observons que dans le cas de linterpolation d’Hermite, [’ordre n’impacte que peu les
performances.

Remarque 8.3.3. Les comparaisons de temps sont données dans les Tables et [8.9
L’utilisation de la version avec précalcul est ici assez efficace, comme le rayon de Larmor p
est fize et la matrice est la méme pour chaque valeur de 6, ce qui implique que le stockage
est réduit ; mais la version de base permet de donner une indication approrimative du temps
qui serait utilisé pour des situations plus générales (ot par ezemple le stockage serait un
probléeme) et qui ne sont pas prises en considération pour le moment.

Remarque 8.3.4. On peut s’interroger sur le coit numérique de la méthode d’Hermite par
rapport a ['approximation de Padé, surtout pour un grand rayon. Heureusement, la situation
change dans les applications qui sont au moins en dimension 4, tandis que la gyromoyenne
est appliquée uniquement en 3D. A titre d’ezemple, nous avons obtenu les temps suivants
dans le cas d’une simulation drift kinetic (voir sous-section : 42s. pour PADE, 43s.
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p Hermite (4) | (6) | (10) | (18) | splines | Padé
0 6 7 9 14 8 0.6
0.001 10 11 13 18 12 2
0.01 40 41 | 43 48 23
0.1 446 442 | 448 | 453 594

TABLE 8.1 — Temps (en s.) de Hermite précalcul et Padé en fonction de p avec différents ordres
(4, 6, 10 or 18) pour la reconstruction des dérivées dans le cas de I'interpolation d’Hermite
(voir la remarque [8.3.2). Paramétres : 7pin = 0.1, 7max = 0.9, N, = Ny = 512, N = 1024, 100
itérations de la gyromoyenne.

p Hermite basique | Hermite précalcul
0 301 0.6
0.001 316 0.8
0.01 312
0.1 304 5

TABLE 8.2 — Temps (en s.) en fonction de p pour Hermite sans et avec précalcul. Parametres :
Tmin = 0.1, Tmax = 0.9, N,, = Ny = 128, N = 1024, ordre d’interpolation : 4, 100 itérations de
la gyromoyenne.

pour l'interpolation d’Hermite avec précalcul (en utilisant 1024 points de quadrature). Sans
précalcul, le temps pour Hermite est de 47s. avec 16 points de quadrature et 270s. avec
1024 points de quadrature. Les calculs sont effectués sur un cluster local de I’Université de
Strasbourg en wutilisant 16 processeurs (grille de 32 x 32 x 32 x 64 points, 100 itérations).
D’autres mesures de temps seront détaillées dans le paragraphe 8.5

Remarque 8.3.5. Cette méthode, qui se réduit a une simple interpolation, est trés souple,
car elle ne dépend pas du maillage. Elle peut également étre facilement étendue a d’autres
systemes de coordonnées.

8.4 Comparaison numérique avec des solutions analy-
tiques

8.4.1 Définition d’une classe de solutions analytiques dépendant
des conditions aux bords

Tout d’abord, nous donnons une famille de fonctions dont la gyromoyenne est ana-

lytiquement connue. Pour ces fonctions, on obtient la gyromoyenne simplement en les

multipliant par la fonction de Bessel.
Soit m > 0 un entier et C,, la fonction de Bessel de premiere espece (notée par J,,) ou
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la fonction de Bessel de seconde espece (notée par Y,,), voir [98]. La proposition suivante
donne 'expression analytique de la gyromoyenne des fonctions de type Fourier-Bessel.

Proposition. Soit z € C. La gyromoyenne de
f(r,0) = Cp(2r)e™

se lit

To(f)(ro,00) = Jo(2p)Co (219 e™.

Preuve : Par définition,

Tp(f)(r,0)

1 27 +o00 2 4
" or J, /0 /0 Crn(270)€"™ 85—z dardrodby

ou Zy = ro(cos(fy),sin(by)), & = ro(cos(f),sin(d)) et p'= p(cos(a), sin(w)).

Le théoreme d’additivité de Graf pour les fonctions de Bessel (voir [83]) affirme que
si u,v et w sont les longueurs d'un triangle et «,~ les angles comme indiqué dans la figure
suivante :

alors pour tout entier m et pour tout nombre complexe z,

Crn(zw)e™ = Y~ Cropn(2u) Jp(zv)e™.

k=—00
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Ainsi, on obtient, avec v =p, w=rg,u=1r, vy =0 — 0 et a = q,

To(f)(r,

r,0)
1 27 +o0o 2T ( )
:eimg—/ / / Con(21g)e™P0=0)
27 Jo 0 0
(S{x-észrp-'}dadTOdgo

) 1 2 +o0 2 0 )
:e””g—/ / / Z Conir(2r) Je(zp)e™™ | x
21 Jo 0 0

k=—o00

5{xB:f+ﬁ} dadrodGO

— ¢'mb ( Z C’m+k(zr)Jk(zp)> X

k=—o00

1 2 “+o00 27 "
— €0 ¢ —z1 ndadrodby
o1 0 /0 /0 {70 o}

, = 1 [
= ¢ ( Z C’m+k(zr)Jk(zp)> X %/0 e*da,

k=—o00

Nous utilisons le fait que
1 2w

— e*da = 0k.0
2w Jo
pour conclure que

Tp(f)(r,0) = Jo(2p)Co(2r)e™?.
O

Dans ce qui suit, nous donnons quelques exemples de ces fonctions test en fonction
des conditions aux bords que 1’on souhaite tester.

Exemples

1. rmin = 0 et des conditions de Dirichlet homogenes en rpax.

Ici nous considérons un disque [0, rmax] X [0, 27] et la fonction

filr,8) = Jn <7‘ ]m’g) e’

Tmax

ou Jp ¢ est le 0°m¢ zéro de J,,. La fonction f; vérifie la condition de Dirichlet :
fl(rmaxae) = 07 0 S 0 < 271',

et sa gyromoyenne vaut

F)ra.b0) = o (0222 i),

max
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2. Conditions de Dirichlet homogenes en 1y > 0 et rpax.

La fonction suivante est définie sur 'anneau [ryin, "max] X [0, 27] :

100 = (s (222)

max

Yoo (Yont) Im <7’ Jim,¢ )> em?

rmax

ol Y ¢ st le £7™¢ zéro de

Yy = (Y)Y (y Tmin) — Yo (y) I (y Tmin) .

max max

La fonction fy vérifie les conditions de Dirichlet :
fZ(TmIID 9) = O? f2(7nmaX7 9) = O? 0 S 9 < 27r7

et sa gyromoyenne vaut

T, 00) = o (224 o),

max

3. Conditions de Neumann homogénes en rpy > 0 and ryax.

La fonction suivante est définie sur 'anneau [rmin, Fmax] X [0, 27] :

fo(r,6) = (J;me,g)ym ( W) )

max

Vi) (2] )

rmax

ol Ny e est le eme zéro de

g T )Y (y m) e (y m) |

max max

La fonction f3 vérifie les conditions de Neumann :
a1'.]{3(7“][nin7 9) - O’ arfS(rmaxu ‘9) - 07 0 S 0 < 27T7

et sa gyromoyenne vaut

T, t0) = Jo (524 ) a0

max

Nous avons ici utilisé le fait que pour C,, = J,, ou Y,,, la dérivée satisfait la relation :

C(r) = ~Cara(r) + 20

r

Nous montrons dans la Fig. les parties réelle et imaginaire de la fonction

(r,0) € 10,5] x [0,27] Jl(T)ew,
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FIGURE 8.4 — Parties réelle et imaginaire de la fonction (r,0) — Jy(r) exp(if).

P 1P/ Tmax] Padé | N =4 8 16 1024

0 [0] 10717 || 10717 | 1077 | 1077 | 10717
1073 [0.001] || 4.107 | 3.107¢ | 3.107% | 3.107% | 3.107°
1072 [0.011] || 2.107® | 3.107% | 1.107% | 4.1077 | 5.107
1071 [0.111] || 2.107* | 3.107* | 1.107° | 4.1078 | 5.1078

TABLE 8.3 — Comparaison entre Padé et Hermite (m = 1).

8.4.2 Résultats numériques

Dans cette partie, les différentes méthodes numériques sont comparées dans le cas du
second cas test (Conditions de Dirichlet homogenes en ry;, and 7yax) avec rpy, = 0.1,
Tmax = 0.9, £ =1 et m = 1,5,20,60. Nous considérons N, = Ny = 512 dans les Tables [8.3] -

8.8 et N, = Ny = 1024 dans les Tables —[810] Dans les Tables [8.3] et [8.4] nous donnons
'erreur en norme L? pour la fonction gyromoyennée avec m = 1 tandis que les Tables ,

réferent & m = 5, les Tables [8.7], [8.§] réferent & m = 20 et les Tables réferent

a m = 60. Dans la Table [8.11, nous utilisons divers ordres d’interpolation pour Hermite.
Notons que pour chaque méthode, I'erreur est calculée sur le domaine [ryin + p, T'max — pJ-

Remarque 8.4.1.
1. Pour p =0, toutes les méthodes sont exactes.

2. La méthode basée sur l’interpolation donne a peu pres les meémes résultats qu’avec
["interpolation d’Hermite ou l'interpolation par splines cubiques.

3. La méthode basée sur l’approximation de Padé donne de tres bons résultats pour les
petites valeurs de p.

4. Pour de grandes valeurs de p, la méthode basée sur l’interpolation donne de meilleurs
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P 1p/Tmax] Padé | N = 8 16 1024

0 (0] 107 [ 107 | 107 | 107 | 1075
1073 [0.001] 41071 | 3.107% | 3.107% | 3.107¢ | 3.10°¢
1072 [0.011] 2.107% | 3.107% | 1.107% | 5.1077 | 6.10~ "
107! [0.111] 2.107* || 3.107* | 1.107® | 4.107® | 9.10°®

TABLE 8.4 — Comparaison entre Padé et splines (m = 1).

P 1P/ Tmax] Padé || N =4 8 16 1024

0 [0] 10717 || 1077 | 10717 | 10717 | 10717
1073 [0.001] 1.107® || 5.107¢ | 5.107% | 5.107% | 5.10°¢
1072 [0.011] 2.1076 | 2.107% | 1.107% | 8.1077 | 7.107 "
1071 [0.111] || 1.1073 || 1.1073 | 3.1075 | 1.1077 | 6.107®

TABLE 8.5 — Comparaison entre Padé et Hermite (m = 5).

P 1p/Tmax] Padé || N =4 8 16 1024

0 [0] 1077 [ 1077 [ 1077 [ 1077 | 1077
1073 [0.001] || 1.107® || 5.107% | 5.107% | 5.107% | 5.10°¢
1072 [0.011] || 2.1076 || 2.10¢ | 1.10- | 8.10~7 | 8.10~7
1071 [0.111] || 1.1073 || 1.1073 | 3.107® | 2.10~7 | 1.1077

TABLE 8.6 — Comparaison entre Padé et splines (m = 5).

P 1p/Tmax] Padé | N =4 8 16 1024

0 [0] 1071 || 1077 | 10717 | 10717 | 10717
1072 0.001] || 1.1078 || 5.107% | 4.107% | 4.1076 | 4.1076
1072 10.011] | 6.107¢ || 1.107% | 1.1076 | 7.1077 | 7.1077
1071 [0.111] || 9.1073 || 3.1073 | 1.107® | 9.107% | 6.1078

TABLE 8.7 — Comparaison entre Padé et Hermite (m = 20).

P 1p/Tmax] Padé || N =4 8 16 1024

0 [0] 10 [ 1077 [ 1077 | 1077 | 1016
1073 [0.001] || 1.107® || 4.1075 | 4.1075 | 4.107° | 4.10°¢
1072 [0.011] | 6.107¢ || 1.107% | 1.107% | 8.10~7 | 8.10°7
107" [0.111] || 9.1073 || 3.10-3 | 1.10-5 | 1.10~7 | 1.10°7

TABLE 8.8 — Comparaison entre Padé et splines (m = 20).
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P 1p/Tmax] Padé || N =4 8 16 1024

0 [0] 10 [ 1077 [ 1077 | 107 | 1077
1073 [0.001] || 2.107® || 7.1077 | 2.1077 | 2.1077 | 2.1077
1072 [0.011] | 9.1075 || 1.107° | 6.10°7 | 2.10°7 | 4.10°7
1071 [0.111] || 1.1073 || 2.1073 | 2.1073 | 3.1077 | 1.10°®

TABLE 8.9 — Comparaison entre Padé et Hermite (m = 60).

P 1P/ Tmax] Padé || N =14 8 16 1024

0 [0] 10 [ 1077 [ 1077 [ 1077 | 1016
1073 [0.001] || 2.107® || 9.1077 | 2.1077 | 2.1077 | 2.1077
1072 10.011] || 9.107® || 1.107° | 6.1077 | 1.107" | 5.1077
1071 0.111] || 1.1073 || 2.1073 | 2.1073 | 3.10°7 | 2.10°%

TABLE 8.10 — Comparaison entre Padé et splines (m = 60).

P [p/rmax] | Hermite(4) | (6) (10) (18)
0 [0] 10717 10717 | 10717 | 10717
1073 [0.001] 3.107¢ 3.107% | 3.107% | 3.10°°
1072 [0.011] | 51077 |6.1077 | 6.10°7 | 6.10°7
1071 [0.111] 51078 8107% | 1.1077 | 1.1077

TABLE 8.11 — Interpolation d’Hermite avec différents ordres d’interpolation. Parametres :
N =1024, m = 1.
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résultats, méme avec un nombre relativement faible de points sur le cercle (par ezemple
avec p=0.1 et N > 8).

5. La valeur N = 1024 est choisie pour avoir une valeur convergée de la gyromoyenne.
Nous voyons que tres souvent N = 16 points sont déja suffisants pour obtenir une
trés bonne approximation de cette valeur convergée.

6. Dans les Tables et[8-4, Uerreur est parfois plus grande pour N = 1024 que pour
N = 16. Ceci pourrait étre expliqué par le fait que les 16 points sont plus proches des
points du maillage et que lerreur d’interpolation en (r,0) est plus grande que ’erreur
d’interpolation sur le cercle dintégration.

7. Dans le cas des hauts modes, il nous faut plus de points sur le cercle afin d’évaluer la
gyromoyenne lorsque le rayon est grand (Tables (8.9 et )

8. Dans le cas de l’interpolation d’Hermate, nous devons calculer les dérivées a chaque
interface de cellules. Ces dérivées sont reconstruites par différences finies centrées
d’ordre pair arbitraire. Dans la Table |8.11|, ces ordres sont 4, 6, 10 ou 18. Lorsque
cet ordre n'est pas spécifié (Tables et , la valeur par défaut est 4.
La Table[8.11] montre que l'on n'obtient pas de meilleurs résultats en augmentant cet
ordre de reconstruction.

8.5 Application aux simulations gyrocinétiques

Les nouvelles méthodes de calcul de la gyromoyenne présentées précédemment ont été
testées avec deux codes : (i) la plateforme SELALIB [67] pour le cas simplifié 4D et (ii) le
code GYSELA [90] pour le cas 5D classique de référence cyclone DIII-D. Ces deux codes
sont basés sur un schéma semi-Lagrangien classique (BSL) avec interpolation par splines
cubiques et méthode prédicteur-correcteur.

Dans la suite, les solutions numériques sont calculées en utilisant les équations norma-
lisées. La température est normalisée a T,q, ou T,q est définie par le profil de température
initial telle que T.(r,)/Te0 = 1. Le temps est normalisé a l'inverse de la fréquence cyclotro-
nique des ions w. = e;By/m;. Les vitesses, y compris la vitesse parallele, sont exprimées en
unités de la vitesse des ions vrg = \/Two/m;, le potentiel électrique est normalisé a Ty /e; et
le champ magnétique est normalisé a By. En conséquence, les longueurs sont normalisées au
rayon de Larmor p = m;vrg/e; By et le moment magnétique p a Too/By.

8.5.1 Cas 4D SLAB simplifié

Dans le modele SLAB 4D, I’équation satisfaite par la fonction de distribution des ions
f(t,r, 0,z v) suivant le mouvement du centre guide se lit :

19, P 0, P
of — (—”j@ ) O.f + (—jﬁ ) Oof +
0. f — (0.7 5:®) duf = 0. (8.5.1)

pour <T797 Z,U) € [Tminarmax] X [0727T] X [O,L] X [_Umaxavmax]-
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Nous nous concentrons sur le transport turbulent entrainé par l'instabilité ITG sans
collisions, donc les électrons sont supposés adiabatiques. Dans cette limite, le potentiel
électrostatique gyromoyenné 7, 4, est la solution de I'équation de quasi-neutralité 3D auto-
consistante couplée :

- (afcb + (l + am“(r)) 0, + %aﬁcb) +

r no(r)

ﬁ(@ — @) = #(r)jm (/f - feqdv) : (8.5.2)

(®) = %/0 O(r, 0, z)dz.

A est un entier valant 0 ou 1 suivant que 'on converse le terme (®) ou non.

Pour traiter ce systeme d’équations, nous avons utilisé la plate-forme SELALIB [67]
avec une méthode semi-Lagrangienne classique avec interpolation par splines cubiques, ainsi
qu'une méthode prédicteur-correcteur et I’algorithme de Verlet pour les caractéristiques (voir
[86], [77] pour plus de détails). La plate-forme a été améliorée par 'ajout d'un u fixé et en
implémentant les trois opérateurs de gyromoyenne décrits dans les sections et Dans
notre cas, la parallélisation MPI est basée sur des transpositions entre la décomposition
de domaine en (r,6,v) et la décomposition de domaine en z. Dans cette section, les taux
d’instabilité numériques sont comparés a ceux déduits de la relation de dispersion obtenue
en linéarisant le systeme d’équations auto-consistant —.

La dérivation de la relation de dispersion est donnée en annexe [G] Nous adaptons un code
disponible dans SELALIB, qui calcule les zéros de la relation de dispersion , comme
dans [86], en ajoutant le terme de gyromoyenne. La Fig. présente les taux d’instabilité en
fonction de p. Nous obtenons les deux premieres courbes en résolvant la relation de dispersion
avec J3(1/2p) (courbe en rouge) ou en remplagant Jy(y/2) par son approximation de Padé
(courbe en vert). Nous avons choisi £ = 1 dans (G.3). Les deux courbes restantes sont
obtenues numériquement avec la méthode de Padé pour 'opérateur de gyromoyenne (courbe
en bleu) ou la méthode avec I'interpolation d’Hermite (courbe en magenta). Il en ressort
que la pente diminue plus rapidement avec la méthode par interpolation d’Hermite plutot
qu’avec la méthode de Padé. Les pentes obtenues avec le Padé numérique sont différentes de
celles obtenues avec la relation de dispersion et ’approximation de Padé puisque les fonctions
que nous considérons ici ne sont pas des fonctions de Fourier-Bessel.

Dans les simulations, nous prenons A = 0 (cas sans ”zonal flow”). La fonction de distri-
bution initiale se lit :

f(0,7,0,2,0) = feq(r,v) X

(1o (-0 s (2 )

ou la fonction d’équilibre f., vaut

no(r) exp (—%)
feq(r,0) = 2nTi(r)?
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Les profils T;, T, et ng sont donnés par :

P(r) = Cpexp (—/ﬁ?pé’r’p tanh (r — Tp))

(57’73

ouP e {E7T€7n0}7 CTi - CTe =1let

C Tmax — "min
no

N exp (—/ino 7, tanh (g;rp > ) dr
'VLO

Tmax

Nous considérons les parametres de [86] [Medium case] :

Tmin = 0.1, "max = 14.5, Umax = 7.32, Ky, = 0.055,

Oy
Ky, = tor, = 0.27586, 0y, = Ory, = 20 = 1.45,

e=10%n=1,m=>5,
Tmin + T'max o 45Tn0
2 T 67”T. '

7

L = 1506.759067, 1), =

Les résultats numériques sont donnés dans la Fig. [8.6]—[8.11} Nous considérons ici N = 1024
pour Hermite, avec précalcul. Sur la Fig. 4, nous tragons une coupe poloidale f(r,6,0,0)
(u = 0.5,1) au temps 7000 pour Padé et Hermite. Nous observons de plus petites structures
pour Padé, ce qui indique que l'instabilité se produit plus rapidement. Des observations
similaires peuvent étre faites pour la Fig. 5 dans laquelle la méme coupe poloidale est tracée,
mais pour g = 0,0.1. Clairement, quand g = 0, les deux méthodes donnent les mémes
résultats et pour u = 0.1, les deux méthodes donnent des résultats tres comparables, ce qui
est en accord avec les calculs de la relation de dispersion. Enfin, les Fig. et présentent
(pour un maillage moins raffiné 64* et At = 5) la coupe poloidale pour différentes valeurs
de p (p = 0.1,...,0.8). Les différences entre Padé et Hermite deviennent de plus en plus
significatives quand p augmente (voir en particulier le cas p = 0.8). La Fig. montre
I’évolution temporelle de f;::x OZW ®(r,0,0)rdrdf dans la phase linéaire. La gyromoyenne
tend a réduire le taux d’instabilité ; plus p est grand, plus ce taux est faible. La comparaison
avec la solution de la relation de dispersion confirme que le taux d’instabilité est plus
faible dans le cas de l'interpolation d’Hermite. Nous présentons 1’évolution temporelle de
fT:r:" OZW ®(r,0,0)rdrdd dans la phase non linéaire (fig. [8.11]). Dans cette phase, 'instabilité
se développe plus rapidement dans le cas Padé que dans le cas de I'interpolation d’Hermite.
En outre, lorsque p est petit, on peut voir que l'instabilité apparait de maniere plus lente.
Les résultats de temps (Tables and montrent que le choix de l'opérateur de
gyromoyenne n’est pas tres influent dans le temps total. En effet, le calcul de la gyromoyenne
est un probleme 3D dans un environnement 4D.

8.5.2 Benchmark avec le classique cas test 5D Cyclone DIII-D

Dans cette partie, 'opérateur de gyromoyenne basé sur les interpolations par splines
cubiques et par Hermite a été mis en ceuvre dans le code GYSELA [90] et comparé a I’ap-
proximation de Padé existante. Le probleme Vlasov-Poisson 5D considéré est celui décrit par
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I 01(02]03[{04]05({06/]0.7]081]0.9
Herm. | 15| 16 | 15 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 15
Padé || 15 | 15 | 14 | 15 | 17 | 15 | 16 | 16 | 15

TABLE 8.12 — Temps (en min.) sur HPC, mésocentre de I'Université de Strasbourg, avec 64
processeurs (8 noeuds). N, x Ny x N, x N, = 64 x 64 x 32 x 64, At = 5, 1600 itérations.
Pour Hermite, avec précalcul : N = 1024.

i || Hermite | Padé
0.5 12524 | 13326
1 12556 | 13454

TABLE 8.13 — Temps final (en s.) atteint pour une simulation de 24 heures avec N, x Ny X
N, x N, = 128 x 256 x 128 x 128, At = 2. Sur le centre de simulation Helios, centre
international de recherche sur I’énergie par fusion. Supercalculateur avec 128 processeurs (8
noeuds ; chaque noeud a 16 threads). Pour Hermite, avec précalcul : N = 1024.

les équations ([6.5.1)-(6.5.5) et (6.5.7). Dans la suite, tous les résultats numériques présentés
sont exprimés en unités normalisées du code sauf dans la figure [8.5, Dans le code GYSELA,
la température est normalisée a Ty, ou T,y est définie par le profil initial de température
telle que T¢.(r,)/Teo = 1. Le temps est normalisé a 'inverse de la fréquence cyclotron ionique
we = €;By/m;. Les vitesses, y compris la vitesse parallele, sont exprimées en unités de la
vitesse d’ion vrg = \/Teo/m;, le potentiel électrique est normalisée a To/e; et le champ
magnétique est normalisé a By. En conséquence, les longueurs sont normalisées au rayon de
Larmor ps = m;vro/e; By et le moment magnétique p & Too/By.

Tout d’abord, nous comparons les deux méthodes d'un point de vue numérique. Les
comparaisons numériques ont été réalisées sur un benchmark linéaire basé sur le cas classique
cyclone DITI-D [88]. Ce benchmark typique avait déja été utilisé il y a plusieurs années pour
valider le code GYSELA [90]. Pour les tests actuels, les mémes parametres que dans la section
4 de [90] ont été utilisés excepté pour la taille de la simulation. Nous considérons le maillage
suivant :

N, =256, Ny=256, N, =64, N, =64, N, =8 (8.5.3)

Pour les méthodes d’Hermite et de splines cubiques, N = 32 points de quadrature
sont utilisés. Cing simulations ont été effectuées pour les trois opérateurs de gyromoyenne
différents (Padé, Hermite et splines cubiques). Chaque simulation correspond a l'excita-
tion d’un mode initialement instable différent (m,n) avec m le mode poloidal et n le mode
toroidal. Les résultats obtenus avec 'interpolation par splines cubiques ne sont pas détaillés
car ils sont tres similaires aux résultats obtenus avec l'interpolation d’Hermite. Les valeurs
numériques des taux d’accroissements linéaires normalisées associées a chaque mode (m,n)
sont données dans la Table [8.14, Dans la Figure les résultats sont représentés sous la
forme proposée par Dimits (cf. figure 1 dans [88]).

Dans ces simulations, les valeurs minimales et maximales de p sont respectivement iy, =
0.143 et fimax = 7. Puis, en utilisant la relation kop\/2p ~ m/r,/2pn = 0.5a4/2p ol a est la
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FIGURE 8.5 — Taux d’instabilité linéaire en fonction de kgp; pour le cas CYCLONE DIII-D
avec : (cercles) Papproximation de Padé et (triangles) la gyromoyenne en utilisant I'interpo-
lation d’Hermite.

(m,n) (4,-3) | (10,-7) | (14,-10)
Ko/ (2tmax) | 0.98 1.98 2.77
v with Padé | 1.3e™* | 5.7¢7* 7.9¢7*
v with Herm. | 1.3e7* | 5.6e~* 7.6e7*

(m,n) (17,—-12) | (21, —15)

Ko/ (2timax) 3.36 4.15

v with Padé | 7.8¢74 6.2¢ %

v with Herm. | 7.16e™% 5.2¢74

TABLE 8.14 — Taux d’accroissement linéaires normalisés a {2og pour le cas de base Cyclone
DIII-D.

dimension radiale de la boite de simulation qui est égale a 100, 'intervalle des valeurs du rayon
de Larmor pour I'opérateur de gyromoyenne si situe entre 0.028 m/fimin €t 0.028 my/fimax.-
La valeur maximale pour chaque mode (m, n) est donnée dans la Table Nous observons
que les résultats sont similaires entre Padé et Hermite pour les modes (m,n) = (4,—3)
et (m,n) = (10,—7) et que les taux d’accroissement linéaires deviennent plus petits avec
I'opérateur de gyromoyenne d’'Hermite pour m plus grand que 14. Ceci est en accord avec
ce qui a été observé dans la section précédente et ce qui est montré dans la figure Le
développement de Padé approche correctement la fonction de Bessel Jy(kgp) pour kep < 1,
mais la surestime pour 1 < kgp < 5. Des simulations non linéaires en temps long doivent
étre exécutées a ’avenir pour analyser I'impact sur les grands nombres d’onde de Fourier
(kop > 5).
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Optimisation parallele pour 'opérateur de gyromoyenne basé sur Hermite

Un autre challenge pour Hermite ou pour les splines cubiques était d’étre compétitif en
termes de temps de calcul avec 'opérateur de Padé optimisé utilisé jusqu’a présent pour les
simulations de GYSELA. Une analyse des performances est présentée dans ce qui suit.

Pour mesurer ces performances, différents cas test pour 4 itérations ont été lancés sur
la machine HELIOS|I|. Les noeuds de calcul utilisés durant nos tests sont équipés de deux
processeurs Intel Xeon E5-2450 2.10GHz avec 16 cceurs par noeud. Dans la Table [8.15] les
différents cas test ont été réalisés sur les trois maillages (8.5.4), (8.5.5)) et (8.5.6]) :

N, =128, Ny=128, N,=32, N, =16, N, =4 (8.5.4)
N, =256, Ny=256, N, =32, N, =16, N, =4 (8.5.5)
N, =512, Ny=512, N, =32, N, =16, N, =4. (8.5.6)

Nous pouvons remarquer qu’entre les trois maillages, la seule différence est le nombre de
points dans les directions radiale et poloidale. Le maillage a quatre fois plus de points
que le maillage (8.5.4), et de méme entre les maillages (8.5.6) et (8.5.5]). Nous avons choisi
d’augmenter le nombre de points dans ces directions parce que la taille du plan poloidal a
le plus d’impact sur le temps d’exécution de l'opérateur de gyromoyenne. Pour éviter I'effet
du réseau sur ces mesures de performances, les parametres des différentes exécutions ont
été ajustés pour s’adapter a un seul nceud de calcul de la machine HELIOS. Pour simplifier
Iinterprétation des résultats, les exécutions ont été effectuées avec un seul thread.

Sur la Table [8.15] nous pouvons voir 1’évaluation de 3 versions de l'opérateur de gy-
romoyenne : Padé, Hermite (sans et avec précalcul) et les splines cubiques (avec et sans
précalcul). En outre, le code GYSELA peut étre exécuté sans gyromoyenne. Le temps
d’exécution dans cette configuration nous permet alors d’en déduire avec précision le pour-
centage de temps que nécessite I'opérateur de gyromoyenne.

Comme prévu, pour toutes les méthodes, plus le nombre de points dans le plan poloidal
est élevé, plus la proportion du temps d’exécution de la gyromoyenne est conséquente par
rapport a la durée totale de la simulation. Sur tous les maillages, nous pouvons constater
d’importantes accélérations pour les versions avec précalcul comparées aux versions sans
précalcul dans le cas des méthodes d’Hermite et des splines. Malgré ces accélerations, les
méthodes basées sur I'interpolation sont en moyenne 9 fois plus lentes que I'approximation
de Padé.

Selon la Table [8.15] avec un thread, en fonction de la taille du maillage, la gyromoyenne
basée sur l'interpolation peut s’exécuter aussi vite qu’avec Padé ce qui est un bon argument
de son intégration en vue de la mise en production dans GYSELA.

Pour le dernier aspect de performance de notre étude, nous nous concentrons sur I'impact
du nombre de threads. En fait, le code GYSELA est parallélisé en MPI et OPENMP. Le but
de cette parallélisation hybride consiste a utiliser efficacement les supers-ordinateurs actuels.
Dans ce contexte, la version de calcul de gyromoyenne par Hermite a été améliorée pour
pouvoir étre appelée simultanément a partir de plusieurs threads (thread-safe). L’effort de

1. http ://www.top500.org/system /177449
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développement s’est concentré uniquement sur le cas d’Hermite parce qu’il comporte au
moins deux aspects attractifs par rapport a U'interpolation par splines cubiques : (i) la mise
en oeuvre de l'interpolation d’Hermite nous permet de choisir le degré de reconstruction des
dérivées en nous donnant donc la possibilité d’améliorer la qualité des résultats et (ii) la
version Hermite nécessite seulement quelques points (selon le degré de reconstruction des
dérivées) autour de la position cible de l'interpolation tandis que I’approche par splines
cubiques est non locale.

Pour évaluer le comportement de la gyromoyenne, nous avons fait une série d’exécutions
de 4 itérations avec un nombre différent de threads sur le maillage . Nous avons choisi
un faible nombre d’itérations afin d’avoir des temps d’exécution raisonnables. Les différentes
exécutions ont été encore effectuées sur la machine HELIOS avec 1, 2, 4 et 8 threads et
respectivement 16, 32, 64 et 128 cceurs.

La Table [8.16| contient différentes mesures de performance pour les trois opérateurs de
gyromoyenne : (i) Padé, (ii) Hermite avec précalculs et (7ii) sans gyromoyenne. Comme
précédemment, le temps d’exécution et la proportion de temps de chaque méthode de gyro-
moyenne sont donnés. En outre, I'efficacité relative est donnée et calculée par :

tre — ##th ar ~tar
(1+ ! ?i L 9) x 100 (8.5.7)
ref

ol t,.5 est le temps de 'exécution de référence, pour nous l'exécution sur un thread, ti4,g
et #thiarg respectivement le temps d’exécution et le nombre de threads de I'exécution. Plus
Iefficacité relative est grande, plus la qualité de la parallélisation est importante.

Tout d’abord, nous pouvons noter que le temps total d’exécution pour les trois confi-
gurations scale avec le nombre de threads. Ensuite, les méthodes d’Hermite et de Padé ont
un comportement similaire en considérant ’efficacité relative lorsque le nombre de threads
augmente. Dans le cas final avec 8 threads, les deux méthodes gardent une efficacité relative
au-dessus de 80%. Finalement, en tenant compte de la proportion du temps d’exécution
d’une méthode pour chaque nombre de threads, nous remarquons qu’elle reste relativement
constante. Comme dans le cas de ’analyse précédente, la gyromoyenne basée sur l'interpo-
lation d’Hermite est en moyenne 9 fois plus lente que I'approximation de Padé.

L’analyse de performances précédente ne tient pas compte du temps d’exécution des
diagnostics de GYSELA. L’opérateur de gyromoyenne a un grand impact sur leur temps
d’exécution, mais la mesure du temps d’exécution de cette partie du code est difficile a cause
de l'écriture des fichiers de sortie sur le disque qui peuvent introduire un comportement
aléatoire. En effet, certains diagnostics appliquent la gyromoyenne sur toute la fonction de
distribution des centres-guide pour obtenir des informations sur la distribution des parti-
cules. Il y a un champ d’amélioration possible pour l'opérateur de gyromoyenne basé sur
I'interpolation afin de mieux traiter ce genre d’opérations. Pour le futur, nous souhaitons
optimiser la méthode d’Hermite afin de raccourcir son temps de calcul et ainsi étre plus
compétitif par rapport a la méthode de Padé.

8.6 Conclusion

Nous avons validé le calcul de la gyromoyenne en géométrie polaire. Des comparaisons
sont faites avec ’approximation classique de Padé, en considérant d’une part des cas test ana-
lytiques, dont on connait la solution exacte, et d’autre part des simulations gyrocinétiques de
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base : un modele drift-kinetic 4D avec un rayon de Larmor et le benchmark linéaire classique
DIII-D. Nous constatons que, dans le cas linéaire, les différences avec Padé sont importantes
en prenant une géométrie SLAB et un rayon relativement grand. En outre, I'introduction
de 'opération de gyromoyenne tend a diminuer le taux d’instabilité et cela est amplifié en
considérant 'opérateur de gyromoyenne direct, au lieu de I'approximation de Padé. L’ana-
lyse linéaire prédit un comportement similaire lorsque nous comparons ’approximation de
Padé et la fonction de Bessel Jy pour kp < 1, mais une diminution du taux d’accroissement
quand 1 < kp < 5. Notons que le résultat reste au niveau qualitatif, comme ici, en géométrie
polaire, la multiplication par la fonction de Bessel .Jy n’est pas la solution exacte (excepté
pour les fonctions de Fourier-Bessel), et elle differe de la géométrie cartésienne . Des simula-
tions non-linéaires en temps long devraient étre réalisées dans le futur afin de voir I'impact
sur de grands nombres d’ondes.

Peeucocclon
Jer; velues

0.08100
0.08875 l
0.05650
005425

005200
Mo 006311
Kin: 005344

FIGURE 8.6 — Coupe poloidale f(r,6,z = 0,v; = 0) au temps 7" = 7000 pour 128 x 256 x
128 x 128, At = 2. En haut (de gauche a droite) : p = 0.5 avec Hermite et puis Padé; en bas
(de gauche a droite) : p = 1, avec Hermite et puis Padé.
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FIGURE 8.7 — Coupe poloidale f(r,6,z = 0,v; = 0) au temps 7" = 5000 pour 128 x 128 x
128 x 128, At = 1. En haut (de gauche a droite) : u = 0.1 avec Hermite et puis Padé; en bas
(de gauche a droite) : u = 0, avec Hermite et puis Padé.
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FIGURE 8.8 — coupe poloidale f(r,6,0,0) au temps 7" = 5000 avec 64 x 64 x 32 x 64 points
et At =5, Hermite avec p = 0.1,...,0.8 (de gauche a droite et de haut en bas).
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FIGURE 8.9 — coupe poloidale f(r,6,0,0) au temps 7" = 5000 avec 64 x 64 x 32 x 64 points
et At =5, Padé avec u = 0.1,...,0.8 (de gauche a droite et de haut en bas).
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FIGURE 8.10 — Evolution en temps de frzri‘:" 02” O(r,0,0)rdrdd : Hermite (en haut), Padé
(milieu). En bas : taux d’instabilité en fonction de p; comparaison entre la solution de la
relation de dispersion (en utilisant Jo(y/21) ou son approximation de Padé) et les
résultats numériques.
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FIGURE 8.11 — Evolution en temps de f:”fax 027r ®(r,0,0)rdrdd. Comparaison Hermite/Padé.
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Méthode de gyromoyenne
Padé Hermite Spline Désactivé
Sans Avec Sans ‘ Avec
Mail. : Temps tot. d’exéc. (sec.) | 26.71 | 46.24 | 29.00 | 47.70 | 28.72 26.33
% exéc. de la gyro. 1.4% | 75.6 % | 102 % | 81.2% | 9.1 % 0
Mail. : Temps tot. d’exée. (sec.) | 105.98 | 186.83 | 120.55 | 190.25 | 127.12 104.78
% exéc. de la gyro. 1.1% | 783 % | 15.0% | 81.6 % | 21.3 % 0
Mail. : Temps tot. d’exée. (sec.) | 453.52 | 760.85 | 525.18 | 793.47 | 594.18 444 .20
% exée. de la gyro. 21 % | 71.3% | 182 % | 78.6 % | 33.8 % 0

TABLE 8.15 — Temps d’exécution et proportion des différents opérateurs de gyromoyenne sur

trois maillages différents.
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Méthode de gyromoyenne

Padé Hermite ‘ Désactivé

#thread : 1 Temps tot. d’exéc. (sec.) | 454.74 | 526.75 443.85

Efficacité relative | 100.0 % | 100.0 % 0
% exéc. de la gyro. | 2.5 % | 187 % 0

#thread : 2 Temps tot. d’exée. (sec.) | 232.53 | 265.67 227.86
Efficacité relative | 97.8 % | 99.1 % 0
% exéc. de la gyro. | 2.1 % | 16.6 % 0

#thread : 4 Temps tot. d’exéc. (sec.) | 121.07 | 141.83 117.83
Efficacité relative | 93.9 % | 92.8 % 0
% exéc. de la gyro. | 2.7 % | 20.4 % 0

#thread : 8 Temps tot. d’exéc. (sec.) | 66.37 77.66 64.98
Efficacité relative | 85.6 % | 84.8 % 0
% exéc. de la gyro. | 2.1 % | 195 % 0

TABLE 8.16 — Sur le maillage (8.5.6)) : temps d’exécution en secondes, efficacité relative en
pourcentage et proportion des différentes versions de I'opérateur de gyromoyenne en fonction
du nombre de threads.
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Chapitre 9

Quasi-neutralité

Dans le chapitre précédent, nous avons développé une méthode numérique de calcul de
I'opérateur de gyromoyenne :

1 2

Tp([)(x) : fx+p)da,  p=p(cos(a),sin(a))

.:%O

sur un maillage polaire. Nous développons ici un solveur pour I’équation de quasi-neutralité
utilisant cette méthode. Nous comparerons ce solveur a la méthode classique par Padé sur
des cas tests analytiques. Nous considérons également un modele simplifié de 1’équation de
quasi-neutralité avec un g (au lieu d’une intégrale en p) sur lequel nous comparerons le
nouveau solveur avec le solveur par Padé dans le cadre de simulations gyrocinétiques.

9.1 Dérivation de ’équation de quasi-neutralité

Dans cette partie, nous dérivons un modele de quasi-neutralité permettant de calculer le
potentiel électrique ®(x,t) ou x = (1,6, z) € [0, L,] x [0, 27] x [0, L.] sont les coordonnées de
la position des particules. Nous désignons la densité des ions par n;, la densité des électrons
par n, et ng correspond a la densité des ions et des électrons a 1’équilibre. Nous considérerons
que cette densité a I’équilibre varie uniquement de maniere radiale : ng = ng(r). Nous notons
T; = T;(r) la température des ions a I’équilibre et T, = T,(r) celle des électrons.

Les électrons suivent une distribution de Boltzmann :

)=t (S

ou le potentiel moyen suivant z noté (®) est défini par :

(D) (r,0) := Liz/(; Z O(r, 0, z)dz.

Puisque le potentiel est petit devant I’énergie cinétique des électrons, nous pouvons linéariser :

) = nofr) (1= -5 (066) = (@)(0,9)) )
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Par ailleurs, la densité des ions n; peut étre écrite au premier ordre gyrocinétique par :

x) = /Jp(f+g)(x, v)pdpdv,,  p=+/2u

ou la fonction g correspond a la correction :

9(x.p) = 0,Fu (1, p)[0(x) — Ty(@)(X)],  Fuslr,p) 1= =

de telle sorte a ce que
1

no(r)

—+o00
/ Fy(r,p)pdp = 1.
0

En notant par n; la densité relative a la fonction de distribution des ions gyromoyennée :

() i= [ ()6 v)pdpdes,

la densité des ions n; peut alors se réécrire :

/ Tp(f)(x,v;)pdpdv, + / Jp(9)(x)pdp.

Concernant le terme de correction, nous avons :

9(x,p) = EFr(r, p)[@(x) — Tp(P)(x)].

b
Ti(r)

Puisque les variations spatiales de F); sont négligeables, nous pouvons supposer que
J,(Fyn) = Fyy et ainsi

TN.p) =~ Pl p)#(x) = TE®) )

[ omn = —nalr) (960 - 5 [ @) expl—2 /2T ).

En posant
B(x) = 7 | T (B)0) exp—p/ T
nous obtenons :
ni(x) = 1s(x) = no(r) ((x) — D(x)).

Sous I’hypothese de la limite quasi-neutre, la densité des ions est égale a celle des électrons :
n; = ne. Cette hypothese nous conduit a I’équation de quasi-neutralité :

7| (@ = T @) exp(py/ Tdps = 72 (® — (®)) =i — mo. (9.1.1)

R+
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9.2 Solveur par interpolation

Nous présentons une méthode de résolution de I’équation de quasi-neutralité di-
rectement basée sur la méthode de calcul de la gyromoyenne décrite dans le Chapitre [§| qui
consistait a interpoler la fonction de distribution en N points uniformément répartis sur
le cercle de Larmor. Pour cela, considérons un maillage polaire uniforme sur le domaine
[Tmin, Tmax] X [0, 27] comprenant N, x Ny cellules :

Cij = [ri, il x [0, 0514], i=0,...,N;, 7=0,...,Np— 1
ou

Tmax — T'min .
i min .—7 :()7"'7Nr>
T Tmin T 2 N 1

2w

0, = j— 1 =20,..., Np.
J jNev J yeeey 4VO

Le calcul de la gyromoyenne s’écrit, pour (r;,6;) un point du maillage polaire :

1 = 2T 2T
Tp(®)(14,0;) ~ N Z P(P) (7"1- cos (0;) + pcos (W) ,risin (6;) + psin (T)) 7
=0

ou P est un opérateur d’interpolation. Dans la suite, nous utiliserons l'interpolation par
splines cubiques. Nous effectuons une projection radiale sur le bord du domaine pour les
points hors du domaine et nous considérerons des conditions 27-périodiques en 6.

Nous détaillons ci-dessous les étapes de construction du solveur. Pour cela, notons

Dij = P(r:,0;), i=0.N,, j=0.N,—1
Tp®ij = Tp(®)(r:,0;), t=0..N,, 7=0..Nyg—1
¢ = t(q)0,0a s Pong -1, P10y s Prvg—1s ooy Pty ooy Povvp—1)
T(#) = UTP0.0s s Tp@ony-1, To®10s s To®ing 15 o0y Ty®no 0y oos To® v, Ny 1)-

1. Construction de la matrice A% € M (N, 13)x Ny, (N, +1)x Np (R) telle que S = APl soit
le vecteur des coefficients de splines. Nous considérons des splines de type Hermite
avec condition nulle sur la dérivée aux bords en r et des conditions périodiques en 6.
La matrice A*"' ne dépend pas du rayon de Larmor.

2. Pour chaque rayon de Larmor p; = \/Q_Mj, construction de la matrice A;?”“” €
M (N, +1)x Ny, (N, +3)x N, (R) donnant la contribution de la gyromoyenne de rayon p; en
chaque point en fonction des coefficients de splines. Nous avons donc J,,(¢) = AZ‘;"” S
et la matrice de la gyromoyenne pour le rayon de Larmor p; est alors donnée par
G, = Ag?”“’ASpl. La matrice de la double gyromoyenne s’obtient par B, = Gij.
Nous remarquons que pour un maillage de p; donné, ces matrices peuvent étre cal-
culées une fois pour toute.
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3. Evaluation de l'intégrale par quadrature en p :

4+(@ — jjﬁ(@))e_“/Tid,u ~ /0 max(@ _ jj@(‘b))e_“mdu

bS]

Q

(@ = T (@))e

Jj=

==

Q

[ c;(Id — Bpj)e_“j/Ti o,

J=1

Nous utilisons les méthodes de quadrature suivantes :
— Méthode des rectangles a gauche : p > 1, ¢; = % et p; = (j — 1)%.
— Méthode de Gauss-Legendre (formule composite).

4. Inversion de la matrice de 'opérateur de quasi-neutralité par décomposition LU.

Remarque 9.2.1.
1. 1l est a noter que toutes les étapes ci-dessus sont effectuées en précalcul.

2. Une méthode d’intégration est également présentée dans [105] basée sur l'approxima-
tion de la fonction T'y.

Nous construisons la matrice de 'opérateur de quasi-neutralité dans la base de Fourier vec-
torielle. En effet, le calcul est plus efficace dans cette base puisque les produits matriciels
nécessaires a la construction de la matrice de double gyromoyenne se font entre des matrices
diagonales par blocs. Cette méthode a déja été utilisée par exemple dans le chapitre 5. Plus
précisément, la périodicité en 6 assure que les matrices A;‘J’,"” et A°P! sont circulantes par
blocs :

[ [ [
AtoAE A
Aspl
spl __ Ny—1 :
AP = . o € M (N,43)x No,(No+1) x Ny (R)
: 1
spl spl spl
AP AR A
contr contr contr
Agortr - Acon L A
con]l\f[r .
contr __ pi,Ng—1
Apj = ” € M(Nr+1)><N0,(Nr+3)><N9 (R)
contr
pj71
contr contr contr
p]’l Tt APJ7N9_1 AP]:O

oll Afpl € Mn,13n,41(R) et A;‘J?f‘i” € My, 11.n,+3(R) pour i = 0, ..., Nyg — 1. Ces matrices
sont alors diagonalisables dans la base de Fourier vectoriel :

spl __ splyrx contr __ contryrx
AP =Un,y3DPUY 11, A =Un DU, 45
ou
spl contr
_ . contr __
Dspl - T D pi
spl contr
DN9—1 Dpj,Ng—l
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avec

Ny—1 Ny—1
spl spl 72]@km contr contr —erkm
Dt =3 Alle™Nor Dpmi= ) AYiTe
k=0 k=0
et
Uﬁﬂﬁ e Uﬁﬂﬁ@—l
1 ikt
Uﬁ:: : . : ) Uﬁhﬁzz e No Lz
vV No
Un,Ng—l,O AR U?’L,Ng—l,Ng—l

ou I,, est la matrice identité de taille n x n.

L’intérét de la diagonalisation dans la base de Fourier est que le calcul de la gyro-
moyenne de ® par le produit GG, ® se fait de manicre rapide avec les FFT :

1. Passage dans la base de Fourier par FFT(®).
2. Calcul du produit G, ® dans la base de Fourier.
3. Passage dans l'espace réel par FFT™! du résultat précédent.

L’utilisation du maillage polaire et de la FF'T permettent de faire des calculs plus rapidement
et constitue une base pour des travaux en géométrie plus complexe.

9.3 Solveur par approximation de Padé

Dans cette section, nous présentons une méthode de résolution de 1’équation de quasi-
neutralité basée sur ’approximation de Padé de la fonction de Bessel utilisée afin de calculer

le terme
= 1 2 —u/T; 2 -
=7 | Tl @) CZMZ/]R+ Ty (P)e " dp

de I'équation de quasi-neutralité (9.1.1]). Une telle méthode a déja été décrite dans le chapitre
précédent. Dans ce chapitre, nous avions montré qu’en passant dans ’espace de Fourier (voir
8.1.2) :

T(®)(1) = Jo(klp)B (k).
Ainsi, nous obtenons :
(k) = To([k|*T;)D (k)

ou la fonction I'y est définie par :

[o(k?) := /R+ exp(—2?/2)J3 (kz)xdx.

Nous utilisons alors les développements de Padé et de Taylor de la fonction de Bessel :

2 . (kx)?

hotke) ¥ g
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ce qui donne le développement de Taylor de la fonction I'y :

Lo(kPT) = / exp(—a?/2) (k| Tea)ads

o
= / exp(—2?/2)xdr — ‘k’—TZ/ exp(—z?/2)x%dx + O(k|*)
R+ 2 Jr+

= 1-|k]’T; + O(kP).
En utilisant ce développement de la fonction I'y, nous aboutissons a 1'équation (voir [102]
101, [104)) :

n
=~V (mVL0) + 2 (P~ (@) = 7 — no.
Une linéarisation du terme de diffusion en supposant que n;(x) &~ ng(r) (voir [80, 102])
conduit a :
n
—V. - (ngV.®) + To(cp — (D)) =7; — ng

et finalement a

- (af<1> + (1 + ar"‘)(r)) 0, + %a&p) @ (@) = S(—no).  (93.1)

r no(r) T. no

La résolution de cette équation de Poisson s’effectue en passant dans ’espace de Fourier en
f et par différences finies en r comme cela a été détaillé dans la section 8.2

Modele simplifié
Dans la suite, nous considérons un cas simplifié de 1’équation de quasi-neutralité (9.1.1)
ol les intégrales en p sont remplacées par I’évaluation en une valeur de p = i :
o T
RO = Trr(@) + 2@ - @) = [ Tpm(Hocvddo—mo (032
Dans 'espace de Fourier,

[~ T2 (@)]0) = (1= F(Kly/200T3) ) B(K).

Le développement de Taylor du facteur précédent donne
k|\/200T;)?
L= T = 1 (1= BEEEE L o)

= |k[*uoTi + O(|k[*).

On aboutit alors a ’équation de Poisson suivante :

BN Tie(q) (@) = nio (/ T e ()%, 02)dvs — no) .

La Figure [9.1] donne les représentations de z — (1 — JZ(x))™! et de son développement
de Padé x — 2/22. Nous observons que lorsque z tend vers 0, les deux fonctions coincident,
ce qui montre que lorsque |k|\/2u0T; est petit, la solution obtenue avec la méthode de
Padé appliqué a un p est proche de la solution au niveau continu. Lorsque z augmente,
I'approximation de Padé est sous la fonction z + (1 — JZ(z))™!, ce qui justifiera dans les
résultats numériques que le taux d’instabilité de la méthode de Padé appliquée a un pu soit
plus faible que celui de la méthode par interpolation.
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FIGURE 9.1 — Représentations de z +— (1 — JZ(x))~! (en rouge) et de son développement de
Padé x +— 2/2? (en vert).

9.4 Résultats Numériques

9.4.1 Cas test analytiques

L’opérateur de quasi-neutralité est diagonalisable dans la base de Fourier-Bessel. Nous
pouvons donc réutiliser les solutions analytiques développées dans la sous-section [8.4.1}
Considérons ainsi la fonction

o(r,0) = (Jm(ym,f)ym (r 7’“) — Y (Yot I (TM>) ¢imf (9.4.1)

Tmax /rmax

ol Yy p est le £4m¢ zéro de I'application

Y= Jm(y)Yim (y Tmm) — Y (y) o (y Tmm) .

rmax rmax

Alors ® vérifie des conditions de Dirichlet homogene aux bords :
D (rmin, 0) =0, P(rpax,0) =0, 0<60 <2,

et sa gyromoyenne vaut

T y3:(®)(r0,600) = Jo (\/Q—MM) D(rg, bp).

’rmax

— Dans le cas de l'opérateur de quasi-neutralité avec I'intégrale en p sans considérer le
terme (®) (cas sans zonal flow), nous obtenons :

max

+o00 B fyzn
/0 (@ — T2 (®))e Hdp + A = <1 + AT, (2—5» ®.

en considérant 7; = 1 et pour un A réel quelconque.
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— Dans le cas de l'opérateur de quasi-neutralité avec un p et sans considérer le terme
(®) (cas sans zonal flow), nous obtenons :

max

(@ — T2 (®)) + A = (1 F A= T2 (\/Z?M» .

Nous avons comparé la méthode par Padé a la méthode par interpolation sur cette so-
lution de référence dans le cas de 'opérateur de quasi-neutralité avec 'intégrale en p. Nous
avons choisi les parametres suivants : N, = Ny = 64, A = 1, £ = 1. Pour la méthode par
interpolation, nous considérons fimax = 35, N, = 100 (quadrature par Gauss; 10 points de
Gauss sont utilisés) et N = 128. Nous avons testé les cas m = 1 et m = 5. La Figure
représente, pour m = 1, la solution exacte de ’équation de quasi-neutralité avec l'intégrale
en p (surface rouge) et les solutions obtenues avec la méthode de Padé (surface verte en
haut) et la méthode par interpolation (surface verte en bas). Il apparait que la méthode par
interpolation crée des oscillations en 7,;, et rn. contrairement a la méthode de Padé. Ceci
est confirmé par la Table qui donne la norme L? de l'erreur relative :

(I)schema -
d

2

pour P .neme Obtenu avec les différentes méthodes de résolution de I'équation de quasi-
neutralité (méthode par interpolation ou Padé) avec m = 1. L’erreur pour la méthode
par interpolation diminue lorsque nous restreignons 'intervalle en placant deux zones buffer
[Tmin, Tmin + @] €t [Fmax — @, Fmax] sur lesquelles Uerreur n’est pas calculée. Dans la Table ,
la taille a des zones buffer est exprimée en nombre de cellules. En restreignant 'intervalle de
maniere significative dans le cas de la méthode par interpolation afin de ne pas étre perturbé
par les oscillations aux bords du domaine, nous retrouvons une erreur comparable a celle de
la méthode de Padé. Le choix de m = 1 correspond au domaine de validité de Padé, ce qui
explique que lerreur soit assez faible. Cependant, lorsque m augmente (m = 5 pour la Figure
et la Table , la méthode par interpolation donne clairement de meilleurs résultats
que la méthode par Padé a l'intérieur du domaine bien que la méthode par interpolation
présente a nouveau des oscillations au bord.

La Table présente les temps d’exécution des méthodes par Padé et par interpolation
appliquées 1000 fois sur la fonction analytique ci-dessus. Cette table montre, que pour la
méthode par interpolation, le temps de précalcul est proportionnel au nombre de p. De plus,
la méthode par Padé est plus rapide que la méthode par interpolation d’un facteur 10, ce qui
est en accord avec les tests de performance réalisés dans le cadre de la gyromoyenne (chapitre
8) ou nous avions également trouvé un facteur proche de 10 entre Padé et la méthode par
interpolation.

9.4.2 Application aux simulations gyrocinétiques

Nous présentons ici uniquement des résultats numériques dans le cas de I'équation de
quasi-neutralité avec un p (équation[9.3.2). Considérer le cas avec un p est justifié par le fait
que le cas général nécessite un cas 5D avec une condition initiale 5D ce qui est tres cotiteux
en temps de calcul. De plus, ces cas test sont plus compliqués car ils font intervenir plus
de physique; nous cherchons a valider et donc a utiliser un cas un peu plus simple. Le cas
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Taille de la zone buffer 0 1 2 3 4 5 10 20

Interpolation 0.28 0.28 0.13 | 7.1072 | 51072 | 3.1072 | 8.1073 | 1.1073

Padé 1.1073 | 1.107% | 1.107* | 1.1073 | 1.1073 | 1.1073 | 1.1073 | 1.1073

TABLE 9.1 — Norme L? de Perreur relative avec une zone buffer en r de taille variable (en
nombre de cellules) pour m = 1. Parametres : N, = Ny = 64, A = 1, £ = 1. Méthode par
interpolation : fiymax = 35, N = 128, N, = 100.

Taille de la zone buffer 0 1 2 3 4 5 10 20
Interpolation 020 | 0.18 [8.107%2|5.1072|3.1072|210°2|5.107 | 7.10~*
Padé 3.1072 1 3.1072 | 3.1072 | 3.1072 | 3.1072 | 3.1072 | 3.107% | 3.1072

TABLE 9.2 — Norme L? de lerreur relative avec une zone buffer en r de taille variable (en
nombre de cellules) pour m = 5. Parametres : N, = Ny = 64, A = 1, £ = 1. Méthode par
interpolation : fimax = 35, N = 128, N, = 100.

Padé Méthode par interpolation
Nombre de p pour @ - 1 2 4 8 32 ] 128
Temps d’initialisation (s.) || 0.005 || 2.6 | 4.4 | 8.2 | 16.3 | 64.0 | 256
Temps d’exécution (s.) 24 | 27 [ 26 | 27| 26 | 26 | 27

TABLE 9.3 — 1000 itérations, 64 x 64 cellules, irma-hpc2, N = 1024.

de I’équation de quasi-neutralité avec U'intégrale en u (équation 9.1.1)) sera traité dans un
travail ultérieur.

L’équation satisfaite par la fonction de distribution des ions f(¢,, 0, z,v) suivant le mou-
vement du centre guide se lit :

15) () 0, )
O,f — (—9‘71% ) O, f + (—jj% ) Bof +
00, f — (0:T oz ®) Ouf = 0. (9.4.2)

pour (7,60, 2,0, 1) € [Tmin, Tmax] X [0, 27] X [0, L] X [—Umax, Umax)- Cette équation sera couplée
soit avec I’équation de quasi-neutralité :

Ny )

RO = T (@) + 2@ (@) = [ Tl v~ mo
résolue par la méthode par interpolation, soit avec I’équation de Poisson :

1 1
o4 (@ = @) = o ([ T 0o = o).

dans le cas de la méthode par Padé pour un u. La résolution de cette équation de Poisson
s’effectue en passant dans ’espace de Fourier en 6 et par différences finies en r comme cela
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FIGURE 9.2 — Comparaison entre la solution analytique de I’équation de quasi-neutralité (en
rouge) et la solution obtenue avec la méthode par Padé (en vert en haut) et celle obtenue
avec la méthode par interpolation (en vert en bas) pour m = 1.
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FIGURE 9.3 — Comparaison entre la solution analytique de I’équation de quasi-neutralité (en
rouge) et la solution obtenue avec la méthode par Padé (en vert en haut) et celle obtenue
avec la méthode par interpolation (en vert en bas) pour m = 5.
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a été détaillé dans la section [R.2]

Pour traiter ce systeme d’équations, nous avons utilisé la plate-forme SELALIB [67].
L’équation de Vlasov est résolue avec une méthode semi-Lagrangienne classique avec inter-
polation par splines cubiques, ainsi qu'une méthode prédicteur-correcteur et l'algorithme
de Verlet pour les caractéristiques (voir [86l [77] pour plus de détails). Dans les simulations,
nous ne considérerons pas le terme (@) (cas sans "zonal flow”). La fonction de distribution
initiale se lit :

f(0,7,0,2,0) = feq(r,v) X

(1o (-0 s (2 )

ou la fonction d’équilibre f,, vaut

no(r) exp <_27§2(7')>
(27 T3(r))1/?2

fe(I(Tﬂ U) -

Les profils T;, T, et ng sont donnés par :

P(r) = Cpexp (—/4373(57"73 tanh (r — Tp))

(57‘73

ou P € {T;,Te,no}, CTi = CTe =1let

C Tmax — "'min
ng

[T exp (—H,no 07, tanh (%)) dr

Tmax ng

Nous considérons les parametres de [86] [Medium case] :

Penin = 0.1, e = 14.5, Vo = 7.32, Koy = 0.055,

Oy
= Ky, = 0.27586, 0ry, = Org, = 7”20 — 145,

KT,

e=10%n=1m=>5,
T'min + Tmax o 45Tn0
2 T (57”Ti

L = 1506.759067, 1, =

Les résultats numériques sont donnés dans les Fig. — [0.7 Nous considérons ici
N = 1024 pour la méthode par interpolation. La méthode par interpolation est utilisée
pour le membre de droite de I’équation de quasi-neutralité meéme lorsque Padé est utilisé
pour 'opérateur de quasi-neutralité afin de voir I'influence des différentes méthodes unique-
ment sur 'opérateur de quasi-neutralité. Sur la Fig. [9.4) nous tragons une coupe poloidale
f(r,0,0,0) (x = 0.1 au temps 7" = 3000 et u = 0.2 au temps 7" = 3500) pour Padé et la
méthode par interpolation. Nous observons globalement les mémes structures a la différence
que la méthode par interpolation semble générer davantage d’oscillations. Sur la Fig. [9.5]
nous augmentons la valeur de p = 0.7. Nous observons que la méthode par interpolation
conduit a davantage de structures sans qu’il n’y ait de décalage entre les résultats des deux
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méthodes. Nous avions déja observé ce phénomene dans le cas de la gyromoyenne simple
(Fig. et . Cependant, il n’y a globalement pas beaucoup de différences entre les deux
méthodes car les taux d’instabilité sont encore proches quand p = 0.7.

Sur la Figure [9.6) nous considérons p = 1. Pour cette valeur de u, nous constatons des
différences entre les deux méthodes : les structures sont déja bien plus développées pour le
solveur par interpolation, ce qui sera confirmé par I'analyse des taux d’instabilité (Fig. [9.7)).
De plus, nous observons la convergence en maillage.

La Figure montre 1’évolution temporelle de f;’:" OQW ®(r,0,0)rdrdf dans la phase linéaire
puis non linéaire. Nous remarquons d’abord que pour p = 0, les deux méthodes sont instables
et explosent trés rapidement (courbes épaisses verte et rouge). Ensuite, plus p augmente
(p = 0.1,0.2,0.5,0.7,1), plus le taux d’instabilité diminue pour les deux méthodes. Pour
un 4 donné, la méthode par Padé semble avoir un taux d’instabilité plus bas que pour la
méthode par interpolation. En effet, dans la relation de dispersion (voir Appendice , les
facteurs qui interviennent pour la méthode par Padé et pour la méthode par interpolation
sont ordonnés (voir Fig. ce qui justifie que le taux d’instabilité pour la méthode par
Padé est plus faible.

193



FIGURE 9.4 — Coupe poloidale f(r,6,z = 0,v = 0) pour 128 x 256 x 32 x 128, At = 2. En
haut p = 0.1 au temps 7' = 3000 (de gauche a droite) : avec solveur QN par interpolation
et puis Padé; en bas u = 0.2 au temps 7' = 3500 (de gauche a droite) : avec solveur QN par
interpolation et puis Padé.
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FIGURE 9.5 — Coupe poloidale f(r,0,z = 0, v = 0) sur un maillage 128 x 128 x 32 x 128, At =
2, u = 0.7, aux temps T = 5000 (en haut) et T = 7000 (en bas), avec solveur QN par

interpolation (& gauche) et Padé (a droite).
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FIGURE 9.6 — Coupe poloidale f(r,0,z = 0,v, = 0) avec At =2, 1 = 1, au temps 7" = 7000
avec solveur QN par interpolation (& gauche) et Padé (a droite). Maillages (de haut en bas) :
32 X 32 x 32 x 64; 64 x 128 x 32 x 128; 128 x 128 x 32 x 128 et 128 x 256 x 32 x 128.
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avec Padé pour un p (pademu dans la légende) et avec la méthode par interpolation pour
différents p (0, 0.1, 0.2, 0.5, 0.7, 1).
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Conclusion générale & Perspectives

Dans ce manuscrit, nous avons proposé et analysé différentes méthodes numériques pour
la résolution de I’équation de Vlasov.

La premiere partie concerne la résolution de l’équation d’advection linéaire qui in-
tervient de maniere récurrente dans les méthodes semi-Lagrangiennes. Nous avons établi les
équations équivalentes de plusieurs schémas résolvant cette équation. Nous avons montré
que l'approche par les équations équivalentes fonctionne en considérant suffisamment de
termes. Cette approche permet de prévoir les propriétés de diffusion et de dispersion des
schémas et de les comparer entre eux. Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés plus
particulierement au schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien pour lequel nous avons
montré numériquement et formellement une propriété de superconvergence pour les petits
degrés.

La poursuite des investigations permettant d’établir la preuve générale de ce résultat
pour un degré quelconque et ’adaptation de cette preuve lorsque le déplacement tend vers
0 constituent les perspectives de travail de cette partie.

La seconde partie expose des méthodes de résolution du systeme de Vlasov-Poisson.
Des schémas de volumes finis ont été étudiés et comparés dans le chapitre 4. Nous avons
montré un lien entre les méthodes de volumes finis et les méthodes semi-Lagrangiennes
dans le cadre de I’équation d’advection. Lorsque le pas de temps At tend vers zéro, les
méthodes semi-Lagrangiennes récuperent des caractéristiques des méthodes de volumes
finis. Dans le chapitre 5, nous avons détaillé une implémentation sur GPU d’une méthode de
résolution du systeme de Vlasov-Poisson. Nous avons montré que cette approche fonctionne
et conduit a d’importants speed-ups. Le chapitre 6 était consacré a 'implémentation du
schéma Galerkin Discontinu semi-Lagrangien sur maillage non uniforme. Nous avons validé
cette méthode par comparaison aux splines cubiques non uniformes préexistantes. Ainsi, il
est possible de réduire le nombre de points; ceci est intéressant dans le cas test des ondes
KEEN et est encourageant pour les futures simulations 2D x 2D.

Concernant le code sur GPU, nous espérons monter en dimension en implémentant une
version en quatre dimensions (2 en = et 2 en v) de ce code puis inclure des collisions. Un
travail permettant ’accélération du code non uniforme SLDG est également envisagé avec a
terme une intégration dans la librairie SELALIB. Pour toutes ces méthodes, nous aimerions
faire de la décomposition de domaine dynamique (maillages fins et grossiers évoluant au
cours du temps) pour appliquer cette approche a d’autres contextes.

La troisieme et derniere partie présente des méthodes numériques pour la résolution du
modele gyrocinétique. Dans le chapitre 7, nous avons présenté un opérateur d’interpolation
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de type Hermite que nous avons utilisé dans le cadre de la résolution numérique du modele
Drift-Kinetic 4D. Nous avons montré que dans le cas d’une reconstruction des dérivées
décentrées, le schéma est plus diffusif et crée moins d’oscillations numériques pour de petits
pas de temps. Une méthode de calcul de l'opérateur de gyromoyenne en géométrie polaire
basée sur l'interpolation a été présentée et validée dans le chapitre 8. Nous avons comparé
cette nouvelle méthode a la méthode classique par Padé sur des cas test analytiques
ainsi que sur des simulations gyrocinétiques. Nous avons montré que l'introduction de
I'opération de gyromoyenne diminue le taux d’instabilité. Ce taux diminue davantage en
considérant 'opérateur de gyromoyenne par interpolation par rapport a la méthode par
Padé. Dans le dernier chapitre, nous avons utilisé cette méthode de calcul de gyromoyenne
par interpolation pour résoudre I’équation de quasi-neutralité. Des comparaisons sont faites
sur des cas test analytiques ainsi que sur des simulations gyrocinétiques avec la méthode
classique de Padé. On montre que la méthode par interpolation donne de meilleurs résultats
pour de hauts modes en theta malgré I’apparition d’oscillations aux bords.

Dans un travail futur, il serait intéressant d’adapter 'opérateur de gyromoyenne a une
géométrie plus complexe que la géométrie polaire. Concernant ’équation de quasi-neutralité,
nous aimerions considérer 1’équation de quasi-neutralité avec l'intégrale en p en discutant
avec des physiciens pour l'interprétation des résultats. La méthode de résolution de I’équation
de quasi-neutralité par interpolation pourrait également étre améliorée en définissant mieux
I'opérateur aux bords en r afin d’éviter les oscillations. Un travail sur d’optimisation du code
est également souhaitable afin de rendre la méthode par interpolation plus compétitive par
rapport a la méthode de Padé en terme de temps de calcul.
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Appendices

E Polynomes de Tchebychev
Définition E.1. Soit n € N. [l existe un unique polynome T,, tel que
VO € R, T,(cos(f)) = cos(nh).
Les T, (n € N) sont appelés polynomes de Tchebychev de premiére espéce.

Exemple E.2. Les premiers polynomes de Tchebychev de premiere espece valent :
To(X) = 1

Tx) 21
T3(X) = 4X3 - 3X.
Définition E.3. Soit n € N. [l existe un unique polynome U, tel que
V0 € R, sin(#) x Uy, (cos(f)) = sin((n + 1)0).
Les U, (n € N) sont appelés polynémes de Tchebychev de seconde espéce.

Exemple E.4. Les premiers polynomes de Tchebychev de seconde espece valent :

Un(X) =1,

Ui(X) =2X,
Up(X) =4X2 -1,
Us(X) =8X? —4X

Le but de cet appendice est de montrer les relations :

Tp i =Th(-2) = # ((2 + \/§)n +(2- \/§>n>

fn = Un(=2) = g\? ((2+f )" — (2 —\/5)"“)

Proposition E.5 (P1 : Parité). Soit n € N. Alors
(1) To(=X) = (=1)"T,(X)
(2) Un(=X) = (=1)"Un(X).
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Démonstration. Soit 0 € R. Alors

T, (—cos @) = T, (cos(0 + 7)) = cos(nf + nm) = (—1)" cos(nb) = (—1)"T,,(cos 0)

et
sin(f) x U,(—cos(f)) = —sin(f0+ 7) x Uy(cos(f + 7))
= —sin((n+1)0+ (n+ 1))
= (=1)"sin((n+ 1)0) =sin(#) x (—=1)"U,(cos(0)).
Les polynomes sont égaux sur U'intervalle [—1, 1] donc sont égaux. O]

Proposition E.6 (P2 : Relation entre T,,41 et U,). Soit n € N. Alors
Démonstration. En dérivant la relation T,,41(cos#) = cos((n + 1)8), on obtient

—sin(0)T, ,,(cos0) = —(n + 1) sin((n + 1)6)

n

soit )
I :
sin(0) (n _:11) (cosf) =sin((n + 1)0).
Par unicité de U,, on a que T}, = (n + 1)U,. O

Proposition E.7 (P3 : Relation de récurrence entre les 7T),).
VneN, T,o(X)—2XT,1(X)+Tn(X)=0.
Démonstration. Pout tout 6 € Ret n € N, on a
cos(nf) + cos((n + 2)0) = 2 cos(f) cos((n + 1)0)
d’out
VO e R, T,(cosf)+ T, 2(cosf) =2cos(d)T,1(cosb).

Les polynomes sont égaux sur U'intervalle [—1, 1] donc sont égaux. O

Proposition E.8 (P4 : Fonctions hyperboliques). Soit n € N. Alors
(1) Pour tout 0 € R, T,,(ch(0)) = ch(nb)
(2) Pour tout 0 € R, sh(0)U,(ch(0)) = sh((n+ 1)0)

Démonstration. (1) Par récurrence sur n. La relation est vraie pour n = 0 et n = 1. Suppo-
sons que la propriété est vraie aux rangs n et n+ 1 et montrons la au rang n + 2. En utilisant
la proposition P3 et I’hypothese de récurrence, on obtient :

Tha(ch(0)) = 2ch(0)T11(ch(0)) — Tu(ch(6))
= 20h(6)ch((n +1)0) — ch(n#)
h((n+ 2)0) — ch(nf) + ch(nd)
h((n+2)0).

|
o
3

|
o
3

202



ce qui acheve la récurrence.
(2) En dérivant I’égalité obtenue en (1), on obtient

sh(0)T., 1 (ch(6)) = (n + 1)sh((n + 1)6).

D’apres la propriété P2, on a

7., (ch(8)) = Uy (ch(9))
()

n+1
d’ou
sh(0)U,(ch(0)) = sh((n + 1)0).
0

Proposition E.9 (P5 : Expression des T, et U,). Pour tout n € N et tout > 1, on a les
relations :

<($ + V22 =)+ (z — Va? — 1)")

Un(z) = 2\/% ((m + Va2 — 1) — (= Va2 — 1)”“) .

Démonstration. (1) Soit x > 1. Notons 6 = argch(x) = In(z++/2? — 1). D’aprés la propriété
P4, on obtient

DN —

T.(z) = T,(ch(9))

e

/N

nln(z+vz2-1) + e—nln(:c+\/:r:2—1))

x—l—\/F (x—i—x/ﬁ)_”)
x4+ V2 —1)" + (z — Va2 — 1)")

NI RN RN

/\/\

en utilisant le fait que (z + V22 — 1)(z — Va2 —1) = 1.

(2) En utilisant la propriété P2, on obtient par dérivation de la relation obtenue en

(1) :
T/

Un(x) = nTl(ﬂf)
n—+1 x T —\n _ x Y e )
= 5D (<1+_x2_1><x+m> + (1= == 1))
1 2 n+1 2 n+1
_ m(%ﬁ) (= Va1,
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Finalement, d’apres les propositions P1 et P5, on trouve
_1)n
1.2 = (0@ =20 (@ VB - vEy)

Un(=2) = (=1)"Un(2) = (2_;); ((2 +V3)" - (2 - \/3)”“) .

F Equations équivalentes pour le schéma La-
grange-+Projection

F.1 Calculs en advection constante
Calcul du premier terme de I’équation équivalente

Développement limité de la solution exacte.

Soit p la solution exacte de I’équation
Oip + ug0pp = 0. (F.1)

Nous allons exprimer p(z, ") en fonction de p et de ses gradients évalués au temps t". En
intégrant (F.1) entre t" et t"*! nous avons

tn+1

p(x, ") — p(z, ") = —uo/ Opp(z,t)dt.
t

n

En faisant un développement limité du terme de droite autour de ¢" puis en remplacant les
dérivées temporelles par des dérivées spatiales grace a I’'équation (F.1|), nous obtenons :

At?
p(x, t") — p(z, 1) = —ugAtd.p(z,t") + ugTazp(x,t”)
At At

Développement limité de la solution obtenue par le schéma.

Par définition,

Vel n
S Pi — Pi—1

t T n n’
Pit1 — Pi

En notation continue, nous avons
n n n AxQ 2 n A'Ig 3 n 3
Ax? AV
plx+ Az, t") — p(z,t") = Azxd.p(x,t")+ Txaip(x, t") + Txaip(x, t") + o(Az?)
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| Aadup(w, i) — AL P2p(, %) + L3 p(x, ) + o( Ax?)

r(w,t") = Az, p(z, 1) + A_ﬂ32p(x tn) + A_x‘"’af’)p(x ) + 0(Aa:3)'
(o ) 2 Yz ’ 6 "z ’

Dans le cas ou 0,p(x,t") # 0, nous posons

ny _ Ozplz, 1) ny _ Oiplz, 1)

d’ou :

r(z,t") =

1— 52F (2, ") + A2 G(x, 1) + o(Ax?)
L+ 55 F(w,t7) + 822G (w, 1) + o( Ax?)
A Az’
— (1 — TxF(:c,t”) + %G(x,t”) + O(Ax2)> X
2 2
(1 S0P - A6 ) + B P 4 0<Aw2>)

donc

r(z,t") =1— AzF(x,t") + AT””QFQ(Q:, t") + o( Ax?).

Connaissant le développement limité de r, nous pouvons en déduire ceux de U+ et U™,
* Sir(z,t") <0 alors U (x,t") = U (x,t") = 0.

* Sir(z,t") > 0 alors
2 r(x,tm)
1+ r(z,t")
2 (1 — AzF(z,t") + 22 F2(2,1") + o(Ax?))

2 — AxF(x,t") + AT“”QFQ(L t") + o(Az?)
1 — AxF(x,t") + A2 F2(2, ") + o(Ax?)
1 — 82 F(z,tm) + A2 F2(g, 1) + o( Az?)

Az? 9
= (1—-AzF(x,t")+ TF (x,t") + o(Az?) | x

Ut (z,t") =

2 2
<1 + 28R - BT P ) + B P ) 4 o(Afc2>>

donc

Ut (2, t") =1 — &25F (z,t") + o(Az?)
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et

2

_ n r(x,t"
U (z,t") = [
r(x,tn)

2
r(z,t") +1
2
2 — AxF(z,t") + ATIQFQ(l‘, t") + o(Ax?)

A Ax? Az?
= 1 S Pt = = e t) + = P t) + o(Ax?)

donc

U (z,t") = 1+ &2F (z,t") + o(Az?).

De méme, nous obtenons les résultats suivants :

r(z — Az, t") = 1 — AzF(z,t") + 222G (2, ") — F2(2,t")] + o(Az?)

Utz — Az, t") = 1 — B2F (2, ") + A2 [G(x, ") — F2(z,t")] + o(Ax?)

U (z — Az, t") = 1+ A2 F(2,t") — 22 [G(x, ") — F(,t")] + o(Az?).

Pour simplifier les formules, notons C' = (1 — n)/4. Le schéma en advection constante se
rééerit sous la forme :

n+1

pi =Py
At
u
A—(; (O\If?p?ﬂ + 1+ C(=UF + U7 — U )P+ [-1+C(—V7 + U, — 0 )], + qui—lp;}_z) —0

Les développements limités obtenus précédemment pour W}, W Wl WU~  nous permettent
d’exprimer 'erreur de troncature en fonction de p et de ses gradients évalués au temps t"
dans les différents cas, en supposant que la solution exacte et la solution donnée par le
schéma coincident au temps t" et en faisant un développement limité de la différence au

temps "1

Premier cas : 7,1 <0etr; <0

Dans ce cas, ¥V, ; = \Iff_l =V = Ut =0.

(2
Ainsi,

n+1 n n AZE2 2 n 2
i =P = { Axlep(wi, t7) — ——0pp(wi, t") | + o(Az7).
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Nous allons utiliser ce résultat ainsi que celui de la premiere partie sur la solution exacte
pour calculer 'erreur de troncature du schéma :

1
elx;, tn+1 = - nl Xy, tn+1 .
( ) =5 (pz p( )
Le premier terme dans le développement limité de cette erreur sera le premier terme dans

I’équation équivalente. Nous obtienons alors :

€= %uo(l —1)02p + o( Ax).

Il s’agit de la diffusion numérique du schéma Upwind.

Second cas : 7,1 <0Qetr; >0

Dans ce cas, nous avons W, = W =0 et
A A
U™ (z;,t") =1+ ;F(xi,t") + o(Az?), Ut (z,t")=1— TxF(acz, t") + o(Az?).

Ainsi,

Nous obtenons alors :

-1
£ =1 Oxp + o(1).
Troisiéme cas : r;_; >0 et r; <0
Dans ce cas, nous avons ¥; = ¥} =0 et
A Az?
U (20, 8") = 1+ TxF(:ﬁ £y — Tx[G(xi,t”) — F%(z;,t")] + o(Az?)
A Az?
Ut(z;_q,t") = 1— ;F(xi,t”) + Tx[G(xi,t”) — F?(x;,t")] + o(Az?).

Ainsi,

1
p(ai, ") — p(a;, t") = —n (Ax ;"amﬁ(x,»,t")> + o(Ax).
Nous obtienons alors :

1 —

£ =1y naxp—i—o(l).

Quatrieme cas : r;_; > 0 et r; >0
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Dans ce cas, nous utilisons :

A
U (2,1") = 14 ——F(zs,t") + o(Az?)

2
Ut(z;,t") = 1-— %F(xi,t”) + o(Az?)
2
U™ (z;4,t") = 1+ %F(mz, t") — ATz[G(xi,t”) — F?(2;,t")] + o(Az?)
Az Az?

Ut(z;_1,t") = 1— TF(acz, t") + T[G(xi,t") — F?(2;,t")] + o(Az?).
Ainsi,
Pt —pt = —p (Ax&pp(xi,t") AxQn(‘?Q plxs, t") + Ar® ——— 77 83 p(x, )) + o(Az?).

Nous obtenons alors :

2

Az
£ —uoﬁ(% — 30+ 1)32p + o(Ax?).

Calcul du second terme de I’équation équivalente

Comme nous voulons obtenir le premier terme de diffusion, il nous faut encore calculer
le second terme de I’équation équivalente dans les cas

1. r1<0,r;,>0

2. 121 >0, <0

3. 11 >0,7,>0

Casr,_1 <0, r, >0

Ce second terme sera la somme du terme en Az de 'erreur de troncature et du terme
d’ordre 1 provenant du terme d’ordre 0. Le terme en Az de Uerreur de troncature vaut (que
I'on calcule comme dans la partie précédente) :

-1

1
€ — uon Op = upAzx

;n%p+MA@.

Pour calculer le terme provenant du terme d’ordre 0, nous calculons les développements
limités des solutions des équations :

Op+updyp = 0
n—1
2

atﬁ+U05x,5 = o 81’5

puis nous calculons le terme d’ordre 1 de la différence :

1 ~ n n
E(pm,t Yl t >)
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Au final, nous obtienons le terme suivant de I’équation équivalente :

(4— n)én - 1)285/)'

—1
IT= uon O0zp + ugAzx

Casr,_.1 >0, <0

Ce second terme sera la somme du terme en Az de U'erreur de troncature et du terme
d’ordre 1 provenant du terme d’ordre 0. Le terme en Az de 'erreur de troncature vaut 0 :

1—

nﬁzp = o(Ax).

E — Ug

Pour calculer le terme provenant du terme d’ordre 0, on calcule les développements limités
des solutions des équations :

Op+ugdep = 0

Op +uoOep = g

puis nous calculons le terme d’ordre 1 de la différence :
1
B, 7Y = pla, 7Y ).
37 () = ol )
Au final, nous obtienons les termes suivants dans ’équation équivalente :

(1-=n)@B+n)
8

1 —
II= Ug ,r]axp + UOA.TT/

d2p.
5 2P

Casr,_1 >0, r;, >0

Ce second terme sera la somme du terme en Az® de I'erreur de troncature et du terme
d’ordre 3 provenant du terme d’ordre 2. Le terme en Az? de 'erreur de troncature vaut :

2 3

Az Az
€ — uoﬁ(%f —3n+1)02p = uog(ng —4n + 3)0% + o(Ax?).

Pour calculer le terme provenant du terme d’ordre 2, nous calculons les développements
limités des solutions des équations :

Op+ updyp = 0

; ~ Ax? -
puis nous calculons le terme d’ordre 3 de la différence :

1 ~ n n
E(pw Y st >)

Au final, nous obtienons les termes suivants dans I’équation équivalente :

Aq? Az
I = UO%(2772 —3n+1)0;p + UO%(U — 1) (" —n+1)9;p.
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F.2 Calculs en advection non constante
Calcul du premier terme de I’équation équivalente

Développement limité de la solution exacte

Soit p la solution exacte de I’équation
Op + 0y (up) = 0.
En intégrant (F.2)) entre t" et t"*! on a

tn+1

ple, ™) — pla, £7) = — / Oy (up) (. 1)t

n

(F.2)

Le programme Maple (Appendice |[F.3) nous permet d’obtenir le développement limité de

cette derniere intégrale et nous avons finalement :

ol ) — pla, %) = —At<<amu><x>p<x,t"> s u(sc)(axp)(x,m)
At? At? At A
S () = S )+ S +o(ar)

ou les coefficients (...) sont donnés par les dernieres commandes du programme Maple.

Développement limité de la solution obtenue par le schéma

Le schéma s’écrit
pn+1 o = dmiy1/o — dmi_i/2
T 3 AJ; :

Le programme Maple (Appendice [F.3)) nous permet d’obtenir le développement limité du
terme de droite. Pour cela, nous choisissons dans le programme si nous considérons un

limiteur sur la cellule i — 1 et/ou sur la cellule i :

[Exemple avec limiteur sur la cellule i-1 et sur la cellule i]

> dpli := (PsilmoinsTAYLOR*Aim1TAYLOR+PsilplusTAYLOR*AiTAYLOR)*(1/2):
dpliTAYLOR := taylor(dpli, x, n): # cas avec limiteur sur la cellule i
# dpliTAYLOR := O: # cas sans limiteur sur la cellule i

dpliml := (PsiOmoinsTAYLOR*Aim2TAYLOR+PsiOplusTAYLOR*Aim1TAYLOR)*(1/2)

vV Vv

dpliml1TAYLOR := taylor(dpliml, x, n): # cas avec limiteur sur la cellule i-1

\4

# dpliml1TAYLOR := O: # cas sans limiteur sur la cellule i-1

et finalement le programme nous donne le coefficient devant Az'At’ dans le développement

limité du terme de droite.

Par exemple dans le cas avec limiteur sur la cellule : — 1 et sur la cellule 1,
obtenons :

prtl—pr = —At((@mu)(a:i)p(:z:i, t") + w(@:)(Oup) (i, t")) +o(At) + o(Ax).
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Le premier terme dans le développement limité de I'erreur de troncature sera le premier
terme de I’équation équivalente. Nous trouvons alors les termes suivants :

Casour;; <0 et r; <0 (pas de limiteur sur les cellules i — 1 et i)

Ax

e = - ((&Cu)(axp) + u@zxp) + % (,o(aggu)2 — u(0,u)(0pp) + pulyu — uzéwp) + o(At) 4+ o(Ax).

Casour,_;<0etr;>0

At
Aty 1
g = uMUQ Ozp+o(1)
Casour,_; >0etr;, <0
1 — At
e = u 2“ Oxp + o(1)
Casour,_y>0etr; >0
At 9
e =5 p(0,u)* 4+ u(0,p)(0ru) + up(Ozztt) | + o(AL) + o(Ax).

Calcul du second terme de I’équation équivalente

D’apres les résultats précédents, il nous faut encore calculer le second terme de 1’équation
équivalente dans les cas r;,_1 < 0,7; > 0 et r,_1 > 0,7; < 0. Ce second terme sera la somme
des termes en At et en Ax de erreur de troncature et du terme d’ordre 1 provenant du
terme d’ordre 0. Les termes en At et en Ax de lerreur de troncature valent :

Casour,_;<0etr;>0

Ry —1

£ — UMTaxp = At (%(Oxu)Qp + %u(@xu)(@p) + up(Opztt) — %uQ(Gmp))

1(8xp)(8xu)) +o(Az) + o(A).

1
+Ax <§u(8mp) + 1

Casour,_; >0etr;, <0

1— 2ty

c w50 = 800 - G0 ) + Ae( (0000 +olae) + o)

Pour calculer le terme provenant du terme d’ordre 0, nous calculons les développements
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limités des solutions des équations :

Op+ O0p(up) = 0

Op+ 0p(up) = u?e Op [Cas 1:7;—q4 <0,7; > 0]

Op+0:.(up) = u QM O [Cas 2:1;1>0,1; <0]

puis nous calculons le terme d’ordre 1 de la différence :

1 ~ n n
E(mxi,t Yl t >)

Ces calculs sont faits par le programme Maple et nous obtenons les termes suivants dans
I’équation équivalente :

Casour,_1<0etr; >0

1 1 ) 3 9 13 At
_ Az - 2 e e .2 2
I = u 5 Orp + At<2(8xu) p+ 8u(8$u)(8xp) + 4up(8mu) U (Owep) + T At (Orp)(0pu)

1At , 1 (AN, 1/ At ,
R 0u) + et Ou — 051 ) @00 - (54 ) w'0uan)

+ae( Gu(Op) + (0.0)(0.0) )

Casour,_; >0etr, <0

1— Ry 1 3 1 3 7 At
_ Az - 2 e - “,,2 =2
II = u 9 Oup + At<2(8xu) p+ 8“(61‘“)(896@ + 4up(@mu) + 8“ (Ozzp) SA:UU (02p)(Ozu)
1At 1AL, 1/ A\ 1/ A\,
A0~ 3O~ (5 ) w00 - (55 ) w0
Ax

212



F.3 Code Maple

Nous donnons ici le code Maple permettant d’obtenir les résultats de la partie précédente
en advection non constante

Calcul du premier terme de I’équation équivalente

Développement limité de la solution exacte

> restart:

> g = (x, t) > u@)*px, t): ptl := -D[1](g):

> pt2 := (x, t) -> subs((D[2] (p)) (x, t) = pti(x, t),
D01, 21 x, t) = O] (pt1))(x, t), DR21(pt)(x, t)):

> pt3 = (x, t) -> subs((D[2] (p)) (x, t) = pti(x, t),
(D1, 21 (P)) (x, t) = DM1](pt))(x, t), D[1, 1, 21 (p))(x, t) = (D[1, 1]1(pt1)) (x, t),
(D[2] (pt2)) (x, t)):

> ptd = (x, t) -> subs((D[2] (p)) (x, t) = pti(x, t),
(D[1, 21 (P (x, t) = O] (pt))(x, t), (D[1, 1, 21(P))(x, t) = (D[1, 1]1(pt1)) (x, t),
(i1, 1, 1, 21 (PN, t) = (D[1, 1, 11(ptD)(x, t), (D21 (Et3))(x, t)):

> p0 = (x, t) —> p(x, a)+ptli(x, a)*(t-a)+(1/2)*pt2(x, a)*x(t-a) 2+(1/6)*pt3(x, a)*(t-a)”
(1/24)*ptd(x, a)*(t-a)~4:

> pl = (x, t) > D[1](p))(x, a)+(D[1](ptl)) (x, a)*(t-a)+(1/2)*x(D[1] (pt2)) (x, a)*(t-a)”

(1/6)*(D[1] (pt3)) (x, a)*(t-a)~3+(1/24)*(D[1] (pt4)) (x, a)*(t-a) 4:

int(pO0(x, t), t = a .. a+tDelta):

Intl := %:

int(pl(x, t), t = a .. atDelta):

Int2 := %:

final := -(D[1] (w)) (x)*Intl1-u(x)*Int2:

expand(coeff (final, Delta, 0));

expand(coeff (final, Delta, 1));

expand(coeff (final, Delta, 2));

expand(coeff (final, Delta, 3));

expand(coeff (final, Delta, 4));

V VV V V V V V V.V

Développement limité de la solution obtenue par le schéma

> restart:

>n := 6:

> denomAim2 := x+(1/2)*t*x(taylor(u(y-(1/2)*x), x, n)-taylor(u(y-5*x*(1/2)), x, n)):
denomAim2TAYLOR := taylor(denomAim2, x, n):

> denomAiml := x+(1/2)*t*x(taylor(u(y+(1/2)*x), x, n)-taylor(u(y-3*x*(1/2)), x, n)):
denomAiml1TAYLOR := taylor(denomAiml, x, n):

> denomAi := x+(1/2)*t*(taylor (u(y+3*x*(1/2)), x, n)-taylor(u(y-(1/2)*x), x, n)):
denomAiTAYLOR := taylor(denomAi, x, n):

> volim2 := x+t*(taylor (u(y-3*x*(1/2)), x, n)-taylor(u(y-5*x*(1/2)), x, n)):
volim2TAYLOR := taylor(volim2, x, n):

> voliml := x+t*(taylor(u(y-(1/2)*x), x, n)-taylor(u(y-3*x*(1/2)), x, n)):
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volim1TAYLOR := taylor(voliml, x, n):

voli := x+t*x(taylor(u(y+(1/2)*x), x, n)-taylor(u(y-(1/2)*x), x, n)):
voliTAYLOR := taylor(voli, x, n):

volipl := x+t*(taylor (u(y+3*x*x(1/2)), x, n)-taylor(u(y+(1/2)*x), x, n)):
volipl1TAYLOR := taylor(volipl, x, n):

plim2 := taylor(p(y-2*x), x, n)*x/volim2TAYLOR:

plim2TAYLOR := taylor(plim2, x, n):

pliml := taylor(p(y-x), x, n)*x/volim1TAYLOR:

plim1TAYLOR := taylor(pliml, x, n):

pli := p(y)*x/voliTAYLOR:

pliTAYLOR := taylor(pli, x, n):

plipl := taylor(p(y+x), x, n)*x/volipl1TAYLOR:

plipl1TAYLOR := taylor(plipl, x, n):

Aim2 := (plim1TAYLOR-plim2TAYLOR)/denomAim2TAYLOR:

Aim2TAYLOR := taylor(Aim2, x, n):

Aiml := (pliTAYLOR-plim1TAYLOR)/denomAimiTAYLOR:

Aim1TAYLOR := taylor(Aiml, x, n):

Ai := (plip1TAYLOR-pliTAYLOR)/denomAiTAYLOR:

AiTAYLOR := taylor(Ai, x, n):

ri := Aim1TAYLOR/AiTAYLOR:

riTAYLOR := taylor(ri, x, n):

riml := Aim2TAYLOR/Aim1TAYLOR:

rim1TAYLOR := taylor(riml, x, n):

PsiOplus := 2%rim1TAYLOR/(1+rim1TAYLOR) :

PsiOplusTAYLOR := taylor(PsiOplus, x, n):

PsiOmoins := 2/(rim1TAYLOR*(1+1/rim1TAYLOR)) :

PsiOmoinsTAYLOR := taylor(PsiOmoins, x, n):

Psilplus := 2*riTAYLOR/(1+riTAYLOR):

PsilplusTAYLOR := taylor(Psilplus, x, n):

Psilmoins := 2/(riTAYLOR*(1+1/riTAYLOR)):

PsilmoinsTAYLOR := taylor(Psilmoins, x, n):

dpli := (PsilmoinsTAYLOR*Aim1TAYLOR+PsilplusTAYLOR*AiTAYLOR)*(1/2):
dpliTAYLOR := taylor(dpli, x, n): # cas avec limiteur sur la cellule i
# dpliTAYLOR := O: # cas sans limiteur sur la cellule i

dpliml := (PsiOmoinsTAYLOR*Aim2TAYLOR+PsiOplusTAYLOR*Aim1TAYLOR)*(1/2):
dplimiTAYLOR := taylor(dpliml, x, n): # cas avec limiteur sur la cellule i-1
# dpliml1TAYLOR := O: # cas sans limiteur sur la cellule i-1

dmi := txtaylor(u(y+(1/2)*x), x, n)*(pliTAYLOR+(1/2)*dpliTAYLOR*
(voliTAYLOR-t*taylor (u(y+(1/2)*x), x, n))):

dmiTAYLOR := taylor(dmi, x, n):

dmiml := txtaylor (u(y-(1/2)*x), x, n)*(plim1TAYLOR+(1/2)*dplim1TAYLOR*
(volim1TAYLOR-t*taylor (u(y-(1/2)*x), x, n))):

dmim1TAYLOR := taylor(dmiml, x, n):

final := -(dmiTAYLOR-dmim1TAYLOR)/x:finalTAYLOR := series(final, x):

vV Vv

i:=1:
ji=1:
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> simplify(coeff (taylor(simplify(coeff (finalTAYLOR, x, 1)), t), t, j));

Calcul du second terme de I’équation équivalente

> restart:

>n = 2:

> = (x, t) > u(x)*p(x, t) ptl := D[1](g):

> part11 := taylor(p(x, t), t = a, n):

> partl2 := subs((D[Q](p))(x, a) = -pti(x, a), partil):

> partl3 := taylor((D[1](p))(x, t), t = a, n):

> parti14 := subs((D[1, 2] (p))(x, a) = -(D[1](pt1))(x, a), partil):

> partlb := subs(p(x, t) = partl2, (D[1](p))(x, t) = partid, pti(x, t)):
> pl := (x, t) -> #mettre ici le résultat du calcul précédent

> Intl := simplify(int(pl(x, t), a .. atDelta)):

> = (x, t) -> u(x)*p(x, t) end proc; pt2 := D[1](h):

> hbis := (x, t) -> u(x)*(D[1](p))(x, t) end proc; pt2bis := D[1] (hbis):
> hbisbis := (x, t) -> u(x)"2*x(D[1](p)) (x, t) end proc; pt2bisbis := D[1] (hbisbis):
> part2l := taylor(p(x, t), t = a, n):

> part22 := subs((D[2] (p)) (x, a) = -pt2(x, a)+

(1/2)*u(x) "2+Cx(D[1] (p)) (x, a)-(1/2)*u(x)*(D[1](p)) (x, a), part21): # cas 1
> #part22 := subs((D[2](p)) (x, a) = -pt2(x, a)-
(1/2)*u(x) "2xC*(D[1] (p)) (x, a)+(1/2)*xu(x)*(D[1](p)) (x, a), part2l): # cas 2
> part23 := taylor((D[1](p))(x, t), t = a, n):
> part24 := subs((D[1, 2] (p)) (x, a) = -(D[1] (pt2))(x, a)+
(1/2)*C*xpt2bisbis(x, a)-(1/2)*pt2bis(x, a), part23):
> part25 := subs(p(x, t) = part22, (D[1](p)) (x, t) = part24, pt2(x, t)):
> p2 := (x, t) —-> #mettre ici le résultat du calcul précédent
> Int2 := simplify(int(p2(x, t), t = a .. atDelta)):

> part33 := taylor((D[1]1(p))(x, t), t = a, n):

> part34 := subs((D[1, 2](p))(x, a) = -(D[1](pt2)) (x, a)+
(1/2) *C*xpt2bisbis(x, a)-(1/2)*pt2bis(x, a), part33): # cas 1

> #part34 := subs((D[1, 2] (p))(x, a) = -(D[1] (pt2)) (x, a)-
(1/2) *C*pt2bisbis(x, a)+(1/2)*pt2bis(x, a), part33): # cas 2

> part35 := u(x) "2*part34:

> p3 := (x, t) —-> #mettre ici le résultat du calcul précédent

> Int3 := simplify(int(p3(x, t), t = a .. atDelta)):

> part3bbis := u(x)*part34:
> p4 = (x, t) —> #mettre ici le résultat du calcul précédent

> Int4 := simplify(int(p4(x, t), t = a .. atDelta)):

> final := expand((-Int1+Int2-(1/2)*CxInt3+(1/2)*Int4)/Delta): # cas 1
> #final := expand((-Int1+Int2+(1/2)*C*Int3-(1/2)*Int4)/Delta): # cas 2
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> coeff(final, Delta, 1):

G Dérivation de la relation de dispersion

Afin de valider la partie linéaire des résultats numériques, nous calculons la relation de
dispersion avec la gyromoyenne. Nous procédons aux développements suivants :

f=fotefi+0OE), ¢=dy+ep+O()

avec

no(r)exp (—gpe
fO(ra U) = feq(ﬂ U) = (27TT(S))§Z( )> s Qb() = 0.

Ainsi, on obtient

T ai(f) = Tmu(fo+efr) + OE?),
et

T yai(0) = T jau(do + 1) + O(e2).
En substituant les relations ci-dessus dans , on obtient

00T 2 (P1)
r

atfl - a7"f0 + Uazfl - 8Z\7\/ﬂ(¢1)8vf0 = 0(8)

De maniere similaire, I’équation

(e (2 i) s i) ¢

(0= M) = Jr(/f feqdv)

devient

_ (afgbl n (1 I &no(?“)) 37«¢1 + ia@2¢1) +
r o ng(r) 72

1 1
m(% = AM¢)) = mj\/@ (/ fldv) + O(e). (G.1)

On suppose que les solutions sont sous la forme :

fl = fmmw(r’ ,U)ei(me-‘rkz—wt)’ le — ¢m7n7w(r)ei(m9+kz—wt)

\7\/2?(]81) = fmnw(r U)ei(m0+kz—wt)7
j\/ﬂ((fbl) _ ¢mnw( ) i(mO+kz—wt)

avec k = Q’TT” Ainsi, on obtient

(_W + kv)fm,n,w = <%arf0 + kﬁv,f{]) (ng,n,w (G2>
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et la relation (G.1|) devient

1 2
- 87?§bm,n,w +{-+ arnO(r> argbm,n,w - ﬂQbm,n,w +
r no(r) r2

1 1 .
mnw_)\(sg m,0,w :—/ mnwdv.
() O~ A0nOmos) =5 |

Si nous supposons que m # 0 et n # 0, la derniere relation et I’équation (G.2)) conduisent
a:

1 Omg(r m?
- <83¢m,n,w + (; + 0( )> 8r¢m,n,w - ?(bm,n,w) +

no(r)
1 1 Fnns 20 fo + kO, fo
)10y d/U

r frnw kv —w

Te(T') gbm,n,w - mgbm,n,w

et done

2 2
_ (argbm,n,w + (1 i (9rn0(7”)) &gbmm’w _ m ) n

¢m,n,w r o (T) (bm,n,w F
1 o 1 qgm,n,w fm,n,w %arf() + kayfo de
Te(,’n) B nO(T> ¢m,n,w fm,n,w kv —w ’

Nous faisons les approximations :

émnw Amnw
T Jo(R/20), Tmnss To(k/21)

P Jnne

ot k € R*. Rigoureusement les approximations précédentes sont correctes lorsque f et @
sont des fonctions de Fourier-Bessel en (r,6), i.e. quand

Frino(r,0) = I (K1) X g(v)

et Dy 0(r) = Jp(kr) (voir la proposition dans la section 3). En général, nous ne sommes
pas dans ce cas et cela explique les différences que nous observons sur la Fig. [8.10, Ainsi, en
considérant les précédentes approximations, on obtient :

2 2
(B (1 2000 )

¢m,n,w r nO(T) (bm,n,w F
r —.o 1 20 fo + KOy fo
T.(r) Tolk/2u) no(r) / kv —w dv-

En posant

e, ko,
[:/T Jo+ (9fodv
kv —w

et en utilisant ’expression de fjy, nous obtenons

ﬂ(m _ T v26rTi)

C + 5
T; kr\ ng 2T; 27T
1 I/ - - - fodU.

w
>
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Maintenant, nous introduisons pour n € N :

I=—

et nous obtenons les relations :

w w w
L=1+21, 1:-(1 —1).
1 +k:0 2= 7 +ko

en utilisant le changement de variables v = (27} (r))"/?

posant k* = (273)Y?k :
exp ( )
wo= |
(2nT;)1/% (v — £)dv

_ / exp(—w)
T3 (1)) w — )do

= o ()

avec

G / T iv/mexp(—2")(1 — erf(—iz)),

A z
/
\/_
7I /k

Jo(rv2u)?* 1 (s
—nO(T) I= Ti(1+ Z(2)) +

2 () o022
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Cette thése propose et analyse des méthodes numériques pour la résolution de I'équa-
tion de Vlasov. Cette équation modélise I'évolution d’'une espece de particules chargées
sous l'effet d'un champ électromagnétique. La premiére partie est consacrée a une
analyse mathématique de schémas semi-Lagrangiens résolvant I'’équation de transport
linéaire qui constituent la briqgue de base des méthodes de splitting directionnel. Des
méthodes de résolution de I'équation de Vlasov couplée a I'’équation de Poisson, dans le
cas ou uniquement le champ électrique est considéré, sont optimisées dans la seconde
partie. Il s’agit d’optimisation en temps de calcul par l'utilisation de cartes graphiques
(GPU) et I'utilisation d’'un maillage non homogéne. Dans la troisieme et derniére partie,
nous étudierons une méthode numérique de calcul de l'opérateur de gyromoyenne
intervenant dans la théorie gyrocinétique que nous appliquerons a I’équation de quasi-
neutralité.
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