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part à l’environnement dans lequel on évolue. Je remercie les autres doctorants et parti-
culièrement Ambroise, Arnaud, Camille, Guillaume, Mathieu et Olivier pour leur bonne
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Résumé

Cette thèse propose et analyse des méthodes numériques pour la résolution de l’équation
de Vlasov. Cette équation modélise l’évolution d’une espèce de particules chargées sous
l’effet d’un champ électromagnétique. La première partie est consacrée à une analyse
mathématique de schémas semi-Lagrangiens résolvant l’équation de transport linéaire
qui constituent la brique de base des méthodes de splitting directionnel. Des méthodes
de résolution de l’équation de Vlasov couplée à l’équation de Poisson, dans le cas où
uniquement le champ électrique est considéré, sont optimisées dans la seconde partie.
Il s’agit d’optimisation en temps de calcul par l’utilisation de cartes graphiques (GPU)
et l’utilisation d’un maillage non homogène. Dans la troisième et dernière partie, nous
étudierons une méthode numérique de calcul de l’opérateur de gyromoyenne intervenant
dans la théorie gyrocinétique que nous appliquerons à l’équation de quasi-neutralité.

Chapitre 1

Ce premier chapitre présente le contexte physique du confinement magnétique du plasma
ainsi que sa modélisation mathématique à travers les systèmes de Vlasov-Maxwell ou de
Vlasov-Poisson. Nous donnerons en particulier certaines propriétés de ces systèmes. Un
court résumé des méthodes de résolution classiquement utilisées sera présenté en s’attardant
sur les méthodes semi-Lagrangiennes qui constituent le cadre d’étude de cette thèse.
Finalement, nous donnerons les grands défis dans la résolution numérique de ces modèles.

Méthodes d’advection

Chapitre 2

Pour les EDP linéaires résolus par des maillages à pas constants, l’analyse de Fourier
donne la solution exacte du schéma. Cette méthode n’est plus applicable pour les équations
non linéaires ou les équations d’advection à vitesse variable. Dans ce second chapitre, nous
présentons la méthode de l’équation équivalente qui consiste à déterminer l’EDP équivalente
à l’équation aux différences. Cette méthode a été introduite pour d’une part traiter les cas
non linéaires et d’autre part fournir des solutions explicites (et non plus sous représentation
intégrale) pour les EDP linéaires. L’étude de ces équations équivalentes permet en parti-
culier d’accéder aux propriétés dispersives et dissipatives des schémas et de les comparer
entre elles. Dans un premier temps, nous établirons les équations équivalentes de schémas
semi-Lagrangiens résolvant l’équation d’advection constante puis nous étudions un schéma
de type Lagrange+Projection utilisé classiquement pour résoudre les équations de l’hydro-
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dynamique.

Chapitre 3

Nous discutons, dans ce chapitre, de la propriété de superconvengence pour le schéma
Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien (SLDG). Un point clé, dans les applications à
Vlasov-Maxwell/Poisson, est d’utiliser les splittings directionnels qui conduisent à une
succession de problèmes d’advection constante et le schéma a l’avantage de ne pas être
restreint par une condition CFL. Dans le cadre de l’équation d’advection linéaire avec des
conditions aux bords périodiques, nous montrons une propriété de superconvergence pour
le schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien pour les petits degrés. Cette propriété sera
vérifiée numériquement et formellement. Nous donnerons des pistes pour l’établissement
d’une preuve valable pour un degré quelconque.

Méthodes pour l’équation de Vlasov-Poisson

Chapitre 4

Le contexte de l’équation de Vlasov-Poisson permet une opération de splitting licite.
Cependant, dans certaines situations, cette procédure n’est pas appropriée et peut conduire à
des instabilités numériques. L’objectif principal de ce chapitre est de rechercher des versions
non splittées de schémas de volumes finis. Deux stratégies de type volumes finis sont ici
étudiées pour l’approximation de l’équation de Vlasov-Poisson 1D × 1D. Une analyse de
stabilité pour ces schémas est effectuée dans le cas de l’advection linéaire unidimensionnelle.
Plusieurs liens sont faits entre les méthodes volumes finis et semi-Lagrangiennes. Enfin, les
méthodes sont comparées sur deux cas tests académiques de la physique des plasmas.

Chapitre 5

Les ondes KEEN sont un cas test difficile pour les solveurs numériques de l’équation
de Vlasov-Poisson puisqu’elles comprennent des états cinétiques multi-harmoniques, auto-
organisés et fortement non stationnaires. Afin d’obtenir la haute résolution nécessaire à
la résolution numérique de ce cas test en un temps raisonnable, nous avons étudié deux
stratégies : l’accélération du code sur carte graphique GPU (qui sera l’objet de ce chapitre)
et l’utilisation d’un maillage non uniforme en vitesse (qui sera l’objet du chapitre suivant).
Ce chapitre présente une accélération du code de résolution de l’équation de Vlasov-Poisson
sur carte graphique GPU en utilisant une méthode semi-Lagrangienne. Les conditions
périodiques nous permettent de formuler l’interpolation sous forme d’une matrice circulante
diagonalisable dans la base de Fourier. Les simulations bénéficient alors de l’importante
accélération obtenue par la FFT sur GPU. Les performances des codes sur CPU et GPU
sont comparées sur plusieurs cas tests.

Chapitre 6

Le cas test des ondes KEEN nécessite une haute résolution dans la région de l’espace
des phases autour d’une vitesse caractéristique. Après des travaux antérieurs utilisant
des splines cubiques non uniformes, nous présentons ici un schéma Galerkin Discontinu
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Semi-Lagrangien (SLDG) qui résout l’équation d’advection constante unidimensionnelle sur
un maillage non structuré. Nous montrerons que dans le cas test des ondes KEEN, très
localisées en vitesse, nous obtenons des résultats similaires à ceux du chapitre précédent en
diminuant le nombre de points en vitesse.

Modèle gyrocinétique

Chapitre 7

Dans ce chapitre, nous présentons un opérateur d’interpolation de type Hermite. Cette
méthode d’interpolation a l’avantage d’être locale, de faible complexité et souple par le choix
du degré arbitraire de la reconstruction des dérivées. Nous avons utilisé cet interpolateur dans
le cadre de la résolution numérique du modèle Drift-Kinetic 4D en géométrie SLAB. Nous
montrons que son influence est radicalement différente suivant que la reconstruction des
dérivées est centrée ou décentrée et nous ferons des comparaisons avec l’interpolation par
splines cubiques.

Chapitre 8

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, à l’approximation numérique des opérateurs
de gyromoyenne intervenant en physique des plasmas afin de prendre en compte les effets
des rayons de Larmor finis. Ce travail, initié en géométrie cartésienne, est prolongé ici en
géométrie polaire. Une méthode directe est proposée dans l’espace des configurations qui
consiste à intégrer sur le cercle de giration en utilisant des opérateurs d’interpolation (Hermite
ou splines cubiques). Des comparaisons numériques avec la méthode standard basée sur
l’approximation de Padé sont effectuées : (i) sur des solutions analytiques, (ii) sur le modèle
drift-kinetic 4D avec un rayon de Larmor fixé (iii) sur le classique cas test linéaire DIII-D.
Nous montrons que, dans le cas linéaire, les différences avec Padé sont importantes en prenant
une géométrie SLAB et un rayon relativement grand. En outre, l’introduction de l’opération
de gyromoyenne tend à diminuer le taux d’instabilité et cela est amplifié en considérant
l’opérateur de gyromoyenne direct au lieu de l’approximation de Padé ce qui sera validé par
l’étude de la relation de dispersion.

Chapitre 9

Dans le cadre des équations gyrocinétiques, nous développons un solveur pour l’équation
de quasi-neutralité basé sur la méthode de calcul de la gyromoyenne en géométrie polaire
décrite dans le chapitre 8. Nous comparerons ce solveur à la méthode classique par Padé
sur des cas tests analytiques et montrerons que ce nouveau solveur est avantageux pour de
hauts modes en theta. Nous considérerons également un modèle simplifié de l’équation de
quasi-neutralité avec un µ (au lieu d’une intégrale en µ) sur lequel nous comparerons le
nouveau solveur avec le solveur par Padé dans le cadre de simulations gyrocinétiques. Nous
montrerons en particulier le taux d’instabilité pour le solveur par Padé sera le plus faible.
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6 Schéma SLDG sur maillage non uniforme 125
6.1 Cas test des ondes KEEN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
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9.2 Solveur par interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
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Chapitre 1

Introduction à la physique des
plasmas

1.1 Confinement magnétique

1.1.1 Les plasmas

Le plasma est, après l’état solide, liquide et gazeux, le 4ème état de la matière. Il apparait
lorsqu’un gaz est placé à très haute température ce qui provoque le détachement d’électrons
des atomes. On a alors affaire à un gaz ionisé. La plasma est l’état largement prédominant
dans l’univers puisque celui-ci regroupe plus de 99,9% de la matière visible ; en particulier, il
constitue les étoiles. Sur Terre, le plasma est présent dans les aurores boréales et est utilisé
dans les tubes néons et les écrans plasmas.

1.1.2 Réaction de fusion

La production d’électricité est un enjeu majeur pour le futur du à l’appauvrissement des
ressources fossiles et à l’accroissement des besoins mondiaux. L’énergie peut être produite
à travers les réactions nucléaires. Une réaction nucléaire est la transformation de noyaux
atomiques ; il en existe de deux types : la fission et la fusion.

— La fission nucléaire se produit lorsque le noyau d’un atome lourd se scinde en des
nucléides plus légers, généralement sous l’effet de la collision avec un neutron. Cette
fragmentation libère alors de l’énergie. Ce principe est utilisé dans les centrales
nucléaires actuelles.

— La fusion nucléaire (ou thermonucléaire) se produit, quant à elle, lorsque deux noyaux
entrent en collision pour n’en donner plus qu’un plus lourd. Contrairement à la fission
nucléaire, son application industrielle est encore à l’état de recherche. La réaction de
fusion la plus accessible est celle faisant intervenir le deutérium et le tritium qui sont
deux isotopes de l’hydrogène (voir Fig. ??).

Une difficulté de la faisabilité technique de la fusion thermonucléaire est que les noyaux
doivent être portés à une très haute température (plus d’un million de degrés) pour que
la réaction de fusion se produise. A de telles températures, les électrons sont détachés des
atomes et on est ainsi en présence d’un plasma. Il existe deux approches permettant de
confiner les réactions de fusion : le confinement inertiel et le confinement magnétique. Le
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confinement inertiel consiste à projeter un faisceau laser sur une capsule de deutérium et
de tritium. Le confinement magnétique, qui est le cadre d’étude de cette thèse, utilise un
champ magnétique avec une densité plus faible mais sur un temps plus long. La plasma est
alors confiné dans une chambre toröıdale ou Tokamak (Fig. 1.1). Cette chambre est entourée
d’aimants produisant le champ magnétique permettant le confinement, ce qui évite que le
plasma entre en contact avec les parois du Tokamak et l’endommage.

Le projet ITER (www.iter.org) est un partenariat international, comprenant l’Union
Européenne, l’Inde, le Japon, la Chine, la Russie, la Corée du Sud, les Etats-Unis et la
Suisse, qui a pour objectif de vérifier la faisabilité scientifique et technique de la production
d’électricité en utilisant le principe de la fusion thermonucléaire par confinement magnétique.
Ce projet a été signé le 21 novembre 2006 à Paris.

Figure 1.1 – Vue d’artiste de ITER.

1.2 Modélisation des plasmas

Le plasma a été modélisé par une hiérarchie de modèles : le modèle à N corps, les modèles
cinétiques et les modèles fluides. Le modèle à N corps, qui consiste à modéliser l’interaction
de chacune des particules, est le modèle le plus précis mais n’est pas accessible au niveau
numérique à cause du nombre élevé de particules. Les modèles cinétiques donnent, quant à
eux, une description statistique de la répartition des particules dans le plasma à travers la
fonction de distribution dans l’espace des phases. Les modèles fluides réduisent les modèles
précédents en considérant l’évolution des quantités macroscopiques telles que la densité ou
la vitesse moyenne qui sont des moments de la fonction de distribution.
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1.2.1 Le modèle à N corps

A niveau microscopique, le plasma peut être décomposé en une collection de particules
interagissant les unes avec les autres. Chaque particule obéit à la loi de Newton :

dp

dt
=

∑
Fext

où p est la quantité de mouvement de la particule et
∑

Fext est la somme des forces
extérieures appliquées sur la particule. La quantité de mouvement peut s’exprimer par la
relation

p = mγv

où m est la masse de la particule, v désigne sa vitesse et γ =
(
1− |v|2

c2

)−1/2
est le facteur de

Lorentz dans lequel intervient la vitesse de la lumière dans le vide c. Les forces extérieures
se réduisent à la force de Lorentz

∑
Fext =

∑

j

q(Ej + vi ×Bj)

où q est la charge d’une particule, qEj et qvi×Bj sont les forces électriques et magnétiques
produites soit par les sources extérieures, soit par les autres particules. L’évolution de chaque
particule i est alors décrite par le système d’équations

d(mγivi)

dt
=

∑

j

q(Ej + vi ×Bj)

dxi

dt
= vi.

Le plasma est composé d’énormément de particules (plus de 1010) et la simulation numérique
de l’interaction de toutes les particules en suivant ce modèle est hors de portée. Nous allons
nous tourner alors vers des modèles moins précis mais plus raisonnables d’un point de vue
numérique que sont les modèles cinétiques et fluides.

1.2.2 Les modèles cinétiques

Le modèle cinétique décrit de manière statistique la répartition des différentes espèces de
particules dans le plasma à travers leur fonction de distribution fs(x,v, t) associée à chaque
espèce qui dépend de la position x ∈ R3, de la vitesse v ∈ R3 et du temps t. Plus précisément,
fs(x,v, t)dxdv représente la probabilité de trouver des particules de l’espèce s dans l’élément
de volume dxdv au temps t et au point (x,v). Dans la suite, nous ne considérons plus que
les électrons et nous noterons f leur fonction de distribution.

En partant de l’équation de transport des particules

∂f

∂t
+ v · ∇xf = 0

et en ajoutant le terme dérivant du modèle à N corps par une étude de physique statistique,
nous obtenons l’équation de Vlasov

∂f

∂t
+ v · ∇xf +

q

m
(E+ v ×B) · ∇vf = 0.
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1.2.3 Les modèles fluides

Les modèles fluides donnent une description macroscopique en étudiant les quantités
physiques découlant de la fonction de distribution f telle que la densité ρ :

ρ(x, t) =

∫

R3

f(x,v, t)dv

la vitesse moyenne u :

ρ(x, t)u(x, t) =

∫

R3

vf(x,v, t)dv

ou la température T :

ρ(x, t)T (x, t) =
m

3

∫

R3

|v − u(x, t)|2f(x,v, t)dv

qui sont les moments d’ordre 0, 1 et 2 de la fonction de distribution en v et ne dépendent
donc que de la position x et du temps t. Afin de trouver les équations qui relient ces quan-
tités, nous pouvons considérer les premiers moments en vitesse de l’équation de Vlasov (voir
[5]). Ne dépendant plus de v, ces systèmes sont moins coûteux à résoudre numériquement
mais sont moins généraux que les modèles cinétiques. Les modèles fluides constituent une
bonne approximation lorsque, en temps long, le système s’approche de l’état d’équilibre ther-
modynamique sous l’effet des collisions. En effet, la distribution des particules en vitesse est
alors une gaussienne lorsque l’on est proche de cet état d’équilibre.

1.3 Equations de Vlasov, Maxwell et Poisson

1.3.1 Equation de Vlasov

Le cadre d’étude de cette thèse est le modèle cinétique qui donne une description sta-
tistique de la répartition des particules à travers la fonction de distribution f(x,v, t) dans
l’espace des phases. Comme nous l’avons vu précédemment, cette fonction est solution de
l’équation de Vlasov :

∂f

∂t
+ v · ∇xf +

q

m
(E+ v ×B) · ∇vf = 0

où m (resp. q) est la masse (resp. la charge) des particules. Cette équation a la forme d’une
équation de transport ; elle est non linéaire puisque les termes de champ E et B dépendent
de f à travers les équations de Maxwell ou de Poisson.
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1.3.2 Equations de Maxwell

Lorsque l’on prend en compte le champ électromagnétique auto-consistant généré par les
particules, l’équation de Vlasov est couplée aux équations de Maxwell :

− 1

c2
∂E

∂t
+∇×B = µ0J

∂B

∂t
+∇× E = 0

∇ · E =
ρ

ε0
∇ ·B = 0

où µ0 la perméabilité magnétique du vide, ε0 est la permittivité diélectrique du vide, ρ la
densité de charge définie par

ρ(x, t) =

∫

R3

f(x,v, t)dv

et J la densité de courant définie par

J(x, t) =

∫

R3

f(x,v, t)vdv.

1.3.3 Equation de Poisson

Afin de simplifier le modèle précédent, nous supposons que les champs électrique et
magnétique ne dépendent plus (ou très peu) du temps. Les équations de Maxwell adimen-
sionnées se réécrivent alors :

∇×B = J

∇× E = 0

∇ · E = ρ

∇ ·B = 0

Nous négligeons le champ magnétique qui est supposé faible. L’équation ∇×E = 0 implique
que le champ E dérive d’un potentiel : E = −∇φ qui vaut −∆φ = ρ d’après la relation
∇ · E = ρ. Il s’agit de l’équation de Poisson. Le système de Vlasov-Poisson s’écrit alors





∂f
∂t
+ v · ∇xf − E · ∇vf = 0

−∆φ = 1− ρ, E = −∇φ

avec

ρ(x, t) =

∫

R3

f(x,v, t)dv.

1.3.4 Propriétés mathématiques

Le système de Vlasov-Poisson a la propriété de conserver plusieurs quantités physiques
au cours du temps.
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Proposition 1.3.1 (Principe du maximum). Soit f0(x, v) la fonction de distribution initiale
du système de Vlasov-Poisson et f(x, v, t) sa solution alors

0 ≤ f(x, v, t) ≤ max
x,v

f0(x, v).

Proposition 1.3.2 (Conservation). Les quantités suivantes sont conservées au cours du
temps :

— L’énergie cinétique :

Ek(t) =
1

2

∫

R6

v
2f(x,v, t)dxdv

— L’énergie électrique :

Ee(t) =
1

2

∫

R3

E2(x, t)dx

— L’énergie totale

E(t) = Ek(t) + Ee(t)
— Pour tout entier p ≥ 1, la norme Lp :

‖f‖pLp(t) =

∫

R6

(f(x,v, t))pdxdv

et en particulier la masse :

‖f‖L1(t) =

∫

R6

f(x,v, t)dxdv

— Le moment ∫

R6

vf(x,v, t)dxdv.

Lors du développement de méthodes numériques pour la résolution de l’équation de
Vlasov-Poisson, un intérêt spécial doit être apporté à la conservation de ces quantités phy-
siques. Bien que toutes ces quantités ne puissent pas être conservées de manière exacte, leur
évolution en temps est un outil précieux afin de valider une simulation.

1.4 Résolution numérique

1.4.1 Classifications des méthodes

L’équation de Vlasov-Maxwell (ou de Vlasov-Poisson) étant non linéaire, il est difficile
de trouver des solutions analytiques. Plusieurs familles de méthodes numériques ont été
proposées afin de résoudre numériquement ces systèmes. Il existe principalement deux types
de méthodes : les méthodes se basant sur la discrétisation de la fonction de distribution
dans l’espace des phases (méthodes Eulériennes ou semi-Lagrangiennes) et les méthodes
PIC (Particule In Cell).
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Les méthodes PIC consistent à suivre le déplacement d’une collection de N macro-
particules aux points (xk(t),vk(t)) et de poids ωk qui discrétisent la fonction de distribution :

fN(x,v, t) =
N∑

k=1

ωkδ(x− xk(t))δ(v− vk(t)).

Les macro-particules sont alors advectées le long des caractéristiques de l’équation de Vlasov.
Les méthodes PIC n’ont pas besoin de grille en vitesse ce qui constitue un avantage au niveau
de la mémoire et du coût de calcul ; ainsi, cette famille de méthodes est quasiment la seule
approche permettant de faire de la ”vraie” physique. Cependant, une faible résolution est
observée dans les régions où il y a peu de particules. La majorité des codes actuels sont basés
sur ces méthodes.

Les méthodes purement Eulériennes (volumes finis et différences finies) ont besoin d’une
grille de l’espace des phases (coût mémoire important en 6 dimensions) mais permettent
d’avoir une résolution uniforme sur tout l’espace des phases (sous condition de régularité...).

Les méthodes semi-Lagrangiennes, qui seront étudiées dans cette thèse, se basent sur le
fait que la fonction de distribution est constante le long des caractéristiques. Il s’agit alors
de calculer les caractéristiques puis d’interpoler au pied de celles-ci. Une description plus
détaillée est donnée en introduction de la première partie. Les méthodes semi-Lagrangiennes
constituent donc un compromis entre les méthodes PIC (où il n’y a pas de projection dans
l’espace des phases) et les méthodes purement Eulériennes (limitées à une condition CFL).
Ces méthodes sont, entre autres, développées dans les codes GYSELA (GYrokinetic-SEmi
LAgrangien) [80, 90] et SELALIB (SEmi-LAgrangian LIBrary) [67].

1.5 Défis

La résolution numérique des équations de Vlasov-Maxwell (ou Vlasov-Poisson) fait inter-
venir toute une série de défis.

— Dimension. Le système de Vlasov-Maxwell est un problème de dimension 7 compre-
nant le temps ainsi que 6 degrés de liberté pour l’espace des phases (x ∈ R3 et v ∈ R3).
Obtenir des simulations numériques fines en un temps de calcul raisonnable est un
défi majeur en dimension élevé.

— Multi-échelle. Les longueurs caractéristiques des phénomènes physiques peuvent avoir
des échelles différentes que ce soit en espace, en vitesse ou en temps. Cela nécessite
d’une part un grand nombre de points (en utilisant une grille uniforme) en x,v et
d’autre part une atteinte des temps longs typiques en physique des plasmas.

— Conservation. Les quantités physiques conservées au cours du temps au niveau continu
(voir Proposition 1.3.2) doivent idéalement également être conservées au niveau des
simulations numériques.

Afin de réaliser de ”vraies” simulations du type Drift-Kinetic ou ondes KEEN, plusieurs
ingrédients sont nécessaires :

— Mettre en place et analyser (dans un cadre simple) des méthodes d’ordre élevé pour
capturer les petites échelles

— Utiliser des supercalculateurs ou des cartes graphiques GPU, ce qui nécessite d’adap-
ter les méthodes existantes
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— Utiliser des maillages ”adaptatifs” lorsque la zone multi-échelle est bien ciblée

Dans cette thèse, nous aborderons ces différents points. La première partie traitera de
l’advection linéaire qui constitue la brique de base pour l’équation de Vlasov-Poisson splittée.
Dans la seconde partie, nous présenterons des optimisations en temps de calcul par l’utilisa-
tion de cartes graphiques GPU et de maillages non uniformes pour la résolution de l’équation
de Vlasov-Poisson. La troisième et dernière partie concernera le modèle gyrocinétique en re-
visitant l’approximation numérique d’opérateurs spécifiques à ce modèle : les opérateurs de
gyromoyenne.

16



Première partie

Méthodes d’advection
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Les méthodes semi-Lagrangiennes, qui ont initialement été développées dans le domaine
climatologique, ont été appliquées dans le cadre de l’équation de Vlasov au milieu des années
70 par Cheng et Knorr [1]. Elles ont ensuite été réactualisées par Eric Sonnendrücker à la
fin des années 90 [6]. Voir également Shoucri [49] pour un historique de ces méthodes.

Ces méthodes se basent sur le fait que la fonction de distribution est constante le long
des caractéristiques. Considérons l’équation de transport

∂tf + a(x, t) · ∇f = 0

où a est le champ d’advection. Les courbes caractéristiques vérifient l’équation

dX(t)

dt
= a(X(t), t)

et notons X(t;x, s) l’unique solution de cette équation différentielle vérifiant X(s) = x. Le
principe est alors de parcourir les caractéristiques en arrière afin de se ramener au temps
précédent. Plus précisément,

1. Au temps tn+1, nous calculons le pied de la caractéristique X(tn;xi, tn+1) pour tout
point xi du maillage.

2. La valeur cherchée fn+1(xi) = fn(X(tn;xi, tn+1)) se calcule par interpolation de la
fonction fn au pointX(tn;xi, tn+1). Différentes méthodes d’interpolation peuvent être
utilisées.

La figure I présente le principe d’une méthode semi-Lagrangienne en dimension 1 et 2.

Figure 1.2 – Schémas d’une méthode semi-Lagrangienne en dimension 1 et 2.

La méthode semi-Lagrangienne n’est pas assez précise lorsque l’interpolation est de bas
degré (typiquement une interpolation linéaire). Une interpolation par splines cubiques ou
une reconstruction d’Hermine de degré 3 est souvent utilisée et est un bon compromis entre
l’efficacité d’une interpolation de degré relativement faible et les résultats numériques obte-
nus.
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La technique du splitting d’opérateur permet de découpler l’équation de Vlasov-Poisson

∂f

∂t
+ v · ∇xf +

q

m
E · ∇vf = 0,

en deux équations d’advection à coefficients constants

∂f

∂t
+ v · ∇xf = 0

avec v fixé et
∂f

∂t
+

q

m
E · ∇vf = 0

avec x fixé. Il est à noter que E ne varie pas lors de la 2ème étape car dn
dt
= 0 et donc dE

dt
= 0

par l’équation de Poisson. Le splitting de Strang (détaillé dans le chapitre 5) est la technique
de splitting la plus répandue dû à son bon compromis entre simplicité et efficacité. C’est
un schéma d’ordre 2 en temps. D’autres splittings d’ordres plus élevés ont été développés
[2]. Ces splittings peuvent être dérivés des méthodes de splitting standards pour les ODE
appliqués à l’équation du mouvement des trajectoires dans l’espace des phases [3].

Dans cette première partie, nous nous intéresserons aux méthodes d’advection utilisées
dans ces splittings. En particulier, nous établirons les équations équivalentes (nommées
également équations aux différences dans la littérature) qui nous permettent d’étudier et
de comparer les propriétés dispersives et dissipatives de ces schémas (chapitre 2). Ensuite,
nous étudierons davantage en détail le schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien (SLDG)
en montrant qu’il possède une propriété de superconvengence en temps long (chapitre 3).
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Chapitre 2

Equations équivalentes

Pour les EDP linéaires résolus par des maillages à pas constants, l’analyse de Fourier
donne la solution exacte du schéma. Cette méthode n’est plus applicable pour les équations
non linéaires ou les équations d’advection à vitesse variable. La méthode de l’équation
équivalente qui consiste à déterminer l’EDP équivalente à l’équation aux différences a été
introduite (voir [16]) pour d’une part traiter les cas non linéaires et d’autre part fournir
des solutions explicites (et non plus sous représentation intégrale) pour les EDP linéaires.
L’étude de ces équations équivalentes permet en particulier d’accéder aux propriétés disper-
sives et dissipatives des schémas et de les comparer entre elles [8].
Nous étudierons en premier lieu des schémas résolvant l’équation d’advection constante.
L’étude de l’équation d’advection à vitesse constante est intéressante en soi et lorsque
l’équation de Vlasov est splittée, on se ramène à de l’advection constante (voir [87]). Dans la
dernière partie, nous étudions un schéma de type Lagrange+Projection utilisé classiquement
pour résoudre les équations de l’hydrodynamique.
Les travaux de ce chapitre ont été réalisés en collaboration avec Daniel Bouche et Michel
Mehrenberger et la dernière partie a fait l’objet d’un contrat CEA.

2.1 Notion d’équation équivalente

Le cadre d’étude est l’équation d’advection linéaire
{

∂tu(x, t) + a∂xu(x, t) = 0, x ∈ [0, 1], t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x)

(2.1.1)

avec des conditions aux bords périodiques et une vitesse a ∈ R constante. La solution de
cette équation est connue de manière explicite : u(x, t) = u0(x − at). On suppose que cette
équation est discrétisée par un schéma à un pas de temps de la forme :

un+1
i − un

i

∆t
+

a

∆x

M∑

m=−M
amu

n
i+m = 0 (2.1.2)

où ∆x est le pas d’espace, ∆t est le pas de temps, un
i ≈ u(i∆x, n∆t), M ∈ N⋆ et les am sont

des réels. Dans la suite, nous noterons η le nombre de Courant : η = a∆t
∆x

et tn = n∆t sera
le temps atteint au bout de n itérations du schéma. Commençons par la définition d’une
équation équivalente.

21



Définition 2.1.1. On appelle équation équivalente d’un schéma l’équation obtenue en ajou-
tant récursivement au modèle étudié le terme d’ordre dominant de l’erreur de troncature du
schéma.

L’idée est que le schéma va être consistant à un certain ordre p avec l’équation d’advection
mais sera consistant à l’ordre p+r avec l’équation équivalente où cette dernière sera composée
des termes de l’équation d’advection ainsi que de r termes de ”perturbation”. L’équation
équivalente associée à un schéma est alors de la forme

∂tu+ a∂xu+
r+1∑

i=2

qi∂
i
xu = 0.

En pratique, on ne considère que les premiers coefficients non nuls, le choix du nombre de
termes est peu détaillé dans la littérature. Pour les schémas étudiés ici, on se restreint ainsi
aux coefficients q2, q3, q4 et q5.

Proposition 2.1.2. Soit le schéma à un pas de temps (2.1.2) résolvant l’équation d’advec-
tion linéaire (2.1.1). On pose pour tout entier naturel j,

Sj =
M∑

m=−M
amm

j

et on suppose que le schéma est tel que S0 = 0 et S1 = 1. Alors l’équation équivalente associé
à ce schéma vaut :

∂tu+ a∂xu+ a
5∑

j=2

cj
(∆x)j−1

j
∂j
xu = 0

où

c2 = S2 + η

c3 = (S3 + 3ηS2 + 2η2)/2

c4 = (S4 + η(4S3 + 3S2
2) + 12η2S2 + 6η3)/6

c5 = (S5 + η(5S4 + 10S2S3) + η2(20S3 + 30S2
2) + 60η3S2 + 24η4)/24.

Démonstration. Soit u une solution de

∂tu+ a∂xu = 0

et ũ une solution de

∂tũ+ a∂xũ+ q2∂
2
xũ+ q3∂

3
xũ+ q4∂

4
xũ+ q5∂

5
xũ = 0. (2.1.3)

Afin d’étudier l’erreur commise sur un pas de temps, on suppose qu’à l’instant tn = n∆t :

u(·, tn) = ũ(·, tn).
En intégrant (2.1.3) entre tn et tn+1, on obtient :

ũ(x, tn+1)− ũ(x, tn) + a

∫ tn+1

tn

∂xũ(x, t)dt+ q2

∫ tn+1

tn

∂2
xũ(x, t)dt+

q3

∫ tn+1

tn

∂3
xũ(x, t)dt+ q4

∫ tn+1

tn

∂4
xũ(x, t)dt+ q5

∫ tn+1

tn

∂5
xũ(x, t)dt = 0 (∗)
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Or, par développement de Taylor,

ũ(x, t) =
5∑

k=0

(t− tn)
k

k!
∂k
t ũ(x, tn) +O(∆t6)

et en remplaçant les dérivées temporelles ∂tũ(x, tn) par

−a∂xũ(x, tn)− q2∂
2
xũ(x, tn)− q3∂

3
xũ(x, tn)− q4∂

4
xũ(x, tn)− q5∂

5
xũ(x, tn)

nous obtenons

ũ(x, t) = ũ(x, tn) + (t− tn)
[
−a∂xũ(x, tn)− q2∂

2
xũ(x, tn)− q3∂

3
xũ(x, tn)− q4∂

4
xũ(x, tn)

]
+

(t− tn)
2

2

[
a2∂2

xũ(x, tn) + 2aq2∂
3
xũ(x, tn) + (2aq3 + q22)∂

4
xũ(x, tn)

]
+

(t− tn)
3

6

[
−a3∂3

xũ(x, tn)− 3a2q2∂
4
xũ(x, tn)

]
+

(t− tn)
4

24

[
a4∂4

xũ(x, tn)
]
+O(∆t5).

En revenant à l’égalité (∗), nous pouvons maintenant calculer les termes :

∫ tn+1

tn

∂xũ(x, t)dt = ∆t∂xũ(x, tn)− a
(∆t)2

2
∂2
xũ(x, tn) +

(
a2
(∆t)3

6
− q2

(∆t)2

2

)
∂3
xũ(x, tn) +

(
−a3 (∆t)4

24
+ 2aq2

(∆t)3

6
− q3

(∆t)2

2

)
∂4
xũ(x, tn) +

(
−q4

(∆t)2

2
+ (2aq3 + q22)

(∆t)3

6
− 3a2q2

(∆t)4

24
+ a4

(∆t)5

120

)
∂5
xũ(x, tn) +O(∆t6)

∫ tn+1

tn

∂2
xũ(x, t)dt = ∆t∂2

xũ(x, tn)− a
(∆t)2

2
∂3
xũ(x, tn) +

(
a2
(∆t)3

6
− q2

(∆t)2

2

)
∂4
xũ(x, tn) +

(
−a3 (∆t)4

24
+ 2aq2

(∆t)3

6
− q3

(∆t)2

2

)
∂5
xũ(x, tn) +O(∆t5)

∫ tn+1

tn

∂3
xũ(x, t)dt = ∆t∂3

xũ(x, tn)− a
(∆t)2

2
∂4
xũ(tn, x) +

(
a2
(∆t)3

6
− q2

(∆t)2

2

)
∂5
xũ(x, tn) +O(∆t4)

∫ tn+1

tn

∂4
xũ(x, t)dt = ∆t∂4

xũ(x, tn)− a
(∆t)2

2
∂5
xũ(x, tn) +O(∆t3)

∫ tn+1

tn

∂5
xũ(x, t)dt = ∆t∂5

xũ(x, tn) +O(∆t2).

On remarque que le coefficient devant ∂j
xu est en O((∆x)j−1), ce qui justifie les
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développements suivant l’ordre des dérivées. Ainsi, on en déduit

ũ(x, tn+1) = ũ(x, tn)− a∆t∂xũ(x, tn) +

(
a2
(∆t)2

2
− q2∆t

)
∂2
xũ(x, tn) +

(
−a3 (∆t)3

6
+ aq2(∆t)2 − q3∆t

)
∂3
xũ(x, tn) +

(
a4
(∆t)4

24
− 3a2q2

(∆t)3

6
+ (2aq3 + q22)

(∆t)2

2
− q4∆t

)
∂4
xũ(x, tn) +

(
−a5 (∆t)5

120
+ 4a3q2

(∆t)4

24
+ (−3a2q3 − 3aq22)

(∆t)3

6
+

(2q2q3 + 2aq4)
(∆t)2

2
− q5∆t

)
∂5
xũ(x, tn) +O(∆t6).

Par le même raisonnement avec u et l’équation d’advection ∂tu+ a∂xu = 0, nous trouvons

u(x, tn+1) = u(x, tn)− a∆t∂xu(x, tn) + a2
(∆t)2

2
∂2
xu(x, tn)− a3

(∆t)3

6
∂3
xu(x, tn) +

a4
(∆t)4

24
∂4
xu(x, tn)− a5

(∆t)5

120
∂5
xu(x, tn) +O(∆t6).

Puisque ũ(x, tn) = u(x, tn), l’erreur de troncature vaut

1

∆t
(u(x, tn+1)− ũ(x, tn+1)) = q2∂

2
xu(x, tn) + (q3 − aq2∆t)∂3

xu(x, tn) +
(
q4 − (2aq3 + q22)

∆t

2
+ 3a2q2

(∆t)2

6

)
∂4
xu(x, tn) +

(
q5 − (q2q3 + aq4)∆t+ (a2q3 + a22)

(∆t)2

2

−a3q2
(∆t)3

6

)
∂5
xu(x, tn) +O(∆t)6.

L’erreur de troncature en fonction du schéma est donnée par

1

∆t
(u(x, tn+1)− u(x, tn)) +

a

∆x

M∑

m=−M
amu(x+m∆x, tn)

dont le développement vaut

1

∆t

(
−a∆t∂xu(x, tn) +

(a∆t)2

2
∂2
xu(x, tn)−

(a∆t)3

6
∂3
xu(x, tn)

+
(a∆t)4

24
∂4
xu(x, tn)−

(a∆t)5

120
∂5
xu(x, tn) +O(∆t6)

)
+

a

∆x

M∑

m=−M
am

(
u(x, tn) +m∆x∂xu(x, tn) +

(m∆x)2

2
∂2
xu(x, tn)+

(m∆x)3

6
∂3
xu(x, tn) +

(m∆x)4

24
∂4
xu(x, tn) +

(m∆x)5

120
∂5
xu(x, tn) +O(∆x6)

)
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En identifiant les coefficients des développements des deux erreurs précédentes, on en déduit
l’expression des coefficients de l’équation équivalente :

q2 =
a∆x[η + S2]

2

q3 =
a(∆x)2[S3 + 3ηS2 + 2η2]

6

q4 =
a(∆x)3[S4 + η(4S3 + 3S2

2) + 12η2S2 + 6η3]

24

q5 =
a(∆x)4[S5 + η(5S4 + 10S2S3) + η2(20S3 + 30S2

2) + 60η3S2 + 24η4]

120

Ces formules donnent donc directement les coefficients de l’équation équivalente à partir
des coefficients du schéma numérique. Les conditions S0 = 0 et S1 = 1 dans l’énoncé de la
proposition sont naturelles : elles signifient que la méthode est consistante avec l’équation à
résoudre d’une part et que l’erreur de consistance ne comporte pas de terme en ∆x. Lorsque,
dans le premier terme de l’équation équivalente ∂i

xu, i est impair, le schéma sera davantage
dispersif au sens des ondes ; il y a alors une erreur dans la vitesse de propagation des ondes ce
qui crée des oscillations aux points de discontinuités, par exemple pour une marche d’escalier.
Dans le cas contraire, le schéma sera davantage dissipatif (ou diffusif) et aura tendance à
lisser les profils (voir [8]).

2.2 Applications aux schémas résolvant l’équation

d’advection

Nous allons utiliser les résultats de la partie précédente afin de comparer différents
schémas résolvant l’équation d’advection.

2.2.1 Schémas de Lax-Wendroff et Warming-Beam

Nos premiers exemples sont les schémas classiques de Lax-Wendroff [15] et Warming-
Beam [7]. Rappelons le principe de ces schémas. Nous supposons que 0 < η < 1 et que les
(un

i )i∈{0,...,N} à l’instant tn soient connus. Pour calculer u
n+1
i , nous construisons le polynôme

d’interpolation de Lagrange ϕn
i au temps tn et aux points xi−1, xi, xi+1 dans le cas du schéma

de Lax-Wendroff et aux points xi−2, xi−1, xi dans le cas du schéma de Warming-Beam. On
évalue finalement :

un+1
i = ϕn

i (xi − a∆t).

Ceci conduit aux formulations suivantes :

[Lax-Wendroff] :
un+1
i −un

i

∆t
+ a

2∆x
(un

i+1−n
i−1)− aη

2∆x
(un

i+1 − 2un
i + un

i−1) = 0

[Warming-Beam] :
un+1
i −un

i

∆t
+ a

2∆x
(1− η)un

i−2 +
a
∆x
(η − 2)un

i−1 − a
2∆x

(η − 3)un
i = 0.
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Ainsi, d’après la Proposition 2.1.2, les équations équivalentes associées à ces schémas valent :

[Lax-Wendroff] : ∂u
∂t
+ a∂u

∂x
+ a(∆x)2

6
(1− η2)∂

3u
∂x3 +

a(∆x)3

8
η(1− η2)∂

4u
∂x4 = 0.

[Warming-Beam] : ∂u
∂t
+ a∂u

∂x
+ a(∆x)2

6
(−η2 + 3η − 2)∂

3u
∂x3 +

a(∆x)3

8
(−η3 + 4η2 − 5η + 2)∂

4u
∂x4 = 0.

La validation numérique des équations équivalentes fait l’objet de la Figure 2.1. On compare
d’une part la solution du schéma (courbe verte) et la solution de l’équation équivalente
discrétisée par différences finies (courbe rouge). On observe que ces courbes sont très proches
ce qui permet de valider numériquement les équations équivalentes obtenues. La solution
exacte de l’équation d’advection (ici en bleue) correspond à la condition initiale puisque
nous faisons un nombre entier de tours du domaine spatial. La discrétisation par différences
finies de l’équation équivalente est réalisée avec un pas d’espace ∆x′ tel que ∆x′ << ∆x afin
de ne pas perturber les termes de l’équation équivalente. Dans les Figures 2.2 et 2.3, nous
avons gardé uniquement le terme en ∂3u

∂x3 (resp.
∂4u
∂x4 ) des équations équivalentes des schémas

de Lax-Wendroff et Warmimg-Beam. On observe alors l’apport du principal terme dispersif
(resp. dissipatif).

2.2.2 Schémas semi-Lagrangiens conservatifs

Des méthodes conservatives pour la résolution numérique des équations de Vlasov-Poisson
sont développées dans [87] dans un contexte de splitting unidimensionnel. Dans cette partie,
nous calculons les équations équivalentes de ces schémas dans le cas de l’advection constante.
Nous commençons par reprendre leur description. Les inconnues de ces schémas sont les
valeurs moyennes de la fonction de distribution sur une cellule :

ūn+1
i =

1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

u(y, tn+1)dy.

Par conservation du volume, on a (voir Figure 2.4) :

ūn+1
i =

1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

u(y, tn+1)dy =
1

∆x

∫ x
i∗+1

2
+α∆x

x
i∗− 1

2
+α∆x

u(y, tn)dy

où i∗ est l’entier tel que xi− 1
2
− a∆t ∈

[
xi∗− 1

2
, xi∗+ 1

2

[
et α ∈ [0, 1[ le réel défini par :

α∆x = (xi− 1
2
− a∆t)− xi∗− 1

2
.

Soit Un
i la fonction définie par

Un
i (x) =

1

∆x

∫ x
i− 1

2
+x∆x

x
i− 1

2

u(y, tn)dy.

Nous obtenons alors

ūn+1
i =

1

∆x

∫ x
i∗+1

2
+α∆x

x
i∗− 1

2
+α∆x

u(y, tn)dy = ūn
i∗ + Un

i∗+1(α)− Un
i∗(α).
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Figure 2.1 – Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma (en vert) de
Lax-Wendroff (en haut) et Warming-Beam (en bas) et la solution discrétisée par différences
finies de l’équation équivalente associée (en rouge). ∆x = 1/80, ∆t = 0.01, a = 1.
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Figure 2.2 – Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma de Lax-Wendroff
(en vert) et la solution discrétisée par différences finies de l’équation équivalente (en rouge)
en considérant uniquement le terme en ∂3

xu (à gauche) et en considérant uniquement le terme
en ∂4

xu (à droite). ∆x = 1/80, ∆t = 0.01, a = 1.
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Figure 2.3 – Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma de Warmimg-
Beam (en vert) et la solution discrétisée par différences finies de l’équation équivalente (en
rouge) en considérant uniquement le terme en ∂3

xu (à gauche) et en considérant uniquement
le terme en ∂4

xu (à droite). ∆x = 1/80, ∆t = 0.01, a = 1.

Il reste à évaluer Un
i∗+1(α) et U

n
i∗(α). Soient i, n ∈ N, nous avons que

Un
i (0) = 0, Un

i (1) = ūn
i

et

Un′

i (x) = u(xi− 1
2
+ x∆x, tn)∆x, Un′

i (0) = un
i− 1

2
∆x, Un′

i (1) = un
i+ 1

2
∆x.
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xi∗−1/2 xi∗+1/2

xi−1/2 xi+1/2

α∆x a∆t

Figure 2.4 – Méthode semi-Lagrangienne.

Nous disposons de 4 conditions sur Un
i , nous procédons alors à une reconstruction polyno-

miale de Un
i de degré 3 :

Un
i (x) = x(1− x)2un

i− 1
2
∆x+ x2(x− 1)un

i+ 1
2
∆x+ x2(3− 2x)ūn

i .

Rappelons que nous cherchons à calculer les intégrales ūn+1
i et que les valeurs aux noeuds

du maillage un
i− 1

2

et un
i+ 1

2

sont inconnues. Nous allons donc donner plusieurs reconstructions

de un
i− 1

2

et un
i+ 1

2

sur la cellule i en fonction des valeurs (ūn
i )i∈[0,N−1].

— Reconstruction de Lagrange de degré 3 (LAG3) :

un
i−1/2∆x =

5

6
ūn
i −

1

6
ūn
i+1 +

1

3
ūn
i−1, un

i+1/2∆x =
5

6
ūn
i +

1

3
ūn
i+1 −

1

6
ūn
i−1

— Reconstruction PPM0 :

un
i−1/2∆x =

1

2
(ūn

i−1 + ūn
i ), un

i+1/2∆x =
1

2
(ūn

i + ūn
i+1)

— Reconstruction PPM1 :

un
i−1/2∆x =

7

12
(ūn

i−1+ū
n
i )−

1

12
(ūn

i−2+ū
n
i+1), un

i+1/2∆x =
7

12
(ūn

i +ū
n
i+1)−

1

12
(ūn

i−1+ū
n
i+2)

— Reconstruction PPM2 :

un
i−1/2∆x =

1

60
((ūn

i−3 + ūn
i+2)− 9(ūn

i−2 + ūn
i+1) + 45(ūn

i−1 + ūn
i ))

un
i+1/2∆x =

1

60
((ūn

i−2 + ūn
i+3)− 9(ūn

i−1 + ūn
i+2) + 45(ūn

i + ūn
i+1))

— Reconstruction PSM : les valeurs aux noeuds du maillage sont solutions du système
presque tridiagonal :

un
i−1/2 + 4un

i+1/2 + un
i+3/2 =

3

∆x
(ūn

i + ūn
i+1).
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Calcul de l’équation équivalente du schéma Lagrange 3.

Nous allons calculer une équation équivalente pour le schéma Lagrange 3 de deux façons
différentes : par calcul direct et par combinaison des équations équivalentes des schémas
Lax-Wendroff et Warming-Beam.

• Calcul direct

Le schéma de Lagrange 3 est caractérisé par les coefficients (suivant la formulation 2.1.2) :

a−2 =
1− η2

6
, a−1 =

η2 − η − 2

2
, a0 =

−η2 + 2η + 1

2
, a1 =

(1− η)(2− η)

6
, a2 = 0.

Ainsi, d’après la Proposition 2.1.2, une équation équivalente pour le schéma Lagrange 3
vaut :

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+

a(∆x)3

24
(η3 − 2η2 − η + 2)

∂4u

∂x4
+

a(∆x)4

60
(2η4 − 5η3 + 5η − 2)

∂5u

∂x5
= 0.

• A partir des équations équivalentes de Lax-Wendroff et Warming-Beam

Le schéma Lagrange 3 est obtenu comme combinaison convexe des schémas de Lax-Wendroff
et Warming-Beam :

LAG3 =

(
1− 1 + η

3

)
LW +

1 + η

3
WB.

La combinaison convexe appliquée aux équations équivalentes va annuler le coefficient devant
(∆x)2 :

(1− η2)(1− 1 + η

3
) + (−η2 + 3η − 2)

1 + η

3
= 0.

Il va donc falloir écrire un terme supplémentaire dans les équations équivalentes pour
Lax-Wendroff et Warming-Beam.

Pour Lax-Wendroff, nous obtenons :

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+

a(∆x)2

6
(1− η2)

∂3u

∂x3
+

a(∆x)3

8
η(1− η2)

∂4u

∂x4
+

a(∆x)4

120
(−6η4 + 5η2 + 1)

∂5u

∂x5
= 0

et pour Warming-Beam :

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+

a(∆x)2

6
(−η2 + 3η − 2)

∂3u

∂x3
+

a(∆x)3

8
(−η3 + 4η2 − 5η + 2)

∂4u

∂x4
+

a(∆x)4

120
(−6η4 + 30η3 − 55η2 + 45η − 14)

∂5u

∂x5
= 0

Nous retrouvons alors l’équation équivalente pour le schéma Lagrange 3 :

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+

a(∆x)3

24
(η3 − 2η2 − η + 2)

∂4u

∂x4
+

a(∆x)4

60
(2η4 − 5η3 + 5η − 2)

∂5u

∂x5
= 0.

La Figure 2.5 valide numériquement cette équation équivalente.
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Figure 2.5 – Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma LAG3 (en
vert) et la solution discrétisée par différences finies de l’équation équivalente associée (en
rouge). ∆x = 1/80, ∆t = 0.01, a = 1.

Equations équivalentes pour les schémas PPM0, PPM1 et PPM2

Les différents schémas sont caractérisés par les coefficients (suivant la formulation 2.1.2) :

PPM0 : a−2 =
−η2+η

2
, a−1 =

3η2−4η−1
2

,

a0 =
−3η2+5η

2
, a1 =

η2−2η+1
2

, a2 = 0.

PPM1 : a−3 =
η2−η
12

, a−2 =
−7η2+6η+1

12
, a−1 =

4η2−5η−2
3

,

a0 =
−4η2+7η

3
, a1 =

7η2−15η+8
12

, a2 =
−η2+2η−1

12
, a3 = 0.

PPM2 : a−4 =
−η2+η

60
, a−3 =

8η2−7η−1
60

, a−2 =
−12η2+9η+3

20
,

a−1 =
5η2−6η−3

4
, a0 =

−5η2+9η
4

, a1 =
12η2−27η+15

20
,

a2 =
−8η2+17η−9

60
, a3 =

η2−2η+1
60

, a4 = 0.

Ainsi, d’après la Proposition 2.1.2, les équations équivalentes valent :

PPM0 : ∂u
∂t
+ a∂u

∂x
+ a(∆x)2

6
(2η2 − 3η + 1)∂

3u
∂x3 +

a(∆x)3

8
(3η3 − 6η2 + 3η)∂

4u
∂x4 = 0.

PPM1 : ∂u
∂t
+ a∂u

∂x
+ a(∆x)3

24
(η3 − 2η2 + η)∂

4u
∂x4 +

a(∆x)4

60
(2η4 − 5η3 + 5η − 2)∂

5u
∂x5 = 0.

PPM2 : ∂u
∂t
+ a∂u

∂x
+ a(∆x)3

24
(η3 − 2η2 + η)∂

4u
∂x4 +

a(∆x)4

60
(2η4 − 5η3 + 4η2 − η)∂

5u
∂x5 = 0.

La Figure 2.6 valide numériquement l’équation équivalente pour le schéma PPM0. Par contre,
la Figure 2.7 montre que deux termes dans l’équation équivalente ne sont pas suffisants pour
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rendre compte du schéma. Afin d’obtenir un graphique concluant, il faut considérer le terme
suivant et ainsi ajouter le terme d’ordre 6 :

a(∆x)5

144
(2η5 − 6η4 − 3η3 + 16η2 − 9η)

∂6u

∂x6
.

De même, dans le cas du schéma PPM2 (Figure 2.8), 5 termes de l’équation équivalente sont
nécessaires afin d’obtenir une bonne correspondance.
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Figure 2.6 – Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma PPM0 (en
vert) et la solution discrétisée par différences finies de l’équation équivalente associée (en
rouge). ∆x = 1/80, ∆t = 0.01, a = 1.

Equation équivalente pour le schéma PSM

Rappelons que N désigne le nombre de mailles en espace. Pour le schéma PSM, les
valeurs ponctuelles sont solutions du système :
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Figure 2.7 – Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma PPM1 (en
vert) et la solution discrétisée par différences finies de l’équation équivalente (en rouge) avec
un terme dans l’équation équivalente (en haut à gauche) deux termes (en haut à droite) et
trois termes (en bas). ∆x = 1/80, ∆t = 0.01, a = 1.




4 1 0 . . . 0 1

1
. . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . . . . . . . .

...

0
. . . . . . . . . . . . 0

0
. . . . . . . . . . . . 1

1 0 . . . 0 1 4







u1/2
...
...
...
...

uN−1/2




= 3




ūn
0 + ūn

1
...
...
...
...

ūn
N−1 + ūn

N




Nous remarquons que la matrice du système est circulante et inversible d’inverse la matrice
de terme général (voir [14]) :

mi,j =
1

2(1− τN)

(
µN−1−|j−i| + µ|j−i|−1

)
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Figure 2.8 – Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma PPM2 (en
vert) et la solution discrétisée par différences finies de l’équation équivalente avec 5 termes
(en rouge). ∆x = 1/80, ∆t = 0.01, a = 1.

où τk (resp µk) désigne la valeur du polynôme de Tchebychev de première (resp. seconde)
espèce d’ordre k évalué en −2 (voir l’Appendice E).

Nous en déduisons une expression pour i = 1, ..., N :

un
i−1/2 =

3

2(1− τN)

N∑

j=1

(µN−1−|j−i| + µ|j−i|−1)(ū
n
j−1 + ūn

j )

=
3

2(1− τN)
[ūn

0 (µN−i + µi−2) + ūn
N(µi−1 + µN−i−1)

+
N−1∑

j=1

ūn
j (µN−1−|j−i| + µ|j−i|−1 + µN−1−|j−i+1| + µ|j−i+1|−1)].

Par périodicité ūn
0 = ūn

N , d’où nous avons la formule :

un
i−1/2 =

3

2(1− τN)

N−1∑

j=0

ūn
j (µN−1−|j−i| + µ|j−i|−1 + µN−1−|j−i+1| + µ|j−i+1|−1).

Fixons i, n et étudions le coefficient devant ūn
j qui vaut

3

2
× µN−1−|j−i| + µ|j−i|−1 + µN−1−|j−i+1| + µ|j−i+1|−1

1− τN
.
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Nous posons

num(i, j, N) = µN−1−|j−i| + µ|j−i|−1 + µN−1−|j−i+1| + µ|j−i+1|−1

dén(N) = 1− τN .

Dans l’Appendice E, nous avons montré que

τn =
(−1)n
2

(
(2 +

√
3)n + (2−

√
3)n

)

µn =
(−1)n
2
√
3

(
(2 +

√
3)n+1 − (2−

√
3)n+1

)
.

Pour un écart |j − i| fixé, on en déduit les équivalents suivants lorsque N → +∞ :

num(i, j, N) ∼ (−1)N−1−|j−i|
2
√
3

(
(2 +

√
3)N−|j−i| − (2 +

√
3)N−|j−i+1|

)

dén(N) ∼ (−1)N+1

2
(2 +

√
3)N .

Ainsi, le coefficient devant ūn
j est équivalent à

(−1)|j−i| ×
√
3

2
×

(
(2 +

√
3)−|j−i| − (2 +

√
3)−|j−i+1|

)
.

— Pour j = i ou j = i− 1, ce terme vaut 3−
√
3

2
.

— Pour j = i+ 1 ou j = i− 2, ce terme vaut 5
√
3−9
2

.

— Pour j = i+ 2 ou j = i− 3, ce terme vaut 33−19
√
3

2
.

L’approximation faite avec PSM est assez proche de l’approximation faite avec PPM2 :




un
i−1/2 =

PPM2

37
60
(ūn

i−1 + ūn
i )− 8

60
(ūn

i−2 + ūn
i+1) +

1
60
(ūn

i−3 + ūn
i+2)

un
i−1/2 =

PSM

3−
√
3

2
(ūn

i−1 + ūn
i ) +

5
√
3−9
2

(ūn
i−2 + ūn

i+1) +
33−19

√
3

2
(ūn

i−3 + ūn
i+2)

puisque

37

60
≈ 0, 616 ,

3−
√
3

2
≈ 0, 634

− 8

60
≈ −0, 133 ,

5
√
3− 9

2
≈ −0, 170

1

60
≈ 0, 017 ,

33− 19
√
3

2
≈ 0, 046.

Ce phénomène de similitude entre PPM2 et PSM se retrouve largement sur les simulations
numériques. L’équation équivalente “limite” pour le schéma PSM en utilisant la formulation
ci-dessus vaut :

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+

a(∆x)3

24
(η3 − 2η2 + η)

∂4u

∂x4
+

a(∆x)4

180
(6η4 − 15η3 + 10η2 − 1)

∂5u

∂x5
= 0

et la vérification numérique est donnée par la Figure 2.9 avec 1 (resp. 2,3) termes de l’équation
équivalente.
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Figure 2.9 – Profils de la solution exacte (en bleu), de la solution du schéma PSM (en vert)
et la solution discrétisée par différences finies de l’équation équivalente (en rouge) avec un
terme dans l’équation équivalente (en haut à gauche) deux termes (en haut à droite) et trois
termes (en bas). ∆x = 1/80, ∆t = 0.01, a = 1.

2.2.3 Comparaison des différents schémas

Voici un récapitulatif des différents schémas étudiés précédemment avec une équation
équivalente sous la forme

∂tu+ a∂xu+ a(∆x)n−1
cn
n
∂n
xu+ a(∆x)n

cn+1

n+ 1
∂n+1
x u = 0.

Une telle analyse a déjà été réalisée par exemple dans [8] avec d’autres schémas résolvant
l’équation d’advection.
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Schémas d’ordre 2

c3 c4
LW (1− η2)/2 η(1− η2)/2
WB (−η2 + 3η − 2)/2 (−η3 + 4η2 − 5η + 2)/2
PPM0 (2η2 − 3η + 1)/2 (3η3 − 6η2 + 3η)/2

La Figure 2.10 présente les valeurs absolues des coefficients de dispersion |c3| et de dis-
sipation |c4| en fonction de µ. Nous constatons que les coefficients c3 et c4 s’annulent pour
η = 1 : les schémas deviennent alors de simples translations résolvant exactement l’équation
d’advection. Par ailleurs, les coefficients de dissipation |c4| tendent vers 0 lorsque η tend vers
0 pour les schémas LW et PPM0. Par contre, le schéma WB peut être fortement dissipatif
pour de faibles valeurs de η.
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Figure 2.10 – Valeur absolue des coefficients de dispersion |c3| en fonction de η pour les
schémas d’ordre 2 (à gauche) et valeur absolue des coefficients de dissipation |c4| en fonction
de η pour les schémas d’ordre 2 (à droite).

Schéma d’ordre 3

c4 c5
LAG 3 (η3 − 2η2 − η + 2)/6 (2η4 − 5η3 + 5η − 2)/12
PPM1 (η3 − 2η2 + η)/6 (2η4 − 5η3 + 5η − 2)/12
PPM2 (η3 − 2η2 + η)/6 (2η4 − 5η3 + 4η2 − η)/12
PSM (η3 − 2η2 + η)/6 (6η4 − 15η3 + 10η2 − 1)/36

La Figure 2.11 présente les valeurs absolues des coefficients de dispersion |c4| et de dis-
sipation |c5| en fonction de µ. Les coefficients c4 et c5 s’annulent pour η = 1 : les schémas
deviennent alors de simples translations résolvant exactement l’équation d’advection. De
plus, le coefficient de dissipation |c4| est le même pour les schémas PPM1, PPM et PSM ; ce
coefficient tend vers 0 lorsque η tend vers 0. Par contre, le schéma LAG3 peut être fortement
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dissipatif pour de faibles valeurs de η. Pour le schéma PPM2, les coefficients de dissipation
|c4| et de dispersion |c5| tendent vers 0 lorsque η tend vers 0.
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Figure 2.11 – Valeur absolue des coefficients de dissipation |c4| en fonction de η pour les
schémas d’ordre 3 (à gauche) et valeur absolue des coefficients de dispersion |c5| en fonction
de η pour les schémas d’ordre 3 (à droite).

2.3 Applications à un schéma avec limiteur de pente

Cette section quantifie de manière analytique la diffusion numérique d’un schéma de
type Lagrange + Projection (L+P) [12] présenté dans la partie 2.3.1. Nous avons obtenu
une formule exacte de la diffusion numérique de ce schéma au sens du terme de second
ordre dans l’équation équivalente associée, pour une vitesse d’advection constante en temps
mais dépendante de l’espace (voir la partie 2.3.2 pour les résultats et l’appendice F pour le
détail des calculs).

Par diffusion numérique, nous entendons ici le terme de second ordre de l’équation
équivalente associée au schéma (L+P). En effet, ce schéma est consistant, donc résout bien
l’équation d’advection avec une erreur au moins d’ordre 1 :

∂tρ+ ∂x(ρu) = o(∆x) + o(∆t)

avec une densité ρ(x, t) et une vitesse u(x) constante en temps mais dépendante de l’espace.
On définit le terme de diffusion numérique Π du schéma par :

∂tρ+ ∂x(ρu) = Π + o(∆x2) + o(∆t2).

Ce terme de diffusion dépend a priori du pas de temps ∆t, du pas d’espace ∆x et des
gradients de la fonction ρ et de la vitesse u.
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Dans la partie 2.3.3, nous avons validé ces formules en advection linéaire (vitesse
constante en temps et en espace) par comparaison du résultat avec celui obtenu par une
équation de diffusion, à la distance d’advection près.

2.3.1 Schéma Lagrange+Projection

L’équation d’étude est l’équation d’advection 1D suivante :

∂tρ+ ∂x(uρ) = 0,

où la densité ρ(x, t) au point x au temps t est advectée par le champ de vitesse positif
u(x) ≥ 0 constant en temps.

Le schéma Eulérien (L+P) considéré dans cette partie se caractérise par une étape la-
grangienne suivie d’une étape de projection. Il est d’ordre 2 en espace.

Le maillage est constitué de N mailles uniformes numérotées de 1 à N et de N + 1
noeuds numérotés de 1/2 à N +1/2. La maille j désigne donc le volume 1D entre les noeuds
d’abscisses xj−1/2 et xj+1/2. Le pas d’espace ∆x = xj+1/2 − xj−1/2 et le pas de temps ∆t
sont ici supposés constants. Le champ de vitesse est défini aux noeuds uj+1/2 = u(xj+1/2), la
densité est définie aux mailles ρnj = ρ(xj, t

n) où xj = (xj−1/2 + xj+1/2)/2 et t
n = n∆t ainsi

que la masse mn
j = ρnj∆x.

Etape Lagrangienne

Lors de l’étape Lagrangienne, on avance les caractéristiques :

xℓ
j+1/2 = xj+1/2 +∆tuj+1/2.

ce qui crée un nouveau maillage Lagrangien déformé dont les nœuds sont (xℓ
j+1/2)j. Les

volumes des mailles deviennent alors V olℓj = xℓ
j+1/2 − xℓ

j−1/2 et les centres des mailles sont

notés xℓ
j = (xℓ

j−1/2 + xℓ
j+1/2)/2. La masse est conservée au cours de cette étape m

ℓ
j = mn

j , la

densité des nouvelles mailles vaut ρℓj = mℓ
j/∆x. Ces notations sont illustrées sur la Fig. 2.12.

Etape de projection

Les valeurs des densités calculées dans les mailles sur le maillage Lagrangien déformé
vont être projetées sur le maillage initial dont les positions des nœuds sont (xj+1/2)j. Les
densités ρn+1

j obtenues après projection sur le maillage eulérien constituent la solution au
temps tn+1 :

ρn+1
j = ρnj −

dmj+1/2 − dmj−1/2
∆x

où le flux vaut :

dmj+1/2 = uj+1/2 ·∆t · ρn+1/2
j+1/2 .

Par définition,

ρ
n+1/2
j+1/2 = ρℓj +

∆ρℓj
2
(∆xℓ

j − uj+1/2 ·∆t)
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Figure 2.12 – Etape Lagrangienne.

où ∆xℓ
j = xℓ

j+1/2 − xℓ
j−1/2 désigne la taille de la maille Lagrangienne et

∆ρℓj =
1

2
(Ψ−j ∆ρℓj−1/2 +Ψ+

j ∆ρℓj+1/2)

est la variation de densité sur la maille Lagrangienne où la variation de densité sur les
interfaces est définie par

∆ρℓj+1/2 =
ρℓj+1 − ρℓi
xℓ
j+1 − xℓ

j

et les limiteurs Ψ± sont calculés de la manière suivante :

Ψ+
j = Φ(rj), Ψ−j = Φ

(
1

rj

)

avec

rj =
∆ρℓj−1/2

∆ρℓj+1/2

, Φ(r) =
r + |r|
1 + r

.

Le rôle de la fonction Ψ± est de limiter les forts gradients et les gradients opposés : ainsi,
lorsque (ρℓj+1−ρℓj)/(ρℓj−ρℓj−1) < 0, la fonction Ψ± s’annule ; lorsque (ρℓj+1−ρℓj) >> (ρℓj−ρℓj−1),
on a Φ(rj) ≈ 2 alors que Φ(1/rj) ≈ 0.

Dans le cas contraire rj << 1 (mais rj ≥ 0), ϕ(y) ≈ 0 et Φ(1/y) = 2, donc ∆ρℓj =
(ρnj+1 − ρnj )/∆x.

D’autre part, lorsque la fonction est régulière (faibles gradients), rj ≈ 1 et ϕ(rj) ≈
ϕ(1/rj) ≈ 2, de sorte que

∆ρℓj =
ρℓj+1 − ρℓj
xℓ
j+1 − xℓ

j

+
ρℓj − ρℓj−1
xℓ
j − xℓ

j−1

qui est alors simplement la dérivé d’ordre 2.

2.3.2 Résultats théoriques

Nous cherchons le terme de diffusion numérique Π défini par :

∂tρ(xi, t
n) + ∂x(uρ)(xi, t

n) = Π(xi, t
n) + o(∆x) + o(∆t).
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Ce terme dépendra, au point xi, des signes respectifs de ri−1 et de ri. Nous considérerons,
dans chacun de ces cas, l’advection constante et non constante. Nous donnons ci-dessous
uniquement les résultats obtenus, les calculs seront détaillés dans l’Appendice F. Nous pou-
vons remarquer que dans le cas où ri−1 ≤ 0 et ri ≤ 0, nous retrouvons le terme de diffusion
du schéma Upwind. Dans le cas de l’advection à vitesse constante u ≡ u0, nous noterons
η = u0∆t

∆x
.

• Cas où ri−1 ≤ 0 et ri ≤ 0 (pas de limiteur sur les cellules i− 1 et i)

— Advection constante :

Π =
∆x

2
u0(1− η)∂xxρ =

∆x

2
u0∂xxρ−

∆t

2
u2
0∂xxρ.

— Advection non constante :

Π =
∆x

2

(
(∂xu)(∂xρ) + u∂xxρ

)
+
∆t

2

(
ρ(∂xu)

2 − u(∂xu)(∂xρ) + ρu∂xxu− u2∂xxρ

)
.

• Cas où ri−1 ≤ 0 et ri > 0

— Advection constante :

Π = u0
η − 1

2
∂xρ+ u0∆x

(4− η)(η − 1)2

8
∂xxρ.

— Advection non constante :

Π = u
∆t
∆x

u− 1

2
∂xρ+∆t

(
1

2
(∂xu)

2ρ+
5

8
u(∂xu)(∂xρ) +

3

4
uρ(∂xxu)−

9

8
u2(∂xxρ) +

13

8

∆t

∆x
u2(∂xρ)(∂xu) +

3

4

∆t

∆x
u3(∂xxρ) +

1

4

∆t

∆x
u2(∂xxu)ρ−

1

4
u3

(
∆t

∆x

)2

u3(∂xρ)(∂xu)

−1
8

(
∆t

∆x

)2

u4(∂xxρ)

)
+∆x

(
1

2
u(∂xxρ) +

1

4
(∂xu)(∂xρ)

)
.

• Cas où ri−1 > 0 et ri ≤ 0

— Advection constante :

Π = u0
1− η

2
∂xρ+ u0∆x

η(1− η)(3 + η)

8
∂xxρ.

— Advection non constante :

Π = u
1− ∆t

∆x
u

2
∂xρ+∆t

(
1

2
(∂xu)

2ρ+
3

8
u(∂xu)(∂xρ) +

1

4
uρ(∂xxu) +

3

8
u2(∂xxρ)

−7
8

∆t

∆x
u2(∂xρ)(∂xu)−

1

4

∆t

∆x
u3(∂xxρ)−

1

4

∆t

∆x
u2(∂xxu)ρ−

1

4

(
∆t

∆x

)2

u3(∂xρ)(∂xu)

−1
8

(
∆t

∆x

)2

u4(∂xxρ)

)
+
∆x

4
(∂xu)(∂xρ).
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• Cas où ri−1 > 0 et ri > 0

— Advection constante

Π = 0.

Nous cherchons alors le terme suivant Π̃ de l’équation équivalente

Π̃ = u0
∆x2

12
(2η2 − 3η + 1)∂xxxρ+ u0

∆x3

8
(η − 1)(η2 − η + 1)∂xxxxρ.

— Advection non constante

Π =
∆t

2

(
ρ(∂xu)

2 + u(∂xρ)(∂xu) + uρ(∂xxu)

)
.

2.3.3 Validation numérique en advection constante

Pour valider numériquement les coefficients de la partie précédente dans le cas de l’ad-
vection constante, nous discrétisons comme précédemment l’équation de diffusion associée
par différences finies centrées. Par exemple, dans le cas sans limiteur (ri−1 ≤ 0 et ri ≤ 0),
l’équation de diffusion associée

∂tρ = u0
∆x

2
(1− η)∂xxρ

est résolue à l’ordre 2 en espace par le schéma :

ρn+1
i − ρni
∆t

= u0
∆x

2
(1− η)

ρni+1 − 2ρni + ρni−1
∆x2

.

De même, l’ordre 4 est géré par

∂4
xu(xi, tn) ≈

ui+2 − 4ui+1 + 6ui − 4ui−1 + ui−2
∆x4

.

Nous avons appliqué le schéma avec et sans limiteur de pente à plusieurs profils de
solution : une marche d’escalier (Figure 2.13), un Dirac discret (Figure 2.14), une parabole
(Figure 2.15) et un double créneau (Figure 2.16). Dans tous les cas pour le schéma sans
limiteur de pente, la solution de l’équation de diffusion est très proche du schéma. Avec
limiteur de pente, la solution de l’équation de diffusion est proche du schéma bien que l’on
observe des décrochages à certains endroits et plus particulièrement dans le cas du Dirac
discret. Dans le cas général, on est non conservatif pour l’équation de diffusion.

2.3.4 Conclusion

L’approche par équation équivalente fonctionne. Les résultats semblent un peu moins
bons pour le cas test Dirac. Il faut considérer le terme d’ordre 4 s’il n’y a pas de terme
d’ordre 2 dans l’équation équivalente. Les calculs sont faits/faisables pour l’advection non
constante en utilisant un logiciel de calcul formel.
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Figure 2.13 – Marche d’escalier, sans limiteur de pente, ∆x = 1/40, ∆t = 0.01, η = 0.4
(en haut à gauche), ∆x = 0.01, ∆t = 0.0025, η = 0.25 (en haut à droite) ; avec limiteur de
pente, ∆x = 1/80, ∆t = 0.005, η = 0.4 (en bas à gauche), ∆x = 0.01, ∆t = 0.0025, η = 0.25
(en bas à droite).

En ce qui concerne les perspectives, il reste à effectuer une analyse mathématique
et à comprendre pourquoi les termes non diffusifs de l’équation équivalente peuvent être
négligés. De plus, il faut assurer la convergence des termes d’ordre élevé. Par ailleurs,
il faudrait valider les résultats dans le cas de l’advection non constante. Enfin, on peut
envisager une extension au multi-D.
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Figure 2.14 – Dirac discret, sans limiteur de pente, ∆x = 1/40, ∆t = 0.01, η = 0.4 (en
haut à gauche), ∆x = 0.01, ∆t = 0.0025, η = 0.25 (en haut à droite) ; avec limiteur de pente,
∆x = 1/80, ∆t = 0.005, η = 0.4 (en bas à gauche), ∆x = 0.01, ∆t = 0.0025, η = 0.25 (en
bas à droite).
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Figure 2.15 – Parabole, sans limiteur de pente, ∆x = 1/40, ∆t = 0.01, η = 0.4 (en haut
à gauche), ∆x = 0.01, ∆t = 0.0025, η = 0.25 (en haut à droite) ; avec limiteur de pente,
∆x = 1/80, ∆t = 0.005, η = 0.4 (en bas à gauche), ∆x = 0.01, ∆t = 0.0025, η = 0.25 (en
bas à droite).
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Figure 2.16 – Double créneau, sans limiteur de pente, ∆x = 1/40, ∆t = 0.01, η = 0.4 (en
haut à gauche), ∆x = 0.01, ∆t = 0.0025, η = 0.25 (en haut à droite) ; avec limiteur de pente,
∆x = 1/80, ∆t = 0.005, η = 0.4 (en bas à gauche), ∆x = 0.01, ∆t = 0.0025, η = 0.25 (en
bas à droite).
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Chapitre 3

Superconvergence pour Galerkin
Discontinu Semi-Lagrangien

Dans ce chapitre, nous discutons de la propriété de superconvengence pour le schéma
Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien (SLDG). Un tel schéma a déjà été développé dans [27]
et plus récemment dans [28, 30, 25] en vue d’applications pour Vlasov-Maxwell/Poisson. Un
point clé, dans de telles applications, est d’utiliser les splittings directionnels qui conduisent
à une succession de problèmes d’advection constante et le schéma a l’avantage de ne pas être
restreint par une condition CFL. Le cas de l’advection non constante est plus délicat et peut
conduire à des stratégies différentes pour l’évaluation du flux qui devra être évalué ; voir [28]
pour une discussion, et [29] pour un travail pionnier sur le sujet dans un cadre général. Le
schéma SLDG continue à être étudié, voir [22, 21, 73].

La superconvergence des méthodes de type Galerkin discontinu a fait l’objet de nombreux
développements. Dans [26], une approche par Fourier est utilisée pour analyser les propriétés
de superconvergence. Bien qu’elle soit limitée aux maillages uniformes et périodiques dans
le cadre de problèmes linéaires, l’approche par Fourier permet de donner des informations
précises sur l’erreur. Cependant, cette approche est restreinte aux petits degrés puisque les
calculs formels deviennent de plus en plus complexes à fur et à mesure que le degré augmente.
D’autres techniques ont été développées pour traiter des cas plus généraux, comme le post-
processing introduit dans [24] ; de noubreuses autres références se trouvent dans [26].

Nous considérons ici la superconvergence su schéma SLDG dans le cas de l’équation d’advec-
tion linéaire à vitesse constante avec des conditions aux bords périodiques. Nous énonçons
un résultat pour un degré quelconque, ce qui ne semble pas encore avoir été considéré pour
le schéma SLDG.

Nous montrons formellement et numériquement ce résultat pour de petits degrés. Nous
donnons des pistes pour une démonstration générale pour tout degré (qui n’est pas faite ici)
en utilisant une décomposition vectorielle dans l’espace de Fourier, l’inégalité de Cauchy-
Schwarz et la formule d’Euler-MacLaurin.

La partie est organisée comme suit. Dans la partie 1, nous introduisons le schéma Galerkin
discontinu semi-lagrangien. L’énoncé du théorème de superconvergence est donné dans la
partie 2. Dans la partie 3, nous décrivons la structure de l’erreur de troncature et de l’erreur
numérique. Une analyse de la structure propre de la matrice d’amplification du schéma est
effectuée dans la partie 4. Dans la partie 5, nous rappelons les résultats précédents et discu-
tons de la preuve générale. Les résultats formels et numériques montrant la superconvergence
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sont présentés dans la partie 6.

3.1 Schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien

3.1.1 Notations

L’équation d’étude est l’équation d’advection linéaire

∂tf + a∂xf = 0 (x, t) ∈ [0, 1]× [0,+∞[

f(0, x) = f0(x) x ∈ [0, 1]

avec une vitesse constante a > 0.

Soit le domaine Ω = [0, 1] qui est divisé en N cellules :

Ci = [xi−1/2, xi+1/2], i = 0, ..., N − 1.

Nous supposons ici que le maillage est uniforme : le pas d’espace ∆x satisfait

∆x = xi+1/2 − xi−1/2 =
1

N
, i = 0, ..., N − 1.

Nous définissons également le pas de temps ∆t qui est également supposé être constant et
nous notons tn = n∆t. Des conditions périodiques aux bords sont utilisées.

3.1.2 Schéma SLDG

Soit d ∈ N. Sur chaque cellule Ci = [xi−1/2, xi+1/2], nous considérons d + 1 points de
Gauss désignés par {xij}(i,j)∈{0,...,N−1}×{0,...,d}. Notons par {αj}j∈{0,...,d} les points de Gauss
dans l’intervalle [0, 1] et {ωj}j∈{0,...,d} leurs poids associés, nous introduisons d’abord les
polynômes de Lagrange aux points αj restreints à l’intervalle [0, 1] :

ϕj(x) =
∏

ℓ,ℓ 6=j

x− αℓ

αj − αℓ

for x ∈ [0, 1], ϕj(x) = 0 sinon

et les polynômes correspondants sur la cellule Ci :

ϕij(x) = ϕj

(
x− xi−1/2

∆x

)
.

En écrivant fn ≈ f(tn, ·) sous la forme fn(x) =
∑

i,j f
n
ijϕij(x), les degrés de liberté fn

ij ≈
f(tn, αij) sont donnés par

ωj∆xfn
ij =

∫

R

fn(x)ϕij(x)dx.

En utilisant l’équation d’advection pour mettre à jour les degrés de liberté, on obtient le
schéma Galerkin Discontinu semi-lagrangien (SLDG) :

ωj∆xfn+1
ij =

∫

R

fn(x− a∆t)ϕij(x)dx.
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Ceci conduit à

ωj∆xfn+1
ij =

N−1∑

k=0

d∑

ℓ=0

fn
kℓ

∫

R

ϕℓ

(
x− a∆t− xk−1/2

∆x

)
ϕj

(
x− xi−1/2

∆x

)
dx.

En définissant i⋆ et α tels que xi−1/2 − a∆t = xi⋆−1/2 + α∆x,

xi⋆−1/2 xi⋆+1/2

a∆tα∆x
tn

xi−1/2 xi+1/2

tn+1

et en utilisant le changement de variable x = xi−1/2 + s∆x, on obtient :

ωj∆xfn+1
ij = ∆x

N−1∑

k=0

d∑

ℓ=0

fn
kℓ

∫

R

ϕℓ(i
⋆ − k + α + s)ϕj(s)ds

et finalement, on obtient la formule explicite suivante pour le schéma SLDG :

ωjf
n+1
ij =

d∑

ℓ=0

fn
i⋆,ℓ

∫

R

ϕℓ(α + s)ϕj(s)ds+
d∑

ℓ=0

fn
i⋆+1,ℓ

∫

R

ϕℓ(α + s− 1)ϕj(s)ds. (3.1.1)

Nous définissons la norme L2 discrète comme suit :

‖z‖22 =
1

N

N−1∑

i=0

d∑

j=0

ωjz
2
i,j, z = (zi,j) ∈ R

N(d+1).

3.2 Propriété de superconvergence

Ce chapitre concerne la conjecture de superconvergence suivante.

Conjecture 3.2.1. Considérons l’équation d’advection linéaire à vitesse constante

∂tf + a∂xf = 0 (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ]

f(0, x) = f 0(x) x ∈ [0, 1]

avec f 0 ∈ C2d+2([0, 1]) et le schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien pour la
discrétisation de cette équation. Nous écrivons −a∆t

∆x
= i⋆0 + α où i⋆0 ∈ Z et 0 ≤ α < 1.

Alors il existe des constantes C1, C2 > 0 dépendantes de α, de la régularité de la solution et
indépendantes du temps T telles que l’erreur numérique au point xij : enij = fn

ij − f(tn, xij)
est bornée en norme discrète L2 :

‖en‖2 ≤ C1∆xd+1 + nC2∆x2d+2.
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Remarque 3.2.2. Cette conjecture sera prouvée pour d=1. Le cas d=2 peut être traité
formellement pour une valeur de α donné (α = 0.27 par exemple dans la partie 3.6.1). Les
résultats numériques de partie 3.6.2 viennent confirmer ce résultat.

Remarque 3.2.3. Nous pouvons nous restreindre au cas où 0 < a∆t
∆x

< 1 en utilisant le fait
que le schéma est exact quand a∆t

∆x
∈ Z.

Remarque 3.2.4. Un avantage de cette nouvelle estimation est d’avoir une convergence
sur un temps long. En effet, si 1 ≤ β ≤ d et si nous fixons les valeurs de ∆x et ∆t, nous
cherchons le plus grand temps T = n∆t tel que

‖en‖2 ≤ C4∆xβ

où C4 est une constante.

1. Dans le cas classique, nous avons ‖en‖2 ≤ C5n∆xd+1 ce qui conduit à

T ≤ C6∆xβ−d

où C5, C6 sont des constantes.

2. Dans le cas de la superconvergence, nous avons

T ≤ C7∆xβ−2d−1

où C7 est une constante.

Remarque 3.2.5. Le schéma considéré ici est différent de celui décrit dans [26]. Le schéma
dans [26] correspond à l’intégrateur exponentiel quand α → 0 du schéma considéré dans ce
chapitre, ce qui n’est pas considéré dans cette analyse, mais peut être adapté. Voir [23] pour
un exemple similaire.

Remarque 3.2.6. Le degré est ici arbitraire. L’approche de Fourier, comme dans [26], est
possible pour les petits degrés (voir Section 7). Cela donne des informations plus précises
mais la complexité de calcul augmente fortement avec le degré, et semble devenir impossible
pour des degrés plus grands.

3.3 Erreur de troncature et erreur numérique

3.3.1 Erreur de troncature

Nous notons x = (xij)i=0..N−1,j=0..d.

Notation 3.3.1. S : RN(d+1) → RN(d+1) est l’opérateur du schéma Galerkin Discontinu
Semi-Lagrangien. donné par (3.1.1).

Notation 3.3.2. L’erreur de troncature au point xij et au temps tn est défini par

gnij =
1

∆t

(
f(tn+1, xij)− S(f(tn,x))ij

)
.

La proposition suivante donne une expression de l’erreur de troncature.
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Proposition 3.3.3. Il existe des constantes Ek
j independantes de i et n et dépendantes de

α telles que

gnij =
2d+1∑

k=0

Ek
j

∆xk

∆t
∂k
xf(t

n, xij) +O
(
∆x2d+2

∆t

)
.

Démonstration. Supposons que 0 < a∆t
∆x

< 1, alors i⋆ = i − 1 et α = 1 − a∆t
∆x
. Le calcul de

l’erreur de troncature au point xij défini par

1

∆t

(
f(tn+1, xij)− S(f(tn,x))ij

)

donne :

1

∆t

(
f(tn +∆t, xij)−

1

ωj

d∑

j′=0

f(tn, (i− 1 + αj′)∆x)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds

− 1

ωj

d∑

j′=0

f(tn, (i+ αj′)∆x)

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds

)
.

Nous utilisons l’équation d’advection constante pour revenir en arrière :

f(tn +∆t, xij) = f(tn, xij − a∆t)

et donc, par un développement de Taylor au point xij, l’erreur de troncature au point xij

s’écrit
2d+1∑

k=0

Ek
j

∆xk

∆t
∂k
xf(t

n, xij) +O
(
∆x2d+2

∆t

)

où

Ek
j =

(α− 1)k

k!
− 1

ωj

d∑

j′=0

(
(αj′ − αj − 1)k

k!

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds+

(αj′ − αj)
k

k!

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds

)
.

Nous pouvons d’abord établir que les premiers coefficients sont nuls, ce qui conduit à l’esti-
mation de convergence classique à l’ordre d+ 1 :

Proposition 3.3.4. Pour tout 0 ≤ k ≤ d et tout 0 ≤ j ≤ d, les coefficients de l’erreur de
troncature, définis dans la proposition 3.3.3, satisfont

Ek
j = 0.

51



Démonstration. Nous commençons par le cas k = 0 :

E0
j = 1− 1

ωj

d∑

j′=0

(∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds +

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds

)

= 1− 1

ωj

[ ∫ 1

s=α

(
d∑

j′=0

ϕj′(s)

)
ϕj(s− α)ds+

∫ α

s=0

(
d∑

j′=0

ϕj′(s)

)
ϕj(s+ 1− α)ds

]
.

Nous avons

1−
d∑

j′=0

ϕj′(s) ≡ 0

puisque le terme de gauche est un polynôme de degré d avec d + 1 zéros (α0, ..., αd). Ainsi,
nous obtenons

E0
j = 1− 1

ωj

(∫ 1−α

s=0

ϕj(s)ds+

∫ 1

s=1−α
ϕj(s)ds

)

= 1− 1

ωj

∫ 1

s=0

ϕj(s)ds

= 1−
d∑

i=0

ϕj(αi)

= 1−
d∑

i=0

δij

= 0.

Le coefficient Ek
j pour 1 ≤ k ≤ d s’écrit :

Ek
j =

(α− 1)k

k!
− 1

ωj

d∑

j′=0

(
(αj′ − αj − 1)k

k!

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds+

(αj′ − αj)
k

k!

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds

)
.

Pour 1 ≤ k ≤ d,
d∑

j′=0

(αj′ − αj − 1)kϕj′(s) ≡ (s− αj − 1)k

et
d∑

j′=0

(αj′ − αj)
kϕj′(s) ≡ (s− αj)

k

puisque les termes de droite et de gauche sont des polynômes de degré au plus d avec d+ 1
valeurs communes en αi (i = 0, . . . , d). Alors : car les termes à droite et à gauche sont des
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polynômes de degré au plus d avec d + 1 valeurs communes aux points αi (i = 0, . . . , d).
Alors :

Ek
j =

1

k!

[
(α− 1)k − 1

ωj

∫ 1

s=α

(s− αj − 1)kϕj(s− α)ds+

− 1

ωj

∫ α

s=0

(s− αj)
kϕj(s+ 1− α)ds

]
.

Par changement de variable, nous obtenons

Ek
j =

1

k!

[
(α− 1)k − 1

ωj

∫ 1

s=0

(t− 1 + α− αj)
kϕj(t)dt

]
.

Le polynôme
t 7→ (t− 1 + α− αj)

kϕj(t)

est de degré inférieur ou égal à 2d, donc, par la formule de quadrature de Gauss, on obtient :

Ek
j =

1

k!

[
(α− 1)k − (αj − 1 + α− αj)

k

]
= 0.

Dans le but d’obtenir la propriété de superconvergence, nous avons la plus faible propriété
suivante qui est valide également pour les termes d’ordre plus élevés, jusqu’au degré 2d+1 :

Proposition 3.3.5. Pour tout k = 0, . . . , 2d + 1, les coefficients de l’erreur de troncature,
definis dans la Proposition 3.3.3, satisfont

d∑

j=0

ωjE
k
j = 0.

Démonstration. Notons que les cas k = 0, . . . , d sont déjà donnés par la proposition
précédente. Le coefficient Ek

j s’écrit

Ek
j =

(α− 1)k

k!
− 1

ωj

d∑

j′=0

(
(αj′ − αj − 1)k

k!

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds+

(αj′ − αj)
k

k!

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds

)

d’où

d∑

j=0

ωjE
k
j =

1

k!

(
(α− 1)k −

d∑

j=0

d∑

j′=0

(
(αj′ − αj − 1)k

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds+

(αj′ − αj)
k

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds

))
.
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Nous avons donc à établir que pour tout d+ 1 ≤ k ≤ 2d+ 1 :

d∑

j=0

d∑

j′=0

(
(αj′−αj−1)k

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s−α)ds+(αj′−αj)
k

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+1−α)ds
)
= (α−1)k.

Dans cette preuve, nous utilisons les propriétés suivantes :

(P1) Pour tout polynôme P de degré inférieur ou égal à d, nous avons

d∑

j=0

P (αj)ϕj(s) ≡ P (s).

(P2) Pour tout polynôme P de degré inférieur ou égal à 2d+ 1, nous avons

∫ 1

0

P (x)dx =
d∑

i=0

ωiP (αi).

En utilisant le binôme de Newton et en séparant les cas r ≤ d et r > d, nous obtenons :

A :=
d∑

j=0

d∑

j′=0

(
(αj′ − αj − 1)k

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds+ (αj′ − αj)
k

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds

)

=
d∑

j,j′=0

d∑

r=0

∫ 1

s=α

(
k

r

)
αr
j′(−αj − 1)k−rϕj′(s)ϕj(s− α)ds

+
d∑

j,j′=0

k∑

r=d+1

∫ 1

s=α

(
k

r

)
αr
j′(−αj − 1)k−rϕj′(s)ϕj(s− α)ds

+
d∑

j,j′=0

d∑

r=0

∫ α

s=0

(
k

r

)
αr
j′(−αj)

k−rϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds

+
d∑

j,j′=0

k∑

r=d+1

∫ α

s=0

(
k

r

)
αr
j′(−αj)

k−rϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds.

Puisque k ≤ 2d+ 1, la relation r > d implique k− r ≤ d. Nous pouvons utiliser la propriété
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(P1) dans chaque terme :

A =
d∑

j=0

d∑

r=0

∫ 1

s=α

(
k

r

)
sr(−αj − 1)k−rϕj(s− α)ds

+
d∑

j′=0

k∑

r=d+1

∫ 1

s=α

(
k

r

)
αr
j′(−s+ α− 1)k−rϕj′(s)ds

+
d∑

j=0

d∑

r=0

∫ α

s=0

(
k

r

)
sr(−αj)

k−rϕj(s+ 1− α)ds

+
d∑

j′=0

k∑

r=d+1

∫ α

s=0

(
k

r

)
αr
j′(−s+ α− 1)k−rϕj′(s)ds

=: (1) + (2) + (3) + (4).

Nous calculons d’abord la somme (2) + (4) puisque seules les bornes d’intégration diffèrent
dans les 2 expressions.

(2) + (4) =
d∑

j′=0

k∑

r=d+1

∫ 1

s=0

(
k

r

)
αr
j′(−s+ α− 1)k−rϕj′(s)ds.

Comme s 7→ (−s + α − 1)k−rϕj′(s) est un polynôme de degré inférieur ou égal à 2d, nous
pouvons appliquer la propriété (P2) :

(2) + (4) =
d∑

j′=0

k∑

r=d+1

(
k

r

)
αr
j′(−αj′ + α− 1)k−rωj′ .

En appliquant la propriété (P2), cette fois au polynôme s 7→ sr(−s + α − 1)k−r qui est de
degré 2d+ 1 :

(2) + (4) =
k∑

r=d+1

(
k

r

)∫ 1

0

sr(−s+ α− 1)k−rϕj′(s)ds.

Passons au calcul de (1)+(3). En faisant le changement de variables s = s−α et s = s+1−α,
nous obtenons

(1) + (3) =
d∑

j=0

d∑

r=0

∫ 1−α

s=0

(
k

r

)
(s+ α)r(−αj − 1)k−rϕj(s)ds

+
d∑

j=0

d∑

r=0

∫ 1

s=1−α

(
k

r

)
(s− 1 + α)r(−αj)

k−rϕj(s)ds.
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En séparant de nouveau les cas r ≤ d et r > d :

(1) + (3) =
d∑

j=0

k∑

r=0

∫ 1−α

s=0

(
k

r

)
(s+ α)r(−αj − 1)k−rϕj(s)ds

−
d∑

j=0

k∑

r=d+1

∫ 1−α

s=0

(
k

r

)
(s+ α)r(−αj − 1)k−rϕj(s)ds

+
d∑

j=0

k∑

r=0

∫ 1

s=1−α

(
k

r

)
(s− 1 + α)r(−αj)

k−rϕj(s)ds

−
d∑

j=0

k∑

r=d+1

∫ 1

s=1−α

(
k

r

)
(s− 1 + α)r(−αj)

k−rϕj(s)ds.

Nous pouvons alors utiliser le binôme de Newton et la propriété (P1) pour les polynômes
(−s− 1)k−r et (−s)k−r :

(1) + (3) =
d∑

j=0

∫ 1−α

s=0

(s+ α− αj − 1)kϕj(s)ds

−
d∑

j=0

k∑

r=d+1

∫ 1−α

s=0

(
k

r

)
(s+ α)r(−αj − 1)k−rϕj(s)ds

+
d∑

j=0

∫ 1

s=1−α
(s− 1 + α− αj)

kϕj(s)ds

−
d∑

j=0

k∑

r=d+1

∫ 1

s=1−α

(
k

r

)
(s− 1 + α)r(−αj)

k−rϕj(s)ds

=
d∑

j=0

∫ 1

s=0

(s+ α− αj − 1)kϕj(s)ds

−
k∑

r=d+1

∫ 1−α

s=0

(
k

r

)
(s+ α)r(−s− 1)k−rds

−
k∑

r=d+1

∫ 1

s=1−α

(
k

r

)
(s− 1 + α)r(−s)k−rds.
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Nous faisons le changement de variables s = s− 1 dans le terme précédent :

(1) + (3) =
d∑

j=0

∫ 1

s=0

(s+ α− αj − 1)kϕj(s)ds

−
k∑

r=d+1

∫ 1−α

s=0

(
k

r

)
(s+ α)r(−s− 1)k−rds

−
k∑

r=d+1

∫ 0

s=−α

(
k

r

)
(s+ α)r(−s− 1)k−rds

=
d∑

j=0

∫ 1

s=0

(s+ α− αj − 1)kϕj(s)ds

−
k∑

r=d+1

∫ 1−α

s=−α

(
k

r

)
(s+ α)r(−s− 1)k−rds.

Le changement de variable s = s+ α dans le terme précédent conduit à :

(1) + (3) =
d∑

j=0

∫ 1

s=0

(s+ α− αj − 1)kϕj(s)ds

−
k∑

r=d+1

∫ 1

s=0

(
k

r

)
sr(−s+ α− 1)k−rds.

Nous sommons finalement nos deux résultats intermédiaires et nous obtenons :

(1) + (2) + (3) + (4) =
d∑

j=0

∫ 1

s=0

(s+ α− αj − 1)kϕj(s)ds

=
d∑

j=0

k∑

r=0

(
k

r

)∫ 1

s=0

(s+ α)r(−αj − 1)k−rϕj(s)ds.

En séparant les cas r ≤ d et r > d :

(1) + (2) + (3) + (4) =
d∑

j=0

d∑

r=0

(
k

r

)∫ 1

s=0

(s+ α)r(−αj − 1)k−rϕj(s)ds

+
d∑

j=0

k∑

r=d+1

(
k

r

)∫ 1

s=0

(s+ α)r(−αj − 1)k−rϕj(s)ds.

Pour le premier terme, nous utilisons la propriété (P2) avec le polynôme s 7→ (s+ α)rϕj(s)
de degré maximal 2d. Dans le second terme, nous utilisons la propriété (P1) appliquée au
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polynôme s 7→ (−s− 1)k−r de degré maximal d :

(1) + (2) + (3) + (4) =
d∑

j=0

d∑

r=0

(
k

r

)
ωj(αj + α)r(−αj − 1)k−r

+
k∑

r=d+1

(
k

r

)∫ 1

s=0

(s+ α)r(−s− 1)k−rds.

Puisque le polynôme s 7→ (s+α)r(−s−1)k−r est de degré k ≤ 2d+1, nous pouvons appliquer
(P2) dans le dernier terme :

(1) + (2) + (3) + (4) =
d∑

r=0

(
k

r

)∫ 1

s=0

(s+ α)r(−s− 1)k−rds

+
k∑

r=d+1

(
k

r

)∫ 1

s=0

(s+ α)r(−s− 1)k−rds

=

∫ 1

s=0

k∑

r=0

(
k

r

)
(s+ α)r(−s− 1)k−rds

= (α− 1)k.

ce qui complète la preuve.

3.3.2 Erreur numérique

L’erreur numérique au point xij et au temps t
n est définie par

enij = f(tn, xij)− Sn(f(t0,x))ij

Nous relions classiquement l’erreur numérique à l’erreur de troncature :

Proposition 3.3.6. Nous avons

e
n = Sen−1 +∆tgn−1.

Par itération, nous obtenons

e
n = ∆t

n−1∑

ℓ=0

Sℓ
g
n−1−ℓ. (3.3.1)

Démonstration. Par définition, nous avons

en = f(tn,x)− S(Sn−1(f(t0,x)))

et
Sn−1(f(t0,x)) = f(tn−1,x)− en−1.

ce qui conduit à
en = Sen−1 + f(tn,x)− S(f(tn−1,x)),

d’où la conclusion.
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3.4 Analyse de la structure propre

Nous voyons dans l’expression de l’erreur numérique (3.3.1) que nous avons à considérer les
puissances S. Une telle étude peut être réalisée en regardant la décomposition spectrale de S.

Pour chaque cellule i = 0, . . . , N − 1, le schéma donné par (3.1.1) peut être écrit
sous la forme 


fn+1
i,0
...

fn+1
i,d


 = A−1



fn
i−1,0
...

fn
i−1,d


+ A0



fn
i,0
...

fn
i,d




où A−1, A0 ∈Md+1(R) sont les matrices :

(A−1)ij =

∫

R

ϕj(α + s)ϕi(s)ds =

∫ 1

s=α

ϕi(s− α)ϕj(s)ds

(A0)ij =

∫

R

ϕj(α + s− 1)ϕi(s)ds =

∫ α

s=0

ϕi(s− α + 1)ϕj(s)ds.

Ainsi, dans la base naturelle associée x, la matrice de S est donnée par

S =




A0 A−1
A−1 A0

. . . . . .

A−1 A0


 ∈MN(d+1)(R)

La matrice S est une matrice circulante par blocs, nous pouvons donc effectuer une
décomposition de Fourier vectorielle. Une telle décomposition est déjà utilisée dans [25].

Proposition 3.4.1. Nous avons la décomposition

S = UDU⋆

où

D =



D0

. . .

DN−1


 U =




U0,0 . . . U0,N−1
...

. . .
...

UN−1,0 . . . UN−1,N−1




avec

Dm = A0 + A−1e
2iπm
N Uk,ℓ =

1√
N
e

2iπkℓ
N Id+1

et Id+1 est la matrice identité de taille (d+ 1)× (d+ 1).

Démonstration. Le (k, ℓ)-bloc de la matrice UDU⋆ est égal à

1

N

N−1∑

m=0

Dme
2iπm(k−ℓ)

N = A0δkℓ + A−1δk+1,ℓ

où δ est le symbole de Kronecker.
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Nous cherchons maintenant la structure propre de S. Pour cela, nous pouvons nous réduire
à étudier la structure propre des matrices Dk, k = 0, . . . , N − 1. Nous considérons d’abord
la matrice D0 :

Proposition 3.4.2. La seule valeur propre de module 1 de la matrice D0 := A−1 + A0 est
1, qui n’est pas multiple. Les autres valeurs propres ont un module strictement inférieur à 1.
De plus, nous avons

Dn
0 −→

n→+∞
G

où G désigne la matrice des poids de Gauss :

G =




ω0 ω1 . . . ωd

ω0 ω1 . . . ωd
...

...
...

...
ω0 ω1 . . . ωd


 .

Démonstration. Dans cette preuve, nous utiliserons les relations suivantes :

d∑

j=0

ϕj(x) = 1 pour tout 0 ≤ x ≤ 1 (3.4.1)

∫ 1

0

ϕj(s)ds = ωj. (3.4.2)

Soit λ une valeur propre de la matrice D0. Il existe x = (x0, ..., xd) tel que D0x = λx :

λωjxj =
d∑

j′=0

xj′

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds+
d∑

j′=0

xj′

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds.

Nous notons par P le polynôme de degré inférieur ou égal à d tel que P (αj) = xj pour tout
j = 0, ..., d. Nous obtenons donc

λωjP (αj) =
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds (3.4.3)

+
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds.

Nous sommons sur j :

λ
d∑

j=0

ωjP (αj) =
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)
d∑

j=0

ϕj(s− α)ds

+
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ α

s=0

ϕj′(s)
d∑

j=0

ϕj(s+ 1− α)ds
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et nous obtenons, par (3.4.1) et par la formule de quadrature de Gauss,

λ

∫ 1

s=0

P (s)ds =
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ds+
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ α

s=0

ϕj′(s)ds

puis nous utilisons (3.4.2) ainsi que la formule de quadrature de Gauss pour obtenir finale-
ment

λ

∫ 1

s=0

P (s)ds =

∫ 1

s=0

P (s)ds. (3.4.4)

En conclusion, si λ 6= 1 alors
∫ 1

s=0
P (s)ds = 0.

En multipliant (3.4.3) par P (αj) :

λωjP
2(αj) =

d∑

j′=0

P (αj′)P (αj)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds

+
d∑

j′=0

P (αj′)P (αj)

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds.

Nous sommons sur j :

λ
d∑

j=0

ωjP
2(αj) =

∫ 1

s=α

(
d∑

j′=0

P (αj′)ϕj′(s)

)(
d∑

j=0

P (αj)ϕj(s− α)

)
ds

+

∫ α

s=0

(
d∑

j′=0

P (αj′)ϕj′(s)

)(
d∑

j=0

P (αj)ϕj(s+ 1− α)

)
ds

et nous obtenons, puisque deg(P 2) ≤ 2d ≤ 2d+ 1 et la formule de quadrature de Gauss est
toujours valable :

λ

∫ 1

0

P (s)2ds =

∫ 1

0

P (s)(1[α,1[(s)P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α))ds. (3.4.5)

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

(∫ 1

0
P (s)(1[α,1[(s)P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α))ds

)2

≤
∫ 1

0
P (s)2ds ·

∫ 1

0
(1[α,1[(s)P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α))2ds.

Le dernier terme peut être simplifié :

∫ 1

0

(1[α,1[(s)P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α))2ds

=

∫ 1−α

0

P (s)2ds+

∫ 1

1−α
P (s)2ds =

∫ 1

0

P (s)2ds
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ainsi nous obtenons :

∣∣∣∣
∫ 1

0

P (s)(1[α,1[(s)P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α))ds

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

P (s)2ds. (3.4.6)

Les relations (3.4.5) et (3.4.6) conduisent à

|λ|
∫ 1

0

P (s)2ds ≤
∫ 1

0

P (s)2ds. (3.4.7)

Il y a égalité dans (3.4.6) si et seulement si les fonctions s 7→ P (s) et s 7→ 1[α,1[(s)P (s−α)+
1[0,α](s)P (s+ 1− α) sont proportionnelles i.e. il existe (µ1, µ2) 6= (0, 0) tel que

µ1P (s) = µ2(1[α,1[(s)P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α)).

Il est clair qu’une telle relation est possible si P est de degré 1 (nous supposons que
0 < α < 1) et si P est de degré supérieur ou égal à 1, nous pouvons dériver la relation qui
reste la même pour les dérivées qui seront de degré 1 à partir d’un certain moment. Ainsi
P est nécessairement constant.

Si |λ| = 1 nous avons égalité dans (3.4.7) et donc, par la remarque précédente, P
est constant. Ainsi, si |λ| = 1 et λ 6= 1, la relation (3.4.4) implique P = 0 ce qui n’est pas
possible.

nous considérons les deux sous-espaces V = {P ∈ Cd[X] | P is constant} et

W = {P ∈ Cd[X] |
∫ 1

0
P (x)dx = 0}. Ces deux sous-espaces sont en somme directe

associés à la décomposition P (X) =
∫ 1

0
P (x)dx +

(
P (X)−

∫ 1

0
P (x)dx

)
. Ces sous-espaces

sont de plus stables par D0.

En effet, si P ∈ V nous pouvons supposer que P ≡ 1. La jeme-composante de D0



1
...
1




s’écrit

1

ωj

d∑

j′=0

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds+
1

ωj

d∑

j′=0

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds =
1

ωj

∫ 1

0

ϕj(s)ds = 1.
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Si P ∈ W , nous avons
∫ 1

0
P =

∑d
i=0 ωiP (αi) = 0 alors

∫ 1

0
D0P s’écrit

d∑

j=0

(
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds+
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds

)

=
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)
d∑

j=0

ϕj(s− α)ds+
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ α

s=0

ϕj′(s)
d∑

j=0

ϕj(s+ 1− α)ds

=
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ 1

s=0

ϕj′(s)ds

=
d∑

j′=0

ωj′P (αj′)

= 0.

En résumé, la matrice D0 admet la valeur propre λ = 1 associée à l’espace propre V de
dimension 1 et les autres valeurs propres sont de module strictement inférieur à 1 associé à
l’espace W de dimension d.

Le vecteur de base ei correspond au polynôme Pi défini par Pi(αj) = δij. La projec-
tion de Pi sur le sous-espace V donne

∫
Pi =

∑
j Pi(αj)ωj = ωi. Ainsi, nous avons

lim
n→+∞

Dn
0 ei = ωi



1
...
1




ce qui complète la preuve.

Remarque 3.4.3. Les valeurs propres de la matrice D0 := A−1+A0 dépendent de α = a∆x
∆t

qui est ici supposé constant. Ainsi, les valeurs propres ne dépendent pas du maillage et
λn → 0, quand n tend vers l’infini si |λ| < 1.

Nous considérons alors les autres matrices D1, . . . , DN−1 :

Proposition 3.4.4. Pour tout m = 1 ... N − 1, la matrice Dm = A0 + A−1e
2iπm
N vérifie

Dn
m −→

n→+∞
0

Démonstration. Dans cette preuve, nous utiliserons comme précédemment les relations sui-
vantes :

d∑

j=0

ϕj(x) = 1 for all 0 ≤ x ≤ 1 (3.4.8)

∫ 1

0

ϕj(s)ds = ωj. (3.4.9)
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Soit λ une valeur propre de la matrice Dm. Il existe x = (x0, ..., xd) tel que Dmx = λx :

λωjxj = e
2iπm
N

d∑

j′=0

xj′

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds+
d∑

j′=0

xj′

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds.

Nous notons par P le polynôme de degré inférieur ou égal à d tel que P (αj) = xj pour tout
j = 0, ..., d. Alors :

λωjP (αj) = e
2iπm
N

d∑

j′=0

P (αj′)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds (3.4.10)

+
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds.

Nous sommons sur j :

λ
d∑

j=0

ωjP (αj) = e
2iπm
N

d∑

j′=0

P (αj′)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)
d∑

j=0

ϕj(s− α)ds

+
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ α

s=0

ϕj′(s)
d∑

j=0

ϕj(s+ 1− α)ds

et nous obtenons, par (3.4.8) et par la formule de quadrature de Gauss,

λ

∫ 1

s=0

P (s)ds = e
2iπm
N

d∑

j′=0

P (αj′)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ds+
d∑

j′=0

P (αj′)

∫ α

s=0

ϕj′(s)ds

Alors nous utilisons (3.4.9) et la formule de quadrature de Gauss pour finalement obtenir

(λ− 1)

∫ 1

s=0

P (s)ds = (e
2iπm
N − 1)

∫ 1

s=α

P (s)ds. (3.4.11)

Nous multiplions (3.4.10) par P (αj) :

λωjP
2(αj) = e

2iπm
N

d∑

j′=0

P (αj′)P (αj)

∫ 1

s=α

ϕj′(s)ϕj(s− α)ds

+
d∑

j′=0

P (αj′)P (αj)

∫ α

s=0

ϕj′(s)ϕj(s+ 1− α)ds.

Nous sommons sur j :

λ

d∑

j=0

ωjP
2(αj) = e

2iπm
N

∫ 1

s=α

(
d∑

j′=0

P (αj′)ϕj′(s)

)(
d∑

j=0

P (αj)ϕj(s− α)

)
ds

+

∫ α

s=0

(
d∑

j′=0

P (αj′)ϕj′(s)

)(
d∑

j=0

P (αj)ϕj(s+ 1− α)

)
ds
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et nous obtenons, puisque deg(P 2) ≤ 2d ≤ 2d+ 1 et que la formule de quadrature de Gauss
est toujours valable :

λ

∫ 1

0

P (s)2ds =

∫ 1

0

P (s)(1[α,1[(s)e
2iπm
N P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α))ds. (3.4.12)

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
∣∣∣
∫ 1

0
P (s)(1[α,1[(s)e

2iπm
N P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α))ds

∣∣∣
2

≤
∫ 1

0
P (s)2ds ·

∫ 1

0

∣∣∣1[α,1[(s)e
2iπm
N P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α)

∣∣∣
2

ds.

Le dernier terme peut être simplifié, puisque les fonctions sont à supports disjoints :
∫ 1

0

∣∣∣1[α,1[(s)e
2iπm
N P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α)

∣∣∣
2

ds

=

∫ 1

0

∣∣∣1[α,1[(s)e
2iπm
N P (s− α)

∣∣∣
2

+

∫ 1

0

∣∣1[0,α](s)P (s+ 1− α)
∣∣2 ds =

∫ 1

0

P (s)2ds

d’où :∣∣∣∣
∫ 1

0

P (s)(1[α,1[(s)e
2iπm
N P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α))ds

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

P (s)2ds (3.4.13)

et les relations (3.4.12) et (3.4.13) conduisent à

|λ|
∫ 1

0

P (s)2ds ≤
∫ 1

0

P (s)2ds. (3.4.14)

Nous avons l’égalité dans (3.4.13) si et seulement si les fonctions s 7→ P (s) et s 7→
1[α,1[(s)e

2iπm
N P (s−α)+1[0,α](s)P (s+1−α) sont proportionnelles i.e. il existe (µ1, µ2) 6= (0, 0)

tel que

µ1P (s) = µ2(1[α,1[(s)e
2iπm
N P (s− α) + 1[0,α](s)P (s+ 1− α)).

Il est clair qu’une telle relation n’est pas possible si P est de degré 1 (nous supposons
0 < α < 1) et si P est de degré supérieur à 1, alors nous pouvons dériver cette relation qui
reste la même pour les dérivées successives qui seront de degré 1 à un moment. Ainsi P est
nécessairement constant.

Si |λ| = 1 nous avons égalité dans (3.4.14) et donc, par la remarque précédente, P
est constant. Dans ce cas, nous obtenons, en utilisant (3.4.11) :

λ = (1− α)e
2iπm
N + α

ainsi nous avons prouvé le fait que λ appartient au segment entre 1 et e
2iπm
N et finalement la

condition 0 < α < 1 implique que |λ| < 1.

1

e
2iπm
N

65



Au final, toutes les valeurs propres ont un module strictement inférieur à 1, ce qui complète
la preuve.

En utilisant les deux propriétés précedentes, nous pouvons établir que :

Corollaire 3.4.5. Nous avons la propriété de convergence :

Sn −→
n→+∞

UD∞U⋆

où

D∞ =




G 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0


 .

Remarque 3.4.6. Les matrices Dm = A0 + A1e
− 2iπm

N pour m = 1, ..., N − 1 dépendent de
N et leurs valeurs propres dépendent ainsi de ∆x.

3.5 Discussion autour de la preuve pour un degré quel-

conque

D’après la proposition 3.3.6, nous avons

en = ∆t
n−1∑

ℓ=0

Sℓgn−1−ℓ,

ce qui conduit à

‖en‖2 ≤ ∆t
n−1∑

ℓ=0

‖Sℓ − UD∞U⋆‖2‖gn−1−ℓ‖2
︸ ︷︷ ︸

(1)

+∆t

∥∥∥∥∥

n−1∑

ℓ=0

UD∞U⋆gn−1−ℓ

∥∥∥∥∥
2︸ ︷︷ ︸

(2)

.

Premier terme. Concernant le terme (1), nous faisons la conjecture suivante (non
démontrée) :

n−1∑

ℓ=0

‖Sℓ − UD∞U⋆‖2‖gn−1−ℓ‖2 ≤ C1
∆xd+1

∆t
+ nC2

∆x2d+2

∆t

où C1, C2 > 0 sont des constantes dépendantes de α.

Second terme : nous pouvons montrer, par calcul, que le vecteur UD∞U⋆gℓ est égal
à

(
d∑

j=0

ωj

N−1∑

i=0

gℓij

)

1
...
1


 ∈ R

(d+1)N
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et nous avons, d’après la proposition 3.3.3 :

N−1∑

i=0

d∑

j=0

ωj

n−1∑

ℓ=0

gℓij =
n−1∑

ℓ=0

2d+1∑

k=0

d∑

j=0

ωjE
k
j

∆xk

∆t

(
N−1∑

i=0

∂k
xf(t

ℓ, xij)

)
+O

(
∆x2d+2

∆t

)

=
n−1∑

ℓ=0

2d+1∑

k=0

d∑

j=0

ωjE
k
j

∆xk

∆t

(
N−1∑

i=0

∂k
xf

0(xij − ℓ∆t)

)
+O

(
∆x2d+2

∆t

)
.

Le théorème d’Euler-MacLaurin établit que si (m,n) ∈ Z2, m < n, k ∈ N∗ et f : [m,n]→ C

une fonction Cr([m,n]) alors nous avons :

f(m)

2
+ f(m+ 1) + . . .+ f(n− 1) +

f(n)

2
=

∫ n

m

f(t)dt+
r∑

k=2

bk
k!
(f (k−1)(n)− f (k−1)(m)) +Rr

avec

Rr =
(−1)r+1

r!

∫ n

m

B̃r(t)f
(r)(t)dt

où bn sont les nombres de Bernoulli et B̃n les polynômes de Bernoulli. Nous appliquons le
théorème de Euler-MacLaurin à la fonction

i 7→ ∂k
xf

0(xij − ℓ∆t) = ∂k
xf

0((i+ αj)∆x− ℓ∆t)

avec r = 2d+ 2− k :
N−1∑

i=0

∂k
xf

0((i+ αj)∆x− ℓ∆t) =

∫ N

t=0

∂k
xf

0((t+ αj)∆x− ℓ∆t)dt+Rj,ℓ
2d+2−k

=
1

∆x

∫ 1

0

∂k
xf

0(x)dx+Rj,ℓ
2d+2−k

où

Rj,ℓ
2d+2−k =

(−1)2d+3−k

(2d+ 2− k)!

∫ N

0

B̃2d+2−k(t)∂
k
xf

0(2d+2−k)
((t+ αj)∆x− ℓ∆t)dt.

D’où, nous obtenons

N−1∑

i=0

d∑

j=0

ωj

n−1∑

ℓ=0

gℓij =
n−1∑

ℓ=0

2d+1∑

k=0

∆xk

∆t

(
1

∆x

∫ 1

0

∂k
xf

0(x)dx

)(
d∑

j=0

ωjE
k
j

)

+
n−1∑

ℓ=0

2d+1∑

k=0

d∑

j=0

ωjE
k
j

∆xk

∆t
Rj,ℓ

2d+2−k +O
(
∆x2d+2

∆t

)

Nous utilisons la propriété 3.3.5 pour conclure à

n−1∑

ℓ=0

2d+1∑

k=0

∆xk

∆t

(
1

∆x

∫ 1

0

∂k
xf

0(x)dx

)(
d∑

j=0

ωjE
k
j

)
= 0

et Rj,ℓ
2d+2−k = O(∆x2d+2−k) conduit à

∥∥∥∥∥

n−1∑

ℓ=0

UD∞U⋆gn−1−ℓ

∥∥∥∥∥
2

≤ nC2
∆x2d+2

∆t

ce qui conclut l’estimation du second terme.
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3.6 Résultats formels et numériques

3.6.1 Résultats formels

Le schéma est donné par F n+1
j = A−1F

n
j−1 + A0F

n
j (voir le début de la partie 3.4). Nous

rappelons que ω := 2πk∆x et

F̂ n
ω =

1

N

N−1∑

ℓ=0

F n
ℓ exp(−iℓω).

En considérant la condition initiale :

f(0, x) = exp(2iπkx)

nous obtenons :
(F̂ 0

ω)j = exp(iωαj).

La matrice d’amplification du schéma F̂ n+1
ω = DωF̂

n
ω s’écrit

Dω = A0 + A−1 exp(−iω).

Nous notons par λ0,ω, ..., λd,ω et V0,ω, ..., Vd,ω les valeurs propres et vecteurs propres de Dω.
La soltuion du schéma est donnée par :

F̂ n
ω = (Dω)

n F̂ 0
ω .

Nous choisissons les vecteurs propres V0,ω, ..., Vd,ω tels que F̂ 0
ω =

∑d
j=0 Vj,ω(α) alors nous

avons

F̂ n
ω =

d∑

j=0

λn
j,ωVj,ω(α).

L’erreur dans l’espace de Fourier s’écrit :

d∑

j=0

(λn
j,ω − e−iωnα)Vj,ω(α).

Cas d = 1.

Nous obtenons les valeurs propres et vecteurs propres en utilisant Maple :

λ0,ω = 1− αiω +
1

2
(αiω)2 − 1

6
(αiω)3 +

α(4α3 − 2α2 + 2α− 1)

72
(iω)4 +O(ω5),

λ1,ω = 6α2 − 6α + 1 +O(ω),

V0,ω =

(
1 + 3−

√
3

6
iω +O(ω2)

1 + 3+
√
3

6
iω +O(ω2)

)
,

V1,ω =

(
−
√
3(2α−1)
36

(iω)2 − −4
√
3α2+(10

√
3−6)α+(3−5

√
3)

216
(iω)3 +O(ω4)√

3(2α−1)
36

(iω)2 − 4
√
3α2+(−10

√
3−6)α+(3+5

√
3)

216
(iω)3 +O(ω4)

)
.
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Remarque 3.6.1. Nous avons

λ0,ω = e−iαω +
α(α− 1)(α2 − α + 1)(iω)4

72
+O(ω5)

avec α(α − 1)(α2 − α + 1) < 0 pour 0 < α < 1. Ainsi, pour ω 6= 0 et de petites valeurs de
∆x, nous avons |λ0,ω| < 1 comme indiqué par la Proposition 3.4.4.

L’erreur peut être décomposée comme suit :

∥∥∥∥∥

d∑

j=0

(λn
j,ω − e−iωnα)Vj,ω(α)

∥∥∥∥∥
2

≤ |λn
0,ω − e−iωnα|‖V0,ω(α)‖2

+|λn
1,ω|‖V1,ω(α)‖2 + ‖V1,ω(α)‖2.

De plus, nous avons les majorations suivantes (où C désigne une constante dépendant uni-
quement de α et k) :

|λ0,k − e−iωα| ≤ C∆x4

|λn
0,k − e−iωnα| ≤ nC∆x4

|λ1,ω| ≤ 1

‖V0,ω(α)‖2 ≤ C

‖V1,ω(α)‖2 ≤ C∆x2

Nous validons, dans ce cas, l’estimation de l’erreur :

‖en‖2 ≤ C1∆xd+1 + nC2∆x2d+2.

Cas d = 2.

En raison de difficultés de calcul, nous ne pouvons pas obtenir les valeurs propres et
vecteurs propres pour tout α. Ainsi, nous choisissons une valeur arbitraire de α = 0.27 et
nous calculons les valeurs propres et vecteurs propres pour cette valeur particulière. Nous
obtenons :

λ0,ω = 1− αiω +
1

2
(αiω)2 − 1

3!
(αiω)3 +

1

4!
(αiω)4 − 1

5!
(αiω)5 + C1(α)ω

6 +O(ω7),

λ1,ω = C2(α) +O(ω),
λ2,ω = C3(α) +O(ω)

avec (pour α = 0.27) :

C1(α = 0.27) ≈ −1.42× 10−5 6= 1

6!
(−αi)6 ≈ −5.38× 10−7

C2(α = 0.27) ≈ −0.174 + 0.702i, C3(α = 0.27) ≈ −0.174− 0.702i
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V0,ω =



1 +O(ω)
1 +O(ω)
1 +O(ω)


 ,

V1,ω =



C4(α)(iω)

3 +O(ω4)
C5(α)(iω)

3 +O(ω4)
C6(α)(iω)

3 +O(ω4)


 ,

V2,ω =



C7(α)(iω)

3 +O(ω4)
C8(α)(iω)

3 +O(ω4)
C9(α)(iω)

3 +O(ω4)




avec (pour α = 0.27) :

C4(α = 0.27) ≈ (5.56 + 10.4i)× 10−4, C5(α = 0.27) ≈ (3.81− 7.23i)× 10−4,

C6(α = 0.27) ≈ (−11.6 + 1.09i)× 10−4, C7(α = 0.27) ≈ (−5.56 + 10.4i)× 10−4,

C8(α = 0.27) ≈ (−3.81− 7.23i)× 10−4, C9(α = 0.27) ≈ (11.6 + 1.09i)× 10−4

Comme précédemment, nous avons les majorations :

|λ0,k − e−iωα| ≤ C∆x6

|λn
0,k − e−iωnα| ≤ nC∆x6

|λ1,ω| ≤ 1

‖V0,ω(α)‖2 ≤ C

‖V1,ω(α)‖2 ≤ C∆x3

et nous validons dans ce cas l’estimation de l’erreur :

‖en‖2 ≤ C1∆xd+1 + nC2∆x2d+2.

3.6.2 Résultats numériques

Nous procédons à une étude numérique de la convergence du schéma pour d = 1 et d = 2
(Fig. 3.1). Nous voyons que dans les deux cas, l’erreur est d’ordre d+1 lorsque nous itérons
le schéma qu’une seule fois. En effet, pour un petit nombre d’itérations, le terme dominant
de la borne de l’erreur

‖en‖2 ≤ C1∆xd+1 + nC2∆x2d+2

est C1∆xd+1. Lorsque le nombre d’itérations n augmente, le terme dominant de l’erreur
devient nC2∆x2d+2 et alors nous observons l’émergence d’une pente 2d+ 2 pour les grandes
valeurs de ∆x.

3.7 Conclusion

Nous avons montré numériquement et formellement une propriété de superconvergence
pour le schéma Galerkin discontinu semi-Lagrangien pour de petits degrés. L’établissement
de la preuve pour un degré quelconque et l’adaptation de cette preuve lorsque α tend vers
0 dans le but de montrer la propriété pour le schéma étudié dans [26] pourra faire l’objet
d’un futur travail. Une telle propriété de superconvergence dans le cas de l’équation de
Vlasov-Poisson est un problème totalement ouvert.
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Figure 3.1 – Convergence de l’erreur pour le schéma SLGD pour d = 1 et 1 itération (en
haut à gauche), 104 itérations (en haut à droite) et 106 itérations (au milieu à gauche). Erreur
du schéma SLGD pour d = 2 et 1 itération (au milieu à droite), 104 itérations (en bas à
gauche) et 106 itérations (en bas à droite). Nous avons utilisé f0(x) = sin(2πx) et a = 1.
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Deuxième partie

Méthodes pour l’équation de
Vlasov-Poisson
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La théorie cinétique des particules chargées interagissant avec un champ électrostatique
et en ignorant les collisions peut être décrit par le système d’équations de Vlasov-Poisson. Ce
modèle prend en compte l’évolution dans l’espace des phases d’une fonction de distribution
f(t, x, v) où t ≥ 0 désigne le temps, x désigne l’espace et v est la vitesse.

En considérant le système unidimensionnel, on aboutit au modèle 1D × 1D de Vlasov-
Poisson où la solution f(t, x, v) dépend du temps t ≥ 0, de l’espace x ∈ [0, L] et de la vitesse
v ∈ R. La fonction de distribution f satisfait

∂tf + v∂xf + E∂vf = 0, (3.7.1)

où E(t, x) est le champ électrique. La loi de Poisson impose que la distribution des particules
chargées doit être sommée en vitesse pour que le champ électrique auto-consistant soit une
solution de l’équation de Poisson :

∂xE =

∫

R

fdv − 1. (3.7.2)

Pour assurer l’unicité de la solution, nous imposons au champ électrique une condition de
valeur moyenne nulle :

∫ L

0
E(t, x)dx = 0. Le système de Vlasov-Poisson (3.7.1)-(3.7.2) re-

quiert une condition initiale f(t = 0, x, v) = f0(x, v). Nous attirons votre attention sur les
conditions périodiques en espace et sur l’annulation de f pour les grandes vitesses.

A cause de la non-linéarité de l’évolution auto-consistante de deux champs interagissants,
il est en général difficile de trouver une solution analytique à (3.7.1)-(3.7.2). Cela nécessite
l’implémentation de méthodes numériques pour résoudre ce système. Historiquement, des
progrès ont été faits en utilisant des méthodes particulaires (voir [53]) qui consistent à avancer
en temps des macro-particules à travers les équations du mouvement tandis que le champ
électrique est calculé sur un maillage spatial. Malgré le bruit numérique statistique inhérent
et leur faible convergence, le coût de calcul des méthodes particulaires est très faible même
en dimension élevée, ce qui explique leur forte popularité.

De l’autre côté se trouvent les méthodes Eulériennes qui ont été développées plus
récemment et qui utilisent directement la grille de l’espace des phases (x, v). Les méthodes
Eulériennes incluent les différences finies, les volumes finis ou les éléments finis. Clairement,
ces méthodes sont très gourmandes en terme de mémoire mais peuvent converger très rapi-
dement en utilisant des opérateurs discrets d’ordre élevé.

Entre ces deux familles de méthodes, les méthodes semi-Lagrangiennes essayent de garder
les meilleures caractéristiques des deux approches : la fonction de distribution dans l’espace
des phases est mise à jour en résolvant les équations du mouvement en arrière (i.e. les
caractéristiques), et en utilisant une étape d’interpolation pour reconstruire la solution dans
la grille de l’espace des phases. Ces méthodes sont souvent implémentées dans le contexte
d’opérateur de splitting. Typiquement, pour résoudre (3.7.1)-(3.7.2), la stratégie consiste à
décomposer le problème multidimensionnel en une suite de problèmes 1D. Voir [35, 1, 42,
43, 31, 87, 47, 60] pour des travaux précédents sur le sujet.

Nous nous intéresserons plus particulièrement au cas test des ondes KEEN [51, 68] qui
sont un cas test difficile pour les solveurs numériques de Vlasov-Poisson car ils nécessitent
une haute résolution dans la région de l’espace des phases autour de la vitesse de guidage.
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Chapitre 4

Méthodes de volumes finis pour
Vlasov

Le contexte de l’équation de Vlasov-Poisson permet une opération de splitting licite.
Cependant, dans certaines situations, cette procédure n’est pas appropriée [45, 76] et peut
conduire à des instabilités numériques. L’objectif principal de ce chapitre est de rechercher
des versions non splittées de schémas de volumes finis. De tels schémas ont déjà été développés
dans [41] et, plus récemment, dans [33].

Nous détaillerons ici deux stratégies. La première suit [33] et conduit à un système d’EDO,
avec upwind ou des approximations spatiales centrées. La deuxième stratégie consiste à ap-
procher le flux avec des points de Gauss qui sont évalués en résolvant en arrière les ca-
ractéristiques ; ceci permet d’éviter le transport de volumes 2D, qui conduit à des calculs
d’intersection de maillages [46, 50]. D’autres stratégies dans l’esprit de [41] peuvent être
développées, mais ne le seront pas ici. Nous renvoyons également à [76] pour un travail
récent dans cette direction.

Notre approche ici consiste à d’abord considérer l’advection linéaire unidimensionnelle
(comme dans la méthode de splitting) afin d’analyser les propriétés de stabilité de ces deux
types de schémas numériques dans un cadre simplifié. Cette information peut être un bon
référent pour le contexte 2D. Nous faisons également un lien entre les approximations de
type volumes finis et les schémas semi-Lagrangiens. En effet, lorsqu’une reconstruction de
Lagrange est utilisée dans un schéma semi-Lagrangien, nous montrons que lorsque le pas de
temps tend vers zéro, nous pouvons récupérer des approximations standards (upwind) des
flux quand une approche volumes finis est utilisée. D’autres liens peuvent également être
effectués.

4.1 Méthode des volumes finis de Banks

Cette section est consacrée à la présentation et à l’analyse d’une méthode de volumes
finis [33]. Le cas 1D sera abordée conjointement avec une analyse de stabilité. Ensuite, nous
détaillerons le cas 2D.
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4.1.1 L’advection linéaire 1D

Nous considérons d’abord la résolution du problème d’advection linéaire 1D :




∂f(t, x)

∂t
+ a

∂f(t, x)

∂x
= 0,

f(t = 0, x) = f 0(x),

(4.1.1)

où f : [0,+∞[ × Ω −→ R et a ∈ R. Les inconnues sont les valeurs moyennes sur une cellule
f̄n
i = 1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2
f(tn, x)dx et nous notons :

f̄i(t) =
1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

f(t, x)dx.

En intégrant (4.1.1) sur un volume de contrôle et en divisant par sa taille ∆x, nous obtenons :

df̄i(t)

dt
= − 1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

a∂xfdx = −
a

∆x
[f(t, xi+1/2)− f(t, xi−1/2)], (4.1.2)

L’objectif est de donner un sens aux flux f(t, xi±1/2) pour une suite (f̄i(t))i donnée.
Pour cela, nous écrivons classiquement

f(t, xi+1/2) ≈
s∑

j=r

aj f̄i+j(t), (4.1.3)

Les conditions d’ordre nous permettent de déterminer les coefficients en résolvant le système

1

2k
=

s∑

j=r

aj

∫ j+1/2

j−1/2
xkdx, k = 0, . . . , r − s.

Notons que nous considérons ici des conditions aux bords périodiques.
Les discrétisations suivantes en espace vont être testées :

CD2 : f(t, xi+1/2) ≈ 1

2
(f̄i(t) + f̄i+1(t)),

CD4 : f(t, xi+1/2) ≈ 7

12
(f̄i(t) + f̄i+1(t))−

1

12
(f̄i−1(t) + f̄i+2(t)),

CD6 : f(t, xi+1/2) ≈ 37

60
(f̄i(t) + f̄i+1(t))−

8

60
(f̄i−1(t) + f̄i+2(t)) +

1

60
(f̄i−2(t) + f̄i+3(t)),

UP1 (a < 0) : f(t, xi+1/2) ≈ f̄i+1(t),

UP3 (a < 0) : f(t, xi+1/2) ≈ 1

3
f̄i(t) +

5

6
f̄i+1(t)−

1

6
f̄i+2(t),

UP5 (a < 0) : f(t, xi+1/2) ≈ − 1

20
f̄i−1(t) +

9

20
f̄i(t) +

47

60
f̄i+1(t)−

13

60
f̄i+2(t) +

1

30
f̄i+3(t),

UP1 (a > 0) : f(t, xi+1/2) ≈ f̄i(t),

UP3 (a > 0) : f(t, xi+1/2) ≈ −1
6
f̄i−1(t) +

5

6
f̄i(t) +

1

3
f̄i+1(t),

UP5 (a > 0) : f(t, xi+1/2) ≈ 1

30
f̄i−2(t)−

13

60
f̄i−1(t) +

47

60
f̄i(t) +

9

20
f̄i+1(t)−

1

20
f̄i+2(t).
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up 1 CD 2 up 3 CD 4 up 5 CD 6
RK 1 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
RK 2 1.00 0.00 0.87 0.00 0.00 0.00
RK 3 1.25 1.73 1.62 1.26 1.43 1.09
RK 4 1.39 2.82 1.74 2.06 1.73 1.78

Table 4.1 – Conditions CFL pour les schémas de volumes finis.

Une discrétisation temporelle classique avec un algorithme de Runge-Kutta explicite est
ensuite utilisée et conduit au calcul de

f̄n = (f̄n
0 , . . . , f̄

n
N−1), fn

j ≃ fj(tn), j = 0, . . . , N − 1.

Plus précisément, l’approximation numérique de yn ≈ y(tn) du système différentiel obtenu
par (4.1.2) écrit sous la forme y′(t) = φ(y(t)) est donnée par

yn+1 ≈ yn +∆t
s∑

j=1

bjkj, kj = φ(yn +∆t

j−1∑

ℓ=1

aj,ℓkℓ), j = 1, . . . , s,

et nous avons considéré les exemples suivants :

RK1 (s = 1) b1 = 1,

RK2 (s = 2) a2,1 = 1/2, b1 = 0, b2 = 1,

RK3 (s = 3) a2,1 = 1/2, a3,1 = −1, a3,2 = 2, b1 = 1/6, b2 = 2/3, b3 = 1/6.

et le schéma classique RK4 :

RK4 (s = 4) a2,1 = 1/2, a3,1 = 0, a3,2 = 1/2, a4,1 = a4,2 = 0,

a4,3 = 1, b1 = b4 = 1/6, b2 = b3 = 1/3.

4.1.2 Stabilité et ordre

Nous avons déterminé une limite supérieure au-dessus de laquelle les schémas sont in-
stables, ce qui revient à déterminer la condition CFL de ces schémas. Nous pouvons voir
dans la Table 4.1 les CFL que nous avons trouvées (voir aussi [32]).
Un exemple d’un tel calcul est donné dans le cas CD4 RK1 (Euler). Nous effectuons une
analyse de stabilité de Von Neumann. Pour cela, nous introduisons

fn
j =

N−1∑

k=0

f̂n
k exp(ikj∆x), avec f̂n

j =
1

N

N−1∑

k=0

fn
k exp(−ikj∆x),

de telle sorte que f̂n
k+p = f̂n

k e
ikp∆x. Le schéma numérique devient alors dans l’espace de

Fourier

f̂n+1
k = hkf̂

n
k , avec hk = 1− a∆t

6∆x
i (6 sin(k∆x)− sin(2k∆x)) .
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Puisque ∆t > 0 et k 6= 0, le facteur d’amplification |hk| est strictement supérieur à 1, nous
voyons que ce schéma est instable.
Il est à noter que l’utilisation de schémas de Runge-Kutta d’ordre élevé permet de surmonter
ce manque de stabilité des schémas de Runge-Kutta d’ordre bas (voir [32]). Notons que
le schéma RK2 est instable, ce qui n’est généralement pas le cas pour les schémas semi-
Lagrangiens.
En considérant les cases stables CD2 RK4 et CD4 RK4, nous cherchons à déterminer
numériquement l’ordre de la méthode. Nous choisissons la condition initiale périodique
f 0(x) = sin(2πx) sur le domaine 1D [0, 1], avec les paramètres suivants :





a = 1
∆t = 0.001
tmax = 16,

(4.1.4)

Sur la Figure 4.1, nous traçons en rouge l’erreur en norme L1 de la reconstruction obtenue
pour différents nombres de points en espace avec la méthode CD2 RK4 (à gauche) et la
méthode CD4 RK4 (à droite). Ainsi, nous voyons que CD2 RK4 est d’ordre 2 et CD4 RK4
est d’ordre 4.

Figure 4.1 – Norme L1 de l’erreur pour l’advection linéaire en fonction de Nx avec (à
gauche) le schéma CD2 RK4 et (à droite) le schéma CD4 RK4. ∆t = 0.001 et tmax = 16.

4.1.3 Advection 2D

L’extension au cas 2D est détaillée ici en vue d’applications pour le système de Vlasov-
Poisson. Le modèle général que nous avons à l’esprit est

∂tf(t, x, y) + ∂x(ax(t, x, y)f(t, x, y)) + ∂y(ay(t, x, y)f(t, x, y)) = 0, (4.1.5)

avec a = (ax, ay) un champ de vecteurs qui satisfait à la condition de divergence ∇ · a =
∂xax + ∂yay = 0. Les inconnues sont alors

f̄n
i,j =

1

∆x∆y

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ yj+1/2

yj−1/2

f(tn, x, y)dxdy.
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Pour mettre l’accent sur la discrétisation spatiale, nous introduisons

f̄i,j(t) =
1

∆x∆y

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ yj+1/2

yj−1/2

f(t, x, y)dxdy.

En intégrant (4.1.5) sur un volume de contrôle et en divisant par son volume ∆x∆y, nous
obtenons :

df̄i,j(t)

dt
= − 1

∆x∆y

∫ yj+1/2

yj−1/2

[
ax(t, xi+1/2, y)f(t, xi+1/2, y)− ax(t, xi−1/2, y)f(t, xi−1/2, y)

]
dy

− 1

∆x∆y

∫ xi+1/2

xi−1/2

[
ay(t, x, yj+1/2)f(t, x, yj+1/2)− ay(t, x, yj−1/2)f(t, x, yj−1/2)

]
dy. (4.1.6)

Nous utilisons ensuite une formule qui permet d’exprimer l’intégrale du produit en termes
d’un produit d’intégrales

Proposition 4.1.1. Nous avons

1

h

∫ zi+1/2

zi−1/2

b(x)g(x)dx =
1

h

∫ zi+1/2

zi−1/2

b(x)dx · 1
h

∫ zi+1/2

zi−1/2

g(x)dx

+
1

48h2

(∫ zi+3/2

zi+1/2

b(x)dx−
∫ zi−1/2

zi−3/2

b(x)dx

)(∫ zi+3/2

zi+1/2

g(x)dx−
∫ zi−1/2

zi−3/2

g(x)dx

)
+O(h4).

Remarque 4.1.2. Une telle formule (et d’autres plus générales) sont développées dans [33,
37] et permettent une approximation d’ordre élevé en espace.

Nous donnons ici une preuve.

Preuve de la Proposition 4.1.1. Nous partons de l’approximation classique du point milieu :

1

h

∫ zi+1/2

zi−1/2

f(x)dx = f(zi) +
h2

24
∂2
xf(zi) +O(h4).

Le membre de gauche donne

b(zi)g(zi) +
h2

24
(b′′(zi)g(zi) + 2b′(zi)g

′(zi) + b(zi)g
′′(zi)) +O(h4),

alors que le membre de droite donne

(
b(zi) +

h2

24
b′′(zi)

)(
g(zi) +

h2

24
g′′(zi)

)
+O(h4)

+
1

48

(
b(zi+1)− b(zi−1) +

h2

24
(b′′(zi+1)− b′′(zi−1))

)(
g(zi+1)− g(zi−1) +

h2

24
(g′′(zi+1)− g′′(zi−1))

)

= b(zi)g(zi) +
h2

24
(b′′(zi)g(zi) + b(zi)g

′′(zi)) +O(h4)

+
h2

48

(
2b′(zi) +O(h2)

) (
2g′(zi) +O(h2)

)
,

ce qui donne le résultat
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Enfin, nous procédons comme dans le cas 1D. A titre d’exemple, l’approximation CD4 donne

1

∆y

∫ yj+1/2

yj−1/2

f(t, xi+1/2, y)dy ≈
7

12
(f̄i,j(t) + f̄i+1,j(t))−

1

12
(f̄i−1,j(t) + f̄i+2,j(t)),

On obtient ainsi un système d’EDO qui est discrétisé en temps avec un schéma de Runge-
Kutta comme dans le cas 1D.

4.1.4 Application au système de Vlasov-Poisson

Dans le cas du système de Vlasov-Poisson, nous avons ax(t, x, y) = y et ay(t, x, y) =
E(t, x) dans (4.1.5). Le champ électrique est calculé en utilisant la densité de charge∫
f(t, x, v)dv qui est recalculée après chaque itération de la méthode de Runge-Kutta.

4.2 Méthodes basées sur les points de Gauss en temps

Le but de cette section est de présenter une méthode de type volumes finis basée sur une
intégration semi-Lagrangienne des flux. La méthode est d’abord présentée en 1D et dans ce
contexte une analyse de stabilité est effectuée. Ensuite, nous aborderons le cas 2D.

4.2.1 L’équation d’advection linéaire 1D

Commençant avec l’équation d’advection (4.1.2), l’intégration en temps entre tn et tn+1

conduit au calcul de
∫ tn+1

tn
f(t, xi+1/2)dt. Grâce au changement de variable t = tn+∆t(1+s)/2

avec s ∈ [−1, 1], une quadrature de Gauss peut être réalisée : en introduisant les K points
de Gauss et leurs poids (ωk, τk) sur l’intervalle [−1, 1], cela conduit à

∫ tn+1

tn
f(t, xi+1/2)dt ≈

∆t

2

K∑

k=1

ωkf

(
tn +

∆t

2
(1 + τk) , xi+1/2

)
.

En utilisant le fait que f est constante le long des caractéristiques, le membre de droite peut
être exprimé en fonction de f(tn)

∫ tn+1

tn
f(t, xi+1/2)dt ≈

∆t

2

K∑

k=1

ωkf

(
tn, xi+1/2 − a

(
∆t

2
(1 + τk)

))
,

de telle sorte que le schéma numérique est

f̄n+1
i = f̄n

i −
a∆t

2∆x

K∑

k=1

ωk

[
f

(
tn, xi+1/2 −

a∆t

2
(1 + τk))

)
− f

(
tn, xi−1/2 −

a∆t

2
(1 + τk))

)]
.

(4.2.1)
Les quantités f(tn, xi+1/2 − a∆t(1 + τk)/2) doivent être reconstruites à partir des valeurs
moyennes connues f̄n

i , i = 0, . . . , N − 1 en utilisant un opérateur d’interpolation. Certaines
reconstructions seront détaillées ci-après.

82



Remarque 4.2.1. Par exemple, si nous choisissons Nk = 1 points de Gauss, ωk = 2 et
τk = 0, nous obtenons la formule du point milieu :

∫ tn+1

tn
f(t, xi+1/2)dt ≈ ∆tf

(
tn, xi+1/2 − a

∆t

2

)
. (4.2.2)

Si nous choisissons Nk = 2 points de Gauss, ω1 = ω2 = 1 , τ1 = −1/
√
3 et τ2 = 1/

√
3, nous

obtenons :

∫ tn+1

tn
f(t, xi+1/2)dt ≈

∆t

2

(
f

(
tn, xi+1/2 − a

∆t(3−
√
3)

6

)
+ f

(
tn, xi+1/2 − a

∆t(3 +
√
3)

6

))
.

(4.2.3)

Remarque 4.2.2. L’introduction de points de Gauss en temps pour l’advection linéaire n’est
pas vraiment utile, puisque nous avons la relation entre l’intégration en temps et l’intégration
en espace (voir la Section 4.3 pour une preuve)

a

∫ tn+1

tn

f(t, xi+1/2)dt =

∫ xi+1/2

x∗
i+1/2

f(tn, y)dy, (4.2.4)

où x∗i+1/2 = xi+1/2 − a∆t est le pied de la caractéristique s’arrêtant à xi+1/2. Puisque les

valeurs f̄n
i , i = 0, . . . , N − 1 sont connues, le membre de droite peut être approché avec une

reconstruction appropriée tel que décrit après. En particulier, il n’y a alors aucune restriction
de type CFL.

Cependant l’extension au cas 2D implique le calcul de l’intersection entre le maillage
Lagrangien et Cartésien, voir [46]. L’utilisation des points de Gauss évite de faire cette étape
technique et est donc une alternative que nous proposons d’explorer ici. D’autres stratégies
peuvent également être envisagées (voir [76, 41] où les extensions possibles des volumes finis
1D aux schémas 2D non splittés sont détaillées).

Reconstruction La méthode doit être complétée par un opérateur de reconstruction pour
calculer f(tn, xi+1/2 − a∆t(1 + τk)/2). Beaucoup d’opérateurs d’interpolation peuvent être
considérés pour répondre à cette tâche [36], [87], [79]. Nous cherchons un polynôme Pi sur
chaque cellule [xi−1/2, xi+1/2] qui satisfait

1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

Pi(x)dx = f̄n
i . (4.2.5)

Les reconstructions de Lagrange (LAG-2d+ 1) consistent à prendre Pi de degré ≤ 2d satis-
faisant les contraintes

1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

Pi(x)dx = f̄n
i , j = i− d, . . . , i+ d.

Les reconstructions de type PPM consistent à prendre Pi de degré ≤ 2 satisfaisant (4.2.5)
ainsi que

Pi(xi−1/2) = fn
i−1/2, Pi(xi+1/2) = fn

i+1/2,
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K LAG-1 LAG-3 LAG-5 LAG-7 PPM 0 PPM 1 PPM 2
1 1.00 0.68 0.00 0.00 0.72 0.66 0.66
2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.63 1.70 1.73
3 1.00 1.00 1.00 1.00 2.00 1.54 1.54
4 1.00 1.00 1.00 1.00 1.77 1.83 1.88
5 1.85 2.00 2.00 2.00 2.69 2.69 2.69

Table 4.2 – Conditions CFL avec K points de Gauss

c’est-à-dire

Pi(xi−1/2 + α∆x) = (3α2 − 4α + 1)fn
i−1/2 + (3α2 − 2α)fn

i+1/2 + (6α− 6α2)f̄n
i avec α ∈ [0, 1].

Les valeurs aux interfaces fn
i+1/2 ≈ f(tn, xi+1/2) sont données par

PPM0 : fn
i+1/2 =

1

2
(f̄n

i + f̄n
i+1),

PPM1 : fn
i+1/2 =

7

12
(f̄n

i + f̄n
i+1)−

1

12
(f̄n

i−1 + f̄n
i+2),

PPM2 : fn
i+1/2 =

37

60
(f̄n

i + f̄n
i+1)−

8

60
(f̄n

i−1 + f̄n
i+2) +

1

60
(f̄n

i−2 + f̄n
i+3).

Remarque 4.2.3. La notation LAG-2d+1 pourrait être étrange, puisque nous considérons
des polynômes de degré ≤ 2d. Cependant, si nous considérons la reconstruction sans l’ap-
proximation des points de Gauss, comme expliqué dans la Remarque 4.2.2, nous pouvons
voir que cette méthode est équivalente au schéma semi-Lagrangian par points avec une in-
terpolation de Lagrange de degré ≤ 2d+ 1 (voir [87]).

Analyse de stabilité et ordre
Comme dans la Sous-Section 4.1.2, nous cherchons les conditions CFL, en étudiant
numériquement le facteur d’amplification. Les résultats sont donnés dans la Table 4.2.
Sur la Figure 4.2, l’erreur spatiale en norme L1 est tracée dans le cas de l’advection constante
(avec une condition initiale Gaussienne). Dans le cas de 2 points de Gauss en temps, nous
voyons que les ordres sont retrouvés : LAG-3 est d’ordre 3 et LAG-5 est d’ordre 5.

4.2.2 Advection 2D

L’extension au cas 2D est discutée ici. Comme précédemment, nous intégrons sur un
volume de contrôle et nous le divisons par son volume ∆x∆y, et nous obtenons le schéma
semi-discret suivant :

df̄i,j(t)

dt
= − 1

∆x∆y

∫ yj+1/2

yj−1/2

(ax(t, xi+1/2, y)f(t, xi+1/2, y)− ax(t, xi−1/2, y)f(t, xi−1/2, y))dy

− 1

∆x∆y

∫ xi+1/2

xi−1/2

(ay(t, x, yj+1/2)f(t, x, yj+1/2)− ay(t, x, yj−1/2)f(t, x, yj−1/2))dy.
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Figure 4.2 – Norme L1 de l’erreur pour l’advection linéaire en fonction deNx avec (à gauche)
la reconstruction Lag-3 et (à droite) la reconstruction Lag-5. ∆t = 0.001 et tmax = 16.

Pour calculer les deux intégrales, nous introduisons ici les points de Gauss en espace : dx
points (ωx,ℓ, τx,ℓ) pour la direction x, et dy points (ωy,ℓ, τy,ℓ) pour la direction y

df̄i,j(t)

dt
≈ − 1

2∆x

dy∑

ℓ=1

ωy,ℓ

[
ax

(
t, xi+1/2, yj +

∆y

2
(1 + τy,ℓ)

)
f

(
t, xi+1/2, yj +

∆y

2
(1 + τy,ℓ)

)

−ax
(
t, xi−1/2, yj +

∆y

2
(1 + τy,ℓ)

)
f

(
t, xi−1/2, yj +

∆y

2
(1 + τy,ℓ)

)]

− 1

2∆y

dx∑

ℓ=1

ωx,ℓ

[
ay

(
t, xi +

∆x

2
(1 + τx,ℓ), yj+1/2

)
f

(
t, xi +

∆x

2
(1 + τx,ℓ), yj+1/2

)

−ay
(
t, xi +

∆x

2
(1 + τx,ℓ), yj−1/2

)
f

(
t, xi +

∆x

2
(1 + τx,ℓ), yj−1/2

)]

Maintenant, nous appliquons la même stratégie que dans le cas 1D en utilisant K points de
Gauss en temps (ωk, τk) pour la quadrature en temps, nous obtenons alors

f̄n+1
i,j ≈ f̄n

i,j−
∆t

4∆x

K∑

k=1

dy∑

ℓ=1

ωkωy,ℓ

[
ax

(
tn +

∆t

2
(1 + τk), xi+1/2, yj +

∆y

2
(1 + τy,ℓ)

)
f

(
tn,

(
xi+1/2, yj +

∆

−ax
(
tn +

∆t

2
(1 + τk), xi−1/2, yj +

∆y

2
(1 + τy,ℓ)

)
f

(
tn,

(
xi−1/2, yj +

∆y

2
(1 + τy,ℓ)

)∗k)]

− ∆t

4∆y

K∑

k=1

dx∑

ℓ=1

ωkωx,ℓ

[
ay

(
tn +

∆t

2
(1 + τk), xi +

∆x

2
(1 + τx,ℓ), yj+1/2

)
f

(
tn,

(
xi +

∆x

2
(1 + τx,ℓ), yj+1/2

)

−ay
(
tn +

∆t

2
(1 + τk), xi +

∆x

2
(1 + τx,ℓ), yj−1/2

)
f

(
tn,

(
xi +

∆x

2
(1 + τx,ℓ), yj−1/2

)∗k)]
,

où (x, y)∗k dénote le pied au temps tn de la caractéristique se terminant en (x, y) au
temps tn + ∆t(1 + τk)/2. En utilisant un schéma prédicteur-correcteur par exemple, nous
supposons que les champs ax et ay sont constants sur le domaine temporel [tn, tn+1] :
ax(t, x, y) ≃ ax(t

n+1/2, x, y) et ay(t, x, y) ≃ ay(t
n+1/2x, y) pour tout t ∈ [tn, tn+1], et les

champs ax(t
n+1/2, x, y) et ay(t

n+1/2, x, y) sont prévus avec une méthode appropriée.
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Remarque 4.2.4. Le cas d’un point de Gauss en espace sera essentiellement utilisé. Le
schéma numérique s’écrit

f̄n+1
i,j ≈ f̄n

i,j−
∆t

2∆x

K∑

k=1

ωk

[
ax(t

n+1/2, xi+1/2, yj)f(t
n, (xi+1/2, yj)

∗k)− ax(t
n+1/2, xi−1/2, yj)f(t

n, (xi−1/2, yj

− ∆t

2∆y

K∑

k=1

ωk

[
ay(t

n+1/2, xi, yj+1/2)f(t
n, (xi, yj+1/2)

∗k)− ay(t
n+1/2, xi, yj−1/2)f(t

n, (xi, yj−1/2)
∗k)
]
,

(4.2.6)

où (xi+1/2, yj)
∗k dénote le pied au temps tn de la caractéristique se terminant en (xi+1/2, yj)

au temps tn +∆t(1 + τk)/2.

4.2.3 Application au cas Vlasov-Poisson

Nous allons maintenant nous concentrer sur l’équation de Vlasov-Poisson qui correspond
à ax(t, x, y) = y et ay(t, x, y) = E(t, x).
Dans ce cas, (4.2.6) peut être simplifié en

f̄n+1
i,j ≈ f̄n

i,j −
∆tvj
2∆x

K∑

k=1

ωk

[
f(tn, (xi+1/2, vj)

∗k)− f(tn, (xi−1/2, vj)
∗k)
]

− ∆tE(tn+1/2, xi)

2∆v

K∑

k=1

ωk

[
f(tn, (xi, vj+1/2)

∗k)− f(tn, (xi, vj−1/2)
∗k)
]
.

Prédiction de E(tn+1/2). Le champ électrique E(tn+1/2) est approximé par une prédiction :

nous calculons f̄
n+1/2
i,j en utilisant le schéma avec ∆t/2 à la place de ∆t et nous considérons

le champ électrique en utilisant la densité de charge au temps tn. Ceci permet de calculer
la densité de charge et donc l’approximation de E(tn+1/2) en utilisant f̄

n+1/2
i,j , qui est utilisé

pour l’étape de correction.
Calcul des caractéristiques Un schéma de Verlet est utilisé pour le calcul des ca-
ractéristiques : en écrivant par exemple (Xn+1, V n+1) = (xi+1/2, vj) et (Xn, V n) =
(xi+1/2, vj)

∗k , nous avons 



Xn+1/2 = Xn+1 − ∆t
2
V n+1

V n = V n+1 −∆tE(Xn+1/2)
Xn = Xn+1/2 − ∆t

2
V n,

où E correspond soit à E(tn) (étape de prédiction) soit à E(tn+1/2) (étape de correction).

Reconstruction 2D La reconstruction 2D qui est nécessaire ici consiste à utiliser un
produit tensoriel de reconstructions 1D.

Remarque 4.2.5. Nous avons constaté que toutes les méthodes PPM sont instables dans
le cas 2D. Nous pouvons procéder à l’analyse de Von Neumann pour ax = 1, ay = 0 et
une condition CFL A = ∆t/∆x. Nous utilisons la condition initiale exp(ikxx) exp(ikyy).
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En choisissant kx = π/6 et ky = 4π/6, nous trouvons que le facteur d’amplification hkx,ky

satisfait la formule

1−|hπ/6,4π/6|2 =





(−25861743
5120000

+ 746487
256000

√
3)A6 + (25861743

1280000
− 746487

64000

√
3)A5 + (−25517833

1280000
+ 3682727

320000

√
3)A4

+(166379
80000

√
3− 231251

64000
)A3 + (−1040553

320000

√
3 + 887043

160000
)A2, (cas PPM2),

(188307
32768

+ 217413
65536

√
3)A6 + (−217413

16384

√
3 + 188307

8192
)A5 + (213591

16384

√
3− 184975

8192
)A4

+(−4193
1024

+ 9639
4096

√
3)A3 + (25389

4096
− 931

256

√
3)A2, (cas PPM1),

(16335
4096

√
3− 14157

2048
)A6 + (14157

512
− 16335

1024

√
3)A5 + (−13915

512
+ 16093

1024

√
3)A4

+(649
256

√
3− 583

128
)A3 + (−33

8

√
3 + 1815

256
)A2, (cas PPM0).

Puisque le coefficient dominant en A2 est toujours négatif, il existe A0 > 0 tel que pour
0 < A < A0, la méthode est instable. Notons que ce phénomène n’apparâıt pas dans le cas
1D.

4.3 Liens entre schémas de volumes finis et schémas

semi-Lagrangiens

Nous établissons d’abord l’égalité (4.2.4), qui fait le lien entre les volumes finis et la
formulation semi-Lagrangienne du flux. Ce résultat, valable pour un champ général a(t, x),
a déjà été prouvé dans [28] par exemple, en utilisant le théorème de la divergence. Nous
donnons ici une preuve alternative.

Proposition 4.3.1. Nous avons

∫ tn+1

tn

a(t, xi+1/2)f(t, xi+1/2)dt =

∫ xi+1/2

x∗
i+1/2

f(tn, y)dy,

où

∂tf(t, x) + ∂x(a(t, x)f(t, x)) = 0, X ′(t) = a(t,X(t)), X(tn+1) = xi+1/2, X(tn) = x∗i+1/2.

Démonstration. Soit X(t, s, x) la caractéristique satisfaisant ∂tX(t, s, x) =
a(t,X(t, s, x)), X(s, s, x) = x. Nous avons d’abord, en suivant [43]

∫ tn+1

tn

a(t, xi+1/2)f(t, xi+1/2)dt =

∫ tn+1

tn

a(t, xi+1/2)f(tn, X(tn, t, xi+1/2))∂xX(tn, t, xi+1/2)dt.

Nous faisons le changement de variable y = X(tn, t, xi+1/2), afin de passer de l’intégrale en
temps à l’intégrale en espace. Notons que nous avons

X(tn, t
′, X(t′, t, xi+1/2)) = X(tn, t, xi+1/2), ∀t′,

ce qui signifie que la quantité ne dépend pas de t′. La dérivée en t′ vaut donc zéro, ce qui
signifie que

∂sX(tn, t
′, X(t′, t, xi+1/2)) + ∂tX(t′, t, xi+1/2)∂xX(tn, t

′, X(t′, t, xi+1/2)) = 0,
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d’où

∂sX(tn, t
′, X(t′, t, xi+1/2)) = −a(t,X(t′, t, xi+1/2))∂xX(tn, t

′, X(t′, t, xi+1/2)).

En prenant t′ = t, nous obtenons

∂sX(tn, t, xi+1/2) = −a(t, xi+1/2)∂xX(tn, t, xi+1/2),

et donc dy = −a(t, xi+1/2)∂xX(tn, t, xi+1/2)dt. Puisque nous avons X(tn, tn, xi+1/2) = xi+1/2

et X(tn, tn+1, xi+1/2) = x∗i+1/2, nous avons

∫ tn+1

tn

a(t, xi+1/2)f(t, xi+1/2)dt = −
∫ x∗

i+1/2

xi+1/2

f(tn, y)dy,

ce qui donne le résultat. Nous nous référons à [34] pour de tels calculs sur les caractéristiques.

Intégrateur exponentiel Nous faisons un lien entre le système d’EDO (la méthode
des lignes) provenant de la formulation des volumes finis (Section 4.1) et le schéma semi-
Lagrangien (la limite où le nombre de points de Gauss tend vers l’infini dans la Section
4.2) pour une discrétisation donnée en espace. Nous considérons le problème d’advection
constant. Nous avons la proposition suivante

Proposition 4.3.2. Considérons le schéma semi-Lagrangien avec une reconstruction LAG-
2d+ 1 appliqué M fois avec un pas de temps ∆t/M qui peut être écrit sous la forme

(fn+1,M
j )j=0,...,N−1 =

M∏

k=1

T∆t/M(f
n,M
j )j=0,...,N−1.

Nous avons alors
lim

M→∞
fn,M
j = f̄j(tn), j = 0, . . . , N − 1,

où (f̄j)j=0,...,N−1 résout (4.1.2) en prenant l’approximation upwind UP-(2d+ 1) (4.1.3) avec
s = −r = d (pour a > 0).

Démonstration. En considérant tout d’abord le système semi-discret de la méthode des vo-
lumes finis, nous avons

df̄i
dt

= −a(fi+1/2 − fi−1/2), a > 0,

où les flux sont approximés par un schéma upwind f(t, xi+1/2) ≈
∑d

j=−d aj f̄i+j(t) avec les
coefficients satisfaisant

1

2k
=

d∑

j=−d
aj

∫ j+1/2

j−1/2
xkdx, k = 0, . . . , 2d.

La solution du système d’ODE (intégrateur exponentiel) peut être considérée comme une
approximation d’Euler en temps utilisant le pas de temps ∆t/M et regardant la limite
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M → +∞. Ceci peut être réalisé facilement à l’aide d’une analyse de Von Neumann. En

effet, avec fi+1/2 =
∑d

j=−d cj f̄
n
i+j, nous avons alors (f̂i+1/2)k =

∑d
j=−d cj

̂̄f
n

ke
ıkj∆x et

(̂̄f
n+1

)k =
̂̄f
n

k

(
1− ν

(
d∑

j=−d
cj(e

ıjk∆x − eı(j−1)k∆x)

))
= ̂̄f

n

k(1− νh(k)),

où ν = a∆t/(M∆x) et h(k) dénote la transformée de Fourier des flux.
Nous avons alors

lim
M→+∞

(1− νh(k))M = lim
M→+∞

exp(M ln(1− νh(k)))

= lim
M→+∞

exp(−Mνh(k))

= exp(−a∆t/∆x h(k)).

Nous observons que l’intégrateur est donné par l’exponentielle de −a∆t/∆x fois la trans-
formée de Fourier des flux.

De l’autre côté, nous considérons la méthode semi-Lagrangienne

f̄n+1
i =

1

∆x

∫ xi+1/2−a∆t/M

xi−1/2−a∆t/M

f(tn, x)dx,

où f(tn, x) est reconstruit par une fonction polynomiale pi de degré 2d satisfaisant les
contraintes

1

∆x

∫ xi+1/2+j

xi−1/2+j

pi(x)dx = f̄n
i+j =

1

∆x
(Pi(xi+1/2+j)− Pi(xi−1/2+j)), j = −d, . . . , d,

où Pi désigne une primitive de pi. Ainsi, le schéma numérique s’écrit, en fonction de Pi

f̄n+1
i =

1

∆x
(Pi(xi+1/2 − a∆t/M)− Pi(xi−1/2 − a∆t/N)),

où nous avons supposé a > 0 et a∆t/M < ∆x. Avec un développement de Taylor de
Pi(xi+1/2 − a∆t/M), nous obtenons

f̄n+1
i = f̄n

i − ν(pi(xi+1/2)− pi(xi−1/2)) +O(ν2),

avec ν = a∆t/(M∆x). Une analyse de Von Neumann conduit à (̂̄f
n+1

)k = (̂̄f
n

)k(1−νh(k)+

O(ν2)) où h(k)̂̄f
n

k dénote la transformée de Fourier de [pi(xi+1/2)−pi(xi−1/2)]. Ainsi, regarder
la limite M → +∞ conduit à

lim
M→+∞

(1− νh(k) +O(ν2))M = lim
M→+∞

exp(M ln(1− νh(k) +O(ν2))) = exp(−a∆t/∆x h(k)).

Il suffit alors de prouver que pi(xi+1/2) (dans la méthode conservative) est égale à l’approxi-
mation de f(xi+1/2) (dans la méthode par volumes finis). La valeur pi(xi+1/2) peut être écrite

comme pi(xi+1/2) =
∑d

j=−d aj f̄
n
i+j où aj satisfait le système de Vandermonde, qui correspond

bien à l’approximation des flux f(xi+1/2) obtenus par la méthode des volumes finis.
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Remarque 4.3.3. Une correspondance similaire peut être établie pour les schémas aux
différences centrées (CD). En particulier, les analogues de CD2, CD4 et CD6 de la Sec-
tion 4.1 sont PPM0, PPM1 et PPM2 de la section 4.2.

Remarque 4.3.4. Pour les schémas semi-Lagrangiens, nous pouvons également utiliser les
approximations upwind dans la reconstruction au lieu de PPM :

Pi(xi−1/2 + α∆x) = (3α2 − 4α + 1)fn
(i−1/2)+ + (3α2 − 2α)fn

(i+1/2)− + (6α− 6α2)f̄n
i avec α ∈ [0, 1],

et fn
(i+1/2)+ (resp. fn

(i+1/2)−) est reconstruit en utilisant (4.1.3) avec s = d + 1, r = −d + 1

(resp. s = −r = d). Dans le cas d = 0, 1, ce schéma cöıncide avec LAG-(2d + 1). Pour d
plus grand, il ne cöıncide pas avec LAG-2d + 1 (puisque la reconstruction est toujours de
degré 3 donc pas de même degré que LAG-(2d + 1)). Cependant, la limite de l’”intégrateur
exponentiel” (tel que défini dans la Proposition 4.3.2) cöıncide. En particulier, nous pouvons
obtenir un meilleur ordre de précision à la limite (voir aussi [23]).

Remarque 4.3.5. Nous pouvons vérifier que les schémas CD préservent exactement la
norme L2 discrète

∑N−1
j=0 |fj(t)|2. De l’autre côté, les schémas upwind font diminuer la norme

L2 : nous pouvons vérifier que

d∑

j=−d
aj(cos(jω)− cos((j − 1)ω)) ≥ 0, 0 ≤ ω ≤ 2π,

pour d = 3 par exemple, et cette relation reste vraie d’après la stabilité du schéma LAG-
2d + 1, pour tout d ∈ N. La conservation de la norme L2 qui est à première vue une bonne
propriété n’est pas satisfaisante, car elle peut généralement conduire à des oscillations para-
sites. Au contraire, peu de dissipation, obtenue avec une approximation upwind d’ordre élevé
des dérivés semble meilleure au régime limite. Voir aussi [11], pour les schémas d’interpola-
tion pairs et impairs. Notons que ceci est un point clé dans [33] ; ici, un schéma non linéaire
est considéré : une approximation centrée est utilisée là où la solution est régulière et une ap-
proximation upwind d’un degré inférieur est utilisé là où la solution n’est pas régulière. Nous
pouvons également remarquer que lorsque de relativement grands pas de temps sont utilisés,
la norme L2 diminue généralement dans un schéma semi-Lagrangien avec une reconstruc-
tion centrée des dérivés (par exemple les splines cubiques, PPM) et cela peut empêcher des
oscillations parasites, que l’on observe dans le cas des volumes finis.

Remarque 4.3.6. Nous pourrions nous étonner de l’existence d’une discrétisation en temps
pour le schéma de volumes finis telle qu’elle cöıncide avec un schéma semi-Lagrangien, au
moins pour |a|∆t ≤ ∆x. Ceci peut être réalisé avec une procédure de Cauchy-Kovalevsky
[48], comme indiqué dans [11].

Remarque 4.3.7. Nous n’avons pas spécifié comment calculer la condition initiale f̄ 0
j , j =

0, . . . , N − 1. Puisque nous nous intéressons à des volumes finis, un choix naturel pourrait
être d’utiliser

f̄ 0
j =

1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

f(0, x)dx.

Cependant, avec ce choix nous perdons l’ordre élevé de l’approximation. Nous utiliserons
plutôt l’approximation du point milieu

f̄ 0
j = f(0, xj),
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ce qui conduit à une précision d’ordre élevé, puisque, dans le contexte semi-Lagrangien, le
schéma est alors équivalent au schéma semi-Lagrangian par point, comme indiqué dans [87].
Dans [47], les auteurs classifient ce type de méthodes dans les schémas semi-Lagrangiens aux
différences finies (et non volumes finis) et présentent ce type de schémas en introduisant une
fonction h satisfaisant

f(tn, xj) ≃
1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

h(tn, x)dx,

qui est ensuite mise à jour à la manière des volumes finis. Nous soulignons que l’équivalence
n’est valable que pour le cas de l’advection constante. Voir [47] pour les détails et d’autres
reconstructions similaires, dans le contexte WENO.

4.4 Résultats numériques

Cette section est consacrée à la présentation des résultats numériques des différents
schémas décrits ci-dessus. Nous nous concentrons sur les cas de test de l’équation de Vlasov-
Poisson. Nos résultats seront comparés aux méthodes semi-Lagrangiennes de référence
”Lag3” et ”Lag5” (voir [43, 87] pour plus de détails).

Pour la méthode VFSL2, nous allons considérer deux points de Gauss en temps et l’algo-
rithme de Verlet pour la recherche des pieds des caractéristiques. la reconstruction est réalisée
avec Lagrange 3 et 5. Deux versions sont alors prises en compte, avec ou sans splitting. Ces
méthodes seront appelées Vfsl3 et Vfsl5 pour l’approche avec splitting et Vfsl3-ns, Vfsl5-ns
pour l’approche sans splitting. Certains résultats seront également présentés en utilisant une
reconstruction PPM1 avec une procédure de splitting.

Pour la méthode de volumes finis, nous présentons les résultats pour CD4 et UP5 avec
une intégration en temps RK4. Notez que dans nos cas test, le dernier terme de la Proposition
4.1.1 n’affecte pas de manière significative les résultats numériques qui sont présentés ici sans
cette correction.

Deux cas test sont étudiés, le cas test Bump On Tail (BOT) présenté dans [49] et l’in-
stabilité double faisceaux (two stream instability : TSI) (voir [87]).

4.4.1 Bump on tail

La condition initiale s’écrit

f0(x, y) =

(
9

10
√
2π

exp

(
−y2

2

)
+

2

10
√
2π

exp(−2(y − 4.5)2)

)
(1 + 0.03 cos(0.3x))

où (x, y) ∈ [0, L]× [−9, 9], L = 20π.
Nous considérons les paramètres numériques suivants : Nx = Nv = 128, ∆t = 0.01. Le

modèle Vlasov-Poisson (3.7.1) préserve des quantités physiques en temps qui seront utilisées
pour comparer les méthodes. Premièrement, nous regardons l’évolution en temps des normes
Lp de f (p = 1, 2), mais également l’énergie totale E du système, qui est la somme de l’énergie
cinétique Ek et de l’énergie électrique Ee

E(t) = Ek(t) + Ee(t) =
∫ L

0

∫

R

f(t, x, y)
y2

2
dydx+

1

2

∫ L

0

E2(t, x)dx.
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Figure 4.3 – Cas test Bump On Tail : évolution en temps de l’énergie électrique pour
les méthodes de ”Banks” (CD4 et up5), pour les méthodes Vfsl non splittées (Vfsl3-ns et
Vfsl5-ns) et pour la méthode demi-Lagrangienne (Lag5). Nx = Nv = 128, ∆t = 0.01.
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Figure 4.4 – Cas test Bump On Tail : évolution en temps de l’énergie électrique pour les
méthodes Vfsl (méthodes Vfsl non-splitées (Vfsl3-ns et Vfsl5-ns) et splitté une fois pour la
méthode semi-Lagrangienne (Lag5). Nx = Nv = 128, ∆t = 0.01.

Sur la figure 4.3, nous traçons l’évolution en temps de l’énergie électrique. Tout d’abord,
nous pouvons observer le très bon comportement de toutes les méthodes en ce qui concerne
ce diagnostic. L’énergie électrique augmente au début (phase linéaire) et présente un com-
portement oscillant en temps long. Elle se réfère à un équilibre de type BGK composé de
trois sommets qui se déplacent à vitesse intitiale vt = 4.5. Nous remarquons aussi le fait que
up5, Lag5 et Vfsl5 sont très similaires. En effet Vfsl5 et Lag5 ont la même reconstruction ;
pour up5 et Lag5, le lien a été expliqué dans la Proposition 4.3.2. Clairement, la même chose
est vraie pour méthodes de reconstruction de d’ordre 3 Vfsl3-ns et Lag3.

Notons également le comportement diffusif de la méthode basée sur du Lagrange d’ordre
3 (Vfsl3-ns et Lag3) qui a été exposé dans [87] ; lorsque des structures fines se développent,
elles sont éliminées plus rapidement que lorsqu’une reconstruction d’ordre plus élevé est
utilisée (méthodes basées sur du Lagrange 5 comme up5, Lag5, Vfsl5-ns). Par conséquent,
le comportement en temps long de l’énergie électrique est meilleur.

Sur la figure 4.4, nous comparons la version splittée et non-splittée de Vfsl3. Nous pouvons
observer que les deux versions sont très similaires ce qui valide notre approche. En effet, dans
le contexte de l’équation de Vlasov-Poisson, la procédure de splitting peut être utilisée et
peut être considérée comme une solution de référence. Une figure similaire est obtenue pour
Vfsl5.

Sur la Figure 4.5, nous traçons l’évolution en temps de l’énergie totale pour différentes
méthodes. Exceptée la méthode basée sur Lagrange 3, nous observons que cette quantité est
très bien conservée. Notons que cette conservation est très difficile à obtenir et l’utilisation
de reconstruction d’ordre élevé permet d’obtenir un bon comportement de l’énergie totale.

Sur la figure 4.6, nous nous sommes intéressés à l’évolution en temps de la norme L2.
Nous avons observé que CD4 préserve très bien la norme L2 tandis que dans les autres cas,
cette quantité diminue dans le temps. Pour les méthodes basées sur Lagrange 5, après la
diminution autour de t = 50 (ce qui correspond à un moment de la création de structures
qui sont plus petites que la taille de la grille et sont ensuite éliminées par le schéma), nous
pouvons observer que la norme L2 est presque constante, ce qui n’est pas le cas des méthodes
basées sur Lagrange 3. Cela motive également l’utilisation de reconstructions d’ordre élevé.
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Figure 4.5 – Cas test Bump On Tail : évolution en temps de l’énergie totale pour la méthode
de ”Banks” (CD4 et up5), pour la méthode Vfsl sans splitting (Vfsl3-ns et Vfsl5-ns) et pour
la méthode semi-Lagrangienne (Lag3 et Lag5). Nx = Nv = 128, ∆t = 0.01.
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Figure 4.6 – Cas test Bump On Tail : évolution en temps de la norme L2 pour la méthode
de ”Banks” (CD4 et up5), pour la méthode Vfsl sans splitting (Vfsl3-ns et Vfsl5-ns) et pour
la méthode semi-Lagrangienne (Lag3 et Lag5). Nx = Nv = 128, ∆t = 0.01.

Sur la Figure 4.7, l’évolution de la norme L1 est tracée. Ce que nous voyons ici est une
tendance contraire du diagnostic précédent : CD4 présente un très mauvais comportement
en ce qui concerne la positivité par rapport aux autres méthodes. En effet, comme mentionné
dans [33], CD4 présente des oscillations qui ne peuvent pas être détectées par le diagnostic
de la norme L2, mais qui sont mises en évidence sur le diagnostic de la norme L1. Nous
pouvons également observer les résultats des méthodes up5, Vfsl5-ns et Lag5 qui sont très
proches.

4.4.2 Instabilité double faisceaux

La condition initiale est donnée par

f0(x, y) =
2

7
√
2π
(1 + 5y2)e−

y2

2 (1 + 0.01(cos(0.5x) + (cos(x) + cos(1.5x)))/1.2),

avec (x, y) ∈ [0, 4π] × [−6, 6]. Nous considérons les paramètres numériques suivants : Nx =
Nv = 128 et ∆t = 0.005. Nous présentons ici les diagnostics 2D de la fonction de distribution
complète.

Les résultats proposés dans la figure 4.8 confirment les observations du cas-test précédent.
En effet, CD4 présente un grand nombre d’oscillations qui conduisent à une mauvaise qualité.
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Figure 4.7 – Cas test Bump On Tail : évolution en temps de la norme L1 pour la méthode
de ”Banks” (CD4 et up5), pour la méthode Vfsl sans splitting (Vfsl3-ns et Vfsl5-ns) et pour
la méthode semi-Lagrangienne (Lag3 et Lag5). Nx = Nv = 128, ∆t = 0.01.

En outre, l’utilisation d’une reconstruction d’ordre 3 (comme pour Vfsl3-ns) conduit à une
solution très lisse ; quand elle est comparée à une solution de référence (tracée sur la Figure
4.9), nous pouvons voir que les détails ont été éliminés par le schéma. Quand un ordre
plus élevé est utilisé (comme pour up5 ou Vfsl5-ns), de petites structures supplémentaires
sont décrites. Sur les figures 4.10, 4.11, nous voyons à nouveau le lien entre LAG3 et up3,
LAG5 et up5 et également CD4 et PPM1 pour les petites valeurs de ∆t comme le montre
la Remarque 4.3.3. En particulier, les mauvaises oscillations de la reconstruction centrée
PPM1 sont accentuées, lorsque de (très) petits pas de temps sont utilisés, alors que les
reconstructions décentrées LAG3 et LAG5 sont insensibles à la diminution du pas de temps.
Nous noterons également que la reconstruction PPM1 se comporte bien lorsque le pas de
temps n’est pas trop petit, ce qui est possible pour un schéma semi-Lagrangien.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les schémas de volumes finis ont été étudiés et comparés pour l’approxi-
mation numérique du système de Vlasov-Poisson. L’objectif principal était de développer des
méthodes non splittées pour l’équation de Vlasov. Deux types de méthodes ont été discutées :
(i) une méthode de volumes finis inspirée par [33], et (ii) une méthode basée sur les points
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Figure 4.8 – Cas test Instabilité double faisceaux : fonction de distribution en fonction de
x et v au temps t = 53 pour (du haut vers le bas et de gauche à droite) : up5, CD4, Vfsl3-ns,
Vfsl5-ns. Nx = Nv = 128, ∆t = 0.005.

de Gauss en temps pour l’évaluation des flux. Ces deux méthodes ont un bon comportement
dans le contexte des cas-tests académiques des plasmas, par rapport aux méthodes semi-
Lagrangiennes standards. De plus, un lien a été effectué entre méthodes de volumes finis et
méthodes semi-Lagrangiennes pour l’équation d’advection. En particulier, lorsque le pas de
temps ∆t tend vers zéro, les méthodes semi-Lagrangiennes récupèrent des caractéristiques
des méthodes de volumes finis.
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Figure 4.9 – Cas test Instabilité double faisceaux : fonction de distribution en fonction de
x et v au temps t = 53 pour une méthode semi-Lagrangienne avec une reconstruction de
Lagrange d’ordre 17 avec ∆t = 0.1 (à gauche), ∆t = 0.005 (à droite), et Nx = Nv = 128 (en
haut), Nx = Nv = 256 (en bas).
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Figure 4.10 – Cas test Instabilité double faisceaux : fonction de distribution en fonction
de x et v au temps t = 53 pour une méthode semi-Lagrangienne avec Nx = Nv = 128 et
une reconstruction de Lagrange d’ordre 3 (en haut), 5 (en bas) avec ∆t = 0.1 (à gauche),
∆t = 0.005 (à droite).
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Figure 4.11 – Cas test Instabilité double faisceaux : fonction de distribution en fonction
de x et v au temps t = 53 pour une méthode semi-Lagrangienne avec Nx = Nv = 128 et
une reconstruction PPM1 avec ∆t = 0.1 (en haut à gauche), ∆t = 0.005 (en haut à droite),
∆t = 0.0001 (en bas à droite), et une reconstruction de Lagrange d’ordre 5 avec ∆t = 0.0001
(en bas à gauche).
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Chapitre 5

GPU

L’objectif principal de ce travail est d’utiliser les récentes cartes GPU pour des simulations
semi-Lagrangiennes du système de Vlasov-Poisson (3.7.1)-(3.7.2). En effet, il est important
de développer de nouveaux algorithmes qui sont hautement scalables dans le champ des
simulations de plasma (comme les plasmas de tokamak ou les faisceaux de plasma) pour
augmenter leur fiabilité. Les méthodes particulaires ont déjà été testées sur de telles archi-
tectures et une bonne scalabilité a été obtenue dans [54, 69].

Nous mentionnons un récent travail précurseur dans la parallélisation sur GPU dans le
contexte du code Eulérien gyrocinétique GENE [57]. Les algorithmes semi-Lagrangiens dédiés
à la résolution numérique du système de Vlasov-Poisson unidimensionnel ont récemment été
implémentés en CUDA (voir [63, 66]). Dans les deux travaux précédents, dans lesquels l’étape
d’interpolation est basée sur des splines cubiques, l’efficacité peut atteindre un facteur de
80 dans certains cas. Ici, nous utilisons des algorithmes de complexité plus élevée qui sont
basés sur la transformée de Fourier rapide. Nous verrons que nos simulations en GPU vont
directement bénéficier de l’importante accélération obtenue par la FFT sur GPU. Ils sont
donc aussi très pratiques et nous permettent de tester et de comparer les différents opérateurs
d’interpolation (reconstruction par splines ou Lagrangiennes d’ordre très élevé) en utilisant
un nombre important de points par direction sur la grille dans l’espace des phases.

Pour réaliser cette tâche, la flexibilité est requise pour passer facilement d’une
représentation d’un opérateur à l’autre. Ainsi, les méthodes semi-Lagrangiennes sont re-
formulées dans un contexte qui permet d’utiliser les routines existantes qui sont optimisées
pour la transformée de Fourier rapide. Cette formulation est sous la forme d’une matrice
qui possède la propriété de circulance, ce qui est une conséquence des conditions aux bords
périodiques. Nous soulignons que de telles conditions aux bords ne sont pas utilisées qu’en x
mais également en v ; ceci est rendu possible en considérant comme domaine pour la vitesse
[−vmax, vmax], avec vmax assez grand. Notons également que la preuve de la convergence d’un
tel schéma numérique peut être obtenu en suivant [52, 23]. Du au fait que de telles matrices
sont diagonalisables dans la base de Fourier, le produit matrice-vecteur peut être réalisé
efficacement en utilisant la FFT. Dans ce travail, les polynômes de Lagrange de degré impair
quelconque (2d+1) et les B-splines de degré quelconque k ont été testés et comparés. Un autre
avantage de la formulation en produit matrice-vecteur est que le coût numérique est presque
insensible à l’ordre de la méthode. Finalement, puisque les calculs en simple précision sont
préférables pour obtenir une performance maximale du GPU, d’autres améliorations ont du
être faites par rapport à la méthode semi-Lagrangienne standard. Pour atteindre la précision
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nécessaire afin d’observer des phénomènes physiques pertinents, deux modifications ont été
apportées : la première est l’utilisation d’une méthode de type δf (voir [63]). La seconde
est d’imposer une condition de moyenne nulle en espace sur le champ électrique. Puisque la
réponse du plasma est périodique, cette condition est toujours vérifiée.

Le reste de la partie est organisé comme suit. En premier lieu, la reformulation de la
méthode semi-Lagrangienne utilisant la FFT est présentée pour le traitement numérique
du modèle de Vlasov-Poisson doublement périodique. Ensuite, nous donnerons des détails
sur l’implémentation en GPU en mettant en avant les modifications particulières qui furent
nécessaires dans le but de dépasser les limitations de la simple précision sur GPU. Finalement,
nous présenterons les résultats numériques. Ils contiennent différentes comparaisons entre les
différentes méthodes, les ordres d’approximation numérique et leurs performances sur CPU
et GPU sur trois cas tests canoniques.

5.1 Implémentation utilisant la FFT

Dans cette partie, nous donnons une formulation explicite des schémas semi-Lagrangiens
pour la résolution du système d’équations de Vlasov-Poisson dans le cas d’une double
périodicité en utilisant les matrices circulantes. En premier lieu, nous rappellerons le splitting
directionnel classique de Strang (voir [1, 49]). Ensuite, le problème est réduit en une succes-
sion d’advections constantes unidimensionnelles. Indépendamment de la méthode utilisée ou
de l’ordre de l’interpolation, une formulation générale sous forme d’une matrice circulante est
proposée pour laquelle l’utilisation de la transformée de Fourier rapide (FFT) est fortement
adaptée.

5.1.1 Splitting de Strang

Pour le système d’équations de Vlasov-Poisson (3.7.1)-(3.7.2), il est naturel de séparer le
transport dans la direction x du transport dans la direction v. De plus, cela correspond
également à un splitting de la partie cinétique et du potentiel électrostatique du Hamilto-
nien |v|2/2 + φ(t, x) où le potentiel électrostatique φ est relié au champ électrique à travers
l’équation E(t, x) = −∂xφ(t, x).

Pour les simulations de plasma, bien que des splittings d’ordre plus élevés soient possibles
(voir [2] et les références contenus dans cet article), le splitting d’ordre 2 de Strang est un
bon compromis entre performance et simplicité ce qui explique sa popularité. Il est composé
de trois étapes d’advections auxquelles s’ajoutent une mise à jour du champ électrique avant
l’advection dans la direction v.

1. Transport en v sur un temps ∆t/2 : calcul de f ⋆(x, v) = g(∆t/2, x, v) en résolvant

∂tg(t, x, v) + En(x)∂vg(t, x, v) = 0,

avec la condition initiale g(0, x, v) = fn(x, v).

2. Transport en x sur un temps ∆t : calcul de f ⋆⋆(x, v) = g(∆t, x, v) en résolvant

∂tg(t, x, v) + v∂xg(t, x, v) = 0,
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avec la condition initiale g(0, x, v) = f ⋆(x, v).
Mise à jour du champ électrique En+1(x) en résolvant ∂xE

n+1(x) =
∫
f ⋆⋆(x, v)dv− 1.

3. Transport en v sur un temps ∆t/2 : calcul de fn+1(x, v) = g(∆t/2, x, v) en résolvant

∂tg(t, x, v) + En+1(x)∂vg(t, x, v) = 0,

avec la condition initiale g(0, x, v) = f ⋆⋆(x, v).

Un des avantages principaux du splitting est que l’algorithme se réduit à une série d’advec-
tions unidimensionnelles à coefficients constants. En effet, en considérant le transport le long
de la direction x, pour tout v fixé, nous avons affaire à une advection constante. Le même
raisonnement reste valable pour la direction v puisque pour tout x fixé, En ne dépend pas
de la variable advectée v. Nous choisissons de débuter par l’advection en v, ce qui permet
d’avoir un multiple entier du nombre de pas de temps pour le champ électrique. La troisième
étape de la nème itération peut être agglomérée avec la n+ 1ème itération.

5.1.2 Advection constante

Dans cette partie, une reformulation des méthodes semi-Lagrangiennes est proposée dans
le cas de l’advection constante avec des conditions périodiques. Soit u = u(t, x) la solution
de l’équation suivante pour un certain c ∈ R :

∂tu+ c∂xu = 0, u(t = 0, x) = u0(x),

où l’on considère des conditions périodiques en x ∈ [0, L]. Au niveau continu, la solution
vérifie pour tout t, s ≥ 0 et tout x ∈ [0, L] : u(t, x) = u(s, x − c(t − s)). Mentionnons
que x − c(t − s) doit être compris modulo L à cause des conditions périodiques que nous
considérons.
Soit un maillage uniforme de l’intervalle [0, L] : xi = i∆x pour i = 0, . . . , N et ∆x = L/N .
Nous introduisons le pas de temps ∆t = tn+1 − tn pour n ∈ N. Nous notons que un

0 = un
N .

En posant

un =




un
0
...
...

un
N−1


 , un

i ≈ u(tn, xi), (5.1.1)

le schéma semi-Lagrangien s’écrit un+1
i = πun(xi − c∆t) où π est une fonction polynomiale

par morceaux qui interpole un
i pour i = 0, . . . , N − 1 : π(xi) = un

i . Ceci peut être reformulé
en un+1 = Aun où A est la matrice définissant l’interpolation. Les conditions périodiques
impliquent que la matrice A est circulante :

A = C(a0, a1, ..., aN−1) :=




a0 a1 . . . . . . aN−1
aN−1 a0 a1 . . . aN−2
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

a1 . . . . . . aN−1 a0




(5.1.2)
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Clairement, la matrice dépend du choix de la reconstruction polynomiale π. Dans la suite,
nous donnons certains exemples explicites.

Exemples de différentes méthodes et ordres d’interpolation
Nous avons à évaluer πun(xi− c∆t). Soit β := −c∆t/∆x le déplacement normalisé qui peut
être écrit d’une manière unique sous la forme β = b + b⋆ avec (b, b⋆) ∈ Z × [0, 1[. Cela
signifie que le pied de la caractéristique (xi − c∆t) appartient à l’intervalle [xi⋆ , xi⋆+1[ avec
i⋆ + b⋆ = i+ β, ou i⋆ = i+ b.

1. Lagrange 1. Les termes non nuls de la matrice A sont :

ab = 1− b⋆, ab+1 = b⋆.

2. Lagrange 2d+ 1 (with 2d+ 1 ≤ N − 1). Les termes non nuls de la matrice sont :

∀j ∈ {−d, . . . , d+ 1}, ab+j =
d+1∏

k=−d, k 6=j

b⋆ − k

j − k
.

3. B-Spline de degré k.
Définissons Bk

i (x) la B-spline de degré k sur le maillage (xi)i par la récurrence sui-
vante :

B0
i (x) = 1[xi,xi+1[(x), Bk

i (x) =
x− xi

k∆x
Bk−1

i (x) +

(
1− x− xi+1

k∆x

)
Bk−1

i+1 (x).

Ainsi, dans ce cas, la matrice A vaut :

A = M × C(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N−k

, Bk
0 (x1), B

k
0 (x2), . . . , B

k
0 (xk)︸ ︷︷ ︸

k

)−1,

où les termes non nuls de la matrice M sont :

∀j ∈ {0, . . . , k}, mb−j = Bk
0 (xj+b⋆).

Maintenant, en partant de cette reformulation, l’algorithme se réduit à un produit
matrice-vecteur à chaque pas de temps. Puisque les matrices sont circulantes, ce produit
peut être effectué en passant par la FFT. En effet, les matrices circulantes sont diagonali-
sables dans l’espace de Fourier [59] tel que :

A = UDU⋆,

où U est unitaire (U⋆ dénote la matrice adjointe de U) et D est diagonale. Ils sont donnés
par

Um,k = e−2iπmk/N , m, k = 0 . . . N − 1,

Dm,m =
N−1∑

k=0

ake
−2iπmk/N , m = 0, ..., N − 1.

Le produit de U par un vecteur v ∈ RN peut être obtenu en calculant la transformée de
Fourier rapide de v. De même, U⋆v peut être obtenu en calculant la transformée inverse de
Fourier rapide de v.

Le produit matrice vecteur Aun = UDU⋆un est alors calculé par l’algorithme suivant :
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1. Calcul de U⋆un en effectuant ũ = FFT−1(un).

2. Calcul de D en effectuant FFT(a).

3. Calcul de w = DU⋆un en effectuant Dũ.

4. Calcul de Aun en effectuant FFT(w).

La complexité de l’algorithme est alors O(N logN), indépendamment du degré de la recons-
truction polynomiale.

5.2 Implémentation GPU en CUDA

Nous utilisons des noyaux GPU préexistants (NVIDIA) pour la transformée de Fourier
rapide, la transposition et le produit scalaire. Notons qu’un tel choix a déjà été effectué
dans un contexte plus difficile [57]. Nous aurions préféré utiliser OPENCL (comme dans
[56]) afin de ne pas être attachés aux cartes NVIDIA ; mais nous avons eu des difficultés
comparativement à la documentation de NVIDIA qui nous a semblé très bien détaillée, en
particulier pour la transformée de Fourier rapide.

Les transformées de Fourier rapide sont calculées en utilisant la librairie cufft. Pour la
transposition, différents algorithmes sont proposés. La condition N = Nx = Nv est toujours
requise pour cette étape. Dans le but de calculer la densité de charge ρ =

∫
f(t, x, v)dv, nous

avons adapté la routine ScalarProd.

Nous avons également écrit un noyau GPU pour calculer les coefficients de la matrice A.
Une formule analytique est utilisée pour chaque coefficient ai. Dans le cas d’une interpolation
de Lagrange de degré 2d+ 1, la complexité change de O(Nd) à O(Nd2) opérations puisque
l’algorithme sur CPU que nous avons réécrit était basé sur des différences finies qui ne
pouvaient pas être parallélisées.

Les principales étapes de l’algorithme sont :

— Initialisation : la condition initiale est calculée sur CPU et transférée au GPU
— Calcul de la charge de densité initiale ρ sur GPU en utilisant ScalarProd
— Transfert de ρ au CPU
— Calcul du champ électrique E sur CPU
— Boucle en temps

1. Advection sur un temps ∆t/2 en v en utilisant la transformée de Fourier rapide
sur GPU

2. Transposition dans le but de passer dans la direction x sur GPU
3. Advection sur un temps ∆t dans la direction x en utilisant la transformée de

Fourier rapide sur GPU
4. Transposition dans le but de passer dans la direction v sur GPU
5. Calcul de ρ sur GPU en utilisant ScalarProd
6. Transfert de ρ au CPU
7. Calcul du champ électrique E sur CPU
8. Advection sur un temps ∆t/2 en v en utilisant la transformée de Fourier rapide

sur GPU
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5.3 Questions autour de la simple précision

En principe, les calculs sur GPU peuvent être effectués en utilisant la simple ou la double
précision. Cependant, le coût numérique devient très important lorsque l’on choisit la double
précision (nous verrons que dans notre cas, le coût est généralement d’un facteur 2) et n’est
pas toujours disponible suivant les plateformes. Dans [57] et [66], seule la double précision
a été utilisée. Des discussions à propos de la simple précision ont déjà été présentées dans
[63]. Dans la suite, nous proposons deux modifications de la méthode semi-Lagrangienne qui
permettent l’utilisation de la simple précision en atteignant en même temps la précision du
code CPU utilisant la double précision.

5.3.1 La méthode δf

La méthode δf consiste en une séparation d’échelle entre un équilibre et une perturbation
telle que la solution soit décomposée comme suit :

f(x, v) = δf(x, v) + feq(v), feq(v) =
1√
2π

exp(−v2/2).

Ainsi, nous nous intéressons à l’évolution en temps de δf qui satisfait

∂tδf + v∂xδf + E∂v[feq + δf ] = 0.

Le splitting de Strang présenté dans la partie 5.1.1 est modifié puisque nous advectons δf
à la place de f . Puisque feq ne dépend que de v, les advections en x ne sont pas modifiées.
Nous pouvons réécrire l’advection en v comme

∂t[feq + δf ] + E⋆∂v[feq + δf ] = 0,

avec la condition initiale feq + δf ⋆. Cela signifie que (feq + δf) est préservé le long des
caractéristiques (feq + f ⋆⋆)(x, v) = (feq + f ⋆)(x, v −∆tE⋆(x)). Nous en déduisons que

δf ⋆⋆(x, v) = δf ⋆(x, v −∆tE⋆(x)) + feq(v −∆tE⋆(x))− feq(v).

ce qui donne la mise à jour de δf pour l’advection en v. Notons que feq(v − ∆tE⋆(x)) est
une évaluation et non une interpolation.

5.3.2 La condition de moyenne nulle

Le champ électrique est calculé à partir de (3.7.2). Notons que le membre de droite de
(3.7.2) est de moyenne nulle, et le champ électrique résultant est aussi de moyenne nulle. Ceci
est vrai au niveau continu ; cependant lorsque nous utilisons la simple précision, une erreur
cumulative apparâıt. Afin d’éviter ce phénomène, nous pouvons imposer numériquement
la condition de moyenne nulle sur la grille discrète : à partir de ρnk ≃ ρ(tn, xk) =∫
R
f(tn, xk, v)dv, k = 0, . . . , N − 1, nous calculons la moyenne :

M =
1

N

N−1∑

k=0

ρnk ,
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qui est soustraite à la valeur de ρnk :

ρ̃nk = ρnk −M, k = 0, . . . , N − 1,

d’où ρ̃nk ≃ ρ(tn, xk)− 1 est numériquement de moyenne nulle. Sans cette modification, nous
aurions ρ̃nk = ρnk −1. Nous répétons cette procédure à chaque fois que le champ électrique est
calculé : pour un champ électrique calculé numériquement Ẽn

k , k = 0, . . . , N − 1, qui peut
être de moyenne non nulle, nous calculons M̃ = 1

N

∑N−1
k=0 Ẽn

k , et posons

En
k = Ẽn

k − M̃, k = 0, . . . , N − 1.

Pour calculer le champ électrique, nous utilisons la formule du trapèze :

Ẽn
k+1 = Ẽn

k +∆x
ρ̃nk + ρ̃nk+1

2
, k = 0, . . . , N − 1, avec Ẽn

0 supposé nul de manière arbitraire,

ou en Fourier (avec la FFT). Notons que dans le cas de Fourier, la valeur nulle est automa-
tiquement satisfaite de manière numérique, puisque le mode 0 qui représente la moyenne est
supposé égal à 0.
Nous verrons que la condition de moyenne nulle est d’une grande importance pour les
résultats numériques. Elle doit être satisfaite avec une assez grande précision. Ceci peut être
vu comme relié à un ”problème d’annulation” observé dans les simulations PIC [61]. Notons
aussi que lorsque nous utilisons la méthode δf, qui est généralement de faible amplitude,
une meilleure résolution de la condition de moyenne nulle est atteinte.

5.4 Résultats numériques

Cette section est dévouée à la présentation des résultats numériques obtenus par les
méthodes suivantes : la méthode semi-Lagrangienne standard (avec différents opérateurs
d’interpolation), en incluant les modifications de la méthode δf et de la condition de moyenne
nulle. Les comparaisons entre les simulations en CPU et GPU et les discussions à propos des
performances seront données sur trois cas test : Landau damping, instabilité Bump On Tail
et les ondes KEEN. Comme opérateur d’interpolation, nous utiliserons par défaut LAG17,
l’interpolation de Lagrange d’ordre 2d + 1 avec d = 8. De manière similaire, LAG3 signifie
d = 1 et LAG9 signifie d = 4. Nous montrerons également des simulations avec des splines
cubiques standards (à but de comparaison), ce qui correspond aux B-splines de degré k avec
k = 4. Nous utiliserons plusieurs machines pour le GPU : MacBook, irma-gpu1 et hpc. Voir
la partie 5.4.4 pour les détails.

5.4.1 Landau Damping

Pour ce premier cas test standard [62], la condition initiale choisie est :

f0(x, v) =
1√
2π

exp

(
−v2

2

)
(1 + α cos(0.5x)), (x, v) ∈ [0, 4π]× [−vmax, vmax],

avec α = 10−2. Nous nous intéressons à l’évolution en temps du champ électrique Ee(t) =
(1/2)‖E(t)‖2L2 qui est connue comme étant exponentiellement décroissante avec un taux de
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γ = 0.1533 (see [5]). Du au fait que l’énergie électrique décroisse en temps, ce test accentue
la différence entre les simulations en simple et double précision.

Les résultats numériques sont donnés dans la Figure 5.1 (haut et milieu gauche). Nous
utilisons LAG17, N = 2048, vmax = 8 comme valeurs par défaut.

Dans le cas de la simple précision (en haut à gauche), nous voyons le bénéfice de l’utili-
sation de la modification de moyenne nulle (plots 6 et 7 : efft nodelta et trap moyenne nulle
nodelta) : les deux résultats sont similaires (nous utilisons la formule du trapèze pour le
champ électrique ou Fourier et nous rappelons que dans les 2 cas, la condition de moyenne
nulle est satisfaite) et améliorée par rapport aux cas où la condition de moyenne nulle n’est
pas imposée dans le cas trapézöıdal (plot 8 : trap nodalta). 23 oscillations correctes sont
atteintes jusqu’au temps t = 50 pour les plots 6 et 7 (les deux dernières oscillations sont
cependant moins bien décrites), tandis que nous avons seulement 16 oscillations correctes
jusqu’au temps t = 34.8 pour le plot 8 avant la saturation. Si nous utilisons la méthode
δf , nous observons d’autres améliorations (plots 1 à 5) : nous gagnons 4 oscillations (donc
nous avons 27 oscillations au total) jusqu’au temps t = 60, et le champ électrique est sous
6 · 10−6 < e−12. Notons que dans le cas où nous utilisons la méthode δf , ajouter la modifi-
cation de moyenne nulle n’a pas d’impact ici ; d’un autre côté, les résultats avec la méthode
δf sont meilleurs que les résultats avec la modification de moyenne nulle sur ce graphique.
Nous avons également ajouté un résultat sur une machine plus ancienne (plot 9 : MacBook),
qui conduit à de médiocres résultats (juste 9 oscillations jusqu’au temps t = 19 pour la pire
méthode). Ainsi les résultats, qui ne sont pas donnés ici, sont différents en appliquant les
modifications ; par exemple, nous obtenons 28 oscillations correctes en utilisant la méthode
δf avec modification de moyenne nulle. Le standard en point flottant ne doit pas être satisfait
ici ce qui pourrait expliquer la différence dans les résultats.

Dans le cas de la double précision (en haut à droite), nous pouvons obtenir des résultats
plus précis. En utilisant la méthode δf ou la modification de moyenne nulle (la différence
entre les deux options est moins visible), nous obtenons 92 oscillations correctes jusqu’au
temps t = 206 , le champ électrique passe sous 6 · 10−13 < e−28, et nous supposons que nous
pourrions ajouter 11 oscillations de plus jusqu’au temps t = 231 (nous voyons que les effets
de la taille de la grille polluent les résultats), pour obtenir 103 oscillations avec un champ
électrique sous 6·10−14 < e−30, mais nous sommes limités ici en double précision à N = 2048.
Une simulation en CPU avec N = 4096 confirme les résultats. Nous voyons également les
effets de grille (runs avec N = 1024) et la vitesse (runs avec vmax = 6). Notons que le plot
6 (trap nodelta 1024 v6) donne de moins bons résultats comparé aux autres plots : la taille
de la grille est trop petite (N = 1024), le domaine en vitesse aussi (vmax = 6) et surtout il
n’y a pas de modification de moyenne nulle ou de méthode δf . Dans ce cas, nous atteignons
uniquement le temps t = 100. Nous référons à [70, 58] pour d’autres résultats numériques et
discussions et au célèbre travail [65] en ce qui concerne les résultats théoriques. Dans [70],
il est également mentionné que nous devons prendre un domaine en vitesse assez grand et
prendre assez de points sur la grille. Concernant le GPU et la simple précision, le bénéfice
de la méthode δf a déjà été traité dans [63] : 29 oscillations correctes étaient obtenues
dans le cas de la simple précision avec la modification δf , 13 oscillations correctes sans la
modification et le temps t = 100 était atteint dans le cas CPU (N était fixé à 1024 et vmax

à 6).

Sur la Figure 5.1 au milieu à gauche, nous affichons l’erreur de masse qui est calculée
comme |ρ̂0 − 1|. Nous voyons clairement l’impact entre la conservation de la masse et les

108



résultats précédents. Nous pouvons également noter que la modification de moyenne nulle
n’améliore pas vraiment la conservation de la masse (juste une faible amélioration à la fin,
plots 2, 3, 4), mais a un effet bénéfique sur le champ électrique : le mauvais comportement de
la conservation de masse n’est pas propagé au champ électrique. D’un autre côté, la méthode
δf améliore clairement la conservation de la masse. Nous voyons également l’effet de prendre
un domaine en vitesse trop petit, dans le cas de la double précision.

5.4.2 Bump on tail

Pour ce second cas test standard, la condition initiale est considérée comme une pertur-
bation spatiale et périodique de deux Maxwelliennes (voir [49])

f0(x, v) =

(
9

10
√
2π

exp

(
−v2

2

)
+

2

10
√
2π

exp(−2(v − 4.5)2)

)
(1 + 0.03 cos(0.3x))

où (x, v) ∈ [0, 20π]× [−9, 9]. Le modèle de Vlasov-Poisson préserve des quantités physiques
avec le temps, appelées fonctions de Casimir, qui seront utilisées pour comparer les différentes
implémentations. Particulièrement, nous regardons l’historique en temps de l’énergie E du
système, qui est la somme de l’énergie cinétique Ek et de l’énergie électrique Ee :

E(t) = Ek(t) + Ee(t) =
∫ 4π

0

∫

R

f(t, x, v)
v2

2
dvdx+

1

2

∫ 4π

0

E2(t, x)dx.

Comme dans le cas précédent, l’évolution en temps de l’énergie électrique est choisie comme
diagnostic.

Les résultats sont donnés dans la Figure 5.1 (au milieu à droite et en bas) et sur la Figure
5.2.

Nous voyons sur la Figure 5.1 au milieu à droite l’évolution en temps du champ électrique.
Les résultats en simple et double précision sont comparés. Dans le cas de la simple précision,
la méthode δf avec calcul par FFT du champ électrique (plot 3 : simple précision et delta)
est le gagnant et la méthode basique sans modifications avec calcul du champ électrique en
utilisant la formule du trapèze (plot 7 : trap single no delta) conduit au moins bon résultat.
Les calculs en double précision conduisent à de meilleurs résultats et les différences sont
faibles : les plots 1 (double delta) et 2 (double non delta) sont indistinguables et le plot 8
(trap double no delta) est seulement différent à la fin. Ainsi, de telles modifications ne sont
pas si essentielles dans le cas de la double précision. Nous observons ensuite pour les mêmes
runs, l’évolution de l’erreur de masse (en bas à gauche) et le premier mode de ρ en valeur
absolue (en bas à droite). Nous notons que l’erreur de masse s’accumule linéairement en
temps. Ici, il n’y a pas d’erreur provenant du domaine en vitesse, car vmax est assez grand
(vmax = 9 dans tous les runs). L’évolution du premier mode de ρ est très instructif : on voit
qu’il se développe de façon exponentielle des erreurs d’arrondi et les différents runs mènent
à des résultats tout à fait différents. La perte de masse peut devenir critique dans le cas de
la simple précision (pas de réel impact dans le cas de la double précision n’est détecté) et
des implémentations sans accumulation d’erreur de masse seraient désirables. La méthode
δf améliore les résultats, mais l’erreur de masse s’accumule encore et plus que dans le cas
de la double précision.

Sur la Figure 5.2, nous voyons les mêmes diagnostics dans le cas de la double précision.
Nous faisons varier le nombre de points sur la grille, le degré d’interpolation et le pas de
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temps. En prenant des pas de temps plus petits, nous pouvons augmenter le temps avant la
fusion de deux tourbillons parmi trois qui conduit à une répartition du champ électrique. Des
interpolations de degrés plus élevés conduisent à de meilleurs résultats (dans le sens où la
répartition apparâıt plus tard), pour des résolutions de grilles pas trop élevées. Lorsque N =
2048, des interpolations d’ordre plus bas semblent être meilleures, puisqu’elles introduisent
plus de diffusion, alors que les schémas d’ordre élevés essayent de capturer les petites échelles,
qui sont plus difficiles à traiter en temps long. Des méthodes adaptatives et des méthodes
avec de faibles erreurs d’arrondis en simple précision pourraient être utiles pour obtenir de
meilleurs résultats.

5.4.3 Ondes KEEN

Dans ce dernier et plus complexe cas test, à la place de considérer une perturbation de la
condition initiale, nous ajoutons un champ électrique externe de guidage Eapp aux équations
de Vlasov-Poisson :

∂tf + v∂xf + (E − Eapp)∂vf = 0, ∂xE =

∫

R

fdv − 1,

où Eapp(t, x) est de la forme : Eapp(t, x) = Emaxka(t) sin(kx− ωt), où

a(t) =
0.5(tanh( t−tL

twL
)− tanh( t−tR

twR
))− ǫ

1− ǫ
, ǫ = 0.5

(
tanh

(
t0 − tL
twL

)
− tanh

(
t0 − tR
twR

))

est l’amplitude, t0 = 0, tL = 69, tR = 307, twL = twR = 20, k = 0.26, ω = 0.37 et
Emax = 0.2. La condition initiale vaut

f0(x, v) =
1√
2π

exp

(
−v2

2

)
, (x, v) ∈ [0, 2π/k]× [−6, 6].

Voir [51, 68] pour des détails sur ce cas test physique. Son importance provient du fait que les
ondes KEEN représentent de nouvelles oscillations mutimodes non stationnaires de plasmas
cinétiques non linéaires sans limite fluide et sans limite linéaire. Ils sont des états de l’auto-
organisation du plasma qui ne ressemblent pas à la manière dont les ondes sont initiées. A
faible amplitude, ils ne sont pas capables de se former. Les ondes KEEN ne peuvent pas
exister hors des courbes de dispersion de petites vagues d’amplitude classique, sans qu’une
structure tourbillonnaire autonome soit créée dans l’espace des phases, et suffisamment de
particules y soient pris au piège pour maintenir le champ auto-cohérent, longtemps après que
le champ de guidage ait été désactivé. Voir [55] pour une méthode numérique alternative de
simulation du système de Vlasov-Poisson utilisant l’approximation de Galerkin Discontinu
dans le cas test des ondes KEEN.
Comme diagnostics, nous considérons ici différentes captures d’écran de f − f0 à des temps
différents : t = 200, t = 300, t = 400, t = 600 et t = 1000.

Nous considérons d’abord le temps t = 200 (en haut à gauche dans la Figure 5.3). A ce
temps, toutes les captures d’écran sont identiques donc nous n’en présentons qu’une (GPU
en simple précision et une grille de 10242 points). Les cinq autres graphiques de cette figure
sont pris au temps t = 300. Nous voyons qu’à ce temps, il y a encore convergence car le

110



graphique au milieu à droite (GPU simple précision, N = 4096 et ∆t = 0.1) est identique à
celui qui est en bas à gauche (GPU en simple précision, N = 4096 et ∆t = 0.01).
La Figure 5.4 présente différentes captures d’écran au temps t = 400 et t = 600. Au temps
t = 400, le graphique en haut à gauche (GPU en simple précision, N = 2048, ∆t = 0.1) est
similaire à celui en haut à droite (CPU, N = 2048, ∆t = 0.05), ce qui montre que les codes
en CPU et en GPU donnent les mêmes résultats. Avec 4096 points (au milieu à gauche),
nous observons une petite différence avec le cas 2048 points. Entre les captures au temps
t = 400 et ceux au temps t = 600, nous observons l’émergence de diffusion.

Le temps t = 1000 est considéré sur la Figure 5.5. Nous voyons qu’il n’y a plus convergence
à ce temps : il y a un décalage, mais la structure reste la même. Nous comparons également
différents interpolateurs (splines cubliques, LAG 3, LAG 9, LAG 17). Lorsque l’ordre de
l’interpolation est élevé (graphique en haut à droite : CPU, LAG 17, ∆t = 0.05, Nx =
512, Nv = 4096) il y a apparition de fines structures. A ce temps, nous observons de petites
différences entre les résultats en CPU (graphique au milieu à droite : CPU, LAG 3, ∆t =
0.05, N = 4096) et les résultats en GPU (graphique en bas à gauche : GPU, LAG 3, ∆t =
0.05, N = 4096), mais il n’y a pas de décalage.

La Figure 6.3 (au temps t = 1000) montre la différence entre la simple et la double
précision quand la valeur de N change. Les deux graphiques du haut montrent le cas N =
1024, celui de gauche est en simple précision tandis que celui de droite est en double précision.
Nous voyons qu’il y a très peu de différences. Lorsque N = 2048, les résultats sont différents
en simple précision (graphique au milieu à gauche) et en double précision (graphique au
milieu à droite). Lorsque N = 4096, le code ne fonctionne pas en double précision donc
nous comparons les résultats en simple précision en GPU avec ∆t = 0.05 (graphique en bas
à gauche) et ∆t = 0.01 (graphique en bas à droite). Il y a quelques différences dues de la
non-convergence. De plus, nous voyons qu’il y a plus de filamentation lorsque N augmente.

La figure 5.7 montre l’évolution en temps de la valeur absolue des premiers modes de Fou-
rier de ρ. Nous voyons que la simple précision peut modifier les résultats en temps long (en
haut à gauche). Le code GPU est validé en double précision (en haut à droite). Nous obser-
vons clairement le bénéfice de la méthode δf en GPU simple précision (au milieu à gauche),
où il n’a pas d’effet sur le cas de la double précision (au milieu à droite). D’autres plots
sont donnés avec N = 4096 (en bas à droite et à gauche). Avec de plus petits pas de temps,
de petites oscillations apparaissent dans le code GPU en simple précision (en bas à droite).
Dans tous les plots, nous ne voyons pas de différences au début ; les différences apparaissent
en temps long, comme cela était le cas pour les plots de la fonction de distribution.

5.4.4 Résultats de performance

Caractéristiques. Nous avons testé le code sur différentes machines avec les ca-
ractéristiques suivantes :

— GPU
— (1) = irma-gpu1 : NVIDIA GTX 470 1280 Mo
— (2) = hpc : GPU NVIDIA TESLA C2070
— (3) = MacBook : NVIDIA GeForce 9400M

— CPU
— (4) = MacBook : Intel Core 2 Duo 2.4 GHz
— (5) = irma-hpc2 : Six-Core AMD Opteron(tm) Processor 8439 SE
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— (6) = irma-gpu1 : Intel Pentium Dual Core 2.2 Ghz 2Gb RAM
— (7) = MacBook : Intel Core i5 2.4 GHz

Nous mesurons, dans les codes GPU, la proportion de FFT qui consiste en : transformation
1D des données réelles en données complexes, calcul de la FFT, multiplication complexe,
calcul de la FFT inverse, transformation en données réelles (dont l’addition dans le cas de la
modification δf , si nous utilisons la méthode δf). Nous avons ajouté un diagnostic pour avoir
la proportion de temps de la routine cufftExec ; notons que ce diagnostic peut modifier très
légèrement les mesures de temps (lorsque ceci est le cas ; de nouvelles mesures sont données
entre crochets, voir la table 8.1).
Lorsque le nombre de cellules augmente, la proportion de temps de la FFT augmente
également, comme le montre la Table 8.1 (cas test des ondes KEEN avec modification δf)
ou la Table 8.2 (cas test des ondes KEEN sans modification δf). Notons que le temps d’ini-
tialisation et le temps du diagnostic 2D ne sont pas inclus dans le temps total.

Les résultats avec un code CPU (vlaso) sans OpenMP sont donnés en haut de la Table
5.3. Dans ce code, le cas test utilisé est celui du Landau damping avec une advection en x
de temps ∆t/2 suivi d’une advection en v de temps ∆t et d’une advection en x de temps
∆t/2. La dernière advection en x de l’itération n est fusionnée avec la première advection
en x de l’itération n+ 1.

Les résultats avec Selalib (bas de la Table 5.3) sont obtenus avec OpenMP. Nous utilisons
2 processeurs pour (4), 24 processeurs pour (5), 2 processeurs pour (6) et 4 processeurs pour
(7).

Dans le but de comparer les performances, nous introduisons le nombre de MA qui

représente le nombre de millions de points advectés par seconde : MA = Nstep×Nadv×N2

106×Temps total
et le

nombre d’opérations par seconde (en GigaFLOPS) donné par :

GF =
Nstep ×Nadv × (2N × 5N log(N) + 6N2)

109 × Temps total
avec des données complexes (GPU)

GF =
Nstep ×Nadv × (N × 5N log(N) + 3N2)

109 × Temps total
avec des données réelles (CPU)

où Nstep réfère au nombre d’itérations en temps et Nadv représente le nombre d’advections
faites à chaque pas de temps (Nadv = 3 en GPU et pour le code Selalib ; Nadv = 2 dans
le code vlaso). A chaque advection, nous calculons N fois (GPU en données complexes) ou
N/2 fois (CPU en données réelles) :

— Une FFT et une FFT inverse avec approximativement 5N log(N) opérations pour
chaque calcul de FFT

— Une multiplication complexe qui requiert 6N opérations.
La comparaison entre la Table 8.1 et la Table 8.2 montre que le coût de la méthode δf

n’est pas très important sans pour autant être négligeable. Ce coût pourrait être optimisé.
Nous profitons clairement de l’énorme accélération des routines FFT sur GPU et donc nous
gagnons énormément en choisissant cette approche. La majorité du calcul concerne la FFT,
qui est optimisée pour CUDA dans la librairie cufft et qui est transparente pour l’utilisa-
teur. Notons que nous sommes limités ici à N = 4096 en simple précision et N = 2048
en double précision ; ainsi que nous utilisons la transformation de Fourier complexe ; des
transformations réelles optimisées pourraient permettre d’aller encore plus vite. La fusion de
deux advections en vitesse pourrait facilement améliorer la vitesse. Des splittings en temps
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d’ordre plus élevés pourraient également être utilisés. Ainsi, une meilleure comparaison avec
des codes CPU parallélisés peut être envisagée (ici, nous utilisons une implémentation ba-
sique en OpenMP qui peut uniquement utiliser 2 processeurs). Nous pouvons également
espérer aller sur des grilles plus grandes puisque cufft autorise des tailles de grilles de 128
millions d’éléments en double précision et de 64 millions en simple précision (ici nous utilisons
224 ≃ 16.78 · 106 éléments en double précision ; donc nous pourrions être capables de faire
tourner le programme avec N = 8192 en simple précision et N = 4096 en double précision).
Des problèmes de complexité plus élevée (comme les simulations 4D) vont probablement
nécessiter du multi-GPU qui est une autre histoire, voir [57] pour un tel travail.

5.5 Conclusion

Nous avons montré que cette approche fonctionne. La majorité des calculs du code est
effectuée par la routine de FFT, qui est optimisée en CUDA dans la librairie cufft, conduisant
à d’importants speed-ups et est invisible pour l’utilisateur. Ainsi, la surcharge de temps
d’implémentation qui peut être très significative dans d’autres contextes est ici réduite,
puisque nous utilisons des routines déjà largement programmées et qui sont déjà optimisées.
L’utilisation de la simple précision peut être effectuée sans risque grâce à la méthode δf .
Cependant, nous ne sommes pas capables d’obtenir des résultats aussi précis que dans le cas
de la double précision. Les cas test que nous avons choisi sont très sensibles aux erreurs de
la simple précision. Nous soulignons également que le champ électrique doit satisfaire une
condition de moyenne nulle avec assez de précision sur la grille discrète. Pour le moment, nous
sommes limités à la même taille en x et en v (nécessaire ici pour l’étape de transposition) et
à N = 2048 en double précision (N = 4096 en simple précision). Nous espérons implémenter
une version en quatre dimensions (2 en x et 2 en v) de ce code puis inclure des collisions.
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Simple précision
Nx Time (ms) (speedup) MA FFT (cufftExec)
256 703 (2.8-8.5) 279.6 0.635 (0.36)
512 1878 (4.3-17) 418.7 0.759 (0.46)

(1) 1024 6229 (9.6-20) 505.0 0.841 (0.51)
2048 21908 (13-27) 574.3 0.861 (0.50)
4096 90093 (15-52) 558.6 0.888 (0.54)
256 1096 [1378] (1.8-5.5) 179.3 0.471 [0.59 (0.37)]
512 2125 [2550] (3.8-15) 370.0 0.654 [0.69 (0.48)]

(2) 1024 5684 [6001] (11-22) 553.4 0.775 [0.79 (0.59)]
2048 19871 [20284] (14-29) 633.2 0.825 (0.62)
4096 81943 (17-57) 614.2 0.859 (0.66)
256 5783 (0.3-1.0) 33.9 0.773 (0.65)

(3) 512 19936 (0.4-1.6) 39.4 0.780 (0.66)
1024 87685 (0.68-1.4) 35.8 0.813 (0.71)

Double précision
Nx Time (ms) (speedup) MA FFT (cufftExec)
256 1304 (1.5-4.6) 150.7 0.767 (0.61)
512 3516 (2.3-8.8) 223.6 0.839 (0.67)

(1) 1024 11670 (5.1-11) 269.5 0.889 (0.71)
2048 49925 (5.7-12) 252.0 0.916 (0.75)
256 1653 (1.2-3.6) 118.9 0.637 (0.5)
512 3896 (2.1-8.0) 201.8 0.777 (0.66)

(2) 1024 12127 (4.9-10) 259.3 0.866 (0.76)
2048 45753 (6.3-13) 275.0 0.897 (0.80)

Table 5.1 – Résultats de performance pour le code GPU, nbstep=1000, LAG17, cas test
des ondes KEEN avec modification δf : temps total, speedup, MA, proportion FFT/temps
total (et temps d’éxécution de cufftExec/temps total).
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Simple précision
Nx Temps (ms) speedup MA GF FFT
256 570 (3.5-11) 344.9 29.6 0.573
512 1421 (5.6-22) 553.4 53.1 0.702

(1) 1024 4516 (13-28) 696.5 73.8 0.787
2048 15189 (19-38) 828.4 96.0 0.802
4096 63310 (22-73) 795.0 100.1 0.842
256 1000 (2.0-6.0) 196.6 16.9 0.520
512 2000 (4.0-15) 393.2 37.7 0.635

(2) 1024 5067 (12-25) 620.8 65.8 0.762
2048 17692 (16-33) 711.2 82.5 0.805
4096 73488 (19-63) 684.8 86.2 0.843
256 5513 (0.36-1.1) 35.6 3.0 0.763

(3) 512 18805 (0.43-1.6) 41.8 4.0 0.769
1024 83312 (0.72-1.5) 37.7 4.0 0.804

Double précision
Nx Temps (ms) speedup MA GF FFT
256 1183 (1.7-5.1) 166.1 14.2 0.754
512 3121 (2.6-10) 251.9 24.1 0.826

(1) 1024 10221 (5.9-12) 307.7 32.6 0.876
2048 44244 (6.5-13) 284.3 32.9 0.906
256 1569 (1.3-3.8) 125.3 10.7 0.657
512 3750 (2.1-8.3) 209.7 20.1 0.782

(2) 1024 11749 (5.1-11) 267.7 28.3 0.865
2048 44446 (6.5-13) 283.1 32.8 0.895

Table 5.2 – Résultats de performance pour le GPU, nbstep=1000, LAG17, cas test des ondes
KEEN sans modification δf : temps total, speedup, MA, GFlops et proportion FFT/temps
total.
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Figure 5.1 – Landau damping linéaire. N = 2048, ∆t = 0.1, vmax = 8, LAG17, irma-gpu1
sur GPU par défaut. Evolution en temps de l’énergie électrique en simple/double précision
(en haut à gauche/droite). Erreur de masse |ρ̂0 − 1| avec la simple précision par défaut (au
milieu à gauche). Cas test Bump on tail. N = 1024,∆t = 0.05, LAG9, irma-gpu1 sur GPU
par défaut. Evolution en temps de l’énergie électrique / erreur de masse / premier mode de
Fourier de ρ, |ρ̂1| (milieu à droite / en bas à gauche / en bas à droite). [ pour les détails, voir
les légendes. efft : champ électrique calculé avec la FFT ; delta = méthode δf ; no delta =
sans la méthode δf ; simple = simple précision ; double = double précision ; trap = champ
électrique calculé avec la formule du trapèze ; zero mean = modification de la moyenne nulle
pour le champ électrique ; cpu = code utilisant un CPU ; 1024 : N = 1024 ; 4096 : N = 4096 ;
v6 : vmax = 6 ; Macbook : GPU du MacBook est utilisé].
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Figure 5.2 – Cas test Bump on tail. La double précision est utilisée, irma-gpu1 en GPU.
Evolution en temps du champ électrique pour N = 256, 512, 1024, 2048 (en haut à gauche,
en haut à droite, milieu à gauche, milieu à droite), avec les reconstructions LAG3, LAG9,
LAG17 et différents pas de temps (0.1, 0.01, 0.002). Evolution en temps des premiers modes
de Fourier , |ρ̂1| pour N = 256 et N = 1024 (en bas à gauche), et pour N = 512 et N = 2048
(en bas à gauche), avec les mêmes reconstructions et pas de temps.
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Figure 5.3 – Cas test des ondes KEEN (LAG17) : f(t, x, v) − f0(x, v). Au temps t = 200,
GPU en simple précision N = 1024 (en haut à gauche). Au temps t = 300, GPU en simple
précision N = 1024, 2048, 4096 et ∆t = 0.1 (en haut à droite, milieu gauche, milieu droit).
N = 4096 et ∆t = 0.01 (en bas à gauche). CPU N = 2048,∆t = 0.1 (à bas à droite).
(x, v) ∈ [0, 2π/k] × [0.18, 4.14]. S’il n’y a pas de modifications d’une figure à l’autre (d’en
haut à gauche à en bas à droite), les paramètres ne sont pas répétés.
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Figure 5.4 – Cas test des ondes KEEN (LAG17) : f(t, x, v) − f0(x, v). Au temps t = 400,
GPU en simple précision N = 2048,∆t = 0.1 (en haut à gauche). CPU ∆t = 0.05 (en haut
à droite). GPU simple précision N = 4096,∆t = 0.1, au temps t = 600 (milieu à gauche).
GPU en simple précision N = 1024 (milieu à droite). ∆t = 0.01, N = 4096 (en bas à gauche).
CPU Nx = 512, Nv = 4096 (en bas à droite). (x, v) ∈ [0, 2π/k]× [0.18, 4.14]. S’il n’y a pas de
modifications d’une figure à l’autre (d’en haut à gauche à en bas à droite), les paramètres
ne sont pas répétés.
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Figure 5.5 – Cas test des ondes KEEN : f(t, x, v) − f0(x, v) au temps t = 1000. CPU
en splines cubiques, ∆t = 0.05, Nx = 512, Nv = 4096 (en haut à gauche). LAG17 (en
haut à droite). N = 4096 et les splines cubiques (au milieu à gauche). LAG3 (au milieu
à droite). GPU en simple précision (en haut à gauche). LAG9 (en bas à droite). (x, v) ∈
[0, 2π/k] × [0.18, 4.14]. S’il n’y a pas de modifications d’une figure à l’autre (d’en haut à
gauche à en bas à droite), les paramètres ne sont pas répétés.
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Figure 5.6 – Cas test des ondes KEEN (LAG17) : f(t, x, v) − f0(x, v) au temps t = 1000,
∆t = 0.05, N = 1024 par défaut. GPU en simple/double précision (en haut à gauche/droite).
N = 2048, GPU en simple/double précision (milieu gauche/droite). N = 4096, GPU en
simple précision (en bas à gauche). ∆t = 0.01 (en bas à droite). (x, v) ∈ [0, 2π/k]×[0.18, 4.14].
S’il n’y a pas de modifications d’une figure à l’autre (d’en haut à gauche à en bas à droite),
les paramètres ne sont pas répétés.
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Figure 5.7 – Cas test des ondes KEEN (LAG17) : Valeurs absolues des premiers modes
de Fourier de ρ (du mode k = 1 au mode k = 7) vs temps. Méthode δf , avec N = 2048
∆t = 0.05 GPU, double et simple précision (1b,2b,3b) (en haut à gauche). GPU en double
précision et CPU en double précision (en haut à droite). Full version GPU en simple précision
et CPU avec la méthode δf (milieu à gauche). Full version et version δf , en double précision
(milieu à droite). N = 4096, GPU et CPU (en bas à gauche). GPU avec ∆t = 0.01 et CPU
avec ∆t = 0.05 (en bas à droite). S’il n’y a pas de modifications d’une figure à l’autre (d’en
haut à gauche à en bas à droite), les paramètres ne sont pas répétés.
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(4) (5)
Nx Total time MA GF Total time MA GF
256 4s 27.4 1.1 4s 28.8 1.2
512 27s 19.2 0.9 18s 28.8 1.3
1024 1min52s 18.7 0.9 2min4s 16.8 0.8
2048 8min16s 16.9 0.9 9min31s 14.6 0.8
4096 41min05s 13.6 0.8 48min16s 11.5 0.7
256 3s 58.0 2.4 4s 43.9 1.8
512 19s 39.6 1.9 8s 90.6 4.3
1024 1min25s 36.8 1.9 1min21s 38.5 2.0
2048 6min41s 31.3 1.8 7min46s 27.0 1.5
4096 34min39s 24.2 1.5 25min33s 32.8 2.0

(6) (7)
Nx Total time MA GF Total time MA GF
256 6s 21.4 0.9 3s 38.8 1.6
512 31s 16.5 0.7 15s 34.7 1.6
1024 2min7s 16.4 0.8 1min18s 26.7 1.4
2048 9min42s 14.4 0.8 5min36s 24.9 1.4
4096 52min20s 10.6 0.6 28min28s 19.6 1.2
256 3s 54.3 2.3 2s 72.6 3.1
512 22s 35.0 1.6 13s 58.7 2.8
1024 1min35s 32.9 1.7 1min0s 52.1 2.7
2048 8min47s 28.3 1.6 4min47s 43.7 2.5
4096 77min31s 10.8 0.6 23min09s 36.2 2.2

Table 5.3 – Résultats de performance pour le code vlaso en CPU, nbstep=1000, LAG 17,
cas test Landau (haut) : temps total, MA and GFlops. Résultats de performance pour le
code CPU Selalib, nbstep=1000, LAG 17, cas test des ondes KEEN sans modification δf
(bas) : temps total, MA and GFlops.
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Chapitre 6

Schéma SLDG sur maillage non
uniforme

Ce chapitre présente la résolution numérique de l’équation de Vlasov-Poisson 1D × 1D
en utilisant un schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien (SLDG). Un tel schéma a déjà
été développé dans [27] et plus récemment dans [25, 28, 30, 74] pour des applications à
Vlasov-Maxwell/Poisson.

Un point clé dans de telles applications est d’utiliser un splitting directionnel qui conduit
à une succession de problèmes d’advection constante et le schéma a l’avantage de ne pas
être restreint à une condition CFL. Dans le cas de l’équation d’advection linéaire à vitesse
constante sur un maillage uniforme, le schéma SLDG a une propriété de superconvergence.
Un avantage de cette méthode est qu’elle permet aussi de considérer le cas de l’advection
constante sur un maillage 1D déstructuré. Nous étudierons le cas d’un maillage non uniforme
en vitesse. Nous comparerons ces résultats avec la simulation des ondes KEEN (Kinetic
Electrostatic Electron Nonlinear waves), que nous avons introduit dans le chapitre précédent,
pour lesquelles nous avons déjà des résultats numériques sur GPU dans le cas d’un maillage
uniforme et dont les méthodes ont été adaptées à un maillage non uniforme dans [71]. En
effet, le cas d’un maillage uniforme en vitesse ne semble pas être le meilleur choix pour
la simulation des ondes KEEN puisque la région de l’espace des phases qui est hautement
perturbée est très restreinte en vitesse.

6.1 Cas test des ondes KEEN

Nous résolvons l’équation de Vlasov-Poisson dans le cas test des ondes KEEN :

∂tf + v∂xf + (E − Eapp)∂vf = 0, ∂xE =

∫

R

fdv − 1, (6.1.1)

où le champ électrique de guidage appliqué Eapp(t, x) est de la forme

Eapp(t, x) = Emaxka(t) sin(kx− ωt),

où

a(t) =
0.5(tanh( t−tL

twL
)− tanh( t−tR

twR
))− ǫ

1− ǫ
,
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ǫ = 0.5

(
tanh

(
t0 − tL
twL

)
− tanh

(
t0 − tR
twR

))

est l’amplitude, t0 = 0, tL = 69, tR = 307, twL = twR = 20, k = 0.26, ω = 0.37 et
Emax = 0.2. La condition initiale vaut

f0(x, v) =
1√
2π

exp

(
−v2

2

)
, (x, v) ∈ [0, 2π/k]× [−6, 6].

La simulation numérique des ondes KEEN est un challenge puisque ce cas test développe de
fines structures en temps long, nécessitant un maillage fin de l’espace des phases ainsi qu’un
faible pas de temps.

6.2 Implémentation sur maillage uniforme

Une méthode semi-Lagrangienne classique permettant de résoudre l’équation de Vlasov
(6.1.1) est le splitting directionnel. Les techniques de splitting (splitting de Strang ou split-
tings d’ordre plus élevé) conduisent à

∂tf + v∂xf = 0, ∂tf + (E − Eapp)∂vf = 0,

i.e. une succession de N ∈ {Nx, Nv} équations d’advection 1D à vitesse constante puisque
le champ électrique E ainsi que le champ électrique de guidage appliqué Eapp ne dépendent
pas de la vitesse.

Considérons une subdivision du domaine Ω par un maillage uniforme de N cellules
Ci = [xi, xi+1] avec i = 0, ..., N − 1. Soit ∆x le pas d’espace, ∆t le pas de temps et tn = n∆t.
Au niveau continu, la solution d’une équation d’advection constante

∂tf + a∂xf = 0, f = f(t, x), x ∈ Ω, t ≥ 0 (6.2.1)

vérifie f(tn+1, xi) = f(tn, xi − a∆t). Nous avons déjà détaillé, dans ce manuscrit, plusieurs
méthodes de résolution de cette équation sur maillage uniforme que nous résumons dans les
deux parties suivantes.

6.2.1 Schémas de Lagrange et splines cubiques

Nous rappelons la méthode utilisée dans le chapitre précédent et pour laquelle une
accélération en GPU a été mise en oeuvre en CUDA. Afin de mettre à jour fn+1

i ≃ f(tn+1, xi),
nous utilisons le fait que

fn+1
i ≃ f(tn+1, xi) = f(tn, xi − a∆t)

où le terme f(tn, xi − a∆t) est calculé par interpolation au temps tn. Les conditions aux
bords périodiques nous permettent d’écrire fn+1 = Afn où A est une matrice circulante de
taille N ×N :

A :=




a0 a1 . . . . . . aN−1
aN−1 a0 a1 . . . aN−2
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
a1 . . . . . . aN−1 a0


 .
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Les matrices circulantes étant diagonalisables dans la base de Fourier, l’utilisation de la FFT
permet, dans ce cas, un produit matrice/vecteur efficace. De plus, nous utilisons la même
forme pour les différentes interpolations :

— LAG(2d+1) : Lagrange symétrique d’ordre p = 2d+ 1
— SPL(p) : B-splines d’ordre p
— SPL3 correspond aux splines cubiques classiques.

La complexité de calcul est alors largement indépendante de p.

6.2.2 Schéma SLDG

Nous rappelons le principe du schéma SLDG sur maillage uniforme décrit dans le chapitre
3 afin de résoudre l’équation d’advection linéaire (6.2.1). Soit d ∈ N. Sur chaque cellule Ci =
[xi, xi+1], nous plaçons d + 1 points de Gauss {xij}(i,j)∈{0,...,N−1}×{0,...,d} et nous considérons
ϕij le polynôme de Lagrange aux points de Gauss xij restreint à la cellule i. En écrivant
fn ≈ f(tn, ·) sous la forme

fn(x) =
∑

i,j

fn
ijϕij(x)

les degrés de liberté fn
ij ≈ f(tn, xij) sont donnés par

ωj∆xfn
ij =

∫

R

fn(x)ϕij(x)dx.

En utilisant l’équation d’advection pour mettre à jour les degrés de liberté, nous obtenons
le schéma :

ωj∆xfn+1
ij =

∫

R

fn(x− a∆t)ϕij(x)dx.

Nous définissons i⋆ et α tel que xi − a∆t = xi⋆ + α∆x. Nous pouvons alors obtenir une
formulation explicite du schéma :

ωjf
n+1
ij =

d∑

ℓ=0

fn
i⋆,ℓ

∫

R

ϕℓ(α + s)ϕj(s)ds

+
d∑

ℓ=0

fn
i⋆+1,ℓ

∫

R

ϕℓ(α + s− 1)ϕj(s)ds

où ϕℓ est le polynôme de Lagrange au point de Gauss zℓ sur l’intervalle [0, 1] et restreint
à l’intervalle [0, 1]. Ce schéma a la propriété d’être superconvergent en temps long (voir
chapitre 3).

6.3 Schéma SLDG sur maillage non uniforme

Le schéma SLDG peut être adapté sur un maillage non uniforme. Les termes des matrices
de masse

∫
R
ϕℓ(α+s)ϕj(s)ds et

∫
R
ϕℓ(α+s−1)ϕj(s)ds dans le cas uniforme ne sont plus des

polynômes en α dans le cas d’un maillage non uniforme. Nous les évaluerons avec la formule
de quadrature de Gauss.
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Nous considérons toujours l’équation d’advection linéaire à vitesse constante (6.2.1) où
le maillage est supposé maintenant non uniforme avec des pas d’espace valant :

∆xi+1/2 = xi+1 − xi, i = 0, ..., N − 1.

Le pas de temps ∆t et les pas d’espace ∆xi+1/2 sont supposés constants en temps. Des
conditions périodiques sont utilisées. Nous suivons la description du schéma SLDG donnée
dans [25] en l’adaptant au cas non uniforme.

Notons fn(x) = f(tn, x). En suivant les caractéristiques, nous avons pour toute fonc-
tion ϕ :

∫ xi+1

xi

fn+1(x)ϕ(x)dx =

∫ xi+1

xi

fn(x− a∆t)ϕ(x)dx (6.3.1)

=

∫ xi+1−a∆t

xi−a∆t

fn(x)ϕ(x+ a∆t)dx (6.3.2)

Soit d ∈ N. Sur chaque cellule Ci = [xi, xi+1], nous plaçons d + 1 points de Gauss notés
par {xij}(i,j)∈{0,...,N−1}×{0,...,d}. De plus, nous notons par {zj}j∈{0,...,d} les points de Gauss sur
l’intervalle [0, 1] et {ωj}j∈{0,...,d} leurs poids correspondants. Nous considérons les polynômes
de Lagrange aux points zj restreint à l’intervalle [0, 1] :

ϕj(x) =
∏

ℓ,ℓ 6=j

x− zℓ
zj − zℓ

pour x ∈ [0, 1], ϕj(x) = 0 sinon

et le polynôme correspondant sur la cellule Ci :

ϕij(x) = ϕj

(
x− xi

∆xi+1/2

)
.

Nous décomposons fn sous la forme

fn(x) =
∑

i,j

fn
ijϕij(x).

En injectant cette décomposition dans (6.3.2), le membre de gauche devient :

∫ xi+1

xi

fn+1(x)ϕi,j(x)dx =

∫ xi+1

xi

N−1∑

i′=0

d∑

j′=0

fn+1
i′,j′ ϕi′,j′(x)ϕi,j(x)dx

=

∫ xi+1

xi

fn+1
i,j ϕ2

i,j(x)dx

= fn+1
i,j ∆xi

∫ 1

0

ϕ2
i,j(y∆xi+1/2 + xi)dy

= fn+1
i,j ∆xi

d∑

j′=0

ωj′ϕ
2
i,j(zj′∆xi+1/2 + xi)

= fn+1
i,j ∆xi ωj.
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Nous notons par i⋆ l’entier tel que xi − a∆t ∈ [xi⋆ , xi⋆+1[ et par αi ∈ [0, 1[ le réel défini par :

αi∆xi⋆+1/2 = (xi − a∆t)− xi⋆ .

Ces notations sont illustrées dans la figure 6.1.

xi⋆

x(i+1)⋆

αi∆xi⋆+1/2

αi+1∆x(i+1)⋆+1/2

tn

xi xi+1

tn+1

Figure 6.1 – Notations i⋆ et αi

Grâce à ces notations, nous pouvons évaluer le membre de droite de la relation (6.3.2) :

∫ xi+1−a∆t

xi−a∆t

fn(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx =

∫ xi+1−a∆t

xi−a∆t

N−1∑

i′=0

d∑

j′=0

fn
i′,j′ϕi′,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx

=

∫ x(i+1)⋆+αi+1∆x(i+1)⋆+1/2

xi⋆+αi∆xi⋆+1/2

N−1∑

i′=0

d∑

j′=0

fn
i′,j′ϕi′,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx

=

∫ xi⋆+1

xi⋆+αi∆xi⋆+1/2

d∑

j′=0

fn
i⋆,j′ϕi⋆,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx

+

(i+1)⋆−1∑

k=i⋆+1

∫ xk+1

xk

d∑

j′=0

fn
k,j′ϕk,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx

+

∫ x(i+1)⋆+αi+1∆x(i+1)⋆+1/2

x(i+1)⋆

d∑

j′=0

fn
(i+1)⋆,j′ϕ(i+1)⋆,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx

Comme dans le cas uniforme, nous cherchons une formulation pour les 3 termes de la dernière
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expression :

∫ xi⋆+1

xi⋆+αi∆xi⋆+1/2

d∑

j′=0

fn
i⋆,j′ϕi⋆,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx (6.3.3)

(i+1)⋆−1∑

k=i⋆+1

∫ xk+1

xk

d∑

j′=0

fn
k,j′ϕk,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx (6.3.4)

∫ x(i+1)⋆+αi+1∆x(i+1)⋆+1/2

x(i+1)⋆

d∑

j′=0

fn
(i+1)⋆,j′ϕ(i+1)⋆,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx (6.3.5)

sous la forme d’une matrice de masse faisant intervenir les intégrales de la forme

∫ 1

0

ϕj′(Au)ϕj (Bu+ C) du

où A,B et C sont à déterminer.

Etude du terme (6.3.3)

En faisant le changement de variable s = x−xi⋆

∆xi⋆+1/2
, nous obtenons

∫ xi⋆+1

xi⋆+αi∆xi⋆+1/2

d∑

j′=0

fn
i⋆,j′ϕi⋆,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx

= ∆xi⋆+1/2

d∑

j′=0

fn
i⋆,j′

∫ 1

αi

ϕj′(s)ϕj

(
(s− αi)

∆xi⋆+1/2

∆xi+1/2

)
ds.

Alors, le changement de variable u = s−αi

1−αi
, conduit à

∆xi⋆

d∑

j′=0

fn
i⋆,j′

∫ 1

αi

ϕj′(s)ϕj

(
(s− αi)

∆xi⋆+1/2

∆xi+1/2

)
ds

= (1− αi)∆xi⋆+1/2

d∑

j′=0

fn
i⋆,j′

∫ 1

0

ϕj′(u(1− αi) + αi)ϕj

(
u(1− αi)

∆xi⋆+1/2

∆xi+1/2

)
du

= (1− αi)∆xi⋆+1/2

d∑

j′=0

fn
i⋆,j′

∫ 1

0

ϕj′(A
(1)u+D(1))ϕj

(
B(1)u

)
du.

avec A(1) = (1− αi), B
(1) = (1− αi)

∆xi⋆+1/2

∆xi+1/2
et D(1) = αi.

Etude du terme (6.3.4)
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En faisant le changement de variable s = x−xk

∆xk+1/2
, nous obtenons

(i+1)⋆−1∑

k=i⋆+1

∫ xk+1

xk

d∑

j′=0

fn
k,j′ϕk,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx

=

(i+1)⋆−1∑

k=i⋆+1

∆xk+1/2

d∑

j′=0

fn
k,j′

∫ 1

0

ϕj′(s)ϕj

(
s
∆xk+1/2

∆xi+1/2

+
xk − (xi⋆ + αi∆xi⋆+1/2)

∆xi+1/2

)
ds

=

(i+1)⋆−1∑

k=i⋆+1

∆xk+1/2

d∑

j′=0

fn
k,j′

∫ 1

0

ϕj′(A
(2)u)ϕj

(
B(2)u+ C(2)

)
du.

avec A(2) = 1, B(2) =
∆xk+1/2

∆xi+1/2
et C(2) =

xk−(xi⋆+αi∆xi⋆+1/2)

∆xi+1/2
.

Etude du terme (6.3.5)

En faisant le changement de variable s =
x−x(i+1)⋆

∆x(i+1)⋆+1/2
, nous obtenons

∫ x(i+1)⋆+αi+1∆x(i+1)⋆+1/2

x(i+1)⋆

d∑

j′=0

fn
(i+1)⋆,j′ϕ(i+1)⋆,j′(x)ϕi,j(x+ a∆t)dx

= ∆x(i+1)⋆+1/2

d∑

j′=0

fn
(i+1)⋆,j′

∫ αi+1

0

ϕj′(s)ϕj

(
s
∆x(i+1)∗+1/2

∆xi+1/2

+
x(i+1)⋆ − (xi⋆ + αi∆xi⋆+1/2)

∆xi+1/2

)
ds.

Alors, le changement de variable u = s
αi+1

, conduit à

∆x(i+1)⋆+1/2

d∑

j′=0

fn
(i+1)⋆,j′

∫ αi+1

0

ϕj′(s)ϕj

(
s
∆x(i+1)⋆

∆xi

+
x(i+1)⋆−1/2 − (xi⋆−1/2 + αi∆xi⋆)

∆xi

)
ds

= αi+1∆x(i+1)⋆+1/2

d∑

j′=0

fn
(i+1)⋆,j′

∫ 1

0

ϕj′(uαi+1)×

ϕj

(
uαi+1

∆x(i+1)⋆+1/2

∆xi+1/2

+
x(i+1)⋆ − (xi⋆ + αi∆xi⋆+1/2)

∆xi+1/2

)
du

= αi+1∆x(i+1)⋆+1/2

d∑

j′=0

fn
(i+1)⋆,j′

∫ 1

0

ϕj′(A
(3)u)ϕj

(
B(3)u+ C(3)

)
du.

avec A(3) = αi+1, B
(3) = αi+1

∆x(i+1)⋆+1/2

∆xi+1/2
et C(3) =

x(i+1)⋆−(xi⋆+αi∆xi⋆+1/2)

∆xi+1/2
.

Finalement, nous obtenons une formulation explicite pour le schéma SLDG dans le
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cas non uniforme :

fn+1
i,j =

1

ωj

(
(1− αi)

∆xi⋆+1/2

∆xi+1/2

d∑

j′=0

fn
i⋆,j′

∫ 1

0

ϕj′(A
(1)u+D(1))ϕj

(
B(1)u

)
du

+

(i+1)⋆−1∑

k=i⋆

∆xk+1/2

∆xi+1/2

d∑

j′=0

fn
k,j′

∫ 1

0

ϕj′(A
(2)u)ϕj

(
B(2)u+ C(2)

)
du

+ αi+1

∆x(i+1)⋆+1/2

∆xi+1/2

d∑

j′=0

fn
(i+1)⋆,j′

∫ 1

0

ϕj′(A
(3)u)ϕj

(
B(3)u+ C(3)

)
du

)
.

Afin de calculer les intégrales intervenant dans les matrices de masse, nous utilisons la formule
de quadrature de Gauss. Plus précisément, nous avons pour tout j, j′ :

∫ 1

0

ϕj′(Au)ϕj (Bu+ C) du =
d∑

k=0

ωkϕj′(Azk)ϕj (Bzk + C) .

6.4 Résultats numériques

Dans le cas des ondes KEEN, une haute résolution de l’espace des phases est nécessaire
pour les vitesses autour de ω/k. Nous avons choisi un maillage non uniforme simple constitué
d’un maillage uniforme grossier et d’une zone uniforme raffinée tel que décrit sur la Figure
6.2. Les tailles des cellules sur les grilles grossière et fine valent

∆vcoarse =
vmax − vmin

Ncoarse

, ∆vfine =
vmax − vmin

Nfine

où Nfine est un multiple de Ncoarse. La zone raffinée est choisie avec 0 ≤ i1 < i2 ≤ Ncoarse et
le nombre total de cellules vaut

N = i1 +Nf +Ncoarse − i2, Nf =
Nfine

Ncoarse

(i2 − i1).

Nfi1 Ncoarse − i2

v0 = vmin vi1 vi1+Nf vN = vmax

Figure 6.2 – Maillage simple non uniforme

Les figures 6.3 présentent la variation de la fonction de distribution f(1000, x, v)−f0(x, v)
au temps T = 1000. Le maillage utilisé en espace est uniforme et le schéma d’advection utilisé
est le schéma de Lagrange 17 pour les deux figures. Nous avons utilisé un maillage raffiné
en vitesse puisque les ondes KEEN sont localisées autour de la vitesse du drive. Pour la
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figure du haut, le schéma SLDG non uniforme est utilisé en vitesse alors que les splines
cubiques non uniformes sont utilisées pour la figure du bas. Les résultats sont très proches et
l’on n’observe pas de décalage malgré le temps élevé (T = 1000). Les figures 6.4 présentent
les valeurs absolues des 3 premiers modes de Fourier de ρ en fonction du temps. Comme
précédemment, le maillage utilisé en espace est uniforme et le schéma d’advection utilisé est
Lagrange 17 pour les deux figures ; en vitesse, pour la figure du haut, le schéma SLDG non
uniforme est utilisé alors que les splines cubiques non uniformes sont utilisées pour la figure
du bas. On observe une bonne adéquation des modes de Fourrier par rapport à la solution
convergée (LAG17 uniforme en espace et en vitesse, Nx = Nv = 2048, sur GPU). A partir
du temps T = 400, des différences commencent à apparâıtre et sont plus marquées à partir
du temps T = 500. De nouveau, les deux schémas non uniformes donnent des résultats très
proches.

6.5 Conclusion

Le schéma SLDG non uniforme, qui est d’ordre élevé, donne des résultats similaires par
rapport à l’implémentation par splines cubiques non uniformes préexistante, ce qui valide
cette méthode. Ce schéma admet une propriété de superconvergence en temps long pour
l’équation d’advection linéaire à vitesse constante. Le solveur de Vlasov-Poisson 1D × 1D
non uniforme permet de réduire le nombre de points ; ceci est encourageant pour les futures
simulations 2D × 2D. Un travail permettant l’accélération du code non uniforme SLDG est
envisagé avec à terme une intégration dans la librairie SELALIB.
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Figure 6.3 – f(1000, x, v)−f0(x, v), ∆t = 0.1. Solution sur un maillage uniforme en espace
(LAG17, Nx = 256) et un maillage uniforme raffiné en vitesse avec (en haut) le schéma
SLDG non uniforme, d = 2 et Nv = 374 (Ncoarse = 64, Nfine = 2048, i1 = 34, i2 = 44) (en
bas) splines cubiques non uniformes et Nv = 374 × 3 (Ncoarse = 64 × 3, Nfine = 2048 × 3,
i1 = 34× 3, i2 = 44× 3)
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Figure 6.4 – Valeurs absolues des 3 premiers modes de Fourier de ρ par rapport au temps.
Solution de référence avec LAG17 Nx = Nv = 2048 sur GPU en double précision (rouge,
vert et bleu) comparé à la solution sur un maillage uniforme en espace (LAG17, Nx = 256)
et un maillage uniforme raffiné en vitesse. avec (en haut) schéma SLDG non uniforme, d = 2
et Nv = 374 (Ncoarse = 64, Nfine = 2048, i1 = 34, i2 = 44) (en bas) splines cubiques non
uniformes et Nv = 374× 3 (Ncoarse = 64× 3, Nfine = 2048× 3, i1 = 34× 3, i2 = 44× 3)
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Troisième partie

Modèle gyrocinétique
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L’effort de calcul pour résoudre numériquement le système de Vlasov-Maxwell en 6 di-
mensions décrivant la turbulence dans les plasmas de tokamak reste encore hors de portée
pour les supercalculateurs actuels. Toutes les simulations numériques effectuées jusqu’à
présent dans ce domaine prennent en considération le modèle gyrocinétique pour réduire
ce problème d’une dimension. Cette considération prend en compte le fait que (i) les fluctua-
tions électromagnétiques se produisent sur des échelles de temps beaucoup plus longues que
la période de giration des particules chargées (ω/Ωc ≪ 1 avec ω la fréquence de fluctuation
et Ωc la fréquence cyclotronique), et (ii) la longueur d’onde de ces fluctuations est beaucoup
plus petite que la grandeur caractéristique des gradients du champ magnétique, de la densité
et de la température. Voir [89] pour un examen détaillé dans le cadre gyrocinétique et les
simulations du transport turbulent dans les plasmas de fusion. Le modèle gyrocinétique peut
être dérivé (voir [96]) en moyennant sur la giration rapide des particules chargées autour des
lignes de champ magnétique. La configuration magnétique toröıdale considérée ici est sim-
plifiée. En effet, les surfaces de flux magnétique sont supposées être des tores concentriques
avec des sections transversales circulaires. Le nouveau jeu de coordonnées 5D correspond à :
(i) les coordonnées de l’espace toröıdal 3D (r, θ, ϕ) (avec r la direction radiale, θ et ϕ l’angle
polöıdal (resp. toröıdal)), et (ii) 2D dans l’espace des vitesses avec v‖ la vitesse parallèle aux
lignes de champ magnétique et µ = mv2⊥/(2B) le moment magnétique où v⊥ représente la
vitesse dans le plan orthogonal au champ magnétique. Il est important de noter que dans
ce contexte µ est un invariant adiabatique, de sorte qu’il joue le rôle d’un paramètre dans
l’équation de Vlasov 5D gyrocinétique.

Dans la suite, le problème 4D correspond au cas où l’on considère une valeur unique
de µ, i.e. le même rayon de Larmor est considéré pour toutes les particules (µ = 0 dans le
chapitre 7, µ fixé quelconque dans la section 8.5.1 du chapitre 8). Dans le problème 5D que
nous considérons dans la section 8.5.2 du chapitre 8 et dans le chapitre 9, plusieurs valeurs
de µ sont considérées pour tenir compte de la dépendance du rayon de Larmor par rapport
à v⊥.

L’évolution en temps de la fonction de distribution f du centre guide est donnée par
l’équation gyrocinétique conservative (voir aussi Eqs (17)-(20) dans [89]) :

B∗‖
∂f

∂t
+∇∇∇ ·

(
B∗‖

dxG

dt
f

)
+

∂

∂vG‖

(
B∗‖

dvG‖
dt

f

)
= 0 (6.5.1)

où xG et vG‖ sont respectivement les coordonnées d’espace et la vitesse parallèle des centres
guides. Dans la limite électrostatique, pour une particule de masse m et de charge q les
équations du mouvement des centres guides sont données par

dxG

dt
= vG‖b

∗ + vE×B + vD (6.5.2)

m
dvG‖
dt

= −µ∇∇∇∗‖B − q∇∇∇∗‖Φ̄ +mvG‖vE×B ·
∇∇∇B

B
(6.5.3)

où ∇∇∇∗‖ ≡ b∗ · ∇∇∇, tandis que b∗ et B∗‖ sont définis par :

b∗ ≡ B

B∗‖
+

mvG‖
qB∗‖B

∇∇∇×B (6.5.4)

B∗‖ ≡ B +
mvG‖
qB

b · (∇∇∇×B) . (6.5.5)
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Le drift ’E×B’ est égal à vE×B = (1/B∗‖)b×∇∇∇Φ̄ tandis que la courbure du drift est définie

par vD =

(
mv2

G‖
+µB

qB∗
‖

)
b× ∇∇∇B

B
.

La fonction en cinq dimensions ainsi obtenue doit être auto-cohérente couplée avec les
équations de Maxwell. Dans la suite, nous considérons l’approximation électrostatique, où
les équations de Maxwell sont réduites à une équation de quasi-neutralité qui est l’équivalent
asymptotique de l’équation de Poisson. Etant donné que l’équation de Poisson est définie
sur les coordonnées des particules, la résolution du système de Vlasov-Poisson gyrocinétique
nécessite un opérateur qui transforme l’espace de phase gyrocentré dans l’espace des
phases des particules. Cet opérateur est l’opérateur de gyromoyenne (noté J√2µ) que nous
détaillerons dans le chapitre 8. Nous référons à une abondante littérature concernant ce
sujet (voir [85, 102, 105] ainsi les références contenues dans ces articles). Le potentiel
électrostatique gyromoyenné J√2µΦ est la solution de l’équation de quasi-neutralité 3D
auto-consistante couplée :

1

Ti

(Φ− Φ̃) +
1

Te(r)
(Φ− 〈Φ〉) = 1

n0(r)
J√2µ

(∫
f − feqdv

)
, (6.5.6)

Φ̃(x) :=
1

Ti(r)

∫

R+

J 2√
2µ(Φ)(x)e

−µ/Tidµ, 〈Φ〉(r, θ) = 1

L

∫ L

0

Φ(r, θ, z)dz

où Ti, Te, n0 sont des profils de température et de densité qui seront définis plus tard. Nous
utiliserons également une seconde version de l’équation de quasi-neutralité

−
(
∂2
rΦ +

(
1

r
+

∂rn0(r)

n0(r)

)
∂rΦ +

1

r2
∂2
θΦ

)
+

1

Te(r)
(Φ− 〈Φ〉) = 1

n0(r)
J√2µ

(∫
f − feqdv

)
. (6.5.7)

Les liens entre ces deux équations seront effectués dans le chapitre 9.

Le modèle SLAB 4D est un modèle simplifié du système d’équations (6.5.1)-(6.5.7). Un
plasma périodique cylindrique de rayon a et de longueur 2πR (avec R le grand rayon)
est considéré comme cas limite d’un tore étiré. Le plasma est confiné par un fort champ
magnétique uniforme B = Bez où ez représente le vecteur unitaire dans la direction toröıdale
z. Avec ces hypothèses, les drifts de vitesse sont réduits au drift E×B. Ce cas SLAB 4D est
équivalent à celui traité dans [81] ou [80]. L’équation satisfaite par la fonction de distribution
des ions f(t, r, θ, z, v) suivant le mouvement du centre guide vaut :

∂tf −
(
∂θJ√2µΦ

r

)
∂rf +

(
∂rJ√2µΦ

r

)
∂θf +

v∂zf −
(
∂zJ√2µΦ

)
∂vf = 0. (6.5.8)

pour (r, θ, z, v) ∈ [rmin, rmax]× [0, 2π]× [0, L]× [−vmax, vmax]. Le modèle Drift-Kinetic SLAB
4D est une simplification de ce modèle en imposant la condition µ = 0. Il décrit alors la
dynamique des plasmas sans effet du rayon de Larmor sur les électrons (voir [80] et [81]).
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Après avoir décrit les 3 opérateurs (équation de Vlasov, équation de quasi-neutralité et
opérateur de gyromoyenne), l’objectif de cette partie est de proposer et de comparer des
méthodes numériques pour ces opérateurs pour au moins le modèle SLAB 4D.
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Chapitre 7

Interpolation de type Hermite

Dans ce chapitre, nous présentons un opérateur d’interpolation de type Hermite en
géométrie polaire. La méthode semi-Lagrangienne BSL [6] permettant de résoudre l’équation
d’advection 2D consiste en une interpolation de la fonction advectée au pied des ca-
ractéristiques. Nous comparerons l’interpolation d’Hermite à l’interpolation plus classique
par splines cubiques pour la méthode BSL dans le cadre de la résolution numérique du
modèle Drift-Kinetic 4D en géométrie SLAB.

7.1 Opérateur d’interpolation d’Hermite

7.1.1 Introduction

Nous présentons, dans cette section, l’opérateur d’interpolation d’Hermite. Cette méthode
d’interpolation consiste à reconstruire une fonction polynomiale de degré 3 sur une cellule
de telle sorte à ce que cette fonction polynomiale (resp. sa dérivée) cöıncide avec les valeurs
de la fonction à interpoler (resp. sa dérivée) aux bords de la cellule. Pour cela, les valeurs
des dérivées sont reconstruites à partir des valeurs nodales de la fonction à interpoler par
différences finies d’ordre d quelconque. La méthode d’interpolation d’Hermite reste d’ordre 3
ce qui en permet une utilisation souple. Malgré cette complexité peu importante, il est pos-
sible d’améliorer les performances de l’interpolation par l’augmentation de l’ordre arbitraire
de reconstruction des dérivées. De plus, l’interpolation d’Hermite est locale ; elle ne nécessite
que quelques points (selon le degré de reconstruction des dérivées) autour de la position
cible de l’interpolation contrairement à l’approche par splines cubiques par exemple, mais en
nécessitant tout de même plus de points que les splines locales [82]. Une reconstruction par
interpolation d’Hermite a déjà été étudiée dans la section 2.2.2 du chapitre 2 (schémas LAG
3, PPM 0, PPM 1 et PPM 2) afin de reconstruire la primitive de la solution de l’équation
d’advection sur chaque cellule.

7.1.2 Cas d’un maillage unidimentionnel

Nous détaillons ici l’opérateur d’interpolation d’Hermite dans le cas unidimentionnel
avant d’aborder le cas polaire dans la prochaine partie. Ainsi, considérons le domaine Ω =
[a, b] ⊂ R divisé en N cellules :

Ci = [xi, xi+1], i = 0, ..., N − 1.
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Nous supposons ici que le maillage est uniforme : le pas d’espace ∆x satisfait

∆x = xi+1 − xi =
b− a

N
, i = 0, ..., N − 1.

Soit α ∈ [0, 1[. La reconstruction de f par interpolation d’Hermite sur la cellule Ci s’écrit :

f(xi + α∆x) ≈ (2α + 1)(1− α)2f(xi) + α2(3− 2α)f(xi+1)

+ α(1− α)2f ′(x+
i ) + α2(α− 1)f ′(x−i+1).

Les dérivées à droite et à gauche aux interfaces des cellules sont reconstruites par différences
finies d’ordre quelconque d :

f ′(x−i )i=0..N ≈ Ψ−d (f(xi)i=0..N), f ′(x+
i )i=0..N ≈ Ψ+

d (f(xi)i=0..N)

où les opérateurs Ψ±d : RN+1 → RN+1 valent :

(Ψ−d (X))i =

s−d∑

k=r−d

ω−k,dXi+k, (Ψ+
d (X))i =

s+d∑

k=r+d

ω+
k,dXi+k

avec

ω±k,d =

s±d∏

j=r±d , j 6=k,0

(−j)
/ s±d∏

j=r±d , j 6=k

(k − j)

pour k 6= 0 et

ω±0,d = −
s±d∑

k=r±d , k 6=0

ωk,d.

Pour une reconstruction d’ordre pair d = 2p, le stencil vaut :

r−d = −p, s−d = p, r+d = −p+ 1, s+d = p+ 1

et pour une reconstruction d’ordre impair d = 2p+ 1, nous avons :

r−d = r+d = −p, s−d = s+d = p+ 1.

Remarque 7.1.1.

(1) Pour d = 3, l’interpolation d’Hermite cöıncide avec celle de Lagrange d’ordre 3.

(2) Nous observons que dans le cas de l’ordre impair, la reconstruction est décentrée et la
fonction dérivée ainsi reconstruite sera de classe C0.

7.1.3 Cas d’un maillage polaire

Considérons à présent un maillage polaire uniforme sur le domaine [rmin, rmax] × [0, 2π]
comprenant Nr ×Nθ cellules :

Cij = [ri, ri+1]× [θj, θj+1], i = 0..Nr − 1, j = 0..Nθ − 1
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où

ri = rmin + i
rmax − rmin

Nr

, i = 0, ..., Nr,

θj = j
2π

Nθ

, j = 0, ..., Nθ.

L’interpolation d’Hermite sur maillage polaire est alors une succession d’interpolations d’Her-
mite unidimensionnelles. Plus précisément, pour évaluer f(r̃, θ̃) où (r̃, θ̃) ∈ Cij, nous suivons
l’algorithme suivant :

— Sur [θj, θj+1], interpolation de la fonction f(ri, .) pour évaluer f(ri, θ̃).
— Sur [θj, θj+1], interpolation de la fonction f(ri+1, .) pour évaluer f(ri+1, θ̃).
— Sur [θj, θj+1], interpolation de la fonction ∂rf(r

+
i , .) pour évaluer ∂rf(r

+
i , θ̃).

— Sur [θj, θj+1], interpolation de la fonction ∂rf(r
−
i+1, .) pour évaluer ∂rf(r

−
i+1, θ̃).

— Sur [ri, ri+1], interpolation de la fonction f(., θ̃) en utilisant les 4 évaluations
précédentes pour calculer f(r̃, θ̃).

Afin de réaliser ces interpolations 1D, nous construisons, dans un premier temps, les dérivées
partielles aux interfaces des cellules :

(∂rf(r
+
i , θj))i=0,...,Nr ≈ Ψ+

d (f(ri, θj)i=0,..,Nr) ∀j = 0, .., Nθ

(∂rf(r
−
i , θj))i=0,...,Nr ≈ Ψ−d (f(ri, θj)i=0,..,Nr) ∀j = 0, .., Nθ

(∂θf(ri, θ
+
j ))j=0,...,Nθ

≈ Ψ+
d (f(ri, θj)j=0,..,Nθ

) ∀i = 0, .., Nr

(∂θf(ri, θ
−
j ))j=0,...,Nθ

≈ Ψ−d (f(ri, θj)j=0,..,Nθ
) ∀i = 0, .., Nr

puis les dérivées secondes :

(∂r,θf(r
+
i , θ

+
j ))i=0,...,Nr ≈ Ψ+

d (∂θf(ri, θ
+
j )i=0,..,Nr) ∀j = 0, .., Nθ

(∂r,θf(r
−
i , θ

+
j ))i=0,...,Nr ≈ Ψ−d (∂θf(ri, θ

+
j )i=0,..,Nr) ∀j = 0, .., Nθ

(∂r,θf(r
+
i , θ

−
j ))i=0,...,Nr ≈ Ψ+

d (∂θf(ri, θ
−
j )i=0,..,Nr) ∀j = 0, .., Nθ

(∂r,θf(r
−
i , θ

−
j ))i=0,...,Nr ≈ Ψ−d (∂θf(ri, θ

−
j )i=0,..,Nr) ∀j = 0, .., Nθ.

Nous noterons PPM(p) l’opérateur d’interpolation d’Hermite polaire pour une reconstruction
des dérivées de degré pair : d = 2p et LAGH(d) dans le cas d’une reconstruction de degré
impair : d = 2p + 1. Cet opérateur sera utilisé dans la section suivante ainsi que pour le
calcul de l’opérateur de gyromoyenne (chapitre 8).

7.2 Modèle Drift-Kinetic SLAB 4D et méthode de

splitting

Le modèle Drift-Kinetic SLAB 4D décrit la dynamique des plasmas sans effet du rayon
de Larmor. L’équation satisfaite par la fonction de distribution f(t, r, θ, z, v) suivant le mou-
vement du centre guide vaut :

∂tf −
∂θΦ

r
∂rf +

∂rΦ

r
∂θf + v∂zf − ∂zΦ∂vf = 0 (7.2.1)
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pour (r, θ, z, v) ∈ [rmin, rmax] × [0, 2π] × [0, L] × [−vmax, vmax]. Le potentiel auto-consistant
Φ = Φ(r, θ, z) résout l’équation de quasi-neutralité

−
(
∂2
rΦ +

(
1

r
+

∂rn0(r)

n0(r)

)
∂rΦ +

1

r2
∂2
θΦ

)
+

1

Te(r)
(Φ− λ〈Φ〉) = 1

n0(r)

∫

R

fdv − 1, (7.2.2)

〈Φ〉(r, θ) = 1

L

∫ L

0

Φ(r, θ, z)dz

où λ vaut 1 ou 0 suivant que l’on considère le terme 〈Φ〉 ou non (avec/sans zonal flow). Afin
de traiter le cas 4D, une méthode classique consiste à effectuer un splitting directionnel
(voir [80], [86]) :

— Résolution de l’équation 1D d’advection ∂tf + v∂zf = 0 sur ∆t/2 par une méthode
semi-Lagrangienne avec interpolation par splines cubiques.

— Résolution de l’équation 1D d’advection ∂tf −∂zΦ∂vf = 0 sur ∆t/2 par une méthode
semi-Lagrangienne avec interpolation par splines cubiques.

— Résolution de l’équation de quasi-neutralité par FFT en θ, z et différences finies
d’ordre 2 en r.

— Calcul des dérivées (∂rΦ, ∂θΦ, ∂zΦ) par splines cubiques en r, θ et différences finies
d’ordre 2 en z.

— Résolution de l’advection 2D en (r, θ).
— Résolution de l’équation 1D d’advection ∂tf −∂zΦ∂vf = 0 sur ∆t/2 par une méthode

semi-Lagrangienne avec interpolation par splines cubiques.
— Résolution de l’équation 1D d’advection ∂tf + v∂zf = 0 sur ∆t/2 par une méthode

semi-Lagrangienne avec interpolation par splines cubiques.

Ce splitting est d’ordre 2 en temps (voir [80] pour une preuve formelle). Pour l’étape d’ad-
vection 2D, nous utilisons la méthode semi-Lagrangienne classique BSL [6] qui consiste à
calculer le pied des caractéristiques et interpoler la fonction de distribution en ces points.
Pour cette dernière étape d’interpolation, nous utilisons soit les splines cubiques, soit l’in-
terpolateur d’Hermite (PPM et LAGH). Une méthode alternative pour l’étape d’advection
2D est proposée dans [77], permettant une meilleure conservation de la masse et de l’énergie
totale. Voir également [78, 79] pour une autre reconstruction 2D appliquée au centre-guide
et au modèle Drift-Kinetic.

7.3 Résultats numériques

Nous résolvons le système d’équations (7.2.1)-(7.2.2) par la méthode de splitting décrite
ci-dessus en utilisant la plate-forme SELALIB [67]. La fonction de distribution initiale est
donnée par

f(t = 0, r, θ, z, v) = feq(r, v)

[
1 + ε exp

(
−(r − rp)

2

δr

)
cos

(
2πn

L
z +mθ

)]
,

où la fonction d’équilibre vaut :

feq(r, v) =
n0(r) exp

(
− v2

2Ti(r)

)

(2πTi(r))1/2
.
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Les profils {Ti, Te, n0} ont pour expression analytique :

P(r) = CP exp
(
−κPδrP tanh

(
r − rp
δrP

))
, P ∈ {Ti, Te, n0},

avec les constantes

CTi
= CTe = 1, Cn0 =

rmax − rmin
∫ rmax

rmin
exp

(
−κn0δrn0 tanh

(
r−rP
δrn0

))
dr

.

Les paramètres sont ceux du cas MEDIUM de [86]

rmin = 0.1, rmax = 14.5,

κn0 = 0.055, κTi
= κTe = 0.27586,

δrTi
= δrTe =

δrn0

2
= 1.45, ε = 10−6, n = 1, m = 5,

L = 1506.759067, rp =
rmin + rmax

2
, δr =

4δrn0

δrTi

.

Nous nous intéressons à l’évolution en temps de la masse totale :

M(t) =

∫ rmax

rmin

∫ 2π

0

∫ L

0

∫

R

f(t, r, θ, z, v)rdvdzdθdr,

de l’énergie totale :

E(t) =

∫ rmax

rmin

∫ 2π

0

∫ L

0

∫

R

v2

2
f(t, r, θ, z, v)rdvdzdθdr

+

∫ rmax

rmin

∫ 2π

0

∫ L

0

∫

R

f(t, r, θ, z, v)Φ(t, r, θ, z)rdvdzdθdr,

et pour p = 1, 2, de la norme Lp :

‖f‖pLp(t) =

∫ rmax

rmin

∫ 2π

0

∫ L

0

∫

R

|f(t, r, θ, z, v)|prdvdzdθdr.

Des coupes polöıdales de la fonction de distribution sont présentées (Fig. 7.1 et 7.2)
pour différentes méthodes d’interpolation dans l’étape d’advection 2D. Il apparâıt que les
méthodes par splines cubiques ou PPM développent des oscillations numériques lorsque le
pas de temps diminue (Fig. 7.2), ce qui n’est pas le cas pour les interpolations LAGH (Fig.
7.1) qui sont plus diffusives. Par ailleurs, lorsque l’on augmente le degré de reconstruction
des dérivées dans le cas LAGH, on voit l’apparition de structures plus fines (Fig. 7.1). La
Figure 7.3 présente l’évolution en temps de quantités conservées au niveau continu (normes
L1 et L2, masse et énergie totale). Il apparâıt que les méthodes PPM conservent le mieux
ces quantités, suivi des splines cubiques et enfin des méthodes LAGH. Lorsque le pas de
temps diminue, la norme L2 est mieux conservée dans le cas des splines cubiques (Fig. 7.4),
ce qui est en accord avec le fait que cette méthode diffuse peu et crée des oscillations. Ce
phénomène est moins marqué pour l’interpolation LAG3. Concernant les temps de calcul
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(Table 8.12), la méthode avec interpolation par splines cubiques est plus rapide que celle
avec interpolation d’Hermite. Pour Hermite, l’augmentation du degré de la reconstruction
des dérivées augmente légèrement le temps de calcul.

Ces résultats sont à relier avec les Figures 4.10 et 4.11 du chapitre 4. Sur ces figures, nous
observons également que les oscillations de la reconstruction centrée sont accentuées lorsque
l’on diminue le pas de temps, contrairement aux reconstructions décentrées. Cette similarité
pourrait s’expliquer par la présence d’un mouvement d’advection circulaire à coefficient
constant dans le cas du modèle Drift-Kinetic.

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un opérateur d’interpolation de type Hermite
que nous avons utilisé pour la méthode BSL dans le cadre de la résolution numérique du
modèle Drift-Kinetic 4D en géométrie SLAB. Il apparâıt que l’influence de cet opérateur est
radicalement différente suivant que la reconstruction des dérivées soit centrée ou décentrée.
Dans le cas d’une reconstruction centrée (PPM), le comportement est assez proche de celui
observé avec l’interpolation par splines cubiques, caractérisé par une bonne conservation des
quantités physiques et par l’apparition d’oscillations numériques lorsque le pas de temps
décrôıt. En considérant une reconstruction décentrée (LAGH) le schéma est plus diffusif et
crée moins d’oscillations numériques pour de petits pas de temps.
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Figure 7.1 – Coupe polöıdale f(r, θ, z = 0, v‖ = 0) pour 64× 64× 32× 64, T = 4600 avec
∆t = 4 (à gauche) et ∆t = 2 (à droite) ; LAG3 (en haut), LAGH5 (au milieu) et LAGH9
(en bas).
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Figure 7.2 – Coupe polöıdale f(r, θ, z = 0, v‖ = 0) pour 64× 64× 32× 64, T = 4600 avec
∆t = 4 (à gauche) et ∆t = 2 (à droite) ; PPM1 (en haut), PPM2 (au milieu) et splines
cubiques (en bas).

150



Figure 7.3 – Evolution en temps de la norme L1 (en haut à gauche), de la norme L2 (en
haut à droite), de la masse totale (en bas à gauche) et de l’énergie totale (en bas à droite)
avec méthode par splines cubiques (en bleu), LAG3 (en rouge), PPM1 (en vert), LAG5 (en
orange), PPM2 (en violet) et LAG9 (en cyan). Paramètres : 64×64×32×64, ∆t = 2, temps
final : T = 5000.

Figure 7.4 – Evolution en temps de la norme L2 avec méthode par splines cubiques (à
gauche) et LAG3 (à droite) pour ∆t = 4 (en rouge) et ∆t = 2 (en bleu). Paramètres :
64× 64× 32× 64, temps final : T = 5000.
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∆t LAG 3 PPM 1 LAGH 5 PPM 2 LAGH 9 Splines cubiques

4 119 127 130 137 140 115

2 251 251 251 258 262 228

Table 7.1 – Temps (en min.) pour atteindre le temps final T = 5000, sur le calculateur
irma-hpc2 avec 16 processeurs, Nr ×Nθ ×Nz ×Nv = 64× 64× 32× 64, ∆t = 2 ou 4.
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Chapitre 8

Gyromoyenne

Ce chapitre concerne le calcul numérique de l’opérateur de gyromoyenne pour un maillage
polaire qui est le cadre du code gyrocinétique Gysela [80, 90]. Nous suivons un travail
antérieur en géométrie cartésienne [87]. Nous proposons une alternative à l’approximation
de Padé classique qui est utilisée dans Gysela et qui est connue pour n’être valable que
pour de faibles rayons de Larmor. La méthode est basée sur une intégration directe et une
interpolation. Proche de la méthode déjà utilisée dans le code Gene (voir [92, 91]), elle est
appliquée à des simulations gyrocinétiques.

8.1 Définition de l’opérateur de gyromoyenne

Soit ρ le gyro-rayon qui est transverse à b = B/B (où B est le champ magnétique) et
qui dépend de la gyrophase α ∈ [0, 2π], i.e

ρ = ρ(cos(α)e⊥1 + sin(α)e⊥2)

Ici e⊥1 et e⊥2 sont les vecteurs unitaires d’une base cartésienne dans le plan perpendiculaire
à la direction du champ magnétique b. Soit xG les coordonnées radiales du centre-guide et
x la position des particules dans l’espace réel. Ces deux quantités diffèrent par le rayon de
Larmor ρ, i.e x = xG + ρ.
Soit f : (r, θ) ∈ R+ × R 7→ f(r, θ) une fonction polaire et g : (x1, x2) ∈ R2 7→ g(x1, x2)
la fonction définie par g(r cos(θ), r sin(θ)) = f(r, θ) pour tout (r, θ). La fonction f (resp. g)
représente les quantités de champ définies en x en coordonnées polaires (resp. cartésiennes).
La gyromoyenne Jρ(f) de f dépendant des coordonnées spatiales est définie par

Jρ(f)(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

g(xG + ρ)dα.

où xG = r(cos(θ), sin(θ)). Ce processus de gyromoyenne consiste à calculer une moyenne sur
le cercle de Larmor. Elle tend à amortir toute fluctuation qui se développe à une échelle
inférieure au rayon de Larmor.
En introduisant f̂(k) la transformée de Fourier de f , avec k = k(cos(θ), sin(θ)) le vecteur
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d’onde, l’opération de gyromoyenne se lit

Jρ(f)(xG) =

∫ 2π

0

dα

2π

∫

R2

d2k

(2π)3
f̂(k) exp{ik · (xG + ρ)}

=

∫

R2

d2k

(2π)3

[∫ 2π

0

dα

2π
exp(ik⊥ρ cosα)

]
×

f̂(k) exp(ik · xG)

où k⊥ est la norme de la composante transversale au vecteur d’onde k⊥ = k − (b.k)b.
Soit n un entier et considérons Jn la fonction de Bessel de première espèce et d’ordre n, i.e
∀z ∈ C, Jn(z) =

i−n

π

∫ π

0
exp(iz cos θ) cos(nθ) dθ. Par conséquent, l’opération de gyromoyenne

précédente peut être exprimée en fonction de la fonction de Bessel du premier ordre J0 par

Jρ(f)(xG) =

∫ +∞

−∞

d3k

(2π)3
J0(k⊥ρ)f̂(k)e

ik·xG . (8.1.1)

Considérons un maillage polaire uniforme (r, θ) ∈ [rmin, rmax]× [0, 2π[ avec Nr ×Nθ cellules,
notre objectif est d’approximer l’opérateur

(fj,k) ∈ R
(Nr+1)×Nθ 7→ (Jρ(f)j,k) ∈ R

(Nr+1)×Nθ .

Considérant l’expression (8.1.1) dans l’espace de Fourier, la gyromoyenne se réduit à une
multiplication par la fonction de Bessel d’argument k⊥ρ. En effet, la transformée de Fourier
de Jρ(f) peut être écrite comme

Ĵρ(f)(k) =
1

2π

∫

R2

∫ 2π

0

f(xG + ρ)dα e−ixG·kdxG

=
1

2π

∫ 2π

0

∫

R2

f(xG + ρ)e−i(xG+ρ)·kdxG eiρ·kdα

=

(
1

2π

∫ 2π

0

eikρ cos(α−θ)dα

)
f̂(k)

ce qui conduit à

Ĵρ(f)(k) = J0(kρ)f̂(k). (8.1.2)

Cette opération est immédiate en géométrie simple avec des conditions aux bords
périodiques, ainsi que dans les codes locaux. Inversement, dans le cas de codes globaux,
l’utilisation de la transformée de Fourier n’est pas applicable pour deux raisons principales :
(i) les conditions aux bords radiales ne sont pas périodiques, et (ii) la dépendance radiale
du rayon de Larmor doit être prise en compte. Plusieurs approches ont été développées pour
surmonter cette difficulté. La méthode la plus répandue pour ce processus de gyromoyenni-
sation est d’utiliser une formule de quadrature. Dans ce contexte, l’intégrale sur le cercle de
giration est généralement approchée par une somme de quatre points sur ce cercle [96]. C’est
rigoureusement équivalent à considérer le développement de Taylor de la fonction de Bessel à
l’ordre 2, à savoir J0(k⊥ρ) ≃ 1− (k⊥ρ)2/4, et équivalent à calculer le Laplacien transverse au
second ordre en utilisant des différences finies. Cette méthode a été étendue pour s’adapter
à de grands rayons de Larmor [93], c’est-à-dire que le nombre de points (à partir de quatre)
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augmente de façon linéaire avec le rayon de Larmor afin de garantir un nombre de points
par longueur d’arc constant sur le cercle d’intégration. Dans cette approche – utilisée par
exemple dans [94] and [95] – les points, qui sont distribués de manière équidistante sur le
cercle, sont décalés pour chaque particule (ou marqueur) par un angle aléatoire calculé à
chaque pas de temps. Ceci est effectué avec un formalisme d’éléments finis et permet donc
une précision d’ordre élevé en mettant le problème sous forme matricielle .
Dans [87], l’influence de l’opérateur d’interpolation (qui est d’une grande importance lorsque
les points de quadrature ne cöıncident pas avec les points de la grille) a été étudiée et a
montré que les splines cubiques sont un bon candidat. Certaines techniques utilisées dans
[87] utilisent le fait d’être en coordonnées cartésiennes et ne sont plus valables en géométrie
polaire. Dans ce chapitre, nous présentons une méthode basée sur une intégration directe
de l’opérateur de gyromoyenne qui est directement applicable pour un code gyrocinétique
global en géométrie toröıdale comme par exemple le code GYSELA. Cette nouvelle approche
est testée pour deux méthodes d’interpolation différentes, l’une basée sur les splines cubiques
et l’autre sur les polynômes d’Hermite. Les deux sont comparées à l’approximation de Padé.

8.2 Méthode basée sur l’approximation de Padé

Une solution possible pour évaluer l’opérateur de gyromoyenne est d’approximer la fonc-
tion de Bessel avec son développement de Padé : JPade(kρ) = 1/ [1 + (kρ)2/4] (voir par
exemple [97]). Comme décrit dans ce qui suit, une telle approximation de Padé nécessite
l’inversion de l’opérateur Laplacien dans l’espace réel. En effet, en utilisant cette approxi-
mation, la relation (8.1.2) se lit

(
1 +

(kρ)2

4

)
Ĵρ(f)(k) = f̂(k)

ce qui correspond dans l’espace réel à
(
1− ρ2

4
∆

)
Jρ(f)(x) = f(x).

Nous projetons f et J(f) dans la base de Fourier :

f(r, θ) ≈
Nθ−1∑

n=0

An(r)e
inθ, Jρ(f)(r, θ) ≈

Nθ−1∑

n=0

Bn(r)e
inθ.

Le laplacien en coordonnées polaires s’exprime par

∆ =
∂2

∂r2
+
1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

et nous obtenons pour n = 0...Nθ − 1

−ρ2

4
B′′n(r)−

ρ2

4r
B′n(r) +

(
1 +

ρ2n2

4r2

)
Bn(r) = An(r)

qui peut être résolu par différences finies. Pour les résultats présentés dans la suite, nous
utilisons les différences finies d’ordre 2 ce qui conduit à un système tridiagonal.
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Remarque 8.2.1. Dans le cas d’un ρ non constant, nous avons également testé l’opérateur
1− ρ

4
∇ · (ρ∇) ; nous avons constaté que l’opérateur 1− ρ2

4
∆ donne de meilleurs résultats.

Cette approximation de Padé donne la bonne limite dans le cas limite des grandes lon-
gueurs d’onde kρ ≪ 1, tout en gardant JPade fini pour la limite opposée kρ → ∞. L’in-
convénient est un sur-armortissement des petites échelles : dans la limite des grands argu-
ments x → ∞, JPade(x) → 4/x2, tandis que J0(x) → (2/πx)1/2 cos(x − π/4) (voir Fig. 8.2).
La Fig. 8.2b présente, dans l’espace réel, la gyromoyenne exacte d’une fonction aléatoire (en
rouge) et son approximation de Padé (en bleu). La courbe bleue est proche de la solution
exacte mais ne la reproduit pas exactement.

La méthode proposée dans la section suivante, qui n’est plus basée sur une approximation
de la fonction de Bessel, mais sur le calcul direct de l’intégrale sur un cercle de rayon ρ, a
été mise au point pour remédier à cet inconvénient.

Figure 8.1 – La fonction de Bessel J0(kρ) comparée à son approximation de Padé
1/ [1 + (kρ)2/4].

8.3 Méthode basée sur l’interpolation

Dans cette section, nous décrivons le calcul de l’opérateur de gyromoyenne dans l’espace
réel. Cette méthode implique essentiellement des interpolations sur le cercle de Larmor.
Nous plaçons N points uniformément répartis sur le cercle d’intégration et nous approchons
la valeur de la fonction en ces points par interpolation. La gyromoyenne est alors obtenue
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(a) (b)

Figure 8.2 – Opérateurs de gyromoyenne exact et approché appliqués à une fonction arbi-
traire Fk présentant un large spectre allant de faibles à de grandes longueurs d’onde par rap-
port au rayon de Larmor ρ : (a) Représentation dans l’espace de Fourier, (b) Représentation
dans l’espace réel (figures de [97]).

par la formule de quadrature des rectangles en ces points. Plus précisément, pour un point
(rj, θk) donné, la gyromoyenne en ce point est approximée par

Jρ(f)j,k ≃
1

2π

N−1∑

ℓ=0

P(f)(rj cos θk + ρ cosαℓ, rj sin θk + ρ sinαℓ)∆α,

où αℓ = ℓ∆α et ∆α = 2π/N . Etant donné que les points de quadrature ne cöıncident pas
avec des points de la grille, nous introduisons un opérateur d’interpolation P qui peut être

— l’interpolation d’Hermite,
— l’interpolation par splines cubiques.
Lorsque les points de la somme précédente sont en dehors du domaine, nous faisons une

projection radiale sur le bord du domaine. Plus précisément,
— si r < rmin alors P(f)(r, θ) sera remplacé par P(f)(rmin, θ)
— si r > rmax alors P(f)(r, θ) sera remplacé par P(f)(rmax, θ).

Remarque 8.3.1. Dans les applications aux simulations gyrocinétiques, l’opérateur de gy-
romoyenne est appliqué à f − feq où f est la fonction de distribution et feq est la fonction
de distribution à l’équilibre. La fonction f − feq a des valeurs proches de 0 aux bords du
domaine.

Comme détaillé dans [75], l’interpolation peut être reformulée en un produit matrice-
vecteur

P(f)(rj cos θk + ρ cosαℓ, rj sin θk + ρ sinαℓ) = (Aℓc)j,k,

où c correspond aux coefficients de splines (interpolation par splines cubiques) ou les valeurs
de la fonction (cas Hermite) de telle sorte à ce que la gyromoyenne peut être elle-même
considérée comme un produit matrice-vecteur :

Jρ(f)j,k =
1

2π

N−1∑

ℓ=0

(Aℓf)j,k∆α = (Aρc)j,k.
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•

Figure 8.3 – Configuration spatiale de la méthode basée sur l’interpolation.

En conséquence, pour un rayon de Larmor donné ρ, la matrice Aρ peut être stockée une fois
pour toutes. Pour chaque méthode, 2 versions sont implémentées :

— une version basique
— une version avec précalcul où nous calculons d’abord la matrice Aρ telle que

(Jρ(f)j,k) = Aρc,

où c sont les coefficients de splines (vecteur de taille (Nr + 1)Nθ) ou les valeurs de
la fonction et de ses dérivées dans le cas de l’interpolation d’Hermite (la taille vaut
alors 4(Nr + 1)Nθ).

Remarque 8.3.2. Notons que pour l’interpolation d’Hermite, nous devons d’abord calcu-
ler les dérivées à chaque interface entre les cellules. Ces dérivées sont reconstruites par
différences finies centrées d’ordre pair arbitraire (on peut aussi utiliser de l’ordre impair en
ayant seulement une reconstruction C0, mais alors la taille de c passerait à 9(Nr + 1)Nθ).
Dans les résultats numériques, nous prendrons l’ordre 4. Les temps d’exécution pour calculer
la gyromoyenne avec différentes méthodes d’interpolation sont donnés dans le tableau 8.1.
Nous observons que dans le cas de l’interpolation d’Hermite, l’ordre n’impacte que peu les
performances.

Remarque 8.3.3. Les comparaisons de temps sont données dans les Tables 8.1 et 8.2.
L’utilisation de la version avec précalcul est ici assez efficace, comme le rayon de Larmor ρ
est fixe et la matrice est la même pour chaque valeur de θ, ce qui implique que le stockage
est réduit ; mais la version de base permet de donner une indication approximative du temps
qui serait utilisé pour des situations plus générales (où par exemple le stockage serait un
problème) et qui ne sont pas prises en considération pour le moment.

Remarque 8.3.4. On peut s’interroger sur le coût numérique de la méthode d’Hermite par
rapport à l’approximation de Padé, surtout pour un grand rayon. Heureusement, la situation
change dans les applications qui sont au moins en dimension 4, tandis que la gyromoyenne
est appliquée uniquement en 3D. A titre d’exemple, nous avons obtenu les temps suivants
dans le cas d’une simulation drift kinetic (voir sous-section 8.5) : 42s. pour PADE, 43s.
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ρ Hermite (4) (6) (10) (18) splines Padé

0 6 7 9 14 8 0.6

0.001 10 11 13 18 12 2

0.01 40 41 43 48 53 2

0.1 446 442 448 453 594 2

Table 8.1 – Temps (en s.) de Hermite précalcul et Padé en fonction de ρ avec différents ordres
(4, 6, 10 or 18) pour la reconstruction des dérivées dans le cas de l’interpolation d’Hermite
(voir la remarque 8.3.2). Paramètres : rmin = 0.1, rmax = 0.9, Nr = Nθ = 512, N = 1024, 100
itérations de la gyromoyenne.

ρ Hermite basique Hermite précalcul

0 301 0.6

0.001 316 0.8

0.01 312 1

0.1 304 5

Table 8.2 – Temps (en s.) en fonction de ρ pour Hermite sans et avec précalcul. Paramètres :
rmin = 0.1, rmax = 0.9, Nr = Nθ = 128, N = 1024, ordre d’interpolation : 4, 100 itérations de
la gyromoyenne.

pour l’interpolation d’Hermite avec précalcul (en utilisant 1024 points de quadrature). Sans
précalcul, le temps pour Hermite est de 47s. avec 16 points de quadrature et 270s. avec
1024 points de quadrature. Les calculs sont effectués sur un cluster local de l’Université de
Strasbourg en utilisant 16 processeurs (grille de 32 × 32 × 32 × 64 points, 100 itérations).
D’autres mesures de temps seront détaillées dans le paragraphe 8.5.

Remarque 8.3.5. Cette méthode, qui se réduit à une simple interpolation, est très souple,
car elle ne dépend pas du maillage. Elle peut également être facilement étendue à d’autres
systèmes de coordonnées.

8.4 Comparaison numérique avec des solutions analy-

tiques

8.4.1 Définition d’une classe de solutions analytiques dépendant
des conditions aux bords

Tout d’abord, nous donnons une famille de fonctions dont la gyromoyenne est ana-
lytiquement connue. Pour ces fonctions, on obtient la gyromoyenne simplement en les
multipliant par la fonction de Bessel.
Soit m ≥ 0 un entier et Cm la fonction de Bessel de première espèce (notée par Jm) ou
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la fonction de Bessel de seconde espèce (notée par Ym), voir [98]. La proposition suivante
donne l’expression analytique de la gyromoyenne des fonctions de type Fourier-Bessel.

Proposition. Soit z ∈ C. La gyromoyenne de

f(r, θ) = Cm(zr)e
imθ

se lit

Jρ(f)(r0, θ0) = J0(zρ)Cm(zr0)e
imθ0 .

Preuve : Par définition,

Jρ(f)(r, θ)

=
1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

∫ 2π

0

Cm(zr0)e
imθ0δ{ ~x0=~x+~ρ}dαdr0dθ0

où ~x0 = r0(cos(θ0), sin(θ0)), ~x = r0(cos(θ), sin(θ)) et ~ρ = ρ(cos(α), sin(α)).

Le théorème d’additivité de Graf pour les fonctions de Bessel (voir [83]) affirme que
si u, v et w sont les longueurs d’un triangle et α, γ les angles comme indiqué dans la figure
suivante :

u

w

v

α

γ

alors pour tout entier m et pour tout nombre complexe z,

Cm(zw)e
imγ =

∞∑

k=−∞
Cm+k(zu)Jk(zv)e

ikα.
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Ainsi, on obtient, avec v = ρ, w = r0, u = r, γ = θ0 − θ et α = α,

Jρ(f)(r, θ)

= eimθ 1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

∫ 2π

0

Cm(zr0)e
im(θ0−θ) ×

δ{ ~x0=~x+~ρ}dαdr0dθ0

= eimθ 1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

∫ 2π

0

( ∞∑

k=−∞
Cm+k(zr)Jk(zρ)e

ikα

)
×

δ{ ~x0=~x+~ρ}dαdr0dθ0

= eimθ

( ∞∑

k=−∞
Cm+k(zr)Jk(zρ)

)
×

1

2π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

∫ 2π

0

eikαδ{ ~x0=~x+~ρ}dαdr0dθ0

= eimθ

( ∞∑

k=−∞
Cm+k(zr)Jk(zρ)

)
× 1

2π

∫ 2π

0

eikαdα.

Nous utilisons le fait que
1

2π

∫ 2π

0

eikαdα = δk,0

pour conclure que
Jρ(f)(r, θ) = J0(zρ)Cm(zr)e

imθ.

�

Dans ce qui suit, nous donnons quelques exemples de ces fonctions test en fonction
des conditions aux bords que l’on souhaite tester.

Exemples

1. rmin = 0 et des conditions de Dirichlet homogènes en rmax.

Ici nous considérons un disque [0, rmax]× [0, 2π] et la fonction

f1(r, θ) = Jm

(
r
jm,ℓ

rmax

)
eimθ

où jm,ℓ est le ℓ
ème zéro de Jm. La fonction f1 vérifie la condition de Dirichlet :

f1(rmax, θ) = 0, 0 ≤ θ < 2π,

et sa gyromoyenne vaut

Jρ(f1)(r0, θ0) = J0

(
ρ
jm,ℓ

rmax

)
f1(r0, θ0).
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2. Conditions de Dirichlet homogènes en rmin > 0 et rmax.

La fonction suivante est définie sur l’anneau [rmin, rmax]× [0, 2π] :

f2(r, θ) =

(
Jm(γm,ℓ)Ym

(
r
γm,ℓ

rmax

)
−

Ym(γm,ℓ)Jm

(
r
γm,ℓ

rmax

))
eimθ

où γm,ℓ est le ℓ
ème zéro de

y 7→ Jm(y)Ym

(
y
rmin

rmax

)
− Ym(y)Jm

(
y
rmin

rmax

)
.

La fonction f2 vérifie les conditions de Dirichlet :

f2(rmin, θ) = 0, f2(rmax, θ) = 0, 0 ≤ θ < 2π,

et sa gyromoyenne vaut

Jρ(f2)(r0, θ0) = J0

(
ρ
γm,ℓ

rmax

)
f2(r0, θ0).

3. Conditions de Neumann homogènes en rmin > 0 and rmax.

La fonction suivante est définie sur l’anneau [rmin, rmax]× [0, 2π] :

f3(r, θ) =

(
J ′m(ηm,ℓ)Ym

(
r
ηm,ℓ

rmax

)
−

Y ′m(ηm,ℓ)Jm

(
r
ηm,ℓ

rmax

))
eimθ

où ηm,ℓ est le ℓ
ème zéro de

y 7→ J ′m(y)Y
′
m

(
y
rmin

rmax

)
− Y ′m(y)J

′
m

(
y
rmin

rmax

)
.

La fonction f3 vérifie les conditions de Neumann :

∂rf3(rmin, θ) = 0, ∂rf3(rmax, θ) = 0, 0 ≤ θ < 2π,

et sa gyromoyenne vaut

Jρ(f3)(r0, θ0) = J0

(
ρ
ηm,ℓ

rmax

)
f3(r0, θ0).

Nous avons ici utilisé le fait que pour Cn = Jn ou Yn, la dérivée satisfait la relation :

C ′n(r) = −Cn+1(r) +
nCn(r)

r
.

Nous montrons dans la Fig. 8.4 les parties réelle et imaginaire de la fonction

(r, θ) ∈ [0, 5]× [0, 2π] 7→ J1(r)e
iθ.
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Figure 8.4 – Parties réelle et imaginaire de la fonction (r, θ) 7→ J1(r) exp(iθ).

ρ [ρ/rmax] Padé N = 4 8 16 1024

0 [0] 10−17 10−17 10−17 10−17 10−17

10−3 [0.001] 4.10−11 3.10−6 3.10−6 3.10−6 3.10−6

10−2 [0.011] 2.10−8 3.10−6 1.10−6 4.10−7 5.10−7

10−1 [0.111] 2.10−4 3.10−4 1.10−5 4.10−8 5.10−8

Table 8.3 – Comparaison entre Padé et Hermite (m = 1).

8.4.2 Résultats numériques

Dans cette partie, les différentes méthodes numériques sont comparées dans le cas du
second cas test (Conditions de Dirichlet homogènes en rmin and rmax) avec rmin = 0.1,
rmax = 0.9, ℓ = 1 et m = 1, 5, 20, 60. Nous considérons Nr = Nθ = 512 dans les Tables 8.3 –
8.8 et Nr = Nθ = 1024 dans les Tables 8.9 – 8.10. Dans les Tables 8.3 et 8.4, nous donnons
l’erreur en norme L2 pour la fonction gyromoyennée avec m = 1 tandis que les Tables 8.5,
8.6 réfèrent à m = 5, les Tables 8.7, 8.8 réfèrent à m = 20 et les Tables 8.9, 8.10 réfèrent
à m = 60. Dans la Table 8.11, nous utilisons divers ordres d’interpolation pour Hermite.
Notons que pour chaque méthode, l’erreur est calculée sur le domaine [rmin + ρ, rmax − ρ].

Remarque 8.4.1.

1. Pour ρ = 0, toutes les méthodes sont exactes.

2. La méthode basée sur l’interpolation donne à peu près les mêmes résultats qu’avec
l’interpolation d’Hermite ou l’interpolation par splines cubiques.

3. La méthode basée sur l’approximation de Padé donne de très bons résultats pour les
petites valeurs de ρ.

4. Pour de grandes valeurs de ρ, la méthode basée sur l’interpolation donne de meilleurs
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ρ [ρ/rmax] Padé N = 4 8 16 1024

0 [0] 10−17 10−17 10−17 10−17 10−15

10−3 [0.001] 4.10−11 3.10−6 3.10−6 3.10−6 3.10−6

10−2 [0.011] 2.10−8 3.10−6 1.10−6 5.10−7 6.10−7

10−1 [0.111] 2.10−4 3.10−4 1.10−5 4.10−8 9.10−8

Table 8.4 – Comparaison entre Padé et splines (m = 1).

ρ [ρ/rmax] Padé N = 4 8 16 1024

0 [0] 10−17 10−17 10−17 10−17 10−17

10−3 [0.001] 1.10−8 5.10−6 5.10−6 5.10−6 5.10−6

10−2 [0.011] 2.10−6 2.10−6 1.10−6 8.10−7 7.10−7

10−1 [0.111] 1.10−3 1.10−3 3.10−5 1.10−7 6.10−8

Table 8.5 – Comparaison entre Padé et Hermite (m = 5).

ρ [ρ/rmax] Padé N = 4 8 16 1024

0 [0] 10−17 10−17 10−17 10−17 10−17

10−3 [0.001] 1.10−8 5.10−6 5.10−6 5.10−6 5.10−6

10−2 [0.011] 2.10−6 2.10−6 1.10−6 8.10−7 8.10−7

10−1 [0.111] 1.10−3 1.10−3 3.10−5 2.10−7 1.10−7

Table 8.6 – Comparaison entre Padé et splines (m = 5).

ρ [ρ/rmax] Padé N = 4 8 16 1024

0 [0] 10−18 10−17 10−17 10−17 10−17

10−3 [0.001] 1.10−8 5.10−6 4.10−6 4.10−6 4.10−6

10−2 [0.011] 6.10−6 1.10−6 1.10−6 7.10−7 7.10−7

10−1 [0.111] 9.10−3 3.10−3 1.10−5 9.10−8 6.10−8

Table 8.7 – Comparaison entre Padé et Hermite (m = 20).

ρ [ρ/rmax] Padé N = 4 8 16 1024

0 [0] 10−18 10−17 10−17 10−17 10−16

10−3 [0.001] 1.10−8 4.10−6 4.10−6 4.10−6 4.10−6

10−2 [0.011] 6.10−6 1.10−6 1.10−6 8.10−7 8.10−7

10−1 [0.111] 9.10−3 3.10−3 1.10−5 1.10−7 1.10−7

Table 8.8 – Comparaison entre Padé et splines (m = 20).
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ρ [ρ/rmax] Padé N = 4 8 16 1024

0 [0] 10−18 10−17 10−17 10−17 10−17

10−3 [0.001] 2.10−8 7.10−7 2.10−7 2.10−7 2.10−7

10−2 [0.011] 9.10−5 1.10−5 6.10−7 2.10−7 4.10−7

10−1 [0.111] 1.10−3 2.10−3 2.10−3 3.10−7 1.10−8

Table 8.9 – Comparaison entre Padé et Hermite (m = 60).

ρ [ρ/rmax] Padé N = 4 8 16 1024

0 [0] 10−18 10−17 10−17 10−17 10−16

10−3 [0.001] 2.10−8 9.10−7 2.10−7 2.10−7 2.10−7

10−2 [0.011] 9.10−5 1.10−5 6.10−7 1.10−7 5.10−7

10−1 [0.111] 1.10−3 2.10−3 2.10−3 3.10−7 2.10−8

Table 8.10 – Comparaison entre Padé et splines (m = 60).

ρ [ρ/rmax] Hermite(4) (6) (10) (18)

0 [0] 10−17 10−17 10−17 10−17

10−3 [0.001] 3.10−6 3.10−6 3.10−6 3.10−6

10−2 [0.011] 5.10−7 6.10−7 6.10−7 6.10−7

10−1 [0.111] 5.10−8 8.10−8 1.10−7 1.10−7

Table 8.11 – Interpolation d’Hermite avec différents ordres d’interpolation. Paramètres :
N = 1024, m = 1.
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résultats, même avec un nombre relativement faible de points sur le cercle (par exemple
avec ρ = 0.1 et N ≥ 8).

5. La valeur N = 1024 est choisie pour avoir une valeur convergée de la gyromoyenne.
Nous voyons que très souvent N = 16 points sont déjà suffisants pour obtenir une
très bonne approximation de cette valeur convergée.

6. Dans les Tables 8.3 et 8.4, l’erreur est parfois plus grande pour N = 1024 que pour
N = 16. Ceci pourrait être expliqué par le fait que les 16 points sont plus proches des
points du maillage et que l’erreur d’interpolation en (r, θ) est plus grande que l’erreur
d’interpolation sur le cercle d’intégration.

7. Dans le cas des hauts modes, il nous faut plus de points sur le cercle afin d’évaluer la
gyromoyenne lorsque le rayon est grand (Tables 8.9 et 8.10).

8. Dans le cas de l’interpolation d’Hermite, nous devons calculer les dérivées à chaque
interface de cellules. Ces dérivées sont reconstruites par différences finies centrées
d’ordre pair arbitraire. Dans la Table 8.11, ces ordres sont 4, 6, 10 ou 18. Lorsque
cet ordre n’est pas spécifié (Tables 8.3, 8.5, 8.7 et 8.9), la valeur par défaut est 4.
La Table 8.11 montre que l’on n’obtient pas de meilleurs résultats en augmentant cet
ordre de reconstruction.

8.5 Application aux simulations gyrocinétiques

Les nouvelles méthodes de calcul de la gyromoyenne présentées précédemment ont été
testées avec deux codes : (i) la plateforme SELALIB [67] pour le cas simplifié 4D et (ii) le
code GYSELA [90] pour le cas 5D classique de référence cyclone DIII-D. Ces deux codes
sont basés sur un schéma semi-Lagrangien classique (BSL) avec interpolation par splines
cubiques et méthode prédicteur-correcteur.

Dans la suite, les solutions numériques sont calculées en utilisant les équations norma-
lisées. La température est normalisée à Te0, où Te0 est définie par le profil de température
initial telle que Te(rp)/Te0 = 1. Le temps est normalisé à l’inverse de la fréquence cyclotro-
nique des ions ωc = eiB0/mi. Les vitesses, y compris la vitesse parallèle, sont exprimées en
unités de la vitesse des ions vT0 =

√
Te0/mi, le potentiel électrique est normalisé à Te0/ei et

le champ magnétique est normalisé à B0. En conséquence, les longueurs sont normalisées au
rayon de Larmor ρ = mivT0/eiB0 et le moment magnétique µ à Te0/B0.

8.5.1 Cas 4D SLAB simplifié

Dans le modèle SLAB 4D, l’équation satisfaite par la fonction de distribution des ions
f(t, r, θ, z, v) suivant le mouvement du centre guide se lit :

∂tf −
(
∂θJ√2µΦ

r

)
∂rf +

(
∂rJ√2µΦ

r

)
∂θf +

v∂zf −
(
∂zJ√2µΦ

)
∂vf = 0. (8.5.1)

pour (r, θ, z, v) ∈ [rmin, rmax]× [0, 2π]× [0, L]× [−vmax, vmax].
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Nous nous concentrons sur le transport turbulent entrâıné par l’instabilité ITG sans
collisions, donc les électrons sont supposés adiabatiques. Dans cette limite, le potentiel
électrostatique gyromoyenné J√2µΦ est la solution de l’équation de quasi-neutralité 3D auto-
consistante couplée :

−
(
∂2
rΦ +

(
1

r
+

∂rn0(r)

n0(r)

)
∂rΦ +

1

r2
∂2
θΦ

)
+

1

Te(r)
(Φ− λ〈Φ〉) = 1

n0(r)
J√2µ

(∫
f − feqdv

)
, (8.5.2)

〈Φ〉 = 1

L

∫ L

0

Φ(r, θ, z)dz.

λ est un entier valant 0 ou 1 suivant que l’on converse le terme 〈Φ〉 ou non.
Pour traiter ce système d’équations, nous avons utilisé la plate-forme SELALIB [67]

avec une méthode semi-Lagrangienne classique avec interpolation par splines cubiques, ainsi
qu’une méthode prédicteur-correcteur et l’algorithme de Verlet pour les caractéristiques (voir
[86, 77] pour plus de détails). La plate-forme a été améliorée par l’ajout d’un µ fixé et en
implémentant les trois opérateurs de gyromoyenne décrits dans les sections 8.2 et 8.3. Dans
notre cas, la parallélisation MPI est basée sur des transpositions entre la décomposition
de domaine en (r, θ, v) et la décomposition de domaine en z. Dans cette section, les taux
d’instabilité numériques sont comparés à ceux déduits de la relation de dispersion obtenue
en linéarisant le système d’équations auto-consistant (9.4.2)-(8.5.2).

La dérivation de la relation de dispersion est donnée en annexe G. Nous adaptons un code
disponible dans SELALIB, qui calcule les zéros de la relation de dispersion (G.3), comme
dans [86], en ajoutant le terme de gyromoyenne. La Fig. 8.10 présente les taux d’instabilité en
fonction de µ. Nous obtenons les deux premières courbes en résolvant la relation de dispersion
avec J2

0 (
√
2µ) (courbe en rouge) ou en remplaçant J0(

√
2µ) par son approximation de Padé

(courbe en vert). Nous avons choisi κ = 1 dans (G.3). Les deux courbes restantes sont
obtenues numériquement avec la méthode de Padé pour l’opérateur de gyromoyenne (courbe
en bleu) ou la méthode avec l’interpolation d’Hermite (courbe en magenta). Il en ressort
que la pente diminue plus rapidement avec la méthode par interpolation d’Hermite plutôt
qu’avec la méthode de Padé. Les pentes obtenues avec le Padé numérique sont différentes de
celles obtenues avec la relation de dispersion et l’approximation de Padé puisque les fonctions
que nous considérons ici ne sont pas des fonctions de Fourier-Bessel.

Dans les simulations, nous prenons λ = 0 (cas sans ”zonal flow”). La fonction de distri-
bution initiale se lit :

f(0, r, θ, z, v) = feq(r, v)×(
1 + ε exp

(
−(r − rp)

2

δr

)
cos

(
2πn

L
z +mθ

))

où la fonction d’équilibre feq vaut

feq(r, v) =
n0(r) exp

(
− v2

2Ti(r)

)

(2πTi(r))1/2
.
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Les profils Ti, Te et n0 sont donnés par :

P(r) = CP exp

(
−κPδrP tanh

(
r − rp
δrP

))

où P ∈ {Ti, Te, n0}, CTi
= CTe = 1 et

Cn0 =
rmax − rmin

∫ rmin

rmax
exp

(
−κn0δrn0 tanh

(
r−rp
δrn0

))
dr

.

Nous considérons les paramètres de [86] [Medium case] :

rmin = 0.1, rmax = 14.5, vmax = 7.32, κn0 = 0.055,

κTi
= κTe = 0.27586, δrTi

= δrTi
=

δrn0

2
= 1.45,

ε = 10−6, n = 1,m = 5,

L = 1506.759067, rp =
rmin + rmax

2
, δr =

4δrn0

δrTi

.

Les résultats numériques sont donnés dans la Fig. 8.6 – 8.11. Nous considérons ici N = 1024
pour Hermite, avec précalcul. Sur la Fig. 4, nous traçons une coupe polöıdale f(r, θ, 0, 0)
(µ = 0.5, 1) au temps 7000 pour Padé et Hermite. Nous observons de plus petites structures
pour Padé, ce qui indique que l’instabilité se produit plus rapidement. Des observations
similaires peuvent être faites pour la Fig. 5 dans laquelle la même coupe poloidale est tracée,
mais pour µ = 0, 0.1. Clairement, quand µ = 0, les deux méthodes donnent les mêmes
résultats et pour µ = 0.1, les deux méthodes donnent des résultats très comparables, ce qui
est en accord avec les calculs de la relation de dispersion. Enfin, les Fig. 8.8 et 8.9 présentent
(pour un maillage moins raffiné 644 et ∆t = 5) la coupe polöıdale pour différentes valeurs
de µ (µ = 0.1, ..., 0.8). Les différences entre Padé et Hermite deviennent de plus en plus
significatives quand µ augmente (voir en particulier le cas µ = 0.8). La Fig. 8.10 montre

l’évolution temporelle de
∫ rmax

rmin

∫ 2π

0
Φ(r, θ, 0)rdrdθ dans la phase linéaire. La gyromoyenne

tend à réduire le taux d’instabilité ; plus µ est grand, plus ce taux est faible. La comparaison
avec la solution de la relation de dispersion confirme que le taux d’instabilité est plus
faible dans le cas de l’interpolation d’Hermite. Nous présentons l’évolution temporelle de∫ rmax

rmin

∫ 2π

0
Φ(r, θ, 0)rdrdθ dans la phase non linéaire (fig. 8.11). Dans cette phase, l’instabilité

se développe plus rapidement dans le cas Padé que dans le cas de l’interpolation d’Hermite.
En outre, lorsque µ est petit, on peut voir que l’instabilité apparait de manière plus lente.
Les résultats de temps (Tables 8.12 and 8.13) montrent que le choix de l’opérateur de
gyromoyenne n’est pas très influent dans le temps total. En effet, le calcul de la gyromoyenne
est un problème 3D dans un environnement 4D.

8.5.2 Benchmark avec le classique cas test 5D Cyclone DIII-D

Dans cette partie, l’opérateur de gyromoyenne basé sur les interpolations par splines
cubiques et par Hermite a été mis en œuvre dans le code GYSELA [90] et comparé à l’ap-
proximation de Padé existante. Le problème Vlasov-Poisson 5D considéré est celui décrit par
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µ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Herm. 15 16 15 16 16 16 16 16 15

Padé 15 15 14 15 17 15 16 16 15

Table 8.12 – Temps (en min.) sur HPC, mésocentre de l’Université de Strasbourg, avec 64
processeurs (8 noeuds). Nr × Nθ × Nz × Nv = 64 × 64 × 32 × 64, ∆t = 5, 1600 itérations.
Pour Hermite, avec précalcul : N = 1024.

µ Hermite Padé

0.5 12524 13326

1 12556 13454

Table 8.13 – Temps final (en s.) atteint pour une simulation de 24 heures avec Nr ×Nθ ×
Nz × Nv = 128 × 256 × 128 × 128, ∆t = 2. Sur le centre de simulation Helios, centre
international de recherche sur l’énergie par fusion. Supercalculateur avec 128 processeurs (8
noeuds ; chaque noeud a 16 threads). Pour Hermite, avec précalcul : N = 1024.

les équations (6.5.1)-(6.5.5) et (6.5.7). Dans la suite, tous les résultats numériques présentés
sont exprimés en unités normalisées du code sauf dans la figure 8.5. Dans le code Gysela,
la température est normalisée à Te0, où Te0 est définie par le profil initial de température
telle que Te(rp)/Te0 = 1. Le temps est normalisé à l’inverse de la fréquence cyclotron ionique
ωc = eiB0/mi. Les vitesses, y compris la vitesse parallèle, sont exprimées en unités de la
vitesse d’ion vT0 =

√
Te0/mi, le potentiel électrique est normalisée à Te0/ei et le champ

magnétique est normalisé à B0. En conséquence, les longueurs sont normalisées au rayon de
Larmor ρs = mivT0/eiB0 et le moment magnétique µ à Te0/B0.

Tout d’abord, nous comparons les deux méthodes d’un point de vue numérique. Les
comparaisons numériques ont été réalisées sur un benchmark linéaire basé sur le cas classique
cyclone DIII-D [88]. Ce benchmark typique avait déjà été utilisé il y a plusieurs années pour
valider le code GYSELA [90]. Pour les tests actuels, les mêmes paramètres que dans la section
4 de [90] ont été utilisés excepté pour la taille de la simulation. Nous considérons le maillage
suivant :

Nr=256, Nθ=256, Nϕ=64, Nv‖=64, Nµ=8 (8.5.3)

Pour les méthodes d’Hermite et de splines cubiques, N = 32 points de quadrature
sont utilisés. Cinq simulations ont été effectuées pour les trois opérateurs de gyromoyenne
différents (Padé, Hermite et splines cubiques). Chaque simulation correspond à l’excita-
tion d’un mode initialement instable différent (m,n) avec m le mode polöıdal et n le mode
toröıdal. Les résultats obtenus avec l’interpolation par splines cubiques ne sont pas détaillés
car ils sont très similaires aux résultats obtenus avec l’interpolation d’Hermite. Les valeurs
numériques des taux d’accroissements linéaires normalisées associées à chaque mode (m,n)
sont données dans la Table 8.14. Dans la Figure 8.5, les résultats sont représentés sous la
forme proposée par Dimits (cf. figure 1 dans [88]).

Dans ces simulations, les valeurs minimales et maximales de µ sont respectivement µmin =
0.143 et µmax = 7. Puis, en utilisant la relation kθ

√
2µ ∼ m/rp

√
2µ = 0.5a

√
2µ où a est la
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Figure 8.5 – Taux d’instabilité linéaire en fonction de kθρi pour le cas CYCLONE DIII-D
avec : (cercles) l’approximation de Padé et (triangles) la gyromoyenne en utilisant l’interpo-
lation d’Hermite.

(m,n) (4,−3) (10,−7) (14,−10)
kθ
√
(2µmax) 0.98 1.98 2.77

γ with Padé 1.3e−4 5.7e−4 7.9e−4

γ with Herm. 1.3e−4 5.6e−4 7.6e−4

(m,n) (17,−12) (21,−15)
kθ
√
(2µmax) 3.36 4.15

γ with Padé 7.8e−4 6.2e−4

γ with Herm. 7.16e−4 5.2e−4

Table 8.14 – Taux d’accroissement linéaires normalisés à ΩC0 pour le cas de base Cyclone
DIII-D.

dimension radiale de la bôıte de simulation qui est égale à 100, l’intervalle des valeurs du rayon
de Larmor pour l’opérateur de gyromoyenne si situe entre 0.028m

√
µmin et 0.028m

√
µmax.

La valeur maximale pour chaque mode (m,n) est donnée dans la Table 8.14. Nous observons
que les résultats sont similaires entre Padé et Hermite pour les modes (m,n) = (4,−3)
et (m,n) = (10,−7) et que les taux d’accroissement linéaires deviennent plus petits avec
l’opérateur de gyromoyenne d’Hermite pour m plus grand que 14. Ceci est en accord avec
ce qui a été observé dans la section précédente et ce qui est montré dans la figure 8.1. Le
développement de Padé approche correctement la fonction de Bessel J0(kθρ) pour kθρ < 1,
mais la surestime pour 1 < kθρ < 5. Des simulations non linéaires en temps long doivent
être exécutées à l’avenir pour analyser l’impact sur les grands nombres d’onde de Fourier
(kθρ > 5).
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Optimisation parallèle pour l’opérateur de gyromoyenne basé sur Hermite

Un autre challenge pour Hermite ou pour les splines cubiques était d’être compétitif en
termes de temps de calcul avec l’opérateur de Padé optimisé utilisé jusqu’à présent pour les
simulations de Gysela. Une analyse des performances est présentée dans ce qui suit.

Pour mesurer ces performances, différents cas test pour 4 itérations ont été lancés sur
la machine Helios 1. Les noeuds de calcul utilisés durant nos tests sont équipés de deux
processeurs Intel Xeon E5-2450 2.10GHz avec 16 cœurs par noeud. Dans la Table 8.15, les
différents cas test ont été réalisés sur les trois maillages (8.5.4), (8.5.5) et (8.5.6) :

Nr=128, Nθ=128, Nϕ=32, Nv‖=16, Nµ=4 (8.5.4)

Nr=256, Nθ=256, Nϕ=32, Nv‖=16, Nµ=4 (8.5.5)

Nr=512, Nθ=512, Nϕ=32, Nv‖=16, Nµ=4. (8.5.6)

Nous pouvons remarquer qu’entre les trois maillages, la seule différence est le nombre de
points dans les directions radiale et polöıdale. Le maillage (8.5.5) a quatre fois plus de points
que le maillage (8.5.4), et de même entre les maillages (8.5.6) et (8.5.5). Nous avons choisi
d’augmenter le nombre de points dans ces directions parce que la taille du plan polöıdal a
le plus d’impact sur le temps d’exécution de l’opérateur de gyromoyenne. Pour éviter l’effet
du réseau sur ces mesures de performances, les paramètres des différentes exécutions ont
été ajustés pour s’adapter à un seul nœud de calcul de la machine Helios. Pour simplifier
l’interprétation des résultats, les exécutions ont été effectuées avec un seul thread.

Sur la Table 8.15, nous pouvons voir l’évaluation de 3 versions de l’opérateur de gy-
romoyenne : Padé, Hermite (sans et avec précalcul) et les splines cubiques (avec et sans
précalcul). En outre, le code Gysela peut être exécuté sans gyromoyenne. Le temps
d’exécution dans cette configuration nous permet alors d’en déduire avec précision le pour-
centage de temps que nécessite l’opérateur de gyromoyenne.

Comme prévu, pour toutes les méthodes, plus le nombre de points dans le plan polöıdal
est élevé, plus la proportion du temps d’exécution de la gyromoyenne est conséquente par
rapport à la durée totale de la simulation. Sur tous les maillages, nous pouvons constater
d’importantes accélérations pour les versions avec précalcul comparées aux versions sans
précalcul dans le cas des méthodes d’Hermite et des splines. Malgré ces accélerations, les
méthodes basées sur l’interpolation sont en moyenne 9 fois plus lentes que l’approximation
de Padé.

Selon la Table 8.15, avec un thread, en fonction de la taille du maillage, la gyromoyenne
basée sur l’interpolation peut s’exécuter aussi vite qu’avec Padé ce qui est un bon argument
de son intégration en vue de la mise en production dans Gysela.

Pour le dernier aspect de performance de notre étude, nous nous concentrons sur l’impact
du nombre de threads. En fait, le code Gysela est parallélisé en Mpi et OpenMP. Le but
de cette parallélisation hybride consiste à utiliser efficacement les supers-ordinateurs actuels.
Dans ce contexte, la version de calcul de gyromoyenne par Hermite a été améliorée pour
pouvoir être appelée simultanément à partir de plusieurs threads (thread-safe). L’effort de

1. http ://www.top500.org/system/177449
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développement s’est concentré uniquement sur le cas d’Hermite parce qu’il comporte au
moins deux aspects attractifs par rapport à l’interpolation par splines cubiques : (i) la mise
en œuvre de l’interpolation d’Hermite nous permet de choisir le degré de reconstruction des
dérivées en nous donnant donc la possibilité d’améliorer la qualité des résultats et (ii) la
version Hermite nécessite seulement quelques points (selon le degré de reconstruction des
dérivées) autour de la position cible de l’interpolation tandis que l’approche par splines
cubiques est non locale.

Pour évaluer le comportement de la gyromoyenne, nous avons fait une série d’exécutions
de 4 itérations avec un nombre différent de threads sur le maillage (8.5.6). Nous avons choisi
un faible nombre d’itérations afin d’avoir des temps d’exécution raisonnables. Les différentes
exécutions ont été encore effectuées sur la machine Helios avec 1, 2, 4 et 8 threads et
respectivement 16, 32, 64 et 128 cœurs.

La Table 8.16 contient différentes mesures de performance pour les trois opérateurs de
gyromoyenne : (i) Padé, (ii) Hermite avec précalculs et (iii) sans gyromoyenne. Comme
précédemment, le temps d’exécution et la proportion de temps de chaque méthode de gyro-
moyenne sont donnés. En outre, l’efficacité relative est donnée et calculée par :

(
1 +

tref −#thtarg. ttarg
tref

)
× 100 (8.5.7)

où tref est le temps de l’exécution de référence, pour nous l’exécution sur un thread, ttarg
et #thtarg respectivement le temps d’exécution et le nombre de threads de l’exécution. Plus
l’efficacité relative est grande, plus la qualité de la parallélisation est importante.

Tout d’abord, nous pouvons noter que le temps total d’exécution pour les trois confi-
gurations scale avec le nombre de threads. Ensuite, les méthodes d’Hermite et de Padé ont
un comportement similaire en considérant l’efficacité relative lorsque le nombre de threads
augmente. Dans le cas final avec 8 threads, les deux méthodes gardent une efficacité relative
au-dessus de 80%. Finalement, en tenant compte de la proportion du temps d’exécution
d’une méthode pour chaque nombre de threads, nous remarquons qu’elle reste relativement
constante. Comme dans le cas de l’analyse précédente, la gyromoyenne basée sur l’interpo-
lation d’Hermite est en moyenne 9 fois plus lente que l’approximation de Padé.

L’analyse de performances précédente ne tient pas compte du temps d’exécution des
diagnostics de Gysela. L’opérateur de gyromoyenne a un grand impact sur leur temps
d’exécution, mais la mesure du temps d’exécution de cette partie du code est difficile à cause
de l’écriture des fichiers de sortie sur le disque qui peuvent introduire un comportement
aléatoire. En effet, certains diagnostics appliquent la gyromoyenne sur toute la fonction de
distribution des centres-guide pour obtenir des informations sur la distribution des parti-
cules. Il y a un champ d’amélioration possible pour l’opérateur de gyromoyenne basé sur
l’interpolation afin de mieux traiter ce genre d’opérations. Pour le futur, nous souhaitons
optimiser la méthode d’Hermite afin de raccourcir son temps de calcul et ainsi être plus
compétitif par rapport à la méthode de Padé.

8.6 Conclusion

Nous avons validé le calcul de la gyromoyenne en géométrie polaire. Des comparaisons
sont faites avec l’approximation classique de Padé, en considérant d’une part des cas test ana-
lytiques, dont on connâıt la solution exacte, et d’autre part des simulations gyrocinétiques de
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base : un modèle drift-kinetic 4D avec un rayon de Larmor et le benchmark linéaire classique
DIII-D. Nous constatons que, dans le cas linéaire, les différences avec Padé sont importantes
en prenant une géométrie SLAB et un rayon relativement grand. En outre, l’introduction
de l’opération de gyromoyenne tend à diminuer le taux d’instabilité et cela est amplifié en
considérant l’opérateur de gyromoyenne direct, au lieu de l’approximation de Padé. L’ana-
lyse linéaire prédit un comportement similaire lorsque nous comparons l’approximation de
Padé et la fonction de Bessel J0 pour kρ < 1, mais une diminution du taux d’accroissement
quand 1 < kρ < 5. Notons que le résultat reste au niveau qualitatif, comme ici, en géométrie
polaire, la multiplication par la fonction de Bessel J0 n’est pas la solution exacte (excepté
pour les fonctions de Fourier-Bessel), et elle diffère de la géométrie cartésienne . Des simula-
tions non-linéaires en temps long devraient être réalisées dans le futur afin de voir l’impact
sur de grands nombres d’ondes.

Figure 8.6 – Coupe polöıdale f(r, θ, z = 0, v‖ = 0) au temps T = 7000 pour 128 × 256 ×
128× 128,∆t = 2. En haut (de gauche à droite) : µ = 0.5 avec Hermite et puis Padé ; en bas
(de gauche à droite) : µ = 1, avec Hermite et puis Padé.
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Figure 8.7 – Coupe polöıdale f(r, θ, z = 0, v‖ = 0) au temps T = 5000 pour 128 × 128 ×
128× 128,∆t = 1. En haut (de gauche à droite) : µ = 0.1 avec Hermite et puis Padé ; en bas
(de gauche à droite) : µ = 0, avec Hermite et puis Padé.
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Figure 8.8 – coupe polöıdale f(r, θ, 0, 0) au temps T = 5000 avec 64× 64× 32× 64 points
et ∆t = 5, Hermite avec µ = 0.1, . . . , 0.8 (de gauche à droite et de haut en bas).
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Figure 8.9 – coupe polöıdale f(r, θ, 0, 0) au temps T = 5000 avec 64× 64× 32× 64 points
et ∆t = 5, Padé avec µ = 0.1, . . . , 0.8 (de gauche à droite et de haut en bas).
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Figure 8.10 – Evolution en temps de
∫ rmax

rmin

∫ 2π

0
Φ(r, θ, 0)rdrdθ : Hermite (en haut), Padé

(milieu). En bas : taux d’instabilité en fonction de µ ; comparaison entre la solution de la
relation de dispersion (G.3) (en utilisant J0(

√
2µ) ou son approximation de Padé) et les

résultats numériques.
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Figure 8.11 – Evolution en temps de
∫ rmax

rmin

∫ 2π

0
Φ(r, θ, 0)rdrdθ. Comparaison Hermite/Padé.

178



Méthode de gyromoyenne

Padé Hermite Spline Désactivé

Sans Avec Sans Avec

Mail. (8.5.4) : Temps tot. d’exéc. (sec.) 26.71 46.24 29.00 47.70 28.72 26.33

% exéc. de la gyro. 1.4 % 75.6 % 10.2 % 81.2 % 9.1 % ∅
Mail. (8.5.5) : Temps tot. d’exéc. (sec.) 105.98 186.83 120.55 190.25 127.12 104.78

% exéc. de la gyro. 1.1 % 78.3 % 15.0 % 81.6 % 21.3 % ∅
Mail. (8.5.6) : Temps tot. d’exéc. (sec.) 453.52 760.85 525.18 793.47 594.18 444.20

% exéc. de la gyro. 2.1 % 71.3 % 18.2 % 78.6 % 33.8 % ∅

Table 8.15 – Temps d’exécution et proportion des différents opérateurs de gyromoyenne sur
trois maillages différents.
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Méthode de gyromoyenne

Padé Hermite Désactivé

#thread : 1 Temps tot. d’exéc. (sec.) 454.74 526.75 443.85

Efficacité relative 100.0 % 100.0 % ∅
% exéc. de la gyro. 2.5 % 18.7 % ∅

#thread : 2 Temps tot. d’exéc. (sec.) 232.53 265.67 227.86

Efficacité relative 97.8 % 99.1 % ∅
% exéc. de la gyro. 2.1 % 16.6 % ∅

#thread : 4 Temps tot. d’exéc. (sec.) 121.07 141.83 117.83

Efficacité relative 93.9 % 92.8 % ∅
% exéc. de la gyro. 2.7 % 20.4 % ∅

#thread : 8 Temps tot. d’exéc. (sec.) 66.37 77.66 64.98

Efficacité relative 85.6 % 84.8 % ∅
% exéc. de la gyro. 2.1 % 19.5 % ∅

Table 8.16 – Sur le maillage (8.5.6) : temps d’exécution en secondes, efficacité relative en
pourcentage et proportion des différentes versions de l’opérateur de gyromoyenne en fonction
du nombre de threads.
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Chapitre 9

Quasi-neutralité

Dans le chapitre précédent, nous avons développé une méthode numérique de calcul de
l’opérateur de gyromoyenne :

Jρ(f)(x) :=
1

2π

∫ 2π

0

f(x+ ρ)dα, ρ = ρ(cos(α), sin(α))

sur un maillage polaire. Nous développons ici un solveur pour l’équation de quasi-neutralité
utilisant cette méthode. Nous comparerons ce solveur à la méthode classique par Padé sur
des cas tests analytiques. Nous considérons également un modèle simplifié de l’équation de
quasi-neutralité avec un µ (au lieu d’une intégrale en µ) sur lequel nous comparerons le
nouveau solveur avec le solveur par Padé dans le cadre de simulations gyrocinétiques.

9.1 Dérivation de l’équation de quasi-neutralité

Dans cette partie, nous dérivons un modèle de quasi-neutralité permettant de calculer le
potentiel électrique Φ(x, t) où x = (r, θ, z) ∈ [0, Lr]× [0, 2π]× [0, Lz] sont les coordonnées de
la position des particules. Nous désignons la densité des ions par ni, la densité des électrons
par ne et n0 correspond à la densité des ions et des électrons à l’équilibre. Nous considérerons
que cette densité à l’équilibre varie uniquement de manière radiale : n0 = n0(r). Nous notons
Ti = Ti(r) la température des ions à l’équilibre et Te = Te(r) celle des électrons.

Les électrons suivent une distribution de Boltzmann :

ne(x) = n0(r) exp

(−(Φ(x)− 〈Φ〉(r, θ))
Te(r)

)

où le potentiel moyen suivant z noté 〈Φ〉 est défini par :

〈Φ〉(r, θ) := 1

Lz

∫ Lz

0

Φ(r, θ, z)dz.

Puisque le potentiel est petit devant l’énergie cinétique des électrons, nous pouvons linéariser :

ne(x) = n0(r)

(
1− 1

Te(r)
(Φ(x)− 〈Φ〉(r, θ))

)
.
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Par ailleurs, la densité des ions ni peut être écrite au premier ordre gyrocinétique par :

ni(x) =

∫
Jρ(f + g)(x, vz)ρdρdvz, ρ =

√
2µ

où la fonction g correspond à la correction :

g(x, ρ) := ∂µFM(r, ρ)[Φ(x)− Jρ(Φ)(x)], FM(r, ρ) :=
n0(r)

Ti(r)
exp(−ρ2/(2Ti)).

de telle sorte à ce que

1

n0(r)

∫ +∞

0

FM(r, ρ)ρdρ = 1.

En notant par n̄i la densité relative à la fonction de distribution des ions gyromoyennée :

n̄i(x) :=

∫
Jρ(f)(x, vz)ρdρdvz,

la densité des ions ni peut alors se réécrire :

ni(x) =

∫
Jρ(f)(x, vz)ρdρdvz +

∫
Jρ(g)(x)ρdρ.

Concernant le terme de correction, nous avons :

g(x, ρ) = − 1

Ti(r)
FM(r, ρ)[Φ(x)− Jρ(Φ)(x)].

Puisque les variations spatiales de FM sont négligeables, nous pouvons supposer que
Jρ(FM) = FM et ainsi :

Jρ(g)(x, ρ) = − 1

Ti(r)
FM(r, ρ)[Φ(x)− J 2

ρ (Φ)(x)]

∫
Jρ(g)(x, ρ)ρdρ = −n0(r)

(
Φ(x)− 1

Ti(r)

∫
J 2

ρ (Φ)(x) exp(−ρ2/(2Ti(r)))ρdρ

)
.

En posant

Φ̃(x) :=
1

Ti(r)

∫

R+

J 2√
2µ(Φ)(x) exp(−µ/Ti(r))dµ,

nous obtenons :

ni(x) = n̄i(x)− n0(r)(Φ(x)− Φ̃(x)).

Sous l’hypothèse de la limite quasi-neutre, la densité des ions est égale à celle des électrons :
ni = ne. Cette hypothèse nous conduit à l’équation de quasi-neutralité :

n0

Ti

∫

R+

(Φ− J 2√
2µ(Φ)) exp(−µ/Ti)dµ−

n0

Te

(Φ− 〈Φ〉) = n̄i − n0. (9.1.1)
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9.2 Solveur par interpolation

Nous présentons une méthode de résolution de l’équation de quasi-neutralité (9.1.1) di-
rectement basée sur la méthode de calcul de la gyromoyenne décrite dans le Chapitre 8 qui
consistait à interpoler la fonction de distribution en N points uniformément répartis sur
le cercle de Larmor. Pour cela, considérons un maillage polaire uniforme sur le domaine
[rmin, rmax]× [0, 2π] comprenant Nr ×Nθ cellules :

Cij = [ri, ri+1]× [θj, θj+1], i = 0, . . . , Nr, j = 0, . . . , Nθ − 1

où

ri = rmin + i
rmax − rmin

Nr

, i = 0, ..., Nr,

θj = j
2π

Nθ

, j = 0, ..., Nθ.

Le calcul de la gyromoyenne s’écrit, pour (ri, θj) un point du maillage polaire :

Jρ(Φ)(ri, θj) ≃
1

N

N−1∑

ℓ=0

P(Φ)
(
ri cos (θj) + ρ cos

(
2ℓπ

N

)
, ri sin (θj) + ρ sin

(
2ℓπ

N

))
,

où P est un opérateur d’interpolation. Dans la suite, nous utiliserons l’interpolation par
splines cubiques. Nous effectuons une projection radiale sur le bord du domaine pour les
points hors du domaine et nous considérerons des conditions 2π-périodiques en θ.

Nous détaillons ci-dessous les étapes de construction du solveur. Pour cela, notons

Φi,j := Φ(ri, θj), i = 0..Nr, j = 0..Nθ − 1

JρΦi,j := Jρ(Φ)(ri, θj), i = 0..Nr, j = 0..Nθ − 1

φ := t(Φ0,0, ...,Φ0,Nθ−1,Φ1,0, ...,Φ1,Nθ−1, ...,ΦNr,1, ...,ΦNr,Nθ−1)

Jρ(φ) := t(JρΦ0,0, ...,JρΦ0,Nθ−1,JρΦ1,0, ...,JρΦ1,Nθ−1, ...,JρΦNr,0, ...,JρΦNr,Nθ−1).

1. Construction de la matrice Aspl ∈ M(Nr+3)×Nθ,(Nr+1)×Nθ
(R) telle que S = Asplφ soit

le vecteur des coefficients de splines. Nous considérons des splines de type Hermite
avec condition nulle sur la dérivée aux bords en r et des conditions périodiques en θ.
La matrice Aspl ne dépend pas du rayon de Larmor.

2. Pour chaque rayon de Larmor ρj =
√
2µj, construction de la matrice Acontr

ρj
∈

M(Nr+1)×Nθ,(Nr+3)×Nθ
(R) donnant la contribution de la gyromoyenne de rayon ρj en

chaque point en fonction des coefficients de splines. Nous avons donc Jρj(φ) = Acontr
ρj

S
et la matrice de la gyromoyenne pour le rayon de Larmor ρj est alors donnée par
Gρj = Acontr

ρj
Aspl. La matrice de la double gyromoyenne s’obtient par Bρj = G2

ρj
.

Nous remarquons que pour un maillage de ρj donné, ces matrices peuvent être cal-
culées une fois pour toute.
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3. Evaluation de l’intégrale par quadrature en µ :
∫

R+

(Φ− J 2√
2µ(Φ))e

−µ/Tidµ ≈
∫ µmax

0

(Φ− J 2√
2µ(Φ))e

−µ/Tidµ

≈
p∑

j=1

cj(Φ− J 2√
2µj
(Φ))e−µj/Ti

≈
[

p∑

j=1

cj(Id− Bρj)e
−µj/Ti

]
Φ.

Nous utilisons les méthodes de quadrature suivantes :
— Méthode des rectangles à gauche : p ≥ 1, cj =

µmax

p
et µj = (j − 1)µmax

p
.

— Méthode de Gauss-Legendre (formule composite).

4. Inversion de la matrice de l’opérateur de quasi-neutralité par décomposition LU.

Remarque 9.2.1.

1. Il est à noter que toutes les étapes ci-dessus sont effectuées en précalcul.

2. Une méthode d’intégration est également présentée dans [105] basée sur l’approxima-
tion de la fonction Γ0.

Nous construisons la matrice de l’opérateur de quasi-neutralité dans la base de Fourier vec-
torielle. En effet, le calcul est plus efficace dans cette base puisque les produits matriciels
nécessaires à la construction de la matrice de double gyromoyenne se font entre des matrices
diagonales par blocs. Cette méthode a déjà été utilisée par exemple dans le chapitre 5. Plus
précisément, la périodicité en θ assure que les matrices Acontr

ρj
et Aspl sont circulantes par

blocs :

Aspl =




Aspl
0 Aspl

1 . . . Aspl
Nθ−1

Aspl
Nθ−1

. . . . . .
...

...
. . . . . . Aspl

1

Aspl
1 . . . Aspl

Nθ−1 Aspl
0



∈M(Nr+3)×Nθ,(Nr+1)×Nθ

(R)

Acontr
ρj

=




Acontr
ρj ,0

Acontr
ρj ,1

. . . Acontr
ρj ,Nθ−1

Acontr
ρj ,Nθ−1

. . . . . .
...

...
. . . . . . Acontr

ρj ,1

Acontr
ρj ,1

. . . Acontr
ρj ,Nθ−1 Acontr

ρj ,0



∈M(Nr+1)×Nθ,(Nr+3)×Nθ

(R)

où Aspl
i ∈ MNr+3,Nr+1(R) et A

contr
ρj ,i

∈ MNr+1,Nr+3(R) pour i = 0, ..., Nθ − 1. Ces matrices
sont alors diagonalisables dans la base de Fourier vectoriel :

Aspl = UNr+3D
splU⋆

Nr+1, Acontr
ρj

= UNr+1D
contr
ρj

U⋆
Nr+3

où

Dspl =



Dspl

0

. . .

Dspl
Nθ−1


 Dcontr

ρj
=




Dcontr
ρj ,0

. . .

Dcontr
ρj ,Nθ−1



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avec

Dspl
m =

Nθ−1∑

k=0

Aspl
k e

−2iπkm
Nθ , Dcontr

ρj ,m
=

Nθ−1∑

k=0

Acontr
ρj ,k

e
−2iπkm

Nθ

et

Un =




Un,0,0 . . . Un,0,Nθ−1
...

. . .
...

Un,Nθ−1,0 . . . Un,Nθ−1,Nθ−1


 , Un,k,ℓ =

1√
Nθ

e
2iπkℓ
Nθ In

où In est la matrice identité de taille n× n.

L’intérêt de la diagonalisation dans la base de Fourier est que le calcul de la gyro-
moyenne de Φ par le produit GρjΦ se fait de manière rapide avec les FFT :

1. Passage dans la base de Fourier par FFT(Φ).

2. Calcul du produit GρjΦ dans la base de Fourier.

3. Passage dans l’espace réel par FFT−1 du résultat précédent.

L’utilisation du maillage polaire et de la FFT permettent de faire des calculs plus rapidement
et constitue une base pour des travaux en géométrie plus complexe.

9.3 Solveur par approximation de Padé

Dans cette section, nous présentons une méthode de résolution de l’équation de quasi-
neutralité basée sur l’approximation de Padé de la fonction de Bessel utilisée afin de calculer
le terme

Φ̃ =
1

Ti

∫

R+

J 2√
2µ(Φ)e

−µ/Tidµ =

∫

R+

J 2√
2µTi

(Φ)e−µdµ

de l’équation de quasi-neutralité (9.1.1). Une telle méthode a déjà été décrite dans le chapitre
précédent. Dans ce chapitre, nous avions montré qu’en passant dans l’espace de Fourier (voir
8.1.2) :

Ĵρ(Φ)(k) = J0(|k|ρ)Φ̂(k).

Ainsi, nous obtenons :
̂̃Φ(k) = Γ0(|k|2Ti)Φ̂(k)

où la fonction Γ0 est définie par :

Γ0(k
2) :=

∫

R+

exp(−x2/2)J2
0 (kx)xdx.

Nous utilisons alors les développements de Padé et de Taylor de la fonction de Bessel :

J0(kx) ≈
2

1 + (kx)2/4
≈ 1− (kx)2

4
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ce qui donne le développement de Taylor de la fonction Γ0 :

Γ0(|k|2Ti) =

∫

R+

exp(−x2/2)J2
0 (|k|

√
Tix)xdx

=

∫

R+

exp(−x2/2)xdx− |k|
2Ti

2

∫

R+

exp(−x2/2)x3dx+O(|k|3)

= 1− |k|2Ti +O(|k|3).
En utilisant ce développement de la fonction Γ0, nous aboutissons à l’équation (voir [102,
101, 104]) :

−∇⊥ · (ni∇⊥Φ) +
n0

Te

(Φ− 〈Φ〉) = n̄i − n0.

Une linéarisation du terme de diffusion en supposant que ni(x) ≈ n0(r) (voir [80, 102])
conduit à :

−∇⊥ · (n0∇⊥Φ) +
n0

Te

(Φ− 〈Φ〉) = n̄i − n0

et finalement à

−
(
∂2
rΦ +

(
1

r
+

∂rn0(r)

n0(r)

)
∂rΦ +

1

r2
∂2
θΦ

)
+

1

Te

(Φ− 〈Φ〉) = 1

n0

(n̄i − n0). (9.3.1)

La résolution de cette équation de Poisson s’effectue en passant dans l’espace de Fourier en
θ et par différences finies en r comme cela a été détaillé dans la section 8.2.

Modèle simplifié

Dans la suite, nous considérons un cas simplifié de l’équation de quasi-neutralité (9.1.1)
où les intégrales en µ sont remplacées par l’évaluation en une valeur de µ = µ0 :

n0

Ti

(Φ− J 2√
2µ0Ti

(Φ)) +
n0

Te

(Φ− 〈Φ〉) =
∫
J√2µ0

(f)(x, vz)dvz − n0. (9.3.2)

Dans l’espace de Fourier,

̂[Φ− J 2√
2µ0Ti

(Φ)](k) =
(
1− J2

0 (|k|
√
2µ0Ti)

)
Φ̂(k).

Le développement de Taylor du facteur précédent donne

1− J2
0 (|k|

√
2µ0Ti) = 1−

(
1− (|k|√2µ0Ti)

2

2
+O(|k|4)

)

= |k|2µ0Ti +O(|k|4).
On aboutit alors à l’équation de Poisson suivante :

−µ0∆⊥Φ +
1

Te

(Φ− 〈Φ〉) = 1

n0

(∫
J√2µ0

(f)(x, vz)dvz − n0

)
.

La Figure 9.1 donne les représentations de x 7→ (1 − J2
0 (x))

−1 et de son développement
de Padé x 7→ 2/x2. Nous observons que lorsque x tend vers 0, les deux fonctions cöıncident,
ce qui montre que lorsque |k|√2µ0Ti est petit, la solution obtenue avec la méthode de
Padé appliqué à un µ est proche de la solution au niveau continu. Lorsque x augmente,
l’approximation de Padé est sous la fonction x 7→ (1 − J2

0 (x))
−1, ce qui justifiera dans les

résultats numériques que le taux d’instabilité de la méthode de Padé appliquée à un µ soit
plus faible que celui de la méthode par interpolation.
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Figure 9.1 – Représentations de x 7→ (1− J2
0 (x))

−1 (en rouge) et de son développement de
Padé x 7→ 2/x2 (en vert).

9.4 Résultats Numériques

9.4.1 Cas test analytiques

L’opérateur de quasi-neutralité est diagonalisable dans la base de Fourier-Bessel. Nous
pouvons donc réutiliser les solutions analytiques développées dans la sous-section 8.4.1.
Considérons ainsi la fonction

Φ(r, θ) =

(
Jm(γm,ℓ)Ym

(
r
γm,ℓ

rmax

)
− Ym(γm,ℓ)Jm

(
r
γm,ℓ

rmax

))
eimθ (9.4.1)

où γm,ℓ est le ℓ
ème zéro de l’application

y 7→ Jm(y)Ym

(
y
rmin

rmax

)
− Ym(y)Jm

(
y
rmin

rmax

)
.

Alors Φ vérifie des conditions de Dirichlet homogène aux bords :

Φ(rmin, θ) = 0, Φ(rmax, θ) = 0, 0 ≤ θ < 2π,

et sa gyromoyenne vaut

J√2µ(Φ)(r0, θ0) = J0

(√
2µ

γm,ℓ

rmax

)
Φ(r0, θ0).

— Dans le cas de l’opérateur de quasi-neutralité avec l’intégrale en µ sans considérer le
terme 〈Φ〉 (cas sans zonal flow), nous obtenons :

∫ +∞

0

(Φ− J 2√
2µ(Φ))e

−µdµ+ λΦ =

(
1 + λ− Γ0

(
γ2
m,ℓ

r2max

))
Φ.

en considérant Ti = 1 et pour un λ réel quelconque.
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— Dans le cas de l’opérateur de quasi-neutralité avec un µ et sans considérer le terme
〈Φ〉 (cas sans zonal flow), nous obtenons :

(Φ− J 2√
2µi
(Φ)) + λΦ =

(
1 + λ− J2

0

(√
2µ

γm,ℓ

rmax

))
Φ.

Nous avons comparé la méthode par Padé à la méthode par interpolation sur cette so-
lution de référence dans le cas de l’opérateur de quasi-neutralité avec l’intégrale en µ. Nous
avons choisi les paramètres suivants : Nr = Nθ = 64, λ = 1, ℓ = 1. Pour la méthode par
interpolation, nous considérons µmax = 35, Nµ = 100 (quadrature par Gauss ; 10 points de
Gauss sont utilisés) et N = 128. Nous avons testé les cas m = 1 et m = 5. La Figure 9.2
représente, pour m = 1, la solution exacte de l’équation de quasi-neutralité avec l’intégrale
en µ (surface rouge) et les solutions obtenues avec la méthode de Padé (surface verte en
haut) et la méthode par interpolation (surface verte en bas). Il apparâıt que la méthode par
interpolation crée des oscillations en rmin et rmax contrairement à la méthode de Padé. Ceci
est confirmé par la Table 9.1 qui donne la norme L2 de l’erreur relative :

∥∥∥∥
Φschema − Φ

Φ

∥∥∥∥
2

pour Φschema obtenu avec les différentes méthodes de résolution de l’équation de quasi-
neutralité (méthode par interpolation ou Padé) avec m = 1. L’erreur pour la méthode
par interpolation diminue lorsque nous restreignons l’intervalle en plaçant deux zones buffer
[rmin, rmin+α] et [rmax−α, rmax] sur lesquelles l’erreur n’est pas calculée. Dans la Table 9.1,
la taille α des zones buffer est exprimée en nombre de cellules. En restreignant l’intervalle de
manière significative dans le cas de la méthode par interpolation afin de ne pas être perturbé
par les oscillations aux bords du domaine, nous retrouvons une erreur comparable à celle de
la méthode de Padé. Le choix de m = 1 correspond au domaine de validité de Padé, ce qui
explique que l’erreur soit assez faible. Cependant, lorsquem augmente (m = 5 pour la Figure
9.3 et la Table 9.2), la méthode par interpolation donne clairement de meilleurs résultats
que la méthode par Padé à l’intérieur du domaine bien que la méthode par interpolation
présente à nouveau des oscillations au bord.

La Table 9.3 présente les temps d’exécution des méthodes par Padé et par interpolation
appliquées 1000 fois sur la fonction analytique ci-dessus. Cette table montre, que pour la
méthode par interpolation, le temps de précalcul est proportionnel au nombre de µ. De plus,
la méthode par Padé est plus rapide que la méthode par interpolation d’un facteur 10, ce qui
est en accord avec les tests de performance réalisés dans le cadre de la gyromoyenne (chapitre
8) où nous avions également trouvé un facteur proche de 10 entre Padé et la méthode par
interpolation.

9.4.2 Application aux simulations gyrocinétiques

Nous présentons ici uniquement des résultats numériques dans le cas de l’équation de
quasi-neutralité avec un µ (équation 9.3.2). Considérer le cas avec un µ est justifié par le fait
que le cas général nécessite un cas 5D avec une condition initiale 5D ce qui est très coûteux
en temps de calcul. De plus, ces cas test sont plus compliqués car ils font intervenir plus
de physique ; nous cherchons à valider et donc à utiliser un cas un peu plus simple. Le cas
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Taille de la zone buffer 0 1 2 3 4 5 10 20

Interpolation 0.28 0.28 0.13 7.10−2 5.10−2 3.10−2 8.10−3 1.10−3

Padé 1.10−3 1.10−3 1.10−3 1.10−3 1.10−3 1.10−3 1.10−3 1.10−3

Table 9.1 – Norme L2 de l’erreur relative avec une zone buffer en r de taille variable (en
nombre de cellules) pour m = 1. Paramètres : Nr = Nθ = 64, λ = 1, ℓ = 1. Méthode par
interpolation : µmax = 35, N = 128, Nµ = 100.

Taille de la zone buffer 0 1 2 3 4 5 10 20

Interpolation 0.20 0.18 8.10−2 5.10−2 3.10−2 2.10−2 5.10−3 7.10−4

Padé 3.10−2 3.10−2 3.10−2 3.10−2 3.10−2 3.10−2 3.10−2 3.10−2

Table 9.2 – Norme L2 de l’erreur relative avec une zone buffer en r de taille variable (en
nombre de cellules) pour m = 5. Paramètres : Nr = Nθ = 64, λ = 1, ℓ = 1. Méthode par
interpolation : µmax = 35, N = 128, Nµ = 100.

Padé Méthode par interpolation

Nombre de µ pour Φ̃ - 1 2 4 8 32 128

Temps d’initialisation (s.) 0.005 2.6 4.4 8.2 16.3 64.0 256

Temps d’exécution (s.) 2.4 27 26 27 26 26 27

Table 9.3 – 1000 itérations, 64× 64 cellules, irma-hpc2, N = 1024.

de l’équation de quasi-neutralité avec l’intégrale en µ (équation 9.1.1) sera traité dans un
travail ultérieur.

L’équation satisfaite par la fonction de distribution des ions f(t, r, θ, z, v) suivant le mou-
vement du centre guide se lit :

∂tf −
(
∂θJ√2µ0

Φ

r

)
∂rf +

(
∂rJ√2µ0

Φ

r

)
∂θf +

v∂zf −
(
∂zJ√2µ0

Φ
)
∂vf = 0. (9.4.2)

pour (r, θ, z, v, µ) ∈ [rmin, rmax]× [0, 2π]× [0, L]× [−vmax, vmax]. Cette équation sera couplée
soit avec l’équation de quasi-neutralité :

n0

Ti

(Φ− J 2√
2µ0Ti

(Φ)) +
n0

Te

(Φ− 〈Φ〉) =
∫
J√2µ0

(f)(x, vz)dvz − n0.

résolue par la méthode par interpolation, soit avec l’équation de Poisson :

−µ0∆⊥Φ +
1

Te

(Φ− 〈Φ〉) = 1

n0

(∫
J√2µ0

(f)(x, vz)dvz − n0

)
.

dans le cas de la méthode par Padé pour un µ. La résolution de cette équation de Poisson
s’effectue en passant dans l’espace de Fourier en θ et par différences finies en r comme cela

189



Figure 9.2 – Comparaison entre la solution analytique de l’équation de quasi-neutralité (en
rouge) et la solution obtenue avec la méthode par Padé (en vert en haut) et celle obtenue
avec la méthode par interpolation (en vert en bas) pour m = 1.
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Figure 9.3 – Comparaison entre la solution analytique de l’équation de quasi-neutralité (en
rouge) et la solution obtenue avec la méthode par Padé (en vert en haut) et celle obtenue
avec la méthode par interpolation (en vert en bas) pour m = 5.
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a été détaillé dans la section 8.2.

Pour traiter ce système d’équations, nous avons utilisé la plate-forme SELALIB [67].
L’équation de Vlasov est résolue avec une méthode semi-Lagrangienne classique avec inter-
polation par splines cubiques, ainsi qu’une méthode prédicteur-correcteur et l’algorithme
de Verlet pour les caractéristiques (voir [86, 77] pour plus de détails). Dans les simulations,
nous ne considérerons pas le terme 〈Φ〉 (cas sans ”zonal flow”). La fonction de distribution
initiale se lit :

f(0, r, θ, z, v) = feq(r, v)×(
1 + ε exp

(
−(r − rp)

2

δr

)
cos

(
2πn

L
z +mθ

))

où la fonction d’équilibre feq vaut

feq(r, v) =
n0(r) exp

(
− v2

2Ti(r)

)

(2πTi(r))1/2
.

Les profils Ti, Te et n0 sont donnés par :

P(r) = CP exp

(
−κPδrP tanh

(
r − rp
δrP

))

où P ∈ {Ti, Te, n0}, CTi
= CTe = 1 et

Cn0 =
rmax − rmin

∫ rmin

rmax
exp

(
−κn0δrn0 tanh

(
r−rp
δrn0

))
dr

.

Nous considérons les paramètres de [86] [Medium case] :

rmin = 0.1, rmax = 14.5, vmax = 7.32, κn0 = 0.055,

κTi
= κTe = 0.27586, δrTi

= δrTi
=

δrn0

2
= 1.45,

ε = 10−6, n = 1,m = 5,

L = 1506.759067, rp =
rmin + rmax

2
, δr =

4δrn0

δrTi

.

Les résultats numériques sont donnés dans les Fig. 9.4 – 9.7. Nous considérons ici
N = 1024 pour la méthode par interpolation. La méthode par interpolation est utilisée
pour le membre de droite de l’équation de quasi-neutralité même lorsque Padé est utilisé
pour l’opérateur de quasi-neutralité afin de voir l’influence des différentes méthodes unique-
ment sur l’opérateur de quasi-neutralité. Sur la Fig. 9.4, nous traçons une coupe polöıdale
f(r, θ, 0, 0) (µ = 0.1 au temps T = 3000 et µ = 0.2 au temps T = 3500) pour Padé et la
méthode par interpolation. Nous observons globalement les mêmes structures à la différence
que la méthode par interpolation semble générer davantage d’oscillations. Sur la Fig. 9.5,
nous augmentons la valeur de µ = 0.7. Nous observons que la méthode par interpolation
conduit à davantage de structures sans qu’il n’y ait de décalage entre les résultats des deux
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méthodes. Nous avions déjà observé ce phénomène dans le cas de la gyromoyenne simple
(Fig. 8.8 et 8.9). Cependant, il n’y a globalement pas beaucoup de différences entre les deux
méthodes car les taux d’instabilité sont encore proches quand µ = 0.7.
Sur la Figure 9.6, nous considérons µ = 1. Pour cette valeur de µ, nous constatons des
différences entre les deux méthodes : les structures sont déjà bien plus développées pour le
solveur par interpolation, ce qui sera confirmé par l’analyse des taux d’instabilité (Fig. 9.7).
De plus, nous observons la convergence en maillage.
La Figure 9.7 montre l’évolution temporelle de

∫ rmax

rmin

∫ 2π

0
Φ(r, θ, 0)rdrdθ dans la phase linéaire

puis non linéaire. Nous remarquons d’abord que pour µ = 0, les deux méthodes sont instables
et explosent très rapidement (courbes épaisses verte et rouge). Ensuite, plus µ augmente
(µ = 0.1, 0.2, 0.5, 0.7, 1), plus le taux d’instabilité diminue pour les deux méthodes. Pour
un µ donné, la méthode par Padé semble avoir un taux d’instabilité plus bas que pour la
méthode par interpolation. En effet, dans la relation de dispersion (voir Appendice G), les
facteurs qui interviennent pour la méthode par Padé et pour la méthode par interpolation
sont ordonnés (voir Fig. 9.1) ce qui justifie que le taux d’instabilité pour la méthode par
Padé est plus faible.
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Figure 9.4 – Coupe polöıdale f(r, θ, z = 0, v‖ = 0) pour 128× 256× 32× 128,∆t = 2. En
haut µ = 0.1 au temps T = 3000 (de gauche à droite) : avec solveur QN par interpolation
et puis Padé ; en bas µ = 0.2 au temps T = 3500 (de gauche à droite) : avec solveur QN par
interpolation et puis Padé.
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Figure 9.5 – Coupe polöıdale f(r, θ, z = 0, v‖ = 0) sur un maillage 128×128×32×128,∆t =
2, µ = 0.7, aux temps T = 5000 (en haut) et T = 7000 (en bas), avec solveur QN par
interpolation (à gauche) et Padé (à droite).
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Figure 9.6 – Coupe polöıdale f(r, θ, z = 0, v‖ = 0) avec ∆t = 2, µ = 1, au temps T = 7000
avec solveur QN par interpolation (à gauche) et Padé (à droite). Maillages (de haut en bas) :
32× 32× 32× 64 ; 64× 128× 32× 128 ; 128× 128× 32× 128 et 128× 256× 32× 128.
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Figure 9.7 – Evolution en temps de
∫ rmax

rmin

∫ 2π

0
Φ(r, θ, 0)rdrdθ sur un maillage 32×32×32×64,

avec Padé pour un µ (pademu dans la légende) et avec la méthode par interpolation pour
différents µ (0, 0.1, 0.2, 0.5, 0.7, 1).
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Conclusion générale & Perspectives

Dans ce manuscrit, nous avons proposé et analysé différentes méthodes numériques pour
la résolution de l’équation de Vlasov.

La première partie concerne la résolution de l’équation d’advection linéaire qui in-
tervient de manière récurrente dans les méthodes semi-Lagrangiennes. Nous avons établi les
équations équivalentes de plusieurs schémas résolvant cette équation. Nous avons montré
que l’approche par les équations équivalentes fonctionne en considérant suffisamment de
termes. Cette approche permet de prévoir les propriétés de diffusion et de dispersion des
schémas et de les comparer entre eux. Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés plus
particulièrement au schéma Galerkin Discontinu Semi-Lagrangien pour lequel nous avons
montré numériquement et formellement une propriété de superconvergence pour les petits
degrés.

La poursuite des investigations permettant d’établir la preuve générale de ce résultat
pour un degré quelconque et l’adaptation de cette preuve lorsque le déplacement tend vers
0 constituent les perspectives de travail de cette partie.

La seconde partie expose des méthodes de résolution du système de Vlasov-Poisson.
Des schémas de volumes finis ont été étudiés et comparés dans le chapitre 4. Nous avons
montré un lien entre les méthodes de volumes finis et les méthodes semi-Lagrangiennes
dans le cadre de l’équation d’advection. Lorsque le pas de temps ∆t tend vers zéro, les
méthodes semi-Lagrangiennes récupèrent des caractéristiques des méthodes de volumes
finis. Dans le chapitre 5, nous avons détaillé une implémentation sur GPU d’une méthode de
résolution du système de Vlasov-Poisson. Nous avons montré que cette approche fonctionne
et conduit à d’importants speed-ups. Le chapitre 6 était consacré à l’implémentation du
schéma Galerkin Discontinu semi-Lagrangien sur maillage non uniforme. Nous avons validé
cette méthode par comparaison aux splines cubiques non uniformes préexistantes. Ainsi, il
est possible de réduire le nombre de points ; ceci est intéressant dans le cas test des ondes
KEEN et est encourageant pour les futures simulations 2D × 2D.

Concernant le code sur GPU, nous espérons monter en dimension en implémentant une
version en quatre dimensions (2 en x et 2 en v) de ce code puis inclure des collisions. Un
travail permettant l’accélération du code non uniforme SLDG est également envisagé avec à
terme une intégration dans la librairie SELALIB. Pour toutes ces méthodes, nous aimerions
faire de la décomposition de domaine dynamique (maillages fins et grossiers évoluant au
cours du temps) pour appliquer cette approche à d’autres contextes.

La troisième et dernière partie présente des méthodes numériques pour la résolution du
modèle gyrocinétique. Dans le chapitre 7, nous avons présenté un opérateur d’interpolation
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de type Hermite que nous avons utilisé dans le cadre de la résolution numérique du modèle
Drift-Kinetic 4D. Nous avons montré que dans le cas d’une reconstruction des dérivées
décentrées, le schéma est plus diffusif et crée moins d’oscillations numériques pour de petits
pas de temps. Une méthode de calcul de l’opérateur de gyromoyenne en géométrie polaire
basée sur l’interpolation a été présentée et validée dans le chapitre 8. Nous avons comparé
cette nouvelle méthode à la méthode classique par Padé sur des cas test analytiques
ainsi que sur des simulations gyrocinétiques. Nous avons montré que l’introduction de
l’opération de gyromoyenne diminue le taux d’instabilité. Ce taux diminue davantage en
considérant l’opérateur de gyromoyenne par interpolation par rapport à la méthode par
Padé. Dans le dernier chapitre, nous avons utilisé cette méthode de calcul de gyromoyenne
par interpolation pour résoudre l’équation de quasi-neutralité. Des comparaisons sont faites
sur des cas test analytiques ainsi que sur des simulations gyrocinétiques avec la méthode
classique de Padé. On montre que la méthode par interpolation donne de meilleurs résultats
pour de hauts modes en theta malgré l’apparition d’oscillations aux bords.

Dans un travail futur, il serait intéressant d’adapter l’opérateur de gyromoyenne à une
géométrie plus complexe que la géométrie polaire. Concernant l’équation de quasi-neutralité,
nous aimerions considérer l’équation de quasi-neutralité avec l’intégrale en µ en discutant
avec des physiciens pour l’interprétation des résultats. La méthode de résolution de l’équation
de quasi-neutralité par interpolation pourrait également être améliorée en définissant mieux
l’opérateur aux bords en r afin d’éviter les oscillations. Un travail sur d’optimisation du code
est également souhaitable afin de rendre la méthode par interpolation plus compétitive par
rapport à la méthode de Padé en terme de temps de calcul.
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Appendices

E Polynômes de Tchebychev

Définition E.1. Soit n ∈ N. Il existe un unique polynôme Tn tel que

∀θ ∈ R, Tn(cos(θ)) = cos(nθ).

Les Tn (n ∈ N) sont appelés polynômes de Tchebychev de première espèce.

Exemple E.2. Les premiers polynômes de Tchebychev de première espèce valent :
T0(X) = 1,
T1(X) = X,
T2(X) = 2X2 − 1,
T3(X) = 4X3 − 3X.

Définition E.3. Soit n ∈ N. Il existe un unique polynôme Un tel que

∀θ ∈ R, sin(θ)× Un(cos(θ)) = sin((n+ 1)θ).

Les Un (n ∈ N) sont appelés polynômes de Tchebychev de seconde espèce.

Exemple E.4. Les premiers polynômes de Tchebychev de seconde espèce valent :
U0(X) = 1,
U1(X) = 2X,
U2(X) = 4X2 − 1,
U3(X) = 8X3 − 4X.

Le but de cet appendice est de montrer les relations :

τn := Tn(−2) =
(−1)n
2

(
(2 +

√
3)n + (2−

√
3)n

)

µn := Un(−2) =
(−1)n
2
√
3

(
(2 +

√
3)n+1 − (2−

√
3)n+1

)

Proposition E.5 (P1 : Parité). Soit n ∈ N. Alors
(1) Tn(−X) = (−1)nTn(X)
(2) Un(−X) = (−1)nUn(X).
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Démonstration. Soit θ ∈ R. Alors

Tn(− cos θ) = Tn(cos(θ + π)) = cos(nθ + nπ) = (−1)n cos(nθ) = (−1)nTn(cos θ)

et

sin(θ)× Un(− cos(θ)) = − sin(θ + π)× Un(cos(θ + π))

= − sin((n+ 1)θ + (n+ 1)π)

= (−1)n sin((n+ 1)θ) = sin(θ)× (−1)nUn(cos(θ)).

Les polynômes sont égaux sur l’intervalle [−1, 1] donc sont égaux.

Proposition E.6 (P2 : Relation entre Tn+1 et Un). Soit n ∈ N. Alors

T ′n+1 = (n+ 1)Un.

Démonstration. En dérivant la relation Tn+1(cos θ) = cos((n+ 1)θ), on obtient

− sin(θ)T ′n+1(cos θ) = −(n+ 1) sin((n+ 1)θ)

soit

sin(θ)

(
Tn+1

n+ 1

)′
(cos θ) = sin((n+ 1)θ).

Par unicité de Un, on a que T
′
n+1 = (n+ 1)Un.

Proposition E.7 (P3 : Relation de récurrence entre les Tn).

∀n ∈ N, Tn+2(X)− 2XTn+1(X) + Tn(X) = 0.

Démonstration. Pout tout θ ∈ R et n ∈ N, on a

cos(nθ) + cos((n+ 2)θ) = 2 cos(θ) cos((n+ 1)θ)

d’où
∀θ ∈ R, Tn(cos θ) + Tn+2(cos θ) = 2 cos(θ)Tn+1(cos θ).

Les polynômes sont égaux sur l’intervalle [−1, 1] donc sont égaux.

Proposition E.8 (P4 : Fonctions hyperboliques). Soit n ∈ N. Alors
(1) Pour tout θ ∈ R, Tn(ch(θ)) = ch(nθ)
(2) Pour tout θ ∈ R, sh(θ)Un(ch(θ)) = sh((n+ 1)θ)

Démonstration. (1) Par récurrence sur n. La relation est vraie pour n = 0 et n = 1. Suppo-
sons que la propriété est vraie aux rangs n et n+1 et montrons la au rang n+2. En utilisant
la proposition P3 et l’hypothèse de récurrence, on obtient :

Tn+2(ch(θ)) = 2ch(θ)Tn+1(ch(θ))− Tn(ch(θ))

= 2ch(θ)ch((n+ 1)θ)− ch(nθ)

= ch((n+ 2)θ)− ch(nθ) + ch(nθ)

= ch((n+ 2)θ).
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ce qui achève la récurrence.
(2) En dérivant l’égalité obtenue en (1), on obtient

sh(θ)T ′n+1(ch(θ)) = (n+ 1)sh((n+ 1)θ).

D’après la propriété P2, on a

(
T ′n+1

n+ 1

)
(ch(θ)) = Un(ch(θ))

d’où

sh(θ)Un(ch(θ)) = sh((n+ 1)θ).

Proposition E.9 (P5 : Expression des Tn et Un). Pour tout n ∈ N et tout x > 1, on a les
relations :

Tn(x) =
1

2

(
(x+

√
x2 − 1)n + (x−

√
x2 − 1)n

)

Un(x) =
1

2
√
x2 − 1

(
(x+

√
x2 − 1)n+1 − (x−

√
x2 − 1)n+1

)
.

Démonstration. (1) Soit x > 1. Notons θ = argch(x) = ln(x+
√
x2 − 1). D’aprés la propriété

P4, on obtient

Tn(x) = Tn(ch(θ))

= ch(nθ)

=
1

2

(
en ln(x+

√
x2−1) + e−n ln(x+

√
x2−1)

)

=
1

2

(
(x+

√
x2 − 1)n + (x+

√
x2 − 1)−n

)

=
1

2

(
(x+

√
x2 − 1)n + (x−

√
x2 − 1)n

)

en utilisant le fait que (x+
√
x2 − 1)(x−

√
x2 − 1) = 1.

(2) En utilisant la propriété P2, on obtient par dérivation de la relation obtenue en
(1) :

Un(x) =
T ′n+1

n+ 1
(x)

=
n+ 1

2(n+ 1)

(
(1 +

x√
x2 − 1

)(x+
√
x2 − 1)n + (1− x√

x2 − 1
)(x−

√
x2 − 1)n

)

=
1

2
√
x2 − 1

(
(x+

√
x2 − 1)n+1 − (x−

√
x2 − 1)n+1

)
.
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Finalement, d’après les propositions P1 et P5, on trouve

Tn(−2) = (−1)nTn(2) =
(−1)n
2

(
(2 +

√
3)n + (2−

√
3)n

)

Un(−2) = (−1)nUn(2) =
(−1)n
2
√
3

(
(2 +

√
3)n+1 − (2−

√
3)n+1

)
.

F Equations équivalentes pour le schéma La-

grange+Projection

F.1 Calculs en advection constante

Calcul du premier terme de l’équation équivalente

Développement limité de la solution exacte.

Soit ρ la solution exacte de l’équation

∂tρ+ u0∂xρ = 0. (F.1)

Nous allons exprimer ρ(x, tn+1) en fonction de ρ et de ses gradients évalués au temps tn. En
intégrant (F.1) entre tn et tn+1, nous avons

ρ(x, tn+1)− ρ(x, tn) = −u0

∫ tn+1

tn
∂xρ(x, t)dt.

En faisant un développement limité du terme de droite autour de tn puis en remplaçant les
dérivées temporelles par des dérivées spatiales grâce à l’équation (F.1), nous obtenons :

ρ(x, tn+1)− ρ(x, tn) = −u0∆t∂xρ(x, t
n) + u2

0

∆t2

2
∂2
xρ(x, t

n)

−u3
0

∆t3

6
∂3
xρ(x, t

n) + u4
0

∆t4

24
∂4
xρ(x, t

n) + o(∆t4).

Développement limité de la solution obtenue par le schéma.

Par définition,

rni =
ρni − ρni−1
ρni+1 − ρni

.

En notation continue, nous avons

ρ(x, tn)− ρ(x−∆x, tn) = ∆x∂xρ(x, t
n)− ∆x2

2
∂2
xρ(x, t

n) +
∆x3

6
∂3
xρ(x, t

n) + o(∆x3)

ρ(x+∆x, tn)− ρ(x, tn) = ∆x∂xρ(x, t
n) +

∆x2

2
∂2
xρ(x, t

n) +
∆x3

6
∂3
xρ(x, t

n) + o(∆x3)
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d’où

r(x, tn) =
∆x∂xρ(x, t

n)− ∆x2

2
∂2
xρ(x, t

n) + ∆x3

6
∂3
xρ(x, t

n) + o(∆x3)

∆x∂xρ(x, tn) +
∆x2

2
∂2
xρ(x, t

n) + ∆x3

6
∂3
xρ(x, t

n) + o(∆x3)
.

Dans le cas où ∂xρ(x, t
n) 6= 0, nous posons

F (x, tn) =
∂2
xρ(x, t

n)

∂xρ(x, tn)
, G(x, tn) =

∂3
xρ(x, t

n)

∂xρ(x, tn)

d’où :

r(x, tn) =
1− ∆x

2
F (x, tn) + ∆x2

6
G(x, tn) + o(∆x2)

1 + ∆x
2
F (x, tn) + ∆x2

6
G(x, tn) + o(∆x2)

=

(
1− ∆x

2
F (x, tn) +

∆x2

6
G(x, tn) + o(∆x2)

)
×

(
1− ∆x

2
F (x, tn)− ∆x2

6
G(x, tn) +

∆x2

4
F 2(x, tn) + o(∆x2)

)

donc

r(x, tn) = 1−∆xF (x, tn) + ∆x2

2
F 2(x, tn) + o(∆x2).

Connaissant le développement limité de r, nous pouvons en déduire ceux de Ψ+ et Ψ−.

⋆ Si r(x, tn) ≤ 0 alors Ψ+(x, tn) = Ψ−(x, tn) = 0.

⋆ Si r(x, tn) > 0 alors

Ψ+(x, tn) =
2 · r(x, tn)
1 + r(x, tn)

=
2 · (1−∆xF (x, tn) + ∆x2

2
F 2(x, tn) + o(∆x2))

2−∆xF (x, tn) + ∆x2

2
F 2(x, tn) + o(∆x2)

=
1−∆xF (x, tn) + ∆x2

2
F 2(x, tn) + o(∆x2)

1− ∆x
2
F (x, tn) + ∆x2

4
F 2(x, tn) + o(∆x2)

=

(
1−∆xF (x, tn) +

∆x2

2
F 2(x, tn) + o(∆x2)

)
×

(
1 +

∆x

2
F (x, tn)− ∆x2

4
F 2(x, tn) +

∆x2

4
F 2(x, tn) + o(∆x2)

)

donc

Ψ+(x, tn) = 1− ∆x
2
F (x, tn) + o(∆x2)
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et

Ψ−(x, tn) =
2 · 1

r(x,tn)

1 + 1
r(x,tn)

=
2

r(x, tn) + 1

=
2

2−∆xF (x, tn) + ∆x2

2
F 2(x, tn) + o(∆x2)

= 1 +
∆x

2
F (x, tn)− ∆x2

4
F 2(x, tn) +

∆x2

4
F 2(x, tn) + o(∆x2)

donc

Ψ−(x, tn) = 1 + ∆x
2
F (x, tn) + o(∆x2).

De même, nous obtenons les résultats suivants :

r(x−∆x, tn) = 1−∆xF (x, tn) + ∆x2

2
[2G(x, tn)− F 2(x, tn)] + o(∆x2)

Ψ+(x−∆x, tn) = 1− ∆x
2
F (x, tn) + ∆x2

2
[G(x, tn)− F 2(x, tn)] + o(∆x2)

Ψ−(x−∆x, tn) = 1 + ∆x
2
F (x, tn)− ∆x2

2
[G(x, tn)− F 2(x, tn)] + o(∆x2).

Pour simplifier les formules, notons C = (1 − η)/4. Le schéma en advection constante se
réécrit sous la forme :

ρn+1
i − ρni
∆t

+

u0

∆x

(
CΨ+

i ρ
n
i+1 + [1 + C(−Ψ+

i +Ψ−i −Ψ+
i−1)]ρ

n
i + [−1 + C(−Ψ−i +Ψ+

i−1 −Ψ−i−1)]ρ
n
i−1 + CΨ−i−1ρ

n
i−2

)
= 0

Les développements limités obtenus précédemment pour Ψ+
i ,Ψ

−
i ,Ψ

+
i−1,Ψ

−
i−1 nous permettent

d’exprimer l’erreur de troncature en fonction de ρ et de ses gradients évalués au temps tn

dans les différents cas, en supposant que la solution exacte et la solution donnée par le
schéma cöıncident au temps tn et en faisant un développement limité de la différence au
temps tn+1.

Premier cas : ri−1 ≤ 0 et ri ≤ 0

Dans ce cas, Ψ−i−1 = Ψ+
i−1 = Ψ−i = Ψ+

i = 0.

Ainsi,

ρn+1
i − ρni = −η

(
∆x∂xρ(xi, t

n)− ∆x2

2
∂2
xρ(xi, t

n)

)
+ o(∆x2).
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Nous allons utiliser ce résultat ainsi que celui de la première partie sur la solution exacte
pour calculer l’erreur de troncature du schéma :

ε(xi, t
n+1) =

1

∆t

(
ρn+1
i − ρ(xi, t

n+1)

)
.

Le premier terme dans le développement limité de cette erreur sera le premier terme dans
l’équation équivalente. Nous obtienons alors :

ε =
∆x

2
u0(1− η)∂2

xρ+ o(∆x).

Il s’agit de la diffusion numérique du schéma Upwind.

Second cas : ri−1 ≤ 0 et ri > 0

Dans ce cas, nous avons Ψ−i−1 = Ψ+
i−1 = 0 et

Ψ−(xi, t
n) = 1 +

∆x

2
F (xi, t

n) + o(∆x2), Ψ+(xi, t
n) = 1− ∆x

2
F (xi, t

n) + o(∆x2).

Ainsi,

ρn+1
i − ρni = −η

(
∆x

3− η

2
∂xρ(xi, t

n)

)
+ o(∆x).

Nous obtenons alors :

ε = u0
η − 1

2
∂xρ+ o(1).

Troisième cas : ri−1 > 0 et ri ≤ 0

Dans ce cas, nous avons Ψ−i = Ψ+
i = 0 et

Ψ−(xi−1, t
n) = 1 +

∆x

2
F (xi, t

n)− ∆x2

2
[G(xi, t

n)− F 2(xi, t
n)] + o(∆x2)

Ψ+(xi−1, t
n) = 1− ∆x

2
F (xi, t

n) +
∆x2

2
[G(xi, t

n)− F 2(xi, t
n)] + o(∆x2).

Ainsi,

ρ̃(xi, t
n+1)− ρ̃(xi, t

n) = −η
(
∆x

1 + η

2
∂xρ̃(xi, t

n)

)
+ o(∆x).

Nous obtienons alors :

ε = u0
1− η

2
∂xρ+ o(1).

Quatrième cas : ri−1 > 0 et ri > 0
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Dans ce cas, nous utilisons :

Ψ−(xi, t
n) = 1 +

∆x

2
F (xi, t

n) + o(∆x2)

Ψ+(xi, t
n) = 1− ∆x

2
F (xi, t

n) + o(∆x2)

Ψ−(xi−1, t
n) = 1 +

∆x

2
F (xi, t

n)− ∆x2

2
[G(xi, t

n)− F 2(xi, t
n)] + o(∆x2)

Ψ+(xi−1, t
n) = 1− ∆x

2
F (xi, t

n) +
∆x2

2
[G(xi, t

n)− F 2(xi, t
n)] + o(∆x2).

Ainsi,

ρn+1
i − ρni = −η

(
∆x∂xρ(xi, t

n)−∆x2η

2
∂2
xρ(xi, t

n) + ∆x33η − 1

12
∂3
xρ(xi, t

n)

)
+ o(∆x3).

Nous obtenons alors :

ε = u0
∆x2

12
(2η2 − 3η + 1)∂3

xρ+ o(∆x2).

Calcul du second terme de l’équation équivalente

Comme nous voulons obtenir le premier terme de diffusion, il nous faut encore calculer
le second terme de l’équation équivalente dans les cas

1. ri−1 ≤ 0, ri > 0

2. ri−1 > 0, ri ≤ 0

3. ri−1 > 0, ri > 0

Cas ri−1 ≤ 0, ri > 0

Ce second terme sera la somme du terme en ∆x de l’erreur de troncature et du terme
d’ordre 1 provenant du terme d’ordre 0. Le terme en ∆x de l’erreur de troncature vaut (que
l’on calcule comme dans la partie précédente) :

ε− u0
η − 1

2
∂xρ = u0∆x

1− η

2
∂2
xρ+ o(∆x).

Pour calculer le terme provenant du terme d’ordre 0, nous calculons les développements
limités des solutions des équations :

∂tρ+ u0∂xρ = 0

∂tρ̃+ u0∂xρ̃ = u0
η − 1

2
∂xρ̃

puis nous calculons le terme d’ordre 1 de la différence :

1

∆t

(
ρ̃(xi, t

n+1)− ρ(xi, t
n+1)

)
.
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Au final, nous obtienons le terme suivant de l’équation équivalente :

Π = u0
η − 1

2
∂xρ+ u0∆x

(4− η)(η − 1)2

8
∂2
xρ.

Cas ri−1 > 0, ri ≤ 0

Ce second terme sera la somme du terme en ∆x de l’erreur de troncature et du terme
d’ordre 1 provenant du terme d’ordre 0. Le terme en ∆x de l’erreur de troncature vaut 0 :

ε− u0
1− η

2
∂xρ = o(∆x).

Pour calculer le terme provenant du terme d’ordre 0, on calcule les développements limités
des solutions des équations :

∂tρ+ u0∂xρ = 0

∂tρ̃+ u0∂xρ̃ = u0
1− η

2
∂xρ̃

puis nous calculons le terme d’ordre 1 de la différence :

1

∆t

(
ρ̃(xi, t

n+1)− ρ(xi, t
n+1)

)
.

Au final, nous obtienons les termes suivants dans l’équation équivalente :

Π = u0
1− η

2
∂xρ+ u0∆x

η(1− η)(3 + η)

8
∂2
xρ.

Cas ri−1 > 0, ri > 0

Ce second terme sera la somme du terme en ∆x3 de l’erreur de troncature et du terme
d’ordre 3 provenant du terme d’ordre 2. Le terme en ∆x3 de l’erreur de troncature vaut :

ε− u0
∆x2

12
(2η2 − 3η + 1)∂3

xρ = u0
∆x3

24
(η3 − 4η + 3)∂4

x + o(∆x3).

Pour calculer le terme provenant du terme d’ordre 2, nous calculons les développements
limités des solutions des équations :

∂tρ+ u0∂xρ = 0

∂tρ̃+ u0∂xρ̃ = u0
∆x2

12
(2η2 − 3η + 1)∂3

xρ̃

puis nous calculons le terme d’ordre 3 de la différence :

1

∆t

(
ρ̃(xi, t

n+1)− ρ(xi, t
n+1)

)
.

Au final, nous obtienons les termes suivants dans l’équation équivalente :

Π = u0
∆x2

12
(2η2 − 3η + 1)∂3

xρ+ u0
∆x3

8
(η − 1)(η2 − η + 1)∂4

xρ.
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F.2 Calculs en advection non constante

Calcul du premier terme de l’équation équivalente

Développement limité de la solution exacte

Soit ρ la solution exacte de l’équation

∂tρ+ ∂x(uρ) = 0. (F.2)

En intégrant (F.2) entre tn et tn+1, on a

ρ(x, tn+1)− ρ(x, tn) = −
∫ tn+1

tn
∂x(uρ)(x, t)dt

Le programme Maple (Appendice F.3) nous permet d’obtenir le développement limité de
cette dernière intégrale et nous avons finalement :

ρ(x, tn+1)− ρ(x, tn) = −∆t

(
(∂xu)(x)ρ(x, t

n) + u(x)(∂xρ)(x, t
n)

)

+
∆t2

2
(...)− ∆t3

6
(...) +

∆t4

24
(...) + o(∆t4)

où les coefficients (...) sont donnés par les dernières commandes du programme Maple.

Développement limité de la solution obtenue par le schéma

Le schéma s’écrit

ρn+1
i − ρni = −

dmi+1/2 − dmi−1/2
∆x

.

Le programme Maple (Appendice F.3) nous permet d’obtenir le développement limité du
terme de droite. Pour cela, nous choisissons dans le programme si nous considérons un
limiteur sur la cellule i− 1 et/ou sur la cellule i :

[Exemple avec limiteur sur la cellule i-1 et sur la cellule i]

> dpli := (Psi1moinsTAYLOR*Aim1TAYLOR+Psi1plusTAYLOR*AiTAYLOR)*(1/2):

dpliTAYLOR := taylor(dpli, x, n): # cas avec limiteur sur la cellule i

> # dpliTAYLOR := 0: # cas sans limiteur sur la cellule i

> dplim1 := (Psi0moinsTAYLOR*Aim2TAYLOR+Psi0plusTAYLOR*Aim1TAYLOR)*(1/2):

dplim1TAYLOR := taylor(dplim1, x, n): # cas avec limiteur sur la cellule i-1

> # dplim1TAYLOR := 0: # cas sans limiteur sur la cellule i-1

et finalement le programme nous donne le coefficient devant ∆xi∆tj dans le développement
limité du terme de droite.

Par exemple dans le cas avec limiteur sur la cellule i − 1 et sur la cellule i, nous
obtenons :

ρn+1
i − ρni = −∆t

(
(∂xu)(xi)ρ(xi, t

n) + u(xi)(∂xρ)(xi, t
n)

)
+ o(∆t) + o(∆x).
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Le premier terme dans le développement limité de l’erreur de troncature sera le premier
terme de l’équation équivalente. Nous trouvons alors les termes suivants :

Cas où ri−1 ≤ 0 et ri ≤ 0 (pas de limiteur sur les cellules i− 1 et i)

ε =
∆x

2

(
(∂xu)(∂xρ) + u∂xxρ

)
+
∆t

2

(
ρ(∂xu)

2 − u(∂xu)(∂xρ) + ρu∂xxu− u2∂xxρ

)
+ o(∆t) + o(∆x).

Cas où ri−1 ≤ 0 et ri > 0

ε = u
∆t
∆x

u− 1

2
∂xρ+ o(1).

Cas où ri−1 > 0 et ri ≤ 0

ε = u
1− ∆t

∆x
u

2
∂xρ+ o(1).

Cas où ri−1 > 0 et ri > 0

ε =
∆t

2

(
ρ(∂xu)

2 + u(∂xρ)(∂xu) + uρ(∂xxu)

)
+ o(∆t) + o(∆x).

Calcul du second terme de l’équation équivalente

D’après les résultats précédents, il nous faut encore calculer le second terme de l’équation
équivalente dans les cas ri−1 ≤ 0, ri > 0 et ri−1 > 0, ri ≤ 0. Ce second terme sera la somme
des termes en ∆t et en ∆x de l’erreur de troncature et du terme d’ordre 1 provenant du
terme d’ordre 0. Les termes en ∆t et en ∆x de l’erreur de troncature valent :

Cas où ri−1 ≤ 0 et ri > 0

ε− u
∆t
∆x

u− 1

2
∂xρ = ∆t

(
1

2
(∂xu)

2ρ+
1

2
u(∂xu)(∂xρ) + uρ(∂xxu)−

1

2
u2(∂xxρ)

)

+∆x

(
1

2
u(∂xxρ) +

1

4
(∂xρ)(∂xu)

)
+ o(∆x) + o(∆t).

Cas où ri−1 > 0 et ri ≤ 0

ε− u
1− ∆t

∆x
u

2
∂xρ = ∆t

(
1

2
(∂xu)

2ρ− 1

2
u(∂xu)(∂xρ)

)
+∆x

(
1

4
(∂xρ)(∂xu)

)
+ o(∆x) + o(∆t).

Pour calculer le terme provenant du terme d’ordre 0, nous calculons les développements
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limités des solutions des équations :

∂tρ+ ∂x(uρ) = 0

∂tρ̃+ ∂x(uρ̃) = u
∆t
∆x

u− 1

2
∂xρ̃ [Cas 1 : ri−1 ≤ 0, ri > 0]

∂tρ̃+ ∂x(uρ̃) = u
1− ∆t

∆x
u

2
∂xρ̃ [Cas 2 : ri−1 > 0, ri ≤ 0]

puis nous calculons le terme d’ordre 1 de la différence :

1

∆t

(
ρ̃(xi, t

n+1)− ρ(xi, t
n+1)

)
.

Ces calculs sont faits par le programme Maple et nous obtenons les termes suivants dans
l’équation équivalente :

Cas où ri−1 ≤ 0 et ri > 0

Π = u
∆t
∆x

u− 1

2
∂xρ+∆t

(
1

2
(∂xu)

2ρ+
5

8
u(∂xu)(∂xρ) +

3

4
uρ(∂xxu)−

9

8
u2(∂xxρ) +

13

8

∆t

∆x
u2(∂xρ)(∂xu)

+
3

4

∆t

∆x
u3(∂xxρ) +

1

4

∆t

∆x
u2(∂xxu)ρ−

1

4
u3

(
∆t

∆x

)2

u3(∂xρ)(∂xu)−
1

8

(
∆t

∆x

)2

u4(∂xxρ)

)

+∆x

(
1

2
u(∂xxρ) +

1

4
(∂xu)(∂xρ)

)
.

Cas où ri−1 > 0 et ri ≤ 0

Π = u
1− ∆t

∆x
u

2
∂xρ+∆t

(
1

2
(∂xu)

2ρ+
3

8
u(∂xu)(∂xρ) +

1

4
uρ(∂xxu) +

3

8
u2(∂xxρ)−

7

8

∆t

∆x
u2(∂xρ)(∂xu)

−1
4

∆t

∆x
u3(∂xxρ)−

1

4

∆t

∆x
u2(∂xxu)ρ−

1

4

(
∆t

∆x

)2

u3(∂xρ)(∂xu)−
1

8

(
∆t

∆x

)2

u4(∂xxρ)

)

+
∆x

4
(∂xu)(∂xρ).
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F.3 Code Maple

Nous donnons ici le code Maple permettant d’obtenir les résultats de la partie précédente
en advection non constante.

Calcul du premier terme de l’équation équivalente

Développement limité de la solution exacte

> restart:

> g := (x, t) -> u(x)*p(x, t): pt1 := -D[1](g):

> pt2 := (x, t) -> subs((D[2](p))(x, t) = pt1(x, t),

(D[1, 2](p))(x, t) = (D[1](pt1))(x, t), (D[2](pt1))(x, t)):

> pt3 := (x, t) -> subs((D[2](p))(x, t) = pt1(x, t),

(D[1, 2](p))(x, t) = (D[1](pt1))(x, t), (D[1, 1, 2](p))(x, t) = (D[1, 1](pt1))(x, t),

(D[2](pt2))(x, t)):

> pt4 := (x, t) -> subs((D[2](p))(x, t) = pt1(x, t),

(D[1, 2](p))(x, t) = (D[1](pt1))(x, t), (D[1, 1, 2](p))(x, t) = (D[1, 1](pt1))(x, t),

(D[1, 1, 1, 2](p))(x, t) = (D[1, 1, 1](pt1))(x, t), (D[2](pt3))(x, t)):

> p0 := (x, t) -> p(x, a)+pt1(x, a)*(t-a)+(1/2)*pt2(x, a)*(t-a)^2+(1/6)*pt3(x, a)*(t-a)^3+

(1/24)*pt4(x, a)*(t-a)^4:

> p1 := (x, t) -> (D[1](p))(x, a)+(D[1](pt1))(x, a)*(t-a)+(1/2)*(D[1](pt2))(x, a)*(t-a)^2+

(1/6)*(D[1](pt3))(x, a)*(t-a)^3+(1/24)*(D[1](pt4))(x, a)*(t-a)^4:

> int(p0(x, t), t = a .. a+Delta):

> Int1 := %:

> int(p1(x, t), t = a .. a+Delta):

> Int2 := %:

> final := -(D[1](u))(x)*Int1-u(x)*Int2:

> expand(coeff(final, Delta, 0));

> expand(coeff(final, Delta, 1));

> expand(coeff(final, Delta, 2));

> expand(coeff(final, Delta, 3));

> expand(coeff(final, Delta, 4));

Développement limité de la solution obtenue par le schéma

> restart:

> n := 6:

> denomAim2 := x+(1/2)*t*(taylor(u(y-(1/2)*x), x, n)-taylor(u(y-5*x*(1/2)), x, n)):

denomAim2TAYLOR := taylor(denomAim2, x, n):

> denomAim1 := x+(1/2)*t*(taylor(u(y+(1/2)*x), x, n)-taylor(u(y-3*x*(1/2)), x, n)):

denomAim1TAYLOR := taylor(denomAim1, x, n):

> denomAi := x+(1/2)*t*(taylor(u(y+3*x*(1/2)), x, n)-taylor(u(y-(1/2)*x), x, n)):

denomAiTAYLOR := taylor(denomAi, x, n):

> volim2 := x+t*(taylor(u(y-3*x*(1/2)), x, n)-taylor(u(y-5*x*(1/2)), x, n)):

volim2TAYLOR := taylor(volim2, x, n):

> volim1 := x+t*(taylor(u(y-(1/2)*x), x, n)-taylor(u(y-3*x*(1/2)), x, n)):
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volim1TAYLOR := taylor(volim1, x, n):

> voli := x+t*(taylor(u(y+(1/2)*x), x, n)-taylor(u(y-(1/2)*x), x, n)):

voliTAYLOR := taylor(voli, x, n):

> volip1 := x+t*(taylor(u(y+3*x*(1/2)), x, n)-taylor(u(y+(1/2)*x), x, n)):

volip1TAYLOR := taylor(volip1, x, n):

> plim2 := taylor(p(y-2*x), x, n)*x/volim2TAYLOR:

plim2TAYLOR := taylor(plim2, x, n):

> plim1 := taylor(p(y-x), x, n)*x/volim1TAYLOR:

plim1TAYLOR := taylor(plim1, x, n):

> pli := p(y)*x/voliTAYLOR:

pliTAYLOR := taylor(pli, x, n):

> plip1 := taylor(p(y+x), x, n)*x/volip1TAYLOR:

plip1TAYLOR := taylor(plip1, x, n):

> Aim2 := (plim1TAYLOR-plim2TAYLOR)/denomAim2TAYLOR:

Aim2TAYLOR := taylor(Aim2, x, n):

> Aim1 := (pliTAYLOR-plim1TAYLOR)/denomAim1TAYLOR:

Aim1TAYLOR := taylor(Aim1, x, n):

> Ai := (plip1TAYLOR-pliTAYLOR)/denomAiTAYLOR:

AiTAYLOR := taylor(Ai, x, n):

> ri := Aim1TAYLOR/AiTAYLOR:

riTAYLOR := taylor(ri, x, n):

> rim1 := Aim2TAYLOR/Aim1TAYLOR:

rim1TAYLOR := taylor(rim1, x, n):

> Psi0plus := 2*rim1TAYLOR/(1+rim1TAYLOR):

Psi0plusTAYLOR := taylor(Psi0plus, x, n):

> Psi0moins := 2/(rim1TAYLOR*(1+1/rim1TAYLOR)):

Psi0moinsTAYLOR := taylor(Psi0moins, x, n):

> Psi1plus := 2*riTAYLOR/(1+riTAYLOR):

Psi1plusTAYLOR := taylor(Psi1plus, x, n):

> Psi1moins := 2/(riTAYLOR*(1+1/riTAYLOR)):

Psi1moinsTAYLOR := taylor(Psi1moins, x, n):

> dpli := (Psi1moinsTAYLOR*Aim1TAYLOR+Psi1plusTAYLOR*AiTAYLOR)*(1/2):

dpliTAYLOR := taylor(dpli, x, n): # cas avec limiteur sur la cellule i

> # dpliTAYLOR := 0: # cas sans limiteur sur la cellule i

> dplim1 := (Psi0moinsTAYLOR*Aim2TAYLOR+Psi0plusTAYLOR*Aim1TAYLOR)*(1/2):

dplim1TAYLOR := taylor(dplim1, x, n): # cas avec limiteur sur la cellule i-1

> # dplim1TAYLOR := 0: # cas sans limiteur sur la cellule i-1

> dmi := t*taylor(u(y+(1/2)*x), x, n)*(pliTAYLOR+(1/2)*dpliTAYLOR*

(voliTAYLOR-t*taylor(u(y+(1/2)*x), x, n))):

dmiTAYLOR := taylor(dmi, x, n):

> dmim1 := t*taylor(u(y-(1/2)*x), x, n)*(plim1TAYLOR+(1/2)*dplim1TAYLOR*

(volim1TAYLOR-t*taylor(u(y-(1/2)*x), x, n))):

dmim1TAYLOR := taylor(dmim1, x, n):

> final := -(dmiTAYLOR-dmim1TAYLOR)/x:finalTAYLOR := series(final, x):

> i:=1:

> j:=1:
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> simplify(coeff(taylor(simplify(coeff(finalTAYLOR, x, i)), t), t, j));

Calcul du second terme de l’équation équivalente

> restart:

> n := 2:

> g := (x, t) -> u(x)*p(x, t): pt1 := D[1](g):

> part11 := taylor(p(x, t), t = a, n):

> part12 := subs((D[2](p))(x, a) = -pt1(x, a), part11):

> part13 := taylor((D[1](p))(x, t), t = a, n):

> part14 := subs((D[1, 2](p))(x, a) = -(D[1](pt1))(x, a), part13):

> part15 := subs(p(x, t) = part12, (D[1](p))(x, t) = part14, pt1(x, t)):

> p1 := (x, t) -> #mettre ici le résultat du calcul précédent

> Int1 := simplify(int(p1(x, t), t = a .. a+Delta)):

> h := (x, t) -> u(x)*p(x, t) end proc; pt2 := D[1](h):

> hbis := (x, t) -> u(x)*(D[1](p))(x, t) end proc; pt2bis := D[1](hbis):

> hbisbis := (x, t) -> u(x)^2*(D[1](p))(x, t) end proc; pt2bisbis := D[1](hbisbis):

> part21 := taylor(p(x, t), t = a, n):

> part22 := subs((D[2](p))(x, a) = -pt2(x, a)+

(1/2)*u(x)^2*C*(D[1](p))(x, a)-(1/2)*u(x)*(D[1](p))(x, a), part21): # cas 1

> #part22 := subs((D[2](p))(x, a) = -pt2(x, a)-

(1/2)*u(x)^2*C*(D[1](p))(x, a)+(1/2)*u(x)*(D[1](p))(x, a), part21): # cas 2

> part23 := taylor((D[1](p))(x, t), t = a, n):

> part24 := subs((D[1, 2](p))(x, a) = -(D[1](pt2))(x, a)+

(1/2)*C*pt2bisbis(x, a)-(1/2)*pt2bis(x, a), part23):

> part25 := subs(p(x, t) = part22, (D[1](p))(x, t) = part24, pt2(x, t)):

> p2 := (x, t) -> #mettre ici le résultat du calcul précédent

> Int2 := simplify(int(p2(x, t), t = a .. a+Delta)):

> part33 := taylor((D[1](p))(x, t), t = a, n):

> part34 := subs((D[1, 2](p))(x, a) = -(D[1](pt2))(x, a)+

(1/2)*C*pt2bisbis(x, a)-(1/2)*pt2bis(x, a), part33): # cas 1

> #part34 := subs((D[1, 2](p))(x, a) = -(D[1](pt2))(x, a)-

(1/2)*C*pt2bisbis(x, a)+(1/2)*pt2bis(x, a), part33): # cas 2

> part35 := u(x)^2*part34:

> p3 := (x, t) -> #mettre ici le résultat du calcul précédent

> Int3 := simplify(int(p3(x, t), t = a .. a+Delta)):

> part35bis := u(x)*part34:

> p4 := (x, t) -> #mettre ici le résultat du calcul précédent

> Int4 := simplify(int(p4(x, t), t = a .. a+Delta)):

> final := expand((-Int1+Int2-(1/2)*C*Int3+(1/2)*Int4)/Delta): # cas 1

> #final := expand((-Int1+Int2+(1/2)*C*Int3-(1/2)*Int4)/Delta): # cas 2

215



> coeff(final, Delta, 1):

G Dérivation de la relation de dispersion

Afin de valider la partie linéaire des résultats numériques, nous calculons la relation de
dispersion avec la gyromoyenne. Nous procédons aux développements suivants :

f = f0 + εf1 +O(ε2), φ = φ0 + εφ1 +O(ε2)

avec

f0(r, v) = feq(r, v) =
n0(r) exp

(
− v2

2Ti(r)

)

(2πTi(r))1/2
, φ0 = 0.

Ainsi, on obtient
J√2µ(f) = J√2µ(f0 + εf1) +O(ε2),

et
J√2µ(φ) = J√2µ(φ̄0 + εφ̄1) +O(ε2).

En substituant les relations ci-dessus dans (6.5.8), on obtient

∂tf1 −
∂θJ√2µ(φ1)

r
∂rf0 + v∂zf1 − ∂zJ√2µ(φ1)∂vf0 = O(ε).

De manière similaire, l’équation

−
(
∂2
rφ+

(
1

r
+

∂rn0(r)

n0(r)

)
∂rφ+

1

r2
∂2
θφ

)
+

1

Te(r)
(φ− λ〈φ〉) = 1

n0(r)
J√2µ

(∫
f − feqdv

)

devient

−
(
∂2
rφ1 +

(
1

r
+

∂rn0(r)

n0(r)

)
∂rφ1 +

1

r2
∂2
θφ1

)
+

1

Te(r)
(φ1 − λ〈φ1〉) =

1

n0(r)
J√2µ

(∫
f1dv

)
+O(ε). (G.1)

On suppose que les solutions sont sous la forme :

f1 = fm,n,ω(r, v)e
i(mθ+kz−ωt), φ1 = φm,n,ω(r)e

i(mθ+kz−ωt)

J√2µ(f1) = f̂m,n,ω(r, v)e
i(mθ+kz−ωt),

J√2µ(φ1) = φ̂m,n,ω(r)e
i(mθ+kz−ωt)

avec k = 2πn
L
. Ainsi, on obtient

(−ω + kv)fm,n,ω =
(m
r
∂rf0 + k∂vf0

)
φ̂m,n,ω (G.2)
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et la relation (G.1) devient

−
(
∂2
rφm,n,ω +

(
1

r
+

∂rn0(r)

n0(r)

)
∂rφm,n,ω −

m2

r2
φm,n,ω

)
+

1

Te(r)
(φm,n,ω − λδ0nφm,0,ω) =

1

n0(r)

∫
f̂m,n,ωdv.

Si nous supposons que m 6= 0 et n 6= 0, la dernière relation et l’équation (G.2) conduisent
à :

−
(
∂2
rφm,n,ω +

(
1

r
+

∂rn0(r)

n0(r)

)
∂rφm,n,ω −

m2

r2
φm,n,ω

)
+

1

Te(r)
φm,n,ω =

1

n0(r)
φ̂m,n,ω

∫
f̂m,n,ω

fm,n,ω

m
r
∂rf0 + k∂vf0

kv − ω
dv

et donc

−
(
∂2
rφm,n,ω

φm,n,ω

+

(
1

r
+

∂rn0(r)

n0(r)

)
∂rφm,n,ω

φm,n,ω

− m2

r2

)
+

1

Te(r)
=

1

n0(r)

φ̂m,n,ω

φm,n,ω

∫
f̂m,n,ω

fm,n,ω

m
r
∂rf0 + k∂vf0

kv − ω
dv.

Nous faisons les approximations :

Φ̂m,n,ω

Φm,n,ω

≈ J0(κ
√
2µ),

f̂m,n,ω

fm,n,ω

≈ J0(κ
√
2µ)

où κ ∈ R+. Rigoureusement les approximations précédentes sont correctes lorsque f et Φ
sont des fonctions de Fourier-Bessel en (r, θ), i.e. quand

fm,n,ω(r, v) = Jm(κr)× g(v)

et Φm,n,ω(r) = Jm(κr) (voir la proposition dans la section 3). En général, nous ne sommes
pas dans ce cas et cela explique les différences que nous observons sur la Fig. 8.10. Ainsi, en
considérant les précédentes approximations, on obtient :

−
(
∂2
rφm,n,ω

φm,n,ω

+

(
1

r
+

∂rn0(r)

n0(r)

)
∂rφm,n,ω

φm,n,ω

− m2

r2

)
+

1

Te(r)
= J0(κ

√
2µ)2

1

n0(r)

∫ m
r
∂rf0 + k∂vf0

kv − ω
dv.

En posant

I =

∫ m
r
∂rf0 + k∂vf0

kv − ω
dv

et en utilisant l’expression de f0, nous obtenons

I =

∫ − v
Ti
+ m

kr
(∂rn0

n0
− ∂rTi

2Ti
+ v2∂rTi

2T 2
i
)

v − ω
k

f0dv.
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Maintenant, nous introduisons pour n ∈ N :

In =
1

n0

∫
vn

f0
v − ω

k

f0dv

et nous obtenons les relations :

I1 = 1 +
ω

k
I0, I2 =

ω

k

(
1 +

ω

k
I0

)
.

en utilisant le changement de variables v = (2Ti(r))
1/2w et l’expression de f0, nous avons en

posant k∗ = (2Ti)
1/2k :

I0 =

∫ exp
(
− v2

2Ti

)

(2πTi)1/2(v − ω
k
)dv

=

∫
exp(−ω)

π1/2((2Ti(r))1/2w − ω
k
)dv

=
1

(2Ti)1/2
Z
( ω

k∗

)

avec

Z(z) =
1√
π

∫
exp(−x2)

x− z
dx = i

√
π exp(−z2)(1− erf(−iz)),

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

exp(−t2)dt.

Finalement, pour z = ω/k∗ :

J0(κ
√
2µ)2

n0(r)
I = − 1

Ti

(1 + zZ(z)) +

m

k∗r

(
Z(z)

(
∂rn0

n0

− ∂rTi

2Ti

)
+ z(1 + zZ(z))

∂rTi

Ti

)
. (G.3)
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[6] E. Sonnendrücker, J. Roche, P. Bertrand, A. Ghizzo, The semi-Lagrangian me-
thod for the numerical resolution of the Vlasov equation, Journal of Computational Phy-
sics, 149 (1999), pp. 201–220.

Chapitre 2

[7] R.W. Beam, R.F. Warming, An implicit finite difference algorithm for hyperbolic
systems in conservation form, J. Comput. Phys. 23 (1976), pp. 87–110.

[8] D. Bouche, G. Bonnaud, Comparaisons de schémas numériques résolvant l’équation
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L. Villard A drift-kinetic Semi-Lagrangian 4D code for ion turbulence simulation. J.
Comput. Physics, 217, No. 2 (2006), pp. 395–423.

[81] R. Klein, E. Gravier, P. Morel, N. Besse, P. Bertrand Gyrokinetic water-bag
modeling of a plasma column : Magnetic moment distribution and finite Larmor radius
effects. Physics of plasmas 16, 082106 (2009).

[82] J.M. De Villiers, C.H. Rohwer, Optimal local spline interpolants. Journal of Com-
putational and Applied Mathematics 18, No. 1 (1987), pp. 107–119.

Chapitre 8

[83] M. Abramowitz, I. A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions, (Dover Publi-
cations, New York, 1965).

[84] M. Bostan, Transport e,quations with disparate advection fields. Application to the gy-
rokinetic models in plasmas physics, J. Differential Equations 249 (2010) pp. 1620–1663.

[85] A. Brizard, Nonlinear gyrokinetic Maxwell-Vlasov equations using magnetic coordi-
nates J. Plasma Phys. 41 (1989), pp. 541–559.

[86] D. Coulette, N. Besse Numerical comparisons of gyrokinetic multi-water-bag models.
JCP 248 (2013), pp. 1–32.

[87] N. Crouseilles, M. Mehrenberger, H. Sellama, Numerical solution of the gy-
roaverage operator for the finite gyroradius guiding-center model, CiCP 8 (2010), pp.
484–510.

[88] A. Dimits et al., Comparisons and physics basis of tokamak transport models and tur-
bulence simulations, Physics of Plasmas 7, No. 3 (2000), pp. 969–983.

224



[89] X. Garbet, Y. Idomura, L. Villard, T.H. Watanabe, Gyrokinetic simulations of
turbulent transport, Nuclear Fusion 50, No. 4 (2010), 043002.

[90] V. Grandgirard, Y. Sarazin, X. Garbet, G. Dif-Pradalier, Ph. Ghendrih,
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Résolution numérique de l'opérateur de 

gyromoyenne, schémas d'advection et couplage. 

Applications à l'équation de Vlasov. 

 

 

Résumé 

Cette thèse propose et analyse des méthodes numériques pour la résolution de l'équation de 
Vlasov. Cette équation modélise l'évolution d'une espèce de particules chargées sous l'effet d'un 
champ électromagnétique. La première partie est consacrée à une analyse mathématique de 
schémas semi-Lagrangiens résolvant l'équation de transport linéaire qui constituent la brique de 
base des méthodes de splitting directionnel. 

Des méthodes de résolution de l'équation de Vlasov couplée à l'équation de Poisson, dans le cas où 
uniquement le champ électrique est considéré, sont optimisées dans la seconde partie. Il s'agit 
d'optimisation en temps de calcul par l'utilisation de cartes graphiques (GPU) et l'utilisation d'un 
maillage non homogène. 

Dans la troisième et dernière partie, nous étudierons une méthode numérique de calcul de 
l'opérateur de gyromoyenne intervenant dans la théorie gyrocinétique que nous appliquerons à 
l'équation de quasi-neutralité. 

 

Mots-clés : Equation de Vlasov, Méthodes semi-Lagrangiennes, Equations équivalentes, 
Superconvergence, GPU, Modèle gyrocinétique, Gyromoyenne, Equation de quasi-neutralité 

 

 

Abstract 

This thesis proposes and analyzes numerical methods for solving the Vlasov equation. This equation 
models the evolution of a species of charged particles under the effet of an electromagnetic field. 
The first part is devoted to a mathematical analysis of semi-Lagrangian schemes solving the linear 
transport equation which is the basic building block of directional splitting methods. 

Solving methods for the Vlasov equation coupled to the Poisson equation, in the case where only the 
electric field is considered, are optimized in the second part. This optimization relates to the time of 
calculation by the use of Graphics Processing Unit (GPU) and the use of an inhomogeneous mesh. 

In the third and final part, we study a numerical method for calculating the gyroaverage operator 
involved in gyrokinetic theory. This method will be applied to solve the quasi-neutrality equation. 

 

Keywords : Vlasov equation, Semi-Lagrangian methods, Equivalent equations, Superconvergence, 
GPU, Gyrokinetic model, Gyroaverage, Quasi-neutrality equation. 

 


