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❣r❛♥❞ t♦✉r♥❛♥t ❞❛♥s ♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❡♥ ♠❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ✓ ❣r❛♥❞
❛♠❜❛ss❛❞❡✉r ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✔✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❉❛♠✐❛♥❞✳ ❈❡tt❡ ♣❛❣❡ ❞❡ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t
❡st ❡♥✜♥ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧✉✐ ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❏❡ t✐❡♥s à ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡r ♣♦✉r
t♦✉t❡ s♦♥ ❡①♣❡rt✐s❡✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ✐♥✐t✐é❡ ❛✉① ♠②stèr❡s ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ ♣♦✉r ♥♦s
❡♥✈♦❧é❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s✱ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés✱ ♣♦✉r s♦♥ ✐♠♠❡♥s❡ s♦✉t✐❡♥ ❡t ♣♦✉r s❛ ❣r❛♥❞❡
❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✳ ❙❛♥s ❧✉✐✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ tr♦♣ ✓ ❢❛s ✔ ✿♣✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ▲■❘■❙ q✉❡ ❥✬❛✐ ❝♦t♦②és ♣❡♥❞❛♥t
❝❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ♠❡s ❝♦✲❜✉r❡❛✉① ❡t ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❥✬❛✐ s②♠♣❛t❤✐sé
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✳ ❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r✱ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s
q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ♣❡♥❞❛♥t ♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ●ré❣♦✐r❡✱ ♠♦♥ ✓ ❜✐♥ô♠❡ ✔✱
❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é ❜r❛s ❞❡ss✉s✱ ❜r❛s ❞❡ss♦✉s✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠❛ s❝♦❧❛r✐té ❞❛♥s ❧❡
s✉♣ér✐❡✉r✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❆✉ré❧✐❡♥ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❝♦♥✈❛✐♥❝✉❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❞♦❝t♦r❛t ✦ ❳❉✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❈❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r été ✉♥ ♠❡♥t♦r ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t✳ ▼❡r❝✐ à
❏❡❛♥✲❉❛✈✐❞✱ ♣♦✉r t♦✉s ♥♦s ❞❡❜r✐❡✜♥❣ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❥♦✉r♥é❡ ❀✮✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❏éré♠② ❡t
❉❛✈✐❞✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ♥♦s s♦rt✐❡s ❝♦✉rs❡ à ♣✐❡❞✱ ♣♦✉r ❧❡s ✉t❡♣✐❧s ❡t ♣♦✉r êtr❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞✉ t❝❤❛t ✿♣✳
❊♥✜♥✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡s ét✉❞✐❛♥ts✱ ❥✬❛✐ ♣r✐s ✉♥ ré❡❧ ♣❧❛✐s✐r à ❧❡✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ♠❛ ♣❛ss✐♦♥ ♣♦✉r
❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❢✉t ♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥❡ ❜❡❧❧❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳

❏❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡s ♣r♦❝❤❡s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❛ ♠❛♠❛♥✱ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥
❡♥ ♠✬❛②❛♥t ♣r♦❞✐❣✉é t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♠❛ s❝♦❧❛r✐té ✓ ❧❡ ❜✐s♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ✔✱ ♠♦♥ ♣❛♣❛✱ ♣♦✉r
t♦✉s s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ✈✐s❛♥t à ❢♦r❣❡r ♠♦♥ ♠❡♥t❛❧✱ ❡t ♠❛ s♦❡✉r❡tt❡ ❛❞♦ré❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥
q✉✬❡❧❧❡ ♠❡ ♣♦rt❡✳ ❏❡ ✈♦✉s r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈♦tr❡ s♦✉t✐❡♥ ❡t ✈♦tr❡ ❛♠♦✉r✳ P♦✉r ❧❡ ❜♦♥❤❡✉r
q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛♣♣♦rté ❝❡s ❞✐① ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❞❡ t♦✉t ♠♦♥ ❝♦❡✉r✱ ♠❡r❝✐ ♠♦♥ ❝❤ér✐✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❛ ❜❡❧❧❡✲❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ✐♠♠❡♥s❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ à ♠♦♥ é❣❛r❞✳ ❊♥✜♥✱ ♠❡r❝✐ à t♦✉s
♠❡s ❛♠✐s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❚❙✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① q✉❡ ❥✬❛✐ ❡♥rô❧é ❞❛♥s ❈❧❛s❤ ♣♦✉r ❝♦♠❜❛ttr❡ à ♠❡s
❝ôtés ✿♣✳
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✷✳✶✵ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥✬ét❛♥t
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✷✳✶✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❙▼❘ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t✐sss✉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✶✺ ❙❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❙▼❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
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✷✳✶✽ ❙❝❤é♠❛s ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❛✉❞❡t ❡t ❛❧✳ ❬❇❇❏+✵✾❜❪✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛

♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❙▼❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛té✲
r✐❛✉① q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
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♠♦❞è❧❡ 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✷✳✸✽ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ 3✲❞é❝♦✉s✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✷✳✸✾ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡

à ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✷✳✹✵ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ✭r❡s♣✳ ❛rêt❡✮ ❞❛♥s ✉♥❡

❛rêt❡ ✭r❡s♣✳ ❢❛❝❡✮ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✷✳✹✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❡t ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ✐♥❝✐✲

❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ❢❛❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✷✳✹✷ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s

❡t ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ❢❛❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✷✳✹✸ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ❢❛❝❡s

❡t ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ✐♥❝✐❞❡♥t à ❞❡✉① ❛rêt❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✷✳✹✹ ❯♥ ♦❜❥❡t 2❉ r❡♣rés❡♥té ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣✉✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡

❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✷✳✹✺ ▲✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♦❜❥❡t 2❉ ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠✲

❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✷✳✹✻ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts 2❉ ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡

❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✷✳✹✼ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✷✳✹✽ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ♣♦✉r ❧❛

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✷✳✹✾ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 2❉ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❞✬✐♠❛❣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✷✳✺✵ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❞❡ ❜ât✐♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡t é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✼✷
✷✳✺✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦✲

❧✉t✐♦♥s ❣é♦♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✷✳✺✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❢r❛❝t✉r❡✱ ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ❛♥✐♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✷✳✺✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛rt❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✷✳✺✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✷✳✺✺ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❍P❍✾✻❪ ❡t ❞❡ ❱✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬❱❇✵✺❪

♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❙▼❘ 2❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
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✷✳✺✻ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉❡❜✉♥♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬❉❉❈❇✵✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✷✳✺✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❲✉ ❡t
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✷✳✺✽ ❘és✉❧t❛ts ❡t ♠♦❞è❧❡ ✐ss✉s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉✐❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬❉●❲✶✶❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛

❞é❝♦✉♣❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✷✳✺✾ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙t❡✐♥❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬❙❍●❙✵✻❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡

✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✶ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈❈✰❙▼❘✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✷ ❯♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡t ✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈❈✰❙▼❘✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r st♦❝❦❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥❞❡①é ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✸✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✸✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✸✳✻ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ r❡ss♦rt✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✸✳✼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ r❡ss♦rt✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✸✳✽ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✸✳✾ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✸✳✶✵ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✹✳✶ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✹✳✷ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✹✳✸ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✹✳✹ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ ❡t ❞❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✹✳✺ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s

♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✹✳✻ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✹✳✼ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✹✳✽ ▲❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ét❛♥t ♣❧✉s

s✉❜❞✐✈✐sé❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✹✳✾ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✹✳✶✵ ▲❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s✱ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✹✳✶✶ ▲❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❛❞❥❛❝❡♥t à ✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✹✳✶✷ ▲❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ q✉✐ ❛✈❛✐t

✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ q✉✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✹✳✶✸ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♠❛ss❡s ❡t ❞❡s r❡ss♦rts✱ s✉✐t❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✹✳✶✹ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡rr♦♥é ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❡t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té

❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✹✳✶✺ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✹✳✶✻ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡

❞❡s ❜r✐♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✹✳✶✼ ▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
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✹✳✶✽ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ♣rés❡♥t❛♥t
❞❡s ❛rêt❡s ❡t ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s s✉❜❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❛♠♦♥t ♣❛r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s
❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✹✳✶✾ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t
❝réé❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✹✳✷✵ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t
❝réé❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉✐ ❛ ❞é❥à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ q✉❡ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐é✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✹✳✷✶ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ ❡t ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①✲
tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✹✳✷✷ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛②❛♥t
✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐é ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✹✳✷✸ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✹✳✷✹ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s
à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✹✳✷✺ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s
à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✹✳✷✻ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s
à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✹✳✷✼ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡rr♦♥é ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❡t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✹✳✷✽ ▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s✉✐t❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ✶✻✷
✹✳✷✾ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✱

♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
✹✳✸✵ ❯♥❡ 3✲❞é❝♦✉s✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❜r✐♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺
✹✳✸✶ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉é

❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
✹✳✸✷ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉é

❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽
✹✳✸✸ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉é

❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾
✹✳✸✹ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉é

❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✺✳✶ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐❢✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
✺✳✸ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹
✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺
✺✳✻ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✺✳✼ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
✺✳✽ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
✺✳✾ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼
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✺✳✶✵ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

✺✳✶✶ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

✺✳✶✷ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡t ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❧❛♣✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✺✳✶✸ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✺✳✶✹ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✺✳✶✺ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

✺✳✶✻ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

✺✳✶✼ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳✶✽✹
✺✳✶✽ ❈♦✉r❜❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳✶✽✺
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▲✐st❡ ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s

✶ ❇♦✉❝❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✷ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✸ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✹ ❚❡st❡r s✐ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✺ ▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✻ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ s❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r✲

❝❤✐q✉❡s s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❛rq✉é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✼ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ s❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r✲

❝❤✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❛rq✉és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✽ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✾ ❖❜t❡♥✐r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✶✵ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t s✐t✉é ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

❞♦♥♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✶✶ ▼❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✐♥s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥

❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ s♦♥
✈♦❧✉♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✶✷ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✶✸ ❈♦♥st✐t✉❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s ❛✜♥ ❞✬✐♥sér❡r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
✶✹ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝✲

t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
✶✺ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
✶✻ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s ✐♥❝❧✉s❡s

❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✶✼ ❙❝✐♥❞❡r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ ❞❡✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾
✶✽ ❙❝✐♥❞❡r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵
✶✾ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵
✷✵ ❚❡st❡r s✐ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶
✷✶ ▼❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✶✾✶
✷✷ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷
✷✸ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷
✷✹ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷
✷✺ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

❳❱



▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙

✷✻ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸
✷✼ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹
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❘és✉♠é

❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ♣❡♥❞❛♥t ♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é ❛✉ ▲■❘■❙
✭▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬■♥❢♦❘♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ■♠❛❣❡ ❡t ❙②stè♠❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❙❆❆❘❆
✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❆♥❛❧②s❡✱ ❆♥✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❘é❛❧✐té ❆✉❣♠❡♥té❡✮✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❝♦✉♣❧❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ t♦✉t ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ♦✉ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✱ ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❡❧✲
❧✉❧❡s✳ ■❧s ♦♥t ♣♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❞✬♦✛r✐r ✉♥ ❛❝❝ès à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t
❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♠♦❞é❧✐sé✱ ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡
♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ s❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ s♦♥ ✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ s♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐té ❡t s❛ ❢❛❝✐❧✐té à ❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❛
♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts ❡st ♣❡r♠✐s❡ ♣❛r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❛✉❞❡t ❡t ❛❧✳✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r
♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s 2❉ ❝♦♠♣♦sés ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s 3❉ ❝♦♥st✐t✉és
❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t 2❉ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②és ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♠✉❧é✱ t♦✉t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❛❝❝ès à ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts 3❉✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
✉♥✐✜é é✈✐t❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❡♥
2❉✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛rêt❡s✱ ❡t ❡♥ 3❉✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❢❛❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛✲
tèr❡s ♦✉ ❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ré❛❧✐s❡r ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♣✉✐s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐s❡ à
❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♠❜❛rq✉é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ♦✉ ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ q✉❡

✶
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♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té❡✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥st❛t q✉❡ ♣❧✉s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✜♥✱ ♣❧✉s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛
♣ré❝✐s❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❡❧❧❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ✉♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ r❛✣♥❡r ♦✉ ❞❡ ❞é✲r❛✣♥❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❜✉t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❡✉ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❡t à r❛✣♥❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳
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❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇♦r❦ ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉ ✐♥ ▲■❘■❙ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✭▲❛❜♦r❛✲
t♦✐r❡ ❞✬■♥❢♦❘♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ■♠❛❣❡ ❡t ❙②stè♠❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ ❈♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❧❛❜♦r❛t♦r②✮ ✇✐t❤✐♥ ❙❆❆❘❆ t❡❛♠ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❆♥❛❧②s✐s✱ ❆♥✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
❛✉❣♠❡♥t❡❞ r❡❛❧✐t②✮✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡✲
✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♦❜❥❡ts✱ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
s✉❝❤ ❛s ❝✉tt✐♥❣ ♦r r❡✜♥❡♠❡♥t✳

❲❡ ♠❛❞❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣s ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧✐♥❡❛r ❝❡❧❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❢♦r
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t
s✉r❢❛❝❡ ❛s ✈♦❧✉♠❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✐♥t♦ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ✐s t❤❛t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦❜❥❡❝t✱ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣
t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t♦♣♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡✐r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❝❝✉r✳

❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♠❛ss✲s♣r✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✐ts ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐ts ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞
✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛♥❞❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♦✉r ♠❛ss✲s♣r✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❛✉❞❡t
❡t ❛❧✳✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ st✐✛♥❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s 2❉ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ q✉❛❞s ❛♥❞ 3❉ ♠♦❞❡❧s ♠❛❞❡ ♦❢ ❤❡①❛❤❡❞r❛✳

❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② 2❉ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡② ❝❛♥ st♦r❡ ❛❧❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❡❛s② ❛❝❝❡ss t♦ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙♦ ♥❛t✉r❛❧❧② ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ 3❉ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛✈♦✐❞s r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡✐r ✉♣❞❛t✐♥❣✳

❚❤✐s ✇♦r❦ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s s✉❝❤ ❛s ❝✉tt✐♥❣ ✐♥ 2❉✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ ✐♥
3❉✱ ❛❧♦♥❣ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ q✉❛❞s ♦r ❤❡①❛❤❡❞r❛ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤✐s
♠❛♥✉s❝r✐♣t ❤♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❣❛r❞✱ t❤❡♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
r❡❣❛r❞ ✇✐t❤ ✉♣❞❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞s ♦r ❤❡①❛❤❡❞r❛ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ♠♦r❡ ♠❡s❤
✐s ✜♥❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❜✉t ✐♥ r❡t✉r♥ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ t✐♠❡✲❝♦st
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✲❝♦st ✇✐t❤ ❛ ♠❡s❤
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❧♦❝❛❧❧② r❡✜♥❡❞ ♦r

✸



▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙

❝♦❛rs❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ st❛rts ✇✐t❤ ❛ ♠❡s❤ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❢❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞
r❡✜♥❡s t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✹



Chapitre 1
✓ ❊♥ ✉♥❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✉♥ P♦✐♥t ♥❡ ♣r♦❞✉✐r❛✐t✲✐❧ ♣❛s ❡♥ s❡ ♠♦✉✈❛♥t ✉♥❡

▲✐❣♥❡ ❞♦té❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts t❡r♠✐♥❛✉① ❄ ❊♥ ❞❡✉① ❉✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡

♥❡ ♣r♦❞✉✐r❛✐t✲❡❧❧❡ ♣❛s ❡♥ s❡ ♠♦✉✈❛♥t ✉♥ ❈❛rré ❞♦té ❞❡ q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts t❡r✲

♠✐♥❛✉①✳ ❊♥ ❚r♦✐s ❉✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✉♥ ❈❛rré ♥❡ ♣r♦❞✉✐r❛✐t✲✐❧ ♣❛s ❡♥ s❡ ♠♦✉✈❛♥t

✲ ❡t ♥❡ ♠✬❛✲t✲✐❧ ♣❛s été ❞♦♥♥é à ♠♦✐✲♠ê♠❡ ❞❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♠♣❧❡r ❄ ✲ ✉♥ ❈✉❜❡✱

❝❡t êtr❡ ❜é♥✐ ❞♦té ❞❡ ❤✉✐t ♣♦✐♥ts t❡r♠✐♥❛✉① ❄ ❊t ❡♥ q✉❛tr❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s✱

✉♥ ❈✉❜❡ ♥❡ ♣r♦❞✉✐r❛✐t✲✐❧ ♣❛s ❡♥ s❡ ♠♦✉✈❛♥t ✲ ❤é❧❛s ♣♦✉r ❧✬❆♥❛❧♦❣✐❡✱ ❤é❧❛s

♣♦✉r ❧❡ Pr♦❣rès ❞❡ ❧❛ ❱ér✐té s✬✐❧ ♥✬❡♥ ét❛✐t ♣❛s ❛✐♥s✐ ✲ q✉❡❧q✉❡ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥

❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❞✐✈✐♥❡ ❞♦té❡ ❞❡ s❡✐③❡ ♣♦✐♥ts t❡r♠✐♥❛✉① ❄ ✔

✭❋❧❛t❧❛♥❞ ✲ ❊❞✇✐♥ ❆❜❜♦tt ❆❜❜♦tt✮

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❞✐❝❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷✳✶ ▲❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠✐♥✐✲✐♥✈❛s✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷✳✷ ▲❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ♠é❞✐❝❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✸ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✹ ❱❡rr♦✉s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✺ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✻ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✺



✶✳✶ ✲ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❛ ❡♥t❛♠é ✉♥ ❣r❛♥❞ t♦✉r♥❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❊❧❧❡
✐♥t❡r✈✐❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❝❧✐♠❛t✱ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❡✱ ❞❡ ❧✬❛s✲
tr♦♣❤②s✐q✉❡✱ ❞❡ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ❞✉ s♣❛t✐❛❧ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st
♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡
♣r❡♥❞ ♣❛rt à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s✱ ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❞❡s r✐sq✉❡s ♥❛t✉r❡❧s ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢❡♥s❡ ❬s❞▲❘✶✷❪✳

✶✳✶ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦ût ❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❡✉r
♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ à ❞❡s ✜♥s ❞✬ét✉❞❡✱ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s♦✉♠✐s à ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ●râ❝❡ à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞✉
♣r♦❞✉✐t ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❛♥❛❧②s❡r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡st❡r✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r s❡s ❧✐♠✐✲
t❛t✐♦♥s✱ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❡♥✜♥✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❡r✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡
❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡s ♣r♦♣♦s✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙P❍✲✢♦✇ ré❛❧✐sé ❡♥ ♣❛rt❡♥❛r✐❛t ❛✈❡❝ ❧✬❊❝♦❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ◆❛♥t❡s
❡t ❧❛ st❛rt✲✉♣ ❍②❞r❖❝❡❛♥ ✭✇✇✇✳s♣❤✲✢♦✇✳❝♦♠✮✱ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s é❝♦✉✲
❧❡♠❡♥ts ❞❡ ✢✉✐❞❡s✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙P❍ ✭❙♠♦♦t❤❡❞ P❛rt✐❝❧❡ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✮ ❬●é✵✻❪
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳ ❈❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ♦ù ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡
♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ré❣✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠❡
s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉ s❛ ♠❛ss❡ ❡t ❡st ❞♦té❡ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞é❝r✐✈❛♥t s♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝
s❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙P❍✲✢♦✇ ❝♦✉♣❧é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✉♣❡r❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ✭♣❛✲
r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❞❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✮✱ r❡♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡♥ ❛q✉❛♣❧❛♥✐♥❣ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✶✳✶✭a✮✮✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❧✬❛q✉❛♣❧❛♥✐♥❣
❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s r✐sq✉❡s ❝❛✉sés ♣❛r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❉✐✛ér❡♥ts
♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés✱ t♦✉t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s✱
❧❡✉r str✉❝t✉r❡✱ ❧❡✉rs ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡✉r ❢♦r♠❡✳ ❈❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ♣❡✉t
❛✐♥s✐ êtr❡ s✐♠✉❧é ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬êtr❡ t❡sté✱ ❛♥❛❧②sé✱ ❛♠é❧✐♦ré✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥❢♦r♠✐té✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ■❚❊❘ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚❤❡r♠♦♥✉✲
❝❧❡❛r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡❛❝t♦r✮✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ré❛❝t❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r s❛ ✈✐❛❜✐❧✐té ❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ❢✉t✉r✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥
♥✉❝❧é❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛❜r✐q✉❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① ♥♦②❛✉① ❧é❣❡rs✱ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❛t♦♠✐q✉❡ ♣❧✉s ❧♦✉r❞✳
❈❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ét♦✐❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ■❚❊❘✱ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❞❡✉tér✐✉♠ ❡t ❞❡ tr✐t✐✉♠ s♦♥t
❢✉s✐♦♥♥és ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞✬❤é❧✐✉♠✳ P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢✉s✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❤❛✉✛é❡s à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡①trê♠❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡
❞❡❣rés✳ ❆ ❝❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❡st s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✐t❡ ❞✬✉♥ ♣❧❛s♠❛✳ ❯♥ t♦❦❛♠❛❦
✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✭b✮✮ ❡st ✉♥❡ ❡♥❝❡✐♥t❡ t♦r✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥✜♥❡r ✉♥ ♣❧❛s♠❛ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✐♥t❡♥s❡s ❝ré❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳

✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ❞✉❡s à ❞❡ ♠✐♥✉s❝✉❧❡s t♦✉r❜✐❧❧♦♥s t✉r❜✉❧❡♥ts
s✉r ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞✉ ♣❧❛s♠❛✱ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❣râ❝❡ à ❞❡s s✉♣❡r❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡✉rs s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ 34 ♠✐❧❧✐❛r❞s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡♥ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♣❧❛s♠❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❈❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②✲
s✐q✉❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t r✐❝❤❡s✱ ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡s t✉r❜✉❧❡♥❝❡s ❡t ♠ê♠❡ ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥❛tt❡♥❞✉s✳

✭❛✮
✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ✭a✮ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❛q✉❛♣❧❛♥✐♥❣ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙P❍✲✢♦✇ ✭✇✇✇✳s♣❤✲

✢♦✇✳❝♦♠✮✳ ✭b✮ ❯♥ t♦❦❛♠❛❦ ✭✇✇✇✳✐t❡r✳♦r❣✮✳

❈❡ ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣❛r♠✐ t❛♥t ❞✬❛✉tr❡s✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣r❡♥❞ é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠é❞✐❝❛❧✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❞❛t✐♦♥ ❍❡❧♣▼❡❙❡❡ ✭✇✇✇✳❤❡❧♣♠❡s❡❡✳♦r❣✮ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ré✉♥✐r ❧❡s
❢♦♥❞s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❝t❡s ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉① ♣♦✉r s♦✐❣♥❡r ❧❛ ❝❛t❛r❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛②s
❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ 22 ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❡♥❢❛♥ts ❡t ❞✬❛❞✉❧t❡s s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❛✈❡✉❣❧❡s à
❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛t❛r❛❝t❡ ♥♦♥ tr❛✐té❡✳ ▲❛ ❝❛t❛r❛❝t❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ♦♣❛❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❝r✐st❛❧❧✐♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝é❝✐té ❞❛♥s ❧❡s ♣❛②s ❡♥ ✈♦✐❡
❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ❡st ❢❛✈♦r✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❞é♥✉tr✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❞és❤②❞r❛t❛t✐♦♥✱ ❧❡ t❛❜❛❣✐s♠❡ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❞✐❛❜èt❡✳ ❯♥❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ❞❡ 15 ♠✐♥✉t❡s ♣♦✉r ✉♥ ❡♥❢❛♥t ❡t 5 ♠✐♥✉t❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛❞✉❧t❡
❧❡✉r ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ r❡❝♦✉✈r✐r ❧❛ ✈✉❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥❡ ❧❡✉r
♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡♥ ❜é♥é✜❝✐❡r✳ ❋♦♥❞é❡ ❡♥ 2010✱ ❍❡❧♣▼❡❙❡❡ ré❛❧✐s❡ à ❜❛s ❝♦ût✱ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❙■❈ ✭▼❛♥✉❛❧ ❙♠❛❧❧ ■♥❝✐s✐♦♥ ❈❛t❛r❛❝t ❙✉r❣❡r②✮✳ ▼❙■❈ ❡st ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧ s✬♦♣♣♦s❛♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛❝♦é♠✉❧s✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✭❡♥ 10 ♠✐♥✮ ❡t ♣♦✉r s❡✉❧❡♠❡♥t 50✩ ✉♥❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✲
t❛r❛❝t❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛t❛r❛❝t❡ ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ✉♥
✐♠♣❧❛♥t ❛rt✐✜❝✐❡❧✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤✐r✉r❣✐❡♥s✳ ■❧s s♦♥t ❛❝✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ tr♦♣ ♣❡✉ à êtr❡ ❢♦r♠és ✿ 100 ❛❧♦rs q✉❡ 30000 s❡r❛✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ◆✬❛②❛♥t
❛✐♥s✐ ♣❛s ❛ss❡③ ❞❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡♥s ❢♦r♠és à ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡t ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ❛♣♣r❡♥❛♥ts
❞❡ s✬❡♥tr❛î♥❡r à ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤♦rs ♣❛t✐❡♥t✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❙❍❆❈❘❆ ✭■◆❘■❆ ▲✐❧❧❡✮ ❡t ❧❛ s♦❝✐été
■♥❙✐♠♦ ♦♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ré❛❧✐sé ✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ▼❙■❈ ♠♦✲
❞é❧✐s❛♥t ✉♥ ÷✐❧ ✈✐rt✉❡❧✳ ▲❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ♣❡r♠❡t à ❧✬❛♣♣r❡♥❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ré❛❧✐st❡
❞❡ ❧❛ ❝❛t❛r❛❝t❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ 90✪ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ré❛❧✐sé❡
s✉r ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ 250 s❡ss✐♦♥s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳

✼



✶✳✷ ✲ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❞✐❝❛❧

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❙✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛t❛r❛❝t❡ ❬❈❆❉❈✶✶❪✳

✶✳✷ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❞✐❝❛❧

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❞❡❝✐♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❣ét✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ré❝❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ tr❛♥s❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♠é❞✐❝♦✲❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧❡✳ ❉❡♣✉✐s 1985 ✭❞❛t❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❣ét✐q✉❡ ❬❈❉▲+✵✶❪✮✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛
♣❡r♠✐s ❧✬❛✈è♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧❡s ❜❛sé❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ▲✬❛ss✐st❛♥❝❡ ❞❡
❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣ré♣❛r❡r ❡♥ ❛♠♦♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧❡✱ ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❣❡st❡s ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉①✱ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❢✉t✉rs ❝❤✐r✉r❣✐❡♥s✱ ❞❡ s✬❡♥tr❛î♥❡r s✉r ❞❡s ❝❛s r❛r❡s ❡t✴♦✉ ❞✐✣❝✐❧❡s✱ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉① ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ✐♥str✉♠❡♥ts ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉①✳

▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬■❘▼ ✭■♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡✮ ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s rés✉❧t❛♥t❡s
❡♥ ❡st ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬■❘▼ ❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♠é❞✐❝❛❧ ❡♥ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ✈✉❡s ✷❉ ❡t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✸❉ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡s t✐ss✉s ♠♦✉s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❧❡s ♠✉s❝❧❡s✱ ❧❡ ❝÷✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s t✉♠❡✉rs ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ✐♥✈❛s✐✈❡✳

▲❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ❛ ❞é❜✉té ✉♥ ❣r❛♥❞ t♦✉r♥❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t✲✐♥✈❛s✐✈❡✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡s q✉✐ ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❛❧❧✐❛♥t
❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛✉ ♠é❞✐❝❛❧✳

✶✳✷✳✶ ▲❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠✐♥✐✲✐♥✈❛s✐✈❡

▲❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠✐♥✐✲✐♥✈❛s✐✈❡ s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐t❡ ✓ à ❝✐❡❧
♦✉✈❡rt ✔✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧❡ à ❡✛❡❝t✉❡r✱ ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t
❞❡ ❧❛r❣❡s ✐♥❝✐s✐♦♥s ♣❡✉t s❡ s♦✉str❛✐r❡ à ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠✐♥✐✲✐♥✈❛s✐✈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r
❧❡ tr❛✉♠❛t✐s♠❡ ♦♣ér❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❡✣❝❛❝✐té ❞❡s
❣❡st❡s ré❛❧✐sés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠✐♥✐✲✐♥✈❛s✐✈❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛r❣❡✲
♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡✱ ❧✐♠✐t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❡t t❛❝t✐❧❡ ❞✉ ❝❤✐r✉r❣✐❡♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s❛
❣❡st✉❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❞❡ ❧♦✉r❞s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s
❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♦♣ér❛t♦✐r❡s ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦♣ér❛t♦✐r❡ ❡t ❡♥ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
♠❛✐♥s✲②❡✉① ❞✉ ❝❤✐r✉r❣✐❡♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ s✉r❣ét✐q✉❡ ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡✲
♠❡♥t ✐♥✈❛s✐✈❡s ❡♥ r❡❞♦♥♥❛♥t ❛✉ ❝❤✐r✉r❣✐❡♥ t♦✉t❡ s❛ ❞❡①tér✐té ❡t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t s❡s ❝❛♣❛❝✐tés
❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❛✈❛♥❝és ❞❛♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ré❛❧✐té ❛✉❣♠❡♥té❡✱ ❧❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡♥ ♣❡✉t ✈✐s✉❛❧✐s❡r
❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ t✉♠❡✉r ♣❡♥❞❛♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ♣♦✉✈♦✐r ❧❛ tr❛✐t❡r✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✲

✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ s✉r ❧❛ ♠é❞❡❝✐♥❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦s❝♦♣✐❡✳ ▲✬❡♥❞♦s❝♦♣✐❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ♠✐♥✐✲
✐♥✈❛s✐✈❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ❞✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧❡✳ ❯♥ ❡♥❞♦s❝♦♣❡ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥st✐t✉é
❞✬✉♥ t✉❜❡ té❧❡s❝♦♣✐q✉❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛✈❡❝ à s♦♥ ❡①tré♠✐té ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ❡t ✉♥❡ ❝❛♠ér❛
✜①é❡ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡ r❡❧✐é❡ à ✉♥ ♠♦♥✐t❡✉r ❡①t❡r♥❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡
♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡♥❞♦s❝♦♣❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❝♦♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ♣❛r ✐♥❝✐s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ tr♦❝❛rt✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧❡✱ ❧✬❡♥❞♦s❝♦♣❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♠✉♥✐
❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♥❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦s❝♦♣✐❡✱ ❞✬✐♥s✉✤❡r ❞❡ ❧✬❛✐r ♣♦✉r ❞é❝♦❧❧❡r ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞✬✉♥
❝♦♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧✱ ❞✬❛s♣✐r❡r ✉♥❡ ③♦♥❡ à tr❛✐t❡r ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣❧❛❝❡r ❞❡s ❧✐❣❛t❡✉rs é❧❛st✐q✉❡s ❛✜♥
❞❡ réséq✉❡r ❞❡s ❧és✐♦♥s ❝♦❧✐q✉❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❝❧✐♣s ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣❡r❢♦r❛t✐♦♥✳

▲❡s r♦❜♦ts ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉① ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✮ s♦♥t ✐ss✉s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡
❡t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ■❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✈✐rt✉❡❧ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ré❛❧✐sé à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✭■❘▼✱ ❈❚✲❙❝❛♥✱ P❊❚✳✳✳✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ r♦❜♦t✱
s✉✐t❡ à ✉♥❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞✬❛ss✐st❡r ❧♦rs ❞✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛s✐✈❡s ❧❡s ❣❡st❡s
♠é❞✐❝♦✲❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉① ❞❡s ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧s ❡♥ ❧❡s r❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t sûrs✳ ■❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♣ér❛t♦✐r❡s ❞✉ ❝❤✐r✉r❣✐❡♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t
❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❢❛t✐❣✉❡ ❞✉ ❝❤✐r✉r❣✐❡♥ ❡♥ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬êtr❡
❛ss✐s ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡❜♦✉t✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ▲❡s r♦❜♦ts ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉①✳ ✭a✮ ▲❡ r♦❜♦t ❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧ ❉❛ ❱✐♥❝✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠✐♥✐✲

✐♥✈❛s✐✈❡ ✭✇✇✇✳❞❛✈✐♥❝✐s✉r❣❡r②✳❝♦♠✮✳ ✭b✮ ▲❡ r♦❜♦t ♥❡✉r♦♠❛t❡ ❞❡ ❘❡♥✐s❤❛✇ ♣♦✉r ❧✬❛ss✐st❛♥❝❡ à ❧❛

♥❡✉r♦✲❝❤✐r✉r❣✐❡ ✭✇✇✇✳r❡♥✐s❤❛✇✳❝♦♠✴❡♥✴✶✵✼✶✷✳❛s♣①✮

✶✳✷✳✷ ▲❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ♠é❞✐❝❛✉①

▲❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ♠é❞✐❝♦✲❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉① ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✭a✮✮ s♦♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ré❝❡♥t❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♠é❞✐❝♦✲❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✲
♠❡♥t ✐♥✈❛s✐✈❡✳ ■❧s ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❢♦r♠❡r ♦✉ ❞✬❡♥tr❛î♥❡r à ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐♥
❡t ❞❡ ❧✬÷✐❧ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❣❡st❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❛r ❝♦♥tr❛✐♥ts✱ s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r✲
✈❡♥t✐♦♥✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✐✈❡rs s❝❡♥❛r✐✐ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s
❝❛s r❛r❡s ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♥✜r♠és✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ♠é❞✐❝♦✲❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉①
♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣ré✲♦♣ér❛t♦✐r❡✱ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r t❡st❡r
❡t✴♦✉ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦♣ér❛t♦✐r❡ ❡♥ ♣ré❞✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❣❡st❡s ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉①✳

✾



✶✳✸ ✲ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

❍❡r✈é ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ❞❛♥s ❬❉❡❧✾✾❪ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛✲
t❡✉rs ♠é❞✐❝♦✲❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉① ❞✐ts ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ❣é♥éré❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛ ♣♦✉r
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣ér❛t♦✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t q✉❛s✐♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s
♦r❣❛♥❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❜✐♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s ♦r❣❛♥❡s
❝♦♥s✐❞érés ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧s
✐❧s s♦♥t s♦✉♠✐s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉①✳ ▲❛ ré❛❧✐té ✈✐rt✉❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t à
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✉✐✈r❡ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❀ ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ❤❛♣✲
t✐q✉❡✱ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ r❡t♦✉r ✈✐s✉❡❧ ❡t t❛❝t✐❧❡ ❞❡ s❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♦r❣❛♥❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
✈❡rs✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❣❛♥❡s ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ✐♥t❡r❛❝t✐❢✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♦r❣❛♥❡s✳ ✭a✮ ❙❛❧❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡✲

♠❡♥t ❡♥ r❛❞✐♦t❤ér❛♣✐❡✳ ✭b✮ ❇✐rt❤❙✐♠ ✿ s✐♠✉❧❛t❡✉r ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ❣❡st❡ ♠é❞✐❝❛❧ ❞❡

❧✬❛❝❝♦✉❝❤❡♠❡♥t ❬▼♦r✵✼❪✳

✶✳✸ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❣❛♥❡s s♦♥t ♣❧é❜✐s❝✐tés ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ❞✉ ❢✉t✉r ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❤❛❞r♦♥t❤ér❛♣✐❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✭a✮✮✳
❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❧✬éq✉✐♣❡ ❙❆❆❘❆ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❆♥❛❧②s❡✱ ❆♥✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❘é❛❧✐té ❆✉❣♠❡♥té❡✮
♣❛rt✐❝✐♣❡ ❛✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❊❚❖■▲❊ ✭❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❖♥❝♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ■♦♥s ▲é❣❡rs
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❊✉r♦♣é❡♥✮ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♠é❞✐❝❛❧ ❞é❞✐é ❛✉
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ t✉♠❡✉rs ❝❛♥❝ér❡✉s❡s ♣❛r ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞✬✐♦♥ ❝❛r❜♦♥❡✳ ■❧s tr❛✈❛✐❧❧❡♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱

✶✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

s✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✉♠♦♥s ❧♦rs
❞❡ ❧❛ r❡s♣✐r❛t✐♦♥✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ t✉♠❡✉r ❞✉ ♣❛t✐❡♥t tr❛✐té ♣♦✉r q✉❡ ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❣❛♥❡s s♦♥t ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♣r❡♥❛♥t ♣❧❛❝❡
❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❙❆●❆ ✭❙✐♠✉❧❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧✬❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ●❡st❡s ❞❡ ❧✬❆❝❝♦✉❝❤❡♠❡♥t✮✱ ❞❡
❧✬éq✉✐♣❡ ❙❆❆❘❆✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r ♠é❞✐❝❛❧ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❛❧✐st❡ ❧❡s s❡♥s❛t✐♦♥s r❡ss❡♥t✐❡s ♣❛r ❧❛ s❛❣❡✲❢❡♠♠❡✱ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❛❝❝♦✉❝❤❡♠❡♥t ✭❝❢✳
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✭b✮✮✳ ■❧ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ♠é❞✐❝❛❧✱ ❡t s❡ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✈✐s❡ à
s✐♠✉❧❡r ✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥t❛❝ts ❡t ❧❡s ❡✛♦rts ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝❝♦✉❝❤❡♠❡♥t✳
■❧ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s
♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❜❞♦♠❡♥✱ ❧✬✉tér✉s✱ ❧❡ ♣❧❛❝❡♥t❛✱ ❧❡ ❜❛ss✐♥ ♦ss❡✉①✱ ❧❡ ♣❧❛♥❝❤❡r ♣❡❧✈✐❡♥ ❡t ❧❡
❢÷t✉s✳ ▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t
❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛♣t✐q✉❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❡✛♦rts ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✶✳✹ ❱❡rr♦✉s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s

▲❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬❛✐❞❡ à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❣❡st❡s ♠é❞✐❝❛✉①✲❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉①✱
♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐✲
❧✐té ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✈✐rt✉❡❧s ❞✬♦r❣❛♥❡s✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❝♦✉♣❧❛♥t ✉♥
♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱
t♦✉t ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡
♦✉ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✱ ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❡❧✲
❧✉❧❡s✳ ■❧s ♦♥t ♣♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❞✬♦✛r✐r ✉♥ ❛❝❝ès à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t
❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♠♦❞é❧✐sé✱ ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡
♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ s❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ s♦♥ ✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ s♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐té ❡t s❛ ❢❛❝✐❧✐té à ❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❛
♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts ❡st ♣❡r♠✐s❡ ♣❛r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❛✉❞❡t ❡t ❛❧✳✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r
♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s 2❉ ❝♦♠♣♦sés ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s 3❉ ❝♦♥st✐t✉és
❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t 2❉ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②és ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♠✉❧é✱ t♦✉t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❛❝❝ès à ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts 3❉✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
✉♥✐✜é é✈✐t❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✶✶



✶✳✺ ✲ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t

♣❤②s✐q✉❡✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❡♥
2❉✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛rêt❡s✱ ❡t ❡♥ 3❉✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❢❛❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛✲
tèr❡s ♦✉ ❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ré❛❧✐s❡r ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♣✉✐s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐s❡ à
❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♠❜❛rq✉é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ♦✉ ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té❡✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥st❛t q✉❡ ♣❧✉s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✜♥✱ ♣❧✉s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛
♣ré❝✐s❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❡❧❧❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ✉♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ r❛✣♥❡r ♦✉ ❞❡ ❞é✲r❛✣♥❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❜✉t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❡✉ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❡t à r❛✣♥❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳

✶✳✺ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝♦♠♣♦sé ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s ✿

Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 2 ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣ré✲r❡q✉✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡
♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♥♦s ❝❤♦✐①✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡
❡t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞é❧✐s❡r✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐✲
♥✉s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts
❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥
❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣ré✲r❡q✉✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥
♦✉ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♥♦tr❡
❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✳

❉❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡①♣♦s❡ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

❉❛♥s ✉♥ ❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❜r❡❢ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❡t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❞é✜♥✐ ❞❛♥s
♥♦s tr❛✈❛✉① ♠♦♥tr❡ s♦♥ ✐♥térêt ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ♥♦✉s
❡♥ ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
ré♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s✱
❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡✳

▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3 ❞ét❛✐❧❧❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡
✉♥✐✜é✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
♣❡r♠❡tt❛♥t s❛ ❞é❝♦✉♣❡✳

✶✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4 ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ♣♦✉r ❣ér❡r
❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❛♥t✱ ❡♥ 2❉✱ ❡♥ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡
s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t ❡♥ 3❉✱ ❡♥ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s✳ ❊♥✜♥✱
♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é✳

❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❞❡ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é à ❣ér❡r ❞❡s ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛rêt❡s✱ ❡♥ 2❉✱ ❡t ❧❡s ❢❛❝❡s✱ ❡♥ 3❉✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t ❞✬❤❡①❛è❞r❡s ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳

✶✳✻ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

✖ ◆♦s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❛♠❡♥é à ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ 2013✱ à ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧❡ ❲❙❈● ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❈❡♥tr❛❧ ❊✉r♦♣❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s✱
❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✮✱ ✐♥t✐t✉❧é❡ ✿ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
♣❤②s✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡
✉♥✐✜é ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡✳

✖ P✉✐s✱ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉♥✐✜é❡
❛✈❡❝ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❛ ♣❡r♠✐s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ 2014✱ à
❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❱❘■P❍❨❙ ✭❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❱✐rt✉❛❧ ❘❡❛❧✐t② ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞
P❤②s✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ ✐♥t✐t✉❧é❡ ✿ ❆ ❯♥✐✜❡❞ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧✲P❤②s✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❆❞❛♣t✐✈❡
❘❡✜♥❡♠❡♥t✳
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Chapitre 2
✓ ▲❡s s❛✈❛♥ts ♦♥t ❝❛❧❝✉❧é q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬❡①✐st❡r ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛✉ss✐

♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ❛❜s✉r❞❡ s♦♥t ❞❡ ✉♥❡ s✉r ✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥✳ ▼❛✐s ❧❡s ♠❛❣✐❝✐❡♥s✱

❡✉①✱ ♦♥t ❝❛❧❝✉❧é q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ✉♥✐q✉❡s s✉r ✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ s❡ ré❛❧✐s❡♥t ♥❡✉❢

❢♦✐s s✉r ❞✐①✳ ✔

✭▲❡s ❆♥♥❛❧❡s ❞✉ ❉✐sq✉❡✲▼♦♥❞❡✱ ▼♦rt✐♠❡r ✲ ❚❡rr② Pr❛t❝❤❡tt✮

Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❙♦♠♠❛✐r❡
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✷✳✶✳✶ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
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✷✳✶✳✹ ▲❡s s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
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✷✳✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
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✷✳✸✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ✺✵

✷✳✸✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✸✳✹ ❚r❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✷✳✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✷✳✹ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✷✳✹✳✶ ▼✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✷✳✹✳✷ ❉é❝♦✉♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
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❉❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r✲
♠❛❜❧❡s ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ r❛ss❡♠❜❧❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t ❞✐✈❡rs❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝✐t❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡ s❝❛♥♥❡r ❈❚ ♦✉ ❞✬■❘▼✱
❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❡♥tr❡
♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ t❡♠♣s✲ré❡❧✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ✐♥❤ér❡♥t❡s à ❧❛ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ré❡❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞❡ s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ✈✐rt✉❡❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ré❡❧✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❛rt✐❝✐♣❡♥t à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❛✉ ré❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❝♦♥s✐✲
❞éré✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡✛❡❝t✉é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t
❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❝♦♥t✐♥✉ à s✐♠✉❧❡r✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉r✈♦✐r ❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t✳
P♦✉r s✐♠✉❧❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✐❝✐❡♥s ♦♥t é❧❛❜♦ré ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉①
❝♦♥t✐♥✉s✱ ❢♦r♠❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❝❡tt❡ t❤é♦✲
r✐❡ q✉✐ ❛♠è♥❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❡♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡
❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❧✬♦❜❥❡t ♠♦❞é❧✐sé ❡t s✐♠✉❧é✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

◆♦✉s ❡①♣♦s❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts ♣❤②s✐q✉❡s
❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t s♦♥ ♣❛r❛♠étr❛❣❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❥✉st✐✜❡r♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡
❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✳

◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✲
❞è❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t 2❉ ❛♠❡♥❛♥t à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s n❉✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t
s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s
❛✉① ♠♦❞è❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡
s♦♥t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té
✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❜❛s✐q✉❡✳

✷✳✶ ❖❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

❯♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉t s✉❜✐r q✉❡ ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦✉ r♦t❛t✐♦♥s ✭s✐① ❞❡❣rés ❞❡
❧✐❜❡rté✮✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❆❧♦rs q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t
❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❡st✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ s♦✉♠✐s à ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s✱ ♣❧❛st✐q✉❡s ♦✉ ✐♥❞✉✐s❛♥t
✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡t✳

✶✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

✷✳✶✳✶ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❚❡sts ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♠❛✲

tér✐❛✉✳ ✭a✮ ❚❡sts ♠é❝❛♥✐q✉❡s ré❛❧✐sés ❡① ✈✐✈♦ s✉r ✉♥ ♣ré❧è✈❡♠❡♥t ♦r❣❛♥✐q✉❡ ❬❋❇✵✸❪✳ ✭b✮ ❯♥ ✐♥s✲

tr✉♠❡♥t ♣❛r ❛s♣✐r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ✐♥ ✈✐✈♦✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ ❝♦❧ ❞❡ ❧✬✉té✲

r✉s ❬▼◆❇+✵✻❪✳ ✭c✮ ❯♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❛r ❛s♣✐r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬é❧❛st✐❝✐té

❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♥❡✉r♦✲❝❤✐r✉r❣✐❡ ❬❙❈❇+✱❙PP✶✵❪✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ t✐ss✉ ❛s♣✐ré ❡st ✈✐s✉❛❧✐sé

❣râ❝❡ à ✉♥ ♠✐r♦✐r r❡❧✐é à ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ❡①t❡r♥❡✳

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ré❡❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s
♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡tr❛♥s❝r✐r❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
♣❤②s✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②é✳

▲❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à
♣❛rt ❡♥t✐èr❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧✬♦❜❥❡t ♣❡✉t s❡ s✐t✉❡r ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✿ ✐♥ ✈✐✈♦✱ ❡① ✈✐✈♦ ❡t ✐♥ ✈✐tr♦✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥ ✈✐✈♦ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s
t❡sts ❡✛❡❝t✉és s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡ à t❡st❡r s❡ ❢❛ss❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡ ✈✐✈❛♥t ❧✬✐♥❝❧✉❛♥t✳
❊① ✈✐✈♦ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❛❝❝✉❡✐❧❧❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡ ✈✐✈❛♥t à
t❡st❡r✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥ ✈✐tr♦✱ ❧❡s t❡sts s♦♥t ré❛❧✐sés s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡✱
❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡ ✈✐✈❛♥t ❛✉q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛✐t ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s
q✉❡ ❧❡s t❡sts ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥ ✈✐tr♦ ♦✉ ❡① ✈✐✈♦ s♦♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ré❛❧✐s❡r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✐♥❡①❛❝t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r
❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✉ ét❤✐q✉❡s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ✈✐✈♦✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❛✉tr❡s q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s
♣❡r♠✐s❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥ ✈✐✈♦✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✉tér✐♥❡✳

❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ s♦♥t
ré❝✉♣érés✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✐❧❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡♠♣❧♦②é ❡t s❡❧♦♥
❧❡ t❡❝❤♥✐❝✐❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛èr❡♥t ♠ê♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❡ss❛✐s ré❛❧✐sés ♣❛r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❡rs♦♥♥❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❞✬✉♥ ♦r❣❛♥❡ ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬â❣❡ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡
r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡ t❡sté❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧✬✉tér✉s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧✬â❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♠♠❡ t❡sté❡✳

✶✼



✷✳✶ ✲ ❖❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

✷✳✶✳✷ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♦✉ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧✳ ❊❧❧❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦✉❤❛✐tés ❡♥
❡♥tré❡ ❡t ❡♥ s♦rt✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ❧❛
q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❉❡s ❝♦✉♣❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s

✐ss✉❡s ❞✬✐♠❛❣❡s s❝❛♥♥❡r✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❬◆❡s✵✽❪ ✭❉♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡

❧✬■❘❈❆❉✮✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ❞❡ t②♣❡ ❢♦✐❡ ❬❋r❡✵✸❪✳

✖ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦✉ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✉st❡ ❤✉♠❛✐♥ ❣râ❝❡ à
❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬■❘▼ ✭■♠❛❣❡r✐❡ à ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡✮ ♦✉
❧❡ ❙❝❛♥♥❡r ❈❚ ✭❈♦♠♣✉t❡r ❚♦♠♦❣r❛♣❤②✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡ ❧❛r❣❡s ✈♦❧✉♠❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❞❡s sér✐❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈♦①❡❧s ♦✉ ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳
▲❡s ❞♦♥♥é❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s s❡ ♣rés❡♥t❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱
❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧❛♥s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❧❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ s♦✐t ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ 2❉ ❞❡ ♣✐①❡❧s✳ ❯♥ s❝❛❧❛✐r❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥❡ ❡st
❛ss♦❝✐é à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣✐①❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ t②♣❡ ✿ sér✐❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳

✖ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ s❡❣♠❡♥té❡s✱ ✜❧tré❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛♠é❧✐♦ré❡s✱ ❛✜♥ ❞✬❡①✲
tr❛✐r❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥térêt ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦r❣❛♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢♦✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡
ét❛♣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s♦✉✈❡♥t ♠❛♥✉❡❧❧❡ ♦ù ❝❡rt❛✐♥s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉♣❡s✳

✖ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s ✜❧tré❡s s✉r ❧✬♦r❣❛♥❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ tr❛✐té❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡
❣é♥ér❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♦♥t ❛❧♦rs ❡♠♣❧♦②és ❛✜♥
❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡ ✭♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✮✱ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳
❯♥❡ ❞❡s ♠❛♥✐èr❡s ✐♥t✉✐t✐✈❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡tt❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
tr✐❛♥❣❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉♣❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳
❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

✖ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❞✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❢❡r♠és ♦✉ ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳

✖ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✱ é♠❛♥❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s très ✈♦❧✉♠✐♥❡✉s❡s✱ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡
❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t é♣✉ré ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣✲
t✐q✉❡✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡ ❞✬❛rêt❡s
s♦♥t ❡♠♣❧♦②és✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛rt❡❢❛❝ts
❣é♦♠étr✐q✉❡s ✐♥❤ér❡♥ts ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✮✳

✖ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♠♣❧♦②é ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s tr❛♥s❝r✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡rr❡✉r
❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✉é
à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦❞✐✜é✱ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋r❡② ❡t ❛❧✳ ❬❋❇✵✸❪ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ❍❡ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ à
r❡♠❛✐❧❧❡r✳

✖ ❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥s✐st❡r ❡♥ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❣râ❝❡ à
✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ tétr❛è❞r❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉✳ ❇❡r♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇P✵✵❪
♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞ét❛✐❧❧é s✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡

à ❞r♦✐t❡ ✿ ❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❞r❛❣♦♥✱ ▲✬❛r❜r❡ ♦❝t❛❧ ❛ss♦❝✐é✱ ▲✬❛r❜r❡ ♦❝t❛❧ ♦ù

s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ✜♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡t ▲✬❛r❜r❡ ♦❝t❛❧ ♦ù s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❬◆❡s✵✽❪✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ◆❡s♠❡ ❡t ❛❧✳ ❬◆❋P✵✻✱◆❡s✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ P♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ré❣✉❧✐❡r
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ à ❛♥✐♠❡r✱ ✐❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ❧❛
❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ ■❧s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ♦❝tr❡❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❛✐♥s✐ s✉❜❞✐✈✐sé❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❤✉✐t
s♦✉s✲é❧é♠❡♥ts✳ ■❧s ♣r♦❝è❞❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ s✉r ❧❡s s♦✉s✲é❧é♠❡♥ts s❡ tr♦✉✈❛♥t
à ❝❤❡✈❛❧ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦✉ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✳ ▲❛ ré❝✉rs✐♦♥ s✬❛rrêt❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞♦♥♥é✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❝♦♥str✉✐t✱ ✐❧s ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é❢♦r♠é❡ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ s✉✐t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡s ✈♦①❡❧s ❧✬❡♥❣❧♦❜❛♥t✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ❜✐♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t
❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ♦r❣❛♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇✉tt✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❩❙+✶✸❪✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs
♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❜✐♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ ❢÷t✉s ❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①

✶✾



✷✳✶ ✲ ❖❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

♦r❣❛♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛t✉r✐❡♥t❡ ✐♠♣❧✐q✉és ❞✉r❛♥t ❧✬❛❝❝♦✉❝❤❡♠❡♥t q✉❡ s♦♥t ❧✬✉tér✉s✱ ❧✬❛❜❞♦♠❡♥ ❡t ❧❡
❜❛ss✐♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❣❛♥❡s ❡st ✐ss✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❝❛♥♥❡rs✳ P♦✉r ré❛✲
❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❜✐♦♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱
❧❡s ♦r❣❛♥❡s à ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉tér✐♥❡s ❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞✬❡①♣✉❧s✐♦♥s
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ✐❧s ♦♥t ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❍♦♦❦❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❡t ✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦s ❞✉ ❜❛ss✐♥ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡♦✲❍♦♦❦❡ ❤②♣❡r✲é❧❛st✐q✉❡
♣♦✉r ❧❡ ❢÷t✉s✱ ❧✬❛❜❞♦♠❡♥ ❡t ❧✬✉tér✉s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❣❛♥❡s
♦♥t été ré❝✉♣éré❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❬❘▲●❇+✶✸❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡❧✈✐❡♥ ❝❤❡③ ❧❛ ❢❡♠♠❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡❧✈✐❡♥✱ ❞✬❛❝q✉ér✐r ♣❛r ✐♠❛❣❡r✐❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠é❞✐❝❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s
❛✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝♦♥s✐❞éré✱ ♣✉✐s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❡♥✜♥ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛ss♦❝✐é à ❝❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s ❞♦✐✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❛ss❡♠❜❧és ❡♥
❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥♥❛♥t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✉♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ r❡❝♦♥st✐t✉❡r ✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t
❧❡ s②stè♠❡ ♣❡❧✈✐❡♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡❧✈✐❡♥ ❛✐♥s✐ ❝♦♥st✐t✉é✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡❧✈✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t✱ ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❜✐❧✐té ✐♥❝♦rr❡❝t❡ s❡ tr❛❞✉✐s❛♥t ♣❛r ❧❛ ✈❡ss✐❡ ♣❛ss❛♥t ❛✉
tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♦r❣❛♥❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs s❡ t♦✉r♥❡r ✈❡rs ❧✬❛♥❛t♦♠✐❡ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❛♥q✉❛♥t à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✐❣❛♠❡♥ts q✉✐
♥✬♦♥t ♣❛s été ✐❞❡♥t✐✜és ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❖r✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♠é❞✐❝❛❧
s✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡❧✈✐❡♥ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❧✐❣❛♠❡♥ts✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❛✜♥
❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♦r❣❛♥❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡st
❡♥s✉✐t❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡❧✈✐❡♥✳ ❉❡s ❧✐❣❛♠❡♥ts s♦♥t ❛✐♥s✐
r❛❥♦✉tés ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ■❘▼ ✭❞♦♥♥❛♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✮✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
ré❛❧✐té✳

✷✳✶✳✸ ▲❛ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ▼✐❧✐❡✉① ❈♦♥t✐♥✉s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜rè✈❡ ❡t s♦♠♠❛✐r❡✱ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s
♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡s tr♦✐s ❛①❡s
❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ s♦♥t ♥♦tés ✿ x ✱ y ❡t z ✳

❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♥❛♥♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❡st ✉♥ ❛❣ré❣❛t ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣❡rç✉❡ ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝♦♥t✐✲
♥✉❡✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡
❧❡ ♠✐❧✐❡✉ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s
♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ♦✉ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛q✉❡ts ❡st ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✱ ♣♦✉r
q✉❡ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡s ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s q✉❡ ❧❡ ♣❛q✉❡t r❡♥❢❡r♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♦✉ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡
✈❛r✐❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ à ✉♥ ❛✉tr❡✳

▲❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡
❝❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ❛ss♦❝✐é ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s✱
r❡♣rés❡♥té❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❡♥s❡✉r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st

✷✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

✉♥ s❝❛❧❛✐r❡✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬♦r❞r❡ 0✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s
❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬♦r❞r❡ 1✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ 2✳
▲❡s t❡♥s❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ 2 s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ 3❉ ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s 3×3✳ ❊♥✜♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♥❞❡✉r
♣❤②s✐q✉❡✱ r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❡♥s❡✉r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉
♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡ ♠✐❧✐❡✉✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡t ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉✐✈r❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡
♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ s❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ✜①❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦ù ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s
♣❛ss❛♥t ❞❡✈❛♥t ❝❡ ♣♦✐♥t✳ P♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡st ♣ré❢éré❡
❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉✐❞❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r s✉✐t ❝❤❛q✉❡ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛♣rès ❧✬❛✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜é ♣❛r
s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ♥♦té❡ ❳(t)✳ ▲❛
✈✐t❡ss❡ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✉ t❡♠♣s t ❡st ♥♦té❡ ❳̇(t)✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t✳ ❙♦♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t ❡st ♥♦té❡ ❳̈(t)✳
❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉ t❡♠♣s t ❡t ❝♦♠♠❡
❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t✳

❖♥ ♥♦♠♠❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥ ♦❜❥❡t✱ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts
❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♥❛ît ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ✓ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✔ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉❛❧✐✜é❡ ❞❡ ✓ ✜♥❛❧❡ ✔ ❬❈◆▼✵✼❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t ❛✉① t❡♠♣s t1 ❡t t2 ❛✈❡❝ t1 ≤ t2✱ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❙✐
❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❡✉ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡t ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❡♥tr❡
❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧✬♦❜❥❡t ❛ été ❞é❢♦r♠é ❡♥tr❡ t1 ❡t t2✳ ❙♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r❝❡s✱ ✉♥
♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ s❡ ❞é❢♦r♠❡✳ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛✉ t❡♠♣s t1 ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t
❧✬♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ s♦♥t ❛✐♥s✐ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♠ê♠❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s
❛✉ t❡♠♣s t2✳

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉①
❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♥s✐st❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛q✉❡ts
❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬♦❜❥❡t ❝♦♥s✐❞éré✳ P✉✐s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st
é✈❛❧✉é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❥✉st❡ ♦❜t❡♥✉s✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st
❡♥s✉✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à
❧✬♦❜❥❡t s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t

▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❯ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s p✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ p ❛✉ t❡♠♣s t1 ❡t s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥♦té❡s x(t1) ❡t x(t2)✳
▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s t1 ❡t t2 ❞✉ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s p✱ ♥♦té ❯(p)|t1−t2 ✱ ❡st ❛✐♥s✐
❢♦r♠✉❧é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❯(p)|t1−t2 = x(t2)− x(t1)✳

❉✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♣ré❝✐sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t
s❡ ❞é❢♦r♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡t✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♥❡✉❢ é❧é♠❡♥ts✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ǫ ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ǫ =







ǫx γxy γxz
γyx ǫy γyz
γzx γzy ǫz







✷✶



✷✳✶ ✲ ❖❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❡♥s❡✉r r❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ét✐r❡♠❡♥t ✭❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ é❧♦♥❣❛t✐♦♥✮ ♦✉
❞✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ǫi ✭i ∈ {x , y , z}✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ét✐r❡♠❡♥t
s❡❧♦♥ ❧✬✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❛①❡s i ❞✉ r❡♣èr❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ γij r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❛♥❣✉❧❛✐r❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❛①❡s i ❡t j ✭j ∈ {x , y , z} ❡t i 6= j✮ ❞✉ r❡♣èr❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ t♦✉t ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ ♣❡r♠❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❞❡ ❞é✲
t❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♥❡✉❢s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ ✿ ǫGL ❡st ❢♦r♠✉❧é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ǫGL =
1

2
(▽❯+▽❯T +▽❯T · ▽❯)

♦ù ▽❯ ❡st ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❯ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x ✱ y ❡t z ✳ bT ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ b✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ǫC =
1

2
(▽❯+▽❯T )

❈❡ t❡♥s❡✉r ❡st s♦✉✈❡♥t ❡♠♣❧♦②é ❝❛r ✐❧ ❡st ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❡
t❡♥s❡✉r ❞❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣❡t✐ts
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts r♦t❛t✐♦♥♥❡❧s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡♥ r♦t❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈♦q✉❛♥t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rs ❞✬✉♥ t❡st ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❡♥❝❛stré❡ s♦✉♠✐s❡ à ❧❛ ❣r❛✈✐té✱ ✉♥ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥
❡①tré♠✐té✳ ❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♠♣❧♦②❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡
❝♦r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬◆P❋✵✺✱◆❡s✵✽❪✳

❉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿ ▲❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❬❱✐❧✶✶❪✳

▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t s♦✉♠✐s à ❞❡s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❧❡ ❝♦♥st✐✲
t✉❛♥t✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t f ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐❛♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿

ǫ = f (σ)

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ♠❛tér✐❛✉ ♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡
♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st s♦✉♠✐s à ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s✳ ❯♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣❡✉t ❛✈♦✐r

✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐t é❧❛st✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ♣❛rt✐❡ é❧❛st✐q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡
♠❛tér✐❛✉ ❡st ❞é❢♦r♠é s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r❝❡s✱ ♣✉✐s r❡❣❛❣♥❡ s♦♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s
❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s r❡❥♦✐♥t s♦♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ♣❛ss❛♥t
♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✱ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❛②❛♥t ❛♠❡♥é❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬ét❛t ❞é❢♦r♠é✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞é❝r✐t ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥❛✐r❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ♣❛rt✐❡
é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❛❧♦rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ ré♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❧✐♥é❛r✐té ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬❛✉ ❞❡❧à ❞❡ 10%✱ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡✳
❖♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❞❡
❣r❛♥❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s✐♠✉❧é s❡r❛ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❡rr♦♥é q✉❡ ❧❡
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡r❛ é❧❡✈é✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❍♦♦❦❡ ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① é❧❛st✐q✉❡s✱ ❧✐♥é❛✐r❡s✱
❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ✐s♦tr♦♣❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②✲
s✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ à s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉①✳ ❈❡s ❞❡✉①
♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ▲❛♠é✱ ♥♦tés λ ❡t µ✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❍♦♦❦❡ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ = λtr(ǫ)I + 2µǫ

♦ù tr(A) ❡st ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ A✱ ❡t I ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳

❉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ❧❛ ❢♦r❝❡ ✿ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ σij ✭i , j ∈ {x , y , z}✮ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ✉♥❡

❢❛❝❡tt❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♥♦r♠❛❧❡ ❧✬❛①❡ i ❡t ♣♦✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧✬❛①❡ j ❬❱✐❧✶✶❪✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r❝❡s
❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té✱ ♦✉ ❞✉❡s à ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♦❜❥❡ts ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❡st ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❡st ❞é❢♦r♠é✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ σ ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✷✸



✷✳✶ ✲ ❖❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

σ =







σxx σxy σxz
σyx σyy σyz
σzx σzy σzz







❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✱ ✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❝✉❜❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡tt❡
❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ s♦♥t
❞é✜♥✐❡s✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡♥s❡✉rs
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ét❛♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤②✱ ♥♦té σC ❡st ❢♦r♠✉❧é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❋ = σC ◆ dS

♦ù ❋ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r❝❡ s✬❡①❡rç❛♥t s✉r ✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ◆ ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡tt❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t dS ❡st s♦♥ ❛✐r❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼♦♦♥❡②✲❘✐✈❧✐♥ ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t ❱❡♥❛♥t✲❑✐r❝❤❤♦✛ ❞é❝r✐t✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♠❛✐s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥❛✐r❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥

▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❧✉s
✉s✐tés q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ▲❛♠é✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❡①♣é✲
r✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❜✐♥ô♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ▲❛♠é✳

P♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜❛rr❡ 3❉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✿ X0✱ Y0 ❡t Z0
❡t ❞♦♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ✜①é❡ ✭❢❛❝❡ ❣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✳ ❯♥❡ ❢♦r❝❡ ♥♦té❡ Fetirement ✱ ❛②❛♥t ♣♦✉r
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧✬❛①❡ Y ❡t ét❛♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ à ❧❛ ❢❛❝❡ ❞✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡ ✭❢❛❝❡ r♦✉❣❡ ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❙✉✐t❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡✱ ❧❛ ❜❛rr❡
❡st ❞é❢♦r♠é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞❡ η s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ Y ✱ ✉♥ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❞❡ 2ǫ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ X
❡t ✉♥ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❞❡ 2ζ s❡❧♦♥ Z ✳

❈❡ t❡st ❞✬ét✐r❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛rr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♥♦té E✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ s❡❧♦♥
Y ✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E =
Fetirement/S0
η/Y0

♦ù S0 ❡st ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ s♦✉♠✐s❡ à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬ét✐r❡♠❡♥t ✭❢❛❝❡ r♦✉❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❚❡st ❞✬ét✐r❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡

❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ✭a✮ ❯♥❡ ❜❛rr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ X0✱ Y0 ❡t Z0✱ ❞♦♥t s❛ ❢❛❝❡ ❣r✐s❡

❡st ✜①é❡ ❡t s❛ ❢❛❝❡ r♦✉❣❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ✿ Fetirement ✳ ✭b✮ ▲❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ✭a✮ ❛♣rès

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Fetirement ✳ ▲❛ ❜❛rr❡ s✬❡st ét✐ré❡ ❞❡ η s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ Y ❡t s✬❡st rétré❝✐❡ ❞❡ 2ζ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡

X ❡t ❞❡ 2ǫ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ Z ✳

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s rétré❝✐ss❡♠❡♥ts ❡♥✲
❣❡♥❞rés s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s X ❡t Z ✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

νX =
2ζ/Y0
η/X0

♦✉

νZ =
2ǫ/Y0
η/Z0

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛ ♣♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✿

ρ❯̈ = ▽σ + ρ❋

♦ù ρ ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ σ ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❋ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡①❡r❝é❡ s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡ ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❡①tér✐❡✉rs✳ ❋ ✐♥❝❧✉t
❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡s❛♥t❡✉r✳

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ é♥♦♥ç❛♥t ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❢♦r♠✉❧é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❋ = M❯̈

♦ù ❋ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧✬♦❜❥❡t✱ M ❡t ❯̈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
à ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t à ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳

✷✺



✷✳✶ ✲ ❖❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

❙②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛♠è♥❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❖r✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱
❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❢♦rt❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ◆❡✉♠❛♥♥✳ ▲❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✐♠♣♦s❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s♣é❝✐✜❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
❞ér✐✈é❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣♦✉tr❡
❡♥ tr❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❡r♠❡t ❧✬❡♥❝❛str❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ ❡t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛❝t✐♦♥ à s♦♥ ❛✉tr❡ ❡①tré♠✐té✳

P✉✐s ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♣é❝✐✜é❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡st
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✉✐t❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ✈✐rt✉❡❧s✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts
✈✐rt✉❡❧s✳ ❈❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❧✬♦❜❥❡t ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉s
❤❛✉t ❞❡❣ré ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✐♥té❣ré❡ ♣❛r ♣❛rt✐❡ ✭❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ●r❡❡♥✮✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞s ❣é♥érés s♦♥t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❝♦✉rs ❞❡ ▼❛r❝ ❇✉✛❛t✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯❋❘ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❈❧❛✉❞❡
❇❡r♥❛r❞ ▲②♦♥ ✶✮✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❡st ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❝r✐t❡s ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦❜❥❡t ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣❡r♠❡t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐rré❣✉❧✐❡r✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡
❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❡♥ 2❉ ♦✉ ❞❡s tétr❛è❞r❡s✱ ❤❡①❛è❞r❡s ❡♥ 3❉✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s
é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♥÷✉❞s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡
❧✐❜❡rté✱ ❞❡s ♣♦✐♥ts r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♠✐❧✐❡✉①
❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s ♥÷✉❞s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s
q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

❉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✭❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✮✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡✱ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ s❡s ♥÷✉❞s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♥♦❞❛✉① ❞❡ ❝❤❛❝✉♥
❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡♥t✐❡r✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉①
s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ✈❛✉t 1 ♣♦✉r ✉♥ ♥÷✉❞
❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❡t 0 ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✳

❆♣rès ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s tr❛♥s❝r✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st

✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛ss❡♠❜❧é❡s ❞♦♥♥❛♥t ✉♥
s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ q✉✐ ❡st ❡♥s✉✐t❡ rés♦❧✉✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐q✉❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❍♦♦❦❡✱
❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ✿

❋ = K❯

♦ù K ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥ts s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❛✉① ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t q✉❡ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s
❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❯♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉s ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧✬✐♥❡rt✐❡ ♦✉ à
❧❛ ✈✐s❝♦é❧❛st✐❝✐té s♦♥t ✐❣♥♦rés✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡st rés♦❧✉ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K ♦✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♠♠❡
❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡st
rés♦❧✉ ♣❛s à ♣❛s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ s✉✐✈❛♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ st❛t✐q✉❡
♦✉ ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ♦✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✈✐sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥t❡r❛❣✐r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦✉ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
q✉❛s✐✲st❛t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ q✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

P♦✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s✉r ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❋ = M❯̈+D❯̇+ K❯ ✭✷✳✶✮

♦ù M ❡t D s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r K ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s B ❡t D✳ ▲❛
♠❛tr✐❝❡ B tr❛♥s❝r✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❧✐♥é❛r✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ B✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ D ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥ ❧✐❛♥t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞✉
♠❛tér✐❛✉ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ D✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ B ❡t✴♦✉ D ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❯✳ K ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ❞❡ ❯ ❡t ❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✐❞❡s✱ s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ▼❛✐s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦✉ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡♥t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉①
❝♦♥t✐♥✉s✳ ❯♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st q✉❛❧✐✜é ❞❡♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ✐♠♣❧✐q✉❡
❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳

✷✼



✷✳✶ ✲ ❖❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

✷✳✶✳✹ ▲❡s s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥

▲❡s s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♠♣❧♦②és ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭❝❢✳
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r✳ ■❧s ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣♦✲
s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✐s❝rét✐s❛♥t ❧✬♦❜❥❡t ❝♦♥s✐❞éré✱ ❛✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s s✉✐✈❛♥t✳ ◆♦✉s ♥♦♠♠♦♥s
❳t ✿ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉ t❡♠♣s t✱ ❡t h ✿ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✐❧ ❡st
tr♦♣ ♣❡t✐t✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ ✈❛r✐❡r❛ q✉❡ très ♣❡✉ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡r♦♥t ❛❧♦rs tr♦♣ ❧♦♥❣s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ✐❧ ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞✱
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡r❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡①❛❝t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❞✐✈❡r❣❡r❛✳

▲❡s s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ rés♦❧✈❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❡st ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❳̇ = ❋(❳)

♦ù ❳̇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❳ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✱ ❡t ❋ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡✳
❙✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞ét❡r♠✐✲

♥é❡✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ à ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❳✱ ♥♦té❡ ∆❳✱ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s h✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ Xt ✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❧❡
s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❛✉ t❡♠♣s t ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✉ t❡♠♣s t + h✳ ▲❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛
❡st ♠♦✐♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭❝❢✳ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t❡st ❞❡
❉❛❤❧q✉✐st ❬❙❝❤✻✶❪✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣❡t✐ts ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❝❡✉① q✉❡ ♣❡✉t ❡♠♣❧♦②❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱
s❛♥s q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ ♣❡r❞r❡ ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❡♥ st❛❜✐❧✐té ❬❇❲✾✽❪✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♠♣❧✐q✉❡
✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❳̇ = ❳t+h−❳t
h

✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❳̇ ♣❛r ❝❡tt❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❛✉ t❡♠♣s t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❳t+h = ❳t + h❋(❳t)

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❳t ❛✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s s✉✐✈❛♥t ✿ ❳t+h✱ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❋ s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉ t❡♠♣s t✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡
s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❳t+h ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❋
s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❛✉ t❡♠♣s t + h✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✿

❳t+h = ❳t + h❋(❳t+h)

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ t②♣❡ Ax = b ♦ù A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ x ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡t b ❡st ✉♥
✈❡❝t❡✉r✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ♦✉ ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
❝♦♥❥✉❣✉é✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s t❡♥t❡♥t ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❙✐ A ❡st ❞❡ très
❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ s❡r❛ ♣ré❢éré❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ♠♦✐♥s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡

✷✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡t ♣♦✉rr❛ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐t
❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❬❩❛r✵✸❪✳

❊①❡♠♣❧❡s

■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥ts s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r✱ ❞❡ ❙tö❡r♠❡r✲
❱❡r❧❡t ✭❛♣♣❡❧é❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡❛♣❢r♦❣✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡t 4✳

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❛♣rès ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❬▼❛r✵✻❪ ✿

❳̈ = ❋(❳, ❳̇)

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝é❧è❜r❡ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ✿ ❋ = m❆✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐✱ ❳ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✐s❝rét✐s❛♥t ❧✬♦❜❥❡t à

s✐♠✉❧❡r✱ ❱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✈❡❝ ❱ = ❳̇✳
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛♠è♥❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{

❳̇ = ❱
❱̇ = ❋(❳,❱)

✭✷✳✷✮

P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

{

❳t+h = ❳t + h❱t
❱t+h = ❱t + h❋(❱t ,❳t)

✭✷✳✸✮

P♦✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱ ❞❡✈✐❡♥t ✿

{

❳t+h = ❳t + h❱t+h
❱t+h = ❱t + h❋(❱t+h,❳t+h)

✭✷✳✹✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♦ù ❱t+h ❡st
❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r ♠❛✐s ❳t+h ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❱t+h ❡t ♥♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❳t ✳

✷✳✷ ▼♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

❈❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭❝❛♣❛❝✐té à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❛❧✐st❡
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r✮✱ s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ✭❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐s❡
♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✮✱ s♦♥ ré❛❧✐s♠❡ ✭❝r✐tèr❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ r❡♥❞✉ ✈✐s✉❡❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✮ ❡t s♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐té ✭♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐❡r ✉♥ r❡t♦✉r ❤❛♣t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮
♦✉ ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐sé❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t r❛❥♦✉t❡r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❧✐é❡s à ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦✉ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ●P❯ ♦✉
❡♥❝♦r❡ s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥❥❡✉
❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈✐s❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ré❡❧ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❡t ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❉❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❞é❢♦r♠❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡
r❛ss❡♠❜❧❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts ✓ ♥♦♥✲♣❤②s✐q✉❡s ✔ ♦✉ ✓ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✔✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
❝❛té❣♦r✐❡ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts ✓ ♣❤②s✐q✉❡s ✔✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❛✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ❛tt❛r❞❡r ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

✷✾



✷✳✷ ✲ ▼♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

✷✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❛
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❡✉r ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❋❋❉ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❋❋❉✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ▲❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧✬♦❜❥❡t ❡♥❣❧♦❜é ♣❛r ❝❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ▲✬♦❜❥❡t ❡♥❣❧♦❜é ❡st ❞é❢♦r♠é s✉✐t❡ ❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ❬❉◆✵✽❪✳

❋❋❉ ❡st ❧✬❛❝r♦♥②♠❡ ♣♦✉r ❋r❡❡ ❋♦r♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❞❡r❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬❙P✽✻❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t
❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♦✉ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ❋❋❉ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬♦❜❥❡t à ❞é❢♦r♠❡r ❛✈❡❝ ❞❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦❜✐❧❡s ✭❝❢✳ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✼ ❡t ✷✳✽✮✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s♦♥t ❞é❢♦r♠és
s❡❧♦♥ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ tr✐✈❛r✐❛❜❧❡
❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ✭tr✐✈❛r✐❛t❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❇❡r♥st❡✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳
❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥✢✉❡ ❛✐♥s✐ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s ❞é✜♥✐
♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ tr✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❞é✜✲
♥✐r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧✬♦❜❥❡t s❡r❛ ❞é❢♦r♠é ❡♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❋❋❉✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✜❣✉r❡ ✿ ▲❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥ ♦❜❥❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ✈❛❝❤❡✱ ❡♥❣❧♦❜é ♣❛r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t tr♦✐s✐è♠❡ ✜❣✉r❡ ✿

▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ✈❛❝❤❡ ❡st ❞é❢♦r♠é s✉✐t❡ ❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡

❝♦♥trô❧❡ ❬❍▼▲✵✵❪✳

❆✜♥ q✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s❡♠❜❧❡ ré❛❧✐st❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❤②s✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t ✐♥✲
té❣r❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛✜♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❝♦♥s✐❞éré ❬❍▼▲✵✵❪✳

✷✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❤②s✐q✉❡s ❡st q✉✬✐❧s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡♠♣✐r✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❛♥s ❧❡✉r
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ s♦♥t ❛❧♦rs ❛♣♣❛r✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡
❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❡st ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ tr❛♥s❝r✐r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✱
❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ é❧❛❜♦r❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ✐ss✉s
❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐t ♣❤②s✐q✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ❯♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ét❛❜❧✐t ♣❛r ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ❬❚P❇❋✽✼❪✳

❯♥ ♦❜❥❡t r✐❣✐❞❡ s♣❤ér✐q✉❡ s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❬❚P❇❋✽✼❪✳

❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ❬❚P❇❋✽✼❪ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❛✈♦✐r é❧❛❜♦ré✱ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ■❧ ❛ ré✉ss✐ à ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛♥t ❧❡s ❧♦✐s
♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✮✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ✐❧
s✬♦♣♣♦s❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❤②s✐q✉❡s✮✱ q✉✬✐❧ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ♣❛s✲
s✐❢s ❝❛r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ✐♥t❡r❛❣✐r ❡♥tr❡ ❡✉① ♦✉ ré❛❣✐r à ❞❡s
❢♦r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s✳ ■❧s s♦♥t s♦✉♠✐s à ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s ❡t ✉♥❡ ❛♥✐♠❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡ ❛✈❡❝
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ s❛✈♦✐r✲❢❛✐r❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✬✐❧ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❛❝t✐❢s ✭q✉❡
♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s✮✱ s♦♥t ❢♦♥❞és s✉r ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ré❛❣✐ss❡♥t ♣❤②✲
s✐q✉❡♠❡♥t à ❞❡s ❢♦r❝❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉①
❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ s✐t✉❡ ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✬✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à
s✐♠✉❧❡r✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞é❢♦r♠é ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ét❛✐❡♥t ❞é❥à très ré❛❧✐st❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t s✐♠✉❧❡r ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ◆❡❛❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬◆▼❑+✵✻❪✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s s♦♥t ❝❧❛ssés ❡♥ ❞❡✉①
❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts ❝♦♥t✐♥✉s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts ❞✐s❝r❡ts✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ✐♠♣❧✐q✉❡
❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

▼♦❞è❧❡s ❝♦♥t✐♥✉s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭❛❜ré❣é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ▼❊❋✮
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ♣rés❡♥té ❝✐✲
❞❡ss✉s✱ s♦♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ r❡♣♦s❛♥t
s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞✐s❝rét✐sé❡s ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ s❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
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✷✳✷ ✲ ▼♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

▼❊❋ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ✐❝✐ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ▼❊❋✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s
✉t✐❧✐sé ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥t✐♥✉s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉✬✐❧ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s
♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✱ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ■❧ ✐♥tè❣r❡ ❛✐♥s✐ ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① à s✐♠✉❧❡r✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s très
♣ré❝✐s❡s ❡t ré❛❧✐st❡s✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠é❞✐❝❛❧ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬❛❝t❡s ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉① ❬❈❉❈+✾✻❪✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❡ s❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦ût❡✉① ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ s♦♥ ❡♠♣❧♦✐ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧✳

❉✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥t✐♥✉s ♦♥t ❛❧♦rs été é❧❛❜♦rés ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✲
❛❝t✐✈✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❬❚P❇❋✽✼❪✱ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❬❚❇❍❋✵✸❪✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❢r♦♥t✐èr❡s ❬❏P✾✾❪ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛ss❡s✲t❡♥s❡✉rs ❬❈❉❆✾✾❪✳ ▼❛✐s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s❡s ♦✉ r♦❜✉st❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ▼❊❋✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ♣❧✉tôt
q✉✬✉♥ ❛✉tr❡✱ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐sé❡ ♦✉ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ s❛ ❧✐♥é❛r✐té✱
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❬▼❛r✵✻❪✳

▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s♦♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts q✉❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❛♣♣❛r✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ r❡♥❞r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❛s✐✲st❛t✐q✉❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥s✐st❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣ré✲❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ▲❯ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈♦t✐♥ ❡t ❇r♦✲◆✐❡❧s❡♥ ❬❇◆✾✻✱ ❇◆❈✾✻✱ ❈♦t✾✼❪
❞✐st✐♥❣✉❡♥t ❧❡s ♥÷✉❞s s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ❞❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s à ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ s❡✉❧s ❧❡s ♥÷✉❞s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ✐♥térêt✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s❡✉❧s ❧❡s ♥÷✉❞s s✉r❢❛❝✐q✉❡s s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡t ✈✐rt✉❡❧✳ ■❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠♦✐♥❞r❡✱
t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs
s❡r❛✐❡♥t ❡♥ ❡✛❡t tr♦♣ ❝♦ût❡✉① ♣♦✉r êtr❡ ré❛❧✐sés ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r s✉✐t❡ à s❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✐♥✈❛✲

r✐❛♥t ❡♥ r♦t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❜❛rr❡ ✈❡rt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ❜❛rr❡ ❜❧❡✉❡ à ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬▼❉▼+✵✷❪ ❡t ❧❛ ❜❛rr❡ r♦✉❣❡ à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥

♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ❣r♦ss✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❡ r♦✉❣❡ q✉✐ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❧✐♥é❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t

♣❛s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡♥ r♦t❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼ü❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❝❡tt❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡

❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❛✉ ♥✐✲
✈❡❛✉ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ♣ré❢éré à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥

✸✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❛ r❛✐❞❡✉r ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❝❡s r❛❝❝♦✉r❝✐s ✐♥✲
❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s✐♠✉❧é✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡r♠❡t
❞❡s t❡♠♣s ✐♥t❡r❛❝t✐❢s ❣râ❝❡ ❛✉① ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳
❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥❛✐r❡ ✐♥❞✉✐t✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r K ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❯✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❝❡ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞♦✐t êtr❡ r❡❝❛❧❝✉❧é❡ à ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❛♥t ✉♥ s✉r❝♦ût ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤②♣❡ré❧❛st✐q✉❡ ✭é❧❛st✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♦r❣❛♥❡s✳ ■❧ ♣❡✉t
♣❡r♠❡ttr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♥❞s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❣èr❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ r♦t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧
r❡st❡ très ❝♦ût❡✉① ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣ré❢èr❡ s♦✉✈❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❧✉tôt q✉❡
❞✬❡♠♣❧♦②❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ♥❡ ♣❡r♠❡t q✉❡ ❞❡
♣❡t✐ts ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡♥ r♦t❛t✐♦♥✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t♦✉t ❡♥
❣ér❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✮✳

▲❛ ▼❊❋ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✳ ❯♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ▼❊❋ ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ K ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❡♥s✉✐t❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲♦rs ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥❧❡✲
✈❡r t♦✉t ❝❡ q✉✐ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❯♥❡ ❧✐❣♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡
❡t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s à 0✳ ▼❛✐s s❡❧♦♥ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②é❡s✱ ✐❧
❢❛✉t ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡st❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♦✉ q✉✬❡❧❧❡ ❣❛r❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s ❝r❡✉s❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♣é❝✐✜q✉❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs st♦❝❦❡r ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t
❧♦❝❛❧✱ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t r❛❥♦✉tés ❛✉ s②stè♠❡✳ ❈❡ r❛❥♦✉t ♣❡✉t ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❛✉
♠✐❡✉① ❞❡ st♦❝❦❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s
à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡t ❛✉ ♣✐r❡ ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ q✉✐ ❡st ❛✉ ✜♥❛❧ s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❝♦ût❡✉s❡ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❳❋❊▼ ❆✜♥ ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ✜♥✐s ❛♣♣❡❧é❡ ❳❋❊▼ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❏❡✟rá❜❦♦✈á ❡t ❛❧✳ ❬❏❑✵✾❪✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♣❡r♠❡t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
✉♥ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ é✈✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ s✉r❝♦ût ❝♦♥séq✉❡♥t✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ✉t✐❧✐sé❡s
❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ▼❊❋✱ s❡ ✈♦✐❡♥t r❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❣ér❡r ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛ss❡s✲t❡♥s❡✉rs ❈♦t✐♥✱ ❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ❡t ❛❧✳ ❬❈❉❆✾✾✱ ❈♦t✾✼❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛ss❡s✲t❡♥s❡✉rs ❛✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ▼❊❋✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ✐❧s ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❛s✐✲st❛t✐q✉❡✱ ❡♥ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ✐♥t❡r❞✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

✸✸



✷✳✷ ✲ ▼♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❞✉ ❢♦✐❡✳ ▼♦❞è❧❡ ❤②❜r✐❞❡ ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡

é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛ss❡s✲t❡♥s❡✉rs✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛

❞é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ❢♦✐❡ ❬❈❉❆✾✾❪✳

❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t ❧❛
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ♠✐♥✉t❡s ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
s❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s✲
ré❡❧✳ ■❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ▼❊❋✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛ss❡s✲t❡♥s❡✉rs✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧s
❝♦♠❜✐♥❡♥t ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛ss❡s✲t❡♥s❡✉rs✱
❡♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❧♦rs ❤②❜r✐❞❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✮✳

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛ss❡s✲t❡♥s❡✉rs ✭❛❜ré❣é❡ ▼▼❚✮✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❢♦♥❞é
s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✳ ❊❧❧❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ▼❊❋ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡
s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s
❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té K ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s s❡ ❢❛✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r
❧❛ ▼❊❋✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡st ré❛❧✐sé ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❈♦t✐♥ ❡t

❛❧✳ ❬❈❉❆✾✾❪✱ ✐❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ❞✐s❝rét✐s❡r ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r ❡♥ tétr❛è❞r❡s✳ P✉✐s✱ ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ tétr❛è❞r❡
s❡❧♦♥ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s q✉❛tr❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✱ s❡❧♦♥
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ♠❛ss ❧✉♠♣✐♥❣✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♥❞r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠❛ss❡s✳ ▲❡s ♠❛ss❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡ s✐t✉❡♥t ❛✐♥s✐ s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡
❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ▼❊❋✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t s♦♥t ❝r❡✉s❡s ❛❧♦rs
q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ▼▼❚✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s é❧❛st✐q✉❡s ❡①❡r❝é❡s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P✉✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s♦♥t ✐♥té❣ré❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉
s♦♠♠❡t à ❧✬✐♥st❛♥t t + 1 ❬P✐❝✵✶❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡①❡r❝é❡ s✉r ✉♥ ♥÷✉❞
i ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts à i ❡t ❞❡s
t❡♥s❡✉rs ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡s ♥÷✉❞s ✈♦✐s✐♥s✳ ▲♦rs ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡
♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♥÷✉❞s ✈♦✐s✐♥s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

▼♦❞è❧❡s ❞✐s❝r❡ts

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❝❛r ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❚♦✉t
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à
s✐♠✉❧❡r✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ❧♦✐s ♣❤②s✐q✉❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞✐s❝rét✐sé❡s✳

❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t✱ ♦ù ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r ❛ été ❞✐s❝rét✐sé ❡♥
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ r❡ss♦rt ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♦✉ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s✳ ❈❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❙✐ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t tr♦♣ ♣r♦❝❤❡s✱ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧❡s
é❧♦✐❣♥❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥✳ ❙✐ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t tr♦♣
é❧♦✐❣♥é❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❡❧❧❡s s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡
ré♣✉❧s✐♦♥ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡tr♦✉✈❡r ❞❡s
s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥tr❡ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛t♦♠❡s✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ t②♣❡ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts ✭❛❜ré❣é ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❙▼❘✮ ❡st ✉♥❡
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❙▼❘
♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❧❡
❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❙▼❘✳ ❯♥ ❙▼❘ 2❉ ♦ù ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✈❡rt ❡t ❧❡s

r❡ss♦rts ❡♥ ♦r❛♥❣❡✳

❙▼❘ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✿ ▲❡ ❙▼❘ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ♠❛ss❡s✱ ❝♦♥♥❡❝té❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❞❡s r❡ss♦rts ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✮✳
❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣r♦❝❤❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s r❡ss♦rts s✉✐✈❡♥t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

▲❡ ❙▼❘ ❡st ❛♣♣ré❝✐é ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡t ❞❡ s♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❡♥ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❙♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐té ❧✉✐ ✈❛✉t ❞✬êtr❡ ❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞✬êtr❡ ❡♥
t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ très ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❥❡✉① ✈✐❞é♦s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ●P❯ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ q✉❡ ❧❛ ▼❊❋✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❣èr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❧❛r❣❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
à ❧❛ ▼❊❋ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s
❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ ▼❊❋✳ ❯♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s ❡st q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ✐❧ ♥✬✐♥tè❣r❡
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✷✳✷ ✲ ▼♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

♣❛s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧
❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ✉♥ ❙▼❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❞✉ ❙▼❘ s♦♥t ❛❧♦rs s♦✉✈❡♥t ❛ttr✐❜✉és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ s❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱
s♦♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡ ❞❡ss❡rt ♣♦✉r êtr❡ ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡
❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧❡s✳

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❧❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❞✉ ❙▼❘✱ ❞❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à s❛
rés♦❧✉t✐♦♥✳

✖ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s♣é❝✐✜é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ❝♦♥s✐st❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡t r❡ss♦rts ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♦✉ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r✳

✖ P✉✐s✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ré♣❛rt✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ♥♦♥✳

✖ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sés✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✐✣❝✐❧❡✱ q✉✐ ❛ s✉s❝✐té
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✳

✖ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ét❛❜❧✐✱ ♦♥ ♣❛ss❡ à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

✖ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞✉❡s ❛✉① r❡ss♦rts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ t❡♠♣s t + h✱
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés ❛✉ t❡♠♣s t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦rt✱ ❧❛ ❢♦r❝❡
❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛❝❝✉♠✉❧é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❡ tr♦✉✈❛♥t ❛✉① ❡①tré♠✐tés
❞✉ r❡ss♦rt ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ r❡ss♦rt ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐tés ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s i ❡t j ✳ ❈❡s ❞❡r✲
♥✐èr❡s ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♠❛ss❡ mi ❡t mj ✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s
t ✿ Pi(t) ❡t Pj(t)✱ ❝♦♠♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❛✉ t❡♠♣s t✱ Vi(t) ❡t Vj(t) ❡t ❝♦♠♠❡ ❛❝❝é✲
❧ér❛t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t✱ Ai(t) ❡t Aj(t)✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❝❡ r❡ss♦rt ❡st
kij ❡t s❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ r❡♣♦s ❡♥tr❡ s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❡st lij ✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ r❡ss♦rt ❡st γij ✳

▲❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ r❡ss♦rt ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✉ r❡ss♦rt✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ r❡ss♦rt Fij ❛✉ t❡♠♣s t✱ ❡st ❢♦r♠✉❧é❡
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Fij(t) = F
e
ij(t) + F

v
ij(t) ✭✷✳✺✮

♦ù Feij ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❢♦r❝❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✉ r❡ss♦rt✱ ❡t Fvij ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✉ r❡ss♦rt✳

▲❛ ❢♦r❝❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✉ r❡ss♦rt ❡st ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡♥tr❡ s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r❝❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✉ r❡ss♦rt ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{

F
e
ij(t) = kij (dij − lij)Uij(t)
F
e
ji(t) = −Feij(t)

♦ù dij = ‖Pj(t)−Pi(t)‖✱ ❡t Uij(t) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s i ❡t j ✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ✿

Uij(t) =
Pj(t)− Pi(t)
‖Pj(t)− Pi(t)‖

✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ Feij ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ r❡ss♦rt ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r s♦♥ ❡①tré♠✐té
i ❡t Feji ✱ à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ r❡ss♦rt ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r s♦♥ ❛✉tr❡ ❡①tré♠✐té j ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ r❡ss♦rt
✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❝t✐♦♥✲ré❛❝t✐♦♥✱ ✐♥❢ér❛♥t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r
✉♥ r❡ss♦rt ❞♦✐t êtr❡ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❢♦r❝❡ é❧❛st✐q✉❡ ❞✬✉♥ r❡ss♦rt✳ ◆♦✉s ❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❚❡s❝❤♥❡r
❡t ❛❧✳ ❬❚●●✵✵❪✱ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❙▼❘ à ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ r❡ss♦rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s♦♥ ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡
s✐♠✉❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❡ss♦rt✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts s✐♠✉❧és ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
é❧❛st✐q✉❡s ❬◆◆❯❋✵✹❪✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✉ r❡ss♦rt ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

F
v
ij(t) = γij

[(

Vj(t)− Vi(t)
)

·Uij(t)
]

Uij(t)

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❛ ♣♦✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❡❧❧❡ ❞✉ r❡ss♦rt✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✉ r❡ss♦rt ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ❬❇▲✵✺❪ ✿

γij = 2

√

mi +mj
2

kij

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡st s✐♠♣❧❡ ❡t ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ très r❛♣✐❞❡✳

✖ ❙✉✐t❡ à ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s r❡ss♦rts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❛rt✐✲
❝✉❧❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡①t❡r♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ♦✉ ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

✖ P✉✐s✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ i ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t✱ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❝❡tt❡
❧♦✐ ✿

mi
d2

dt2
Pi(t) = Fi(t) ✭✷✳✻✮

♦ù Fi ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ i ✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✱ Fi ✐♥❝❧✉t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡s r❡ss♦rts ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té i ✱ ❧❛
❣r❛✈✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❢♦r❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ♦✉ r✐❣✐❞❡✳

✖ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈✐t❡ss❡ ❡t ♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝✲
❝é❧ér❛t✐♦♥ ❣râ❝❡ à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♦✉ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭❝❢✳
❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ♦❜❧✐❣❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐
❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ i ❛✉ t❡♠♣s t + h ❡st ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✉ t❡♠♣s t✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❱i(t + h) = ❱i(t) + h❆i(t) ✭✷✳✼✮

✖ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ i ❛✉ t❡♠♣s t + h ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉
t❡♠♣s t + h✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳

❳i(t + h) = ❳i(t) + h❱i(t + h) ✭✷✳✽✮
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✷✳✷ ✲ ▼♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❞é✜♥✐ss❛✐t ✉♥ ❙▼❘✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦rt ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡♠♣❧♦②é❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s é❧❛st✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❬❇❍❲✾✹✱❇❲✾✽✱
❚❍▼●✵✹❪✳ ❈❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉❛♥❞ ❧✬♦❜❥❡t s✐♠✉❧é ❡st ❛✉ r❡♣♦s✳ ❊❧❧❡ ❛❣✐t ♣♦✉r ❧❛
♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❛♥❣❧❡s✱ ❛✐r❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✈♦❧✉♠❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r❝❡
é❧❛st✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛❣✐r s✉r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ▲❛ ❢♦r❝❡
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳

✭❛✮
✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥ ❙▼❘ ♣♦✉r ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❛❧❡✳ ✭a✮ ❘é✲

s✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r P❧❛tt ❡t ❛❧✳ ❬P❇✽✶❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❛❧❡✳ ✭b✮ ❘és✉❧t❛ts

♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❲❛t❡rs ❡t ❛❧✳ ❬❲❛t✽✼❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢❛❝✐❛❧❡ ❞✉ ❜♦♥❤❡✉r✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ▲❡ ❙▼❘ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ très ✉s✐té ❡♥ ❛♥✐♠❛✲
t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥ ❙▼❘ ❞❛t❡♥t ❞❡ ✶✾✽✶✳ ■❧s ❛✈❛✐❡♥t ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥
❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ❝✐t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P❧❛tt✱ ❲❛t❡rs ❡t ❛❧✳ ❬P❇✽✶✱ ❲❛t✽✼❪ q✉✐
♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ✈✐s❛❣❡✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛♥✐♠é ❡♥ rés♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ❡t ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ ✈✐s❛❣❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✮✳ P✉✐s✱ ❞❡s tr❛✈❛✉①
s♦♥t ❛♣♣❛r✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✲
✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ✿ ❧❡s t✐ss✉s ❝✉t❛♥és✱ ❧❡s t✐ss✉s s✉❜✲❝✉t❛♥és ❡t ❧❡s ♠✉s❝❧❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛
♣❡❛✉✱ ❧❛ ❣r❛✐ss❡ ❡t ❧❡s ♠✉s❝❧❡s ❬❈❍P✽✾✱❚❲✾✵✱❲❚✾✶✱ ▲❚❲✾✺✱❑❍❙✵✶❪✳ ▲❡s ❙▼❘ ♦♥t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s❡r♣❡♥ts✱ ❞❡ ✈❡rs ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♣♦✐s✲
s♦♥s ❬▼✐❧✽✽✱ ❚❚✾✹❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ❡♠♣❧♦②és ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ❬❈❊❖+✾✸✱ ❑❑❍+✾✼✱ ❑ü✵✵✱ ▼❙❱❈❙✵✹✱ ❩●❍❳✵✺❪✳ ▲❡s ❙▼❘ s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣tés
à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t✐ss✉s✱ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ▼❊❋ ❬❇❍❲✾✹✱❇❋❆✵✷✱ ❇❲✾✽❪ ✭❝❢✳
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹✭a✮✮✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧s s❡ ♣rêt❡♥t très ❜✐❡♥ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡✈❡✉① ❬❙▲❋✵✽❪ ✭❝❢✳
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹✭b✮✮✳

Pr♦✈♦t ❬Pr♦✾✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❙▼❘ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲é❧❛st✐q✉❡ ❞❡s t✐ss✉s✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ t✐ss✉ ❡st s✉s♣❡♥❞✉ ❡♥ ✜①❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
ré❞✉✐t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱ ❧❛ ❢♦rt❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♥♦♥ ré❛❧✐st❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞r❛st✐q✉❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝r♦ît ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❬❇❛t✽✷❪✳ Pr♦✈♦t
♣r♦♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s r❡ss♦rts à ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❯♥ r❡ss♦rt ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t 1❉✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té à ❧❛ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ Pr♦♠❛②♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬P❇P✾✻✱ Pr♦✾✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ à ✓ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✔ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡
❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❡st ❞é❝r✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r s♦♥
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❙▼❘ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t✐ss✉✳ ✭a✮ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s

tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇r✐❞s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❋❆✵✷❪✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r✐❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✉♥❡ s♣❤èr❡ r♦t❛t✐✈❡ ❡t ✉♥ ♠♦r❝❡❛✉

❞❡ t✐ss✉ s✬❡♥r♦✉❧❛♥t ❛✉t♦✉r✱ ❝ré❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ♣❧✐s✳ ✭b✮ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❡❧❧❡

❡t ❛❧✳ ❬❙▲❋✵✽❪✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐① ♠✐❧❧❡ ❝❤❡✈❡✉① r❛✐❞❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ❝✐♥q✉❛♥t❡ s❡❣♠❡♥ts ❝❤❛❝✉♥✱ s♦✐t

✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ✜①és s✉r ❧❛ têt❡ ❞✬✉♥ ♣❡rs♦♥♥❛❣❡ t♦✉r♥❛♥t ❧❛ têt❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✳

❝♦♥t♦✉r✱ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r
❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❜❞♦♠❡♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t été
❡♠♣❧♦②é❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❛r❝❤❛❧ ❬▼❛r✵✻❪ ÷✉✈r❛♥t ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s
♠é❞✐❝❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛♥❝❡r ❞❡ ❧❛ ♣r♦st❛t❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡
❞✐s❝r❡t ❡st ❡♠♣❧♦②é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ❊♥✲
✜♥✱ ▼❛r❝❤❛❧ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r s❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r
❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳

❊♥✜♥✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬▲❇❖❑✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❙▼❘ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❙▼❘ ❛②❛♥t ❞❡s r❡ss♦rts ❣♦✉✈❡r♥és ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❍♦♦❦❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳

P❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥
❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ r❡st❡

❧❡ ♣♦✐♥t ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s ❙▼❘✳ ❯♥ ❙▼❘ ♥✬✐♥❝❧✉t ♣❛s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s
♠❛tér✐❛✉① ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ▼❊❋✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❞♦♥♥é✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❙▼❘ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s
❛♥✐♠❛t✐♦♥s ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡♥t❡♥t ❞❡ ❧✐❡r ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❙▼❘✳

◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❙▼❘ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✮✱
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛ss❡s✱ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ♦✉ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s r❡s✲
s♦rts ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t
♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✜♥ ❞❡ tr❛♥s❝r✐r❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞✉ ❙▼❘✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ✓ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦r✐❡♥té❡s
❞♦♥♥é❡s ✔ ❡t ✓ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✔ ❬▲❙❍✵✼❪✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✐♥❝❧✉t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❞é❞✉✐s❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❙▼❘ ❡♥ s❡ ❝❛❧q✉❛♥t s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♦✉
✈❡♥❛♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ▼❊❋✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦r♠❛✲
❧✐s❛♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r✳ ▲❡

✸✾



✷✳✷ ✲ ▼♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❙▼❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s

❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❯♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ✉♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❡♥ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦ù ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s

❞✉ ❙▼❘ ❡t ❧❡s ❧✐❡♥s s♦♥t ❧❡s r❡ss♦rts ❞✉ ❙▼❘ ❡t ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞✉ ❙▼❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①✳

❙▼❘ ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳

✖ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❙▼❘ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❛❧✐st❡✱
❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ré❡❧s✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s é❧❛❜♦ré❡s✱ ❡st✐♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ❙▼❘✱ ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❙▼❘ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ▼❊❋ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥s✐st❡r ❡♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s
s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ré❡❧s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ♦✉
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❉❡✉ss❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬❉❑❚✾✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❧❡s
♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❙❘▼✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ❡♠♣❧♦✐❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ♦ù ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ♣❧❛❝é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s
❝❡♥tr❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ■❧ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ t♦✉t ❛✉tr❡
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ P✉✐s✱ ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✐❣♥❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ♣❛r✲
t✐❝✉❧❡s ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬✐♥❡rt✐❡✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❉❡❧❛✉♥❛② ✭❞✉❛❧ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✮ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✜♥
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s r❡ss♦rts ❞✉ ❙▼❘✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts s♦♥t ❡♥s✉✐t❡
❞ét❡r♠✐♥és ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ ❙▼❘ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡sts
s✐♠♣❧❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝✉✐t✲s✐♠✉❧é
❡st ❛❧♦rs ❡♠♣❧♦②é ❝♦♠♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❛rés✱ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s
r❡ss♦rts✳

❇✐❛♥❝❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬❇❙❙❍✵✸✱❇❙❙❍✵✹❪ t❡♥t❡♥t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❙▼❘✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r s✐✲
♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r❡♥❛♥t✳ ❊❧❧❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡

✹✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❛♣♣r❡♥❛♥t ❡t s♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❢ér❡♥t✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❛❧♦rs ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❜✉t❡ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♣✉✐s ❞✐✛ér❡♥ts é✈é♥❡♠❡♥ts s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✓ sé❧❡❝t✐♦♥ ✔✱
❧❡ ✓ ❜r❛ss❛❣❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ✔ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ✓ ♠✉t❛t✐♦♥ ✔✱ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❝♦♥✈❡r❣❡r ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✉ ❙▼❘ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❝❛s✱ ♦✉ ✈❡rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦✉s✲
♦♣t✐♠❛✉①✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞✉ t♦✉t✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❙▼❘
♥✬❛②❛♥t q✉✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r✱ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts✳

❩❡r❜❛t♦ ❡t ❛❧✳ ❬❩●❋✵✼❪ ♦r✐❡♥t❡♥t ❧❡✉r ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❣❛♥❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❉■❈❖▼ ✐ss✉❡s ❞❡
s❝❛♥♥❡r ❈❚✳ ❊❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥❡ à s✐♠✉❧❡r✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ r❡♣♦s❡
❧❡ ❙▼❘✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡♠♣❧♦②é ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s s✉r ❞❡s t✐ss✉s ♦r❣❛♥✐q✉❡s ré❡❧s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱
❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✈✐rt✉❡❧ s♦✉♠✐s ❛✉① ♠ê♠❡s ❢♦r❝❡s✳ P♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❡t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s r❡ss♦rts s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥❡ s✐♠✉❧é✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❱❛♥ ●❡❧❞❡r ❬❱❛♥✾✽❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❙▼❘✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❙▼❘ ❡♠♣❧♦②é ♣❛r ▲♦✉❝❤❡t ❡t ❛❧✳ ❬▲P❈✾✺❪ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r

❞❡s t✐ss✉s é❧❛st✐q✉❡s ♥♦♥✲❧✐♥❛✐r❡s✳

▲♦✉❝❤❡t ❡t ❛❧✳ ❬▲P❈✾✺❪ ✉t✐❧✐s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ♦ù ✐❧s s❡ r❡✲
str❡✐❣♥❡♥t à ❝✐♥q ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t✐ss✉s ✭❝❢✳ ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✷✳✶✻✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ r❡ss♦rts ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ✉♥ t✐ss✉✱ ❝♦♠♠❡
❧❡s r❡ss♦rts ✓ str✉❝t✉r❡❧s ✔ s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❛♥t s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ✭❝❢✳ ❧❡s r❡s✲
s♦rts 0 ❡t 1 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻✮✱ ❧❡s r❡ss♦rts ❞❡ ✓ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✔ ✭❝❢✳ ❧❡s r❡ss♦rts 2 ❡t 3✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s ❛✉ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s r❡ss♦rts
❞❡ ✓ ✢❡①✐♦♥ ✔ ✭❝❢✳ ❧❡s r❡ss♦rts 4 ❡t 5✮✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s
êtr❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡t ❞❡ t❡sts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ t②♣❡ ét✐r❡♠❡♥t✱ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ✳✳✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡sts ♦✉ ♠ê♠❡
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s t❡sts✳ ❉✉ ❝♦✉♣✱ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝é❡ à
❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡st✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❛❧♦rs
ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳
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✷✳✷ ✲ ▼♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

✖ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳

◗✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝❤❡r❝❤❡♥t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ ❙▼❘ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✉ ❙▼❘ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ▼❊❋✳

❱❛♥ ●❡❧❞❡r ❬❱❛♥✾✽❪ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡s r❛✐❞❡✉rs ❞❡s r❡ss♦rts ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s✐♠✉❧é✳ ■❧ s❡ r❡♣♦s❡ s✉r
❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ♣♦✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ é❧❛st✐q✉❡ ✐s♦tr♦♣❡✳ P♦✉r
❧❡ ❝❛s 2❉✱ ✐❧ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉
r❡♣♦s c ✳ ❈❡tt❡ ❛rêt❡ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉① ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s T1 ❡t T2✳ Ti ✭i ∈ {1, 2}✮ ❛ ♣♦✉r
❛✐r❡ |Ti | ❡t s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡s ❛rêt❡s c ✱ ai ✱ bi ✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r
❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

kc =
n

∑

i=1

E

1 + ν

|Ti |
c2
+
E ν

1− ν2
a2i + b

2
i − c2

8 |Ti |
, ✭✷✳✾✮

♦ù E ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ❡t ν ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r✳

❊♥ 3❉✱ ✐❧ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❛❧♦rs ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❛rêt❡ ❞♦♥t ✐❧ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r✳ ■❧ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs
é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉✬❛ss✐❣♥❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r à t♦✉s ❧❡s r❡ss♦rts ❞♦♥♥❡
❞❡ très ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ✉♥ ♦❜❥❡t é❧❛st✐q✉❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❱❛♥ ●❡❧❞❡r✳ ▼♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s

✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r c ❞♦♥t ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❬❱❛♥✾✽❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st très r❡str✐❝t✐✈❡ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥
♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✜①é à ♥✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❇❛✉❞❡t ❬❇❛✉✵✻✱ ❇❇❏+✵✾❜❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❛♥ ●❡❧❞❡r✱ ❜✐❡♥ q✉✬ét❛♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✱ ❡st ❡rr♦♥é✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❞é♠♦♥tr❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
❛♥✐♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✐♠♣♦sés✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♠❡s✉ré ❧♦rs ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❝t✐♦♥
❞é✈✐❡ ❞❡ ✷✺✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✐♠♣♦sé✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ▲❧♦②❞ ❡t ❛❧✳ ❬▲❙❍✵✼❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ▼❊❋✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ▼❊❋ ❡t ❝❡❧❧❡
❞✉ ❙▼❘✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ❞♦♥t ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r
❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ ✐❧s ✜①❡♥t ν = 0.3✱ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡rr❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉❛❞r❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ✉♥
❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞♦✐t êtr❡ r❛❥♦✉té ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ à ❝❡ s②stè♠❡✳ ▲❡ ❞❡❣ré
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❞❡ ❧✐❜❡rté ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡st ♣❡r♠✐s ♣❛r ❧❡ ♣ré✲ét✐r❡♠❡♥t ❞❡s r❡ss♦rts ✐♥❞✉✐s❛♥t q✉❡ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❛❥♦✉t❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡
❧✐❜❡rté✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥
♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❙▼❘ ❡t ❧❡s ▼❊❋✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ s♦✐t ✜①é à 0.25✱ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉rs✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s✐♠✉❧é ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✉
s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

❉❡❧✐♥❣❡tt❡ ❬❉❡❧✵✽❪ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❡t ❧❛
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s ♣♦✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts é❧❛st✐q✉❡s 1❉ ❡t 2❉ ❞❡ t②♣❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱
❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s r❡ss♦rts ❜✐✲q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳

✭❛✮
✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✕ ❙❝❤é♠❛s ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❛✉❞❡t❡t ❛❧✳ ❬❇❇❏+✵✾❜❪✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♣❛r❛✲

♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❙▼❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡

❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ✭a✮ ▲❡ t❡st ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ✭b✮ ▲❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

❇❛✉❞❡t ❡t ❛❧✳ ❬❇❇❏+✵✾❜❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s
r❡ss♦rts à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✿ E ✭♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣✮ ❡t
ν ✭❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✮✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞✉ ❙▼❘✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❡♥ 2❉ ❡t ❞❡s ♣❛✈és ❡♥ 3❉ ❝❛r ❡❧❧❡ s❡ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❡✉r ❢♦r♠❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡
❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛r ♥♦✉s ❧✬❡♠♣❧♦②♦♥s ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▲❡✉r
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❊♥ 2❉✱ ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ l0 × h0✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡
r❡ss♦rts ❞❡ r❛✐❞❡✉r kl0 ❡t kh0 ❡t ❞❡✉① r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s ❛✉ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❞❡
r❛✐❞❡✉r kd ✳

✷✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r kd ✱ ✐❧s ❡✛❡❝t✉❡♥t ✉♥ t❡st ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❛♥t à ❛♣♣❧✐✲
q✉❡r ❞❡✉① ❢♦r❝❡s ♦♣♣♦sé❡s s✉r ❞❡✉① ❛rêt❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭❝❢✳ Fshear ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✽✭a✮✮✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞✉❡ ❛✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡
❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ θ ❡t ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t η✳

✸✳ ■❧s ❢♦r♠❛❧✐s❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✱ ♣✉✐s ♣♦s❡♥t ❧❡ ❧❛❣r❛♥✲
❣✐❡♥ r❡❧❛t✐❢ ❛✉ t❡st ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡s r❡ss♦rts ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❛rêt❡s
l0 ❡t h0 s♦♥t ♥é❣❧✐❣é❡s✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣r❡sq✉❡
♥✉❧✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
q✉✐ ❛❜♦✉t✐r❛ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s r❛✐❞❡✉rs✳

✹✸



✷✳✷ ✲ ▼♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

✹✳ ▲❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♠✐♥✐♠✐sé ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t η✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

✺✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ✐❧s ❞é❞✉✐s❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ kd ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ E✱ ❞❡ ν✱ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❞❡ η ❡t ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t q✉✐ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ E ❡t ν✳

✻✳ ■❧s ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❛✉tr❡s r❡ss♦rts ✿ kl0 ❡t kh0 ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐
❞❡✉① t❡sts ❞✬ét✐r❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧ ❡t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✳

✼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✐ss✉ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t❡sts ❡st s✉r✲❝♦♥tr❛✐♥t✱ r❡✲
str❡✐❣♥❛♥t ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ é❣❛❧ à 0.3✳ ■❧s ❛❥♦✉t❡♥t
❛✐♥s✐ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭❝❢✳ F⊥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✽✭b✮✮ q✉✐ s♦♥t ♦rt❤♦❣♦✲
♥❛❧❡s à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬ét✐r❡♠❡♥t ✭❝❢✳ σ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✽✭b✮✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s
❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ✐♥❞✉✐t ♣❛r
ν✳

✽✳ ■❧s ♣♦s❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞❡s t❡sts
❞✬ét✐r❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉① ❢♦r❝❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r kd ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❛♠♦♥t✳

✾✳ ▲❡ t❡st ❞✬ét✐r❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ é❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞❡ η ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬ét✐✲
r❡♠❡♥t ❡t ✉♥ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❞❡ 2σ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡✳ ▲❡
❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❡st ❛✐♥s✐ ♠✐♥✐♠✐sé ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞❡✉① ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧❡✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

✶✵✳ ▲❡s r❛✐❞❡✉rs kl0 ❡t kh0 s♦♥t ❛✐♥s✐ ❢♦r♠✉❧é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✱ ❞❡ E ❡t ν✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✿ F⊥h0 ❡t F⊥l0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① t❡sts ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧✳

✶✶✳ ■❧s ét❡♥❞❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ 3❉ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ♣❛✈é ❛✈❡❝ ❞♦✉③❡ r❡ss♦rts
s✐t✉és ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ s❡s ❛rêt❡s ❡t q✉❛tr❡ r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s ❛✉ ♣❛✈é✳

✶✷✳ ■❧s ♣r♦❝è❞❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ 2❉ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r
❢♦r♠✉❧❡r ❧❡s r❛✐❞❡✉rs ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❛✈❡❝ ✉♥ t❡st ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ❡♥
❢♦r♠✉❧❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s r❛✐❞❡✉rs ❛✈❡❝ ❞❡s t❡sts ❞✬ét✐r❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❢♦r❝❡s ❞❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

▲❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s r❛✐❞❡✉rs ❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

◆❛ts✉♣❛❦♣♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬◆❈➬✶✵❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❧♦②❞✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥
❙▼❘ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ▼❊❋ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts✳ ■❧s ♣r♦❝è❞❡♥t ❡♥s✉✐t❡ à ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s✳

❙❛♥✲❱✐❝❡♥t❡✲❖t❛♠❡♥❞✐ ❬❙❱❖✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉rs ❞❡s r❡ss♦rts ❞✉ ❙❘▼ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
▼❊❋ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r
❞✬✉♥ ❝✉❜❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ▼❊❋✳ P✉✐s✱ ✐❧ ❧✐♥é❛r✐s❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❙▼❘ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❛ss♦❝✐é❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ▲❧♦②❞✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ r❛✐❞❡✉r s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♣❛ré❡s ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡♠♣❧♦②é❡ ❛✜♥
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉rs✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t été
❞ét❡r♠✐♥és ♣♦✉r ✉♥ ❝✉❜❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝✉❜❡s s♦♥t ❛ss❡♠❜❧és ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧✬♦❜❥❡t
❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ▲❧♦②❞✱ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ✜①❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ P♦✐ss♦♥✳

❊♥✜♥✱ ❙❛❧❛ ❡t ❛❧✳ ❬❙❚❋+✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉t♦✲
♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠❛ss❡s ❡t ❞❡s r❛✐❞❡✉rs ❞✬✉♥ ❙▼❘ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛é❞r✐q✉❡✳ ❉❡

✹✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s r❡ss♦rt ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❣râ❝❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❘❛②❧❡✐❣❤ ❬❈❉✵✸❪✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦rts ❡♠♣❧♦✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ▲❧♦②❞✳

✷✳✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐①✱ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣❤②s✐q✉❡ ❢♦♥❞é s✉r ✉♥ ❙▼❘✳ ▲❡s r❛✐s♦♥s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ s❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ s♦♥
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ s♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐té ❡t s❛ ❢❛❝✐❧✐té à ❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳
▲❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❙▼❘ s❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❛✉❞❡t
❡t ❛❧✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❡♥ 2❉ ❝♦♠♠❡ ❡♥ 3❉ ♣♦✉r ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❡t ❞❡s ♣❛✈és✳ ▲❡ ❙▼❘
ét❛✐t ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤♦✐① ❡t ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t r❡♣♦s❡♥t s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛ss❡✲t❡♥s❡✉r ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t
♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ ❙▼❘✳ ❖r✱ s❛ ♠✐s❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ ét❛♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ❛ été ✐♥té❣ré t❛r❞✐✈❡♠❡♥t à ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳

✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ s♦❧✐❞❡✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s ❈❙● ✭❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ❙♦❧✐❞
●❡♦♠❡tr②✮ ♦✉ ❇✲❘❡♣ ✭❇♦✉♥❞❛r② ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❈❙● ét❡♥❞✉ ❛✉① s✉r❢❛❝❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ ✭a✮ ❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r

✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❡t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ✭b✮ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s

❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ✭a✮ ✭s❝❤é♠❛ ✐ss✉ ❞❡ ❬❲●●✾✾❪✮✳ ❲②✈✐❧❧ ❡t ❛❧✳ s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡

❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❬❲▼❲✽✻✱❲✈❖✾✻❪✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❈❙● ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✈✐rt✉❡❧ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ❡♥
❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✾✮✳
❘❡q✉✐❝❤❛ ❡t ❛❧✳ s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❈❙● ❬❱♦❡✼✼✱❘❆✼✼✱❘❆✼✽❪✳

✹✺



✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❇é③✐❡r✳ ❯♥ ♣❛t❝❤ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ✉♥❡

s✉r❢❛❝❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❇é③✐❡r ❬P❚✾✼❪✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❇✲❘❡♣✱ q✉❛♥t à ❡✉①✱ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s
♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦✉ ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡s✳ ❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r s✉r❢❛❝❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡st ✉♥ ❛❣❡♥❝❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❝❛rr❡❛✉① ❣é♦♠étr✐q✉❡s r❡str❡✐♥ts ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s✱ ❞❡
❇é③✐❡rs ♦✉ ❞❡s ◆❯❘❇❙ ❬P♦✉✾✷❪ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✵✮✳ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s ♣♦❧②❣♦♥❛❧❡s ♦✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❝♦♥s✐st❡♥t✱ q✉❛♥t à ❡✉①✱ ❡♥ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧✳ ❈❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
❛✈♦✐r ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ 2❉ ❡♥ ét❛♥t ❞❡ t②♣❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ✭tr✐❛♥❣❧❡s✱ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✱ ✳✳✳✮ ♦✉ ✉♥❡ ❣é♦✲
♠étr✐❡ 3❉ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s ✭tétr❛è❞r❡s✱ ♣②r❛♠✐❞❡s✱ ♣r✐s♠❡s✱ ❝✉❜❡s✱ ✳✳✳✮✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ❡t
❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳ ❯♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡
q✉✐ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t 2❉✱ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ tétr❛è❞r❡ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❡♥ 3❉✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✳
▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ❡♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡
t②♣❡ s✐♠♣❧❡①❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✱ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s s♦♥t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ♦✉ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞é✜✲
♥✐ss❡♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts✱ ❛rêt❡s✱ tr✐❛♥❣❧❡s ✭r❡s♣✳
❢❛❝❡s✮ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ✭r❡s♣✳ ❝❡❧❧✉❧❡✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ♣rés❡♥t❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛s à ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ s❝✐♥❞é ❡♥ ✉♥ s♦✉s✲
tr✐❛♥❣❧❡ ❡t ✉♥ s♦✉s✲tr❛♣è③❡✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦ût❡✉s❡s ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❡♠♣❧♦②é❡s ❛✜♥
❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ s✐♠♣❧❡①❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❇✲❘❡♣ ❡t ♣❧✉s ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ■❧ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ♦❜❥❡t
ré❡❧✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦✐❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r q✉❛❧✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞é❧✐s❛✲
t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬♦❜❥❡ts✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡s

✹✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❞❡r♥✐èr❡s st♦❝❦❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t r❡tr♦✉✈é❡s ❣râ❝❡ ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❤❛q✉❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡ st♦❝❦❡✱ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❡s st♦❝❦❡r✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝♦✉r✐r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣ér❛♥t s❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ♣❧✉s ✉s✐té❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡
q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶ ✕ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡t ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 2❉

❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ❢❛❝❡s ✭2✲❝❡❧❧✉❧❡s✮ ✿ F0✱ F1 ❡t F2✱ ♥❡✉❢ ❛rêt❡s ✭1✲❝❡❧❧✉❧❡s✮ ❧❛❜❡❧❧✐sé❡s ❞❡ a à i ❡t

❞❡ s❡♣t s♦♠♠❡ts ✭0✲❝❡❧❧✉❧❡s✮ ❧❛❜❡❧❧✐sés ❞❡ s0 à s6✳ ✭b✮ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s

✭3✲❝❡❧❧✉❧❡s✮ ✿ Vol0 ❡t Vol1✱ ❞❡ ♦♥③❡ ❢❛❝❡s ✭2✲❝❡❧❧✉❧❡s✮ ❞♦♥t F0✱ F1 ❡t F2✱ ❞❡ ✈✐♥❣t ❛rêt❡s ✭1✲❝❡❧❧✉❧❡s✮

❞♦♥t a✱ b✱ c ❡t d ❡t ❞❡ ❞♦✉③❡ s♦♠♠❡ts ✭0✲❝❡❧❧✉❧❡s✮ ❞♦♥t s0✱ s1✱ s2 ❡t s3✳

✷✳✸✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡

❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
❝❡❧❧✉❧❡s ✭s♦♠♠❡ts✱ ❛rêt❡s✱ ❢❛❝❡s✱ ✈♦❧✉♠❡s✱ ✳✳✳✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ✉♥❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡st
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ✳ ❊♥ 3❉✱ ✉♥❡ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ✉♥❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ à ✉♥❡
❛rêt❡✱ ✉♥❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡t ✉♥❡ 3✲❝❡❧❧✉❧❡ à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i
✭i ≥ 1✮ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i − 1✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t s❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ✭2✲❝❡❧❧✉❧❡✮ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❞❡s ❛rêt❡s ✭1✲❝❡❧❧✉❧❡s✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r♦♣♦s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✶✭a✮✱ ❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ F1 ❡st
❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❡s 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ✿ c ✱ f ❡t e✳ ▲❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ d ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❡s 0✲❝❡❧❧✉❧❡s s0 ❡t s3✳
❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✶✭b✮✱ ❧❛ 3✲❝❡❧❧✉❧❡ Vol0 ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r s✐① 2✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞♦♥t F0✱ F1 ❡t F2✳ ▲❛
2✲❝❡❧❧✉❧❡s F0 ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❡s 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ✿ a✱ b✱ c ❡t d ✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ b ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r
❧❡s 0✲❝❡❧❧✉❧❡s s2 ❡t s3✳

❉❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❞✐t❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s s✐ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ✭0✲❝❡❧❧✉❧❡s✮ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ✭3✲❝❡❧❧✉❧❡✮ s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ❉❡✉①

✹✼



✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ✭i ≥ 1✮ ❡t s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s
à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i − 1✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✶✭a✮✱ ❧❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ e ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ F1✳ e ❡t F1
s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ e ❡t F2 ét❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✱ ❧❡s 2✲❝❡❧❧✉❧❡s F1 ❡t F2 s♦♥t ❛✐♥s✐
❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ ▲❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ s3 ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉① 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ✿ d ✱ c ❡t e✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s 1✲❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t
❛✐♥s✐ ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✶✭b✮✱ ❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ F2 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❞❡ Vol0 ❡t ❞❡ Vol1✳ F2 ❡t Vol0 s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♥❝✐❞❡♥ts✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ F2 ❡t Vol1✳ Vol0 ❡t Vol1
s♦♥t ❛✐♥s✐ ❛❞❥❛❝❡♥ts s❡❧♦♥ F2✳ ▲❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ b ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉① 2✲❝❡❧❧✉❧❡s ✿ F0 ❡t F1✳ F0 ❡t F1
s♦♥t ❛✐♥s✐ ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ s2 ❡st ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉① 1✲❝❡❧❧✉❧❡s a ❡t b✳ ❈❡s
❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷ ✕ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été 2❉✳ ❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥

♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ✈❛r✐été 2❉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭❡♥ ♥♦✐r✮ ❡st

❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐q✉❡ à ✉♥ ❞✐sq✉❡ ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ s❛✉❢ ❧❡ ♣♦✐♥t à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✈❡rt❡s✳

❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été 2❉ ✭2❉ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❜ré❣❡r❛ 2✲✈❛r✐été ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ s✐ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st
❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐q✉❡ à ✉♥ ❞✐sq✉❡ ♦✉ ✉♥ ❞❡♠✐✲❞✐sq✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡st
✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸ ✕ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été 2❉ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✳ ✭a✮ ❉❡✉①

s✉r❢❛❝❡s r❡❧✐é❡s ♣❛r ✉♥ s♦♠♠❡t ❡♥ r♦✉❣❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐été✳ ✭b✮ ▲✬❛rêt❡ ❡♥ r♦✉❣❡

♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝❛r ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ ✭c✮ ▲❡ s♦♠♠❡t ❡♥ r♦✉❣❡ ♥✬❡st

♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝❛r ✐❧ r❡❧✐❡ ❞❡✉① é✈❡♥t❛✐❧s ❞❡ ❢❛❝❡s ❬❇♦t✵✺❪✳

◆♦✉s s♣é❝✐✜♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲✈❛r✐été ♣♦✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t✳ ❯♥❡ ❛rêt❡ ♥✬❡st ♣❛s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

✉♥❡ ✈❛r✐été✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✸✭b✮✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐
❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❢❛❝❡s✳ ❯♥ s♦♠♠❡t ❡st ✉♥❡ ♥♦♥✲✈❛r✐été✱ s✐ ✐❧ ❡st
✐♥❝✐❞❡♥t à ♣❧✉s ❞✬✉♥ é✈❡♥t❛✐❧ ❞❡ ❢❛❝❡s ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✸✭c✮✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st
❛✐♥s✐ ✉♥❡ 2✲✈❛r✐été s✐ t♦✉t❡s s❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐étés ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s s❡s s♦♠♠❡ts ❡t q✉✬✐❧
♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❬❇❑P+✶✵❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹ ✕ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ q✉❛s✐✲✈❛r✐été ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t 3❉✳ ❯♥ ♦❜❥❡t 3❉ ❛②❛♥t ❧❛

♣r♦♣r✐été ❞❡ q✉❛s✐✲✈❛r✐été✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦❜❥❡t 3❉ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ✭b✮ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡ ♣②r❛♠✐❞❡s

✭❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ✭a✮✮✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦✉s✉❡s ❞❡✉① à ❞❡✉① s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ❢❛❝❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺ ✕ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 3❉✱ ❞✬✉♥❡ q✉❛s✐✲✈❛r✐été ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✳ ✭a✮ ❯♥

♦❜❥❡t 3❉ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ q✉❛s✐✲✈❛r✐été ❝❛r ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ♦r❛♥❣❡ ✐s♦❧é❡✳ ✭b✮ ❯♥ ♦❜❥❡t 3❉

♥✬ét❛♥t ♣❛s ✉♥❡ q✉❛s✐✲✈❛r✐été ❝❛r ❧❡s ❞❡✉① 3✲❝❡❧❧✉❧❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ ♠❛✐s ♥✬♦♥t

♣❛s ❞❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ✈❛r✐été ♥✬❛ ♣❛s été ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❡♥ 3❉✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥
q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ q✉❛s✐✲✈❛r✐été ❛ été ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à
2✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✹ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♦❜❥❡t 3❉ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
2❉ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷✭a✮✳ ❈❡t ♦❜❥❡t 3❉ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐été ♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s
♣♦✐♥ts ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐q✉❡s à ✉♥❡ ❜♦✉❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣♦✐♥t r♦✉❣❡
r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✹✭b✮ ♥✬❡st ♣❛s ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐q✉❡ à ✉♥❡ ❜♦✉❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝✬❡st
✉♥❡ q✉❛s✐✲✈❛r✐été ❝❛r t♦✉t❡s s❡s 3✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭r❡s♣✳ n✲❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✮
♣r✐s❡s sé♣❛ré♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦✉s✉❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ✭r❡s♣✳ ✭n − 1✮✲❝❡❧❧✉❧❡✮ ❡t ❝❤❛q✉❡
2✲❝❡❧❧✉❧❡ ✭r❡s♣✳ ✭n−1✮✲❝❡❧❧✉❧❡✮ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① 3✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭r❡s♣✳ n✲❝❡❧❧✉❧❡s✮✳ ❊♥✜♥✱
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✺ ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts 3❉ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞❡s q✉❛s✐✲✈❛r✐étés ❬❉❛♠✶✷❪✳

❯♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥
♦❜❥❡t ré❡❧✳

❯♥ ♦❜❥❡t ❡st ❞✐t ♦r✐❡♥t❛❜❧❡✱ s✐ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥
✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❡①tér✐❡✉r✳ ❯♥ r✉❜❛♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦❜❥❡t ♦r✐❡♥t❛❜❧❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

✹✾



✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦❜❥❡t 2❉ ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡✳ ❘✉❜❛♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s✳

❛✉ r✉❜❛♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s q✉✐ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✻✮✳

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ❡♠♣❧♦②é❡s✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡
♣❛r ❝❡❧❧❡s ❣ér❛♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❝❡❧❧❡s q✉✐
s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

✷✳✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✼ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ❯♥ ♦❜❥❡t 2❉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♦❝t♦♣✉s ❡st ❞é❝♦♠✲

♣♦sé ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s✳

❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ré❡❧ ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥
❝❡❧❧✉❧❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ 2❉ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✼✮✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♣❡✉t
r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❢❡r♠é ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ s♣❤èr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❝♦♥st✐t✉é ❞✬é❧é♠❡♥ts 2❉ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s R3✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ st♦❝❦❡r ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡✉①
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡s ❢❛❝❡s✱ ♣✉✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❝❡♥tré❡s s✉r ❧❡s ❛rêt❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧✬❛rêt❡✱ ❢❛❝✐❧✐t❡♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛rêt❡ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ à ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞❡✉① ❢❛❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳

✺✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✽ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s✳ ❯♥ ❤❡①❛è❞r❡ tr✐❛♥❣✉❧é

r❡♣rés❡♥té ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ st♦❝❦❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st st♦❝❦é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s

❞❡s s♦♠♠❡ts ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡

❊♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡s ❢❛❝❡s✳ ❊❧❧❡ st♦❝❦❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✉①q✉❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s✳ ❈❤❛q✉❡
❢❛❝❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s♦♠♠❡ts ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛
❢❛❝❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❜❛s✐q✉❡ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❛✣❝❤❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♠❛✐s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❢❛❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ✭❧❡s ❢❛❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s s♦♥t ❧❡s ❢❛❝❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❛rêt❡
❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛❝❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❝❤❡r❝❤❡r
❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡✉rs ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛t ✳❖❇❏ ✭❝❢✳ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✷✳✷✽✮✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❡s ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡✳

●r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♥÷✉❞s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡
❝❡❧❧✉❧❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❡s ❢❛❝❡s ♦♥t ♣♦✉r ✜❧s ❧❡s ❛rêt❡s q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱
❧❡s ❛rêt❡s ♦♥t ♣♦✉r ✜❧s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♠♠❡ts q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✾✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡
♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ❢❛❝❡s F0 ❡t F1✱ s✐① ❛rêt❡s ✭a✱ ✳✳✳✱ f ✮ ❡t ❝✐♥q s♦♠♠❡ts ✭A✱ ✳✳✳✱ E✮✳ ▲❡ ❧✐❡♥ r❡❧✐❛♥t
F1 à e ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛rêt❡ e ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❧❛ ❢❛❝❡ F1✱ ❡❧❧❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✳ ▲❡ s♦♠♠❡t D ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à f ✱ ✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ❝❡tt❡
❛rêt❡✱ ✐❧s s♦♥t ❛✐♥s✐ r❡❧✐és ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ✭✇✐♥❣❡❞✲❡❞❣❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡st
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥tré❡ ❛rêt❡ ❬❇❛✉✼✷✱❇❛✉✼✺❪✳ ❈✬❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡
♦r✐❡♥té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✿ s♦♠♠❡ts✱

✺✶



✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✾ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♦❜❥❡t 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❢❛❝❡s F0 ❡t F1✱

❞❡ s✐① ❛rêt❡s ❧❛❜❡❧❧✐sé❡s ❞❡ a à f ❡t ❞❡ ❝✐♥q s♦♠♠❡ts ❧❛❜❡❧❧✐sés ❞❡ A à E ✳ ✭b✮ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡

❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ✭a✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✵ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡✳ ❯♥ ♦❜❥❡t 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡

q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✱ ❞❡ ♥❡✉❢ ❛rêt❡s ❛✐❧é❡s ❧❛❜❡❧❧✐sé❡s ❞❡ a à i ❡t ❞❡ s❡♣t s♦♠♠❡ts ❧❛❜❡❧❧✐sés

❞❡ A à G ✳ ▲✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡ b ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s

✈❡rt❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t s❡s ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés B ❡t C ✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s ✈✐♦❧❡tt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

à s❡s ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r s❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s F0 ❡t F2✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ✢è❝❤❡s ❢✉❝❤s✐❛s s♦♥t s❡s ♣♦✐♥t❡✉rs

s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❛✐❧é❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ F0 ❡t F2✳

✺✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❛rêt❡s ❡t ❢❛❝❡s ✭❞❡ ❢♦r♠❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♦r✐❡♥té❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡
❡st ♥♦♠♠é ✓ ❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ✔✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ❛rêt❡ ♦r✐❡♥té❡ ❛②❛♥t ❤✉✐t ♣♦✐♥t❡✉rs
s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❧✬❡♥t♦✉r❛♥t✳ ❈❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ♣♦✐♥t❡ s✉r s❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ✐♥❝✐✲
❞❡♥ts✱ s✉r s❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❡t ❡♥✜♥ s✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t s✉✐✈❛♥t❡s
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ s❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ❞✐✛é✲
r❡♥❝✐❡ s❛ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ s❛ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❞r♦✐t❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ s♦✐❡♥t ♦r✐❡♥té❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✵ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡ b ✭❞❡
❝♦✉❧❡✉r r♦✉❣❡✮ ♣♦✐♥t❡ s✉r s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés B ❡t C ✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r
❧❡s ❞❡✉① ✢è❝❤❡s ✈❡rt❡s s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛✳ b ♣♦✐♥t❡ s✉r s❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s F0 ✿ s❛ ❢❛❝❡
❣❛✉❝❤❡ ❡t F2 ✿ s❛ ❢❛❝❡ ❞r♦✐t❡ ✭❧❡s ✢è❝❤❡s ✈✐♦❧❡tt❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✮✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ b ❡st
❧✬❛rêt❡ sé♣❛r❛♥t F0 ❡t F2✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ✢è❝❤❡s ❢✉❝❤s✐❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r ❧❡s ❛rêt❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ F0 ❡t ❞❡ F2✳

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❛✐❧é❡s✱ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s st♦❝❦❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬♦❜❥❡t r❡♣rés❡♥té✳
❉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s♦♠♠❡ts ❡t ❛✉① ❢❛❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s♦♠♠❡t ❡t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❝❡✳ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❡t
❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✉♥
♣♦✐♥t❡✉r s✉r ✉♥❡ ❞❡ s❡s ❛rêt❡s ❛✐❧é❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳

❯♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉①
❝②❝❧❡s ❞✬❛rêt❡s ♦r✐❡♥té❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❝❡ ❞❡
❣❛✉❝❤❡ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❝❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r
❧❡s ❛rêt❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❈❡❝✐ ❛♠è♥❡ à ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡t s✉rt♦✉t ♣♦✉r s❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ❧❡ ❜♦♥ ♣♦✐♥t❡✉r ♣❛r♠✐ ❧❡s q✉❛tr❡ st♦❝❦és✳ ◆♦✉s
♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❝❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❢♦♥t ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡✉① ❝✐❜❧❛♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❛✐❧é❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦✉
s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s✳ ❯♥ ♦❜❥❡t 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡

q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✱ ❞❡ ❞✐①✲❤✉✐t ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ❧❛❜❡❧❧✐sé❡s ❞❡ a à r ❡t ❞❡ s❡♣t s♦♠♠❡ts

❧❛❜❡❧❧✐sés ❞❡ A à G ✳ ▲❛ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ b ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ▲❛

✈❡rt❡ r❡♣rés❡♥t❡ s♦♥ ♣♦✐♥t❡✉r s✉r s♦♥ ❡①tré♠✐té C ✳ ▲❛ ✢è❝❤❡ ✈✐♦❧❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s♦♥ ♣♦✐♥t❡✉r s✉r

s❛ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ F0✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ✢è❝❤❡s ❢✉❝❤s✐❛s s♦♥t s❡s ♣♦✐♥t❡✉rs s✉r ❧❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s

❡t s✉✐✈❛♥t❡s✱ ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à F0✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❜❧❡✉s r❡❧✐❡♥t ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ♦♣♣♦sé❡s✳
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✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ✭❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❡♥tré❡ ❛rêt❡ ❬▼ä♥✽✼❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ❡♥ s❝✐♥❞❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ♦r✐❡♥té❡ ❡♥
❞❡✉① ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ♦r✐❡♥té❡s ❡t ♦♣♣♦sé❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s❡✉❧
s♦♠♠❡t ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛❝❡ ♣❛r ❞❡♠✐✲❛rêt❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ❡st ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡
à ✉♥ s❡✉❧ ❝②❝❧❡ ❞✬❛rêt❡s ♦r✐❡♥té❡s✳ ❯♥❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ d ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠♦✐t✐é ❞✬❛rêt❡ ♦r✐❡♥té❡
❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ♣♦✐♥t❡✉rs✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t❡✉r s✉r s♦♥ s♦♠♠❡t ✐♥❝✐❞❡♥t✱ ❞❡✉① ❛✉tr❡s s✉r
❧❛ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t s✉✐✈❛♥t❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ q✉❡ d ❡t ❡♥✜♥ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r
♣♦✐♥t❡✉r s✉r ❧❛ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ q✉❡ d ♠❛✐s ♣❛s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✳ ▲❛ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ b ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥t à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛❝❡ F0 ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡✮✳ b ♣♦✐♥t❡ s✉r s♦♥ s♦♠♠❡t C ✱ s✉r
❧✬❛rêt❡ s✉✐✈❛♥t❡ a ❡t ❧✬❛rêt❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ c ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ F0 ❡t ❡♥✜♥
s✉r ❧✬❛rêt❡ ♦♣♣♦sé❡ j ✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✷ ✕ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲

❛rêt❡s✳ ❯♥ ♦❜❥❡t 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s✱ ❞❡ ❞✐①✲❤✉✐t ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ❡t ❞❡ s❡♣t s♦♠♠❡ts✳ ❙❛

❧❛❜❡❧❧✐s❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✶ ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté✱ s❡✉❧s ❝❡rt❛✐♥s

é❧é♠❡♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❧❛❜❡❧✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❜❧❡✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ α ❡t ❧❛ ✢è❝❤❡ ❜❧❡✉ ❢♦♥❝é à ✉♥❡

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s ❜❧❡✉ ❢♦♥❝é s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❛✉t♦✉r ❞✉ s♦♠♠❡t s✳ ▲✬❛rêt❡ T

❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❛rêt❡s c ❡t k✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞❡♠✐✲❛rêt❡s A✱ ❞✬✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ α ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ❬❉❛♠✶✵❪✳ ▲✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ α ♣❡r♠❡t
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r s♦♥ ♦♣♣♦sé ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ ❡t ❛✉ ♠ê♠❡
✈♦❧✉♠❡ ♠❛✐s ♣❛s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛r s✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❡✉① ❢♦✐s α s✉r ✉♥❡
❞❡♠✐✲❛rêt❡ a✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t a✳ α ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❧✐❡♥s ❜❧❡✉s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✷✳ ▲❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ
♣❡r♠❡t q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t✳ σ ❡st ✉♥❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝❛r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ a✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r σ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
2 ❢♦✐s✮ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r a✳ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ❛✐♥s✐ ♥♦té❡ S = (A,α,σ)✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ❛ ♣♦✉r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡s✱ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ s♦♠♠❡t s ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ a ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à s✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t σ ❥✉sq✉✬à
r❡tr♦✉✈❡r a✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r♦♣♦s ❛✈❡❝ ❧❡s tr♦✐s ✢è❝❤❡s ❜❧❡✉❡s ♣❛ss❛♥t ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐✲
❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉ s♦♠♠❡t s à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ✉♥
s♦♠♠❡t ❡st ✉♥❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

❯♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ❞é❧✐♠✐t❡ ✉♥❡ ❢❛❝❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

✺✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❧❛ ❢❛❝❡ F0 ❞❛♥s ✜❣✉r❡ ✷✳✸✷✮ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱
{a, b, c , d}✮✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ D ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐✲
❛rêt❡ a ❛✈❡❝ a ∈ D✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ α ♣✉✐s ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ✳ ❖♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❝❡
♣r♦❝❡ss✉s ❥✉sq✉✬à r❡t♦♠❜❡r s✉r a✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ σ ◦α ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à ✉♥❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ σ◦α ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✷✳ ❖♥ ♥♦t❡ D✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞❡♠✐✲
❛rêt❡s ❢♦r♠❛♥t ❧❡ ❝②❝❧❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t F0✳ P♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❢❛❝❡ F0✱ ♦♥ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❞❡♠✐✲❛rêt❡
a q✉✐ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à F0✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t α à a✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t o✳ P✉✐s✱ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ❞♦♥♥❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ o✱ d q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à D✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
♣♦✉r d ❡♥ s❡ ❝♦♥❢♦r♠❛♥t à ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
❞❡♠✐✲❛rêt❡s✮ ❡t ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ✭♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ✢è❝❤❡s ❜❧❡✉❡s✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐
c = σ ◦ α(d) ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t b = σ ◦ α(c)✳

✷✳✸✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥❉

❈❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❞♦❝✉✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❈●❆▲ ❬❉❛♠✶✷❪✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s r❛r❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡s
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts r❡♣rés❡♥tés ❬▲✐❡✽✾✱ ▲✐❡✾✶✱ ▲✐❡✾✹❪✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ♦r✐❡♥tés n❉ s✉❜❞✐✈✐sés
❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭s♦♠♠❡t✱ ❛rêt❡✱ ❢❛❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡✱
✳✳✳✮✳

▲❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❡♥tré ❛rêt❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❜❛s✐q✉❡ ♥♦♠♠é ❜r✐♥✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡♥tr❡ ❝❡s ❜r✐♥s✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❜r✐♥s ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❯♥
❜r✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡
♦r✐❡♥té❡ ✭1✲❝❡❧❧✉❧❡✮✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ✭i ∈
{0, 2, 3, ..., n}✮✳ ●râ❝❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ❞é✜♥✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ❜r✐♥s✱ t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s✳
❊♥✜♥✱ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❝❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❛✐♥s✐ ❞é❝r✐ts✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s 2❉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ q✉✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❜r✐♥ s✉✐✈❛♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
❧❛ ♠ê♠❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡tt❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ♥♦té❡ β1 ❝❛r
❡❧❧❡ ♠❡t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ✿ ❧❡s 1✲❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢❛❝❡s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ β2 ❝❛r ♠❡tt❛♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✿ ❧❡s 2✲❝❡❧❧✉❧❡s✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♥♦t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s✱ β1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✿ σ ◦ α ❡t β2 à ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ α✳
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡s βi ✭❛✈❡❝ i ∈ {0, ..., n} ❡t n ✿
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲
❛rêt❡s ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ n❉✱ ❞é✜♥✐t
✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡t n − 2 ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ❬▲✐❡✾✶✱❉❛♠✶✷❪ ✿

✺✺



✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶
❙♦✐t n ≥ 0✳ ❯♥❡ n✲❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✮ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡

C = (B,β1, ...,βn) ♦ù
✶✳ B ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❜r✐♥s ❀

✷✳ β1 ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s✉r B ❀

✸✳ ∀i ✿ 2 ≤ i ≤ n ✿ βi ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r B ❀

✹✳ ∀i , j ✿ 1 ≤ i ≤ i + 2 ≤ j ≤ n ✿ βi ◦ βj ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✸ ✕ ▲❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s✳ ❉❡✉① 3✲❝❡❧❧✉❧❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ✿

Vol1 ❡t Vol2 ♦ù ❧❡s ❜r✐♥s ❞❡ ❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ✭♥✉♠ér♦tés ❞❡ a à

d ❡t ❞❡ 1 à 4✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s s♦♥t r❡❧✐és ❞❡✉① à ❞❡✉① ♣❛r β3✳ ▲❡s tr❛✐ts ❜❧❡✉s ✭r❡s♣✳ r♦✉❣❡s✱

✈✐♦❧❡ts✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❧✐❛✐s♦♥s β1 ✭r❡s♣✳ β2✱ β3✮✳

▲❡s βi s♦♥t ❞❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s s❛✉❢ β1 q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 3✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r i = 1 ❡t j = 3✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛❥♦✉té❡
❡st q✉❡ β1 ◦ β3 ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s q✉❛s✐✲✈❛r✐étés✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✸ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ β3 ✭❧✐❡♥ ✈✐♦❧❡t✮
s✉r ❧❡ ❜r✐♥ a✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❜r✐♥ 1✳ ▲❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ β1 s✉r 1 ❞♦♥♥❡ 2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ β3(2) = d ♣✉✐s
β1(d) = a✳ ◆♦✉s r❡t♦♠❜♦♥s s✉r ❧❡ ❜r✐♥ ❞❡ ❞é♣❛rt a ♠♦♥tr❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
β1 ◦ β3✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡
❞❡✉① ❜r✐♥s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❞❡ ❜r✐♥s ❞✐✛ér❡♥ts ✭❧❡s ❝②❝❧❡s ❢♦r♠és ❞❡s ❜r✐♥s ✈✐♦❧❡ts
❡t ❣r✐s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✸✮ s♦♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r β3 ✭❧✐❡♥s ✈✐♦❧❡ts✮✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❜r✐♥s
❞❡s ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✉① à ❞❡✉① ♣❛r β3✳

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜r✐♥s✱ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✭❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❖r✱ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s s♦♠♠❡ts ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✉t✐❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ s♦♥t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ✉♥ i✲❛ttr✐❜✉t✳ ❈❡t i✲❛ttr✐❜✉t ❡st ❛ss♦❝✐é à t♦✉s
❧❡s ❜r✐♥s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❞❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡♣✉✐s
✉♥ ❜r✐♥ à t♦✉s ❧❡s i✲❛ttr✐❜✉ts ❞é✜♥✐s✳

✺✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❱♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t t❡r♠❡s r❡❧❛t✐❢s ❛✉①
❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s β0✱ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❜r✐♥ b✱ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❜r✐♥ ♣ré❝é❞❡♥t ❛♣♣❛r✲
t❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ ❡t ❛✉ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ♠❛✐s ♣❛s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ ✿ β0 = β

−1
1 ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ βij éq✉✐✈❛✉t à βj ◦ βi ✳
▲❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❛✈❡❝ 0 ≤ i ≤ n✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ (i + 1)✲❝❡❧❧✉❧❡s

✐♥❝✐❞❡♥t❡s à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳
▲❛ i✲❝♦✉t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✉① ❜r✐♥s ♣❛r βi ✳ ❙✐ ❞❡✉① ❜r✐♥s b1 ❡t b2 s♦♥t

t❡❧s q✉❡ βi(b1) = b2 ❛❧♦rs b1 ❡st ❞✐t i✲❝♦✉s✉ à b2✳ ❙✐ βi ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t b1 ❡st i✲❝♦✉s✉
à b2 ❛❧♦rs b2 ❡st i✲❝♦✉s✉ à b1✳

❯♥❡ ♦r❜✐t❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s βi ❞♦♥♥és✳ ▲❛ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞✬♦r❜✐t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ❯♥❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s ♦❜t❡♥✉s ❣râ❝❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❜✐t❡✳ ❈❤❛q✉❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❙♦✐t ✉♥❡ n✲❝❛rt❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ C = (B,β1, ...,βn)✱ ✉♥ ❜r✐♥ b ∈ B ❡t i ∈ {0, ..., n}✳ ▲❛
i✲❝❡❧❧✉❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à b✱ ♥♦té❡ ci(b) ❡st ✿

✖ ❙✐ i = 0 ❛❧♦rs ❧❛ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❜✐t❡ < β02, ...,β0n > (b) ❀

✖ ❙✐ i > 0 ❛❧♦rs ❧❛ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❜✐t❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s βj ✭j ∈
{1, ..., n} ❡t j 6= i✮ ✿ < β1, ...,βi−1,βi+1, ...,βn > (b)✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❞✬✉♥❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡✱ ✐❧
s✉✣t ❞✬❡♥❧❡✈❡r ❞❡ ❧✬♦r❜✐t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ βi ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❤❛♥❣❡r ❞❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡✳

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s 0✲❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ❞✉❡ à ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ β1 ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛❧♦rs q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s βi s♦♥t ❞❡s ✐♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥s✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✷✳ Pr❡♥♦♥s ♣♦✉r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ s✳ ▲❡ ❜r✐♥ a ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ a ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡✱ s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❜✐t❡ < β02 > (a)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t β02 s✉r
a✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s j ✳ j ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à s✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s β02 s✉r j ✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t p✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ s✳

P♦✉r ❧❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ T ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t c ✱ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à
❧✬♦r❜✐t❡ < β2 > (c)✳ ▲❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ T ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❜r✐♥s c ❡t k = β2(c)✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ F0 ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t d ✱ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
à ❧✬♦r❜✐t❡ < β1 > (d)✳ ❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ β1 s✉r d ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t c ♣✉✐s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t b ❡t ❡♥✜♥
a✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ♥♦tr❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐
❞❡ β2✱ ♥♦✉s ❢❡r❛✐t ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡✳

❖❜❥❡ts ♦✉✈❡rts ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡♠✐✲
❛rêt❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡
q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts ❢❡r♠és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ❢❛❝❡s✱
❝❤❛q✉❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ❡st ❧✐é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ à s❛ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ♦♣♣♦sé❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❜r✐♥ ❡st ❧✐é
♣❛r β2 à s♦♥ ❜r✐♥ ♦♣♣♦sé✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ n✲❝❡❧❧✉❧❡ ✓ ❝♦♠✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✔ ❛✉ ♠♦❞è❧❡✳

❉❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✸✵ ❡t ✷✳✸✶✱ ❧❛ ❢❛❝❡ F3 ❡st ✉♥❡ ❢❛❝❡ ✓ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✔ ❛✉ ♠♦❞è❧❡
r❡♣rés❡♥té✳ ❈❡tt❡ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡ ❡♥❣❧♦❜❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❢❛❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❞❡♠✐✲❛rêt❡ ❡st r❡❧✐é❡ à ✉♥❡ ❛rêt❡ ♦♣♣♦sé❡ ♣❛r ✉♥ ❧✐❡♥ ❜❧❡✉
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✶✳
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✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

P♦✉r ❧❡✈❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❛ été ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r
❞❡s ♦❜❥❡ts ♦✉✈❡rts✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♦r✐❡♥t❛❜❧❡s ♦✉✈❡rts✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❜r✐♥s ❧✐❜r❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡ ✿ ∅✳ ❯♥ ❜r✐♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ♠✐s ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ∅ ♣❛r βi ♣♦✉r êtr❡
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ i✲❧✐❜r❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ✉♥ ❜r✐♥ b ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ❞✐t
i✲❧✐❜r❡ ✭i ∈ {0, ..., n}✮✱ s✐ βi(b) = ∅✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✷ r❡♣rés❡♥t❡ ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ♦✉ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 2❉ ♥♦♥✲ét❡♥❞✉❡✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐❝✐
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 2❉ ♥♦♥✲ét❡♥❞✉❡✳ ❆✈❡❝
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ ❧❛ ❢❛❝❡ F3 ♣❡✉t ♥❡ ♣❧✉s à ❡①✐st❡r ❡t ❧❡s
❜r✐♥s a✱ e✱ f ✱ g✱ l ✱ d s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t 2✲❧✐❜r❡s✳

▲♦rsq✉✬✉♥ ❜r✐♥ ❡st i✲❝♦✉s✉ ❛✈❡❝ ∅✱ βi ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r B✱
♠❛✐s ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ f ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡✱ ❡t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❞❡ f ❛✉① ❜r✐♥s ♥♦♥ ❧✐❜r❡s ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷
❙♦✐t n ≥ 0✳ ❯♥❡ n✲❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♦✉✈❡rt❡ ✭❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✮

❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ C = (B,β1, ...,βn) ♦ù ✿

✶✳ B ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❜r✐♥s ❀

✷✳ β1 ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r B ❀

✸✳ ∀i ✿ 2 ≤ i ≤ n ✿ βi ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r B ❀

✹✳ ∀i , j ✿ 1 ≤ i ≤ i + 2 ≤ j ≤ n ❡t j ≥ 3 ✿ βi ◦ βj ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡st ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❛rt❡s ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡t q✉✐ ❡st ❡♠♣❧♦②é❡ ❞❛♥s ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❊①❡♠♣❧❡s ▲✬❛s♣❡❝t ❢♦r♠❡❧ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ét❛♥t ❞é✜♥✐✱ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s
✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡t ♣r❛t✐q✉❡ ✈❛ êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✹ ❝♦♥❢r♦♥t❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t 2❉ s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ✭a✮ ❛✈❡❝
❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭b✮✳ ▲✬♦❜❥❡t 2❉ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ❢❛❝❡s ✭F1✱ F2 ❡t
F3✮✱ ❞❡ ♥❡✉❢ ❛rêt❡s ❡t ❞❡ s❡♣t s♦♠♠❡ts✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 2❉ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡
❞♦✉③❡ ❜r✐♥s✳ ▲❡s ❢❛❝❡s F1 ❡t F2 s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ a1✳ ▲✬❛rêt❡ a1 ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à
F1 ❡t F2✳ ▲❡ s♦♠♠❡t s1 ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧✬❛rêt❡ a1 ❡t ❞♦♥❝ ❛✉① ❢❛❝❡s F1 ❡t F2 ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té✳

❯♥ ♦❜❥❡t 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ✈♦❧✉♠❡s ✭Vol1✱ Vol2 ❡t Vol3✮✱ ❞❡ q✉✐♥③❡ ❢❛❝❡s✱ ❞❡ ✈✐♥❣t✲
s❡♣t ❛rêt❡s ❡t ❞❡ ❤✉✐t s♦♠♠❡ts✱ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✺✭a✮✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
3❉ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ✜❣✉r❡ ✷✳✸✺✭b✮✳ ❯♥❡ ❢❛❝❡ sé♣❛r❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F4 ♣♦✉r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s Vol1 ❡t Vol2✳ ▲❛ ❢❛❝❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡
F4✮ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉① ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ Vol1 ❡t Vol2✮ q✉✬❡❧❧❡ sé♣❛r❡✱ ❡t ❝❡s
✈♦❧✉♠❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❞❥❛❝❡♥ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✳ ▲✬❛rêt❡ a4 ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❢❛❝❡s sé♣❛r❛♥t ❧❡s tr♦✐s ✈♦❧✉♠❡s ❡t ❡st ❞♦♥❝ ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❝❡s ✈♦❧✉♠❡s✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❜r✐♥ b✱ β1(b) ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ❡t ❛✉ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ 3❉✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ β0(b) ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❜r✐♥
♣ré❝é❞❡♥t à b✳ β2(b) ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❜r✐♥ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ ✭r❡s♣✳ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡
✈♦❧✉♠❡ ❡♥ 3❉✮ ♠❛✐s ♣❛s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✱ β3(b) ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❜r✐♥ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ ❡t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ ♠❛✐s ♣❛s ❛✉ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡✳

❈❤❛q✉❡ ❜r✐♥ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✸✹✭b✮ ❡t ✷✳✸✺✭b✮✳

✺✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✹ ✕ ❈♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t 2❉ s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡

❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♦❜❥❡t 2❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s 2✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭F1✱ F2 ❡t F3✮✱ ❞❡ ♥❡✉❢ 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭❞♦♥t

a1✱ a2 ❡t a3✮ ❡t ❞❡ s❡♣t 0✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭❞♦♥t s1✮✳ ✭b✮ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 2❉ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞♦✉③❡

❜r✐♥s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✺ ✕ ❈♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t 3❉ s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♦❜❥❡t 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s 3✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭Vol1✱ Vol2 ❡t Vol3✮✱ ❞❡ q✉✐♥③❡

2✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭❞♦♥t F4 ❡t F5✮✱ ❞❡ ✈✐♥❣t✲s❡♣t 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭❞♦♥t a4✮ ❡t ❞❡ ❤✉✐t 0✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭❞♦♥t s2✮✳ ✭b✮ ❯♥❡

❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 3❉ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❝✐♥q✉❛♥t❡✲q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ✭❞✐①✲❤✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ 3✲❝❡❧❧✉❧❡✮✳ ▲❡s ♦✈❛❧❡s

❥❛✉♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ a4 ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ✭a✮✳

✺✾



✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

✖ ❈❛s ✷❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✷✳✸✹✭b✮✱ ❧❡s tr♦✐s 2✲❝❡❧❧✉❧❡s ✿ F1✱ F2 ❡t F3 s♦♥t ❝♦✉s✉❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❛r
❞❡s β2✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝✐✲❛♣rès ❝♦♠♠❡♥t ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

✖ ▲❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ✭❢❛❝❡✮ F1 ❡st ❞é❝r✐t❡ ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ❜r✐♥s✳ ❈❡s ❜r✐♥s s♦♥t r❡❧✐és ❡♥tr❡
❡✉① ♣❛r ❞❡s β1✳ P♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ❞✬✉♥❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
❜r✐♥ b ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t β1 ❥✉sq✉✬à
r❡t♦♠❜❡r s✉r ❧❡ ❜r✐♥ ❞❡ ❞é♣❛rt b✳

β2 

β1 

b0 

b1 

β0 

s 

a0 

a1 

F0 

F3 

F1 

F2 

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✻ ✕ ▲❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥ s♦♠♠❡t ✭r❡s♣✳ ❛rêt❡✮✳ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 2❉

❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ Fi ✭i ∈ {0, ..., 3}✮✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ❈❤❛q✉❡ ♦✈❛❧❡ ❥❛✉♥❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ s♦♥t ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r β21
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à s à ✉♥ ❛✉tr❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ b1 = β21(b0)✮✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❡♥ r♦✉❣❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❧✐❛✐s♦♥s β2✳

✖ P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ré❝✉♣ér❡r ✉♥
❜r✐♥ b ✐♥❝✐❞❡♥t à ❝❡tt❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡✳ P✉✐s✱ s✐ b ♥✬❡st ♣❛s 2✲❧✐❜r❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s β2
❛✜♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✻✱ ❧✬❛rêt❡ a0 ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s ❝❡r❝❧és ❞❡ ❥❛✉♥❡ ❞♦♥t
✉♥ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à F0 ❡t ❧✬❛✉tr❡ à F1✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ✉♥❡
❧✐❛✐s♦♥ β2✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❛rêt❡ a1 ♥✬❡st ❝♦♠♣♦sé❡ q✉❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❜r✐♥ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥✬❡st
✐♥❝✐❞❡♥t❡ q✉✬à F3✳ ❈❡ ❜r✐♥ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ 2✲❧✐❜r❡✳

✖ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥ s♦♠♠❡t s✱ ✐❧ ❢❛✉t ré❝✉✲
♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ b ♣❛rt❛♥t ❞❡ s✳ P✉✐s✱ s✐ b ♥✬❡st ♣❛s 2✲❧✐❜r❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s β21(b)
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à s✳ ◆♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❛✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s
✐♥❝✐❞❡♥ts à s✱ ❥✉sq✉✬à r❡t♦♠❜❡r s✉r b✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♥♦✉s t♦♠❜♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡
♣❛r❝♦✉rs s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r β02 s✉r ❧❡ ❜r✐♥ ❛②❛♥t ❛♠❡♥é
à ❝❡ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡✱ ❡t ❝❡❝✐ ❥✉sq✉✬à r❡t♦♠❜❡r s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✻✱ ❧❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡
s✳ P♦✉r ❧❡s ♣❛r❝♦✉r✐r✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à s✳ ❈❡ ❜r✐♥ ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ 0✲❝❡❧❧✉❧❡✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❜r✐♥ b0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
2✲❧✐❜r❡✳ P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛❧♦rs β21(b0)
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❜r✐♥ b1 q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥❡
0✲❝❡❧❧✉❧❡ ❛ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❛r ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳

✖ ❈❛s ✸❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✺✭b✮✱ ❧❡s tr♦✐s 3✲❝❡❧❧✉❧❡s ✿ Vol1✱ Vol2 ❡t Vol3 s♦♥t ❝♦✉s✉❡s
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❛r ❞❡s β3✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡

✻✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

✖ P♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ 3✲❝❡❧❧✉❧❡ ♥♦té❡ Vol ✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ b ✐♥❝✐❞❡♥t à ❝❡tt❡ 3✲❝❡❧❧✉❧❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s β1
❛✜♥ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à Vol ✱ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡
à b✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❜r✐♥s ♣❛r❝♦✉r✉s✱ ♥♦✉s r❡❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛✈❡❝
s♦♥ β2 ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s ♣❛r❝♦✉r✉ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s
❞❡ ❝❡tt❡ 3✲❝❡❧❧✉❧❡✳ ◆♦t♦♥s✱ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❣ér❡r ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❜r✐♥ ♣❡✉t
êtr❡ ♣❛r❝♦✉r✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✼ ✕ ▲❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥ s♦♠♠❡t ✭r❡s♣✳ ❛rêt❡✱ ❢❛❝❡✮ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉✳

❯♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 3❉ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ✿ Vol1 ❡t Vol2 ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡

♣❛r β3✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à Vol1 ❡t Vol2✳ ▲❡s

❜r✐♥s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ s✳ ▲❡s tr❛✐ts r♦✉❣❡s

✭r❡s♣✳ ✈✐♦❧❡ts✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β2 ✭r❡s♣✳ β3✮✳

✳

✖ P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❜r✐♥ b
✐♥❝✐❞❡♥t à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r β1 ❥✉sq✉✬à r❡t♦♠❜❡r s✉r b✳ P✉✐s✱ s✐ b
♥✬❡st ♣❛s 3✲❧✐❜r❡✱ ♥♦✉s r❡❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛✈❡❝ s♦♥ β3✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✼ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r♦♣♦s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s Vol1 ❡t Vol2✱
q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s F ✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ❜r✐♥s a à d ❡t 1 à 4✳ P♦✉r
♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à F ✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧✬✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ✿ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❜r✐♥ a✳ P✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧❡s
❜r✐♥s b✱ c ❡t d ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r β1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❜r✐♥s ❞❡ a à d s♦♥t
✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol1✳ ❈♦♠♠❡ a ♥✬❡st ♣❛s 3✲❧✐❜r❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❜r✐♥
1 = β3(d)✱ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t Vol2✳ ◆♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧❡s ❜r✐♥s 2✱ 3 ❡t 4✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✖ P♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ a✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❝✉♣é✲
r❡r ✉♥ ❜r✐♥ b ✐♥❝✐❞❡♥t à a✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡
❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à a ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t β2 s✉r b✳ P✉✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s
✐♥❝✐❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s β3 à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s 3✲❧✐❜r❡✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s
❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉r ❧❡s ❜r✐♥s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❣ér❛♥t ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✺✭b✮ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ a4 ✭❝❢✳ ❧❛ ✷✳✸✺✭a✮✮ ❡♥ s✐①
❜r✐♥s ❝❡r❝❧és ❞❡ ❥❛✉♥❡ ❞❛♥s ✭b✮✳ P♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t a4✱
✐❧ ❢❛✉t ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❜r✐♥ b ✐♥❝✐❞❡♥t à ❝❡tt❡ ❛rêt❡✳ P✉✐s✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣♦✐♥t❡✉r β2 ❛♣♣❧✐q✉é
s✉r b✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❜r✐♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t a4✳ ❈❡t ❛✉tr❡ ❜r✐♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t
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✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❞♦♥❝ à ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ ❡t ❛✉ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡ q✉❡ b ♠❛✐s ♣❛s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡✳ ▲❡
♣♦✐♥t❡✉r β3 ♣❡r♠❡t q✉❛♥❞ à ❧✉✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛✉tr❡ ❜r✐♥ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à
❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ ❡t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ q✉❡ b ♠❛✐s ♣❛s ❛✉ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡✳

✖ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥✲
❝✐❞❡♥ts à ✉♥❡ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ s✳ ❈❡tt❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✼✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱
♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥ ❞❡s ❜r✐♥s r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à s✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❜r✐♥ b✳ P✉✐s✱
♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r β21 s✉r b ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛✉tr❡ ❜r✐♥ é❣❛❧❡♠❡♥t
✐♥❝✐❞❡♥t à s ❡t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡ q✉❡ b ♠❛✐s ♣❛s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡
♥✐ à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s e = β21(b)✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❡st ré♣été ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à s ♣♦✉r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❞♦♥♥é ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ Vol1✮✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts à s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r β32
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s ❡t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥
q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ s♦✐t ♣❛s 3✲❧✐❜r❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❛✉ ✈♦❧✉♠❡
Vol2✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t β32 à b✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❜r✐♥ 5✳ P✉✐s ❞❡ 5✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s
6 ❣râ❝❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r β21 ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳

❖♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝♦✉s✉r❡✱ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❡t ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ✉♥ ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐❢ ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ ❞é❝♦✉s✉r❡✱ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❡t ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉s✉r❡ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ i✲❞é❝♦✉s✉r❡ ✭i ∈ {2, 3, ..., n}✮✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✲
❝♦✉❞r❡ ❞❡✉① i✲❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦✉s✉❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ (i − 1)✲❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ s✉♣✲
♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❧✐❡♥s βi ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ (i − 1)✲❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❙✉✐t❡ à
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❧❛ (i − 1)✲❝❡❧❧✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① (i − 1)✲❝❡❧❧✉❧❡s
❡t ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥❡ à ❞❡✉① i✲❝❡❧❧✉❧❡s ❬❉❛♠✶✵❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✽ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ 3✲❞é❝♦✉s✉r❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 4 ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0✱ Vol1✱

Vol2 ❡t Vol3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ▲❛ ❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à Vol0 ❡t Vol1 ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ✿

s1✱ s2✱ s3 ❡t s4✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ 3✲❞é❝♦✉s✉r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s Vol0 ❡t

Vol1✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ✿ s1✱ s2✱ s3 ❡t s4 ♦♥t été s❝✐♥❞és ❡♥ s ′1✱ s
′
2✱ s

′
3 ❡t s ′4✳ ▲❡s ❧✐❛✐s♦♥s β3 ❡♥tr❡ ❧❡s

❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à Vol0 ❡t Vol1✱ ♦♥t été s✉♣♣r✐♠é❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✽ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ 3✲❞é❝♦✉s✉r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✽✭a✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♦❜❥❡t
3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0✱ Vol1✱ Vol2 ❡t Vol3✳ ▲❛ ❢❛❝❡ F ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉①
✈♦❧✉♠❡s Vol0 ❡t Vol1 ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ✭s1✱ s2✱ s3✱ s4✮✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à
F s♦♥t r❡♣rés❡♥tés✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ 3✲❞é❝♦✉s✉r❡ ✈❛ ❞é❝♦❧❧❡r ❧❡s 3✲❝❡❧❧✉❧❡s Vol0 ❡t Vol1 s❡❧♦♥
❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ F ✳ ❙✉✐t❡ à ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ F ❡st s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉①✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✽✭b✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❛♣rès ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts s1 ❡t s2 ♦♥t ❛✐♥s✐ été ❞✉♣❧✐q✉és
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ✭s4✱ s1✮✱ ✭s1✱ s2✮ ❡t ✭s2✱ s3✮✳

■❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts s3 ❡t s4 ❡t ❧✬❛rêt❡ ✭s3✱ s4✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉♣❧✐q✉és✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥♥❡❝tés ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① 3✲❝❡❧❧✉❧❡s Vol2 ❡t Vol3✳ ❆✐♥s✐✱
q✉❛tr❡ β3 ♦♥t été s✉♣♣r✐♠és ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ 3✲❞é❝♦✉s✉r❡✳

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ▲♦rsq✉✬✉♥ s♦♠♠❡t ❡st ✐♥séré ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ♣r♦✈♦q✉❛♥t s♦♥ s❝✐♥✲
❞❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧✬❛rêt❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ s♦♥t s❝✐♥❞és✳
❈❡t ❛s♣❡❝t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✈❡❝ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛rêt❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛❝❡✱ ♣r♦✈♦q✉❛♥t s♦♥ s❝✐♥❞❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❢❛❝❡ ❡st ♣❛rt❛❣é❡
♣❛r ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❞❡ ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉① ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts
s♦♥t s❝✐♥❞és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬❛rêt❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞❡
❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ✐♥s❡rt✐♦♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✾ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉①

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳ ✭a✮ ❯♥ ♦❜❥❡t 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ✭b✮ ▲✬♦❜❥❡t

2❉ ❛♣rès ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t s ❞❛♥s ❧✬❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉① ❜r✐♥s b0 ❡t b1✳ ▲❡ ❜r✐♥ b0 ❛ été s❝✐♥❞é

❡♥ b00 ❡t b01 ❀ ❡t ❧❡ ❜r✐♥ b1 ❡♥ b10 ❡t b11✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✾ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❡t
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✵ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛❝❡
♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉✳ ❊❧❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧✬é❧é♠❡♥t s❝✐♥❞é s♦♥t s❝✐♥❞és
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♠étr✐q✉❡✳

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à
✉♥❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ♣✉✐s ❡♥ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞❡s
❞❡✉① (i + 1)✲❝❡❧❧✉❧❡s q✉✐ ❧✉✐ ét❛✐❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 0 à n − 1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✶ ✐❧❧✉str❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✱ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✶✭a✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts F1
❡t F2✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✶✭b✮✱ ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ✈♦♥t êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥és s✉✐t❡ à ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡

✻✸



✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✵ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ✭r❡s♣✳ ❛rêt❡✮ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ✭r❡s♣✳

❢❛❝❡✮ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s✳ ✭a✮ ❯♥ ♦❜❥❡t 3❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ✿ Vol1
❡t Vol2✳ ✭b✮ ▲✬♦❜❥❡t 3❉ ❛♣rès ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t s0 ❞❛♥s ❧✬❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉① ❜r✐♥s b0 ❡t b1 ❡t

❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t s1 ❞❛♥s ❧✬❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉① ❜r✐♥s b2 ❡t b3✳ ▲❡ ❜r✐♥ b0 ❛ été s❝✐♥❞é ❡♥ b00 ❡t

b01 ❀ ❧❡ ❜r✐♥ b1 ❡♥ b10 ❡t b11 ❀ ❧❡ ❜r✐♥ b2 ❡♥ b20 ❡t b21 ❀ ❡t ❧❡ ❜r✐♥ b3 ❡♥ b30 ❡t b31✳ ✭c✮ ▲✬♦❜❥❡t 3❉

❛♣rès ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛❝❡ F ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s Vol1 ❡t Vol2✳ ▲✬✐♥s❡rt✐♦♥

❞❡ ❧✬❛rêt❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❡ s❝✐♥❞❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞❡ F ✳ ❊❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ✿ ba✱

bb✱ bc ❡t bd ✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❞❡ ❜r✐♥s ❣é♥érés ✐♥❝✐❞❡♥ts à Vol1 ✭r❡s♣✳ Vol2✮ s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r β2 ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❜r✐♥s ba ❡t bb ✭r❡s♣✳ bc ❡t bd✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s

s♦✉s✲❢❛❝❡s ❡t ✐♥❝✐❞❡♥ts à Vol1✱ s♦♥t r❡❧✐és ❞❡✉① à ❞❡✉① ♣❛r β3✱ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t

❧❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ❡t ✐♥❝✐❞❡♥ts à Vol2✳

✻✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❡t ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à

❞❡✉① ❢❛❝❡s✳ ✭a✮ ❯♥ ♦❜❥❡t 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛❞❥❛❝❡♥ts F1 ❡t F2✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r

β2✳ ✭b✮ ▲✬♦❜❥❡t 2❉ ❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ a2✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s F1 ❡t F2 s♦♥t ❛❧♦rs ❢✉s✐♦♥♥é❡s

❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ F ✳ ✭c✮ ▲✬♦❜❥❡t 2❉ ❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t s1✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s a1
❡t a3 s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❡♥ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ a✳

❧❡✉r ❛rêt❡ ❝♦♠♠✉♥❡ a2✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✶✭c✮ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛rêt❡s s✉✐t❡ à ❧❛
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t s1 q✉✐ ❧❡✉r ét❛✐t ❝♦♠♠✉♥✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✶✭a✮✱ ❧❡ s♦♠♠❡t s1 ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✉① ❛rêt❡s a1✱ a2 ❡t a3✳ s1 ❡st ❞♦♥❝ ❞❡
❞❡❣ré 3✳ ▲✬❛rêt❡ a1 ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❧❛ ❢❛❝❡ F1 ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞❡❣ré 1✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛rêt❡
a2 q✉✐ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré 2✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à
❞❡✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✶✭a✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦♠♠❡t s1 ❡st ❞❡ ❞❡❣ré 3✱ ✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ s✉♣♣r✐♠❡r✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✉✐t❡ à ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ a2 ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✶✭b✮✮✱
❧❡ s♦♠♠❡t s1 ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❞❡❣ré 2✳ ■❧ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ s✉♣♣r✐♠é✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✷ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✷✭a✮ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✷✭b✮✱ ❝❡s
❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ✈♦♥t êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥és s✉✐t❡ à ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✷✳✹✷✭c✮ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛❝❡s s✉✐t❡ à ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ q✉✐ ❧❡✉r ét❛✐t
❝♦♠♠✉♥❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡ s♦♠♠❡t s2 ❝❛r ✐❧ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré 3✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✷✳✹✸✭a✮✱ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❛❧♦rs a4 ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s2 ✭❝❢✳ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✹✸✭b✮
❡t ✭c✮✮✳

✻✺
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✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✷ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ❡t

❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ❢❛❝❡s✳ ✭a✮ ❯♥ ♦❜❥❡t 3❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛❞❥❛❝❡♥ts ✿ Vol1 ❡t

Vol2 ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ✭b✮ ▲✬♦❜❥❡t 3❉ ❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F ✱ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ❞❡✉①

❤❡①❛è❞r❡s✳ ▲❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❝❡tt❡ ❢❛❝❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳ ▲❡s ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol1
❡t Vol2 s♦♥t ❛❧♦rs ❢✉s✐♦♥♥és ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol ✳ ✭c✮ ▲✬♦❜❥❡t 3❉ ❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡

❧✬❛rêt❡ a1✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s F01 ❡t F02 s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ F0✳
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✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✸ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ✐♥❝✐❞❡♥t à ❞❡✉① ❛rêt❡s ❡t

❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ❢❛❝❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 3❉✳ ✭a✮ ❯♥ ♦❜❥❡t 3❉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✷✭c✮✳ ✭b✮ ▲✬♦❜❥❡t 3❉ ❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ a4✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✿ F11
❡t F12 s♦♥t ❛❧♦rs ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ F1✳ ✭c✮ ▲✬♦❜❥❡t 3❉ ❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉

s♦♠♠❡t s2✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s a2 ❡t a3 s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ a✳

✻✼
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡✉rs ✐♥térêts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ✿

✖ ▲❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜r✐♥s ❡t ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs βi ✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s
♦❜❥❡ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

✖ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts r❡♣rés❡♥tés✳

✖ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t été ✉t✐❧❡s ❞❛♥s
♥♦s tr❛✈❛✉①✳

❈♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ✭▲✐♥❡❛r ❈❡❧❧ ❈♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❜ré✲
❣❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ▲❈❈✱ s♦♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

❈❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡st ré❛❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ n❉✳ ❯♥❡ ❛rêt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ✉♥ s❡❣♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❛
✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s i✲❝❡❧❧✉❧❡s ✭∀i : 1 ≤ i ≤ n✮ s♦♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❧♦♥❣é❡s ❡t
❞é❞✉✐t❡s ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ❈❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦ù ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ♥❡ s✉✣r❛✐t ♣❛s à ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s
❝❡❧❧✉❧❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦❜❥❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡
♦✉✈❡rt ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ✱ ❝❛r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ i✲❝❡❧❧✉❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st r❡♣rés❡♥té
♣❛r ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s❡s (i − 1)✲❝❡❧❧✉❧❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳

❈❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡st ✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✐t❡♠❡♥ts s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✉és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ ♦✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬❊✉❧❡r✲
P♦✐♥❝❛ré✮✱ ❡t à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✱ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✮✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✈♦♥t ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝❝ès
❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❈❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✹ ✕ ❯♥ ♦❜❥❡t 2❉ r❡♣rés❡♥té ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣✉✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

✭a✮ ▲❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ✭b✮ ▲❛ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳
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▲❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝❛rt❡s
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ét❛♥t ❞❡s q✉❛s✐✲✈❛r✐étés ♦r✐❡♥t❛❜❧❡s ♦✉ ♥♦♥✲
♦r✐❡♥t❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❜♦r❞ ❬▲✐❡✽✾✱▲✐❡✾✶✱▲✐❡✾✹✱❉❛♠✶✵❪✳ ▲❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✈❛♥t❛❣❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s
❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉① ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✭β1 ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛❧♦rs q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s βi s♦♥t ❞❡s
✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s✮✳ ❈❡tt❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t r❡♥❞ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❜♦r❞s✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸
❙♦✐t n ≥ 0✳ ❯♥❡ nG ✲❝❛rt❡ ✭❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✮ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ G = (B,α0, ...,αn)
♦ù ✿

✶✳ B ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❜r✐♥s ❀

✷✳ ∀i ✿ 0 ≤ i ≤ n ✿ αi ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r B ❀

✸✳ ∀i ∈ {0, ..., n − 2}✱ ∀j ∈ {i + 2, ..., n} ✿ αi ◦ αj ❡st ✉♥❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❆✐♥s✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ t♦✉s ❧❡s αi s♦♥t ❞❡s ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛ ✜✲
❣✉r❡ ✷✳✹✹ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♦❜❥❡t 2❉ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳ ❯♥ ❜r✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❡t ✉♥ ♣❡t✐t s❡❣♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
❉❡✉① ❜r✐♥s r❡❧✐és ♣❛r α0 s♦♥t ❛❧✐❣♥és ❡t s♦♥t sé♣❛rés ♣❛r ✉♥ ♣❡t✐t s❡❣♠❡♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✹✭b✮✱ α0(a) = b✳ ❉❡✉① ❜r✐♥s r❡❧✐és ♣❛r α1 s♦♥t sé♣❛rés ♣❛r ✉♥
❞✐sq✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ α1(b) = c ✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡✉① ❜r✐♥s r❡❧✐és ♣❛r α2 s♦♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡t ♣❛rt❛❣❡♥t
❧❡ ♠ê♠❡ ♣❡t✐t s❡❣♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ α2(c) = q✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✺ ✕ ▲✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♦❜❥❡t 2❉ ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✲

t♦✐r❡✳ ✭a✮ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 2❉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ r✉❜❛♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❧❡

✈r✐❧❧❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s✱ ♠❛✐s ♥♦t♦♥s s❛ ❝❛♣❛❝✐té à r❡♣rés❡♥t❡r
❞❡s ♦❜❥❡ts ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés ❝♦♠♠❡ ❧❡ r✉❜❛♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❡♥ 2❉✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ l1 ❡t l2✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ r✉❜❛♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s✱ ✉♥ ❝ôté ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l1 ❞♦✐t
êtr❡ ❝♦❧❧é ❛✈❡❝ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l1✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ t♦rs✐♦♥✳ ▲❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛✲
t♦✐r❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❝❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛✈❡❝ 4 ❜r✐♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ r✉❜❛♥ ❞❡
▼ö❜✐✉s✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈r✐❧❧❡r ❧❡ ❜r✐♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l1✳ ❖r✱ ❧❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s
✐♥t❡r❞✐s❡♥t ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✺✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ ❧❡s
❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦✉❞r❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s t♦rs✐♦♥
✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✻✮✳

✻✾



✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✻ ✕ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts 2❉ ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛✲

❧✐sé❡✳ ✭a✮ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ 2❉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ r✉❜❛♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ✭b✮ ❯♥❡ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ 2❉

r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ r✉❜❛♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s✳

✷✳✸✳✹ ❚r❛✈❛✉① r❡❧❛t✐❢s ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① r❡❧❡✈❛♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❡♠✲
♣❧♦✐❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳

◆♦✉✈❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

❘é❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s ré♣♦♥❞❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ tr♦✐s

rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ❞❡ss✐♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❬❉❘❱❉P✶✹❪✳

◆♦✉s ❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ré❝❡♥t ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❉❛❧st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❉❘❱❉P✶✹❪ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✼✮✳
■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ✿ ❱●❈ ✭❱❡❝t♦r ●r❛✲
♣❤✐❝s ❈♦♠♣❧❡①❡s✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ss✐♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✱ ❡♥
❣ér❛♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢❛❝❡s✱ ❧❡s ❥♦✐♥t✉r❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ❧❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t✳ ■❧s
❞é✜♥✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬é❞✐t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦❧❧❡r ❞❡s s♦♠♠❡ts
♦✉ ❞❡s ❛rêt❡s✱ ❞é❝♦✉♣❡r ❞❡s ❛rêt❡s ♦✉ ❞❡s ❢❛❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥✈❡rs❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡

P❛r♠✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r
❝❡✉① ❞❡ ❑♦❜❜❡❧t ❡t ❛❧✳ ❬❑❈❙✾✽❪ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✽✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❞❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s très ❞ét❛✐❧❧és✱ q✉✐ s♦♥t ❧♦✉r❞s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ♠♦❞✐✜❡♥t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡ s✐♠♣❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡s✳ ❊♥tr❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ à ❧✬ét❛♣❡ i ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ i + 1 ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ✐❧s ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉♠✐s❡ à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ i + 1 r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦✉
❡♥❝♦r❡ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✭❛♥❣❧❡s ❡t ❧♦♥❣✉❡✉rs✮ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

❇r❛q✉❡❧❛✐r❡ ❡t ❇r✉♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇▼❉✵✸✱❇❉✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥♥❡❝tés
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠♣❧✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉

♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❬❑❈❙✾✽❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 2❉ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳

❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥té❡ ❡♥ ❝✐♥q ré❣✐♦♥s✳ ▲❡s ❞✐sq✉❡s ♥♦✐rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛

❜♦r❞✉r❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❣✐♦♥s✱ ✐❧s s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ❞❡ ❝♦✉rts s❡❣♠❡♥ts✳ ▲❡s ❞✐sq✉❡s ❣r✐s s♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s

❞❡ ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ▲❡s ❞❡✉① ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❬❇▼❉✵✸❪✳
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✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❞❡ ♣✐①❡❧s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❥✉sq✉✬à s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞♦♥♥é✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐①❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤❛✉t✲❜❛s ✭t♦♣✲❞♦✇♥❡♥
❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡t ❜❛s✲❤❛✉t ✭❜♦tt♦♠✲✉♣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❝♦♥s✐st❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❞é❜✉t❡r ❛✈❡❝ ❞❡s
ré❣✐♦♥s ❣r♦ss✐èr❡s ❡t à ❧❡s ❞✐✈✐s❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ré❣✐♦♥s✱ ♦✉ à ❞é❜✉t❡r ❛✈❡❝
❞❡ ♣❡t✐t❡s ré❣✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❥✉sq✉✬à s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡
❝♦♥s✐st❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t à ♣❧❛❝❡r ❞❡s ❞✐sq✉❡s ♥♦✐rs ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞✉ ♣♦✉rt♦✉r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à
s❡❣♠❡♥t❡r ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✾✮✳ ❙✐ ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐sq✉❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❧❛
♠ê♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞♦♥♥é✮ ❛❧♦rs ✐❧ s❡r❛ ✉♥ ♥÷✉❞✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s
♥÷✉❞s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ P✉✐s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♥÷✉❞s✱ ❞❡s
❞✐sq✉❡s ♥♦✐rs ✈♦♥t êtr❡ ❝réés à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s q✉❡ sé♣❛r❛✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥÷✉❞✳ ❙✐
✉♥❡ ❛✉tr❡ ré❣✐♦♥ ❡st r❡♥❝♦♥tré❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥÷✉❞ ❡st ❝réé✳ ▲❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st
❛✐♥s✐ ♠♦❞✐✜é❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ♥÷✉❞s ❡t ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❥✉sq✉✬à
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞♦♥♥é✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✸❉✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦✲

❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❞❡ ❜ât✐♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡t é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ▲❡

♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❡①t✉ré✱ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs✱ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❡①tér✐❡✉r❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❧❛✐r❡ ❡t ✉♥❡

s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❬❉❉❱✶✹❪✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉✐❛❦✐té ❡t ❛❧✳ ❬❉❉❱✶✹❪ s♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✵✮✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬✉♥
❜ât✐♠❡♥t 3❉ ❡t ❞♦♥♥❛♥t ❡♥ s♦rt✐❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ ❡t ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❊❧❧❡ ♣❡r✲
♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s
❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❜ât✐♠❡♥ts s❡❧♦♥
❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❛tt❡♥t❡s ✈✐s à ✈✐s ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜ât✐♠❡♥t✳
▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t❡s ❝ré❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜ât✐♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈✐s✉❡❧s✱ ❝♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s r❡q✉✐s ♣❛r ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs s♦✉❤❛✐t❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❢❛✐r❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛❝♦✉st✐q✉❡s ♦✉ é♥❡r❣ét✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞✬❛✈♦✐r
❛❝❝ès à t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡t ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦♥str✉✐t❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❜ât✐♠❡♥t✱ ❞❡ ❧❡s t❛❣✉❡r ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s ♠✉rs✱ ❞❡s s♦❧s✱ ❞❡s ♣❧❛✲
❢♦♥❞s✱ ✳✳✳ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
♦❜t❡♥✉❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥

❣é♦♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ✿ ❯♥ r✉✐ss❡❛✉ s✐♠✉❧é ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡

♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ q✉✐ ❞é❜✉t❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ é❧❡✈é❡ ❡♥ ❤❛✉t❡✉r ❞✬✉♥ t❡rr❛✐♥ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❝❛rt❡

❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ▲❡ r✉✐ss❡❛✉ ❞é✈❛❧❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡♥ r❡♥tr❛♥t ❡♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡rr❛✐♥✱ ❡♥tr❛î♥❛♥t ❛❧♦rs s♦♥

ér♦s✐♦♥✳ ▲❡s ③♦♥❡s ér♦❞é❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✈✐♦❧❡t ❬❇é✶✸❪✳

❇é③✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬❇é✶✸✱❇❈❙+✶✶✱❇P❈+✶✶❪ ❡♠♣❧♦✐❡♥t ❧❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s 3❉ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r
❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❣é♦♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ✭❧✬ér♦s✐♦♥ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ❡t ❧❛ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✮ ❞✬✉♥ t❡rr❛✐♥ ❡♥
3❉ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✶✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ✈♦❧✉♠❡s✳ ■❧s ❡♠♣❧♦✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡✳ ■❧s ❞ét❡❝t❡♥t ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡s
tr✐❛♥❣❧❡s ❞✉ t❡rr❛✐♥✳ ▲❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❡♥tr❛î♥❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬ér♦s✐♦♥✱ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥♥é❡✳ ▲✬ér♦s✐♦♥ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡ ❜❛s ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞✉ t❡rr❛✐♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t
❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❞❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❣èr❡♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦✲
❧✉♠✐q✉❡s s♦✉♠✐s à ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳
❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❡ ❧✐t ❞✬✉♥❡ r✐✈✐èr❡ ❡♥ ❝r❡✉s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
str❛t❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ❛r❝❤❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs str❛t❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦✲
❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ÷✉✈r❛♥t ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✳

◆♦✉s ❝✐t♦♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▼❡s❡✉r❡ ❡t ❛❧✳ ❬▼❉❙✶✵❛❪ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡
♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts ❡t ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡t à
s✐♠✉❧❡r ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦✉ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❡♥ 3❉✳ P♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ✐❧s ♦♥t r❡❝♦✉rs à ❧❛ ❧✐❜r❛✐r❡ ▼❖❑❆ ❬♠♦❦❪✳ ■❧s ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ à ❧❛ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é❝♦✉s✉r❡ ❞✬❛rêt❡s ♦✉ ❞❡ ❢❛❝❡s ❡t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s
s✉✐t❡ à ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
s✉r✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❛tr❡ ❢♦✐s ♣❧✉s
❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♥❛ï✈❡✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡
♣rés❡♥t❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
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✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❝♦♠♣❧❡①❡✳

❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬▼❉❙✶✵❜❪✱ ▼❡s❡✉r❡ ❡t ❛❧✳ ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✱ ♣♦✉r ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡✲
♠❡♥t ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♥❛ï✈❡s✱ ❧❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
❝♦♥trô❧❡r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ q✉❛s✐✲✈❛r✐été ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧s é✈✐t❡♥t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝❡s ♣❡♥❞❛♥t❡s ♦✉ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s s❡✉❧❡✲
♠❡♥t r❡❧✐és à ✉♥ s♦♠♠❡t ♦✉ ✉♥❡ ❛rêt❡✳ ▲❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❣érés ❞❡
♠❛♥✐èr❡ r♦❜✉st❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✳ ❖r✱
❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ❧♦✉r❞❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❝♦û✲
t❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t
♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à
❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r s✉r ❧❡ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ♠❛✐s ❡♥tr❛î♥❡
❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝♦ût❡✉s❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞♦✐t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r s❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♣rès
❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❛ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳

❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✱ ❉❛r❧❡s ❡t ❛❧✳ ❬❉❑❙+✶✶❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❧✬✐♥térêt ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ❝❛rt❡s
❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ♠❛ss❡s✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❡ q✉❛♥t à ❧✉✐ ❧❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ✐❧s ❡♠♣❧♦✐❡♥t ❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❈❖❘❉■❙✲
❆◆■▼❆ ❬❈❖❘❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛ss❡s✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ s❛♥s ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✐♠✲
♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❈❖❘❉■❙✲❆◆■▼❆✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r
❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛♣✲
♣❡❧és ▼❆❚ ❡t ▲■❆✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ▼❆❚ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲❡s
❝♦♠♣♦s❛♥ts ▲■❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ q✉❛♥t à ❡✉①✱ ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ▼❆❚✳
❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ✐❧s ❛ss♦❝✐❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ▼❆❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳
■❧s ❣èr❡♥t ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✳
■❧s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡
❞é❝❤✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢r❛❝t✉r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳ ■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
❞♦♥t ✐❧s ❣èr❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧❛ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts

t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❢r❛❝t✉r❡✱ ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ❛♥✐♠❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ tétr❛è❞r✐q✉❡ r❡♣rés❡♥✲

t❛♥t ✉♥ ❞r❛❣♦♥✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢r❛❝t✉r❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ✐♥t❡r♥❡s ❬❏❆❉+✶✷❜❪✳

✼✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❏✉♥❞ ❡t ❛❧✳ ❬❏❆❉+✶✷❛✱❏❆❉+✶✷❜❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬❛ss♦❝✐❡r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❜❛sés ♣♦✐♥ts✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t♦✐r❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✷✮✳ ■❧s ❡♠♣❧♦✐❡♥t ❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❈❖❘❉■❙✲❆◆■▼❆ ❬❈❖❘❪✱ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r
❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡t ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❈●♦●◆ ❬❈●♦❪✱ ♣♦✉r s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜❛sé ♣♦✐♥ts ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡
❝♦♥s✐st❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❛ss♦❝✐❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✭❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ 3❉✮ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✱
❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ✐♥✢✉❡♥❝é
♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♣r♦✈♦q✉❛♥t ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t s✉r✈❡♥✐r s❡❧♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❡♥tr❛î♥❛♥t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❧❡
♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
♣❡r♠❡t ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é à ❣ér❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ③♦♥❡s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✉❧t✐✲
rés♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛rt❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❈❛rt❡ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ 0✱ ❧❡s ❜r✐♥s s♦♥t ❧✐és ♣❛r ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s α0i ✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ❈❛rt❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 1 ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r

❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ 0 ❡t ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❜r✐♥s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❜r✐♥s s♦♥t ❧✐és ♣❛r

❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s α1i ✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❜r✐♥s ♣ré❡①✐st❛♥ts q✉✐ s♦♥t ❡♥ ♣❧✉s r❡❧✐és ♣❛r α0i ❬❑r❛✵✽❪✳

❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❑r❛❡♠❡r ❬❑r❛✵✽❪ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣❡r♠❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♦ù ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❣é♥ér✐❝✐té q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❡t ❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡♣rés❡♥té ✭♦r✐❡♥t❛❜❧❡✱ ✈❛r✐été✱ ✳✳✳✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛✉ t②♣❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞♦♥t
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉✐ s❡ ✈❡rr❛ r❛❥♦✉t❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❜r✐♥s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✸✮✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥
❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛❝❡s ❡♥tr❛î♥❡
❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝❡s ❜r✐♥s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ✐♠❜r✐❝❛t✐♦♥
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✷✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❜r✐♥s✱ ❧❡s ✉♥s ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❜r✐♥s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s ❞❡
♥✐✈❡❛✉ n ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ n+1✳ ▲❡s ❜r✐♥s ❛❥♦✉tés s♦♥t r❡❧✐és ❛✉①
❜r✐♥s ♣ré❡①✐st❛♥ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢ér✐❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❜r✐♥s ♣ré❡①✐st❛♥ts s❡ ✈♦✐❡♥t ❛ttr✐❜✉❡r ❞❡s
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ n + 1 ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❡✉rs ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s n ❞é❥à ♣rés❡♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❑r❛❡✲
♠❡r ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✹✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡s✲
s✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❯♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐ss❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ s✉❜❞✐✈✐s❛♥t
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t t♦✉t ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❈❛t♠✉❧❧✲❈❧❛r❦✱
❞❡ ▲♦♦♣ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

√
3✳ ❯♥t❡r❡✐♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬❯❈❇✶✸✱ ❯♥t✶✸❪ ❡♠♣❧♦✐❡♥t ❝❡ ♠♦✲

❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❡❧❡❝tr♦✲t❤❡r♠✐q✉❡✳ ■❧s ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❋❊▼ ❛✉ ♠♦❞è❧❡
♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛✐s ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs r❡st❡♥t ❞✐st✐♥❝ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r

s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

❞❡ ▲♦♦♣ ❡t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❬❑r❛✵✽❪✳

✷✳✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❡♠♣❧♦②❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐✲
sé❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ♦✉ ❞❡s ❞❡♠✐✲❛rêt❡s✱ q✉✐ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s nD r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ t♦✲
♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ❛❝❝ès à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t
❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♠♦❞é❧✐sé✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡s ❢❛❝✐❧✐t❡♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦✲
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❉❛♥s ❝❡
s❡♥s✱ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❋♦r❡st ❡t ❛❧✳ ❬❋❉❆✵✺❪✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱
♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
❞❡s é❧é♠❡♥ts s❡ tr♦✉✈❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ■❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ té✲
tr❛é❞r✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été✱ s✐ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r
str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ③ér♦✳ ■❧s ♥♦♠♠❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧✬❡♥❞r♦✐t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛②❛♥t ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ♥✉❧❧❡✳ ■❧s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈❛r✐été ❞✬✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ r❡♥❞✉ ♦✉ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡
▼❊❋✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❧♦✉r❞ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
s✐♥❣✉❧❛r✐tés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥s ❞✬é❧é♠❡♥ts✳

◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❈♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♥♦♥
♦r✐❡♥t❛❜❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s
❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✱ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛✲
❧✐sé❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s s♦♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ♦r✐❡♥t❛❜❧❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ ❜r✐♥s q✉✬✉♥❡
❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ▲❡s ❝❛rt❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s s♦♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s ❧♦✉r❞❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t s❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs s♦♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ ♥♦✉s ❛ été é♣❛r❣♥é❡ ♣❛r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡
❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❈●❆▲✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡
❣é♦♠étr✐❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à s✐♠✉❧❡r✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❡♠❜❛rq✉❡r t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳

✷✳✹ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝✐sé q✉❡ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡①❤❛✉s✲
t✐❢ ❞❡ t②♣❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s✉r✈❡♥❛♥t
❞❛♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t s❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥t❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t ❝❡ ♠♦❞è❧❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ✉♥ ❙▼❘✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛❞❛♣té à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① s✉r✈❡♥❛♥t s✉✐t❡ à ❞❡s ♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♦✉ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s♦♥t
❣érés ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✈❡❝ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❧❛ ♠✐s❡ à
❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ❙▼❘✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♦✉ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t q✉❡
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉ss✐ é❧❛❜♦ré❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡t ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥térêt
❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✳ ◆♦tr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♥♦s q✉❛✲
❞r✐❧❛tèr❡s ♦✉ ❤❡①❛è❞r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥
q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✱ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥
❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s✳ ◆♦s tr❛✈❛✉① ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ s❡❧♦♥ ✉♥
❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①
✐♥t❡r♥❡s à ✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ♦✉ ✉♥ ❤❡①❛è❞r❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡✳
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✷✳✹ ✲ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

✷✳✹✳✶ ▼✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ré❡❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥
♠♦❞è❧❡ ✈✐rt✉❡❧✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❧✉s ❝❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ✜♥❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✈✐rt✉❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬♦❜❥❡t ré❡❧✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ré❡❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✈✐rt✉❡❧ s❡r❛
❛❧♦rs ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ✜♥❡✱ ♣❧✉s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡r❛
❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
▼❊❋✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① à rés♦✉❞r❡ q✉❡ s❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✳ P♦✉r ❧❡ ❙▼❘✱
♣❧✉s ✐❧ ② ❛ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ♣❧✉s ✐❧ ② ❛ ❞❡ r❡ss♦rts ❡t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉s ❧❡s
r❡ss♦rts ♣♦✉r ❛❝❝✉♠✉❧❡r ❧❡✉r ❢♦r❝❡✱ ♣✉✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥té❣ré❡
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❜❛❧❛♥❝❡r ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
tr♦♣ ✜♥❡✱ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ tr♦♣ ❣r♦ss✐èr❡✱
✐♥❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡✉ ♣ré❝✐s❡✳ ❈❡ ♣♦st✉❧❛t ❡st ❧❡ ❢❛✐t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❡♠♣s✲ré❡❧✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬♦♥
♥♦♠♠❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡s ③♦♥❡s ❞✐t❡s r❛✣♥é❡s✱ ♦♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ③♦♥❡s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t✴♦✉ ❧❡
❞é✲r❛✣♥❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡
❞♦♥♥é✳ ▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦r❞r❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬é❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t✱ ♦✉ ❞✬♦r❞r❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧✬é❧é♠❡♥t ❡st s♦✉♠✐s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬♦r❞r❡ ♠❛tér✐❡❧
❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✉ r❡♥❞✉✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s r❛✣♥és s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛
❝❛♠ér❛✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦♠♠é❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ✭❛❜ré❣é❡ ▲❖❉ ❞❡ ❧✬❛❝r♦♥②♠❡ ❛♥❣❧❛✐s
▲❡✈❡❧ ❖❢ ❉❡t❛✐❧✮✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✢✉✐❞✐té ❞✉ r❡♥❞✉ ❡♥ ♥✬❛✣❝❤❛♥t q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t
❞❡ ♣♦❧②❣♦♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts s❡ s✐t✉❛♥t ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✉♥ ♦❜❥❡t ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ ❝❛♠ér❛ s❡r❛ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②❣♦♥❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥
♣ré❝✐s❡ ❞❡ s❡s ❞ét❛✐❧s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ré♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❡♥ ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ✉♥s✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✺ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❍P❍✾✻❪ ❡t ❞❡ ❱✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬❱❇✵✺❪

♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❙▼❘ 2❉✳ ✭a✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥

❡t ❛❧✳ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❙▼❘ 2❉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ t✐ss✉✱ s❡ ❞é♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡ t❛ss❡ ❡♥ s❡ r❛✣♥❛♥t ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛♥❣❧❡✳ ✭b✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❱✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬❱❇✵✺❪ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❙▼❘

2❉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ t✐ss✉✳

❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❍P❍✾✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✣♥❡r
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 2❉ ❞✬✉♥ ❙▼❘✱ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ré❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût
❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉ é❧❡✈é ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✺✭a✮✮✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡ ♦ù ✉♥❡

✼✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st r❡❧✐é❡ ♣❛r ❞❡s r❡ss♦rts à s❡s ✈♦✐s✐♥❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✽✲❝♦♥♥❡①✐té✳ ■❧s ♣ré❝✐s❡♥t q✉❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❙▼❘ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st tr♦♣
❣r♦ss✐❡r✱ ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛ts ré❛❧✐st❡s ❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st tr♦♣ ✜♥✱ ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts
♣❧✉s ré❛❧✐st❡s ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t✱ ❡♥ ré♣♦♥s❡✱ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✣♥❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ ré❛❧✐s♠❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st r❛✣♥é ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
r❡ss♦rts✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❥♦✐❣♥❛♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡✱ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❛♥❣❧❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥
s❡✉✐❧ ✜①é✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❧✬é✈✐t❡r ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ♠❛ss❡s
❡t ❞❡s r❡ss♦rts ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ♦ù s❡ s✐t✉❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❛✈❡❝
✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❣r♦ss✐❡r
❞❡ ✈❛❧❡✉r 0✳ P✉✐s✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥✱ ✐❧s ❣é♥èr❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠❛ss❡s
❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① r❡ss♦rts ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ 1✳ ■❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s
✓ ❛❝t✐✈❡s ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❞♦♥t
✐❧s ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✓ ✐♥❛❝t✐✈❡s ✔ q✉✐ ♥❡ r❡♥tr❡♥t
♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞❡r♥✐❡r t②♣❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✐t✉é❡s ❛✉①
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ③♦♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ✐♥t❡r✲
♣♦❧é ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛❝t✐✈❡s ❛✈♦✐s✐♥❛♥t❡s✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠❛ss❡s ♦♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❛ss❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ 0✳ ■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❛✈❡❝
✉♥ ❙▼❘ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧s ❣❛r❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ✐❧s ❞♦✉❜❧❡♥t ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r
❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✜♥❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡✱ ❛✜♥ ❞❡
❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳

❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❱✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬❱❇✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
t✐ss✉s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ r❡ss♦rts ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✺✭b✮✮✳ ❈❤❛q✉❡
t②♣❡ ❞❡ r❡ss♦rts ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ t✐ss✉ s❡❧♦♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ét✐ré✱
❝✐s❛✐❧❧é ♦✉ ❡♥❝♦r❡ t♦rs✐♦♥♥é ♦✉ ✈r✐❧❧é✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❙▼❘ ❝♦♥s✐st❛♥t
❡♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ Pr♦✈♦t ❬Pr♦✾✺❪✳ ■❧s ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣❧✐s ❞✉ t✐ss✉✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❞é❜✉t❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉❛❞r❛♥❣✉❧❛✐r❡ ré❣✉❧✐❡r ❡t ❣r♦ss✐❡r✱ q✉✐ ❡st r❛✣♥é ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
P♦✉r ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♥÷✉❞✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ✓ ❛❝t✐❢s ✔
❡t ❧❡s ♥÷✉❞s ✓ ✈✐rt✉❡❧s ✔✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ✓ ❛❝t✐❢s ✔ s♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st
❝♦♥❢♦r♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❛ ❜♦r❞✉r❡✱ ✐❧s s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts à q✉❛tr❡
é❧é♠❡♥ts✳ ■❧s ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ❛❧♦rs à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ t✐ss✉✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ✓ ✈✐rt✉❡❧s ✔ r❡♣rés❡♥t❡♥t
q✉❛♥t à ❡✉① t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♥÷✉❞s✳ ▲❡✉r ♣rés❡♥❝❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ■❧s s♦♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ tr♦✐s ♥÷✉❞s ❛❝t✐❢s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s
s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s✳ ❈❡s ♥÷✉❞s ✈✐rt✉❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ❚✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡
❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡st s❛t✐s❢❛✐t ❡♥ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❡s q✉❛tr❡ é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❝❡ ♥÷✉❞
s❡r♦♥t ❛❧♦rs r❛✣♥és ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲é❧é♠❡♥ts✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱
❧❛ ♠❛ss❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s q✉✐ s♦♥t
❛❧♦rs t♦✉s ❛❝t✐❢s✳ P✉✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st r❛✣♥é✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r
❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉ ♥÷✉❞ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥÷✉❞ ❛②❛♥t q✉❛tr❡
é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts✱ ❤✉✐t tr✐❛♥❣❧❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛tr❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✐♥❝✐❞❡♥ts ❡t ❧❡s q✉❛tr❡ ♥÷✉❞s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♥÷✉❞ ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡s ❛✐r❡s ❞❡ ❝❡s ❤✉✐t
tr✐❛♥❣❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛ss❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧♦rs ❞✉ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t

✼✾



✷✳✹ ✲ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

✐♥❝✐❞❡♥t✱ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ r❡ss♦rt ✐♥❝✐❞❡♥t s❝✐♥❞é ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✈♦✐t ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡ s❡s ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s ❞♦✉❜❧é❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① r❡ss♦rts ❝réés✳

❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❙▼❘ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❡t ❛❧✳

❞♦✉❜❧❡♥t ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❧❡✉rs r❡ss♦rts✱ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs ♥♦✉✈❡❧❧❡s
♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❱✐❧❧❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡♥t ♦✉ ♠❡tt❡♥t à ❥♦✉r ❧❡s ♠❛ss❡s ❞❡ ❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ❛❥✉st❡♥t ❧❡s
❢♦r❝❡s ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❞❡✉① ❛✉tr❡s
tr❛✈❛✉① ✿

✖ ●❛♥♦✈❡❧❧✐❡t ❛❧✳ ❬●❈▼❙✵✵❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞✬✉♥ ❙▼❘
tétr❛é❞r✐q✉❡✳ ▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ré❛❧✐sé
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ■❧s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❱❛♥
●❡❧❞❡r ❬❱❛♥✾✽❪ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s à t♦✉s
❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

✖ ❈❤♦✐ ❡t ❛❧✳ ❬❈❍❈❑✵✷❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ t♦✲
♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❛✐❧é❡ ❡t ✉♥ ❙▼❘✳ ▲♦rs ❞✬✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✱ ✐❧s ❡♠♣❧♦✐❡♥t ❞❡s
♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❝♦♠♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧s ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s ✜❧tr❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♠❛ss❡s ❞❡s
♥♦✉✈❡❛✉① ♥÷✉❞s✱ s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ♣ré❡①✐st❛♥ts✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✻ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉❡❜✉♥♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬❉❉❈❇✵✶❪✳ ▼♦❞è❧❡s tétr❛❤é❞r✐q✉❡s r❛✣♥és

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳

❉❡❜✉♥♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬❉❉❈❇✵✶❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♥✐♠❛t✐♦♥
t❡♠♣s✲ré❡❧ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ✈✐s❝♦✲é❧❛st✐q✉❡s ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✻✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ✈✐s❝♦✲é❧❛st✐q✉❡
❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s♦❧✐❞❡ é❧❛st✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡ ✈✐sq✉❡✉①✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s r❛✣♥és ♥♦♥✲❡♠❜♦îtés✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
✐❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t✱ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ q✉❛s✐✲✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ 3❉
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ tétr❛é❞r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡✳ ■❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t
❛❧♦rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥÷✉❞ ✓ ♣❛r❡♥t ✔ ❡t ✓ ❡♥❢❛♥t ✔✳ ❯♥ ♥÷✉❞ ♣❛r❡♥t ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ n
❛ ❞❡s ♥÷✉❞s ❡♥❢❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ n+1 ✭n+1 ét❛♥t ♣❧✉s ✜♥ q✉❡ n✮✳ ▲❡s ♥÷✉❞s
❡♥❢❛♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✉ ♥÷✉❞ ♣❛r❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ n + 1✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥
r❛✣♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ♣❛r❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬é❧é♠❡♥t ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❧❡s ♥÷✉❞s ❡♥❢❛♥ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞é✲r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ♦ù
❧❡s ♥÷✉❞s ❡♥❢❛♥ts s♦♥t s✉❜st✐t✉és à ✉♥ ♥÷✉❞ ♣❛r❡♥t✳ ❆✈❛♥t ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ♣❛✲
r❡♥ts ét❛✐❡♥t ✓ ❛❝t✐❢s ✔✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡ s♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ❡♥❢❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts q✉✐ ❧❡ s♦♥t✳ ❉❡s
♥÷✉❞s ❞✬✓ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✔ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❛❝t✐❢s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s rés♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s♦♥t ✐♥t❡r♣♦❧és ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ tétr❛è❞r❡ ❛❝t✐❢ ❛✉q✉❡❧ ✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ✐❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
ét✉❞✐é ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦❤❛❜✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡❢✲
❢❡t✱ s✐ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ✈✐❜r❡r à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ❞❡s
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡ ❝❡s ré❣✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t r❛✲
♣✐❞❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t
❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳ ❉❡❜✉♥♥❡ ❡t ❛❧✳ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❙▼❘ ♥❡
♣❡r♠❡t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❡t ❢réq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡
❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❊❋ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧s
♦♣t❡♥t ♣♦✉r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ▼❊❋✳
❊♥✜♥✱ ❧❡✉r ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❊♥
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♥÷✉❞s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

✷✳✹✳✷ ❉é❝♦✉♣❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✼ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tr✐❛♥❣✉✲

❧❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬❲❲❉✶✹❪✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ▲❡

♠❛✐❧❧❛❣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡♥ r♦✉❣❡✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à

❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s ✿ ▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ▲❛

sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s s❡ tr♦✉✈❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ▲❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s❡

tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s s❡ tr♦✉✈❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥

❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡ tr♦✉✈❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ s✉r

❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s s❡ s✐t✉❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t

❞❡s é❧é♠❡♥ts s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡

❛❧❧✐❛♥t r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t r❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣✉✐s sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s✳

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✲
❝♦✉♣❡✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬❲❲❉✶✹❪ ♦♥t ♣✉❜❧✐é ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡
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✷✳✹ ✲ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✼✮✳ ■❧s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡
✈✐rt✉❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✐❢✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ s✐♠✉❧❛t❡✉rs ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉① ✈✐rt✉❡❧s✳ ❈❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣rés❡♥t❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❛②❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉é
à ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s✱ ❤❡①❛é❞r✐q✉❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡
♣♦❧②❤é❞r✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡s
é❧é♠❡♥ts s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ✭❝❢✳ ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✷✳✺✼✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡ r❛♣♣♦rt ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ▼❊❋ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♣♦❧②❤é❞r✐q✉❡✱ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡t ét❡♥❞✉❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✽ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❡t ♠♦❞è❧❡ ✐ss✉s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉✐❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬❉●❲✶✶❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡

✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❧✬❆r♠❛❞✐❧❧♦ ❞❡ ❙t❛♥❢♦r❞✳ ✭a✮ ❈❡

♠♦❞è❧❡ s✉✐t❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é❝♦✉♣❡s✱ ♣❡r♠✐s❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❤❡①❛é❞r✐q✉❡✳ ✭b✮ ▲✬❛r❜r❡ ♦❝t❛❧ ❞♦♥t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s♦♥ r❛✣♥❡♠❡♥t

❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t 3❉ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❧❛♣✐♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳

◆♦✉s ❝✐t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉✐❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬❉●❲✶✶❪ ♣♦✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❤❡①❛é❞r✐q✉❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s✳ ❖r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞é❣é♥érés ❧♦rs✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣r♦❥❡t❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♦✉ ❧♦rs ❞❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ tétr❛è❞r❡ ❡st s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ s♦✉s✲tétr❛è❞r❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s
q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞é❣é♥éré ♣r♦✈♦q✉❡ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞♦✐t à t♦✉t ♣r✐s êtr❡ é✈✐té✳

✽✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ Pré✲r❡q✉✐s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❉✐❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬❉●❲✶✶❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ▼❊❋ ❤❡①❛✲
é❞r✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❞✬♦❜❥❡ts
❞é❢♦r♠❛❜❧❡s é❧❛st✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✽✭a✮✮✳ ■❧s ❡♠♣❧♦✐❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥ s❝❤é♠❛
❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞é❜✉t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❤❡①❛é❞r✐q✉❡ ❣r♦ss✐èr❡✱ ♣✉✐s
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st r❛✣♥é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳
■❧s ❡♠♣❧♦✐❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❛r❜r❡ ♦❝t❛❧ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✽✭b✮✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ♦❝t❛❧ ❡st ❛ss❡③
✜♥✱ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙t❡✐♥❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬❙❍●❙✵✻❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ✈✐r✲

t✉❡❧❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❘és✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛❜❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥

s✐♠✉❧❛t❡✉r ❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❙t❡✐♥❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬❙❍●❙✵✻❪ ♣♦✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ❙▼❘✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tétr❛è❞r✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✾✮✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ❡♠♣❧♦✐❡♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❛✣♥❛♥t ✉♥ tétr❛è❞r❡ ❡♥ s♦✉s✲tétr❛è❞r❡s s❡❧♦♥ ❞❡s
♣❛tt❡r♥s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡t ♣r♦❥❡t❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❞❡
♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s tétr❛è❞r❡s ❞é❣é♥érés✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦s tr❛✈❛✉① ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s t♦✉t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♠✲
❜❛rq✉❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②é ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ▲❈❈ q✉✐ s♦♥t ✐ss✉s ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛✲
t♦✐r❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♦r✐❡♥t❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣❛r
✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❡r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s 2❉ ♠✐①❛♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s q✉❡ ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✱ ❡t ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s
3❉ ❝♦♠♣♦sés ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❡ tétr❛è❞r❡s q✉❡ ❞✬❤❡①❛è❞r❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♣r✐s♠❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡
s❛ ❣é♥ér✐❝✐té✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡r♠❡t✱ ♣❛r s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r
t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♠♦❞é❧✐sé✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r
❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉✐t❡ à ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡t ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❣é♥é✲
r✐q✉❡s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♠♦❞é❧✐sés ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳
❊♥✜♥✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❞♦té ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ n❉ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s t♦♣♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t 2❉ s♦✐❡♥t ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❡♠♣❧♦②és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬♦❜❥❡ts s✉r❢❛❝✐q✉❡s✱ très ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t ét❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛✉① ♦❜❥❡ts ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳
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✷✳✺ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s s♦♥t ♦r✐❡♥t❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ▲❈❈✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❈●❆▲
✭❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❆❧❣♦r✐t❤♠s ▲✐❜r❛r②✮ ❬❈●❆❪✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts
♦✉✈❡rts✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❡r♠❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✐♥s ♠❛✐s
❝♦♠♣❧❡①✐✜❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s tr❛✲
✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✳
◆♦s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥t❡♥t q✉❛♥t à ❡✉① ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✳ ▲✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❡t ♣❤②s✐q✉❡ é✈✐t❡ ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♠❜❛rq✉é ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ▲❈❈
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts ✭❙▼❘✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②✲
s✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ s❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡
❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♣❡r♠❡t s♦♥ ❡♠♣❧♦✐ ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝✲
t✐✈❡s✳ ■❧ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❡♠♣s✲ré❡❧ ❛✈❡❝ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ▲❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❙▼❘ ✉t✐❧✐s❡
❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛✉❞❡t ❡t ❛❧✳ ❬❇❛✉✵✻✱ ❇❇❏+✵✾❜❪ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❤é♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♦✉ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡♥ 2❉ ❡t ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s ❡♥ 3❉✳
❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s r❛✐❞❡✉rs✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❛❧♦rs
❧✐♠✐té❡ à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡
q✉❛♥t ❛✉ t②♣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②é✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛ss❡s✲t❡♥s❡✉rs ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❬❋❛✉✶✹❪✳

◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ✭▲❈❈✰❙▼❘✮ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❡st✐♦♥
❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ré❛❧✐sés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré✲
♣été❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ♦✉ ❞✉ r❛✣♥❡♠❡♥t✳
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Chapitre 3
✓ ▲❡ ❇❛❣❛❣❡ s✬❛rrêt❛ à q✉❡❧q✉❡s ♣❛s ❞✉ ♠❛❣❡ ❡t✱ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ ♠♦♠❡♥t✱

r❡♥tr❛ s❡s ❥❛♠❜❡s✳ ❘✐♥❝❡✈❡♥t ♥❡ ❧✉✐ ✈♦②❛✐t ♣❛s ❞✬②❡✉① ♠❛✐s ✐❧ ét❛✐t sûr q✉❡

❧❡ ❝♦✛r❡ ❧❡ r❡❣❛r❞❛✐t✳ ❊t q✉✬✐❧ ❛tt❡♥❞❛✐t✳ ✓ ❱❛ ❝♦✉❝❤❡r ✔✱ ❞✐t ❧❡ ♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡

✈♦✐① ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡ ❇❛❣❛❣❡ r❡❢✉s❛ ❞❡ ❜♦✉❣❡r✱ ♠❛✐s s♦♥ ❝♦✉✈❡r❝❧❡ s✬♦✉✈r✐t ❡♥

❣r✐♥ç❛♥t ❡t r❡❧â❝❤❛ ❧❡ ❝❛❞❛✈r❡ ❞✉ ✈♦❧❡✉r✳ ✔

✭▲❡s ❆♥♥❛❧❡s ❞✉ ❉✐sq✉❡✲▼♦♥❞❡✱ ▲❛ ❤✉✐t✐è♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ✲ ❚❡rr② Pr❛t❝❤❡tt✮

▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✷ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✷✳✶ ▼❛ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✷✳✷ ❘❡ss♦rts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✸✳✹ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✸✳✹✳✶ ▲❛ ♣❛rt✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✸✳✹✳✷ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
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✸✳✶ ✲ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s t♦✉t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❡st
❝♦♥st✐t✉é ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ▲❈❈ ❡♠❜❛rq✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❙▼❘✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é
❡t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ♣❡r♠✐s❡ ♣❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡✱ ré❛❧✐sé ❡♥ 2❉✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✱ ♦✉ ❡♥ 3❉✱
s❡❧♦♥ ❧❡s ❢❛❝❡s ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ s❡r❛ ❞é❝r✐t❡✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✈❡❝ ✉♥
r❡❣❛r❞ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♣✉✐s ✉♥ r❡❣❛r❞ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❙▼❘✳
❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❛♠è♥❡ à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rç❛❣❡ ❡t ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿ é❧é♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ 2❉ ❡t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ 3❉✳

✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ✿ ▲❈❈✰❙▼❘✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ▲❈❈ ❡♠❜❛rq✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉
❙▼❘✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ▲❈❈✰❙▼❘✳ ✭a✮ ❯♥ ♦❜❥❡t 3❉ r❡♣rés❡♥té ♣❛r

✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ✭b✮ ▲❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 3❉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

✭c✮ ▲❛ ▲❈❈ ❛✈❡❝ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s 3❉ ❛✉① s♦♠♠❡ts✳ ✭d✮ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡

✉♥✐✜é q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❧❛ ▲❈❈ 3❉ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✭c✮ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s β2 ❡t β3 ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭d✮✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

✖ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✭a✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ▲❈❈✰❙▼❘ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡♥ 2❉ ♦✉ ❞✬❤❡①❛è❞r❡s ❡♥ 3❉✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s
❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣❡r♠❡t
❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ♦✉
❤❡①❛è❞r❡ ♥✬ét❛♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣❛r❞❡ ❝❡tt❡ ❣é♥ér✐❝✐té ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ▲❈❈ ❛②❛♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❣é♥ér✐❝✐té ❣râ❝❡ à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

✖ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✭b✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 3❉ ✐ss✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✭a✮✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 3❉ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐
❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❞❡✉① 3✲❝❡❧❧✉❧❡s✱ ♦♥③❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡s✱ ✈✐♥❣t 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❞♦✉③❡ 0✲❝❡❧❧✉❧❡s✳

✖ ▲❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ 3❉ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s R3✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s s♦♠✲
♠❡ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t ❛ttr✐❜✉és ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s 3❉✱ ❣râ❝❡
❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛ttr✐❜✉t ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡
❣é♦♠étr✐❡ à ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❈❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ▲❈❈✱ r❡♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✭c✮✳

✖ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts st♦❝❦❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ▲❈❈✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✭d✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ▲❈❈✰❙▼❘ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t✳

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✷✭a✮ ❡t ✭b✮ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ 2❉ ❡t 3❉ ❞❡ ♥♦tr❡ ▲❈❈✰❙▼❘✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t
♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ P♦✉r ❧❡
❝❛s 2❉✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ q✉✐ ❛ été ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✉♥❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡✱ q✉❛tr❡
1✲❝❡❧❧✉❧❡s ❡t q✉❛tr❡ 0✲❝❡❧❧✉❧❡s✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ q✉✐ ❛ été ❞é❝♦♠♣♦sé
❡♥ ✉♥❡ 3✲❝❡❧❧✉❧❡✱ s✐① 2✲❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❞♦✉③❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❤✉✐t 0✲❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡ ❙▼❘ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡♥
2❉ ❡t ❞✬❤❡①❛è❞r❡s ❡♥ 3❉✳ ❈❡ ❙▼❘ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ r❡ss♦rts✱ ❝❡✉① ❞✐s♣♦sés s✉r ❧❡s
❛rêt❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ 2❉ ❡t ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ 3❉✮✱ ❡t ❝❡✉① s✐✲
t✉és à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳ ▲❡s
✜❣✉r❡s ✸✳✷✭a✮ ❡t ✭b✮ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦rts ♣♦✉r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t
2❉ ❡t 3❉✳ ❊♥ 2❉✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥ r❡ss♦rt s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❞✉ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡✉① r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s à ❧✬é❧é♠❡♥t✳ ❊♥ 3❉✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❞♦✉③❡ r❡ss♦rts
❞✐s♣♦sés s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧✬❤❡①❛è❞r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❡t ❞❡ r❡s✲
s♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s à ❧✬é❧é♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❛✉❞❡t ❡t

❛❧✳ ❬❇❛✉✵✻✱❇❇❏+✵✾❜❪✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉

❙▼❘ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ▲❈❈ ❣râ❝❡ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
P❛rt✐❝✉❧❡ ❡t ❘❡ss♦rt s♦♥t ❛✐♥s✐ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① 0✲❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❛✉① 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡
❧❛ ▲❈❈✳ ▲✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❙▼❘ ❛✈❡❝ ❧❛ ▲❈❈ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✖ ❈❤❛q✉❡ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡♠❜❛rq✉❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✉ ❙▼❘✱ ❣râ❝❡ à s♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛ttr✐✲
❜✉t P❛rt✐❝✉❧❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s P❛rt✐❝✉❧❡ st♦❝❦❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s q✉✐ ❧✉✐
s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ❊❧❧❡ st♦❝❦❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉✲
✈❛♥t s✬❡①❡r❝❡r s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✜①é❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ❞❡s ❛①❡s ❞✉ r❡♣èr❡✳
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡sts ❞✬ét✐r❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡✲
♠❡♥t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ✢❡①✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①

✽✼



✸✳✶ ✲ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é

❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❝❝✉✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞✉❡s ❛✉① r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❞é❥à ❛ss♦❝✐é❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t à ❧❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✭c✮✮✳

✖ ❈❤❛q✉❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡♠❜❛rq✉❡ ✉♥ r❡ss♦rt ❞✉ ❙▼❘✱ ❣râ❝❡ à s♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛ttr✐✲
❜✉t ❘❡ss♦rt✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❘❡ss♦rts st♦❝❦❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r✱ ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ r❡ss♦rt ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ▲❛
❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ♥♦té❡ L0 ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞✉ r❡ss♦rt✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ L0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❘❡ss♦rt st♦❝❦❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞✉ r❡ss♦rt✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞✬êtr❡ st♦❝❦é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ r❡ss♦rt
❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ é❧é♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡①tré✲
♠✐tés ❞✉ r❡ss♦rt ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ré❝✉♣éré❡s ❡♥ ❛❝❝é❞❛♥t ❞❡♣✉✐s ❧❡s 0✲❝❡❧❧✉❧❡s
❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡
♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❞❡ t②♣❡ ✓ ✢❡①✐♦♥ ✔ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ▲♦✉❝❤❡t ❡t ❛❧✳ ❬▲P❈✾✺❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s à ✉♥ é❧é♠❡♥t
q✉✬✐❧s ♥♦♠♠❡♥t r❡ss♦rts ❞❡ t②♣❡ ✓ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✔✳

✖ P♦✉r ✜♥✐r✱ ❞❡✉① ✭r❡s♣✳ q✉❛tr❡✮ r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① s♦♥t ❞é✜♥✐s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ t②♣❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ✭r❡s♣✳ ❤❡①❛è❞r❡✮✳ ▲❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣♦rtés ♣❛r ✉♥
é❧é♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♣❡✉✈❡♥t ❧✬êtr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✉① 0✲❝❡❧❧✉❧❡s ♦✉ ❧❡s r❡ss♦rts
❛✉① 1✲❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t st♦❝❦és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r✳
■❧s s♦♥t ré❢ér❡♥❝és ♣❛r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✐t✉é❡s à ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧
st♦❝❦❡ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ♦✉ 3✲❝❡❧❧✉❧❡ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✱ ❡t s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
✐♥✐t✐❛❧❡ ♥♦♠♠é❡ é❣❛❧❡♠❡♥t L0✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ❝❛rrés ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s q✉❡
L0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡♥ r❡✈❡♥❛♥t s✉r ❧✬❛s♣❡❝t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts
♦✉✈❡rts✱ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②é ✭❝❢✳ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ✐♥❝❧✉t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡✳ ▲❡s ❜r✐♥s s✐t✉és s✉r ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❛❧♦rs
2✲❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❡t 3✲❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡
♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥ s♦♠♠❡t ❡♥ 2❉✱ ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t
❡t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ 3❉✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s
✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❢❡r♠és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s 2❉✱ ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r β21 ❞❡♣✉✐s ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ s♦♠♠❡t ❥✉sq✉✬à r❡t♦♠❜❡r s✉r
❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♥♦✉s t♦♠❜♦♥s s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ✐♥✈❡rs❡ ✿ β02
❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉ s♦♠♠❡t✳
❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s ♣❛r❝♦✉rs✭✐♥✈♦❧✲♣❡r♠✉✮✱ ❧❛
♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡t✴♦✉ ❞✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✿ ✐♥✈♦❧✲♣❡r♠✉✱
❣èr❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ♦✉✈❡rts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡ ❜r✐♥s ❧✐❜r❡s
♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛r❝♦✉rs✭β21✮
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥ s♦♠♠❡t ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t
à ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ♣✉✐s s✐ ✉♥ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡ ❡st r❡♥❝♦♥tré✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s❡ ❝❤❛r❣❡r❛ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs
✐♥✈❡rs❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t β02 ✭❝❢✳ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸✮✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❣èr❡ ❧❡s
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ✐❣♥♦r❡ ❧❡s ❜r✐♥s ❞é❥à ♣❛r❝♦✉r✉s✳

✽✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❯♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡t ✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈❈✰❙▼❘✳ ✭a✮ ❯♥

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ▲❈❈✰❙▼❘✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ❞❡ q✉❛tr❡

r❡ss♦rts ❞✉ ❙▼❘✱ ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① 0✲❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❛✉① 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ▲❈❈✳ P❛r ❞é❢❛✉t✱ ✉♥❡

❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s P❛rt✐❝✉❧❡

r❛ss❡♠❜❧❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✉ ❙▼❘✱ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❧❛

▲❈❈✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❘❡ss♦rt r❛ss❡♠❜❧❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞✬✉♥ r❡ss♦rt ❞✉ ❙▼❘✱

❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ▲❈❈✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r st♦❝❦❡ ❧❡s ❞❡✉① r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①

❞✉ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s✳ ✭b✮ ❯♥ ❤❡①❛è❞r❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡

▲❈❈✰❙▼❘✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❤✉✐t ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ❞❡ ❞♦✉③❡ r❡ss♦rts ❞✉ ❙▼❘ ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❛✉① 0✲❝❡❧❧✉❧❡s ❡t ❛✉① 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ▲❈❈✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ✭a✮ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡

❞♦♥♥é❡s st♦❝❦❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❙▼❘✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s

r❡❧❛t✐♦♥s β2 ❡t β3 ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭b✮✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ♣♦✉r ❧❡

❝❛s 2❉ ❡t 3❉✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞✉ s②stè♠❡✳
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✸✳✷ ✲ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é

✸✳✷ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é

P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❜✉t❡ ♣❛r ✉♥ ♣ré✲
tr❛✐t❡♠❡♥t ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✱ ♣✉✐s ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st
s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é
❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t s♦♥ ♦❜t❡♥t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ♣❧✉s ❡♥
❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s♦♥t st♦❝❦é❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♣✉✐s ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❤②s✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ❙▼❘✳

12 2 3 

0 0 0 

0.1 0 0 

0.2 0 0 

0 0.1 0 

0.1 0.1 0 

0.2 0.1 0 

0 0 0.1 

0.1 0 0.1 

0.2 0 0.1 

0 0.1 0.1 

0.1 0.1 0.1 

0.2 0.1 0.1 

8 0 1 4 3 6 7 10 9 

8 1 2 5 4 7 8 11 10 

✭❛✮

0 1 2 

3 4 5 

9 10 11 

6 7 8 

X 

Y 

Z 

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ✭a✮ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r st♦❝❦❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♥é❝❡s✲

s❛✐r❡s à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0.1 × 0.1 × 0.1✳ ✭b✮ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ✜❝❤✐❡r ♣rés❡♥té ❞❛♥s ✭a✮ ♣rés❡♥t❛♥t

❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts✳

▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s 2❉ ♦✉ 3❉✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡ ✜❝❤✐❡r ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts
s✉✐✈✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ■❧
❧✐st❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s 3❉ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
P✉✐s✱ ✐❧ ❞é❝r✐t ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡s s♦♠♠❡ts
s✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞❡① ❞❡s s♦♠♠❡ts ❧❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❞❡ ❝❡tt❡
♠❛♥✐èr❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s 2❉ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ q✉❛❞r❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ❢❛❝❡s
❞❡ ❢♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♠✐①t❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ r❛ss❡♠❜❧❛♥t
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❢❛❝❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥és✳ ❊♥ 3❉✱ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s tétr❛é❞r✐q✉❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❤❡①❛é❞r✐q✉❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♠✐①❛♥t
❞❡s tétr❛è❞r❡s ❡t ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✭a✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✭a✮✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡
❞♦✉③❡ s♦♠♠❡ts✱ ❞❡ ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ❡t q✉✬✐❧ ❡st ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞♦✉③❡ ❧✐❣♥❡s
❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ❝♦✲
♦r❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s♦♥t r❛♥❣é❡s s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ X ✱ Y ♣✉✐s Z ✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤✐✛r❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts
❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s✱ ❧❡s ❞❡✉①
❧✐❣♥❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛r ✉♥ 8✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡✱ ❧❡s ❝❤✐✛r❡s q✉✐ ❢♦♥t s✉✐t❡ ❛✉ 8 ❝♦rr❡s✲

✾✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✐♥❞❡① ❞❡s s♦♠♠❡ts ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✭b✮ ♠♦♥tr❡
❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ✐♥❞❡① s♦♥t ré♣❛rt✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s
q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ré❣✉❧✐❡rs ❝♦♠♣♦sés ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ♦✉ ❞✬❤❡①❛è❞r❡s✱ ❝❡s ✜❝❤✐❡rs s♦♥t
❣é♥érés ❡♥ s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡❧♦♥ X ✱ Y ❡t Z ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs✳

✖ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ▲❈❈ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 2❉✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❈●❆▲✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣♦s❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ▲❈❈ s✉r❢❛❝✐q✉❡
à ♣❛rt✐r ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞❡ ❢❛❝❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P✉✐s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ré❝✉♣éré❡s✳ ❯♥❡ ❢❛❝❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝réé❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞❡①✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ t♦✉t ❢♦r♠❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❡♥ ❧✐❛♥t ♣❛r β2 ❧❡s ❢❛❝❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t
✉♥❡ ❛rêt❡✳

✖ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ▲❈❈ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 3❉✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧✐❜r❛✐✲
r✐❡ ❈●❆▲✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ tétr❛è❞r❡s ❡t ❞✬❤❡①❛è❞r❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s s♦♠♠❡ts ❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣é♥érés✱
❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣❛rt❛❣❡❛♥t ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r β3✳

◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉
❙▼❘✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ▲❈❈✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠❛ss❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❙▼❘✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣♦✉rs✉✐✈r♦♥s ❛✈❡❝
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❞✉ ❙▼❘✳

✸✳✷✳✶ ▼❛ss❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡

q✉❛tr❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ▲❡s ❢❛❝❡s Fi ♦♥t ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

li ❡t hi ❛✈❡❝ i ∈ {0, 1, 2, 3}✳ ▲❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉ s♦♠♠❡t s✳

❈❛s ✷❉

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t
F3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ s♦♥t ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉

✾✶



✸✳✷ ✲ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é

s♦♠♠❡t s✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥ à ✉♥ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✳ P♦✉r
ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❜r✐♥s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♣❛r❝♦✉rs✭β21✮ s✉r ✉♥ ❞❡s ❜r✐♥s ♣❛rt❛♥t ❞❡
s✳ ▲❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts
✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ✿

ms =
1

4

∑

e∈Fs

ρe Ae

♦ù ms ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s✱ Fs ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à s✱ ρe ❡st
❧❛ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t e ❡t Ae ❡st ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t e ✭s♦✐t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r he× ❧❛
❧❛r❣❡✉r le ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝❛rré❡ ♦✉ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✮✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s he ❡t le ❞❡
❧✬é❧é♠❡♥t e✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r st♦❝❦é❡ ❞❛♥s L0 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ r❡ss♦rt ❛ss♦❝✐é à ✉♥
❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧✬é❧é♠❡♥t e ❡t ❧❡ L0 ❞✉ r❡ss♦rt ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ β1 ❞❡ ❝❡ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s
✐❝✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡s ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥s❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡✳

s 

Vol0 Vol1 

Vol2 Vol3 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♥st✐t✉é

❞❡ q✉❛tr❡ ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0✱ Vol1✱ Vol2 ❡t Vol3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ▲❡s ❜r✐♥s ❡♥ r♦✉❣❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à s✳ ▲❡s ❜r✐♥s r♦✉❣❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s

ré♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à s ♣❛r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à s✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢

❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳

❈❛s ✸❉

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡ ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0✱ Vol1✱ Vol2
❡t Vol3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ❡♥ r♦✉❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡✱ ✉♥ s♦♠♠❡t ♣♦ssè❞❡ tr♦✐s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts
♣❛r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t✳ P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡s tr♦✐s ❜r✐♥s ♣❛rt❛♥t ❞❡ s ❡t ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ Vol ✱
♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ b ✐♥❝✐❞❡♥t à s ❡t Vol ✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t b = β21(b)✱ ❥✉sq✉✬à r❡t♦♠❜❡r s✉r ❧❡ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❝❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✱ s❛✉❢ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✐❝✐
t♦♠❜❡r s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ❧✐❜r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣❡r♠❡tt♦♥s q✉❡
❞❡s ❜r✐♥s 3✲❧✐❜r❡s✳

▲❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥
❞❡ s❡s ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ♠❛ss❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❧♦rs ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥
♣❛r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à s✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ♣r♦❝é❞❡r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡
♣❛r❝♦✉rs ♣ré❝é❞❡♥t ✿ β21✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✱ ✐❧s s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝❛r s ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t

✾✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

à q✉❛tr❡ ✈♦❧✉♠❡s ❡t s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❜r✐♥s ré♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✿ ✓ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à s
♣❛r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à s ✔✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ b ♣❛rt❛♥t ❞❡ s✳ ❈❡ ❜r✐♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♣❛r❝♦✉rs✭β32✮ s✉r ❧❡s tr♦✐s
❜r✐♥s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r β21✳ ◆♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❝♦♠♠❡ tr❛✐té ❝❡s tr♦✐s ❜r✐♥s✳ ◆♦✉s r❡❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❛
♣r♦❝é❞✉r❡ s✉r ✉♥ ❜r✐♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛rq✉é ❝♦♠♠❡ tr❛✐té✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ été ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡
♣❛r❝♦✉rs✭β32✮✳ ■❧ r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s
❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à ❛✈♦✐r ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s ♣❛r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ❤❡①❛é❞r✐q✉❡ ❡st ✿

ms =
1

8

∑

e∈Vols

ρe Ve

♦ù ms ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s✱ Vol s ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts à s✱ Ve
❡t ρe s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t e✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ ♣❛✈é Vol ✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ré❝✉♣ér❡r s❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r st♦❝❦é❡ ❞❛♥s L0 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ r❡ss♦rt ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❜r✐♥ b0 ✐♥❝✐❞❡♥t à Vol ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ L0 ❞✉ r❡ss♦rt ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❜r✐♥ b1 = β21(b0) ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ L0 ❞✉ r❡ss♦rt ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❜r✐♥
b2 = β21(b1)✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐❝✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♣❛✈é ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❡♥ tétr❛è❞r❡s ❧✬❤❡①❛è❞r❡ ❞♦♥t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣r❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ s♦♠♠❡r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts tétr❛è❞r❡s
s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✳

✸✳✷✳✷ ❘❡ss♦rts

❈❛s ✷❉

r ha 

hb
 

la lb
 

F2 F3 

F0 F1 

d 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ r❡ss♦rt✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3 s♦♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t la✱ha✱ lb✱ha✱ la✱hb ❡t lb✱hb✳ ▲❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧✬❛rêt❡

❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ r❡ss♦rt r ✳

✾✸



✸✳✷ ✲ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é

✖ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ r❡ss♦rt ♣♦rté ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ▲❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✉♥ ❡t ❞❡✉①✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✱ ❧❡ r❡ss♦rt r ❡st ♣❛rt❛❣é ♣❛r ❧❡s 2✲❝❡❧❧✉❧❡s ✿ F0 ❡t F1 ❡t ❡st ♣♦rté
♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts
s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s
♠❛tér✐❛✉① q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❬❇❇❏+✵✾❛❪✳ ▲❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ r❡ss♦rt ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r i ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ F ❞♦♥♥é❡✱
❡st ❢♦r♠✉❧é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

kF (i , j) =
E

(

j2 (3 ν + 2)− i2
)

4 i j (1 + ν)

♦ù E ❡t ν s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
✭♦✉ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t F ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❤étér♦❣è♥❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① r❛✐❞❡✉rs ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
2❉ F ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ lX ❡t lY s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r kF (lX , lY ) ❡t kF (lY , lX )✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✉ r❡ss♦rt r ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

kr = kF0(L0(r),L0(s0)) + kF1(L0(r),L0(s1))

L0(r) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ st♦❝❦é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ r❡ss♦rt r ✳ ❊❧❧❡ ❛ été ✐♥✐t✐❛✲
❧✐sé❡ à h0✳ s0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❡ss♦rt ❛ss♦❝✐é ❛✉ β1 ❞✉ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à r ❡t à F0✳ L0(s0) ❛
été ✐♥✐t✐❛❧✐sé à la✳ s1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❛✉ r❡ss♦rt ❛ss♦❝✐é ❛✉ β1 ❞✉ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t
à r ❡t à F1✳ L0(s0) ❛ été ✐♥✐t✐❛❧✐sé à lb✳

kr =
E(l2a (3 ν+2)−ha2)
4 la ha(1+ν)

+
E(l2b (3 ν+2)−ha

2)
4 lb ha(1+ν)

✖ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✉ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ d ✭r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✈❡rt ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✮
❡st ✐♥t❡r♥❡ à ❧✬é❧é♠❡♥t 2❉ F0 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ la ❡t ha✱ ❡st ❢♦r♠✉❧é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

kd =
E

(

la
2 + ha

2
)

4 la ha (1 + ν)
.

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛✉❞❡t ❡t ❛❧✳✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❞❡✉① r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①
✐♥t❡r♥❡s à ✉♥ é❧é♠❡♥t ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r✳

❈❛s ✸❉

❯♥ ✈♦❧✉♠❡ Vol ❞❡ t②♣❡ ♣❛✈é ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r tr♦✐s ❧♦♥❣✉❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❙❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡❧❧❡s ❞❡ s❡s ❛rêt❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ 3❉✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s
s❡r♦♥t ♥♦té❡s {XVol ,YVol ,ZVol} ✭❝❢✳ XVol3 ✱ YVol3 ❡t ZVol3 ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✭b✮✮✳ ◆♦✉s ❧❡s
r❡tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡s L0 st♦❝❦é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s r❡ss♦rts ❛ss♦❝✐és ❛✉① tr♦✐s ❜r✐♥s ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ β21 s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à Vol ✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ tr♦✐s
❛rêt❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦♥♥é✱ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❝❡ ✈♦❧✉♠❡✳

✖ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✉ r❡ss♦rt r ✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à r ♣❛r
✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à r ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ✐♥✲
❝✐❞❡♥ts ✭❜r✐♥s r♦✉❣❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✮✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♣❛r❝♦✉rs✭β23✮ s✉r ✉♥
❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à r ✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡ ♣❛r❝♦✉rs✱ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ✉♥ ❜r✐♥ s✉r ❞❡✉①✳ ❈❤❛q✉❡ ❜r✐♥
sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à r ✱ ❛✉
❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ r❡ss♦rt✱

✾✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ r❡ss♦rt✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡

❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0✱ Vol1✱ Vol2 ❡t Vol3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ▲❡s ❜r✐♥s ❡♥ r♦✉❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

❛✉① ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧✬❛rêt❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ r❡ss♦rt r ✳ ▲❡s ❜r✐♥s r♦✉❣❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s ré♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿ ✓ ❯♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à r ♣❛r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à r ✔✳

✭a✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♦ù s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ✭❡♥ ✈✐♦❧❡t✮ ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s

é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s 2✲❝❡❧❧✉❧❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉ r❡ss♦rt r ❛✐♥s✐ q✉❡

❝❡✉① ❞❡s 2✲❝❡❧❧✉❧❡s s✐t✉é❡s ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❧❛♥✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ♠❛✐s s❛♥s ❧❡s r❡ss♦rts✱ ♣♦✉r ♣❧✉s

❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳

♣♦rté ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r i ✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ Vol ❡st ❢♦r♠✉❧é
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

kVol(i , j , k) =
E

(

6 j2k2 (1 + ν) + (ν(j2 + k2)− i2)
(

i2 + j2 + k2
))

24 (1 + ν) i j k
.

♦ù E ❡t ν s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
✭♦✉ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t Vol ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❤étér♦❣è♥❡✮✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s tr♦✐s r❡s✲
s♦rts ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❛rêt❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ Vol ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s {XVol ,YVol ,ZVol}
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r kVol(XVol ,YVol ,ZVol)✱ kVol(YVol ,XVol ,ZVol) ❡t kVol(ZVol ,XVol ,YVol)✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✉ r❡ss♦rt r ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

kr = kVol0(ZVol0 ,XVol0 ,YVol0)

+ kVol1(ZVol1 ,XVol1 ,YVol1)

+ kVol2(ZVol2 ,XVol2 ,YVol2)

+ kVol3(ZVol3 ,XVol3 ,YVol3)

♦ù ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol i ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ XVol i ✱ YVol i ❡t ZVol i ❛✈❡❝ i ∈ {0, ..., 3}✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ L0(r) = ZVol i ✳

✖ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ d ✐♥t❡r♥❡ à ✈♦❧✉♠❡ Vol i ❡st ❢♦r♠✉❧é ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

kd =
E

(

XVol i
2 + YVol i

2 + ZVol i
2
)2

24 (1 + ν) XVol i YVol i ZVol i
.

◆♦t♦♥s q✉❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛✉❞❡t ❡t ❛❧✳✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
q✉❛tr❡ r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s à ✉♥ é❧é♠❡♥t✱ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ r❛✐❞❡✉r✳

✾✺



✸✳✸ ✲ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡

✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡

❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛ été ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r❢❛❝✐q✉❡
♦✉ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❛✉ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛ été ❡①♣❧✐❝✐té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✷✳✷✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✐❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦ù✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ ❙▼❘ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s
✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳ ▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t❡
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿ ❇♦✉❝❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❙▼❘✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ ❙▼❘✳
P♦✉r t♦✉s ▲❡s r❡ss♦rts ❞✉ ❙▼❘ ❢❛✐r❡

❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ r❡ss♦rt❀
❆❝❝✉♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡ s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞✉ r❡ss♦rt❀

❆❝❝✉♠✉❧❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡①t❡r♥❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ ❙▼❘❀
P♦✉r t♦✉s ▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ ❙▼❘ ❢❛✐r❡

❆❝❝✉♠✉❧❡r ❧❛ ❣r❛✈✐té❀
❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡❀
■♥té❣r❡r ❝❡tt❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡❀
▼✉❧t✐♣❧✐❡r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❛
✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉❀
■♥té❣r❡r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡❀

Mise à jour 

Informations physiques du modèle 

Accumulation des forces internes et externes 

Calcul de l’accélération 

Intégration des nouvelles vitesses et positions  

 

Boucle de simulation 

Critère de raffinement 

Processus de raffinement 

non 

oui 

Découpe 
non 

oui 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
❞é❝♦✉♣❡ ♦✉ ❞✉ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ■❧s s♦♥t s✉✐✈✐s ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣r♦♣♦s ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳

✾✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

✸✳✹ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ✐♥térêts ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❡st ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛♣♣♦rt❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱
♣♦✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❊❧❧❡
❢❛❝✐❧✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛
♣❛rt✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❛ss❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ♣❡r♠❡t q✉❛♥t à ❧✉✐ ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t
❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛♣rès ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡t ❛s♣❡❝t ♣❛r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s
❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ 2❉✱ ❡t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❢❛❝❡s ❡♥ 3❉✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré♣été❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣rés❡♥té✱ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦✉s✉r❡ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉
♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

✸✳✹✳✶ ▲❛ ♣❛rt✐❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❞é❝♦✉s✉r❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✭❝❢✳ ❧❛
♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸✮✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥ ❜r✐♥✳ ❊♥ 2❉✱ s✐ ❝❡ ❜r✐♥ ♥✬❡st
♣❛s 2✲❧✐❜r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st 2✲❞é❝♦✉s✉✳ ▲✬❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡st ❛✐♥s✐ s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉①✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s
q✉✐ ét❛✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à ❝❡tt❡ ❛rêt❡✱ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ ❊♥ 3❉✱ s✐ ❝❡ ❜r✐♥
♥✬❡st ♣❛s 3✲❧✐❜r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st 3✲❞é❝♦✉s✉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❢❛❝❡
✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❝❡ ❜r✐♥✳ ▲❛ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡st ❛❧♦rs s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉①✳ ▲❡s ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s q✉✐ ét❛✐❡♥t
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✱ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳

▲♦rs ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s β2✱ ❡♥ 2❉✱ ♦✉ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s β3✱ ❡♥ 3❉✱ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♦✉
❞❡s ❛rêt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s❝✐♥❞és✳ ▲❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ✭r❡s♣✳ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✮ e ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t
✭r❡s♣✳ ✉♥❡ ❛rêt❡✮ e ′✱ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t st♦❝❦é ♣❛r e✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ e ′✳ e ′ ❡st ❞♦♥❝
❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛ttr✐❜✉t r❡♥❢❡r♠❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬❛ttr✐❜✉t ❞❡
e✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳

▲❡s s❝❤é♠❛s ✸✳✾ ❡t ✸✳✶✵ ♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ 2✲❞é❝♦✉s✉r❡ ❡t ❞❡
3✲❞é❝♦✉s✉r❡✳

✖ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✭a✮ ❞é❜✉t❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡
q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ▲❡s ❜r✐♥s ba ❡t bb s♦♥t ❛❧♦rs
r❡❧✐és ♣❛r β2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❢❛❝❡s F0 ❡t F1 s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s s❡❧♦♥ ❧✬❛rêt❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡
❝❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡tt❡ ❛rêt❡ ♣♦rt❡ ❧❡ r❡ss♦rt r ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✭b✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♣rés❡♥té ❞❛♥s ✭a✮✱ s✉✐t❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡
s✉r ❧❡ ❜r✐♥ ba✳ ▲❛ ❧✐❛✐s♦♥ β2 r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❜r✐♥s ba ❡t bb ❡st ❛❧♦rs s✉♣♣r✐♠é❡✳ ▲❡s ❢❛❝❡s F0
❡t F1 ♥❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ β2 ❡♥tr❡ ❧❡s ❜r✐♥s ba ❡t bb✱ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞✉
s♦♠♠❡t s ❡♥ ❧❡ s♦♠♠❡t s ′✳ ▲✬❛ttr✐❜✉t st♦❝❦é ♣❛r s ❡st ❛❧♦rs ❝♦♣✐é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s ′✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧✬❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ba✱ ♣♦rt❛♥t ❧❡ r❡ss♦rt r ✱ ❡st s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉①✳ ❙❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
✐♥❝✐❞❡♥t❡ à F0✱ ♣♦rt❡ ❧❡ r❡ss♦rt r ✳ ❙❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à F1✱ ♣♦rt❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ r ′

❞✉ r❡ss♦rt r ✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s st♦❝❦é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts s❝✐♥❞és ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♣✐❡
s❡r♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s

✾✼
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F2 F3 

F0 F1 ba 

r 

s 

bb 

ra 

d 

sa 

✭❛✮

F2 F3 

F0 F1 

r 

s s’ 

r’ 

ba 
bb 

ra 

sb sc 

da 

db 

bc 

bd 
be 

✭❜✮

F2 F3 

F0 F1 

r 

s s’ 

r’ 

ba bb 

ra 

d 

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♥st✐t✉é

❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ▲❡ ❜r✐♥ ba ❡st ❧✐é ♣❛r β2 à bb✳

✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t

❡♥ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ β2 ❡♥tr❡ ba ❡t bb✱ ❧❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t s ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t s ′ ❡t ❧❛

s❝✐ss✐♦♥ ❞✉ r❡ss♦rt r ❡♥ ✉♥ r❡ss♦rt r ′✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s r❡ss♦rts ra ❡t r ′ ❡t ❧❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ db ♦♥t

♣♦✉r ❡①tré♠✐té ❧❡ s♦♠♠❡t s ❛❧♦rs q✉✬✐❧s ❞❡✈r❛✐❡♥t ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ❧❡ s♦♠♠❡t s ′✳ ✭c✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ✭b✮ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠✐s❡

à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡s r❡ss♦rts ❡♥ ❧❡s r❡❧✐❛♥t ❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t s ′✳

✾✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

Vol0 Vol1 

Vol2 Vol3 

ba 

sa 

sb 

sc 

sd 

bb 

✭❛✮

Vol0 Vol1 

Vol2 Vol3 

sa 

s’a 

sb s’b 

sc 

sd 

ba bb 
bc 

se sf 

✭❜✮

Vol0 

Vol2 Vol3 

sa s’a 

sb s’b 

sc 

sd 
Vol1 

ra 

r’a 

rb 

rc 

se 

sf 

sg 

sh 

da 

db 

✭❝✮

Vol0 Vol1 

Vol2 Vol3 

sa 

s’a 

sb s’b 

sc 

sd 

rb 

rc 

ra r’a 

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♥st✐t✉é

❞❡ q✉❛tr❡ ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0✱ Vol1✱ Vol2 ❡t Vol3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ▲❡ ❜r✐♥ ba ❡st ❧✐é ♣❛r

β3 à bb✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s β3 ❡♥tr❡ ❧❡s ❤✉✐t ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ ❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à

Vol0 ❡t Vol1✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts sa ❡t sb s♦♥t s❝✐♥❞és ❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s ′a ❡t s
′
b✳ P♦✉r ❞❡s

r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s r❡ss♦rts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ✭a✮ ❡t ✭b✮✳ ✭c✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ✭b✮ ♠♦♥tr❛♥t ❧❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞✉ r❡ss♦rt ra ❡♥ ❧❡ r❡ss♦rt r ′a✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉① r❡ss♦rts s♦♥t r❡♣rés❡♥tés

❡♥ r♦✉❣❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ tr♦✐s r❡ss♦rts s♦♥t s❝✐♥❞és ❧♦rs ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ▲❡s r❡ss♦rts ❡♥

r♦✉❣❡ ❡t ❡♥ ✈❡rt ♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ❧❡s s♦♠♠❡ts sa ❡t sb✳ ✭d✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭c✮✱ ❛♣rès

❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s

❡①tré♠✐tés ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs r❡ss♦rts✳ ■❧s ♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡①tré♠✐tés s ′a ❡t s
′
b ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ sa ❡t

sb✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s ❜r✐♥s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ✭c✮ ❡t ❞❛♥s ✭d✮✱ ♠❛✐s ✐❧s

r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s r❡ss♦rts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✭a✮ ❡t ✭b✮✳
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✸✳✹ ✲ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡

♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ s♦♠♠❡t sa ♥✬❡st ♣❛s s❝✐♥❞é ❝❛r t♦✉s s❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ β12 ♦✉ β02✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❜✐t❡
❞❡ ❧❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ sa✳

✖ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ❞é❜✉t❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡
❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0✱ Vol1✱ Vol2 ❡t Vol3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ▲❡s ❜r✐♥s ba ❡t bb s♦♥t
❛❧♦rs r❡❧✐és ♣❛r β3✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❤❡①❛è❞r❡s Vol0 ❡t Vol1 s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts s❡❧♦♥ ❧❛ ❢❛❝❡
✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❝❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭b✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ✭a✮✱ s✉✐t❡
à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ s✉r ❧❡ ❜r✐♥ ba✳ ◗✉❛tr❡
❧✐❛✐s♦♥s β3✱ ❞♦♥t ❝❡❧❧❡ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❜r✐♥s ba ❡t bb✱ s♦♥t ❛❧♦rs s✉♣♣r✐♠é❡s✳ ▲❡s ❤❡①❛è❞r❡s
Vol0 ❡t Vol1 ♥❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s ❛❞❥❛❝❡♥ts ❡♥tr❡ ❡✉①✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❧✐❛✐s♦♥s β3✱ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts sa ❡t
sb ❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s ′a ❡t s ′b✳ ▲✬❛ttr✐❜✉t st♦❝❦é ♣❛r sa ✭r❡s♣✳ sb✮ ❡st
❛❧♦rs ❝♦♣✐é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s ′a ✭r❡s♣✳ s ′b✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭c✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ tr♦✐s
r❡ss♦rts ♦♥t été ❝réés✳ P❛r♠✐s ❝❡s tr♦✐s r❡ss♦rts✱ ❧❡ r❡ss♦rt r ′a ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♣✐❡
❞✉ r❡ss♦rt ra✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s st♦❝❦é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts s❝✐♥❞és ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♣✐❡
s❡r♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ 2❉✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts sc ❡t sd ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❝✐♥❞és ❝❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❜r✐♥s q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ ❧❛ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✳

✸✳✹✳✷ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡

❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ 2✲❞é❝♦✉s✉r❡ ♦✉ ❞❡ 3✲❞é❝♦✉s✉r❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❞❡s ❛rêt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✉♣❧✐q✉és✳ ▲❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
r❡ss♦rts✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s st♦❝❦é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts P❛rt✐❝✉❧❡ ❡t ❘❡ss♦rt
❞♦✐✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳

❙❝✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ s♦♠♠❡t s ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s ❡t s ′✱ ❧✬❛ttr✐❜✉t
❛ss♦❝✐é ❛✉ s♦♠♠❡t s ❡st ❝♦♣✐é✳ ❈❡tt❡ ❝♦♣✐❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♦♠♠❡t s ′✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❤②s✐q✉❡s st♦❝❦é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ s ❡t ❞❡ s ′ ❞♦✐✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳

▼❛ss❡ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s P❛rt✐❝✉❧❡ st♦❝❦❡ ✉♥❡ ♠❛ss❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉ s♦♠♠❡t ❛ss♦❝✐é✳
❖r✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡ s♦♠♠❡t ❡st s❝✐♥❞é✱ ✐❧ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à ♠♦✐♥s ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs
r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✱ ❧❡ s♦♠♠❡t s ét❛✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✉① ❢❛❝❡s F0 ❡t F1✳ ❙❛ ♠❛ss❡
❞é♣❡♥❞❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s ′✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ été ❝♦♣✐é❡
❞❡ s✳ ◆♦✉s r❡❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ F0✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ s ′✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
F1✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✱ ❧❡ s♦♠♠❡t sa ✭r❡s♣✳ sb✮ ét❛✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✉① ❤❡①❛è❞r❡s Vol0
❡t Vol1✳ ❙❛ ♠❛ss❡ ❞é♣❡♥❞❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s ′a ✭r❡s♣✳ s ′b✱
♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ été ❝♦♣✐é❡ ❞❡ sa ✭r❡s♣✳ sb✮✳ ◆♦✉s r❡❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ sa
✭r❡s♣✳ sb✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Vol0✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ s ′a ✭r❡s♣✳ s ′b✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ vol1✳

✶✵✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

❘❡ss♦rts ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✾✭b✮ ❡t ✸✳✶✵✭c✮ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés
❞❡s r❡ss♦rts ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✉♣❧✐q✉é✳

✖ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✭b✮✱ ❧❡s r❡ss♦rts r ′ ❡t ra ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡
❡①tré♠✐té ❧❡ s♦♠♠❡t s ′ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❡ s♦♠♠❡t s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❜r✐♥s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té s ′✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡s r❡ss♦rts q✉✐
❧❡✉r s♦♥t ❛ss♦❝✐és✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛❧♦rs ♣❛r❝♦✉rs✭β21✮ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❜r✐♥ ♣❛r❝♦✉r✉ ✈♦✐t
s❡s ❡①tré♠✐tés ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳ ❈❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥ s♦♠♠❡t✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳

✖ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭c✮✱ ❧❡s ❝✐♥q r❡ss♦rts r♦✉❣❡s ❡t ✈❡rts✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ r ′a✱
rb ❡t rc ✱ ♦♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ❧❡s s♦♠♠❡ts sa ❡t sb✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧s ❞❡✈r❛✐❡♥t ❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡
❡①tré♠✐té ❧❡s s♦♠♠❡ts s ′a ❡t s ′b✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té s ′a ✭r❡s♣✳ s ′b✮✱
❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡s r❡ss♦rts q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ❛ss♦❝✐és✳ ▲❡ ♣❛r❝♦✉rs
❡♠♣❧♦②é ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳

❘❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ tr❛✐t❡r ❧❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré✲
♠✐té ✉♥ s♦♠♠❡t ❛②❛♥t été s❝✐♥❞é✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s P❛rt✐❝✉❧❡
st♦❝❦❡ ❧❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ❧❡ s♦♠♠❡t ❛ss♦❝✐é✳ ▲❡s ❧✐st❡s ❞❡ r❡ss♦rts
❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞✉ s♦♠♠❡t s❝✐♥❞é ❡t ❞❡ s❛ ❝♦♣✐❡ ❞♦✐✈❡♥t ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳ ▲❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①
❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ s♦♠♠❡t s✳
❘és✉❧t❛t ✿ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✉ s♦♠♠❡t s✱ ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳
Opp ← ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts❀
P♦✉r t♦✉s ▲❡s é❧é♠❡♥ts e ✐♥❝✐❞❡♥ts à s ❢❛✐r❡

❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ s♦♠♠❡t s1 ❞✐❛❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé à s ♣❛r r❛♣♣♦rt à e❀
❙t♦❝❦❡r s1 ❞❛♥s Opp❀

P♦✉r t♦✉s ▲❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① d st♦❝❦és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s ❢❛✐r❡
❙✐ ❯♥❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ d ∈ Opp ❆❧♦rs

❆✛❡❝t❡r ❧✬❛✉tr❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ d à s❀
❙✐♥♦♥

❙✉♣♣r✐♠❡r d ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s❀

✖ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✭b✮✱ ❧❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ db ❞♦✐t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡
❡①tré♠✐té ❧❡ s♦♠♠❡t s ′ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❡ s♦♠♠❡t s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ P❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
s♦♠♠❡t s✱ ♥❡ ❞♦✐t ♣❧✉s st♦❝❦❡r ❞❛♥s s❛ ❧✐st❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✱ ❧❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧
db✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ P❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♦♠♠❡t s ′ ❞♦✐t st♦❝❦❡r ❧❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ db✱
❞♦♥t s♦♥ ❡①tré♠✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s♦♠♠❡t s ❛✉r❛ été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r
❧❡ s♦♠♠❡t s ′✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✐❛❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sés ❛✉ s♦♠♠❡t s✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s
✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉ s♦♠✲
♠❡t s✱ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ♣❛r❝♦✉rs✭β21✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s♦♠♠❡t s ♥✬❡st ✐♥❝✐❞❡♥t

✶✵✶



✸✳✹ ✲ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡

q✉✬à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛❝❡ ✿ F0✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❡♥s✉✐t❡ β11 s✉r ❧❡ ❜r✐♥ bc ré❝✉♣éré ❧♦rs
❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r❝♦✉rs✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ❜r✐♥ bd ✱ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t sb✳ sb ❡st ❧❡
s♦♠♠❡t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé à s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢❛❝❡ F0✳ sb ❡st ❛❧♦rs st♦❝❦é ❞❛♥s
Opp✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① st♦❝❦és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡
s ✿ da ❡t db✳ da ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ✉♥ s♦♠♠❡t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Opp ✿ sb✳ ❈❡ r❡ss♦rt
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡st ❝♦♥s❡r✈é✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ db ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ✉♥ s♦♠♠❡t ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
♣❛s à Opp ✿ sc ✱ ✐❧ ❡st s✉♣♣r✐♠é ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r s ′✳ ▲❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ da ❡st s✉♣♣r✐♠é ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡
❞❡ s ′✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ db ❡st ❝♦♥s❡r✈é ❡t s♦♥ ❡①tré♠✐té s ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡
♣❛r s ′✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r st♦❝❦❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ♥❡ ♣❡r❞✱ ♥✐
♥❡ ❣❛❣♥❡ ❞❡ r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳

✖ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭c✮✱ ❧❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ da ✭r❡s♣✳ db✮ ❞♦✐t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r
❝♦♠♠❡ ❡①tré♠✐té ❧❡ s♦♠♠❡t s ′a ✭r❡s♣✳ s ′b✮ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❡ s♦♠♠❡t sa ✭r❡s♣✳ sb✮✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❛ P❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♦♠♠❡t sa ✭r❡s♣✳ sb✮✱ ♥❡ ❞♦✐t ♣❧✉s st♦❝❦❡r ❞❛♥s s❛ ❧✐st❡ ❞❡s
r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✱ ❧❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ da ✭r❡s♣✳ db✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ P❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡
❛✉ s♦♠♠❡t s ′a ✭r❡s♣✳ s ′b✮ ❞♦✐t st♦❝❦❡r ❧❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ da ✭r❡s♣✳ db✮✱ ❞♦♥t s♦♥
❡①tré♠✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s♦♠♠❡t sa ✭r❡s♣✳ sb✮ ❛✉r❛ été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é❡
♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t s ′a ✭r❡s♣✳ s ′b✮✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ 2❉✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ s✉r sa✳ ◆♦✉s ❝♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✐❛❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sés ❛✉ s♦♠♠❡t
sa✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❤❡①❛è❞r❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ré❝✉♣ér❡r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉ s♦♠♠❡t s✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛r❝♦✉rs
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥
s♦♠♠❡t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s♦♠♠❡t sa
♥✬❡st ✐♥❝✐❞❡♥t q✉✬à ✉♥ s❡✉❧ ❤❡①❛è❞r❡ ✿ Vol0✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❡♥s✉✐t❡ β00200 s✉r ❧❡
❜r✐♥ ba ré❝✉♣éré ❧♦rs ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r❝♦✉rs✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ❜r✐♥ bc ✱ ♣❛rt❛♥t ❞✉
s♦♠♠❡t se ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭b✮✮✳ se ❡st ❧❡ s♦♠♠❡t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé à sa✱ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❤❡①❛è❞r❡ Vol0✳ se ❡st ❛❧♦rs st♦❝❦é ❞❛♥s Opp✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① st♦❝❦és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ sa✳ da ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té✱ ✉♥
s♦♠♠❡t ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à Opp ✿ sh✱ ✐❧ ❡st s✉♣♣r✐♠é ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①
❞❡ sa✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r s ′a✳ ▲❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ da ❡st
❝♦♥s❡r✈é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ s ′a ❡t s♦♥ ❡①tré♠✐té sa ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡
♣❛r s ′a✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❛✉tr❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐♥t❡r♥❡ à Vol0 ❡st s✉♣♣r✐♠é ❞❡ s❛ ❧✐st❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r sb ❡t s ′b✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r
st♦❝❦❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ♥❡ ♣❡r❞✱ ♥✐ ♥❡ ❣❛❣♥❡ ❞❡ r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ s♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✱
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ♥❡
♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❞✬êtr❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳

❙❝✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❛rêt❡ a ❡st s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉① ❛rêt❡s a ❡t a′✱ ❧✬❛ttr✐❜✉t ❛ss♦❝✐é
à ❧✬❛rêt❡ a ❡st ❝♦♣✐é✳ ❈❡tt❡ ❝♦♣✐❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛rêt❡ a′✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s st♦❝❦é❡s
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ a ❡t ❞❡ a′ ❞♦✐✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳

✖ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✭b✮✱ ❧❡ r❡ss♦rt r ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ ❧❡ r❡ss♦rt r ′✳ ▲❡ r❡ss♦rt r ′ ❞♦✐t ❛❧♦rs
êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❡①tré♠✐té ❧❡ s♦♠♠❡t s ′ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❡ s♦♠♠❡t s✳
❖r✱ ❝❡tt❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❧♦rs ❞✉ s❝✐ss✐♦♥ ❞❡ s✳

✶✵✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ▼♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❛❧❧✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts r ❡t r ′✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts à ♠♦✐♥s ❞❡ ❢❛❝❡s✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡ r ✭r❡s♣✳
r ′✮✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à r ✭r❡s♣✳ r ′✮✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳

✖ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭c✮✱ ❧❡s tr♦✐s r❡ss♦rts r♦✉❣❡s✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❧❡ r❡ss♦rt r ′a✱
♦♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ❧❡s s♦♠♠❡ts sa ♦✉ sb✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧s ❞❡✈r❛✐❡♥t ❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❡①tré✲
♠✐té r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s ′a ♦✉ s ′b✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡✉rs
❡①tré♠✐tés✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❧♦rs ❞✉ s❝✐ss✐♦♥ ❞❡ sa ❡t ❞❡ sb✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❝❡s tr♦✐s r❡ss♦rts r♦✉❣❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts à ♠♦✐♥s ❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡
❝❡s tr♦✐s r❡ss♦rts✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s
q✉✐ ❧❡✉rs s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r
❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ s♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t
♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❞✬êtr❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ▲❈❈✰❙▼❘✱
♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡♥ 2❉ ❡t ❞✬❤❡①❛è❞r❡s ❡♥ 3❉✳ ❆
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳
P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ▲❈❈✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉ ❙▼❘ ❛✉ ▲❈❈✳

P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✱ ♦ù ❧❡s
r❡ss♦rts s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥és s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r♥❡
❡t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts✳ ▲❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ♦✉ ❞✉
✈♦❧✉♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♦✉ ❧❡✉r ❞❡♥s✐té
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❤étér♦❣è♥❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s r❛✐❞❡✉rs s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❣râ❝❡ à
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇❛✉❞❡t ❡t ❛❧✳✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❡t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②✲
s✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦ù ❧❡s ❢♦r❝❡s ✐♥t❡r♥❡s
✐♥❞✉✐t❡s ❞❡s r❡ss♦rts ❡t ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡①t❡r♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ♦✉ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱
s♦♥t ❛❝❝✉♠✉❧é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ❛❝✲
❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ s♦♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈✐t❡ss❡ ❡t s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣râ❝❡ à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡✱ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ré❛❧✐sé s❡❧♦♥ ❧❡s ❛rêt❡s ❡♥ 2❉ ❡t ❧❡s ❢❛❝❡s ❡♥
3❉✳

✶✵✸



✸✳✺ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✵✹



Chapitre 4
✓ ✳✳✳❆❤ ❜♦♥ ❄ ✔ ✜t tr✐st❡♠❡♥t ▼♦rt②✳ ■❧ s✬ét❛✐t tr♦♠♣é✱ ✐❧ ② ❛✈❛✐t ❜✐❡♥ ✉♥❡

❧✉♠✐èr❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞✉ t✉♥♥❡❧✱ ❡t ❝✬ét❛✐t ✉♥ ❧❛♥❝❡✲✢❛♠♠❡s✳ ✔

✭▲❡s ❆♥♥❛❧❡s ❞✉ ❉✐sq✉❡✲▼♦♥❞❡✱ ▼♦rt✐♠❡r ✲ ❚❡rr② Pr❛t❝❤❡tt✮

❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❙♦♠♠❛✐r❡

✹✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✶✳✶ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✶✳✷ ➱❧é♠❡♥ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✹✳✶✳✸ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✶✳✹ ❇r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✹✳✶✳✺ ❏♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✶✳✻ ➱❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✹✳✷✳✶ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✹✳✷✳✷ ❚❡st❡r s✐ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✹✳✷✳✸ ❚r♦✉✈❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✹✳✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✹✳✷✳✺ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✸ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✶✷✹

✹✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✸✳✷ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
r❛✣♥é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✸✳✸ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✹✳✹ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✹✳✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✹✳✹✳✷ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é ✶✸✽

✹✳✹✳✸ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✹✳✺ ❉é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✷❉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✹✳✺✳✶ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✹✳✺✳✷ ❊♥❧❡✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ à ✉♥ s♦♠♠❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✹✳✺✳✸ ❙✉♣♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✹✳✻ ❉é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✸❉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✹✳✻✳✶ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✹✳✻✳✷ ❊♥❧❡✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ à ✉♥ s♦♠♠❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

✶✵✺



✹✳✻✳✸ ❙✉♣♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✶✵✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥✬✐♥❝❧✉t
♣❛s ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝❤❛q✉❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ét❛✐t ❛❧♦rs t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ❛rêt❡s✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❤❡①❛è❞r❡ ❞❡
❞♦✉③❡ ❛rêt❡s ❡t ❞❡ s✐① ❢❛❝❡s✳ ❖r✱ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t ✐♥✈❛❧✐❞❡r ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ 2❉✱ ❧❡ ❝ôté ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❛rêt❡s✱ ❡t ❡♥ 3❉✱ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❢❛❝❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ 3❉✱
✉♥❡ ❢❛❝❡ ♦✉ s♦✉s✲❢❛❝❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r s❡s ❝ôtés ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❛rêt❡s✳ ❈❡
❝♦♥st❛t ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❥♦✉té❡s
à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡
♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡r♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲
❤❡①❛è❞r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❜❛s❡✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r♦♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣❧✉s
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s❡r❛ s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❞♦♥t ❧❡✉r ❝ré❛t✐♦♥
❡st ✐♥❤ér❡♥t❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ♣❧✉s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡
❛ss♦❝✐é❡ ❡st ♣ré❝✐s❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥ ❝♦♠♣r✐s ❡st ré❛❧✐sé ❡♥tr❡
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♣❛r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠✉❧t✐✲rés♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ q✉✐ ♦♥t été r❛✣♥és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐tèr❡s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❜✉t❡r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r♦ss✐❡r ❞♦♥t ❧❡s
é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t s❡r♦♥t r❛✣♥és ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❡r♠✐s❡
♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡t ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡✳ ▲❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦♥t ❛✐♥s✐ r❛✣♥és s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦r❞r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳

✹✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s st♦❝❦é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s P❛rt✐❝✉❧❡ ❡t
❘❡ss♦rt✱ q✉✐ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s✱ ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s à ❣ér❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ r❛✣♥❡✲
♠❡♥t ❧♦❝❛❧✳ ❉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❛❥♦✉té❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s
❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❞❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❞✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱
❞❡ s♦♠♠❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❞❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✱ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥✲
tré❡✱ ❞✬é❧é♠❡♥t ✭❢❛❝❡ ♦✉ ✈♦❧✉♠❡✮ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❡t ❡♥✜♥ ❞✬é❧é♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
à ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳

✹✳✶✳✶ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

❈❤❛q✉❡ ❛rêt❡ a st♦❝❦❡ s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♥♦té la✳ ❚♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à
a ♦♥t ❛❧♦rs ❛❝❝ès à la✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡
❜r✐♥ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ♥✬❛ ♣❛s été
♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ s✐ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡st
s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s rés✉❧t❛♥t❡s ❡st ❞♦✉❜❧é✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t E ✭❢❛❝❡ ❡♥ 2❉ ♦✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ 3❉✮ st♦❝❦❡
✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♥♦té lE ✳ ■❧ ✈❛✉t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t 1 ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❧✐é❡ ❛✉

✶✵✼



✹✳✶ ✲ ◆♦t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲é❧é♠❡♥ts
✐ss✉s ❞✉ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✱ ❡st ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t
✐♥✐t✐❛❧✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶ ❡t ✹✳✷ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧❡s ❝❛s 2❉ ❡t 3❉✳

1 

1 4 4 2 

2 

2 

4 

4 

F12 F13 

F11 

F0 

F100 

F102 F103 

F101 

F22 F23 

F310 

F312 F313 

F311 F300 

F302 F303 

F301 

F330 

F332 F333 

F331 F320 

F322 F323 

F321 

F20 F21 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t

❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡

❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F1✱ F2 ❡t F3✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F10 ❡t F3i ❛✈❡❝

i ∈ {0, ...3}✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ 1✱ 2 ❡t 4 s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ♥♦✐r✱

r♦✉❣❡ ❡t ✈❡rt✳

✖ ❈❛s ✷❉✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❞r✐✲
❧❛tèr❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✳ F1 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ④F10✱ F11✱ F12 ❡t F13⑥✳ F10 ❛ été
s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ④F100✱ F101✱ F102 ❡t F103⑥✳ F2 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ④F20✱ F21✱ F22 ❡t F23⑥✳
❊♥✜♥✱ F3 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ④F30✱ F31✱ F32 ❡t F33⑥✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été
s✉❜❞✐✈✐sés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ④F300✱ F301✱ F302 ❡t F303⑥✱ ④F310✱ F311✱ F312 ❡t F313⑥✱
④F320✱ F321✱ F322 ❡t F323⑥ ❡t ④F330✱ F331✱ F332 ❡t F333⑥✳

❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❡t ❢❛❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢❛❝❡ F0 ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été s✉❜❞✐✈✐sé❡✱ s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✈❛✉t ❞♦♥❝
1✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ❢❛❝❡s ✿ F20✱ F21✱ F22 ❡t F23 s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F2✳ ❖r✱
F2 ❛②❛♥t ❡✉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 1✱ ❝❡s q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s ♦♥t
❛❧♦rs ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 2✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛❝❡s F11✱ F12 ❡t
F13✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❢❛❝❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 4✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❢❛❝❡s F100✱ F101✱ F102 ❡t F103 ♦♥t ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 4✱ ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F10 q✉✐ ❛✈❛✐t
✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 2✳

▲❡ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❡ ❝ôté ❤❛✉t ❞❡ F0 ♦♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 1✱ ❝❛r ✐❧s ♥✬♦♥t
♣❛s été s✉❜❞✐✈✐sés✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s♦♥ ❝ôté ❜❛s ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❛rêt❡s✱ s✉✐t❡ à
❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F2✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♦♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 2✳ ❙♦♥ ❝ôté
❞r♦✐t ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été s✉❜❞✐✈✐sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❛rêt❡s✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à
❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F1✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♦♥t ❛❧♦rs ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 2✳
P✉✐s✱ ✉♥❡ ❞❡s ❝❡s s♦✉s✲❛rêt❡s ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢♦✐s ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❛rêt❡s✱
s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛❝❡s F10 ❞❡ F1✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♦♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 4✳

✶✵✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

1 

2 4 4 
4 

4 
4 

4 

8 8 8 8 8 
1 

  

Vol1 

Vol2 

Vol3 

a 

Vol10 

Vol37 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t

❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol1✱ Vol2 ❡t Vol3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ Vol2 ♥✬❛ ♣❛s été s✉❜❞✐✈✐sé

❡t ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 1✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥t ❛✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol1 ❡t Vol3✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à Vol2✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛rêt❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ❝ôtés ❞❡ Vol2✳ ▲❡s

❛rêt❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ 1✱ 2✱ 4 ❡t 8 s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ♥♦✐r✱ r♦✉❣❡✱ ✈❡rt ❡t

❜❧❡✉✳

✶✵✾



✹✳✶ ✲ ◆♦t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

✖ ❈❛s ✸❉✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥
♠♦❞è❧❡ 3❉✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ✈♦❧✉♠❡s ✿ Vol1✱ Vol2 ❡t
Vol3✳ P✉✐s✱ Vol1 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✱ s✉✐✈✐ ♣❛r ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s Vol10✳ ▲❡s s❡♣t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol1
♦♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 2✱ ❡t ❧❡s ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol10 ♦♥t ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 4✳ Vol3 ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✳
P✉✐s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ♦♥t été s✉❜❞✐✈✐sés ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s s❛✉❢ ✿
Vol37✳ ▲❡ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡ ❞❡ Vol3 ❛ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 2✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛✉tr❡s s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ✐ss✉s ❞❡ Vol3✱ ♦♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 4✳ ❊♥✜♥✱ Vol2
♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été s✉❜❞✐✈✐sé✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✿ lVol2 = 1✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st
❛❧♦rs ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s♦✐①❛♥t❡✲tr❡✐③❡ ✈♦❧✉♠❡s ✿ ✭7 ✰ 8✮ ♣♦✉r Vol1 ✰ 1 ♣♦✉r Vol2 ✰ ✭7 ✯ 8
✰ 1✮ ♣♦✉r Vol3✳

▲❛ ❢❛❝❡ ❛✈❛♥t ❞❡ Vol2 ❛ été ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ s❡♣t s♦✉s✲❢❛❝❡s ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol1✳ ▲❛ ❢❛❝❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ Vol2 ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ tr❡✐③❡
s♦✉s✲❢❛❝❡s s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol3✳ ❊♥✜♥ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❞✉ ❤❛✉t
❞❡ Vol2 ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ à s❛ ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ q✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s été s✉❜❞✐✈✐sé✳
▲❛ ♠ê♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ❤❛✉t ❞❡ Vol2✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s♦♥ ❛rêt❡
a✱ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❛rêt❡s✱ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ s✐t✉é ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
❞❡rr✐èr❡ Vol2✱ ❛ s❡s ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts à a q✉✐ ♦♥t été s✉❜❞✐✈✐sés tr♦✐s ❢♦✐s✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❛rêt❡ ❞✉ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❛✈❛♥t ❞❡ Vol2 ❛✈❛✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
é❣❛❧ à 1✳ P✉✐s✱ ❡❧❧❡ ❛ été s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉①✱ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol1✳
▲❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❛rêt❡s rés✉❧t❛♥t❡s ♦♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 2✳ ❯♥❡ ❞❡
❝❡s s♦✉s✲❛rêt❡s ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉①✱ s✉✐t❡ à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol10✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s rés✉❧t❛♥t❡s ♦♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
é❣❛❧ à 4✳

✹✳✶✳✷ ➱❧é♠❡♥ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬✉♥
✈♦❧✉♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❡ ❝ôté ❜❛s ❡t ❞r♦✐t ❞❡
F0✱ ❛✈❛✐❡♥t été s✉❜❞✐✈✐sés✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à F0 ✿ F1✱ F10 ❡t F2✳ ❈❡s
❝ôtés s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❛rêt❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F0 ♥✬❛✱ q✉❛♥t
à ❡❧❧❡✱ ♣❛s été s✉❜❞✐✈✐sé❡✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✱ ♠♦♥tr❡ ❧❛
♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝ôtés ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s
❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❢❛❝❡✱ ❛rêt❡ ❡t s♦♠♠❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳

✖ ❯♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✭r❡s♣✳ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✮ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝ôté
❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ✭r❡s♣✳ ❛rêt❡s✮ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ s✉❜✲
❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ❛rêt❡✮ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ❙✐ ❧❛ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ❧✬❛rêt❡✮ ♥✬❛ ♣❛s
été s✉❜❞✐✈✐sé❡✱ ❧❛ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ❧✬❛rêt❡✮ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡tt❡ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ❛rêt❡✮✳
▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡①✐st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ 3❉✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❛rêt❡ ❤✐é✲
r❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ 2❉ ❝♦♠♠❡ ❡♥ 3❉✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❢❛❝❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❢❛❝❡s✳ P❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉✐ ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲
❢❛❝❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ ✈s✳ ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t
❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳

❆rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✷❉✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♥st✐t✉é
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts F0 ❡t F1✳ F1 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ F1i ❛✈❡❝

✶✶✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé

❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F0 ❡t F1 ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s

❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ai s♦♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Fi ❛✈❡❝ i ∈ {0, 100, 101, 102, 103, 11, 12, 13}✳

▲❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❡♥t♦✉ré❡s ❞❡ r♦✉❣❡ s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❛rêt❡s✳ ▲❡s

❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳

i ∈ {0, ...3}✳ P✉✐s F10 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ F10i ✳ ▲❡s an ❧❛❜❡❧❧✐s❡♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
❞❡s é❧é♠❡♥ts Fn ❛✈❡❝ n ∈ {0, 11, 12, 13, 100, 101, 102, 103}✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t
❞✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❡ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ a0✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛rêt❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡
♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r s♦♥ ❝ôté ❞r♦✐t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡
tr♦✐s s♦✉s✲❛rêt❡s ✿ a100✱ a102 ❡t a12✳ ❈❡tt❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s s♦✉s✲❛rêt❡s ❡st ❞✉❡ à ❧❛
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F1 s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ F10✳

❆rêt❡ ❡t ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✸❉✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
❢❛❝❡ ❡t ❞✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❝♦♠♣♦sé ❞❡ s✐① ✈♦❧✉♠❡s✳ ◆♦✉s ♥♦♠♠♦♥s Vol ❧✬❤❡①❛è❞r❡ ✈❡rt✱ ❞♦♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❡
tr♦✐s ❞❡ s❡s s✐① ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✿ F0✱ F1 ❡t F2✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♦♥t été s✉❜❞✐✈✐sé❡s
s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol ✱ r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❜❧❡✉✳ ▲❡s a0✱ a1 ❡t
a2 s♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡s tr♦✐s
❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol r❡♣rés❡♥té❡s✳ ▲❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F0 ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ s❡♣t
s♦✉s✲❢❛❝❡s✳ ▲✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ a0 ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦✐s s♦✉s✲❛rêt❡s ❡t a1 ❡t a2 ♦♥t
été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❛rêt❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ❞❡s ❢❛❝❡s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ s♦✉s✲
❛rêt❡s✳ ❈❡ ❝❛s ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ s♦✉s✲❢❛❝❡ F01 ❞❡ F0✳

◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦♥♥é✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Fi |Vol j ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s
❞❡ Fi ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ Volj ✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✱ F0|Vol0 ❡st ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡
Vol0✳ ❊❧❧❡s ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s ✿ F00|Vol0 ✱ F01|Vol0 ✱ F02|Vol0 ❡t F03|Vol0 ✱
s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol1 ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✳ F00|Vol10 ✭r❡s♣✳ F01|Vol11 ✱ F02|Vol12
❡t F03|Vol13✮ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✉ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡ Vol10 ✭r❡s♣✳ Vol11✱ Vol12
❡t Vol13✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s F00|Vol10 ✱ F01|Vol11 ✱ F02|Vol12 ❡t F03|Vol13 ✱
♥❡ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛❝❡✳

✖ ❯♥ s♦♠♠❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❊♥ 2❉✱ ✉♥ q✉❛✲
❞r✐❧❛tèr❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ❡t ✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ♣♦ssè❞❡ t♦✉❥♦✉rs
❤✉✐t s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 3❉✱ ❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞✬✉♥
✈♦❧✉♠❡ ♣♦ssè❞❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳

✶✶✶



✹✳✶ ✲ ◆♦t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ ❡t ❞❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉

❝♦♠♣♦sé ❞❡ s✐① ❤❡①❛è❞r❡s ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ✭b✮ ❩♦♦♠ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✈❡rt Vol ✱ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été

s✉❜❞✐✈✐sé✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❡s ❢❛❝❡s ♦♥t été s✉❜❞✐✈✐sé❡s ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s q✉✐ ❧✬♦♥t

été✳ ▲❡s a0✱ a1 ❡t a2 s♦♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✿ F0✱

F1 ❡t F2✳ ▲❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ❜r✐♥s

q✉✐ s♦♥t ❣r✐s✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❜❧❡✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ❡t ❧❡s s♦♠♠❡ts r♦s❡s

❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s✳

✶✶✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❧❡

♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0 ❡t Vol1✱ ❝♦✉s✉s

❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ■❧s s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ F0✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

❞❡ Vol1 ❡♥ Vol1i ❛✈❡❝ i ∈ {0, ..., 7}✳ ■❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✿ F0|Vol0 ✱ F00|Vol10 ✱

F01|Vol11 ✱ F02|Vol12 ❡t F03|Vol13 ✳ ▲❡s ❧✐❡♥s r♦✉❣❡s ✭r❡s♣✳ ✈✐♦❧❡ts✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❧✐❛✐s♦♥s β2 ✭r❡s♣✳

β3✮ ❡t ❧❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ s♦♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♥❡ r❡♣rés❡♥t♦♥s ♣❛s

t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β3✳

❈❛s ✷❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✱ ❧❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ F0 ❝♦♥t✐❡♥t s❡♣t s♦♠♠❡ts ❞♦♥t q✉❛tr❡
s♦♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ♥♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F0✱ q✉✐ s♦♥t ✿ a00✱ a01✱ a02 ❡t a03✳ ▲❡s
q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s F20 ❡t F312 s♦♥t q✉❛♥t à ❡✉① ❝♦♠♣♦sés ❞❡ q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts q✉✐ s♦♥t t♦✉s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ♥✬♦♥t ♣❛s ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉✬❡✉①✳

❈❛s ✸❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭b✮✱ s❡✉❧s ❤✉✐t s♦♠♠❡ts ✭r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ♥♦✐r✮ ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t Vol ✱ s♦♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s
❡①tré♠✐tés ❞❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ a0✱ a1 ❡t a2 s♦♥t tr♦✐s
❞❡s ❞♦✉③❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬é❧é♠❡♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ ❡t ❞❡ s♦♠♠❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞♦♥♥é✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳

✹✳✶✳✸ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s

❊♥ 2❉✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ s❡s ❛rêt❡s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ 3❉✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❛ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ s❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ P❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦✲
❧✉♠❡ ❡st é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ s❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❛rêt❡s ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ❞❡s ❢♦r♠❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝❛❧❝✉❧♦♥s ♣❛s ❧❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r✳
❘é❛❧✐s❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥

✶✶✸



✹✳✶ ✲ ◆♦t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✈❛❧❛♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t 1 ❡t q✉✐ s♦♥t ❞♦✉❜❧és à ❝❤❛q✉❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈❡
❝❤♦✐① ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣❛r ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❜✐ts✳ ◆♦t♦♥s✱ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s
❛❞❞✐t✐♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣♦✉r
é✈✐t❡r ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥♦♥ s✐❣♥és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❢♦r♠❡s
❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s s❡ ❢♦♥t à ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r é❣❛❧✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ♥✉♠ér❛t❡✉rs✳

✖ ❈❛s ✷❉✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛rêt❡ ❞✬✉♥
❝ôté ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F0 ❛ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 1✳ ❙♦♥ ❝ôté ❞r♦✐t ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❛rêt❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 4 ❡t ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❛rêt❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 2✳ ❊♥
❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s s♦✉s✲❛rêt❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
1 ✭14+

1
4+
1
2✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❜✐❡♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F0✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

❞❡ F0 ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ é❣❛❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ s❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳

✖ ❈❛s ✸❉✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s 2❉✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐✲
s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛rêt❡ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛rêt❡
❞✉ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❛✈❛♥t ❞❡ Vol2✱ ♥♦té❡ a1✳ ❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s s♦✉s✲❛rêt❡s ✐ss✉❡ ❞❡ a1✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s 1 ✭

1
4 +

1
4 +

1
2✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥t ❜✐❡♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ Vol2✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❡♥
❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❤✉✐t s♦✉s✲❛rêt❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t a✳ ▲❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol2 ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ é❣❛❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ s❡s ❛rêt❡s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳

✹✳✶✳✹ ❇r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡t✱ ❞✬❛rêt❡ ❡t ❞❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝ôtés ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ❯♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ❞✬✉♥❡
❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞♦♥♥é✱ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❝❡t é❧é♠❡♥t✳ ❊♥ 2❉✱ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st ✉♥❡
❢❛❝❡ ❡t ❡♥ 3❉✱ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ✉♥ é❧é♠❡♥t
❡t ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✱ ❡st ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à ❝❡t é❧é♠❡♥t✳ ❆
❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s s♦♥t ♠❛rq✉és ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡
q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧✬é❧é♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st s✉❜❞✐✈✐sé❡✱
❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❜r✐♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ♠❛rq✉és ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ♣❛r
❝♦♥tr❡ ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡st❡r❛ ♠❛rq✉é✳ ❈❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ❞é❜✉t
❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s❛♥s ❞❡✈♦✐r s❡ ré❢ér❡r à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳

✖ ❈❛s ✷❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✱ ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
❡t ❞♦♥❝ ❞❡ q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❙✉r ❝❡ s❝❤é♠❛✱ ❧❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ❣r✐s✳ ▲❛ ❢❛❝❡ F0 ❡st ❛✐♥s✐
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✿ a00✱ a01✱ a02 ❡t a03✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛rêt❡s
❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à F0✱ q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿ a00✱ a010✱ a020 ❡t a03✳

▲✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ a01 ❞❡ F0✱ ét❛✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ❜r✐♥s✱ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t
❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à F0 ❡t ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à F2✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F2✱
a01 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❛rêt❡s ✿ a010 ❡t a011✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ a010 ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à F0✱

✶✶✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

F100 

F102 F103 

F13 

F11 

F0 

F12 

F101 

F20 F21 

F22 F23 

F300 

F302 F303 

F301 F310 

F312 F313 

F311 

F320 

F322 F323 

F321 F330 

F332 F333 

F331 

a00 

a022 

a021 

a020 

a010 a011 

a03 

s0 

s1 

s2 

s3 

a02 

a01 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠✲

♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ▲❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ s♦♥t ❞❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s

❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ❣r✐s✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❜❧❡✉s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✳

♥♦té❡ a010|F0 ✱ ❡st r❡sté❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t a011|F0 ✱ ❛②❛♥t été ❝réé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱
♥✬❡st ♣❛s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r F0✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ a011|F21 ✱ ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❜✐❡♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

✖ ❈❛s ✸❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ ❧❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡
Vol ❡t ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ❣r✐s✳ Vol ♣♦ssè❞❡ ✈✐♥❣t✲q✉❛tr❡
❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ s♦✐t q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣❛r ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s
q✉❡ ❧❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❡t ✐♥❝✐❞❡♥ts à Vol ✱ ♣❛rt❡♥t ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s s❡ s✐t✉❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à
✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ✳

✹✳✶✳✺ ❏♦♥❝t✐♦♥ ❚

✖ ❯♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t s✐t✉é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐é✲
r❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞♦♥♥é✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ 2❉ ❡t ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
♦✉ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ 3❉✳ ❯♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ✉♥❡ ❡①tré♠✐té
❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ st♦❝❦❡
❞❛♥s ❧✬❛ttr✐❜✉t q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✱ ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❝❧✉s❡✳

▲❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳
❊♥ 2❉ ✭r❡s♣✳ 3❉✮✱ s✐ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st s❝✐♥❞é❡ ✭♦✉ r❡s❝✐♥❞é❡✮ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st
❝♦♠♠✉♥❡ à ❞❡✉① ❢❛❝❡s ✭r❡s♣✳ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s✮ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t s❡r❛
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✳

❈❛s ✷❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❜❧❡✉s s♦♥t ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✳ ▲❡
s♦♠♠❡t ❧❛❜❡❧❧✐sé s0 ❡st ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢❛❝❡ F0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❡❧❧❡ s❡ s✐t✉❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ s♦♥ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ a01✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s0 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❝❡ F20 ♥✐ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❝❡ F21✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s3 ❡st
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❝❡ F21 ♠❛✐s ♣❛s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s ❢❛❝❡s F300 ❡t F302✳

❈❛s ✸❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭b✮✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❜❧❡✉s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚
❢r♦♥t❛❧✐èr❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à Vol ✳ ❈❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ♦♥t été ❝réé❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol ✳

✶✶✺



✹✳✶ ✲ ◆♦t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

✖ ❯♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥
s♦♠♠❡t s✐t✉é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥✲
t❛❧✐èr❡s q✉✐ s♦♥t s✐t✉é❡s s✉r ❧❡s ❜♦r❞✉r❡s ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈❤❛q✉❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ st♦❝❦❡ ❡♥ s♦♥ ❛ttr✐❜✉t ❧❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ q✉✐ ❧✬✐♥❝❧✉t✳

❙✐ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st s✉❜❞✐✈✐sé❡ ✭♦✉ r❡✲s✉❜❞✐✈✐sé❡✮ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♠✉♥❡ à
❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❝réé ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ s❡r❛ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚
❝❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s
♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♠❡♥❛♥t à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s
❚ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭b✮✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡♥ r♦s❡ s♦♥t ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t à Vol ✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ s✐t✉é❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ✳ ▲❛
❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F0 ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ❤✉✐t ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚
❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ❡t ❞❡ q✉❛tr❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s✳ ▲❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F1 ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡
q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ❞❡ ❞♦✉③❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ❡t ❞❡ ❤✉✐t ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚
❝❡♥tré❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F2 ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
❡t ❞❡ ❤✉✐t ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✳

✖ ❯♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t q✉✐ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚
❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❯♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥
❚ ❝❡♥tré❡ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t❡
à tr♦✐s ✈♦❧✉♠❡s✳ ❉❡✉① ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ✈♦❧✉♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧✱
♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉① ❞❡✉① ❛✉tr❡s✳ ❯♥❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st tr❛✐té❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✳ ❊❧❧❡
st♦❝❦❡ ❛✐♥s✐ ❞❛♥s ❧✬❛ttr✐❜✉t q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✱ ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱
✐♥❝✐❞❡♥t❡ ♥♦♥ ♣❛s ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ ✈♦❧✉♠❡
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts
❜✐✈❛❧❡♥ts s♦♥t ✐♥❞✐q✉és ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡✳ ▲❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ s1 ❡st ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♣♦✉r
Vol0011 ❡t ❝❡♥tré❡ ♣♦✉r Vol1✳ ❈♦♠♠❡ lVol1 < lVol0011 < lVol0111 ✱ s1 st♦❝❦❡ ❧❡s ❞❡✉①
❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol0011✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ s2 ❡st
❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♣♦✉r Vol0110 ❡t ❝❡♥tré❡ ♣♦✉r Vol1✳ ❈♦♠♠❡ lVol1 < lVol0110 < lVol0111 ✱ s2
st♦❝❦❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol0110✳

✹✳✶✳✻ ➱❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡s

❯♥❡ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ✈♦❧✉♠❡✮ ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳
❯♥❡ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ✈♦❧✉♠❡✮ ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s✐ ✉♥ ❜r✐♥
✐♥❝✐❞❡♥t à ❧❛ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ✈♦❧✉♠❡✮ ❡t ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ✈♦❧✉♠❡✮ ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ ✈♦✐t t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts ❡t ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ♥♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳

✖ ❈❛s ✷❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✱ ❧❛ ❢❛❝❡ F0 ❡st ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s
❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s s0✱ s1 ❡t s2✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ❜r✐♥s ❞❡ F0 ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s
❚ s✉s✲♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉
q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ F21 q✉✐ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ s3✳

✖ ❈❛s ✸❉✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭b✮✱ Vol ❡st ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts
❜❧❡✉s ❡t r♦s❡s✳ ❚♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❝❡s s♦♠♠❡ts ❡t q✉✐ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts
à Vol ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✭❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❣r✐s❡✮✳

✶✶✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♥❡✉❢ ❤❡①❛è❞r❡s ❞♦♥t

Vol0111 ❡t Vol1✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol0111✳ ▲❡s

s♦♠♠❡ts ❜❧❡✉s ✭r❡s♣✳ r♦s❡s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳ ❝❡♥tré❡s✮✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s

♣♦✐♥t❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ s1 ❡st ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♣♦✉r

Vol0011 ❡t ❝❡♥tré❡ ♣♦✉r Vol1✳ ▲❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ s2 ❡st ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♣♦✉r Vol0110 ❡t ❝❡♥tré❡ ♣♦✉r

Vol1✳

✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛s❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛s❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥❝❡♣ts
❡①♣❧✐❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡♥
3❉✮ ❀ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✮ ❛✉ s✉✐✈❛♥t ❀ ❞❡
ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞♦♥♥é ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳

✹✳✷✳✶ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ❢❛❝❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✮✱ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡ ✭r❡s♣✳ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✮✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥ ❜r✐♥ b0 q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ F ❞✐t❡ s✐♠♣❧❡✳ P✉✐s✱ ✐❧
♣❛r❝♦✉rt✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ b0✱ ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ F ❡♥ ✐tér❛♥t s✉r ❧❡s ❜r✐♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❣râ❝❡ à β1✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F r❡♥❝♦♥tré✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r
✉♥ ❞❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝ôtés ❞✬✉♥❡
❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❛❧❧❛♥t ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à ✉♥ ❛✉tr❡✳

✹✳✷✳✷ ❚❡st❡r s✐ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st s✐♠♣❧❡

■❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ t❡st❡r s✐ ✉♥❡ ❢❛❝❡ F ❡st s✐♠♣❧❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r
❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st s✐♠♣❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❝è❞❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ♣❛r❝♦✉rt ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ F
à t❡st❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❞❡ s❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s

✶✶✼



✹✳✷ ✲ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛s❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✿ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡
❉♦♥♥é❡s ✿ b0 ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ F ✳
❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ b1 ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛♣rès b0✳
b1 ← b0❀
❘é♣ét❡r
b1 ← β1(b1)❀

❥✉sq✉✬à b1 ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡❀
❘❡t♦✉r♥❡r b1❀

r❡♥❝♦♥trés✳ ❙✐ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ✈❛✉t q✉❛tr❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛❝❡ ♥✬❛ ♣❛s été ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ s♦✉s✲❢❛❝❡s ❡t
❡st ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ❞❡ s❛ ❜♦r❞✉r❡ s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ♣❛r β1✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✿ ❚❡st❡r s✐ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st s✐♠♣❧❡
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ F ✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❱r❛✐ s✐ F ❡st s✐♠♣❧❡✱ ❢❛✉① s✐♥♦♥✳
compteur ← 0❀
bdebut ← b❀
❘é♣ét❡r

❙✐ b ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❆❧♦rs
compteur ← compteur + 1❀

b ← β1(b)❀
❥✉sq✉✬à b 6= bdebut ❀
❘❡t♦✉r♥❡r compteur = 4❀

✹✳✷✳✸ ❚r♦✉✈❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡
❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡t ♥♦♥ ❞✬✉♥ ❜r✐♥
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥
③♦♦♠ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F0 ❞❡ Vol ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭b✮✳ ▲❡s ét❛♣❡s s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ F ❡st s✐♠♣❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳

✖ ❙✐ F ❡st s✐♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳

✖ ❙✐♥♦♥✱ F ❡st ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣ré✲❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❜❧✐❣❡ à ❝❡ q✉❡ b0
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ F ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
❞❡ F à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❜r✐♥ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s✱ ❡st ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳

✖ ▲❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽
♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ β1 ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ β121✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡ a ❞❡ Vol ✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❛❧♦rs ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲❛rêt❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t a ❞❡♣✉✐s
s♦♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b0✳ ❈❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛rêt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ P♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
s♦✉s✲❢❛❝❡✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s β1 ❥✉sq✉✬à t♦♠❜❡r s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ❞♦♥t ❧❡ β3 ❡st ♠❛rq✉é ❝♦♠♠❡

✶✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✿ ▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡
❉♦♥♥é❡s ✿ b0 ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ F s✐♠♣❧❡ ♦✉ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ F

❝♦♠♣❧❡①❡✳
❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ b1 ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F ❛♣rès b0✳
❙✐ ❡st✲s✐♠♣❧❡✭b0✮ ❆❧♦rs
b1 ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❢❛❝❡✲s✐♠♣❧❡✭b0✮❀

❙✐♥♦♥
✴✴ ❈❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ 3❉ ✿ ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

b1 ← b0❀
❚❛♥t q✉❡ β1(b1) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❢❛✐r❡

❚❛♥t q✉❡ β3(b1) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❢❛✐r❡
b1 ← β1(b1)❀

❙✐ β1(b1) ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❆❧♦rs
❘❡t♦✉r♥❡r β1(b1)❀

b1 ← β121(b1)❀

❘❡t♦✉r♥❡r b1❀

F003 

b0 

b1 

b01 

b02 

b03 

F03 

F01 

a 

b003 

Vol1 

Vol b’01 

b’03 

b’02 

b’0 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ▲❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ét❛♥t ♣❧✉s s✉❜❞✐✈✐sé❡

q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❩♦♦♠ s✉r ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F0 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭b✮✳ P❛r tr❛♥s♣❛r❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡

❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F0 ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ Vol1 ❛❞❥❛❝❡♥t à Vol ✱ ❡st r❡♣rés❡♥té❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s r❡♣rés❡♥tés

s♦♥t ❧✐és ❞❡✉① à ❞❡✉① ♣❛r β3✳ ▲❡s tr❛✐ts ❣r✐s r❡♣rés❡♥tés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ Vol1✱ ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❧❡s s❡♣t s♦✉s✲

✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol1 ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol ✳ ▲❡ tr❛✐t ✈✐♦❧❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ β3✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s

r❡♣rés❡♥té❡s✳ ❙❡✉❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❡st r❡♣rés❡♥té❡✳

✶✶✾



✹✳✷ ✲ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛s❡

❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡✱ s♦♥t
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol ✐ss✉s ❞❡ Vol1✳ ▲❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❛✉①
s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol1 ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol ✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝ôtés ❞❡s
s♦✉s✲❢❛❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲
❛rêt❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢❛❝❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s β121✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♣❛r❝♦✉rs ♣❡r♠❡t ❞❡
r❡st❡r s✉r ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡✳

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t✳ ▲❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
F0 ❞❡ Vol ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b0 ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ a ❞❡ Vol ✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ b01 = β1(b0) ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ b′0 = β3(b0) ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❞é♣❧❛ç♦♥s s✉r ❧❡ ❜r✐♥ s✉✐✈❛♥t b01 ♣❛r β1✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
b′01 = β3(b01) ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❡t ❝♦♠♠❡ β1(b01) ♥✬❡st
♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F ✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s β121(b01)✱ ❞♦♥♥❛♥t b02✳ ◆♦✉s ♣r♦✲
❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ❜r✐♥ b03✳ b′03 = β3(b03) ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ❖r✱ b1 = β1(b03) ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡
t❡r♠✐♥❡ ❞♦♥❝ ❡♥ r❡t♦✉r♥❛♥t ❧❡ ❜r✐♥ b1✳

✹✳✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t

◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✭❢❛❝❡ ❡♥ 2❉ ❡t ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ 3❉✮ ❡st é❣❛❧
à ❝❡❧✉✐ ❞❡ s❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❡♥ 3❉✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✱ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s✬♦✛r❡♥t à ♥♦✉s✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡✱ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✱ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❜r✐♥s s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❛rq✉és
❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❖r✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❧♦rs ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜✲
❞✐✈✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ♣❛s s✉r ❧❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ s❡s ❜r✐♥s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❛rq✉é❡s
❉♦♥♥é❡s ✿ F ✿ ✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡✳
❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ lF ❞❡ F ✳
b ← ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à F ❀
lF ← 0❀
❚❛♥t q✉❡ b ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F ❢❛✐r❡
b ← β1(b)❀

❘é♣ét❡r
lF ← lF + 1

lb
❀

b ← β1(b)❀
❥✉sq✉✬à b ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡❀
❘❡t♦✉r♥❡r 1

lF
❀

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✻ ❡t ✼ ❝♦♥s✐st❡♥t à ✐tér❡r✱ ♣❛r β1✱ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛
❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ F ❞♦♥t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❜r✐♥ ♣❛r❝♦✉r✉✱ ♥♦✉s ❛❝❝✉♠✉❧♦♥s ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s

✶✷✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ s❡s ❜r✐♥s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❛rq✉és
❉♦♥♥é❡s ✿ F ✿ ✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡✳
❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ lF ❞❡ F ✳
b ← ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à F ❀
b0 ← b❀
lF ← 0❀
❘é♣ét❡r
lF ← lF + 1

lb
❀

b ← β1(b)❀
❥✉sq✉✬à b0 6= b❀
lF ← lF

4 ✴✴ 4 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F

❘❡t♦✉r♥❡r 1
lF
❀

q✉❡ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s r❡❧❛t✐❢s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ s✬❡✛❡❝t✉❡♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❢♦r♠❡s
❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✳

✖ P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s s✉r ✉♥ ❜r✐♥ b ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F ❡t ♥♦✉s ✐tér♦♥s
❥✉sq✉✬à t♦♠❜❡r s✉r ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✲
✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F ✳

✖ P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s s✉r ✉♥ ❜r✐♥ b ❞❡ F ❡t ♥♦✉s ✐tér♦♥s ❥✉sq✉✬à
r❡t♦♠❜❡r s✉r ❝❡ ♠ê♠❡ ❜r✐♥✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐✱ ❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ❜r✐♥ ♣❛r✲
❝♦✉r✉✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F ✳ ◆♦✉s
❞✐✈✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r q✉❛tr❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ F ✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ lVol ❞✬✉♥
✈♦❧✉♠❡ Vol ✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé❡ s✉✐t❡ à ❧❛
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡
♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t s❛ ❜♦r❞✉r❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♣❧✉s
❝♦ût❡✉① q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡
q✉✐ ❡♠♣❧♦✐❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r β1✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡ à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♠♠❡ à ✉♥
✈♦❧✉♠❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ✿

✖ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ Vol ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦♥t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳

✖ ❙✐ ❧❛ ❢❛❝❡ F ✱ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à b✱ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r lF ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ F ❡st ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛❧♦rs
❡❧❧❡ ❡st ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t à s♦♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❡st ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

✖ ❙✐ F ♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ Fh
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ s♦✉s✲❢❛❝❡ F ✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✺✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✉ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b✱ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡✱ ❡t ♥♦✉s ✐tér♦♥s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❜r✐♥ b′ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à
b✱ t♦✉t ❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✿ lb′ ✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡

✶✷✶



✹✳✷ ✲ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛s❡

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ✿ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❉♦♥♥é❡s ✿ E ✿ ✉♥ é❧é♠❡♥t✳
❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ lE ❞❡ E ✳
b ← ✉♥ ❜r✐♥ ❞❡ E ❀
b ← ♦❜t❡♥✐r✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❡❧❡♠❡♥t✭b✮❀
b′ ← b❀
F ← ❧❛ ❢❛❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t b❀
❙✐ ❡st✲s✐♠♣❧❡✭b✮ ❆❧♦rs

❘❡t♦✉r♥❡r ♥✐✈❡❛✉✲s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲❢❛❝❡✲s✐♠♣❧❡✲✈❡rs✐♦♥✶✭F ✮❀
✴✴ ❊♥ 2❉✱ E = F

❙✐♥♦♥
✴✴ ❈❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ 3❉ ✿ ❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡

lE ← 0❀
❚❛♥t q✉❡ β1(b′) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❢❛✐r❡
lE ← lE + 1

lb′
❀

❚❛♥t q✉❡ β3(b′) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❢❛✐r❡
b′ ← β1(b′)❀
lE ← lE + 1

lb′
❀

❙✐ β1(b′) ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❆❧♦rs
❘❡t♦✉r♥❡r 1

lE
❀

b′ ← β121(b′)❀

❘❡t♦✉r♥❡r 1
lE
❀

✶✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜r✐♥ ♣❛r❝♦✉r✉ ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Fh✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Fh ❡t ❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ lVol ✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥
b ✐♥❝✐❞❡♥t à Vol ✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❜r✐♥ b003 ❞❡ Vol ✳ ▲❛ ❢❛❝❡ F003 ❛ss♦❝✐é❡
♥✬ét❛♥t ♣❛s s✐♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❜r✐♥s ❞❡ Vol ❡t r❡t♦✉r♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b0 ❞❡ Vol ✳ F03 ♥✬ét❛♥t ♣❛s s✐♠♣❧❡✱
♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ b01 = β1(b0) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥
❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ✳ ◆♦✉s ❛❝❝✉♠✉❧♦♥s ❛❧♦rs 1

lb0
= 1
4 à lVol ✳ P✉✐s✱ b′0 = β3(b0) ♥✬ét❛♥t

♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol1✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❞é♣❧❛ç♦♥s s✉r ❧❡ ❜r✐♥ s✉✐✈❛♥t ✿ b01 ♣❛r β1 ❡t ♥♦✉s
❛❝❝✉♠✉❧♦♥s 1

lb01
= 1
4 ✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ b

′
01 = β3(b01) ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol1 ❡t ❝♦♠♠❡

β1(b01) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛❧♦rs β121(b01)✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❛♥t
b02✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ❥✉sq✉✬❛✉ ❜r✐♥ b03✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✐♥s✐ ❛♣rès ❛✈♦✐r
❛❝❝✉♠✉❧é 1

lb03
= 1
4 ❡t r❡t♦✉r♥é ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ lVol = 1✳

✹✳✷✳✺ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ✿ ❖❜t❡♥✐r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t E ✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ E ✳
b′ ← β1(b)❀
❙✐ b′ ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❆❧♦rs

❘❡t♦✉r♥❡r b′❀

❙✐ ❡st✲s✐♠♣❧❡✭b✮ ❆❧♦rs
❘é♣ét❡r
b′ ← β1(b′)❀

❥✉sq✉✬à b′ ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡❀
❙✐♥♦♥

P♦✉r t♦✉s b′ ∈ c3(b) ❢❛✐r❡
❙✐ b′ ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ E ❆❧♦rs

❘❡t♦✉r♥❡r b′❀

❘❡t♦✉r♥❡r b′❀

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥ ❜r✐♥ b q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡t r❡t♦✉r♥❡ ✉♥
❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✳ ❙✐ b ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡st❡
s✐ ❧❛ ❢❛❝❡ F ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à b ❡st s✐♠♣❧❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tèr❡ s✉r ❧❡s ❜r✐♥s
❞❡ ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ F ✱ ❥✉sq✉✬à t♦♠❜❡r s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ F ❡st ✉♥❡ ❢❛❝❡
❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬✐tér❡r ❛✈❡❝ β1 s✉r ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ F ❥✉sq✉✬à
tr♦✉✈❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ❞❡ Vol à ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à b✱
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬♦r❜✐t❡ < β1,β2 > (b)✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s c3(b) ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛❧♦rs ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐é✲
r❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol à ♣❛rt✐r ❞✉ ❜r✐♥ b003✳ ▲❛ s♦✉s✲❢❛❝❡ F003 ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F0✱ ✐♥❝✐❞❡♥t❡
à b003✱ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s
❞❡ Vol ✱ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ❝♦♠♠❡ F01 ♦✉
F03✱ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ❜♦r❞✉r❡ ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ✳ ❯♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs

✶✷✸



✹✳✸ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s

ré❛❧✐sé❡ ❡♥ t❡st❛♥t s✐ F ❡st s✐♠♣❧❡✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛s❡✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ré❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s s❡❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s✱ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
2❉✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡r♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
❛♣♣♦rté❡s ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ❣ér❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉❜❞✐✈✐sés ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳

✹✳✸ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲
q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r✱ ❡♥ 2❉✱ ✉♥❡
❢❛❝❡✱ ❡t ❡♥ 3❉✱ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦♥♥é✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡r♦♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s♦✉s ❧✬❛♥❣❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s s♦✉s ❧✬❛♥❣❧❡
♣❤②s✐q✉❡✳

✹✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts
F0 ❡t F1✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 1✳ ■❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sés
❞❡ q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❝❤❛❝✉♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉
q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ F0 ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✭❝❢✳ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸✮✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡
ét❛♣❡s ✿

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉①

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ✿ F0 ❡t F1✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥

❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F0✳ ✭c✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭b✮

❛♣rès ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F0✳ F0 ❛ été s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛❝❡s ✿ F00 ❡t F01✳

✭d✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭c✮ ❛♣rès ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rêt❡✳ ✭e✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ✭d✮ ❛♣rès ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ✿ F00 ❡t F01✳

❆ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❧❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ F0 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F000✱ F001✱

F010 ❡t F011✳ ▲❡s ❧✐❡♥s r♦✉❣❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s β2✳ ▲❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s

❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ❣r✐s✳

✶✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

✶✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❡st ✐♥séré ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡
F0✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥sér❡r ✉♥❡ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à F0✳ ▲❛
s❝✐ss✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝ré❡ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜r✐♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥
r❡st❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F0✳
▲❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s rés✉❧t❛♥ts ✈♦✐❡♥t ❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞♦✉❜❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜r✐♥
✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❝ré❡ ❝✐♥q ♥♦✉✈❡❛✉① ❜r✐♥s ♥♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✭r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❣r✐s ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✭b✮✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à F0 ❡t F1 ❣é♥èr❡ ❞❡✉①
♥♦✉✈❡❛✉① ❜r✐♥s✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛ttr✐❜✉t P❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s 0✲❝❡❧❧✉❧❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛ttr✐❜✉t ❘❡ss♦rt à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
1✲❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡
s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳

✷✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ✐♥séré❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ F0 ❡♥tr❡ ❧❡s ❜r✐♥s ❡♥t♦✉rés
❞❡ ✈❡rt ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✭c✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t
❝réés✳ ■❧s s♦♥t s✐t✉és ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❞❡✉① ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♦♣♣♦sé❡s✳ ▲✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♥♦✉✈❡❧❧❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ ❝ré❡ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
é❣❛❧ à 2lF0 ✳ F0 ❡st ❛✐♥s✐ s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲2✲❝❡❧❧✉❧❡s F00 ❡t F01✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❘❡ss♦rt
❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡✳

✸✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❡st ✐♥séré ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝réé❡
✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✭d✮✮✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ P❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❡t ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ❘❡ss♦rt ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rêt❡✳

✹✳ F00 ❡t F01✱ ré❝❡♠♠❡♥t ❝réés✱ ✈♦♥t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s❝✐♥❞és ❡♥ ❞❡✉① ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ q✉❡ F0 à ❧✬ét❛♣❡ 2✳ ❉❡✉① 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦♥t êtr❡ ✐♥séré❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s
❢❛❝❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ❜r✐♥s ♦♣♣♦sés ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ✭❝❢✳ ❧❡s ❜r✐♥s
❡♥t♦✉rés ❞❡ ✈❡rt ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✭d✮✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ♦♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐sé à 2lF0 ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t s♦♥t ❞❡s ❜r✐♥s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ F0 ❛ ❛✐♥s✐ été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲2✲❝❡❧❧✉❧❡s ✿ F000✱ F010✱ F001 ❡t
F011 ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✭e✮✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s✱
❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✭a✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛✲
è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts Vol0 ❡t Vol1✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t ♣♦✉r ❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ F0 ♦ù F0|Vol0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à Vol0 ❡t F0|Vol1 ❝❡❧❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à Vol1✳ Vol0 ❡t Vol1 ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ é❣❛❧ à 1✳ ■❧s s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ✈✐♥❣t✲q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❝❤❛❝✉♥✳ ▲❛ ✜✲
❣✉r❡ ✹✳✶✵✭b✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✭a✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡
F0 ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜✲
❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F0|Vol0 ❡♥tr❛î♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ F0|Vol1 ✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r s✉❜❞✐✈✐s❡r F0 ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐
♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳

✹✳✸✳✷ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ♣rés❡♥té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❛❞❥❛❝❡♥ts à ❧✬é❧é♠❡♥t E à s✉❜❞✐✈✐s❡r✱ ❛✐❡♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à E ✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡♥ 2❉✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F à s✉❜❞✐✈✐s❡r ♥✬♦♥t ♣❛s été
❡♥ ❛♠♦♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ❢❛❝❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à F ✳ ❊♥ 3❉✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ Vol ❝♦♥s✐❞éré✱ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ❛✈♦✐r été s✉❜❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❛♠♦♥t✱
♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol q✉✐ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à F ✱ ♥✐ ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ✈♦❧✉♠❡s

✶✷✺



✹✳✸ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ▲❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s✱ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ✿ Vol0 ❡t Vol1✱ ❝♦✉s✉s

❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ F0 ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ F0|Vol0 ❡t F0|Vol1 ✳ P❛r tr❛♥s♣❛r❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F0
✐♥❝✐❞❡♥t❡ à Vol1 ✿ F0|Vol1 ❡st r❡♣rés❡♥té❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à F0|Vol0 s♦♥t ❧✐és ❞❡✉① à ❞❡✉①

❛✈❡❝ ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à F0|Vol1 ♣❛r β3✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡r✲

♠❡tt❛♥t ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ F0 ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳ ▲❡s ❧✐❡♥s r♦✉❣❡s ✭r❡s♣✳ ✈✐♦❧❡ts✮

r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s β2 ✭r❡s♣✳ β3✮✳ ❙❡✉❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s β3 ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ✭b✮✳

▲❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳

❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ Vol à s✉❜❞✐✈✐s❡r✱ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t
♣❛s ❛✈♦✐r été s✉❜❞✐✈✐sé❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol ✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ▲❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❛❞❥❛❝❡♥t à ✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜✲

❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡

♣❛r β2 ✿ F0 ❡t F1✳ ✭a✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès q✉❡ F1 ♣✉✐s F10 ❡t F12 ♦♥t été s✉❜❞✐✈✐sés✳

✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F0✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ✭F0✮ ❛❞❥❛❝❡♥t à ✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ✭F1✮ ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡s

s♦♠♠❡ts ❜❧❡✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✳

❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t E ✭❢❛❝❡ ❡♥ 2❉ ❡t ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ 3❉✮ ❞♦✐t êtr❡ ♠♦❞✐✜é ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬é❧é♠❡♥t E ❡st ♠♦✐♥s
s✉❜❞✐✈✐sé q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝❛s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✭a✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❛❞❥❛✲
❝❡♥ts F0 ❡t F1✱ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F1 ❡♥ F1i ❛✈❡❝ i ∈ {0, ...3}✱ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞❡ F10 ❡♥ F10i ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ F12 ❡♥ F12i ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✭b✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F0✳

◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❛♣♣♦rt❡r ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r

✶✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❣ér❡r ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s ✿

✖ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠✲
♠❡ts ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t E à s✉❜❞✐✈✐s❡r✳ ❙✐ ✉♥❡
❞❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s a ❞❡ E s✬❛✈èr❡ ❛✈♦✐r ❞é❥à été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❛❞❥❛❝❡♥t à E ❡t ✐♥❝✐❞❡♥t à a✱ ❛❧♦rs ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡✈❛♥t êtr❡ ✐♥séré ❡st ❞é❥à
♣rés❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛✉❝✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ♥❡ ❞❡✈r❛ êtr❡ ✐♥séré ❞❛♥s a ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡
ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r♦♣♦s ❛✈❡❝ ❧❡ s♦♠♠❡t s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s♦♠♠❡t q✉✐ ♥❡
s❡r❛ ♣❛s ✐♥séré ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
a ❞❡ F0 ❛ ❞é❥à été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F1✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❡♥tr❛î♥é ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥
❞✉ s♦♠♠❡t s s❝✐♥❞❛♥t ❛❧♦rs a ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳

❈❡ ❝♦♥st❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ t❡st❡r s✐ ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b ❞♦✐t êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé ♦✉ ♥♦♥✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s s✐ β1(b) ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❙✐ β1(b) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❛❧♦rs b ❞♦✐t êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé✱ s✐♥♦♥ ❧❡ t❡st ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❛ ❞é❥à été s✉❜❞✐✈✐sé✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st s❝✐♥❞é❡✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❜r✐♥s ❝réés ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ❧❡ β1 ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛ été s❝✐♥❞é❡✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ a ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❜r✐♥s✳ ▲❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à a ❡st
b0✳ b1 = β1(b0) ét❛♥t ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ b0 ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F0 s♦♥t s❝✐♥❞é❡s ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b ❞❡ F0✳ ❈♦♠♠❡ β1(b4) ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❛❧♦rs b4 s❡r❛ s✉❜❞✐✈✐sé✳

✖ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❝✐♥❞❡
✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ ❞❡✉①✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ré❝✉♣èr❡ ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t
s✐t✉é ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✾✭b✮ ❡t ✹✳✾✭d✮✱ ❝❡s ❜r✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ❡♥t♦✉rés ❞❡ ✈❡rt✳
P♦✉r ❧❡s ré❝✉♣ér❡r✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ β1 ❞❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛ été s❝✐♥❞é❡ ❛✉ ♠♦✐♥s
❞❡✉① ❢♦✐s ❡♥ ❛♠♦♥t✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ❜r✐♥
♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t s✐t✉é ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ a ❀ ❝❡ ❜r✐♥ ❡st ♥♦♠♠é
bmilieu✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❛rêt❡s ❞✬✉♥❡
❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ bmilieu ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬❛❝❝✉✲
♠✉❧❡r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱
❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rêt❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r s♦♥ bmilieu✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t
❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✳

✶✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ a ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✽✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ la ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧✬❛rêt❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s st♦❝❦♦♥s ❞❛♥s v ✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
q✉❡ lF0 = la = lb = 1✱ lb0 = lb1 = lb2 = lb3 = 4 ❡t lb4 = 1✳ ▲✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st a ❡t b0 ❡st s♦♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ v = 1

2 ✳

✷✳ ❈♦♠♠❡ F ❡st ✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r❝♦✉r✐r s❛ ❜♦r❞✉r❡ ❛✈❡❝ β1✳ ◆♦✉s
❛❝❝✉♠✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜r✐♥ ♣❛r❝♦✉r✉✱
❞❡♣✉✐s ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b0 ❞❡ a✱ ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛
♠♦✐t✐é ❞❡ 1

la
✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❞é❜✉t♦♥s ❛✈❡❝ b0 ❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛♥t 1
lb0
= 1
4 à cumule✳ ❈♦♠♠❡✱

cumule ≤ 1
2 ✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❛✉ ❜r✐♥ b1 ❡t ♥♦✉s ❛❝❝✉♠✉❧♦♥s 1

lb1
✱ ❞♦♥♥❛♥t cumule =

✶✷✼



✹✳✸ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ✿ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t s✐t✉é ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡
❉♦♥♥é❡s ✿ E ✿ ✉♥ é❧é♠❡♥t✳

a ✿ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ E ✳
bdebut ✿ ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ a✳

❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡ bmilieu✳
la ← ♥✐✈❡❛✉✲s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲é❧é♠❡♥t✭E✮❀
✴✴ la ✿ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ a✱ la = lE
v ← la

2 ❀
b ← bdebut ❀
cumule ← 0❀
❚❛♥t q✉❡ cumule ≤ 1

v
❢❛✐r❡

cumule ← cumule + 1
lb
❀

b ← β1(b)❀
❘❡t♦✉r♥❡r b❀

1
2 ✳ ❈♦♠♠❡✱ cumule ≤ 1

2 ✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❜r✐♥ b2 ❡t ♥♦✉s ❛❝❝✉♠✉❧♦♥s
1
lb2

✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛❧♦rs cumule = 3
4 ✳ cumule ét❛♥t ❛❧♦rs s✉♣ér✐❡✉r à

1
2 ✱ ♥♦✉s r❡t♦✉r♥♦♥s

b2✳ b2 ❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t s s✐t✉é ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ a✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐s❡r
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ s❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s
❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲
q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✱ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳

✹✳✸✳✸ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s

▲♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡✱ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts ❡t
❛rêt❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s P❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ❘❡ss♦rts✳ ❈❡s P❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ❘❡ss♦rts
❞♦✐✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sés ♦✉ ♠✐s à ❥♦✉r ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳
❖r✱ ♠❛❧❣ré ❞❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥tr❡
❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉ ❡t ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
3❉✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❧❛rté ❞❡ ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞ét❛✐❧❧❡r t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s
2❉✱ ♣✉✐s ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ❝❛s 3❉ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s F ✱ ❧❛ ❢❛❝❡ ✈❡♥❛♥t ❞✬êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé❡✳

▼❛ss❡s

▲❡s s♦♠♠❡ts ❝réés ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡✱ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡✉r
♠❛ss❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❝✉❧❡ q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❛ss♦❝✐é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s s♦♠♠❡ts ✐♥❝✐❞❡♥ts à F ✱ ❞♦✐✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡✉r ♠❛ss❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡✉r
♠❛ss❡ ét❛✐t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ F ✱ ❛❧♦rs q✉❡ s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❡❧❧❡ ❡st
❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ F ♠❛✐s ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢❛❝❡ ❞❡ F ✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✭b✮✱
❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡✉r ♠❛ss❡ s♦♥t r♦✉❣❡s ❡t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ♠❡ttr❡
à ❥♦✉r ❧❡✉r ♠❛ss❡ s♦♥t ✈❡rt❡s✳

P♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ♦✉ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ ❖r✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛✐r❡

✶✷✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ Fa✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s
L0 st♦❝❦é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s r❡ss♦rts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡✉① ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ Fa✳
P✉✐s✱ ♥♦✉s ❞✐✈✐s♦♥s ❝❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Fa✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✱ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ❞❡ s❛ ❢❛❝❡
♠èr❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✭a✮ ♦ù lF1 = 1✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡
F1 ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✿ longueur(F1) = 2 ❡t largeur(F1) = 1✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✭b✮✱ F11✱ ✉♥❡ ❞❡s
q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s ❞❡ F1✱ ❛✉r❛ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ longueur(F11) =

longueur(F1)
lF11

= 2
2 = 1

❡t largeur(F11) =
largeur(F0)
lF11

= 1
2 ✳

❈❛s ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✱ s✐ ✉♥ s♦♠♠❡t ❡st ✐♥séré ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✱ ❛❧♦rs ❧❡ s♦♠♠❡t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ s❡r❛ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✭❝❢✳ ❧❛
♣❛rt✐❡ ✹✳✸✳✸✮✳ ▲❛ P❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ st♦❝❦❡ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ▲❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ q✉✐ ❛✈❛✐t ✐♥✐✲

t✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ q✉✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♠♣♦sé

❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts F0 ❡t F1✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛

s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ F1 ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s01✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ F0 ❡t F1 ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s

♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛✲
tèr❡✱ q✉✐ ❛✈❛✐t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ q✉✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré✲
s❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✭a✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts F0 ❡t F1✳ ▲❛ ✜✲
❣✉r❡ ✹✳✶✷✭b✮ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s01 s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F1 ❡♥ F1i ❛✈❡❝
i ∈ {0, ...3}✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ❞❡ F1 ♦♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
s✉♣ér✐❡✉r à F0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ F0 ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❝✐♥q s♦♠♠❡ts ✿ s0✱ s1✱ s01✱ s4 ❡t
s3✱ ❡t ❡st ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à s01✳

▲❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✐♥❝✐❞❡♥ts q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à
❝❡tt❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ❚♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s s♦♥t ❛❧♦rs ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡r❛
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t
❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡st ♥♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧✬é❧é♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t à ❝❡ ❜r✐♥ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ à
❝❡tt❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ❉❛♥s ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✭b✮✱ ❧❡ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à F0 ❡t ♣❛rt❛♥t ❞❡ s01✱ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥
❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❀ F0 ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s01✳

❊①❡♠♣❧❡ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✱ F0 ❡t F1 ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡♥s✐té
s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ♦♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛ss❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✭a✮✱

✶✷✾



✹✳✸ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s

s0 ❡t s3 ♦♥t ♣♦✉r ♠❛ss❡
ρ AF0
4 ✳ s2 ❡t s5 ♦♥t ♣♦✉r ♠❛ss❡

ρ AF1
4 ❡t s1 ❡t s4 ♦♥t ♣♦✉r ♠❛ss❡

ρ AF0
4 +

ρ AF1
4 ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✭b✮✱ ❧❡s ♠❛ss❡s ❞❡ s0 ❡t s3

r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s2 ✭r❡s♣✳ s5✮ ❛ ♣♦✉r ♠❛ss❡
ρ AF11
4 ✭r❡s♣✳

ρ AF13
4 ✮ ❛✈❡❝ AF11

✭r❡s♣✳ AF13✮ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t ❧❛r❣❡✉r ❞❡ F11 ✭r❡s♣✳ F13✮✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ F11
✭r❡s✳ F13✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ F1 ❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F11
✭r❡s♣✳ F13✮✱ s♦✐t 2 ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ AF11 =

AF1
4 ✭r❡s♣✳ AF13 =

AF1
4 ✮

❡t s2 ✭r❡s♣✳ s5✮ ❛ ❛✐♥s✐ ♣♦✉r ♠❛ss❡
ρ AF1
16 ✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ s00✱ s03 ❡t s04 ♦♥t ♣♦✉r ♠❛ss❡

2
ρ AF1
16 ✱ s02 ❛ ♣♦✉r ♠❛ss❡ 4

ρ AF1
16 ✳ s1 ❡t s4 ♦♥t ♣♦✉r ♠❛ss❡

ρ AF0
4 +

ρ AF1
16 ✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚

s01 ❛ ♣♦✉r ♠❛ss❡ 2
ρ AF1
16 ✭F0 ét❛♥t ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à s01✱ F0 ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ♣❛s ❛✉

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛ ♠❛ss❡✮✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♠❛ss❡s ❡t ❞❡s r❡ss♦rts✱ s✉✐t❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts F0 ❡t F1✱

❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ ▲❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ F1 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F10✱ F11✱

F12 ❡t F13✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ F0 ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F00✱ F01✱ F02 ❡t F03✳ ▲❡s r❡ss♦rts r♦✉❣❡s s♦♥t ❧❡s r❡ss♦rts ❝réés ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sés✳ ▲❡s r❡ss♦rts ✈❡rts s♦♥t ❧❡s r❡ss♦rts q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠✐s à

❥♦✉r✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❝♦❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳

❘❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①

▲❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s à ❧❛ ❢❛❝❡ F s♦♥t s✉♣♣r✐♠és ❛✈❛♥t s❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ P✉✐s✱
✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❛❧✐sé✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①

✶✸✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❝réé❡s✳

✖ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥✳ P♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❞❡✉① s♦♠✲
♠❡ts s✐t✉és ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ à s✉✐✈r❡ s❡r❛ ❡①♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✭a✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ba ❞❡ F0✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ F0 à ♣❛rt✐r ❞❡ ba✱ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡s q✉❛tr❡ ❜r✐♥s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ✿ ba✱ bb✱ bc ❡t bd ✳ ▲❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❜r✐♥s ba
❡t bc s♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞✉ ♣r❡♠✐❡r r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ F0 à s✉♣♣r✐♠❡r✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉①
s♦♠♠❡ts ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❜r✐♥s bb ❡t bd ✱ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡
F0 à s✉♣♣r✐♠❡r✳

✖ ❈ré❛t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝ré❡r ❧❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉s✲❢❛❝❡ ✐ss✉❡ ❞❡
❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F0✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ ré❝✉♣ér❛♥t
❧❡s q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛❝❡ F00 ✿ bα✱ bβ✱ bγ ❡t bδ✱ ♣✉✐s ❡♥ ❝ré❛♥t ❧❡s
❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s ❜r✐♥s bα ❡t
bγ ✱ ❡t ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s ❜r✐♥s bβ ❡t bδ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✭b✮✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧♦rs ❞❡
❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✱ ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡ts
❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❧❡✉r ❝ré❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ st♦❝❦❡ ✉♥ ❜r✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ à
❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳ ◆♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉ r❡ss♦rt
❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❧✉✐ ❛✛❡❝t♦♥s ❧❡ ❜r✐♥ bβ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s P❛rt✐❝✉❧❡s
st♦❝❦❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❛✉①q✉❡❧s ❡❧❧❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s✱ ♥♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s
❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❧✐st❡s ❞❡ s❡s P❛rt✐❝✉❧❡s ❡①tré♠✐tés✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛
r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞♦✐t êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳ ▲❛ s❡✉❧❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧
❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♠❛ss❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❧❡s r❡ss♦rts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
❞❡✉① ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✱ ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡
❧✬é❧é♠❡♥t✳

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ d ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡
F ✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛ ❢♦r❝❡✱ ❡st é❣❛❧❡ à

√

(X 2+Y 2) ♦ù X = L0(r)
lF

❡t Y = L0(s)
lF

✱ ❛✈❡❝
r ❡t s✱ ❧❡s r❡ss♦rts ❛ss♦❝✐és à ❞❡✉① ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ F ✳

❘❡ss♦rts ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛✉①

▲❡s ❘❡ss♦rts ❝réés ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sés✳ ▲❡s ❛✉tr❡s
❘❡ss♦rts q✉✐ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ❞❡ F ✱
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✭b✮✱ ❧❡s r❡ss♦rts q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sés s♦♥t
r♦✉❣❡s ❡t ❧❡s r❡ss♦rts q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r s♦♥t ✈❡rts✳

▲❡s ❘❡ss♦rts ❞♦✐✈❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ♦✉ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés ❡♥ ré❝✉♣ér❛♥t ❝❡❧❧❡s
❞✬✉♥ ❞❡ ❧❡✉r ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t✳ ■❧s ❞♦✐✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ♦✉ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡✉r r❛✐❞❡✉r✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✱
s❛✉❢ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts q✉✐ s♦♥t ré❝✉♣éré❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
❧♦♥❣✉❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s r❡ss♦rts ❛ss♦❝✐és à ❞❡✉① ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✭❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✮✳ ▲❛ r❛✐❞❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡
à ✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ F ✳ ❖r✱ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡
❡♥ s♦✉s✲❛rêt❡s✱ ♥♦✉s ♣♦♥❞ér♦♥s ❧❛ r❛✐❞❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ la ❞❡
❧❛ s♦✉s✲❛rêt❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ r❡ss♦rt ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡t lF ✳ ▲❛ r❛✐❞❡✉r kF (i ,j)|a ❞✬✉♥ r❡ss♦rt ❛ss♦❝✐é
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✹✳✸ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s

à ❧✬❛rêt❡ a ✭❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ la✮ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ F ✭❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ lF ✮ ❡st ❞♦♥❝
❢♦r♠✉❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

kF (i ,j)|a = kF (i , j)
la

lF

♦ù✱ kF (i , j) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❛rêt❡ a✳ i ❡t j s♦♥t
❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F ✳

❊♥✜♥✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✬✉♥ r❡ss♦rt ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡
❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛♥t ❧❡s r❛✐❞❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ r❡ss♦rt r ✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛ ❢♦r❝❡✱ ❡st
é❣❛❧❡ à L0(r)

lr
✳

❱✐t❡ss❡s ❡t ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s

▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s P❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ❝réé❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r
❞❡ ❢r❡✐♥❡r ❧❡ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉rs ✈♦✐s✐♥❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ s♦♠♠❡t ❡st ✐♥séré ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡✱ ♥♦✉s ré❝✉♣é✲
r♦♥s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ✭r❡s♣✳ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s✮ ❞❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❛❧❧❛♥t êtr❡
s❝✐♥❞é❡✳ P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝réé❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ✭r❡s♣✳ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s✮ ❞❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡✳

❈♦♥tr❛✐♥t❡s

▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ X ❡t✴♦✉ Y ❡t✴♦✉ Z ✳ ❙✐ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ✐♥séré❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ♦ù s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ét❛✐❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❧♦rs
♣❛r ❞é❢❛✉t✱ ❡❧❧❡ s❡r❛ ❡❧❧❡✲❛✉ss✐ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳

❏♦♥❝t✐♦♥ ❚

▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✷ ❡t ✹✳✶✹✳
❊❧❧❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s01 s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F1 ❡♥ F1i ✱ ❛✈❡❝
i ∈ {0, ..., 3}✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à s❝✐♥❞❡r ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F1✳ ▲✬❛rêt❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s❝✐♥❞é❡ ♣❛r s01 ét❛✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠✉♥❡ à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✭F0 ❡t F1✮ ❞❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ s01 s❡ ✈♦✐t ❛ttr✐❜✉❡r s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡ s❝✐♥❞❡ ✿ s1 ❡t s4✳

P♦✉r ❣ér❡r ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s
♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s01
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r F0✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✐t❡♠❡♥ts
❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s01 ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✖ F0 ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ♣❛s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s01 ✭❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r
❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♠❛ss❡s✮✳

✖ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✱ s01 ♥✬ét❛♥t ✓ r❡t❡♥✉❡ ✔ ♣❛r ❛✉❝✉♥ r❡ss♦rt ❞❛♥s ❧❡
q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ F0✱ ❡❧❧❡ ✓ r❡♥tr❡ ✔ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡rr♦♥é✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
s01 s❡r❛ ♣r♦❥❡té❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r s❡s ❡①tré♠✐tés✱ s♦✐t ❧❡
s❡❣♠❡♥t ❬s1✱s4❪✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣♦✐♥t p✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧❡r♦♥s
❛✐♥s✐ p✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❧✬❛✛❡❝t❡r♦♥s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s01✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡rr♦♥é ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❡t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ✭a✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✭b✮✳ ✭b✮ s01
♥✬ét❛♥t ♣❛s ✓ r❡t❡♥✉❡ ✔ ♣❛r F0✱ ❡❧❧❡ ✓ r❡♥tr❡ ✔ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ✭c✮ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ p

❞❡ s01 s✉r ❧✬❛rêt❡ ✭s1✱ s4✮✳ s01 s❡r❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r p✳

✖ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s01 ♥❡ ✈❛ ♣❛s êtr❡ ✐♥té❣ré❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❛ êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✛❡❝té❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ p✳
❖r✱ s01 ❡①✐st❛♥t ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts F10 ❡t F12✱ ❝❡tt❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝♦♥tr✐❜✉❡
à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞✐str✐❜✉❡r s❛
❢♦r❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts✱ ❛♣rès ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s
❢♦r❝❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞✉❡s ❛✉① r❡ss♦rts ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s01 ❛ ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥ts ✐♥❝✐❞❡♥ts ✿ F0✱ F10 ❡t F12✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
❜r✐♥ b ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ s✐ b ❡st ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛❝❡ F ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à b
❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s t♦✉s ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F ❡t ♥♦✉s ❛❝❝✉♠✉❧♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ✉♥ s✐①✐è♠❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥❝✐❞❡♥t❡
à tr♦✐s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t tr♦✐s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝❤❛❝✉♥ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱
❞♦♥♥❛♥t ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ s✐① ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲❡ s✐①✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ s01 ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❛❝❝✉♠✉❧é à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡✉✈❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t✳ ▲❡ s✐①✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ s01 ❡st
❞♦♥❝ ❛❝❝✉♠✉❧é ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♦♠♠❡t
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡r❛ ❛❝❝✉♠✉❧é❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s
❞✉ s♦♠♠❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛❝❝✉♠✉❧♦♥s ✉♥ s✐①✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ s01 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F10 ✿ ④s1✱ s00 ❡t s02⑥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ F12 ✿ ④s02✱ s04 ❡t s4⑥
r❡ç♦✐t ❛✐♥s✐ ❞❡✉① s✐①✐è♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ s01✳

❊♥✜♥✱ s✐ ❧❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ F0 ❡st ❛♠❡♥é à êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé✱ ❛❧♦rs s01 ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥

✶✸✸



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

❚✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F0 ♣❛rt❛♥t ❞❡ s4 ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r
❧❡ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s01 ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s04✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ✭r❡s♣✳ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥
❚ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ à ◆❯▲▲✳ ❖r✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r❞ s♦♥ st❛t✉t ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛
t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✭r❡s♣✳ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✮ ♥✉❧❧❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ❢r❡✐♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ❞✬✐♥❞✉✐r❡
❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡ ✭r❡s♣✳ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✮✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛✛❡❝t♦♥s
❝❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✭r❡s♣✳ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

✹✳✹ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

▲❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❛✐t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡
s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✱ ❛✈❡❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s♦♥ ét❛♣❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♣✉✐s s❛ ♠✐s❡ à
❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲
❤❡①❛è❞r❡s✳ ▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✬❛♣♣✉✐❡r❛ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞❡r♦♥s
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣❛rt✐❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s s❛ ♣❛rt✐❡ ♣❤②s✐q✉❡✳

✹✳✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✺ ❡t ✹✳✶✻✳ ❈❡s ✜❣✉r❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
ét❛♣❡s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❤❡①❛è❞r❡ q✉❡ ♥♦✉s
♥♦♠♠❡r♦♥s Vol ✭❝❢✳ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✺✭a✮ ❡t ✹✳✶✻✭a✮✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ✈❛ ❛✐♥s✐ êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé ré❣✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❝❤é♠❛✲
t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✱ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭a✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦✉③❡
❞❡s ✈✐♥❣t✲q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❞❡ Vol ✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à Vol s♦♥t
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s à Vol ✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s lVol ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❬❇❆❉❙▼✵✽❪✳ ❈❡
♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s✐① ét❛♣❡s✱ ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

✶✳ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✶✾✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s✐① ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ❡st s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲
❢❛❝❡s✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à Vol ✱ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs
❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ lVol ✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts r♦✉❣❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✺✭b✮✱ ✹✳✶✻✭b✮
❡t ✹✳✶✺✭c✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts ❝réés ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ét❛♣❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F0 ❡st s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ F0i ❛✈❡❝ i ∈
{0, ..., 3}✱ s❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s s♦♥t s❝✐♥❞é❡s ❡♥ ❞❡✉① ✭❝❢✳ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡①♣❧✐❝✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à F0 ♥✬❛✉r♦♥t ♣❛s à s✉❜❞✐✈✐s❡r ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t
❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ F0 ✭❝❢✳ ✹✳✶✻✭b✮ ❡t ✹✳✶✻✭c✮✮✳

✷✳ ◆♦✉s ✐♥sér♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❢❛❝❡ Fa ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ Vol ✱ ❝♦✉♣❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0 ❡t Vol1✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s ❜r✐♥s ❞❡ Fa ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞✬✉♥ ❞❡ s❡s ❝ôtés✳ Fa ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ r♦✉❣❡
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✭c✮✳ ❊❧❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ✈♦❧✉♠❡s✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ Fa ❡st ✐♥séré❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❜r✐♥s L ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡
❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s q✉❛tr❡ ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❧❛tér❛❧❡s ❞❡ Vol ✭❝❢✳ ❧❡s ❜r✐♥s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭c✮✮✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ L✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ b q✉✐ ❡st

✶✸✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

✭❣✮ ✭❤✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ s❡✉❧

❤❡①❛è❞r❡ Vol ✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ Vol ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s✳

✶✸✺



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

✭❣✮ ✭❤✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❜r✐♥s✳

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✱ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞é❝r✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ Vol ✱ ♠❛✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t

❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ✳ ▲❡s ❧✐❡♥s r♦✉❣❡s ✭r❡s♣✳

✈✐♦❧❡ts✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❧✐❛✐s♦♥s β2 ✭r❡s♣✳ β3✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s✮✳

✶✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ Vol ✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ β1 ❞❡ b✱ ❞♦♥♥❛♥t b0✳
b0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ❞❡ L✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r b121 s✉r b0✱
❞♦♥♥❛♥t b1✳ ◆♦✉s st♦❝❦♦♥s b1 ❞❛♥s L✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛✐♥s✐ b121 t♦✉t ❡♥ st♦❝❦❛♥t ❧❡s
❜r✐♥s ♣❛r❝♦✉r✉s✱ ❥✉sq✉✬à r❡tr♦✉✈❡r b0✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐ ❧❡s
❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ♦♥t été s✉❜❞✐✈✐sé❡s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣❛r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts
à Vol ✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

Fa ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❞❡ ❜r✐♥s✱ ❞♦♥t ❧✬✉♥ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à Vol0 ❡t ❧✬❛✉tr❡ à Vol1 ✿
Fa|Vol0 ❡t Fa|Vol1 ✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❞❡ ❜r✐♥s s♦♥t r❡❧✐és ❞❡✉① à ❞❡✉① ♣❛r β3 ✭❝❢✳ ✹✳✶✻✭d✮✮✳
■❧s ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol0 ❡t ❞❡ Vol1✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s
♠❛rq✉❡r ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✕ ▲❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ s✐♠♣❧❡✳ ❯♥ ③♦♦♠ s✉r ❧❡ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡ Vol0 ❞❡

❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭d✮✱ ♦ù ❧❡s ❜r✐♥s ❞❡ Fa|Vol0 s♦♥t r❡♣rés❡♥tés✳

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❛rq✉❡r ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡
❜r✐♥s ❞❡ Fa|Vol0 ✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭d✮✳ ❈❡s q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ❞✬✉♥ ❞❡s ❝ôtés ❞❡ Fa|Vol0 ✳ P♦✉r ❧❡s ♠❛rq✉❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ✐♥séré ❞❛♥s L ✿ b0✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s β2✱ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ✉♥
❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à Fa|Vol0 ✿ bδ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❜r✐♥ bδ s❡ s✐t✉❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡
❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Fa|Vol0 ✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛❧♦rs β1 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ bǫ
✐♥❝✐❞❡♥t à Fa|Vol0 q✉❡ ♥♦✉s ♠❛rq✉❡r♦♥s ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ β11(bǫ) à ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❜r✐♥s✳

P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ bγ ❞❡ Fa|Vol1 ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭d✮✮✱ ♥♦✉s
❛✈✐♦♥s ❛✈❛♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ Fa✱ st♦❝❦é ❧❡ β2 ❞❡ b0✳ ■❧ s✉✣t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❧❡ β2 ❞❡ ❝❡ ❜r✐♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Fa|Vol1 ✳ P♦✉r ♠❛rq✉❡r
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t Fa|Vol1 ✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r Fa|Vol0 ✳

✸✳ ▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à s❝✐♥❞❡r Fa ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ✐♥séré ❡st
r❡♣rés❡♥té ❡♥ r♦✉❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✺✭d✮ ❡t ✹✳✶✻✭e✮✳

✹✳ P✉✐s✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛❝❡ Fb ✭r❡s♣✳ Fc✮ ❡st ✐♥séré❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❤❡①❛è❞r❡ Vol0 ✭r❡s♣✳
Vol1✮✳ ❊❧❧❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛❣✐tt❛❧❡ ❧✬❤❡①❛è❞r❡ Vol0 ✭r❡s♣✳ Vol1✮ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲
❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol00 ❡t Vol01 ✭r❡s♣✳ Vol10 ❡t Vol11✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❛❝❡s ✐♥séré❡s
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ r♦✉❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✭e✮✳

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♠♣❧♦②é ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛❝❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ba ✐♥séré ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ L0 q✉✐ s❝✐♥❞❡r❛ Vol0✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉

✶✸✼



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

β1 ❞❡ b0 ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭e✮✮✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❝❡❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡
s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r s✉r ❧❡ ❜♦♥ ❜r✐♥ ❛✈❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s✳

❙✉✐t❡ à ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ Fbc ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t à Fb ♦✉ Fc✮✱ ♥♦✉s
♠❛rq✉♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ Fbc ✿
Fb|Vol00 ✱ Fb|Vol01 ✱ Fc|Vol10 ❡t Fb|Vol11 ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭f ✮✮✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❞✐✛èr❡ q✉❡❧q✉❡
♣❡✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ Fbc ét❛♥t ✐♥séré❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦✐t✐é s✉♣ér✐❡✉r❡
♦✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❤❡①❛è❞r❡ ✐♥✐t✐❛❧ Vol ✱ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t s❛ ❧❛r❣❡✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥st✐t✉é❡s
❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r✐♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ Fa ét❛✐t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❜r✐♥s ♣❛r ❝ôté✳ ❖r✱ ❧❡s
❢❛❝❡s Fbc ❝♦♥s✐❞éré❡s ✐❝✐✱ ♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡✉① ❜r✐♥s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t
✉♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s β11 ♣♦✉r
♣❛r❝♦✉r✐r s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s β1 ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r s❛ ❧❛r❣❡✉r✳

✺✳ Fb ❡t Fc s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ s❝✐♥❞é❡s ❡♥ ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✭f ✮✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❝réé❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ Fb ❡t Fc
r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ r♦✉❣❡✳

P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r s✉r ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s bα ❞❡ Fbc ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭f ✮✮✳ P✉✐s ♥♦✉s
ré❝✉♣ér♦♥s ❧❡ ❜r✐♥ bαmilieu ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t β1(bα)✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
♣❧❛ç♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜r✐♥ bβ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Fbc ❛♣rès bα✳ bβ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❜r✐♥ bα✳ ◆♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❛❧♦rs
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❧❡ ❜r✐♥ bβmilieu ✭bβmilieu = β1(bβ)✮✳
bαmilieu ❡t bβmilieu ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞✬✐♥sér❡r ❧✬❛rêt❡ q✉✐ s❝✐♥❞❡r❛ Fbc ❡♥ ❞❡✉①✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛rêt❡s ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ✿ 2 lVol ✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛rêt❡ ✐♥séré❡ ❞❛♥s Fb ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❧❡✉r β1✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rêt❡ ❞❡ Fc ✭❝❢✳
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭g✮✮✳

✻✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛❝❡ ❡st ✐♥séré❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❤❡①❛✲
è❞r❡s Vol00✱ Vol01✱ Vol10 ❡t Vol11✳ ❊❧❧❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦r♦♥❛❧❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s
❤❡①❛è❞r❡s ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s✳ Voln ❡st ❛✐♥s✐ s❝✐♥❞é ❡♥ Voln0 ❡t Voln1 ❛✈❡❝
n ∈ {00, 01, 10, 11}✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❛❝❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ r♦✉❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✹✳✶✺✭g✮✳

◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s ✭3✮ ❡t ✭5✮ ❡♥ ❝ré❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡
❞❡ ❜r✐♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥sér❡r ❧❛ ❢❛❝❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ♣✉✐s ❞❡ ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t
t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✭g✮✮✳

✼✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✺✭h✮ ❡t ✹✳✶✻✭h✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ Vol ❡st ❛❧♦rs s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol000✱ Vol001✱ Vol010✱
Vol011✱ Vol100✱ Vol101✱ Vol110 ❡t Vol111✳

✹✳✹✳✷ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ❢❛✐t❡✱ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ Vol à s✉❜❞✐✈✐s❡r ♦♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✲
✈✐s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à Vol ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❡t ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ♥❡
❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ❛✈♦✐r été s✉❜❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ❆✜♥ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r
❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠♦❞✐✜é ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡①❛è❞r❡s
❛❞❥❛❝❡♥ts✱ ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬❤❡①❛è❞r❡ Vol+✳ Vol+ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❡t ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
s✉❜❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à

✶✸✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❛♣♣♦rt❡r ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡✱
✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é✱ r❛ss❡♠❜❧❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ Vol+✱
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ lVol+✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à Vol ✱ ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à Vol+ ♥❡
s♦♥t ♣❛s t♦✉s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♣rés❡♥té
❝✐✲❞❡ss✉s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❛♣♣♦rté❡s à ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

✶✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉❜❞✐✈✐s❡r ❧❡s s✐① ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
❞❡ Vol+✳ ❆✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❡♥ ❛♠♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❢❛❝❡s F ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à Vol+✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ F ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+ s✐ ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s été s✉❜❞✐✈✐sé❡s✱ s✐♥♦♥ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲
❢❛❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s✉❜❞✐✈✐sé❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t❡st❡r s✐ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢❛❝❡ F ∈ F ✳ ◆♦✉s ❧✐st♦♥s ❝✐✲❛♣rès
❧❡s ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ❡♠♣ê❝❤❛♥t F ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✿

✖ ❙✐ F ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol+ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲❢❛❝❡ F003 ❞❡ ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✹✳✶✽✭a✮✮✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛❝❡ ❞❡ F ✳

✖ ❙✐♥♦♥✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s s✐ F ❛ ❞é❥à été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ♦✉ ♥♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s
✉♥ ❜r✐♥ b ✐♥❝✐❞❡♥t à F ❡t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol+✱ ❡t ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡
F ❛✈❡❝ β1 à ♣❛rt✐r ❞❡ b✳ ❙✐ ♥♦✉s ♥❡ tr♦✉✈♦♥s ♣❛s q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡
Vol+✱ ❛❧♦rs ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ F ❛ ❞é❥à été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ F0|Vol+ ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✭a✮✮✳ ◆♦✉s st♦❝❦♦♥s ❛❧♦rs F ❞❛♥s F∞ ♣♦✉r ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t
s❡s ❜r✐♥s ❡t ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛❝❡ ❞❡ Vol+✳

❙✐ F ♣♦ssè❞❡ q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+✳ F ❡st ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
❞❡ Vol+ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✹✳✶✽✭a✮✱ ❧❛ ❢❛❝❡ F1 ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+ ❞❡✈❛♥t êtr❡ s✉❜❞✐✲
✈✐sé❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F ✭❝❢✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾✮ ❝♦♥s✐st❡ à s❝✐♥❞❡r s❡s q✉❛tr❡
❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❖r✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F ♦♥t ♣✉ êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ❞❡s
✈♦❧✉♠❡s ♦✉ ❞❡s ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F ✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
t❡st❡r s✐ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ s❝✐♥❞é❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à t❡st❡r ❡st é❣❛❧ à lVol ✳ ❙✐
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ s❝✐♥❞é❡✱ s✐♥♦♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡
F ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F s❡ ♣♦✉rs✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾✳

❙✐ Fn ∈ F∞✳ Fn ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F ❞❡ Vol+✱ ❛②❛♥t été ♣ré❛✲
❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t F ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽
✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛rq✉❛♥t ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à
❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡t ❛✉ ♠❛rq✉❛❣❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s s✐① ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+✳ ❉❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✭a✮✱ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F0 ❞❡ Vol+✱ ❛ été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡
❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol1✱ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ❞❡s s♦✉s✲
✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol1 ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol+✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✭b✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès
❧✬ét❛♣❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t
s✉❜❞✐✈✐sé❡s✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s F1 ❡t F2 ❞❡ Vol+
s♦♥t ❝♦♥❝❡r♥é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✭c✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭b✮ s✉✐t❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F0✱ ❛②❛♥t été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡✳ ❊♥✜♥✱
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✭d✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭c✮ ❛♣rès q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡
Vol+ ❛✐❡♥t été s✉❜❞✐✈✐sé❡s ♦✉ ♠❛rq✉é❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s

✶✸✾



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✕ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❛rêt❡s

❡t ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s s✉❜❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❛♠♦♥t ♣❛r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ✭a✮ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥

♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ Vol1 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé

✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✱ ♣✉✐s ❞❡✉① ❞❡ s❡s s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol+ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été s✉❜❞✐✈✐sés✳

▲❛ ✜❣✉r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬❤❡①❛è❞r❡ Vol+ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r tr❛♥s♣❛r❡♥❝❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡

❧✬❤❡①❛è❞r❡ Vol1✱ ❛❞❥❛❝❡♥t❡ à Vol+✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s

❞❡ Vol+ ✿ F1 ❡t F2✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ s❡✉❧❡s ❝❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ♥✬♦♥t ♣❛s

été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ✭c✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭b✮ ❛♣rès ❛✈♦✐r ♠❛rq✉é

❧❡s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+✱ ✐♥❝✐❞❡♥ts à F0|Vol+✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β2
r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❜r✐♥s ❞❡ F0|Vol+ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥té❡s✳ ✭d✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭c✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s

tr♦✐s ❛✉tr❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ Vol+ ❡st ❧✬❤❡①❛è❞r❡ ❛②❛♥t ❧❡

♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❤❡①❛è❞r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡t ❧❛

s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❡♥tr❛î♥❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s

❡♥ s✐♠♣❧❡s s♦♠♠❡ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❜r✐♥s ❧❛❜❡❧❧✐sés ❞❡ 0 à 5 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s q✉✐

♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬✐♥sér❡r ✉♥❡ ❢❛❝❡ s❝✐♥❞❛♥t Vol+ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ✜❣✉r❡s ❞✉

s❝❤é♠❛✱ ❧❡s ❜r✐♥s ♦r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+ ♦✉ ❞❡ Vol1✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❡♥ r♦✉❣❡

✭r❡s♣✳ ✈✐♦❧❡t✮ s♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s β2 ✭r❡s♣✳ β3✱ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s✮✳ ▲❡s tr❛✐ts ❜❧❡✉s r❡♣rés❡♥tés

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ Vol1✱ ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❧❡s ❞✐① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol1 ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol+✳ ▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❜❧❡✉❡s

✭r❡s♣✳ r♦s❡s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳ ❝❡♥tré❡s✮✳

✶✹✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❡♥tr❡ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✽✭c✮ ❡t ✭d✮✱ rés✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s q✉✐ ♦♥t été
tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ s✐♠♣❧❡s s♦♠♠❡ts✳

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡
Vol+✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣❛ss❡r ❡♥ r❡✈✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+ ♦✉
❞❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+ s✐ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♦♥t été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t
s✉❜❞✐✈✐sé❡s✳ ❙✉✐t❡ à ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s F1 ❡t F2 ❞❡ Vol+ ♦♥t été s✉❜✲
❞✐✈✐sé❡s ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s
F000|Vol+✱ F01|Vol+✱ F02|Vol+ ❡t F033|Vol+ ♦♥t été st♦❝❦é❡s ❞❛♥s F∞✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣♦s✲
sè❞❡♥t ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol+✳ ❈❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ✈♦♥t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ tr❛✐té❡s ❞❛♥s ❧❡
❜✉t ❞❡ ♠❛rq✉❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡✉r ❢❛❝❡ ♠èr❡ F0|Vol+✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+ ♥✬❛②❛♥t
♣❛s été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ♦♥t été s✉❜❞✐✈✐sé❡s✱ ❡t s❡s
❛✉tr❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol+ ♦♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s été ♠❛rq✉é❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ F0|Vol+✳

✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ Fa ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ Vol ♥é❝❡ss✐t❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s✳

✖ ◆♦✉s ♣❛rt✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞✬✉♥ ❜r✐♥ b q✉✐ ét❛✐t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡
Vol ✳ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ❜r✐♥ b ét❛✐t ❛❧♦rs tr✐✈✐❛❧✱ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ❞❡ Vol ét❛✐❡♥t
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ ❖r✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐ ♣♦✉r Vol+✱ ♦ù ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♠♣❧♦②❡r ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✾ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r b✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉s ❧❡s
❜r✐♥s ❞❡ Vol+ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

✖ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b ré❝✉♣éré✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ b0 ❞❡ L ét❛✐t β1(b)✳ ❖r✱ ❝❡
♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐ ♣♦✉r Vol+✳ P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ❜r✐♥ b0 à ♣❛rt✐r ❞✉ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b✱
♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✭d✮✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛rêt❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❜r✐♥ b✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ s❝✐♥❞é❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ré❝✉♣ér❡r ❧❡
♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à b ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ β1(b)✳

✖ P♦✉r ❝♦♥st✐t✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s L ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ Fa✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐✲
q✉✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t β121✳ ❖r✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❧✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ Vol+ ❡t ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸✳

✖ ❯♥❡ ❢♦✐s Fa ✐♥séré❡ s❡❧♦♥ L✱ ♥♦✉s ♠❛rq✉✐♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t q✉❛tr❡ ❞❡s ❤✉✐t ❜r✐♥s
❞❡ Fa|Vol0 ✭r❡s♣✳ Fa|Vol1✮✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ bǫ ✭r❡s♣✳ bγ✮✱ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t
β11✳ ❖r✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❧✉s ♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ Vol+✱
♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ bǫ ✭r❡s♣✳ bγ✮✱ ❛✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❞❡ Fa|Vol0 ✭r❡s♣✳ Fa|Vol1✮ à ♠❛rq✉❡r
❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✷ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡s bǫ ✭r❡s♣✳ bγ✮ ❡t lVol+✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛❝❡s s✐♠♣❧❡s✳

✸✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r Vol ✳

✹✳ ✖ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ba ✐♥séré ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ L0 q✉✐ s❝✐♥❞❡r❛ Vol0 ✭r❡s♣✳ Vol0✮✱ ♥❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ♣❛s à β1(b0) ♠❛✐s à ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❢❛❝❡✭b0✮ ✭❝❢✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✮✳

✖ P♦✉r ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t q✉❛tr❡ ❞❡s s✐① ❜r✐♥s ❞❡ Fbc ✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r✐♦♥s s❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t β11 ❡t s❛ ❧❛r❣❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t β1✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ Vol+✱
♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭r❡s♣✳ ❧❛r❣❡✉r✮ ❞❡ Fbc ✱ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✷✱
❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭r❡s♣✳ ❧❛r✲
❣❡✉r✮ ❡t lVol+ ✭r❡s♣✳ 2 lVol+✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛♥t ❧❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♥st✐t✉❛♥t s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s 1

lVol+
✱ ❛❧♦rs q✉❡ s✐

❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s❛ ❧❛r❣❡✉r✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s 1
2 lVol+

✳

✶✹✶



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

✺✳ P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ❜r✐♥ bαmilieu à ♣❛rt✐r ❞❡ bα✱ ♥♦✉s ♥✬❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t β1
♠❛✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r bβ à ♣❛rt✐r ❞❡ bα✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❞❡✉①
❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✭bβ = ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❢❛❝❡✭♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲
❢❛❝❡✭bα✮✮✮✳

✻✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ✐♥sér❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol00✱ Vol01✱
Vol10 ❡t Vol11✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ Vol+ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡
❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s ✭3✮ ❡t ✭5✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✺ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ β1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✺✱ ✽✱ ✶✷ ❡t ✶✸✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✶✷✱ ♣❡r♠❡t ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❝ôtés ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✳

▼❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡✱ ❞✬✉♥ ✈♦✲
❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ✜✲
❣✉r❡s ✹✳✶✽✭b✮ ❡t ✭c✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐é✲
r❛r❝❤✐q✉❡ F ✱ ❛②❛♥t été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡✱ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b ✐♥❝✐❞❡♥t à ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛❝❡ Fn ❞❡ F ✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ♠❛rq✉❡r ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F0|Vol+ ✱ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ s❛ ❜♦r❞✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ba✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
❜r✐♥s ✿ b# ❛✈❡❝ # ∈ {a✱ c à m}✳ P✉✐s✱ ✐❧ ♠❛rq✉❡ ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡ F0|Vol+ ✱ q✉✐ s♦♥t bi ❛✈❡❝
i ∈ {α,β, γ, δ}✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
à ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✱ s❡s ❜r✐♥s ✐♥t❡r♥❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❛tr❡✳ ❊♥✜♥✱
s✉✐t❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡s ❜r✐♥s ❞❡ F0|Vol+ s❡r♦♥t ♠❛rq✉és ❝♦♠♠❡ s✉✐t❡ ❛✉
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✭❝❢✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾✮✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ s✉r ✉♥ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à F000|Vol+✳

✖ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
F000|Vol+✳ ❙✐ ❧❡ ❜r✐♥ ♣❛ssé ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ba✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛♣♣❧✐✲
q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✱ ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ F000|Vol+ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t β1 ❥✉sq✉✬à
t♦♠❜❡r s✉r ba✳

✖ P✉✐s✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ F0|Vol+ ♥✬❛ ♣❛s ❞é❥à été ♠❛rq✉é❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱

♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ba ❡t lVol+2 ✱ ❞♦♥♥❛♥t bc ✳ bc ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ ❛♣rès ba à ❞❡✈♦✐r êtr❡ ♠❛rq✉é ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❡st ❞é❥à ♠❛rq✉é ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ F0|Vol+ ❛ ❞é❥à été ♠❛rq✉é❡ ❤✐é✲
r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s✱ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été
❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❧❛ s♦✉s✲❢❛❝❡ F01|Vol+ ✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ s✐ ♥♦✉s ét✐♦♥s ♣❛rt✐s
❞❡ be ✭r❡s♣✳ bh✱ bk✮✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s t❡sté s✐ bf ✭r❡s♣✳ bi ✱ bl✮ ét❛✐t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol+✳

✖ ❙✐ F0|Vol+ ♥✬❛ ♣❛s ❞é❥à été ♠❛rq✉é ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ t❡st❛♥t s✐ bc ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱
♥♦✉s ❧❡ ♠❛rq✉♦♥s ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉r bd = β21(bc)✱ q✉❡ ♥♦✉s
♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ❛✈❡❝
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s bd ❡t 2 lVol+ ✳ ❈♦♠♠❡ lbd =

1
2 ✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ❜r✐♥ be ✳ be ❡st

✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol+✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❞♦♥❝ bf = ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲
❢❛❝❡✭be ✱ 2✮ q✉❡ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à
r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❜r✐♥ ba✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♠❛rq✉é ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à
F0|Vol+ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t s❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ q✉✐ s♦♥t ✿ b# ❛✈❡❝ # ∈ {a✱ c à m}✳

✖ ◆♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❜r✐♥s bi ❛✈❡❝ i ∈ {α,β, γ, δ}✱ ✐♥t❡r♥❡s à F0|Vol+✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ✿ ba✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ba ❡t 2✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❜r✐♥ bc ✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡t ♠ê♠❡

✶✹✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ bc ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s bβ q✉❡ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❛❧♦rs
❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s ❜r✐♥s ✐♥✲
t❡r♥❡s✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t β21✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ✿ ▼❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✐♥s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈♦✲
❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ s♦♥
✈♦❧✉♠❡
❉♦♥♥é❡s ✿ Fn ✿ ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F ✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❜r✐♥

❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳
b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à Fn✳

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à F s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❛rq✉és ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✳
begin ← b❀
❙✐ b ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❆❧♦rs
b ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❢❛❝❡✲s✐♠♣❧❡✭b✮❀

b ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲❢❛❝❡✭b✱ lVol2 ✮❀
❙✐ b ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❆❧♦rs

✴✴ P❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ F

❘é♣ét❡r
❙✐ b ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❆❧♦rs

♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭b✮❀
b ← β21(b)❀
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭b✮❀

b ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲❢❛❝❡✭b✱ lVol2 ✮❀
❥✉sq✉✬à begin = b❀
✴✴ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥t❡r♥❡s à F

b ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲❢❛❝❡✭♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲❢❛❝❡✭b✱ lVol2 ✮✱ lVol2 ✮❀
P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à 4 ❢❛✐r❡

♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭b✮❀
b ← β21(b)❀

❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s
✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✭c✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t✱ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ❜r✐♥ ❞♦♥♥é✱ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à b✱ ❡♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❜r✐♥s ♣❛r❝♦✉r✉s✱ ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r
♦❜t❡♥✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ β1 ❞✉ ❜r✐♥ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ s✬❡st ❛rrêté✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✭c✮✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ Vol+ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été s✉❜❞✐✈✐sé✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉❡
lVol+ = 1✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ba ❡t 2 lVol+ = 2✱ ♥♦✉s
ré❝✉♣ér♦♥s bc ✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❛✛❡❝t❡r 1
lba

à cumule✳ cumule ✈❛✉t ❛❧♦rs
1
4 ✳ b

′
a ét❛♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s s✉r ❧❡ ❜r✐♥ bb = β121(ba)✳ cumule ét❛♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à

1
2 ✱ ♥♦✉s ❛❞❞✐t✐♦♥♥♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 1

lbb
à cumule ❞♦♥♥❛♥t 12 ✳ b

′
b ét❛♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❡t cumule

ét❛♥t é❣❛❧ à 12 ✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ❛❧♦rs bc = β1(bb)✳
❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝ôtés

❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ s❛♥s s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡
♠❛rq✉❛❣❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s ❜r✐♥s✱ ♠❛✐s s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ■❧ s❡rt

✶✹✸



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

❛✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧❡ ✈♦✐r ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛❝❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ✿ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t l ✿ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à b ❛♣rès b✱ ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ l ✳
cumule ← 0❀
❚❛♥t q✉❡ cumule < 1

l
❢❛✐r❡

cumule ← cumule + 1
lb
❀

❚❛♥t q✉❡ β3(b) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❢❛✐r❡
b ← β1(b)❀
cumule ← cumule + 1

lb
❀

❙✐ cumule ≥ 1
l
❆❧♦rs

❘❡t♦✉r♥❡r β1(b)❀

b1 ← β121(b1)❀
❘❡t♦✉r♥❡r β1(b)❀

❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s
✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸✱ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✭d✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ b0✱ ♣♦✉r ❝♦♥st✐t✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s L q✉✐ s❝✐♥❞❡r❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ Vol+ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❛❥♦✉t❡r b0 à L✳ b′0
ét❛♥t ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❛✉ ❜r✐♥ b1 = β121(b0)✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❛❧♦rs b1 à L✱ ♣✉✐s
❧❡ ❜r✐♥ b2 = β121(b1)✳ b′2 ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s β1 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ β121✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r b3 q✉❡ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s à L✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à r❡t♦♠❜❡r s✉r
b0✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ✿ ❈♦♥st✐t✉❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s ❛✜♥ ❞✬✐♥sér❡r ✉♥❡ ❢❛❝❡
❉♦♥♥é❡s ✿ b0 ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥ à ✐♥sér❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❜r✐♥s C✳
b ← b0❀
❘é♣ét❡r

❛❥♦✉t❡r✲❛✉✲❝②❝❧❡✭C✱ b✮❀
❚❛♥t q✉❡ β3(b) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❢❛✐r❡
b ← β1(b)❀
❛❥♦✉t❡r✲❛✉✲❝②❝❧❡✭C✱ b✮❀

b ← β121(b)❀
❥✉sq✉✬à b = b0❀
❘❡t♦✉r♥❡r C❀

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥t s✉❜❞✐✲
✈✐s❡r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ s❡s ❤❡①❛è❞r❡s
❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲
q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✱ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳

✶✹✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

✹✳✹✳✸ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s

▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ✭❝❢✳ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✱
♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♥♦té q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s P❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❘❡ss♦rts ❞❡✈❛✐❡♥t êtr❡ ❝réés
♣♦✉r êtr❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts ❡t ❛rêt❡s ✐♥sérés ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❚♦✉t
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡
✐♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s P❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ❘❡ss♦rts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❛✉tr❡s P❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ❘❡ss♦rts ❞é❥à ❡①✐st❛♥ts✱ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳

▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s❡r❛ ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❞✐é❡ à ❧✬✐♥✐✲
t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉✬❛✉
❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡✱ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts ❡t ❛rêt❡s
❡st ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛❝❡s ✭❝❢✳ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✶✾✮ ❡t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s ✭❝❢✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✸✮✳
❊♥✜♥✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s Vol ✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✈❡♥❛♥t ❞✬êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé✳

✹✳✹✳✸✳✶ ▼❛ss❡s

▲❡s s♦♠♠❡ts ❝réés ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts
✐♥❝✐❞❡♥ts à Vol ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ♦✉ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡✉r ♠❛ss❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧❛ P❛rt✐❝✉❧❡ q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❛ss♦❝✐é❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦✉
♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉① ❤✉✐t ♥♦✉✈❡❛✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❡♥❣❡♥❞rés
♣❛r ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✱ ❡t r❡❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡✉r ♠❛ss❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳
❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉
s♦♠♠❡t ❞♦♥t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛ss❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❞❡ ❧✬❤❡①❛è❞r❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s L0 st♦❝❦é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s r❡ss♦rts
❛ss♦❝✐és à tr♦✐s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s❡r♦♥t
❡♥s✉✐t❡ ❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t E
✐ss✉ ❞✬✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞♦♥t ✐❧ ♣r♦✈✐❡♥t
r❛♣♣♦rté❡s à s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ lE ✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ E ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✐ss✉❡s ❞❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞é❢♦r♠é❡s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♠èr❡✳

❈❛s ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞♦✐t êtr❡
♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ p✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s t♦✉s s❡s
✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ❙✐ ❧❡ ❜r✐♥ ❛ss♦❝✐é ❡st ♠❛rq✉é ❛❧♦rs ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
♠❛ss❡ ❞❡ p✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ♣❛s✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥✱
❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡t ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞❡ Vol ✳

✹✳✹✳✸✳✷ ❘❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①

▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s s❡ ♣♦✉rs✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s✳
❆✉ ❞é❜✉t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✱ s❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① s♦♥t s✉♣♣r✐♠és✳ ❯♥❡ ❢♦✐s
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s q✉❛tr❡ ♥♦✉✈❡❛✉① r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❝réés✳

✶✹✺



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

✖ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ b ❞❡ Vol ✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s
ré❝✉♣ér♦♥s ❧❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à b✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❜ré❣❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣❛r ✓ P❇❍❋ ✔✳ ◆♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ s♦♥ s♦♠♠❡t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡♠❡♥t
♦♣♣♦sé r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à Vol ✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s sn✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥
❜r✐♥ bn ♣❛rt❛♥t ❞❡ sn ❡t ✐♥❝✐❞❡♥t à Vol ✳ P✉✐s✱ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✿
P❇❍❋✭P❇❍❋✭β2✭P❇❍❋✭P❍❇❋✭bn✮✮✮✮✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s♦♠♠❡t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ♦♣✲
♣♦sé à sn ❞❛♥s Vol ✳ ❊♥✜♥✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉ r❡ss♦rt
❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦❝é❞❡r à s❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❧✬❡♥❧❡✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ s❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡①tré♠✐tés t♦✉t ❥✉st❡ ❞ét❡r♠✐✲
♥é❡s✳

✖ ❈ré❛t✐♦♥✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s s❡s ❤✉✐t ♥♦✉✲
✈❡❛✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s Voln✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛
s✉♣♣r❡ss✐♦♥✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Voln✱ ♣✉✐s ❡♥ st♦✲
❝❦❛♥t q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❡t ❡♥✜♥ ❡♥ ré❝✉♣ér❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
❞✐❛❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sés✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡st ❛❧♦rs ❝réé ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡
❞✬❡①tré♠✐tés ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t
❝réé✱ st♦❝❦❡ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à Voln ❡t ❛ ♣♦✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ 2 lVol ✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s
❡♥s✉✐t❡ s❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮
s❛✉❢ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ Vol ✳

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ d ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬❤❡①❛è❞r❡ Vol ✱
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛ ❢♦r❝❡✱ ❡st é❣❛❧❡ à sqrt(X 2+Y 2+Z2) ♦ù X = L0(r)

lVol
✱ Y = L0(s)

lVol
❡t

Y = L0(t)
lVol

✱ ❛✈❡❝ r ✱ s ❡t t✱ ❧❡s r❡ss♦rts ❛ss♦❝✐és à tr♦✐s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ♣❛rt❛♥t ❞✉
♠ê♠❡ s♦♠♠❡t✳

✹✳✹✳✸✳✸ ❘❡ss♦rts ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛✉①

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❘❡ss♦rts ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡
Vol ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sés ♦✉ ♠✐s à ❥♦✉r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡
♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉ ✭❝❢✳ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✮✱ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥❡
❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol ✳ ❙✐ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s à ❥♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲❛rêt❡ a ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱
✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣♦♥❞ér❡r ❝❡tt❡ r❛✐❞❡✉r✳ ▲❛ r❛✐❞❡✉r kVol(i ,j ,k)|a ❞✬✉♥ r❡ss♦rt ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛rêt❡ a ✭❞❡

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ la✮ ❞❡ Vol ❡st ❢♦r♠✉❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

kVol(i ,j ,k)|a = kVol(i , j , k)
la

lVol

♦ù kVol(i , j , k) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❛rêt❡ a✳ i ✱ j ❡t
k s♦♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ Vol ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❧♦♥❣✉❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s L0 ❞❡s r❡ss♦rts
❛ss♦❝✐és à tr♦✐s ❜r✐♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t✱ ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✳

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ r❡ss♦rt r ✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛ ❢♦r❝❡✱ ❡st
é❣❛❧❡ à L0(r)

lr
✳

✹✳✹✳✸✳✹ ❱✐t❡ss❡s ❡t ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s

▲♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s ✭❝❢✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾✮✱ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ✭r❡s♣✳ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✮ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✐♥séré❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ a ❞❡ Vol ✱ ❡st

✶✹✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ✭r❡s♣✳ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s✮ ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡①tré♠✐tés
❞❡ a✳ ▲❡ s♦♠♠❡t ✐♥séré ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❛✉r❛✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱
♣♦✉r ✈✐t❡ss❡ ✭r❡s♣✳ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✮✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ✭r❡s♣✳ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s✮ ❞❡s q✉❛tr❡
s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F ✳

✹✳✹✳✸✳✺ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

▲♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s ✭❝❢✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾✮✱ s✐
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ p ❡st ✐♥séré❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞♦♥t s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés
ét❛✐❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❞é❢❛✉t p s❡r❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ pmilieu ✐♥séré❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F ✱ s✐ s❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥ts✳

✹✳✹✳✸✳✻ ❏♦♥❝t✐♦♥ ❚

◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ✐❝✐✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡t ❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s
❚✱ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞✉r❛♥t ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✳

✖ ❈ré❛t✐♦♥✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ❝♦♥s✐st❛♥t à
s✉❜❞✐✈✐s❡r ❧❡s s✐① ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ✱ s✐ ✉♥❡ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s F ♥✬❛ ♣❛s
été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❛♠♦♥t ♣❛r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s✱ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾✳

▲♦rs ❞❡ ❧❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à s❝✐♥❞❡r ❧❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F ✳ ❙✐ ♥♦✉s ✐♥sér♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❤✐é✲
r❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❝♦♠♠✉♥❡ à ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s✱ ❛❧♦rs
s ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ s s❡r❛ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
✈♦❧✉♠❡s ❛✉tr❡s q✉❡ Vol q✉✐ s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts à s✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐
s ❡st ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✱ ❝❡♥tré❡ ♦✉ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ b ♣❛rt❛♥t ❞❡ s✳ ◆♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s sa ❡t sb
❛ss♦❝✐é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❜r✐♥s ♣ré❝é❞❛♥t ❡t s✉✐✈❛♥t b✳

• ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✳ ❙✐ ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts sa ♦✉ sb ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ♦✉ q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s sa ❡t sb s♦♥t ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✱
❛❧♦rs s s❡r❛ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡
❢♦r❝é♠❡♥t q✉❡ s ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t
❡t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❛rêt❡ q✉✐ ❡st ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚
❢r♦♥t❛❧✐èr❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡①tré♠✐tés
❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à b✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾✭a✮ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝❛s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞❡ Vol1 ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F0 ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ❤❡①❛è❞r❡s Vol0 ❡t
Vol1✳ ▲✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ s ❞❛♥s ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ a ❞❡ F0 s❝✐♥❞❡ a ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ s
ét❛♥t ✐♥❝✐❞❡♥t à ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s
✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ✉♥ ❜r✐♥ b ♣❛rt❛♥t ❞❡ s✳ ▲❡s ❜r✐♥s ♣ré❝é❞❛♥t ❡t s✉✐✈❛♥t b ♣❛rt❡♥t
t♦✉s ❞❡✉① ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✿ sa ❡t sb✳ s ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡s s♦♠♠❡ts ♠❛rq✉és
❞✬✉♥❡ ❝r♦✐① r♦s❡ ✿ sa ❡t sb✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ a✳

✶✹✼



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✕ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❝réé❡✱

♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts Vol0 ❡t Vol1✱ ❝♦✉s✉s

❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3 ♦ù ❧❛ ✜❣✉r❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol1✳ ▲❛

❢❛❝❡ F0 ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉✬✉♥❡

❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F0 ❛ été s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t s✳ s ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡

❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① s♦♠♠❡ts ♠❛rq✉és

❞✬✉♥❡ ❝r♦✐① r♦s❡✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F0 ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛❝❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

♦❜s❡r✈❡r q✉❛tr❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ❡t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ sα✳ ▲❡s ❝r♦✐① r♦s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

❛✉① q✉❛tr❡ ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ sα✳ ▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❜❧❡✉❡s ✭r❡s♣✳ r♦s❡s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉①

❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳ ❝❡♥tré❡s✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ ❡①♣❧✐❝✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ♣r♦♣♦s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❡
♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✭a✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s
❛❞❥❛❝❡♥ts ✿ Vol0 ❡t Vol1✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ Vol1 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✱ ♣✉✐s
✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ✿ Vol1000 ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été s✉❜❞✐✈✐sé✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✭b✮ ♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡ Vol1100✳ ▲❡ s♦♠♠❡t s1
❛ été ❝réé ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F03✳ ▲♦rsq✉❡ s1 ❛ été ✐♥séré
❞❛♥s ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F03✱ ✐❧ ét❛✐t ❛❧♦rs ❡♥t♦✉ré ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡
sb ❡t ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ♥♦r♠❛❧ sc ✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡✈❡♥✉ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ❛✈❡❝
♣♦✉r ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡♥t♦✉rés ❞❡ r♦✉❣❡✳

• ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡✳ ❙✐ ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts sa ♦✉ sb ❡st ✉♥❡ ❥♦♥❝✲
t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ❡t q✉❡ s ♥✬❡st ✐♥❝✐❞❡♥t q✉✬à ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s✱ ❛❧♦rs s s❡r❛ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥
❚ ❝❡♥tré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❢♦r❝é♠❡♥t q✉❡ s ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❡t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✛❡❝t♦♥s ❧❡s q✉❛tr❡ ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❥♦♥❝t✐♦♥
❚ ❝❡♥tré❡✱ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ sa ♦✉ sb✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r♦♣♦s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s♦♠♠❡t sα ✐♥séré ❞❛♥s ❧✬❛rêt❡ ❤✐é✲
r❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F03 ét❛✐t ❡♥t♦✉ré ❞❡s s♦♠♠❡ts sa ❡t sd ✱ q✉✐ ét❛✐❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ❡t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥
q✉❡ sα ❡st ❞❡✈❡♥✉ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ❡t s❡s q✉❛tr❡ ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ sa✳

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉✐t❡ à ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ sa ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡
F0✱ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol1✳

• ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✳ ❙✐ ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts sa ♦✉ sb ❡st ✉♥❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ♠❛✐s q✉❡ s ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à tr♦✐s ✈♦❧✉♠❡s✱ ❛❧♦rs s s❡r❛ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥
❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✳ ◆♦✉s

✶✹✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✕ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❝réé❡ ❞❛♥s

✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉✐ ❛ ❞é❥à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐é✱ ♣♦✉r

❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts Vol0 ❡t Vol1✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡

♣❛r β3✳ Vol1 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✳ ❯♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s Vol1000
s❡ tr♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛❞❥❛❝❡♥t à Vol0 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

✭a✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡ Vol1100 ❞❡ Vol1✳ ❈❡tt❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡

❞❡✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ❡t ❞❡ tr♦✐s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s✳ ▲❡s tr❛✐ts ❜❧❡✉s r❡♣rés❡♥tés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ Vol1✱ ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❧❡s s❡♣t ✭r❡s♣✳ ❞✐①✮ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol1 ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol0✱ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭a✮

✭r❡s♣✳ ✭b✮✮✳ ▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❜❧❡✉❡s ✭r❡s♣✳ r♦s❡s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳

❝❡♥tré❡s✮✳

✶✹✾



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

Vol0 
Vol1111 

Vol1011 

s s1 

s2 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✕ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ ❡t ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝✐♥q ❤❡①❛è❞r❡s

❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✳ ▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❜❧❡✉❡s ✭r❡s♣✳ r♦s❡s✮

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳ ❝❡♥tré❡s✮✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s

β3 ♦♥t été r❡♣rés❡♥té❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ❝♦♥st✐t✉❛♥t Vol1011 ❡t Vol0 ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t

r❡♣rés❡♥té✳

✶✺✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

♥♦t♦♥s Vol0✱ Vol1 ❡t Vol2✱ ❧❡s tr♦✐s ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts à s ❛✈❡❝ lVol0 ≤ lVol1 < lVol2 ✳
P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s ❡t ✐♥❝✐❞❡♥t à Vol1✱ ♦✉ Vol0 s✐ lVol0 = lVol1 ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♥❡
♣♦✉rr✐♦♥s ♣❛s ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ Vol0 ♣✉✐sq✉❡ q✉❡
❧✬❛rêt❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛ été ✐♥séré❡ s ♥❡ ❝♦♠♣♦s❡ ♣❛s ✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
❞❡ Vol0✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝❛s✳ Vol1111 ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♦❜s❡r✈❡r q✉✬✉♥❡ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❛ ❞é❥à été s✉❜❞✐✈✐sé❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s❛ ❢❛❝❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♥♦té❡ F ✱ ❛❞❥❛❝❡♥t❡ à Vol0 ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
♠♦♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♣rès ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡
F ✳ s ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♣♦✉r Vol1011 ❝❛r s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r s❛
❜♦r❞✉r❡✱ ♠❛✐s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❝❡♥tré❡ ♣♦✉r Vol0 ❝❛r s✐t✉é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞❡ s❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ▲❡ s♦♠♠❡t s ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✳ ◆♦✉s
♣❛r❝♦✉r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol1011 ♦✉ Vol1111✱ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡s
❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ s ✿ s1 ❡t s2✳

▲♦rs ❞❡ ❧❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rêt❡ ❛②❛♥t s❝✐♥❞é ❡♥ ❞❡✉① ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

• ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡s ❞❡ F ♦♥t été s❝✐♥❞é❡s✱ ♥♦✉s ✐♥sér♦♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ a s❝✐♥❞❛♥t ❡♥ ❞❡✉①
❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F ✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s s❝✐♥❞♦♥s a ❡♥ ❞❡✉① ❡♥ ✐♥sér❛♥t
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t sα✳ ❙✐ sα ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s✱ ❛❧♦rs ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
s❡r❛✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✮✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ sα✱ ré❝✉♣éré ❧❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡s ❞❡ F ✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ❡t ❞❡
❧✬❛✉tr❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à sα✳ ❙✬✐❧s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧♦rs sα
❛✉r❛ ❝♦♠♠❡ ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡
F ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t st♦❝❦és ✭❝❢✳ ❧❡ s♦♠♠❡t sα ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾✭b✮✮✳ ❙✐♥♦♥ ✭❝❢✳
❧❡ s♦♠♠❡t sγ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✭b✮✮✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ sα
❡t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s
♣❛r❝♦✉r♦♥s ❛✈❡❝ β1 ✉♥❡ ❞❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à sα ❥✉sq✉✬à t♦♠❜❡r s✉r ✉♥
❜r✐♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t q✉✐ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ sβ
✭❝❢✳ ❧❡ s♦♠♠❡t se ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✭b✮✮✳ ◆♦✉s ❛✛❡❝t♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ❡①tré♠✐tés
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ sα ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ sβ✳

✖ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ♦✉ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✳

• ❙❝✐ss✐♦♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ◆♦✉s r❛♣✲
♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ q✉❛tr❡
s♦✉s✲❢❛❝❡s ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥sér❡r ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ ❝❡♥tré❡ ❙✐ ✉♥❡ ❞❡
❝❡s q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❛ ❞é❥à été s❝✐♥❞é❡ ❡t q✉❡ ❧❡ s♦♠♠❡t✱ ♥♦♠♠é s✱ ❛✉
♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ s❡r❛ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡♥tré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
❞✉ ✈♦❧✉♠❡ Vol ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ❛✉ r❡❣❛r❞
❞❡ Vol ✳ ❖r✱ s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✱ s ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ♣♦✉r ❝❡
❞❡r♥✐❡r ♠❛✐s r❡st❡ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳

✶✺✶



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷ ✕ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛②❛♥t ✉♥

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐é ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳

✭a✮ ❯♥ ③♦♦♠ s✉r ❧❛ ❢❛❝❡ F0|Vol0 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✭b✮✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✈✐s❛♥t

à ♠❛rq✉❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡ ✭❝❢✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✮✳ ◆♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts s1✱ s3✱ s5 ❡t s7 q✉✐ ét❛✐❡♥t ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s ❞❛♥s ✭a✮ s♦♥t

♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✳ ✭c✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭b✮ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

❞❡ Vol+✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s0✱ s2✱ s4✱ s6 ❡t s8 ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✳ ▲❡s

♣❛rt✐❝✉❧❡s ❜❧❡✉❡s ✭r❡s♣✳ r♦s❡s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳ ❝❡♥tré❡s✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡
s✳ ❙✐ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol1011 ✈❡♥❛✐t à êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé✱ ❛❧♦rs s❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F ❛❞✲
❥❛❝❡♥t❡ à Vol0 s❡r❛✐t s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s✳ ▲❡ s♦♠♠❡t s s❡r❛✐t ❛❧♦rs
tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡♥tré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡
s s❡r❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ♣♦✉r Vol0✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r
❧❡s q✉❛tr❡ ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❝❡♥tré❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❜r✐♥ b ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡t
✐♥❝✐❞❡♥t ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ P✉✐s✱ ✉♥❡ ❞❡s s♦✉s✲
❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à b✱ s❡r❛✐t ♣❛r❝♦✉r✉❡✱ ❥✉sq✉✬à t♦♠❜❡r s✉r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡✳
▲❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡r❛✐❡♥t ❛❧♦rs ré❝✉♣éré❡s ♣♦✉r ❧❡s
❛✛❡❝t❡r à ❝❡❧❧❡s ❞❡ s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s q✉❛tr❡ ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
s s❡r❛✐❡♥t ❛✛❡❝té❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ s2✳

• ▼❛rq✉❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛②❛♥t été s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❆♣rès s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ♥✬❛②❛♥t ♣❛s été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐✲
sé❡s ♣❛r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✱ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❢❛❝❡s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡t ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✐♥s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s ❧❛
❜♦r❞✉r❡ ❞❡ F ✱ ♣✉✐s ❧❡s q✉❛tr❡ ❜r✐♥s ✐♥t❡r♥❡s à F ✳ ❈❡s q✉❛tr❡ ❞❡r♥✐❡rs ❜r✐♥s ♣❛rt❡♥t
❞✉ s♦♠♠❡t s✐t✉é ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ F ✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s smilieu✳ ■❧s ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s s✐t✉é❡s s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡s q✉❛tr❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦✉s✲❢❛❝❡s ❞❡ F ✱ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té smilieu✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚
❝❡♥tré❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❡♥ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ ✈♦♥t
♣❧✉s s❡ s✐t✉❡r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ F ♠❛✐s s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡s s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s
❡♥ ❧❡sq✉❡❧s Vol ❛✉r❛ été s✉❜❞✐✈✐sé✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❡r♦♥t
♠✐s❡s à ❥♦✉r à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✬✐❧ s✬❛✈èr❡
q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡ ♣❛r❝♦✉rs✱ ♥♦✉s t♦♠❜✐♦♥s s✉r ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡s
❞❡✈✐❡♥❞r❛✐❡♥t ❞❡ s✐♠♣❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ét❛✐❡♥t
❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ Vol ✳ ❖r✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❛❧❧❛♥t êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé✱ ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡s s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❛rêt❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡ s❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡✱ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s q✉❡ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ❡♥ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ▲❛ ✜✲
❣✉r❡ ✹✳✷✷✭b✮ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F0 ❞❡ Vol+✱ ♣ré✲
s❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷✭a✮ ❞♦✐t êtr❡ ♠❛rq✉é❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡
s❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❛ été ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣♦✉r ♠❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✐♥s b# ❛✈❡❝
# ∈ {a✱ c à m}✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡s ❜r✐♥s bi ❛✈❡❝ i ∈ {α,β, γ, δ}✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛❧✲
❧♦♥s ♣r♦✜t❡r ❞❡ ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s s1✱ s3✱
s5 ❡t s7 ❡♥ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol+ ét❛♥t ❡♥ tr❛✐♥
❞✬êtr❡ s✉❜❞✐✈✐sé✱ ❝❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ♥❡ s❡ tr♦✉✈❡r♦♥t ♣❧✉s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐é✲
r❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ F0|Vol+ ♠❛✐s s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡
s❡s s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol+✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜r✐♥ bi ❛✈❡❝ i ∈ {α,β, γ, δ}✱
♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✱ ❞♦♥♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✐♥s bd ✱ bk ✱ bj ❡t
bg✱ ♣❛rt❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts s2✱ s0✱ s6 ❡t s8✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚
❝❡♥tré❡s tr❛✈❡rsé❡s ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡✈✐❡♥❞r♦♥t ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛✲
❧✐èr❡s✳ ▲❡✉rs ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❡r♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol+✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ ❝❡♥tré❡ ▲❡s ❥♦♥❝✲
t✐♦♥s ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡s s✐t✉é❡s à ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞✬✉♥❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
♣❛rt❛♥t ❞❡ smilieu ✭❝❢✳ s4✮✱ ❞❡✈✐❡♥❞r♦♥t ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡♥tré❡s✳ ❆✜♥
❞❡ s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷✭b✮✳
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ smilieu ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s4 ❡t ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛rêt❡s
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ s4 s♦♥t ✿ s0✱ s2✱ s6 ❡t s8✳ P♦✉r ♦♣ér❡r ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❢❛❝❡ ❞♦♥t ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛ été s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✷✹ ❡t ✹✳✷✺ ✐❧❧✉str❡♥t ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✹✱ ❧❡
s♦♠♠❡t s3 ❡st ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❡♥ ét❛♥t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ♣♦✉r
❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol1100 ❡t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol0✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✲
✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol0✱ F0|Vol0 ❛ été ♠❛rq✉é❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❧❡ s♦♠♠❡t s3 ❡st ❞❡✈❡♥✉
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✺ ♠♦♥tr❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol0✳

✖ ❙✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ st❛t✉t ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ♦✉ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés
❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✳

❆ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol ✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ p✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s t♦✉s ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts à p✳ ❙✐ ✉♥ ❞❡s ❜r✐♥s ♥✬❡st ♣❛s
♠❛rq✉é ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ p ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥ s♦♠♠❡t s♦♥t ♠❛rq✉és ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
❛❧♦rs ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬❡st ♣❛s ♦✉ ♣❧✉s ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ❙✐ p r❡st❡ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ ❛❧♦rs
s❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s
❚ ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉① ❤✉✐t ♥♦✉✈❡❛✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
s♦♥t ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡s✱ s♦♥t ♠❛rq✉é❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡✈❛♥t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹✳

✖ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚

◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✱ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❧❡s
tr❛✐t♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡s
❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✱ ♣✉✐s ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❢♦r❝❡ s✉r ❧❡✉rs ✈♦✐s✐♥❡s✳

• ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✱ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❞♦✐t êtr❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡rr♦♥é✳ ❊♥ 3❉✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡

✶✺✸



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸ ✕ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡

s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✭a✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾✭a✮ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥

❞❡ Vol1✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol0 ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✳ ▲❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts

❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ❡t ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡✱ r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ✭a✮✱ s♦♥t

♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ s✐♠♣❧❡s s♦♠♠❡ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ✈✐s✉❡❧ ❞❡ s❝✐♥❞❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐❡s

❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Vol1 s❡❧♦♥ s❡s q✉❛tr❡ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts à Vol0✳ ▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❜❧❡✉❡s

✭r❡s♣✳ r♦s❡s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳ ❝❡♥tré❡s✮✳

✶✺✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹ ✕ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥ ✈♦✲

❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ❯♥ ♦❜❥❡t 3❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ✿

Vol0 ❡t Vol1✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ Vol1 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✱ ♣✉✐s ❞❡✉① ❞❡ s❡s

s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ✿ Vol1000 ❡t Vol1110✱ ♦♥t été s✉❜❞✐✈✐sés ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s✳ ▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❜❧❡✉❡s ✭r❡s♣✳

r♦s❡s✱ r♦✉❣❡s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ✭r❡s♣✳ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡♥tré❡s✱

❜✐✈❛❧❡♥t❡s✮✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s β3 ❛ été r❡♣rés❡♥té❡✳

✶✺✺



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺ ✕ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥

✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✹ s✉✐t❡ à ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡

Vol0✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❡♥ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s

❡t ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s ♦✉ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s✱ ❡♥ s✐♠♣❧❡ s♦♠♠❡t✳

✶✺✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻ ✕ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥

✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ❯♥ ③♦♦♠ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✺

♦ù ❡st r❡♣rés❡♥té ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à s3✳

✶✺✼



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼ ✕ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡rr♦♥é ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❡t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡

❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡

❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts Vol0 ❡t Vol1✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ Vol0 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲

✈♦❧✉♠❡s Vol0n ❝ré❛♥t q✉❛tr❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ✿ s1✱ s3✱ s5 ❡t s7 ❡t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ✿

s8✳ ✭b✮ ▲✬❛✛❛✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ s7 ❡t ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ s8 ❞❛♥s Vol1✳ ❆✜♥

❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ s♦✉❤❛✐té✱ s7 ❡st ♣r♦❥❡té ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬❛rêt❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡s

s♦♠♠❡ts s0 ❡t s6✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t p1✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s7 ❡st ❛✛❡❝té❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ p1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s8
❡st ♣r♦❥❡té ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣❧❛♥ ❢♦r♠é ❞❡s s♦♠♠❡ts ✿ s0✱ s2✱ s4 ❡t s6✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t p✳

▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s8 ❡st ❛✛❡❝té❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ p✳ ▲❡s tr❛✐ts ✈✐♦❧❡ts r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β3✳ P♦✉r ❞❡s

q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à Vol1 ❡st r❡♣rés❡♥té❡✳

✶✺✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ❡t ❜✐✈❛❧❡♥t❡ s❡r❛ ❛✐♥s✐
❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬❛rêt❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❝❤❛q✉❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ s❡r❛ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ♣r♦❥❡té❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦r♠é ❞❡ s❡s q✉❛tr❡
❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✼ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡rr♦♥é ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s
❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ❡t ❝❡♥tré❡s ❡t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❝❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✳ ❊♥ ❡❢✲
❢❡t✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ s7 ❞♦✐t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r p1✳
p1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ s7 s✉r ❧✬❛rêt❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡ s❡s ❞❡✉①
❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿ s0 ❡t s6✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡
s8✱ ❞♦✐t q✉❛♥t à ❡❧❧❡ êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r p✳ p ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ s8 s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣♦sé s❡s q✉❛tr❡ ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿ s0✱
s2✱ s4 ❡t s6✳

• ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐❝✐té ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✱ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❤❛q✉❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ ✈❛ êtr❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ j ✱
♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ◆♦✉s st♦❝❦♦♥s ❛❧♦rs✱ ♣❛r♠✐
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❝❡✉① ét❛♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à j ✳ P✉✐s✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s
✈♦❧✉♠❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ ♥♦✉s ❛❝❝✉♠✉❧♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉rs s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
❛✉tr❡s q✉❡ j ✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à j ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r s❡♣t ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s sé❧❡❝✲
t✐♦♥♥és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ✈♦❧✉♠❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣♦ssè❞❡ ❤✉✐t s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s
❞♦♥t j q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♠♣t♦♥s ♣❛s✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✼✱ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ s8 ✈❛ ❞✐str✐❜✉❡r
❧❛ ❢♦r❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❛✉① s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡s q✉❛tr❡ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s
Vol0n q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ❙❛ ❢♦r❝❡ ✈❛ ❞♦♥❝ êtr❡ ré♣❛rt✐❡ s✉r ✈✐♥❣t✲❤✉✐t ♣❛rt✐❝✉❧❡s
✭s❡♣t ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣♦✉r q✉❛tr❡ ✈♦❧✉♠❡s✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ s7 ✈❛
ré♣❛rt✐r s❛ ❢♦r❝❡ s✉r ❧❡s q✉❛t♦r③❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡s ❞❡✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s
Vol0n q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ Vol1 ♥❡ r❡♥tr❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥
♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à s7 ❡t s8✳

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚
❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✷✹✱ ✹✳✷✺ ❡t ✹✳✷✻✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s
❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ s15 ❡t ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚
❝❡♥tré❡ s9✳ ▲❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ s15 ❛✈❛✐t ♣♦✉r ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡s s♦♠♠❡ts s10
❡t s14✱ ❡t ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ Vol0 ✿ s10 ❡t s2✳ ▲❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ s9✱ q✉✐
❛✈❛✐t ♣♦✉r ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿ s10✱ s12✱ s13 ❡t s14✱ ❡t ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r ❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞❡ Vol0 ✿ s10✱ s11✱ s4 ❡t s2✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✷✹ ❡t ✹✳✷✺ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ s3 ❡♥
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✳ ▲❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ s3 ét❛✐❡♥t s2 ❡t s4
❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛✐❡♥t ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ Vol1100✳ ❆♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡
Vol0✱ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡st❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ s3✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à s3 ❡t
❛✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol0✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s3✳ s3 ét❛♥t ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥
❚ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts ✭r❡♣rés❡♥tés ❡♥
♣♦✐♥t✐❧❧és ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✻✮✳ P✉✐s✱ ♣❛r♠✐ ❝❡s ❜r✐♥s✱ ♥♦✉s ❡♥ ré❝✉♣ér♦♥s ✉♥ q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡
❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❝❡ ❜r✐♥ ❛✐t ♣♦✉r ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①tré♠✐té ✉♥ s♦♠♠❡t ♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚

✶✺✾



✹✳✹ ✲ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

❢r♦♥t❛❧✐èr❡✳ Vol0001✱ Vol0101 ❡t Vol1100 s♦♥t ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts à s3 ❛②❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ❜r✐♥ b0 ❡st ❝❤♦✐s✐✳ ◆♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✐♥❝❧✉❛♥t s3✱ q✉✐ s♦♥t s2 ✭s♦♠♠❡t ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❜r✐♥
♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❢❛❝❡✭b0✮✮ ❡t s4 ✭❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ P❇❍❋✭P❇❍❋✭P❇❍❋✭b2✮✮✮✱ ❛✈❡❝
P❇❍❋ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❛✛❡❝té❡s ❝♦♠♠❡ ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ s3✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❛♥❝✐❡♥♥❡♠❡♥t ❜✐✈❛✲
❧❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❧✬❡st ♣♦✉r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r s15✳ P✉✐s✱ ❞❛♥s ✉♥
❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐é✲
r❛r❝❤✐q✉❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à s3 ❡t ❛✉① ♥♦✉✈❡❛✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol0✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s
à ♣❛rt✐r ❞❡ b0✱ ❧❡s ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à s3 ❡t ❛✉① ♥♦✉✈❡❛✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✱ q✉✐ s♦♥t ✿ F003✱ F02 ❡t
Fa✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s s❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♦✉ ❝❡✉①
❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦s❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✻✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡
♣❛r❛♠ètr❡s b0 ❡t ❝❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱
❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞érés✱ ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ✿ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ j ❡t ✐♥❝✐❞❡♥t à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F ✳

▲✬❛♣♣❡❧ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ s❡r❛ ❛❜ré❣é ♣❛r ✓ P❇❍❋ ✔ ✭Pr♦❝❤❛✐♥ ❇r✐♥
❍✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❋❛❝❡✮

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ j ❡t ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s
❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à j s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳

B ← ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ❜r✐♥s❀
❙✐ j ❡st ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ❆❧♦rs

✴✴ ❘é❝✉♣ér❡r ✉♥ ❜r✐♥ s✉r ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡

✐♥❝✐❞❡♥t❡ à j

P♦✉r t♦✉s ▲❡s ❜r✐♥s ba ✐♥❝✐❞❡♥ts à j ❢❛✐r❡
❙✐ β1(ba) ✭❞❡✉①✐è♠❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ba✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♥t j✮ ♥❡ ♣❛rt ♣❛s ❞✬✉♥❡

❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ❡t lVol(ba) < min ❆❧♦rs
min ← lVol(ba)❀
bT ← ba❀

✴✴ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ j

❡①tr❡♠✐t❡s✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✭j ✱ P❇❍❋✭bT ✮✱ P❇❍❋✭P❇❍❋✭P❇❍❋✭bT ✮✮✮✮❀
P♦✉r t♦✉s ▲❡s ❜r✐♥s bc ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à bT ❢❛✐r❡

❙✐ bc ♥✬❡st ♣❛s 3✲❧✐❜r❡ ❡t q✉❡ lVol(bc) > lVol(β3(bc)) ❆❧♦rs
bT ← β3(bc)❀

✴✴ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡

❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à bT
P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à 4 ❢❛✐r❡

❛❥♦✉t❡r✲❛✉✲❝♦♥t❡♥❡✉r✭B✱bT ✮❀
bT ← P❇❍❋✭bT ✮❀

✴✴ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥trés ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢❛❝❡

❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à bT
♠✐s❡✲❛✲❥♦✉r✲❡①tr❡♠✐t❡s✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲❝❡♥tr❡❡✭bT ✱B✮❀

✶✻✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺ ✿ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ j ✳

extremites ✿ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ à ❛✛❡❝t❡r à j ✳
❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ j s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❛✈❡❝ extremites✳
❛✛❡❝t❡r✲❡①tr❡♠✐t❡s✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✭j ✱ extremites✮❀
P♦✉r t♦✉s p ∈ extremites ❢❛✐r❡

✐♥❝r❡♠❡♥t❡r✲♥♦♠❜r❡✲❥♦♥❝t✐♦♥s✲❚✲❡st✲❡①tr❡♠✐t❡✭p✮❀

▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ✉♥❡
❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✻ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❝♦♥❝r❡t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✷✹✱ ✹✳✷✺ ❡t ✹✳✷✻✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❢❛✐t s✉✐t❡ à ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té
♣♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❜r✐♥ b0 ♣❛rt❛♥t ❞❡ s3✱ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✉①
❢❛❝❡s ✿ F003|Vol0001 ✱ F02|Vol0101 ❡t Fa✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✻ s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡
s3 ❡t ✐♥❝✐❞❡♥t à F003|Vol0001 ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F00|Vol0001 ✿ s2✱
s10✱ s11 ❡t s4✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❝♦✉rt ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ F003|Vol0001 à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚
❝❡♥tré❡s✳ ■❧ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ s9 ❡t ♠❡t à ❥♦✉r s❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡
s❡r♦♥t ♣❧✉s ✿ s10✱ s12✱ s13 ❡t s14✱ ♠❛✐s ❧❡s q✉❛tr❡ s♦♠♠❡ts ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F00|Vol0001 ✿ s10✱
s11✱ s4 ❡t s2✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ r❛♣♣❡❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à s9✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✻ ✿ ▼❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s
✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F ✳

extremites ✿ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ à ❛✛❡❝t❡r ❛✉① ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚
❝❡♥tré❡s✳

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s F ✱ s♦♥t
♠✐s❡s à ❥♦✉r ❛✈❡❝ extremites✳

b0 ← b❀
❘é♣ét❡r
p ← ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à b0❀
❙✐ p ❡st ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ❆❧♦rs

❡①tr❡♠✐t❡s✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✭p✱ extremities✮❀
P♦✉r t♦✉s ▲❡s ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à p ❢❛✐r❡

♠✐s❡✲❛✲❥♦✉r✲❡①tr❡♠✐t❡s✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲❝❡♥tr❡❡✭p✱ extremites✮❀

b0 ← β1(b0)❀
❥✉sq✉✬à b = b0❀

✹✳✺ ❉é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✷❉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é

▲❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸ ❡t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❡①♣❧✐❝✐t❛✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉s✉r❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✹✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ▲❈❈ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♠❛✐s s❛♥s ❣❡st✐♦♥
❞✉ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❝❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥ ♦❜❥❡t ❛②❛♥t été ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é✳

✶✻✶



✹✳✺ ✲ ❉é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✷❉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽ ✕ ▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s✉✐t❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✳ ✭a✮ ▲❡

♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ▲❡ tr❛✐t r♦✉❣❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ F0 ✿ ✭s1 s4✮✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts s1✱ s01 ❡t s4
♦♥t été s❝✐♥❞és ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ✭s1✱s01✮ ❡t ✭s01✱s4✮✳ ▲❡s ❧✐❛✐s♦♥s β2 ♦♥t ❛✐♥s✐ été s✉♣♣r✐♠é❡s ❡♥tr❡

❧❡s é❧é♠❡♥ts F0 ✲ F10 ❡t F0 ✲ F12✳ ✭c✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭b✮ ❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t s ′01✱ q✉✐ ♥✬❛

♣❧✉s ❧✐❡✉ ❞✬❡①✐st❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é❧é♠❡♥t F0✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥ ❜r✐♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ❊♥ 2❉✱ s✐ ❝❡ ❜r✐♥ ♥✬❡st ♣❛s 2✲❧✐❜r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st 2✲❞é❝♦✉s✉✳ ▲✬❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡st
❛✐♥s✐ s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉①✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s q✉✐ ét❛✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à ❝❡tt❡ ❛rêt❡✱ ♥❡
s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ 2❉✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s β2✱ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♦✉
❞❡s ❛rêt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s❝✐♥❞és✳ ▲❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ✭r❡s♣✳ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✮ e ❡♥ ❧❡ s♦♠♠❡t
✭r❡s♣✳ ❧✬❛rêt❡✮ e ′✱ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t st♦❝❦é ♣❛r e✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ e ′✳ e ′ ❡st ❞♦♥❝
❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛ttr✐❜✉t r❡♥❢❡r♠❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬❛ttr✐❜✉t ❞❡
e✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✐♥❝❧✉t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ♦♥t été s❝✐♥❞és✱ ❡♥
♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ✉♥ s♦♠♠❡t q✉✐ ❛ été s❝✐♥❞é ❝♦♠♠❡
❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳

❖r✱ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛ ♣✉ ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❞é❝♦✉♣❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❣ér❡r ❝❡s s♦♠♠❡ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡
♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ à ôt❡r ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ à ✉♥ s♦♠♠❡t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳
◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝❡s tr♦✐s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✽✭a✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿
F0 ❡t F1✳ ▲❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ F1 ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F10✱ F11✱ F12 ❡t
F13✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F1✱ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ s01 ❛ été ❝réé❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✽✭b✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡✛❡❝t✉é s✉r ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧✬❛rêt❡
✭s1✱s01✮✱ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts
à ❧✬❛rêt❡ ✭s01✱s4✮✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts s1✱ s01 ❡t s4 ♦♥t été r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❝✐♥❞és ❡♥ ❧❡s s♦♠♠❡ts
s ′1✱ s ′01 ❡t s ′4✳ ▲❡s ❛rêt❡s ✭s1✱s01✮ ❡t ✭s01✱s4✮ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❝✐♥❞é❡s ❡♥ ✭s ′1✱s ′01✮ ❡t

✶✻✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

✭s ′01✱s ′4✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉① ❛rêt❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ s♦♥t ❛❧♦rs 2✲❞é❝♦✉s✉s ❞❡✉①
à ❞❡✉①✱ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β2✳ F0 ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ❧✐é ♥✐ ❛✈❡❝ F10✱ ♥✐ ❛✈❡❝ F12✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾ ✕ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✱ ♣♦✉r ❧❡

❝❛s 2❉✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♠♣♦sé ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✱ ❝♦✉s✉s

❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β2✳ F1 ❡t F2 ♦♥t été s✉❜❞✐✈✐sés✳ ▲❡ tr❛✐t r♦✉❣❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡

❞é❝♦✉♣❡✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛rêt❡s ✭s5✱s14✮✱ ✭s14✱s4✮✱ ✭s4✱s20✮ ❡t ✭s20✱s3✮✳

▲❡s s♦♠♠❡ts s5✱ s14✱ s4✱ s20 ❡t s3 ♦♥t été s❝✐♥❞és ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ✭s5✱s14✮✱ ✭s14✱s4✮✱ ✭s4✱s20✮ ❡t

✭s20✱s3✮✳ ▲❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ✿ s20 ❡t s14 ♦♥t été s✉♣♣r✐♠é❡s✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s r♦✉❣❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ s11 ❡t ❞❡

s23 ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ s23 ♣♦✐♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡rr♦♥é❡ s✉r s4✳ ❙♦♥ ❡①tré♠✐té ❞❡

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s4 ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣♦✉r s ′4✳

✹✳✺✳✶ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ P❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ st♦❝❦❡ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❖r✱ s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st s❝✐♥❞é❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r s❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✾ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s
❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛ été s❝✐♥❞é❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✾✭a✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ 2❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ✿ F0✱ F1✱ F2 ❡t F3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡
♣❛r β2✱ ♦ù F1 ❡t F2 ♦♥t été s✉❜❞✐✈✐sés✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✾✭b✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès
❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛rêt❡s ✭s5✱s14✮✱ ✭s14✱s4✮✱ ✭s4✱s20✮ ❡t ✭s20✱s3✮✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts s5✱ s14✱ s4✱
s20 ❡t s3 ♦♥t été s❝✐♥❞és ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ✭s5✱s14✮✱ ✭s14✱s4✮✱ ✭s4✱s20✮ ❡t ✭s20✱s3✮✳ ❉❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✾✭a✮✱ ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ✿ s11 ❡t s23 ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❡①tré♠✐tés ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ④s1✱s4⑥ ❡t ④s4✱s7⑥✳ ❖r✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ❧❡ s♦♠♠❡t s4 ❛ été
s❝✐♥❞é ❡♥ s ′4✳ s11 ❡t s23 ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s23 ❛ ❝♦♠♠❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s4 ❡t s7✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r s ′4 ❡t s7✳

P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s s♦♥t r❛❥♦✉té❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ P❛rt✐❝✉❧❡ ✿

✖ ❯♥❡ P❛rt✐❝✉❧❡ st♦❝❦❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳

✶✻✸



✹✳✺ ✲ ❉é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✷❉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é

✖ ❯♥❡ P❛rt✐❝✉❧❡ st♦❝❦❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡ ❡st
✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡st s✉♣♣r✐♠é ♦✉
♥✬❡st ♣❧✉s ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ ❛❧♦rs s❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❞é❝ré♠❡♥té❡s✳ ❙✐
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t
♥✉❧ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s ❧❡ s♦♠♠❡t s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❙✐
s ✈✐❡♥t à êtr❡ s❝✐♥❞é ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❛②❛♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♠♠❡ ❡①tré♠✐té ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡tt❡♥t à ❥♦✉r ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ s♦♠♠❡t s ❡st s❝✐♥❞é✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s s✬✐❧ ❡st ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ❢❛❝❡s
✐♥❝✐❞❡♥t❡s à s✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡ ♣❛r❝♦✉rs✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ r❡♥❝♦♥tré✱
♥♦✉s t❡st♦♥s à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ s✬✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ♦✉ s✬✐❧ ❞♦✐t
êtr❡ s✉♣♣r✐♠é✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❝❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣♦✐♥t✳ ❙✐ ❧❡ s♦♠♠❡t r❡st❡ ❞❡ t②♣❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✭❝♦♠♠❡ s11 ❡t s23 ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✾✮✱ ❛❧♦rs s❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❧❡ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❝❡tt❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ✭❞❛♥s
♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡ ❜r✐♥ ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à F0 ♣♦✉r s11 ❡t ✐♥❝✐❞❡♥t à F3 ♣♦✉r s23✮✳ ❈❡ ❜r✐♥ ❛✐♥s✐
♦❜t❡♥✉✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
✈♦❧✉♠❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ✭❞❛♥s ♥♦tr❡
❡①❡♠♣❧❡✱ {s1, s4} ♣♦✉r s11 ❡t {s ′4, s7} ♣♦✉r s23✮✳

✹✳✺✳✷ ❊♥❧❡✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ à ✉♥ s♦♠♠❡t

▲♦rsq✉✬✉♥ s♦♠♠❡t s ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡st s❝✐♥❞é✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts rés✉❧t❛♥t ♥✬❡st
♣❧✉s ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❡st s✉♣♣r✐♠é✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t sa rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥ s❝✐ss✐♦♥✱
♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts✳ ❙✐ ❧✬✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ♥✬❡st ♣❛s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱
❛❧♦rs sa r❡st❡ ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ s✐♥♦♥ sa ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ❙✐ sa ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥
❚✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❝ré♠❡♥t♦♥s ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡s s♦♥t ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✛❡❝t♦♥s s❛
✈✐t❡ss❡ ❡t s♦♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ s❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✾✱ s20 ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ▲♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱
s20 ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ s ′20✳ ▲❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à s ′20 s♦♥t ❛❧♦rs t♦✉s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳ s ′20 ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s é❧é♠❡♥ts F20 ❡t F21✳ ❊❧❧❡ ♣❡r❞ ❛✐♥s✐ s❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚
q✉✐ ❧✉✐ ❛✈❛✐t été ❛ttr✐❜✉é❡ ♣❛r ❝♦♣✐❡ ❞❡ s10✳

✹✳✺✳✸ ❙✉♣♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚

❙✉✐t❡ à ❧❛ s❝✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t s ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s s✐ ❧❡s s♦♠♠❡ts
rés✉❧t❛♥ts s♦♥t s✉♣♣r✐♠❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ s♦♠♠❡t ❡st s✉♣♣r✐♠❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré
✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❞❡✉① ✭❝❢✳ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸✮✳ ❙❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s
q✉✐ ❧✉✐ ét❛✐❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠ê♠❡ ❛rêt❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s à ❥♦✉r ❧❡ r❡ss♦rt
❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rêt❡ ✿ s❡s ❡①tré♠✐tés✱ s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ s❛ r❛✐❞❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛
❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❙♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥t ✐❧ ❡st ✐ss✉✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✾ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ s♦♠♠❡t s20 ❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡st s❝✐♥❞é ❧♦rs
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡♥ s ′20✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡ s♦♠♠❡t s ′20 ♣❡r❞ s❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣r✐♠❛❜❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s♦♥ ❞❡❣ré 3✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
s20✱ ❞❡ ❞❡❣ré 2✱ ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ s✉♣♣r✐♠é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s20 ét❛✐t ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ F2 ❡t

✶✻✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

♥✬❡①✐st❛✐t ♣❛s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ F0✳ s20 ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞❡ r❛✐s♦♥ ❞✬❡①✐st❡r✳ ❙❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡
❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ✿ ✭s ′3✱s20✮ ❡t ✭s20✱s4✮ ❡♥ ❧✬❛rêt❡ ✭s ′3✱s4✮✳

✹✳✻ ❉é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✸❉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✱ ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ❣èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸ ❡t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❡①♣❧✐❝✐t❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❞é❝♦✉♣❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵ ✕ ❯♥❡ 3✲❞é❝♦✉s✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❜r✐♥s✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉

❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts Vol0 ❡t Vol1✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ▲❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és r♦✉❣❡s

❞é❧✐♠✐t❡♥t ✉♥❡ ③♦♥❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ s✉✐t❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

❞é❝♦✉♣❡ ❡✛❡❝t✉é s❡❧♦♥ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à Vol0 ❡t

Vol1 s♦♥t s❝✐♥❞és✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ s❡s ❛rêt❡s✳ Vol0 ❡t Vol1 s♦♥t ❛✐♥s✐ 3✲❞é❝♦✉s✉s s❡❧♦♥ ❧❛ ❢❛❝❡ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts s0✱ s1✱ s2 ❡t s3✳ ▲❡s tr❛✐ts ✈✐♦❧❡ts r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β3✳ P♦✉r ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥

❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β2 ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts ❛✉① ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s

r❡♣rés❡♥tés✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥ ❜r✐♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ❊♥ 3❉✱ s✐ ❝❡ ❜r✐♥ ♥✬❡st ♣❛s 3✲❧✐❜r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st 3✲❞é❝♦✉s✉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s
❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à ❝❡ ❜r✐♥✱ q✉✐ ❡st ❛❧♦rs s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉①✳ ▲❡s ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s
q✉✐ ét❛✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✱ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ 3❉✱ ❧♦rs ❞❡
❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s β3✱ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♦✉ ❞❡s ❛rêt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s❝✐♥❞és✳ ▲❛ s❝✐ss✐♦♥
❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ✭r❡s♣✳ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✮ e ❡♥ ❧❡ s♦♠♠❡t ✭r❡s♣✳ ❧✬❛rêt❡✮ e ′✱ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛t✲
tr✐❜✉t st♦❝❦é ♣❛r e✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ e ′✳ e ′ ❡st ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛ttr✐❜✉t r❡♥❢❡r♠❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬❛ttr✐❜✉t ❞❡ e✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs
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✹✳✻ ✲ ❉é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✸❉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é

♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ✐♥❝❧✉t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
♠❛ss❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ♦♥t été s❝✐♥❞és✱ ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐✲
t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦rts ❛②❛♥t ♣♦✉r
❡①tré♠✐té ✉♥ s♦♠♠❡t q✉✐ ❛ été s❝✐♥❞é ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✵✭a✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0 ❡t Vol1✱
❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✵✭b✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❞é❝♦✉♣❡ ré❛❧✐sé s❡❧♦♥ ❧❛ ❢❛❝❡ F ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ✿ s0✱ s1✱ s2 ❡t s3✳ ▲❡ s♦♠♠❡t s0 ✭r❡s♣✳
s1✱ s2✱ s3✮ q✉✐ ét❛✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t à Vol0 ❡t Vol1✱ ❛ été s❝✐♥❞é ❡♥ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ✿ s0 ❡t
s ′0 ✭r❡s♣✳ s1 ❡t s ′1✱ s2 ❡t s ′2✱ s3 ❡t s ′3✮✳ s0 ✭r❡s♣✳ s1✱ s2✱ s3✮ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥❝✐❞❡♥t à Vol0
❡t s ′0 ✭r❡s♣✳ s ′1✱ s ′2✱ s ′3✮ ❡st ✐♥❞✐❝❡♥t à Vol1✳ ▲❛ s❝✐ss✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❧❡s
q✉❛tr❡ ❛rêt❡s ❞❡ F ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β3 q✉✐ r❡❧✐❛✐❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❞❡ ❜r✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥t
F ✿ FVol0 ❡t FVol1 ✱ ♦♥t été s✉♣♣r✐♠é❡s✳

❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✱ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛ ♣✉ ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s
❚✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❣ér❡r ❝❡s s♦♠♠❡ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ à ôt❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ à ✉♥ s♦♠♠❡t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ s♦♠♠❡t
❞❡ t②♣❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝❡s tr♦✐s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛②❛♥t
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ❧❛ ❢❛❝❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ s❡r♦♥t 3✲❞é❝♦✉s✉s✳

✹✳✻✳✶ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❙❝✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❙✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡st s❝✐♥❞é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❝❡tt❡ ♠✐s❡
à ❥♦✉r✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s r❛❥♦✉té ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ st♦❝❦é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
P❛rt✐❝✉❧❡✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t s✐ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ p ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❝❡tt❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st s❝✐♥❞é❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❡st r❡♠✐s à ③ér♦✳ P✉✐s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ q✉✐ ❛✈❛✐❡♥t p ❝♦♠♠❡ ❡①tré♠✐té ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s
t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts à p✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t s ♣❛r❝♦✉r✉✱
s✐ s ❡st ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à s✳

▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❧♦rs ❞❡ ❧❛
s❝✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✸✶ ❡t ✹✳✸✷✳
❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✶✱ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ s8 ✭r❡s♣✳ s15✮ ❛ ♣♦✉r ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿ s0✱
s2✱ s4 ❡t s6 ✭r❡s♣✳ s2✱ s10✱ s12 ❡t s4✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✶✱
s✉✐t❡ à ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ③♦♥❡ ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és ❡♥ r♦✉❣❡✳
❙✉✐t❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ s8 ✭r❡s♣✳ s15✮ ❞♦✐t
♠❡ttr❡ à ❥♦✉r s❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ✿ s0✱ s2✱ s ′4 ❡t s6 ✭r❡s♣✳ s ′2✱
s10✱ s12 ❡t s4✮✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ ✿ s1 ✭r❡s♣✳ s5✱ s9✱ s13✮✱ q✉✐
❛✈❛✐t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿ ✭s0 ❡t s2✮ ✭r❡s♣✳ ✭s6 ❡t s4✮✱ ✭s2 ❡t s10✮✱ ✭s4 ❡t s12✮✳ ❆♣rès
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳ s1 ✭r❡s♣✳ s5✱ s9✱ s13✮ ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿
✭s0 ❡t s2✮ ✭r❡s♣✳ ✭s6 ❡t s ′4✮✱ ✭s ′2 ❡t s10✮✱ ✭s4 ❡t s12✮✮✳

✶✻✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶ ✕ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬é❧é♠❡♥ts

❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡

❤❡①❛è❞r❡s ✿ Vol0✱ Vol1✱ Vol2 ❡t Vol3✱ ❝♦✉s✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r β3✳ Vol0 ✭r❡s♣✳ Vol3✮ ❛ été s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥

❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ✿ Vol0n ✭r❡s♣✳ Vol3n✮✳ ▲❡ tr❛✐t r♦✉❣❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❞é❧✐♠✐t❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

à ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ▲❡s tr❛✐ts r♦✉❣❡s ✭r❡s♣✳ ✈✐♦❧❡ts✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β2 ✭r❡s♣✳ β2✮✳ P♦✉r

✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s β2 ❡t β3 ❡st r❡♣rés❡♥té❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s✳

✶✻✼



✹✳✻ ✲ ❉é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✸❉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷ ✕ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬é❧é♠❡♥ts

❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✶ ❛♣rès ❞❡✉① 3✲

❞é❝♦✉s✉r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ✭Vol0✱Vol2✮ ❡t ✭Vol1✱Vol3✮✳ ◆♦✉s ♥♦♠♠♦♥s Fan ✭r❡s♣✳ Fbn✮✱ ❧❡s q✉❛tr❡

❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à Vol0 ❡t Vol2 ✭r❡s♣✳ Vol1 ❡t Vol3✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❛rêt❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t

❧❡s ❤✉✐t ❢❛❝❡s Fan ❡t Fbn✱ ♦♥t été s❝✐♥❞és✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉✬✉♥ s♦♠♠❡t si ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ ❧❡s s♦♠♠❡ts

si ❡t s
′
i ✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β3 q✉✐ ❧✐❛✐❡♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s 3✲❞é❝♦✉s✉s ♦♥t été s✉♣♣r✐♠é❡s✳

✶✻✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸ ✕ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬é❧é♠❡♥ts

❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✷ s✉✐t❡ à ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥

❞❡s ❛rêt❡s ✐♥t❡r♥❡s à Fan|Vol1 ❡t Fbn|Vol2 ✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à Fan|Vol1 ✭r❡s♣✳

Fbn|Vol2✮✱ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ s ′21 ✭r❡s♣✳ s27✮✳

❙❝✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚

▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❧♦rs ❞❡ s❛
s❝✐ss✐♦♥✱ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✸✶ ❡t ✹✳✸✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✶✱ ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡
s3 ❛✈❛✐t ♣♦✉r ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿ s2 ❡t s4✳ ❆♣rès ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡✱ s❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ✿ s2 ❡t s ′4 ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✷✮✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹
s✉r ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à s3✳

✹✳✻✳✷ ❊♥❧❡✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ à ✉♥ s♦♠♠❡t

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✱ ♥♦té❡ j ✱ ❡st s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠✲
♠♦♥s ✿ j0 ❡t j1✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ j0 ✭r❡s♣✳ j1✮✱ ♥♦✉s ♣❛r❝♦✉r♦♥s ✉♥ ❜r✐♥
♣❛r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t à j0 ✭r❡s♣✳ j1✮✳ ❙✐ ❧✬✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ♥✬❡st ♣❛s ♠❛rq✉é✱ ❛❧♦rs j0 ✭r❡s♣✳ j1✮ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳ ❙✐♥♦♥✱ s✐ t♦✉s ❧❡s ❜r✐♥s s♦♥t ♠❛rq✉és ❛❧♦rs j0 ✭r❡s♣✳ j1✮ ♥✬❡st ♣❧✉s
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✷✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✶ s✉✐t❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é✲
❝♦✉♣❡✱ ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ❡t ❝❡♥tré❡s✱ ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à q✉❛tr❡ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol0 ✿
s ′23✱ s24✱ s ′25✱ s ′26✱ s ′27 ❡t s22✱ ❡t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à q✉❛tr❡ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ❞❡ Vol3 ✿ s17✱ s ′18✱ s19✱
s ′20✱ s21 ❡t s ′16✱ ♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ t♦✉s ❧❡✉rs ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts ♠❛rq✉és ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡r❞❡♥t ❧❡✉r ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❡t ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ s✐♠♣❧❡s s♦♠♠❡ts✳

✶✻✾



✹✳✻ ✲ ❉é❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ✸❉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹ ✕ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬é❧é♠❡♥ts

❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✸✱ ❛♣rès ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥

❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s ❞❡ Vol1 ✭r❡s♣✳ Vol2✮✱ ❛②❛♥t ✉♥ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 2✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s

❞❡s s♦♠♠❡ts s16✱ s18 ❡t s20 ✭r❡s♣✳ s
′
22✱ s

′
24 ❡t s26✮ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol1 ✭r❡s♣✳ Vol2✮✳

✹✳✻✳✸ ❙✉♣♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ a ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①tré♠✐té ✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ♦✉ ❜✐✈❛❧❡♥t❡✳
❙✐ a ✈✐❡♥t à êtr❡ s❝✐♥❞é❡ ❡♥ a1 ❡t a2✱ ❛❧♦rs ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s rés✉❧t❛♥t❡s s❡r❛ s✉♣♣r✐♠é❡
q✉❛♥❞ s♦♥ ❞❡❣ré s❡r❛ é❣❛❧ à 2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ✐♥t❡r♥❡s à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ s♦♥t s✉♣♣r✐♠és s✉✐t❡ à ✉♥❡ ❞é❝♦✉♣❡
s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✸✶✱ ✹✳✸✷ ❡t ✹✳✸✸✱ ❧❡s ❛rêt❡s s❝✐♥❞é❡s ✿ ✭s ′3✱ s ′21✮✱
✭s16✱ s ′21✮✱ ✭s18✱ s ′21✮✱ ✭s20✱ s ′21✮ ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à Vol1 s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳ ▲❡s ❛rêt❡s s❝✐♥❞é❡s ✿
✭s ′22✱ s27✮✱ ✭s ′24✱ s27✮✱ ✭s26✱ s27✮ ❡t ✭s3✱ s27✮ ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à Vol2 s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳

▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❝❡♥tré❡ ♦✉ ❜✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st s❝✐♥❞é❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ rés✉❧t❛♥t❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉
✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t s✉♣♣r✐♠é❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❝❡♥tré❡s s ′21 ❡t s27✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡s q✉✐ ♦♥t été s❝✐♥❞é❡s ❡t q✉✐ ♦♥t ✉♥ ❞❡❣ré é❣❛❧ à 2✱
s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❚ ❢r♦♥t❛❧✐èr❡ j s✉♣♣r✐♠é❡✱ ♥♦✉s ❞é❝ré♠❡♥t♦♥s s❡s
❡①tré♠✐tés ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à j ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ a1 ❡t a2 s♦♥t
❢✉s✐♦♥♥é❡s ❡♥ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ a✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞✉ r❡ss♦rt
q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é à a✱ s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à

la1
2 ♦✉

la2
2 ✱ ❡t s❛ r❛✐❞❡✉r✳ ❉❛♥s

♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s s♦♠♠❡ts s16✱ s18✱ s20✱ s ′22✱ s ′24 ❡t s26 ✭❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✹✮✳

✶✼✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é
❛✜♥ ❞❡ ❣ér❡r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡♥ 2❉ ♦✉ ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s ❡♥ 3❉ ❝♦♥st✐t✉❛♥t
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✜♥✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦t✐♦♥s q✉❡ s♦♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❧✬é❧é♠❡♥t ❡t ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
♥♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❛❥♦✉t❡r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
r❛✣♥é✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s 2❉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❛✐❧❧é ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s 3❉✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥
❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❡♠❜❛rq✉é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧é ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ❛♣♣♦rt❡r ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡
♣♦✉r q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ❣ér❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥és✱ ❛✈❡❝ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s
❥♦♥❝t✐♦♥s ❚✳

✶✼✶



✹✳✼ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✼✷



Chapitre 5
✓ ✳✳✳▼❛♠❛♥ ❞✐s❛✐t t♦✉❥♦✉rs✱ ✓ ❧❛ ✈✐❡✱ ❝✬❡st ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦ît❡ ❞❡ ❝❤♦❝♦❧❛ts ✿

♦♥ ♥❡ s❛✐t ❥❛♠❛✐s s✉r q✉♦✐ ♦♥ ✈❛ t♦♠❜❡r✳ ✔ ✔

✭❋♦rr❡st ●✉♠♣✮

❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✺✳✶ ❉é❝♦✉♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✺✳✷ ❉é❝♦✉♣❡ ❡t r❛✣♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✺✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é❝r✐t ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✱ s♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣✉✐s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r s♦♥
r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡t ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ✐♥s❝r✐t
❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é✱ ❡♥✜♥ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣♦✉r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ✉♥✐✜é à ❣ér❡r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ♦✉ ❞✉ r❛✣♥❡✲
♠❡♥t ❧♦❝❛❧✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t ❞✬❤❡①❛è❞r❡s ✐♥s❝r✐ts ❞❛♥s ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♦✉ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♦ù ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st t❡sté ❡t ❡st r❛✣♥é s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞♦♥♥é ❡st s❛t✐s❢❛✐t✳

✺✳✶ ❉é❝♦✉♣❡

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉❡ ♥♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞é❝♦✉❞r❡✳ ❊♥ 2❉✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❛②❛♥t ❧❡✉rs ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s s♦♥t ❛❧♦rs
s❝✐♥❞é❡s ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ▲❡s ❢❛❝❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉① ❛rêt❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ s♦♥t ❛❧♦rs ❞é❝♦✉s✉❡s
❞❡✉① à ❞❡✉① ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s β2✳ ❊♥ 3❉✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ s♦♥t ✐♥❝✐✲
❞❡♥t❡s à ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ❡t ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ s♦♥t s❝✐♥❞é❡s✳
❉❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢❛❝❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞é❝♦✉s✉s s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ▲❡s
✜❣✉r❡s ✺✳✶✱ ✺✳✷✱ ✺✳✸✱ ✺✳✹✱ ✺✳✺✱ ✺✳✻ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é à ❣ér❡r ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡✳

✶✼✸



✺✳✶ ✲ ❉é❝♦✉♣❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ❊♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ✿ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé

❞❡ 5× 3× 3 ❝✉❜❡s✳ ◗✉❛tr❡ ❞❡ s❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ s✐t✉é❡s ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t ✜①é❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧

s❡ ❞é❢♦r♠❡ ❡♥s✉✐t❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ❡t ❞✐① ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s s♦♥t 3✲❞é❝♦✉s✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐❢✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡

5× 3× 3 ❝✉❜❡s✳ ❍✉✐t ❞❡ s❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ s✐t✉é❡s ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ s♦♥t ✜①é❡s✳ ❈❡

♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡ ❞é❢♦r♠❡ ❡♥s✉✐t❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞é❝♦✉♣é✳

▲❡ s❝❤é♠❛ ♠♦♥tr❡ s✐① ét❛ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 5 × 3 × 3

❝✉❜❡s✳ ❍✉✐t ❞❡ s❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ s✐t✉é❡s ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ s♦♥t ✜①é❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡

✐♥✐t✐❛❧ s❡ ❞é❢♦r♠❡ ❡♥s✉✐t❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ❞é❝♦✉♣é✳ ❚r♦✐s ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s s♦♥t

❞✬❛❜♦r❞ 3✲❞é❝♦✉s✉❡s✱ s✉✐✈✐❡s ❞❡ ♥❡✉❢ ❞❡ s❡s ❛✉tr❡s ❢❛❝❡s✳

✶✼✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 5 × 3 × 3

❝✉❜❡s✳ ❍✉✐t ❞❡ s❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ s✐t✉é❡s ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ s♦♥t ✜①é❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡

✐♥✐t✐❛❧ s❡ ❞é❢♦r♠❡ ❡♥s✉✐t❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣❡r❝é✳ ◗✉❛t♦r③❡ ❞❡ s❡s ❢❛❝❡s ♦♥t

été 3✲❞é❝♦✉s✉❡s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡

❣r❡♥♦✉✐❧❧❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✜①é❡✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❞é❢♦r♠é s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛

❣r❛✈✐té✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❝✐✱ ❧❛ ❣r❛✈✐té s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❛ ❣r❡♥♦✉✐❧❧❡ s✉❜✐t ✉♥❡

❞é❝♦✉♣❡ s❛❣✐tt❛❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥ s♦♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ✉♥❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❞❡ s♦♥ ♠❡♠❜r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✳

✶✼✺



✺✳✷ ✲ ❉é❝♦✉♣❡ ❡t r❛✣♥❡♠❡♥t

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✷✻✶✷✺

❝✉❜❡s ✭✸✷✾✸✹ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✮✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❣r❡♥♦✉✐❧❧❡ ♦ù ❧❡s ♣❛tt❡s s♦♥t ✜①é❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st

r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① s♣❤èr❡s r♦✉❣❡s✳ ✭b✮ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭a✮ ❞é❢♦r♠é s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té✳

◆♦t♦♥s q✉✬✐❝✐✱ ❧❛ ❣r❛✈✐té s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ❣r❡♥♦✉✐❧❧❡ s✉❜✐t ✉♥❡ ❞é❝♦✉♣❡

tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡♥ s♦♥ ♠✐❧✐❡✉✳

✺✳✷ ❉é❝♦✉♣❡ ❡t r❛✣♥❡♠❡♥t

▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✼✱ ✺✳✽✱ ✺✳✾✱ ✺✳✶✵✱ ✺✳✶✶ ❡t ✺✳✶✷ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é
à ❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ s♦♥t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❡t ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✱ ♣♦✉r ❞❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❡t ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛rêt❡s
❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❡t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❢❛❝❡s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥
❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s✳ ❈❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ré❛❧✐sés ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛✣♥é✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ 10 × 10 ❝❛rrés✱ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r

s❡s ❜♦r❞s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡s s♣❤èr❡s ❣r✐s❡s✳ ✭b✮ ❯♥ ét❛t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉

♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✭a✮✱ ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛✈✐té ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t ✈❡rs ❧✬❛rr✐èr❡✱ s✉✐t❡ à ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ❞é❝♦✉♣❡

ré❛❧✐sés ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

✶✼✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ 5× 5× 5 ❝✉❜❡s✱ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❧❡

❤❛✉t✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡ ❣r✐s✳ ✭b✮ ❯♥ ét❛t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡

❞❡ ✭a✮✱ ♣❛r ❧❛ ❣r❛✈✐té✱ s✉✐t❡ à ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ❞é❝♦✉♣❡ ré❛❧✐sés ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉✲

♠✐q✉❡✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ 5× 5× 5 ❝✉❜❡s✱ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t

♣❛r ❧❡ ❜❛s ❡t ❡st s♦✉♠✐s à ❧❛ ❣r❛✈✐té✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦ù

❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ r❛✣♥é✱ ♣✉✐s ❞é❝♦✉♣é ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ t♦✉t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉

❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✺✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s
❡♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t
❡t à ❧✬❡♥❞r♦✐t ❧❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐♥❞✉✐t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣rés❡♥✲
t❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t r❛✣♥és ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❡st ❛✐♥s✐ s✉❜❞✐✈✐sé✱ ❛✈❡❝
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ s✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

|ld(t)− ld(t0)|
ld(t0)

∗ 100.0 > seuil

♦ù ld(t) ❡t ld(t0) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ t❡♠♣s t ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬✉♥

✶✼✼



✺✳✸ ✲ ▼ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉✲

♠✐q✉❡✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ 4×4×4 ❝✉❜❡s✱ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ r❛✣♥é ❡t ❞é❝♦✉♣é ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡s ❝✉❜❡s ❞é❝♦✉♣és s♦♥t ❛tt✐rés ♣❛r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢♦r❝❡✱

♣♦✉r êtr❡ ❞ét❛❝❤és ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ✭a✮ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ ❣r❡♥♦✉✐❧❧❡✱ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❡s ♣❛tt❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s s♣❤èr❡s ❣r✐s❡s✳ ✭b✮ ❯♥ ét❛t ❞❡

❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✭a✮✱ ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛✈✐té ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✱ s✉✐t❡ à ✉♥

r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ❞é❝♦✉♣❡ ré❛❧✐sés ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

✶✼✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡t ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡

✈♦❧✉♠✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❧❛♣✐♥✳ ■❧ ❡st ✐ss✉ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❧❛♣✐♥ ❞♦♥t

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❜♦ît❡ ❛ été ❡♥s✉✐t❡ r❛✣♥é❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲é❧é♠❡♥ts✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t été r❛✣♥és ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧s ✐♥t❡rs❡❝t❛✐❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱

❥✉sq✉✬à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧✳ P✉✐s✱ ❧❡s ❝✉❜❡s s❡ tr♦✉✈❛♥t à ❝❤❡✈❛❧ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦♥t été

♣r♦❥❡tés ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧✐ssé✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡✉① s❡ tr♦✉✈❛♥t à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t

s✉♣♣r✐♠és✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣r✐♠é ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s✱ ♣♦✉r ❧❛✐ss❡r ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té

❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳

✶✼✾



✺✳✸ ✲ ▼ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ d ✳ ❙✐ ❧❡ r❡ss♦rt ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t ❝❡ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✱
❛❧♦rs ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st r❛✣♥é✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t é✈✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ♣♦✉✈❛♥t✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s❡ ❜❛s❡r s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ à ❝❡ ❝r✐tèr❡✱ ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛❞❥❛❝❡♥ts
à ❧✬é❧é♠❡♥t E s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ 2 ❡♥tr❡ ❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ E ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❧✬♦❜❥❡t s✐♠✉❧é✱ ❡t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚
♣r♦❥❡té❡s s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ ♦✉ ❢❛❝❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛❞❥❛❝❡♥ts ❡st ❣r❛♥❞✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✸✱ ✺✳✶✹✱ ✺✳✶✺✱ ✺✳✶✻✱ ✺✳✶✼✱ ✺✳✶✽ ❡t ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡
♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é à ❣ér❡r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❡t ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳
◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❝✉♠✉❧❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳

▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✼ ❡t ✺✳✶✽ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
r❛✣♥é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t tr♦✐s ❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥t❛♥t
❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t ❡t ✜①é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ♣♦✉r
❝❡❧❛ ✉♥ t❡st ❞❡ ✢❡①✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ ❡♥❝❛stré❡ 2❉ ✭r❡s♣✳ 3❉✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉①
♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✐t✉é❡s s✉r ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❤❛✉t❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ 2❉ ✭r❡s♣✳ 3❉✮✳ ❊❧❧❡s ♠♦♥tr❡♥t
❧✬ét❛t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦✉tr❡ 2❉ ✭r❡s♣✳ 3❉✮✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ✐♥t✐t✉❧é❡s ✓ ●r♦ss✐èr❡ ✔✱ ✓ ❘❛✣♥é 3× ✔ ❡t ✓ ❘❛✣♥é 4× ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✜①és q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1✱ 8 ❡t 16✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ♥♦♠♠é❡
✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 1−3 ✔✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♥♦♠♠é❡s ✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 1−2 ✔ ❡t ✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 2−3 ✔ ♣♦✉r
❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s 3❉✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❣r♦ss✐❡r ✔ 2❉ ✭r❡s♣✳ 3❉✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❝❛rrés
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ 0.1 m×0.1 m ✭r❡s♣✳ ❞❡✉① ❝✉❜❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ 1 m×1 m×1 m✮✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡
✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 1−3 ✔ ✭r❡s♣✳ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 1−2 ✔ ❡t ✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 2−3 ✔✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❣r♦ss✐❡r ✔✱ q✉✐ ❛ été r❛✣♥é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛②❛♥t ✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ 2 à 8 ✭r❡s♣✳ 2 à 4 ❡t 4 à 8✮✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡
❡st 2% ✭r❡s♣✳ 1.2% ❡♥ 3❉✮ ❡t ρ = 1000 ❑❣✴m3 ✭r❡s♣✳ ρ = 100 ❑❣✴m3✱ ❡♥ 3❉✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ✓ ❣r♦ss✐❡r ✔ ❡t ✓ r❛✣♥é ✔✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❡st ❝♦❤ér❡♥t❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✽✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ 3❉✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛ss♦❝✐és✱ ❛✈❡❝
❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐❢ 1−2 ✔ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡
❞❡ 2 é❧é♠❡♥ts r❛✣♥és ✉♥❡ ❢♦✐s ❡t ❞❡ 112 é❧é♠❡♥ts r❛✣♥és ❞❡✉① ❢♦✐s✳ ❙❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❞❡ 2.49ms✱ s❡ s✐t✉❡ ❜✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❣r♦ss✐❡r ✔ ✿
0.37ms ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❘❛✣♥é 3× ✔ ✿ 13.47ms✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐❢ 2 − 3 ✔ ❡st
q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ 18 é❧é♠❡♥ts r❛✣♥és ❞❡✉① ❢♦✐s ❡t 880 é❧é♠❡♥ts r❛✣♥és tr♦✐s ❢♦✐s✳
❙❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❞❡ 13.12ms✱ s❡ s✐t✉❡ ❥✉st❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡
❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❘❛✣♥é 3× ✔ ✿ 13.47ms✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❛♣♣❛r✉ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬❛ ♥é❝❡ss✐té ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐❢ 2 − 3 ✔ ❛ été ❞❡
28.66ms✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ q✉✐
❛ ❛tt❡✐♥t 5.86ms✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐❢ 2 − 3 ✔ ♣♦ssè❞❡ 120 ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ❞❛♥s
❧✬ét❛t r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❛ ❝♦✉r❜❡✳ ▲❡ ❢❛✐❜❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥tr❡ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐❢ 2 − 3 ✔
❡t ✓ ❘❛✣♥é 3× ✔✱ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧s ♦♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts r❛✣♥és tr♦✐s ❢♦✐s
s✐♠✐❧❛✐r❡ ✭898 ❝♦♥tr❡ 1024✮✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ r❛✐s♦♥ ❡st ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡s

✶✽✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ s✉r ❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✱ q✉✐ s❡ ❢❛✐t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s
q✉❡ t❡st❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts à r❛✣♥❡r ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t q✉✐ ♣❡✉t
❢♦rt❡♠❡♥t ✐♠♣❛❝t❡r ❧❡ t❡♠♣s ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ tr♦♣ s♦✉✈❡♥t✳

P♦✉r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐①✱ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t s✬❛♣✲
♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❡♥ t❡st❛♥t ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦rts
❞✐❛❣♦♥❛✉①✱ ♣♦✉r s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ ❡st
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦✉r ❝❡ ❝r✐tèr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ très ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t
❡♥❣❡♥❞r❡r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♦✉ ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❡r ❛✉❝✉♥✳ ❉❛♥s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♠♦♥trés ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✜①é ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ à ❞❡✉①
❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐❢ 1−2 ✔✱ ❡t tr♦✐s ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐❢ 2−3 ✔✳ ❉❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t q✉❛s✐♠❡♥t q✉❡ ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❛②❛♥t ♣♦✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t
t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ s♦✐❡♥t r❛✣♥és✱ ♥❡ ♠❡t ♣❛s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ❡♥
t❡r♠❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ▼❛✐s✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣té ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡
❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❚ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡ ♠ér✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ét✉❞✐és✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳

✭a✮ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 6× 3 ❝❛rrés✱ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r s♦♥ ❜♦r❞ ❣❛✉❝❤❡ ❡t s♦✉♠✐s à ❧❛

❣r❛✈✐té✳ ✭b✮ ❡t ✭c✮ ❉❡✉① ét❛ts ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✭a✮✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✬❡st ❞é❢♦r♠é t♦✉t

❡♥ s❡ r❛✣♥❛♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡s

q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳

❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ 25 × 25 ❝❛rrés✱ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❧❡ ❤❛✉t ❡t s♦✉♠✐s à

❧❛ ❣r❛✈✐té✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❣r✐s✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❡st ❛✐♥s✐

❞é❢♦r♠é t♦✉t ❡♥ s❡ r❛✣♥❛♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦rts

❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳
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✺✳✸ ✲ ▼ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳

✭a✮ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ 20× 20 ❝❛rrés✱ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ s❛ ❜♦r❞✉r❡✱

❡t s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❣r❛✈✐té ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❞❡✈❛♥t ❡♥ ❛rr✐èr❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥

❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ r♦✉❣❡✳ ✭b✮ ❡t ✭c✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ét❛ts ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s

s♦♥t r❛✣♥és ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s

r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✳ ✭d✮ ❯♥ ③♦♦♠ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭d✮✳

✶✽✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳

✭a✮ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 10 × 10 ❝✉❜❡s✳ ▲❛ s❝è♥❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♦❜st❛❝❧❡✳

✭b✮ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✭a✮ ❛♣rès ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ❛②❛♥t ❡♥tr❛î♥é✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡

r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ s❡s ❤❡①❛è❞r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s

r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✭ρ = 400 ❑❣✴m3 E = 30 ❑P❛ ❡t ν = 0.4✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡

❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✐s✉❛❧✐sé❡s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡s✱ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❚❡♠♣s ✭♠s✮ ◆♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
●r♦ss✐❡r 0.37 2 ❡❧ts ♥✈✳ 1
❆❞❛♣t❛t✐❢ 1✲2 2.49 2 ❡❧ts ♥✈✳ 2 ❡t 112 ❡❧ts ♥✈✳ 3
❘❛✣♥é ×3 13.47 1024 ❡❧ts ♥✈✳ 4
❆❞❛♣t❛t✐❢ 2✲3 13.12 18 ❡❧ts ♥✈✳ 3 ❡t 880 ❡❧ts ♥✈✳ 4
❘❛✣♥é ×4 97.53 8192 ❡❧ts ♥✈✳ 5

❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❯♥

t❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥♥❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✽✭b✮✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ✉♥

♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡t ❞❡ r❛✣♥❡✲
♠❡♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é à ❣ér❡r ❝❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❡t ❞❡ s❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱
s♦♥t ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ✈✐s❛♥t à ♠♦♥tr❡r ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ t♦✉t ❡♥ ❣ér❛♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ s❡r♦♥t
❧❡s ét❛♣❡s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t✱ q✉✐ ♥✬♦♥t été q✉❡ ♣❡✉ ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✳

✶✽✸



✺✳✹ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡✳

▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ t❡st ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ré❛❧✐sé s✉r ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ 2❉ ❡♥❝❛stré❡✳ ❈❤❛q✉❡

❝♦✉r❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✐t✉é❡s s✉r ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❤❛✉t❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡ 2❉✳ ▲❡s

❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦✉tr❡ 2❉✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳

▲❡s ❝♦✉r❜❡s ✐♥t✐t✉❧é❡s ✓ ●r♦ss✐èr❡ ✔✱ ✓ ❘❛✣♥é 3× ✔ ❡t ✓ ❘❛✣♥é 4× ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①

❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✜①és q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1✱ 8 ❡t 16✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ♥♦♠♠é❡ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡

1− 3 ✔✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❣r♦ss✐❡r ✔ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 2❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❝❛rrés ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ 0.1 m ×

0.1 m✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 1 − 3 ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❣r♦ss✐❡r ✔✱ q✉✐ ❛ été

r❛✣♥é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ 2 à 8✳ ▲❡ s❡✉✐❧

❞✉ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st 2% ✭ρ = 1000 ❑❣✴m3✮✳

✶✽✹
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✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✕ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳

▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ t❡st ❞❡ ✢❡①✐♦♥ ré❛❧✐sé s✉r ✉♥❡ ♣♦✉tr❡ 3❉ ❡♥❝❛stré❡✳ ✭a✮ ❯♥❡

♣♦✉tr❡ 3❉ ❡♥❝❛stré❡ s♦✉♠✐s❡ à ❧❛ ❣r❛✈✐té✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 2− 3 ✔✳

✭b✮ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✐t✉é❡s s✉r ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ ❤❛✉t❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉tr❡

3❉✱ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❝r♦✐① r♦✉❣❡s ❞❛♥s ✭a✮✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡

❝❡tt❡ ♣♦✉tr❡ 3❉✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ✐♥t✐t✉❧é❡s ✓ ●r♦ss✐èr❡ ✔✱ ✓ ❘❛✣♥é

3× ✔ ❡t ✓ ❘❛✣♥é 4× ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✜①és q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1✱

8 ❡t 16✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡s ♥♦♠♠é❡s ✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 1− 2 ✔ ❡t ✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 2− 3 ✔✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

✓ ❣r♦ss✐❡r ✔ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 3❉ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❝✉❜❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ 1 m× 1 m× 1 m✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡

✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 1 − 2 ✔ ✭r❡s♣✳ ✓ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ 2 − 3 ✔✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❣r♦ss✐❡r ✔✱

q✉✐ ❛ été r❛✣♥é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts ❛②❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ 2 à

4 ✭r❡s♣✳ 4 à 8✮✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st 1.2% ✭ρ = 100 ❑❣✴m3✮✳

✶✽✺



✺✳✹ ✲ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✽✻



Chapitre 6
✓ π ●♦❧❣♦t❤ ❛✈❛♥ç❛✐t s✉r ✉♥ ♣♦♥t ❞✬❛✐r✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛s✱ ✐❧ ❛✉r❛✐t

❞û t♦♠❜❡r✳ ▼❛✐s ✐❧ ♥❡ t♦♠❜❛✐t ♣❛s✳ ■❧ ét❛✐t à q✉✐♥③❡ ♠èr❡s ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡

❧❛ ❢❛❧❛✐s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳ ❈❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ s❛ ❜♦tt❡ s❡ ❧❡✈❛ ❡t r❡t♦♠❜❛✱ ✉♥

❜r✉✐t ❞❡ ✈✐tr❡✱ ❞❡ ❢❡r s✉r ✉♥❡ ✈✐tr❡✱ s❡ ré✈❡r❜ér❛ ❥✉sq✉✬à ♥♦✉s✳ ■❧ ❝♦♥tr❛✐t✳

■❧ ❝♦♥tr❛✐t ❢❛❝❡ ❛✉ ❝✐❡❧✳ ■❧ ❝♦♥tr❛✐t ♣♦✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ✔

✭▲❛ ❍♦r❞❡ ❞✉ ❈♦♥tr❡✈❡♥t ✲ ❆❧❛✐♥ ❉❛♠❛s✐♦✮

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♥♦s tr❛✈❛✉① ✈✐s❛♥t à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
✉♥✐✜é ❝♦✉♣❧❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✱ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②✲
s✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ♣❡r♠❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡
❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ t♦✉t ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡s✳

▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ n❉✱ ❝❡♥tré ❛rêt❡✳
■❧s ❞♦♥♥❡♥t ❛❝❝ès à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡
❧✬♦❜❥❡t ♠♦❞é❧✐sé✱ ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

▲❡ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❛♥t❛❣❡s
❝♦♠♠❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ s❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ s♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈✐té ❡t s❛
❢❛❝✐❧✐té à ❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❇❛✉❞❡t ❡t ❛❧✳ q✉❡ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡
♥♦tr❡ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s 2❉ ❝♦♠♣♦sés ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s 3❉ ❝♦♥st✐t✉és ❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é é✈✐t❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
✉♥✐✜é ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❢❛❝✐❧✐té❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉
♠♦❞è❧❡✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♠♦♥tr❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ s✐♠♣❧❡
q✉✬❡st ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✱ q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❧❧✐❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✉ss✐
❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❡t s✉rt♦✉t
❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
q✉❡ s♦♥t ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ 2❉✱ s❡❧♦♥ s❡s ❛rêt❡s✱ ❡t ❡♥ 3❉✱ s❡❧♦♥ s❡s ❢❛❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ♦✉ ❞✬❤❡①❛è❞r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t
ré❛❧✐s❡r ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♣✉✐s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♣❤②s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♠❜❛rq✉é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ♦✉ ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱

✶✽✼



q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té❡✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t
à ❞é❜✉t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❡✉ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❡t à s✉❜❞✐✈✐s❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ s❡❧♦♥ ✉♥
❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦rts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣❡r♠✐s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❣é♥ér✐q✉❡ ♥♦♠♠é
✓ ❚♦♣♦❙✐♠ ✔✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❈●❆▲✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ q✉✐ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é✳
❈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣❡r♠❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❡t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✳ ❊♥✲
✜♥✱ s♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❢♦r❝❡s✱
❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ❡t ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ▲❡ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❞✉q✉❡❧ ❡st ✐ss✉ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡ s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ s❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡
♠✐①❡r ❡♥ 2❉✱ ❞❡s ♣♦❧②❣♦♥❡s ✭tr✐❛♥❣❧❡s✱ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s✱ ✳✳✳✮✱ ❡t ❡♥ 3❉✱ ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s ✭tétr❛è❞r❡s✱
❤❡①❛è❞r❡s✱ ♣②r❛♠✐❞❡s✱ ✳✳✳✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❝❛rt❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡st ✉♥ ❛t♦✉t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛✣♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ s❛♥s s❡ s♦✉❝✐❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❛②❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✱ ♣♦✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐✲
s♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❣é♥ér✐q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡
❞❡s ♠❛ss❡s✲t❡♥s❡✉rs ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠❛ss❡s✲t❡♥s❡✉rs s♦♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧❡s ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✱ ❝❛r ✐❧s s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts 3❉✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts✳

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❜♦♥✐✜é❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♦♣é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é✲r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s ❡t ❞❡s ❤❡①❛è❞r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t s❡r❛ ✉♥❡ ét❛♣❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✳

▲❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✓ ❚♦♣♦❙✐♠ ✔✱ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦✉♣❧❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ✉♥✐✜é ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡t ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❣ér❡r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡
❧❛ ❞é❝♦✉♣❡ ♦✉ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡
❜é♥é✜❝✐❡r à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ♦✛r✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

✶✽✽



Chapitre 7
✓ ❈❡rt❡s✱ ✈♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈❡③ ✈♦✐r q✉✬✉♥❡ ❞❡ ♠❡s s❡❝t✐♦♥s✱ ♦✉ ❈❡r❝❧❡s ❀ ❝❛r

✈♦tr❡ ÷✐❧ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❧❛ ❢❛❝✉❧té ❞❡ s✬é❧❡✈❡r ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✈♦tr❡ s✉r✲

❢❛❝❡ ❀ ♠❛✐s ✐❧ ✈♦✉s ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ♠❡s s❡❝t✐♦♥s

❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❥❡ ♠✬é❧è✈❡ ❞❛♥s ❧✬❊s♣❛❝❡✳ ❱♦②❡③✱

❥❡ ✈❛✐s ♠✬é❧❡✈❡r ❀ ❡t ✈♦✉s ❛✉r❡③ ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ q✉❡ ♠♦♥ ❈❡r❝❧❡ s❡ r❛♣❡t✐ss❡✱

♣♦✉r s❡ ré❞✉✐r❡ à ✉♥ P♦✐♥t ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✐s♣❛r❛îtr❡✳ ✔

✭❋❧❛t❧❛♥❞ ✲ ❊❞✇✐♥ ❆❜❜♦tt ❆❜❜♦tt✮

❆♥♥❡①❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✼✳✶ ❆♥♥❡①❡ ❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✼✳✷ ❆♥♥❡①❡ ❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✼✳✶ ❆♥♥❡①❡ ❆

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s

▲✬❛♣♣❡❧ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ s❡r❛ ❛❜ré❣é ♣❛r ✓ P❇❍❋❙ ✔ ✭Pr♦❝❤❛✐♥ ❇r✐♥ ❍✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❋❛❝❡
❙✐♠♣❧❡✮✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✓ ✐♥s❡rt✐♦♥✲s♦♠♠❡t✲❞❛♥s✲❛r❡t❡ ✔ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t
à ❧✬❛rêt❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡r❛ ✐♥séré❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✓ ✐♥s❡rt✐♦♥✲❛r❡t❡✲❞❛♥s✲
❢❛❝❡ ✔ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s ❡♥tr❡ ❧❡sq✉❡❧s s❡r❛ ✐♥séré ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rêt❡✳ ❊❧❧❡
r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rêt❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✼ ✿ ❙❝✐♥❞❡r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥ ❞❡✉①
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ❧❡ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ a à s❝✐♥❞❡r✳
❘és✉❧t❛t ✿ a ❡st s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉①✳
b1 ← P❇❍❋❙✭b0✮❀
❙✐ β1(b) = b1 ❆❧♦rs

✐♥s❡rt✐♦♥✲s♦♠♠❡t✲❞❛♥s✲❛r❡t❡✭b✮❀
✴✴ b ❡t β1(b) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ❜r✐♥s rés✉❧t❛♥ts✱ ✐♥❝✐❞❡♥ts

❛✉① ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ✈❡♥❛♥t ❞✬êtr❡ s❝✐♥❞é❡✳

lb ← 2lF ❀
lβ1(b) ← 2lF ❀
❝r❡❛t✐♦♥✲♣❛rt✐❝✉❧❡✭β1(b)✮❀
❝r❡❛t✐♦♥✲r❡ss♦rt✭β1(b)✮❀

✶✽✾



✼✳✶ ✲ ❆♥♥❡①❡ ❆

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✽ ✿ ❙❝✐♥❞❡r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ ❞❡✉①
❉♦♥♥é❡s ✿ b1 ❡t b2 ✿ ❧❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s ❡♥tr❡ ❧❡sq✉❡❧s s❡r❛ ✐♥séré ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rêt❡

s❝✐♥❞❛♥t ✉♥❡ ❢❛❝❡ F ✳
❘és✉❧t❛t ✿ F ❡st s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳
bnouvelle❴arete ← ✐♥s❡rt✐♦♥✲❛r❡t❡✲❞❛♥s✲❢❛❝❡✭b1✱ b2✮❀
♠❛rq✉❡✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭bnouvelle❴arete✮❀
♠❛rq✉❡✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β2(bnouvelle❴arete)✮❀
♠❛rq✉❡✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β21(bnouvelle❴arete)✮❀
♠❛rq✉❡✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β1(bnouvelle❴arete)✮❀
lbnouvelle❴arete ← 2lF ❀
❝r❡❛t✐♦♥✲r❡ss♦rt✭β1(bnouvelle❴arete)✮❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾ ✿ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ❧❛ ❢❛❝❡ F à s✉❜❞✐✈✐s❡r✳
❘és✉❧t❛t ✿ F ❡st s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s ✿ F00✱ F01✱ F10 ❡t F11✳
❙✐ b ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❆❧♦rs
b ← P❇❍❋❙✭b✮❀

✴✴ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ F

P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à 4 ❢❛✐r❡
❝♦✉♣❡r✲❛r❡t❡✲❡♥✲❞❡✉①✭b✮❀
b ← P❇❍❋❙✭b✮❀

bmilieu1 ← r❡❝✉♣❡r❡r✲❜r✐♥✲♠✐❧✐❡✉✭b✮❀
bmilieu2 ← r❡❝✉♣❡r❡r✲❜r✐♥✲♠✐❧✐❡✉✭P❇❍❋❙✭P❇❍❋❙✭b✮✮✮❀
✴✴ ❙❝✐ss✐♦♥ ❞❡ F ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛❝❡s F0 ❡t F1
bnouvelle❴arete0 ← ✐♥s❡r❡r✲❛r❡t❡✲❞❛♥s✲❢❛❝❡✭bmilieu1✱ bmilieu2✮❀
❝r❡❛t✐♦♥✲r❡ss♦rt✭β1(bnouvelle❴arete0)✮❀
s❝✐♥❞❡r✲❛r❡t❡✲❡♥✲❞❡✉①✭bnouvelle❴arete0✮❀
♠❛rq✉❡✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭bnouvelle❴arete0✮❀
♠❛rq✉❡✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β12(bnouvelle❴arete0)✮❀
♠❛rq✉❡✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β11(bnouvelle❴arete0)✮❀
♠❛rq✉❡✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β21(bnouvelle❴arete0)✮❀
✴✴ ❙❝✐ss✐♦♥ ❞❡ F0 ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛❝❡s F00 ❡t F01
bmilieu1 ← r❡❝✉♣ér❡r✲❜r✐♥✲♠✐❧✐❡✉✭bnouvelle❴arete0✮❀
boppose ← P❇❍❋❙✭P❇❍❋❙✭bnouvelle❴arete0✮✮❀
bmilieu2 ← r❡❝✉♣ér❡r✲❜r✐♥✲♠✐❧✐❡✉✭boppose✮❀
s❝✐♥❞❡r✲❢❛❝❡✲❡♥✲❞❡✉①✭bmilieu1✱ bmilieu2✮❀
✴✴ ❙❝✐ss✐♦♥ ❞❡ F1 ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛❝❡s F10 ❡t F11
bnouvelle❴arete0 ← β2(bnouvelle❴arete0)❀
bmilieu1 ← r❡❝✉♣ér❡r✲❜r✐♥✲♠✐❧✐❡✉✭bnouvelle❴arete0✮❀
boppose ← P❇❍❋❙✭P❇❍❋❙✭bnouvelle❴arete0✮✮❀
bmilieu2 ← r❡❝✉♣ér❡r✲❜r✐♥✲♠✐❧✐❡✉✭boppose✮❀
s❝✐♥❞❡r✲❢❛❝❡✲❡♥✲❞❡✉①✭bmilieu1✱ bmilieu2✮❀
lF ← 2lF ❀

✶✾✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❆♥♥❡①❡s

✼✳✷ ❆♥♥❡①❡ ❇

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤❡①❛è❞r❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲❤❡①❛è❞r❡s

▲✬❛♣♣❡❧ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ s❡r❛ ❛❜ré❣é ♣❛r ✓ P❇❍❋ ✔ ✭Pr♦❝❤❛✐♥ ❇r✐♥ ❍✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❋❛❝❡✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✵ ✿ ❚❡st❡r s✐ ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡
❉♦♥♥é❡s ✿ b0 ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ F ✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ F s✐ ❡❧❧❡ ❡♥ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✱ NULL

s✐♥♦♥✳
b1 ← b0❀
❚❛♥t q✉❡ b1 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t b1 6= b0 ❢❛✐r❡
b1 ← β1(b1)❀

❙✐ b1 = b0 ❆❧♦rs
❘❡t♦✉r♥❡r NULL❀

❘❡t♦✉r♥❡r b1❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✶ ✿ ▼❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡
s✐♠♣❧❡
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ F ✳ b ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r✐♥

❞❡ F à ❞❡✈♦✐r êtr❡ ♠❛rq✉é ❝♦♠♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳
l ✿ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳
regulier ✿ ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t s✐ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ F s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝✉♠✉❧é ✭♣❛r ❞é❢❛✉t regulier
✈❛✉t ❱r❛✐✮✳

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s ❜r✐♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts à F s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❛rq✉és ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✳
❙✐ regulier ❆❧♦rs

P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à 4 ❢❛✐r❡
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭b✮❀
b ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲❢❛❝❡✲s✐♠♣❧❡✭b✱ l✮❀

❙✐♥♦♥
P♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à 4 ❢❛✐r❡

♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭b✮❀
❙✐ i ❡st ♣❛✐r ❆❧♦rs
b ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲❢❛❝❡✲s✐♠♣❧❡✭b✱ l✮❀

❙✐♥♦♥
b ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲❢❛❝❡✲s✐♠♣❧❡✭b✱ 2l✮❀

✶✾✶



✼✳✷ ✲ ❆♥♥❡①❡ ❇

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✷ ✿ ❘é❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t ✐♥❝✐❞❡♥t à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ F ✳

l ✿ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❜r✐♥ ❞❡ F ❛♣rès b✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡❧♦♥ l ✳
cumule ← 0❀
❚❛♥t q✉❡ cumule < 1

l
❢❛✐r❡

cumule ← cumule + 1
lb
❀

b ← β1(b)❀
❘❡t♦✉r♥❡r β1(b)❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✸ ✿ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡♥ ❞❡✉①
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ F ✳ b ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❜r✐♥

❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ F ✳
❘és✉❧t❛t ✿ F ❡st s❝✐♥❞é❡ s❡❧♦♥ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛❝❡s✳
bmilieu1 ← r❡❝✉♣ér❡r✲❜r✐♥✲♠✐❧✐❡✉✭b✮❀
boppose ← P❇❍❋❙✭P❇❍❋❙✭b✮✮❀
bmilieu2 ← r❡❝✉♣ér❡r✲❜r✐♥✲♠✐❧✐❡✉✭boppose✮❀
✴✴ F ❡st s❝✐♥❞é❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛❝❡s F0 ❡t F1
bnouvelle❴arete0 ← ✐♥s❡rt✐♦♥✲❛r❡t❡✲❞❛♥s✲❢❛❝❡✭bmilieu1✱ bmilieu2✮❀
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭bnouvelle❴arete0✮❀
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β1(bnouvelle❴arete0)✮❀
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β2(bnouvelle❴arete0)✮❀
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β21(bnouvelle❴arete0)✮ ❀
✴✴ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ F ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t

♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β3(bnouvelle❴arete0)✮❀
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β31(bnouvelle❴arete0)✮❀
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β32(bnouvelle❴arete0)✮❀
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✭β321(bnouvelle❴arete0)✮❀
lbnouvelle❴arete0 ← 2lVol ❀
❝r❡❛t✐♦♥✲r❡ss♦rt✭β1(bnouvelle❴arete0)✮❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✹ ✿ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✮
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥✳

num ✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛❧❧❛♥t ❞❡ 0 à 2✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉
✈♦❧✉♠❡✳
l ✿ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❛ ❢❛❝❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à b ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❛rq✉é❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✳
❙✐ num = 0 ❆❧♦rs

♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✲❢❛❝❡✲s✐♠♣❧❡✭b✱ l✮❀

❙✐♥♦♥ ❙✐ num = 1 ❆❧♦rs
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✲❢❛❝❡✲s✐♠♣❧❡✭b✱ l ✱ ❋❛✉①✮❀

❙✐♥♦♥ ❙✐ num = 2 ❆❧♦rs
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✲❢❛❝❡✲s✐♠♣❧❡✭b✱ 2l✮❀

✶✾✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ❆♥♥❡①❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✺ ✿ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❞❡✉①
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ Vol ✳

num ✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛❧❧❛♥t ❞❡ 0 à 2✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉
✈♦❧✉♠❡✳
bautre❴volume ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ❞♦♥♥é❡✲rés✉❧t❛t st♦❝❦❛♥t ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛✉
❞❡✉①✐è♠❡ ✈♦❧✉♠❡ rés✉❧t❛♥t ✭b ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r✮✱ s✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
♥✬❡st ♣❛s ♣ré❝✐sé ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé✳

❘és✉❧t❛t ✿ Vol ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s ✿ Vol0 ❡t Vol1✳
b0 ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❢❛❝❡✭b✮❀
C ← ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ❜r✐♥s❀
b1 ← β2(b0)❀
✴✴ ❈♦♥str✉✐r❡ C ♣♦✉r ✐♥sér❡r ❧❛ ❢❛❝❡ F s❝✐♥❞❛♥t Vol

C ← ❝♦♥str✉✐r❡✲❝②❝❧❡✭b0✮❀
✐♥s❡rt✐♦♥✲❢❛❝❡✲❞❛♥s✲✈♦❧✉♠❡✭C✮❀
✴✴ ▼❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t F|Vol0
bγ ← β12(b0)❀
✴✴ bγ ❡st ✉♥ ❜r✐♥ ❞❡ F

s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲✈♦❧✉♠❡✲❡♥✲❞❡✉①✲♠❛rq✉❡r✭bγ ✱ num✱ lVol✮❀
✴✴ ▼❛rq✉❡r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t F|Vol1
bγ ← β2(b1)❀
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲✈♦❧✉♠❡✲❡♥✲❞❡✉①✲♠❛rq✉❡r✭bγ ✱ num✱ lVol✮❀
❙✐ num = 0 ❆❧♦rs

✴✴ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r F ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲❢❛❝❡s

s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲❢❛❝❡✭bγ✮❀
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✲❢❛❝❡✭β3(bγ)✮❀

❙✐♥♦♥ ❙✐ num = 1 ❆❧♦rs
✴✴ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r F ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛❝❡s

blongueur ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❢❛❝❡✲s✐♠♣❧❡✭β2(b0)✮❀
s✉❜❞✐✈✐s❡r✲❢❛❝❡✲❡♥✲❞❡✉①✭blongueur ✮❀

bautre❴volume ← β232(b0)❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✻ ✿ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ q✉❛tr❡
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ Vol ✳
❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✳
b ← ♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❢❛❝❡✭b✮❀
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲✈♦❧✉♠❡✲❡♥✲❞❡✉①✭b✱ 1✱ bautre❴volume✮❀
b ← β21✭♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❢❛❝❡✭b✮✮❀
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲✈♦❧✉♠❡✲❡♥✲❞❡✉①✭b✱ 2✮❀
b ← β21✭♣r♦❝❤❛✐♥✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❢❛❝❡✭bautre❴volume✮✮❀
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲✈♦❧✉♠❡✲❡♥✲❞❡✉①✭b✱ 2✮ ❀

✶✾✸



✼✳✷ ✲ ❆♥♥❡①❡ ❇

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✼ ✿ ❙✉❜❞✐✈✐s❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s
❉♦♥♥é❡s ✿ b ✿ ✉♥ ❜r✐♥ ✐♥❝✐❞❡♥t à ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ Vol ✳
❘és✉❧t❛t ✿ Vol ❡st s✉❜❞✐✈✐sé ❡♥ ❤✉✐t s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s✳
b ← ♦❜t❡♥✐r✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✲❡❧❡♠❡♥t✭b✮❀
S ← ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ❢❛❝❡s❀
bautre❴volume ← ✉♥ ❜r✐♥❀
✴✴ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ♥✬❛②❛♥t ♣❛s été

♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡s

P♦✉r t♦✉s ▲❡s ❢❛❝❡s F ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à Vol ❢❛✐r❡
b0 ← ❝♦♥t✐❡♥t✲❜r✐♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡✭✉♥ ❜r✐♥ ❞❡ F ✮❀
❙✐ b0 6= NULL ❆❧♦rs

❙✐ lb0 = lVol ♦✉ ❡st✲s✐♠♣❧❡✭b0✮ ❆❧♦rs
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲❢❛❝❡✭b0✮❀

❙✐♥♦♥
st♦❝❦❡r✲❢❛❝❡✭S✱ b0✮❀

✴✴ ▲❡s ❢❛❝❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❞❡ Vol ❛②❛♥t été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉❜❞✐✈✐sé❡s

s♦♥t ♠❛rq✉é❡s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t

P♦✉r t♦✉s ▲❡s ❢❛❝❡ F ′ ∈ S ❢❛✐r❡
b1 ← ✉♥ ❜r✐♥ ❞❡ F ′❀
♠❛rq✉❡r✲❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡♠❡♥t✲❢❛❝❡✭b1✮❀

✴✴ Vol ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s Vol0 ❡t Vol1
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲✈♦❧✉♠❡✲❡♥✲❞❡✉①✭b✱ 0✱ bautre❴volume✮❀
✴✴ Vol0 ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s

s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲✈♦❧✉♠❡✲❡♥✲q✉❛tr❡✭b✮❀
✴✴ Vol1 ❡st s❝✐♥❞é ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s

bautre❴volume ← P❇❍❋✭P❇❍❋✭bautre❴volume✮❀
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✲✈♦❧✉♠❡✲❡♥✲q✉❛tr❡✭bautre❴volume✮❀
P♦✉r t♦✉s ▲❡s ❤✉✐t ♥♦✉✈❡❛✉① s♦✉s✲✈♦❧✉♠❡s Voln ❞❡ Vol ❢❛✐r❡
lVoln ← 2lVol ❀
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❬❇❆❉❙▼✵✽❪ ▼✳ ❇❛❜❛✲❆❧✐✱ ●✳ ❉❛♠✐❛♥❞✱ ❳✳ ❙❦❛♣✐♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ▼❛r❝❤❡✐①✳ ■♥s❡rt✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❛♥✲
s✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ♥ ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛♣s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ❉●❈■ ✷✵✵✽✱
✈♦❧✉♠❡ ✹✾✾✷ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✶✹✶✕✶✺✷✱ ▲②♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r✲
❧✐♥✴❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❬❇❛t✽✷❪ ❑❧❛✉s✲❏ür❣❡♥ ❇❛t❤❡✳ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳
Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧ ❝✐✈✐❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s❡r✐❡s✳ ❊♥❣❧❡✇♦♦❞
❈❧✐✛s✱ ◆✳❏✳ Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ✶✾✽✷✳

❬❇❛✉✼✷❪ ❇r✉❝❡ ●✳ ❇❛✉♠❣❛rt✳ ❲✐♥❣❡❞ ❡❞❣❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱
❙t❛♥❢♦r❞✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ✶✾✼✷✳

❬❇❛✉✼✺❪ ❇r✉❝❡ ●✳ ❇❛✉♠❣❛rt✳ ❆ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ■♥ Pr♦✲

❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ▼❛② ✶✾✲✷✷✱ ✶✾✼✺✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊①♣♦s✐✲

t✐♦♥✱ ❆❋■P❙ ✬✼✺✱ ♣❛❣❡s ✺✽✾✕✺✾✻✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✼✺✳ ❆❈▼✳

❬❇❛✉✵✻❪ ❱✐♥❝❡♥t ❇❛✉❞❡t✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr❛❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▲②♦♥ ✶✱ ✷✵✵✻✳

❬❇❇❏+✵✾❛❪ ❱✐♥❝❡♥t ❇❛✉❞❡t✱ ▼✐❝❤❛ë❧ ❇❡✉✈❡✱ ❋❛❜r✐❝❡ ❏❛✐❧❧❡t✱ ❇❡❤③❛❞ ❙❤❛r✐❛t✱ ❛♥❞ ❋❧♦r❡♥❝❡
❩❛r❛✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❚❡♥s✐❧❡ P❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❍❡①❛❤❡❞r❛❧ ▼❛ss✲❙♣r✐♥❣ ❙②st❡♠ ❢♦r
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✾✳

❬❇❇❏+✵✾❜❪ ❱✐♥❝❡♥t ❇❛✉❞❡t✱ ▼✐❝❤❛ë❧ ❇❡✉✈❡✱ ❋❛❜r✐❝❡ ❏❛✐❧❧❡t✱ ❇❡❤③❛❞ ❙❤❛r✐❛t✱ ❛♥❞ ❋❧♦r❡♥❝❡
❩❛r❛✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❚❡♥s✐❧❡ P❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ▼❛ss✲❙♣r✐♥❣ ❙②st❡♠ ❢♦r ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡
❖❜❥❡❝t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❘❘✲▲■❘■❙✲✷✵✵✾✲✵✸✹✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▲②♦♥ ✶✱
❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳

❬❇❈❙+✶✶❪ ❘✐❝❤❛r❞ ❇❡③✐♥✱ ❇❡♥♦ît ❈r❡s♣✐♥✱ ❳❛✈✐❡r ❙❦❛♣✐♥✱ ❖❧✐✈✐❡r ❚❡rr❛③✱ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣❡ ▼❡✲
s❡✉r❡✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❣❡♦♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❱❘■P❍❨❙✱
♣❛❣❡s ✶✸✾✕✶✹✽✱ ✷✵✶✶✳

❬❇❉✾✾❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❇r❛q✉❡❧❛✐r❡ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲P❤✐❧✐♣❡ ❉♦♠❡♥❣❡r✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❣✲
♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❛♣s✳ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
✶✼✭✶✵✮ ✿✼✶✺ ✕ ✼✸✺✱ ✶✾✾✾✳

❬❇❋❆✵✷❪ ❘♦❜❡rt ❇r✐❞s♦♥✱ ❘♦♥❛❧❞ ❋❡❞❦✐✇✱ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❆♥❞❡rs♦♥✳ ❘♦❜✉st tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦❧❧✐✲
s✐♦♥s✱ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❝❧♦t❤ ❛♥✐♠❛t✐♦♥✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ●r❛♣❤✳✱ ✷✶✭✸✮ ✿✺✾✹✕
✻✵✸✱ ❏✉❧② ✷✵✵✷✳

❬❇❍❲✾✹❪ ❉❛✈✐❞ ❊✳ ❇r❡❡♥✱ ❉♦♥❛❧❞ ❍✳ ❍♦✉s❡✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❏✳ ❲♦③♥②✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞r❛♣❡
♦❢ ✇♦✈❡♥ ❝❧♦t❤ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✶st ❆♥♥✉❛❧

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❙■●●❘❆P❍ ✬✾✹✱
♣❛❣❡s ✸✻✺✕✸✼✷✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✹✳ ❆❈▼✳
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❬❇▲✵✺❪ ❨✳ ❇❤❛s✐♥ ❛♥❞ ❆✳ ▲✐✉✳ ❇♦✉♥❞s ❢♦r ❞❛♠♣✐♥❣ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♠❛ss✲
s♣r✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ❤❡❛❧t❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✶✶✾ ✿✺✺✱ ✷✵✵✺✳

❬❇▼❉✵✸❪ ▲✉❝ ❇r✉♥✱ ▼②r✐❛♠ ▼♦❦❤t❛r✐✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉♦♠❡♥❣❡r✳ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♠♦✲
❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❞✐s❝r❡t❡ ♠❛♣s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❱✐s✉❛❧

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✶✹ ✿✷✺✶✕✷✾✵✱ ✷✵✵✸✳

❬❇◆✾✻❪ ▼✳ ❇r♦✲◆✐❡❧s❡♥✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉r❣❡r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✶✾✾✻✳ ■▼▼✲
P❍❉✲✶✾✾✻✲✷✺✳

❬❇◆❈✾✻❪ ▼♦rt❡♥ ❇r♦✲◆✐❡❧s❡♥ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❛♥❡ ❈♦t✐♥✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦✲
❞❡❧s ❢♦r s✉r❣❡r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r

●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱ ✶✺✭✸✮ ✿✺✼✕✻✻✱ ✶✾✾✻✳

❬❇♦t✵✺❪ ▼❛r✐♦ ❇♦ts❝❤✳ ❍✐❣❤ q✉❛❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥

❡❞✐t✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♠❡s❤❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✷✵✵✺✳

❬❇P✵✵❪ ▼❛rs❤❛❧❧ ❇❡r♥ ❛♥❞ P❛✉❧ P❧❛ss♠❛♥♥✳ ▼❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❈♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✳ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✷✾✶✕✸✸✷✱ ✷✵✵✵✳

❬❇P❈+✶✶❪ ❘✐❝❤❛r❞ ❇é③✐♥✱ ❆❧❡①❛♥❞r❡ P❡②r❛t✱ ❇❡♥♦ît ❈r❡s♣✐♥✱ ❖❧✐✈✐❡r ❚❡rr❛③✱ ❳❛✈✐❡r ❙❦❛♣✐♥✱
❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣❡ ▼❡s❡✉r❡✳ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❊r♦s✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❈❯❉❆✳ ▼❛❝❤✐♥❡

●r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ✈✐s✐♦♥✱ ✷✵✭✷✮ ✿✶✺✼✕✶✼✷✱ ✷✵✶✶✳ ❊①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ■❈❈❱● ✷✵✶✵
❛rt✐❝❧❡✳

❬❇❙❙❍✵✸❪ ●ér❛❧❞ ❇✐❛♥❝❤✐✱ ❇❛r❜❛r❛ ❙♦❧❡♥t❤❛❧❡r✱ ●à❜♦r ❙③é❦❡❧②✱ ❛♥❞ ▼❛tt❤✐❛s ❍❛r❞❡rs✳
▼❡s❤ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r ♠❛ss✲s♣r✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❡❞✐t♦r✱ ▼■❈❈❆■

✷✵✵✸✱ ♣❛❣❡s ✺✵✕✺✽✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✸✳

❬❇❙❙❍✵✹❪ ●ér❛❧❞ ❇✐❛♥❝❤✐✱ ❇❛r❜❛r❛ ❙♦❧❡♥t❤❛❧❡r✱ ●à❜♦r ❙③é❦❡❧②✱ ❛♥❞ ▼❛tt❤✐❛s ❍❛r❞❡rs✳ ❙✐✲
♠✉❧t❛♥❡♦✉s t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛ss✲s♣r✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞
♦♥ ❋❊▼ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❡❞✐t♦r✱ ▼■❈❈❆■ ✷✵✵✹✱
♣❛❣❡s ✷✾✸✕✸✵✶✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✹✳

❬❇❲✾✽❪ ❉❛✈✐❞ ❇❛r❛✛ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇ ❲✐t❦✐♥✳ ▲❛r❣❡ st❡♣s ✐♥ ❝❧♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡✲

❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✺t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡

❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❙■●●❘❆P❍ ✬✾✽✱ ♣❛❣❡s ✹✸✕✺✹✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✽✳ ❆❈▼✳

❬❇❩❙+✶✸❪ ❘♦♠❛✐♥ ❇✉tt✐♥✱ ❋❧♦r❡♥❝❡ ❩❛r❛✱ ❇❡❤③❛❞ ❙❤❛r✐❛t✱ ❚❛♥♥❡❣✉② ❘❡❞❛r❝❡✱ ❛♥❞ ●✐❧❧❡s
●r❛♥❣é✳ ❇✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡t❛❧ ❞❡s❝❡♥t ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡✲
t✐❝❛❧ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠s ✐♥ ❇✐♦♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ✶✶✶✭✷✮ ✿✸✽✾✕
✹✵✶✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✸✳

❬❇é✶✸❪ ❘✐❝❤❛r❞ ❇é③✐♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡

✴ s♦❧✐❞❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲✐♠♦❣❡s✱ ✷✵✶✸✳

❬❈❆❉❈✶✶❪ ❍❛❞r✐❡♥ ❈♦✉rt❡❝✉✐ss❡✱ ❏éré♠✐❡ ❆❧❧❛r❞✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❉✉r✐❡③✱ ❛♥❞ ❙té♣❤❛♥❡ ❈♦t✐♥✳
Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✲❇❛s❡❞ ❈♦♥t❛❝t ❘❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈❛t❛r❛❝t ❙✉r❣❡r②✳
■♥ ●✳ ❋✐❝❤t✐♥❣❡r✱ ❆✳ ▼❛rt❡❧✱ ❛♥❞ ❚✳ P❡t❡rs✱ ❡❞✐t♦rs✱ ▼■❈❈❆■ ✲ ✶✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥

✲ ✷✵✶✶✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✽✾✶ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✶✺✕✸✷✷✱
❚♦r♦♥t♦✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❬❈❉✵✸❪ ■✳ ❈❤♦✇❞❤✉r② ❛♥❞ ❙✳ ❉❛s❣✉♣t❛✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❉❛♠♣✐♥❣ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts
❢♦r ▲❛r❣❡ ❙②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✽✱
✷✵✵✸✳

✶✾✻



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

❬❈❉❆✾✾❪ ❙té♣❤❛♥❡ ❈♦t✐♥✱ ❍❡r✈é ❉❡❧✐♥❣❡tt❡✱ ❛♥❞ ◆✐❝❤♦❧❛s ❆②❛❝❤❡✳ ❊✣❝✐❡♥t ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝
♠♦❞❡❧s ♦❢ s♦❢t t✐ss✉❡s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s✉r❣❡r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡

▼❡❞❡❝✐♥❡ ▼❡❡ts ❱✐rt✉❛❧ ❘❡❛❧✐t② ✭▼▼❱❘ ✼✮✱ ✻✷ ✿✶✵✵✕✶✵✶✱ ✶✾✾✾✳

❬❈❉❈+✾✻❪ ❙✳ ❈♦t✐♥✱ ❍✳ ❉❡❧✐♥❣❡tt❡✱ ❏✲▼✳ ❈❧é♠❡♥t✱ ❱✳ ❚❛ss❡tt✐✱ ❏✳ ▼❛r❡s❝❛✉①✱ ❛♥❞
◆✳ ❆②❛❝❤❡✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❙✐♠✉❧❛t♦r ♦❢ ❍❡✲
♣❛t✐❝ ❙✉r❣❡r②✳ ■♥ ▼❡❞❡❝✐♥❡ ▼❡❡ts ❱✐rt✉❛❧ ❘❡❛❧✐t② ■❱✱ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
❛♥❞ t❤❡ ◆❡✇ P❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r ❍❡ ❛❧t❤❝❛r❡✱ ♣❛❣❡s ✶✸✾✕✶✺✶✳ ■❖❙ Pr❡ss✱ ❏❛♥✉❛r②
✶✾✾✻✳

❬❈❉▲+✵✶❪ P✳ ❈✐♥q✉✐♥✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❉✉❜♦✐s✱ ❙✳ ▲❛✈❛❧❧é❡✱ ▲❛✉r❡♥❝❡ ◆✐❣❛②✱ ❛♥❞ ❏✳ ❚r♦❝❝❛③✳
❙✉r❣ét✐q✉❡✳ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♠é❞❡❝✐♥ ❡t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛✉ s❡r✈✐❝❡
❞✉ ♠❛❧❛❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❡st❡s ♠é❞✐❝♦✲❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉①✳ ▲❡s ❈❛❤✐❡rs ❞✉

◆✉♠ér✐q✉❡✲▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠é❞✐❝❛❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ✷✭✷✮ ✿✶✾✼✕✷✵✼✱ ✷✵✵✶✳

❬❈❊❖+✾✸❪ ❙✳❆ ❈♦✈❡r✱ ◆✳❋✳ ❊③q✉❡rr❛✱ ❏✳❋✳ ❖✬❇r✐❡♥✱ ❘✳ ❘♦✇❡✱ ❚✳ ●❛❞❛❝③✱ ❛♥❞ ❊✳ P❛❧♠✳
■♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s✉r❣❡r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❛♥❞

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ■❊❊❊✱ ✶✸✭✻✮ ✿✻✽✕✼✺✱ ◆♦✈ ✶✾✾✸✳

❬❈●❆❪ ❈●❆▲✳ ❈●❆▲ ❯s❡r ❛♥❞ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛❧✳ ❈●❆▲ ❊❞✐t♦r✐❛❧ ❇♦❛r❞✱ ✹✳✷ ❡❞✐t✐♦♥✳
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝❣❛❧✳♦r❣✴✳

❬❈●♦❪ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r✐❝ ♥✲♠♣❛s✳
❤tt♣ ✿✴✴❝❣♦❣♥✳✉♥✐str❛✳❢r✳

❬❈❍❈❑✵✷❪ ❨♦♦✲❏♦♦ ❈❤♦✐✱ ▼✐♥ ❍♦♥❣✱ ▼✐♥✲❍②✉♥❣ ❈❤♦✐✱ ❛♥❞ ▼②♦✉♥❣✲❍❡❡ ❑✐♠✳ ❆❞❛♣t✐✈❡
♠❛ss✲s♣r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✇❛✈❡❧❡t✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ❱❙▼▼ ✷✵✵✷✱ ❙❡♣
✷✵✵✷✳

❬❈❍P✽✾❪ ❏✳ ❊✳ ❈❤❛❞✇✐❝❦✱ ❉✳ ❘✳ ❍❛✉♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❘✳ ❊✳ P❛r❡♥t✳ ▲❛②❡r❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r
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❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ▼♦❞è❧❡s✱ ■♥✈❛r✐❛♥ts ❚♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ à
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