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�� �� ��������� ���� �� �������� 3�� � ��� !��"�#$������ ��� ��" %�����#�&�����"� '(

�) �� �&����� � �*+�� 2� ���#�������*��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

�- �� �&����� �� �������� "��.�%�!��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �/

�0 �� �&����� � ��� "���%���� �� ������" .����� "�� ��" .�%�"� � � � � � � � � � �/

�( �� �&����� �� ����1� � ��%����%�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�2, �� �&����� �� �� "���%���� �� ������" �� � ��3�� ������ � � � � � � � � � � � � �2

�2/ �� �&����� �� �� "���%���� �� ������" ��" ����#��3��"� � � � � � � � � � � � �'

�2 �� ������ � ��$������� �� �� ����������� ���� �� "���%���� �� ������" ��"

����#��3��"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

�22 ��" *���" %����"��� ��� .�%� ��%������ 4 ���& $�����"� � � � � � � � � � � � �)

�2' 5��.��������� � �� �*+�� 2� "�*��$�"� �� %������" �� "� �����"�������� �$�%

��� %���� %��*��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

�2� 5��.��������� � �� �*+�� 3� "�*��$�"� �� %������" �� "� �����"�������� �$�%

��� %���� %��*��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

�2) �� ���%���" ��" *���" ��%�����" 4 �� "����� 6����� ��3��7� � � � � � � � � � � ),

�2- �� ���%���" ��" *���" ��%�����" 4 �� "����� 6����� ��3��� .�%�7 ���� ��

���8�� 3�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )/

�20 �� �&����� �� 3#��%��"���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )2

�2( �� �&����� �� � ��������� � ��"������ � �� "����� ���" ��� ��3�� ��%������

4 ���& !��������8��"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )2

�', �� �&����� �� � ��������� � ��"������ � �� "����� 6����� ��3��7 ���" ���

��3�� 6����� .�%�7 ��%������ 4 ���& 1�&�8���"� � � � � � � � � � � � � � � � � � )'

�'/ �� �&����� �� � ��������� �� "�����""��� � �� "����� �� � ��� ��3�� ��%�#

����� 4 ���& .�%�"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

�' �� �&����� �� � ��������� �� "�����""��� � ��� .�%� ��%������ 4 ���& $�����"

�� � ��� ��3�� ��%������ 4 ���& .�%�"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ))

�'2 �� �&����� �� � ��������� �� "�����""��� � ��� ��3�� ��%������ 4 ���& .�%�"

�� � �� "����� ��%����� 4 ���& ��3��"� ���" �� %���� � �� �������� 3�� � � � )-

�'' �� �*+�� 2� �����"���� �$�% ��� %���� %��*�������� ���" �$�% ��� %����

��������"��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )0

�'� � ����""�*����� �� �����"����� �� �*+�� 2� ���#�������*�� �$�% ��� %���� %��#

*��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )(

�') �� ��""�*����� �� �����"����� ��" �*+��" 2� ���#�������*��" �$�% ��� %����

��������"��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -,

�'- �&����� �� �� ��������� � �� ���$��� ���8�� ��������!��� � � � � � � � � � � -,

�'0 �&����� �� � �����"����� �� �� "���%���� �� ������" ��" ����#��3��" ���� ��

"������%����� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -/

�'( �&����� �� � �����"����� � ��� %���� %��*�������� 2� ���� �� "�����������

� �����"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -/

��, �&����� �� � �����"����� �� %����" %��*��������" ���������� �� �����"����� � ��

���8�� ����� �� *9������" ���� �� "��������� �%��"��!�� �� ��������!��� � � -

��/ �&����� �� � �����"����� �� %����" ��������"��" ���������� �� "��������� � �$�#

������" �������1�����!��"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -2

�� �&����� �� � �����"����� �� %����" %��*��������" ���� �� "��������� �� %1��#

������" ��������!��" �� �:�� .��%����� ������ ��� ���������� � � � � � � � � -'

��2 �&����� �� %���� �����#��"������� 4 ���& ��$���& %��"�%���."� � � � � � � � � -�

��' �&����� �� �������� �*���� ��� ��� "�*��$�"��� ��������$�� � � � � � � � � � -)

��� ��"�����" ��" ���$��& �� ;��%1��"�� �� ��� <;=;()> �� �� ?������ �� ��� <?�,�>

���������� �� ��@������ ��%�� � �� �������� �A� 2�� � � � � � � � � � � � � -0
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��� ��������� ��� ������� �� ������� �� ��� ����� !"� � � � � � � � � � � � � � # 

��$ 	��������%&� ��� �%'������� ��()�%*��� +��,������ �� ��(&�+� �-�� ,�%���.�

��%��.���%��� ����� %��������%&� ��� +�������� ���� �-���� �� �-��� �� /� ��

��� �//�!0"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #!

��# ��������� �� ,&�1�� %���� ��� ������� �� �%(2 �� ��� ��
/!!" +��,������ ��

��(&�+� �%������� �-&�3��� ��4&�,������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #

��5 ��������� ��� ������� �� ���%��,��� �� ��� ��6
� �" +��,������ �� ��(&�+�

�%������� �-&�3��� ��4&�,������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #7

7�! �� +�&(����� �� (&�����(�%&� �� �&��� ,&�1�� ������ ��� %�4&�,��%&�� .�&8

,���%*��� �� ,&�1�� ���9�:�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

7� �� *����%���1�� �� �� )���1��� ��+������� +�� �&��� ,&�1�� ���9�:�� � � � #5

7�7 ���,+�� �-�� ;()%�� ��&(2��� ��� %�4&�,��%&�� .�&,���%*��� �� �&+&�&.%*���

��(����%��� < �-����&���%&� �� �&��� ,&�1�� ��%;� �� �� ,�%���.� %����� (&�8

���+&������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5 

7�0 ���(�� �� �� ,���� ���&(%�� < �� �&,,��= +&�� �� (�� 2�� � � � � � � � � � � 5!

7�� ���(�� �� �� ,���� ���&(%�� < �� �&,,��= +&�� �� (�� 3�� � � � � � � � � � � 5

7�� ���(�� �� �� ��%���� �-�� ����&��= +&�� �� (�� 2�� � � � � � � � � � � � � � � � 57

7�$ ���(�� �� �� ��%���� �-�� ����&��= ���� �� (�� 3�� � � � � � � � � � � � � � � � 5�

7�# �� +�&(����� �� �� �%,����%&� +)>�%*��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5�

7�5 �� ���,+�� �� +�&(����� �� ��(&�+�= +&�� �� (�� 2�� � � � � � � � � � � � � 5#

7�! �� ���,+�� �� +�&(����� �� ��(&�+�= +&�� �� (�� 3�� � � � � � � � � � � � � 55

0�! �� �&�%&� �� �%���� �� ����%�%�%&� +&�� �� ,&�1�� 2�� � � � � � � � � � � � � ! #

0� �� �&�%&� �� �%���� �� ����%�%�%&� +&�� �� ,&�1�� 3�� � � � � � � � � � � � � ! 5

0�7 �� �&�%&� �-��?�� )%����()%*�� +&�� �� ,&�1�� 2�� � � � � � � � � � � � � � � !!!

0�0 �� �&�%&� �-��?�� �� �� 4�(� )%����()%*��� +&�� �� ,&�1�� 3�� � � � � � � � � !!

0�� �� ��;�%�%&� �� ��%� )%����()%*�� +&�� ��� 4�(� %�(%����� < ���� �&��,��

�-�>��� +�� �� ,?,� �%���� �� ����%�%�%&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � !!7

0�� �� �&�%&� �� ��%� )%����()%*�� +&�� �� ,&�1�� 2�� � � � � � � � � � � � � � � !!�

0�$ �� �&�%&� �� 3&�(�%&� � �%�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !!$

0�# �� +��(&��� �� �� �&����� �� �� 4�(� )%����()%*�� �-�� �&��,� ����� +���

����%�%��� *�� (� ����%��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !!5

0�5 �� +�&(����� �� ����%�%�%&� ��.��%1�� �-�� *����%���1�� �� *����� �&��8*����%���1����

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !0

0�! �� ����%�%�%&� �-�� *����%���1�� %�(%���� < ���� )���1����= �� *����� �&��8

*����%���1���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

0�!! �� ����%�%�%&� �-�� *����%���1�� ��3�(��� < �� *����%���1�� �>��� �� �%����

�� ����%�%�%&� +��� .����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

0�! �� (����%&� �-��� 3&�(�%&� � ��%�� < �� ����%�%�%&� �-�� *����%���1�� *�% ���%�

%�%�%���,��� �� ,?,� �%���� �� ����%�%�%&� *�-�� *����%���1�� ��3�(���� � � � !5

0�!7 �� ,%�� < 3&�� ��� ,����� �� ��� ����&���= ��%�� �� +�&(����� �� ����%�%�%&�
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�� (&����%���� �� +&�%�%&� �� ��� ����%1���= +&�� �� (�� 2�� � � � � � � � � � � !77
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�	���

-���� ������� ������ 	� �	����� �������� ��������	� �	� �� ����	�� �� ������ ��

�	��

� ��� 
�� ����
��� /�� 
� ��� �� ?@�#� ��� ������ �� ��	����	� �� �� �����	� ���
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� ������ �� ��

��� ��

������� . ��� ��������	���� 
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 ����������

��� �� ���������� ���� ����� �������� ���������� �� ������� �� �������� ��� ����� ���

�� �� ����������� ��� ������� �� ��� ��� �������� ��� ����������� ������� �� ��������

�� �� ������ �� ������� ������ ��� ��� ������������ ��� �� ���� ������ ��������

���� �� ���������� �� �� ��������� ��� �!���� ��� ��� ������������� ������� �����

���� �� ��"�� #$%$ &#���������� ��� ��$����������!� ��� %����� �� ��$����������' ��

�������� #$$($� �� ��"�� � ��� �"����) ����������� ���� ���������� ������� �����������

�� ������� �������� ��� ��������� ���������� ��� �� ��!�*)���� ��� ���� ����������� &���

�� �!��� 	�+&b''� �� � ��� �"����) �� )������ �� �������� ������� �� �� �������� �� ����

������� ���� �� ����� ��������� �� �� ��������) ���������� ,� ����� ��������� ���� -

������� ������������� ��� ������� �� ��� �.��� ��� �� "�� �� ����� �� ��������������

�� ������ �!������� �� ������������ ����������� ��� ��)������� ��� �������� ����������

�������� ���� �������� �������� �� �������� �� ������ ����� �� �������� ������� �� ��

)/���� ,� ��������) ��������� ����� �� ����� ��� ��������� �.������ ��� ������������� ��

������� ��� �����)��� �������� �� ����!���� ��� �.��� �������� ��� �� ��������� ����������

��� ������	 	
��������	

,�� ����������� ����� ��� �"����) ������ - �������������!� ��� !����� ��������*������!����� 

����������� ��� ���������� ��������� ���"��� ��)������� ������������ ����� ��� �� ������*

���� �� �������� ��� ����!������ ���!����� ��� ��� ������ �������� ���!���� �� ���� ��

�� ����������

0��� �� ���� ��� ��� ����� ���������� - ����������� ���� ����� ����� ������� ��

����� ���!���� �� �� ����� �������� ��� �� ��������� �������� ���"��� ��)������� 

��� �� ��������� ������� ����� ��������� ��� ����!������ ���!����� ���� �� ������

� �� ���������� �����������

1�� ���� )��� �� ���� ��� ������ ����������� �� ���� ���������������� ����� ��� ��*

������ ����������� ��������� ���� ����� ���!���� �� ���� ����� ������ ��� ����������

�� ����������� ��� �"��� ���)������� ���� ��������� ��� ��� ���������� �� ���*

������ ��� �� ��� ��������� �����2� ��.��� �� ����� - ���������� ��� �������� ����������� ��

����"������ ����� ��� �������� �� ���"�� ������� )��������� ����� �� !����� ��� ����!������

���!������ 0� ���� ���� �������� ������������ ������ �� !������� �� �������� ���!����

�� ����� �� ���� ��� ����!������ ���!������

1�� ���� )��� �� ���� ���� ������� ������*������� ��� �� ����� �������� �� ����

����� ������ ,�������!� �� �� ������� ������ ���� �� ���������� �� ��� �������� �� �����*

�������� ��������� �� ������������� �� �� )������� - !���� ��� ����!������ ���!������ ,�

�������������� ��� ��������� �� ������� �� ���� ������� ������*������� ��� ������� ���

��� ������ ���������� ������ ��� 3����� �� ���� ,��� ������ ������ �� )�������� ���

��������� �� ������� ��� ������� �� )����� ��� ���������� ����!����� ��� ���������

��� ��� �� ����� �� 4��! �� �� �������� �� 5����� 5�� ����� ������������ �� ����

������ �������� ��� ������ 20 ������ �� ������������� �� ��� ������ 30 ���������

������������

,�� ������ ���!����� ������������� 20 ��� ���!����� ������� ���� �� ������ ��

�� ��������� ��������� ��� ���������� �� ���6�� ���������� ��� ��)������� !����������

�� ���!����� �� ����� ������ ��� �� ���������� �� )�������� ������� - ��� ��)��������

����� ��� ������������� ��� ��� ��� ����� ���������� - ������� ���� ����� ���*

!���� ���� ������� ��� �� ��������� �������� ���"��� 30� ���� �� �������� ���� �����

����� ����� �� ��������� ����)������� �� )������� �� ���� - "�� �� ��� ����������

��� ������� ������� ��� �������� �� ������� ���� ����� ���!���� ��� �� ���������
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�� �������� 4 �������� ��� ���������� �������� � ���� ����� ����� ��� �����

�� ���������� �������� ���������� �� 2�� �� �� ���������� ���� ������������ �� ������

��� ������������� �� �� 3�� �� �� ���������� ���� ��!����� �� ���� ��� ��!������" #����

��� �!������� ��� ���������� �������� �� �������� �� ������ ��� ����� �� �����

��������� ��$��"

�������� �������������

�� ������� �������� �� �� ��������� �������� �������� ��������� ������������� �� ����

������" %�� ������ �������� ��� ��������� �� ���� ����� ����� � ����� ��� ���� 

������� ��������� ���� �� ������ ���� ��� ��&���� �� 2�� �� ��� '����� �� 3�� ����� ���

�� ��$������ �� ������������� �� ����!������ ���� ��� ��������� �� ���� ������ ����������"

��� �����	
����

( %� ������! �� ����� � ��� �������� ���������� �� 2013� � �� ��'������ ������� 

������ )*�+ ,������������ ��'������� �� ������� #���� � ������� +��������

-������.���� ��� ������� -����/� ��������� 
 0 ������� �������� '����1�2 '�

��3����� ���������" ����� ���������� �������� �� �������� �� �������&� �� ���� �����

����� �� ������� �� ���������� �������� �� �� ������"

( 4���� ����������� �� ���� ����� ����� ��� �� ���� �� ����� ����� ������ ������

���� �� ��$������ ���� ��� ��������� � ������ ��� ���!���� ���������� �� 2014� �

�� ��'������ ������������� -5�467* ,)�2��� � -������ 5�����3 ���������� ���

4�3����� *��������/� ��������� 
 0 8����� 9������� 4�3����� :��� '� 0�������

5��������"
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����! ��� ����	�� �"
�������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �
���	 ��� ��	 ����	 
��������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������ ��#��$�
���� � ��	���
���� � � � � � � � � � � � � � � � 

����� ������ ��$�
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

����� ������
� ��� �� �
	����
� ��$�
��� �"%&��� ��'�	�%���� � � � !(

��� �
��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� )������� ��
�� �� ����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

����� *�������� �� ������ ����
���� ��� ��� 	�
������ ���'��
���� ( 

����� *�������� �� ������ �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ((

����! +��,��� �����
'� ��� ���������� �� ������ ����
���� � � � � � � 

����( ������
� ��� ��� ���������� �� ������ ����
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��������� �� ������� �������� ���� ���%��� � ������� ��� ������������ ��� ��6������ �������

�� ���������� ��������� ���%'�� ���������� ����� �� ����� �� �������	�� �� ���%'�� ���

������ � ������ ��� ������������ '���� �%������ �� ����� �� �����	��� �� ���%'�� ���

������� ��������� �� �������� �� ��� ����� �� ������������ ����� ��� ����� ���������� �

���%'�� ���� ��������� �� �������� �� ����� �� ���������� �� �� ��������

�� �����������

�� ����������� � ���� ������ �� ���������� p� ��� ����� ����� �� ������� ����� ��

�������� �� p �� ����� t1 �� �� �������� �� ����� t2� �������������� ������ x(t1) �� x(t2)�

�� ����������� ����� ��� ����� t1 �� t2 �� ������ �� ���������� p� ���� �(p)|t1−t2 � ��� �����
������� �� �� ����)�� �������� 
 �(p)|t1−t2 = x(t2)− x(t1)�

�
 ����������� � �� �������	�� � �� �����
 �� �������	��

����� ������� ������������� �� �������	�� ��� �� ����������� �� �� ����)�� ����

�� ������� �� �%'��� ���� ��� ������� ��� ��� ������� �� ���� ��������� �� �����
 ��

�������	�� 
 ε ��� ���������� �� �� ����)�� �������� 


ε =

⎡
⎢⎣ εx γxy γxz
γyx εy γyz
γzx γzy εz

⎤
⎥⎦
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εi i ∈ {x , y , z}
i γij

i j j ∈ {x , y , z} i �= j

εGL

εGL =
1

2
(� +� T +� T · � )

�
x y z bT b

εC =
1

2
(� +� T )

f

ε = f (σ)



10%

λ μ

σ = λtr(ε)I + 2με

tr(A) A I

σij i , j ∈ {x , y , z}
i j

σ



��� � ����	
 ���������


σ =

⎡
⎢⎣ σxx σxy σxzσyx σyy σyz
σzx σzy σzz

⎤
⎥⎦
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 �	 ��� ���	����	� ��������������� 
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� !��	 ����� �� ����� �� ������	���� �� �����	��� � �� ������� ��� �	���
�����

�� ������ �����	 �� ���	�����
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� ��� �	���
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����
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���


��
 ���	����	�
� �� ���
 ���

���� �	��	 �� ������� ��� �	���
����� �� �
����� $� 	��
���

��
 ���	����	�
 �� %����&� ��	� σC �
	 ������ �� �� ����'�� 
��(��	� )

� = σC � dS

�* � �����
���� �� (��	��� ���� 
 �#��+��	 
�� �� �����	 �� ���	�����
� � �
	 �� �������

�� �� ���		� ���
������ �	 dS �
	 
�� �����

,���� ���
 ���
��	��
 ���# ���'��
 ������������
� $� 	���� �� �		���������� ���
�
	�

�� ��� ����	��� ������������ ��	�� ��
 ����������	
 �	 ��
 ������	���
 ���
� ��� ��	�� ��


������	���
 �	 ��
 ���	����	�
� $� 	���� �� �
��� ���
���������	� �����	� ����	 - ����

��� ����	��� �������� ��	�� �� ������	��� �	 �� ���	����	�� ���
 ��� ����	��� ����������� ��	��

��
 ����������	
 �	 ��
 ������	���
�

��� �
�
����� ���	�	�� ��� �� 	���� �� !	��� �� �� �	�"����� �� #	���	�

$� 	���� �� !	��� �	 �� �	�"����� �� #	���	� 
��	 ��
 �����'	��
 �����������
 ���


�
�	�
 ��� ��
 ���.����	
 �� $���� �� ��	 �� ��
 
����	 ���
 ��������	 ��	�����	����
 �#���

�����	������	� "� �#�
	� ��� �����
�������� ��	�� �� ���/�� ������ �� 0���� �	 ���.����	

�� ���

��� �	 ��
 ���.����	
 �� $����

���� ���
��	�� �� ������ �� 0���� �	 �� ���.����	 �� ���

��� ���
 ���
������
 � �#�����

�� �� ����� ��1� 2��
 ���
������
 ����
 ��� ����� 3� �� �����
���
 ���	����
 ) X0� Y0 �	 Z0
�	 ���	 �� ��
� �
	 �#�� 3��� ���
� ���
 �� ����� ��14� 5�� ���� ��	�� Fetirement � �&��	 ����

�����	��� � �#� Y �	 �	��	 ��������������� - �� ��� �� ��

�
 �� �� ����� 3��� ����� ���


�� ����� ��14 �
	 ��������� 
�� ��		� �����'��� 6��	� - � �������	��� �� ��		� ����� �� �����

�
	 ������� �(�� ��� ������	��� �� η 
���� � �#� Y � �� ��	����

����	 �� 2ε 
���� � �#� X

�	 �� ��	����

����	 �� 2ζ 
���� Z �

%� 	�
	 � �	������	 �����	 �� ������ �� ������ �� 0���� �	 �� ���.����	 �� ���

��

�� ��		� ������ ,� �7�	� �� ������ �� 0����� ��	� E� �
	 ����� ����� �� ������	 ��	�� ��

���	����	� �	 �� ������	���� $� ������	��� �
	 �����	���
�� ��� � ����������	 ����	� 
����

Y � $� ������ �� 0���� �
	 ������
� �� �� ����'�� 
��(��	� )

E =
Fetirement/S0
η/Y0

�* S0 �
	 � ���� �� �� ��� 
����
� - �� ���� � �	������	 3��� ����� ���
 �� ����� ��14�
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a X0 Y0 Z0
Fetirement b a

Fetirement η Y 2ζ

X 2ε Z

X Z

νX =
2ζ/Y0
η/X0

νZ =
2ε/Y0
η/Z0

ρ¨ = �σ + ρ
ρ σ

= M ¨

M ¨
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�
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������ �� �������� ��� ������ ��
 �����	���
 ��! ����	�
 �� 	 �� ��������� �	 ������� ��

�����	��� �� %����#��	 ����
� ��
 ������
 ��� �� 
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 ���	�����


���	 ������� �� ������ ��
 ����	�
 �� ������	� �� �����	��� �� &������ 
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 ��
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�
 �3��
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�������� ��	������� ��
 ����������	
 �����! �� �#����

��
 ������	
 �����	 �������!���� �� �#��� �� ����������	 �� ������	 ��	���� 4�� �� ����!
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 ������� ���	 1 ���� �� �3��
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 ��	��
 �3��
 �� ��	 ������	�
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�������� 	 
 ��������� ������ ��� �� �����������

����� ������ �� ������ ������� �� �������� ��� ��������� ���� ������� ���������� ������� ��

������� ������ ��� ��� ������� �������

 ����� ��� ���� ��� ���������	 ��
�����! �� ���� ������� �� ������� �� ����������� ��������

����� �� ������� �� ������ �� ��� ��� �� ������������ �������� ����� �� ��� �� "��#�!

����� ������������� �� �� ������� ��� �������� ���� ��� �� ����������� ������ �� $�������������

�� ��������! �� ������ % �� ������� ��������� �������� �� ���� 


 = K�

�& K ��� �� �
����� �� �
������

'� �(��! ���� �� ���! ��� ������ ���� ���������������� ��) ������������! ������� ��� �����

������� ���� �������������� ��) ������������ �� ��� ��� ������������ ���� ����������������

��) ������������

*�� ���������� �������� ��� ������������ �� ����� ������������� % ��� ���������� ��

�������� +��� �� ��� ����� ���������� ��������! ��� �(��� ��� ��������� % ��������� �� %

�� $�������������� ���� �������� ,� ������� ������ ��� ������ ��-�� % ��� ������� �������

����� ��� �)����� �� ��$������ �� ������� K �� �� ��������� ��� ������� ����
���� �����

����� �� ��
���	� ��	������ +��� �� ��� ����� ���������� ���������! �� ������� ������ ���

������ ��� % ��� �� ��������� �� �����
 ���	����
���	 	���������  ����� ��� �� �����

������ ����� �����$��� �� �������� ����� ��� �� �.�� ���$��� �� ���� ��� ������ �� ��������

�� �� ���������� ,� ����) ����� ���������� �������� �� ��������� ������ �� �������������

$����� '� �(��! ��� ���������� ��������� ������ ����������� �� ����� �� �� ����������! ���

�)�����! �� �������� ��� ����� ��� ��� ������ �� �������� �� �� ��������� �� ��������� ��

�� ������� ��� ��� �������� '���! �� �)���� �� ��������� ���� �� ���������� 
 �� ���������	

��
�����
������ ����� �������� ��� ���� ���� ������ �� �� ���������� �������� ��� ����������

'� �(��! ���� ������ ����������� ����� ����� ������� ����������� �� ��������

���� ��� ���������	 ��	
�����! ������������� �� �� ������� ��� �������� ���� ��� ��

����������� ������ �� $������������� �� �������� ����� �� ����������� ���$���� 


 = M�̈+D�̇+ K� /	�01

�& M �� D ���� ��������$����� �� �
����� �� �
��� �� �� ������� ��
����������	��

 ����� ��� �� ��������� �� ��������� ��� ������ �� ��$��� �� �������� ���� ��������� ��

��$��� �� �� ��������� �� �������� ,� ������� �� ������� K ������ ��� �������� B �� D� ,�

������� B ��������� �� �������� ����� ��� ������������ �� ��� ������������� ,� ��������� ��

��������� ����������� �� ������� ������ �� B� ,� ������� D ���������� % �� ��� �� ������

������ �� �������� �� ����� ��� ������������ ��) ������������ ,� ��������� �� ��������� ��

�������� ������ �� D� ���� �� ������� �����������! B ��2�� D ��������� �� �����������

�� K ������ ����� �� � �� ������ �� �������� ��� �������������

���� ��������! ���� �$��� $� ��� �� ������� ��� �������� ���� ������ �� ��������

������������� �� �������� �� �� ��������� ��� �������! �� ����������� �$�� ��� ��������

��) ����$��� ����������� 3��� ������ ��� ����� ������� ������ �� �������� ��� ������ $������

�� ��������� ������������ �� ����������� �$�� ��� �������� ��) ����$��� ���������� �����!

��� �)�����! �� ��������������� �� ������������� '���! ���� �$��� �������� ������� ��

������ �������� ����� ��� �� ������� ��� �������� ���� ������� �� �� ��������� ��� ������)

��������� *� ��� ������ �������� ��� ������� �������� ��	��	�� *� ������ ������� ��������

�� �������������� ����� ����������� �������� ������ ��� �� ��������� ��� ������) ���������
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�̇ = �(�)

�- �̇ �����
���� # �� ����"�� �� � ��� ������	 �� 	���
% �	 � �
	 ��� ���	��� �������

.� ��� 
���	��� �����	���� # ������	��� ��)����	����� ��������� �� ���	 ��
 /	�� ��	�����

���% �� ������� # ��� ��	����	��� ��������� �� ��		� ����	���� 0�� ��	����	��� ���������

���
�
	� # �������� ��� "����	��� �� �% ��	�� Δ�% 
�� �� ��	��"���� �� 	���
 h% # ���	�� �� ��

"����� �� Xt �
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��
 ��� �� ������� �� ������ ���� ��	��	 �� 
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��� ����	�	� �� ������
 �	 ��� ������+�	� ���� ���
 �����	��	� ��� �� 
����� �+�����	��

1��
 �� ��
 ���� 
����� ����	����	��� �+�����	�% �̇ =
�t+h−�t
h

� (� ������9��	 �̇ ��� ��		�

�+���

��� ���
 ������	��� ��)����	����� ��������� �� 	���
 t% �� ��	���	 '

�t+h = �t + h�(�t)

�� "����� �� �t �� ��
 �� 	���
 
��"��	 ' �t+h% �
	 ��	���� �� ���	��� �� ���������	���

�� � 
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�
	��� �� 	���
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	���% ��		� ��
���% �� 	���
 t + h� 1��
 �� ��
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����� ����	����	���

�������	�% �� ��	���	 ���
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�t+h = �t + h�(�t+h)

�� ������ �� ��		� �+���

��� ����
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	���
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�������� 	 
 ��������� ������ ��� �� �����������

������ ������� ������� �� ������ ������� ��� �������� �� �� ������ ������������ �����

������������ ������ !

��������

"� �#���� ��$������ ������� �������������� �#�������� ����� �� ������� ������	% �� 
���	��	

��	��� &������� ��������� �����	��' �� ������ �� ���������� ���	�	� 2 �� 4!

(��� ���������� �����)� �� ������� ��*���� �� �� ������ ������������� ���������% ���� ���

�������� ��$���������� ��������� �� ������ ����� �+���, 


�̈ = �(�, �̇)

����� �#�������� ���������� - �� ���)��� ��� �� (�.��� 
 � = m�!

(��� ����������� ���% � ����� ����� �� �������� ����� ��������� ������������ ����/�� -

�������% � ����� ����� �� ������� ���� � = �̇!

����� �������� ��$���������� ��������� �� ������ ����� ��)�� �� �0��)�� �����������

��$����������� �� ������� ����� ������� 


{
�̇ = �

�̇ = �(�,�)
&	!	'

���� �� ������� ��*����% �� �0��)�� ������� 


{
�t+h = �t + h�t
�t+h = �t + h�(�t ,�t)

&	!�'

���� �� ������ ������������� ���������% �� ������ ����� ���� ���������� &	!	'% ������� 


{
�t+h = �t + h�t+h
�t+h = �t + h�(�t+h,�t+h)

&	!1'

(����� ��� �� ������ ������������ ��� �� ������ ������������� �#������� �2 �t+h ���

��������� �� �� �3�� ����)�� ��� ���� �� ������� ��*���� ���� �t+h ��� ������� �� ��������

�� �t+h �� ��� �� �������� �� �t !

��� ������	 
��� ��	 ����	 ���������	

������ ���)�� ��� ����������� ��� �� �	������� &�������� - ���������� �� ����)�� ��������

�� ������������ �� ����/�� - �������'% �� 	� ������� &�� ��������� �� �� ���������� �������

��� �� ���)��'% ��� 	������� &����)�� �������� ��� �� ����� ������ �� �� ���������� ��������

��� �� ���)��' �� ��� ����	����!��� &������ �� ���� �� ������ �������� ���� �� ����������'

�� �������� ����)��� ��������� �� ������������� �����! (��� ������� ��������� ��/����� ���

���������� ����� - �� �������� ���������������� �� ���)�� �� �� ��������������� ��� 4�5 ��

������ �� �������� - ����� ��� ����������� ������������! *�6�% ������ ��� �� ��������� ��/��

����� ���������� ������ �� ����� ���� ��� �� ����� �� ��������� ����� �� ����)�� �� ���������

�� ��������������� �� �� ����������!

7��# ���������� �� ���)�� �#������ ���� �������� ��� ��/���! 8� �����)�� ���������

��������� ���� ��� ���)��� ���� 9 ����"������� : �� 9 ������	����� :! ����� �����)��

��������� ��� - ��������� �� �� �������% �������� ��� ���)��� ���� 9 �"������� :!

7��� ����� ������% ���� ������������ ���)������ ��� ���)��� �� �� �����)�� ���������

����� �� ���� �������� ���� ���������� ��� ��� ���)��� ��0������! *� �$��% ���� ����� ����

�� ����# �� �������� ���� ���)�� ��0����� ���� ��� ������# ��������� ���� �� ���������!
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+



+

+



�������� 	 
 ��������� ������ ��� �� �����������

����� �� ��������� �� ��������� ������ ������������� �������������� �� �������� ��� ��������

�� ������� �� ���� � ��� �� ����� �� �� ����������� !��� ��������� ��� ��� ���������� ��

������� ��� �������������� �� ������������ �� ���"#�� ������� $� ������ �������� ������

��� ����� �����������  �%�� ��� ���"���� ���&��� ��������� ��� ������������� �� ��������

'� ������ ���������� ������� ����� ( ���� ��� ����������� "��� ���� ��������� )� ����� �����

������������ �������� ��� �� ������� �� ������� K ��� ���������� �� ����������� �� )���

�� ���� �� ������� �� ������� ���� � �� �������� ��� ������ ���������� ��� �� �������� )���

�� �������� ����� ���������� ���������� �� ������� �� ������� ���� *��� ���������� ( ������

��������� �����+���� �� �����,� ���������"��� ��� ������� �� ������ �� ������� ��� ���������

����� �� ������������ �������	
���� -��������� ��� ��������. ����� ��� �� ����� /� ����

��������� � ������� ��  ����� ������������ ��  ��� ����&������� �� ��������� ���������� ��

����� ���� ��,���� �� �� ���"���� ���&��� ��� ������� ��� �������� ��������� ����������

����� ����� ���� ����� ������ ��� ���� ������� ���&��� ��������� �� ������ �������� ����0� ���

���������� �� ������ ��� ��������� ��� �������� ����������� �� ��������� �� ������ ��� ��

������ ������������ �� ��������� $� �������� �������� �� ��� ������� ���������������� ���

���� �&��� ���������� ������������� 1��� ������ ��  ����� �� ������� �������� ���� ��

 ����� ����&������� �� �������� -��� �� � ��� 	�23.�

$� 415 ����� ��� ������� ����  ���� ��� ���� ������ ������ ����� �� ������� �������

��&�� !��� �����&��� ���� ����������� ��� �����&������� '�� ��� ������ �� �� 415 ��������

�� �������"�� � �� �� �������  ��"��� K � ���� ������������ ����� ����� ��������� �� ������

������"�� �� �������"�� ��� �������� ���� ������ ������� ��� ���� &� ������� ������ ���� ��

�������  ��"���� $��� ���� ���� ����� ������ ����� �� ���� �������� �� �������� �� ���� ����

&�� ���� �� ��� ����&� �� ��� ������� ���� �� �������  ��"���� '�� �� �� ���� *��� ���������

�� ��� ���6������ ���&��� *��� ��� ( 0� 4��� ����� ��� �������� �� ���������� ���������� ��

����  ������� ��� �� ������� ����� ��&����"�� �� �������  ���� ��� ���������������� ����� ���

������� �� �������� �� "����� �������� ���������� ���������� ��� �� �������� ����������

��������������� /� ���� ����� ����7�� ��� �������������� ����� �� ������� �� ������ ��� �������

��� ������������� ���� �� �������� $��� �� ���� ������ ������ ����� ����� �� ��6������

������ ��� �������� ���� ��#����� �� �������� �� ��#��� ���� ���������� ��� �������������� ��

�� �������� 1� ����������� ��� ���"���������� �� ���� ������ ������ ����� ����������� ��

����� �� ����7�� �� ���"������ ������������ ������&�� ( �� �������� ��� ������������ ������&��

( �� ������� �� �� ���� ��� �������������� �� �� �������� ��� ��� �� ���� ���&��� �����������

!��� ��������� ��� ����� �������������� ��� ��� ����� ��,����� �� �� ������ ��� ��  �������

�����������&��� �� �� �����������

���� 8�� ��  ���� ��� ���� ������ ������ ������ ��� ��������� �� �� ������� ��� ���

����� ���� ������� ���� � ��� �������� ��� 9�:�;"7�&; �� ��� <9=3>?� ����� ���������

������ �� ������� �� ������ � �� ���������� ��� ��������������� ���� �&��� "����� ����������

�� �������� � �� ���"#��� �&����� ����� �� �����,� ����������� $�� ��������� �� ����� ���������

���� �� &������ ��������� �� �� 415� �� &����� ��#����� �� ����� ����������� ���������� ��

 ���� ��� ��������������� $� ������� ��������� ���� ��� ������� �� ��������� ��� ��������

���������

�	 ������� ��
 �	

�
����
���
 ������ )���� ���� �� ��� <�)8>>� ���>@? ����������

�� ������� ��� �������������� ��� �� ������� ��� ���"����� ��  ������ ��� ���� ������

������ ����� �� ������ ����� ��� �� 415� )��� ��� �������� ��� ���������� ��������������
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�������� � ������

��� ��������� � )� '-. �������� �� �� �������������� ���� �� �� ���� �� �� �������� ��
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�� ���� F0 ���� ����� 	��	� ����� ����� �� ����� �� ���������� ����� ����� � �����!

{a, b, c , d}�� "�� �#�$����� �#�����$�� D ��� ���������� �#�� �����! % ������ �#��� ����

����� a �&�� a ∈ D! �� �������� �#��&������� α ���� �� ����������� σ� '� ��������� ��

��������� (����#% �����$�� ��� a� )� ����������� σ ◦α ���� ��������� ������������� % ���

������������

*��� � �������� �� ����������� σ◦α �&�� �� ����� 	��	� '� ���� D! �#�����$�� ��� ����

������ ������� �� ����� ���������� F0� ���� ��������� �� ���� F0! �� ���� �� �� ���������

a ��� ��� ��������� % F0� +� ���������� α % a! �� �$����� o� ����! �� ����������� σ �����

% ������ �� o! d ��� ��� ��� ��������� ����������� % D� '� ����,�� �� �� ���� ����,��

���� d �� �� ���������� % �#����������� ������ ��� �� ��������� �� ������� ������������ ���

����������� �� �� ����������� σ ������������ ������ ��� ��� -,���� $������� '� �$����� �����

c = σ ◦ α(d) �� ��������� b = σ ◦ α(c)�

����� ��������	 
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)� ������������ �� ����� ���	
����
�� ����� ���� ����� ������ �#������ ��� �� ����

��������� �.") /0��1	2�

)� ���,�� ��� ������ ���$��������� ���� ������ ��� ����� ���,��� �����,������ ����������

��� ������� % �� ��������� ��� �$(��� ����������� /)��34! )��41! )��452� 6� �������� �� ���

��������� �� ������� ���$�������� ���������� �� ����������� �#�$(��� �������� n0 ��$��&����

�� �������� �� ��������� ���������� �� �� ��7������� ���������� �������! �����! ����! &�����!

�����

)� ����� ���$�������� ��� �� ���,�� ������ ������ +��� ��� ������ % ������ �#�� �������

$������ ����� 	�
�! �� �� �����$�� �� ��
����� ����� ��� $����� +��� ���������� % ���

�������������� �� �� ��������� �� ������� ��� ���������� �� ����� ���������� +� �7��! ��

������ ��� ���������� �� ������&� ���� �� ��������� ��� $���� ��� ������ ���$���������� 8�

$��� ���������� % ��� ������ �$������� ���&��� ���� ������ ����� ��� ������ �#��� �����

�������� �1��������! ���� �� ����� ��� ������ ��� �������� ���������� �� ��������� i �i ∈
{0, 2, 3, ..., n}�� .�9�� % �#�����$�� ��� ��������� ������ ����� ��� $����! ������ ��� ���������

�#��������� �� �#��(������ ����� ��� �������� �� ��7������� ���������� ���� �������������

+���! ��� ����������� ������� ��� ��� ��������� ���������� �� �������� �� &������� �����������

��� �$(��� ����� ��������

)� ��������� �������� ����� ���� ��� ���������� �� ������� ��� ���������� ����������

% ����� ��� ������ ���$��������� 20� +� �7��! �� �������� �#��(������ ����� ��� ������ ���

����������� ��� ��� �����������! ��� % ������ �#�� $��� ����� �� $��� ���&��� ����������� %

�� ���� 2������� �� ���������� ��� ����������� ������� ����� ����������� ��� ����� β1 ���

���� ��� �� �������� ��� ������ ��� ���� ��� �������� �� ��������� 1 
 ��� 1��������� )� ��������

�#��(������ ����� ��� ����� ��� ����������� ��� ��� ��&������� β2 ��� ������� �� �������� ���

�������� �� ��������� 2 
 ��� 2��������� ��� ������� �� ������� ���������� ���� �� ���������

�� ������� ��� ����������! β1 ���������� % �� ����������� 
 σ ◦ α �� β2 % �#��&������� α�

����� ��������� ��� ������� ���� ��� ��������� ����������� )�� βi ��&�� i ∈ {0, ..., n} �� n 


�� ��������� �� �� ����� ���$��������� ���������� ����� �� �������������� �� ����� �����,��

��������� �� ��������� ����������� *��� ��������� ��� �� ��������� �� ������� ��� ����

������ ������ ��� ����������� �� ��� ��&�������! ����� ��#��� ����� ���$�������� n0! ������

��� ����������� �� n − 2 ��&���������

)� ��������� �������� ��� ������ ���$��������� ��� �� ���&���� /)��41!0��1	2 
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 ���� ���������� ���� ����� ������� �������� ������� �� ������ �������� ���

������ ��������������

���� ������ β0� �� ����������� ���� � ������ ���� ���� b� ����� �� ���� ��������� �����

������ � �� � �� ���� �� �� � �� !������ ���� ��� � �� � �� �� �� 
 β0 = β
−1
1 � "� �����

�� �������� βij ����!��� � βj ◦ βi �
#� �
�	 ����� i������� �!�� 0 ≤ i ≤ n� ���������� �� ������ �� (i + 1)��������

���������� � ����� �����$���

#� i������	
 ������ �� ������ �� �������� ���� ����� ��� βi � %� ���� ����� b1 �� b2 ����

���� ��� βi(b1) = b2 ����� b1 ��� ��� i������ � b2� %� βi ��� ��� ��!������� �� b1 ��� i�����

� b2 ����� b2 ��� i����� � b1�

&�� �	���
 ��� �� �������� �� ����� �����'������ �� ���������� ��� βi ������� #� ��

���� �������� ������ �� ������ ����� ����� i������� �� ����$�� ���� ������� (��� ������� �

�� �����$�� ��������� ����� ���� �� ����������� 	�)�*+� &�� i������� ��� ����������� �� ��

��$�� ��������� ��� �� �������� �� ����� ������� '�,�� � �� ������ ��������� ������ i�������

���������� � ��� ������ ���������� #� ��������� �������� ����� i������� ��� �� ���!���� 


%��� ��� n����� C ����� ��� C = (B,β1, ...,βn)� �� ���� b ∈ B �� i ∈ {0, ..., n}� #�

i������� ��������� � b� ����� ci(b) ��� 


- %� i = 0 ����� �� i������� ���������� � �������� < β02, ...,β0n > (b) .

- %� i > 0 ����� �� i������� ���������� � �������� ���������� ���������� ��� βj (j ∈
{1, ..., n} �� j �= i+ 
 < β1, ...,βi−1,βi+1, ...,βn > (b)�

#� �����$�� ��������� ������ ��� ���� ��������� ���������� ��� ����� ����� i�������� ��

��/� ������!�� �� �������� �� ���������� ����!�������� βi � 0� �1��� ����� �����$�� ������ ��

����'�� �� i��������

#� ��1����������� ���� ��� 0�������� ��� ��� � ��������'������ �� �� ��������� ��� ������

�������������� 0� �1��� β1 ��� ��� ����������� ����� ��� ���� ��� ������ βi ���� ��� ��!�

��������

#� ��������� �� i������� ��� ��������� � ������ �� �� �'��� 	�)	� ������� ���� �������

�� 0������� s� #� ���� a ��� �������� � s� ���������� a ��� �� ���� ������� �� s� "����$� ��

��������� �� i�������� s ���������� � �������� < β02 > (a)� 0� �1��� �� ���������� β02 ���

a� ���� �������� j � j ��� ���� �� ���� �������� � s� 0� ���������� ��� ���!���� ���� β02 ��� j �

�� ������� p� �� ������$�� ���� �������� � �� 0������� s�

���� �� 1������� T �2��� ���� ���� �������� c � ���� ���������� �����$� �� ��������� �

�������� < β2 > (c)� #� 1������� T ��� ���� ������ ��� ��� ����� c �� k = β2(c)�

0���� ���� �� 2������� F0 �2��� ���� ���� �������� d � ���� ����������� �����$� �� ����������

� �������� < β1 > (d)� %� �� �������� β1 ��� d � �� ������� c ���� ��������!����� b �� ����

a� ���� �������� ����� ���������� ��� ����� ���������� ����� 2�������� ������ ��� ��������

�� β2� ���� ������ ����'�� �� 2��������

���
�� ���
	�� #� ��������� �� �� ��������� �� ������� �� ���� �� ����� �� ����� ��� ����

�� ���� ����� ��� �� ��������� ��� ������ ������������� ���������� ������������ ����� !������

��� ���� ��� ���$��� ���� �
	��� 0� �1��� ������ �� �� ����� ��� ��������� � ���� ������

������ ������ �� ��� ���� ��� ��� ��!������� � �� ������ �� ������� �� ������ ���� ��� ���

��� β2 � ��� ���� ������� ��� ���$��� ����������� ����� �� �������� ����� n������� 3 ���

����������� 4 �� ���$���

"��� ��� �'���� 	�)5 �� 	�)*� �� ���� F3 ��� ��� ���� 3 �������������� 4 �� ���$��

����������� ����� ���� ������� ��'���� ������ ��� ������ ����� �� ���$��� ���� �� ��� �� ��

��������� ��� ������ ���� ������ ������ �� ��� ������ � ��� �� �� ������� ��� �� ���� ����

���� �� �'��� 	�)*�
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 ��������� ������ ��� �� �����������

���������� �� ������� ���� �� ������������ �� �������� ����������� �� �� �������� ���� ��

����� ���� ������ ��������� �� ������ �� ���  ��!"#$� %�� ������& ��������� ���� �� ��������

��������� ��� ������� �� ������� ��� �������� �� �� ��'������ ����� ����� �����������

��� �������� �� �������� �� ���� ���� �� ������ �� �������� (�� ��)������� �� �������� ��

���������� ����� ����� ��� �������� �� �� ���� ����� �� ��������� �� ������� � ��� ���������

����������� ���������� * +���� (�� ������� ���������	
 	���������� ��������� �� ��������

�,��� ��� ��������� ������ (�� ���������� �� ��������� �� �������� �� ��������� �� ������� ����

�������� ���� ��-������� ������� ��� ���� ��� �&����� �� ����� �� �� ���������� ���� ���

./�� (�� ��������� �� ���������� ������&� �� ����� ���������� �������� �� ���������� ��

������������ ������������� �� ������� ������ �� ��������� �� �������� ����� ��������� �� ���

���� ����������� ���� �������� �� �������� ����������� �� �������� ��������� �� ����� ��

����������� ������������ ����� �� ������������ �����������

0��� �������� ���������� ��� ����� ����& �� ��������� �� ������� ������������ �������

������ ��& ������ ���1���������� ��� ����� ����������� ������ �� ����������� ��� �12��� ���

�������1���� �� ����� �� ��)������ ��� ������ ������������ ��� �������� ���� ������ ��� �����

������ ����� ��������� ������ �� ������)�� ��� ���������� ������������� ����� ��� �&������

����������� ���� ������ ���� ��� ��3��� 0��� ����� ���� �� ����& ��� ������ ���1���������

�� ���� ���������������� ��� ������&�� ��������� ������������ �� ��������� ��� ������ ������

������� /� �-��� ��� �12��� �������1��� ��� ���� ���������� ���� �&����������� �������1����

�� ����� ��� ������ ������������ ������������ ��� �������� ���� ���& ���� ���� �� 1���� ������

����� ���1��������� %�� ������ ������������ ���� ����� ���� ������� �� ������� �� ��� ����

������� �� �������� ���� ���� ��4���& �� ����� �� ������� %� ������&��� �� ����������������

��� ���������� ������������ ��� ������ ���1���������� ���� � ��� �������� ��� �������� ��

�� ��1������ �5!%� /�)�� ��� ������&�� ��������� ����������� ���� ���������� ���������� ���

��������� * �� ������������ �� ���12�� * �������� ���� ��������� ����1������ ������ ���

������������ ����������� ��������� * �� ���������� ��,������

��� �����	
	��� �������	�

0��� ����� ������� ��� ���� ��� ������&� ���� �����,��� �� ������ ����������� �&����

��� �� �,�� ����� ���1��������� ���������� �� ����� ��� ����������� ������������ ���������

���� �� �������� �� ��������� ����������� ���� �� ������������ �� �������� ������������ ����

������������ ��� ������& ���������� ������� ���������� �� ������ ���)� ������� �� ������

����������� �� �� 6.7� ����� ���� �������� ��� ����� ������ ���)� ��� ����������������

������ * �� ������� �� ����������� ������������ ����� ���& ��������� ����� * ��� �����

����� �� ������� �� �� ��'������ �� ��������� 0��� ���������� ����� �� ������� ���� ����

����� ��� ����������� ������������ �� ������ �� ����� ������� ���� ����� ����� �� ���� *
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��������% ����������� �� ����� ��� �� ��������� ��������� �� ���� ����� ���� ������ �������

������ �� ���&��� ��� ������% �� �� �������� ��� ���� '�% ����������� ������ ��� ���������

���� ��������� ���� ���� ��� ����� �� ������� ���� ����������� ��� ���������% �� �������% ���

������� ���������� �� ��(��� �� �������� ��������� ���� ��� ������� ����������� �� ����

����� ��������� ���� �����������% �� �������� ��� ��(�� ��� �������� �) ������� ����� ����

��������% �� �*�� ��������� �� +������� ��� �*�� �����% ���������� �� ����� ��������� � ��

����� '��� ,��-+����� ����� �� �������� ��� ����������� �'� �� �������� �� �+������ ��� ������

�� ��� �������� ���� �� .��� �) �� ����� ����� ������������ ������������% ��� ���������� ����

�� �������� ���������� �� ��� ������ ������&�� �� ������% �/��� �� ������ �� ���������� ��������

�� ������ 0� ����% ���� �� �� ��������� ����� �����������% ��� ���&���� �� ��������� ������

�� �� �������� �������� ���� �� ������ �� ���������� 1� ��� ��'������� ����� ��� ����������

0 ������� 1 ������������� � ������ ��� ���������� ��� ��$������ ������� �� ��-��������% ����

��� ��������� ��� ��������� ���������% ������������� ��� ���������� 0 ��������� 1 ��� �� ��������

��� ���� �� ������ �� ������������ �� ������ ��������� �� ������� �/�� �� ���������� ������� ���

���������� ����� ���� .���� �� ������ �� ���������� ��$������� ,��� ����������� ��� �����

���� ������������ �� �������� ��� ���������� ������� ������������� ,�� ��������� ������ ���

�� �*�� ����� ��� ������ ��� ������ ������ �� ������ �� ���������� 0� �� ��� ��(���� ����

��  !" �� ������� �� �*�� ������������ ��/����� ������� ���� �� ������ �� ��-��������

�� ��������� ���� ��������� �� ���� ������ ������� �� �*�� ����� ���� ������ ��� ���������

����������% ��� ���-���� �� ������� ��� �������� � ������ ������ �� ���������� �'� �� ��������

�� �*�� ������������ ����� ��� ��$������ ������� �� ����������� #�'�% �� ��� �� ����� ���

������� �� ���������� '�� ��� ���� ����� ��� ����� ��� ������� �� ���������� ������&��% �'� ��

�������� �� ���-������

2��� �� �*�� ��������% 3������ �� ��� 435678 ��������� ��� ������� ���� ����������� ��

������ ���� �� ���&�� ���������� ��$������ �/��� �� �������� 9��� �� '���� 	�779b::� ������

�/�� �� �������� ������ �� ��������� �� ������������ ��$����� �� ����� ����� ����� ���� �����%

�������� �� ������ ��������� �� ������� ��� ��������� ���� ���� �� ���&�� ��/�����  !" ����������

�� ��� ������� ��������� �� ����� �� ������ 4���;78� ��� ���������� �������������� ����

�������� �������� ���� ����������� ��� ���� �� ������ ��� ��������� ����� ��� ������� ����������

��-����� ���� �� �������� �������������� �������� �� ��������% ��� ��� ��(�� ���������� ��

�������� ���� ����&�� ����������� �������� ��� �� ����-��� �������� �� �� �<�� �� ���������

���� ���� ������� �� ��(������% ��� ��'������� ���� �/��� �� �<��% ��� �<��� 0 ������ 1

�� ��� �<��� 0 �������� 1� ,�� �<��� 0 ������ 1 ���� ��� �<��� ���� �������� �� �������� ���

��������% ���������� ��� �� ���� �� ������&�� ��� �� -������% ��� ���� ��������� � ������

��������� ��� ����������� ����� � �� ���������� �� ������ ,�� �<��� 0 �������� 1 ������������

����� � ��� ���� ��� ������ �<���� ,��� �������� ��� ���������� ���� ��'��� �� ����������� ��

��������� ��� ���� �� �������� ���� ����� �<��� ������ ��� �������� ����� ������-������ ��/������

���� ����������� ��� �<��� �������� ������������� � ��� ��������� �� 	� ,������ �� ����&��

�� ��(������ ��� ��������� �� �� �<�� �� ��������% ��� ������ �������� ��������� � �� �<��

������ ����� ��(��� �� ������ ������������� #� �� ��� �������� ��� �����&���� ��/������%

�� ����� ��� ������������ ������-��� �� ����&�� �������� ��� �������-�� ��� �<��� ��� ����

����� ���� ������� ����% ������� �� �������� ��� ��(��% �� ����� ��� �<��� ��������� ���

�� ��(������ ��� ���� � +���� ,� ������ �� �� ����� ��� �������� ��� ����� ��� ��������

��������� �� �<�� �� ����� �� ���� � +���� ���� �����������% ���� �� �<�� �/��� ������

�������� ���������% ���� ��������� ���� ���������� ���� ��� ������ -��/������� ��� ��������

��������� �� ��� ������ �<��� ��� ���� ������� �� �<�� ���������� ,�� ����� �� ��� ����

��������� ���������� �� �������� �� �������� ������ #�'�% ���� �� ��(������ ���� �������
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Chapitre 3
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	���	� ��� ������� ��������� �� ��� ������ ��� ������ ���� �� ����� � 	 ��

�� ��!	� �� 	���	����� "� ���� ���������� � #� ����$�	 %� ��� �� ���� �����

���� &������ �� ������ 	�&��� �� �����	� ���� ��� �����	��� �����	�� ��

�	��'��� �� 	��(�$� �� �����	� �� �����	� %

)��� *������ �� +����,-����� �� $����.�� ������	 , /�		� 0	���$���1

������ ��	
� ���	�� ������	� � ����	���

��������

��� �����	
�	� �� ������ �	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �	�	��	���	� �� ������ �	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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 ����� ����� ������� ��������� �� ��������

� �� ����� 	���a� ������ ��� �� ������������ � ����� ��� !�" ���� �� ������ ��

�������� ��������� � ������������ �� 2# �� $��%����� �� 3#� #��� ��� �%�����&

��� ������ ������������ �� ������������ �� ������ ������������ ' ��% ��%�����

�(������� )��� ��������� ��� �� ��������� ��������� �� ������ ���*��������� ������

�� �������� � ��������� ����������� �� ����������� ��% �������� � ���� ����������� ��

��%���� �$����� ����� ��� $���� ��������& ����� ������ ���� ����� ���������� ����

�� ������������ $��� ��� ����� �� �������� � +����� ������������ #� ����� �������&

���� ���,��� +��������� ������ ����� ���������� ��-�� ' �$������ $�� ����� ��������

���������� �� ���������� � �������� � ��������� �����������

� �� ����� 	���b� ���������� �� ����� ���*�������� 3# ����� �� ������ ������������

�� ������������& ���������� ��� �� ����� 	���a�� �� �������� 3# �� ������,� �����

�������� �� ��% 3.��������& ��/� 2.��������& ,���� 1.�������� �� ��/� 0.���������

� �� ����� ���*�������� 3# ��� ������� ������� ��� R3� 0��� �����������& ��� ���.

���� � ����� ����������� ���� �����*��� � ���������� ������������ 3#& ��-��

�� ��������� $�����*�� �� ������ ���*��������� ����� ����� ������ $�������� ���

��������� ' ��� ����� ���*��������� �� ���������� ����� ����� ��� ���& �����������

��� �� ����� 	���c��

� �� ������� ����� �������� ' �������� �� �����*��� ����1��� ��� ��+��������� �����������

' �� ���������� ��������& ��% �2������� �������� � �� ���� �� ����� 	���d� ���������

�� ����� ��� !�" ����� ����������

)��� ��������� ���� ����������� ����� ������� ������ ��� ������ 	�3�a� �� �b� ������.

������ ��������,����� ' �� �%����� 2# �� 3# � ����� ��� !�"� ��� ������ ����

�*����� ����� ��% �2������� ������ ���������� ��� �� ��������� ���� �� ����� 	���� 0��� ��

��� 2#& �� ����� ��������� ' �� ����������� ��� � ��� �������� �� ��� 2.�������& ������

1.�������� �� ������ 0.��������� 0��� �� ��� 3#& �� ����� ��� �� ��%���� ��� � ��� ��������

�� ��� 3.�������& ��% 2.��������& ��/� 1.�������� �� ���� 0.��������� �� !�" ��� ���� �,���

���������� ��� ��� ���,��%& ��� ,���*�� ���� �� ��������� ���������� � ������������ ��

2# �� $��%����� �� 3#� �� !�" �������� ��% ����� � ��������& ���% ������� ��� ���

��4��� � ������ ������� � �������� ������������ �� 2# �� ��%���� �� 3#�& �� ���% ��.

���� ' �$��������� � �� ������& ��� ���� ��������� ��� �� ����� �������� ���	�
���� ���

������ 	�3�a� �� �b� ���������� �� ���������� �� �������� ���� ��������,����� �� �������
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+ kVol1(ZVol1 ,XVol1 ,YVol1)

+ kVol2(ZVol2 ,XVol2 ,YVol2)

+ kVol3(ZVol3 ,XVol3 ,YVol3)

Vol i XVol i YVol i ZVol i i ∈ {0, ..., 3}
L0(r) = ZVol i

d Vol i

kd =
E

(
XVol i

2 + YVol i
2 + ZVol i

2
)2

24 (1 + ν) XVol i YVol i ZVol i
.
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��#������� ,��� ����� ��� ����� ���� ���*��� �� ���������� �������� �� ��������� ��
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������*�� ��� ���������� ����2��� �� ����� ��� ���������� �� ����� ,�������� ��

�������� ��� �� ��� ���������� � ������ ��� + ����� �� �������� ����������� �� ����(

��� ������ &�� ���������� ������ ���� "��� �!������� &�� �� ���� ��� ��)����� ���

����� ������ ��� ������� �� ����� �� ��*�������� �� ���� ������������� ����"�� �������������

�� ������ ������������� �� *�� ������������� �� !����� . ����������� �� !����� . ��(

����� �������� 3���� �� ������4 � ������� �� �) �������� � ������� �����������

+ �� !����� .�

����� �����	 
� �	�
������

������ ��"�� a ����2� �� ������ �� ��	������
� ��� la� .��� ��� *��� ������� +

a �� ����� ����� + la� ���� �� ��������������� ��� �����# �� ��*������� �������� + ������

*�� ����� �� ������ �� 1� � � ��� ��� ������ ���-������� ��� ���*!�� ������ �� ��� ���

������*����� ��������� ��*������� 5� ����� �� ��������� �� �������� �� �� ��"�� ���

������ � ���# �������� ����� �� ����� �� ��*������� ��� ���# ��"��� ���������� ��� ���*���

&� ����� ����� ���� ��� ��"���� ������ ������ E 3���� � 2& �� ������ � 3&4 ����2�

� ����� �� ��*������� ��� lE � 6� ���� ���������� 1 �� �� ������ ��� �������� ������ ��

789



2 3

1 

1 4 4 2 

2 

2 

4 

4 
F12 F13 

F11 
F0 

F100 

F102 F103 

F101 

F22 F23 

F310 

F312 F313 

F311 F300 

F302 F303 

F301 

F330 

F332 F333 

F331 F320 

F322 F323 

F321 

F20 F21 

2 2

F0 F1 F2 F3 β2

F1 F2 F3 F10 F3i
i ∈ {0, ...3} 1 2 4

2

F0 F1 F2 F3 F1 F10 F11 F12 F13 F10
F100 F101 F102 F103 F2 F20 F21 F22 F23

F3 F30 F31 F32 F33
F300 F301 F302 F303 F310 F311 F312 F313

F320 F321 F322 F323 F330 F331 F332 F333

F0
1 F20 F21 F22 F23 F2
F2 1

2 F11 F12
F13

4 F100 F101 F102 F103
4 F10
2

F0 1

F2 2

F1 2

F10 F1
4



1 

2 4 4 
4 

4 
4 

4 

8 8 8 8 8 
1 

  

Vol1 

Vol2 

Vol3 

a 

Vol10 

Vol37 

3 3

Vol1 Vol2 Vol3 β3 Vol2
1

Vol1 Vol3 Vol2
Vol2

1 2 4 8



��� � �����	
 �� ��	���
 �� ��
�

� ��� ��� �� ����� ��� ����� ����������� �� 	����	 �� 	����� �� 
������
��	 ��� �	

������ 3�� �� ���	���  ���� �	��������	� ����
 �� ����
 ������
 ! Vol1" Vol2 ��

Vol3� #��
" Vol1 �  � 
������
 �	� ������� $��
 �	 %��� 
��
�������
" 
���� �� ��


���	�� 
������
��	 ���	 �� 
�
 
��
�������
 Vol10� ��
 
�� 
��
�������
 �� Vol1
�	� ����
 �	 	����� �� 
������
��	  ��� & 2" �� ��
 %��� 
��
�������
 �� Vol10 �	� �	

	����� �� 
������
��	  ��� & 4� Vol3 �  ������	�  � 
������
 �	 %��� 
��
�������
�

#��
" ���	
����� �� 
�
 %��� 
��
�������
 �	�  � 
������
 
 �	� 	������� $��
 
��$ !

Vol37� �� 
��
������� �� Vol3 � �	 	����� �� 
������
��	  ��� & 2" �� ���	
����� ��


�����
 
��
�������
 �

�
 �� Vol3" �	� �	 	����� �� 
������
��	  ��� & 4� '	�	" Vol2
	�� (����
  � 
������
 " ����)��	� �	 	����� �� 
������
��	 ! lVol2 = 1� �� ������ �
�

����
 ����
 �� 
����	�������*� ������
 ! +7 , 8- ��� Vol1 , 1 ��� Vol2 , +7 . 8

, 1- ��� Vol3�

�� $��� ���	� �� Vol2 �  � � ����
 � �	 
�� 
��
�$���
 ��	$��� ��	� ��� ��/ �

��	��
  ���
 �� 
������
��	 �� Vol1� �� $��� ������ �� Vol2 �
� � ����
 � �	 ����*�


��
�$���
 
���� & �� 
������
��	 �� Vol3� '	�	 �� ��	��������	 �� �� $��� �� %���

�� Vol2 �	��)�� )���� 	�0 � �
 �� ������ & 
� ����%� �� )���� 	�� �
  � 
������
 �

�� �1�� %0��%�
� �
� $���� ��� �� ������ �� %��� �� Vol2� #�� ��	���" 
�	 ��1��

a" � ����
 � �	 %��� 
��
���1��
" �	��)�� )�� �� ������ 
��� �����

�
 �� ������

�������� Vol2" � 
�
 ������
 �	����	�
 & a )�� �	�  � 
������
 
 ����
 $��
�

'	�	" ����1�� �� %��� �� �� $��� ���	� �� Vol2 ����� �	��������	� �	 	����� �� 
������
��	

 ��� & 1� #��
" ���� �  � 
��	� � �	 ����" 
���� & �	� ������� 
������
��	 �� Vol1�

��
 ���� 
��
���1��
 � 
����	��
 �	� ����
 �	 	����� �� 
������
��	  ��� & 2� 2	� ��

��
 
��
���1��
 � �	
����  � �	� 	������� $��
 
��	� � �	 ����" 
���� & �� 
���	��


������
��	 �� Vol10� ��
 ���� �����
 � 
����	��
 �	� ����
 �	 	����� �� 
������
��	

 ��� & 4�

����� ����	
�� ���������	�

���
 ��	�	
 �� � �	�� �� 	����� �� 
������
��	 ���	� ��1��" ���	� $��� �� �	���� ���	

������ ��� �� ��
 3�� ��	
 �� ����� ���" 	��
 ���	
 ��	
��� )�� �� �3� ��
 �� ����� ��

F0" �����	�  � 
������
 
" ���
 �� �� 
������
��	 �� $���
 ��(���	��
 & F0 ! F1" F10 �� F2� ��


�3� 
 
�	� ���	��	�	� ��	
���� 
 �� ��
����
 
��
���1��
" ����
 )�� �� $��� F0 	��" )��	�

& ����" �
  � 
������
 �� �� ��	
���" )�� �
�  ������	� � 
�	� ��� �� ��
 3�" ��	��� ��

	 ��

�� �� ������ ��
��	���� ��
 ��/ ��	�
 �3� 
 ���	  � ��	� )��� )�� 
��� �� 	����� ��


������
��	 ��
  � ��	�
 )�� ��� 
�	� ��(���	�
� ���
 � �	�

�	
 ����
 ��	
 ����� �����" ��


��	���
 �� $���" ��1�� �� 
����� %� ����%�)��
�

� 2	� ���	 
����
���	 +����� ���	 
����
���	- ���� ����	�� �����
�	� �� �3� 

�� ���  � ��	�� '��� �����
�	� & ���	
����� ��
 $���
 +����� ��1��
- �

��
 �� �� 
���

����
��	 ���	� �1�� $��� +����� ��1��- ���	  � ��	�� 4� �� $��� +����� ����1��- 	�� �


 � 
������
 �" �� $��� +����� ����1��- %� ����%�)�� �����
�	� & ����� $��� +����� ��1��-�

�� ��	��� �� $��� %� ����%�)�� ���
�� 
������	� �	 3�" ��	��
 )�� ����� ����1�� %� �

����%�)�� �
� � �	� �	 2� ����� �	 3�� '	�	" 	��
 	����	
 ���	 �����	" �	� $���

%� ����%�)�� )�� 	�� �
  � 
������
 � �	 ��
����
 
��
�$���
� #�� ��
����	" 	��


����	
 ���	 �����	�	" �	� $��� %� ����%�)�� )�� �  � 
������
 � �	 ��
����
 
��
�

$���
� ���
 � ��
�	
 )�� �� 	����	 �� $��� 
���� ��� $��� ������� �
� 
������	�

� �	�� ��� �� ��
 3��

���	 
����
���	� ��� �	 ��� ��� �� ����� ��5 ��	��� �	 ������ 2� ��	
���� 

�	��������	� �� ���� )�����������
 ��(���	�
 F0 �� F1� F1 �  � 
������
 �	 F1i ����

��6



�������� 	 
 ������� �����

������ ��	 
 �� ������ ���	
�� ��	�	������ ���	 �� ������ 2�� �� ������ 2� ������������ ������

�� ���� ����	�����	�� � F0 �� F1 ������ �������� ��	 β2� �� ����� 	��	����� ���������� ��� �	���

�� ������� ��� ai ���� ��� �	
��� ��	�	������� �� Fi ���� i ∈ {0, 100, 101, 102, 103, 11, 12, 13}�
��� �	
��� ��	�	������� �����	�� �� 	���� ���� ��� ������ ���������� �� �������	� ������	
���� ���

�	��� �	���� ��		��������� ��� �	��� ��	�	��������

i ∈ {0, ...3}� ���� F10 � ��� ��������� � F10i � ��� an ���������� ��� ������ �������������

��� ������� Fn ���� n ∈ {0, 11, 12, 13, 100, 101, 102, 103}� ���� ��������� �� ������
������� ������������ ���� ��������� ������� �� � �� !����� �� �� "��� F0 ���������

# ������� ������������ a0$ ��� ��� ��������� ���� ����� ������ �� ���� ��� �����

��� �� ��� ���� �� � �� �����$ ����������� # �� ����� ������������ ��������� ��

����� ����%������ 
 a100$ a102 �� a12� ����� ���������� � ����� ����%������ ��� ��� # ��

���������� �� F1 ������ �� ����� �� F10�

����� �� ���� 	
�����	
���� ��� �� ��� ��� �� &!��� 	�	 �������� �� ������ ��

"��� �� ������� ������������� ���� �� ��� 3'� (��� ��������� � ���)�� 3' ����������

������� �� ��� �������� ���� ����� Vol ������)��� ����$ ��� �� ������ ���������

����� �� ��� ��� "���� ������������� 
 F0$ F1 �� F2� ��� ����)��� �� ��� �����������

����� # �� ���������� ��� ������� ��*����� # Vol $ ���������� � ����� ��� a0$ a1 ��

a2 ��� ��� ������ ������������� �� Vol �� �!������$ ��� ��&����$ ������ ��� �����

"���� ������������� �� Vol ������������ �� "��� ������������ F0 ��� ��������� �� ����

����%"����� ������� ������������ a0 ��� �������� �� ����� ����%������ �� a1 �� a2 ��

��� ���������� � ������ ����%������� '� ���)�� ���������$ ��� ����%"���� ��� "����

������������� ������ �!������ ����� ��� ������ ������������� ��������� �� ����%

������� �� ��� ��� �������� ��� �� ����%"��� F01 �� F0�

���� ������ ���� � ������� ��� �� ������ �� "��� ������������ # � ������ ����

���� ��&����� ���� ����$ �� ������ Fi |Volj $ ����������� # ��������� ��� ����

�� Fi ������� �� ������ Volj � '�� �� &!��� 	�+$ F0|Vol0 ��� �� "��� ������������ ��

Vol0� (���� � ��� ���������� � ������ ����%"���� 
 F00|Vol0 $ F01|Vol0 $ F02|Vol0 �� F03|Vol0 $
����� # �� ���������� �� Vol1 � ���� ����%�������� F00|Vol10 ,����� F01|Vol11 $ F02|Vol12
�� F03|Vol13- ��� ����� �� "��� ������������ �� ����%������ Vol10 ,����� Vol11$ Vol12
�� Vol13-� ����� ��� ��� "���� ������������� F00|Vol10 $ F01|Vol11 $ F02|Vol12 �� F03|Vol13 $
� ��� ���������� ��� ���� ����� "����

. / ������ 	
�����	
�� ��� �� ��������� ���� ����� ������������� ( 2'$ � ���%

������)�� � ���*���� ������ ������� �������������$ �� � ����)��� ����)�� ���*����

���� ������� �������������� ����� ��� ��� �� ��� 3'$ ��� "���� ������������� ���

������ ����)��� �!������ ������ ������� ��������������

000



3 a 3

β3 b Vol

a0 a1 a2 Vol F0
F1 F2 Vol



a 3 Vol0 Vol1
β3 F0 b a

Vol1 Vol1i i ∈ {0, ..., 7} F0|Vol0 F00|Vol10
F01|Vol11 F02|Vol12 F03|Vol13 β2
β3

β3

F0

F0 a00 a01 a02 a03
F20 F312

b

Vol

Vol a0 a1 a2
Vol

3

2

3



��� � �����	
 �� ��	���
 �� ��
�

	�������� �� 	���� ��
������ ���
� �������	� ��� ����� ���
�	 ��� 	��
 ���	
 ����
� ��


	������ �� 
������
��	 ����	� �	��������	� 1 �� ��� 
�	� ������
 � ������ 
������
��	� ��

����� ����� �������	� ��
 �����
����	
 �� �������� �� ���
� ����	
� ��� ���
��� 	��


�������		�	
 ���� �����
 �������		����
� �� ����� �������		���� ��
����	�� �
� 
���� �� ���

������ �� ���

�� �� ������ ��
 �	����
 	�	 
��	�
� !	 �"��� ��
 �������
�	
 �	��� �����


�������		����
 
� ��	� � ��	���	����� ����� �	 ������	� ��
 	���������
�

# ��� ��� $� 
���� ��
 �	���
�
 ��
 	������ �� 
������
��	 �� ������ 
��
���%�� ���	

�&�� ��		� �� 	����� �� 
������
��	 �� ����%�� ������������ �� ��	� �� �� ����� '��

������� ��	
 ��  ���� ���� 	��
 ���
�	
 ���(���)
� ��� �� ���� F0 � �	 	����� ��


������
��	 ���� � 1� *�	 �&�� ����� �
� ����
� �� ���� 
��
���%��
 �(�	� �	 	�����

�� 
������
��	 ���� � 4 �� ���	� 
��
���%�� �(�	� �	 	����� �� 
������
��	 ���� � 2� !	

�������		�	� ���	���
� ��
 	������ �� 
������
��	 �� ��
 ����
 
��
���%��
� 	��
 ����	�	


1 +14+
1
4+
1
2,� �����
�	��	� ���	 �� 	����� �� 
������
��	 �� F0� $� 	����� �� 
������
��	

�� F0 �
� ��	� ���	 ���� �� 	����� �� 
������
��	 �� 
�
 ��%��
 ������������
�

# ��� ��� -� ��	�)�� 
�������� �� ��
 2-� �� 
���� ��
 �	���
�
 ��
 	������ �� 
�������


��	 �� ������ 
��
���%�� �

�� ���	� �%�� ��%�� �	������ ���	 ������� ��		� �� 	�����

�� 
������
��	 �� �� ������� '�� ������� ��	
 ��  ���� ��.� 	��
 ��	
�����	
 ����%��

�� ���� �� �� ���� ���	� �� Vol2� 	���� a1� !	 �������		�	� ���	���
� ��
 	������ ��


������
��	 ��
 ����
 
��
���%��
 �

�� �� a1� 	��
 ����	�	
 1 +
1
4 +

1
4 +

1
2,� �����
�	�

��	� ���	 �� 	����� �� 
������
��	 �� ������ Vol2� ���
 ����	�	
 �� �%�� ��
����� �	

�������		�	� ���	���
� ��
 	������ �� 
������
��	 ��
 ���� 
��
���%��
 ����
�	� a� $�

	����� �� 
������
��	 �� Vol2 �
� ��	� ���	 ���� �� 	����� �� 
������
��	 �� 
�
 ��%��


������������
 ���
 �������	� � ����� �� 
�
 ����
 ������������
�

����� ���� ��	�
������

/�)
 ����� �� 	� �� 	����	 �� 
������ ����%�� �� �� ���� ������������
 ���	 �����	��

�������	� �����	�� �� ��
 ��"���	�
 �&��
 �� �� ���	���� 	��
 ��
�	��	
 ��	
 ����� ������

�� 	����	 �� �	
� �
	�	��
��� ���� ������ 0	 ���	 ������������ �
� �� ������ ���	 ���	�

��%�� ������������ ���	 �����	� ��		�� �	����	� � ��� �����	�� !	 2-� ��� �����	� �
� �	�

���� �� �	 3-� �	� ���� ������������ ���	 ������� ����	
 ����	 ���	 �	����	� � �	 �����	�

�� ����	� ���	 
����� ������������ �� ��� �����	�� �
� ������������ � ��� �����	�� /

���	������
����	� ���
 ��
 ���	
 
�	� ������
 ����� ���	� ������������
� !	 �"��� ����� 	��


�����	
 �� ���������	�� �	� ��%�� ������������ ��� 	�� 1����
 ��� 
������
�� 	� �

)��

����	 
��� ���	 �	����	� � �������	�� ���	��	�� ���
����	� ��%�� ������������ �
� 
������
���

��
 	������� ���	
 �� ����
�	� 	� 
���	� �
 ������
 ����� ���	� ������������
� ��

��	��� �� ���	 ������������ �	����� ��
���� ������� �� �������� ����� �����	�� �� �� �����

���	� ��%�� ������������ 
�	
 ������ 
� ������� � �� ��������� �� ���)��� �� ����� �������	�

�� ��������� ��������	� ��
 
�����
 ������������
�

# ��� ��� -�	
 ��  ���� ��2� ������ ���� �
� ��	
������ �� ������ ��%��
 ������������


�� ��	� �� ������ ���	
 ������������
� *�� �� 
������ ��
 ���	
 ���	�� �����
�	��	�

��� ���	
 ������������
 �� ���)�� ��	��������	� ��� ���	
 ���
� $� ���� F0 �
� ��	
�

��	
������ �� ������ ��%��
 ������������
 3 a00� a01� a02 �� a03� �����	� �� ��
 ��%��


�����	� �	 ���	 ������������ � F0� ��� 
�	� ��
��������	� 3 a00� a010� a020 �� a03�

$���%�� ������������ a01 �� F0� ����� �	��������	� �	����	�� � ���� ���	
� �	 ���	 �	����	�

�� ������������ � F0 �� �	 ���	 �	����	� �� ������������ � F2� $��
 �� �� 
������
��	 �� F2�

a01 � ��� 
������
�� �	 ���� 
��
���%��
 3 a010 �� a011� $� ����� �� a010 �	����	�� � F0�

���



F100 

F102 F103 

F13 

F11 

F0 
F12 

F101 

F20 F21 

F22 F23 

F300 

F302 F303 

F301 F310 

F312 F313 

F311 

F320 

F322 F323 

F321 F330 

F332 F333 

F331 

a00 

a022 

a021 

a020 
a010 a011 

a03 

s0 

s1 

s2 

s3 

a02 

a01 

2 2

β2

a010|F0 a011|F0
F0 a011|F21

Vol Vol

Vol Vol

Vol

Vol

2

3

2 3

s0 F0
a01 s0

F20 F21 s3
F21 F300 F302

b

Vol

Vol



��� � �����	
 �� ��	���
 �� ��
�

� �	� �������� � ����	
� �
� 
������	� ���	�� ��� �� ��
 3�� ���� ��	
�
�� �	 �	


����� 
���� � ���	������� ���	� ���� ������������ ��	��������	� ��! "�	����	
 # ���	�

����$��
 ��� 
�	� 
�����
 
�� ��
 �������
 ��
 ����
 ������������
 ���	 %������ &�����

"�	����	 # ��	���� 
���'� �	 
�	 �������� ��
 ������ 
�����
 ������������
 �� �� ����

������������ �� ��
 ������ 	�%��� �� 
����%�
��	 ��� ���	�����

(� �	� ���� ������������ �
� 
����%�
�� )�� ���
����%�
��* �� ������� �
� �����	� �

���! %�����
 ����
 �� 	��%��� 
����� ���� �� ������ �� �� ���� 
��� �	� "�	����	 #

��	���� ��� �� %����� �+�	� �� 	�%��� �� 
����%�
��	 �� ��
 ������� ���
 ��%��	���	


��
 �	 ������
 
�� �� ����

�
 �� 
����%�
��	 ���	�	� � �� �������	 �� ��
 "�	����	


# ��	
 ��
 
�����	
 
��%�	��
�

��	
 �� �,��� ���)b* ��
 
�����
 �	 ��
� 
�	� ��
 "�	����	
 # ��	����
 ������%��

��	� � Vol � ����
 
�	� ���	 
�����
 � ���	������� ��
 ����
 ������������
 �� Vol � -�

���� ������������ F0 �
� ��	
������ �� ������ 
�����
 ������������
 ���� "�	����	
 #

���	����$��
 �� �� ������ "�	����	
 # ��	����
� -� ���� ������������ F1 �
� ����
�� ��

������ 
�����
 ������������
 �� ���.� "�	����	
 # ���	����$��
 �� �� ���� "�	����	
 #

��	����
� �	�	 �� ���� ������������ F2 �
� ��	
������ �� ������ 
�����
 ������������


�� �� ���� "�	����	
 # ���	����$��
�

� �	� �������� � �������� ��	
�
�� �	 �	 
����� ��� �
� � �� ���
 �	� "�	����	 #

���	����$�� ��� �	 %����� �� �	� "�	����	 # ��	���� ��� �	 ����� %������ �	� "�	����	

# ��	���� �
� �	����	�� � ���! %�����
 ����
 ����	� "�	����	 # ��%���	�� �
� �	����	��

� ����
 %�����
� ���! �� ��
 ����
 %�����
 ��%�	� �%��� �	 	�%��� �� 
����%�
��	 �,�� 

�� ��	��� �� ����
�$�� %����� � �	 	�%��� �� 
����%�
��	 �	������� ��! ���! �����
� �	�

"�	����	 # ��%���	�� �
� ������� �� �� �/�� ��	�$�� ����	� "�	����	 # ���	����$��� ����


���'� ��	
� ��	
 ���������� ��� ��� �
� �

���� ��
 ���! �!�������
 �� ����/�� ������������ 

�	����	�� 	�	 �
 �� %����� �� ��
 ������ 	�%��� �� 
����%�
��	 ���
 �� %�����

�� 	�%��� �� 
����%�
��	 �	������������ 0�� �!���� ��	
 �� �,��� ��1 ��
 
�����


��%���	�
 
�	� �	�����
 �� �	� 2$���� -� "�	����	 # ��%���	�� s1 �
� ���	����$�� ���

Vol0011 �� ��	���� ��� Vol1� &���� lVol1 < lVol0011 < lVol0111  s1 
���'� ��
 ���!

�!�������
 �� ����/�� ������������ �� Vol0011� �� ��
 �� "�	����	 # ��%���	�� s2 �
�

���	����$�� ��� Vol0110 �� ��	���� ��� Vol1� &���� lVol1 < lVol0110 < lVol0111  s2

���'� ��
 ���! �!�������
 �� ����/�� ������������ �� Vol0110�

����� ����	
�� 

 �
���	�

�	� ���� )����� %�����* �
� ���� ��� �����	�� 
� ���� �

$�� �� ���	
 �	� "�	����	 #�

�	� ���� )����� %�����* �
� ���� ��� �����	�� 	���������� � �	� "�	����	 # 
� �	 ���	

�	����	� � �� ���� )����� %�����* �� ����	� �� �� "�	����	 # �	 ���
���	 	��
� �
 �	 ���	

������������� ���
 ����
�	
 ����	� ���� )����� %�����* 	�	 ��	����� ������%���	� � �	�

"�	����	 # %��� ���
 ��
 ���	
 ��� ��� 
�	� �	����	�
 �� ����	� �� ����� "�	����	 # �����

���	� 	�	 ������������
�

� �� ��� ��	
 �� �,��� ��3 �� ���� F0 �
� 	�	 ��	����� ������%���	� ��! "�	����	


# ���	����$��
 s0 s1 �� s2� ���
 ��
��%�	
 ��� ��
 ���	
 �� F0 �	����	�
 ��! "�	����	


# 
�
���	���		��
 	� 
�	� �
 ������������
� ���
 ��	�	
 �,�����	� ���!���� ��

���������$�� F21 ��� �
� 	�	 ��	����� ������%���	� � �� "�	����	 # ���	����$�� s3�

� �� ��� ��	
 �� �,��� ���)b* Vol �
� 	�	 ��	����� ������%���	� � ���
 ��
 
�����


����
 �� ��
�
� #��
 ��
 ���	
 �	����	�
 � ��
 
�����
 �� ��� 
�	� �,�����	� �	����	�


� Vol 	� 
�	� �
 ������������
 )�� ������� ,��
�*�

��3



a 3

Vol0111 Vol1 β3 b a Vol0111

s1
Vol0011 Vol1 s2 Vol0110
Vol1

3

b0 F

b0 F β1
F

F

F



��� � ����	
���� �� ����

��������	
 � � ������	�	 �� �	����
� �	
� �
�	�	��
��� ����� ���� �
���

����
� � b0 � �� �	
� ����� ���� �
��� F �

�������� � �� �	����
� �	
� b1 �
�	�	��
��� ��	�� b0�

b1 ← b0�
�����
�

b1 ← β1(b1)�
������� b1 ��� �� ���� 	�
����	����

�
�����
� b1�

	������	���  
 �� ���	� !��� ����	�" ���	� �� ���� ��� ��� ��� ��������� �� ���������� ��

��� ���� �
���" ������#��
	� ��� ���� ��� �	
�� �� �� ��	��	� ���� ������
���� ��	 β1�

��������	
 � � $����	 �
 ��� ���� ��� �
���

����
� � b � �� �	
� ����� ���� F �

�������� � %	�
 �
 F ��� �
���" ���& �
����

compteur ← 0�
bdebut ← b�
�����
�

�� b ��� �� ���� 	�
����	��� �����

compteur ← compteur + 1�
b ← β1(b)�

������� b �= bdebut �
�
�����
� compteur = 4�

����� ����	
� �
 ������� ���� ����������
 ����
 ��


������	
��� ' � �� (� ��)���
� ��� ������	
��� *� +��������" 
� ��� !������ ���	 ���

���� �
��� ��� ���	 ��� ���� �����&�� ,�	 ����	�" ���� �� ��� ����� ���� �����&�"

������	
��� ��
� ��	�
	 ���� �	
� ����	������ # �� ��	��	� �� ����� ��	�
�	� �� ��� ���� �	
�

���������� ��� ����� �� ��� ���	 ��� ���� �
���� -��� ����
����� �
�������� ��� �
.�	�����

������ �� ������	
��� �� ���� ����/��� ��	 �� 0��	� ��1� +���� ��	�
�	� ��		������ # ��

2�� �� �� ���� �
�	�	��
��� F0 �� Vol �	������ ���� �� 0��	� ���3b4� ��� ������ ���� ���

��
!����� �

5 -��� �������� ������	
��� �" ���	 ����	
��	 �
 F ��� �
��� �� ����

5  
 F ��� �
���" ���� ����
����� �
������ ������	
��� *�

5  
���" F ��� ��� ���� �����&�� 6��� �� ���" �� �	������
�
�� ���
�� # �� ��� b0
����	�
���� # �� ��	��	� �� F � 7� �.��" �� �	�����	� ���	 	��	��!�	 �� �	
� �
�	�	��
���

�� F # ��	�
	 �� ��
��	�� ���� �	
� ����	������ # ����� �� ��� ����������" ��� ����

�
8�
�� �� ���� ��9����� ��� �� ������ �	������� ���� ������	
��� *�

5 �� ��	���	� �� �� ��	��	� ����� ���� �����&� ��� ����� �	������� ���� �� 0��	� ��1

������
�� ������
 �� β1 �
� �������� �� β121� 7� �.��" ����
��	��� ���	(�� �
�	�	�

��
��� a �� Vol " 
� ���� ���� ���	� ��	���	
	 ������ ��� ������	(��� �������� a ����
�

��� �	
� �
�	�	��
��� b0� +����� ������	(�� ��		������ # ��� ��	�
� �� ���	(�� �
�	�	�

��
��� ����� ��������� �� �� ���� �
�	�	��
���� ,��	 ��	���	
	 ���	(�� �
�	�	��
��� �����

���������" ���� ����/��� β1 )�����# ����	 ��	 �� �	
� ���� �� β3 ��� �	��� ���

::1



b0 F F

b1 F b0
b0

b1 ← b0

3

b1 ← b0
β1(b1)

β3(b1)

b1 ← β1(b1)
β1(b1)

β1(b1)

b1 ← β121(b1)
b1

F003 

b0 

b1 

b01 

b02 

b03 

F03 

F01 

a 

b003 

Vol1 

Vol b’01 

b’03 

b’02 

b’0 

F0 b

F0 Vol1 Vol

β3 Vol1
Vol1 Vol β3



��� � ����	
���� �� ����

�
�	�	��
���� �� ����� ��� ���������� �������� �� ���� �
�	�	��
��� ��	���	��� ����

�
�	�	��
���� ���	 ��� ������ ��������� � Vol 
���� �� Vol1�  �� �	
�� �
�	�	��
���� ��!

����������� �� Vol1 ��������� � Vol � ��	������ �"
����
#�	 ��� �
��	���� �$��� ���

���������� �� �� ���� �
�	�	��
��� ��� ���� ��	���	���� ��#�� ���	 �����	 �"��� �����

�	%�� �"��� ��������� � ��� ���	�� ���� ��
�
���� β121� �� ����� �� ��	���	� ��	�� ��

	����	 ��	 �"�	%�� �
�	�	��
��� ��	���	���

&��� 	��	����� �
������� �"�!��
���
�� ���� �� �!���� ����	���  � ���� �
�	�	��
���

F0 �� Vol �	������� ���� �� #��	� ��' � ��� ����
�
���� (�������� ��� �"����	
���

�	��� �� ��	�)�	� �� �	
� �
�	�	��
��� b0 �� �"�	%�� �
�	�	��
��� a �� Vol �  � ���!
)�

��	�
� �� �"����	
��� ��		������ �� ��� �"��� ���� �����!�� b01 = β1(b0) �"��� ���

�� �	
� �
�	�	��
��� �� Vol � *� ����� b′0 = β3(b0) �"����� ��� �� �	
� �
�	�	��
���

�� ����� ��������� ���� ���� �����+��� ��	 �� �	
� ��
���� b01 ��	 β1� ,�	 ����	��

b′01 = β3(b01) ��� �� �	
� �
�	�	��
��� �� ����� �������� �� ��� β1(b01) �"���

��� �� �	
� �
�	�	��
��� �� F � ���	� ���� ����
����� β121(b01)� ������� b02� &��� �	��

������ �� �� %� ��
)	� �����"�� �	
� b03� b
′
03 = β3(b03) ��� �� �	
� �
�	�	��
���

�� ����� ��������� -	� b1 = β1(b03) ��� �� �	
� �
�	�	��
��� �� Vol �  "����	
��� ��

��	
�� ���� �� 	����	���� �� �	
� b1�

����� ������ 	� 
���� 	 ���	������
 	��
 ����
�

&��� �!��
�
���� �
�������� ����� �������	 �� �
���� �� ����
�
�
�� �"�� ������� &���

	�������� ��� �� �
���� �� ����
�
�
�� �"�� ������ .���� �� 2* �� ����� �� 3*/ ��� ����

� ����
 �� ��� �	%��� �
�	�	��
���� �
��
 ��� �� ��� ����� �
�	�	��
���� �� 3*�

,��	 �������	 �� �
���� �� ����
�
�
�� �"��� ����� ���! ����
�
�
��� �"��	��� � �����  �

�	�
)	�� ���	
�� ��	 �"����	
��� 0� �"����
��� ��	���� ��� �	
�� ���� ��		������� �	����

��� �
�	�	��
����� -	� �� �"��� ��� �� ��� ��	� �� ��	��
��� ������ �� �	������� �� ����

�
�
�
��� &��� ����1��� ���	� �� ������� ������ �	������� ��	 �"����	
��� 2� �� ����� ��

���!
)� ������ �� �"����
� ��� ��	 ��� �	
�� �
�	�	��
���� ����	�
	���� � �� �	�
)	��

��������	
 � � 3������	 �� �
���� �� ����
�
�
�� �"��� ���� �
��� ��	���� ��� �	
��

�
�	�	��
���� ���� ��		������� �	�����

����
� 4 F 4 ��� ���� �
����

�������� 4  � �
���� �� ����
�
�
�� lF �� F �

b ← �� �	
� 
��
���� � F 5

lF ← 05
���� ��
 b ����� ��� �� 	
�� ��
�
������ �� F ����


b ← β1(b)5
�����
�

lF ← lF + 1
lb
5

b ← β1(b)5
������� b ��� �� 	
�� ��
�
������5

�
�����
� 1
lF
5

 �� ����	
���� 0 �� 2 ����
����� � 
��	�	� ��	 β1� ��	 �"������� ��� �	
�� �����
����� ��

��	��	� �� �� ���� �
��� F ���� ���� �����
���� ����	
��	 �� �
���� �� ����
�
�
��� ,��	

������ �	
� ��	���	�� ���� ��������� �"
���	�� �� ��� �
���� �� ����
�
�
��� &��� 	��������

6�7



�������� 	 
 ������� �����

��������	
 � � �������� �� ����� �� ���������� ���� ���� ������ ������� ��� ����

������������� � ��� ��� ����������� �������

����
� 
 F 
 �� ���� �������

�������� 
 �� ����� �� ���������� lF �� F �

b ← � ��� ������ � F �

b0 ← b�
lF ← 0�
�����
�

lF ← lF + 1
lb
�

b ← β1(b)�
������� b0 �= b�
lF ← lF

4 �� 4 ��� �� ���	
� ��
���� ���

������� �� F

�
�����
� 1
lF
�

��� �� ������� �������� �� ����� �� ����������� ��� ������ �!���������� ��� ��� ������

�������������

" #��� ����$������� %� ��� ��� ���&�� ��� � ��� b ������������ �� F �� ��� ������

'������ ������ ��� �� ��� ������������ ������� (��� ������ ���� �� ����� �� �����)

����� �� ����*�� ������������ �+�� ����� ��� ������������ b� �� ��� ��� ��,�����

��� ������ �$������ �� ����� �� ���������� �� F �

" #��� ����$������� -� ��� ��� ���&�� ��� � ��� b �� F �� ��� ������ '������

�������� ��� �� �*�� ���� (��� ������ ����� � ��������� ��� ������ ��� ���)

������ �� ����� ��� �����! �� ���������� ��� ������ ��*��� ������������� �� F � (���

������� ��� �� �������� ����� ��� ������ ���� ����� �� ����� �� ���������� ����

����� ��*�� ������������ �� ��� �� F �

(��� �������� ������� �� ������� �� ������ �� ����� �� ���������� lVol ���

������ Vol � (��� �������� ��� �� �� ���� ������������ �� Vol � ��� ���������� ����� � ��

���������� �� ������� ��'������ ����� ���� ��������� ��� ��,���� � �� ���� ������!�� ��

�������� ��� ���� �������� �� ������� �������� ��� � ��������� ���� ������!� �� ����

��.���! ��� ����� ��������� �� �������� ��� ���� �������� �� ������� ���� ���� ������

��� ������� ��������� ����������� β1� ��� �� ������ ������ �� ����� ������� ��� ��������

��� ����$������� /� (��� �������� ��� ��� ��$������� ��� $������� � �� ���� ����� � �

������� (��� ��������� ��)������� ��� ������ �� �� ��������� � ������+�� ��� �� ,$��� 	�/ 


" (��� �����&�� ��� ��������� � ��� ������������ b �� ������ Vol � #��� ����� ���

������� ����$������� 0 ��� � ��� �� ������ ��� ��� ��������� ��������� �� �����

�� �����������

" 1� �� ���� F � ������� � b� ��� ������� ��� �������� ��������� �� ��������� ��������

��� ����$������� % ���� ������ lF � (���� ��� �� F ��� �� ���� ��� ������� �����

���� ��� ������������ �� �� ����� �� ���������� ����� ��������� � �������� � ��

����� �� ���������� ���� �$������ � ����� �� ������ ��� ���� ��� �������������

" 1� F ���� ��� ������� ����� ��� ����� ��������� �� ������� �� �� ���� ������������ Fh
������ �� ����)���� F � �� �� �*�� ���2�� ��� �� ��������� �������� ��� ����$�)

������ 3� #��� ����� ��� ������ �� ��� ������������ b� ����� ��� ������� �����)

����� �� ��� ������ ��� ������ ��� b′ ��������� � ����*�� ������������ ������� �
b� ���� � ��������� �������� �� ���� ����� �� ���������� 
 lb′ � ����$������� �����*��

454



��� � ����	
���� �� ����

��������	
 � � �
���� �� ����
�
�
�� ���� ������

����
� � E � �� �������

�������� � �� �
���� �� ����
�
�
�� lE �� E �

b ← �� �	
� �� E �

b ← �����
	��	
���
�	�	��
�����������b��

b′ ← b�
F ← ��  ��� ��������� b�

�� ����������	b
 �����

�
�����
� �������������������������������������	F 
�

�� �� 2�� E = F

�����

�� ��� 	�
�	���� ��	� �� 3� � ���� �������

lE ← 0�
���� ��
 β1(b

′) ����� �� �� ���� ����������� ����


lE ← lE + 1
lb′

�

���� ��
 β3(b
′) ����� �� �� ���� ����������� ����


b′ ← β1(b′)�
lE ← lE + 1

lb′
�

�� β1(b
′) ��� �� ���� ����������� �����

�
�����
� 1
lE

�

b′ ← β121(b′)�
�
�����
� 1

lE
�

!��



�������� 	 
 ������� �����

������� �� ��� �������� ��� � ��� ������������ �� Fh� ���� ������ ���� �� �����

�� ���������� �� ����� ����� ������������ �� Fh �� ��� ����� �� lVol �

���� ��������� ��� ���������� ��� � ������� ������� ��� �� ����� 	��� ���� ���������

�������� �� ����� �� ���������� �� Vol �  !���������� ������� ����� ��� ��������� � ���

b ������ " Vol � ���� ����� ����� �������# �� ��� b003 �� Vol �  � $��� F003 ��������

!���� ��� ������# ��� ������� �!���������� %� ��� ���������� �������� �!������� ���

���� �� Vol �� ������� ��� ������� �� ��� ������������ b0 �� Vol � F03 !���� ��� ������#

��� ������ ���������� " �� �����&�� ������ �� �!����������� b01 = β1(b0) !��� ��� �

��� ������������ �� Vol � ���� ��������� ����� 1
lb0
= 1
4 " lVol � '���# b

′
0 = β3(b0) !����

��� � ��� ������������ �� Vol1# ��� ��� �����(�� ��� �� ��� ������ 
 b01 ��� β1 �� ���

��������� 1
lb01
= 1
4 � '�� �����# b

′
01 = β3(b01) ��� � ��� ������������ �� Vol1 �� �����

β1(b01) !��� ��� � ��� ������������ �� Vol # ��� ��������� ����� β121(b01)# ��� ����

b02� ���� �������� ����� ���� )����!�� ��� b03�  !���������� �� ������ ���� ���&� �����

�������� 1
lb03
= 1
4 �� ������� �� ������ �� lVol = 1�

����� ����	
� �� ��� ���������
 ���� ����
��

��������	
 � � *����� � ��� ������������ �!� ������

����
� 
 b 
 � ��� �� �!������ E �

�������� 
 + ��� ������������ �� E �

b′ ← β1(b),
�� b′ ��� �� ���� 	�
����	��� �����

�
�����
� b′,

�� �����������b� �����

�����
�

b′ ← β1(b′),
������� b′ ��� �� ���� 	�
����	���,

�����

���� ���� b′ ∈ c3(b) ����

�� b′ ��� �� ���� 	�
����	��� �� E �����

�
�����
� b′,

�
�����
� b′,

 !���������� % ���� � �����&��� � ��� b ��������� �!� ������ �� ������� �

��� ������������ �� ��� ������� -� b !��� ��� � ��� ������������ ����� �!���������� �����

�� �� $��� F ������� " b ��� ������� -� �!��� �� ���# ����� �!���������� ��&�� ��� ��� ����

�� �� ������� �� F # )����!" ������ ��� � ��� ������������� '�� �����# �� F ��� �� $���

��������# ��� � ������ ��� ��� ������� �!������ ���� β1 ��� �� ������� �� F )����!"

������� � ��� ������������ �� Vol � ���� ����� ����� ��������� ���� ��� ���� �� Vol " ��

��������� �!� ��� ������������� ����� ��� �!������� ��� ���� �!� ������ ������ " b#

��� ��� ��� �!������ < β1,β2 > (b)# ��� ��� ����� c3(b) ��� �!�����������

���� ��������� �!������� �� �� ����� 	��� ���� ��������� ����� ��������� � ��� ���.

��������� �� Vol " ������ �� ��� b003�  � ����.$��� F003 �� �� $��� ������������ F0# �������

" b003# � ����&�� ��� �� ��� �������������  !���������� ���� ����� ��������� ���� ��� ����

�� Vol # )����!" ������� � ��� ������������� /�# ���� ��� ��� ����.$���� ����� F01 ��

F03# ������� ��� ���� ������� � ��� ������������ �� Vol � +� ����������� ��� �����

012



F

2

3

2

3

2

F0 F1 1

F0

a 2

F0 F1 β2 b a

F0 c b

F0 F0 F00 F01
d c e

d F00 F01
F0 F000 F001

F010 F011 β2



�������� 	 
 ������� �����

�� � ������ ������ ��� ����� �� ������ �� ������ ��� ������ ������ ������������� ��

F0� ����� ����� ������� � ������ �� 0�������� ��� ������ 1�������� ������� � F0� ��

������� � ���� ������� � � !�� ������������ ���� � �����"�� !��� �� ������� !��

����� ������������ ����������� �� �����"�� ���  ��� ��� � !�� ������������ �� F0�

��� ���� !��� ��������� ����� ���� ����� �� ��!������� ���!�� ��� ������� �� !��

������� ����� ����� ���� ��� ������� !��� � ������������� #���������� � $��� ���

�� %$��� 	�&#b''� ( �)��* �� ������� �� �� 1�������� ������ � F0 �� F1 $�"�� ����

������� !���� (%* � ����� �����!�� +�������� ��� ������� � ������ ��� ������

�������� 0��������� ���� �� � ����� �����!�� ������� � ������ ��� ������ ��������

1���������� � ������������ �� �� ���� � ,��� ��� �-�������� ��������� �� ���"�� ��.�����

��� ����������� ��� �� ����������� 	�/�/�

0� �� ������� 1�������� ��� ������ �� ������ �� �� 2�������� F0 ���� ��� !��� �������

�� ���� ��� �� %$��� 	�&#c'� ��� ������� �� ���� ���$�� ��� ������� ����������

������ 1�� ��� ������ �� ������ �� ���� ������ ������������� ��������� � ������� �� ��

������� 1�������� ���� ���� ������� !��� ������������� �.�� � ����� �� ��!�������

�$�� � 2lF0 � F0 ��� ���� ������ � ���� �����2��������� F00 �� F01� � ������ �������

��� ������� � �� ������� 1���������

/� � ������ ������ ��� ����� �� ������ �� �� ������� 1�������� ����������� �����

#��� �� %$��� 	�&#d''� �� ������� +�������� ��� �������� � �� ������ ������ �� �

������ ������� ��� ������� � �� ������� ������

	� F00 �� F01* �������� �����* ��� ���� �$������ ������ � ���� �� �� ���� ���

�"�� ��� F0 � � ����� 2� 2��� 1��������� ��� ���� ������� ��� ��� ���� ����"���

-���� � �������� ���� !��� ������� ��������� � �� ���� 2�������� #��� ��� !���

������� �� ���� ��� �� %$��� 	�&#d''� ��� ���� �������� 1��������� �� � ����� ��

��!������� ��������� � 2lF0 � � ����!�� ��� ������ !��� ��� �������� ��� ��� !���

�������������� F0 � ���� ��� ��!������� � ������ �����2��������� 
 F000* F010* F001 ��

F011 #��� �� %$��� 	�&#e''�

�� %$��� 	��3 �������� �� ��!������� ��$���"�� � � ���������"�� ������ � ���� ����"����*

� ������ ��������������"���� �� %$��� 	��3#a' ����� � ���"�� 32 ������� �� ���� �����

"���� ��,����� Vol0 �� Vol1� ��� ������� �� ���� -��� ������ F0 �4 F0|Vol0 ���������

� �� ������ ������� � Vol0 �� F0|Vol1 ����� ������� � Vol1� Vol0 �� Vol1 �� �� ����

����� �� ��!������� �$�� � 1� 1�� ��� ����� �������� �� ��$�������� !��� ������ �� %�

$��� 	��3#b' ��������� �� ���"�� �� �� %$��� 	��3#a' ���"� �� ��!������� �� ���������"��

F0 � ������ ��������������"���� �� ��%���� ��� ������ ���!�������� �������� ��� �� ��!�

������� �� F0|Vol0 ����5� �� ���"�� �������� ����� �� F0|Vol1 � �� ��������� �� ��!�������

�����.� ���� ��!������� F0 � ������ ��������������"��� ��� ��������� �� ���� ��� �����

������� ��������� ���� �� ��� 22�
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�������* �� ��������� �� ��!������� ��� ���� � ���� ������� �������� ��� ��� �������

��,����� � � ������ E � ��!�������* ���� � ����� �� ��!������� �-������ �� �$�� � E �

+��� ����������* � 22* ��� ������ ������������� �� �� -��� F � ��!�������  �� ��� ���

� ���� ��!�������� ��� ��� -���� ��,������ � F � ( 32* ��� ������ ������������� �� ��
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� �� �������� ����� �� ��������� �� ���������� ������� � ��������� �� ������� ����

���� �� ������ �� ������ ��� ������ ��������� ��� �� �������� E ! ����������" #� ��

��� ������ ��������� ��� a �� E ������� ����� ��$! ��� ���������� ���� �� �� ����������

��� ������ ��$���� ! E �� ������ ! a% ����� �� ������ ����� ���� ����� ��� ��$!

������" &�� �� ���% ���� ������ ������ � ����� ���� ����� ��� a ����� �����

����� �� ��������� �� ����������"

�� '���� 	"(( �������� �� ������ ���� �� ������ s ����������� �� ������  �� �

���� ��� ����� ����� �� ��������� �� ���������� �� F0" ) �*��% ������� ��������� ��

a �� F0 � ��$! ��� ���������� ���� �� �� ���������� �� F1% ��  �� � ����+� �� �������

�� ������ s ������ ����� a � ���� �������"

�� ������ ����� �� �� ������ �� � ��� ��������� �� b ���� ���� ��������� �� �"

,��� ����% ��� ������ �� β1(b) ��� � ��� ��������� ��" #� β1(b) ���� ��� � ���

��������� ��% ����� b ���� ���� ���������% ��� �� ���� ��� ��  ���� � ��$! ��� ���������"

) �*��% ���� ���� ����� ��������� �� ��� ������% ��� ������� ���� ����� � ���

��� ��������� ���" ���� ����� �� �����  �� �� �� β1 ��� ��� ��������� �� ���� ���

��������� ��% ����� ������� ��������� �� ������� � ��� ������"

#�� �� '���� 	"((% a ��� �������� ��  ����� ����" �� ��� ��������� �� ������� ! a ���

b0" b1 = β1(b0) ���� � ��� ��������� ��% b0 � ���� ��� ���� ���������" ,�� �����%

��� ����� ������ ������ ��������� ��� �� F0 ��� ������� ��-������� �� ���������

�� ���������� �������� ���������" ) �*��% ��� ������ ������ ��������� �� �������

��������� �� b �� F0" ����� β1(b4) ��� � ��� ��������� ��% ����� b4 ���� ���������"

� .� �������� ����'����� �� ��������� �� ���������� �������� ���� �� ��� �����

�� -��� � ����% �� ���� ���������� ���� �� ��� �������� � ��� ������ �� ������

����� �� ������ ���� ����� ��������� ��"

&�� ��� '����� 	"/0b1 �� 	"/0d1% ��� ���� ����������� ��� ���� ������� �� ����"

,��� ��� ���������% �� ���� �� ������ �� β1 ��� ���� ��������� ���" 2�% ����� ���

����� ���� ���� ������� ���� �� ������� ��������� �� ��������� � ��� ������ �� ����

���� -��� � ����" 3��� ����� ��� ��� �� ������� ��������� �� ��������� �� ���

������ �� ������ ����� �� ������ ���� ����� ��������� �� a 4 �� ��� ��� ����

bmilieu" ����� ������� �������� ��� ��� ������ �� ���������� ��� ����������� ����

����� ��������� ��% �' �� ��������� �� bmilieu �� ����� �������" 5� ���� ����� �������

����� ��� ������ �� ����������% ������ �� ��� ��������� �� �� ����� ����� ��������� ��%

$�� ��! ������ �� ������ ���������� ! �� ������ �� ����� �� ���������� �� �������

��������� ��% ���� ��������� �� bmilieu" ��� ��*������ ������ �� ����� ������� ���

�������� ��� ������������ (6 ���� �� '���� 	"(("

(" 3��� �����7�� ��� ��������� �� ����� �� ���������� �� a ��8�� ! �������

������ 9" 3��� ����� �� ������ �� la �' �� ��������� �� ������ �� �������

��������� ��%  �� ��� ����:�� ��� v " &�� �� '���� 	"((% ��� ���������

 �� lF0 = la = lb = 1% lb0 = lb1 = lb2 = lb3 = 4 �� lb4 = 1" ������� ��������� ��

��������� ��� a �� b0 ��� �� ��� ��������� ��" )'% v = 1
2 "

;" ����� F ��� �� -��� ������% ��� ������ ��������� �� ������� ���� β1" 3���

��������� ����� �������� ��� ������ �� ���������� �� ��� �� ��� ��������%

������ �� ��� ��������� �� b0 �� a% $�� ��! ������ �� ������ ���������� ! ��

������ �� 1
la
"

&�� ���������% ��� ������� ���� b0 � ��������� 1
lb0
= 1
4 ! cumule" �����%

cumule ≤ 1
2 % ��� ������ �� ��� b1 �� ��� ��������� 1

lb1
% ���� cumule =

(;<
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� � E � � �������

a � �� ����� �	������	��� �� E �

bdebut � �� ��	 �	������	��� �� a�

�������� � ������� bmilieu�

la ← 	
��������	
	�	���������E !

�� la � �� �����	 
� �	�
������ 
� a� la = lE

v ← la
2 !

b ← bdebut !
cumule ← 0!
���� ��
 cumule ≤ 1

v
�����

cumule ← cumule + 1
lb
�

b ← β1(b)�
����	�
�� b�

1
2 � ������ cumule ≤ 1

2 � ��	
 ��
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lb2
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L0 Fa
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a lF1 = 1

F1 longueur(F1) = 2 largeur(F1) = 1 b F11

F1 longueur(F11) =
longueur(F1)

lF11
= 2
2 = 1

largeur(F11) =
largeur(F0)
lF11

= 1
2

a 2

F0 F1 β2 b a

F1
s01 F0 F1

a F0 F1
b s01 F1 F1i

i ∈ {0, ...3} F1
F0 F0 s0 s1 s01 s4

s3 s01

b F0 s01
F0 s01

F0 F1
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ρ AF0
4 s2 s5

ρ AF1
4 s1 s4

ρ AF0
4 +

ρ AF1
4 b s0 s3

s2 s5
ρ AF11
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ρ AF13
4 AF11

AF13 F11 F13 F11
F13 F1 F11

F13 2 AF11 =
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4

s2 s5
ρ AF1
16 s00 s03 s04

2
ρ AF1
16 s02 4
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16 s1 s4

ρ AF0
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ρ AF1
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ρ AF1
16 F0 s01 F0

a 2 F0 F1
β2 F1 F10 F11
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���� ��� ������ ���������� ���������� �������

� ����������	
 ���� ��������� � ������� �������� ��� ����� ��������� ��� ���� ����

���� ������ ��� ���������� �� �� �������  � ��������� ! ������ ���� ��������� ����

�� "���� 	�#$%a&� '��� �����(�� ��� ��������� � )�� ������������ ba �� F0� *�

������ ��� ��������� �� )������ �� F0 ! ������ �� ba� ���� ��������� ��� ������ )���

������������� ���������� 
 ba� bb� bc �� bd �  �� ���� ������� �������� ��� )��� ba
�� bc ��� ��� ���������� �� ������� ������� ������� �� F0 ! ���������� �� ��� ����

������� �������� ��� )��� bb �� bd � ��� ���������� �� �����+�� ������� ������� ��

F0 ! ����������

� ������	
 ," �� ����� ��� �������� �������� ���� ������ ������� ��������� ����� ��

�� ��)������� �� F0� ��� ��������� �� ��������� ������� ������������ � ���������

��� ������ )��� ������������� �� �� ��������� F00 
 bα� bβ� bγ �� bδ� ���� � ����� ���

���� ������� �������� �������� �� ����� ��������� ���� ��� ������� ��� )��� bα ��

bγ � �� ���� ��� ������� ��� )��� bβ �� bδ %��� �� "���� 	�#$%b&&� '���� ��� ���� ��

�� ������� ��� �������� ��������� ����� ���������� ��� ����������� ���� ��� �������

�-�� ������ ���� �������� .� ����� � ������� ������� ����/� � ���	 �� � ��� �

������� �� ������	�� '��� ���������� ����� ��������� ���� �� �� ������� �� �������

�������� .�� ���� �������� ��� ��� �0����� �� )�� bβ� ��� ��������� ��� ����������

����/�� �1����)�� ��� �������� �������� �������� ����� ��� �������� ��� ��2�����

�� ������ ������� ������� ��� ��� ������ �� ��� ��������� ����������� *"� ��

������ ��� �������� �������� ���� 3��� ����������� '��� �������� ���� ����� �� ��

�3�� ���+�� ��� ���� �� �1������������ �� ���+�� %��� �� ����������� $�4�4&�  � �����

��0����� ��� ��� �� ������ ��� �������� �� �1������ ������ �� ������� �������

� �������� �� ���� ����� �������� ����������� ���� �� ���� ! 2��� ��� �������

�1����!����� � ������� ��� �������� �������� ����/��� ��� ��� �������� ��������� !

���� ��3��� ������������� ����������� �� ��� ������� ��� �� ����� �� ��)������� ��

�1�������

'��� �������� ��� �� ��	����� �	����� �� ������� ������� d ����� ��� �� ���������+��

F � ��������� �� ������ �� �� ������ ��� ����� !
√
(X 2+Y 2) �5 X = L0(r)

lF
�� Y = L0(s)

lF
� ����

r �� s� ��� �������� �������� ! ���� ��3��� ������������� ����������� �� F �

�������� 	�	 ����	��

 �� �������� ����� ���� �� ��������� �� ��)������� ������ 3��� �����������  �� ������

�������� ��� ��� �������� �������� ��� ��3��� �������� ��� �������� ���������� �� F �

������ 3��� ��� ! 2���� .�� �� "���� 	�#$%b&� ��� �������� ��� ������ 3��� ���������� ���

������ �� ��� �������� ��� ������ 3��� ��� ! 2��� ��� ������

 �� �������� ������ ���������� �� ������ ! 2��� ����� ���������� � ��������� ������

�1� �� ���� )�� ������� 6�� ������ �������� ���������� �� ������ ! 2��� ���� ������� ����
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�������� �� ��������� �� ���������� ���� ����� ������ ��������� �� ���������� ��� �������

������ ��� � ������ 3� ��������� ����� ���������� ��� ����� ��������� ��� Vol+�

�� ����� �� ���������� lVol+� ����� ��� �����������  Vol � ��� ���� �������  Vol+ �

��� ��� ���� �������������� ���� ������� ��� ��� ��!������ ������ �� ��������� �������

��"������ �# �� ��������� ��� ��!������ ����#������ ��� �� ��� ���������  �� �������

$� ���� �������� ��� �� �������� ����� �������  ���������� ��� ��% &���� �������������

�� Vol+� '# �� �������� ����� �������� ������ ��� ��������� � ���� ���������

��� &���� F ��������  Vol+� ���� �������� ��� F ������� ��������� ��� &����

������������� �� Vol+ �� ����� ��� ��� ��� ������������ ���  ��������� ��� ����"

&���� �� ������ &��� ������������ ����������� (��� ����� ��� ����� ������ �� ���

������ ��������� �� ��������� �� ���������� ��� �� &��� F ∈ F � ���� ������ ��"�����

��� ���% ������ �������� F �� ������ �� ��������� �� ���������� 


) *� F � ������� ��� �� ��� ������������ �� Vol+ +��� �� ����"&��� F003 �� �� #"

,��� 	�$-+a..� ����� ��� ������  �� ����� &��� �� F �

) *��� ��� ������ �� F � ��/ ��� ���������� �� �� (��� ����� ��� ���������

� ��� b ������  F �� ������������ �� Vol+� �� ��� ��������� �� ������� ��

F ���� β1  ������ �� b� *� ��� � ������� ��� ������ ���� ������������� ��

Vol+� ����� ���� �������� ��� F � ��/ ��� ���������� +����� �� ��� �� F0|Vol+ ���

�� #,��� 	�$-+a..� ���� ����0�� ����� F ��� F∞ ���� ������� ���������������

��� ���� �� ��� ������  �� ����� &��� �� Vol+�

�� F ������� 	
��� ���� �������	
�� �� Vol+� F ��� �� &��� ������������

�� Vol+ ��� �� ��� ��� ������������ ���������� � ������ ����"&����� ��� �� #"

,��� 	�$-+a.� �� &��� F1 &��� ������ ��� &���� ������������� �� Vol+ ����� ���� �����"

������� ���� ��������  �� ���������� �� F � ������ ����"&����� 1� �������� �����

�� ��������� �� ���������� �� F +��� ����,������� $2. �������  ������ ��� ������

������ �������������� 3�� ��� ������ ������������� �� F �� �� ���� ����������� ��� ���

������� �� ��� &���� ��������� (��� ������ ����� ������������ �� F � ��� �����

������ �� ���� ���� ���� ������� (��� ����� �� ������� �������  ����#�� ��� �� �����

�� ���������� �� ��� ������������ �� ������� ������������  ������ ��� �,��  lVol � *�

����� �� ���� ������� ������������ ���� ���� ������� ��� �� ����� ����� ������������ ��

F ���� ���� ����#��� 1� ��������� �� ���������� �� F �� �������� ������ �� �� ����

������ ��� ����� ������� ��� ����,������� $2�

�� Fn ∈ F∞� Fn ��� �� ����"&��� ���� &��� ������������ F �� Vol+� �4�� ��� ����"

�������� ����������� ���� ����� ����� ������� ��������������� F � 1� #,��� 	�$-

�������� �� ��������� ������� �� &��� ������������� ������ ��� ����,������� $$�

������� 1� #,��� 	�$- ��� ������ ���%�������� ��� ��!������ ������ ����������  

�� ���������� �� �� ������,� ������������ ��� ��% &���� ������������� �� Vol+� ���

�� #,��� 	�$-+a.� �� &��� ������������ F0 �� Vol+� � ��� ������������ ����������

�� ����� ���� �������� ���������� �� Vol1� ������ ���� ������ �� ���% ��� ����"

������� �� Vol1 ��/�����  Vol+� 1� #,��� 	�$-+b. ��������� �� ������ �� +a. �����

������� �� ���������� ��� &���� ������������� �� Vol+ ��4�� ��� ��� ������������

������������ ���� &����� ���4������� ��� ������ ��� &���� ������������� F1 �� F2 �� Vol+

��� ��������� 1� #,��� 	�$-+c. ��������� �� ������ �� +b. ����� �� ���������

�� ������,� ������������ �� �� &��� F0� �4�� ��� ������������ ����������� 5#�

�� #,��� 	�$-+d. ������� �� ������ �� +c. ����� ��� ������ ��� &���� ������������� ��

Vol+ ���� ��� ����������� �� �������� ���������������� ����� ��� ��� ��!������
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���� ��� ������ 	����c� �� �d�� ������� ��� ��� ������� �  ������!��� "�� �� ���

���� ������ � ������� ��������

#� ��������� �� ��$��%���� �� �� ���"���� ���������"�� ���  ���� ���������"��� ��

Vol+� ������� ��� ������ � ��%�� �&����$�� ���  ���� ���������"��� �� Vol+ ��

��� ����' ���� ���  ���� ���������"��� �� Vol+ �� ��� ����!��� �� ��� ������$�����

��$��%������ (���� ) ����� ������ ���  ���� ���������"��� F1 �� F2 �� Vol+ �� ��� ��$'

��%����� � "����� ����' ����� ����� �*���"�� ������������ +� ����� ��� ����' ����

F000|Vol+� F01|Vol+� F02|Vol+ �� F033|Vol+ �� ��� ����,��� ��� F∞� ��� ����� ���'

�!��� � $�� ���������"�� �� Vol+� ��� ����' ���� %�� ������ -��� �������� ��� ��

$�� �� ���"��� ����������� ����  ��� �!�� F0|Vol+� #� ��������� ��� ������ ��� �&��'

�������� ��� . �� � �� �� ���������� ������ ���  ���� ���������"��� �� Vol+ &�/��

��� ��� ������$����� ��$��%����� ��� ��� %������ �������� �� ��� ��$��%������ �� ���

������  ���� ���������"��� �� Vol+ �� "��� ) ����� ��� ���"���� ���������"�����

�� �� �-�� ���!�� "�� F0|Vol+�

0� 1��� �%�� %� ����������� "�� �&������� �� ��  ��� Fa �� ������ �� Vol ��������

�� ���������� �&� �/��� �� $����

2 1��� ������� ���� ���� �&� $�� b "�� ����� ���������"�� ) �� %����� ������� ��

Vol � ��������� �� $�� b ����� ����� ���%���� ����"�� ���� ��� $��� �� Vol ������

���������"���� 3�� �� &��� ���� %��� ���� Vol+� �4 ��� ��%�� �����/�� �&����'

������ 5 ���� ��������� b� �� ������ ���� -��� ������� �� ��������� ���� ���

$��� �� Vol+ ) �� ��������� �&� $�� ���������"���

2 6�  ��� �� $�� ���������"�� b ��������� �� ������� $�� b0 �� L ����� β1(b)� 3�� ��

&��� ���� %��� ���� Vol+� 7��� ��������� �� $�� b0 ) ������ �� $�� ���������"�� b�

��� �����/�� ������� �&���������� 8 ���� �� ����� 	����d��� 9 �:��� �&��-��

���������"�� ������ �� $�� b� ���%�� -��� ������� ��� ��%�� ��������� ��

������� $�� ���������"�� �� ��  ��� ������� ) b �� � ���� ��������� �� β1(b)�

2 7��� ��������� �&����$�� ��� $��� L ��������� �&������� �� Fa� ��� �����'

"���� ��������%���� β121� 3�� ��� � ���%�� ���� ��� ������� �� �����

������� ��� �� ��� �� Vol+ �� ��� �����"��� ������� �&���������� �;�

2 6�  ��� Fa ������ ���� L� ��� ���"���� ���������"����� "����� ��� ���� $���

�� Fa|Vol0 ������ Fa|Vol1�� ) ������ �� bε ������ bγ�� � �����/�� ��������%����

β11� 3�� ��� � ���%�� ���� �������� �� ����� ���!�� ��� �� ��� �� Vol+�

���� ������ �� bε ������ bγ�� �� ������� $�� �� Fa|Vol0 ������ Fa|Vol1� ) ���"���

����� ���������"��� ��� �������� ������� �&���������� 00 �%�� ����� ����'

�!���� bε ������ bγ� �� lVol+� 1��� �������� "�� ��� ���������� ������� � ��

%����� ��������� �� �&���������� �0� ��"����� %���$�� ���� ���  ���� ��������

;� ����� ����� ��� �����"�� ) ����� ���� Vol �

	� 2 #� ������� $�� ba ����� ��� �� �/��� L0 "�� ������� Vol0 ������ Vol0�� � ������'

��� ��� ) β1(b0) ���� ) �������'$��'���������"��' ����b0� ���� �&���������� 8��

2 7��� ���"��� ���������"����� "����� ��� ��* $��� �� Fbc � ��� ���������� ��

������� � �����"��� β11 �� �� ������� � �������� β1� 3�� ��� �� ��� �� Vol+�

��� ��������� �� ������� ������ �������� �� Fbc � � �����/�� �&���������� 00�

�%�� ����� �����!���� �� $�� ���������"�� ������� ) ����� ������� ������ ���'

����� �� lVol+ ������ 2 lVol+�� 9 �:��� � ��������� ��� �%����� ��� �%���*

�� ��$��%���� ��� $��� ��������� �� �������� ��� �$���� 1
lVol+

� ����� "�� ��

�&� �����!�� �� �������� ��� �$���� 1
2 lVol+

�
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�� ��� ������ �� ��� bαmilieu � ���� �� bα� ���
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��������� β1
���
 �����������  !� "� ���
� ��� ������ bβ � ���� �� bα� ���
 ���������
 ����

#��
 ����������� � $bβ = �����������������������#���$�����������������������

#���$bα%%%�

&� '�(�� ��� ��
�� ��� ���	���� #��� �� ������ ��
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 ) Vol00� Vol01�
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���� �� 
���� �� ������������ 1��
 ����	��
 ��� �����������   �� ���
������ ��
 (�

���
 �� ,$b% �� $c%� 2�� ��������� ���
�
�� � ����� �������������� ��� #��� ����

������� F � �+��� ��� ������������ 
����	�
��� ���� 	����� �� ���
 �� 
����	�
���� 2��

��������� ���� �� ������� �� ��� ���������� b �������� � ��� 
��
�#��� Fn �� F �

"��
 ���� �������� ����������� 	� ����� �� #��� ���������� F0|Vol+ � �� �������� ����

������ 
� ����� � ���� �� ��� ���������� ba� �(� �� ����� �������������� ��


���
 ) b# �	�� # ∈ {a� c � m}� ���
� �� ����� ��
 ���
 ������
 �� F0|Vol+ � ��� 
��� bi �	��
i ∈ {α,β, γ, δ}� 1��
 ����
��
 ��� ������ ��� 
��� �� ���(������� �� �� #��� ����������

� ����� ��������������� 
�
 ���
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 � F000|Vol+�
5 6� ������ ����� � ��� ��3����# �� ������ �� ��� ���������� ���������� �

F000|Vol+� �� �� ��� ��

� �� ������� �� ����������� ���
� ��
 ba� ���
 ���
 ������

����
 ����������� .� ��� ������ �� #������ �� F000|Vol+ �� �����+��� β1 3�
����

����� 
� ba�
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 ��� F0|Vol+ ��� ��
 ��3� ��� ������ ��������������� ��� �����

���
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 ba ��
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 bd �� 2 lVol+ � 2���� lbd =
1
2 � ����������� ������ �� ��� be � be �
�

�� ��� ���������� �� Vol+� ���
 �������
 ���� bf = ������������
����	�
����

#���$be � 2% ��� ���
 ������
 ����� ����������� 1��
 �������
 ���
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����

����	� �� ��� ba� 1��
 �	��
 ���
� ����� �������������� ��
 ���
 ��������
 �

F0|Vol+ �� �������� 
� #������� ��� 
��� ) b# �	�� # ∈ {a� c � m}�
5 1��
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��� ����� �� ��� �� �������� !��������� �� �� ������" �������� ������� #��� ��  �

���� #���� ������ � ��" ������" ������� �� ��#��� �� � � �� ����� �� ���������� $���

����� �� ��������� �� ���������� ��� ������������� �� ��������� �� ���������� ��� ��"�����

��������  %������ �� �� ���� �� �������������� �� �������� !��������� �� ��������� ���� ���

�� ���� & '��� ��� ������ !��������� �� �������� � '& �"������� ������� � ��� �� ��������� ��

����������� �( �� �������� ��� ������ � � �������� �� ����'���

���"�������� �� ����� ������ ���� ��������� �� �� �#�� ������ ��� ����� � �� � & ����)

���������� �� �� ���� & '��� ��� �*�������� ��+������ ���� �� ��� 2,� -��� �� ����� �����

����� �� ��������� �� ���������� ��� ��"������ �� �� ���� �� ������" ������� �� ��#���

��� �"���������� � ���� � ���� �� �� ���������� ���� *��� � ���" ����)*���� ���� ����%�)

������ ./� �� ���� �� �� ���������� ���� *��� � ������ ����)*���� ���� ����%������� 0���

1(� ��� �� ������ ��� ������� Vol � �� ������ ���� ��#��� �������� �

������� ������

��� ������� ��  � ����� �� ��������� �� ���������� ���� ��� ��� ������ �������

������� & Vol ������ ������������� ���������� �� ������ & '��� ���� ������ -��� ��������

��� ����� ������� ��� ����2 � ��� �� !�������� ��� ���� ��� ������ �� ����� ������������ ��

���� & '��� ��� �3���� � & �� ( �� ��������� �� ���������� �� ������� !��� ����� ���

��������� ��������� ��� ������� ������� ��" ���� ������" ����)������� �%��� �

��� �� ���������� �� Vol � �� ���������� ���� ����� �� ������ ��������� & �������������� ����

�� ����)������ ��0�.�� �� ������  ������� �� � ������� �� ������ ��� ��"������ ������� ��

������ ��� ��� ��������� �������� �� ������ !��� ����� ��� � ��� ��� ��� ��������

�� ����"����� ����� � � ����� ��� ��%����� �������� L0 ����2 �� �� ����� ��� ��������

������ � & ����� ��#��� �� ���������� �� Vol ������ �� �#�� ������� ��� �������� �����

������ ����� �� ��� �� ����� �� ���������� �� Vol � -���� ��� ��� ����� ���� � �� ��

�#�� ������ ���� �������� ������ ���� *���� 1 �3��� ��� �������� ����  � ��� E

���� ���� ���������� � ���� �������� ��������� ������ �� �� � ��� ������ ��� �� �������

������� �� & �� ����� �� ���������� lE � ��� �������� �� E � ��� ��� ��� ������ ���

�������� � *��� �� �� ����� �� �� ���������� �� �� � ��� �����

	�� 
�� ������ � 1(� ����� ���� �� ��� 2,� �� ���� ���� ������������ ���� #���

���� � ����� ���� �� ������ �� �� ����� ��� '������ $� 1 �3��� & �� ( �� ���������

�� ���������� �� Vol � ���� �������� �� ����� ���� ��������� p� ��� ��������� ���� ���

������� �������� 4� �� ��� ������ ��� ����� ����� �� ������ �������� �� ������ �� ��

����� �� p� ��� �� � �������� ���� -��� � ��������� ��)�������� �� ��������� �� �� �����

�� ���� & '��� �� �� ���������� ��� '������ $ ��� ��������� �� ����� �� �� ����������

�� Vol �

������� �������� 
�������

�� ���� & '��� ��� �*�������� ��+������ �� �������� ���� ��� �������� ���%���" �������

5� � ��� �� ��������� �� ���������� �� Vol � ��� �������� ���%���" ��� ������� �� 6� *���

��� �� ��������� �� ���������� �  � � ���� � ��� �� �� ������ ������" �������� ���%���"

���� ����� ��� ���� ����)������� ���������� ��  ��
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�� a� �� ������ ����� �� ������ �� �� ���� F � ����� �� ����������� �����  ��� ! ����

���� ������� ������ ������������� �� ����� ��� �������� ������ ������������� ���  �����

������� ��������� ��� �� F �

������� ����	
����

���� �� ��������� �� ���������� �"�� ���� �  ����� ����#����� ���� �"��$������� %&�� ��

�� ������� ��������� p ��� ������ �� ������ �"�� ��'�� ��������� �� ��� ��� ���� ����������

������ ���������� ����� ��� ������ p ���� �������� �� �� �'�� ���(��� )� � ��� �� �'��

���� �� ��������� pmilieu ������ �� ������ �� �� ���� F � �� ���  ����� ������� ��������� ���

��� ���������

������� �������� �

*��� ����� ��� ���� �� ��������� �� �������� �� ���� ! +��� �� �� ���������� ��� +������

,� �������� ����� �� ���������� �� Vol �

- �	�
����� ���� �� �� �����(�� ����� �� ��������� �� ���������� �� Vol �������� !

���������� ��� ��� ����� ��������� ��� �� Vol � �� �� �� ��� ����� ��������� ��� F "� ���

��� ���������� � ���� ��� � ������ ��+����� ����� ���� ��� ������� �� ���������

�� ���������� �"�� ���� �  ����� �������� ����#������ ������ ��� �"��$������� %&�

��	 �� �
 ����� �� ��
	��� ���	
	������ ����� �
�� ���	
	������ �� ���	 ��

��������� �� �����(�� ����� �� ��� ��$������� ������� ! ������ ���  ����� ��'���

��������� ��� �� F � .� ��� ������ � ������ ������ s ��� �� ��� ��'��� ���#

������ ��� �� F ��  �� ����� ����(�� ��� ������ ! �� ���� ���� ����(����� �����

s ������ �� +����� ,� *��� ��������  �� s ���� �� +����� , ���� ���� ���

������� ������  �� Vol  �� ��� ������� ! s� )� ��� ���� ������� ��������� ��

s ��� �� +����� , �������(��� ������ �� ��������� /��� ����� ��� �����0��

��� ��������� � ��� b ������ �� s� *��� ��$����� ������ ��� ���������� sa �� sb
��������� ������������� ��� ���� �������� �� ������ b�

• �	�
���� ����� �������� � �	���
���	�� .� �"� ��� ������� sa �� sb "��� ���

�� +����� , ��  �� ��� ���������� sa �� sb ��� ��� +������ , �������(����

����� s ���� �� +����� , �������(��� 1 �2��� ����� ��3$������ ����� ��

��������  �� s "��� ��� ������ ��� �� ���� ��������� �� �"� ������ ��+����

�� ��� ��� �� +����� , �������(��� �"���#!#����  �� s ��� ������ ��� ��

��'��  �� ��� ��������� �� ���� ���� ��� �������  �� ��� ��� �������� 1������

��� ��������� ��� ���� ���������� �� ���+����� �� ����� ������� +����� ,

�������(��� � �������� �"��$������� 4� ��� ����(��� ����������� ��� ����������

�� �"��'�� ��������� �� �������� ! b�

�� 3$��� 	�%&�a� �������� �� ���� �� �����(�� ����� �� ��������� �� ����������

�� Vol1 ������� � �� ���������� �� �� ���� F0 ������ ��� ����(���� Vol0 ��

Vol1� �"������� �� s ��� �"��'�� ��������� �� a �� F0 ����� a � ���� �������� s

���� ������ ! ���� ����(���� �� �'�� ����� �� ����������� ��� ���������

���2������� � ��� b ������ �� s� ��� ���� �������� �� ������ b ������

���� ���� �"�� ���������  �� "��� ��� �� +����� , 
 sa �� sb� s ������ ��� ��

+����� , �������(�� ���� ���� ���������� �� ���+����� ��� ������� ��� ���

�"�� ����� ���� 
 sa �� sb� ����������� ��� ���������� �� a�
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���� Vol0� Vol1 �� Vol2� ��� ����� ������� ������� � s ���� lVol0 ≤ lVol1 < lVol2 �
���� ��������� ��� ���� ���������� �� ��������� �� s� ��� ����� ���� �������

� ��� ������ �� s �� ������ � Vol1� �� Vol0 �� lVol0 = lVol1 � � � ��� ��� �

�������� ��� ��������� ��� ���������� �� ��������� � ������ �� Vol0 ����!�� !��

����"�� ��� ��!����� � ��� ������ s � ������� ��� �� ��� ��"��� ���������!���

�� Vol0�

#� $%��� 	�&' �������� �� ���� Vol1111 ��� � ����� �� ����������� (��� ������

�������� !���� �� ��� )���� ���������!��� � ���� ��� ����������� *� ����� �� )���

���������!��� ���� F � �������� � Vol0 ��� � ����� �� ����������� #� $%���

����� �� ���+�� ���+� ��������� �� s ��� �� ��� ��"��� ���������!��� ��

F � s ��� ����� �� ������ , )������+�� ���� Vol1011 ��� �� ������� ��� ��

�������� ���� ��� �%������ �� ������ ������ ���� Vol0 ��� ����� � ����������

�� �� )��� ���������!��� #� ������ s ��� ��� �� ������ , ��������� (���

��������� ������ ����"�� ���������!�� �� Vol1011 �� Vol1111� ���� ��������� ���

���� ���������� �� ��������� �� s 
 s1 �� s2�

���� �� �� �	
��
�� �� �� ������� ����� ����� �	
��� �� ���� ��� ��	� �
�����

	�
��� �� 	���� �� ����

�
��

• �����
�� ����� ���	�
�� � 	������� -� )��� !�� ��� !����� ��"��� ������.

���!��� �� F �� ��� �������� ��� ������ �� ��"�� a ������ � ����

�� )��� ���������!�� F � ��)������� �� ��������� �� ���������� ���� )���

������� ��� ����%������� '/� ����� ��� ������ a � ���� � ������

� ������ ������ sα� 0� sα ��� ������ � ���� �������� ����� �� ������

����� ��� ��$����� �� ������ , ������ 1��� �� ����.������ 	�'�23� (���

���� � ���� �� ��������� �� sα� �������� ��� !����� ������� ������.

���!��� �� F � (��� �������� ����� ��� ������ �� ���������� �� Vol �� ��

������� ������ ������ � sα� 0���� �� �� �"�� ����� �� ���������� ����� sα
���� ����� ���������� �� ��������� ��� !����� ������� ���������!��� ��

F ������������ ����4�� 1��� �� ������ sα �� �� $%��� 	�'/1b33� 0�� 1���

�� ������ sγ �� �� $%��� 	�&51b33� ��� ��������� � ��� ������ �� sα
�� ������ �� ������ �6�� �� ���� )����� ����� �� ����������� ����� ���

��������� ���� β1 �� ��� ����.)���� �������� � sα ���!��� ������ ��� �

��� !�� ���� ��� ���������!�� �� !�� ���� ���� ����� ������ , ������ sβ
1��� �� ������ se �� �� $%��� 	�&51b33� (��� � ����� ����� ��� ����������

�� ��������� �� sα ���� ������ �� sβ�

7 �����������
�� ����� ���	�
�� � 	������ �� �
�������

• �	
��
�� ��� ������ ������ �
����	�
���� ����� ��	� �
����	�
��� (��� ���.

����� !�� �� �����+�� ����� �� ��������� �� ���������� ���� )��� � !�����

����.)���� ������� � ������ � ������ ��� ������ ��� !����� ��"��� ������.

���!��� �� ����� )����

���� �� �� �� �����������
�� ����� ���	�
�� � �
������ �� 	������ 0� �� ��

��� !����� ��"��� ���������!��� � ���� ��� ������ �� !�� �� ������� ���� s� ��

������ �� ����� ����+�� ��� �� ������ , ��������� ����� �� ���� ����)���� � ��

������ , ��!����� ������� � � ��� s �� ������� ��� �� ��"�� ���������!��

�� ������ Vol � ����� �� ����������� �� ��� �� ������ , )������+�� �� ��%���

�� Vol � 8�� ����� � �� ���������� �� Vol � s ���� ���� �� ������ , ���� ��

������ ���� ����� �� ������ , ������ ���� �� ������ ������ �� ���� )�����

����� �� �����������

'2'
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������ ������ �� �� ���� ������������� �������� � ��� ���� ��� ������������

������� �� �� 	
����
��	��� ����� ����	��� � ���	
�� �� 
��	����
� �� ��

���� 	�  !b" �������� ����� ������������� �� ���� ������������ F0 �� Vol+� ����

����� ��� �� ����� 	�  !a" ���� ���� ������� ���������������� #� ���� ���

�� �������� � ��� ��������� ���� ������� ��������������� ��� $��� b# �%��

# ∈ {a� c & m}� ��� ������� ��� $��� bi �%�� i ∈ {α,β, γ, δ}� '���� ��� ���

��� ������� �� �� ��������� ���� ���������� ��� (������ ) ������� s1� s3�

s5 �� s7 � (������ ) ������������ * �+��� �� %����� Vol+ ���� � ����

�,���� ��$��%���� ��� (������ ) � �� ����%���� ���� �� ����� �� �� ���� ����

��������� �� F0|Vol+ ���� ��� ��� ������ ������������� ��� ����� ������������� ��

��� �����%������ �� Vol+� '��� ����� ���� ������ $�� bi �%�� i ∈ {α,β, γ, δ}�
��� ��������� �,���������� -� ���� ��������%���� ��� $��� bd � bk � bj ��

bg� ������ ��������%���� ��� ������� s2� s0� s6 �� s8� )����� ��� (������ )

������� ���%������ ����� ����� ��������� ��%������ ��� (������ ) ������

������� ����� �.�������� �� ���(����� ����� ����� & (��� & �� � �� ��������� ��

��$��%���� �� Vol+�

������� �� �� 	
����
��	��� ����� ����	��� � �������	� �� ���	
�� ��� (���

���� ) $�%������ ������� & �� �.������� �,�� ��� ��%����� ������ �������������

������ �� smilieu !��� s4"� ��%������ ��� (������ ) �������� �������� /�

�� �� ���������� �� ������� �� ��� �������� ��� ��������� �� ����� 	�  !b"�

0�� ��� �.����� smilieu ��������� & s4 �� ��� �.�������� ��� ��%����� ������

������������� ������ �� s4 ��� 
 s0� s2� s6 �� s8� '��� ������ ����� ����������

���� ��� �������� �� �� ���� ������ ��� ���� �� ��� �� �� ��$��%���� �,��

���� ��� �,����� ������������ � ��� ������ � ���. ��� �� (����� ) $�%������

��� ������ 	� 	 �� 	� - ��������� ����� ������������� 0�� �� ����� 	� 	� ��

������ s3 ��� �� (����� ) $�%������ � ���� �� (����� ) ���������� ����

�� %����� Vol1100 �� �� (����� ) ������ ���� �� %����� Vol0� ���� �� �� ��$���

%���� �� Vol0� F0|Vol0 � ��� ������� ��������������� �� �� ������ s3 ��� ��%��

�� (����� ) �������� ����������� �� ����� 	� - ����� �,���� �� ������

����� �� ��$��%���� �� Vol0�

1 ����
������ �� �	�	�	 �� ����	��� � ���� �����	 �� ���� � ���
 ��� ��	
���	��

�� �
����	��� ��� ����	���� ��

/ �� � �� ��������� �� ��$��%���� �� Vol � ���� �� �� ���� & (��� �� �� ����� �,��

��������� p� ��� ��������� ���� ��� %������ ������� & p� 2� � ��� $��� ,��� ���

������ ����� ������������� ����� ���� ������ ��� p ��� ����� �� (����� )� *

�+��� �� �,����$�� ��� $��� ������� & � ������ ��� ������� ����� �������������

����� �� ������ ,��� ��� �� ���� �� �3�� (����� )� 2� p ����� �� (����� )� �����

��� �.�������� �� ���(����� ���%�� ���� ����� & (���� 4���� ��� ������ ��� (������

) �������� ��. ���� ��%���. �����%������ �� Vol �� ���� ���������� ��� �������

��� � ��������� ��� �������� ����� ��%�� ������ & (��� ����� �.�������� ��

���(������ ����� ���� & (��� ��� �������� ��� �,���������� 5	�

1 �
��	����	 ��� ����	���� �

4��� ������ ����� ������ ��� ��� (������ )� � �������� �� ������ ��� ��� ���

������� �� ����� �� �� ���������� 4��� ���������� ���� �,�$��� �� �������� ���

(������ )� ���� �� ���������� �� ���� ����� ��� ����� %�������

• ���	
���	� ��� ����	���� � ����� ���� �� ��� 20� �� (����� ) ���� ����

�������� ���� �%���� � ����������� ������ * 30� & ������ �������� ��
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�� ������ �� ���������� ������ ������ � ���������� �� �������� ���� ����

�������� ��� ������� �������� �� ��� ��� � �������� �� ���������� �� ������

������ � ������ ���� ���� ! ����� �������� ��� �� ��� ����� �� ��� ������

� �������� �� ���������"

#� $%��� 	"&' �������� �� ����������� ����� ����� ��� �� ������� �� �������

� ����������� �� ������� �� �� �������� �� ��������� ��� ������� �" ( ��)

���� �� ������� �� �� ������ � ���������� s7 ���� ���� ���� �������� ��� p1"

p1 ��������� ! �� ��������� �����%���� �� s7 ��� ������� ������ �� ��� ��� 

� �������� �� ��������� 
 s0 �� s6" *� ����� �� ������� �� �� ������ � ������

s8� ���� ���� ! ���� ���� �������� ��� p" p ��� ��$� ����� ���� �� ���������

�����%���� �� s8 ��� �� ��� ������� ��� ������ � �������� �� ��������� 
 s0�

s2� s4 �� s6"
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b1 ← ������b0�*

�� β1(b) = b1 �����

����
��	�"�	����"!���"�
����b�*

�� b �� β1(b) ��������	
�	� �� 
�� ���	� �������	��� �	��
�	��

�� 
�� ������� 
� ������� ��	�	� 
����� ���	
���

lb ← 2lF *

lβ1(b) ← 2lF *

�
����	�"��
�������β1(b)�*

�
����	�"
���	
��β1(b)�*
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� � b1 �� b2 � ��� ���� ���� ���� �������� ��� ����� ��� �������� ����

�
������ ��� ��
� F �

�������� � F ��� �
����� �� ���� �������

bnouvelle�arete ← ���������������������
��b1� b2��

 �����!���
!���� ����bnouvelle�arete��

 �����!���
!���� ����β2(bnouvelle�arete)��

 �����!���
!���� ����β21(bnouvelle�arete)��

 �����!���
!���� ����β1(bnouvelle�arete)��

lbnouvelle�arete ← 2lF �

�������������β1(bnouvelle�arete)��

��������	
 ��  	�������� ��� ��
� �� ����� �������
��

�����
� � b � �� ��� ��
����� " �� ��
� F " ����������

�������� � F ��� ���������� �� ����� �������
�� � F00� F01� F10 �� F11�

�� b ����� ��� �� 	
�� ��
�
������ �����

b ← #$%&	�b��

�� ���������	
 ��� ����� ����������� �� F

���� i ������ �� 1 � 4 ����



������������������b��

b ← #$%&	�b��

bmilieu1 ← �
��������� ������b��

bmilieu2 ← �
��������� ������#$%&	�#$%&	�b����

�� ������	
 �� F �
 ���� �	�������� F0 �� F1
bnouvelle�arete0 ← ������������������
��bmilieu1� bmilieu2��


�������������β1(bnouvelle�arete0)��

�
������������������bnouvelle�arete0��

 �����!���
!���� ����bnouvelle�arete0��

 �����!���
!���� ����β12(bnouvelle�arete0)��

 �����!���
!���� ����β11(bnouvelle�arete0)��

 �����!���
!���� ����β21(bnouvelle�arete0)��

�� ������	
 �� F0 �
 ���� �	�������� F00 �� F01
bmilieu1 ← �
��������� ������bnouvelle�arete0��

boppose ← #$%&	�#$%&	�bnouvelle�arete0���

bmilieu2 ← �
��������� ������boppose��

�
�������
����������bmilieu1� bmilieu2��

�� ������	
 �� F1 �
 ���� �	�������� F10 �� F11
bnouvelle�arete0 ← β2(bnouvelle�arete0)�
bmilieu1 ← �
��������� ������bnouvelle�arete0��

boppose ← #$%&	�#$%&	�bnouvelle�arete0���

bmilieu2 ← �
��������� ������boppose��

�
�������
����������bmilieu1� bmilieu2��

lF ← 2lF �

�'(



�������� 	 
 ������

��� ������ �

��������	
 �
 ���������� ��� �
�����
 
� ��� �����
�����
�

������� � ������������ � ���� ������ ��� � ���� � ���� ���� ���� ������ ��!"� �� �#$

��������	
 ��  %����� �� "�� &� �  ������� "� ���� ������ ��!"� � "� '��"��

�����
� 
 b0 
 "� ���� ������ ��!"� (�"�� &� � F $

�������� 
 )���"��� "� ���� ������ ��!"� (� �� &� � F �� ���� ��  ������� "�* NULL

�����$

b1 ← b0+
���� ��
 b1 ����� ��� �� 	
�� ��
�
������ �� b1 �= b0 ����

b1 ← β1(b1)+

�� b1 = b0 �����

�
�����
� NULL+

�
�����
� b1+

��������	
 ��  ,��!"�� ������ ��!"����� ��� ����� �� �(���� � "�� &� � ������ ��!"�

������

�����
� 
 b 
 "� ���� �� �(��� � "�� &� � ������ ��!"� ������ F $ b ��� �� ������� ����

(� F � (�'��� -��� ���!"�  ���� ������ ��!"�$

l 
 "� ��'��" (� �"�(�'�����$

regulier 
 "� ������� ��(�!"��� �� �� ����"�"� �� �� �����"� (� F ����

�!"�'������� �� ����� (� ��'��" (� �"�(�'�����  "�"�� ���� (�&�"� regulier

'�"� .���#$

�������� 
 ��� ����� �� �(���� � F ����  ���� ������ ���!"�� ������ ��!"�����$

�� regulier �����

���� i ������ �� 1 � 4 ����


���!"��/������ ��!"������b#+

b ← ��� ����/����/�"�(�'�����/&� �/�������b* l#+

�����

���� i ������ �� 1 � 4 ����


���!"��/������ ��!"������b#+

�� i ��� ���
 �����

b ← ��� ����/����/�"�(�'�����/&� �/�������b* l#+

�����

b ← ��� ����/����/�"�(�'�����/&� �/�������b* 2l#+
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� � b � � ���� ����������� �� �������� � �� ���� ����������� ������ F �

l � � ����� �� �����������

�������� � 
������ �� �������� ���� �� F ��� � b! �� �������� �� ����� l �

cumule ← 0"
���� ��
 cumule < 1

l
����


cumule ← cumule + 1
lb
"

b ← β1(b)"
�
�����
� β1(b)"

��������	
 �� � #�������� �� ���� �� ���

����
� � b � � ���� �������� � �� ���� ����������� F � b ���������� � ����

����������� ������� � �� ��� ��� ���$��� �� F �

�������� � F ��� ������� ����� �� ���$��! �� ��� ����������

bmilieu1 ← �������������������%b&"

boppose ← '	()#%'	()#%b&&"

bmilieu2 ← �������������������%boppose&"

�� F ��� �����	� �� ��
� ��
������ F0 �� F1
bnouvelle�arete0 ← �������������������������%bmilieu1! bmilieu2&"

����������������������%bnouvelle�arete0&"

����������������������%β1(bnouvelle�arete0)&"

����������������������%β2(bnouvelle�arete0)&"

����������������������%β21(bnouvelle�arete0)& "

�� ���������� �� �� ������ �� F ��������� �
 ���
�� ��������

����������������������%β3(bnouvelle�arete0)&"

����������������������%β31(bnouvelle�arete0)&"

����������������������%β32(bnouvelle�arete0)&"

����������������������%β321(bnouvelle�arete0)&"

lbnouvelle�arete0 ← 2lVol "
����������������%β1(bnouvelle�arete0)&"

��������	
 �� � #�������� � ����� �� ��� %�������� �������������&

����
� � b � � �����

num � � ������ ������ �� 0 � 2! ������������� � ������� �� ���������� �

������

l � � ����� �� �����������
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