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Résumé

La cosmologie physique a acquis le statut de science de précision. Elle se base actuellement sur deux théories
cadre (la relativité générale et le modele standard de la physique des particules), un principe fondamentale de
symétrie (I’'Univers est statistiquement homogeéne et isotrope), et un ensemble d’observables astronomiques (parmi
lesquelles les anisotropies du fond diffus cosmologique jouent un réle majeur). Le paradigme actuel est incroyable-
ment effectif & un niveau phénoménologique mais manque d’explications microphysiques. En particulier, la question
de la singularité de Big Bang pointe vers la nécessité d’une théorie quantique de la gravitation. Dans le cadre de
la cosmologie quantique a boucles — un modele de minisuperespace inspiré de la gravité quantique a boucles — cette
singularité de Big Bang est remplacée par un rebond quantique régulier. De plus, si le contenu en matiére pendant
la phase pré-rebond et le rebond est dominé par un champ scalaire, alors I’'Univers entre naturellement en phase
d’inflation primordiale apres le rebond ; la cosmologie quantique & boucles offrant ainsi une extension du paradigme
inflationnaire standard jusqu’a ’ére de Planck. Par la construction d’un cadre théorique cohérent a un niveau
semiclassique traitant des perturbations cosmologiques évoluant dans un Univers quantifié, il est alors possible de
prédire les traces que laisserait le rebond quantique dans les anisotropies du fond diffus cosmologique, ouvrant la
voie vers une observation possible de la gravité quantique dans le ciel micro-onde. Ce programme n’est toutefois
réalisable que dans la mesure ou I'information cosmologique contenue dans les anisotropies du fond diffus cosmo-
logique peut étre reconstruite avec une tres grande précision. Plus précisément, le cas du mode B de polarisation,
bien que récemment détecté (au moins sa composante secondaire), reste un défi observationnel compte tenu de
la petitesse de son signal affecté par de nombreuses incertitudes statistiques et systématiques. Une reconstruction
précise de ce mode partant des cartes du ciel des parametres de Stokes, suppose de pouvoir le séparer exactement
des modes F, bien plus intense que les modes B. Par un estimateurs de pseudospectre spécifique, appelé estimateur
de pseudospectre pur, pour lequel les modes E sont exactement filtrés et utilisant des fonctions de poids optimisées,
le spectre de puissance angulaire de mode B peut étre reconstruit avec une grande précision et en un temps de
calcul raisonnable. Par simulations numériques, il apparait que 'utilisation d’une telle méthode est nécessaire pour
reconstruire le mode-B partant des données prises par les expériences couvrant une faible portion de la votite céleste
— de l'ordre de quelques pourcents au plus — ainsi que pour une possible future mission satellite dédiée a la mesure
du mode-B primordial. Avec une reconstruction par pseudospectre pur du mode B, une valeur de r ~ 0.001 du
rapport tenseur-sur-scalaire, parametre cosmologique de I’Univers primordial directement 1ié a 1’échelle d’énergie
de l'inflation, pourrait étre mesurée & 98% de niveau de confiance d’un strict point de vue statistique partant des
données prises par une possible mission satellite.

X ok Xk

Cosmological physics is currently recognized as a high precision branch of science. It is based on two theoretical
frameworks (namely general relativity and the standard model of particles physics), on a symmetry principle
(stating that our Universe is statistically homogeneous and isotropic), and on a large set of cosmological observables
(among which the cosmic microwave background anisotropies play a key role). The current cosmological paradigm
is very efficient at a phenomenological level but still lacks of microphysical explanations. More specifically, the
initial Big Bang singularity should be viewed as a pathology of general relativity pointing towards the necessity
of a quantum theory of gravitation. In the framework of loop quantum cosmology — a minisuperspace model of
the Universe inspired by loop quantum gravity ideas —, this initial singularity is replaced by a regular quantum
bounce. Moreover, if the matter content of the loopy universe is dominated by a scalar field during the pre-bounce
contracting phase and the bounce, the Universe naturally enters in a phase of cosmological inflation shortly after
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the bounce. This means that loop quantum cosmology offers a promising extension of the standard inflationnary
paradigm backwards to the Planck era. Thanks to a dedicated building of the theory of cosmological perturbations
evolving in a quantum background which is fully coherent at the semiclassical level, it is shown that the quantum
bounce could leave a typical footprint on the anisotropies of the cosmic microwave background, opening the window
for observing in principle quantum gravity in the microwave sky. This tentative proposal is however made possible
only if one could extract the cosmological information from the observation of the cosmic microwave background
anisotropies with a very high accuracy. Though its secondary component has been recently detected, the case of
the B-mode of polarized anisotropies is still particularly challenging du to its minute amplitude signal plagued by
many statistical and systematic uncertainties. An accurate enough reconstruction of such a mode from the observed
maps of the Stokes parameters requires an exact separation of B-modes from the much larger E-modes. Thanks to
a dedicated pseudospectrum estimator filtering out E-modes and using optimized sky apodizations — the so-called
pure pseudospectrum estimator — the angular power spectrum of B-mode can be recovered with high precision in
a reasonnable amount of computational time. Using numerical experiments, it appears that such an approach is
mandatory for analyzing forthcoming or ongoing small-scale CMB experiments — covering at most few percents of
the celestial sphere — as well as a potential, future satellite mission dedicated to the primordial B-mode. Using such
a pseudospectrum based estimation of the B-mode, the fundamental parameters of the primordial Universe such
as the tensor-to-scalar ratio (directly proportionnal to the energy scale of inflation) would be constrained with a
high accuracy from the statistical viewpoint since e.g. for a future satellite mission this would allow for measuring
r ~ 0.001 at 98% of confidence level.



Avant-propos : guide de lecture

Quelques recommandations générales— Pour chacune des parties, nous proposons une introduction et une
conclusion propre au théme abordé dans la partie considérée. En ce sens, une lecture linéaire du manuscrit n’est
pas requise (méme si cette derniére donne une meilleure vue d’ensemble des résultats ici résumés), et le lecteur,
sSupposé avoir une connaissance minimale en cosmologie, sera libre de permuter I'ordre des parties proposé.

A plusieurs reprise nous passons les détails les plus techniques sous silence. Ils sont toutefois généralement
fournis sous forme d’encart que le lecteur peut ne pas lire sans perte de compréhension.

Il ne reste plus qu’a espérer que 'auteur des pages a venir est parvenu a mener a bien ce double niveau de
lecture!

Quelques recommandations spécifiques— Comme cela apparaitra clairement a la lecture du manuscrit, les
résultats présentés se concentrent autour d’un objet physique particulier : les perturbations cosmologiques, a la fois
dans leurs aspects théoriques (théorie des perturbations cosmologiques dans un univers quantique) et dans leurs
aspects observationnels (reconstruction des anisotropies polarisées du fond diffus cosmologique). Ce manuscrit
aurait ainsi pu étre sous-titré : « Quelques aspects théoriques et observationnels de physique des inhomogénéités
cosmiques ». Ces inhomogénéités cosmiques jouent un role clé en cosmologie qui va au-dela de leur étude pour elles-
mémes (méme si cet aspect n’est évidemment pas a négliger). Elles constituent notre moyen observationnel privilégié
pour accéder aux parametres cosmologiques décrivant la dynamique globale de notre Univers. Par ailleurs, le
paradigme inflationnaire est le point de départ des résultats présentés dans ce manuscrit : les travaux en modélisation
de T'univers primordial dans un cadre de gravitation quantique donné et les méthodes d’analyse de données des
anisotropies du fond diffus cosmologique sont en dialogue permanent avec ce cadre inflationnaire.

Ainsi une introduction ciblée et détaillée des perturbations cosmologiques et de leur traitement durant la phase
d’inflation primordiale (Part. I) a été préférée & une introduction générale a la cosmologie physique. Aucun résultat
cosmologique nouveau n’est présenté dans cette premiere partie mais elle pourra intéresser les lecteurs non familier
du traitement des perturbations cosmologiques. Elle fournit aussi le cadre scientifique dont nous partons. Le lecteur
déja familier d’avec ce traitement pourra passer directement a la deuxiéme partie (Part. II) de ce manuscrit sans
perte de compréhension.

Concernant la seconde partie (Part. IT) portant sur la modélisation de I'univers primordial dans le cadre de la
cosmologie quantique a boucles, nous proposons deux chapitres d’introduction a la théorie de la gravité quantique
a boucles ainsi qu’a son inspiration cosmologique, la cosmologie quantique & boucles (respectivement Chaps. 3 et
4). Le lecteur désireux de se focaliser sur la phénoménologie de I'univers primordial dans ce cadre spécifique de
gravité quantique peut passer ces chapitres, et directement commencer au chapitre 5, sans perte de compréhension.

La derniere partie (Part. III) porte sur quelques points d’analyse de données des anisotropies en polarisation
du fond diffus cosmologique et nous n’avons aucune « recommandation » de lecture a donner ici. Enfin...

Une rumeur s’est confirmée— Cela était avant le 10 mars 2014. Manuscrit pour Iessentiel achevé. Seul ce petit
bout d’avant-propos manquait. Une derniére partie (Part. III) jalonnée de : « Le mode B, qui n'a toujours pas été
directement détecté [...] ».

10 mars 2014 : la collaboration POLARBEAR déclare la premiere détection directe du mode B secondaire, due au
lentillage gravitationnel. Une partie & amender, et alors jalonnée de : « Le mode B, dont la composante secondaire
vient d’étre directement détectée par POLARBEAR mais dont la partie primordiale reste encore a détecter [...] ».

17 mars 2014 : conférence de presse de la collaboration BICEP2. Le mode B primordial semble détecté : 4
points entre £ ~ 30 et £ ~ 150 sur lequel un pic de recombinaison pour un rapport tenseur-sur-scalaire de 0.2 (&
0.002 Mpc~1) semble trés bien s’ajuster. Une confirmation de cette détection reste encore a faire. Cela n’invalide
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évidemment pas les travaux développés dans cette partie III du manuscrit. Mais ils s’inscrivaient dans un contexte
d’ignorance, le mode B primordial comme lentillé, étant non détecté. En particulier, le niveau de mode B primordial
était inconnue et nombre des raisonnements et des méthodes développées avaient pour objectif d’atteindre un niveau
aussi bas que possible. Si les travaux mentionnés dans cette partie restent pertinents, en particulier dans 'optique
non plus d’une détection mais aussi d’une reconstruction la plus précise possible du mode B, certains raisonnements
et choix de présentation semblent avoir pris « un coup de vieux ».

Evidemment, cette détection mérite confirmation avant toute conclusion définitive. Nous tenterons donc a
travers ce manuscrit de dresser quelques unes de nos conclusions a la lumiere de cette découverte mais uniquement
de facon qualitative et dans 'optique ou cela se confirmerait.
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Introduction

Le paradigme cosmologique actuel peut se résumer ainsi : un Univers ACDM-inflationaire ; ¢’est-a-dire conte-
nant 68.3 % d’énergie noire, 26.8 % de matiere noire, 4.9 % d’atomes, et ayant subi une phase d’expansion accélérée
(i.e. Pinflation) dans ses tout premiers instants, phase & lorigine des surdensités initiales (les perturbations cos-
mologiques) nécessaires a la formation des galaxies et structures cosmiques par effondrement gravitationnel [1, 2].
(Ce scenario inflationnaire se trouve de nouveau corroboré par I’annonce récente de la détection du mode B & des
échelles de 'ordre du degrés, d’origine probablement primordiale [3].) Ce paradigme se fonde sur deux théories
"cadre" (la relativité générale et la physique des particules), sur un principe de symétrie (le systéme UNIVERS est
statistiquement homogene et isotrope) et sur un ensemble de faits observationnels : les trois piliers observationnels
de la cosmologie d’abord (éloignement des galaxies, abondance des éléments légers et fond diffus cosmologique (noté
CMB dans la suite pour 'acronyme anglais cosmic microwave background)), et un ensemble de sondes cosmologiques
ensuite (Supernovee comme chandelle standard, oscillations acoustiques de baryons, etc.).

Ce modele cosmologique est particulierement effectif a un niveau phénoménologique, permettant de rendre
compte de fagon précise de I’ensemble des observables cosmologiques. Pourtant, il manque singulierement d’une
explication microphysique. Il ne serait qu’un supplétif provisoire palliant notre manque de connaissance de certains
phénomenes cosmiques, symbolisé (entre autre) par trois questions majeures que les observations cosmologiques
posent. Quelle est la nature de 1’énergie noire ? Un nouveau constituant sous forme de champ scalaire, une modifica-
tion de la relativité générale aux échelles cosmologiques, une rétroaction gravitationnelle des structures aux petites
échelles sur la dynamique globale de 1'Univers, ou encore 1’énergie d’un vide métastable dans 'insondable paysage
des cordes. Quelle est la nature de la matiére noire ? Un nouveau type de matiére (e.g. particules supersymétriques,
particules de Kaluza-Klein, etc.) ou une nouvelle loi de la dynamique newtonienne (e.g. théorie MOND). Enfin,
quel mécanisme est a l'origine de la phase d’inflation dans I’Univers primordial ? Un nouveau champ scalaire fon-
damental gouvernant la dynamique globale de notre Univers quelques 1073% seconde aprés le Big Bang, un rebond
quantique en lieu et place du Big Bang en théorie de la gravité quantique a boucles ou encore une transition de
phase d’un gaz de cordes fondamentales. A cela s’ajoute (au moins) une quatriéme aporie : ’espace-temps UNIVERS
est singulier (la singularité initiale de Big Bang), c’est-a-dire qu’il présente une frontiére temporelle dans le passé.
Les théorémes de singularité de Penrose-Hawking [4] montre le caractére inévitable de ce point d’arrét de 1’espace-
temps apparaissant dans une région ou les effets quantiques ne peuvent plus étre négligés. Une théorie quantique
de la gravitation est nécessaire si 'on entend décrire physiquement notre Univers jusque dans ses tout premiers
instants. Ces questions sont des questions de physiques fondamentales et si une description de 'Univers reconduit
des questions de physiques fondamentales, réciproquement, ’'Univers devient un laboratoire pour tester ces théories.
Faire de la cosmologie c’est, au méme titre que la physique des particules, faire de la physique fondamentale, mais
a I'aide d’observations astronomiques.

Ces questions fondamentales de la cosmologie nécessitent des avancées théoriques qui pour la plupart, si ce
n’est toutes, s’inspirent de la physique des hautes énergies et/ou de la physique de la gravitation. Par ailleurs,
discriminer entre les différents modeles proposés nécessitent des avancées observationnelles et par-la, de se deman-
der ce que sont les observables en cosmologie. Observer 1’Univers c’est étre capable d’en "mesurer' la géométrie
pseudoriemanienne. Mais nous sommes contraints a vivre dans I’Univers. Nous ne pouvons pas nous en extraire
pour "regarder" sa géométrie. Comme Gauss l'avait déja compris, mesurer la géométrie d’un espace tout en étant
confiné dans cet espace est possible : il faut tester les théorémes de la géométrie a I'ceuvre dans I’Univers, ce qui
est faisable tout en restant dans ’Univers. Pourtant, nous ne sommes pas des arpenteurs cosmiques capables de
tracer des triangles spatiotemporels de plusieurs gigaparsecs de périmetre : il nous faut des traceurs internes déja
présents! Ces traceurs internes ne sont rien d’autre que les inhomogénéités cosmiques (usuellement traitées dans
un cadre perturbatif), comme les anisotropies du CMB ou la distribution des galaxies et grandes structures. La

Xi
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question des perturbations (leur évolution et leur production) est donc cruciale & plus d’un titre : comprendre Uori-
gine et la formation des galaxies et des grandes structures cosmiques, évidemment, mais aussi étre tout simplement
capable d’observer I’Univers, car la question de ’observation cosmologique est conditionnée par la présence de ces
perturbations cosmologiques. C’est par les perturbations cosmologiques que le lien entre observation et théorie se
noue. Cela implique deux choses. D’abord, comment observer et analyser le plus finement possible ces perturba-
tions, par exemple les anistropies de température et de polarisation du CMB ? Ensuite, quel est I'impact sur ces
perturbations de tout modele dont le but est de résoudre les apories cosmologiques mentionnées ci-dessus, afin de
pouvoir confronter ce modele aux observations ?

* % %

Le principe cosmologique stipule que ’Univers est un espace-temps statistiqguement homogene et isotrope. Ce
principe est d’abord corroboré par les observations. Prenons par exemple le fond diffus cosmologique, une « pho-
tographie » de ’Univers alors agé de ~ 380 000 ans. L’intensité de ce rayonnement fossile est uniforme sur la
voiite céleste. Elle présente toutefois de faibles fluctuations d’amplitude 107°. Cela signifie bien qu’en premicre
approximation, I’Univers est identique partout mais qu’a un niveau plus fin, il présente de faibles variations. Ce
principe peut étre compris de différentes manieres. Une fagon naive serait considérer que ’espace-temps Univers
est strictement homogene et isotrope et que les faibles inhomogonéités se comportent comme des champs tests.
Cela signifie deux choses. D’abord, les variations spatiales de e.g. la densité d’énergie de ses constituants n’affectent
pas la dynamique globale de I’Univers (seule la densité d’énergie moyennée intervient). Ensuite, 'espace-temps lui-
méme n’est pas sujet a fluctuation entendu comme le fait que la métrique sera strictement donnée par la métrique
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),

d 2
_a 5 + r2df? + r? sin® Gdgoz) .

ds® = dt* — a*(t) (
1—kr

De ce point de vue, le principe cosmologique peut se lire comme le fait qu’il existe un feuilletage de I’espace-temps
UNIVERS tel que les hypersurfaces de type espace sont strictement homogene et isotrope. Cet interprétation est
évidemment trop simpliste puisque les équations d’Einstein couplent la courbure de l’espace-temps a la densité
d’énergie de ses constituants, et chaque variation de la densité d’énergie devrait correspondre en principe une
variation de la courbure. De facon diamétralement opposé, on peut interpréter le principe cosmologique comme
le fait que des inhomogénéités fortes, de densité et de métrique, sont présentes. Dans cette interprétation, non
seulement les moyennes spatiales vont intervenir dans la dynamique globale de I’Univers mais aussi les moments
d’ordre supérieur a 1, c’est-a-dire que ’évolution du facteur d’échelle est dynamiquement dépendante de (p) mais
aussi de termes du type /(p?). Entre ces deux interprétations extrémes nous pouvons considérer le cas d’un
Univers statistiquement homogene et isotrope comme étant décrit par un espace-temps FLRW perturbé. Cela
signifie qu’il y a effectivement des inhomogénéités de métrique et des inhomogénéités de densité mais qu’elles
agissent a un niveau perturbatif. Il s’agit donc d’un présupposé dynamique pour implémenter cette idée d’espace-
temps statistiquement homogene et isotrope. Autrement dit, dynamiquement parlant, les fluctuations de métrique
et de densité ne rétroagissent pas sur l’évolution globale de I’Univers, qui reste déterminée par les équations de
Friedmann usuelle. Relativement au principe cosmologique, considérer notre Univers comme décrit par un espace-
temps FLRW perturbé est une condition suffisante, mais non nécessaire, pour avoir un espace-temps statistiquement
homogene et isotrope. C’est derniére interprétation du principe cosmologique que nous considérons ici. Du point de
vue de la physique de I'Univers primordial et du fond diffus cosmologique, une telle interprétation semble pertinente
car le contraste de densité est faible dans ’Univers primordial. Cependant, ce contraste de densité croit lors de la
structuration (bien plus tardive) de I’Univers et une autre interprétation pourrait s’avérer nécessaire, en particulier
relativement a la question de I'accélération récente de ’expansion cosmique.

Entendu ainsi, décrire I’Univers en tant qu’espace-temps maximalement symétrique quoique perturbé, procede
d’une double procédure. 1l s’agit d’abord de déterminer conjointement 1’évolution globale, & grande échelle, de la
séparation relative entre deux points des sections spatiales et du contenu en matiere et rayonnement de 1’espace-
temps « Univers ». Il s’agit 1a de la trame de fond (qui présente une courbure spatio-temporelle) dont la dynamique
n’est pas affectée par les faibles inhomogénéités que I'on peut y ajouter. (Ce point est ici & comprendre de maniére
perturbative : la dynamique globale n’est pas affectée par les moments d’ordre supérieur ou égal & deux de la distri-
bution des constituants de I'Univers.) Dans un deuxiéme temps, il s’agit d’obtenir la dynamique des perturbations
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cosmologiques évoluant sur cette trame de fond, c’est-a-dire 1’évolution dans un espace-temps en expansion des
inhomogénéités de la métrique et du contenu.

Une telle approche n’est pas anodine. Si, dans le raisonnement perturbatif, I’évolution du fond n’est pas af-
fecté par les inhomogénéités, la dynamique de ces dernieres —autrement dit la dynamique dictant I’évolution et la
formation des structures cosmiques— est quant a elle dépendante (et parfois de fagon déterminante) de la trame
de fond. Si la connaissance du fond est indispensable a la détermination de la dynamique des inhomogénéités cos-
mique, 1’étude (en particulier observationelle) de ces inhomogénéités est donc une source riche d’informations sur
I’évolution globale et les constituants de notre Univers.

C’est ce cadre qui de fait sert de fil conducteur a I’ensemble des résultats présentés dans ce manuscrit. Les
perturbations cosmologiques seront ici abordées comme traceur de la physique de I’Univers primordial et méme
comme possible traceur de I’ére de Planck, lorsque I’Univers doit étre décrit dans un cadre de gravitation quantique.
Ces perturbations cosmologiques seront donc étudiées dans leurs aspects théoriques (comment décrire de telles
perturbations se propageant sur un espace-temps de fond gquantique?) et dans leur dimension observationnelle
(comment extraire au mieux l'information contenues dans les anisotropies polarisées du fond diffus cosmologique
pour ensuite contraindre la physique en jeu dans les tout premiers instants de notre Cosmos?).

X ok Xk

La premiere partie de ce manuscrit, Part. I, est justement dédiée a une présentation théorique du traitement
des inhomogénéités cosmiques dans le cadre d’un espace-temps FLRW perturbé. Dans le paradigme cosmologique
standard, les inhomogénéités primordiales auraient pour origine les fluctuations quantiques du vide amplifiées
pendant la phase d’inflation cosmique, quelques 10~3% seconde aprés le Big Bang. Nous portons donc principalement
notre attention sur le cas des perturbations cosmologiques durant cette phase d’expansion accélérée.

Si 'inflation cosmique permet de résoudre un certain nombre de probléme des « vieux » modéles de Big Bang
chaud (e.g. probléme de ’horizon et probléme de la platitude) et fournit un mécanisme de production d’inhomogé-
néités primordiales, initier une telle phase dans le cadre standard de la relativité générale et des constituants usuels
données par le modele standard de la physique des particules n’est pas aisé. Et une telle phase, aussi nécessaire
qu’elle soit, peut apparaitre comme peu naturelle. Par ailleurs, 'aporie de la singularité de Big Bang reste entiere
de ce paradigme de l'inflation cosmique [5], et ce que trace la singularité de Big Bang n’est pas tant un réel arrét
de I"’Univers mais bien un incapacité de la relativité générale a décrire 'Univers dans ses tout premiers instants. La
seconde partie de ce manuscrit, Part. II, aborde une modélisation quantique de I’Univers durant 1’ere de Planck.
Nous montrons comment dans le cadre de la cosmologie quantique a boucles — une approche de minisuperespace
inspirée de la gravité quantique a boucles —, la singularité de Big Bang est remplacée par un rebond quantique et
comment, en sortie de rebond, I’'Univers entre naturellement dans une phase d’inflation. Nous montrons alors com-
ment construire la théorie des perturbations cosmologiques évoluant dans un univers quantique et se propageant
ainsi a travers le rebond. Finalement, nous montrons que le rebond quantique pourrait laisser son empreinte dans
les inhomogénéités cosmiques présentes en fin d’inflation, ce qui se traduirait en d’infime distorsions des propriétés
statistiques des anisotropies du fond diffus cosmologique.

Les observables cosmologiques principales qui permettent de remonter a la physique de I’'Univers primordial sont
les anisotropies en température et en polarisation du fond diffus cosmologique. (Ces anisotropies de polarisation se
divisent en un mode F et un mode B, ce dernier étant bien plus faible en amplitude.) Elles ne sont évidemment pas
les seules (les oscillations acoustiques de baryons, par exemple, apportent aussi leur lot d’information quant-a e.g.
la nature des inhomogénéités primordiales) mais elle n’en demeure pas moins indispensable pour sonder les inhomo-
généités primordiales aux plus grandes échelles de longueur. Plus particulierement, les anisotropies de polarisation
de type B primordiales, visible aux plus grandes échelles angulaires, ne seraient générés que par les ondes gravita-
tionnelles primordiales — le mode tensoriel des perturbations cosmologiques — La puissance de ces anisotropies est
alors directement proportionnelle a ’échelle d’énergie de I'inflation et la détection de ce mode permettrait d’établir
de fortes contraintes sur les modéles possibles d’inflation cosmique. Un grande nombre d’expériences sol ou ballon
sont dédiées a ce signal sont actuellement en cours d’opération ou de déploiement. Les premieres détections directes
du mode B ont été annoncées pendant la premiere quinzaine de mars 2014 : tout d’abord une détection directe
du mode B secondaire du au lentillage gravitationnel a été annoncée le 10 mars par la collaboration POLARBEAR,
ensuite la premiere détection directe du mode B primordiale annoncée par la collaboration BICEP2, le 17 mars.
Outre une tres grande sensibilité instrumentale, de telles détections ne sont possibles que par la mise en ceuvre
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d’outils d’analyse statistique corrigeant de nombreux effets systématiques, compte tenu de la petitesse du signal
de mode B. La derniére partie de ce manuscrit, Part. III, est dédiée a la présentation d’'une méthode efficace de
reconstruction du mode B partant des cartes observées des parametres de Stokes, @ et U dont la précision est le
résultat d’une optimisation des fonctions de poids appliquées aux cartes du ciel et de la séparation exacte des mode
E et B, évitant toute fuite de I'un dans ’autre. Nous montrons que 'utilisation de cette méthode est indispensable
a la reconstruction du mode B pour les expériences sol ou ballon — couvrant une faible portion du ciel —, mais
aussi pour une potentiel mission satellite — couvrant une bien plus grande fraction de la voiite céleste —. A titre
d’exemple, cette méthode a justement été utilisée dans le cadre de ’analyse des données de POLARBEAR. Nous mon-
trons finalement quelles contraintes pourront étre mise sur 'amplitude des ondes gravitationnelles primordiales,
mais aussi sur une possible violation de parité dans I'Univers primordial, si le mode B est reconstruit avec une telle
approche statistique.
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Introduction 1

’ Ce chapitre entend donner de facon pédagogique, mais restreinte, un tour d’horizon de la théorie classique
des perturbations cosmologiques. Par I'utilisation du terme PERTURBATION, nous supposons implicitement que
les inhomogénéités cosmiques sont décrite par un raisonnement perturbatif autour des solutions homogenes et
isotropes des équations d’Einstein. Dans un premier temps, nous abordons la linéarisation des équations d’Ein-
stein autour de 'espace-temps Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker afin d’obtenir les équations d’évolution
des perturbations cosmologiques. Dans un second temps, la physique de I’'Univers primordial est abordée. Le
cas de l'inflation cosmique est plus particulierement traité, en nous focalisant sur le mécanisme de génération
des perturbations cosmiques originelles par amplification gravitationnelle des fluctuations quantiques du vide.

De nombreuses monographies sur le sujet existent. Nous nous référons principalement a Cosmologie pri-
mordiale de P. Peter et J.-P. Uzan [6], Cosmological physics de J. A. Peacock [7], et Quantum fields in curved
space de N. D. Birrell et P. C. W. Davies [8].

Comme le stipule le principe cosmologique, I’Univers est statistiquement homogene et isotrope, et donc rempli
de perturbations. La description homogene n’est valable qu’aux tres grandes échelles de longueur et il est évident
de part les observations que notre Univers contient des structures comme les galaxies ou les amas de galaxie.
Ces faibles perturbations correspondent donc par exemple a des sous-densités et sur-densités locales qui sont a
lorigine des galaxies et grandes structures observées dans notre Cosmos. Une étape cruciale dans la construction
du paradigme cosmologique est alors de connaitre la dynamique de ces perturbations, moyennant une source initiale
qui reste a déterminer. Le mécanisme a l'origine de la formation de ces inhomogénéités primordiales sera abordé
dans un second temps et nous nous focaliserons d’abord sur la description du type de perturbations attendues et de
leur évolution. Nous nous limiterons au premier ordre dans la série perturbative permettant de décrire un univers
« proche » de I'Univers purement homogene et isotrope. Autrement dit, nous ne considérons ici que la partie
linéaire dans le développement perturbatif des équations d’Einstein et des équations d’évolution des constituants.
Une telle approche est largement justifiée tant que le effets de non linéarité inhérents a la théorie gravitationnelle
qu’est la relativité générale sont sous-dominants. Les non linéarités concerneront toutefois essentiellement les petites
échelles de longueur. (Une composante des perturbations cosmologiques correspond aux sur-densités et sous-densités
locales décrites par le contraste de densité : dp/ (p) ou {p) est la densité moyenne, homogene, du fluide cosmique.
Au cours de I’évolution cosmique, les sur-densités vont accréter de la matiére par attraction gravitationnelle. Ainsi,
dp/ (p) va croitre jusqu’a potentiellement dépassé I'unité. L’approximation linéaire n’est alors évidemment plus
valide. L’instant et les échelles de longueur caractéristiques des sur-densités qui entrent dans la phase non linéaire
dépendent de la valeur initiale des inhomogénéités. Avec la normalisation du spectre de puissance initial, il apparait
que le contraste de densité est de I'ordre de 1 sur un rayon de 8h~'Mpc.)

Pour développer la théorie des perturbations cosmologiques, il est nécessaire que ’espace-temps M muni de la
métrique g,, et du tenseur impulsion-énergie 7}, décrivant 1’Univers réel, c’est-a-dire rempli de petites inhomo-
généités, soit « proche » de l'espace-temps FLRW (M), muni de la métrique de Robertson-Walker (g,,) et du
tenseur impulsion-énergie homogene et isotrope (T},,,). Encore faut-il donner un sens & « proche » 7 Cette question
est loin d’étre triviale. Elle suppose implicitement une procédure de moyenne qui permet d’approcher (M, g,,.,, T}0)
par ((M), (guv), (Tuw)). Toutefois, cette procédure est difficile en pratique. A titre d’exemple, on notera qu’une
moyenne spatiale dépend du choix des hypersurfaces ¥; et ne commute pas avec l'opération de dérivation par
rapport & t. Il en résulte que ((M),(guw),(T,w)) n'est pas solution des équations de Friedmann-Lemaitre. Rien
n’assure qu’une telle moyenne spatiale soit I’approche a adopter et, en accord avec le point de vue orthodoxe ici
choisi, nous considérons qu ;il existe une procédure telle que I’espace-temps moyenné ((M), (guw) , (Tj)) est bel et
bien décrit par le modele FLRW homogéne et isotrope présenté dans le paragraphe précédent. Toute inhomogénéité
sera donc décrite par les perturbations d’un tel espace-temps.
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De fagon plus formelle, supposer I'espace-temps décrivant I’Univers est un espace-temps FLRW perturbé assure
que I’Univers est en moyenne homogene et isotrope, mais I'inverse n’est pas vrai. Autrement dit, FLRW perturbé est
une condition suffisante pour avoir un espace-temps statistiquement homogene et isotrope mais pas une condition
nécessaire.

De fagon relativement générique, il convient de linéariser les équations d’Einstein ainsi que les équations donnant la dy-
namique des fluides cosmiques. Supposons notre univers rempli d’un champ scalaire . Les variables dynamiques sont alors
(guv) + 9910 et (@) + 0y telles que les quantités (-) sont solutions des équations dynamiques non perturbées, c’est-a-dire les

équations de Friedmann-Lemaitre en cosmologie. La linéarisation se traduit donc par le passage des équations complétes
Guv [(gur) + 6guv] = 87GTpy [{gpv) + 0guw, (@) + 0],

T (gpw) + 0guw, (@) + 9] =0,

aux équations perturbées
Gy Lgun)] + 6GS5D [5g,0) = 872G {<T,w> (g ()] + 870D (5,0, &o]} :

(D) (T4 (g @) + (D) ST\ 180, 8] +8Ds (T} (g (] = .
Dans les équations ci-dessus, les quantités entre crochet, i.e [], sont les variables dynamiques (par exemple les variables de
Pespace de phase) tandis que les « indices » entre parentheése, i.e. S (), sont des quantités paramétrisant S. Par exemple,
JGSL?W)) [6guv] dépend dynamiquement de §g,. mais paramétriguement de (g, ) dont la dynamique est déterminée par ailleurs,
grace aux équations de Friedmann-Lemaitre. Puisque (g...) et (¢) sont solutions des équations d’Einstein non perturbées, nous
cherchons donc & déterminer les 2 équations suivantes :

5GS9D (59,1 = 82GTSI ) (50,0, 61

(Dv)oT}” (69, 8] + 6Dy (TH) [(guv) 5 ()] = 0.
(gur)s(#))
Les premiéres étapes consistent donc a determiner les perturbations de 3 tenseurs fondamentaux : le tenseur métrique, le tenseur
d’Einstein et le tenseur impulsion-énergie. S’ajoutent a cela les perturbations des coefficients de connexion, qui interviennent

dans le calcul de la dérivation covariante et du tenseur d’Einstein.

Quelques remarques s’imposent. Nous utiliserons le temps conforme, noté 7, comme variable de temps, qui
se dérive du temps cosmique, ¢, via dyp = dt/a(t). Afin de dériver la théorie des perturbations cosmologiques,
plusieurs tenseurs et objets courants de la relativité générale doivent étre linéarisés et leur comportement vis-a-vis
des transformations de jauge étudié. Cela sera fait de fagon claire pour le cas du tenseur-métrique mais présenter
plus succintement pour le tenseur d’Einstein et le tenseur impulsion-énergie. Par ailleurs, le membre de droite des
équations d’Einstein décrivant les constituants de I’espace-temps comme source de gravitation, il est évident que le
comportement spécifique des perturbations cosmologiques dépend du nombre et du type de constituants considérés.
Cette monographie portant essentiellement sur I’Univers primordial pour lequel il est communément admis que le
constituant dominant est un champ scalaire, nous developperons ici la théorie des perturbations cosmologiques pour
un univers rempli de cet unique composant (un traitement plus générique et considérant plusieurs constituants se
trouve dans [6]).



Chapitre 1

Inhomogénéités cosmologiques

1.1 Quantités géométriques perturbées

1.1.1 Tenseur métrique perturbé

Pour étudier I’évolution des perturbations cosmologiques, il convient de linéariser les équations d’Einstein ainsi
que les équations d’évolution des constituants de 1’Univers, autour de la solution FLRW. Il faut donc dans un
premier temps perturber le tenseur métrique : g, — (guv) + 09uw, OU (guy) est le tenseur métrique de la métrique
de Robertson-Walker. La métrique inverse est alors g*” — (gh") — d0g"" et les indices p, v, etc. des quantités
perturbées sont élevés ol abaissés par application de (g"”) et (g,.) : 6" = <g“>‘> (g"P) 8gxrp. Silon reprend le
formalisme {341} de la relativité générale, I’écriture la plus générique des perturbations s’obtient en introduisant
un scalaire, N, un 3-vecteur, IN® et un tenseur 3 x 3, dgqp :

N—><N>+(SN7 Na_><Na>+5Na et gab_’<gab>+§gab7 (11)

avec (N) = a(n), (N*) =0 et (gap) = diag [a*(n)/(1 — kr?),a*(n)r?, a®(n)r? sin® §] pour un espace-temps FLRW.
Dans la suite, nous posons 6N = a(n)A et a=20N® = B®. De méme, nous posons a~26gsp = hgp. L'élément de
longueur au premier ordre est alors

ds® = a*(n) [(1 4 2A(n, %)) dn® — 2B, (n, 2°)dz*dt — (Yap + hav(n, ) da:adxb] , (1.2)

avec B, = 74, BP. Dans cette décomposition {3+1}, les indices spatiaux a, b, etc. sont élevés et abaissés par
application de 7% et v,;. Dans I'expression ci-dessus, nous avons explicitement rappelé que les quantités perturbées
dépendent du temps et de I'espace. Cette dépendance sera implicite dans la suite.

Il est important ici de rappeler quelques éléments de calcul tensoriel sur les métriques perturbées dans une formulation
{3+1}. Nous rappelons tout d’abord que si gy = (guv) + 09, alors son inverse est gh¥ = (gh¥) — dgH¥ avec la perturbation
contravariante obtenue comme dgh” = (gH7) <g")‘> dgox- On utilise donc la métrique non perturbée pour élever ou abaisser
des indices et il est aisé de montrer que guag®” = (gua) (9%7) + 6gua (g*Y) — {gua) 6" = 8 + gL — 8gi, = 6. Dans la
formulation {341} de la cosmologie, la métrique peut s’écrire comme

ds? = N?(z0) [dt2 — 'yab(mc)dmadmb}

et, conformément & une décomposition {3+1}, les parties spatiales sont levées et abaissées & 'aide de 743 : pour un vecteur
v?, nous aurons donc un covecteur v, = 'yabvb. Considérons maintenant un vecteur contravariant v* = (vo,v“), Son covecteur
associé est alors
2.0 2 b 250 2
vy = (N*0°, =N=y40°) = (N°X", —N*<v,).
Autrement dit, la partie spatiale d’un covecteur quadri-dimensionnel n’est pas égale au covecteur spatial mais a 'opposé du

produit de ce covecteur spatial avec la fonction d’intervalle au carré. Considérons maintenant un tenseur de rang 2, S*¥ tel que

500 S0a
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On définit les parties spatiales covariantes a l'aide de g4y : Sg = 74659 et Sop = Yac1aS?. Avec la métrique précédemment

utilisée, le tenseur complétement covariant associé a SH” est

500 7“{absg S00 —S0a

SHY — N4 — N4
_'Yabsg "Yac“/deCd —Sa0 Sab

Ainsi, le cotenseur spatial Sgj est égal (au facteur N4 prés) & la partie purement spatiale du cotenseur quadridimensionnel mais

les composantes mixtes (0a) se comportant comme la partie spatiale d’un vecteur, vont elle changer de signe.

La description standard des perturbations cosmologiques fait appel a la décomposition Scalaire-Vecteur-Tenseur
(SVT dans la suite) [9]. L’avantage essentiel d’une telle décomposition est qu’au premier ordre, ces trois composantes
sont découplées et peuvent donc étre étudiées séparément. Tout champ vectoriel peut se décomposer comme la
somme de la divergence d’un scalaire et d’un vecteur de divergence nulle :

B® = V"B + B* avec V*B, = 0. (1.3)

La variable B est une variable scalaire et B, une variable vecteur de divergence nulle. Puisque B, est de divergence
nulle, il comporte 3 — 1 = 2 degrés de liberté. De facon analogue, un tenseur peut se réécrire comme

hat = 2CYab + 2V Vo E + (Vo Ey + Vi E,) + 2E4, (1.4)

ou C' et F sont deux variables scalaires, E} une variable vecteur de divergence nulle et E,;, une variable tenseur de
divergence nulle, VE,;, = 0 et de trace nulle E_’aa = 0. Tout comme By, le vecteur E® contient 2 degrés de liberté.
Enfin, le tenseur Eg;, contient 9 composantes. Toutefois, ce tenseur est i) symétrique, ce qui supprime 3 degrés de
liberté, ii) de divergence nulle, ce qui supprime 3 autres degrés de liberté et iii) de trace nulle, ce qui supprime 1
degré de liberté. Le tenseur F,; ne contient donc que 2 composantes linéairement indépendantes. En conclusion,
les perturbations cosmologiques se décomposent suivant :

— 4 degrés de liberté scalaires qui sont les fonctions A, B, C et E,

— 4 degrés de liberté vecteurs correspondant aux 2 degrés de liberté du vecteur sans divergence B% et aux 2

degrés de liberté du vecteur sans divergence E?,

— 2 degrés de liberté tenseur correspondant aux 2 degrés de liberté du tenseur symétrique, sans trace et sans

divergence Eqy.
Comme on pouvait s’y attendre, la perturbation métrique (étant symétrique) contient a priori 10 degrés de liberté.
Une interprétation intuitive de ces différentes variables n’est pas évidente (elle dépend en particulier du choix de
jauge). On peut toutefois noté que, de fagon grossiére, A et C sont assimilables & des potentiels gravitationnels
tandis que B® peut étre associée & des mouvements de vorticité. Le cas de Egp, est quant-a lui beaucoup plus
simple : il décrit les ondes gravitationnelles.

Pour étudier 'espace-temps FLRW perturbé, nous émettons I’hypothese que ce dernier est « proche », mais bel
et bien différent, de 'espace-temps FLRW non perturbé. Cela suppose implicitement que nous pouvons comparer ces
deux espace-temps. Autrement dit, si 'on appelle ((M), (g,.)) Pespace-temps FLRW et (M, g,.,) 1’espace-temps
FLRW perturbé, cela suppose que nous sommes capable de définir la perturbation par dg,,(t,z%) = gu.(t,z%) —
(guv) (t,2%) en tout point de I'espace-temps et donc de mettre en correspondance les points de (M, g,,,,) avec ceux
de ((M), (guv)). Cependant, compte tenu de I'invariance par difféomorphisme de la relativité générale, il y a un
arbitraire dans notre fagon d’identifier les points d’un espace-temps et il n’existe donc pas d’identification canonique
entre les points de (M, g,,,) et ceux de ((M), (guv)). En effet, il est toujours possible d’effectuer un changement
de coordonnées arbitraire sans changer ’espace-temps FLRW. Cela aura pour effet de changer les coeflicients de la
métrique et certains de ces changements peuvent s’apparenter a un ou plusieurs termes perturbatifs. Si I'on effectue
par exemple la simple transformation de jauge 2 — y® = 2% + £%(n, 2°), la métrique FLRW devient

ds® = a®(n) [dn® — 2Bady”dn — (gap + hav) dy”dy’] ,

avec B, = —2&/ et hap = 2V,&. 1l est évident que ces deux quantités ne sont pas des perturbations physiques de
I'espace-temps FLRW, bien qu’elles en aient I’allure, mais simplement des « artefacts mathématiques » liés & un
choix spécifique du systéme de coordonnées. Puisque les perturbations présentées ci-dessus suppose un choix du
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systéme de coordonnées, il est donc indispensable de pouvoir identifier dans dg,, les degrés de liberté physiques
—propre a la variété perturbée—, des degrés de jauge —propre a l'arbitraire du choix du systéme de coordonnées et
qui peuvent donc étre annulées par un changement de coordonnées—. Puisque fixer la jauge revient & choisir un
systeme de coordonnées, on comprend aisément que parmi les 10 variables de perturbations, uniquement 10—4 = 6
sont indépendantes.

Afin de distinguer les degrés de liberté physiques des degrés de jauge, il faut étudier le comportement des perturbations
métriques suivant une transformation de jauge. La relativité générale est invariante sous l'action des difféomorphismes, c’est-
a-dire le glissement « doux » de tous les champs sur la variété ¢ — @, et cela indépendamment du systéeme de coordonnées.
Cela est rendue possible par le fait que la théorie étant invariante par un changement de coordonnées, il est toujours possible,
suite a l'action d’un difféomorphisme actif, d’effectuer un changement de coordonnées tel que les champs « glissés » cz; dans le
nouveau systéme de coordonnées sont égaux aux champs « non glissés » dans ’ancien systéme de coordonnées. Dans le cas des
perturbations cosmologiques, nous cherchons les transformations qui laisse la structure moyennées ((M) , (g, )) inchangée (dans
notre cas, il s’agit d’assurer que le modéle FLRW homogene et isotrope est invariant), ¢’est-a-dire qui modifie la métrique FLRW
non perturbée au premier ordre uniquement. Ce point se justifie ainsi : il est exiger que sous l'action d’un difféomorphisme,
Pespace-temps (M, g) reste proche de l'espace-temps non perturbé ((M),(guv)). Autrement dit, il est nécessaire que le
|6guv| < 1 avant comme aprés application d’un difféomorphisme. Cela est rendue possible par un glissement infinitésimal

zH — xh + EP.

Comme tout quadri-vecteur, le déplacement £* peut se décomposer suivant 2 degrés de liberté scalaires et 2 degrés de liberté

vectoriel encodé dans le 3-vecteur £* de divergence nulle, i.e. V%€, =0 :
€0 =¢r et €2 = Vs +£°.

Pour un tel changement de coordonnées infinitésimal, les tenseurs se transforment & 1’aide de la dérivation de Lie qui, pour un

tenseur métrique, s’écrit

5gw — 69;“/ + V;/ﬁ# + Vpﬁu,

avec §; = (a2§T, —a?V,€g — a2§_a). Dans la langage de la théorie des pertrubations cosmologiques, un changement de co-
ordonnées infinitésimal est communément appelé transformation de jauge. En décomposition Scalaire-Vecteur-Tenseur, les
perturbations métriques se transforment alors comme :
— modes scalaires

A At + Cer,

B — B—ér +£,

C— O+ %er,
E— FE+¢&s,
— modes vecteurs
Ba N Ba +§_a/7
Be — Bo 4 go
— modes tenseurs
Eeb _, gab,

Grace & un choix spécifique (et si possible judicieux) des quatres fonctions ¥, 4 des 10 degrés de liberté physiques sont
alors supprimés. Il est par ailleurs possible de prendre des combinaisons spécifiques des 10 coefficients de perturbations pour
construire 6 variables dites invariantes de jauge, c’est-a-dire qu’elles restent inchangées sous n’importe qu’elle transformation
de jauge. Les variables données dans les équations (1.5) & (1.8) en sont un exemple. On notera que le mode tenseur (les ondes

gravitationnelles) est par contruction invariant de jauge.

Différentes approches peuvent étre adoptées. D'une part, on peut fixer la jauge (par exemple telle que B = E = 0
et B, = 0) et travailler sur les variables propres & une jauge. D’autre part, on peut travailler avec des quantités qui
sont dites invariantes de jauge, ce qui veut simplement dire qu’elle ne changent pas par transformation de jauge.
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Un exemple de telles quantités invariantes de jauge est le suivant :

/

v o= —C—%(B—E’), (1.5)
/

» = A+%(B—E’)+(B’—E”), (1.6)

®* = EY - B°, (1.7)

E® = E%, (1.8)

Quelques remarques concernant les quantités invariantes de jauge s’imposent :

— On retrouve bien ici 6 degrés de liberté physiques : 2 sont scalaires, 2 sont vecteurs et 2 sont tenseurs

— Les modes tenseurs sont « naturellement » invariant de jauge. Il y a donc une propagation physique d’un
mode tensoriel, c’est-a-dire des ondes gravitationnelles.

— La variable ® s’apparente a un potentiel gravitationnel. On pourra en effet se rappeler que dans la limite
des champs faibles (autour de 'espace-temps de Minkowski) en relativité génefale, gog ~ 1+ 2Pg,¢ et la
variable ®q,;¢ s’interprete comme le potentiel newtonien dans I’équation des géodésique. Stricto sensu, ® n’est
toutefois pas le potentiel de Newton mais il correspond & un des deux potentiels de Bardeen.

— Supposons que nous nous placions dans une jauge telle que E = B = 0 et imposons 'absence de modes
vecteurs et tenseurs, i.e. B,=FE,=0cet E,; =0. La métrique perturbé s’écrit alors ds? = (1+29) dn2 —
(1 —20) yapdxda?.

11 est toujours possible de choisir d’autres variables invariantes de jauge comme par exemple X = &+ U + (a¥ /d’ )/.
L’approche la plus judicieuse consiste donc a se placer dans une jauge de maniére a ce que les perturbations
cosmologiques coincident avec des quantités invariantes de jauge. Cela est le cas pour (au moins) deux jauges
usuellement utilisées en cosmologie : la jauge de Newton d’une part et la jauge de feuilletage plat d’autre part.
De fagon intuitive, la différence entre ces deux jauges se comprend ainsi. Dans la jauge de Newton, ’expansion est
toujours homogene et isotrope. (Nous soulignons ici que pour bien saisir la différence entre les choix de jauge, il
est nécessaire de garder a l’esprit que nous parlons de 'espace-temps FLRW perturbé qui est proche mais différent
de V’espace-temps FLRW.) Cependant, la 3-courbure des hypersurfaces a4 temps constant (qui est constante pour
I'espace-temps FLRW) présente une dépendance spatiale puisque dR®) oc a=1(A + 3k)C(n, z%). Cette courbure
spatiale des hypersurfaces représente l'effet gravitationnel des perturbations cosmologiques. L’image est cependant
bien différente en jauge de feuilletage plat. Comme son nom l'indique, les feuilles tridimensionnelles d’espace ont
une 3-courbure scalaire nulle dans cette jauge (c’est la définition méme de cette jauge) mais les lignes d’Univers
x®* = cste ne sont plus perpendiculaires aux hypersurfaces d’espace et ’expansion ne peut plus étre vue comme
isotrope.

Parmi les différentes jauges couramment utilisées, nous mentionnons la jauge de Newton (ou longitudinale) pour laquelle
B = FE =0 et B® = 0. Les perturbations restantes coincides avec certaines variables invariantes de jauge : A = &, C = —,
E® = &% ¢t E®. Dans cette jauge, la fonction ¥ représente la courbure des sections spatiales & temps constant et il jouera le
role de potentiel dans I’équation de Poisson. ¥ est donc assimilable & un potentiel gravitationnel. Comment interpréter une telle
jauge ? Imposer B = B* = 0 signifie qu’il n’y a pas de terme du type Nydndz® dans la métrique. Ainsi, lorsque 1’on passe d’une
feuille ¥, & une feuille X, 1 5,, de espace-temps FLRW perturbé, un point p en 2® reste en 2® (les ligne d’Univers z% = cste sont
orthogonales aux hypersurfaces spatiales) : 'expansion est considérée comme isotrope et W représente la 3-courbure spatiale
des feuilles & n = cste.

Une deuxiéme jauge utilisée en cosmologie est la jauge de feuilletage plat pour laquelle C = E = 0 et £ = 0. Comme en
jauge de Newton, les perturbations restantes sont égales & des quantités invariantes de jauge : A= X, B = —a¥/d/, B* = —®@
et £, A T’inverse de la jauge de Newton, le terme Nydndz® = (VaB + B’a) dndx® n’est pas nul et les lignes d’Univers % = cste
ne sont plus orthogonales aux hypersurfaces ¥, (rendant l'interprétation en terme de potentiel gravitationnel difficile). Dans

une telle jauge (et c’est en fait sa définition), la partie scalaire de la 3-courbure spatiale des hypersurfaces est alors nulle.
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1.1.2 Tenseur d’Einstein perturbé

Les différentes composantes du tenseur d’Einstein perturbé sont données par les expressions suivantes :

6Goy = 6HC' —2AC +6k(A—C)—2HA (B - E'), (1.9)
Scalaire
6Goa = Va4 [2HA—-2C"+2kE — (2H' 4+ H? + 3k) B] (1.10)
Scalaire
+ SA(B, ~ Ba) +wE, — (2H + M+ 25) B,
Vecteur
6Gay = VoVu|[E"+2HE —2(2H +H* + k) E— B —2HB — C — A] (1.11)

Scalaire

+ [A(-E"—-2HE' + B +2HB+C+ A) — 20" — 4HC | o + [2 (2H + H?) (A — C) + 2HA| Ya»

Scalaire

+ Vi {(E{)) - Bb)>l +2H (E{)) - Bb)) —2(2H' + H* + k) By

Vecteur

+ Bl + 2HE, — 2 (2H +H?) Ew — Ay .

Tenseur

On pourra remarquer les spécificités suivantes :
— la composante (00) ne s’exprime qu’en fonction de perturbations scalaires;
— les 3 composantes (0a) s’expriment en fonction de perturbations scalaires et de perturbations vecteurs;
— les 6 composantes (ab) s’expriment en fonction des trois types de perturbations : scalaires, vecteurs et tenseurs.

1.1.3 Tenseur impulsion-énergie perturbé

La linéarisation des équations d’Einstein autour de I’espace-temps FLRW nécessite aussi de perturber le tenseur
impulsion-énergie. Durant la majeure partie de son histoire, I’'Univers est supposé rempli d’un ou plusieurs fluides
parfaits, homogene et isotrope. En toute généralité, c’est donc le tenseur

T =Y [(pi + P)ul'u? — Pig™]
i=1

qu’il convient de perturber. Dans ce paragraphe, nous nous limiterons cependant au cas plus spécifique d’un champ
scalaire ¢, dont le tenseur impulsion-énergie est

Ao
T = (@) (09) ~ o | o0~ V)| (112)

avec V(¢) un potentiel d’auto-interaction. Si le champ est effectivement homogeéne et isotrope (9, = 0), il se
ramene a un fluide parfait dont la densité d’énergie et la pression dans ’espace-temps FLRW sont (en utilisant le
temps cosmique t) :

~2

po = Too="-+V(p), (1.13)
T ¢°

P, = == —V(p). 1.14

s = =y V) (1.14)

On peut facilement se convaincre que si ¢p?/2 < V(¢p), alors w ~ —1 + € avec 0 < ¢ < 1. Le choix de ce type de
matiére est pertinent pour la physique de I'univers primordial. (Cela sera clarifié dans le chapitre suivant portant
sur linflation cosmique.)
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L’unique degrés de liberté pour perturber la « matiere » est donc ¢ — (p) + dp. Il faut toutefois garder a
Vesprit que T}, comme défini dans 'équation (1.12) implique le tenseur métrique et donc ses perturbations. A
Pordre linéaire, les perturbations du tenseur impulsion-énergie sont alors

0T = 0. () 0,00+ 0y () 0udp — b9 % (™) Ox () O () — V(<<P>)} (1.15)

Ao
- {9w) l—égax (0) 0o () + (g7) Ox () Dobp — Z—V 5@] .
? o)

Pour alléger les notations, nous utiliserons directement la notation ¢ (et non (¢)) pour désigner la partie homogeéne
du champ scalaire. Dans le cas de I'espace-temps FLRW perturbé, cela donne donc :

§Too = @6 + azg—::(;ga + 202 AV, (1.16)
Scalaire
0Toe = (“"2/)2 — a2V> By 4V, |¢'0¢ + <((p2l)2 — a2V> B, (1.17)
Vecteur Scalaire
(99/)2 2 > (901)2 2 > »

6Ty = 2 ( 5 @ V) Equ+ <2 —a V) (VoEy + VyE,) (1.18)

Tenseur Vecteur
+ [(gp’&p’ - azg—z&p —(A-C) () - 2a2CV) Yab + 2 <(¢2/)2 — a2V> V. ViE| .

Scalaire

Les résultats ci-dessus ont délibérément été écrits suivant la décomposition SVT. On pourra noter la cohérence des
résultats obtenus : en vertue des équations d’Einstein, le tenseur impulsion-énergie est proportionnel au tenseur
d’Einstein. Ainsi, compte tenu de la décomposition SVT du tenseur d’Einstein, il est nécessaire que les composantes
de 67}, suivent les regles suivantes :

— la composante (00) ne s’exprime qu’en fonction de perturbations scalaires;

— les 3 composantes (0a) s’expriment en fonction de perturbations scalaires et de perturbations vecteurs;

— les 6 composantes (ab) s’expriment en fonction des trois types de perturbations : scalaires, vecteurs et tenseurs.

Sous l'action d’une transformation de jauge, les perturbations du champ scalaire se transforment comme ¢ —
Sp + ¢ x €0, A partir de cette loi et des lois de transformations des perturbations métriques, il est possible de
définir des quantités invariantes de jauge comme :

x=06p+¢ (B-E'), (1.19)

ou encore .

a
Q:&pfca—f. (1.20)

On peut utiliser 'une ou lautre de ces quantités invariantes de jauge (on rappelle qu’il n’y a qu’'un seul degré de
liberté pour les perturbations du champ scalaire). On notera toutefois qu’en jauge de Newton, la variable x donne
directement les perturbations du champ scalaire tandis qu’en jauge de feuilletage plat, c’est la variable @) qui donne
directement accés & dg. Cette derniére est communément appelée variable de Mukhanov-Sasaki [10]. Finalement,
une variable invariante de jauge couramment utilisée en cosmologie primordiale est la variable

i !
R:O—a&fzalxc):—\p—(ﬁf)x. (1.21)
ap’  ap 0

Puisque sous une transformation de jauge C' — C'+a’€"/a et 5o — dp+¢'€0, on vérifie aisément que cette variable
est bien invariante de jauge.
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1.2 Dynamique des perturbations

1.2.1 Equation du mouvement

L’équation d’évolution des perturbations s’obtient a partir des équations d’Einstein pertrubées
0G, = 81GT,,
et de I’équation de conservation perturbée du fluide cosmique
1) (T“Z ) =0.

Ce jeu d’équation va se décomposer suivant un premier ensemble d’équation décrivant les modes scalaires, un
deuxieme ensemble d’équation décrivant les modes vecteurs et un troisieme ensemble d’équation d’écrivant les
modes tenseur. Compte tenu de la décomposition SVT des différentes composantes du tenseur d’Einstein, les
équations tenseurs se déduisent des composantes (ab), les équations vecteurs se déduisent des composantes (ab)
et (0a) et les équations scalaires se déduisent des composantes (ab), (0a) et (00) des équations d’Einstein. Par
ailleurs, les perturbations du champ scalaire étant par construction uniquement scalaire, I’équation de conservation
perturbée donnera une équation scalaire supplémentaire.

Modes scalaires— Pour le cas d’'un champ scalaire, I’équation de conservation perturbée revient a perturber au
premier ordre I’équation de Klein-Gordon :

2

o°v

X+ 2HY' — Ax + a? o907 X= @ (D' + 3W') + 2@ (¢ + 2Hy') . (1.22)

]

Comme on pouvait s’y attendre, cette premiére équation ne fait intervenir que des perturbations scalaires. Pour le

cas d’un champ scalaire, il n’y a qu’une seule équation dynamique provenant de I’évolution du fluide. Toutefois,

dans le cas plus générique d’un fluide parfait, la dynamique du fluide aboutirait & deux équations dynamiques,
I'une étant ’analogue de I’équation d’Euler et la deuxieme étant I’analogue de 1’équation de conservation.

Pour obtenir I’équation de Klein-Gordon perturbée satisfaite par les variables invariantes de jauge, on proceéde ainsi. De

fagon générique, 1’équation de Klein-Gordon perturbée est
" ’_ 2 >’V _ ’_ ’_ / " ’ /
5¢" +2HIQ' — Adp +a® | dp = (A" —3C" — AE') +24 (¢ +2Hy') + ¢/ AB.
»
Dans la jauge de Newton pour laquelle £ = B = 0, elle devient donc

9%V
8¢ + 2HS' — Adp + a?

37 Sp=¢' (A =3C") +24 (" +2Hy') .
%}

Puisque dans la jauge de Newton A = &, C' = —V et ¢ = x, ’équation ci-dessus se réécrit

2

0°V
X” +2HX’ —Ax+a2

2] = (o om0 (o o).

[

Or cette derniére équation n’implique que des quantités invariantes de jauge. Elle est donc valable dans n’importe quelle jauge.

Les équations d’Einstein perturbées vont alors amené 3 équations dynamiques supplémentaires (les composantes
(00), (0a) et (aa)) ainsi qu'une équation de contrainte (les composantes (ab) avec a # b) :

—3HY' + AV +35(®+T) = 4nG {w’x’ + an‘;X +2a*V |, (1.23)

H®+¥ = 4nGy'x, (1.24)
o'x — an—Vx + 242V
—(2+ V) (i”)2

4rG

{ 1A (D —0) + 0 4 2HY } (1.25)

+ (2H +H?) (@ + ¥) + HY
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et
=1, (1.26)

Cette derniere équation de contrainte n’est valide que dans la mesure ot nous considérons un champ scalaire
comme unique constituant de I’Univers. En effet, dans le cas plus générique d’un fluide parfait, des termes sources
supplémentaires, dus aux composantes scalaires des perturbations de vitesse et de pression anisotropes du fluide,
viennet s’ajouter dans les équations ci-dessus.

Modes vecteurs— Les équations du mouvement pour les modes vecteurs se déduisent des composantes (0a)
et des composantes (ab) des équations d’Einstein. Pour un champ scalaire, ’équation de Klein-Gordon ne donne
évidemment aucune contribution & ces modes. Mentionnons toutefois que pour un fluide parfait, la conservation du
tenseur impulsion-énergie aboutirait a une équation dynamique régissant la conservation de la vorticité du fluide
et de sa pression anisotrope.

Des équations d’Einstein, il apparait une équation de contrainte, purement spatiale et issue des composantes
(0a) :

Ad, + 26D, = 0, (1.27)
et une équation dynamique, purement temporelle et issue des composantes (ab) :
P/ + 2HD, = 0. (1.28)

Ces deux équations déterminent complétement la dynamique des modes vecteurs. L’absence de terme source est
une conséquence directe du cas particulier d’un champ scalaire. Pour un fluide parfait, un terme source liés a
la vorticité du mouvement du fluide apparait dans le membre de droite de I’équation de contrainte tandis qu’un
terme source du a la vorticité du tenseur de pression anisotrope apparait dans le membre de droite de 1’équation
dynamique.

Modes tenseurs— Tout comme pour le cas des modes vecteurs, I’équation de Klein-Gordon n’apporte rien
quant aux modes tenseurs. Leur évolution est décrite par une unique équation provenant des composantes (ab) des
équations d’Einstein :

B+ QHE!, + (2k — A) Egp = 0. (1.29)
L’absence de terme source provient simplement du cas spécifique d’un champ scalaire. Pour un fluide parfait, un
terme source lié a la partie purement tenseur de la décomposition SVT du tenseur de pression anisotrope apparait
dans le membre de droite de I’équation ci-dessus.

1.2.2 Quelques généralités quant a I’évolution des perturbations

Modes scalaires— Les équations dynamiques peuvent se ramener & une équation de Schrédinger :

90// 2 ()0///
ug + |k — 4%—1—7‘[2—7‘(/-"—2(90/) - ug = 0, (1.30)

Vs(n)

avec ug = (a/¢") x ®p. La quantité P, correspond au mode harmonique, dépendant de n mais ne dépendant pas
de 2%, associés au potentiel ®(z% n) et la quantité k s’interpréte comme le vecteur d’onde associé & ce mode. On
notera que cette forme n’est valide que si ¢’ ne s’annule pas : on ne pourra l'utiliser si le champ scalaire oscille ou
dans une phase purement de Sitter. Décrire la dynamique des perturbations scalaires a 1’aide permet d’appliquer de
simples raisonnement issus de la mécanique quantique pour inférer le comportement des inhomogénéités cosmiques.
La quantité k2 est 'analogue de I’énergie tandis que la quantité Vg est un potentiel effectif, dépendant du temps,
qui mesure donc I'impact de ’évolution cosmique sur les perturbations scalaires. Par une simple analyse WKB, on
peut aisément comprendre le comportement des perturbations scalaires. Dans un régime adiabatique (au sens de
la dynamique de ’équation de Schrodinger, les solutions de I’équation (1.30) sont approchées par

i [" \/k2—Vs(n')dn' —i [ \/K2=V5(n)dn'
Ak e fﬂo S(n) n +Bk7 e fno S("?) g 5 Si kz > Vs(n/)

Us(n)’“ n (712 g _ [ N — 12 dn!
Cpp oo VIR |y = o VORI e .
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D’apres ’approximation précédente, on distingue donc deux cas :

— k? > Vg : le mode se comporte comme la superposition de deux ondes.

— k? < Vg : le mode se décompose suivant un mode croissant et un mode décroissant. Une amplification

potentielle des perturbations est donc possible dans ce régime via le mode croissant.

Deux remarques s’imposent ici. Premiérement, I’approximation WKB a bien évidemment ses limites. Elles ne
s’appliquent par exemple pas au cas des points tournants, points pour lesquels k? = Vg. Toutefois, une application
rigoureuse des méthodes WKB prenant en compte ces points tournants a été adaptée dans le cadre des perturbations
cosmologiques durant U'inflation primordiale [11]. Cette méthode est de plus généralisable & n’importe quel type
d’espace-temps, en particulier ceux décrivant les trous noirs [12]. Par ailleurs, il est possible de montrer explicitement
I'apparition d’un mode croissant et d'un mode décroissant dans le cas k* < Vg a l'aide d’une solution intégrale
(voir e.g. les pages 255 et 456 de [6]). Deuxiémement, I’équation (1.30) est homogene. L’absence de terme source
vient ici spécifiquement du fait que nous nous limitons au cas d’un champ scalaire comme unique constituant de
I’Univers. Si en lieu et place d’un champ scalaire, I'Univers se trouve composé d’un fluide parfait, un terme source
du aux perturbations d’entropie apparait alors :

90/, 2 s0///
k2(4n+H2H’+2((p,) (p,)]usSk(n)-

Une résolution par fonction de Green de cette équation inhomogene donne

u’s/+

us () = /0 " G, 9)Su(s)ds,

ou la fonction de Green Gy (n, s) est la réponse impulsionnelle & lopérateur £y [k2 - Vs (77)] Dans le cadre de
dn
I’approximation WKB, cette fonction de Green aura une forme identique a la solution WKB de I’équation homogene

(1.30). Ainsi, dans le régime k% < Vs, le mode croissant va pouvoir amplifier la source.

Modes vecteurs— En ’absence de terme source, on peut montrer que les perturbations vecteurs de la métrique
sont strictement nulles et cela méme dans le cas ou la possible source matérielle des perturbations vecteurs se soit
tarie dans un passé proche. En effet, la structure des équations implique que des que la source matérielle disparait,
les perturbations vecteurs de la métrique disparaissent instantanément. Autrement dit, les perturbations vecteur de
la métrique s’annulent en méme temps que la source : il ne peut y avoir de décroissance retardé des perturbations
métriques une fois la source matérielle tarie. Cela provient de la structure des équations du mouvement : les parties
spatiales et temporelles sont découplés et équation de contrainte A®, —2k®P, = 0 doit étre comprise comme valide
a tout temps. Compte tenu de cette séparation de l'espace et du temps, des solutions de type potentiel retardé
pour ®, n’existe pas. On se retrouve ici d’une situation quelque peu similaire & Péquation de Poisson en physique
newtonienne ! : lorsque la source (par exemple une masse ponctuelle) est enlevé alors le champ gravitationnel tombe
instantanément a zéro.

De fagon plus formelle, il peut étre montré dans le formalisme Hamiltonien ADM (pour Arnowitt-Deser-Misner)
qu’en Pabsence de source et pour x = 0, U'espace de phase des perturbations vecteurs (qui ne contient donc que
les perturbations de la métrique) se réduit & un unique point : il n’y a aucun degrés de liberté physique qui
correspondent a des perturbations vecteurs [13]. En effet, 'espace de phase contient a priori 4 degres de liberté
vecteurs. Cependant, ces degres de liberté sont confinés sur une surface de contrainte qui est donnée par la partie
purement vecteur de la contrainte de difféomorphisme spatiale. Cela impose 2 contraintes et le nombre de degres
de liberté se réduit a 2. Par ailleurs, cette espace de phase a deux dimensions doit encore étre quotienter par les
transformations de jauge. Ces transformations de jauge sur les modes vectoriels sont justement générées par la
partie vecteur de la contrainte de difféomorphisme spatiale : les orbites de jauge sont donc bidimensionnelles. En
prenant le quotient de I’espace de phase bidimensionnel avec I’espace des orbites de jauge, lui aussi bidimensionnel,
il ne reste plus qu'un point (i)a,pi,a) =(0,0) olt pg, = @’ est le moment conjugué de @,,.

Pour étudier la dynamique de ®,, il est nécessaire d’introduire une source. La partie homogene de I'équation
dynamique des perturbations vecteurs de la métrique se formule comme :

%, (CL') , (1.31)

a a

1. L’équation de Poisson sans source est méme exactement retrouvée dans le cas d’un univers spatialement plat, x = 0.
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dont la solution générique est

B (n) o a%(n) (1.32)

Notre Univers étant en expansion, les modes vecteurs décroissent nécéssairement. En présence d’une source vec-

torielle S, 2, la résolution par fonction de Green de la version inhomogene de I’équation dynamique des modes

vecteurs donne :
B = [ (8) O — $)3a(s)ds, (1.33)

ou O représente la distribution de Heavyside. Dans un Univers en expansion, a(s) est nécessairement plus petit que
a(n) si s < n, condition imposée par la distribution de Heavyside. Ainsi, bien que la dynamique cosmique encodée
dans la fonction de Green « dilue » la source de perturbations, cette dilution peut étre compensée par 1’évolution
propre du terme source.

Modes tenseurs— L’équation dynamique des modes tenseurs se reformule aussi comme une équation de Schro-
dinger :

" 2 a”
ur + | k° — o 26 | | ur =0. (1.34)

Vr(n)

Cette équation s’obtient en introduisant la variable ur = a X hqp i OU hgp i est la décomposition harmonique de
Eqp et k le vecteur d’onde. La quantité Vi = %/ — 2k s’interprete comme un potentiel effectif contenant 'effet de
la courbure et de la dynamique cosmique. Le raisonnement WKB, et les remarques concomitantes, proposés dans
le cadre des perturbations scalaires s’appliquent donc de fagon identique au cas des ondes gravitationnelles.

Notons que pour le cas spécifique d’'un Univers plat, x = 0, il existe une solution intégrale, quoiqu’implicite, a
I’équation différentielle ci-dessus :

ur(n) = a(n)

i o dn! n'
Ak+Bk/ iJrl<:2/ L,)/ dn”az(n”)uT(n”)]. (1.35)

a?(n') a?(n

Dans la limite des trés grandes longueurs d’onde (ou de fagon équivalente dans la limite d’un trés grand potentiel),
k — 0 et le dernier terme est négligeable. Ainsi, la solution a grande longueur d’onde est

T dy
a*(n’)

Dans un univers en expansion, le premier des deux termes correspond au mode croissant de la description WKB

pour k? < Vi tandis que le deuxiéme terme est le mode décroissant.

ur(n) = Ara(n) + Bra(n) /

1.2.3 Modes super-Hubble et sub-Hubble et modes oscillants et gelés

La discussion précédente concernant la dynamique des modes scalaires et des modes tenseurs montre que 1’on
peut essentiellement distinguer deux régimes. Le premier régime est un régime oscillant pour lequel la solution est
oscillante et ’amplitude des modes ne varient pas ou peu. Le second régime est un régime amplificateur pour lequel
la solution est la combinaison linéaire d’une exponentielle croissante et d’une exponentielle décroissante. Dans ce
régime, 'amplitude des modes peut croitre. Ce raisonnement se base sur une analogie formelle avec I’équation de
Schrodinger. 11 est donc tout a fait 1égitime d’importer les raisonnements de la mécanique quantique dans ce cadre.
Pour effectuer des raisonnements intuitif sur la dynamique des perturbations cosmologiques, il faut donc identifier
clairement le dépendance temporelle du potentiel effectif. On peut alors distinguer deux types de modes :

- k2> Vp /s ¢ le mode se comporte comme la superposition de deux ondes. On appellera ces modes des modes

oscillants.

2. On notera que ce terme source s’écrit comme S, = 87Ga2PII, ot P est la pression (isotrope) du fluide et I, la composante
purement vecteur de la décomposition SVT des perturbations de pression anisotrope.
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- k2 < Vp /s ¢ le mode se décompose suivant un mode croissant et un mode décroissant. Une amplification
potentielle des perturbations est donc possible dans ce régime via le mode croissant. On les appellera des
modes gelés.

Ce critere de classification des modes suit de pres leur dynamique dans le sens ou il est possible de conclure de
fagon univoque quant-a la forme générique de la solution (e.g. oscillante ou croissante) par une simple comparaison
de k a VT/S-

Il est possible de classer les modes suivant un deuxieme critere. Ce critere consiste a comparer la longueur
d’onde comobile des modes, donnée par A ~ 1/k a la distance de Hubble comobile dy(n) = a/a’ = 1/(aH). On
distingue de nouveau deux types de modes :

— A < dy : le mode est dit sub-Hubble dans le sens ou sa longueur d’onde comobile est inférieure a la distance

de Hubble comobile. En terme de nombre d’onde, cette condition se traduit par k > aH.

— X > dy : le mode est dit super-Hubble dans le sens ou sa longueur d’onde comobile excede la distance de
Hubble comobile. Cela se traduit par k < aH.

11 est usel en cosmologie d’identifier les modes oscillants aux modes sub-Hubble et les modes gelés aux modes
super-Hubble. Avec une telle identification, il est alors possible de conclure que e.g. si le mode est super-Hubble, il
est potentiellement amplifié. Il faut toutefois se méfier de cette identification qui n’est pas toujours pertinente. Pour
comprendre cela, considérons ’exemple des modes tenseurs pour lesquels Vi = @’ /a et deux types d’univers : i) un
univers A en expansion exponentielle pour lequel a(n) = —1/n avec n €] — 00, 0] et ii) un univers B dominée par
de la radiation pour lequel a(n) = n avec n € [0, +oo[. L’univers A est en expansion accélérée tandis que 'univers
B est, lui, en expansion décélérée. Pour chacun de ces univers, le potentiel effectif est donné par VFfA) =2/n% et
VT(B) = 0 tandis que la distance de Hubble comobile vaut dg_? ) = —n et dgf ) = 7. On retrouve bien que dans
un univers en expansion accélérée la distance de Hubble comobile diminue avec le temps alors que cette derniere
augmente avec le temps pour un univers comme B en expansion décélérée. Passons donc en revue les criteres de
classification des modes pour chacun de ces univers :

— Univers A : Considérons un mode de vecteur d’onde k. Le potentiel croit monotoniquement avec le temps.
Ainsi, & un instant quelconque 7, le mode est oscillant si k& > —+/2/n et il est gelé si k < —v/2/n. D'un
point de vue plus dynamique, le mode est d’abord oscillant pour les temps tels que 7 < —+/2/k et deviendra
ensuite un mode gelé pour les temps tels que 7 > —v/2 /k. Pour un nombre d’onde donné, la traversée du
potentiel se fera & ny,.(k) = —v/2/k. De méme, la distance de Hubble comobile décroit monotiquement. A
un instant quelconque, le mode est alors sub-Hubble si k > —1/n et super-Hubble si £ < —1/n. D’un point
de vue dynamique, le mode de vecteur d’onde k sera donc d’abord super-Hubble pour les temps tels que
1 < —1/k pour ensuite devenir super-Hubble pour les temps tels que n > —1/k. La traversée de la distance
de Hubble comobile a alors lieux au temps 74,, = —1/k. Ici, & un facteur v/2 pres, il est donc tout a fait
légitime pour mener des raisonnements intuitifs d’identifier les modes sub-Hubble aux modes oscillants et les
modes super-Hubble aux modes gelés.

— Univers B : Dans ce type d’univers, le potentiel effectif est toujours nul. Ainsi, les modes sont toujours des
modes oscillants. Pourtant, puisque la distance de Hubble comobile croit monotoniquement avec le temps, un
mode de vecteur d’onde donné k sera d’abord super-Hubble pour n < 1/k pour ensuite devenir sub-Hubble
pour les temps tels que n > 1/k.

L’exemple ci-dessus nous montre que s’il est pertinent d’associer « modes sub-Hubble » & « modes oscillants » ainsi
que « modes super-Hubble » a « modes gelés » pour les phases d’expansion accélérée, il ne faut toutefois pas le
faire dans les phases d’expansion décélérée. De facon générique, avant d’effectuer une telle identification, il faut
s’assurer qu’il y a bien une correspondance légitime entre ces deux criteres de classification des modes.
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Chapitre 2

L’Univers primordial : inflation
cosmique

Dans ce chapitre a venir, nous allons particulierement abordé la phase d’inflation cosmique. Il s’agit d’une ex-
pansion accélérée de I’Univers dans les tout premiers instants de son histoire qui fournit, entre autre, un mécanisme
de production des perturbations cosmologiques. Dans ce cadre et en vertu de la discussion précédente concernant
la classification des modes propres des perturbations cosmologiques, nous utiliserons donc regulierement la classi-
fication super-Hubble/sub-Hubble des modes, mais avec toujours comme arriére pensée que cette classification est
pertinente d’un point de vue de 1’évolution des modes car elle est identifiable & la classification oscillant /gelé.

2.1 Limites du « vieux » modele de Big Bang

Si nous revenons a la fin des années soixante-dix, I’Univers en expansion était alors supposé rempli de deux
types de constituants : la matiére et le rayonnement, et la constante cosmologique était supposée de valeur nulle.
Compte tenu de I’équation d’état de ces constituants, notre Univers était donc logiquement en expansion décélérée
depuis la singularité initiale jusqu’a nos jours. Il était premiérent dans une phase de radiation dominante pour
ensuite entrer dans une phase de matiere dominante. Par ailleurs les mesures du rayonnement de fond diffus
cosmologique, détecté depuis une quinzaine d’année, indiquaient que 1’Univers était, quelque 380 000 ans apres le
Big Bang (soit un redshift de z ~ 1000), extrémement homogene et isotrope (les variations relative de 'intensité
du fond diffus cosmologique sont de I'ordre de 1075) et ses sections spatiales de courbure nulle, i.e. x = 0. Enfin,
il était déja évident que bien que I’Univers était trés homogene au moment de la libération des photons du fond
diffus cosmologique, il ’est beaucoup moins dans son histoire récente, comme en témoignent les galaxies et grandes
structures cosmiques, et il subit donc une évolution structurante et non homogénéisante.

Or cet état de fait passé était paradoxal! Il était concrétement impossible d’expliquer les observations du
fond diffus cosmologique et la mesure du taux logarithmique d’expansion Hy avec un Univers rempli des consti-
tuants standards : tension claire entre théorie et observation. Mentionnons donc ici trois problemes majeurs de ce
« vieux » modele de Big Bang [7]. Pour simplifier la présentation de ces trois problémes, nous considérons que la
phase de mati¢re dominante a débuté bien avant la libération du rayonnement de fond micro-onde. (Ce qui est
effectivement le cas. Mais nous admettrons ce fait pour le moment!) Les différents calculs seront donc menés dans
une phase de matiére dominante uniquement : a(t) = t2/3 (la normalisation importe peu ici car le raisonnement se
base essentiellement sur des rapports du facteur d’échelle). Les résultats restent toutefois qualitativement valides
si 'on ajoute la phase de radiation dominante.

Probleme de I’horizon— Le probleme de I’horizon touche a la structure causale de I’espace-temps « univers ».
L’incroyable isotropie du fond diffus cosmologique montre qu’a un redshift d’environ 1000, soit tcypp =380 000 ans
apres le Big Bang, I’Univers était essentiellement homogene. La distance maximale entre deux points présents sur
cette sphere « de libération du fond diffus cosmologique » est de l'ordre de la distance comobile parcourue par les
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photons fossil :

o dt 13 ,1/3
A(tCMBat):/ =3t —this |-
X 0 - a(t) {0 CMB}

Les mesures cosmologiques indiquent que tg ~ 13.7 x 10° années : to > tcyp et I'Univers était, 380 000 apres le
Big Bang, homogene sur des distance comobile de 'ordre de notre horizon cosmologique aujourd’hui. Le volume
comobile d’Univers homogene est donc de 'ordre de Ai (tcmB, to) ~ to. Par ailleurs, I’horizon de particule & cette
époque est donnée par I’horizon cosmologique passé estimée d tcyms, soit ! :

tcmB dt

AL(0,t :/ o —gls
x(0,tcmB) ; o) CMB

Ainsi, le volume comobile des zones causalement déconnectées? & z ~ 1000 est de 'ordre de Ai(OJCMB) ~
tomp- On en déduit qu’au moment de la libération des photons du fond diffus cosmologique, le volume comobile
d’Univers homogéne contient environ 3 x 10* cellules qui sont causalement déconnectées. Comment plus de 10 000
cellules causalement déconnectées peuvent avoir été homogénéisées ? Puisqu’aucun mécanisme physique causal —une
considération évidemment légitime puisque I’homogénéisation nécessite interactions et échanges, et donc contact
causal— ne peut étre invoqué, ne resterait que le hasard ou un ajustement ultra-fin des conditions initiales!

De facon plus intuitive, on peut montrer que dans cet Univers rempli de matiere et de radiation, I’horizon
cosmologique comobile passé a un instant ¢ est de 'ordre de la distance de Hubble comobile dy;. Puisque dans
le cas ou tg > tcomp le volume comobile d’Univers homogene a z ~ 1000 est donné par I’horizon passé a tg,
ce volume est de lordre de d3,(t9). De facon similaire, le volume comobile des zones causalement connectées est
de l'ordre de d%(tCMB). Or dans un Univers en expansion décélérée —ce qui est nécessairement le cas avec de la
matiére et du rayonnement standard—, la distance de Hubble comobile ne peut qu’augmenter. Ainsi, d%”{(to) est
nécessairement plus grand que d%(tCMB). Autrement dit, tant que ty > tomp et que le fond diffus cosmologique
est incroyablement isotrope, le probleme de I'horizon est nécessairement présent dans un Univers continuellement
en expansion décélérée !

Le nombre de e-fold entre ¢ et ' > t est défini comme

N@w—m(ﬁg> (2.1)

Il donne une mesure du facteur d’expansion de 1’Univers entre deux instants. Lorsqu’évalué de tcyp & aujourd’hui,
il donne une premiere mesure de ’ampleur du probléme de I'horizon. A l'aide des valeurs numériques de tg et
tomp données précédemment et le toy-model ici considéré, le nombre de e-fold est de 'ordre de 10. Mais cela n’est
que la partie émergée du probléeme. Notre Univers étant supposé en expansion décélérée continuelle, la taille des
zones causalement connectées augmentent au cours de ’histoire cosmique. Autrement dit, si on remonte dans le
passé avant 1’émission du fond diffus cosmologique, ces zones sont encore plus petites et le probléme de I'horizon
ne fait qu’empirer! En supposant que notre modele classique puisse étre extrapolé jusqu’a 1’échelle de grande
unification, il apparait que I’horizon causale & cette époque (qui détermine la taille des cellules d’Univers causalement
connectées et donc homogénéisables) est exp(60) fois plus petite que 'horizon causale aujourd’hui?, i.e. dhomogene ~
exp(60) X deausal(tauT). Un nombre de e-fold de 60 serait donc la mesure appropriée de 'ampleur du probléme de
I’horizon.

1. On peut facilement s’assurer qu’en ajoutant une phase de radiation dominante s’étandant de t = 0 a t = ty < tcwmB, ’horizon
cosmologique passée reste bien défini et de valeur fini puisque :

ty tcmB
dt dt
AX(OvtCMB) = / (t) +/ — (t) .
0 A~y ty Gmatiere

Puisque lors d’une phase de radiation dominante a~(t) o V/t, la premiére des deux intégrales converge bien en t = 0 et est a valeur
finie.

2. Nous rappelons que ce caractére causalement déconnecté prend bien ici en compte la cumulation sur toute 1’histoire de ’Univers
depuis la singularité initiale jusqu’au temps ¢t auquel nous estimons ’horizon de particule.

3. On montre ce résultat de la fagon suivante. La brisure de grande unification a lieu environ tgur = 10730 seconde apres le Big
Bang. En supposant en premiere approximation, un univers rempli de matiere uniquement, le rapport entre I’horizon cosmologique
aujourd’hui et celui & tgyr est (to/tGUT)1/3. Ce rapport mesurant le rapport entre la taille minimale d’Univers homogeéne sur la taille
des zones causales & la brisure de grande unification, il se relic au nombre de e-fold via N(tquT,to) ~ 2In(to/tquT)*/?. On trouve
alors N(tgur,to) ~ 60.
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Considérons un univers rempli d’un fluide tel que a(t) = tP avec 0 < p < 1, assurant un univers en expansion décélérée. La

distance de Hubble comobile est donnée par
ti-p

dy(t) =
p

tandis que la distance comobile entre t; et t vaut
tl=—p _1-P
Ay (ti,t) = ————
1-p
Dans un tel univers, les distance comobile parcourue par les photons sont donc simplement données par des différences entre
les distances de Hubble comobiles estimées entre I'instant de reception et I'instant d’émission. Si nous sommes un observateur
en to observant le fond diffus cosmologique (homogene), libéré & tcvp < to, nous pouvons déduire que 1’Univers est homogene

a toymp sur une distance comobile au minimum de 'ordre de :
p
dhomogene (taMB) ~ Ax (tomB, to) = T dy(to) — dn(tcmb) |-
Par ailleurs, les points causalement connectés a tcnp sont nécessairement distant au maximum de
p
deausal (tomB) =~ mdﬂ(tCMB)-

Le probléme de I’horizon apparait dés-que dhomogene (tCMB) > deausal (fcmB). Autrement dit, dans un Univers continuellement

en expansion décélérée et présentant un rayonnement de fond homogene, le probléeme de ’horizon émergera dés-que

dH(to) > 2 X d’)—((tCMB)~

Il est possible de caractériser ’ampleur de ce probléme & l’aide du nombre de e-fold. Il vaut, entre tcyp et to :

N(tCMB,tO):pln( to >, p ln( dy(to) )

temp/ 1-p dy (tcmB)

Dans le cas ou tcmp < to, nous avons dp(tg) > dp(tcmp). Ainsi, le rapport entre taille caractéristique de 1'Univers ob-
servationnellement homogeéne a tcnvp et taille caractéristique des zones causalement connectées, toujours a tonmp, s’exprime

aisement en fonction du nombre de e-fold :

d t dy(t 1-—
homogens (fOMEB) _ _nl 0) = exp [ £ x N(tCMthO):| '
dcausal(tCI\/IB) d'H (tCMB)
Le rapport entre « taille ’homogénéité » et « taille des cellules causales » est directement relié au nombre de e-fold N(tcums,to),

c’est-a-dire (& un logarithme prés) le facteur multiplicatif d’expansion de 1'Univers de tcyp & aujourd’hui.

Probleme de la platitude— Le probleme de la platitude traite de la géométrie des hypersurfaces a temps
constant. En fonction des parametres cosmologiques, la premiére équation de Friedmann s’écrit :
Qn = Qtot - 17
avec .
© T Q2H?

Pour un Univers tel que a(t) = t? (avec p = 1/2 pour la phase de radiation et p = 2/3 pour la phase de matiére),
la « densité d’énergie normalisée » de la courbure des hypersurfaces varient comme €, o< t21=P), Puisque p < 1,
l'amplitude de ce terme ne peut qu’augmenter au cours de ’histoire cosmique, a moins que k ne soit de valeur
strictement nulle. Si initialement 1’Univers présente un niveau de courbure non nul (aussi petit soit il), il évoluera
nécessairement vers un état de plus grande courbure spatiale. Plus précisément encore, un Univers avec €,; = 0 est
instable puisque le moindre petit écart sera amplifié par I’expansion cosmique. Or nous observons qu’aujourd’hui,
la densité d’énergie de courbure €, est pratiquement nulle, ce qui nécessite qu’initialement 1’Univers était dans un
état de courbure nulle quasi-parfait! On montre en effet que pour que I'univers soit de courbure nulle aujourd’hui,
aux incertitudes observationnelles prés, il est nécessaire que €2, au temps de Planck ne difféere pas de zéro a plus de
10790 prés. Le probléme de la platitude est donc un probléme d’ajustement fin de I’état primordial de I’Univers.

On notera que ce probléme est inhérent a tout univers en expansion décélérée. En effet, Q,, = k/(a®*H?) = k/(a)?.
Lors d’'une expansion décélérée, @ ne peut que diminuer et 2, croit nécessairement. Le probléeme de la platitude
est donc qualitativement manifeste deés-lors que 1'univers construit est en expansion décélérée !
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Probléme des inhomogénéités— Les deux problemes précédents traitent de la partie homogene de I’Univers. Ce
dernier probleme porte quant a lui sur la dimension inhomogeéne du cosmos. L’Univers récent est clairement structuré
(rempli de galaxies et d’amas de galaxies) alors que ’Univers jeune (typiquement & tcump) est beaucoup plus
homogene. Cette évolution vers la structuration peut se comprendre ainsi : les grandes structures de I’Univers ont
cru, au cours de I’histoire de cosmique, par effondrement gravitationnel autour de tres faibles inhomogénéités. Mais
Ieffondrement gravitationnel nécessite, de nouveau, le contact causal. L’échelle de longueur comobile caractéristique
d’une perturbations vouée & effondrement gravitationnel est donné par la longueur des modes de Fourier : A ~ k1.
La distance causale est quant a elle quantifier par la distance de Hubble comobile : dy(t) = t17P/p. Cette derniere
croit de 0 & ¢ = 0 jusqu'a dy (o) aujourd’hui tandis que la longueur d’onde comobile des perturbations est constante.
L’effondrement gravitationnel a une longueur caractéristique A ne débutera qu’a partir d’'un temps précis dans
I’histoire cosmique donné par t,, = (p/k)'/(1=P). Avant cet instant, la perturbation est nécessairement acausale. Sur
cette base, on peut alors montré que si les perturbations se sont nécessairement formées a [’intérieur de 'horizon
cosmologique, elles n’ont pas eu suffisamment de temps pour s’effondrer.

On pourrait toutefois invoquer un mécanisme permettant de former des graines initiales t6t dans I’histoire
cosmique. Les scenarii envisagés a la fin des années soixante-dix se basaient sur I’apparition de défauts topologique
concomitants aux transition de phase. Or ces modeles ne permettent non seulement pas d’expliquer la distribution
des inhomogénéités cosmiques mais posent aussi de nombreux problémes. Et particulier, ’essentiel de la masse de
I’Univers serait contenu dans des défauts topologique de dimension nul, les monopéles.

Par ailleurs, 'apparition d’inhomogénéités primordiales d’une taille caractéristique supérieure a la distance
de Hubble semble nécessaire. La cartographie précise du fond diffus cosmologique montre de trés faible variation
d’intensité, trace des perturbations cosmiques au moment de la recombinaison. Plus important encore, ’analyse
des propriétés statistiques de ces anisotropies montrent une corrélation non nulle correspondant a des échelles de
longueur supérieures & dy(tcms)- 1l existerait donc, au moment du découplage matiére/rayonnement, des pertur-
bations cosmiques plus grande que la distance de Hubble (évaluée & tcms).

2.2 Inflation cosmique

2.2.1 Résoudre les problemes

Il est manifeste dans I’énonciation des trois problemes précédents que le caractere décéléré de I’expansion joue un
role clé, puisqu’il conduit nécessairement & un accroissement de la distance de Hubble comobile. Avant de montrer
en quoi l'existence d’une phase d’expansion accélérée dans I'Univers primordial permet de résoudre ces problemes,
rappelons que la distance de Hubble comobile se définit comme

Ainsi, lors d’'une phase d’expansion accélérée, la distance de Hubble comobile diminue au cours de cette expansion
spécifique. Supposons maintenant qu’'une telle phase ait bel et bien eu lieu lors des tout premiers instants de [’histoire
cosmique, bien avant la phase d’égalité matiere-radiation a t.q, et examinons en quoi elle offre une solution aux
problémes ci-dessus. Nous appellerons ¢; et ty < toq les instants initial et final de cette période. Une telle phase
est dénotée inflation.

Probléme de I’horizon— Pour résoudre le probleme de I'horizon, il faut s’intéresser a I’horizon cosmologique
comme mesure des zones causalement connectée qui, comme nous I’avons vu précédemment est bien approché par
la distance de Hubble comobile. Notre but est de montrer que la taille des zones causalement connectées en début
d’inflation (donnée par dy(¢;)) est supérieure ou égale a la taille typique de I'Univers homogéne au moment de la
libération des photons du fond diffus micro-onde (donnée par dy(tg)). Pour avoir
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FIGURE 2.1 — Représentation schématique de 1’évolution de la distance de Hubble comobile dy, en fonction du
temps cosmique ¢ pour un univers en expansion décélérée continuelle (courbe rouge), et pour un univers passant par
une phase d’inflation avant d’entrer dans une période d’expansion décélérée (courbe noire). S’il est possible pour
un univers inflationnaireque la distance de Hubble comobile soit au début plus grande qu’elle ne I'est aujourd’hui
(résolvant ainsi le probléme de I’horizon), tel n’est pas le cas d’un univers en expansion décélérée continuelle.

Entre t¢ et to, ’expansion est décélérée aboutissant a Z:EZ ; < 1. (C’est 'essence méme du probléme de 'horizon.)

Mais entre t; et ty, 'expansion est accélérée : la quantité dyy diminue et j:((ff)) > 1. Ce dernier terme peut donc
compenser le premier et si

on obtient bien

Le probléme de I’horizon est bien résolu! Ce point est schématiquement illustré sur la figure 2.1.

De fagon qualitative, bien que la taille des zones causalement connectées en fin d’inflation est bien plus pe-
tites que la taille caractéristique de 'Univers homogénéisé au moment de la recombinaison, cette taille était bien
plus grande en début d’inflation puisque cette derniére phase fait décroitre la distance de Hubble comobile. Ainsi,
I’ensemble de 'univers observable aujourd’hui était, grace a l'inflation, bel et bien compris dans une unique cel-
lule causale dans ses tout premiers instants. De fagon quantitative, la phase d’inflation doit compenser les 60
e-fold d’expansion décélérée qui ont lieu & partir de ¢f. Il est donc nécessaire, pour résoudre en pratique le probleme
de 'horizon, que 'inflation dure suffisamment longtemps pour que N (¢;,t¢) > 60.

Probleme de la platitude— D’un point de vue mathématique, le probleme de la platitude vient du fait que Q,
ne cesse d’augmenter lors d’une expansion décélérée. Or, puisque Q,, = £/(a)? et que @ augmente durant I'inflation,
il est evident que durant une phase d’expansion accélérée, la densité d’énergie de courbure va cette fois-ci diminuer.
Il est ainsi possible de « diluer » la courbure pour obtenir Q,(ty) < ,(t;). Nous insistons ici sur le fait que seule
une expansion accélérée offre cette effet de dilution de la courbure. De fagon plus rigoureuse, I'inflation permet une
augmentation (jusqu’a des valeurs arbitrairement élevées) du rayon de courbure des hypersurfaces spatiales mais
n’annule pas stricto sensu la courbure.

Pour résoudre quantitativement le probleme de la platitude, une dilution extréme de la courbure est nécessaire :
Q. (ty) ~ 1079, 11 est alors possible de montrer qu'une phase d’inflation suffisamment longue pour que 60 e-
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fold soient couverts permet d’obtenir une valeur aussi faible de la densité d’énergie associée a la courbure des
hypersurfaces spatiales.

Probléme des inhomogénéités— Le résolution du probléme des inhomogénéités par l'inflation cosmique sera
abordé en détail dans le chapitre suivant. Nous en donnons toutefois ici les gros traits afin de fixer les idées.
L’inflation résoud le probleme des inhomogénéités car il est possible de produire des perturbations cosmolo-
giques qui seront les graines primordiales nécessaire a la formation, ultérieure, des galaxies et grandes structures
par effondrement gravitationnel, et cela avec les bonnes propriétés statistiques pour expliquer la distribution de
matiére dans I'Univers. Ce mécanisme consiste en une amplification des perturbations cosmiques. Prenons pour
cela ’exemple des ondes gravitationnelles —les perturbations tenseurs— dans un Univers plat et dont la dynamique

est régie par
1

u’q’ﬂ—&—[k‘Q—a]uT:O.
a

Pour qu’il y ait amplification, il est nécessaire que k? < a”/a. Or durant I'inflation, le facteur d’échelle évolue
pratiquement de maniére exponentielle avec le temps cosmique. Si a(t)  eft, on montre facilement que a”/a o
e2Ht . Le terme de type potentiel dans ’équation de Schrodinger ci-dessus croit trés rapidement durant I'inflation
et devient nécessairement supérieur a k2 : 'amplification est alors possible —un mode exponentiellement croissant
apparait comme solution de I’équation d’évolution ci-dessus— et des ondes gravitationnelles primordiales sont alors
« produites » durant I’inflation! Le méme type de raisonnement s’applique aux perturbations scalaires, produisant
alors des inhomogénéités du potentiel gravitationnel ®, auxquelles sont évidemment associées des inhomogénéités de
densité. Il est important de réaliser que ’amplification ne peut avoir lieux dans un Univers en expansion décélérée.
En effet, a” est toujours négatif dans un tel Univers : la quantité k2 — a”’/a est donc toujours & valeur positive
et le mode croissant ne peut apparaitre : il ne peut donc pas y avoir amplification des perturbations a partir de
fluctuations extrémement faible.

Si 'inflation permet d’amplifier les perturbations cosmologiques, encore faut-il une source de production. Comme
il le sera expliqué dans la suite, les sources sont dans cette approche les fluctuations quantiques du vide dont
Pamplitude est accrue, dont la taille physique initialement microscopique (voire planckoscopique) est étirée jusqu’a
des valeurs astronomiques, et qui transitent d’un état virtuel & une état réel.

Par ailleurs, ce mécanisme est acausal. Durant 'inflation, la distance de Hubble comobile diminue et les perturba-
tions cosmologiques, pour lesquelles la longueur d’onde comobile est constante, vont rapidement sortir de 1’horizon.
Ainsi, les inhomogénéités primordiales amplifiées durant 'inflation sont de plus super-hubble. C’est d’ailleurs lors-
qu’elle deviennent super-hubble que les perturbations sont amplifiées! Une fois I'inflation terminée, dy; se remet a
croitre et les perturbations cosmologiques entrent de nouveau dans ’horizon cosmologique, permettant donc e.g.
des mécanismes d’effondrement gravitationnel, mais en ayant été au préalable amplifées. Ces petites inhomogé-
néités cosmiques laissent évidemment leur empreinte sur le fond diffus cosmologique sous la forme d’anisotropie
d’intensité. Toutefois, au moment du découplage matiere/rayonnement, les perturbations aux plus grandes longueur
d’onde ne sont toujours pas rentré dans I’horizon cosmologique & tcmp, expliquant pourquoi on trouve dans le fond
diffus cosmologiques, des anisotropies corrélées correspondant a des échelles de longueur supérieures a dy(toms)-

Pour résumer, le vide quantique offre une source de perturbations tandis que l'inflation permet d’amplifier et
étirer jusqu’a des échelles acausales cette source! Et de facon étonnante, 'inflation qui fut initialement introduite
pour résoudre le probléme de ’horizon et de la platitude, offre une réponse aux problémes des inhomogénéités.

2.2.2 L’inflation dans ses grandes lignes et ’approximation de roulement lent

L’idée de l'inflation consiste a générer une phase durant laquelle dy; dminue. On montre alors facilement que :

% (dy) <0<=da>0, (2.2)
c’est-a-dire une expansion accélérée. Une phase d’expansion accélérée a lieu si I’équation d’état du fluide cosmique
est w < —1/3. Une possibilité évidente pour obtenir une période d’inflation primordiale serait de considérer que dans
les tout premiers instants de ’histoire de I’Univers, seule la constante cosmologique importe dans la dynamique.
Toutefois, nous avons vu que la densité d’énergie associée a A n’est pas « diluée » par 'expansion et 1'Univers
serait alors continuellement en inflation. Ce qui n’est évidemment pas le cas!
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Pour pouvoir construire un modele d’Univers primordial contenant une phase d’inflation mais avec la possibilité
de stopper cette phase, on fait usuellement appel a un champ scalaire. Considérons donc que le fluide cosmique
primordial est dominé par un tel champ. Puisque

po=5 @4 V(g) e P,=
il est évident que w, < —1/3 si (¢)? < V(¢). Un modeéle d’inflation consistera alors & choisir un potentiel en forme
de puits. En plagant initialement le champ dans une configuration assurant w, < —1/3, la phase d’inflation pourra
débuter. Cette phase durera tant que la condition w, < —1/3 est conservée au cours de I’évolution cosmique.
Toutefois, le champ va tomber le long de son potentiel jusqu’'a atteindre une configuration telle que w, > —1/3 :
I’Univers quitte alors sa période inflationnaire. 11 s’agit ici d’une description qualitative de I’approche. D’un point
de vue plus quantitatif, il faudra que le potentiel et/ou les conditions initiales choisis soient tels que l'inflation
dure suffisamment longtemps pour que le nombre de e-fold durant cette période soit au minimum égal a 60 et ainsi
résoudre en pratique les problemes de I’horizon et de la platitude.
Pour étudier la dynamique inflationnaire en présence d’un champ scalaire, il est commode de reformuler les
équations de Friedmann avec ¢ comme parameétre d’évolution. On obtient alors les équations suivantes (parfois
appelées équations de Hamilton-Jacobi) :

dH
H,=—=-4 / 2.
R dg TGP, ( 3)
et
(H,)? —12rGH? = —327%G*V (). (2.4)

Une troisiéme équation s’avérera utile pour comprendre cette dynamique inflationnaire (elle se déduit de 1’équation
de Klein-Gordon et de la dérivée de la premiére équation de Friedmann) :

H=—47G ($)?, (2.5)

signifiant que le parametre de Hubble décroit nécessairement.

Dans ce schéma, construire un modele d’inflation c¢’est choisir un potentiel. Il est toutefois possible de mener
des prédictions sans connaitre la forme exacte de ce potentiel en se basant sur un scenario dit de roulement lent,
c’est-a-dire que le champ varie peu pendant la période d’expansion accélérée. On peut comprendre aisément que le
roulement lent soit propice a I'inflation : si le champ scalaire évolue peu, ¢ est trés petit et la condition (@) < V()
est plus facilement satisfaite. On déduit par ailleurs de ’équation (2.5) que H est pratiquement constante et qu’ainsi
a(t) ~ ef'. Le régime de roulement lent se traduit par deux conditions :

@)P < V(p) et ¢<3H. (2.6)
La premiére de ces contraintes permet de négliger le terme dynamique en H , dans I’équation (2.4). Ainsi :

81G
H? ~ TV(ap). (2.7)
Cette condition est aussi nécessaire a ce que d > 0. Toutefois cela n’assure pas que la solution reste dynamiquement
sur une trajectoire inflationnaire. En effet, pour que le champ scalaire évolue peu, il est nécessaire que ¢ soit petit
et qu’il le reste. Autrement dit que ¢ soit aussi petit. La deuxiéme contrainte permet justement cela et I'équation
de Klein-Gordon se simplifie en :

av
3HY+ — ~0. 2.8
P (2.8)
D’un autre point de vue, cette deuxieme condition assure que H ,, —c’est-a-dire la dérivée du terme dynamique

de I’équation (2.4)— est lui aussi trés petit *. En d’autres termes, la premiére condition assure I’expansion accélérée
tandis que la seconde permet a 1’Univers de s’installer durablement sur une solution inflationnaire.

4. On montre facilement en dérivant I’équation (2.4) que

AnG
Hpp —120GH = —— (p + 3H) .
@

En négligeant ¢ devant 3H ¢, on obtient H ,, ~ 0.
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Sous les hypothéses de roulement lent citées ci-dessous, la solution inflationnaire devient un attracteur [14].
On peut s’en convaincre de la maniere suivante. Considérons une petite perturbations §H autour d'une solution
quelconque H. En linéarisant ’équation (2.4), on trouve que H ,6H , = 12nGHJH dont la solution est

Y H

0H () = 6H (p;) exp (127TG d<p> : (2.9)
i e

Or ’équation (2.3) implique que H , et dy sont de signe opposé. L'intégrant est donc toujours négatif et on en

déduit les perturbations linéaires sont effacées. Par ailleurs, en injectant 1’équation (2.3) dans I’expression de dH,

on trouve : .
/ Hdt
t

str(e) = atipyexw (=3 [ Harl) = 1(p0) exp (31Nt 0)). (2.10)
Si ’Univers entre dans une phase d’inflation, le nombre d’e-fold évolue linéairement et toute perturbation linéaire
sera exponentiellement supprimée : toutes les solutions inflationnaires convergeront donc vers une trajectoire com-
mune. Par ailleurs, la solution de 1’équation (2.3) dépend du choix de la valeur initiale de H pour une valeur
initiale de . Pour que l'inflation soit prédictive, il est nécessaire que la solution H () évolue rapidement vers une
solution indépendante de ce choix initial. Or 0 H ((p;) représente précisément un choix de condition initiale différent
en ;. Puisque 0 H () tend exponentiellement rapidement vers 0, le choix de la condition initiale est extrémement
rapidement effacé.

Les conditions de roulements lents sont usuellement décrites & 1’aide des paramétres de roulements lents [15]. 11
existe plusieurs manieres de définir ces parametres et nous les listons ici :

— définition selon le potentiel :

1 (V. 1 [V
_ , t Su — PP ) 2.11
v 167TG(V> ooV 877G(V> (2.11)
— définition selon le champs :
(¥)%/2 ¢
=———— et d,=—"-. 2.12
T etV T T T3H, (2.12)
— définition selon le parameétre de Hubble :
1 H, 2 (InH), 1 H (Ineg),
=— ([=2) =——— L et fyp=— 22 ) =y — —2 2.13
= 4nG ( H ) g ¢ M T gme\H Mo (2.13)
Les conditions de roulement lents se traduisent par ¢; < 1 et §; < 1. Par ailleurs, w, = —1+ 2eg/3 et @ > 0

s’obtient si ey < 1. Le premier jeu de ces parametres révele que les conditions de roulement nécessite un potentiel
extrémement plat. Toutefois, ce jeu de parametres n’assure pas nécessairement la condition ¢ < 3H ¢ qui doit donc
étre ajoutée. Les deux autres jeux de parametres de roulement lent assure quant-a eux que les deux conditions de
roulement lent citées précédemment soient satisfaites. Ces différents jeux de parametres peuvent étre reliés les uns
aux autres par [15] :

eq =36, et g =30, (2.14)

- 3—5}[ 2 o €H 77}1 3_6H
Ev—EH(3_€H> et (5\/—1/47_‘_03_6]{-"- - (€H+5H)~ (2.15)

Il est possible, a partir d’'un développement limité suivant les parametres de roulement lent, de déterminer des
solutions inflationnaires analytiques approchées [15]. Nous n’aborderons pas ce point ici mais mentionnons tout de
méme que le nombre de e-fold durant I'inflation se déduit directement de la forme explicite du potentiel choisi :

o (2.16)

dy
. e Ve (p)
Le parameétre ey peut s’écrire formellement comme un développement de Taylor en fonction des parametres de
roulement lent €y, dy etc. En se limitant au premier ordre, on trouve eg = €y . Ainsi

i i

Pf 174
N(ti,ty) = —87G () dep. (2.17)
Pi ‘/#P
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Pour un potentiel polynomial V(¢) = Ap®, le nombre de e-fold est alors N(t;,t5) = 4nG(p? — @%)/a et les 60
e-fold sont atteints si ¢? — cp?c ~ 60a/47G. Puisque 4,0?0 est nécessairement positif ou nul, on obtient une limite

inférieure sur la valeur initiale du champ :
©i > 2.1\/& X Mpl. (218)

Ce dernier résultat souligne un point délicat inhérent a 'inflation. Puisque o > 1, la valeur initiale du champ est
nécessairement transplanckienne et il devient légitime de s’interroger sur la validité des raisonnement ci-dessus dans
la mesure ou la physique transplanckienne n’est pas encore connue. De fagon plus générique, s’il est évident qu'une
phase d’inflation primordiale résout I'essentiel des difficultés des « vieux » modele de Big Bang, il n’existe toujours
pas un mécanisme univoque et entierement satisfaisant pour initier une telle phase.

Dans cette approximation de roulement, il est possible de déterminer 1’évolution du facteur d’échelle en fonction
du parameétre eg. On notera tout d’abord que, par définition du temps conforme :

fEofd_fa
" axa ) aH

Nous pouvons alors effectuer une intégration par partie qui permettra in fine d’exprimer le temps conforme en
fonction du premier parametre de roulement lent eg :

_fdat_ 1 a1 dH
= H  aH a  aH aH?
En notant que dH = H x (4)~! x da et que, par définition, ey = —H/HQ, nous obtenons 1’équation

_ 77+/a2H (2.19)

Cette équation est exacte et ne présuppose en aucun cas ’approximation de roulement lent, la quantité ey devant
ici étre considérée comme une variable dépendant du temps sans aucune approximationquant-a cette dépendance.
Il ne s’agit que d’un jeu d’écriture qui découle des définitions du temps conforme, du parameétre de Hubble et de
er. Ce jeu d’écriture devient toutefois pertinent lorsque que 'on implémente I'approximation de roulement lent.
En supposant que eg < 1 et ne dépend pas du temps, 1’équation ci-dessus conduit a

S PR N .
n= aH aQHa n= aH eH axa

"= T,
——
=n
1
Y (2.20)
n

La fonction aH est nécessairement positive dans un univers en expansion et ez < 1. Ainsi, il est nécessaire que le
temps conforme soit & valeur négative! Par ailleurs, comme aH = a, une phase inflationnaire (i.e. & > 0) implique
que aH augmente. Ainsi, 7 va nécessairement varier dans la ’direction’ (—o0o) — 0. Puisque aH = H = a’/a, on
déduit aisément I'expression du facteur d’échelle en fonction du temps conforme dans ’approximation de roulement

lent :
1+emy

; (2.21)

aln) = av | <

ou a, est la valeur du facteur d’échelle & un instant pivot 1, durant I'inflation. On se rappellera alors que dans
Papproximation de roulement lent, le parameétre de Hubble est proportionnelle (& 'ordre 0) a la valeur de 1’énergie
potentiel du champ scalaire. Si choisir un modele d’inflation c’est choisir un potentiel d’auto-interaction pour le
champ scalaire, le parameétre physique pertinent est donc V(¢) ou, alternativement, H. Ce paramétre est, nous
semble-t-il, doublement pertinent. Il est pertinent du point de vue du modele microphysique, c’est-a-dire du potentiel
V (), et du point de vue de la dynamique cosmique car H fournit le taux d’expansion de I'Univers durant I'inflation.
Nous allons donc exprimer le facteur d’échelle en fonction du parametre de Hubble. On montre facilement que

1+€H € n H
H(’?) = Tten X |77| 7= H* () s

mUN
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avec Hy = (1 +eg)/(ax |77*\1+6H). Nous obtenons donc le facteur d’échelle en fonction du parametre de Hubble,
évalué a un temps 7, durant 'inflation :

a(n) = (L+eq)Hy ' x o] 7 (2.22)

On peut facilement se convaincre que cette évolution est quasiment exponentielle. Rappelons tout d’abord qu’une
évolution purement exponentielle est donnée par

H(t—t,) 1

a(t) = ase = a(n) = _H777’

avec H = constante. Puisque ey < 1, il évident qu’a 'ordre dominant dans I’approximation de roulement lent

ali) =~ +Olen).

avec H = H, + O(ey) = constante + Oep).

2.2.3 Deux modeles concrets pour fixer les idées

Univers de de Sitter— Une premiere modélisation tres simple d’'un Univers en expansion consiste a considé-
rer que durant l'inflation, I’Univers est bien décrit par l’espace de de Sitter. Ce dernier peut étre vu comme un
hyperboloide de dimension 4 plongé dans un espace minkowskien de dimension 5. L’espace de de Sitter est maxi-
malement symétrique mais de courbure non nulle : R = 12H? ot H est une constante. En effectuant un feuilletage
dit euclidien de cet espace, la métrique prend la forme d’'une métrique de Robertson-Walker avec k = 0 :

ds* = dt® — 2115 dada. (2.23)

On interprete alors ¢ comme le temps cosmique et le facteur d’échelle est alors a(t) = exp(Ht). On peut facilement
noté qu'un tel univers est bien en expansion accélérée puisque & = HZ?exp(Ht) est positif. Le paramétre H
s’interprete comme le parametre de Hubble, qui est donc constant dans un tel univers.
En temps conforme, cela aboutit a
ds* = % [dn® — 5abdx“dxb] , (2.24)
(Hn)

avec
e—Ht

H
Dans cette modélisation de I'inflation, le temps conforme varie de —oo en début d’inflation & 0 en fin d’inflation et

a(n) = —1/Hn.

N (2.25)

Champs scalaire massif— Pour fixer les idées concernant 'inflation générée par un champ scalaire, considérons
Pexemple simple d’un champ scalaire massif : V(p) = %m2<p2. Par ailleurs, nous allons mené les calculs a ’ordre
zéro en parametre de roulement lent. Les équations dynamiques sont alors :

H ~ %V(gﬁ), (2.26)
.V
o = -2 (2.27)

Pour qu'’il y ait expansion accélérée, il est nécessaire d’avoir ()% < V(¢). A partir des deux équations dynamiques
simplifiées, cette condition se traduit par V?o < 247GV?(¢p). Pour un champ massif, il est donc nécessaire d’avoir
comme condition initiale |¢| > 1/v67G, ce qui, en unité de Planck, donne || > 0.23 x Mp,.

Pour obtenir la dynamique compleéte, il nous faut résoudre les équations

AnG

H? ~ 7TTmQ(pQ, (2.28)
2

o = ¥ (2.29)

3H'’
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dont les solutions sont
m

t) = @;i— t 2.30
o) = vi- (2:30)

\/ it — ———t"
m (<p V487G )

Nous avons ici fixer ¢; = 0. Le champ scalaire décroit avec le temps tandis que le facteur d’échelle croit exponentiel-
lement. Pour s’assurer que les 60 e-fold sont bel et bien atteints, il est commode d’exprimer le facteur d’échelle en
fonction du champ scalaire (gardant & l’esprit que le champ scalaire diminue linéairement avec le temps cosmique) :

a(p) = a;exp 211G (o7 — ¢*)] . (2.32)

Q
—

~
=

a; exp (2.31)

Le nombre de e-fold est alors N (¢;,t) = 2rG (gpf — go?) (On peut facilement vérifier que la méme expression pour

le nombre d’e-fold se déduit de ’équation (2.17).) Pour obtenir les soixante e-fold , il faut alors @; ~ ,/% + go?.

L’expansion accélérée cessant aux alentours de ¢ ~ 0.23 x Mpi, on peut choisir ¢y de l'ordre de cette derniere
valeur. On trouve alors la contrainte suivante sur la condition initiale que doit satisfaire ¢ pour que 'inflation soit
suffisamment longue et ainsi résoudre les problemes de 1’horizon et de la platitude :

Pour mesurer 'ampleur du phénomeéne inflationnaire, considérons une masse du champ scalaire allant de
10~? Mp; 4 10~% Mp,. Nous considérerons de plus que ¢; ~ 3.1 x Mp;. On peut s’intéresser dans un premier temps
a la densité d’énergie du champ qui, dominée par le potentiel d’auto-interaction, est alors initialement de 1’ordre
de p; ~ 4.5 x m? x M3,. La densité d’énergie en début d’inflation varie de p; ~ 4.5 x 10718 M3, = 9.3 x 1058 GeV*
A p; ~ 4.5 x 10712 Mél = 9.3 x 105 GeV*. Dans un deuxiéme temps, on peut s’intéresser a la durée de I'infla-
tion. En imposant que 1’Univers quitte sa trajectoire inflationnaire une fois les soixante e-fold atteints, la durée
de I'inflation est alors (t; —t;) ~ 3.1 x v/127r/m. La durée de I'inflation variera de (t; —t;) ~ 9.8 x 10737 s pour
m=10"% Mp, a (tp—1t;) ~9.8x 10734 s pour m = 102 Mp;. Finalement, on peut caractériser I'inflation par son
échelle d’énergie Ej,;. Cette derniére est simplement donnée par le parameétre de Hubble initial® : H; ~ 6.3 x m.
Pour les valeurs considérées de la masse du champ, I’échelle d’énergie de l'inflation varie de Ej,¢ ~ 7.5 x 1010 GeV
pour m = 1079 Mp; & Epr ~ 7.5 x 10'3 GeV pour m = 107% Mp;. Ces valeurs numériques parlent d’elles-méme.
L’inflation est tout d’abord une phase extrémement bréve : en 10735 s, I'Univers est étiré d'un facteur 59! Ce qui
est grossierement le méme facteur d’étirement de 1’Univers durant les quelques 13.7 milliards d’années qui suivent
I’ére d’inflation. Deuxiémement, 'inflation est un phénomeéne de ultra haute énergie, convoquant donc la physique
des particules élémentaires, la théorie des champs, voir des idées de gravité quantique !

Autres modéles— Nous avons volontairement ici limité notre discussion au cas des modeles d’inflation dit les
plus simples. Tout d’abord, la valeur du modele basé sur I'univers dS est heuristique et non réaliste. En effet, dans
un univers dS, la sortie d’inflation n’est pas faisable, or 'inflation n’est qu’une étape de I’histoire cosmique et non
toute son histoire. Le modele & un champ dans les conditions de roulement lent constitue la classe de modele le
plus simple dans le sens ol seul un champ, qui plus est scalaire, est ajouté. Il s’avere en plus étre particulierement
prédictif. Cette classe de modeles souffre toutefois de certains problemes de naturalité, mentionné dans la suite de
ce mémoire. Pour pallier cela, des modeles a deux champs ont alors été proposés et une discrimination entre les
modeles a plusieurs champs et ceux a un champ est possible sur la base de la non-gaussianité des perturbations
produites ou de leur nature adiabatique/isocourbe. Nous ne souhaitons ici entrer dans les détails des différents
scénarios inflationnaires mais il ne faut pas non plus perdre de vue que :

— si les modeles a un champ sont les plus simples, ils souffrent encore de certains problémes de naturalités,

— les modeéles d’inflation ne se réduisent donc pas aux modeles & un champ.

Nous nous focalisons donc ici sur les modeles & un champ pour les raisons suivantes :

— ils ont une valeur 'pédagogiques’ car ils sont les plus simples et tout en gardant un fort pouvoir prédictif : ils

sont donc une entrée en matiere idéale pour 'inflation.

5. On peut facilement se convaincre qu’en unité naturelle, la paramétre de Hubble est bien homogéne & une énergie. Par ailleurs,
I’étude des perturbations cosmologiques durant ’inflation montre que la puissance des modes tenseur est directement proportionnelle
au carré de cette quantité qui apparait comme une caractéristique potentiellement observable de I'inflation.
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— Ce type de modeles n’est pas exclu par les données actuelles (qui toutefois ne discrimine encore que trés
partiellement entre différents modeles & un champ). Autrement dit, la classe de modeles les plus simples suffit
a expliquer les données cosmologiques.

— Comme nous le montrerons dans la suite, le probleme de naturalité de I'inflation dans les modeles & un champ
peut étre résolu dans le cadre de la cosmologie quantique a boucle, initialement introduite pour résoudre le
probléme de la singularité de Big Bang.

2.3 Inhomogénéités primordiales

Un des points essentiels de I'inflation cosmique concerne la génération de perturbations cosmologiques primor-
diales. Ce dernier phénomeéne est intéressant a plus d’un titre. D’un point de vue observationnel tout d’abord, les
perturbations cosmologiques produites durant cette phase d’expansion accélérée possedent les « bonnes » propriétés
statistiques pour expliquer les observations actuelles des anisotropies du fond diffus cosmologique et de la distribu-
tion de matiére dans I'Univers. (Comme nous le verrons ultérieurement, le spectre de puissance primordial du mode
scalaire est quasi-invariant d’échelle.) De plus, les détails microphysiques précis du mécanisme d’inflation comme
e.g. la forme du potentiel, laissent leur empreinte sur les propriétés statistiques des inhomogénéités primordiales.
Il est alors possible, du moins en principe, de « reconstruire » le processus inflationnaire a partir des observations
[16].

D’un point de vue plus théorique, obtenir les bonnes propriétés statistiques —c’est-a-dire un spectre de puissance
quasi-invariant d’échelle— est relativement générique dans le sens ou le formalisme de roulement lent, indépendam-
ment de la forme précise du potentiel, conduit & une telle forme du spectre®. Ce sont toutefois les faibles écarts
a linvariance d’échelle qui détermine partiellement les détails microphysiques du potentiel. Par ailleurs, ce méca-
nisme consiste en une amplification gravitationnelle des fluctuations quantiques du vide : 'origine des perturbations
cosmiques et donc, de fagon quelque peu raccourcie, des galaxies et grandes structures seraient les fluctuations quan-
tiques qui durant l'inflation ont transité d’un état virtuel vers un état réel. Ce processus, identique au phénomene
d’évaporation des trous noirs, n’est pas seulement digne d’intérét cosmologique. Il interroge aussi la physique
fondamentale comme une possible voie d’attaque de la quantification en espace-temps courbe!

2.3.1 Action perturbée

Pour déterminer ’évolution des perturbations cosmologiques durant ’inflation, nous devons utiliser les équations
déterminées précédemment. Il est aussi possible de développer 'action jusqu’au deuxiéme ordre en perturbations
pour ensuite dériver les équations du mouvement a ’aide du principe de moindre action. Cette deuxieme, dévellopée
dans les références [10], est strictement équivalentes & la premiére. Elle permet toutefois une lecture plus clair de
la théorie sous-jacente, en particulier en vue de la quantification des perturbations. De fagon formelle, I'action
perturbée sécrit :

S [guv, ] = SO g} (0)] + 3D S (g1 000) (691, 6] -

Le terme du premier ordre peut facilement étre omis car il tombera nécessairement a zéro en vertu du principe de
moindre action imposant que la trajectoire du fond est telle que §(VS =0 [10]. L’ordre zéro est simplement donné
par la somme de l'action d’Einstein-Hilbert et de I'action d’un champ scalaire minimalement couplé a la gravité,
pris sur la trajectoire du fond ((gu.), (¥)) :

50 = o [ty =@ {1R+ 300,000, () - V(e | (234

Le calcul de la perturbation au deuxiéme ordre est long et technique [10] et nous ne fournirons ici que le résultat
final. Avant cela, notons que nous ne considérerons pas ici les perturbations vecteurs. Comme il I’a été mentionné
précédemment, il n’a aucun degres de liberté physique de type vecteur lorsque les constituants de I’Univers ne
possede aucune perturbations vecteurs. Or tel est le cas pour un champ scalaire et il n’y aura donc aucune pertur-
bations vecteurs durant I'inflation. De plus, un champ scalaire ne fournit aucune source vecteur alimentant ce mode

6. Ce caractere générique de la prédiction inflationnaire doit évidemment étre temporisé dans la mesure ou 'on se limite & une
unique classe de modéle. D’un certain point de vue, ces modeéles & un champ scalaire constitue au moins ’approche phénoménologique
la plus simple. Mais d’un autre point de vue, ils manquent de justifications microphysiques et nécessitent pour la plupart quelques
ajustements fins ou des conditions initiales transplanckiennes.
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durant l'inflation. On peut donc le considérer comme négligeable. En se limitant aux modes scalaires et tenseurs,
I’action perturbée au deuxieme ordre est, dans un Univers plat :

1 Z,/
8PS (guer) = g/dndgz {(v’s)2 — 5% 0,v50pvs + zvé} (2.35)

Scalaire
1 3 ;N2 ab a”’ 2
+ 3 XS: dnd’z § (Vip)” — 6% 0avs,0vs,1 + 2T

Tenseur

Pour la composante scalaire, les quantités vg et z représentent respectivement 'unique degré de liberté scalaire et
leffet de I'expansion cosmique sur ce degré de liberté. Il s’exprime comme

ap’  ap
E —_— = — 2.
v_w (2.36)
/
vg = —zR=ax+ (6;;'0) v, (2.37)

ou vg, souvent appelé variable de Mukhanov-Sasaki, est bien invariante de jauge. Pour la composante tenseur,
I'indice s correspond aux 2 degrés d’hélicité des ondes gravitationnelles. La variables v, T est elle aussi invariante
de jauge et differe de ut par sa normalisation :

Q(U)Es _ur
V32rG  V/32nG
Que ce soit pour les modes scalaires ou tenseurs, ’action au deuxiéme ordre prend une forme identique a ’action

d’un champ scalaire se propageant dans un espace de Minkowski mais possédant une masse dépendant du temps. On
pourra donc utiliser les techniques de théorie des champs en espace de Minkowski pour étudier ces perturbations.

(2.38)

Vs, T =

2.3.2 Spectres de puissance primordiaux : définition

Le cadre standard pour la production d’inhomogénéités primordiales durant 'inflation est un cadre stochastique.
En effet, notre modeéle d’Univers consiste en un espace-temps statistiquement homogene et isotrope. Pour satisfaire
a cela, les perturbations cosmologiques doivent étre envisagées comme la réalisation d’un processus stochastique
sous contrainte d’isotropie statistique. Le schéma standard est donc le suivant : des perturbations issues d’une
source stochastique sont amplifiées par 'expansion exponentielle de I'Univers primordial. Les variables vg(1) sont
donc des champs stochastiques homogénes et isotropes et ce que I'on prédit quant aux inhomogénéités primordiales
sont leurs propriétés statistiques.

De fagon tres génériques, la statistique des perturbations est entiérement connue si 'on est en mesure de
déterminer tous les moments de sa distribution, c’est-a-dire si ’on est capable de calculer pour tout n € N

M = (o(ng,af) - v(ng, zp)

a partir des propriétés statistiques de la source. La notation (-) est & comprendre ici comme une moyenne d’ensemble.
D’un point de vue dynamique, les perturbations sont plus facilement décrite dans la base de Fourier. Les moments
se récrivent alors :

3k Bk,
Mu(n) E/(QW);/Q“'/W<Uk7(77f)‘"Ukz(nf»fk?(flf)"'sz(l“lfz)y

avec fra (%) les fonctions propres de 'opérateur Laplacien associées aux valeurs propres k%. Il est évident que le
moment d’ordre 1 doit étre nul car les variables de perturbations sont par construction des écarts a la moyenne :

(vga(ng)) = 0.

Par ailleurs, ’homogénéité et 'isotropie statistique implique que

<'Uk¢11 (77f vk“ 77f <Z ka) Sl Ny ﬂf)
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avec 63 (k%) la distribution de Dirac et Sj...,, correspond a I’ensemble des parameétres permettant de décrire la figure
géométrique que « tracent » l'ensemble des n 3-vecteurs {k{} sous la contraine Y ., k¢ = 0. Par exemple, pour

n =2, k§ = —k§ et la figure tracée sera un segment de longueur k; : la fonction Pv(Q) ne dépend que d’un parametre

qui est la norme du vecteur d’onde k§. Pour n = 3, la figure sera un triangle et Plsg) dépendra de 3 parametres qui
seront e.g. les normes des trois vecteurs d’ondes kf, k%, k. Enfin, on supposera aussi que les champs stochastiques
de perturbation sont indépendants d’un point de vue temporelle :

(wn,z$) - - v(nn, z2)) #0 si et seulement si 7 = -+ =1,.

En appelant P (5'1 n,M) les propriétés statistiques de la source & n’importe quel instant, une résolution en
fonction de Green des équations d’évolution des perturbations dans la base de Fourier, aboutit a
ny
P (81.mymy) = Gra(np,5) -+ Gra (ny, ) P™ (S1.n, 5)ds.

ni

Comme nous 'avons vu, les fonctions de Green possédent un mode croissant dans un Univers inflationnaire qui va
donc « servir » a amplifier les propriétés statistiques initiales des champs de perturbations.

De ce point de vue, prédire les propriétés statistiques des perturbations primordiales s’averent a priori étre,
au mieux, une tache longue et fastidieuse. Toutefois, les observations des anisotropies du fond diffus cosmologique
montrent que la statistique des ces inhomogénéités est essentiellement gaussienne. En vertue du théoreme de Wick,
cette statistique est donc entierement déterminée si ’on connait ses deux premiers moments. Puisque le moment
d’ordre 1 est nécessairement nul, reste donc a calculer le moment d’ordre 2. Dans l’espace réel, ce moment n’est
rien d’autre que la fonction de corrélation a 2 points qui, sous hypothése d’homogénéité et d’isotropie statistique,
ne dépend que de la distance entre les deux points r = /7,7% :

o(r) = ((ng, %) - -v(ng, = + 7).

L’analogue dans ’espace de Fourier de la fonction de corrélation & 2 points est le spectre de puissance. L’homogénéité
et lisotropie statistique assure que i) seuls les modes de vecteur d’onde opposé sont corrélés et ii) le spectre de
puissance ne dépend que de la norme du vecteur d’onde. Le lien entre fonction de corrélation a 2 points et spectre

de puissance est donné par
sin kr dk
/ Pol —_—, (2.39)
k
ou lintégration sur Pangle solide a été effectuée. Avec un tel hen7 le spectre de puissance mesure la puissance
corrélée par bande logarithmique de vecteur d’onde :

k3 k3
Po(k) = Vga VgaVla 2.40
(k) = s (Ot = 55 (avf) (2.40)
ol nous avons utilisé le fait que v(n, £%) est un champ a valeur dans R, ce qui implique v}. = v_ga.
De fagon plus précise, nous nous intéressons aux perturbations scalaires entendues comme les perturbations de la
3-courbure spatiale —la quantité R— ainsi qu’aux perturbations tenseurs entendues comme les ondes gravitationnelles

~la quantité E, pour les deux valeurs de ’hélicité—. Leur spectres de puissance en fonction des variables vg(T) sont

donnés par
2
> , (2.41)

> (Es(k,np)Ex(k,mp)) = (320G) x Z< > (2.42)

s=1
Pour résumer, « prédire » dans le cadre du scenario inflationnaire c’est donc calculer les propriétés statistiques
en fin d’inflation, des perturbations cosmologiques en tant que champ stochastique. Pour cela, il nous faut donc
i) connaitre la dynamique des perturbations durant linflation (cela revient a résoudre les équations d’Einstein
linéarisées) et ii) choisir un état initial, c’est-a-dire une source des perturbations, avec des propriétés statistiques
connues.

Vk,S
z(ny)

Py(k) wwwwwWFWX<

272

Vk,s,T

Pr(k)
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2.3.3 Conditions initiales de théorie quantique des champs

Il ne semble pas a priori nécessaire de recourir a la mécanique quantique pour que linflation amplifie les
perturbations. En effet, nous avons vu que la forme spécifique du terme de type potentiel suffit a faire croitre
les perturbations. Des perturbations classiques comme e.g. des fluctuations thermiques, seraient donc amplifiées
pour éventuellement atteindre un état d’amplitude et de distribution en énergie en accord avec les observations.
Pourtant une telle approche s’est avérée infructueuse et il est maintenant admis que la source microphysique des
perturbations cosmologiques est bel et bien d’origine quantique. Nous rappelons ici deux arguments en faveur d’un
tel choix pour les conditions initiales. Le premier argument est d’ordre théorique et a été donné dans [17]. Si cet
argument permet d’exclure les fluctuations classiques dans le cadre d’un raisonnement perturbatif, ils nous semblent
toutefois qu’il ne valide pas de fagon certaine une origine quantique des fluctuations. Le deuxiéme argument se base
quant a lui sur des faits observationnels et permet de constituer un faisceau de preuves en faveur de conditions
initiales quantiques.

Premier argument— L’idée générale consiste a soutenir que le niveau des fluctuations en fin d’inflation implique
nécessairement une densité d’énergie des fluctuations si élevée en début d’inflation qu’elle excederait celle du fond .
Si tel est le cas, le raisonnement perturbatif de départ serait lui-méme invalidé.

De fagon naive on peut se convaincre de cela de la maniére suivante. Durant l'inflation, la densité d’énergie
du fond (p), est celle du champ scalaire : elle est donc quasi-constante et donnée par la valeur du potentiel V().
Cependant, les fluctuations du champ scalaire étant des bosons, la densité d’énergie (dp) associée a ces dernieres
évolue donc en ¢~*. Dit autrement, 1’énergie des fluctuations décroit nécessairement durant ’inflation compte tenu
de la dilution cosmique. Nous avons donc pour le fond :

{p) (tr) = {p) (t:),

et pour les fluctuations
a(t;)
) ) = (
! a(ty)

Le rapport de la densité d’énergie des fluctuations divisée par la densité d’énergie du fond est (en utilisant le fait
que le nombre d’e-fold est au moins égal a 60 durant l'inflation) :

(6p) (t:) 240 (6p) (tf)

IO I

> (6p) (t;) = e N0t (5p) ().

Un raisonnement perturbatif valable tout le long de la phase inflationnaire implique %(:)f)) < €240 Or Pamplitude

observée des perturbations implique <<6 p”(i(:)f; > 7240, Autrement dit, 'amplification des fluctuations classiques du

81

champ, dans un raisonnement perturbatif, aboutit & une impasse

En quoi, un état initial quantique permettrait-il de résoudre ce probléeme ? Dans une approche de type théorie
des champs, les perturbations cosmologiques sont vues comme un champ qu’il faut quantifier. En utilisation une
quantification se basant sur les espaces de Fock, la densité d’énergie d’un état propre de I’'Hamiltonien s’exprime &

I’aide du nombre d’occupation Ny :
1

o Kt
6p) o | d*k— | Np+ = |.
o) o [ @k [t
Si I'on choisit ’état vide N = 0 comme état initial et que ’on suppose une régularisation parfaite de 1’énergie du
vide, il est alors possible de contourner I'impasse inhérentes aux cas des fluctuations classiques : la densité d’énergie

7. Ce raisonnement peut paraitre contradictoire. Toutefois, ce que I’argument affirme est le point suivant : la densité d’énergie
d’énergie associées aux perturbations décroit bien que I’amplitude des perturbations croit.

8. De fagon plus rigoureuse, les fluctuations de champ se comporte comme des bosons tant qu’elles sont sub-hubble. Ce point
n’invalide toutefois pas argument : la relation (dp) (ty) = e 4NWistr) (5p) (t;) est alors a remplacer par 8py(t) ~ e~ 4N (Eitk) 5o, (1)
ol dpy, est la densité d’énergie contenu dans le mode k et t; I'instant oli ce mode passe d’un sub-hubble & un état super-hubble. Or
pour que l'inflation « fonctionne » , il est nécessaire que I’ensemble de I’Univers observable aujourd’hui (et donc toutes les perturbations
qui si trouvent) soit contenu dans une unique zone causale en début d’inflation. Par ailleurs, durant l'inflation, les modes de petites
longueurs d’onde deviennent super-hubble plus tard que les grandes longueurs. Autrement dit, les perturbations possédant les plus
petites longueurs d’onde sortiront de ’horizon pour t; légérement inférieur a t;. Ainsi, Pargument ci-dessus s’appliquent au moins aux
perturbations cosmologiques de petite longueur d’onde.
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ne varie pas au cours de I'expansion accélérée mais une source de perturbation serait toujours présente compte tenu
des fluctuations quantiques.

Si le cas de conditions initiales classiques fait bel et bien face a une impasse, des conditions initiales quantiques
sont loin d’étre exemptes de problémes! Tout d’abord, cela requiert d’annuler toutes les énergies de point zéro
pour chaque mode k d’intérét cosmologique, et pas uniquement de régulariser la divergence ultraviolette (k — o).
Avec 60 e-fold , il est donc nécessaire d’annuler strictement ’énergie de point de zéro sur une trentaine de décade.
Si des conditions initiales de type théorie quantique des champs permettent donc de fournir une « source » des
perturbations cosmologiques, cela implique implicitement que les pathologies de cette théorie (ici le probleme de
la régularisation de ’énergie du vide) sont introduites dans le champ de la cosmologie !

L’argument ci-dessus permettant d’exclure les fluctuations classiques comme source des inhomogénéités cosmique amplifiées
par linflation repose sur le fait qu’une densité d’énergie décroissant trés rapidement durant l'inflation est associée au pertur-
bations. Tachons d’étayer I’argument dans le cas type des perturbations tenseurs. Nous considérerons de plus que 'univers
inflationnaire est bien modélisable par un espace de de Sitter : a(n) = —1/Hn avec H = cste le parametre de Hubble.

Si Ion réécrit I'action des modes tenseurs en fonction des variables Ej, cette derniére prend la forme de I’action de deux

champs scalaires (correspondant aux 2 états d’hélicité) non-couplés se propageant dans un espace courbe, i.e.
528 = ! E \/—gdtz {1 (g"") 9, ESBL,ES} .
32nG 2 .
S

Le tenseur impulsion-énergie des modes tenseurs est donc

T = [aMESaVES ~ 5 (o) {4) aAESaC,Es} .

La densité d’énergie des ondes gravitationnelles en fonction de la variable ur(n), est alors :

1 A3k d3q 1
167G | (2m)3 (2m)3 a?

2 .
roo(a®, ) = [l = a'un |+ eq® ur ] < expli (ke — a0 7.
Supposons une source classique, stochastique et statistiquement isotrope de fluctuation. La densité d’énergie sera alors entiére-
ment décrite par le spectre de puissance initial de ces fluctuations classiques : <uT(771-, EC)ux (ni, qc)> = (2m)3Pr(k,n;)d(ke — qc)
avec k = 4/|kckc|. En notant ur(n > n;) = T(n) X wr(n;) avec T solution de ’équation du mouvement du mode tenseur, la
densité d’énergie est donc

2
(T00(z%,m)) = 16;(;/ (2?)3 (S) [’T’(n) —aH x T(77)|2 + K2 ‘T(n)|2} Pr(k,mi),

ol nous avons volontairement réintroduit le parameétre de Hubble H qui est constant. Dans un univers de de Sitter, il est aisé
de déterminer les solutions de ’équation du mode tenseur & ’aide des fonctions de Bessel d’indice 3/2 :

(14 i2f) eik/all,

(—aH — ik + z#) cik/aH

=
s
Il
Te e

La densité d’énergie contenue dans un mode k est alors :
5 k

dpi(n) H? 2
dink (G) Rt (aTJ) ]PT(k’m)’

tandis que ’évolution de la puissance de la perturbation de mode k est :

3 a 2
me>m«<Z)P+(f)}%wwy

En début d’inflation, toutes les perturbations sont nécessairement sub-hubble : k/aH > 1, tandis qu’elles deviennent toutes

super-hubble en fin d’inflation : k/aH < 1. Avec les formules ci-dessus, il est évident que bien que la puissance des perturbations
augmentent durant 'inflation, leur densité d’énergie diminue. Plus pfecisément encore, la dilution de ’énergie est proportionnel
a l'amplification des perturbations. Autrement dit, une forte amplification de ’amplitude des perturbations implique une forte
dilution de leur densité d’énergie.
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Il convient maintenant d’appliquer le méme raisonnement dans un cadre quantique et d’assurer que la densité d’énergie
évolue différemment que dans le cas classique. Une quantification cohérente a la Fock pour un champ dont la masse dépend
du temps peut s’effectuer & l'aide du cadre théorique développé dans la référence [18]. Nous ne décrirons pas ici ce cadre
et nous nous limiterons au résultat qui concerne précisément notre argumentation. Quand n — —oo, la masse effective des
ondes gravitationnelles tend vers zéro. Il est alors possible de définir des états & Nj particules pour chaque mode k en début
d’inflation (du moins tant que k > aH, c’est-a-dire pour les modes sub-hubble). Un résultat essentiel de 'approche de [18]
donne ’expression de 1'opérateur hamiltonien associé & un état initial |Ng(n;)) & n’importe quel instant ultérieur. En partant

de cette expression, on peut montrer que la densité d’énergie par mode est

o> 1) = (N ()] 51 [Ne(i)) o< K Fi(o) [ M) + 5]
ot la fonction Fj(n) encode toute I'information liée & 1'évolution de la masse effective. (On notera toutefois que dans cette
approche, l'opérateur hamiltonien pris en n > n; n’est plus diagonal suivant la base |Ng(n;)).) Il est donc évident que si i) on
choisit I’état vide comme état initial et ii) I’énergie du vide est régularisée, alors la densité d’énergie des perturbations reste
nulle. Le spectre de puissance est quant-a lui donné par la fonction de corrélation & deux points du champs de perturbations
tensorielles. 11 s’écrit :

PU) = (Ni(no)] @i [N () o G ) [N + 5]

En choisissant le vide comme état initial, on obtient donc un spectre de puissance non nul, P(k) < k3G(n)/2. C’est bien
évidemment l’essence méme de l'inflation comme mécanisme & l'origine des perturbations cosmologiques : les fluctuations
quantiques du vide sont amplifiées par la dynamique extréme de I’Univers. Toutefois, si la densité d’énergie de ces fluctuations
est proprement régularisées, alors cete densité d’énergie reste de moyenne nulle (pour un exemple d’une telle régularisation,
voir e.g. [19]).

11 est toutefois important de garder & esprit que cela injecte de fait les questions standards de régularisation de I’énergie

quantique du vide dans le cadre cosmologique.

Les arguments théoriques ci-dessus procedent de deux manieres. La nécessité de conditions initiales provenant
de la théorie quantique des champs procede d’abord par la négative : c’est la contradiction inhérente a un choix
de conditions initiales classiques qui invite & se tourner vers un choix quantique. Ensuite, cette nécessité semble se
justifier de fagon plus positive : le vide quantique comme état initial ne souffrirait d’aucune contradiction. Toutefois,
cette seconde justification, positive, convoque aussi de nouvelles problématiques, en particulier la régularisation de
I’énergie quantique du vide. Ainsi, il nous semble que c’est essentiellement 'impossibilité de conditions initiales

classiques qui justifie théoriqguement le recours a la théorie quantique des champs.

Deuxiéme argument— Il existe une deuxiéme classe d’arguments, d’ordre observationnel, en faveur d’un tel
choix. Les anisotropies du fond diffus cosmologique sont une empreinte des perturbations cosmologiques générées
durant linflation et leur observation permet donc de remonter (du moins en partie) aux propriétés statistiques
de ces perturbations. Ces observations montrent que la statistique des perturbations scalaires est principalement
gaussienne, dans le sens oul aucun écart a la gaussianité primordiale n’a été jusqu’a présent observé [20], et que
son spectre de puissance associé est presque invariant d’échelle dans le sens ol le spectre de puissance par bande
logarithmique de nombre d’onde, Pg, est donné par une loi de puissance avec un indice spectral tres proche de zéro.
Le vide quantique comme état initial rend naturellement compte de ces faits d’observation ?. Une compréhension
intuitive de ces faits n’est pas évidente. Proposons tout de méme ici une premieére approche en considérant que les
perturbations cosmologiques sont décrites par un champ scalaire ¢ évoluant dans un espace de Sitter (ce champ ne
doit pas étre confondu avec le champ d’inflaton ¢).

Premiérement, I’état vide (& comprendre donc comme ’état vide de particules en moyenne mais constamment
animé de fluctuations quantiques) est un état cohérent. En effet, un champ scalaire dans un espace-temps de de
Sitter peut étre vu comme la collection infini d’oscillateurs harmoniques dont la fréquence dépend du temps. La
théorie de l'oscillateur harmonique montre que 1’état vide, entendu comme état fondamental, est un état cohérent.
Or les états cohérents sont des paquets d’ondes gaussiens centrés autour des trajectoires classiques. Leur statistique
est donc gaussienne dans le sens ou les fluctuations incessantes de la configuration du champ autour de sa valeur

9. Plus rigoureusement, la gaussianité des inhomogénités cosmiques vient d’un état initial gaussien, comme I’état vide, et d’une
évolution linéaire des inhomogénéités. Observer des non-gaussianités n’exclue donc pas de fait ’état vide mais peut aussi étre attribué
a une évolution non-linéaire, par ailleurs attendue a l’ordre 2 en perturbation.
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moyenne suivent une statistique gaussienne. En effet, on peut montrer que la fonctionnelle d’onde, qui décrit la
densité de probabilité de configuration du champ, est pour I’état vide [21] :

2
W [p,n) = ];[Nk(mm) X exp (%) X exp (iFk(m—,n) A ikm/Q) , (2.43)

avec les fonctions Ny, Fj et o des fonctions dépendantes du temps et du nombre d’onde k. La distribution de
probabilité des configurations du champ donnée par |\I/|2 est donc bien une gaussienne centrée en (¢;) = 0 et
donnant des fluctuations de configuration avec une puissance (¢7) = o (n;, 7).

Deuxiemement, le calcul explicite du spectre de puissance en fin d’inflation avec comme état initial le vide
conduit naturellement & un spectre presque invariant d’échelle. En effet, la fonctionnelle d’onde en début d’inflation
décrivant le vide de Bunch-Davies est simplement donné par une collection d’oscillateurs harmoniques de fréquence
k,2

_ klow
U [p,n] = HN]C X exp | ———— ikni/2 | . (2.44)
k

Le spectre de puissance initial par bande logarithmique est donné par

Po(k,mi) = 2k (¢7(m:)) /(2m)? o k2.

Cependant, dans un espace de de Sitter, Pamplitude des modes est justement amplifiée par un facteur ~ H/k. Le
spectre de puissance final est donc multiplié par un facteur (H/k)? et vaut Py (k,ns) o H?. On trouve un spectre
de puissance invariant d’échelle en fin d’inflation. Par ailleurs, le facteur d’amplification, H/k, est complétement
fixé par la dynamique inflationnaire. Il est donc indépendant du choix de 1’état initial. Il est donc nécessaire que
le spectre de puissance de ’état initial en début d’inflation soit proportionnel & k% pour avoir un spectre invariant
d’échelle en fin d’inflation. L’état vide fournit naturellement un tel spectre initial.

Actuellement, il semble que ce soit ces arguments d’ordre observationnel qui justifient de se placer dans le cadre
de la théorie quantique des champs pour choisir des conditions initiales quant aux inhomogénéités cosmiques. En
effet, cette théorie fournit naturellement des fluctuations qui sont de plus gaussiennes et qui, pour une dynamique
inflationnaire quasi-exponentielle, conduit a un spectre de puissance invariant d’échelle. Ce choix quantique apparait
ainsi comme une condition suffisante.

2.3.4 Quantification des perturbations

Pour calculer les spectres de puissance des perturbations cosmologiques, il nous faut quantifier ces champs.
Nous donnons ici I'exemple de la quantification a la Fock pour le cas des perturbations scalaires. Cette approche

se généralise facilement au cas des ondes gravitationnelles. Nous noterons [-, -] le crochet de commutation.
Quantification de vg— Pour ces perturbations, nous rappelons que la densité lagrangienne est '°
1 7\2 ab 2" 2
L= | (vg)" = 0" (Oavs) (Fpvs) + — (vks)” |- (2.45)

La variable de configuration est donc vy g et la variable de moment conjugué est

e,

Tk,S = W = Vg. (246)
S

On en déduit I'Hamiltonien sur les hypersurfaces par la transformation de Legendre

"

/ 1 / a
Hs(n) = /d?’x (mgvg — L) = 3 /d?’x ((vs)2 + 6900, v5Oyvs — % (Uk,s)2) . (2.47)

10. Nous considérons volontairement le cas simplifié, mais relativement réaliste (le "relativement" ne sera pas discuté ici), d’un univers
dont les sections spatiales sont euclidiennes. Les cas k = £1 sont toutefois traités de fagon similaire en utilisant la décomposition
harmonique des modes propres appropriée au cas de sections spatiales non plates [22].
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Nous avons donc a traiter le cas d’un champ scalaire dont la fréquence dépend du temps. Le champ et son moment
conjugué sont alors promus au rang d’opérateur, vg — 0g et mp s — 7,s. La dynamique est alors obtenue en
remplacant les crochets de Poisson par des crochets de commutations :

[0s(n, %), 0s(n,y*)] = 0,
[Fs(n,2), &s(n,y")] = 0, (2.48)
[Os(n, %), 7s(n,y")] = 0@ (a* —y*).

Les équations du mouvement sont obtenues par les équations de Heisenberg X =i [H , X } avec X = Ug, 7g; ces

deux équations se ramenant & I’équation de Klein-Gordon pour la variable vg :
z//
0§ — (A + ) vg = 0. (2.49)
z

Dans I'espace de Fourier, cette équation de Klein-Gordon devient une équation de Schrodinger car Adg — (—k?) x
k3.

La procédure de quantification va suivre la seconde quantification en décomposant les opérateurs de champ et
de moment conjugué suivant les modes propres de I’équation de Klein-Gordon, auxquels sont ensuites associés des
opérateurs création et annihilation, respectivement notés a}; et ay :

~ d3k ik-x * —ik-x

iy = /(27r)3/2 (ak X v se®* 4 alT( X v g€ k ) , (2.50)
A d3k ik-x * —ik-x

s = /(27r)3/2 (ak X (vk’s)/eZk —|—a£ X (vk’s)/e k ) , (2.51)

avec vy g une fonction du temps conforme uniquement et paramétrée par la norme du vecteur d’onde uniquement.
Conformément & la décomposition entre fréquences positives et fréquences négatives (voir la référence [8]), les
modes propres sont normalisés par le produit de Klein-Gordon. Ainsi, les fonctions v g sont normalisées par leur
Wronskien :

vks (vis) = vis (vs) =i (2.52)

On déduit de cette normalisation et de la décomposition de 0g et 75 que :

ak

i [ ((vhs) 050030 — (v7.) 7s)) =, (2.53)
aL = i/d3x ((Uk,s)’ ds(n,x) — (vk.,s) s (n, x)) elkx, (2.54)

et que la relation de commutation entre les opérateurs création et annihilation est la relation usuelle obtenue en
espace-temps de Minkowski :

el ] = = [[ (10st00, 7500 ()’ w10
+ s (1, %), 0301, 9)] (v s) (vie8)) € Y RX) @By
= _i/ ((UI:,S)/ (vw.s) = (vis) (Uk',S)/) (K1) x g3y (2.55)

= - ((UI:,S)/ (Vr,s) — (v;,s) (Uk?,S)I) 5 (k — X))

Les autres commutateurs sont nuls. On peut alors définir un espace de Fock a partir de ces opérateurs. L’état vide
sera donné par V k, ax [0) = 0.
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Création de paires particule/antiparticule— L’Hamiltonien prend alors la forme suivante

A dgk 2 2 Z” 2 T 1
Hs(n) = /(27T)3/2 [(Mfs| + (k - z) vk, s| ) (akak+ 2) (2.56)
1 , 2 5 Z” 9
“!‘5 (Uk,S) + [ K — ? ('Uk,S) axa_—k
1 .2 2" * \2
) <(”ké) + (k2 - z> (vi.s) >a;r(af_k] -

Pour comprendre la structure de cet Hamiltonien, retournons a la théorie quantique des champs en espace plat.
Dans ce cas, 2/ /2’ = 0 et vyg = €'¥ /1/2k. Ainsi, nous obtenons que

" "
(ko) + (= %) (oes)” = 029)° + (= 5 ) ()" =0

et
"y

1
]v;)SIQ + (k2 — i) |vk.s

On retrouve donc ’'Hamiltonien usuel pour un champ scalaire sans masse :

. 1\ &k
H = [k(alax+=) ——r.
s = [ oo+ 3) o
Ainsi, le premier terme de 'Hamiltonien donné par I’équation (2.56) est I’analogue de 'Hamiltonien ci-dessus :
il décrit une collection d’oscillateurs harmoniques dont la fréquence dépend du temps. Le deux termes suivants
correspondent alors a des termes de "couplage" entre le champ de perturbation scalaire quantifié et le champ
gravitationnel classique. Ces termes vont en particulier conduire a la création de particules. Considérons que 1’état

initial & n = 1, soit le vide défini par les opérateurs ax. Au bout d’'un temps dn suffisamment petit, I’état aura
évolué vers 'état |0(n; + on)) tel que :

0(n; +6m)) = [0(n;)) — idn x Hs [0(1;)) (2.57)
3 Z// 9
o) 1% [ g (028" + (1= Z) (is)?) a1

Dans I’état final, il y a donc eu création de paires de particules de vecteurs d’onde opposés. Pour chaque paire, on
vérifie facilement que I'impulsion totale reste nulle. L’opérateur impulsion P est défini par

N dBk/ , i
P:/ka Xak/ak,7

qui consiste simplement & calculer la somme vectorielle de ’ensemble des impulsions portées par chaque particule
présente dans 1'état considéré. Pour notre état [0(n; + dn)), on obtient alors !

(O(n; + o) P10(n; +0m)) = (0(n:)| P [0(m:))
=0
3
+ /R (2‘;)’;2 Fk) % (11 x (1 k x al.ag | 1)
-1 -k
3
- /Rg+ (2er)]§/2 Fk) % (Lellie) x (1oxd (=k) x a’ a i [123) -
=1 ——k

11. On notera que les termes croisés du genre (0(n;)| P |1k, 1_k) sont évidemment nul et que les termes du genre (1j,1_k|k X

a;r(,ak/ Ty, 1_k//> sont donnés par

T, 1 k x aT,ak/ 1k”7 17k” = 6(3) k' — k') x (5(3> k — k/) 1,1( 1y 1k k x CLT ax 1k
k k
+ SO~ K) % 83 (k — k) (Licl L) (Loie] (k) x @l i [1s0),

en limitant les vecteur d’onde k au demi-espace euclidien Ri nous permettant de scinder entre particule de moment opposé.
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Les intégrales ci-dessus sont limitées au demi-espace euclidien R? (dénoté R? ). Nous avons volontairement scinder
I’espace des vecteurs d’ondes de la sorte afin de faire explicitement apparaitre les moments de particules vectoriel-
lement opposés. La fonction F'(k) est simplement définie par

,5 ) " )
G (0% (1225 02)

et ne dépend que de la norme de k. Cela montre que (0(n; + 1) P [0(n; + 1)) = 0 : I'impulsion globale reste nulle
malgré la création de paires de particules.

2
F(k)

Dans un espace de Minkowski, 'opérateur de champ agissant sur ’espace de Fock s’écrit comme
b= | d®k t,2%) + af uk(t, 2
o= akUk(,Z‘ )+akuk(7x ) ’

avec aL et ay les opérateur de créations et annihilation. Nous noterons ici k = k% le 3-vecteur d’onde. L’état vide est donc 1’état
tel que ay [0) = 0. Les modes propres uy (t,z%) ne sont pas choisi au hasard pour construire I’espace de Fock. Ils constituent

une base orthonormée des solutions des équations de champ par rapport au produit de Klein-Gordon :
(uk, uyr) = 77L-/ (uk Ot ul*(/) d®z =63 (k — K'),
3¢

ou l'intégration se fait sur des hypersurfaces & temps constants ;. Le produit de Klein-Gordon est construit a partir du

Wronskien des modes propres pris sur une hypersurface. Il satisfait donc la regle de calcul suivante :

(gvf) :_(f*vg) :(f7g)*

Par ailleurs, ces modes sont données par

1
ug(t,z%) = — exp (—ikyz")
vk g
avec k* = (w, k) et w? — \k|2 = 0. Ils sont facilement obtenus en résolvant ’équation de Klein-Gordon dans ’espace minkowskien,
i.e. :

8,0t ¢ =0,

qui n’est rien d’autre que 1'équation d’onde usuelle. Le champ scalaire considéré a valeur dans R, nous avons uy = u_j. Par
ailleurs, ces modes sont des fonctions propres du vecteur de Killing 9; avec comme valeur propre (—iw). Ils permettent donc de
définir les fréquences positives. Par ailleurs, 9; étant un vecteur de Killing, cela signifie qu’il y a une quantité conservé pour le
mouvement des particules. Cette quantité conservée pour le cas spécifique du vecteur de Killing d; s’interpréte comme ’énergie.
Ainsi, les modes uy définissent bien les énergies positives.

Ci-dessus, nous avons choisi un systéme de coordonnées spécifique qui toutefois correspond a un référentiel inertiel. Considé-
rons la méme procédure pour un autre observateur inertiel auquel on associe le systéme de coordonnées y* = AL xV. L’opérateur
de champ s’écrit alors

= /d3k [brevie(,y") + bk (m, 9]

avec
1
vk (7, y") = —= exp (—ikuy") .
El \/E M
L’état vide relatif & cet autre observateur inertiel est donc défini par by |6> = 0. Toutefois une transformation de Lorentz

satisfait la relation AﬁAg = 62‘. Ainsi, les modes vy se ré-expriment en fonction du systéme de coordonnées x# comme :

1 1 k'
ve(7,y%) = T exp (—iAgAgkgmﬁ) = 7 exp (—ik;z“) =14/ o e (t,z).

Compte tenu de cette égalité entre les modes propres du champ, il est évident que les opérateurs ays et by doivent coincider
avec ky = A k... Ainsi, I’état vide du deuxiéme observateur inertiel (et ici plus généralement ’ensemble de l'espace de Fock) est
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égal & I’état vide du premier. L’énergie du mode vy s’obtient par application du vecteur de Killing 97 : drvi (7, y%) = —iwvy.

Si on applique maintenant le vecteur de Killing 9; & ce méme mode nous obtenons :

1 1

— _j _ _iAYARL! B

Ove = O [\/Eexp( lk#y“)] = \/Eat [exp( ZAMABkax )}
1

(—IAGALKL) x —= exp (—ikuy")

vk
= (—iw/) Vk-

Autrement dit, les modes propres relatifs aux deuxiéme observateur et d’énergie (positive) w sont aussi des modes propres

d’énergie (positive) pour le premier observateur avec une énergie w’ qui se déduit de w par la transformation de Lorentz
passant d’un observateur & l'autre. (On peut facilement se convaincre que si w > 0, alors w’ est aussi nécessairement positive :
w’ =(w — B-k). Puisque |8] < 1 et |k| < w, on trouve que nécessairement w’ est une énergie positive si w est aussi positive.)

Dans cette discussion concernant la théorie quantique des champs en espace plat, nous n’avons considérer que des systemes de
coordonnées cartésiens, reliés les uns aux autres par des transformations de Lorentz (et plus généralement par des transformation
du groupe de Poincaré). Il s’agit mathématiquement d’un choix de coordonnées naturel qui de plus posséde une signification
physique : ces systemes correspondent a des référentiels inertiels. Le point cruciale est que ’espace de Minkowski est invariant
sous action du groupe de Poincaré et il est alors possible de construire un espace de Fock qui est lui-méme invariant par action
du groupe de Poincaré.

Lorsque 'on passe a la théorie quantique des champs en espace courbe, il faut prendre pour acquis quelques faits de la
relativité générale : le groupe de Poincaré n’est plus un groupe de symétrie laissant invariant I’espace-temps et plus généralement,
un systéme de coordonnées n’a aucune signification physique a priori. Considérons donc deux systeémes de coordonnées arbitraire
z# et y*. Pour chacun de ses systémes de coordonnées, il est possible de trouver une base orthonormée selon le produit de
Klein-Gordon. L’opérateur de champ peut donc se décomposer suivant deux bases distinctes de modes propres, {uk(t, %) }k,w>0

et {vk(7,¥*) h,w>0 ¢

$ = / Ak [aneune(t,2%) + afuiy (1. 29)] |

-
Il

/d3k [bkvk(T, y®) + bL'Ul:(T, ya)} .
Puisque le changement de coordonnées est arbitraire, nous avons

Vg = /dSk/ [oakyk/uk/ + /gkyk/uli’:l

avec
*
ag k= (K, ugr) et By = — (Wk,uk/) .

(On pourra noter que dans le cas d’un espace minkowskien, ces coefficients définissant la transformation de Bogoljubov sont
ag k= /K [kx 6G) (k —K') et Bx,x’ = 0.) Les modes propres sont cette fois-ci obtenus en résolvant 1’équation de Klein-Gordon

en espace courbe, i.e.
1
——0u\/—99""0u¢ = 0.
V=gV
On construit alors un espace de Fock F{z*} défini suivant les opérateurs ay et un deuxiéme espace de Fock F{y*} défini suivant
les opérateurs by. L’état vide de l'espace F{z"} s’obtient par application de l'opérateur annihilation aj tel que ay |0) = 0,
tandis que I’état vide dans F{y*} se définit par opérateur annihilation by tel que by |(_)> = 0. De fagon générique, les états de
F{x*} seront notés |Ny) pour I'état & N particules de fréquences propre k tandis que les états de 'espace F{y*} seront notés
| Vi)
Les différents opérateurs s’obtiennent & 1’aide du produit de Klein-Gordon :
akx = (¢7 uk) et aL = (¢7 uf() )
b = (d), vk) et blt = ((;5, vl’:)

Ils sont reliés les uns aux autres via une transformation de Bogoljubov

b1l§ _ /dsk’ afc,k' 7ﬁlt,k' agrc’ )
bk _ﬁk,k/ O‘k,k’ ak,

Mk,k’
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t

La structure canonique de la théorie doit étre conservée. Ainsi, si [ak,ak/

[bk, bL,] =60) (k — X). Cela conduit & la condition suivante

] = 6®) (k — k'), on doit nécessairement trouver

/dgk” [O‘;J(//O‘k/,k” — ﬁ]:,k”ﬁk’,k”] = 6<3) (k — k,) 5
ce qui se ramene, plus simplement, a

/dgk// |:|ak,k” 2] = 1’

2
- ‘ﬂk,k”

3 .01
PR [ s 01 1 — B serr Brr e i | = 0.

De de fagon similaire, puisque [ck, ck/} = [CL, cL,} = 0 avec ¢ = a ou b, on obtient aisément que

/dSk” I:O‘k,k”ﬁk’,k” — ﬁk,k”ak’,k”] =0.

On notera que dans le cas particulier (quoique courant dans les phénoménes d’intérét cosmologique) ou la transformation de
Bogoljubov est telle que la couplage entre modes propres est non nul uniquement pour les modes de valeurs propres identiques,
e iy X 863 (k —K') et Br kX 63) (k — k'), la condition ci-dessus se raméne & dire que la matrice de passage My s est

diagonale par bloc avec chaque bloc de déterminant égal a 1, 7.e.
2 2
‘Oék,k’ - |Bk,k’ =1

La relation inverse s’obtient aisément en inversant la matrice de passage

R N e IV B wr bys
G'L Bk,k’ a;,kl bL/
—_—
Mk,k’

Les coefficients de Bogoljubov permettent de passer d’un espace de Fock & l'autre. Puisqu’ils sont définis par le produit de
Klein-Gordon des modes {uy } relatifs au premier systéme de coordonnées z#, sur les modes propres {vy} relatifs au deuxieme
systéme de coordonnées y*, ces coefficients sont donc dépendant des choix de systémes de coordonnées.

On peut alors s’intéresser a 1’état vide suivant les opérateurs by et chercher a calculer le nombre de quanta présent dans
cet état. Evidemment, si les quanta sont interprété dans l’espace de Fock défini par les opérateurs by, alors <(_)| bLbk ‘[_)> =0.
Mais si ’on ’intéresse maintenant au nombre de quanta interprétés dans I’espace de Fock défini par les opérateurs ay, nous

obtenons :

<(_)’ aLak ‘6> = <6 ’/dsk‘//dsk” (ali,k’bi/ +ﬂk,k’bk’) (ak,k”bk” +ﬁ]:k//b1—(//) ' (_)>

/d%//d?’k” Bicer B gerr (O] brerb,, [0)

—_——
/ ‘ﬁk,k’

5(3) (k' —Kk'")
2B
Le nombre de quanta suivant ay mais comptés dans ’état vide défini suivant by n’est donc pas nul! On pourra d’ailleurs noter

que pour que cela soit le cas, il faut que les coefficients de Bogoljubov By i/ soient non nuls. Ces coeflicients relient le mode vy
aux modes uy,,
états vide de F{z*} et de F{y*} coincident si les modes propres choisis dans le systéme x* ne contiennent que des fréquences

c’est-a-dire qu’ils relient les énergies positives suivant by aux énergies négatives suivants ays. Autrement dit, les

positives des modes propres choisis dans le systeme y*. De méme, pour un état & N particules d’énergie de vecteur d’onde q,
nous obtenons

/d3kz’/d3k" (O‘}i,k’blt’ +6k,k’bk’) (ak,k”bk/’ +ﬂl:,k”ka") ’ ]\_fq>

Na)]

(Na| afax |[Nq) = <Nq

/ &K / &K [agf e per (Na| bl bier [ Na) + Bicser B err (Na | bier bl

Ng (‘ak,q’2 + ’Bk,qf) +/|/Bk,k’

2 B
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Le dernier terme sous forme d’intégrale dans le résultat ci-dessus s’interpréte comme les fluctuations quantiques du vide |0) qui
viennent peupler I’état ’Nq>.

De fagon moins mathématique, on notera que la recherche des modes propres de ’équation de Klein-Gordon suppose
une résolution par séparation des variables. Puisque les solutions sont recherchées sur un espace-temps, cette séparation des
variables revient & se fixer un systéme de coordonnées. En particulier, un feuilletage séparant espace et temps est choisi. Pour
I’espace de Minkowski, tous les feuilletages correspondant a des observateurs inertiels sont reliés les uns aux autres par une
transformation de Lorentz. Or cela n’affecte pas la décomposition en modes propres du champ dans le sens ol & une fréquence
positive correspondant & un mode dans un feuilletage donné, correspond un unique mode de fréquence positive dans tout autre
feuilletage obtenu par application d’une transformation de Lorentz. Ainsi, la notion de particule entendue comme excitation
d’un mode propre a une énergie positive donnée ne change pas d’un observateur a ’autre. D’une certaine maniere, la structure
des modes propres est préservée lors d’une transformation de Lorentz dans le sens ou il y a une bijection passant des modes
propres d’énergie positive {uk }k >0 aux modes propres d’énergies positives {vk }x >0 Mais lorsque sur un espace courbe
nous effectuons un changement global de coordonnées (ou un changement de feuilletage), nous appliquons un difféomorphisme
passif. Or, l'espace des modes propres d’énergie positive {uk }x >0 par action des difféomorphismes passifs peut trés bien se
projeter de fagon non bijective a la fois dans I'espace des modes propres d’énergie positive, {vk}k >0, que dans 'espace des

modes propres d’énergie négative {vi }x w<o-

Propriété de I’état vide— Comme nous ’avons mentionné précédemment, une prédiction de l'inflation quant
aux perturbations cosmologiques consiste a calculer les moments de la statistique de ces perturbations. Puisque ces
perturbations sont décrites par un champ libre, évoluant toutefois dans un espace-temps dynamique, ’état vide
sera donné par un état gaussien. E()sn effet, la fonctionnelle d’onde décrivant cet état s’obtient par ay |0) = 0. En

remplacant g — Xvg et g — —im, il nous faut résoudre :

. )
/d?)’reflk'x ((vz,s)lﬁs + Z ('U]:,S) (Svs> \IIO [’l_ls] = O (258)

Nous avons volontairement mis une barre au dessus de v. En effet, ¥ ne doit pas étre confondu avec vy, 5. Le premier
correspond a une configuration du champ en tant qu’argument de la fonctionnelle d’onde. Cette configuration du
champ est indéterminée dans le sens ou ce qui fait justement sens, c’est comment la fonctionnelle d’onde dépend
de Ug en tant qu’argument couvrant I’ensemble des fonctions définies sur R3. Le deuxiéme correspond quant &
lui & une fonction solution de I’équation de Klein-Gordon permettant de définir I'opérateur de champ en fonction
des opérateurs création/annihilation et réciproquement. On peut s’en convaincre de la fagon suivante : vg couvre
I'ensemble des fonctions définies sur R? tandis que vy ¢ correspond aux modes propres convenablement normalisés,
c’est-a-dire les solutions de ’équation de Klein-Gordon normalisées par le Wronskien. En passant dans ’espace de
Fourier, ’équation fonctionnelle ci-dessus se ramene a

(vis) Drs +i (vhs) 5 | Wo[os] =0, (2.59)

dont la résolution nous donnera la fonctionnelle d’onde dépendant des configurations de champ dans I’espace de
Fourier plutot que dans I'espace réel. La fonctionnelle d’onde est donc :

vh o\ "
Uolos] = J[New —z(v’;2) X |op.s|? (2.60)
k

s

/ * ’ *

Yk,s ~ . Yk,s _
HJ\/exp Im <> x |or.s|” — iRe ( x |orsl® |,
. Vk,S Vk,S

ce qui correspond bien a un état gaussien. Puisqu’il s’agit d’un état gaussien, le théoréeme de Wick nous assure
que la connaissance de la valeur moyenne et la corrélation a deux points —ou encore le spectre de puissance dans
I'espace de Fourier— des perturbations en fin d’inflation suffit & déterminer ’ensemble de la statistique. Puisque
I’état gaussien est centré en zéro, la valeur moyenne des configuration du champ de perturbation sera nulle. Il
faut évidemment que cela soit le cas car nous traitons explicitement de perturbations. On peut aussi facilement se
convaincre que (0| vg |0) est bien nulle. Reste alors & calculer le moment d’ordre deux. La fonction de corrélation a
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deux points, dans un langage quantique, s’exprime comme

§us (r) = (0] s (07, %)0s (07, x + 1) [0) - (2.61)

En passant dans l'espace de Fourier pour obtenir le spectre de puissance par bande logarithmique, on montre
facilement que

k3
Pus(k) = 55 % [ons(p)|” % (0] afax + axaf 0) (2:62)
k3 2
= ﬁxwhs(ﬁf)\ : (2.63)

Pour déterminer le spectre de puissance des perturbations scalaires en fin d’inflation, il suffit donc de connaitre les
modes propres du champ en fin d’inflation moyennant une définition appropriée de ces modes en début d’inflation. Or
un choix spécifique de modes propres (autrement dit le choix des constantes d’intégrations en début d’inflation dans
la résolution de I’équation de Klein-Gordon) correspond a un choix spécifique de I’état vide en début d’inflation.
Pour finaliser le calcul des spectres de puissance, il faut donc choisir cet état vide initial.

Pour les modes tenseurs— Avant cela, mentionnons rapidement que dans un cadre quantique, le spectre de
puissance des pertrubations tenseurs est donné par :

B
Pox (k) 53 X D vk (np)]” % (0] a aie.s + axay 0) (2.64)
s=1

2

x> ok (ng)] (2.65)

s=1

/{33
o2

Ce résultat suit exactement le cas des perturbations scalaires avec les deux spécificités suivantes :
— les modes propres sont maintenant solution d’une équation de Klein-Gordon dont la masse dépendante du
temps n’est plus z”/z mais o’ /a;
— il faut prendre en compte les deux états d’hélicité des ondes gravitationnelles.

Choisir le vide— Une particularité de la théorie quantique des champs en espace courbe est ’apparition d’états
vides différents selon 'observateur considéré. En effet, & un changement d’observateur, non-inertiel, correspond un
changement, non-Lorentzien, du systéme de coordonnées, en particulier de la coordonnée de type temps, et donc une
nouvelle maniére de définir les excitations d’énergie positive du champ. Ainsi, I’état fondamental, vide d’excitation,
va changer d’un observateur a un autre et il n’existe pas d’état vide canonique comme dans un espace-temps
Minkowskien. Cette particularité amene a se poser toujours la méme question lorsque 1’on aborde le comportement
d’un champ quantique en espace courbe : quel état vide correspond a 1’état fondamental ?

Plusieurs criteres existent pour répondre a cette question. Tout d’abord, si ’espace présente un vecteur de
Killing de type temps global, il est aisé d’utiliser un systeme de coordonnées ayant comme coordonnée temporelle
celle associé au vecteur de Killing pour définir les énergies positives et négatives et par conséquent appliquer
aisément la procédure de seconde quantification, qui se fait sur des tranches a temps fixé. Cependant, dans un
espace-temps donné, il n’est pas toujours possible de définir un vecteur de Killing de type temps partout. Dans
ce cas, il faut alors chercher un systéme de coordonnées relatif a un vecteur de Killing dans une région donnée de
I’espace-temps considéré : un vecteur de Killing sur I’horizon d’un trou noir par exemple, ou bien, pour un espace-
temps asymptotiquement plat, le sytéme de coordonnées pour un observateur a l'infini dont le temps donnera un
vecteur de Killing de type temps a 'infini. Il est aussi possible de choisir I’état fondamental en exigeant qu’il soit
invariant sous certaines transformations, en particulier les isométries de ’espace-temps considéré. Enfin, il est aussi
adéquat de se donner des criteres permettant d’exclure les états vides comme état fondamental. Par exemple, il
faudra que le tenseur énergie-impulsion sur I’état choisi ne diverge en aucun point régulier de 1’espace-temps. Ce
dernier point est particulierement bien illustré dans le cas des trous noirs : en choisissant ’état fondamental comme
I’état vide relatif & un observateur & l’infini du trou noir, le tenseur énergie-impulsion diverge & ’horizon, qui n’est
pourtant pas une région singuliére. Il faut donc choisir un autre état vide, qui s’avere étre celui de 1’observateur en
chute libre, pour définir ’état fondamental.
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Dans le cas de I'inflation, nous choisirons comme état vide celui dit de Bunch-Davies. Ce vide de Bunch-Davies
est un choix de vide relativement naturel. En début d’inflation, la distance de Hubble comobile est extrémement
grande et au moins plus grande que la distance de Hubble comobile aujourd’hui. Par ailleurs, tous les modes
aujourd’hui observables ont une longueur d’onde comobile A ~ 1/k inférieure a la distance de Hubble comobile
aujourd’hui. Ainsi, tous les modes perturbatifs observables aujourd’hui avaient en début d’inflation, une longueur
d’onde bien plus petite que la distance de Hubble comobile. Ces modes sont donc un régime oscillant et on peut
légitimement négliger I'influence de ’expansion de I’Univers. Puisque ces modes sub-Hubble se comportent comme
dans un espace plat, le choix initial des modes propres correspondant au vide de Bunch-Davies, noté dans la suite
|OBp) :

1 . k
vy — —=exp (—ikn) pour (aH) — 0. (2.66)

Vk

Ce choix d’état vide s’applique aussi bien aux modes propres des perturbations scalaires qu’aux modes propres
des perturbations tenseurs. En effet, en début d’inflation nous trouvons que les modes sub-hubble satisfont aussi
bien & k > /2" /z qu’a k > \/a’ /a. Cela fournit d’ailleurs une seconde justification de ce choix d’état vide. Dans
I’espace de Fourier, I’équation de Klein-Gordon se raméne a une équation de Schrédinger

vp + (K = V(n)) vp = 0.

L’évolution des modes propres s’interpréte donc comme la transmission d’une onde d’énergie effective k2 sur un
potentiel. Pour un tel probléme, on choisit usuellement un état initial adiabatique dans le sens ou infiniment loin
dans le passer, le potentiel s’annule pour étre ensuite doucement —ou encore adiabatiquement— introduit. Si 'on
étend infiniment loin dans le passé I'inflation, cela revient & étendre n jusqu’a —oo. Or, Vg(ry — 0 pour  — —oo et
Pétat initial est alors vy — ﬁ exp (—ikn) pour n — —oo. Or, les modes tels que (k/aH) > 1 en début d’inflation
—c’est-a-dire en 17 = 1;— évolue justement adiabatiquement depuis n — —oo jusqu’a n = 7;. On notera d’ailleurs
que (k/aH) — oo si k — oo ou si n — —oo car aH = H = —1/n dans 'approximation d’une inflation purement
exponentielle. En début d’inflation, le spectre de puissance associé a cet état vide est donc

k3 2 k2
Ps(ry(k) = 5= % |og.scry(mi)|” = o

- (2.67)

2.3.5 Spectres de puissance primordiaux : prédiction de ’inflation

Nous sommes maintenant en possession d’un cadre quantique et d’un critere de sélection de I’état vide en
début d’infation dont les propriétés statistiques sont connues —i.e. le vide de Bunch-Davies |0gp), est un état
gaussien centré en zéro et de spectre de puissance par bande logarithmique k2/(272)—. Il nous faut maintenant
résoudre explicitement les équations d’Einstein linéarisées pour les variables vy, g(1y. Cela suppose évidemment de
connaitre ’évolution du facteur d’échelle et de la moyenne du champ scalaire durant I'inflation. Dans ce chapitre,
nous allons considérer le cas général d’une inflation en roulement lent. Nous adoptons ce choix car il constitue le
cadre canoniquement admis par la communauté. Nous tenterons, une fois les expressions des spectres de puissance
déterminées, d’expliciter en quoi ce cadre est communément admis sur une base théorique et sur une base de
confrontation entre théorie et observation.

Dans une approche d’inflation par roulement lent, les potentiels effectifs Vg(r) sont exprimés en fonction du
temps conforme 7 en effectuant un développement perturbatifs en fonction des parametres de roulement lent. Nous
limiterons ici au deuxiéme ordre en fonction des parametres ey et dz. Nous renvoyons le lecteur au chapitre 8 de
[6] et aux articles [23] pour une discussion plus détaillée. En fonction des deux parameétres de roulement lent définis
mentionnés ci-dessus, les deux potentiels effectifs prennent la forme suivante :

2" 1
S = X (2 + 6err — 305) (2.68)
a” 1

Avec une telle dépendance en fonction du temps conforme, les solutions des équations de Schédinger satisfaites par
Uk, s(T) 8’expriment a I'aide des fonctions de Bessel (voir la référence [24] pour une définition de ces fonctions ainsi
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qu'un long exposé de leurs propriétés analytiques), usuellement dénotées J, et Y, avec v 'ordre de ces fonctions.
De facon plus précise, nous utiliserons les fonctions de Hankel définies comme HF = .J, +iY,. Nous posons tout
d’abord les ordres suivants : 1/§ —1/4 =2+ 6ey — 36y et V3 =2+ 3ep ; ce qui, en effectuant un développement
limité, donne

3

vy = §+25H_5H7 (2.70)
3

vp = §+€H- (2.71)

Les solutions génériques pour les perturbations sont alors :

v,s(r) () =/ —kn [Ak,S(T) HJS(T)(*]W?) + Br,s(m) H,/;(T)(*kﬁ)} ; (2.72)
avec Ay s(T) et By g(r) deux constantes d’intégration a déterminer en exigeant qu’en début d’inflation, la solution

ci-dessus tendent vers les modes décrivant le vide de Bunch-Davies. Le début d’inflation correspond & k/aH — oo,
c’est-a-dire (—kn) — oo. Le comportement asymptotique des fonctions de Hankel est

i (i () =y xes [vakn v (52 4 )]

Pour obtenir le vide de Bunch-Davies comme vide initiale, les constantes d’intégration sont fixées par :

| T . /Vs(T s
Ak,S(T) = % X exXp |:—’L (# + Z)] et Bk,S(T) =0. (273)

On peut vérifier qu’avec une telle normalisation, et compte-tenu du Wronskien satisfait par les fonctions de Hankel
ie. W{H} H;} = —4i/(nx) et W {HZF, HF} = 0, les modes propres satisfont bien & la condition de normalisation

/
tout au long de l’inflation imposée par le produit de Klein-Gordon, c’est-a-dire (Uk,s (Ul:,s) — ks (Uk,s)/> = 1.

Comment de tels modes se comportent en fin d’inflation? Pour cela, il faut encore définir ce qu’est la fin
de linflation. Comme nous ’avons mentionné précédemment pour le choix du vide de Bunch-Davies, les modes
d’intérét cosmologique sont initialement sub-Hubble et finalement, entendue ici comme en fin d’inflation, super-
Hubble. Autrement dit, les modes d’intérét cosmologique sont en fin d’inflation tels que(k/aH) — 0. Compte tenu
de la forme des deux équations de Schrédinger, le mode croissant en fin d’inflation est donc :

ves(n—mnr) = Crs X z(n—ny), (2.74)
ver(n—1np) = Crr X aln—ny), (2.75)

avec Cy g(1) deux constantes dépendant de k. On peut d’ores-et-déja reformuler 'expression des spectres de puis-
sances primordiaux pour les perturbations de la 3-courbure spatiale et les ondes gravitationnelles en fonction de
ces constantes en partant des équations en partant des définitions en Eqs. (2.41) & (2.42)

Ps(k) = k3><<

Uk,S

z(ny)

272

2 k3
> = —— x[Cisl*, (2.76)

272
2
Vs 32Gk3
k,s, T > = - X |Ck7T

a(ny)

2, (2.77)

Pr(k) = (327G) x 2% X Z<

s=1

Reste encore a déterminer 'expression de ces constantes en fonctions des constantes Ay, g(1). Pour cela, on identifie
dans la solution générique (2.72) le mode croissant en fin d’inflation.

La limite des modes super-Hubble en fin d’inflation se traduit par (—kn) — 0T. La limite asymptotique des
fonctions de Hankel est alors :

1 —kn\ ™
; + _ [ i
i (HVS(T)( kn)) in(VS(T))< 5 > ,
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ce qui donne la dépendance temporelle des modes : v g(T) (—kn)_ys(T’H/ 2 Pour identifier le mode croissant

dans cette solution asympotique, il nous faut ré-éxprimer 7 en fonction de z(n) pour le mode scalaire et en fonction
de a(n) pour le mode tenseur. Dans un développement en roulement lent, on obtient [6, 23] :

MP] P 1 14+2eyg—6m
_ SH |2 2.
) = e« , (2.78)
1 14+€emy
a(n) = (L+eg)H, " x ; (2.79)
-V, +1/2
Il convient maintenant d’effectuer un développement limité de (#) o :
—k?’] 7lls+1/2 1 14+2eyg—doy 2 1+2eyg—dy
- — — X —
(=) ; (&)
H, /2 2
= £ x z(n) x <k> 14 (2¢g — ) (In2 —1nk)], (2.80)
_k"] —vp+1/2 1 1+em 9 1+em
- — — X —
(=) W ()
H, 2
= Tre x a(n) x (k) (I1+egn2—eylnk). (2.81)

Grace a ce développement limité qui montre bien que v g et v v exprimés a 'aide des fonctions de Bessel sont
respectivement proportionnels a z et a, il est aisé de déterminé les constantes Cy g() en fonction des constantes
Ay, s(1)- En regroupement 'ensemble des résultats (et en effectuant un développement limité *? de T'(3/2+2ep —dp)
et I'(3/2 + ey) autour de la valeur 3/2), nous obtenons alors pour les modes scalaire :

2 2 3 2
o [ H I (3 42y —0n) 9 4
Cpgl? = | stz |7 2¢ 2 Apsl® 5 [1+2(2err —6x) (In2 — Ink
|Chs P el 7 - [Ars|” 3 [1+2(2en — 0m) (In2 — Ink)]
12r [ H\®
—|Crs|® = ﬁl () 142 (22— —In2)+2(yg +1n2—2) 8y (2.82)
e \ Mp

+(26H - 46H) In ]{,‘]

et pour les modes tenseur :

2 3 2
I'(s+ 4
‘Ck,T|2 = Uk’T(n _)777f) ‘ = HE M |Ak,T 2 72 (1 + 26H In2— 26H In k)
a(n — ny) ™ k
2
— |Ck,T|2 = 2]{; 142y (2—vg —In2—1nk)]. (2.83)

Dans les expressions ci-dessus, la constante yg ~ 0.57721 correspond a la constante d’Euler-Mascheroni. L’expres-
sions des constantes Cj, g(T) sont finalement introduite dans I'expression des spectres de puissance pour obtenir

1 ([ H\
Ps(k‘) = — () [1 + (26H - 5H) (2 — YE — ln2) + 2(6H - 26[{) lnk] s (284)
meg \ Mpi
16 ( H \?
12. Nous rappelons que, pour € <K 1 :
T(3/2+¢) )+ eI (3/2)

11

'(3/2
['(3/2) [1 +ey(3/2)]
VTl —e(vp +2m2—2)],

avec yg ~ 0.57721 la constante d’Euler-Mascheroni (voir [24]).
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2.3.6 Spectres de puissance primordiaux : paramétrisation phénoménologique

De fagon plus phénoménologique, les spectres de puissances primordiaux sont paramétrisés par une loi de
puissance :

ng—1 nrm
Ps(k?) = Ag x <k> et PT(]C) =7r x Ag x <k) . (2.86)
ko kO

Le nombre d’onde k( correspond a une échelle dite de pivot sur laquelle on s’appuie pour évaluer 'amplitude du
spectre. Ainsi, la quantité Ag = Ps(ko), appelée amplitude du mode scalaire, correspond a la valeur du spectre de
puissance scalaire a 1’échelle kg et A = r x Ag = Pr(ko), 'amplitude du mode tenseur, correspond a la valeur du
spectre de puissance tenseur a 1’échelle kg. Usuellement, ’amplitude du mode tenseur est phénoménologiquement
définie par rapport & l'amplitude du mode scalaire par le rapport tenseur-sur-scalaire r = Ar/As. La quantité
ng(t) est appelé I'indice spectral scalaire (tenseur) ou tilt. I est défini & partir de la dérivée du logarithme de Pg(r)
par rapport a Ink en kq.

Pour établir le lien entre les prédictions de 'inflation et cette paramétrisation phénoménologique, on utilise les
définitions suivantes :

As = Ps(ko), (2.87)
dInPg
= 1 2.
ns + Aok - (2.88)
et
Pr(ko)

. ’ 2.89
Ps (ko) (2:89)
dIln Pr

= . 2.

n dink |y, (2:90)

Dans le cas d’une inflation de type roulement lent —nous nous limiterons a ’ordre dominant en parametre de
roulement lent—, il est donc obtenu pour le mode scalaire :

As = —— ( 1, )2, (2.91)

meg \ Mpi
nsg = 1746]{. (292)

Pour le mode tenseur, les parametres phénoménologiques sont :

16 / H, \2
Ar=— (Mm) (2.93)

— r = 16egy

et
nr = —26H. (294)

Cette description phénoménologique, dont les parametres sont accessibles via I'observation du fond diffus cosmo-
logique, fournit en particulier une regle de consistance de l'inflation par roulement lent reliant le rapport tenseur-
sur-scalaire a l'indice spectral des modes tenseurs :

r = —8nr. (2.95)

En quoi ces parametres sont particulierement pertinents ? En se restreignant d’abord au simple cadre de I'in-
flation a un champ dans les conditions de roulement lent, choisir un modele inflationnaire donné c’est choisir un
potentiel pour le champ scalaire. Toujours dans ce cadre de roulement lent, on voit alors que la mesure de ’am-
plitude du mode tenseur permet de remonter a la valeur de H, durant 'inflation. Par les équations de Friedmann
en roulement lent, cela nous donne acces a la valeur du potentiel V(p,). De méme, en mesurant U'indice spectrale
tenseur ou encore 'amplitude des modes scalaires en plus de I'amplitude des modes tenseurs, nous avons alors
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acces a ep, c'est-a-dire au rapport V,/V(¢)|,,. Si on ajoute a cela la mesure de l'indice spectral scalaire, nous
aurions en plus acces & dg, qui est lui relié a la dérivée seconde du potentiel V. Si nous avions développé toute la
hiérarchie des parametres de roulement lent (qui consiste a prendre en compte les dérivées d’ordre de plus en plus
élevés de V pour ensuite les 'propager’ dans le calcul des spectres de puissance primordiaux) comme expliqué dans
la référence [15], il apparait possible, du moins en principe, de mesurer toutes les valeurs des dérivées d’ordre n
du potentiel V' par une mesure précise des spectres de puissance primordiaux. S’il est possible de reconstruire (du
moins jusqu’a un certain ordre) le potentiel du champ d’inflaton [16], il est possible de discriminer entre différents
modeles d’inflation a un champ en roulement lent. De fagon plus générique, tester la regle de consistance r = —8ny
permet de tester la validité du cadre globale de l'inflation & un champ en roulement lent.

D’un point de vue pratique, il faut d’abord noter que ces spectres ne sont pas directement observés mais plutot
par l'intermédiaire des anisotropies du fond diffus cosmologique. Par ailleurs, puisque ey < 1, c’est le spectre
scalaire qui est le plus intense. (Nous rappelons qu’en premiére approximation Ps o 61}1 x Pr.) Comme il le
sera expliqué dans la suite, nous avons pour l'instant que des limites supérieures sur Iamplitude du spectre de
puissance tenseur tandis que 'amplitude du spectre scalaire est elle mesurée. Ainsi, nous avons actuellement acces
aujourd’hui qu’au rapport H2/eg. En utilisant la relation entre eg et ey et Péquation de Friedmann, cela donne

ov

donc une contrainte sur : B
V3 x [ —
(QD*) < 6@ .. >

De fagon similaire, en utilisant la relation entre e et e, et en notant T := ()?/2 I'énergie cinétique du champ
scalaire, une mesure seule de 'amplitude du mode scalaire conduit & une mesure de

X (T(px) + V(es)) -

Ainsi, une mesure seule de 'amplitude du mode scalaire conduit & la mesure combinée de 1’énergie cinétique et
de I’énergie potentielle du champ scalaire (ou analoguement, une mesure combinée de la valeur du potentiel et
de sa dérivée premiere) durant U'inflation. Pour lever une telle dégénérescence, et par la initier une discrimination
entre différents potentiels d’inflaton proposables, une mesure de I'amplitude du mode tenseur est nécessaire car elle
permet une mesure de H? et donc de V (g, ).



Conclusion 1

L’inflation jouit d’un grand succes théorique et observationnel. Elle prédit en effet un spectre de puissance
primordial des inhomogénéités cosmiques quasi-invariant d’échelle. On le comprend aisément ainsi. Le spectre de
puissance pour une échelle k£ donnée est en premiere approximation proportionnel au carré du parametre de Hubble
H?(t},) évalué quand ce mode sort de I’horizon de Hubble. Or durant I'inflation, I’évolution est quasi-de Sitter, c’est-
a-dire que le parametre de Hubble ne décroit que tres faiblement. Puisque ce sont d’abord les plus grandes échelles
qui quittent I’horizon, il apparait que le spectre de puissance doit étre quasi invariant d’échelle et légérement rouge.
Elle prédit par ailleurs une statistique quasi-gaussienne pour ces inhomogénéités. Encore une fois cela se comprend
aisément ainsi. L’origine des inhomogénéités sont les fluctuations quantiques du vide. Or le vide quantique est un
état cohérent gaussien. Par ailleurs, pour les modeles les plus simples & un champ, ’évolution de ces perturbations
est linéaire au premier ordre pertubartif, ce qui préserve cette statistique gaussienne.

Les derniers résultats du satellite PLANCK confirme ces prédictions standard de l'inflation [2, 1] : les fluctuations
primordiales scalaires sont presque invariantes d’échelles et 1égerement rouge, il n’y a pas de running significatif de
I’indice spectral, il n’y pas de fortes non-gaussianités ou de fortes perturbations non-adiabatiques. Les photons du
fond diffus cosmologiques constituent un rayonnement de corps noir relique du Big Bang. La distribution sur la
sphere céleste du CMB montre de tres faibles variations en intensité (ou température) et en polarisation linéaire dont
lorigine n’est rien d’autre que ’empreinte laissée par les inhomogénéités cosmiques. Ces anisotropies se décompose
suivant trois modes, T pour la température et E et B pour les deux modes de polarisation linéaire. En étudiant
les propriétés statistiques de ces anisotropies, il est possible (entre autre) de remonter aux propriétés statistiques
des fluctuations primordiales (en particulier leur spectre de puissance), elles-mémes fonctions de la dynamique (et
du modele) inflationnaire. En appelant X, Y = T, E et B, les spectres de puissance angulaire des anisotropies
du CMB se relient aux spectre de puissance primordiaux via la solution en intégrale suivant la ligne de visée des
équations de Boltzmann :

oo 7o
G = [k [ an [AFS G AY P + AX e m) AT T (ko mPr(h)] (296)

e

avec Af’S(T) (k,m) les fonctions de transfert qui encode les transferts radiatifs dans un univers FLRW perturbé,

depuis U'inflation jusqu’a aujourd’hui, ainsi que la reprojection sur la sphere céleste. Par exemple, Af’s(k, 1) encode
comment les perturbations scalaires (S) d’échelle de longeur k~! contribuent & la polarisation de type E & I’échelle
angulaire /=1, Ces fonctions de transfert dépendent de différents paramétres cosmologiques comme la densité totale
de "Univers ou encore la courbure spatiale. En reconstruisant les spectres de puissance angulaire des anisotropies
du CMB (comme premiére source d’information statistique) [25], il est possible, entre autre, de remonter aux
parametres qui décrivent la forme des spectres de puissance primordiaux et par-la, de contraindre les différents
scenarii d’inflation [2]. Par ailleurs, en étudiant les moments de la statistique d’ordre strictement supérieur & deux,
il est possible de tester le caractére gaussien des fluctuations primordiales [20]. Plus généralement, les propriétés
statistiques des anisotropies du fond diffus cosmologiques sont une source extrémement riche d’information sur la
physique de 'univers primordial et permet donc de contraindre différentes modélisations de cette phase premiére
de Dhistoire cosmique [26].

La figure A montre un exemple d’une carte des anisotropies en température du fond diffus cosmologique ainsi
qu’une estimation des spectre de puissance angulaire en température (points rouges). La courbe verte est le meilleur
ajustement théorique en supposant que le spectre de puissance primordial des perturbations scalaires est bien un
spectre inflationnaire, c’est-a-dire une loi de puissance avec une amplitude de Ag = (2.2340.16) x 1072 & ko = 0.05
Mpc~! et un indice spectral de ng — 1 = (0.9616 4 0.0094) — 1, tout deux & 68% de niveau de confiance et en
utilisant les données PLANCK uniquement [1]. (On notera que le spectre de puissance scalaire ici contraint est celui
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FIGURE A — Carte des anisotropies de température et spectre de puissance angulaire de ces anisotropies telles que
mesurées par le satellite PLANCK.

de la trois courbure spatiale, R.) Les spectres de puissance angulaire du CMB peuvent étre vus comme sources de
contraintes semi-directes sur I'inflation. Ce qui est en premier lieu contraint c’est Pgr)(k). Par une modélisation
de la forme de ce spectre, par exemple une loi de puissance, cela peut finalement se traduire en contrainte sur les

modeles d’inflation. Evidemment, des écarts a cette loi de puissance peuvent aussi étre testé, et cela a été fait dans
le cas de PLANCK [2].

Il ressort deux points essentiels de ces spectres de puissance angulaire en température. Tout d’abord, il y a
un accord quasi parfait allant des moyennes aux petites échelles angulaires (6 < 3 degrés) entre les données et la
prédiction de Iinflation. Cela signifie que ces données possedent un fort pouvoir d’exclusion de modeles de gravité
quantique, ou tout autre alternative en générale, prédisant des écarts a la prédiction de I'inflation dans cette gamme
d’échelles angulaires. Deuxiemement, une faible tension a 2.50 entre les données et le modele apparait aux grandes
échelles angulaires (0 > 3 degrés), précisément ces échelles qui sondent la phase la plus primordiale, et donc la plus
proche de ’ére de Planck de I'histoire cosmique. Cela signifie qu’il y a de la "place" pour un écart a la prédiction
de l'inflation. Par ailleurs, si I'inflation résout un certain nombre d’apories des vieux modeles de Big Bang chaud,
elle ne les résout pas tous et elle en pose elle-méme. Tout d’abord, I'espace-temps UNIVERS reste singulier dans
le paradigme inflationnaire. De facon plus générale, 1’ére de Planck n’est tout simplement pas abordée dans ce
scenario et l'inflation serait la premiere phase suivant cette ére durant laquelle une théorie de gravitation quantique

est nécessaire. Par ailleurs, initier une phase d’inflation dans I'univers primordial n’est pas aisé. Outre la nécessité
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de convoquer un champ scalaire (on peut toujours voir ce champ comme une description effective), les conditions
que doit remplir ce champ et/ou la forme de son potentiel d’auto-interaction, semblent peu naturel.

Par ailleurs, la collaboration BICEP2 a récemment rapporté une détection du mode B de polarisation sur des
échelles angulaires allant de 1 degrés a la dizaine de degrés. Cette détection peut s’interpréter comme un mode
B primordial du aux ondes gravitationnelles produites pendant 'inflation cosmique. Si cela est confirmé, alors ces
résultats vont dans le sens d’une tension entre un spectre primordial en pure loi de puissance légérement rouge
(comme prédiction générique des modeles d’inflation les plus simples) et les spectres de puissance angulaires mesuré.
Si l'on suit cette interprétation, le rapport tenseur-sur-scalaire serait de r = O.Qfg:g? a ko = 0.002 Mpc~! [3]. Cela
favorise donc les modeles d’inflation dit de large fields tels les potentiels en V(¢) = ¢* avec o > 1. Evidemment,
ce niveau reste a confirmer, en particulier relativement aux différents effets systématiques (astrophysiques comme
instrumentaux qui viendraient s’ajouter au signal primordial) 13. On notera d’abord qu’une corrélation croisée entre
les données de BICEP2 et celles du KECK ARRAY conduirait a 7 = 0.16. Ensuite, il est possible de placer une limite
supérieure sur r partant de la température uniquement. Avec les données PLANCK, cela conduit & r < 0.11 & 95% de
niveau de confiance [1]. Il semblerait donc qu’il y ait une tension entre les mesures en température faites par PLANCK
et les mesures en polarisation faites par BICEP2. D’un point de vue théorique, cette tension peut étre réduite en
supprimant de la puissance (que ce soit sur le mode scalaire, sur le mode tenseur, ou les deux) aux grandes échelles
angulaires (au-deld de la dizaine de degrés) dans le spectre de puissance angulaire des anisotropies en température.
La limite supérieure sur r venant des anisotropies de température est obtenue en imposant un running nul de 'indice
spectral scalaire, i.e. dng/dInk = 0. Si 'on relache cette contrainte, la limite supérieure devient alors r < 0.26 &
95% de niveau de confiance [1], avec dng/dInk = —0.022 £ 0.010 [2]. (Cela permet de supprimer la contribution
du mode scalaire aux plus grandes échelles angulaires dans le spectre de puissance angulaire de température.) Une
autre possibilité serait de garder inchangé le spectre de puissance primordial scalaire mais d’autoriser un spectre
de puissance tenseur bleu (avec nt ~ 1). (Cela permet plutét de supprimer la contribution du mode tenseur aux
plus grandes échelles angulaires dans le spectre de puissance angulaire de température.) Si l’on fait confiance aux
résultats de BICEP2 et de PLANCK, cela signifierai qu'une modélisation du spectre de puissance scalaire au-dela d’une
stricte loi de puissance devient favorisée par ’étude conjointe des anisotropies de température, de polarisation de
type E et de polarisation de type B (méme s’il convient de noter que du strict point de vue de la température
telle que mesurée par PLANCK, un running négatif de l'indice spectrale scalaire n’est favorisé qu’a 1.50). Dans
I’hypothese d’une confirmation des résultats de BICEP2, il est important de mesurer que les deux explications ci-
dessus sont en forte tension avec le paradigme inflationnaire. Si I'indice spectral des modes tenseur est fortement
bleu, cela contredit la regle de consistance r = —8nt et plus génériquement 1’idée méme du roulement lent, puisque
un indice spectral tenseur légerement négatif vient simplement de la petite décroissance du parametre de Hubble
pendant I'inflation de roulement lent. Si a l'inverse, c’est I'option d’un running de l'indice spectral scalaire qui est
conservé, un probléme similaire survient. La valeur du running est du méme ordre de grandeur, ~ 1072, que l'indice
spectral scalaire lui-méme. Or dans la logique de I'inflation de roulement lent, I'indice spectral est le résultat d’un
développement de Taylor au deuxieme ordre autour de la solution exponentielle alors que le running est un terme
de troisieme ordre. Ainsi, le running devrait étre bien plus faible que I'indice spectral lui-méme et non pas du méme
ordre de grandeur. S’il existe quelques modeles d’inflation qui permettent cela, ils sont toutefois peu nombreux et
ils ne permettent pas, par ailleurs, d’obtenir une valeur élevée du rapport tenseur-sur-scalaire.

Compte tenu de cette tension entre un spectre de puissance scalaire strictement en loi de puissance et les derniers
résultats de PLANCK (cette tension est issu des données PLANCK seules; les données BICEP2, dans I’hypothese
d’une confirmation, viendraient alors confirmer cette tension), du fait que les conditions pour l'inflation semble
peu naturelles, et que la question de la singularité de Big Bang est mise de c6té, il n’est pas déraisonnable de
considérer des scenarii alternatifs a 'inflation ; ou plus précisément dans ce qui va suivre, d’étudier I’ére de Planck
en vue d’étendre le cadre purement inflationnaire. Il s’agira donc d’étendre le paradigme actuel : étudier la phase
qui précede l'inflation, la connecter a cette derniére et enfin chercher & voir si cette phase de Planck laisse ou non
une empreinte observationnelle dans les anisotropies du fond diffus cosmologique.

13. Les critiques que ’on peut mettre en avant concernant ces résultats seront explicitement mentionnées en conclusion de la derniére
partie de ce manuscrit, Part. III. Ici nous adoptons une perspective plus théorique, cherchant a évaluer 'impact de ces résultats sur les
modeles d’Univers primordial.
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Introduction 11

’ Ce chapitre est dédié a l'exploration théorique et observationnelle d’un modele quantique de 1'Univers ‘
primordial. La cosmologie quantique d boucles (LQC dans la suite pour 'acronyme anglais de LOOP QUANTUM
COSMOLOGY) est un modele de mini-superespace inspiré de la théorie de la gravité quantique & boucles (LQG
dans la suite pour acronyme anglais LOOP QUANTUM GRAVITY) qui permet d’étudier la dynamique cosmique
jusqu’a D’échelle de Planck. Aprés une rapide introduction aux idées de la LQG, nous montrons comment
le probleme de la singularité de Big Bang et celui de la naturalité de l'inflation sont résolus dans le cadre
de la LQC par un rebond quantique. Tester ce modele de fagon observationnelle suppose de construire la
théorie des perturbations cosmologiques évoluant dans une telle géométrie quantique. Nous montrons alors les
premieres tentatives de prédiction de I'impact du rebond quantique sur la production d’ondes gravitationnelles
primordiales. Nous montrons enfin un exemple d’une construction théorique semiclassique pour décrire la
dynamique des perturbations cosmologiques évoluant dans une géométrie quantique, et finalement suggérer
les possibles traces que laisserait un tel rebond quantique dans les anisotropies en polarisation du fond diffus
cosmologique.

Construire une théorie quantique de la gravité, c’est-a-dire un modeéle quantique de l'espace-temps lui-méme,
est considéré comme 'un des plus grands défi (si ce n’est le plus grand) de la physique moderne. Le probleme
est double; a la fois théorique : les méthodes usuelles de quantification développées dans le cadre de la théorie
quantique des champs en espace plat sont inapplicables a la relativité générale, vu comme une théorie de champ
elle-méme ; et observationnel : ’échelle d’énergie a laquelle les effets de gravité quantique devraient se manifester,
i.e. 1’échelle de Planck, est plus de 16 ordres de grandeur au-dela de l’énergie actuellement atteinte au LHC
(~ 10* GeV au LHC contre Mp; ~ 10 GeV pour 'échelle de Planck). En l'absence d’outils mathématiques
adéquates (dans le sens ou les outils mathématiques déja éprouvés pour quantifier des théories de champs comme
lélectrodynamique ou la chromodynamique ne s’appliquent pas a la relativité générale) et d’un horizon expérimental
proche, parler de gravité quantique serait plus un discours métaphysique que physico-mathématique. Pourtant,
construire (et conséquemment tester) une théorie quantique de la gravitation n’est pas optionnel : dans Iétat
actuel des développements en physique des hautes énergies, en physique de la gravitation et en cosmologie, une
telle théorie est nécessaire.

Le probléeme de la gravité quantique est souvent vu comme 1’horizon final de 'unification. Si toutes les in-
teractions fondamentales sont a unifier sous une seule et méme théorie, cette unification ne se fera que dans un
cadre quantique. Au bout du processus d’unification se trouve une théorie quantique de toutes les interactions,
donc de la gravité. La question de la gravitation quantique se voit ramener au probléme de I'unification de toutes
les interactions et, a suivre les échelles d’énergies d’unification attendues, il s’agit méme de la derniére étape de
cette unification. L’unification a été un guide extrémement efficace : cela a fonctionné pour Newton qui unifia
mécanique terrestre et mécanique céleste, cela a fonctionné pour Maxwell qui unifia électricité et magnétisme, cela
a fonctionné pour Glashow, Weinberg et Salam qui unifierent électromagnétisme et interaction faible. Pourtant,
notre monde aujourd’hui est-il plus unifié qu’au dix-neuviéme siecle ? Tournons le regard vers la sphere céleste :
partout des étoiles, des planetes, des galaxies, des quasars, des trous noirs, de gigantesques nuages de poussieres,
des halos de matiere noire. Regardons plutdt le monde subatomique, le microcosme : le modele standard de la
physique des particules contient cent vingt degrés de liberté, soit légerement plus que le nombre d’atomes dans
la vieille classification de Mendeleev. Tournons nous alors vers les interactions fondamentales : trois parmi quatre
résistent encore a 'unification, et de nombreux physiciens invoquent un scenario de "quintus essentia', littéralement
de cinquiéme essence, pour rendre compte de 1’évolution récente de notre Univers.

Plus encore, le principe d’unification pourrait échouer. Unifier, ¢’est mener un double mouvement. Un premier va
du multiple vers 'unique (regrouper par exemple deux forces sous une méme symétrie). Mais ce n’est pas suffisant.
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Il faut aussi aller de I'unique vers le multiple, c’est-a-dire briser la symétrie pour retrouver la diversité. Le monde
aujourd’hui nous apparait alors si divers de part la brisure de ces symétries. Unifier, c’est réduire diverses entités
physiques a une seule entité plus fondamentale, puis générer la diversité a partir de celle-ci. Ce schéma si efficace au
cours du dernier siécle a pourtant révélé une possible faille. La théorie des cordes poursuit justement ce but d’une
théorie unifiée de la physique : toutes les particules et interactions fondamentales ne seraient que la manifestation
de différents modes de vibration d’une unique classe d’objets plus fondamentaux encore, les cordes élémentaires.
Certes, la théorie des cordes reste une construction encore mal définie et spéculative. Elle n’en demeure pas moins un
cadre de pensée fécond. Ironiquement peut-étre, c¢’est justement cette théorie unificatrice qui révele un échec possible
du schéma d’unification. Cela vient en théorie des cordes, de la découverte du paysage, qui se référe au nombre
gigantesque de vide de la théorie. Il faut pouvoir générer a partir de la théorie unifiée la diversité de notre monde
d’aujourd’hui; c’est-a-dire partant de la théorie des cordes, retrouver les lois de la physique valides aujourd’hui,
le modele standard de la physique des particules avec ses trois interactions ainsi que la théorie d’Einstein de la
gravité. Or en théorie des cordes, ce n’est pas seulement une version des lois de la physique effectives aujourd’hui
qui est générée, ni méme deux, mais quelque 103°° versions différentes ! Pour chaque vide de la théorie des cordes,
en chaque point de cet insondable paysage, c’est une nouvelle version des lois de la physique qui devrait s’appliquer
au sein des grands collisionneurs ou durant l’essentiel de I'histoire de notre Univers. Et seule une petite région
du paysage correspondrait aux lois que nous connaissons. L’échec du schéma unificateur n’est ni dans un manque
d’unification, ou dans une mauvaise diversification, mais dans un trop plein de diversité. Ce qui dérange ici, c’est
I’exces plutot que le manque.

Si l'unification plaide en faveur d’une théorie quantique de la gravité, le procédé d’unification lui-méme doit
se voir plus comme un guide directeur, qui peut de plus échouer. Doit-on pour autant oublier I'idée de la gravité
quantique ?

Indépendamment de la question théorique de 'unification, on ne peut ignorer la gravitation quantique. Plusieurs
expériences de pensées permettent de comprendre que cette tension entre le monde gravitationnelle et le monde
quantique doit étre résolue. Mais plus encore, les théoremes de singularités de Penrose-Hawking montre que la
relativité générale prédit, en quelque sorte, sa propre perte. Prenons l'exemple de la singularité initiale de Big
Bang présentes dans la plupart des modeles cosmologiques basés sur la théorie d’Einstein. Lorsque cette singularité
est approchée dans 1’Univers primordial, ’échelle de Planck est atteinte. Ainsi, une description compléte d’un
phénomene physique observé, I’'Univers en tant qu’objet physique, nécessite une théorie quantique de la gravitation !
L’importance de ces théorémes est double : ils nous apprennent qu’une théorie quantique de la gravité est nécessaire
mais aussi quels phénomeénes sont susceptibles de sonder cette théorie. D’un point de vue théorique, les théorémes
de singularité ne supposent pas d’unification et il semble raisonnable de chercher un cadre théorique sans se poser
la question de l'unification de I’ensemble des interactions. D’un point de vue expérimentales, chercher des traces
expérimentales ou observationnelles de la gravitation quantique c’est se tourner vers ces régions singulieres de
I’espace-temps. Dans le cadre de la cosmologie, c’est donc s’intéresser a la phase la plus primordial de 1’Univers,
I'inflation et, si le cadre théorique nouveau le permet, avant I'inflation.

La théorie de la gravité quantique & boucles [27] a pour but de développer de nouvelles méthodes de quantification
permettant une quantification non-perturbative de la relativité générale. En ce sens, elle n’est pas une théorie
unificatrice, c’est-a-dire qu’elle ne cherche pas a unifier la gravité aux autres interactions fondamentales, mais
plutot une théorie qui vise la complétude. L’objectif est le suivant : quantifier une théorie de champ spécifique qui
est la relativité générale. La relativité générale en tant que théorie de champ tire sa singularité de la symétrie qui lui
est sous-jacente. A la différence de e.g. I’électromagnétisme qui est formulée sur une structure de fond immuable,
I’espace-temps minkowskien, la relativité générale est invariante de fond, c’est-a-dire qu’il n’y a aucune structure
sous-jacente fixée. Tout y est dynamique, méme ’espace-temps qui, en tant qu’espace géométrique, est identifié au
champ gravitationnel. Par ailleurs, la relativité générale est une théorie hautement non-linéaire. (On peut la voir
a la maniere de la chromodynamique comme une théorie de Yang-Mills non-abélienne. Tout comme les gluons se
couplent les uns aux autres, les gravitons se couplent aussi les uns aux autres.) C’est ’ensemble de ces considérations
qui est prise en compte dans la gravité quantique & boucles : construire une quantification non-perturbative d’une
théorie de champ totalement covariante, sans nécessairement 'unifier aux autres champs.

La gravité quantique & boucle cherche donc a développer des méthodes de quantification d’une théorie de
champ de type Yang-Mills dont ’hamiltonien apparait comme une pure contrainte. Différentes formulations existent
(canonique ou covariante) et conduisent toutes & la méme théorie. La version la plus développées ces derniéres
années est une version covariante dite de mousses de spin. Elle contient trois ingrédients majeurs. Premierement
un espace de Hilbert qui correspond aux états physiques de la théorie. Cet espace de Hilbert est composé de
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réseaux de spin. Il est identique & ’espace d’Hilbert d’une théorie de champ sur réseau (comme par exemple
la chromodynamique sur réseau) avec comme groupe de symétrie fondamental le groupe SU(2). Cet espace de
Hilbert admet une interprétation géométrique : les théoremes "spin-géométrie" de Penrose étendent un résultat
de Minkowki qui permet de relier un réseau de spin a une géométrie courbe mais discréte. Cet espace de Hilbert
peut donc se voir comme les états propres de certains opérateurs géométriques, de volumes et d’aires. Ce sont
justement ces opérateurs géométriques qui sont le deuxiéme ingrédient essentiel de la théorie. On notera un premier
résultat majeur : & 1’échelle de Planck, 'espace apparait comme discret! On peut facilement s’en convaincre de
la fagon suivante. Le champ gravitationnel est la variable dynamique de la relativité générale et il est promu au
rang d’opérateur dans la théorie quantique. Or c’est justement le champ gravitationnel en relativité générale qui
détermine les quantités géométriques que sont les longueurs, les aires et les volumes. Autrement dit, ces quantités
géométriques deviennent elles-mémes des opérateurs quantiques et I’analyse spectrale de ces opérateurs montrent
justement qu’a I’échelle de Planck, chacun de leur spectre est discret. Cela fixe I’espace de Hilbert cinématique mais
pas encore la dynamique. Il est encore nécessaire de determiner les amplitudes de transition d’un état quantique a
un autre, c’est-a-dire les amplitudes de transition allant d’un réseau de spin spécifique (ou encore d’une géométrie
quantique) & un autre. C’est le troisiéme élément clé de la théorie. Ces amplitudes de transition sont univoquement
données par une intégrale de chemin. Tout comme l'intégrale de chemin de Feynman détermine I'amplitude de
propabilité de transition d’une position x4 & t4 vers une position xp a tp, l'intégrale de chemin de la gravité
quantique a boucles détermine I’amplitude de transition d’une géométrie quantique a une autre. Cette intégrale de
chemin est une mousse de spin et elle peut étre vue comme la version quantique de ’espace-temps.

La cosmologie quantique a boucles est ’application des techniques de la gravité quantique a boucles au cas de
lespace-temps UNIVERS [28]. Il ne s’agit pas & proprement parler de I'identification, au sein des réseaux de spin,
de I'état quantique le plus a-méme de décrire I'univers. Plutot, il s’agit de se restreindre d’emblée a I’espace-temps
FLRW (homogene et isotrope) classique et de quantifier un tel espace-temps en suivant les idées de la gravité
quantique a boucles. C’est donc un modele de minisuperespace. Les liens précis avec la théorie mere sont encore a
éclaircir mais on peut d’ores et déja noter plusieurs résultats importants.

— La limite infrarouge de la théorie est correcte. Autrement dit, les équations de Friedmann classiques (décrivant

la dynamique classique de I’Univers) sont retrouvées dans la limite des grands volumes.

— La limite ultraviolette de la théorie est correcte dans le sens ou la singularité de Big Bang est maintenant
remplacée par un rebond quantique régulier (usuellement dénommé par Ianglicisme big bounce). L’équation
de Friedmann effective fait apparaitre un terme quadratique en densité d’énergie avec un signe négatif.
Cela assure que la densité d’énergie est bornée supérieurement et que la constante de Hubble change de signe,
permettant une transition réguliére d’une branche en contraction vers une branche en expansion. (Récemment,
il a été montré que les singularités devraient étre génériquement résolue dans le cadre de la gravité quantique
a boucles [29].)

— Les états semiclassiques, extrémement piqués autour des solutions classiques, sont stables.

— L’inflation est génériquement prédite comme conséquence de la contraction et du rebond quantique précédant
la phase d’expansion. En sortie de rebond, I’Univers est dans les conditions appropriées pour qu’'une phase
d’inflation débute avec une probabilité tres proche de 'unité. La durée de cette phase d’inflation dépend
essentiellement de trois parameétres (et elle peut étre déduite de la connaissance de ces trois parameétres) :
le parametre de Barbero-Immirzi, la masse du champ d’inflaton et la fraction d’énergie potentielle dans le
champ d’inflaton au moment du rebond.

— Le cadre théorique donnant la dynamique des perturbations cosmologiques évoluant dans une géométrie
de fond quantique est en partie établie. Essentiellement deux approches différentes ont été adoptées. Il reste
encore a les comparer tant dans leurs fondements théoriques que dans leurs conséquences phénoménologiques.
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Chapitre 3

Les idées de la gravité quantique a
boucles

La LQG est une quantification non-perturbative de la relativité générale. Son ambition n’est pas de développer
une théorie unifiée de toutes les interactions, mais plutot une théorie complete dans laquelle I'interaction gravita-
tionnelle, sans étre unifiée aux autres interactions, n’en demeure pas moins traitée dans un cadre quantique. En ce
sens, c’est une théorie des géométries quantiques.

3.1 Formalisme hamiltonien

La voie usuelle de la quantification part d’un formalisme hamiltonien de la mécanique, et c’est probablement le
cadre le plus approprié pour traiter le probleme de la gravitation quantique. Cependant, le formalisme hamiltonien
ne traite pas l'espace et le temps de fagon identique (du moins de fagon explicite) et c’est exactement ce qu’on
ne souhaite pas faire pour une théorie totalement covariante comme la relativité générale. Il n’en demeure pas
moins possible de reformuler la relativité générale dans une version hamiltonienne. L’espace-temps est feuilleté le
long d’une direction temporelle arbitraire. Evidemment, le choix du feuilletage est conventionnel et une écriture
hamiltonienne propre de la relativité générale doit étre insensible a ce choix.

La premiére formulation hamiltonienne de la relativité générale est le formalisme ADM (pour Arnowitt-Deser-
Misner). Dans un premier temps, I’espace-temps est décomposé en une partie spatiale et une partie temporelle : il
s’agit d'un feuilletage ou chaque "tranche" est une hypersurface tridimensionnelle correspondant a la partie spatiale
tandis que le passage d’une "tranche" a une autre correspond a une "évolution" dans le temps. L’interval relativiste
devient

ds? = (Ndt)? — qup (N“dt + dz®) (Ndt + dz®) (3.1)

avec N la fonction de laps et N le vecteur de shift. (Les indices latin a, b varient de 1 & 3. Ce sont des indices
spatiaux associé a la base naturelle 5:1 du systéme de coordonnées % sur les hypersurfaces.) De fagon intuitive, et
sans trop se soucier des détails propres aux théories contraintes, on peut facilement se convaincre que le nombre
de degrés de liberté est égal aux 10 fonctions décrivant le tenseur métrique symétrique g, : 1 degré de liberté
pour N, 3 pour N* et 6 pour le tenseur symétrique q,p. Le sens de la fonction de laps et du vecteur de shift
est intuitivement illustré sur la figure 3.1. Considérons deux hypersurface ¥; a t et X4 & t + dt ainsi que le
quadrivecteur n*, orthogonal a ¥, au point A = (¢, z%). L’évolution purement temporelle du point A, c’est-a-dire
sans variation spatiale, est le point C' = (t+dt, %) sur ;4. Les points A et C' sont connectés par le quadrivecteur
thdt. La méme "évolution" peut étre obtenue en deux étapes, faisant intervenir explicitement la fonction de laps
et le vecteur de shift. Partant du point A et se déplacant suivant le quadrivecteur n*Ndt nous amene sur le
point B = (t + dt,z* — N%dt) de 'hypersurface ¥, 4. Il suffit alors de faire un second déplacement de Ndt sur
I’hypersurface ¥,y 4; pour rejoindre le point C. Une fois le feuilletage effectué, 'espace de phase peut étre identifié :
il s’agit de la métrique induite sur les hypersurfaces, c’est-a-dire g, et la courbure extrinseque K,;. Cette derniére
peut se définir comme la dérivée de Lie de la métrique induite qqp, elle-méme liée a la dérivée temporelle de qqp.
Intuitivement, la courbure extrinseque d’une hypersurface donnée ¥; peut se comprendre comme la courbure de
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cette hypersurface tridimensionnelle vu depuis la variété quadridimensionnelle dans laquelle elle est immergée .

Soit une variété M de dimension 4 & laquelle est associée une métrique gu,. On appelle z# = (t,2%) un systéme de
coordonnées sur M. La base naturelle des vecteurs (dans I’espace tangent) est e, = J;,. Par exemple, le vecteur e; est tangent
aux lignes pour lesquelles % = cste pour tout a = {1,2,3}. On suppose cette variété globalement hyperbolique et sa topologie
est alors M ~ ¥ x R. Une variété globalement hyperbolique admet un feuilletage par une famille continue d’hypersurfaces (ici
tridimensionnelles) de type espace et notée (3¢),p. Cela signifie qu’il existe un champ scalaire t dont le gradient n’est jamais
nul et dont les hypersurfaces de niveau sont les > telles que ces derniéres couvre l’ensemble de la variété quadridimensionnelle
M. En d’autre terme, pour tout point p de M, il existe un réel ¢ tel que le point p se situe sur 3¢ et t = f(p) Le fait que
le gradient de i ne s’annule pas assure que les hypersurfaces ne se recouvrent pas. Le champ scalaire ¢ dont le gradient est
orthogonal & ¥+ permet de définir le vecteur n de type temps orthonormal aux hypersurfaces et dont les composantes covariantes
sont : n, = (N(z¥),0,0,0) avec N = (f;m@“)ilﬂ la fonction de laps. Par ailleurs, le passage d’une feuille 3¢ & une feuille
Yiys¢ se fait a I’aide du vecteur normal d’évolution donné par m = N X n. Ce vecteur permet de transporter la surface 3¢
en X;ys: dans le sens ou le point p’ défini comme p’ = p + §t X m avec p € X4, se trouve sur la surface ;4 5:. Toutefois, le
vecteur m ne coincide pas nécéssairement avec le vecteur e;. Plus précisément, ces deux vecteurs seront égaux si les lignes de
coordonnées spatiales constantes sont orthognales aux hypersurfaces ¥¢. Un choix approprié du systéme de coordonnées tel
que m = et est toujours possible. Si un tel systéme n’a pas été identifié, les deux vecteurs sont liés par le vecteur de shift
3, nécessairement tangent au hypersurfaces 3¢ : ¢, = Nn + . Les composantes du vecteurs de shift sont S# = (0, N%). Les

composantes covariantes et contravariantes du vecteur n orthonormal aux hypersurfaces sont :

ny = (N(z"),0) et n# = (1, N*(z")).

1
N(xv)
La fonction de laps et le vecteur de shift s’interprétent de la maniére suivante. La quantité Nt fournit 1’élément de temps
propre entre les surfaces X¢ et 344 s5; mesuré par un observateur dont la quadrivitesse est le vecteur n. Lorsque 1'on passe de
la surface ¥¢ & la surface ¥, s, le point p en XH(p) = (t,z%) se trouve en XH 4+ 6X* = (t + 6t,x® + N%6t). Le vecteur
de shift fournit donc le décalage suivant la partie spatiale lorsque I'on passe de la surface ¥; a la surface ¥, s;. L’opérateur
Il = guv + npny permet de projeter les vecteurs de 'espace tangent de la variété M sur I'espace tangent des hypersurfaces
3t. Ce projecteur permet de définir la métrique induite (appelée aussi premiére forme fondamentale) sur les hypersurfaces X

par qgp = gHVHgHZ‘;. La métrique d’un espace-temps feuilleté est alors
ds? = N2(t,2°)dt* — qap(t, 2°) (da® + N(t,2)dt) (dz® + NP (¢, 2%)dt) .

En plus de la métrique induite g,p, le plongement des hypersurfaces ¥; est caractérisé par la courbure extrinseque (dite
deuxiéme forme fondamentale) définie comme Kgp(t, 2¢) = —nu;yﬂgﬂz = —ng;p- De fagon plus « intuitive » , qqp décrit la
métrique interne des hypersurfaces dont on peut déduire une courbure intrinséque tridimensionelle, indépendante de I'immersion
des hypersurfaces dans M. La courbure extrinséque K,;, mesure la projection sur les hypersurfaces X; de la dérivation covariante
du vecteur n. Elle dépend donc de 'immersion des hypersurfaces dans M. Dans ce formalisme, le choix de la fonction de laps
N et du vecteur de shift N? est équivalent au choix du systéme de coordonnées. Puisque le choix du systéme est arbitraire, il

en va de méme du choix de N et N%, c’est-a-dire du feuilletage.

En mécanique classique, le lagrangien est vu comme une fonction de 2n variables conjuguées, elles-mémes
dépendantes du temps, i.e. L(g;(t),g;(t)), & partir duquel les n moments conjugués sont définis comme
oL

=5 (3.2)

pi(t)

On définit alors le fonction de Hamilton, définie sur I’espace de phase (g;, p;) & 2n dimensions, par une transformation
de Legendre

H(qi,pi) = Zpidi — L. (3.3)

Une structure simplectique est alors définie sur cet espace de phase a 1’aide des crochets de Poisson

B df dg  Of Og
{f’g}z<3qzapz3p10qz> (3.4)

%

1. Cela est complétement analogue au cas d’un cylindre. Cet objet bidimensionnel n’a pas de courbure intrinseéque. toutefois, si on
I'immerge dans ’espace euclidien tridimensionnel, un cylindre a de ce point de vue, une courbure, dite extrinseque.
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i
vz + dx®

FI1GURE 3.1 — Illustration du feuilletage d’un espace-temps en hypersurface 3; de type espace.

Il est facilement déduit de cette définition que

{ai,pi} = dij. (3.5)

La donnée du crochet de Poisson et de la fonction de Hamilton suffit & déterminer 1’évolution temporelle de
n’importe quelle fonction définie sur I’espace de phase par

f={/H} (3.6)
avec le cas spécifique des fonctions ¢; et p; qui donne les équations usuelles de Hamilton

_0H
0q; '

. oOH
g ={qi, H} =

t 'i: ivH:
oy P {pi, H}

(3.7)
Il arrive régulierement en physique que le systéme soit contraint. Un exemple simple est celui du pendule pesant
de longueur ¢ et oscillant dans un plan (z,y). La dynamique peut étre décrite dans le plan sur 'espace de phase
(@, y; Pz, Dy). 1l faudra alors imposer la contrainte que x2 4+ y2 = 2. Dans le cas de la relativité générale, ce sont
les symétries fondamentales de la théorie qui vont agir comme des contraintes. On peut facilement s’en convaincre
en se rappelant que le choix du systéeme de coordonnées est arbitraire ce qui conduit aux identités de Bianchi.
Ces identités de Bianchi s’appliquent & n’importe quelle géométrie solution des équations d’Einstein et indique
que les 10 composantes du tenseur métrique ne sont pas toutes indépendantes les unes des autres. Les symétries
fondamentales et donc les contraintes, s’expriment comme une relation entre les variables de ’espace de phase,
i.e. C(p;i,q;) = 0. (Dans le cas du pendule pesant, la contrainte serait C(z,y) = 22 + y? — £2.) Les solutions des
équations du mouvement sont obtenu en extrémisant I'action. Avec les contraintes, il s’agira donc d’extrémiser une
action sous contrainte a l'aide des multiplicateurs de Lagrange L — L, = L + Zn]\le AmChr ot M est le nombre
total de contraintes et A, le multiplicateur de Lagrange associé & chaque contrainte. Aprés une transformation de
Legendre, on obtient la fonction de Hamilton sous contrainte (appelée Hamiltonien total)

M
Hiot(¢i,pi) = H(qi, pi) — Z AmCm (pis ¢)- (3.8)
m=1

Les solutions du systeme, pour des conditions initiales données, vont dépendre de la valeur des multiplicateurs de
Lagrange. Mais il faut se rappeler que ces contraintes ont pour origine les symétries propres de la théorie. Ainsi,
un choix des valeurs des multiplicateurs de Lagrange correspond a un choix de jauge et les solutions différentes,



64 CHAPITRE 3. LES IDEES DE LA GRAVITE QUANTIQUE A BOUCLES

pour des A, différents sont reliées les unes aux autres par une symétrie : elles sont équivalentes de jauge. Ce
formalisme s’étend au cas des théorie de champs en considérant les fonctions de Hamilton comme des fonctionnelles
du champ et de son moment conjugué, et en remplagant dans les crochets de Poisson les dérivations usuelles par
des dérivations fonctionnelles. Si A;(x) est la variable de configuration du champ et E’(y) son moment conjugué,
le crochet de Poisson est 4

{Ai(@), B (y) } = 8]0 (z —y), (3.9)
dans lequel apparait & la fois un 6 de Kronecker et un ¢ de Dirac.

Ce formalisme hamiltonien avec la notion de contrainte permet une description de la relativité générale. Mais
la situation est particuliere dans ce cas. La symétrie fondamentale derriere la relativité générale est I'invariance par
difféomorphisme qui se comprend, en tant que difféfomorphisme passif, comme la liberté dans le choix du systéme de
coordonnées. Or le feuilletage, décrit par N et N® change avec le systeme de coordonnées. Si la relativité générale
est "insensible" au choix du systeme de coordonnées, elle est donc aussi "insensible" au choix du feuilletage. Il en
résulte que la fonctionnelle de Hamilton en relativité générale est une pure contrainte et, a proprement parler, il
n’y a pas d’évolution 2. La dynamique peut étre vue comme une transformation canonique entre ¢ et ¢ + dt généreée
par 'Hamiltonien. Mais puisque I’Hamiltonien est une pure contrainte, les transformations canoniques qu’il génere
sont des transformations de jauge et deux points dans ’espace de phase reliés par une telle transformation sont
physiquement équivalents.

3.2 Relativité générale et variable de Ashtekar

Dans un formalisme lagrangien, la relativité générale est donnée par I'action de Einstein-Hilbert
1
Sy =—— [ V/—gRd'x. 3.10
AT e / graw (3.10)

Or les composantes g°° et g°® apparaissent dans ’expression du scalaire de Ricci sans dérivation temporelle et ces
composantes sont des multiplicateurs de Lagrange. Ils sont simplement reliées au fonctions de laps et au vecteur
de shift par g = 1/N? et g% = N%/N? qui joueront donc identiquement le réle de multiplicateurs de Lagrange, &
chacun desquels est associé une contrainte. La contrainte associée au vecteur de shift est un vecteur dont le flot est
relié aux difféomorphisme d’espace (autrement dit la liberté de choisir le systéme de coordonnées des hypersurfaces
3;). La contrainte associée a la fonction de laps est quant & elle un scalaire et elle reflete la déformation des
hypersurfaces passant de ¢ & t+dt. (Nous serons peu rigoureux dans nos dénomination des contraintes. La contrainte
associée a N sera aussi bien appelée contrainte vecteur ou contrainte de difféomorphisme. La contrainte associée a
N sera aussi bien appelée contrainte scalaire ou contrainte hamiltonienne. Il faudra toutefois garder a l’esprit que
nous distinguons contrainte hamiltonienne de hamiltonien total, ce dernier étant la somme des contraintes.)

En LQG, les variables canoniques utilisées ne sont pas la métrique induite gqp et la courbure extrinséque K
mais les variables d’Ashtekar. Tout comme les variables du formalisme ADM, ces variables sont canoniquement
conjugées et la relativité peut étre reformulée de facon hamiltonienne sur cet espace de phase. La premiere de
ces variables est le champ de triade densifiée, ou densité de triade. On appelle el le champ de triade ot a est un
indice de coordonnées sur I'hypersurface et I est un indice interne, par exemple & valeur dans ’espace tangent.
Relativement a 'indice interne I, 1 champ de triade est un vecteur, et une 1-forme vis-a-vis de l’espace tangent de
Ihypersurface Xy labellisée par les coordonnées z%. (Nous rappelons que les indices spatiaux sont levés et descendus
par application de qqp et ¢*° tandis que les indices internes sont levés ou descendus par application de ;7 et §77.)
Intuitivement, il s’agit du champ qui donne le référentiel localement cartésien en chaque point de 'hypersurface
considérée. Il est relié a la métrique induite via g, = d; Jefle;)] (ou inversement 6y = qabe‘}el}). Dans le formalisme
d’Ashtekar, le champ de triade est choisi & valeur dans SU(2). De 14, on peut définir le champ de triade densifiée par
det(qap)q®® = E¢EY§1. La variable canoniquement conjuguée a E¢ est la connexion d’Ashtekar AL qui se définit
a partir de la courbure extrinseque et la connexion de spin. On définit d’abord K({ = K pet! = KabEbI/\/det(qab).
Considérons maintenant un vecteur de SU(2) définit comme V! (2?) = V(2%)el. La connexion de spin T'!; est
une 1-forme & valeur dans l’algébre de Lie de SU(2). Elle permet simplement de définir le transport d’un vecteur
de Lorentz sur 'hypersurface 3; et donc la dérivation covariante d’objet portant un indice interne, i.e.

V. V=0, v +TL,v7. (3.11)

2. EVOLUTION signifie changement dans le temps alors que CONTRAINTE signifie, implicitement ici, relation constante dans le temps.
Si ’hamiltonien est une contrainte, I’évolution qu’il génére est tout simplement nulle.
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JK 1JK

On définit alors la forme duale de cette connexion par Fé = Dyyke! ou ¢ est le tenseur de Levi-Civita
dans l'espace interne. La connexion d’Ashtekar est une famille de connexions paramétrisée par le parametre de
Barbero-Immirzi v :

Al = K 4+ 4TL. (3.12)

Le parameétre de Barbero-Immirzi est un parameétre libre dont la valeur libre (réelle ou complexe) n’affecte pas la
théorie classique. Ces deux variables, densité de triade et connexion d’Ashtekar, sont canoniquement conjuguées et
leur crochet de Poisson est

{Al(z), E5(y)} = 8nG85856(x — y). (3.13)

Dans la suite nous noterons les indices internes par i, j, etc. plutot que I, J, plus conforme aux conventions
d’écriture usités en LQG et LQC.

Le choix de SU(2) peut apparaitre comme surprenant. Partant d’hypersurface tri-dimensionnel, le champ de triade pourrait
intuitivement étre construit comme une 1-forme & valeur dans SO(3), tout comme le champ de tetrade eg est une 1-forme a
valeur dans SO(3,1). Ainsi, le champ de triade el serait interprété relativement & I’indice I comme donnant trois vecteurs de
base du plan tangent & 3;. (Pour chaque valeur de I = I correspond une 1-forme dont les composantes dans la base naturelle
associée aux coordonnées x® est eg.) 11 est toutefois possible de choisir cette 1-forme & valeur dans su(2) puisqu’il existe un
isomorphisme entre la représentation adjointe de su(2) et les vecteurs de SO(3) sur R3. La donnée de ces trois vecteurs suffit &
déterminer la métrique par gq, = o1 Jegel{ . Mais on peut facilement se convaincre qu’en appliquant une rotation dans le plan
tangent, eé — é{l = R[Je({, on définit identiquement la métrique, i.e. gup = 51Jé£él{. Le champ de triade contient donc des
degrés de liberté qui ne sont pas pertinent du point de vue de la métrique q,p. Ainsi ’espace de phase partant de eé conteindrait
plus de degres de liberté que l’espace de phase initial de la relativité générale, (gqp, K ab) Pour s’assurer que la reformulation
en terme des variables d’Ashtekar se raméne bien & Iespace de phase de la relativité générale, on ajoutera une contrainte
supplémentaire dans ’hamiltonien total, appelée contrainte de Gauss. Autrement dit, si 'on part de I'espace de phase définit
par T = (EL, K{), représentant respectivement le champ de triade densifié et la courbure extrinséque, il est possible d’effectuer
une réduction symplectique de cet espace de phase pour aboutir & I’espace de phase de la relativité générale. Cette réduction
symplectique s’obtient en prenant le quotient de I avec le groupe des rotations infinitésimales de SO(3). Ces rotations étant

générées par la contrainte de Gauss, cela signifie que nous devons imposer cette contrainte dans ’Hamiltonien.

Avec cette paire de variables conjuguées, le Lagrangien de la relativité générale devient

. 1 .. )
L= | &z|—EFE*A" — NC — N*C, — N'C; 14
/E x<8wG7 o ji _ NC — N°C c), (3.14)

ou la connexion d’Ashtekar apparait comme ’analogue de la variable de configuration et la densité de triade comme
I’analogue du moment conjugué, et ou

o - L BB [siko’f —2(1 + 1)K} Kj] (3.15)
167G /| det E]| o [af5]] - :
1 . )
c, = E'Fi, — ALCY), 3.16
8’/TG"}/( 7+ ab a ) ( )
1 1 .
C;, = D.E? (8aEZ-a + GijkAflEg), (317)

8rGy - 8TGy
(3.18)

et Fiy = 0,41 — O,A% + eijkA{;A’b“ est la courbure de la connexion d’Ashtekar. Il se dégage explicitement de
ce Lagrangien que les quantités N, N® et N’ sont des multiplicateurs de Lagrange respectivement associés & la
contrainte hamiltonienne C, & la contrainte de difféomorphisme C, et a la contrainte de Gauss C;. Il est évident de
se convaincre que ces trois quantités sont associées a des contraintes puisqu’elles ne font que tracer les symétries
sous-jacentes a la relativité générale; N et N ne correspondent qu’a un choix conventionnel de feuilletage alors que
N? ne correspond qu’a un choix conventionnel vis-a-vis des rotations du champ de triade. Par une transformation de
Legendre, la fonctionnelle de Hamilton est alors la somme de trois contraintes fois des multiplicateurs de Lagrange
(a V'exception de tout autre terme)

Hpe = / d*z (NC + N°C, + N'C;) , (3.19)
P
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et 'extrémisation du Lagrangien conduit a rendre I’Hamiltonien de la relativité générale nul, Hrg ~ 0, sur les
solutions physiques. Il est alors commode de définir les contraintes intégrées sur les hypersurfaces

Ci = GINY= / d*x N'C;, (3.20)
b

Ca = D[N :/d?’:c NC,, (3.21)
b))

C; = S[N]= / d*z NC. (3.22)
by

Ainsi Hrg[N?, N%, N] = G[N] + D[N?] + S[N]. Puisque I'’hamiltonien pris sur une solution physique s’annule &
tout temps -on dit que 'hamiltonien s’annule faiblement Hrg = 0- il en va de méme de sa dérivée temporelle,
Hpe ~ 0. Puisque la dynamique est donnée par f = {f, Hrc}, on en déduit aisément que le crochet de Poisson de
I’Hamiltonien avec lui-méme est faiblement nul :

{HgrG[N',N* N], Hrg[M', M* M]} ~ 0. (3.23)
On déduit de cela 'algébre des contraintes. L’équation ci-dessus se récrit explicitement comme
{GIN"] 4+ D[N] + S[N],G[M'] + D[M*] + S[M]} ~ 0. (3.24)

Compte tenu de la linéarité des crochets de Poisson, la condition ci-dessus se ramene a une algébre de premiere
classe pour les contraintes,

{Cr.Cr} = X ,(A], B)Cr, (3.25)

ot les fonctions de structures f%;; dépendent de l'espace de phase. En ce sens, les contraintes ne forment pas une
algebre de Lie mais plutét un algebroide de Lie, i.e. un ensemble d’algebre. On peut le comprendre intuitivement
ainsi : les fonctions de structures étant dépendanted de ’espace de phase, nous avons une algebre de Lie avec ses
propres fonctions de structures associees a chaque point de ’espace de phase. Si nous nous placgons sur la surface
correspondant a ’annulation de la contrainte de Gauss, G [N Z] ~ 0, 'algebre des contraintes se réduit a

{D[M*], D[N%]} = D[M"9,N®— N°9,M"], (3.26)

{D[M®],S[N]} = S[M*O,N — No,M*], (3.27)

{S[M],S[N]} = sD[¢"*(MO,N — NO,M)], (3.28)

avec s la signature de la métrique (s = 1 pour une signature lorentzienne et s = —1 pour une signature euclidienne).

3.3 Quantification par les boucles

Historiquement, une des premieres approches pour quantifier la relativité générale a été proposé par J. A.
Wheeler et B. de Witt. Partant du formalisme hamiltonien ADM, 'hamiltonien classique est

1
H= ———— Gapear™n? — \/det(qap) R, (3.29)

B 2 V det(‘]ub)

avec Gabed = (¢acqvd + Gad@vc — Gabled) R®) 1a 3-courbure des hypersurfaces et 7% le moment conjugué a qup.
L’approche de Wheeler-de Witt consiste a promouvoir cet hamiltonien au rang d’opérateur s’appliquant sur une
fonctionnelle d’onde W(q,p) mesurant Pamplitude de probabilité d’étre dans une géométre donnée, avec la régle de
commutation usuelle pour les variables canoniques :

g = @t 2°)¥(qa) = ¢*°(t, %) X ¥(qap) (3.30)
A~ . 6\Il(qab)

ab ab c — g \1av)

T = 7Ot 2%)V(qas) = Lt (3.31)
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Une méme approche peut étre adopté partant du formalisme de Ashtekar, a la différence que ce sera la connexion
qui jouera le role de variable de configuration et non le champ de triade, i.e.

A () WAL = AL(1 ) X B(AL) (3.32)
a fha c iy . 6\II(AZ)
E! — FEta%)VU(A4) = ZéAfl(t,xC)' (3.33)

A ce stade, méme si le formalisme de Ashtekar peut potentiellement simplifier la contrainte scalaire, une telle
approche rencontre les mémes difficultés que 'approche historique de Wheeler et de Witt. En particulier, il est
impossible de définir proprement un produit scalaire entre différents états quantiques. Or cet outil mathématique
est nécessaire dans la théorie quantique, afin de pouvoir, par exemple, calculer les amplitudes de probabilité.

Pour contourner ces difficultés, les boucles sont introduites. Ces boucles sont construites & partir des holonomies
de la connexion de Ashtekar et les holonomies généralisent la notion de la circulation d’un vecteur le long d’une
boucle. Prenons I’exemple suivant : supposons que nous cherchons & transporter parallelement 'objet E? le long de
la courbe fermée v?(s) (nous nous rappellerons que a sont les indices d’espace et i les indices internes). Le transport
paralléle consiste & annuler la dérivée covariante :

dy* b
E, =
ds Vali =0
— 4 (9, + AL) EY =0 (3.34)
dEf sa 7
— T = 4 (5) AL () B2(s) (335)
ce qui donne une solution ’formelle’

EXs) = EYO0) — [ 5°()AL BN s (3.36)

0

Il faut toutefois se méfier de cette solution 'formelle’. On se rappellera que dans le cas de la gravitation, la connexion
est a valeur dans l’algébre de Lie de SU(2). Or ce groupe n’est pas commutatif. Il faut donc convoquer la notion
de produit ordonné le long de la courbe fermée. Cette précaution prise en compte, ’holonomie apparait comme le
produit ordonné de la connexion le long de notre courbe fermée :

ldl =P oo (- / () 4a(0)d5 ) | (3.37)

Ce produit ordonné est une matrice. Quelle est I'intérét de cet objet ? Le théoréme de Giles montre que si ’on calcul
la trace des holonomies sur toutes les boucles possibles, alors toute I'information invariante de jauge de la connexion
peut étre reconstruite [31]. Cela signifie que les holonomies peuvent servir de fonctions de base pour toute fonction
des holonomies! Or nous avons précisément vu que la fonctionnelle d’onde est fonction de la connexion d’Ashtekar.
Autrement dit, toute fonctionnelle d’onde invariante de jauge peut se décomposer suivant les holonomies. Il s’agit
de la représentation en boucle de la fonctionnelle d’onde, i.e.

U[A] =0, hy[A] (3.38)

Ces boucles sont des boucles de Wilson et, dans le cadre de la relativité générale, on peut facilement se convaincre
de leur pertinence de la fagon suivante. On peut en effet se rappeler qu'une maniere de définir le tenseur de Riemann
consiste justement a s’intéresser a la circulation d’un vecteur le long d’un chemin fermé. Il en ressort que les boucles
fermées sont aussi un moyen de mesurer la courbure.

Les holonomies sont donc une représentation possible de I’espace de Hilbert cinématique. A ce stade, la dyna-
mique n’est pas encore donnée. Il faut construire I'opérateur hamiltonien, utilisant donc les opérateurs d’holonomie,
puis résoudre cette contrainte afin de trouver ces fonctionnelles d’onde qui décriront une géométrie quantique. En
ce sens, la représentation en boucle nous donne I’espace ot nous devons chercher de telles solutions. Mais cet espace
de Hilbert est légérement plus compliqué. En effet, a chaque boucle nous pouvons associer une représentation dif-
férente de algebre su(2). Si deux boucles se croisent en un point, et que sur chacune de ces boucles, ce sont deux
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F1GURE 3.2 — Exemple d’un réseau de spin. Chaque ballon jaune correspond a un quanta d’espace.

représentations différentes de su(2) qui sont considérées, il nous faut alors ’coller’ ces deux représentations a l’aide
d’un objet appelé ’intertwinner’. (Un intertwinner peut se comprendre comme le couplage entre différent moment
cinétique, comme par exemple les coefficients de Clebsch-Gordan, ou symbole de Wigner-3j, pour le couplage de
3 moments cinétique.) Le résultat est un réseau de spin, c’est-a-dire un graphe avec des intersections et des liens
colorés, la couleur des liens étant donné par la dimension de la représentation adopté pour la boucle faisant lien.
Une illustration d’un réseau de spin est donné dans la figure 3.2. Quel est l'intérét des réseau de spin en tant que
base de I'espace de Hibert cinématique ? Il s’avére que la représentation en boucle constitue une base sur-compléte
(c’est-a-dire que certains vecteurs de la base, voire beaucoup, sont redondants). En passant au réseau de spin, on
limite ce caractere sur-complet.

En vertu du théoreme spin-géométrie de Penrose, un réseau de spin a une interprétation géométrique en terme
de géométrie discrete. Chaque intersection s’interprete comme un volume élémentaire d’espace, tandis que chaque
lien, interface entre deux volumes, correspond & une surface élémentaire.



Chapitre 4

Les idées de la cosmologie quantiques a
boucles

4.1 Quantification de I’espace FLRW

L’approche rigoureuse qui consisterait a proposer un modéle quantique de 1'univers, en tant qu’espace-temps
maximalement symétrique, consisterait a partir de la LQG et d’identifier I’état quantique correspond & une géo-
métrie homogene et isotrope. Dans 1’état actuel, identifier un tel état et en déterminer la dynamique n’est pas
aisé.

Une autre voix, celle de la LQC, consiste plutot a partir directement de ’espace de phase réduit par homogénéité
et isotropie, puis a appliquer une méthode de quantification inspirée de la LQG. Dans cette approche dite de
minisuperespace, ce ne sont pas les méthodes completes de la LQG qui sont utilisées, mais plutét les faits les plus
marquants, avec en particulier 'utilisation des boucles. Cette technique viole en partie certaines des hypotheses du
théorémes de Stone-Von Neumann, montrant I'unicité des relations de commutation canoniques entre 1’opérateur
de position et celui d’impulsion [30]. Ainsi, des résultats différents de ce qui pouvait étre obtenu avec I’approche
de Wheeler-de Witt sont attendus, ce qui est heureux puisque dans 'approche de Wheeler-de Witt, la singularité
de Big Bang n’est pas résolue.

4.1.1 Cosmologie classique dans le formalisme hamiltonien

Nous nous limiterons ici au cas de la quantification de I'espace-temps FLRW avec section spatiale plate, i.e.
ds? = dt* + a?(t) (dx2 +dy? + dzz) avec (z,y, z) un systéme de coordonnées cartésien sur toute 'hypersurface. Le
cas k = 1 a aussi été traité.

Sous I'hypothese d’'un espace-temps homogene et isotrope, les variables de Ashtekar se rameéne a A% = k6% et
E¢ = pé¢, ot ¢ et p deviennent les variables pertinentes de I’espace de phase. Ces deux variables définissent le
crochet de Poisson,

{k,p} = 87G~/3, (4.1)
avec le crochet de Poisson défini comme
of 9g 9dgof
LGP = ——= — —=—=. 4.2
.9} op ok  Op Ok (42)

La variable p est relié au facteur d’échelle, p = a2, et la variable k est relié au paramétre de Hubble, ¢ étant
proportionnel & a. En ajoutant les degrés de liberté pour le contenu en matiére (nous choisissons un champ scalaire)
(¢, 7)), hamiltonien complet est (ol nous avons choisit N = 1, correspondant au temps cosmique) :

3v/pk? T 32
H = RGP + <2p3/2 +p*2V (@) |. (4.3)

Le premier terme est I’hamiltonien gravitationnel et le second (entre parenthése) est 'hamiltonien du champ scalaire
considéré comme contenu matériel de 'univers. Pareillement, un crochet de Poisson est associé au variable décrivant

69
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le champ scalaire :
_0f 99 99 0F

o of - 4.4
{f7 g}matlere 895 affr(p 8(,5 aﬁ-(p ( )

En utilisant les équations de Hamilton, f = {f, H}ota1> €t le fait que I’hamitonien s’annule faiblement, on retrouve
aisément les équations de Friedmann et de Klein-Gordon dans ce formalisme hamiltonien :

(2)2 _ ﬁp (4.5)

) 1%
G 3HG+ 52 =0 (4.6)

4.1.2 Dynamique quantique

A un niveau classique, l’espace de phase posséde 4 degrés de liberté : 2 pour la gravitation, k = ~va/N et
|p| = a?, et 2 autres pour le champ scalaire, ¢ et T,. Partant de la et utilisant les symétries d’'un espace homogene
et isotrope, la partie purement gravitationnel de I’'Hamiltonien se réécrit comme :

EaiEbj
ngav - —’7_2/ d3$€ijk —_— Fk (47)
%

V]detE[ “
—2 45 sa

b 1k
= =7 €V ElE Foy,

Classiquement, la courbure de la connexion F fb est proportionnelle a k. La courbure de la connexion peut étre
exprimé comme une fonction des holonomies, olt nous choisissons comme boucle une boucle carré O;; :

h(DAv) -1 . . . ; SiIl2 A ];1
" . ij kooi o P c
B = =2 Jim T (A ol = im i af (M), -
avec (re) (Ae) 7 (Ae) /1 (Ae) (Xe)
c) __ c c c —1 c —1
hais’ = hi™ hy™ ()~ (R ) ™ (4.9)

et A2 la surface en coordonnée (et non la surface physique) contenue dans la boucle 0;;. On peut facilement se
convaincre en prenant A\. — 0 que 'on retrouve I’expression usuelle de la courbure de la connexion.

Si nous avons a prendre en compte les idées de la LQG, nous retiendrons alors que ’holonomie ne peut pas étre
déformée jusqu’a atteindre une surface nulle. Le spectre de 'opérateur de surface en LQG nous apprend en effet
quil y a un gap minimal, donnée par A = 2v/37vfp; [32]. Si A? est la surface en coordonnée de la boucle, et se
rappelant que |p| = a2, nous avons alors A2 [p| = A, ce qui fixe la valeur minimale de A\, = \/A/|p|. L’opérateur
hamiltonien se construit alors en promouvant au rang d’opérateur les holonomies de la connexion d’Ashtekar, et
non directement la connexion d’Ashtekar?! :

L —

sin? Ak sin? Ak
(M) - (%) (110

—

qui peut également s’éxprimer avec exp (i/\cl;:/ 2). On introduit alors le nouveau couple de variables conjuguées

(b,v) défini par b = k/\/[p| et v = |]§|3/ ?. On peut facilement se convaincre qu'elles sont conjugués leur crochet
de Poisson donnant {v,b} = 47G~y. La variable v = a3 n’est rien d’autre que le volume. Les deux opérateurs
fondamentaux sont donc 'opérateur de volume qui agit sur les états propres de volume comme :

V) = 2rylv| v) | (4.11)
et 'opérateur d’holonomie exp (i)\cff / 2) = exp (m/gb/ 2) qui agit sur les états propres de volume par une opération
de translation

—
—

exp(idec/2) [v) = exp(iVADb/2) [v) = |v+ VA) . (4.12)

1. Intuitivemet, on peut se forger I'image d’une régularisation de la courbure. Classiquement, la courbure en un point s’obtient par
la limite quand la surface tend vers 0 d’une holonomie le long de la ligne entourant la surface. Le fait qu’il existe une valeur minimale
non nulle pour les opérateurs de surface en LQG impose de calculer la courbure comme la limite de ’holonomie quand la surface tend
vers cette valeur minimale et non plus vers 0.
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En fonction des variables (b, ), ’'Hamiltonien classique est

3 2 T
=— . 4.1
H 87rG’be + 5 (4.13)

Puisque cette Hamiltonien est une contrainte, sa version quantique sera un opérateur qui annule la fonction d’onde,
HWU = 0. Moyennant un choix d’ordre des opérateurs et prenant en compte que ce sont les holonomies de b et non
b qu’il faut promouvoir au rang d’opérateur, I’équation de Schrédinger devient

V(v p) . Sin/\/\gb ~ sin/-\/\zb
oz 37TGV< A )l/( TA >\I!(gp,u)

- ?ZTAG [+ VAU + 4VA) = 20 (0) + (v — WVA)B(v — 4VA)

= @(V) \Il( 7@) (4'14)

L’opérateur ©(,) correspond simplement & la partie purement gravitationnelle de 'opérateur hamiltonien tandis
que le membre de gauche vient slmplement du fait que le moment conjugué au champ salaire a été promu au
rang d’opérateur, T, — T, = —iz= 87 On peut d’ores et déja noter une différence fondamentale d’avec 'approche de
Wheeler et de Witt : 'opérateur quanthue ©(,) n’est plus un opérateur différentiel mais un opérateur de différence.
On peut aussi facilement comprendre en quoi le probleme de la singularité de Big Bang sera résolu. Considérons
une valeur propre v quelconque et rappelons nous que v correspond au volume. Ainsi, la singularité de Big Bang
correspondrait au cas v = 0. La fonction d’onde ¥ (v # 0) peut-elle transiter vers ¥(v = 0) ? Pour cela on notera
que (le calcul n’est pas ici rigoureux et n’a qu’une valeur pédagogique)

(T(0)[©0) [¥(¥)

v [(1/ +2VA) (W(0)] W (v + 4VA)) — 20 (T(0)] T (v))
+(v = 2VA) (9(0)| ¥(v — 4VA))| (4.15)

Trois options sont possibles : soit ¥ = 0 auquel cas seul le produit scalaire (¥(0)] ¥(v)) est non nul mais multiplié
par v = 0; soit v + 4v/A = 0 auquel cas seul le produit scalaire (¥(0)| ¥ (v + 4\/E)> est non nul mais multiplier
par v + 4V/A = 0; soit v — 4V/A = 0 auquel cas seul le produit scalaire (¥(0)| ¥ (v — 4\/Z)> est non nul mais
multiplier par v — 4v/A = 0. Dans tous les cas, nous voyons que cette probabilité de transition est nulle et I'état
de volume nul ne peut jamais étre atteint partant d’un état de volume non nul. Dans ce cadre cosmologique, cela
signifie simplement qu’en remontant le cours de I’histoire cosmique, I'univers n’atteindra jamais un état singulier
de volume nul.

Les études numériques de 1’évolution de la fonction d’onde montre que tel est bien le cas. Si en particulier on
trace I’évolution de la valeur attendu du facteur d’échelle en fonction du temps, alors ce facteur d’échelle décroit
('univers est en contraction) puis passe par une valeur minimale (le rebond quantique) avant de croitre (I'univers
entre dans une phase d’expansion).

4.1.3 Dynamique effective

Si 'on considére une classe d’états fortement piqués autour des solutions classiques, 1’évolution du facteur
d’échelle tracé par le pic des états fortements piqués est tres bien décrite par une équation de Friedmann effective.
Cette équation effective se traite classiquement mais part d’un hamiltonien qui contient le premier ordre des
corrections quantiques venant des holonomies. L’hamiltonien effectif est (en choisissant pour la fonction de laps
N =1 afin de travailler en temps cosmique)

3 sin2(VAD)
G2 A

Heff = V- Hmatiere . (416)

La densité d’énergie du contenu en matiére est donnée par p = Hmatiere/V et, puisque hamiltonien total est nul
sur les solutions physiques, il en résulte

3 sin 2(\/Zb)

= 4.1
8rGy? A (4.17)
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Le membre de droite atteint sa valeur maximale pour sin 2(v/Ab) = 1, ce qui fixe une densité d’énergie maximale

atteignable :
3

- STGy2A "

Pour notre valeur de A, cela donne p. = (v/3/321273) Mg, ott Mp; = 1/+/G. Si 'on prend la valeur de v fixée par
'entropie des trous noirs, on obtient p. ~ 0.41 x Mp,. (Rien n’oblige & fixer la valeur de v ainsi et il s’agit ici de
fixer les idées. Dans la suite, nous montrerons que les prédiction effectuées en LQC peuvent en principe aussi étre
utilisées pour fixer cette valeur via une contrainte sur p..) Dans cette description effective, toutes les trajectoires
vont passer a travers le rebond, ce qui n’est pas toujours le cas pour un état quantique quelconque.

On dérive de 'hamiltonien ci-dessus 1’équation du mouvement pour le volume

Pe (4.18)

V = {V,Hcff}—ﬁVsm(\/Eb)cos(\/Zb). (4.19)

Puisque V = 3a2a et en utilisant le fait que Heg = 0 pour exprimer les sinus et cosinus en fonction de la densité
d’énergie p, on obtient aisément I’équation de Friedmann modifiée

81G P
H2:><p><<1—). 4.20
3 Py (4.20)

De facon analogue, il est possible de dériver I’équation de Raychaudhuri modifiée et I’équation de Klein-Gordon

. 4
aerp<14p>47rGP<12p> (4.21)
a 3 Pc Pc
et
¢+ 3Hp+m?p =0. (4.22)

Pour le champ scalaire, nous avons supposé un potentiel simple : V(p) = %chﬁQ.

Il est important de noter que pour chaque trajectoire semiclassique considérée, il existe systématiquement deux
points tournants & b = +m/(2vA) dont l'origine est la quantification via les holonomies. Par ailleurs, le paramétre
de Hubble admet toujours une borne supérieure fini quelque soit le contenu en matiére, assurant donc I’absence de
singularité.

4.2 Equation effective : construction phénoménologique
Avant de s’intéresser plus en détail a la modélisation de 'univers primordial dans le cadre de la LQC, il est utile

de montrer comment la dynamique effective peut-étre retrouvée de facon phénoménologique. Nous rappelons pour
cela ’hamiltonien total en fonction des variables de Ashtekar

Ho  SVE ( i +p3/2V(90)> : (4.23)

- 81GH? 2p3/2

Nous considérons un champ avec potentiel d’auto-interaction. Effectuons le changement suivant, guidé par I'utili-
sation des holonomies, k — sin(uvyk)/(a7y) :

— - 7N 2 —2
Hop = 3vD (smu*yk) N o (4.20)

S 8rGA2 \ iy 2p3/2

tout en conservant la structure simplectique {l;‘, ]3} = 87G7/3. En utilisant d’abord les équations de Hamilton et
en se rappelant que p = a2, nous obtenons

13 = {pa Heff}'

1 in 27ivk
N - (Sm aall ) ~H. (4.25)
2p yWp \ 20y
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De fagon analogue :

{957 Heg}matiere

_ Ty
= S (4.26)

-
I

On notera enfin que 'hamiltonien total est nul, ce qui conduit a :

- TN 2 2 —2
sin vk :87TG’Y o[ e + 32V (5) | . 4.27
14

iy 3Vp 2p3/2

Le membre de droite de Eq. (4.27) se ré-exprime facilement en fonction de la densité d’énergie du champ scalaire

_ =\ 2
87TG’}/2 7733 3/2 _ 87TG72 _ (@) — 87TG’-Y —
NG ( + V(@) 5 Px |5 VIe) 5 bxp (4.28)

Il convient maintenant de ré-exprimer le parameétre de Hubble H en fonction du membre de gauche de Eq. (4.27).
Pour cela, il est préférable d’utiliser le carré de H et de noter que

sin 2fivk ? sin fivk ? _ .o (sin vk ?
TonN = P 1— () =
1284 Ky Ky

8rG 9 p
= —pX 1—— 4.29
o a2 1= 2], (429
avec
_ 3 (4.30)
Pe = StGu2vyta?’ '
N2
Finalement, puisque H? = (%) /(va)?, nous obtenons 1’équation de Friedmann effective
81G P
H*=—"—"—pl(1--). 4.31
3 g ( pc) ( )

11 convient maintenant d’identifier (yf) avec 1/A/p ce qui donne la densité d’énergie critique précédemment trouvée

3

- 8TGY2A’ (4.52)

Pe

Il est important ici de noter que la limite classique se retrouve en prenant A — 0, c’est-a-dire en prenant aire
minimale de LQG comme tendant vers zéro, ce qui envoie bien p. — 400 indpéndamment de la valeur de ~. (On
notera aussi que ce n’est pas en prenant v — 0 que cette limite classique est obtenue, ce qui aurait pour conséquence
que la valeur de ce parametre jouerait un role au niveau classique, ce qui n’est pas le cas.)
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Chapitre 5

Dynamique effective du fond

5.1 Equation effective semiclassique

De fagon générique, la LQC considére I’'Univers comme un tout décrit par une fonction d’onde interprétée comme
donnant 'amplitude de probabilité d’étre dans une géométrie donnée. De facon plus précise, la fonction d’onde
décrivant ’Univers en LQC s’obtient en appliquant les techniques de la LQG & un espace de phase géométrique
restreint : plutét que de quantifier directement n’importe quel type d’espace pseudoriemanien, on se restreint aux
espace-temps homogene et isotrope. Il s’agit des approches dites de mini-superespace. Dans le cas des espace-temps
homogene et isotrope et dont les sections spatiales sont elles aussi plates ', ’espace de phase est donné par le facteur
d’échelle a(t) et le parametre de Hubble H = (a/a). Parmi les différents états quantiques construits, il existe une
classe d’état extrémement piqués autour des solutions classiques. Autrement dit, pour ces états analogues des états
cohérents (ou quasiclassiques) de 'optique quantique, I’évolution de la valeur attendue du facteur d’échelle est pour
les grands volumes, donnée par les équations de Friedmann classique, i.e.

_ 8nG y
- 3 pa
ou p est la densité d’énergie des constituants de I’'Univers. On retrouve donc bien la cosmologie classique dans la
limite ou les effets de gravité quantique sont censés étre négligeables. Cependant, lorsque I'on approche des petits

volumes, les effets de gravité quantiques ne sont plus négligeables et en étudiant 1’évolution de la valeur attendue
de a(t) pour les états extrémement piqués, on obtient une équation de Friedmann effective contenant les premiéres

corrections quantiques :
8rG
H2:7;><,0><<1—p), (5.2)

H? (5.1)

Pec

ou p. est une densité d’énergie maximale essentiellement fixée par le fait que le spectre des opérateurs de surface est
discret : il présente donc un gap minimal entre la valeur propre zéro et la premiere valeur propre non-nulle. Cette
densité d’énergie maximale est de 'ordre de la densité de Planck. Sa valeur n’est toutefois pas univoquement fixée
par la théorie puisqu’elle fait apparaitre le parametre de Barbero-Immirzi, v, dont la valeur (a priori réelle) n’est
pas fixée par la LQC. Par ailleurs, il a été montré que cette équation de Friedmann effective reste une excellente
approximation quantique compléte méme lorsque 'on approche 'ére de Planck : elle demeure donc un cadre
pertinent pour étudier la dynamique compléte de I'Univers, méme dans sa phase la plus quantique [33]. L'efficacité
de cette approche effective a été prouvée en deux temps [33]. tout d’abord, il a été montré numériquement que
les solutions de I’équation de Friedmann effective reste trés proche des solutions donnée par 1’évolution compleéte
de la fonction d’onde. Plus récemment, un argument analytique a été donné en montrant en quoi 'efficacité de
cette approche reléeve d’un comportement analogue au théoreme centrale limite : I'Univers se comporte comme une
somme sur un tres grand nombre de degres de liberté microscopiques et dont les fluctuations quantiques cumulées
sont réduites a la maniére du théoreme centrale limite.

Ce type de correction introduisant un terme quadratique en densité d’énergie est appelé correction d’holonomie.
Cette dénomination vient du fait qu’il n’est pas possible de promouvoir directement la connexion d’Ashtekar au

1. Dans toute la suite, la discussion sera limitée au cas des espace FLRW plat. Le cas des univers ouvert ou fermé a été considéré
par ailleurs.

(0]



76 CHAPITRE 5. DYNAMIQUE EFFECTIVE DU FOND

rang d’opérateur. A la place, ce sont les holonomies de cette connexion qui sont promues au rang d’opérateur 2. La
théorie effective ci-dessus garde la trace de cette variable. Si ce type de correction est inévitable (c’est justement
le passage aux holonomies qui permet la quantification en terme de représentation de boucles et ainsi de résoudre
certains des problémes présents dans e.g. I'approche de Wheeler-de Witt de la gravitation quantique), il existe
un deuxiéme type de correction dont la pertinence est encore débattue. Ces corrections dites de volume inverse
viennent du fait que 'hamiltonien de la relativité générale contient des termes proportionnels a I'inverse du volume
V, ce qui conduirait a des divergences dans la théorie quantique pour la valeur propre zéro de l'opérateur de
volume V. Pour régulariser la théorie quantique, c’est donc directement V! qui est promu au rang d’opérateur
puis quantifié (plutét que (‘7)’1, c’est V1 qui est utilisé). A un niveau effectif, cela aboutit &

H? = % x px S(a), (5.3)
ou S est une fonction du facteur d’échelle a(t). Si les deux types d’effets sont pris en compte, I’équation de Friedmann
effective devient alors [34]

m2 =8, (S(a) - ”) . (5.4)
3 Pe
La forme exacte de la fonction S n’est pas connue (elle dépend de certains parameétres d’ambiguité dans la quantifi-
cation), toutefois dans la limite ot ’échelle caractéristique de I'Univers est bien plus grande que I’échelle de Planck
lp1, on peut choisir S(a) ~ 1+ (Ip;/a)? avec o > 0.
(Les travaux de recherche présenté ci-dessous portent principalement sur l'impact des corrections d’holonomie
et nous nous focaliserons ici sur ceux-ci. Toutefois, le cas des corrections de volume inverse a aussi été abordé,
quoique plus marginalement. Ils seront donc mentionnés en quelques occasions.)

5.2 Un univers en rebond

Le premier fait remarquable de cette description quantique de 'univers primordial est le remplacement de la
singularité de Big Bang par un rebond régulier. On peut le comprendre & 1'aide de la théorie effective. Si I'on
remonte 'histoire cosmique et que 'on suppose, pour simplifier, que le contenu en matiére est de type poussiere,
I’équation de Raychaudhuri est

H = —47Gp. (5.5)

En remontant le temps, le facteur d’échelle diminue et la densité d’énergie augmente. Il s’ensuit que la valeur
absolue de la dérivé de H augmente. Puisque H mesure le taux de contraction de 1’Univers, dans cette vision a
rebours, cela signifie que la contraction n’est jamais ralentie : ’évolution est monotone et on ne peut empécher le
facteur d’échelle d’atteindre la valeur zéro. A l'inverse, si I'on prend en compte les effets de LQC, I’équation de
Raychaudhuri devient

H = —4nGp (1 — 2) . (5.6)

C

Ainsi, quand p atteint la valeur p./2, le signe de H change et la contraction est comme ralentie. Lorsque p atteint
alors la valeur p., la parameétre de Hubble devient nul pour une valeur non-nulle du facteur d’échelle. Le paramétre
de Hubble change alors de signe et 1’évolution de I'univers passe d’une phase de contraction & une phase d’expansion,
le rebond quantique étant régulier.

5.3 Un univers en rebond et inflationnaire [35]

Quelques 1073° seconde apreés le Big Bang, il semble que 1’Univers soit passé par une phase d’expansion accélérée,
appelée inflation cosmique. Cette phase, postulée au début des années quatre-vingt, permet de rendre compte, en

2. A un niveau classique, I’holonomie de la connexion d’Ashtekar et le flux de triade forme un espace de phase valide pour la
relativité générale

3. On rappellera la raison quantique fondamentale : la singularité de Big Bang correspondrait & un niveau quantique au fait que
la fonction d’onde évolue vers un état correspondant a une valeur attendue de 'opérateur de volume qui serait zéro. Or 'opérateur
quantique hamiltonien empéche dynamiquement la transition d’un état de volume non-nul vers un état de volume nul. Cette transition
est interdite & un niveau quantique et cela se manifeste au niveau effectif.
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FIGURE 5.1 — Gauche : Evolution du facteur d’échelle a(t) en fonction du temps cosmique en LQC. Il y a d’abord une
phase de contraction puis une phase d’expansion. L’évolution n’est pas symétrique vis-a-vis du rebond quantique
des lors que le champ scalaire possede une petite fraction d’énérgie potentielle, notée x, au moment du rebond.
Droite : Evolution du champ scalaire ¢(t) en fonction du temps cosmique. Durant la phase pre-rebond, le champ
suit des oscillations amplifiées. Au moment du rebond, le champ grimpe trés haut dans son potentiel. L’univers
entre alors dans une phase d’inflation cosmique durant laquelle le champ scalaire évolue linéairement en fonction
du temps.

autre, de la géométrie plate de la partie spatiale de I’espace-temps UNIVERS, ou encore de I’incroyable homogénéité
du fond diffus cosmologique. Plus encore, elle permet d’invoquer un mécanisme de production d’inhomogénéités
cosmiques -les perturbations cosmologiques- qui seront a 1’origine des anisotropies du fond diffus cosmologique et qui
constituent les graines primordiales nécessaires a la formation des galaxies et grandes structures par effondrement
gravitationnel. Toutefois rendre compte de l'inflation elle-méme n’est pas aisé. Le paradigme usuel considere que
le contenu matériel dominant a cette époque est un champ scalaire. Si ce champ scalaire atteint les conditions
de roulement lent, c’est-a-dire que sont énergie est dominée par son énergie potentielle et que son accélération ¢
est dynamiquement négligeable relativement a la force de frottement due a ’expansion de 'univers, H X ¢, alors
I'univers entre dans une phase d’inflation pour laquelle I'expansion est quasi exponentielle. Atteindre ces conditions
dans I"Univers primordial apparait toutefois peu probable.

Puisque la LQC permet de décrire I'Univers durant 1’eére de Planck, et puisque dans le scenario standard
Iinflation serait la premiére suivant cette ére de Planck, il est nécessaire de s’assurer que cette modelisation
quantique de 'univers se noue naturellement au paradigme inflationnaire. Autrement dit, il faut répondre a la
question suivante : est-ce que en sortie de rebond, I'Univers entre bien dans une phase d’inflation ou non? Une
fagon d’aborder le probléme est de considérer I’évolution d’un tel univers en rebond dont le contenu en matiere est
justement un champ scalaire, . Cela s’inspire des modeles d’inflation les plus simples a un champ, et, comme cela
sera montré ultérieurement, le cas d'un champ scalaire massif suffit, V() = m2p? /2.

L’évolution d’'un champ scalaire massif est donnée par I’équation de Klein-Gordon

G+3Hp+m?p =0. (5.7)

Dans un univers en expansion, H > 0 et ’expansion agit comme un terme de friction. Dans un univers en contrac-
tion, H < 0 et la contraction agit alors comme une antifriction sur la dynamique du champ scalaire. Par une
étude numérique de I’équation de Klein-Gordon et de I’équation de Friedmann effective, il est alors montré que
durant la phase de contraction, le champ scalaire subissant une antifriction, son évolution pre-rebond est décrite
par des oscillations amplifiées [35]. Ainsi, le champ scalaire durant la contraction et le rebond grimpe le long de
son potentiel pour finalement, peu de temps apres le rebond, atteindre les conditions de roulement lent : 'univers
entre alors naturellement dans une phase inflationnaire. C’est la dynamique d’un univers en rebond qui permet cela
et c’est la quantification qui permet, au préalable, un tel rebond.

Ce que cette étude montre, c’est que non seulement le probleme de la singularité de Big Bang est résolu en
LQC, mais surtout que la dynamique pre-rebond et celle du rebond permettent de rendre compte de l'inflation
primordiale. Cette image globale de la dynamique de notre univers dans le cadre de la LQC est résumée dans la
figure 5.1 qui montre I’évolution du facteur d’échelle (pour différentes valeurs de la fraction d’énergie potentielle
au moment du rebond, z) ainsi que celle du champ scalaire. Si l'inflation peut avoir effectivement lieu dans ce
cadre, elle n’a pas pour autant lieu systématiquement. Cette dynamique est usuellement décrite a 1'aide de deux
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FIGURE 5.2 — Repésentation schématique de 'Univers tel que modélisé en cosmologie quantique & boucles. (©Bruno
Bourgeois)

parametres, © = mp//2p. et y = ¢/\/2p.. Leur interprétation est aisé : x mesure la quantité d’énergie potentielle
dans le champ scalaire alors que y mesure sa quantité d’énergie cinétique, toutes deux normalisées a la densité
d’énergie critique (maximale) atteinte au moment du bounce. (Au rebond, puisque p = pNe, on vérifie aisément
que 22 + y? = 1.) Ces deux termes sont aussi les deux variables de I’espace de phase du champ scalaire. Comme
Iillustre la partie gauche de la figure 5.1, il est nécessaire d’avoir une petite fraction d’énergie potentielle au moment
du rebond, pour qu'une phase d’inflation suffisamment longue, avec au moins 60 e-fold , ait lieu en sortie de rebond.

Montrer qu’il est possible d’avoir une phase inflationnaire en sortie de rebond est une chose. Cela n’est toutefois
pas encore suffisant pour montrer que l'inflation apparalt comme naturelle en LQC. En effet, les quantités x et
y peuvent a priori prendre n’importe quelle valeur entre 0 et 1 au moment du rebond, sous la contrainte que
22 +y% = 1, et & chaque choix possible du couple (x,1 — ) correspond une trajectoire cosmologique différente.
Or rien ne dit que dans ce volume de trajectoire, la plupart des trajectoires passent effectivement par une phase
d’inflation avec le nombre minimal d’e-fold requis. Il a été ultérieurement montré que cette phase d’inflation n’est
pas seulement prédite en LQC, mais qu’elle est aussi extrémement probable dans le sens ou la plupart du volume
des trajectoires possibles correspond & des trajectoires ayant au moins 60 e-fold [36] . Evidemment, cela dépend
du choix de la distribution de probabilité des conditions initiales. Cependant, il a été montré que tel était le cas
que l'on choisisse les conditions initiales au moment du rebond ou loin dans le passé, durant la contraction. Cela
montre donc que dans le cadre de la théorie effective de la LQC, le probleme de l'inflation est lui aussi résolu.

La vision schématique de I’Univers qui en resulte est donc la suivante (cf. Fig. 5.2) :

Phase de contraction : Durant la phase de contraction, I’Univers est essentiellement décrit de fagon classique.
Son contenu en matiere est dominé par un champ scalaire .

Rebond quantique : L’Univers est décrit par une géométrie quantique. Cette description interdit la transition
vers un état de volume nul et 'Univers rebondit pour entrer dans une phase d’expansion.

Inflation cosmique : Avec une probabilité trés proche de I'unité, I’'Univers initie une phase d’inflation cosmique
avec au moins 60 e-fold , essentiellement décrite par les équations de Friedmann classique.

Modele standard : Nous entrons alors dans 'histoire standard de 1’Univers.



Chapitre 6

Premiers pas vers des traces
observationnelles

Pour tester un tel modele de cosmologie quantique en rebond, il est nécessaire de s’intéresser au perturbations
cosmologiques. En effet, on ne saurait s’extraire de 1’Univers pour observer sa dynamique. Il nous faut plutot
chercher des traceurs internes. Or ces traceurs internes ne sont rien d’autre que les inhomogénéités cosmiques —ou
perturbations cosmologiques— telles que les anisotropies du CMB ou la distribution des galaxies et des grandes
structures cosmiques.

Durant U'inflation cosmique, les fluctuations quantiques du vide du champ de gravité et du champ scalaire sont
amplifiées par l’expansion accélérée. Finalement, en fin d’inflation, I’Univers se trouve rempli d’inhomogénéités
qui sont a l'origine de la formation des galaxies et des grandes structures et qui laissent aussi leurs empreintes
dans les anisotropies du CMB. Ces inhomogénéités sont de deux types : un type purement gravitationnel, les
ondes gravitationnelles primordiales (couramment appelées perturbations tensorielles); et un type scalaire qui
correspond aux variations de potentiel gravitationnel, intrinsequement couplé aux variations de la densité d’énergie
du champ scalaire (couramment appelées perturbations scalaires). Tester ce modéle cosmologique, ¢’est donc calculer
I’amplitude des perturbations cosmologiques en fin d’inflation mais, a la différence du scenario standard, ayant au
préalable évoluées a travers la contraction et le rebond quantique. Par ailleurs, les perturbations cosmologiques
sont elles-mémes de nature gravitationnelle et il est raisonnable de considérer que, indépendamment de 1’évolution
spécifique du fond FLRW, le simple fait qu’elles se déplacent sur un fond quantique peut modifier leurs équations
d’évolution. Plusieurs effets sont donc a prendre en compte :

1. le fait que le fond évolue a travers un rebond ;

2. le fait que les perturbations évolue sur un fond quantifié (ou plus précisément, le fait qu’il faut maintenant

perturber un espace-temps quantique et non plus un espace-temps classique).
La question qu’il convient de se poser est donc de savoir si ces deux effets affectent de fagon significative (et
peut-étre méme observable) 'amplitude des perturbations cosmologiques présentes dans 'univers en fin d’inflation.

A la fin, ce sont bien évidemment les contributions cumulées de ces deux effets qui dictent les distorsions
possibles de 'amplitude des perturbations cosmologiques. On peut toutefois aborder cette question d’un point de
vue plus analytique, se focaliser d’abord sur le premier des effets et ensuite ajouter le second ; cela permettant de
distinguer I'impact spécifique a chacune de ces corrections. Ce point de vue n’est pas seulement pertinent d’un point
de vue théorique, mais aussi observationnel. Si I'objectif final est de voir si, dans les données astronomiques (en
particulier celles du CMB), des effets de gravitation quantique peuvent se manifester, il est important de connaitre
l'origine spécifique de chacune des distorsions possibles afin d’interpréter proprement les données.

L’amplitude en fin d’inflation de ces deux types d’inhomogénéités est usuellement quantifiée par leur spectre
de puissance primordial, qui mesure la puissance contenue par bande logarithmique de nombre d’onde k. Ils sont
I’analogue dans I’espace de Fourier de la fonction de correlation a deux points et ils sont définis comme

3

Ps(k) = oy (ROb, )R (b)) (6.1)
3 2

Pr(k) = g 3 (halk )3k 1)), (62)
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ou ty correspond & la fin de I'inflation. Pour le mode scalaire (S), il s’agit du spectre de puissance des variation de
la 3-courbure spatiale, R. Pour le mode tensoriel (T), il y a une somme sur les spectres de puissance associés aux
deux degrés d’hélicité s des ondes gravitationnelles, hs. La notation (-) signifie que nous prenons la valeur moyenne
quantique sur 'état vide dans une quantification & la Fock des deux champs de perturbations (voir e.g. Ref. [8, 6]).
Il est important de garder ce point a ’esprit. Implicitement dans les résultats présentés ci-apres, les perturbations
cosmologiques sont quantifiées a la maniere de la quantification présentée dans le chapitre 2.3.4.

6.1 Impact de la LQC sur le spectre inflationnaire des modes tensoriels
[37, 38, 34]

Dans un premier temps, nous nous restreindrons donc a 1’étude du premier effet. Il y a essentiellement deux
raisons a cela. Tout d’abord, il s’agit de comprendre I'impact de chacun des deux effets Ensuite, la procédure
cohérente permettant de perturber un espace-temps quantifié était encore inconnue en 2008. (C’est justement
Pobjet de la section suivante, Sec. 7.) Plus précisément, cette procédure semblait non-problématique pour les
perturbations tensorielles (il était attendu que ce type de perturbations ne devait pas étre affecté par le deuxieme
effet) et totalement problématique pour les perturbations scalaires. Dans ce contexte, se limiter a l'impact du
rebond dans le cas spécifique des perturbations tensorielles permettait de se focaliser sur le premier des effets de
fagon cohérente. (La prise en compte de ensemble des effets sera présenté dans la section suivante, Sec. 7.)

Dans ce cadre, il convient, une nouvelle fois, de distinguer deux phases : distorsions dues au rebond quantique
et distorsions dues a des effets résiduels de gravitation quantique pendant l'inflation. Pour ce deuxieme effet, la
dynamique de fond est restreinte a l’inflation cosmique uniquement, oubliant donc la contraction et le rebond
quantique. Déja dans ce cas, des effets de LQC se font ressentir simplement car en début d’inflation, I'univers peut
étre proche de ’échelle de Planck (cette 'proximité’ dépendant de 1’échelle d’énergie de I'inflation) et les corrections
d’holonomie et/ou de volume inverse se font déja ressentir. Rappelons briévement que dans le cas de l'inflation
standard, le spectre de puissance primordial des perturbations tensorielles est donnée par une loi de puissance
légerement rouge,

E\""
Pr(k) = Ar () , (6.3)
ko
olt Pamplitude est proportionnelle & (H;/Mp;)?, I’échelle d’énergie de I'inflation en unité de Planck (fixée par
la valeur du parameétre de Hubble quasi constant durant 'inflation cosmique), et l'indice spectral est négatif
(spectre rouge). Usuellement, 'amplitude du mode tensoriel est paramétrisée par le rapport tenseur-sur-scalaire
r = Pr(ko)/Ps(ko) = At/ As, ot Ag est amplitude du mode scalaire a 1’échelle k.

Si 'on prend en compte les effets d’holonomie, il apparait que le spectre de puissance primordial est inchangé
aux petites échelles de longueurs, i.e. les grandes valeurs du nombre d’onde k. Cependant, ce spectre devient bleu
et se comporte en k3 aux grandes échelles de longueurs, comme le montre la partie gauche de la figure 6.1 (cf. Ref.
[37]). (Pour le régime inflationnaire de roulement lent, I'indice spectral est proche de zéro, ny = —2¢ avec € < 1
le premier parametre de roulement lent, et on montre que r = 16¢.) Dans les résultats présentés ci-dessus, nous
avons volontairement considéré le cas de l'inflation en loi de puissance, permettant d’avoir n’importe quelle valeur
négative pour nr, et cela afin de bien marquer la transition entre le régime bleu due aux effets quantiques et le
régime rouge, standard. La conclusion d’un spectre bleu aux grandes échelles reste valide pour une inflation en
roulement lent.

Si ce sont plutdt les effets de volume inverse qui sont pris en compte, le spectre devient alors exponentiellement
amplifié aux grandes échelles de longueurs mais reste inchangé aux petites échelles (cf. partie droite de la figure
6.1 et Ref. [38]). Les comportements asympotiques de ces spectres dans l'ultraviolet, UV (i.e. les petites échelles,
k — o0), et dans linfrarouge, IR (i.e. les grandes échelles, k& — 0), ont été obtenus analytiquement. La forme
exacte de ces spectres sur ’ensemble de la gamme en k, est elle, obtenue par résolution numérique des équations
de propagation des ondes gravitationnelles primordiales. (On notera que pour certaines valeurs spécifiques des
parametres d’ambiguité des corrections de volume inverse, des solutions exactes, basées sur les fonctions de Kummer,
existent. Ces cas spécifiques confirme le comportement exponentiellement croissant dans la limite IR des spectres.)

Toujours dans ce cadre méthodologique de s’intéresser en premier lieu a 'impact de la LQC sur l'inflation
uniquement, il était indispensable de considérer les deux effets, volume inverse et holonomie, cumulés. En effet,
chacun de ces effets agit de fagon opposée sur le spectre aux grandes échelles de longueurs (les holonomies suppriment
ce spectre, relativement a la prédiction standard, tandis que le volume inverse amplifie ce spectre). Pour cela, il a
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FIGURE 6.1 — Gauche : Spectre de puissance primordial des perturbations tensorielles avec correction d’holonomie
pour trois valeurs du parameétre de Hubble durant l'inflation, H;/Mp; = 104, 102 et 10=2. Droite : Spectre de
puissance primordial des perturbations tensorielles avec correction de volume inverse. Les points rouges sont le
résultat numérique et la courbe noire la limite IR calculée analytiquement.

fallu préalablement effectué une étude plus théorique visant a dériver I’équation du mouvement des perturbations
tensorielles se propageant sur un fond quantique et prenant en compte les deux effets de LQC [34],

2

. i asS 3/(S 18
oK + S2k? — a+M2(a)aS+4<S> ~35% ¢or = 0. (6.4)
avec ¢ = (a/V/'S) x hy, et . )
20\ P 2 2 _ 92 _ 192
M*(a) = 87erCa (3p Dlg)a <1 cDal ) (6.5)

Gréace a une résolution analytique exacte de cette équation pour quelques valeurs spécifiques du parametre d’am-
biguité o (ces valeurs qui permettent d’exprimer les solutions de I’équation des ondes gravitationnelles a l'aide des
fonctions de Kummer dont les comportements asymptotiques sont connus), j’ai alors pu montré que ce sont les
effets de volume inverse qui dominent, le spectre étant amplifié dans la limite IR [34].

La question du choix des conditions initiales pour les modes propres, c’est-a-dire de I’état vide initial, se pose de fagon
identique au cas de l'inflation standard. Si ’on se restreint a la seule phase de 'inflation de slow-roll, I’évolution du facteur
d’échelle en fonction du temps est a(n) = 4o |r]\_1_5. Que ce soit avec les corrections d’holonomie ou avec les corrections de

volume inverse, ’équation du mouvement prend la forme d’une équation de Shcrédinger pour la variable de Mukhanov-Sasaki

v+ wip(Mvr ke =0,

avec [38]
k2 — 2 +23€ 2(% (holonomie)
, U n2(1=e)
wi(n) =
(1 + ‘77|U(1+E>) K2 — 2+ 3¢ 12 (volume inverse).

n2 - n2<17g<1+5))
Les constantes A et p1, po sont positives.

Le cas avec corrections d’holonomie est le plus simple. On notera que les modes subhorizon sont telles que k2 > w?(n) — k2.
En propageant l'inflation infiniment loin dans le passé, n — —oo, tous les modes deviennent subhorizon et le choix de ’état

vide est donné par le vide de Bunch-Davies usuel. Par ailleurs, tant que ces modes sont subhorizon, ils suivent une évolution
adiabatique.
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Le cas des corrections avec volume inverse est plus complexe. Pour trouver un vide adiabatique valable pour tous les modes

k infiniment loin dans le passé, on effectue le changement |n| = e® et v = ez/Qu(x). on peut alors trouver un vide adiabatique,

analogue au vide de Bunch-Davies en recourant au fonction de Hankel d’ordre zéro (cf. Sec. IV de la référence [38]).

6.2 Impact du rebond sur la polarisation du fond diffus cosmologique
[35, 39]

Dans un deuxieme temps, il est nécessaire d’introduire la dynamique complete du fond, c’est-a-dire la contraction
et le rebond quantique précédant 'inflation, afin de prédire 'impact complet de cette modélisation sur la production
d’ondes gravitationnelles primordiales; en se limitant cependant aux seules corrections d’holonomie.

La question des conditions initiales est ici particulierement simple. En se placant loin dans la branche en
contraction, 'Univers est clasique et les corrections quantiques a I’équation du mouvement sont négligeables. On
retrouve donc I’équation usuelle pour la variable de Mukhanov-Sasaki

a

ol +<kz2—a”>v =0 6.6
Tk Tk = 0. (6.6)

Durant la phase de contraction classique, suffisamment loin du rebond, I'Univers est trés bien approché par un
Univers rempli de poussiére. Ainsi, a(n) o« n? et a”/a tend vers zéro : tous les modes sont subhorizon et le choix
de l'état vide se rameéne simplement au vide de Minkowski, i.e. v x(n — —o0) = (1/V2k) x exp(—ikn).

Grace a une résolution numérique des équations du mouvement pour les modes tensorielles, il est montré que
le spectre de puissance des ondes gravitationnelles présente trois régimes [35] :

— aux grandes échelles de longeurs, k < k,, le spectre est bleu et se comporte en k?;

— aux échelles intermédiaires, k ~ k,, le spectre présente une forte amplification suivi d’oscillations amorties ;

— aux petites échelles de longueurs, k > k,, le comportement standard inflationnaire, i.e. un spectre légerement
rouge, est retrouvé.

Un exemple de ce spectre est donné dans la partie gauche de la figure 6.2. Le parametre k, correspond a une échelle
caractéristique fixée par le rebond quantique, k, (today) ~ /87Gp. x exp(—N) o N est le nombre de e-folds depuis
le rebond quantique jusqu’a aujourd’hui. (Plus précisément, la LQC fixe cette échelle caractéristique au moment du
rebond, ky(rebond) ~ /87Gp.. Cette échelle caractéristique est ensuite dilatée par I’expansion cosmique conduisant
a ky (today) = k,(rebond) x exp(—N).) Ce motif est donc quantitativement fixé par la valeur de p, elle-méme fixée
par la valeur du parametre fondamental de la LQG, le parameétre de Barbero-Immirzi. La hauteur de la bosse a k,
est quant-a elle fixé par la masse du champ d’inflaton. Enfin, I'indice spectrale et 'amplitude du spectre dans la
limite UV sont fixés par la dynamique de l'inflation, elle-méme fixée par la masse du champ scalaire et la fraction
d’énergie potentielle dans le champ scalaire au moment du rebond.

De facon phénoménologique, ce spectre de puissance primordial est paramétrisé par quatre parameétres : I’échelle
caractéristique k, et ’amplitude du boost a cette échelle, R, d’une part, et, d’autre part, le rapport tenseur-sur-
scalaire r et I'indice spectral n. Les deux premiers parametre sont le résultats de I’évolution passant par un rebond
(et dictent essentiellement la forme du spectre aux grandes échelles de longueur) alors que les deux suivants sont
fixés par l'inflation (et dictent la forme du spectre dans la limite UV). On approxime aisément ce spectre par

P~ T [1 i ﬁk;lf)] g [’”AS <:o> ] | o0

ot rAg (k/ko)"™ n’est rien d’autre que le spectre de puissance primordial obtenu dans un modeéles standard (sans
rebond) d’inflation. Ces parameétres sont phénoménologiques mais ce sont eux qui vont dicter les distorsions finales
du spectre de puissance angulaire des anisotropies du CMB. On peut les relier aux parametres fondamentaux du
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FIGURE 6.2 — Gauche : Spectre de puissance primordial des perturbations tensorielles avec correction d’holonomie
et prenant en compte la dynamique complete d’'un univers en rebond. La courbe verte correspond au résultat
numérique. Les courbes bleues et rouges sont des approximations analytiques qui capturent ’essentielles des motifs
propres a ce spectre. Droite : Spectre de puissance angulaire des anisotropies de mode B, Cf , dans le cas de
linflation standard (courbe bleue en trait plein) et prenant en compte les corrections d’holonomie et la dynamique
compléte de 'univers en LQC (courbes vertes). Ces deux courbes correspondent a deux valeurs possibles de 1’échelle
caractéristique k, imprimée par le rebond quantique, 1072 (trait plein) et 10=* (tiret) Mpc~!.

modele via [39] :

0.64
vy o
ar3 m_5
k, = V3 me: . , (6.9)
exp (27T‘pm§1") El:‘ ggtf) (14 zeq)
2
—1 1
nr = 871'G(</_7 )7 (6.10)
max
r = —8Xmnr, (6.11)

avec

Pmax X P+ mp1 = rp + mpr. (6.12)

(%)
m

la valeur maximale du champ d’inflaton, exprimée ici en fonction de la fraction d’énergie potentielle au moment
du rebond, xp. Les quantités Try et gry sont la température de reheating et le nombre de degrés de liberté
correspondant, tandis que Toq >~ 0.75 €V, zoq = 3196 et goq = 3.9 sont respectivement la température, le redshift
et le nombre de degrés de liberté a I’égalité matiére/rayonnement. On notera trois classes de parametres : p. et m
qui sont des constantes du modeéle, xp qui est un parametre contingent du modele tracant les conditions initiales,
et enfin Ty, gru, Teoq, Zeq €t geq qui tracent I’époque post-inflation. Nous sommes ici principalement intéressé
par ces parametres tragant la spécificité du modele quantique, c’est-a-dire la premiere classe et la deuxieme classe.
Par une mesure précise des quatre parametres phénoménologiques, il est possible de reconstruire les valeurs des
parametres fondamentaux m et xp supposant la densité critique p. connue.

Ce spectre de puissance primordial des modes tensoriels peut alors étre propagé jusqu’au anisotropies en polarisa-
tion du CMB. En particulier, les ondes gravitationnelles primordiales sont les seules sources possibles d’anisotropies
primaires de type B. Pour cela, il est possible de modifier le code public cAMB [40] afin d’inclure les distorsions
du spectre de puissance primordial. Un exemple des spectres de puissances angulaires de mode B qui serait at-
tendu en LQC est représenté sur la partie droite de la figure 6.2 (cf. Ref. [39]). (Nous rappelons que le multipole
¢ correspond a l'inverse d’une échelle angulaire sur la volite céleste.) La courbe bleue en trait plein correspond au
spectre de puissance angulaire attendu en inflation standard. Les deux courbes vertes correspondent & ce méme
spectre mais incluant les effets de LQC, pour deux valeurs de k,(today), 10~% Mpc~—! et 1072 Mpc~!. La premiere
valeur correspond a une échelle caractéristique de la LQC qui est légérement plus grande que I'horizon de Hubble
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FIGURE 6.3 — Anisotropies de mode B primaire en cosmologie standard (gauche) et en LQC pour k, = 1072 Mpc~!
et R =100 (milieu) et k, = 10~* Mpc~! et R = 100 (droite). La valeur de k, fixe I’échelle angulaire des structures
qui seront principalement distordues alors que R fixe l'intensité de ces distorsions. (On notera que les échelles de
couleur varient d’une carte & l’autre, 'important ici étant les échelles plus que U'intensité.)

aujourd’hui. (Le nombre d’onde correspondant a 1’horizon de Hubble aujourd’hui est kg ~ 2.3 x 10=% Mpc~t.) On
ne peut donc pas 'voir’ dans le CMB la suppression dans le domaine IR. Toutefois, la queue de la bosse a k ~ k,
se traduit par une légere amplification aux grandes échelles angulaires, ¢ ~ 2 — 10. La deuxiéme valeur correspond
a une échelle caractéristique environ cent fois plus petite que I’horizon de Hubble. La bosse a k, se traduit alors en
une bosse & une échelle angulaire de lordre de ¢, ~ k,/kp, c’est-a-dire £, ~ 100 dans ce cas précis. Pour ¢ < £,,
une suppression apparait tandis que pour ¢ > /,, le spectre de puissance angulaire converge vers la prédiction
standard de l'inflation.

La figure 6.3 montre comment une telle distorsion du spectre se traduirait sur des cartes d’anisotropies de mode
B primaire (il faut ici garder & ’esprit que ces cartes de mode B ne sont jamais réellement observées). La premiére
carte (gauche) correspond a des anisotropies de mode B primaire dans le cas standard pour » = 0.05 (courbe bleue
de la figure 6.2). On remarque essentiellement des structures a plusieurs dizaine de degrés correspondant au pic
de reionisation (£ ~ 2 — 10) ainsi que des structures a l’echelle du degrés correspondant au pic de recombinaison
(¢ ~ 90). La seconde carte (milieu) correspond aux anisotropies obtenues en LQC avec k, = 1072 Mpc~! et
R = 100 (cette derniére valeur étant choisie afin d’amplifier visuellement les effets). Cela revient donc & amplifier
substantiellement les structures & I’échelle du degrés (le pic de recombinaison) relativement aux structures a 1’échelle
de la dizaine de degrés (le pic de reionisation). Enfin, la derniére carte (droite) est obtenue avec k, = 10~* Mpc~?
et R = 100 ce qui revient cette fois-ci & amplifier substantiellement les structures aux tres grandes échelles, i.e. le
pic de reionisation.

Au moment de cette étude, les anisotropies primaires et secondaires de mode B n’avaient toujours pas été
détectées (entre temps, il y a une détection indirecte des anisotropies secondaires dues au lentillage gravitationnelle
du CMB par les grandes structures a 1’aide des données du SOUTH POLE TELESCOPE [41], puis une détection directe
par la collaboration POLARBEAR [42] et enfin une détection directe trés probable des anisotropies primaires par
la collaboration BICEP2 [3]). Partant des distorsions du spectre de puissance de mode B due a la LQC, il est
toutefois possible de chercher a savoir si une future expérience dédiée a la polarisation du CMB serait en mesure de
détecter de telles distorsions. La question qui se pose est la suivante : la précision de cette hypothétique expérience
(déterminer essentiellement par sa sensibilité et la couverture de ciel observée) est telle suffisante pour reconstruire
le mode B de facon suffisamment fine pour observer k, et/ou la bosse & k. Pour cela, nous avons adopté un
formalisme de Fisher [43] en considérant le cas d’une hypothétique mission satellite tel CORE ou PRISM (nous avons
choisi les spécificités instrumentales de la Ref. [44]). Notre étude a montré que la détection d’une gamme de k, allant
de 10~*Mpc~! & 1072Mpc~! serait possible [39]. (Ce parametre est dégénéré avec le rapport tenseur-sur-scalaire,
r, et Pamplitude du boost a k,. Les limites ici données sont conservatives dans le sens ol ces dégénérescences sont
prises en compte par marginalisation.)

Méme si les résultats de BICEP2 sont fortement sujet & caution (du moins au moment de la rédaction de ce manuscrit), il
est intéressant de se demander si les spectres de mode-B LQC sont compatibles ou non avec les données de BICEP2 et celles de
Planck. Pour cela il est important de se rappler que BICEP2 contraint le mode tensoriel via le mode B aux échelles angulaires de
Pordre du degré (¢ ~ 100) tandis que Planck contraint le mode tensoriel via la température aux échelles angulaires de plusieurs
dizaines de degrés (¢ ~ 10). Par BICEP2, aux échelles du degré, ’amplitude du mode tensoriel est fixée par r = 0.2. Par Planck,
l’amplitude du mode tensoriel est majorée par r < 0.11. Cela se traduirait alors par un spectre primordial tensoriel qui serait
bleu dans la gamme de k correspondant & des multipéles allant de 2 & ~ 100. (On notera qu’un spectre bleu n’est pas prédit
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FIGURE 6.4 — Gamme des valeurs détectables des parameétres (m,x) pour un univers décrit dans le cadre de la
LQC. Cette gamme en partie de la température de reheating qui a ici été fixée & Tryu(gru)'/® = 103GeV. Pour
d’autres valeur de cette température, nous renvoyons a la Ref. [39].

par I’inflation.) Si ks ~ 10~4Mpc~1, le spectre tensoriel LQC correspondant & cette gamme de multipdles est rouge (cf. courbe
verte en tiret de la figure 6.2), ce qui est a priori exclu par notre raisonnement précédent. Cependant, si k. ~ 10~2Mpc—1,
alors le spectre tensoriel LQC devient bleu dans la gamme £ € [2,100] (cf. courbe verte en trait plein de la figure 6.2), ce qui est
cette fois-ci favorisé par les données. Il ne faut toutefois pas pousser trop loin cela car les résultats de BICEP2 sont encore trés

controversés (et il semble méme de plus en plus évident qu’une contamination galactique significative est bien présente [45]).

Cette gamme de valeurs détectables de k, peut finalement étre traduite en une gamme de valeurs détectables
du couple (m,x) ol m est la masse du champ scalaire et z la fraction d’énergie potentielle au moment du rebond.
Cette gamme de valeurs détectables & 68% de niveau de confiance est présentée dans la figure 6.4 [39]. Compte
tenu des différentes dégénérescences entre x et m, seule une bande de valeur est accessible. La partie supérieure
est indétectable car elle correspond a des valeur de k, bien plus faible que kg et le spectre LQC n’est pas distordu
dans sa gamme observable. A I'inverse, la partie inférieure n’est pas détectable car elle correspond a des valeurs de
k, suffisamment élevées pour que le spectre soit completement supprimé.
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Chapitre 7

Inhomogénéités cosmiques en
cosmologie quantique a boucles

7.1 Algebre des contraintes semiclassiques [46, 47, 48]

Comme il est mentionné en Sec. 3.2, 'invariance par difféomorphisme de la relativité générale se traduit, dans la
formulation de Ashtekar, par une structure d’algebre de contrainte. Il peut alors étre montré que la théorie effective
et semiclassique de la LQC (celle qui justement aboutit & 1’équation de Friedmann modifiée Eq. (5.2)) revient a
modifier de fagon effective la contrainte C' dans laquelle A! est remplacé par une fonction de A%, A — f(A%),
cette fonction étant dictée par le fait que la quantification nécessite de considérer les holonomies de la connexion
plutot que la connexion elle-méme. Il peut alors étre montré que 'hamiltonien effectif contenant ces corrections
d’holonomie satisfait toujours I'algebre de contrainte ci-dessus. Toutefois, cela est vrai pour I'espace-temps FLRW,
totalement homogene et isotrope. Or l'espace-temps FLRW ne contient aucune inhomogénéité cosmique. Il faut
plutét considérer 'espace-temps FLRW perturbé qui n’est pas strictement parlant 1’espace-temps FLRW, quand
bien méme ces deux espaces sont comparables. Quant-est il de I’algébre de contrainte semiclassique pour un espace-
temps FLRW perturbé?

Pour introduire les inhomogénéités, il faut considérer des perturbations du champ scalaire et aussi de la métrique.
Dans la théorie effective de la LQC, il s’agit donc de perturber I'espace-temps FLRW semiclassique, contenant les
corrections d’holonomies. Or il s’avere que I'implémentation naive de cette approche conduit & des anomalies, i.e.

{CP,Chy = F5 (A7, BECE™ + Ary. (7.1)

La structure de I'algebre de contrainte n’est plus préservée au niveau semiclassique et en ajoutant les perturbations
cosmologiques. Or cette structure découle directement du fait que Hrg ~ 0, c’est-a-dire de la symétrie fondamentale
de la théorie d’Einstein. Cela signifie qu’a un niveau semiclassique avec les perturbations cosmologiques, la symétrie
sous-jacente de la théorie est perdue. Si I'on se restreint aux seules perturbations tensorielles, les anomalies Ay s
n’apparaissent pas; mais elles apparaissent dés que les perturbations scalaires et/ou vectorielles sont prises en
compte. C’est pourquoi il a longtemps été pensé que ce probléme d’anomalie et sa possible correction ne concernerait
que les seules perturbations scalaires. (Le cas des perturbations vectorielles est aussi problématique. Nous 'avons
considéré dans nos travaux. Ce types de perturbations n’est cependant que de peu d’importance dans l'univers
primordial et nous focaliserons la discussion sur le cas scalaire.)
Afin d’avoir un cadre théorique cohérent pour tout type de perturbations cosmologiques, ce probléme de cor-
rection des anomalies a été traité das les Refs. [46, 47, 48]. Les trois points clés & retenir sont :
~ il est possibles de corriger de ces anomalies et de restaurer I’algébre des contraintes de la forme {C?"", €™} =
fKIJ(Aiv Ef)c?(ert )
— cela est rendu possible par une modification des fonctions de structure de 'algébre de contrainte, i.e. f K., —
f K]J 5
— bien que les anomalies proviennent des perturbations scalaires et vectorielles, et non des perturbations ten-
sorielles, la modification des fonctions de structure de ’algebre de contrainte s’appliquant d tout type de
perturbations, il s’ensuit que les perturbations tensorielles sont elles aussi affectées par cette modification.
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La procédure corrigeant des anomalies est la suivante. Le point de départ est I’hamiltonien classique décrivant un
espace-temps FLRW et perturbé. Il contient deux termes : un hamiltonien de fond donnant la dynamique globale de
I'univers, Hy, et un hamiltonien décrivant les inhomogénéités évoluant dans le fond globale, H; +Hs. L’hamiltonien
de fond est modifié pour prendre en compte les corrections d’holonomies provenant de la quantification via les
boucles. La forme de cette modification est fixée par les corrections d’holonomie. L’hamiltonien des perturbations
est alors modifié phénoménologiquement avec des contretermes qui viennent justement corriger de ces anomalies.
La forme exacte de ces contretermes est partiellement contraint par la quantification par voie des boucles, mais
pas entierement. Ils sont alors complétement contraints en imposant que A;; = 0 tout en autorisant une possible
modification des fonctions de structures, afin de restaurer la structure d’algebre des contraintes. Nous avons montré
que cette procédure fonctionne (i.e. il existe une unique solution pour les contretermes) pour le cas des perturbations
vectorielles [46] puis pour le cas des perturbations scalaires [47]. Nous avons finalement montré dans la référence
[48] qu'une unigque modification des fonctions de structures (dans le cas des corrections d’holonomie) suffisait &
restaurer la structure d’algebre des contraintes.

Nous détaillons ici la procédure de correction des anomalies au niveau semiclassique en nous focalisant sur le cas de la
contrainte hamiltonienne. Il sera important de toutefois garder & l’esprit que ’ensemble la procédure de modififcations de
I’hamiltonien & un niveau semiclassique doit s’appliquer a toutes les contraintes.

Dans le formalisme hamiltonien de Ashtekar, les variables de Ashtekar décrivant un espace-temps FLRW perturbé sont
données par

Al = ykdl 4+ 5AL et EY = pod 4 SEY,

oll p = a? et la courbure extrinséque k sont les degrés de liberté homogene et isotrope et §A% et JE{ sont les perturbations.

Elles sont aisément reliées a la formulation usuelle des perturbations par
OB =p | — 20008 + (38070 — 8°9)E — c10°F; — c29; F* — 3h
Tl convient par ailleurs de perturber la fonction de laps et le vecteur de shift, N = N +¢ et N = N® +9%B ou ¢ et B sont des

scalaires. Si nous choisissons N = a, nous travaillerons en temps conforme. Si & la place nous choisissons N = 1, nous serons en

temps cosmique. Dans ce formalisme, la contrainte hamiltonienne sur les hypersurfaces est donnée par
H[N] = / Pz [N (HO +H®) 4+ sNHD].
by

avec pour 'ordre zéro en perturbation

16mG H© = —6,/pk? ;

pour le premier ordre en perturbation

k2 2
= d d c
16mG HW = —4,/psKG — ﬁéEd + ﬁaﬂacéEj;
et enfin pour le deuxiéme ordre en perturbation
E o . . , )
2 _ i a —(¢b iga a i sb
167G H®? = 2O KL + /P (820KE685 K] — 620 KL0Y6K])
s SLOEYSISEY — 266 ECSISEY Lyt b g (5p40,5E¢
+ Zg(a i 0p0j — 202080 j)+gbdc &’ a (SEJ0:0EY)
1 cidj
+ 257 (0:0E7) (9adE).
p2

Dans cette derniére expression, la quantité Z:édj permet de sélectionner le type de perturbations. Son expression explicite se
trouve dans Ref. [48], le point clé & retenir étant Z;Zdj (BcéEi“) (BdéE;.’) vaut :

Sapdiised . (BcﬁEi“)(ad&E;?) modes tensorielles,
0 modes vectorielles,

—%536?(5” . (Bchf)(ad(SEJb.) modes scalaires.
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Focalisons nous pour un temps sur l'ordre zéro. Les corrections d’holonomie s’implémentent & un niveau semiclassique
en remplagant k dans H(9) par sin(fivk)/(fiy). Ce remplacement est évidemment dicté par la quantification. Partant d’un

hamiltonien homogéne et isotrope semiclassique donné par

- 2
in(uvyk
167G Hggr)niclassique = _6\/5 <Sln(u/y )>
Y

on aboutit & I’équation de Friedmann modifiée, i.e. H? = (87G/3)p(1 — p/pc). 1l apparait que les variables de fond, § et k
apparaissent dans les parties perturbées de ’Hamiltonien, simplement car les perturbations se propagent dans un fond FLRW.
1l est donc tentant d’effectuer la méme opération de remplacement, i.e. k — sin(fiyk)/(fiy) dans H(Y) et H(2). Cela donnerait
un hamiltonien décrivant la propagation des perturbations cosmologiques dans un fond semiclassique. Il conviendrait de faire
le méme type de remplacement dans les contraintes de Gauss et de difféomorphisme. Or c’est justement ce remplacement qui
conduit aux anomalies. Si nous partons de ces contrantes naivement modifiées pour prendre en compte les effets quantiques,
alors ’algebre des contraintes est brisée, 7.e. :

{cpert,enerty = fKIJ(Aiv ESCRE + Apy.

Pour corriger de ces anomalies, il est possible d’adopter une approche phénoménologique. Si dans I’hamiltonien d’ordre zéro
en perturbation nous continuons de remplacer k par sin(fivk)/(fiy) (nous rappelons que cela vient de la quantification de
Iespace-temps FLRW stricte, homogene et isotrope), nous autorisons une gamme plus large de substitution phénoménologique
dans H() et H(2). Par exemple, dans le premier terme de H(2), k est remplacé par sin(nivk)/(nfiy) + o1 (et non plus par
sin(fivk)/(fiy)). Pareillement, le second terme de H®) | qui pourtant ne fait pas explicitement apparaitre k, se voit mutliplier
par un facteur (1 + a2). Chacun des termes de la partie perturbée de ’hamiltonien est ainsi modifiée et des modifications
identiques sont appliquées aux deux autres contraintes.

On notera ici que k est liée & la connexion et que p est lié & la densité de triade. Puisque nous nous intéressons ici
aux corrections d’holonomie, c’est-a-dire au fait que c’est I’holonomie de la connexion et non la connexion elle-méme qui est
quantifiée, les termes en p ne sont pas modifiés. On notera aussi que ces modifications ne touchent que les variables de fond,
c’est-a-dire les degrés de liberté homogene et isotrope, et non les perturbations. La raison est que nous cherchons I’évolution
des perturbations dans un fond semiclassique et non une "semiclassisation" des perturbations.

A ce stade, les différent coefficients «; et les entiers naturels n ne sont pas encore déterminés mais on notera que si 'on
calcule les différents crochets de Poisson entre ces différentes contraintes semiclassiques, des termes d’anomalies apparaissent
comme fonctions des «; et des n. Par ailleurs, les fonctions de structures de ’algébre de contrainte sont elles aussi dépendantes
de ces parametres. Ces coefficients sont alors déterminés en imposant une des deux contraintes. Tout d’abord (et c’est le but
premier de cette approche), ils doivent étre choisies afin d’annuler les anomalies, A j(a;i,n) = 0. Deuxiémement, il est nécessaire
de retrouver les contraintes classique dans la limite des grands volumes. Cela impose que dans la limite des grands volumes,
tous les a; tendent vers 0 et que sin(nivk)/(niy) — k. La limite des grands volumes se traduisant par vik — 0, la seconde
condition est systématiquement satisfaite pour n non-nul.

Rien ne garantit a priori que le systéme algébrique & résoudre est une solution (il y a au final 9 anomalies & annuler).
Pourtant, dans le cas des corrections des holonomies, il est non seulement montré qu’il existe effectivement une solution a ce
systéme mais plus encore, que cette solution est unique. Il y a donc effectivement une fagon d’éliminer les termes d’anomalies
dans 'algebre de contrainte & un niveau semiclassique et prenant en compte les perturbations. Il convient maintenant de noter
un point clé. Notre requisit premier est d’imposer Ay j(a;,n) = 0 mais pas d’imposer que les fonction de structure de ’algébre
de contrainte, f¥ 1 restent intact. Et précisément, obtenir une solution au systéme algébrique Ajj(a;,n) = 0 est possible en
modifiant les fonctions de structure. Ainsi, & un niveau semiclassique, la structure d’algebre se trouve modifiée. Evidemment,
dans la limite des grands volumes, les fonctions de structure semiclassique tendent vers les fonctions de structure classique de

l’algébre de contrainte.

Classiquement en cosmologie, I’algebre de contrainte est :

{Donig [NT], Dinig (N3]} = 0, (7.2)
{Hentg [N, Dinig [N“]} = —Hinig [EN“0u6N], (7.3)
{H(m+g) [N1]7 H(m+g) [Nz]} = D(m+g) %8“(5N2 — (5N1) , (7,4)

ou lindice (m + g) signifie que les contraintes prennent en compte la gravité et la matiére (i.e. 'Hamiltonien
du champ scalaire en plus de 'Hamiltonien gravitationnel). Nous rappelons que nous sommes ici intéressé par
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l'espace-temps FLRW perturbé. Les quantités N et p = a?(t) sont des quantités purement homogenes et isotropes
décrivant le fond. La quantité § N correspond aux variations de la fonction de laps compte tenu des perturbations.
Les contraintes ci-dessus ne sont pas explicitées mais elles contiennent, évidemment, une partie de fond (homogene
et isotrope) et une partie pour les perturbations. Il est alors suffisant de modifier la derniére des équations de
structure, i.e.

N oo
{H(m-l-g) [Nl], H(m—l—g) [NQ]} =0 x D(m+g) 58 (5N2 — ($N1) s (75)

avec 2 = (1 — 2p/p.) qui est donc une fonction du temps cosmique.

Pour les grands volumes (que ce soit dans la contraction ou dans ’expansion), cette modification tend vers 1
et on retrouve la structure d’algebre classique. Pour p > p./2, la fonction Q devient négative pour atteindre (-1)
au rebond, p = p.. (Cette méme forme de modification a aussi été obtenue dans 1’étude de théorie effective pour
les espaces-temps statiques et & symétrie sphérique [49]. Ce type de correction est appelée Q-correction ou encore
B-correction selon la littérature.)

7.2 Propagation des inhomogénéités cosmiques dans un fond quan-
tique [58, 59]

Ce changement de structure définit une modification unique de ’hamiltonien totale décrivant I'univers semi-
classique et les perturbations s’y propageant. Partant de 1a, on peut dériver I’équation du mouvement pour les
perturbations scalaires et les perturbations tensorielles, respectivement décrites par les variables de Mukhanov-
Sasakil, vg = (z5 X R) et v = (21 X hs/V327G), (cf. Refs. [48, 50]),

Z/S/(T)
vgery — Q) (Avg(n)) — (ZS(T)> vg(T) = 0, (7.6)

écrite ici en temps conforme 7, A est 'opérateur Laplacien (nous rappelons que nous considérons le cas d’un univers
a section spatiale plate) et zg(r) est une quantité qui contient I'impact de 1’évolution globale de I’Univers sur les
perturbations. Elle est donnée par

_a*(n) x ¢'(n)
zs(n) = VR (7.7)
zr(n) = aln)_ (7.8)

(Pour le cas spécifique des perturbations scalaires, la méme équation de propagation a été obtenue partant d’une
approche différente [51].)

11 était déja évident que I’évolution via un rebond affectait I’évolution des perturbations cosmologiques (cf. la
section précédente) simplement car I'histoire cosmique est différente en cosmologie quantique, dans les tout premiers
instants, qu’en cosmologie classique. Mais ici, nous montrons que la forme méme des équations de propagation des
perturbations est modifiée lorsque l’espace de fond considéré est semiclassique. En effet, il faut se rappeler que
dans le cas classique, les équations de propagation sont

%
U/S/(T) — (AUS(T)) — (ZSET;> ’US(T) = 0, (79)

1. Le choix est ici fait de facon & ce que les modes propres sont proprement normalisé pour définir un état vide tel que, si k2 >
zg o) /zs(T) alors vg(Ty k() = exp(ikn)/V2k. Avec ces variables de Mukhanov-Sasaki, nous rappelons que les spectres de puissance

> |

primordiaux sont donnés par :

Ps (k) K X < otk (1)

zr(ny)

v,k (ny)
zs(nyf)

T o2

2
167Gk>
) -3
s=1
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] (7.10)
Bln) = aln) # 2 (0. (r.11)

Il y a donc essentiellement deux différences d’avec la théorie classique. Premierement, le Laplacien est remplacé
par 2 x A avec 2 qui dépend du temps. Deuxiémement, pour le cas uniquement des perturbations tenseurs, la
fonction z1 qui prend en compte 'impact du fond sur les perturbations est elle aussi modifiée.

On notera quatre points important ici. En premier lieu, les anomalies Ay ne proviennent pas de 'introduction
des perturbations tensorielles. Pourtant, corriger de ces anomalies nécessite de modifier ’ensemble de la structure
d’algebre de contrainte, ce qui affecte aussi les perturbations tensorielles. Il en résulte que bien que les perturbations
tensorielles n’engendrent a priori aucune anomalie, corriger de ces derniéres de facon cohérente affecte aussi les
perturbations tensorielles (en particulier I'introduction de € devant le Laplacien).

En second lieu, la fonction € change de signe pour p = p./2 : quand la densité d’énergie atteint p./2 avant
le rebond, Q devient négatif jusqu’a ce que p redevienne plus petit que p./2 apres le rebond. Si on compare la
structure d’algébre modifiée, Eq. (7.5), & la structure d’algebre générale, Eqs. (3.26) & (3.28), il apparait que le
changement de signe de {2 peut s’interpréter comme un changement de signature de I’espace-temps semiclassique :
quand p./2 < p < p., toutes les dimensions seraient du méme type [52]. La pertinence d’une telle conclusion n’est
pas encore claire : quel serait le sens d’un espace-temps semiclassique pour lequel la signature peut effectivement
changer 2 ?

En troisieme lieu, les résultats ci-dessous ont été obtenus avec les seules corrections d’holonomie. Le cas des
corrections de volume-inverse a aussi été fait [54]. Lorsque les deux effets sont pris ensembles, il reste possible
de clore lalgébre de contrainte (et donc d’éliminer toutes les anomalies). Toutefois la solution n’est pas unique
et il existe plusieurs modifications semiclassiques effectives possibles, certaines conduisant a un changement de
signature, d’autres non [55].

En quatrieme lieu, il est important de noter qu'une approche différente de la construction des perturbations
cosmologiques se propageant dans une géométrie quantique a été développée durant la derniére année [56]. Cette
approche differe a plus d’un titre de la notre et le point clé est que les équations du mouvement qui en découlent
sont différentes, i.e.

(%)

= vs(T) = 07 (7.12)
Gsryy | o

v§ery — (Avg(ry) —

avec <O> qui signifie la valeur attendue de I'opérateur quantique O prise sur une géométrie quantique de fond; a

~

priori <zS(T)> # Z3(T)s <25(T)> # zg(T) et la fonction €2 n’apparait plus devant le Laplacien.

Nous introduisons ici succintement ’approche développée dans les références [56] pour traiter le cas des perturbations
cosmologiques se propageant dans un espace-temps quantique.

Rappelons d’abord que ’approche développée ici fonctionne de la fagon suivante. Premiérement, I’espace de phase complet
de la relativité générale est réduit aux seuls degrés de liberté homogene et isotrope. La quantification par voie des boucles est
alors effectuée sur cet espace de phase réduit, l'rprw. Pour les états fortement piqués autour des solutions classiques (& grand
volume), une dynamique effective classique est déterminée sur I’espace de phase réduit (il s’agit de I’équation de Friedmann
modifiée). Enfin, les perturbations cosmologiques sont ajoutées partant de cette description effective de 1'univers quantique.
Pour cela, on part de I’hamiltonien classique contenant les degrés de liberté homogene et isotrope ainsi que le premier ordre
des degrés de liberté inhomogene. Les variables canoniques décrivant les degrés de liberté homogeénes et isotropes sont alors
remplacées par des fonctions de ces derniéres prenant en compte qu’il faut clore I’algébre. La dynamique des perturbations est
alors donnéees par I’hamiltonien au deuxiéme ordre mais ne gardant que le carré des perturbations au premier ordre (rejetant
donc les perturbations du deuxiéme ordre). Enfin, ces pertrubations sont quantifiées en utilisant les techniques usuelles de
quantification des champs en espace courbe.

A Dinverse, 'approche développée dans Ref. [56] ne part pas de I’espace de phase totalement homogéne et isotrope, l'rrrw,

mais plutét de 'espace de phase réduit de ’espace-temps FLRW perturbé, = I'rLrw X I'pert. Relativement a ’espace de phase

2. On se rappellera en particulier qu’a un niveau classique —c’est-a-dire au niveau des espace-temps pseudoriemanien de la relativité
générale—, un changement de signature semble impossible en vertu du théoréme d’inertie de Sylvester [53].
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complet de la relativité générale, cet espace de phase est bel et bien réduit mais il contient plus de degrés d eliberté que I’espace
de phase réduit I'rr,gw dans le sens ou, en plus des degrés de liberté homogenes et isotrope, il contient aussi les degrés de
liberté des perturbations au premier ordre. Partant de cet espace de phase ’perturbé’, I’état quantique s’écrit comme le produit
tensoriel de deux fonctions d’onde, ¥(v, vg(T),¥) = YrLRW (¥, $) ® Ypert (vs, vT, $), avec v les degrés de liberté homogenes et
isotropes et vg(t) les degrés de liberté des perturbations. La quantification de la géométrie de fond, homogene et isotrope, est
effectuée par la voie des boucles. Il existe plusieurs états quantiques possibles pour la géométrie et le formalisme développé dans
[56] les traite également. Toutefois, nous nous limiterons ici au cas des états fortement piqués autour de la solution classique.
Pour ce type d’état, il est possible de définir un opérateur métrique
Guvdatda? = Hi'ho 0068 (@) Hyl pw do® — a2di - dz,

avec ﬁFLRW = hy/©(,) l'opérateur hamiltonien du fond homogene et isotrope et £3 le volume de la cellule fiducielle. La
dynamique quantique des perturbations est alors donnée par ’hamiltonien & ’ordre deux (toujours en se restreignant au carré des
perturbations au premier ordre) qui doit étre promu au rang d’opérateur. Toutefois, cet opérateur agissant dans cette portion de
I’espace de Hilbert décrivant les perturbations dépend du facteur d’échelle dépendant du temps, c’est-a-dire du fond quantique.
Cela n’est évidemment pas surprenant et signifie ni plus ni moins que le fond influence les perturbations. Cette procédure
utilise les techniques développées dans la référence [57] et nous nous contenterons ici de résumer 1’approche. Dans un premier
temps, 'opérateur hamiltonien complet est appliqué, qui agit donc sur 1'état quantique complet, i.e. —ihdz ¥ (v, vS(T>,¢7) =

[ﬁFLRW + Hpert] U(v, vS(T)> ). Ensuite, il convient de passer a la représentation en interaction par la transformation

i oA _ _ _
Yine = exp |~ HrLrw (@ — SDB)} (VrLrw (1, ) @ Ypert (vs(1), B)) -

Le passage a cette représentation en interaction de la fonction d’onde nécessite de prendre quelques précautions. Dans expo-
nentielle ci-dessus, un choix explicite de variable temporelle est fait, le temps relationnel @. A cause de cela, il est nécessaire de
construire 'opérateur hamiltonien agissant sur les perturbations, ﬁpert, en accord avec ce choix explicite de variable temporelle.
Cela se tarduit par un choix approprié de la fonction de laps. Par ailleurs, 'opérateur ﬁpert est aussi composé d’opérateur
agissant sur le fond, en particulier d’opérateur métrique comme l'opérateur associé au facteur d’échelle. Il est donc nécessaire
que l'ordre de ces opérateurs, dans la construction de ﬁpert, soit en accord avec 'ordre des opérateurs intervenant dans 1’opé-
rateur métrique, g, dr*dx”. La dynamique des pertrubations tensorielles (I’approche se généralisant auc as des pertrubations

scalaires) dans la représentation interaction est alors

) 1 d3k . _ ) 2 i
UpLRw ® 1h0gWpert = 5/ @) {327rG [HFLlRW\I/FLRw(M 90)] ® [’WT,,;| ‘I’pert(US(T)#))}

k2 f—1/2 A4, Fr—1/2 _ . 2 _

+ % |:HFL1({WG' (‘P)HFL{{W\I/FLRW(V’ QO):| ® |: UT’E‘ \I’pert(US(T),QO):| )

avec ({)T o E) les opérateurs de configuration et de moment conjugué des perturbations. En prenant le produit scalaire de
I’équation de Schrodinger ci-dessus avec la fonction d’onde décrivant le fond, Wgp,rw, on obtient alors I’équation de Schrédinger

pour la fonction d’onde décrivant les perturbations :

N 2
WT,E| \I’pert

N 2
UT,E‘ ‘ljpert} )

) 1 d3k Y
2h8¢\1jpert = 5 (27.-)3 327G <HFLRW>

k2 A—1/2 .4 —1/2
T3onc <HFLRWa (SD)HFLRW>

avec (-) qui signifie la valeur attendue d’opérateur de fond évalué sur 1'état quantique de fond uniquement, i.e. <ﬁ;ﬁRw> =
(WeLrw| Hpppw [YFLRW)-
Considérons pour un temps le cas des perturbations cosmologiques, quantifiées, mais évoluant dans le fond FLRW classqiue.

Dans un formalisme de Schrédinger, ’équation de Schrédinger pour la fonctionnelle d’onde est

1 d3k 2
thOp Vpery = */ {327rG(P<P)1 ﬁT,l€| \ijert} )

2 | (2m)3
avec a le facteur d’échelles classique et p, le moment conjugué au champ scalaire classique. Cette équation est obtenue en

L2 K2y 4,
fr il Tpert + 55 (Be) (@)

utilisant le champ scalaire homogéne comme variable de temps, ce qui correspond & réécrire la métrique FLRW ainsi

Guvdatda” = (pp) 20’ (p)dp* — a*(p)dz - di.
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Il y a donc une analogie de forme entre la dynamique des perturbations quantifiées évoluant dans un fond classique et cette
méme dynamique mais pour des perturbations évoluant dans un fond quantifiée via la LQC. Conséquemment, la dynamique
des perturbations en LQC peut étre décrite comme les dynamique des perturbations sur un fond classique en introduisant une

métrique habillée (pour dressed metric en anglais), i.e.

A 1 d3k o
Zhag;\:[’pert = 5/ (271_)3 {327FG(p<P) !

R 2 k2 4. 2
WT,E’ \Dpert“l‘ 327r70(p4p) a (¢)’UT,E| \I’pert s

en identifiant

r—1/2 . N fr—1/2
- . . <HFLlé\w“4(50)HFL1/aw>
(Pp) " = <HFLRW> and a* = —
<HFLRW>

La métrique habillé g, n’est pas égale a la métrique classique mais, plus important encore, elle n’est a priori pas égale a la
tracé par le pic des états fortement piqués. Autrement dit, il n’y a a priori aucune raison pour que Pz et @ soient solutions des
équations de Klein-Gordon et de Friedmann modifiée, effective. Grace & cette identification, la quantification des perturbations
peut aussi étre effectué via les techniques usuelles de théorie quantique des champs en espace courbe, passant par un espace de
Fock.

Ce formalisme s’étend au cas des perturbations scalaires et la méme analogie formelle ressort. En utilisant les techniques de
théorie quantique des champs en espace courbe, I’état quantique des perturbations est donné par la connaissance des fonctions
propres solutions des équations du mouvement des perturbations scalaires d’une part, et tensorielles d’autre part. Il ressort que

les équations du mouvement dans ce formalisme sont
a’ -
Qg"!‘Q(E)Q;c'F(kQ-FU)Qk:Q
a’ 2
hg+2<5) R} + k*hy =0,

avec Qi une variable invariante de jauge pour les perturbations scalaires et reliée a la variable de Mukhanov-Sasaki par
Qr=0a""1x VS k U est un terme de type potentiel habillé donné par

(Frfa® @00 @ )

A—1/2 aas = py—1/2
<HFLRWC”4(9")HFLRW>

Up) =

11 est la contrepartie quantique de
U(@) = a® (fvws) —2\/fo;V + d%V) :

avec f = 247 G(p2/p) la fraction d’énergie cinétique dans le champ scalaire. Il est important de noter que ce sont la métrique et
le potentiel habillé, et non classique, qui interviennent dans les équations ci-dessus. Il est important de noter ici que pour le cas
spécifique des états fortement piqués, les fluctuations quantiques du fond sont négligeables. Ainsi, le potentiel habillé, U, et le
facteur d’échelle habillé, a, coincident alors avec leur valeur effective tracé par le pic de la fonction d’onde du fond, c’est-a-dire
avec les solutions des équations de Klein-Gordon et de Friedmann effective.

Puisque deux approches alternatives ne conduisant pas exactement a la méme théorie des perturbations cos-
mologiques se propageant sur une géométrie quantique de fond émergent, il est important de comparer ces deux
cadres théoriques. Notre approche consiste & perturber un espace-temps semiclassique. L’approche [56] consiste
quant-a elle a quantifier un espace-temps perturbé pour ensuite en prendre la limite semiclassique. Si dans ses
principes la seconde approche semble plus pertinente, il est important de noter que dans notre approche, les trois
contraintes (scalaire, vectorielle et de Gauss) sont résolues au niveau semiclassique tandis que dans approche [56],
si la contrainte scalaire est résolue au niveau quantique, les contraintes vectorielles et de Gauss sont quant-a elle
résolues a un niveau classique uniquement. En ce sens, si notre approche n’est pas compléetement quantique, elle
est complétement semiclassique (i.e. relativement aux trois contraintes) alors que ’approche de [56] est quantique
relativement a la contrainte scalaire mais classique relativement aux deux autres.

D’un point de vue théorique, il semble de plus en plus nécessaire d’avoir des apports de la théorie mere, en
particulier de 'approche dite de la cosmologie par mousses de spin. Toutefois, il y a encore un long chemin entre
la cosmologie en mousses de spin et la phénoménologie des perturbations cosmologiques se propageant dans une
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FIGURE 7.1 — Spectre de puissance primordial des modes tensorielles dans la construction des Refs. [46, 47, 48] de
la théorie des perturbations cosmologiques se propageant sur un fond classique (gauche) et dans la construction de
la Ref. [56] de cette théorie (droite).

géométrie quantique. Or la comparaison peut aussi étre faite d’'un point de vue phénoménologique. Que ce soit
avec lapproche ici présentée [46, 47, 48] ou avec 'approche [56], il est possible de prédire les spectres de puissance
primordiaux des perturbations scalaires et tensorielles et ainsi I'impact que cela aurait sur les anisotropies en
température et en polarisation du CMB. Pour cela, il est nécessaire de calculer les spectres de puissance primordiaux
en fin d’inflation, prenant en compte les équations du mouvement présentées ci-dessus.

En prenant comme conditions initiales pour les perturbations un vide de Minkowski dans la phase de contraction,
le spectre de puissance primordial des perturbations tensorielles présente trois régimes lorsque les corrections €2
sont prises en compte [58] :

— aux grandes échelles de longeur, k < +/87Gp,, le spectre est invariant d’échelle ;

— aux échelles intermédiaires, k ~ /87Gp., le spectre présente une forte amplification suivi d’oscillations

amorties;

— aux petites échelles de longueur, k > +/87Gp,, le spectre est exponentiellement amplifié.

Dans lapproche de [56], le spectre de puissance tensoriel se comporte ainsi [56, 59] :
— aux grandes échelles de longeur, k < /87Gp,, le spectre est invariant d’échelle ;
— aux échelles intermédiaires, k ~ /8mGp., le spectre présente une forte amplification suivi d’oscillations

amorties;
— aux petites échelles de longueur, k > /87Gp., le comportement standard inflationnaire, i.e. un spectre

légerement rouge, est retrouvé.
Ces prédictions sont obtenues numériquement et analytiquement dans les limites IR et UV. On peut en particulier

montrer que la limite IR est identique dans les deux approches :

Pr(k — 0) ~ ATV + O(kY), (7.13)

avec Pamplitude AY™ proportionnelle & (m/Mp)2.

Deux exemples de ces spectres de puissance primordiaux pour les modes tensorielles sont représentés sur la
figure 7.1 pour Papproche des Refs. [46, 47, 48] (gauche) et pour I'approche de la Ref. [56] (droit). Il reste encore &
propager ces spectres de puissance jusqu’aux anisotropies de type B du fond diffus cosmologique, puis de réitérer
ce travail pour le cas des perturbations scalaires et enfin les propager jusqu’aux anisotropies de température et
de polarisation de type E du fond diffus cosmologique. Cela permettra une confrontation aux données CMB, des
prédictions faites dans ces deux cadres alternatifs de théorie des perturbations cosmologiques se propageant dans

un fond quantique.

Différents choix des conditions initiales des perturbations cosmologiques sont possibles. Les résultats ici présentés sont
obtenus en plagant les conditions initiales durant la phase de contraction. Infiniment loin dans cette branche, tous les modes

sont subhorizon et le vide est simplement le vide de Minkowski :

1 .
v k(n — —o0) = Tor P (—ikn) .



7.2. PROPAGATION DES INHOMOGENEITES COSMIQUES DANS UN FOND QUANTIQUE 95

Ce choix de conditions initiales s’appliquent identiquement que l’on travaille dans une approche de métrique habillée ou bien
dans une approche de cloture de ’algebre.

Un autre choix possible, adopté dans la référence [56], consiste & fixer les conditions initiales au moment du rebond. Ce
choix se justifie ainsi : pour que ’approche perturbative soit valide, il est nécessaire que la densité d’énergie des perturbations
n’excéde jamais celle du fond. Or cette densité d’énergie des perturbations est maximale au moment du rebond. Il va alors
étre exigé de fixer les conditions initiales au moment du rebond de telle sorte que la densité d’énergie des perturbations est
proprement régularisée au moment du rebond. Puisque cela correspond a la situation maximale, c’est une condition suffisante
pour la densité d’énergie des perturbations n’excéde jamais celle du fond a tout les instants de 1’histoire cosmique.

On notera toutefois que ce choix pose plusieurs probléeme. Pour les modes tels que k2 < 87Gpe, les modes ne sont pas
oscillants mais soit exponentiellement amplifiés, soit exponentiellement supprimés. Partant de technique de théorie quantique
des champs, il n’est donc pas évident de donner une interprétation en terme de particule de ces modes. Par ailleurs, pour les
modes proches de cette valeur critique de v/87Gp., I’évolution n’est pas du tout adiabatique. Il est donc nécessaire de s’assurer
que tel est le cas sans quoi le spectre de puissance en fin d’inflation deviendrait extrémement sensible au choix des conditions
initiales.
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Conclusion IT [63, 64]

Il est possible de qualitativement défricher la zone d’espace de parametres de la modélisation de ’ére de Planck
dans la LQC partant des derniers résultats publiés par PLANCK quant au spectre de puissance angulaire des
anisotropies de température. Comme déja mentionné en conclusion de notre premiere partie (voir la figure A de
Part. 1), le spectre de puissance angulaire tel que mesuré par le satellite PLANCK montre deux choses® : pour
¢ > 50, un spectre de puissance primordial des modes scalaires en loi de puissance avec ng = 0.96 [1] s’ajuste
remarquablement bien aux données tandis que pour ¢ < 50, des écarts, certes faibles, restent possible. Cette échelle
angulaire caractéristique de Loyvp >~ 50 se traduit par une échelle de longueur caractéristique (trés grossiére) dans
le spectre de puissance primordial : kcpmp(today) = lomp X kg (today). Cela signifie donc que pour que la LQC
soit en accord avec les données PLANCK, le spectre de puissance primordial des modes scalaires doit étre le spectre
inflationnaire standard pour k(today) > ki (today) alors que de faibles déviation sont autorisées pour des valeurs
plus faibles du nombre d’onde. Par ailleurs, la modélisation présentée ci-dessus montre qu’au moment du rebond,
Iéchelle caractéristique laissé par la LQC est de kLqc(ts) ~ v871Gp.. Cette échelle est ensuite étirée par 'expansion
cosmique. Enfin, si on suit par exemple la modélisation des Ref. [56], alors le spectre primordial prédit correspond
au spectre inflationnaire standard pour k(tg) > krqc(tg). En comparant cela a I’échelle caractéristique imposée
par PLANCK, on peut d’ores et déja déduire que /87Gp. x exp(—N) < lemp X kg (today) avec N le nombre de
e-fold depuis le rebond jusqu’a aujourd’hui. Evidemment 1’échelle caractéristique inférée des mesures du CMB,
kcwmB, est grossiere. Mais cela souligne la stratégie future a adopter et le fait que les mesures CMB ont un fort
potentiel d’exclusion. Ce point est résumé dans la figure B ou, supposant que la prédiction LQC conduit & un spectre
inflationnaire pour k > krqc (ce qui est en pratique le cas pour une des approches de la théorie des perturbations
cosmologiques) : pour krqc < ku, le paradigme des boucles avec rebond puis inflation et l'inflation pure ne sont
pas distinguables ; pour kLqc > kcwms, le paradigme LQC serait en désaccord avec les données PLANCK ; entre ces
deux valeurs, une comparaison précise entre prédiction et observation est nécessaire. (Evidemment, I'impact des
résultats de BICEP2 seront aussi a prendre en compte. Toutefois, cette détection est encore trop récente, et des
confirmations sont encore nécessaires, avant de pouvoir tirer des conclusions pertinentes.)

Dans I’état actuel des développements théoriques en LQG et en LQC, il est important de saisir proprement la
portée d’une possible exclusion (ou corroboration) de l’espace des parametres de la modélisation LQC de I’Univers
primordial. Deux niveaux sont a considérer. Le premier niveau se situe & I'intérieur strict de la cosmologie quantique
a boucle. Dans ce cadre restreint, une possible exclusion ne signifierai pas nécessairement une exclusion du rebond
quantique mais en premier lieu une exclusion de la formulation de la théorie des perturbations cosmologiques se
propageant dans un fond quantique. Imaginons que toutes ces formulations soient en pratique exclues. Cela ne
signifierai pas pour autant que la LQG est exclue. Au niveau de la LQG cette fois-ci, il faut se rappeler que la
LQC n’est pas une déduction mathématique de la LQG mais bien une modélisation inspirée de la LQG. Si la LQC
peut servir d’horizon phénoménologique a la LQG, cela signifierai simplement que cette formulation spécifique de
la dynamique quantique de I’Univers ne peut plus servir d’horizon phénoménologique, une phénoménologie sur le
terrain de la cosmologie, a la LQG.

La gravité quantique a boucles et la cosmologie quantique a boucles ont toute deux énormément évolué durant
les dix derniéres années. Evidemment, ces approches sont loin d’étre completes et exemptes de toute faiblesse et
difficulté. Toutefois, un véritable programme de recherche est maintenant mis en place, convoquant physique de la
gravitation quantique et cosmologie théorique et observationnelle. Ce programme de recherche se présente comme

3. On se rappellera ici que les spectre de puissance angulaire des anisotropies du CMB est fonction, entre autre, du spectre de
puissance primordial. En ce sens, il permet de placer des contraintes soit sur ce spectre primordial, soit sur les paramétres d’une forme
paramétrique de ce spectre.
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FIGURE B — Valeur de I’échelle caractéristique au moment du rebond quantique « autorisée » en principe par les
données PLANCK en fonction du nombre de e-fold depuis le rebond jusqu’a aujourd’hui. On notera qu’il s’agit ici
d’une estimation grossiere. La quantité k, correspond a krqc et nous prenons koms ~ 50 X kg.

un tout cohérent, la cosmologie quantique a boucles et les questions qu’elle suscite débordant dans le champ de la
gravité quantique a boucles, et inversement.

La cosmologie quantique a boucles s’est déployée comme une modélisation inspirée de la gravitation quantique
a boucles mais elle n’est pas encore une déduction de la théorie mére. En ce sens, la cosmologie quantique a boucles
demande de nouveaux développements dans le cadre de la théorie complete qu’est la gravité quantique a boucles,
en développant des modeles de ’Univers dans lesquels la quantification est effectuée avant la réduction de 1’espace
de phase par symétrie. La question qui se pose ici est de savoir si la LQC, comme quantification aprés réduction par
symétrie, correspond bien au secteur cosmologique de la LQG ? Ainsi, les développements futurs en LQC seront
de fait en dialogue avec les développements en LQG et en gravitation quantique non-perturbative. Une premiere
modélisation partant de la gravité quantique formulée suivant I’approche des mousses de spin a été proposée en
Ref. [60]. Outre les développements mathématiques en terme de calcul des amplitudes de transition que permet
une telle question, il a été montré que partant d’'un réseau de spin simple, le dipdle, 'amplitude de transition
d’un tel état quantique, dans la limite des grands volumes (ou encore des grands spins), se raméne & I’équation
de Friedmann classique. Cela offre un point de départ pour une modélisation de ’Univers partant de la théorie
complete mais aussi, un point de départ pour le développement des méthodes de calcul des amplitudes de transition
et, plus particulierement, des schémas d’approximation (par exemple prendre la limite des grands spins) nécessaire
a l'implémentation de tels calculs. Parallélement a cela, des développement similaire ont été développé dans le
cadre la LQG réduite [61] ou encore dans les cadres des théories de champ & valeur dans un groupe [62].

Inversement, la phénoménologie partant de la théorie meére est encore a ce stade hors de porter. Ainsi, la
cosmologie quantique & boucles offre, avec possiblement la physique des trous noirs [63], un des rares moyen d’acces
observable & des effets de gravité quantique [64]. Les résultats que nous avons résumés dans ce manuscrit en
sont une illustration particulierement aboutie. Durant les trois dernieres années, deux approche alternatives de la
théorie des perturbations se propageant dans un fond quantique ont été établies, et puisque les prédictions sur les
observables cosmologiques difféerent d’une approche a l'autre, il semble possible en principe de pouvoir discriminer
entre ces deux approches. L’issue d’une telle confrontation aux observables que sont les anisotropies (en particulier
en température) du fond diffus cosmologique n’est pas encore connu. Il est cependant évident que les observations
limiteront une partie de I'espace des parametres et peut-étre méme exclurons I'une ou 'autre de ces approches.
Cela constituera un guide précieux pour les développements futurs en LQG puisque ces régions de la théorie qui
sont sur la mauvaise piste seront en partie connues.

Finalement, ce programme de recherche posseéde une forte dimension cosmologique. A proprement parler, la
modélisation en LQC de I'Univers proposée ci-dessus n’est pas un scenario alternatif au paradigme cosmologique
standard mais plutot une extension de ce paradigme a l’ére de Planck : tout le paradigme standard, c’est-a-dire
classique (par opposition & quantique), y est inclus. Cela signifie que ce programme de recherche incorpore des
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problématiques propres a la cosmologie, comme la non-reproductibilité de I'expérience, le fait que 1’observateur
est partie du systeme qu’il entend étudier et observer, etc. En particulier certaines question de cosmologie sont ici
non-résolues. Evidemment celle de I’énergie noire et celle de la matiére noire mais aussi celle de la nature du champ
d’inflaton. Ainsi, ce programme de recherche hérite bien de questions cruciales que pose la cosmologie. Et cela est
aussi le cas d’un point de vue méthodologique. Observer de potentiels effets de gravité quantique aux confins du
Cosmos suppose une analyse extrémement fine des observables cosmologiques et astronomiques. L’observable de
choix est la distribution statistique des anisotropies en température et en polarisation du fond diffus cosmologique.
Rechercher des traces du gravité quantique dans le ciel micro-onde convoque les méthodes et outils statistiques
d’analyse et d’interprétation des mesures du fond diffus cosmologique. Si, comme nous le pensons, il est maintenant
possible en principe de contraindre des modélisations quantiques des tout premiers instants de 1’histoire cosmique
a I'aide d’observations astronomiques, cela ne pourra se faire sans une compréhension précise de ces données et de
leur analyse statistique.
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Observer I'univers primordial avec le
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Introduction II1I

’ Ce chapitre porte sur le fond diffus cosmologique en tant que principale sonde astronomique de 1'univers
primordial. Ce rayonnement fossile de corps noir libéré 380 000 ans apres le Big Bang présentent de faibles
fluctuations sur le ciel en intensité et en polarisation dont les sources premieres sont les perturbations cosmo-
logiques produites durant I'inflation. Il est une source extrémement riche d’informations sur I’évolution globale
de "Univers, sa géométrie et sa composition en matiere, ainsi que sur la phase d’inflation primordiale. C’est
en tant que sonde de cette derniere, et en particulier via les anisotropies en polarisation, que nous focaliserons
la discussion. Apres une rapide introduction, nous montrons en quoi la reconstruction des modes B partant
des parametres de Stokes est compromise si les fuites des modes E dans le mode B n’est pas corrigé. Ces
mélanges dégradent fortement la reconstruction des spectres de puissance de mode B, CfB, principale source
de contrainte sur ’échelle d’énergie de 'inflation. Nous présentons ensuite une méthode de séparation exacte
des mode E et B, son implémentation numérique pour ’estimation des spectres de puissance angulaire de mode
B et aux corrélations croisées T'B et EB. Les perfomances de cette méthode statistique sont aussi présentées,
a la fois pour des expériences couvrant une faible portion du ciel et pour une possible future mission satellite.
Détecter le mode B a pour but final de contraindre la physique de I'univers primordial. Nous montrons quelle
type de contrainte peuvent étre établi par notre reconstruction du mode B sur le rapport tenseur-sur-scalaire,
r, et sur une possible violation de parité dans I'univers primordial. Finalement, nous montrons ’efficacité d’une
possible méthode de séparation des composantes pour le cas des expériences sol ou ballon couvrant une faible
portion de la votite céleste.

L’ensemble des travaux ici présentés ont été effectué avant la détection récente du mode B des anisotropies
polarisés du fond diffus cosmologique. Dans ce contexte d’ignorance observationnelle, le niveau de mode B
primordial pouvait étre arbitrairement bas. Ainsi, les méthodes développées ont été validées sur des niveaux
bas relativement a la valeur actuellement rapportée par la collaboration BICEP2. Ces méthodes n’en demeure
pas moins pertinentes si ce niveau de mode B tel que mesuré par BICEP2 se confirme, signifiant simplement
qu’elles permettrons une reconstruction d’autant plus précise de ce mode de polarisation.

Les anisotropies du CMB apparaissent suivant trois modes : du plus intense au plus faible, anisotropies de
température, anisotropies de polarisation de type E (mode gradient) et anisotropies de polarisation de type B
(mode rotationnel) [65]. La décomposition du champ de polarisation en un mode E et B est "naturelle" d’un
point de vue mathématique et physique : le mode F est principalement généré par les perturbations scalaires
(comme la température) alors que le mode B, & Pordre linéaire, n’est généré que par les ondes gravitationnelles
primordiales (et non par les perturbations scalaires) [66]. L’information supplémentaire contenue dans le champ de
polarisation permet de lever les dégénerescences entre différents parametres cosmologiques et ainsi améliorer notre
connaissance observationnelle de I’Univers. Une connaissance du mode E permet par exemple de contraindre la
phase de reionisation de I’Univers, l'instant ol les premieres étoiles se forment, et ainsi de lever la dégénérescence
entre la profondeur optique de reionisation et 'indice spectral de perturbations cosmologiques scalaires.

Par ailleurs, le mode B est la seule sonde remontant directement au fond d’ondes gravitationnelles primordiales
produites durant l'inflation. Sa mesure est une fenétre ouverte sur 1’Univers quelques 1073% apres le Big Bang et
permettrait donc de connaitre 1’échelle d’énergie de l'inflation. Le niveau du mode B est usuellement quantifié
par le rapport tenseur-sur-scalaire, noté r (ou parfois T'/S), qui correspond au rapport de la puissance des ondes
gravitationnelles primordiales divisées par la puissance des perturbations scalaires a une échelle de longueur de
référence, r = Pr(ko)/Ps(ko) avec, usuellement, kg = 0.002 Mpc~! . Ce rapport est d’autant plus faible que
I’échelle d’énergie de I'inflation I’est. Dans le cadre de l'inflation de roulement lent, si E; est 1’échelle d’énergie de
I'inflation, alors le spectre de puissance des anisotropies primaires de mode B présentera un pic de recombinaison
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F1GURE C — Spectres de puissance angulaire pour les autocorrélations TT', EE et BB ; a cela s’ajoute la corrélation
croisée T'E non-nulle (non représentée ici). Dans le scenario standard de la cosmologie, les corrélations croisées T'B
et EB sont nulles par invariance suivant la symétrie de parité. Le mode B contient une composante primaire
(piquant aux grandes échelles) et une composante secondaire (piquant aux petites échelles angulaires), toutes deux
représentées en tiret.

a £ ~ 90 dont 'amplitude est directement proportionnel au carré de cette échelle d’énergie, i.e. [67]

B\’

(Nous rappelons que le multipdle est une fréquence angulaire et correspond donc & I'inverse d’une échelle angulaire
sur la sphére céleste, i.e. £ ~ 180/0[deg.] ou 0 est ’échelle angulaire correspondante.) L’amplitude du mode-B est
directement proportionnelle a ’amplitude du mode tensoriel primordial, elle-méme paramétrisée par le rapport
tenseur-sur-scalaire r. Eidemment, ’amplitude finale de CZB dépend aussi de la physique de la recombinaison. On
peut toutefois remonter a r qui est directement proportionnel, dans le cas de I'inflation a un champ, a la valeur du
potentiel pendant Uinflation [43]
ro\1/4
VU4 = 1.06 x 1019GeV (—) . (7.15)
0.01

Les anisotropies de température et de modes E donnent acces a la puissance du mode scalaire primordial. Or cette
puissance est inversement proportionnelle au rapport énergie cinétique dans le champ d’inflaton divisée par énergie
totale, i.e. € < (¢?)/(p? + 2V (p)). Un grand nombre de modeles d’inflation, c’est-a-dire de choix du potentiel
d’auto-interaction du champ d’inflaton ¢, aboutissent & la méme valeur de €. En détectant le mode B, il est alors
possible de remonter a ’énergie totale et donc de lever la dégénérescence entre énérgie cinétique et énergie totale
du champ d’inflaton, et par la bien mieux discriminer entre ces différents modeles.

Outre cette composante primaire, le mode B possede une composante secondaire due a l’effet de lentillage
gravitationnel des galaxies et structures cosmiques sur les photons du CMB, transformant du mode E en mode B
[68]. L’amplitude de cette seconde composante est fixée par I'amplitude du mode E et Pamplitude du potentiel de
lentillage des grandes structures. Elle est donc essentiellement fixée par I’amplitude des modes scalaires produits
durant l'inflation primordiale et ne dépend pas (en fait que trés marginalement) de amplitude des ondes gravi-
tationnelles primordiales. Une mesure de cette composante secondaire permettrait par exemple d’améliorer notre
connaissance de la formation des structures qui dépend, entre autre, des propriétés de I’énergie noire.

D’un point de vue de la dépendance spectrale, les anisotropies primaires (uniquement dues aux ondes gravi-
tationnelles primordiales) dominent aux grandes échelles angulaires (de ~1 degré a 90 degrés) sur une gamme de
multipdles allant de ¢ = 2 a ¢ ~ 100, la valeur exacte de la borne supérieure dépendant évidemment de 1’échelle
d’énergie de l'inflation qui fixe la puissance des ondes gravitationnelles primordiales. Les anisotropies secondaires
dues au lentillage sont quant-a elles dominantes aux petites échelles angulaires pour ¢ > 100 et présentent un
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maximum d’amplitude a la dizaine de minutes d’arc, £ ~ 1000. Ce comportement est illustré sur la figure C : la
courbe bordeaux en tiret dominant a ¢ < 100 correspond a la composante primaire due aux ondes gravitationnelles
pour un rapport tenseur-sur-scalaire r = 0.05, tandis que la courbe bordeaux en tiret dominant d ¢ > 100 (et
piquant a £ ~ 1000) correspond a la composante secondaire. Le mode B potentiellement observé est la somme de
ces deux composantes (courbe bordeaux en trait plein).

La mesure ultime des anisotropies en température grace aux données du satellite PLANCK a été récemment
publiée, Ref. [25]. Elle a permis d’établir de nombreuses contraintes (plus de 30 publications en 2013, avec pour
ce qui concerne la cosmologie primordiale e.g. Refs. [2, 26]). (Les données CMB, et tout particuliérement celles
fournies par PLANCK sont extrémement riche d’informations cosmologiques et astrophysiques. Nous ne donnons
ici que des exemples particuliers.) Le mode E a déja été détecté aux petites échelles angulaires par DASI, QUAD
et BICEP ainsi que par WMAP aux grandes échelles angulaires [69]. Cependant une caractérisation précise de ses
propriétés statistiques sur une plage allant de la dizaine de minute d’arc a quelques dizaine de degres, ne sera
faisable que grice aux données de PLANCK-HFI, dont les résultats en polarisation devrait étre publiés durant le
premier semestre de 2014.

Jusqu’a 2014, la composante primordiale du mode B n’avait pas été détectée et seules des limites supérieures
avaient pu étre obtenues [69]. Toutefois, sa composante secondaire due au lentillage gravitationnel a été détecté
indirectement avec les données de SPTPOL [41] et plus récemment, une détection directe a été proclamée par la
collaboration POLARBEAR [42]. (Plus précisément, cette composante secondaire a été détectée & 1.660 dans la bande
500 < ¢ < 900 et a 1.270 dans la bande 900 < ¢ < 1300, ce qui exclut 'hypothése d’une composante secondaire
nulle & 97.5% de niveau de confiance.) Le 14 mars 2014, la collaboration BICEP2 a annoncé la détection d’un mode
B pour une gamme angulaire allant de ¢ ~ 30 a £ ~ 150 significativement en excés du mode B secondaire du au
lentillage [3]. Les quatre points de mesure obtenus dans cette gamme de multipole sont trés bien reproduit par
un pic de recombinaison ce qui favorise leur interprétation comme étant d’origine primordiale avec un rapport
tenseur-sur-scalaire de » = 0.2. Compte tenu de la petitesse du mode B du CMB, sa détection et sa caractérisation
nécessitent un tres bon contréle des effets systématiques, une bonne connaissance de la polarisation des émissions
d’avant-plan venant polluer les mesures du CMB et le développement de nouvelles techniques d’analyse de données,
afin d’étre en mesure d’aller chercher un signal trés ténu et dont le niveau global est encore inconnu. Dans cette
perspective, les données qu’a fournies I'instrument haute fréquence HFI du satellite PLANCK permettront de bien
mieux comprendre, et donc mieux soustraire, les émissions astrophysiques d’avant-plan et d’aboutir au moins a
la meilleure limite supérieure sur le mode B du CMB aux grandes échelles angulaires (au-dela de la dizaine de
degrés). Par ailleurs, un grand nombre d’expériences sol (comme e.g. POLARBEAR, ACTPOL, SPTPOL ou encore
QUBIC) ou ballon (comme EBEX ou SPIDER) dédiées a la détection du mode B, sont soit en cours d’acquisition
de données soit en phase de développement. Ces expériences ont une sensibilité instrumentale bien meilleur que
celle du satellite PLANCK. Cependant, & la différence d’une mission satellite qui donne accés a environ ~ 70% de
la volite céleste, les expériences sol ou ballon ne couvrent qu’une faible portion du ciel, ~ 1%. Ces derniéres sont
donc plus sensibles a la polarisation et ont un meilleur controle des effets systématiques que I'instrument HFI pour
des échelles angulaires en-dega de la dizaine de degrés, et fourniront ainsi les meilleures contraintes sur le mode-B
dans une gamme complémentaire de celle étudiée grace aux données fournies par PLANCK. Enfin, il est important
de noter que des études sur la conception d’une future expérience satellite dédiée a la polarisation du CMB, et plus
particulierement au mode B, sont en cours depuis quelques années déja, e.g. LITEBIRD, PIXIE ou encore PRISM ou
CORE. Il est maintenant évident que la prochaine étape pour le CMB est la détection et la caractérisation fine de
ce fameux mode B de polarisation. (On notera que les études de variation du spectre electromagnétique du CMB
(c’est-a-dire des distortions de la loi de corps noir) est une autre voie prometteuse.)

Pour une expérience comme PLANCK, ou pour toute possible expérience satellite dédiée a la polarisation, 1’ob-
jectif est en premier lieu d’accéder aux plus grandes échelles angulaire et donc de chercher a détecter le mode B
primordial via son pic de reionization a £ = 2 — 20 et son pic de recombinaison a ¢ ~ 90. Pour une expérience
couvrant une faible portion de ciel, le mode primordial ne sera a priori détectable que via son pic de recombinaison,
comme les résultats de BICEP2 le confirme.

De fagon schématique, analyse et l'interprétation physique des données CMB procede en quatre étapes (cf.
Ref. [70]). Le point de départ est les données ordonnées en temps qui subissent un premier traitement. Des cartes
du ciel des trois parametres de Stokes, I, () et U sont alors construites pour chaque fréquence électromagnétique
mesurée. Ces cartes par fréquence sont ensuite combinées pour former des cartes par composante (CMB, différents
avant-plans). A partir des cartes de la composante CMB, les spectres de puissance angulaire (ou tout autre quantité
statistique pertinente pour le CMB, tels les bispectres) en température et en polarisation sont estimés. Enfin, ces
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spectres de puissance peuvent étre utilisés pour établir les contraintes sur les différents parametres et modeles
cosmologiques.

Les données fournies par les expériences dédiées au CMB sont extrémement riches d’informations : anisotropies
primaires, mais aussi secondaires (toutes deux en température et en polarisation), fond diffus infrarouge, catalogue
d’amas par effet Sunyaev-Zeldovich, etc. Nous focalisons ici la discussion sur les anisotropies polarisés du CMB,
essentiellement en tant que sonde de I'univers primordial, et nous ne parlerons que peu de toute la richesse du ciel
mirco-onde, qu’il faut toutefois garder a l’esprit.



Chapitre 8

Analyse spectrale et reconstruction du
mode B

8.1 La fuite des modes F dans les modes B

Que ce soit pour les anisotropies de température ou celles de polarisation, les spectres de puissance angulaire
ne sont jamais estimés a partir de cartes du ciel couvrant la totalité de la votite céleste. D’une part, les expériences
suborbitales (sol ou ballon) n’observent qu’une portion limitée du ciel. D’autre part, bien que les expériences satelli-
tales observent la totalité de la sphere céleste, il est nécessaire de masquer les zones ou les émissions astrophysiques
d’avant-plan sont trop intenses avant toute analyse statistique sur les anisotropies du CMB. Les couvertures du
ciel typiques envisagées pour les expériences satellite et sol ou ballon sont présentées sur la figure 8.1. Si pour les
expériences satellite, il peut étre raisonnable de considérer en premiere approximation que le bruit instrumental se
distribue de fagon homogene lors de la reconstruction des cartes du ciel, tel n’est pas le cas pour les expériences
sol ou ballon couvrant une faible fraction de ciel. Un exemple typique de distribution du bruit pour une expérience
comme EBEX est aussi présenté sur la figure 8.1.

L’estimation des spectres de puissance angulaire nécessite une analyse harmonique en prenant la transformée
en harmonique sphérique des cartes du ciel des trois parameétres de Stokes I, @ et U. (Il s’agit ni plus ni moins de
la généralisation de la transformée de Fourier sur la spheére, aussi étendue au cas des champs de spin (42) pour la
polarisation.) Or, dés que la couverture du ciel n’est plus complete, les coefficients harmoniques estimés a partir
des parametres de Stokes sont un mélange des coefficients harmoniques du CMB, par un effet de convolution avec
la fonction décrivant la portion de ciel observée. Ce mélange a tout d’abord lieu entre les différents multipodles,
i.e. mélange des fréquences angulaires. Ainsi, une estimation non biaisée des spectres de puissance angulaire en
température & partir de I nécessite de déconvoluer les effets de couverture incompléte du ciel (aussi appelés effet
de masque) afin de corriger du mélange des différentes fréquences angulaires.

Par ailleurs, ce mélange a aussi lieu entre les deux sous-espaces F et B (en plus des mélanges entre £ et £'). La
décomposition du champ de polarisation suivant les modes E et B a partir de @ et U n’est orthogonale que si la
couverture du ciel est compléte, i.e. (ot nous définissons Pis = Q £ iU)

_1 . . . . N
ap, = 2/, [Pa(77) 2Yp, (77) + Po(7) —2Y7y, ()] dit, (8.1)

B = 5 | (P2 (7) = Pooli) -2 (7)) . (82)

Cette reconstruction des multipdles découle de la décomposition suivant les harmoniques sphériques de spin (£2)
des champs de polarisations sur la sphéere,

Pysy(ii) = =Y (afy, iag,) <2Yem(7) (8.3)

£Lm

et du fait que les harmoniques sphériques de spin (42) forment une base orthonormée. Dans ce cas spécifique
mais irréaliste d’une couverture céleste compléte (et en oubliant les effets de beam et le bruit instrumental pour
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FIGURE 8.1 — Haut gauche : Couverture céleste typique pour une expérience satellite plein ciel, fq, ~ 70%. Les
parties masquées correspondent au masque galactique ainsi qu’aux trous masquant les sources ponctuelles trop
brillantes. Haut droite : Couverture céleste typique pour une expérience sol ou ballon, fsy ~ 1%. Bas gauche :
Zoom de la couverture céleste typique d’une expérience sol ou ballon. On y voit clairement les trous venant du fait
qu’il faut masquer les sources ponctuelles. Bas droite : Exemple de la distribution inhomogéne du bruit pour une
expérience ballon comme EBEX. La couverture céleste correspondante est de ~ 1%.

simplifier), on peut facilement se convaincre que l’estimateur défini comme
1 ¢ 2
Cr=——"— aX |7, 8.4

est non-biaisé, i.e. <C’ZX> = C’EX, et de covariance

2(C)°
20+ 1

Il s’agit ni plus ni moins de la variance cosmique tragant le fait que nous n’observons qu’'un seul univers et donc une
unique réalisation des anisotropies du CMB. (De fagon plus rigoureuse, on notera que pour chaque multipdle £, il y
a (2¢ + 1) réalisations indépendantes des anisotropies, chacune correspondant & une valeur de m, sous I’hypothése
d’isotropie statistique des anisotropies.)

Dans le cas ou la couverture du ciel n’est pas compléte (ce qui est en pratique toujours le cas), une fuite des
modes E vers les modes B, et réciproquement, apparait :

Cov (@X Nors ) - X g0 (8.5)

. -1 S . S N g
W = 5 WP Y3 () + Pral) Y () d

+ (=
= Z {IC%)’Z,m,agm/ +zICém),€,m/agEfm,} , (8.6)

'm’

i = 5 WP Y (7) — Poa() -a¥i ()

(= +
= > [ v @+ K o 0] (8.7)

'm’

ou ) correspond a la portion de ciel observé. C’est un angle solide inférieur a 4. La fonction W est la fonction de
masque qui est nulle pour tous les pixels non observés (ou exclus de 'analyse) et qui peut prendre n’importe quelle
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valeur non-nulle et positive pour les pixels conservés. (On notera que pour les pixels "observés', on peut vouloir
prendre une valeur de W différente de I'unité pour e.g. attribuer un poids plus faible aux pixels les plus bruités.) Les

noyaux de convolution (aussi appelés matrices de mélange), IC§i)7£,m,, ne dépendent que de la fonction de masque
W qui est connue. Ces mélanges se comprennent par I’analogie suivante. Une transformée en harmonique sphérique
est analogue & une transformée de Fourier sur R2. Or la transformée de Fourier du produit de deux fonctions a
pour résultat la convolution des transformées de Fourier de chacune de ces fonctions. Ainsi, pour un ciel partiel,
les pseudomultipéles @;\,, sont la convolution des multipoles du CMB a5, avec ceux de la fonction de masque.
Tout comme le mélange entre multipoles, ce mélange des deux modes de polarisation peut étre déconvolué
en moyenne, permettant une estimation non biaisée des spectres de puissance en polarisation. En définissant le

pseudospectre C’f par
¢

un estimateur non biaisé, C'@X , est obtenu en inversant le systeme linéaire suivant
CF - Ng ) Z K K CE
Bix | 5 6 A (8.9)
( Cf Ky Ky Cé’
ou NZX correspond au biais venant du bruit instrumental et Bg Peffet du beam, et

m=—{ m'

2

(8.10)

Partant de l'inverse du systeme linéaire ci-dessus, on peut facilement se convaincre que les estimateurs sont en
. ~E(B E(B . . .
effet non-biaisés, i.e. <Ce ( )> =C, B) Les fuites, en particulier des modes E dans les modes B, sont donc bien

corrigées en moyenne, c’est-a-dire au niveau du moment d’ordre 1 de la statistique de 'estimateur CA’ZX . Le mode
E qui a fuit dans B (et réciproquement) reste toutefois présent au niveau de la variance des estimateurs. Le mode
E, pour le CMB, étant quelques ordres de grandeurs plus élevé que celui du mode B, la variance du spectre de
puissance de type B se trouve largement dominée, en particulier aux grandes échelles angulaires, par la contribution
des modes F, élargissant significativement les barres d’erreurs sur ’estimation de CL,B .

Il s’agit de la construction originelle des estimateurs dits de pseudospectres, intensément étudiés pour les aniso-
tropies de température et de polarisation [71].

En pratique, les spectres ne sont pas systématiquement estimés multipéle par multipole mais plutdét dans des bandes de
multipdles de largeur Aj. Cette largeur est essentiellement fixé par la résolution en £ que 'on peut atteindre, c’est-a-dire par
Pinverse de la taille caractéristique de la fraction de ciel observée, A, ~ 1/Af. Cela permet de simplifier I'inversion et de réduire
les corrélations. En effet, compte tenu des mélanges, I’estimateur & un £ donné aura regu des contribution & d’autres ¢, ce qui
entrainera des corrélations, difficilement quantifiables, entre les spectres de puissance angulaire estimés a différent multipoles.
Les matrices de mélanges K(¥) sont dominées par une bande diagonale de largeur ~ Af~1. L’estimation & un ¢ donné, £ sera
donc corrélées avec les estimations dans une bande de multipdles £ € [{ — A9~1/2, £+ A0~1/2]. En moyennant dans des bandes
de largeur Ay, on réduit fortement (et on peut 1’espérer & un niveau sous-dominant) ces corrélations.

Puisque les spectres de puissance du CMB se comporte en premiére approximation comme 1/[¢(¢ 4+ 1)]. On définit les

spectres moyennés dans les bandes par
Cy = E PCp et éb = E Pbgé'g.
ledb Ledb

Les opérateurs de binning, et son inverse, I'opérateur d’interpolation, sont simplement définis comme

Sp
b b 4 € Kmmv max
Pb[ - e?nax - Zﬁun [ }
0, ¢ ¢ [€m1n7 max}
1
o te [Ermnv max]
Qe = Se

0» 14 ¢ [Zmlrﬂ max]’
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avec Sy = £({ 4+ 1)/(2w. (On vérifie aisément que Zz Q0 Ppe = ppr . Le systéme linéaire & inverser est alors

AE (+) (=) E

G b Ky Ky Cy
avec

+ +
K = Z Py K5 B2 Q.
N
Dans le cas des expériences sol ou ballon couvrant ~ 1% du ciel, la taille des bandes est ~ 40. Pour les expériences plein

ciel, il est possibles de faire 'inversion multipdle par multipéle au risque de conserver de fortes corrélation entre des multipdles

adjacent, difficilement quantifiable.

On notera ici un point important : s’il est possible d’inverser les matrices K éei,) (de taille (Nléi/x2 X N;iéf)), tel

n’est pas le cas des matrices Kéi),e/m' (de taille (Npix X Npix)). Cela est & la fois du & la dimension du probléme a
inverser, numériquement trop cofiteux, et (surtout) au fait que les matrices lCéi)’Z,m, oscillent énormément. C’est
pourquoi ce sont les pseudospectres qui sont déconvolués et non les pseudomultipoles.

Une estimation rigoureuse des incertitudes sur la reconstruction des Cy par la méthode ci-dessus appelée méthode
de pseudospectres passe par des simulations Monte-Carlo afin de prendre en compte 'impact de I’ensemble des
mélanges. Il existe toutefois une estimation naive de cette incertitude qui consiste simplement a prendre compte
qu’une portion compléte de ciel se ramene a avoir acces a moins de modes :

A A 2 X (S[ Y NX 2
X X\ ~ ’ X 4
Cov (CZ ,Ce/ ) =~ 7(2£ n 1)fsky (CE + Bg ) 3 (811)

ol fsky est la fraction de ciel observée (toujours inférieure ou égale a 1), N, est le spectre de puissance du bruit
instrumental projeté sur les cartes du ciel et By est la transformée en harmonique sphérique de la fonction de beam,
supposée a symétrie azimuthale ici. Le terme proportionnel a Cz,X est la variance d’échantillonnage (le fait que
nous n’avons acces qu’a une fraction d’'une unique réalisation du ciel) et le terme proportionnel a N, ZX correspond a
I'incertitude due au bruit instrumental. Cette expression ne fournit toutefois qu’'une sous-estimation des incertitudes

La taille et la précision toujours croissante des volumes de données a traiter nécessitent la mise en place d’outils
rapides d’estimation des spectres de puissance angulaire tout en conservant une grande précision. Dans le contexte
des futures expériences dédiées a la polarisation du CMB, il est crucial de résoudre le probléeme du mélange E/B
puisque c’est justement cette variance induite par la fuite de E vers B qui dominera les barres d’erreur a grande
échelle angulaire. Pour les expériences sol ou ballon ne couvrant qu'une tres faible portion du ciel, la reconstruction
du mode B devient méme impossible si cette fuite n’est pas évitée, comme le montre la partie gauche de la figure
8.2. La courbe noire en trait plein correspond au spectre de puissance angulaire de mode B que l'on cherche a
reconstruire alors que les courbes en tirets représentent les incertitudes (ne prenant ici en compte que la variance
d’échantillonnage). Si les mélanges ne sont pas corrigés (courbe bleue), les incertitudes sont plus grande que le
spectre lui-méme pour ¢ < 150, interdisant sa reconstruction. Si les mélanges sont corrigés (courbe rouges) par
la méthode présentée ci-dessous, alors 'incertitude reste plus faible que le spectre lui-méme et s’approche de la
sous-estimation des erreurs statistiques données par la formule Eq. (8.11).

8.2 Estimation sans mélange des modes B [75]

8.2.1 Construction d’un estimateur sans mélange

Les mélanges des différents modes conduisent a un double probleme. Tout d’abord un probléme de biais : par
exemple, le pseudospectre de type B est un mélange des spectres de types E et des spectres de type B. Toutefois,
I’estimateur construit précédemment consiste a inverser ’effet du masque sur les pseudospectres. L’estimation finale
est alors non-biaisée. Toutefois, ces mélanges n’étant éliminer qu’en moyenne, ils contribuent toujours a l'incertitude
via la variance d’échantillonnage. Une solution possible et suffisante est de s’affranchir des mélanges avant toute
estimation statistique, c’est-a-dire sur chaque réalisation spécifique (du moins en principe).

Les conditions mathématiques nécessaires a une décomposition sans fuites de E¥ dans B et réciproquement ont
été démontré dans la Ref. [72]. Les conditions dégagés sont les suivantes : les modes E qui fuit dans les modes B sont
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FIGURE 8.2 — Variance d’échantillonnage de ’estimation des spectres de puissance de mode B sans correction du
mélange E/B (courbe bleue-tiret) et avec correction de ce mélange (courbe rouge-tiret) pour une courverture du ciel
de 1%. La courbe noire-tiret correspond & la variance optimale. Le spectre de puissance de mode B & reconstruire est
donné par la courbe noire-trait plein. Les courbes en trait plein correspondent au spectre de puissance reconstruit par
l’approche standard (bleue) et pure (rouge). Sans estimation pure (courbe bleue-tiret), la variance d’échantillonnage
est tres élevée a bas £ compte-tenue du mode E qui a fuit dans B, rendant la reconstruction de ce spectre impossible.
Gréace a une estimation pure, cette variance est abaissée a un niveau proche de la variance optimale.

ces modes de Fourier de type F non nuls et/ou leurs dérivées premieres est non-nulles sur le contour de la portion
de ciel observée. Partant de 1a, un estimateur des spectres de puissance de mode FE et B qui s’affranchit du mélange
E/B, baptisé estimateur pur, a été proposé par Smith & Zaldarriaga [73]. Pour annuler les mélanges F/B & tous
les moments de la statistique des estimateurs de pseudospectre, il faut pouvoir annuler les matrices de mélanges
ICE;JL,,m, apparaissant dans les équations (8.6) et (8.7). Cela est rendu possible en utilisant les pseudomultipdles

purs :
= el 4Pl < QOW ()i (1)) + Poal) x (GOW @Y | (512)

o = o [ [Pl  QOW @i ()" — Poali) x (BOW () |- (519

Les opérateurs différentiels 0 et 0 sont les opérateurs de spin-raising et spin-lowering, respectivement. Si la fonction
de masque W est telle qu’elle s’annule sur le contour du masque et telle que toutes ses dérivées partielles premicres
s’annulent elles aussi sur le contour du masque (pour cela W = W = 0 sur le contour est suffisant), alors il en

résulte que les pseudomultipdles ainsi définis sont sans mélange, i.e. Ké;z) o = 0 (cf. [72, 73]).

On peut facilement s’en convaincre en effectuant deux intégrations par partie. Puisque W, 9W et W s’annulent
sur les contours du masque, les deux intégrales de contour lors de la double application de I'intégration par partie
sont elles aussi nulles. Il reste

_ (0 —2)! e -1 sz - -

ak = (32 / dni W (i) Yp, (77) % {2 [00P, (i) + 0OP_5(ii)] } , (8.14)

N Y ies }

ap, = (T2 / dit W (i)Y, (1) x {2 [00P,(i7) — 0OP_5(i)] } : (8.15)
Or les champs ¥ = St [00P5 (i) + 00P_5(i1)] et xB = L [00P,(ii) — 00P_5(it)] sont respectivement purement F

et purement B, c’est-a a dire qu’ils ne contiennent aucun melange On peut facilement se convaincre de ce dernier
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/B

point en injectant la décomposition harmonique des champs Piy dans les définitions de x/Z, ce qui donne

(8.16)

(Les propriétés des harmoniques sphériques de spin non-nul et des opérateurs de spin-raising et spin-lowering sont
données dans les Refs. [65, 74].)

L’implémentation numérique des pseudomultipdles purs procéde ainsi [75]. Elle offre un second regard sur ces pseudomul-
tipoles purs. On définit d’abord W1 = W et Wy = 9OW, respectivement de soin 1 et de spin 2 (W étant de spin 0). Ces
fonctions de spin 1 et 2 vérifie W} = W_, = O5W . Partant des champs de polarisation, P2, on définit trois nouveaux champs

sur la volte céleste, respectivement de spin 2, 1 et O :

Py = W(Q+iU),
Po= WHQ+iU),
By = W3(Q+iU).

Les champs de spin négatifs sont simplement obtenus par P_g = 135* . On notera que Wy et Pi2 sont & valeur complexe. Ainsi,
le champ Py est de spin zéro et A valeur complexe : il posséde donc une composante de type E (la partie réelle dans ce cas
spécifique d’un spin 0) et une composante B (la partie imaginaire). On prend alors la décomposition en mode E et en mode B
de chacun de ces champs :

Bom = / [P0 () = (~1)° P ()Y ()| 1.

Le pseudomultipdle pur est finalement donné par une combinaison linéaire spécifiques des différents B; ¢, :

a’?’m = \l Ei;;;:go,[m +2 %Bl,ém +B2,Zm- (817)

Le dernier de ces trois termes, B3 ¢, n’est rien d’autre que le pseudomultipéle de mode B standard, cf. Eq. 8.7. Il contient

donc des modes E qui ont fuit et les deux premiers termes peuvent donc se comprendre comme des contretermes qui viennent
justement soustraire les modes E qui ont fuit.

Il est important de noter qu’a aucune étape de l'implémentation numérique de la transformée en harmonique sphérique
pure nous prenons les dérivées des cartes du ciel. Cela est un avantage car les cartes du ciel dont nous partons sont évidemment
bruitées. En les dérivant, nous augmenterions la puissance du bruit instrumental par ¢4 (il y a deux dérivations qui aménent
une multiplication par €2, ensuite mise au carré pour avoir la puissance) et nous corrélerions le bruit entre différents pixels,
quand bien méme le bruit initial serait décorrélé entre deux pixels différents.

La construction de ’estimateur de pseudospectre partant des pseudomultidles purs est alors similaire a celle de
Iestimateur usuel, le systéme & inverser prenant la forme suivante :

AE E (+) (=) AE
(GooN Y=o () el ) (G0, (515)
2 o Hy, Hy, Cy
ou l'expression explicite des matrices de couplages est donnée dans [75, 76]. En théorie, les matrices H, ,E_,) sont
nulles car les mélanges on été corrigé au niveau des pseudomultipoles. Toutefois, cela ne corrige que de la source
principale de telles fuites que sont les effets de couverture incompleéte. Il y a une source secondaire de telles fuites
venant de la pixelisation de la sphere céleste. Cette seconde source est toutefois largement sous-dominante et il
n’est pas nécessaire de la corriger au niveau de la covariance des estimateurs, seulement au niveau du moment
d’ordre 1, c’est-a-dire du biais.

Un exemple de ces matrices de mélange pour I'estimateur standard (ne corrigeant pas réalisation par réalisation

des fuites de E dans B) et pour Pestimateur pur (corrigeant réalisation par réalisation des fuites de FE dans B) est

)

donné en figure 8.3. Les blocs hors-diagonal, K lf;,) et H, é[, , mesurant les fuites de E' dans B sont données dans

la colonne de droite. Si H, é[, ) dans la méthode pure, n’est pas strictement nul (il s’agit des mélanges résiduels dus
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FIGURE 8.3 — Matrices de mélange pour 'estimation standard, sans correction des mélanges (figures supérieures),
et pour lestimation pure, corrigeant des fuites de E dans B (figures inférieures). La colonne de gauche est le bloc

diagonal, K é;) et H };), et la colonne de droite le bloc hors-diagonal, K Z(;, ) et H ZSZ ), celui mesurant préciément les
fuites de £ dans B.

a la pixelisation, par ailleurs corrigés en moyenne), il n’en demeure pas moins bien plus faible que K ,E;, ) dans la
méthode standard car la source principale des fuites de E dans B, & savoir les effets de couverture incompléte du
ciel, est filtrée.

Cette approche peut étre facilement étendue au cas des spectres croisés entre deux jeux de cartes du ciel
provenant, par exemple, de deux campagnes de mesures différentes [77]. L’avantage d’une telle approche est que,
si les deux jeux de cartes proviennent de détecteur (intra-expérience ou inter-expériences) indépendant, le bruit du
jeu de cartes A sera décorrélé du bruit dans le jeu de cartes B : il n’y a plus de biais venant du bruit (quand bien
méme ces bruits contribuerons toujours aux incertitudes, au niveau de la covariance des estimateurs). Le systéme
a inverser se simplifie :

Cr ) ) ( HiE HG) ) (CF
e ) =D0Bh x| ) B ) (8.19)
< & 7 H,,” H,, Cy
Dans le cas usuel, les matrices de couplages entre modes sont des fonctionnelles du spectre de puissance des
Z”
fonctions de masque, i.e. Hé;) Wer] avec Wy = Z |werme|® /(20" 4 1). Pour le cas des spectres croisés,
m! =—p"

les matrices de couplage deviennent alors des fonctionnelles du spectre de puissance croisé entre les fonctions

de masques appliquées au jeu A et les fonctions de masque appliquées au jeu B, i.e. H, z%) Wer] avec WiE =
2//

Z (wzé/m//wg/;,‘//) /(26” + ].) (Cf Ref [75, 76])
m!=—p
8.2.2 Optimisation des fonctions de masque

La mise en place de cet estimateur pur suppose de pouvoir construire des fonctions de masque applicables aux
cartes @, U qui satisfont aux conditions aux limites de Dirichlet et Neuman, W/|,, = 0 W|,, = 0. Le choix
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de ces fonctions est important car en pratique, c’est notre capacité a optimiser ce choix qui permet d’obtenir de
trés bonne performance en terme de minimisation des incertitudes sur la reconstruction des spectres de puissance
angulaire de type B. On peut comprendre la chose ainsi : ce que nous voulons minimiser est la variance totale,
qui contient, en toute géneralité, la variance d’échantillonnage venant des modes B, la variance d’échantillonnage
venant des éventuels mode E fuyant dans B, et la variance due au bruit instrumental. Filtrer totalement les fuites
de E dans B permet évidemment de réduire la variance d’échantillonnage sur la reconstruction de CP : c’est la
variance d’échantillonnage due au modes E qui est significativement réduite. Cependant, filtrer les modes E qui
fuient revient a filtrer tous les modes ambigus (ces modes dont on ne peut savoir, compte tenu de la couverture
incompléte, si ils sont de type F ou de type B [72]). Ainsi, une partie des modes B est aussi filtrée. Cette perte
d’information entraine alors un accroissement de la variance : c’est cette fois-ci la variance d’échantillonnage due
aux modes B qui est augmentée. Enfin, le filtrage des modes ambigus se fait sur des cartes du ciel bruitées et il n’est
pas a priori évident de savoir I'impact que cela aura sur la variance due au bruit instrumental. Ce qui se dessine
ici, c’est un probleme d’optimisation. Anticipons quelque peu. Le mode E étant bien plus intense que le mode
B, on s’attendra a ce qu’il soit préférable de filtrer les modes E qui fuit (réduisant significativement la variance
d’échantillonnage) quitte & perdre un peu d’information sur le mode B.

Fonctions analytiques— Dans un premier temps, nous pouvons utiliser des constructions analytiques partant
d’arches de cosinus ou d’arches de sinus [73] :

1 _1 _ 8 .
W, = 3 z¢0s ( 7T60> , 0; < b, (8.20)
]., 51 > 667
ou [75] :
woo{ —Eem(nd) -3 a<on (8.21)
' 1, 0; > §C,

ces fonctions étant nulles pour les pixels non observés. La quantité . est une longueur d’apodization (la longueur
angulaire, partant du bord du masque, sur laquelle la fonction de la valeur 0 & la valeur 1) qu’il est libre de fixer
alors que ¢; correspond a la plus petite distance entre le pixel i et le contour de la portion de ciel observée. On
pourra en particulier adapter le choix de . afin de minimiser 'incertitude sur la reconstruction final des spectres
de puissance angulaire de type B.

On notera que Wy = 9*W est une fonction de spin s alors que W_, = 9°W est de spin (—s). Ces fonctions de
spin non nul sont & valeur complexe et elle satisfont Wr = W*_.

Ces deux fonctions satisfont aux conditions aux bords de Dirichlet et Neuman. Cependant, la fonction proposée
en Eq. (8.20) a une dérivée seconde, 99(W), non nul au bord alors que celle proposée en Eq. (8.21) satisfait a
00(W|4q) = 0. Autrement dit, I’équation (8.20) fournit une fonction de masque continue et une fois dérivables sur
le ciel alors que ’équation (8.21) fournit une fonction continu et deux fois dérivables. On peut facilement montré
que le spectre de puissance de telles fonctions, définie sur un support compact, est majoré supeérieurement par une
loi de puissance & haut £ par W, < a x £72", ot1 n est le nombre de fois maximale que ’on peut dériver W. Ainsi,
la deuxiéme fonction aura un spectre de puissance qui chutera a haut ¢ plus rapidement que celui de la premiere.
Cela limitera donc d’autant mieux les possibles mélanges entre de multipdles distants.

De part leur propriété de dérivabilité, les fonctions données en Eq. (8.20) (respectivement données en Eq. (8.21))
seront dénotées les fonctions C! (respectivement C?). Un exemple de ces deux types de fonctions ainsi que la partie
réelle de leurs dérivées premiere et seconde est présenté sur la figure 8.4. La longueur d’apodization ici choisie est
0. = 7 degrés.

Fonctions optimisées— Dans I’idéal, nous pouvons chercher un critére d’optimisation afin de définir une fonction
de masque minimisant ’erreur sur la reconstruction des spectres de puissance angulaire. Dans un certain sens, une
telle optimisation est déja connu. Dans le contexte des estimateurs quadratiques [78], il suffit de multiplier les cartes
du ciel par I'inverse de la matrice de covariance des données afin d’obtenir I'estimateur quadratique de variance
minimal. Evidemment, une telle approche suppose deux choses : connaitre déja (ou tout du moins suffisamment bien
pour ensuite procéder de fagon itérative) les spectres de puissance que 1'on veut reconstruire, car invariablement
dans le cas du CMB, le signal lui-méme, c’est-a-dire les spectres de puissance angulaire, contribue aux incertitudes
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FIGURE 8.4 — Fonction de masque apodizée et analytique C* (haut) C? (bas). Seul la partie réelle des fonctions de
spin 1 et 2 est représenté. La longueur d’apodization est de 7 degrés.

et donc & la covariance des données, et étre capable d’inverser numériquement cette matrice de covariance qui a un

cofit numérique substantiel en N3,

pix*

La construction de l’estimateur quadratique de variance minimale procéde ainsi. (Il s’agit ici plutét d’une reconstruction a
la fagon des pseudospectres dans le sens ol nous prenons d’emblée I'inverse de la matrice de covariance pour filtrer les données.

Ce fait découle en fait de l'exigence que la variance doit étre minimisée.) En dénotant

_ QW)
d; = ( UG ) (8.22)

le vecteur de données dans ’espace des pixels et

o [ @OQG) UG
[C]“‘<d’dj>‘< UORG)  UHUG) ) (8:23)

sa matrice de covariance, la procédure fonctionne en quatre étapes. Premiérement, on filtre les données par l'inverse de la

matrice de covariance

dert) = c~1q. (8.24)

Deuxiémement, on projette ce nouveau vecteur, d, suivant les harmoniques sphériques spinnées afin d’en obtenir la décomposition
en mode E et B

E -1 _ ~ _, N

G = g / [P0 G0) 2 ) + PYY () 2, ()| it (3.25)
47

B (o 7 o _, _ o _, _, N

an, ™ = / [Pé "“(mg%(n)fPEQ"%)-mmm} . (8.26)
47

2
/(2£+1), et on le débiaise du bruit instrumental.

N . A X (opt
Troisiemement, on construit le pseudospectre associé, CZX = Zm ‘aem(OP )
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Quatriéemement, on corrige des différents mélanges en inversant la matrice de Fisher

( oL ) =3 Z( [F]‘ZZE [F@? ) ( Co ) (8.27)
~ -5 ,E ,B ~B (o .
CP-NP ) 2\ Fl7 [Flpp ¢y oy
avec
1 [ ac le
F])) = -Tr | —C™! -1 8.28
Flos =5 r[acgf acy, } (8:28)

X (opt)

L’estimateur qui en résulte, C , est non biaisé et optimal dans le sens ol1, parmi tous les estimateurs quadratiques possibles,

5 : : : : AX (opt) AY (opt _11XY
il est de variance minimale, donnée par 'inverse de la matrice de Fisher ci-dessus, Cov (CZ (op ),Ce, (opt)) — [F 1] e On

peut aussi montrer que cet estimateur coincide avec ’estimateur par maximum de vraisemblance lorsque 'on atteint le pic de
la vraisemblance [79].

D’une certaine maniére, on peut voir les estimateurs de pseudospectre comme une approximation de cet estima-
teur quadratique dans lequel la matrice qui sert a filtrer les cartes du ciel (i.e. la fonction de masque) est diagonale
dans 'espace des pixels. Puisque 'estimateur ci-dessus est optimal, la question de chercher la fonction de masque
W' qui minimise les incertitudes revient a chercher la fonction W qui minimise la distance entre I’estimateur de
pseudospectre pur et Pestimateur quadratique optimal. Cette approche a été adoptée dans la référence [73] et elle a
été systématisée pour la polarisation et les spectres croisés dans [75]. Elle conduit a l'inversion du systéme linéaire

suivant :
Nops

2
: K Z |: (b):|i+Nobss7j+NobsS/ [W]iJrN"I’SS - [e]jJrNOth/ ’ (8'29)
i=1 s=0

L’indice s court le long des spin et le vecteur W contient la fonction W ainsi que sa dérivée premiere, W, = oW,

et sa dérivée seconde Wo = 90W, respectivement de spin 0, 1 et 2. On notera que les fonctions de spin non nul

sont & valeur complexe. Le vecteur W contient 5 x N, éléments. Le vecteur e a aussi 5 X Ny, éléments : les Ny
premiers valent 1 et les 4 x Nps suivant sont nuls. La matrice P correspond a la projection sur les harmoniques

sphériques spinnées,

(-2 +1) 1 vor ok (g
PO = (z+2§' oA )2e+1 Y- s x 0Yen (D) (0 Ve () (8:30)
R P=rS : b m=—=

avec le coefficients as ¢ x qui vaut £1 ou £2 selon la valeur de s et s’ et selon que 1’on optimise pour C¥ ou pour
CPE. Finalement, C est la matrice de covariance des données agencées comme d; = (Pa(i), P_2(i)). Elle est donnée
par :

€]

ij

(B 1 (na(iyna(i)) (na(inu ()
=X (¢F [mf),, < 7)) + (et ety ) (8:31)

Le premier terme correspond a la contribution du signal, le CMB, et le second a la contribution du bruit instru-
mental. Les matrices Hf sont simplement les combinaisons appropriées des polynémes de Legendre de spin (42)

.
évalués pour la valeur (7, - 71;) :

L
_ oYy (1) 2Yem (3) 2V, (1) —2Yem(j)
F, = X <_2{%m ) () ) (8:32)

2£+1< P2(i-5) PP ) >

im \ P?2g) PR TA)
4
_ 2Y (1) 2Yem (5) (=1) x 2Y5,(4) —2Yem ()
el = mz_g( (1) X Y7 (0) 2Yom()  —2Yi (D) —2Yem () > (8.33)

2+ PPi-g) —PPTRi4)
T 4n —P2%i-5) P7PTReg5) )

On peut se référer aux annexes des références [78] et [73] pour une discussion détaillée de cette matrice.



8.2. ESTIMATION SANS MELANGE DES MODES B 119

Nous avons développé deux approches pour résoudre le systeme linéaire définissant les fonctions optimales. La
premiére suppose que le bruit instrumental est distribué de fagon homogene sur le ciel. Dans ce cas, le systeme
linéaire ci-dessus étant, en fait, une convolution dans I’espace des pixels, est plus simplement résolu dans 1’espace des
harmoniques sphériques, la convolution devenant un simple produit (la matrice a inverser est diagonale dans I’espace
harmonique si et seulement si le bruit instrumental projeté sur la votite est homogene). La solution est trouvée en

éfrz la décomposition

passant dans ’espace harmonique en prenant en compte que (i) wgfi =4/ Eﬁf‘:g:wég avec w

harmonique de Wy = 9°W et wégi et wg,g)b la décomposition harmonique de W, et, (ii) il faut imposer les contraintes

Wlgq = 0 W|yq = 0 dans I'espace harmonique. La solution dans l'espace harmonique est alors :

1

wO,Z”m” = CT ()\M@//m// + Mpl//m//) . (834)
2,0
avec
W LU= +2)! (0 ¢ ¢\
X — B Rp2 2
C@,[” = An (e T 2)|(€I — 2)' 0 0 0 X (Cel BZ’ + 0o ) s (835)

VA

My €t Py la décomposition harmonique du masque binaire et du contour de ce masque, et A et u deux
multiplicateurs de Lagrange dont les expressions explicites sont données dans 'annexe C de [75].

Dans le cas plus générique ou le bruit est inhomogeéne sur la sphére céleste, nous résolvons le systeme linéaire
par une méthode de gradient conjugué avec pré-conditionneur dans l'espace des pixels [73, 75]. En théorie, cette
résolution numérique devrait imposer les contraintes W1 = OW et Wy = 00W. Toutefois, ces deux contraintes sont
relachées en pratique. On notera d’abord que a la fin du processus itératif conduisant & une solution pour W, Wy
et Wy, ce lien de dérivation est presque satisfait et les conditions W|,, = Wi, = 0 sont aussi presque satisfaites.
Cela est le simple résultat du fait qu’en premier lieu, minimiser la variance revient a filtrer les modes E qui fuient.
11 est donc naturel que le gradient conjugué tende vers ces fonctions qui satisfont (presque) les conditions ci-dessus.
Le "presque" est en fait ici important car bénéfique. A la fin, le but est de minimiser la variance total avec en
particulier de ne pas trop supprimer de mode B lorsque I'on supprime le mode F fuyant et de ne pas augmenter
drastiquement la contribution du bruit ou encore les mélange entre différent multipdles. En d’autres termes, en
relachant certaines des contraintes, nous pouvons minimiser globalement la variance plutot que minimiser localement
la seule variance d’échantillonnage due aux modes E qui fuiraient dans B. Evidemment, cette minimisation globale
passe entre autre, et en pratique de fagon majoritaire (mais pas uniquement), par la minimisation locale de la
variance d’échantillonnage due aux modes E fuyant dans B.

On notera de plus le point suivant : les fonctions optimisées pour minimiser la variance sont obtenues par bande
de multipoles dans lesquels le spectre de puissance de mode B est calculé. Autrement dit, a chaque bande en ¢ pour
laquelle le spectre est estimé correspond un jeu W, Wi et W5 de fonctions optimisées pour I'estimation du spectre
dans cette bande.

La figure 8.5 montre un exemple des fonctions optimisées (dans I’espace pixel ici) pour le cas d’un bruit homogeéne
(ligne du haut) et le cas d’un bruit inhomogene (ligne du bas) pour des couvertures et des distributions de bruit
présentées dans la figure 8.1. Ces fonctions sont optimisées pour lestimation dans la bande ¢ € [60,100] pour
Pestimation du spectre de puissance de mode B. Une étude détaillée de ces fonction se trouve dans la Ref. [75]. Le
point important a noter est le suivant. Optimiser ces fonctions suppose déja de connaitre les spectres de puissance
angulaire de type E et de type B. Si la connaissance du spectre de type E n’est pas un probléme (une estimation
suffisamment précise de ce dernier pouvant étre atteinte sans recourir & une optimisation des fonctions de masque),
le mode B reste quant & lui non détecté. On peut alors légitimement s’interroger sur la pertinence (en principe
comme en pratique) de ces fonctions optimisées qui suppose déja de connaitre le signal que 'on veut détecter (ici
le mode B de polarisation) avant méme sa détection. Il a été montré dans [75] que ces fonctions optimisées ne
dépendent que marginalement de notre connaissance du mode B primordial. En d’autres termes, il est suffisant
d’optimiser ses fonctions par notre seul connaissance du mode FE et de la composante secondaire de lensing du
mode B. Cette composante est certes encore peu connu d’un point de vu observationnel mais son niveau et sa
forme sont bien fixés de fagon théorique (il s’agit simplement du transfert de mode E, bien connu, par effet de
lentillage gravitationnel, lui aussi bien connu), et les derniers résultats observationnels tendent & montrer que cette
connaissance théorique est correct [41, 80].

On notera que le calcul dans I’espace harmonique est bien plus rapide que dans l’espace direct des pixels.
Toutefois, le calcul harmonique n’est valide que pour du bruit homogene et il est moins flexible car les conditions
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FIGURE 8.5 — Fonctions de masque optimisées pour la détection du mode B dans la bande ¢ € [60, 100] pour une
distribution de bruit homogene (haut) et une distribution de bruit inhomogeéne (bas) telles que données dans Fig.
8.1. Sont représentées la fonction de spin 0 (gauche) et les parties réeles des fonctions de spin 1( milieu) et de spin
2 (droite). L’optimisation est ici effectuée dans l'espace direct des pixels.

de dérivabilité sont imposées, ce qui (comme nous le verrons dans I'application & une expérience satellite) ne garantit
pas une minimisation globale des incertitudes, et ce méme si le bruit est homogene.

8.2.3 [Efficacité de ’estimation pure

Nous avons mis en place un code d’estimation des spectres de puissance angulaire en polarisation basé sur cette

définition des purs pseudomultipoles et qui présente trois ingrédients essentiels [75] :

— estimation des spectres croisés entre différentes cartes CMB (ces cartes provenant soit de différents détecteurs
d’un méme instrument, soit de deux campagnes de mesure différentes), ce qui permet de s’affranchir du biais
du au bruit instrumental,

— estimation pure pour s’affranchir du mélange F/B,

— calcul de fonctions de masque W optimisées appliquées aux différentes cartes, permettant une minimisation
des barres d’erreurs.

Dans la figure 8.2, nous illustrions 'importance de corriger des fuites de E dans B afin de réduire significativement
la variance d’échantillonnage (cette figure est obtenue par la méthode pure sur une calotte sphérique sans bruit
instrumental). La figure 8.6 illustre les performances de notre estimateur comme minimisant la variance globale.
Elle montre la réduction de variance obtenue grace a I'utilisation des poids optimisés dans le cas d’une couverture
idéalisé & gauche, correspondant & une calotte sphérique couvrant 1% du ciel! avec bruit homogene, et pour le
cas d’une distribution de bruit inhomogene typique d’une expérience ballon (cf. Fig. 8.1 pour la distribution de
bruit).Pour ces deux cas, le bruit moyen est de 5.75uK-arminute, typique des expériences sol ou ballon en cours
d’acquisition de données ou en phase de développement. A ’aide de simulations réalistes de I’expérience EBEX, la
variance aux grandes échelles angulaires (¢ < 300) sur Iestimation du mode B est environ 1,5 fois plus grande
que la variance obtenue a 'aide de méthodes optimales, mais trop cotliteuses en temps de calculs. Aux plus petites

1. On rappellera ici qu’une calotte & le périmétre minimal pour une surface de ciel donnée. Cela correspond donc au cas ou il y a le
moins de fuite & corriger.
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FIGURE 8.6 — Gauche : Variance Monte-Carlo obtenue selon le poids appliqué aux cartes pour une portion de ciel
observée donnée par une calotte sphérique avec bruit homogene. Les courbes bleues, vertes et jaunes montrent
la variance obtenue en utilisant une approche analytique pour les poids & appliquer aux données (les différentes
courbes correspondent & différentes valeurs du parametre libre des poids analytiques). La courbe rouge représente
la variance obtenue avec nos poids optimisés : cette variance est la plus faible sur la majeure partie du spectre,
justifiant D'utilisation de cette approche. (La courbe noire en trait plein correspond au spectre de puissance de
mode B utilisé pour les simulations Monte-Carlo tandis que la courbe noire en tiret représente l’erreur optimale.)
Droite : Identique & la partie droite mais pour une distribution inhomogeéne de bruit donnée par la igure 8.1.

échelles angulaires, les deux approches conduisent sensiblement aux mémes variances.

L’implémentation numérique de cet outil, baptisé X?PURE, est faite dans une architecture massivement parallé-
lisée (communication inter-processeur en MPI) afin de pouvoir traiter de gros volumes de données et effectuer des
simulations Monte-Carlo. L’ensemble des routines nécessaires a I’estimation pure et aux calculs des poids optimisés
que j’ai développées sont accessibles dans les librairies S2HAT et pure-s?HAT [81].

Cet outil d’estimation des spectres de puissance angulaire présente le double avantage d’étre rapide tout en
atteignant des précisions proches de celles des estimateurs optimaux grace a I’estimation pure. Sans correction du
mélange F/B, une limite inhérente & la méthode sur la détection du mode B apparait : il est impossible d’extraire
le mode B si celui-ci est plus faible que le mode E qui fuit et dont le niveau est fixé par ’amplitude intrinseque
du mode E, la fraction de ciel observée et le périmetre de cette portion. En corrigeant du mélange E/B, X2PURE
s’affranchit de cette limite inhérente. Par ailleurs, le nombre d’opérations est en Nsi/f alors qu’il est en Ngix pour
les estimateurs optimaux par maximum de vraisemblance (Npix représente ici le nombre total de pixels a analyser),
rendant ces dernieres méthodes difficilement utilisables dans le futur.

8.3 Extension aux corrélations croisées 7B et EB [76]

En cosmologie standard, la physique décrivant la propagation des photons du CMB et la génération des aniso-
tropies conduit a des corrélations croisées T'B et E'B nulles. Cependant, ces deux spectres croisés jouent un role
important dans analyse des données en polarisation. A priori nuls, ils constituent un test simple de la présence
résiduelle d’effets systématiques astrophysiques ou instrumentaux [67, 82]. L’origine de telles corrélations peut aussi
étre cosmologique. De facon générique, de telles corrélations croisées T B et E B non-nulles apparaissent si il y a
brisure de la symétrie de parité. Ces anisotropies primaires corrélées peuvent apparaitre si e.g. 'univers primordial
est rempli par un champ magnétique d’hélicité non nulle [83], si le champ d’inflaton est pseudoscalaire (il se couplera
alors naturellement au champ électromagnétique d’une fagon qui brise explicitement la parité) [84], ou alors si la
gravitation brise explicitement la parité (ce qui apparait explicitement dans les formulations de Ashtekar ou de
Kibble de la théorie de la gravitation) [85]. Par ailleurs, ces corrélations peuvent se manifester dans les anisotropies
secondaires puisque le plan de polarisation peut subir des rotations lors de la propagation des photons du CMB de
la surface de derniére diffusion jusqu’a nos détecteurs. Cette rotation du plan de polarisation peut par exemple étre
due a la présence de champs magnétiques dans un milieu ionisé sur le parcours des photons [86] (rotation Faraday)
ou encore due & une interaction spéculative de la lumiére avec un champ pseudoscalaire [87] (biréfringence).
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FIGURE 8.7 — Incertitudes sur la reconstruction des six spectres de puissance angulaire des anisotropies du CMB
pour chacun des formalismes, standard, pure ou hybride (courbes en couleur). La courbe noire correspond a
Pestimation naive des incertitudes basée sur un simple comptage des modes, cf. Eq. (8.11).

Tout cela induit alors des corrélations croisées T'B et E B non-nulles qui deviennent alors des sondes nécessaires
a la reconstruction du plan de polarisation. Ainsi, que ce soit d’un point de vue instrumental, astrophysique,
cosmologique ou physique fondamentale, une reconstruction précise des spectres de puissance angulaire TB et EB
est nécessaire.

Nous avons généralisé le formalisme pur utilisé pour les spectres de puissance de mode B aux cas des spectres
de puissance EB et T B [76]. Dans ce cas, plusieurs approches sont possibles. Il faut se rappeler le point suivant.
Nous pouvons choisir d’estimer les pseudomultipoles de type E et B de deux manieres : soit en prenant les
pseudomultipdles standards avec mélange soit en prenant les pseudomultipdles purs sans mélange. S’affranchir
des mélanges pour e.g. B est bénéfique car le mode E ne contribue plus a la variance d’échantillonnage. Mais
cela a un coup. Filtrer les modes qui fuient revient & filtrer les modes dits ambigus [72] : lorsque nous filtrons
exactement les modes E qui fuient dans B, une partie des modes B est aussi filtrée et cette perte d’information
conduit & un accroissement de la variance d’échantillonnage. Il y a donc un juste équilibre a trouver entre perte
d’information et filtrage des mélanges. Puisque le mode E est bien plus intense que le mode B, il est préférable
pour le mode B de filtrer entierement les modes F qui fuient quitte a perdre un peu d’information. Mais pour le
mode F, c’est exactement I'inverse. La fuite de B dans E n’entraine qu’une tres faible augmentation de la variance
d’échantillonnage du mode FE et il est a priori préférable de garder I’ensemble de l'information. Trois approches
peuvent donc étre adoptées :

L’approche standard : les pseudomultipdles de modes E et B sont estimés sans corriger des mélanges.
L’approche pure : les pseudomultipoles de modes F et B sont estimés en corrigeant des mélanges (par la méthode
pure).

L’approche hybride : les pseudomultipdles de modes F sont estimés sans corriger des mélanges alors que ceux
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de modes B sont estimés en corrigeant de la fuite de £ dans B.

On notera que 'approche hybride ne se réduit pas a la composition des deux premieres approches car les noyaux
de convolution dépendent de fagon stricte de chacun des formalismes adoptés.

Nous avons implémenté numériquement ces formalismes dans X?PURE et nous I'avons appliqué au cas d’ex-
périence couvrant environ 1% de la votite céleste, considérant différentes formes de la portion de ciel observée et
différents niveaux d’inhomogénéité de bruit [76]. Compte tenu de la discussion précédente, il était attendu que le
formalisme hybride fournisse la meilleure recontruction (c’est-a-dire les plus petites incertitudes) des six spectres
de puissance angulaire, TT, EFE, BB, TE, TB et EB. Cela est illustré sur la figure 8.7 dans le cas d’un bruit
fortement inhomogene, caractéristique d’une expérience ballon comme EBEX (cf. partie droite-bas de la figure 8.1).
Ces résultats numériques confirment U'intuition : il s’agit bien de I’approche hybride qui fournit les plus petites
incertitudes sur la reconstruction de 1’ensemble des six spectres.

8.4 Efficacité des méthodes de pseudospectre pour l’estimation du
mode B [90]

8.4.1 Efficacité comparée des différents estimateurs

Depuis la proposition séminale des estimateurs purs proposé en Ref. [73], d’autres approches ont été proposées,
Refs. [88] et [89]. Chacune de ces méthodes propose une maniére numérique de reconstruire les champs x¥ et x?
qui lui est propre. Si le fond théorique est donc identique (i.e. estimer les champs x ¥ ), les performances effectives de
chacune de ces approches dépendent fortement de la méthode numérique mise en place en pratique pour reconstruire
les champs xX. La question qui se pose est donc d’évaluer les performances respectives de chacune de ces approches
[90].

Dans un premier temps, nous avons développé un formalisme commun pour traiter les trois approches respecti-
vement proposées dans les Refs. [73], [88] et [89]. Nous avons en particulier amélioré ’approche de [88] pour montrer
son équivalence théorique d’avec 'approche de [73]. Cependant, la formulation explicite et détaillé de la méthode
[73] permet une optimisation des fonctions de masques W qui n’est pas possible dans la formulation spécifique
de [88]. Par ce formalisme unifié, nous avons aussi pu montré que ’approche de [89] est une approximation de
lapproche des Refs. [73, 88]. Par cette enquéte théorique, il est donc raisonnable de s’attendre & ce que la méthode
[73] soit la plus performante, suivie de la méthode [88] puis de la méthode [89].

Reconstruire les modes E et B partant des cartes du ciel de Q et U peut se faire dans ’espace harmonique (cf. Egs. (8.1) &
(8.2)). Toutefois cette opération est globale dans 1’espace des pixels et entraine les fuites des modes E dans les modes B pour
des couvertures céleste partielle. Une solution est donc de passer par une opération locale dans ’espace des pixels. Une telle

opération est connu depuis longtemps : il suffit de reconstruire les champs xX définis comme

x " (i)

_71 [00P(71) + 00P_5(7)] ,

x P (1)

% (80P, (i) — 0OP_5(7)] .

L’implémentation numérique de dérivations est problématique & deux niveaux. Tout d’abord les cartes du ciel sont bruitées et
les dériver, qui plus est deux fois, amplifie la puissance du bruit et genére des corrélations entre pixels difficilement traitable.
Par ailleurs, il faut souvenir que les cartes sont pixelisés, en conséquence de quoi 'opération de dérivation ne peut jamais étre
totalement locale. Partant de cartes masquées, il faudrait dériver les champs M x P12 ol est un masque binaire. La pixelisation
va entrainer de nombreuses complications dans la dérivation aux alentours des contours du masque. Cependant, chacune des
méthodes ici étudiées propose & sa maniére de reconstruire les champs xX.

La méthode proposée dans la Ref. [73] a déjé été largement présenté précédemment. Elle se propose de construire directement
les pseudomultip6les du champ W x xP sans jamais dériver les cartes des paramétres de Stokes : elle passe directement des
cartes de Q et U aux pseudomultipdles, dans I’espace harmonique donc, de W x xB.

La méthode proposé dans la Ref. [88] consiste dans un premier temps & reconstruire dans ’espace des pixels le champ
W2 x xB alaide de

W2(7)x B (i) %W(r‘i) (80 (WP2) — 00 (WP_2)| — i [0WD (W Py) — 0Wd (W P_s)]

_ %W(ﬁ) [(00W) P2 — (90W) P_s] +i {(e‘aw)2 Py — (BW)QP,Q} .
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La fonction W une fonction de masque qui doit étre continu et deux fois dérivables sur I’ensemble de la voite céleste (et
évidemment nulle pour tous les pixels non-observés. Elles doivent donc étre proprement apodizées et les fonctions analytiques
proposées précédemment sont donc de bons candidats. On notera que ces conditions de continuité et de dérivabilité viennent du
fait que les dérivations sont numériquement effectuées en passant dans I’espace harmonique, opération faite sur I’ensemble de la
sphere céleste. Dans la proposition originelle de [88], le membre de droite de ’équation ci-dessus par W2. On peut alors montrer
analytiquement (partant simplement des propriétés de continuité et de dérivabilité sur la sphére céleste) que cela entraine
nécessairement une divergence aux alentours des contours du masque. Il était alors nécessaire de supprimer une bande proche
de ces contours, perdant par-la une partie de 'information. Notre implémentation numérique travaille directement en partant
des champs W?2xB et corrige ensuite de ce biais au niveau de la moyenne des estimateurs. Si cela n’assure pas de conserver
toute I'information (la fonction W est apodizée), moins d’information est toutefois perdue. D’un point de vue théorique, cette
approche est équivalente & ’approche de [73]. elle nécessite toutefois de passer d’abord par le champ x dans I’espace pixel avant
d’en prendre les pseudomultipodles.

On peut d’ores et déja noter un point. Comme nous l’avons mentionner précédemment, ’approche de [73] posséde une
certaines flexibilité en terme d’optimisation des fonctions de poids. En particulier, il est possible de relacher les contraintes de
dérivabilité et de continuité des fonctions W au profit d’une minimisation globale de la variance. Malheureusement la méthode
[88] ne partage pas cette flexibilité. Cette perte de flexibilité vient du choix d’implémenter numériquement ’équation ci-dessus
plutot qu’une transformée directe en harmonique sphérique pure. Si ces deux sont équivalentes sur le papier, elles ne le sont
pas a priori dans leur implémentation numérique et leur efficacité.

Puisque W est constante dans une région interne au masque initiale, il est évident que dans cette région ou W = cste,
seul le premier terme du membre de droite de I’équation ci-dessus est non-nul et se rameéne & 4 [55 (P2) — 00 (P_z)] /2 (ou
nous avons chois W = 1 dans cette région). Ce n’est rien d’autre qu la définition de xZ et se premier terme est, dans cette
région spécifique, sans fuite de E dans B. Dans les régions ou W varie, ce premier terme est sujet aux fuites mais les trois
suivants viennent justement les compenser. C’est ce dernier point qui & l'origine de la méthode proposée en Ref. [89]. Seul le
premier terme est calculé et ces zones du masque ou W varie sont tout simplement exclues de ’analyse. En un certain sens,
elle constitue une approximation des méthodes précédente. On peut d’ores et déja se convaincre d’une perte de performance
partant de cette approche. Tout d’abord une partie de ’information est invariablement perdue car il faut éliminer une partie
des zones observées pour réduire les fuites de E dans B. Deuxiémement, les effets de pixelisation font que méme dans la région
interne ou W = cste, des fuites résiduelles sont toujours présentes. Or ces fuites sont strictement non-modélisable dans cette
approche et il faut donc les réduire a un niveau suffisamment faible pour ’estimation ne soit pas biaisée. Cela est rendu possible
en choisissant une longueur d’apodization pour W relativement grande, entrainant de fait une plus grande perte d’information

et donc une perte en précision (cf. Ref. [90]).

Nous avons implémenté une version parallele de X>PURE permettant, en plus de I'approche [73], de traiter les
approches [88] et [89]. Nous avons alors évalué les performances relatives de chacune de ces trois approches dans le
cas de deux configurations expérimentales :

— Une expérience sol ou ballon couvrant 1% du ciel (la couverture exacte étant donnée par la partie gauche-
bas de la figure 8.1) avec un bruit homogene & 5.75uK-arminute et un beam gaussien de 8 arcminutes. Cela
correspond aux spécificités typiques des expériences sol ou ballon en cours d’acquisition de données polarisées.

— Une expérience satellite couvrant 71% du ciel (la couverture exacte étant donnée par la partie gauche-haut
de la figure 8.1) avec un bruit homogene & 2.2uK-arminute et un beam gaussien de 8 arcminutes. Cela
correspond aux spécificités typiques d’une possible future mission satellite dédiée a la polarisation du fond
diffus cosmologique.

La figure 8.8 résume nos résultats numériques, les incertitudes sur la reconstruction du mode B pour chaque
méthode étant estimée a I'aide de 500 simulations Monte-Carlo. Les spectres de puissance angulaire sont estimés
par bande contigués de multipdles; la premieére bande allant de ¢ = 2 a £ = 20 et les bandes suivantes ayant une
largeur de A¢ = 40. 1l est clair que la méthode la plus performante est la méthode [73]. Pour le cas spécifique d’une
expérience satellite, elle est la seule qui permet une reconstruction avec un rapport signal-sur-bruit plus grand
que 1 sur Uensemble des échelles angulaires [90]. Le fait que la méthode [88] est moins performante que celle de
[73] s’explique par le fait qu'une optimisation globale, minimisant les incertitudes, des fonctions de masques W est
possible pour la méthode de [73] et impossible pour la méthode de [88]. Le fait que la méthode de [89] est la moins
performante s’explique a la fois par I'impossibilité d’optimiser les fonctions de masques mais aussi par le fait qu’elle
est une approximation des méthodes [73, 88]. Cette approximation s’assure qu’il n’y a aucune fuite de E dans B
mais, en plus d’éliminer les modes ambigus, elle élimine aussi une partie de I'information des modes B.
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FI1GURE 8.8 — Incertitude sur la reconstruction du mode B pour chacune des méthodes de pseudospectres corrigeant
des mélanges E/B et pour une expérience sol ou ballon (gauche), et une expérience satellite (droite). (Les spécificités
de chacune de ces configurations expérimentales sont données dans le corps du texte.) La courbe noire en trait
plein est le spectre de puissance de mode B théorique alors que la courbe rouge en trait plein est le spectre de
puissance estimé par bande de multipoles. Cela montre que 'estimation est effectivement non biaisé. Les courbes
en tiret sont les incertitudes : i) noire : sous-estimation naive donnée par I’équation (8.11), ii) rouge : incertitudes
pour la méthode [73], iii) jaune : incertitudes pour la méthode [88] et iv) bleue : incertitudes pour la méthode [89].

8.4.2 Estimation pure pour les expériences satellite

Les études menées précédemment[75, 76] montraient la nécessité de corriger des fuites de E dans B dans le cas
des expériences sol ou ballon car ces expériences couvrent une tres faible portion de ciel. Si les expériences satellite
couvrent une bien plus grande portion de ciel, il n’en demeure pas moins qu’il est nécessaire de corriger des fuites
si 'on souhaite reconstruire le mode B avec un précision suffisante pour ensuite contraindre les modeles d’univers
primordial. En particulier, les mélanges ne sont pas négligeables (voire pratiquement du méme ordre de grandeur
que pour les expériences couvrant 1% du ciel) compte tenu de la forme trés complexe des contours du masque
galactique et des trous internes masquant les sources ponctuelles (cf. partie gauche-haut de la figure 8.1). Sur la
figure 8.9 (gauche), nous montrons le rapport signal-sur-bruit sur la reconstruction du mode B, i.e.

)
1/ Cov (C’f,é’f) 7

en utilisant une méthode de pseudospectre ne corrigeant pas des fuites (courbe jaune) et utilisant la méthode [73]
corrigeant de ces fuites dans I'implémentation X*PURE (courbe rouge). (La courbe noire représente le cas optimiste
et irréaliste ou les incertitudes sont données par 1’équation (8.11). Nous la montrons en guise de référence.) Si les
mélanges ne sont pas corrigés, une mesure a 30 de ce spectre de puissance angulaire est impossible pour ¢ < 300,
justement la gamme qui permet d’accéder aux ondes gravitationnelles primordiales, et passer a une estimation pure
est alors nécessaire [90].

Si la correction des mélanges pour le cas des expériences satellites est nécessaire, la mise en place d’une telle
approche pour ce cas spécifique n’est pas si aisée car 'optimisation des fonctions de masque W y joue un role clé.
Sur la figure 8.9 (droite), nous montrons les incertitudes statistiques sur la reconstruction de Cf, multipole par
multipdle, en utilisant la méthode [73] et en appliquant trois types de fonction de masque :

— en jaune une fonction découlant d’une expression analytique,

— en bleu une fonction partiellement optimisée mais rapidement calculée (optimisation dans l'espace harmo-

nique),

— en rouge une fonction optimisée mais dont le calcul peut s’avérer numériquement compliqué (optimisation

dans l'espace des pixels).
Il est évident qu’une reconstruction du spectre de puissance angulaire de mode B n’est possible pour £ < 40 que si
les fonctions de masque sont optimisées [90] dans 1’espace pixel. On notera en particulier qu'une optimisation dans

(S/N)e =
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FIGURE 8.9 — Gauche : Rapport signal-sur-bruit sur la reconstruction du mode B, i.e. < C’f >/ Cov(é’f, C’f),
en utilisant une méthode de pseudospectre ne corrigeant pas des fuites E — B (courbe jaune) et utilisant la
méthode [73] corrigeant de ces fuites (courbe rouge). La courbe noire représente le cas optimiste et irréaliste ol
les incertitudes sont données par I’équation (8.11). Droite : Reconstruction du spectre de puissance de modes B
en utilisant la méthode [73] pour une future expérience satellite dédiée & la polarisation du CMB. Trois types de
fonction sont utilisés : i) en jaune une fonction découlant d’une expression analytique, ii) en bleu une fonction
partiellement optimisée mais rapidement calculée (optimisation dans I’espace harmonique) et iii) en rouge une
fonction optimisée mais dont le calcul peut s’avérer numériquement compliqué (optimisation dans l’espace des
pixels).

I’espace harmonique est inefficace aux grandes échelles angulaires pour la raison suivante : imposer W = oW = 0
sur le contour du masque assure d’annuler toutes les fuites de E dans B mais cela se fait au détrimant d’une
minimisation globale de la variance, qui est elle assurée par une optimisation dans ’espace des pixels. Ce résultat
est aussi a comparer aux résultats obtenues pour les expériences sol ou ballon, résumés dans le figure 8.6. Pour ce
type d’expérience, utiliser les fonctions optimisées dans ’espace pixel conduit certes aux plus petites incertitudes.
Toutefois, par une choix approprié des longueurs d’apodization des fonctions analytiques, il est déja possible
d’obtenir de faibles incertitudes, comparable a celles obtenues avec les fonctions optimisées dans I’espace pixel. Dans
le cas des expériences satelllite, tel n’est plus le cas (c’est en particulier en utilisant une longueur d’apodization de
7 degrés que nous obtenons les plus petites incertitudes si Pon se restreint a I'utilisation des fonctions analytiques).
Autrement dit, si I'utilisation des fonctions optimisées n’est apparemment pas cruciale pour obtenir déja une bonne
reconstruction de C’ZB pour les expériences sol ou ballon, cela devient crucial aux grandes échelles angulaires pour
une expériecne satellite. La raison a cela est que les contours du masque pour ce dernier type d’expérience sont bien
plus complexes que pour les expériences sol ou ballon, que ce soit du point de vue du masque galactique que du
grands nombre de trous masquant les sources ponctuelles. Or les fuites de E dans B et les mélanges entre différents
multipodles sont justement dictés par la forme du contour du masque.

Cette possibilité d’optimisation est & ce titre un des atouts majeurs de la méthode [73] implémentée dans le
code X?PURE. Bien plus que la valeur de la fraction de ciel observée, c’est surtout la complexité des contours du
masque qui fixe le niveau de mélange, et donc la nécessité d’optimiser trés finement les fonctions de masques.



Chapitre 9

Parametres cosmologiques avec le mode
B

9.1 Contrainte sur le rapport tenseur-sur-scalaire [91, 95, 96|

Si 'on cherche a détecter le mode B primordial, ¢’est bien évidemment dans I'optique de placer des contraintes
sur les modeles d’Univers primordial et, en premier lieu, de discriminer entre les différents modeles d’inflation. Une
premieére grande classe de distinction est entre les modeles dits large field, signifiant que le champ d’inflaton est
initialement & une valeur extrémement élevée (tel le modele en m2p?), et les modeles dits small field. Cette discri-
mination est rendue simple si I’on peut mesurer la valeur du rapport tenseur-sur-scalaire puisque génériquement,
les modeles large field prédise un fort taux de production d’ondes gravitationnelles primordiales (se traduisant par
une grande valeur de r) tandis que les modeéles small field prédisent une faible valeur de 7.

Le parametre cosmologique qui est donc principalement visé dans la détection de la composante primordial du
mode B est ce rapport tenseur-sur-scalaire. Actuellement, les anisotropies en température telles que mesurées par
PLANCK ont permis de placer une limite supérieur sur ce parametre de r < 0.11 & 95% de niveau de confiance [2].
Ces contraintes viennent uniquement que de la contribution des modes tensoriels aux anistropies de température
et, les mesures de PLANCK en température étant uniquement limitées par la variance cosmique, cette contrainte
ne pourra étre améliorée par la seule utilisation des anisotropies de température. Si I'on recourt plutét au mode
B, seule une limite supérieure sur ce mode de polarisation a été établie, il en résulte une limite supérieure sur r
utilisant le mode B uniquement de : r < 0.7 & 95% de niveau de confiance (cf. derniere référence de [69]), obtenue
a ’aide des données de BICEP.

La question posée est de traduire les incertitudes sur la reconstruction du mode B en des incertitudes sur la
mersure de r. Il y a évidemment plusieurs source d’incertitudes, statistique d’une part et systématique d’autre part.
Dans un premier temps, nous nous focaliserons sur I'impact des incertitudes statistiques, la question devenant :
étant donnée une reconstruction de C’f a l'aide de l'estimateur de pseudospectre pur, quelle valeur de r est
détectable 7 Ensuite, nous ajouterons une premiére source d’incertitude systématique : la soustraction des émissions
astrophysique d’avant-plan.

9.1.1 Analyse de Fisher

Pour traduire les erreurs sur ’estimation de Cf en des erreurs sur le rapport tenseur-sur-scalaire, nous utilisons
un formalisme de Fisher. L’erreur sur r est simplement donnée par l'inverse de la matrice de Fisher :

(o) =Fp=>)_ (8(53) (=, (8(2;?3) , (9.1)

0.0

avec X la matrice de covariance de ’estimateur C’f. Cela suppose implicitement que la fonction de vraisemblance sur
les spectres estimés est gaussienne. Le rapport signal-sur-bruit quant a la reconstruction de r est alors simplement
donné par (S/N), =r/o,.

L’estimation de la matrice de covariance peut procéder de trois manieres différentes :
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— Nous pouvons partir d’un calcul simpliste du nombre de modes :

280 4 . N¢>2
S =——0Y (¢ T I 9.2
TR 1) fa ( e B? (9-2)

avec Ny le spectre de puissance du bruit instrumental reprojeté sur le ciel. Dans cette approche, les incertitudes
sont sous-estimées.

— Nous pouvons partir de Pestimateur quadratique optimal [78] :

1 oC

C
=Fyp = c! 4

—1 - -1
(= )w = 2Tr {80?3 acﬁBC ] )

(9.3)

avec C = <didz> la matrice de covariance des cartes du ciel, i.e. d; = (Q;, U;). Le calcul d’une tel matrice est
toutefois tres cotiteuse et il ne sera effectué que sous ’hypothese d’une portion de ciel observée qui présente
une symétrie azimuthale. (Nous référons a ’annexe F de [73] pour un tel calcul simplifié.) On peut facilement
montré que la matrice de Fisher sur r se raméne alors a
1 [oC._,0C -
-1 -1 -1
o =-Tr|—C "—,C , 9.4
(o) 2 [ or or } (94)
ot C est la matrice de covariance des données mais supposant qu'uniquement Cf dépend du parametre r
— Enfin nous pouvons estimé cette matrice de covariance ¥ pour 'estimateur de pseudospectre pur a 'aide
de simulations Monte-Carlo. Ces simulations sont rendues possible par 'implémentation X?PURE de cette
méthode de pseudospectre.

Le spectre de puissance de mode B se décompose suivant deux sources : le mode B primordial qui est directement
proportionnel & r et le mode B secondaire du au lentillage gravitationnel. Cette derniére source ne dépend pas de
r (en fait marginalement) et il agit donc comme une source effective de bruit qui vient masquer notre detection du
mode B primordial. En tant que fonction du parametre r, le spectre de puissance de mode B se modélise comme

CBBlr] = r x TPE + TEE-BB (9.5)

Jlens

avec TZBB et T%g;BB deux spectres de puissance angulaire fiduciels, indépendant de r, et donnée par

PP = [L+RPICPPIr =11+ Y B, CitChPIr=1), (9.6)
ly,0o
TEESEE = NTF, CPPCEE. (9.7)
ly,02

Ce premier template correspond au mode B primordial et lentillé pour » = 1. Le second template correspond
simplement au mode F primaire qui se transforme en B secondaire par lentillage gravitationnel [92].

9.1.2 Détection du rapport tenseur-sur-scalaire

Contrainte sur r : cas d’une future expérience satellite— Pour le cas d’une future mission satellite dédiée
a la polarisation du CMB (tel CORE/PRISM ou encore LITEBIRD), ce n’est évidemment pas le temps d’observation
qui fixe la portion de ciel conservée pour I'analyse CMB des cartes du ciel mais les émissions d’avant-plan et les
sources ponctuels qu’il faut masquer. La couverture du ciel typique pour laquelle une estimation des spectres de
puissance angulaire est donnée dans la partie haut-gauche de la figure 8.1. Pour une expérience dédiée au mode B
primordial, nous rappelons que le niveau de bruit espéré est de 2.2uK-arminute et que le beam est de 8 arcminute,
ce qui optimise la détection des grandes échelles angulaires, justement la ot le mode B primordial domine.

A Taide de simulations Monte-Carlo nous avons estimé les incertitudes sur la reconstruction du spectre de
puissance de mode B a l'aide d’une estimation par pseudospectre pur. Ces incertitudes ont été traduites en des
incertitudes sur la détection de r via le formalisme de Fisher. Cela montre que, prenant en compte de fagon réaliste
les erreurs statistiques, une détection de r = 1072 & 30 est possible. Pour une valeur de » = 0.05, la valeur
principalement ciblée par les expériences sol ou ballon en cours de déploiement, c’est une détection a ~ 240 qui
devient possible. Une valeur de r = 0.1, proche de la limite supérieure établie par la mesure du spectre de puissance
en température par PLANCK, serait détectable a ~ 300.
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9.1.3 Soustraction des émissions d’avant-plan : impact sur la détection de r

Les deux principales sources d’émissions d’avant-plan galactique polarisées polluant les mesures du CMB sont
le rayonnement synchrotron des électrons spiralant autour du champ magnétique galactique et 1’émission des
poussieres interstellaires. Le rayonnement synchrotron domine & basse fréquence, i.e. en-deca de 100 GHz, tandis
que ’émission des poussieres est le principal contaminant pour les mesures a haute fréquence, au-dela de 100 GHz.
Par ailleurs, ’émission de ces deux composantes domine largement le signal polarisé cosmologique de type B. Une
bonne reconstruction des anisotropies en polarisation du CMB, et plus particulierement celle de type B, nécessite
alors une treés bonne soustraction de ces deux contaminants. Cette soustraction peut se faire en tirant partie de
Pinformation spectrale électromagnétique (nécessitant donc plusieurs fréquences d’observation) : le CMB présente
une loi d’émission de corps noir tandis que le rayonnement synchrotron présente une loi d’émission en loi de
puissance et les poussieres interstellaires une loi d’émission de corps gris, avec un facteur d’émissivité en loi de
puissance.

Que ce soit 'instrument HFI de PLANCK ou les expériences sol comme POLARBEAR ou ballon comme EBEX, les
détecteurs sont des bolometres qui operent donc a 100GHz et au-dela. Ainsi, le principal avant-plan galactique est
Pémission des poussiéres interstellaires, malheureusement trés mal connue (méme si les résultats prochainement
publiés par la collaboration PLANCK accroitront considérablement cette connaissance). Les mécanismes physiques &
Porigine de cette émission polarisée sont trés peu compris et les données observationnelles concernant la polarisation
de cette émission d’avant-plan sont peu nombreuses (en ce sens les résultats de PILOT, en plus de PLANCK, seront
tres utiles).

Bien soustraire cette émission d’avant-plan qu’est la radiation des poussieres interstellaires nécessite donc une
meilleure compréhension des mécanismes physiques a 'origine de cette émission polarisée. Dans cette optique,
les données haute fréquence que fournit le satellite PLANCK sont trés riches d’informations sur cette composante
d’émission galactique. En outre, une meilleure compréhension de cet avant-plan conditionne aussi les méthodes
d’extraction du CMB : il ne s’agit pas seulement de soustraire les composantes d’avant-plan pour obtenir une
carte du CMB, mais plutot de séparer les différentes composantes afin d’extraire une carte du CMB d’une part,
et une carte de I’émission des poussiéres d’autre part (en supposant ici que la composante synchrotron puisse étre
négligée).

Séparation paramétrique des composantes— Certaines méthodes de séparation de composantes operent sur
les cartes des parametres de Stokes () et U : elles permettent d’extraire des cartes par composante a partir des
cartes par fréquence. Cependant, le signal cosmologique de type B étant tres faible, il est impossible d’en déceler sa
contribution directement sur les cartes @ et U de la composante CMB . Pour cela, il est alors nécessaire d’estimer
les spectres de puissance de mode E et de mode B a partir de ces cartes et de s’assurer que la contribution résiduelle
des émissions d’avant-plan est bien plus faible que celle du mode B cosmologique.

La méthode de séparation paramétrique développée dans la Ref. [94], et baptisée MIRAMARE, opére directement
sur les cartes de @ et U. Il est donc essentiel de tester son efficacité dans 'objectif d’une reconstruction du mode
B. De plus, cette méthode se base sur une modélisation paramétrique des composantes, CMB, synchrotron et
poussieres galactiques. Compte tenu des incertitudes théoriques concernant ’émission des poussieéres galactiques,
il est aussi nécessaire de tester la robustesse de cette méthode vis-a-vis de I’a priori théorique concernant cette
composante d’avant-plan, et ce toujours avec la reconstruction du mode B comme objectif final.

Séparation de composantes et détection du mode B pour les expériences suborbitales— Dans le cadre
des expériences suborbitales (ballon ou sol) dédiées a la polarisation du CMB (qui était encore en cours de mise
en place durant I’étude), nous avons étudié les performances de cette méthode paramétrique sur la reconstruction
du mode B [95]. Pour cela, nous avons mené des simulations numériques prenant en compte le niveau de bruit, la
portion de ciel observée et les fréquences d’observations typiques des expériences ballon d’une part et des expériences
au sol d’autre part. Différents modeles d’émission des poussieres galactiques sont aussi pris en compte lors de la
simulation des cartes du ciel a observer afin de pouvoir tester la robustesse de la méthode vis-a-vis de 1’a priori
théorique. Les spécifiités instrumentales sont données dans le tableau 9.1 et les portions de ciel effectivement prises
en compte sont représentées sur la figure 9.1.

1. Autrement dit, les cartes @ et U de la composante CMB étant dominées par le mode E, les tests statistiques permettant de
g’assurer de 'efficacité de la séparation opérant directement sur le cartes assure essentiellement que la séparation est efficace au niveau
du mode E uniquement.
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foky beam fréquence bruit (homogene) par féquence
et pour un pixel de 3.5 arcmin.
Ballon 1% | 8 armin. | 150, 250, 410 GHz 1.5, 4, 40 pK
(type EBEX)
Sol 2.5% | 8 armin. | 90, 150, 220 GHz 3,3,9 uK
(type POLARBEAR)

TABLE 9.1 — Spécificités instrumentales pour une expérience ballon (inspirée par EBEX) et une expérience sol
(inspirée par POLARBEAR).
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FIGURE 9.1 — Fraction de ciel observée par une expérience ballon type EBEX (région bordeaux) et par une expérience
sol type POLARBEAR (région bordeaux et bleue).

Les cartes simulées contiennent trois composantes : le CMB, ’émission des poussiéres et I’émission synchrotron,
auxquelles le bruit instrumental par fréquence est ajouté. Les cartes par composante, CMB d’une part et 1’émission
des poussieres d’autre part, sont extraites des cartes par fréquence simulées a I'aide de MIRAMARE. Une carte de
résiduel, représentant le niveau résiduel d’avant-plan dans les cartes CMB, peut aussi étre extraite. Les spectres de
puissance de mode E et B du CMB reconstruit et des avant-plans résiduels sont ensuite estimés & 1’aide de X2PURE,
Perreur statistique sur la reconstruction des spectres de puissance angulaire étant obtenues a 'aide de simulation
Monte-Carlo.

Un exemple des résultats pour la modélisation la plus simple de I’émission des poussiere est représentés sur
la figure 9.2 pour le cas d’une expérience ballon (milieu) et d’une expérience sol (droite). La courbe noire est
le spectre de puissance de mode B que l'on cherche a reconstruire; la courbe rouge est ce méme spectre estimé
par X?PURE partant de la carte de composante CMB reconstruite & ’aide de MIRAMARE ; la courbe bleue est le
spectre de puissance des émissions d’avant-plan résiduelles dans la carte de composante CMB; la bande grisée
correspond aux incertitudes statistiques d’échantillonnage et de bruit. Pour une expérience type EBEX, les avant-
plans sont effectivement suffisamment soustraits pour obtenir une bonne reconstruction, non-biaisée, du mode
B. Cela est le cas car le canal a 410 GHz est dominé par I’émission des poussieres : il peut servir de template
pour soustraire cette émission des autres cartes, en particulier celle a 150 GHz ou le CMB est plus intense,
relativement aux autres composantes et aux autres fréquences. Cependant, pour une expérience type POLARBEAR,
il y a encore beaucoup d’émission résiduelle aux grandes échelles angulaires. On observe d’ailleurs que pour cette
gamme angulaire, { = 20 — 60, 1'estimée du spectre de puissance angulaire de mode B est biaisée, non pas car
I'estimateur de pseudospectre 1'est intrinseéquement, mais compte tenu de la trop forte contribution des émissions
résiduelles d’avant-plan. Cette émission résiduelle ne vient pas tant du fait que I’émission des poussieéres est mal
soustraite mais du fait que le canal a 90 GHz contient de ’émission synchrotron qui n’est pas modélisé mais ne
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FIGURE 9.2 — Gauche : Reconstruction du spectre de puissance de mode B pour une expérience ballon et émission
résiduelle d’avant plan. La courbe noire est le spectre de puissance de mode B que 'on cherche a reconstruire; la
courbe rouge ce méme spectre estimé par X2PURE partant de la carte de composante CMB reconstruite a I’aide
de MIRAMARE ; la courbe bleue est le spectre de puissance des émissions d’avant-plan résiduelles dans la carte de
composante CMB ; la bande grisée correspond aux incertitudes statistiques d’échantillonnage et de bruit. Droite :
Reconstruction du spectre de puissance de mode B pour une expérience sol et émission résiduelle d’avant plan.

peut plus étre négligé. Nous avons alors montré qu’en utilisant un template extérieur comme source d’information
concernant le synchrotron (par exemple un template venant des données basse fréquence de PLANCK), il est alors
possible d’atteindre le méme niveau de résiduel que pour une expérience comme EBEX [95].

En prenant en compte les erreurs statistiques ainsi que les erreurs systématiques dues aux émissions résiduelles
d’avant-plan, nous avons montré qu’avec une expérience ballon (dont les spécificités sont données dans le tableau
9.1), il serait possible de détecter & 20 un rapport tenseur-sur-scalaire de r = 0.04 [95]. Dans ce cas ou les résiduels
d’avant-plan contribuent aussi aux incertitudes statistiques, la matrice de covariance des spectres de mode B
reconstruit est donnée par

Sy = Cov (CF,CF ) + COMBFmoiecy 1 GROGMEoRe 4 P, (9.8)

Le premier terme est simplement la covariance de l’estimateur des pure pseudospectres. Elle est obtenue par
simulation Monte-Carlo utilisant X?PURE. Les spectres C’Z?MB+“°ise et O sont respectivement 'estimation du
spectre de puissance du CMB et du bruit instrumental, et ’estimation du spectre de puissance de niveau résiduel
d’avant-plan. Ils sont eux aussi estimés & 1’aide de X?PURE.

L’approche ci-dessus permet de prendre en compte I'impact des émissions astrophysique d’avant-plan lorsque
lors niveau résiduel dans les cartes de CMB reconstruite ne biaise pas l'estimation de C’f . Siil y a un biais
significative — comme cela est le cas pour une expérience sol ayant un canal dans lequel le synchrotron domine —, il
est possible d’utiliser un template extérieur tracant le synchrotron. L’efficacité de cette approche a été démontrée
dans Ref. [95].

Il est aussi possible de prendre en compte les effets de I’émission résiduel d’avant-plan au niveau du biais lors
de Pestimation des parametres cosmologiques. Une fois les spectres de puissance angulaire reconstruits (avec donc
des émissions résiduelles d’avant-plan), plutot que de modéliser ces spectres comme dépendant uniquement des
seuls parametres cosmologiques, nous pouvons ajouter une composante résiduelle, que nous modélisons avec une
loi de puissance C}*® = Ay, x (£/lp)®, et maximiser la vraisemblance prenant en compte ces deux parametres
supplémentaire [96]. Suivant cette approche, nous avons alors montré que cela n’affecte que minimalement les
performances des expériences surborbitales telles que prévues si ces effets d’avant-plan ne sont pas pris en compte
[96]. Ainsi, la détection & 20 de r = 0.04 reste une prévision valide.
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9.2 Violation de parité dans ’univers primordial [98]

9.2.1 Anisotropies du CMB

Comme nous ’avons déja mentionné, les corrélations croisées T'B et E B sont nulles dans le paradigme standard
de la cosmologie. Toutefois, tout mécanisme impliquant une violation de la parité et affectant les anisotropies
du fond diffus cosmologique va entrainer C7 B # 0 et CEB #£ 0 [83, 84, 85, 86, 87]. Une classe générique de tels
modeles prédit qu’il y a une production d’ondes gravitationnelles primordiales qui different selon leur état d’hélicité,
engendrant des corrélations T'B et E'B non nulles. Dans ce cas, les anisotropies primaires du CMB sont données
par

= /d/f {AZs(k,m0) Afs (K, 10)Ps (k) + Afip(k,mo) A7 x (k. 10) [PE (k) + € x Pr(k)] } (9.9)

avec X, Z =T, FEou B et A S 1a fonction de transfert pour les modes scalaires(tensoriels). Le nombre € vaut
(+1) pour TT, EE, BB et TE et (—1) pour TB and EB. Les spectres de puissance primordiaux PT( ) sont les
spectres de modes tensorielles d’hélicité droite(gauche). Si l'on se focalise sur les spectres de puissance angulaire
relatifs au mode B, nous obtenons :

cBB = /dk(AgT(kmo))%ﬁ)(k), (9.10)
Cr® = [ dbAT o) M )P (), (9.11)
CEB / Ak AL (ko) AR (k. 0)PSY) (), (9.12)
avec
P (k) = PE(K) + PE(k). (9.13)

En se basant sur e.g. [85], il apparait que seule 'amplitude globale des spectres tensorielles changent, et pas leur
indice spectral. Ainsi, on peut les modéliser comme :

E\""
P (k) = rz) x As x <k> : (9.14)
0

avec nt = ng = ng 'indice spectral et () = rg £ rr le rapport tenseur-sur-scalaire des modes (4). De part leur
définition, r(_y < r(4). On retrouve la cosmologie standard pour rr = Rp. Le niveau de violation de parité est
donné par 0 = r(_y/r(4) et il varie entre —1 < ¢ < 1. Dans cette formulation, le parametre r(; est un analogue
exact de r en cosmologie standard, dans le sens ou par une mesure des seuls spectres TT, EE, TE et BB, il est
impossible de savoir si c’est 7 ou r(1) qui est mesuré. Nous avons modifi¢ le code CLASS pour inclure ce type de
source tensorielle violant explicitement la parité [97]. Un exemple des résultats obtenus est présenté dans la figure
9.3 pour 74y = 0.05 et § = 0.1, 0.5 et 1.

Evidemment, si les anisotropies primaires du CMB ont maintenant des corrélations croisées T'B et E B non nulles,
I’ensemble de ces six spectres vont étre affectés par 'effet de lentillage gravitationnel. Adoptant le formalisme par
développement en série de Taylor de la Ref. [92], nous trouvons pour les spectres finaux, incluant les anisotropies
primaires et l'effet du lentillage gravitationnel, sont [98] :

— Pour la température :

C/" =1+ R I+ > FiT,co0ct, (9.15)
£y,
avec
2 +1
TT 1 o]
RTT = —7M+ ;fg ls+1)=——Cp, (9.16)
3
1 20+ 1)(204+1) (¢ 6 by \°
Fily, = 1 X Nedr e X y 0 0 0 (9.17)

et nous définissons
Neoyoy = [0 (01 + 1) + Lo (ly +1) — (£ + 1)) (9.18)
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FIGURE 9.3 — Spectre de puissance angulaire primaire d’autocorrélation BB et de corrélations croisées T B et EB

pour 74y = 0.05 et § = 0.1, 0.5 et 1. L’indice spectral est pris égal a zéro.

— Pour les corrélations croisées température-polarisation :

CEE = []. + RTE] CTE + Z 44142CZ¢042 5
£y,02
CIP = [1+R"™]cfP+ Y Fih,crecl?,
£y,02
avec
1 (20 +1)(262 + 1)
Fzzlzz Feeleg = gXNMl,éz X i
0 4y 4y £ 4y 4 {4
X (0 0 0){(2 0 Q)i(Q 0
et
1 203 + 1
RTE—RTB = _Z[0(t+1) -2 j) e
2[( +1) ];%@34— ) o Cy,
3
— Pour la polarisation :
+
CEE — [1+RP] CEE | Z { e(ZILCMC FZ(ZILCMO
01,05
CPP = 1+ RV CPP 4+ R CL0CER + Fly ) CLoCE
01,05
CFP = [1+R"] CEB+Z( P Fe(elzz) CPeCEB,
L1,
avec
* 1 (201 +1)(202 + 1) 0ot 4y 14
Falb = E X Ng’ghgz X i 9 0 9 + _9
et

1 25 + 1

P _ 3 PP

RP = —S[U(0+1) - %:egegﬂ) O
3

’]

‘]
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0

ls
2

)
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FIGURE 9.4 — Spectre de puissance angulaire BB, T'B et EB avec lentillage gravitationnel pour ry = 0.05 et
0=0.1, 0.5 et 1.

Le point important est que, a ce niveau d’approximation, le spectre de puissance TE ne va pas « fuire » dans le
spectre T'B. Si tel avait été le cas, alors TE étant bien plus grand que T'B (car T'E est généré principalement par
les modes scalaires alors que T'B n’est généré que par les modes tensoriels), le signal tragant la violation de parité
aurait été complétement noyé dans T'E, qui lui ne trace pas cette violation. (Le méme argument s’applique au cas
de EB.) La figure 9.4 montre ces spectres de puissance une fois 1'effet de lentillage gravitationnel pris en compte.
Evidemment, le lentillage gravitationnel affecte significativement le spectre de puissance B a partir de £ > 150 car
du mode E est transféré dans le mode B. Toutefois, au niveau des corrélations croisées TB et EB, ni TT ni EE
ne fuitent ver T'B ou EB et le lentillage n’affecte que marginalement les spectres de puissance angulaire.

9.2.2 Erreur statistique et effet systématique

Erreur statistique— Pour estimer les erreurs statistiques sur la reconstruction de 7(4), nous employons de
nouveau une approche par matrice de Fisher. Il y aura toutefois une différence par rapport au cas étudié dans la
section précédente. Lorsque les corrélations TB et EB ne sont plus nuls, ’ensemble des six spectres de puissance
angulaire sont corrélés. On peut facilement s’en convaincre partant de la covariance sur la reconstruction des Cy
XY, XY’ ’ ' de 00
X0 = Cov (CfX,C’}/Y> =

telles que calculée par un comptage des modes :
, NXX’ , NYY’
XX [ YY ¢
—_ 2
(20 + 1) foy <C‘f T ) (C‘f g > (0.28)

, NXY’ , NYX’
CZ)(Y + 4 C}/X + 4
( B} ' B}

avec X, X', Y et Y’ prenant chacun les valeurs 7', E ou B. Par exemple la covariance entre le spectre BB et le
spectre T'B vaut

+

7

P = 2 ope [opr 4 2] (929
“ Q0+ Dfay © | B? |’

ol nous supposons qu’il n’y a pas de bruit dans la corrélation croisée T'B (cf. 'annexe C de [76] pour une discussion

sur les conditions amenant a cela). Cela signifie que si 'on veut prendre en compte toute I'information statistique

contenu dans les spectres de puissance angulaire, il est nécessaire de prendre en compte I’ensemble des six spectres

et leurs corrélations croisées. En posant 6 = (r(4), 7)) le vecteur de parametres, la matrice de Fisher devient

[F];; = Z Z

AA L0

!
A4 OCH

-1
_— x [Z7 0 x 00,

acH
. (9.30)
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FIGURE 9.5 — Incertitudes sur la reconstruction des spectres T B (gauche) et EB (droite) pour deux configuration
expérimentales : une expérience sol ou ballon (haut) et une future expérience satellite (bas). La courbe orange est
Iincertitude par simple comptage des modes alors que la courbe rouge en tiret est I'incertitudes par estimation des
pseudospectres purs. Cette derniere doit étre comparé a U'incertitude obtenue par comptage des modes et intégrée
dans les bandes de multipéles (courbe orange en tiret).

Les indices A, A’ courent suivant les six spectres de puissance, i.e. TT, EE, BB, TE, TB et EB?2. Finalement,
le rapport signal-sur-bruit pour le parametre 6; marginalisé sur les autres parametres est donné par (S/N), =
0i/\/[F~1],;

En toute généralité, les spectres TT, EE, TE et BB dépendent du parametre r(y) qui, nous le rappelons, est
I'analogue stricte de r. En pratique, nous ne considérerons aucune valeur de r,y supérieure a la limite supérieure
établi avec la température par les données PLANCK, i.e. 74y < 0.1 a 95% de niveau de confiance. Cela signifie
que nous pouvons considérer que les trois spectres « scalaires », 7T, EFE, et TE sint indépendant de 74y —
nous rappelons qu’ils sont aussi indépendant de r(_y —, et seule CfB sera une fonction de ce parameétre. Sa
paramétrisation est identique a celle proposé dans la section précédente, remplacant r par r(4). Les spectres T'B
et EB quant a eux ne dépendent que de r(_) et de fagon linéaire. Nous les paramétrisons ainsi :

TB(EB)

Gy PP ] =) < T, : (9.31)
avec
%TB = [1 + RTB] CZTB [T( + Z F¢1@2 TB [’I‘(,) = 1]7 (9'32)
£y,02
et
TzE [ + RP] CEB[T( ) — 1]+ Z ( f[lfg 22122) C CgB[T(f) =1]. (9.33)

£1,€2

2. Imaginons pour un temps que nous ne considérons que T'B comme unique source de contrainte sur r(_). La matrice de Fisher

serait alors :
8CTB

(91”( )

-1
[ETB,TB ]M’
Or il est évident que si T'B est corrélé & au moins un des autres spectres (et tel est le cas ici), [ETB’TB_l]

TB, TB
-t
[ 0,0/

oo n’est pas égal a

. Le méme type d’argument s’applique tant que I’ensemble des six spectres ne sont pas pris en compte
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FIGURE 9.6 — Spectre de puissance angulaire intrinseque du CMB (courbes noires) et contributions systématiques
dues a une erreur d’étalonnage, CN’Z‘ (rot) _ CN’{‘ (courbes en couleur), pour les modes BB, T'B et EB.

Le templates ’Z}TB(EB) prennent en compte la source primaire et I'impact du lentillage gravitationnel.

La matrice de covariance sur la reconstruction des spectres de puissance angulaire peut étre estimée de deux
fagon. Nous considérons de nouveau une approche naive par comptage des modes, Eq. (9.28). Ensuite, nous utilisons
I'outil X?PURE et des simulations Monte-Carlo pour obtenir une estimation plus réaliste des incertitudes et des
corrélations. Comme pour I’étude précédente, les spectres de puissance angulaire sont reconstruits dans ce cas dans
des bandes de multipdles, la premiere bande allant de £ =2 a £ = 20 et les bandes suivantes, contigués, ayant une
largeur de 40. La figure 9.5 montre l'incertitude sur la reconstruction de C7 2 et CFB pour deux configurations
expérimentales : une expérience sol ou ballon couvrant 1% du ciel avec un bruit de 5.75uK-arminute, et une
expérience satellite couvrant 71% du ciel avec un bruit de 2.2uK-arcminute (les masques réalistes effectivement
pris en compte sont donnés dans la figure 8.1. Cela montre que cette détection sera pratiquement impossible pour
les expériences sol ou ballon en cours de déploiement, a moins d’intégrer sur une bande de multipoles de ~1000.
Pour une future mission satellite, la détection des corrélations T'B est possible dans les trois premieres bandes et
la détection de EB le serait en intégrant sur une bande d’au moins quelques centaines de multipoles [98].

Effet systématique : étalonnage de 'orientation des polariseurs— La mesure de la polarisation du fond
diffus cosmologique suppose, évidemment, des détecteurs sensible a la polarisation. Un facteur instrumental qu’il
est important de connaitre est donc ’angle d’orientation des polariseurs reprojeté sur la sphere céleste. L’étalonnage
au sol de cette orientation est évidemment entdché d’incertitude qui vont se traduire par une rotation apparente
systématique du plan de polarisation effectif du CMB : Py — bes) = eT2AY x P, ot A1 est erreur d’étalonnage
systématique sur l'orientation des polariseurs [67, 82, 99]. Tout comme n’importe quel effet qui tourne le plan de
polarisation (par exemple la rotation Faraday), cela entraine des mélanges de E dans B et vice-versa. Si l'on prend
en compte le fait que le CMB possede des corrélations T B et E'B intrinseques, les spectres de puissances affectés
par cet écart systématique dans 1’étalonnage sont, en fonction des spectres de puissance intrinseques du CMB :

C,ZT (rot)  _ C«TT (9.34)
Cv;TE (rot)  _ Ob(ZAw) — sin(2A¢)C’TB, (935)
CTB ) in(2A)CTE + cos(2A¢)CTE, (9:36)
C,ZEE (rot)  _ cosQ(QAw) E 1 sin (2A¢) B b1n(4A¢) , (9.37)
CZBB (rot)  _ sin?(2A4) ) E 4 cos (2A¢) — Sin(4A1/J)Cg ) (9.38)
P oY = % sin(44v) (CFF — CPP) + cos(4Ay)CFP. (9-39)

Les spectres de puissance intrinseques du CMB, CEA, et leur contribution systématique dues a une erreur d’étalon-

nage, C’A (rot) C‘f, sont représentés sur la figure 9.6 pour Ay = 0.1, 0.5 et 1 degré. Cela montre en particulier

que le spectre E'B est trés rapidement dominé par cette contribution systématique instrumentale.
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r+ || 0.2 | 0.1 | 0.07 | 0.05 | 0.03 | 0.007
r_
0.2 10.6
0.1 3.8 | 5.66
0.07 2.07 | 3.6 | 4.3
0.05 1.8 | 246 | 291 | 34
0.03 1.07 | 1.44 | 1.68 | 1.95 | 2.44
0.007 0.25 1033 1039|044 | 0.54 | 0.94

TABLE 9.2 — Rapport signal-sur-bruit pour r(_) et marginalisé sur r() dans le cas d'une future expérience satellite.
La covariance sur l'estimation des spectres de puissance angulaire est obtenue par simple comptage des modes, cf.
Eq. (9.28).

9.2.3 Détecter la violation de parité avec les corrélations TB et EB

Expérience satellite : erreur statistique— Dans un premier temps, nous nous focalisons sur les erreurs sta-
tistiques uniquement et supposerons un étalonnage parfait de 'orientation des polariseurs, Ay = 0. Le tableau 9.2
rassemble les valeurs du rapport signal-sur-bruit pour r(_y marginalisé sur r() en calculant la matrice de covariance
des spectres de puissance estimés a ’aide d’un comptage de mode. On notera toutefois que ces deux parametres
sont peu corrélés puisque

FT(+)7T(*) ~ 1073
\/FT<+)’7‘<+> FT(—)v’“(f)

Cependant, 'incertitude sur r(_y dépend de la valeur de (4 : un plus grand r(4) signifie une amplitude de CfB
TB(EB)
¢

plus élevée. Ainsi, les incertitudes sur la reconstruction de , proportionnelles &

TB(EB TT(EE
\/(Cé ( ))2+CfBCé ( )’

sont plus élevées et (S/N),_, plus faible. Une détection & au moins 20 — correspondant a ~95% de niveau de
confiance — est garantie si ryy > 0.05 et r(_y > 0.05. Une valeur de r(_y = 0.03 apparait comme la valeur
transitoire pour la détection de la violation de parité dans le mode tensoriel, le rapport signal-sur-bruit variant de
1.44 & 2.44 pour r(_y = 0.03 et r(4) allant de 0.03 & 0.1.
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FIGURE 9.7 — Rapport signal-sur-bruit pour 74 (croix noires) et r_) (lignes) pour quatre valeurs fixées de ¢ dans
le cas d’'une future expérience satellite. La covariance sur les spectres de puissance angulaire est celle venant du
comptage des modes.
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La figure 9.7 représente ce méme rapport signal-sur-bruit, (S/N),_, pour différente valeur de 74 et pour
un niveau de violation de parité variant de 6 = 10% & § = 100%. Une violation de 70% est détectable & 30 —
correspondant & ~99% de niveau de confiance — et une détection de 50% de violation de parité a 20 est possible si
T(4) est supérieur ou égal a 0.05.

De fagon plus réaliste, les valeurs du rapport signal-sur-bruit pour r(_) prenant en compte les incertitudes sur
la reconstruction des spectres de puissance venant de 'estimation par pseudospectre pur sont présentées dans le
tableau 9.3. Dans le cas le plus optimiste de ry = 0.2 et 100% de violation de parité, une détection a plus de
50 reste possible alors qu'une détection & plus de 20 de 50% de violation de parité est atteignable. Dans un cas
intermédiaire, 74y = 0.1 et 100% de violation de parité, la détection est possible a 3.67c — a comparer a une
détection a 5.660 en sous-évaluant la covariance par le comptage des modes —. Si r ) = 0.05, une détection d'un
niveau de violation de parité de 100% reste possible & plus de 20. Un niveau de violation de parité de 50% est
marginalement détectable, de 1.170 a 1.50, pour ry = 0.05 et r(;) = 0.1 respectivement. Le cas r(;) = 0.05
et 6 = 50% (i.e. 7~y = 0.025, constitue le niveau limite de détection : pour des valeurs plus faibles, le rapport
signal-sur-bruit devient plus petit que 1. Si 'on considére qu’il n’y a pas de violation de parité, § = 0, lerreur
sur la reconstruction de r(_y pour r) = 0.05, est de o, _, = 0.023. Cela signifie qu'une détection de T'B et EB
compatible avec Cf B = CFB = 0, place une limite supérieure a 95% de niveau de confiance sur la violation de
parité : 7(_y < 0.046 a 95% CL, correspondant a § < 0.92 a 95% CL. Pour le cas plus optimiste de r(,y = 0, une
détection nulle des spectres T'B et EB conduirait a une limite supérieure sur la violation de parité de § < 0.39,
toujours a 95% de niveau de confiance.

6=1 6=0.5
T = 0.2 5.46 2.5
T = 0.1 3.67 1.51
T = 0.05 2.35 1.11

TABLE 9.3 — Rapport signal-sur-bruit pour r_ et marginalisé sur r) dans le cas d’une future expérience sa-
tellite. La covariance sur la reconstruction des spectres de puissance angulaire est celle obtenue par méthode des
pseudospectres purs.

Expérience satellite : impact de I’étalonnage de l’orientation des polariseurs— Le premier impact d’un
mauvais étalonnage de 'orientation des détecteurs polarisés sera de biaiser 'estimation du parametre r(_). On peut
en effet retrouver ce paramétre en minimisant le x? :

2= Z Z (C,f‘ (th) 054 (obs))T o [271]2;4’ » (C“,‘/ (th) _ A’ (obs)) ’ (9.40)
A,A” b

avec C;‘ (th) jeg spectres de puissance théoriques, fonctions des parametres cosmologique du modeéle, et Cf (obs)

les spectres de puissance angulaire estimés a partir des cartes du ciel des parametres de Stokes. Les indices A et

A’ prennent les valeurs TT, EE, BB, TE, TB et EB. Si I'on ne prend pas en compte cet effet systématique, les
P 21s 2 ~A ~A (rot) e . . 2

spectres théoriques seront modélisés comme C{*, et non comme C , la minimisation du x*,

oo () f _{7AA A’ (th) A’ (obs)
S 2 (%) e - ) -

fournira une estimation biaisé de r(_). Dans I'expression ci-dessus, les spectres théoriques sont indépendant de A

mais les spectres estimés entrant dans la matrice de covariance dépendront de A, i.e. C’f (obs) _ C’f (rot) [7(4), Aw].
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FIGURE 9.8 — Biais sur la reconstruction de r_y du a une erreur d’é¢talonnage de 'orientation des polariseurs en
fonction de I’angle d’erreur §1.

L’incertitude sur cette estimation biaisée sera donnée par 'inverse de la matrice d’information de Fisher

ler aa oCy
Fl, o =D > = x [0 x = (9.42)
S W A CS LT O

La figure 9.8 montre le biais sur la reconstruction de r(_) en fonction de Ay et pour différentes valeur de 74 et
de r(_y. Cela montre que pour Ay > 0.1 degré, la mesure de r(_y est biaisée avec une incertitude statistique plus
petite que ce biais. Cela conduirait donc a une fausse détection de la violation de parité. Pour Ay > 0.2 degré,
cette fausse détection conduirait méme a r(_y > 7).

Si les spectres de puissance angulaires sont proprement modélisés, c’est-a-dire C;‘ (th) — C’bA (o) ot e x? est

proprement minimisé, c’est-a-dire minimiser relativement aux trois parametres 0; = (r(y), -y, A1), I'estimation
finale des parametres est non-biaisée. Toutefois, les parametres r(+) sont potentiellement dégénérés avec A et
les incertitudes sur les parametres (4 seront a priori élargies puisque marginalisées sur At. On peut cependant
montrer la chose suivante [98]. Si les conditions suivantes sont réunis :
— la covariance sur les spectres de puissance angulaire est donnée par le comptage des modes,
— Dl’ensemble des corrélations entre les six spectres de puissance angulaire est proprement pris en compte dans
A A7
e
— cette covariance est dominée par la variance d’échantillonnage,
alors la matrice de Fisher donnant I'inverse de la covariance sur 6; est donnée par (nous rappelons que le vecteur
de parametre est organisé comme (1), 1) et Ay) :

Fryreny Fryrey €flra)
F=| Frey Frore w9lrw) |, (9.43)

ef(rm)  eg(rw)  Fapay
avec Fr(i)ﬂ‘(i)
est elle est de 'ordre de 107°. Les fonctions f et g ne dépendent pas de la valeur de A et elles sont de I'ordre de
VEri e €6 /Fr ) r, respectivement. Autrement dit, si les conditions ci-dessus sont respecter, I'incertitude sur
les parametre 7(4) n’est pas affectée par le fait que I'erreur d’étalonnage entre dans la minimisation globale du X2
puisque : i) les éléments 7y, 7(_) sont égaux aux éléments sans erreur d’étalonnage, ii) les corrélations entre r 4
et A sont tres faibles et iii) elles sont indépendantes de la valeur de Aw. On peut s’en convaincre assez facilement
ainsi : 'angle Aty agit comme une rotation sur les pseudomultipoles qui a pour effet de redistribuer I'information
sur différents spectres de puissance angulaire. Toutefois, dans la limite ou le bruit instrumentale est sous-dominant
dans la covariance, cette information est en pratique totalement retrouvée par la prise en compte de I’ensemble des
corrélations croisées entre tous les spectres de puissance angulaire.

la matrice de Fisher obtenue sans erreur d’étalonnage. La quantité € a été évaluée numériquement




140

CHAPITRE 9. PARAMETRES COSMOLOGIQUES AVEC LE MODE B

Supposons que la matrice de covariance sur la reconstruction des spectres de puissance angulaire partant des cartes des
paramétres de Stokes est bien modélisée par le comptage des modes. La matrice de Fisher autour du maximum du x? peut

alors s’exprimer comme :

obs) obs
_ Sy ZT[ Em C(obs) 6(;%9m)c<obs)*1 7

avec
tm Xm

Cx:s) = < (obs) (Obs) 1L> la matrice de covariance des multipéles de T, E et B — c’est-a-dire la covariance des cartes

exprimées dans I’espace des harmoniques sphériques —. Si il y a une erreur de calibration globale, c’est multipodles sont affectés

par une matrice de rotation :

(ObS) R(QAT/J) X agm, + N,
avec
T (obs)
al0b) _ a‘ﬁ”( bs)
A, Ao,
B (obs)
m

les mutlipoles observés (donc « tournés » par At et affecté par le bruit instrumental),

T

Aom
— E

Apm = [y
B

Tem

les multipoles intrinséques du CMB (non tournés et non bruités),

T

om
Ny = nfm
Mim
le bruit instrumental, et,
1 0 0
R(2AY) = 0 cos(2Avy) —sin(2A9)

0 sin(2Ay)  cos(2Av)
une matrice de rotation décrivant l'impact de l'erreur d’étalonnage. Puisque c’est une matrice de rotation, elle vérifie :
RI(2AY) = R(—2A%¢) = R™1(2A¢). En définissant Cy,, = <agma;[m> et Ny = <ngmnzm>, toutes deux supposées dia-
gonales par bloc — ce qui suppose que le bruit est homogéne —, on montre facilement que :

ClP = R(2A¢)Cpm R~ (2A8) + Npy.

Si ’on suppose enfin que la covariance est dominée par la variance d’échantillonnage, c’est-a- dire la variance Venant du CMB
lui-méme, le bruit instrumental peut étre négligé et : Cé‘::s) =R(2AY)CrnR™1(2A%) et C(Obs) R(2Ay)C “1(2A).

Partant de 1a, on obtient tout d’abord les éléments suivant pour la matrice de Fisher :
Sk 0Cy _10Cy _1
[F]r T == yZTI' mclm mclm ’
(B)"(£) 2 s 6T(:t) 8T(j:)
m

puisque toutes les rotation se simplifie dans la trace ci-dessus. Cela signifie que le bloc (’I’(+), r(_)) de la matrice de Fisher est

exactement égal a la matrice de Fisher sans erreur d’étalonnage de lorientation des polariseurs. Si ’on s’intéresse aux termes

croisés entre () et Av, d.e.

_ fsky oR -1 8R_1 1 QCgm
Flopaw = 2y T Fag ComR ™ RO T XRCZmar(i)CemR

L,m

on utilise le fait qu’il s’agit de la trace d’un produit de matrice et le fait que M~ (9M) + (BM_I) M = 0 pour obtenir :

fsky 1 OR 8sz 1 8R71 1 804m
F = Tr [R C
[ ]T(i)Aw 2 Z OAY Br(i) tm OAY S 8T(i)

Zm

fsky _1 OR 0Cpm —1 ~19Cem
= — Tr [R™—— C C ,
2 Z r (9A1,Z) Br(i) £m m 6r(i)

M Dym,



9.2. VIOLATION DE PARITE DANS L’UNIVERS PRIMORDIAL 141

La matrice Dy,, est nécessairement antisymétrique et on peut montrer que

0 0 O
M = 0 0 -2
0 2 0

Puisque M est aussi antisymétrique, on obtient donc :
[F]r(i)Aw = 2fsxy E [Demlo -
,m

Comme Dy, ne dépend pas de A1, il en va de méme de [F]r(i),Aw-

Afin de compléter le calcul, on notera que

OR~!_OR™! 14,1 OR OR~!
Flapayp = foxy ; {Tr [ T R BAv R} +Tr {RCMLR 350 Com Ay (9.44)
OR OR~!
= E Tr AR — .
feky E RC, R 9D Com N ] , (9.45)
m

2
—1
ou 'on vérifie facilement que le produit (aalzw R) est de trace nulle.

Dans le cas d’une future expérience satellite dédiée a la polarisation primordiale du CMB, la variance d’échan-
tillonnage domine largement la variance du bruit instrumental aux grandes échelles angulaires. Or la plupart de
nos contraintes sur r(4) proviennent justement de ces grandes échelles. Si en théorie le bruit instrumental contribue
nécessairement & la covariance X — et contribue méme de facon dominante aux petites échelles angulaires —, en
pratique, nous sommes dans une situation ou c’est la variance d’échantillonnage qui domine. Pour At variant de
0 degré a 1 degré, une étude numérique de la matrice de Fisher montre que le rapport signal-sur-bruit sur r(_) ne
diminue que de ~ 1075, en comparaison des résultats obtenus précédemment ot I'effet de A1) n’était pas pris en
compte. Cela confirme notre intuition précédente. Par ailleurs, nous pouvons s’assurer de cela par les deux tests
suivants : si le bruit instrumental n’est plus négligeable, alors le (S/ N)T(f) doit décroitre pour des valeurs de plus
en plus élevé de A, et, si 'ensemble des corrélations entre les six spectres de puissance angulaire n’est pas pris
en compte, de nouveau le (S/ N)T(_) doit décroitre pour des valeurs de plus en plus élevé de Aw. Nous avons vérifié
(en augmentant le bruit instrumental d’un facteur 100 d’une part, et en ne prenant en compte que le sous block
BB, TB, EB de la matrice d e covariance ¥ d’autre part), que tel était le cas. Cela signifie que les niveaux de
détection d’une violation de parité dans les modes tensoriels primordiaux fournis dans le paragraphe précédent
avec la covariance en comptage des modes, et pour lesquels l'effet d’une erreur d’étalonnage de 'orientation des
détecteurs polarisés n’était pas prise en compte, reste pertinent.

Cet état de fait n’est toutefois vrai que dans I’hypothese ou la covariance sur la reconstruction des spectres
de puissance angulaire est donné par le comptage des modes. Cependant, si ’on considere, de fagon plus réaliste,
la covariance obtenue par reconstruction des spectres de puissance angulaire avec la méthode des pseudospectres
purs, I'angle d’orientation, A, et le niveau de violation de parité, d, sont alors dégénérés. Pour les cas r) = 0.1
et 0.2 et 6 = 1, le rapport signal-sur-bruit pour r(_y = § X r(4) et marginalisé sur les parametres r) et A, est
dégradé d’un facteur ~ 1.09 pour Ay = 0.1 degré et d’un facteur ~ 2.4 pour Ay = 1 degré. La raison semble étre
que, par méthode des pseudospectres, il n’est plus possible d’accéder a I’ensemble des corrélations compte tenu du
mélange des modes et du binning. Une partie de I'informations contenues dans ces corrélations est inévitablement
perdue, ce qui était une des conditions pour que 7(_ et Ay soient faiblement dégénérés.

Expérience sol ou ballon— Dans le cas d'une expérience sol ou ballon, les rapports signal-sur-bruit pour r_)
et marginalisé sur r(,) sont résumés dans le tableau 9.4. Ils sont obtenus en prenant le comptage des modes pour
estimer la covariance sur la reconstruction des spectres de puissance angulaire. Méme dans le cas le plus optimiste
(a la fois théoriquement parlant, considérant les valeurs ry = 7y = 0.1, et observationnellement parlant, le
comptage des modes sous-estimant la covariance), ce rapport reste plus petit que l'unité et une détection de la
violation de parité est donc impossible.

Si de facon plus réaliste, la covariance est celle obtenue par une estimation par pseudospectre pur des spectres

de puissance angulaire, nous obtenons (S/N)T(f) = 0.2. Si () = 0, l'erreur sur sa mesure est o, _ = 0.36. Cela
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Ty || 0.2 0.1 0.07 | 0.05 | 0.03 | 0.007
T(-)
0.2 1.22
0.1 0.43 | 0.64
0.07 029 | 04 | 0487
0.05 0.2 | 0.28 | 0.326 | 0.38
0.03 0.12 | 0.16 | 0.188 | 0.216 | 0.27
0.007 0.03 | 0.037 | 0.043 | 0.049 | 0.06 | 0.1

TABLE 9.4 — Rapport signal-sur-bruit pour r(_) et marginalisé sur 7 dans le cas d’expériences sol ou ballon
couvrant ~1% du ciel. La covariance sur I’estimation des spectres de puissance angulaire est obtenue par simple
comptage des modes, cf. Eq. (9.28).

signifie que la non-détection de T'B et EB place une limite supérieure sur le niveau de violation de parité & 68%
de niveau de confiance de |0] < 7.2. Cette limite supérieure sur § est supérieure & un, ce qui n’est pas possible d’un
point de vue théorique. Cela signifie qu’avec les données prises par une expérience sol ou ballon, non seulement la
détection de ce type de violation de parité est impossible, mais il est aussi impossible de placer une limite supérieure
sur ce niveau avec une précision a 20.

9.2.4 Contrainte sur les modeles de violation de parité

Violation de parité dans le secteur gravitationnel- Dans le contexte de la reformulation de Ashtekar de
la relativité générale implémentée dans le cadre inflationnaire [85], le parametre 0 est directement relié & la valeur
du parametre de Barbero-Immirzi, v. On notera deux conditions nécessaires pour avoir effectivement des modes
tensorielles non symétrique par parité : d’abord que les perturbations soit traités dans un cadre gquantique, ce
cadre étant ici le cadre usuel de la quantification d’un champ en espace courbe [8]; ensuite que le parameétre de
Barbero-Immirzi est une partie imaginaire non nulle. Du point de vue de la gravité quantique a boucles, une valeur
strictement réelle de ce parametre est privilégiée. Le cadre reste toutefois spéculatif et cette violation de partié doit
plus étre vue comme un test de la nature de ce parameétre, indépendant de la quantification par les boucles.

Pour simplifier, nous nous limiterons au cas ol ce parametre est imaginaire pur. Son module est directement
lié au module de § par |y| = (1 + /1 —62) /|8|. On notera qu’il y a une dégénérescence totale entre deux gammes
de valeur de || : |0] varie de 0 & 1 pour || allant de 0 & 1, puis varie de 1 & 0 pour || allant de 1 & oo. La limite
de détection a 1o correspond a § = 0.5. Cela signifie que la violation de parité dans ce cadre de gravitation chirale
n’est détectable que si 0.26 < || < 3.75, les limites de cet interval donnant une détection & lo. Par ailleurs, une
mesure de TB et EB compatible avec zéro fournit une limite supérieure a 95% CL de § < 0.92. Une telle situation
observationnelle signifierait que la gamme 0.66 < |y| < 1.5 serait exclue & 95% CL (la gamme exclue & 68% CL
serait 0.24 < |y| < 4.1). Pour le cas 7(y) = 0.2, des spectres de puissance angulaire T'B et EB cohérent avec zéro
excluerait une gamme & 95% de niveau de confiance de 0.2 < |y| < 4.9 (et la zone d’exclusion & 68% de niveau de
confiance serait 0.098 < || < 10.1).

Inflation avec un champ pseudoscalaire— Dans le contexte d’une inflation initiée par un champ pseudosca-
laire, le niveau de violation de parité est [84] :
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. . 2 . ame . .
Pour une valeur donnée de (), on peut exprimer QHW en fonction de eg—g et introduire cette expression dans |d].
Pl

En suivant la référence [84], on introduit le parametre X = 2™ /€3, relié a T(4+) et 0 par

() () (- )

(Par rapport & Ref. [84], X est relié & leur parameétre X via X = e x X avec € le premier paramétre de roulement
lent.) Pour 74y = 0.05, on obtient la limite supérieure sur X : X <73x107 4 95% CL. Pour Ty = 0.2, cette
limite supérieure devient X < 3% 107 & 95% CL. Cela doit étre comparé a la limite supérieure rapporté dans
Ref. [84] : X <6 x 107 at 95% CL, obtenue en utilisant la limite supérieure sur les non-gaussianités primordiales
obtenues par PLANCK, fnr < 150 [20]. Si I'on suppose une valeur relativement élevée de r(,), cela signifie que les
contraintes que I’on peut obtenir a I’aide des mesures des spectres T B et EB sont du méme ordre de grandeur que
les contraintes obtenues par la non-gaussianité.
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La satellite PLANCK a fourni la mesure ultime des anisotropies de température du fond diffus cosmologique,
c’est-a-dire uniquement limitée par la variance d’échantillonnage, et il devrait fournir bientot les meilleurs mesures
en polarisation sur des échelles angulaires allant de quelques minutes d’arc a 90 degres. Toutefois, la sensibilité
des instruments embarqués sur PLANCK ne permettra probablement pas une détection du mode B primordial, et
certainement pas une caractérisation précise de ce dernier. Actuellement, la meilleure contrainte sur le rapport
tenseur-sur-scalaire est de r < 0.11 & 95% CL utilisant les mesures en température de PLANCK [2]. Puisque les
erreurs sur la mesure des anisotropies de température par PLANCK sont d’ores et déja dominées par la variance
d’échantillonnage, il est difficile d’améliorer la contrainte sur r partant des seules anisotropies de température et
l'utilisation du mode B devient cruciale pour cela. toutefois, en I’absence de détection directe du mode B primordial,
cette contrainte restait la meilleure établie puisque la meilleure limite supérieure sur ce méme parametre mais
partant d’une limite supérieure sur le mode B est de r < 0.7 a 95% CL, obtenue griace aux données de BICEP (cf.
derniére référence de [69]). Si les résultats récents de la collaboration BICEP2 se confirme, le rapport tenseur-sur-
scalaire serait de r ~ 0.2 & une échelle de ky = 0.002 Mpc~! [3].

Le prochain défi est donc la confirmation des résultats de BICEP2 puis la caractérisation précise de ce mode B
de polarisation, a la fois sa composante secondaire due au lentillage gravitationnel et sa composante primordiale.
Un grand nombre d’expérience sol ou ballon sont actuellement en cours d’opération ou en phase de déploiement
[100]. Parallelement & cela, plusieurs proposition d’expérience satellite a I'horizon 2025 et dédiée & cette mesure de
polarisation ont émergé [101]. Si une telle mesure nécessite évidemment une grande sensibilité instrumentale et un
treés grand controle des effets systématiques (des points qui ne sont évidemment pas & négliger), le défi se situe aussi
au niveau de ’analyse des données. Plusieurs points cruciaux sont identifiés, en particulier la capacité a séparer la
polarisation du CMB des émissions astrophysiques d’avant-plan polarisées a un niveau tel que I'extraction du mode
B soit possible, et aussi la capacité a séparer le mode B du mode F partant des cartes des parametres de Stokes.
Enfin, ces défis en terme d’analyse de données doivent se penser dans le cadre d’une analyse & venir portant sur des
volumes de données gigantesque, ce qui va contraindre la possibilité d’implémenter en pratique (i.e.numériquement)
les outils statistiques envisagés !

Pour illustrer de I'importance d’une analyse des données extrémement précise, rigoureuse et prenant en compte
dans un cadre global I’ensemble des différentes étapes, en vue de l'extraction du mode B cosmologique, nous
proposons ici une analyse critique des résultats récemment proclamés par la collaboration BICEP2. Une question
clé est de savoir si le mode B mesuré a ’échelle du degré est bel et bien d’origine cosmologique. Pour cela, il
faut s’assurer que le niveau d’émission d’avant-plan est suffisamment faible pour ne pas contaminer la mesure et,
si tel n’est pas le cas, soustraire ces émissions. La séparation de la composante cosmologique des composantes
d’avant-plan se fait en utilisant I'information sur le spectre électromagnétique des différentes composantes, ce qui
suppose donc des mesures a différentes fréquences électromagnétiques. Or 'expérience BICEP2 n’a mesuré le ciel
micro-onde qu’a une seule fréquence, pour laquelle le contaminant principal est ’émission polarisée des poussieres
galactiques®. Les avant-plans ne pouvant donc étre soustraits partant des données, ce niveau de contamination a
été évalué comme étant négligeable partant de modélisations théoriques. Or aucun de ces modeles n’est totalement
satisfaisant et, plus encore, peu d’entre eux sont contraints par des données observationnelles précises quant a la
polarisation de I’émissions des poussieres galactiques. Cela induit évidemment une source d’incertitude systématique
(difficilement estimable) sur le niveau de mode B cosmologique. Mais cette hypothése théorique a aussi une influence
sur la correction de certains effets systématiques. Prenons deux exemples. Les données de BICEP2 sont filtrées au
niveau des données ordonnées en temps. Pour corriger du biais induit par ce filtre, l'effet du filtre est estimé via

3. On notera toutefois que les mesures faites par BICEP1 ajoute une deuxiéme fréquence, malherueusement proche d ela fréquence
de BICEP2.
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des simulations Monte-Carlo de la chaine de détection et d’analyse. Ces simulations Monte-Carlo suppose un ciel
micro-onde, dans la région de la votite céleste observée par BICEP2, dominé par le signal cosmologique polarisé. Or
rien ne garantit que cet a priori théorique ne biaise pas la reconstruction de l'effet du filtre (un peu a la maniere
dont un filtre de Wiener peut étre biaisé par I’a priori que nous avons sur les contributions relatives aux données
du signal et du bruit). Par ailleurs, 'orientation globale des détecteurs polarisés est estimée en cherchant 1’angle
qui annule les spectres croisés T'B et EB. Si cette hypothese est largement justifiée pour le signal cosmologique,
elle ne l'est pas du tout pour I’émission des poussieres galactiques. Supposer que T B et EB sont bel et bien nuls
dans les données acquises par BICEP2 est donc conditionné par I’hypothese que ce contaminant galactique est
sous-dominant. Si tel n’est pas le cas, I'orientation estimée des polariseurs est biaisée ce qui induit une fuite de F
dans B et vice-versa, biaisant finalement I’estimation du mode B et donc de r. Cela souligne 'interaction entre les
différentes étapes de I'analyse des données CMB et en particulier, comment une hypothese théorique concernant
la séparation des composantes peut se répercuter sur d’autres étapes de 'analyse. L’interprétation du mode B
a échelle du degré tel que détecté par BICEP2 comme étant d’origine cosmologique est conditionnée par un a
priori théorique qui se dissémine & différents niveaux de I’analyse. Evidemment, ce regard critique reste ici & un
niveau qualitatif et seule une analyse quantitative, basée sur les résultats de PLANCK qui justement donnent acces
a I’émission polarisée des poussiéres galactiques, permettra de conclure si la détection de BICEP2 demeure ou non,
et si la valeur de r ainsi que le niveau de confiance de cette mesure doivent étre revus ou non.

Dans cette optique, nous avons développé une méthode de séparation exacte des modes E et des modes B
tout en conservant un temps de calcul raisonnable. Cela permet une estimation a la fois rapide et précise des
spectres de puissance angulaire de mode B partant des cartes de () et U. Nous avons montré que cette méthode
dite de pseudospectre pur est nécessaire pour une reconstruction précise des modes B que ce soit dans le cadre
d’expérience sol ou ballon couvrant une faible portion du ciel ou bien dans le cas d’'une possible future mission
satellite. Pour le cas des expériences satellite atteignant les plus grandes échelles angulaires, i.e. ¢ < 20, une
méthode par maximum de vraisemblance est probablement utilisable en pratique partant de carte a basse résolution.
Toutefois, les méthodes par pseudospectre resteront les méthodes utilisées en pratique pour £ > 30 et il apparait
que pour ces échelles angulaires intermédiaires et hautes, une séparation exacte des modes E et B est nécessaire si
I'on souhaite reconstruire CPP avec un rapport signal-sur-bruit supérieur & 3 multipole par multipdle.

Par ailleurs, notre implémentation numérique de cette méthode statistique, i.e. le code X2PURE, permettant
une estimation rapide des spectres de puissance angulaire, constitue un outil précieux pour la préparation des
futures expériences dédiées a la polarisation du CMB. Sa rapidité permet d’étudier les capacités de différents choix
spécifiques de conception instrumentale et de stratégie de pointage par simulation Monte-Carlo tout en fournissant
une estimation précise et réaliste des spectres de puissance angulaire.

Evidemment le but final des mesures du mode B de polarisation est de contraindre les modeles cosmologiques,
a la fois les modeles d’univers primordial via la composante primaire du mode B, mais aussi ’évolution plus
récente via sa composante secondaire. Du point de vue de la physique de 'univers primordial, une détection a 3o
de r = 0.001 sera possible d’'un strict point de vue statistique partant des données que récolterait une mission
satellite. Cela signifie qu'une non-détection du mode B primordial placerai une limite supérieure sur le rapport
tenseur-sur-scalaire de r < 1073, excluant alors les modeles d’inflation dit de large field. Cela est maintenant a
repenser dans le contexte de la possible détection proclamée par BICEP2. Si le niveau de mode B primordial est tel
que r ~ 0.2, cela signifie qu’avec les méthode de pseudospectre pur, c’est une reconstruction extrémement précise
du spectre de puissance angulaire qui sera possible. Il s’agira en particulier de déterminer si une mesure de l'indice
spectrale du mode tensoriel est faisable pour ainsi tester une des relations de cohérence établies dans le cadre de
I'inflation de roulement lent : » = —8n.

Plus génériquement, le mode B pourrait donner un nouvel acces a la physique de 'univers primordial, en
particulier dans le cadre de scenarii non-standard dans lesquels des corrélations T'B et EB non-nulles signerait une
brisure de la symétrie par parité dans 'univers primordial.
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Conclusion

Durant les dernieres décennies, la cosmologie physique a posé de nouveaux défis : en acquérant le statut de
science de précision, c’est maintenant une construction microphysique du paradigme cosmologique qui est requise
dans le sens ou certaines apories du modele cosmologique standard nécessitent un apport venant de la physique
des particules, de la physique des hautes énergies voire de la gravitation quantique. La nature de I’énergie noire et
de la matiére noire, la naturalité de I'inflation ou la pathologie de singularité de Big Bang en sont les principaux
témoins. Une maniere de faire de la cosmologie physique est de considérer ce champ scientifique comme posant des
questions de physique fondamentale avec comme moyen expérimental les observations astronomiques. Evidemment,
bien d’autres questions se posent dans le paradigme actuel (origine du magnétisme cosmique, description précise
de la phase de reionisation ou encore des dges sombres, etc.) et ce qui est ici proposé est bien une maniére de faire
de la cosmologie qui n’épuise pas toute la cosmologie physique.

Le cas de la cosmologie quantique & boucles est un exemple concret qui illustre cette maniére de faire; la
theése soutenue étant qu’il serait possible de détecter les traces de ce cadre théorique dans les anisotropies du fond
diffus cosmologique, ou bien, en cas de non détection, d’exclure une partie de I’espace des parametres de ce cadre
théorique. Ce cadre ne se réduit pas a I'unique idée que 1’Univers primordial serait un laboratoire pour tester les
théories de gravitation quantique. En cosmologie quantique a boucles, la singularité de Big Bang est remplacée
par un rebond quantique régulier. C’est évidemment le minimum que 'on peut exiger d’une théorie quantique de
la gravitation (ce qui ne veut pas dire que ce minimum est simple a atteindre) et ce probléme de singularité se
pose plus généralement dans le cadre de la gravitation relativiste. De facon tout aussi remarquable, c’est de plus
un probléme purement cosmologique qui se trouve résolu en LQC puisque rapidement apres le rebond, 1'Univers
primordial entre dans une phase d’inflation cosmique avec une trés forte probabilité. La cosmologie quantique
a boucles permet ainsi d’étendre le paradigme standard a l’ére de Planck pré-inflationnaire et cette extension,
dans un sens probabiliste, fournit naturellement les conditions initiales nécessaires & la mise en route de la phase
inflationnaire. Plus encore, si ’on consideére la causalité avec sérieux — et elle est a I’heure actuelle prise au sérieux
en cosmologie puisque sans elle, il serait impossible de conclure quant a e.g. la physique de I'inflation partant des
observations du fond diffus cosmologique —, il devient possible de parler d’'un avant rebond puisque I’Univers est
dans une phase de contraction classique précédant le rebond quantique. On ne devrait peut-étre pas tant s’étonner
de cela : si les théoremes de singularité signe un point d’arrét de ’espace-temps, il n’est pas si surprenant que leur
résolution, supprimant ce point d’arrét, engendre une extension infinie de I'espace-temps comme cas particulier
d’une extension sans frontiere.

Observer ce possible rebond quantique suppose de prédire son impact sur la production des perturbations cosmo-
logiques primordiales et la question de ’observation reconduit une question théorique : modéliser les perturbations
cosmologiques évoluant dans un fond quantique. La construction de ce cadre théorique a été effectué a un niveau
semiclassique et il montre qu’effectivement les inhomogénéités de courbure et les ondes gravitationnelles primor-
diales sont affectées par cette histoire cosmique en rebond. Qualitativement parlant, le rebond quantique imprime
une échelle de longueur caractéristique dans les spectres de puissance primordiaux. Si cette échelle imprimée au
moment du rebond est encore dans notre horizon cosmologique aujourd’hui, elle est en principe observable par une
caractérisation précise des propriétés statistiques des anisotropies du fond diffus cosmologique.

Ce cadre théorique n’est toutefois pas exempt de faiblesses puisqu’il se déploie suivant un certain réseau d’ap-
proximations. Tout d’abord, il ne s’agit pas a proprement parler d’'une déduction de la gravitation quantique a
boucles mais d'un modele de minisuperespace inspiré de cette derniére dans lequel la réduction par symétrie du
nombre de degreés de liberté est effectué avant la quantification par voie des boucles. Par ailleurs, si le rebond
quantique est clairement établi par ’étude de la dynamique de la fonction d’onde, le fait que I'Univers entre en
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phase d’inflation a été établi au niveau semiclassique de la théorie. Si cette approximation semble validée par des
analyses numériques et analytiques méme dans la phase la plus quantique du rebond, il reste cependant important
de comprendre en quoi cette approximation semiclassique est si efficace. Ainsi, ce modele de minisuperespace né-
cessite aussi des avancées du coté de la théorie compléte qu’est la gravitation quantique a boucles. Il a d’ores et
déja été montré que partant de la cosmologie en mousse de spins et en considérant le cas des graphes dipoOlaires,
la dynamique classique de I’espace-temps FLRW est effectivement retrouvé dans la limite des grands volumes. Si
ce type de graphe correspond effectivement a un choix pertinent d’état quantique pour notre Univers, il convient
maintenant d’en étudier la dynamique effective a un niveau semiclassique. Le cas des perturbations cosmologiques
devraient aussi étre abordé du point de vue de la théorie meére puisque, partant de 'approche de minisuperes-
pace, deux approches alternatives sont actuellement proposées. Parallelement a ces développements théoriques, des
avancées phénoménologiques sont aussi nécessaires. Le cas des inhomogénéités cosmiques constitue I’exemple para-
digmatique de la nécessité de telles avancées. En étudiant les conséquences phénoménologiques et observationnelles
de ces modeles, ce sera aussi en se basant sur des observations qu’il sera possible de discriminer entre les différentes
propositions théoriques.

C’est donc un véritable programme de recherche qui est maintenant initié en cosmologie quantiques a boucles.
Cette modélisation ne peut se passer de développement a venir en gravitation quantique a boucles afin d’asseoir
sa base théorique et inversement, il semble maintenant possible, partant des modélisations de I'univers quantique,
d’en prédire les empreintes observables et ainsi confronter les modeéles aux observations astronomiques.

L’observable astronomique privilégiée pour « remonter » a I’'Univers primordial, permettant ainsi de contraindre
les modeles d’inflation et peut-étre ses possibles extensions, est le fond diffus cosmologique. C’est en grande partie
les propriétés statistiques de ses anisotropies de température qui fournit un faisceau de preuves observationnelles
en faveur du scenario inflationnaire. Suite & la mesure ultime de ces anisotropies en température par le satellite
PLANCK, le prochain défi est la détection et la caractérisation précise du mode B de polarisation. La premiere
détection de sa composante secondaire vient d’étre récemment proclamée par la collaboration POLARBEAR et, plus
récemment encore, la premiere détection a des échelles angulaires de 'ordre du degres, interprété comme le mode
B d’origine primordiale, vient d’étre annoncée par la collaboration BICEP2. Toutefois, une confirmation de ces
détections et une caractérisation précise de ces deux composantes du spectre de puissance angulaire de mode B
restent encore a établir.

La plupart des campagnes d’observation fonctionne sur la base d’imageur ce qui signifie que les quantités
statistiques sont estimées partant des cartes du ciel des parametres de Stokes, elles-méme reconstruites partant
des données ordonnées en temps. La premieére quantité statistique a estimer est le spectre de puissance angulaire
partant de ces cartes. Cependant, cette mesure est rendue difficile par différents effets systématiques en plus de la
nécessité d’avoir un tres faible niveau de bruit instrumental. Parmi ces effets systématiques, on notera les effets de
beam asymétrique qui transfert du mode E dans le mode B, les émissions astrophysique d’avant-plan qui viennent
masquer le signal cosmologique et les fuites du mode FE, bien plus intense, dans le mode B lors de I'estimation des
spectres de puissance angulaire compte tenu de la couverture partielle de la votite céleste. Avec la sensibilité toujours
croissante des détecteurs, il devient essentiel d’accroitre les performances des méthodes d’analyse statistique afin
que ces derniéres ne constituent pas un facteur limitant dans I'extraction d’un signal aussi ténu que le mode B.
Ces méthodes d’analyse statistique, et plus particulierement leur implémentation numérique, font de plus face a
la nécessité de pouvoir traiter de tres gros volumes de données et cette exigence de réalisation et d’application
pratique retroagit sur la conception méme de ces méthodes.

L’estimation spectrale du mode B peut étre rapidement effectuée par voie de pseudospectre. Toutefois cette
approche est, dans sa formulation premieére, peu précise car elle ne corrige des fuites de E dans B qu’en moyenne :
la variance déchantillonnage est alors fortement augmentée compte tenu de la contribution des modes E qui ont fuit
dans B. La méthode dite des pseudospectres purs sépare justement de fagon exacte les modes B des modes E et
elle permet ainsi une reconstruction a la fois précise et rapide des spectres de puissance angulaire de mode B. Dans
la classe des méthodes de pseudospectre, 'implémentation X?PURE est actuellement la plus performante car elle
tire avantage, en plus de cette séparation exacte des modes E et des modes B, de I'application de poids optimisés
minimisant ainsi la variance globale sur la reconstruction de ces spectres. Pour les expériences sol ou ballon couvrant
une faible portion de ciel — environ 1% —, une telle approche est nécessaire pour reconstruire le mode B. A ce titre,
la mesure récente du spectre de puissance angulaire de mode B lentillé par la collaboration POLARBEAR utilise
justement la méthode des pseudospectres purs tandis que les résultats de BICEP2 se basent sur une version dans
I’espace pixel de ce type d’approche. Pour une possible future mission satellite et un rapport tenseur-sur-scalaire



151

FIGURE D — Vue d’artiste de la possibilité d’accéder a la gravitation quantique par I'observation du ciel micro-onde.
(©Francesca Vidotto)

de r = 0.05, cette approche devient nécessaire pour une reconstruction du mode B aux échelles angulaires plus
grandes que la dizaine de degrés et, pour les échelles plus petites, elle permet une reconstruction multipole par
multipdle avec un rapport signal-sur-bruit allant de 3 & 10 (alors que un rapport signal-sur-bruit de lordre de 3 est
difficilement atteint si ’on ne corrige pas de ces fuites). De part leur construction mathématique, les méthodes de
pseudospectre sont moins précise que les méthodes par maximum de vraisemblance. Cependant, le rapport signal-
sur-bruit n’est degradé au maximum que d’un facteur ~ 1.5 et ce uniquement aux plus grandes échelles angulaire.
Par ailleurs, le coiit en temps de calcul des méthodes par maximum de vraisemblance est tel qu’elle sont utilisable
en pratique que sur des cartes a basse résolution et donc uniquement pour les plus grandes échelles angulaires.
Pour des multipoles supérieures a ~ 20, cette méthode de pseudospectre pur est trés probablement la méthode a
adopter pour reconstruire le spectre de puissance angulaire de mode B. Partant d’une telle reconstruction pratique
de ce spectre de puissance pour une future mission satellite, une détection a 30 d’un rapport tenseur-sur-scalaire
de 0.001 est possible, alors que si 7 = 0.05, c’est une détection a 240 qui devient possible.

La figure D résume parfaitement la theése soutenue dans I’ensemble de ces travaux : en observant le ciel micro-
onde, cette mince « surface » cosmique au-dela des étoiles, des galaxies et amas de galaxie, c’est peut-étre un acces
a la structure microphysique de I'espace-temps qui s’offrirait a nous, faite de quanta de champ gravitationnel dans
la vision de la gravité quantique a boucles. Mais utiliser le fond diffus cosmologique comme sonde de la gravitation
quantique et de I’ére de Planck ne peut se faire sans une étude globale de I'histoire cosmique et de comment cette
histoire affecte les anisotropies du CMB. Cette lumieére relique est une mine d’information cosmologique : elle nous
renseigne sur 'inflation primordiale, mais aussi e.g. sur la phase de reionisation ou encore sur la formation des
grandes structures cosmiques via le lentillage gravitationnel. Cette richesse est évidemment & exploiter mais son
exploitation optimale requiert de pouvoir distinguer les traces que les différentes phases de ’histoire cosmique
laissent, ou pourraient laisser, sur cette observable cosmologique. Détecter des distorsions fines des propriétés
statistiques des anisotropies du CMB et les interpréter comme étant dues a la physique durant 1’ére de Planck
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suppose de pouvoir distinguer ces distorsions de celles induites par ’histoire cosmique plus récentes. En ce sens,
prédire 'impact du rebond quantique sur les anisotropies primaires de mode B est évidemment nécessaire, mais
non suffisant ! Il s’agira aussi de modéliser I’ensemble des anisotropies de mode B secondaires dues, par exemple,
au magnétisme cosmique ou dans les amas. Partant de cette modélisation précise, il faudra finalement convoquer
— et treés certainement développer — des méthodes d’analyse statistique de reconstruction du mode B suffisamment
précises pour non seulement aller chercher une potentielle distorsion fine tracant de 1’ere de Planck, mais aussi
distinguer cette distorsion fine des autres (ces autres « distorsions » étant elles-mémes d’intérét cosmologique).

Le programme de recherche & venir convoque donc non seulement des développements du point de vue de la
modélisation de ’Univers durant ’ére de Planck mais aussi une modélisation la plus précise possible de tout effet
secondaire affectant les anisotropies de température et de polarisation du fond diffus cosmologique.
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