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INTRODUCTION

L’objectif de cette thése est d’obtenir des informations sur la hauteur des points ra-
tionnels d’une partie (X, K) d’un schéma X sur un corps de nombres K dont la finitude
est assurée par un résultat général. Plus précisément, la démarche sera la suivante : on
remplace X par une famille V.— P pour laquelle le résultat de finitude s’applique a cha-
cune des fibres V,, pour tout p € P(K). En adaptant les méthodes permettant d’obtenir la
finitude de Q(X, K), notre objectif sera d’établir I'existence de deux constantes p, v > 0
telles que

Vp e P(K), VaeQ(V,K), hy(a) <p-he(p)+ vk

Dans cette inégalité, hy et hp désignent des hauteurs associées respectivement a des
faisceaux amples sur V et P. En général, la constante p ne dépendra pas de K : si L/K
est une extension finie, on aura aussi

VpeP(L), VaeQV,L), hy(a)<p-hp(p) + .

Dans la majorité des cas, on pourra méme donner une valeur explicite pour p dépendant
de plongements projectifs fixés pour V et P. A contrario, la constante vk dépend du corps
de nombres sur lequel on travaille et reste complétement ineffective. Remarquons qu’en
utilisant cette inégalité et le théoréme de NORTHCOTT, on retrouve que chaque V,(K) est
fini.

Nous appliquerons cette idée générale a deux théorémes de finitude. Le premier est
I’ancienne conjecture de MORDELL-LANG plus BOGOMOLOV, tandis que le second est le
théoréme d’approximation de FALTINGS dans une variété abélienne (voir [10, Théoréme
2| ou la seconde partie ci-dessous).

L’ancienne conjecture de MORDELL-LANG plus BoGoMOLOV
Contexte

Soit A une variété semi-abélienne sur Q et soit Aeap A(@) — R une hauteur canonique

sur A. Si I" est un sous-groupe de A(Q) et € > 0 un réel, on introduit 'ensemble

I.={a+blael, be A(Q) avec hean(b) <e}.

1



2 Introduction

Rappelons que que si I' est un groupe abélien, son rang est par définition la dimension de
I’espace vectoriel I' ®z Q. L’ancienne conjecture de MORDELL-LANG plus BOGOMOLOV
est la suivante.

Théoréme - Si X est un sous-schéma fermé de A et si ' C A(Q) est un sous-groupe de
rang fini, alors il existe un réel € > 0, un entier n € N, des points ay, ..., a, € X(Q) et
des sous-variétés semi-abéliennes By, ..., B, de A tels que

n

Vie[ln], a+B;cX et X(@QnNT.=|]J(a+Bi(Q)nNT..

=1

Le cas € = 0 correspond a la conjecture de MORDELL-LANG énoncée par LANG dans
[16, Chapitre 8]. Dans un premier temps, LAURENT a démontré dans [18] cet énoncé dans
le cas torique. Ensuite, FALTINGS I’a prouvé quand A est une variété abélienne sur un corps
de nombres K et I' = A(K) en utilisant une nouvelle méthode introduite par VOJTA. Ce
dernier a étendu la démonstration de FALTINGS dans [36] aux points entiers d’un sous-
schéma fermé d’une variété semi-abélienne. Finalement, MCQUILLAN a démontré dans
son intégralité la conjecture de MORDELL-LANG dans [22]| en généralisant les travaux de
HINDRY dans [13].

Par la suite, POONEN a énoncé dans [28] la conjecture de MORDELL-LANG plus Bo-
GOMOLOV et il I'a démontrée quand la variété semi-abélienne est isotriviale (en utilisant
notamment les résultats de CHAMBERT-LOIR dans [6] sur P'équirépartition des petits
points). Finalement, REMOND a démontré ’énoncé en toute généralité dans [33].

Remarquons que le résultat est en général faux si I'on considére d’autres schémas en
groupes. Voici un contre-exemple donné par VOJTA dans [36] : si A = Gz’(@, que X a pour
équation 22 — 2y? = 1 et que 'on considére le groupe de type fini I' = Z2, alors X(Q)NT
contient une infinité de solutions tandis qu’il n’y a aucun sous-schéma en groupes non
trivial de A contenu dans X.

Signalons qu’il existe des versions quantitatives du résultat précédent dans les cas
torique et abélien. Par exemple, en définissant le degré de X wvia le plongement

GT’;@H(PQ—@)Q%P% avec N=29—-1,

REMOND a montré dans [32] que l'on peut choisir dans le théoréme ci-dessus les valeurs
3m P m2
e =(degX) 0™ ot n=(degX)rtHsm

oum =dimX+1 et r =rang'. (Pour un énoncé analogue dans le cas abélien, on pourra
se reporter a [32, Théoréme 1.3]).
On peut également introduire 'ensemble C(I', ) donné par

CTe)={a+blacl, be AQ) et hean(b) < e(1+ hean(a))}. (0.0.1)

De maniére élémentaire, on a I'. C C(I',¢), mais REMOND a démontré que cet ensemble
ne contient pas trop de points. En notant Zx 'union des translatés de sous-variétés semi-

abéliennes non nulles de A contenus dans X, on a le résultat suivant (voir [33, Théoréme
1.2]).
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Théoréme (REMOND) - Si X est un sous-schéma fermé de A et si T C A(Q) est un
sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel ¢ > 0 tel que (X \ Zx)(Q)NC(I',¢) est fini.

Contrairement au cas précédent, si X est un sous-schéma fermé intégre de A tel que
X # Zx, alors on peut toujours choisir un sous-groupe de rang fini I' € A(Q) de sorte
que X(Q) NC(T,¢) soit dense dans X. (Pour plus de détails, on pourra se reporter a [8,
Théoréme 1.7]).

Comme pour le théoréme précédent, il existe une version effective de ce résultat, mais
seulement dans le cas ou C est une courbe irréductible dans le tore G’ ™0, qui ne soit pas
le translaté d’un sous-tore. Sous ces conditions, REMOND a montré que si 'on considére

e < (2"%97(deg C)* max(1, h(C)))il’
alors le nombre d’éléments de C(Q) NC(T, ) est au plus
(22722 (dog O max(1, ()"

ou r = rang ' (voir [32, Théoréme 1.2]). En particulier, on remarque dans ce cas que la
valeur de € ne dépend pas que du degré de C, mais aussi de sa hauteur. On ne peut pas
se passer de cette dépendance. Si C est une courbe dans A et que I' contient un point
qui n’est pas de torsion, alors quel que soit € > 0, on peut choisir un translaté de C
rencontrant C(I', £) en une infinité de points.

Pour terminer cette partie, nous allons donner un résultat de MCQUILLAN qui a
largement motivé les travaux de cette thése. On suppose que A est une variété abélienne
sur un corps de nombres K et on fixe un sous-schéma fermé intégre V de A xx P ou P est
un schéma projectif et intégre sur K. On choisit un faisceau ample et symétrique £ sur A
et on note h : A(Q) — R la hauteur de NERON-TATE associ¢e. De plus, on considére une
hauteur hge : P(Q) — R associée & un faisceau ample £ de P. Avec ces notations, on a le
résultat suivant (voir [21, Théoréme 0.1]).

Théoréme (MCQUILLAN) - [l existe une constante p > 0 et une famille finie B de sous-
variétés abéliennes de A ayant la propriété suivante : si L/K est une extension finie, il
existe une constante v > 0 telle que pour tout p € P(L), il existe un entier n € N, des
points ay, ..., a, € V,(Q) vérifiant

hiai) < p-he(p) +v

et des sous-variétés abéliennes By, ..., B, € B avec a; + B; C 'V, tels que

LnJ a; + B;(L

i=1

Dans un premier temps, nous étendrons ce résultat dans le cadre semi-abélien.
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Résultats

On considére un sous-schéma fermé intégre V.de A x P ot A est une variété semi-
abélienne sur Q et P est un schéma projectif et intégre sur Q. Si I' € A(Q) est un
sous-groupe de rang fini, on peut écrire avec I'ancienne conjecture de MORDELL-LANG

plus BOGOMOLOV pour chaque p € P(Q) une égalité de la forme

n

V,(Q) NI, = U (a; + Bi(Q)) NT.

pour des points a; € V,(Q), des sous-variétés semi-abéliennes B; de A vérifiant a;+B; C V,,
et un réel € > 0. Nous allons montrer que 1’on peut contréler la hauteur des points a; en
fonction de la hauteur du point p.

On fixe une hauteur canonique A,y : A(Q) — R sur A et une hauteur he : P(Q) — R
associée a un faisceau ample £. Nous établirons 1’énoncé suivant.

Théoréme A - [l existe une constante yp > 0, un réel € > 0 et une famille finie B de
sous-variétés semi-abéliennes de A ayant la propriété suivante : si I' C A(Q) est un sous-
groupe de rang fini, alors il existe un entier n € N et un réel v > 0 tels que pour tout

p € P(Q), il existe des points ay, ..., a, € V,(Q) vérifiant l'inégalité
hean (a;) < pu- he(p) +v (0.0.2)

et des sous-variétés semi-abéliennes By, ..., B, € B avec a; + B; C 'V, tels que

n

V(@ NTe = | (0 + Bi(@) N T

i=1

En prenant P = Spec @, la condition sur la hauteur des points devient élémentaire et
on retrouve l’ancienne conjecture de MORDELL-LANG plus BOGOMOLOV. D’autre part,
si A est une variété abélienne sur un corps de nombres K, on retrouve exactement le
théoréme de MCQUILLAN en prenant I' = A(L).

Remarquons que l'existence du réel € > 0 se déduit des travaux de REMOND. En effet,
si 'on fixe un plongement A — Pg‘*, I'ensemble {degV, € N | p € P} est fini et la [35,
Proposition 3| montre que 1'on peut choisir ¢ > 0 pour qu'’il ne dépende que de X par
son degré dans l’ancienne conjecture de MORDELL-LANG plus BOGOMOLOV. Il en est de
méme pour 'existence de B : si un translaté d’une sous-variété semi-abélienne B de A est
contenu dans V, et est maximal pour cette propriété, alors par le |29, Lemme 4.6] (qui
reste valable pour une variété semi-abélienne), on a

deg B< (deg Vp)(dimvp+2—dimB)2/4.

En notant & > 0 un majorant du degré de V,, pour tout p € P(Q), il suffit de poser

B = {B C A | B sous-variété semi-abélienne et deg B < §$ m A+2)%/ 4} :
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En effet, on peut montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-variétés semi-abéliennes
de A dont le degré est borné par une constante fixée. Ainsi la partie réellement nouvelle
du théoréme ci-dessus est I'inégalité de hauteur 0.0.2.

Par le résultat de REMOND, on a aussi que pour chaque p € P(Q), il existe un réel
e > 0 tel que I'ensemble (V,\ Zy,)(Q)NC(T,¢) est fini. Comme pour le résultat précédent,
on souhaite majorer la hauteur des points de cet ensemble par la hauteur du point p. En

appliquant les mémes méthodes, on obtiendra le résultat suivant.

Théoréme B - [] existe une constante > 0 et un réel € > 0 ayant la propriété suivante :

si ' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel que pour tout

p € P(Q), ona
Va € (vp \ va)(@) N C(F7€)7 hcan(a) < K- hﬂ(p) + .

Contrairement a I’énoncé précédent, si 'on prend P = Spec Q, on ne retrouve pas le
résultat de REMOND. Il est possible que certains des ensembles (V,,\ Zy,)(Q) NC(T,¢) ne
solent pas finis. Signalons que nous prouverons un énoncé analogue (théoréme 4.2.2) o
I’'on peut choisir ¢ > 0 arbitrairement, sans influencer la valeur de p, a condition de se
restreindre a I'..

Si A est le tore ng 2 muni de la hauteur standard h,, (définie en sommant les hauteurs

des coordonnées), si I'on suppose que £ est associé & un plongement P — PP et si Pon
note m = dim V + 1, nous montrerons que 1’on peut prendre dans le théoréme B

3'm2 _m3m2
§= (29(Np +1) degV> et e=pl= (29(Np +1) degV>

ott le degré de V est pris relativement au plongement de SEGRE

G? o x P — (Pg

‘3 b)) xPgm = Py avec N =29(Np+1)— 1.

Si A est une variété abélienne, on fixe un plongement A <> PgA associé a un faisceau L
symétrique de sorte que l'application

r (PgA, O(n)> T (A, £E7)

soit surjective pour tout n > 1. On suppose également que £ est associé a un plongement
P < PP et que hean est la hauteur de NERON-TATE associée a Ly. Dans ce cas, en notant
m = dim V + 1, nous montrerons que I'on peut considérer dans le théoréme B

3m?2

et e=pt= ((NA +1)(Np + 1) deg\/)—

3m2

§= ((NA +1)(Np + 1) deg v)
ou le degré de V est pris relativement au plongement de SEGRE

AXP PR x PP — Py avec N=(Na+1)(Np+1) 1.
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Pour terminer cette partie, nous allons donner un corollaire des résultats précédents
sur une équation aux unités de la forme

x4+ ... +ax, =1 avec (21,...,x,) €C(I¢) (0.0.3)
ol ay,...,a, € Q*. Rappelons qu'une solution de cette équation est non dégénérée si

Z a;x; 70  pour tout sous-ensemble non-vide I C {1,...,n}.
iel
g

m,g HOUS montrerons le résultat suivant.

En notant h, la hauteur standard sur G

Corollaire C - Il existe des constantes 1 > 0 et € > 0 vérifiant la propriété suivante : si
I'c (QX)n est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel que pour tout

(a1,...,a,) € (Q)", les solutions non dégénérées de 0.0.3 vérifient
ho(zy, ... x0) < p-heay, ... a,) +v.
De plus, on peut prendre

n2 n2
o= (4" (20T e e =t = (47 (2n)) @

Les remarques générales du théoréme précédent s’appliquent a ce cas particulier. On
peut aussi comparer a |2, Théoréme 2.5| qui étudie le cas n = 2. Les auteurs donnent une
majoration entiérement effective de la hauteur des solutions de 0.0.3 de la méme forme
que dans le théoréme, mais leur constante u dépend de I'. Signalons également que si on
consideére 1’équation

a1x1] + agre =1 avec (x1,x9) €T,

alors |2, Théoréme 2.3] implique que si ¢ < 0,0225, I’équation n’admet qu’un nombre fini
de solutions et on a

[K(z1,29) : K] <2  avec K =Q(ay,az, o)

ou I'y est un sous-groupe de type fini de (@X)2 vérifiant

FC{xE(@X)Z | 3k € N, x’“el“o}.

Le théoréme d’approximation de FALTINGS
Contexte

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K. On note Mg 'ensemble des
places de K. En fixant un plongement A — PY, on obtient une hauteur h : A(Q) — R et
une distance d, sur A(C,) pour chaque élément v € Mg. Si X est un sous-schéma fermé
de A, la distance d’un point a € A(C,) a X est par définition

dy(a,X) = ot | dy(a,b).

Avec ces notations, FALTINGS a démontré le théoréme suivant (voir [10, Théoréme 2|).
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Théoréme (FALTINGS) - Si 7 > 0 est un réel et v € My est une place de K, alors il
n’existe qu’un nombre fini de points a € A(K) vérifiant

0 < dy(a,X) <exp(—7 - h(a)).

De plus, ce résultat permet de démontrer facilement une ancienne conjecture de LANG
sur les points entiers d’une variété abélienne (voir [10, Corollaire 6.2]).

Corollaire (FALTINGS) - Si E est un hyperplan de PY, alors A\ E n’admet qu’un nombre
fini de points entiers.

En effet, la hauteur d’un point entier a de A \ E se majore par le produit de I'inverse
des distances v-adiques de a & E quand v € Mg parcourt les places infinies de K. Ainsi,
les points entiers de A \ E vérifient I'inégalité du théoréme précédent pour un réel 7 > 0,
d’out le résultat.

Résultats

On fixe une variété abélienne A sur Q et un faisceau trés ample et symétrique £ sur
A associé a un plongement A <> Pg‘*. De plus, on suppose que 'application

r (IP%A, (’)(n)> T (A, L) (0.0.4)

est surjective pour tout n € N*. On note h : AQ) — R la hauteur de NERON-TATE
associée a L. On fixe également un schéma projectif et intégre P sur Q, un faisceau £ tres
ample sur P, un plongement P < ng associé a £ et une hauteur hg : P(Q) — R associée

a £. On considére un sous-schéma fermé intégre V de PgA X ng dont on considérera le
degré relativement au plongement de SEGRE. On note finalement m = dim(A x P) + 1.
Avant de pouvoir énoncer le théoréme, nous devons donner un sens a la condition
d’approximation sur Q. On fixe un corps de nombres K sur lequel sont définis A, P, V
ainsi que le plongement A — }P’g‘*, ce qui fournit pour chaque place v € Mk une distance

d, sur A(C,). On fixe une partie finie S C Mk et on définit pour (a,p) € (A x P)(Q) le

nombre L
as(@Vy) = [ T dufeV)> o A, = Lol
veS ”LUGML [L : Q]
wlv

et L est une extension finie de K contenant des coordonnées projectives de a et p. Par
la formule du degré, le résultat obtenu ne dépend pas du corps de nombres choisi. Si

' € A(Q) est un groupe de type fini, on a par le théoréme de FALTINGS que pour chaque

p € P(Q), 'ensemble des points a € I' vérifiant
0 <ds(a,V,) <exp <—T : ﬁ(a))

est fini. Comme avant, on souhaite majorer la hauteur de ces points par la hauteur du
point p. Nous démontrerons le résultat suivant.
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Théoréme D - 5i7 > 0 et & > 0 sont des réels, alors il existe une constante p > 0 ayant

la propriété suivante : si I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe une
constante v > 0 telle que pour tout p € P(Q), les points a € T tels que

0 <ds(a,V,) <&-exp (—T . ﬁ(a))

vérifient l’inégalité

A~

h(a) < - he(p) +v.

De plus, on peut prendre

1 <2NA 6™ -m? - (deg V)NA“)m

min(r, 1)

Dans le cas particulier o1 V est donné par les zéros d'un polynéme bihomogéne de
bidegré (r,s) avec r, s > 1, nous verrons que I'on peut utiliser la valeur plus fine

_(Na+r\" Pl gm? L 2m
=X,

" s-min(r, 1) - m!’

Finalement, comme FALTINGS, on obtient un résultat sur les points entiers de A privée
d’un hyperplan. On fixe un ensemble fini & C Mg contenant toutes les places infinies de
Mk. Si E = Z(F) est un hyperplan de ]P’gA, les points S-entiers de (A \ E)(L) sont

a

Fa)l, = 1}

ou L(F) est le corps de nombres engendré par L et les coefficients de F. Avec ces notations,
nous prouverons le corollaire suivant.

(A\E)(OLs) = {a € A(L) ‘ Vo ¢S, Ywe Myg) avec w|wv, ona ’

Corollaire E - [l eziste une constante p > 0 ayant la propriété suivante : si L/K est une
extension finie, alors il existe une constante v > 0 telle que pour tout hyperplan E = Z(F)
de Pg‘*, les points entiers a € (A \ E)(OL.s) vérifient l'inégalité

h(a) < pu- h(F) + v.
De plus, on peut prendre

m

1
;L:—'((NA+1)-6m-m2) oty m=dimA+ Ny +1.
m!

La méthode de VoJTA

La démonstration des résultats précédents est basée sur la méthode utilisée par VOJTA
pour donner une nouvelle preuve de 'ancienne conjecture de MORDELL démontrée par
FALTINGS dans [9] :
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Théoréme (FALTINGS) - Si C est une courbe projective et lisse de genre g > 2 sur un
corps de nombres K , alors C(K) est fini.

En utilisant les simplifications effectuées par BOMBIERI dans [4], la méthode consiste a
établir 'impossibilité pour deux points rationnels de C de vérifier un systéme d’inégalités
de hauteurs. Plus précisément, on plonge C dans sa jacobienne A et on note L le faisceau
tres ample et symétrique associé¢ au diviseur 3(© + [-1]*©) ot © est le diviseur theta

sur A. On note h : A(Q) — R la hauteur de NERON-TATE associée & £ qui s’étend a

A(Q) ®z R en une forme quadratique définie positive. BOMBIERI a montré le résultat
suivant.

Théoréme (Inégalité de VOITA) - Il existe deuz constantes ¢; > 0 et ¢y > 0 telles que

aucun point (ay,az) € C(Q)? ne vérifie simultanément les inégalités

~

hag) > - har),  hla) > ¢

N | —

iL ay _ a2 <
Vi) \/h(ay)

On déduit facilement de ce résultat le théoréme de FALTINGS. Par le théoréme de
MORDELL-WEIL, l'espace vectoriel A(K) ®z R est de dimension finie, donc on peut le
recouvrir par un nombre fini de cones dans chacun desquels deux points quelconques
vérifient la premiére condition du théoréme précédent (voir la figure 1). On en déduit que
la hauteur des points de C(K) est majorée, sinon on pourrait construire deux points dans
un des cones tronqués contredisant 1'inégalité de VOJTA. Ainsi les points de C(K) sont de
hauteurs bornées ce qui permet de conclure avec le théoréme de NORTHCOTT. Signalons
que 'on voit déja dans ce cas la raison de la compléte ineffectivité de la constante v dans
les différents résultats de la thése. En effet, on n’a aucune information sur la localisation
des points de C(K) dans chacun des cones tronqués.

Plus généralement, si I' est un sous-groupe de rang fini de A(Q), on a aussi que
I'ensemble C(Q) NC(T,¢) est fini pour & > 0 suffisamment petit ott C(T',¢) est défini au
point 0.0.1 en prenant hca, = h. On peut montrer que cet ensemble de points se recouvre
comme précédemment par un nombre fini de cones (voir [32, Lemme 2.1]), ce qui permet
de montrer que les points sont de hauteurs bornées. Cependant, pour conclure, il nous faut
un résultat supplémentaire, car le théoréme de NORTHCOTT ne s’applique plus. On utilise
a la place une propriété de BOGOMOLOV démontrée dans [7] : il existe une constante ¢
ne dépendant que du degré de C telle que I'ensemble

{a € CQ | M) < ¢}

soit fini. On peut alors montrer que les points C(Q) N C(I',e) se répartissent dans un
nombre fini de boules de rayons ¢ (voir [32, Lemme 2.1]). Chacune de ces boules ne
pouvant contenir qu'un nombre fini d’éléments de C(Q) par définition de ¢, on obtient le
résultat.

La démonstration de I'inégalité de VOJTA est basée sur la théorie de I'approximation

diophantienne classique. On raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe un couple de
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FIGURE 1 — Recouvrement de A(K) @z R.

points (ay,as) € C(Q) vérifiant les inégalités du théoréme. On introduit sur A? le faisceau

2 2 Rd
L(e,s,d) = ((p’{ LZT @ py L22)7F @ (51 —52 p2)*£>

oll py, Ps ¢ A2 — A sont les deux projections, s; et s, sont des rationnels respectivement
proches de h(a;) et h(ay), € > 0 est un rationnel et d > 0 est un entier suffisament
divisible. On commence par montrer que L(g,s,d) a beaucoup de sections globales sur
C? : cela résulte essentiellement de la théorie de l'intersection et du fait que le morphisme

02 — A, (CLl,a2> = a1 — Qo

est génériquement fini. On construit ensuite une suite exacte de faisceaux sur C? dont
L(e,s,d) est le noyau, souvent appelée complexe de FALTINGS dans ce contexte. Ainsi,
en appliquant un lemme de SIEGEL, on obtient que si ¢ > 0 est suffisamment petit et
si 'entier d est suffisamment grand et divisible, le faisceau L(e, s,d) admet une section
globale non nulle sur C x C de hauteur contrélée. Finalement, on montre que l'indice
d’annulation de cette section relativement & (dsy,dss) au point (aq,as) est élevé, ce qui
permet d’aboutir a une contradiction.

Pour appliquer la méthode a un schéma de dimension supérieure, il faut ajouter un
ingrédient supplémentaire, car on n’arrive plus directement & une contradiction quand on
calcule l'indice de la section. Par exemple, FALTINGS a montré dans [10] la généralisation
suivante de l'inégalité de VOJTA pour une courbe.

Théoréme - Soit X un sous-schéma fermé intégre de A ne contenant aucun translaté de
sous-variété abélienne de A non triviale. On note m = dim X+ 1. Il existe trois constantes

c1,Co,c3 > 0 telles qu’aucun point (ai,...,ay,) € X(Q)™ ne vérifie simultanément les
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inégalités

ﬁ a; _ Q41
Via)  yfh(a)

pour tout 1 <1 <m — 1.

. hlaig) > hla;),  har) > ¢

<

»—le =

On pourra se reporter a [30] ot REMOND a établi une version effective de ce résultat
(et sans I'hypothése faite sur X). Pour appliquer la méthode de VOJTA dans ce cas, on
compléte la démonstration précédente en suivant FALTINGS. Avec les notations analogues
au cas d’une courbe, on introduit sur A™ le faisceau

m —¢
L(e,s,d) = [(@ b c®8?> ®
i=1

Comme avant, on construit une section globale de ce faisceau sur X™ qui a un indice
d’annulation élevé en a = (ay,...,a,). Cependant, on n’obtient pas directement une
contradiction, mais on applique le théoréme du produit de FALTINGS (voir [10, Théoréme
3.1]) qui montre que a appartient a un sous-schéma fermé intégre strict X; x -+ x X,,
de X™ dont le degré et la hauteur sont bornés indépendamment du point a. On répéte
alors le procédé en remplacant X™ par X; x --- X X,,,, ce qui permet de construire une
suite strictement décroissante de sous-schémas fermés de X™. Au bout d’'un nombre fini
d’étapes, un des X; est de dimension nulle, ce qui permet, en utilisant le controéle sur la
hauteur des X; et les conditions sur (as, ..., a,), d’aboutir & une contradiction.

m—1 ®d

(Sz‘ P; —Si+1 pi+1)*£
i=1

Plan de la thése

Dans le chapitre 1, on commencera par fixer les notations de la thése. Pour cela,
on redonnera succinctement les définitions des outils arithmétiques (hauteur d’un point,
hauteur d’un sous-schéma fermé de 1'espace projectif, distance associée a une place,...) et
on rappellera la construction des hauteurs de NERON-TATE ainsi que celle des hauteurs
standards sur un tore. On continuera en généralisant ces constructions afin d’obtenir les
hauteurs canoniques sur une variété semi-abélienne. Nous rappellerons ensuite différents
résultats de REMOND que nous utiliserons, notamment 1'inégalité de VOJTA généralisée
(voir [35, Théoréme 1.2]). Ce théoréme nous permettra d’éviter d’appliquer complétement
la méthode de VOJTA pour démontrer nos résultats relatifs a I’ancienne conjecture de
MORDELL-LANG plus BOGOMOLOV, ce qui aura l'avantage de raccourcir largement les
démonstrations. On terminera ce chapitre en démontrant quelques lemmes préliminaires,
dont une généralisation du théoréeme d’existence du lieu exceptionnel d’un sous-schéma
fermé dans une variété semi-abélienne.

Dans les chapitre 2, 3 et 4, nous démontrerons les théorémes A et B respectivement
dans le cas abélien, torique et général. L’intérét de séparer ces trois cas est d’obtenir des
valeurs effectives dans les théorémes pour la constante pu. De plus, le cas abélien est lié
aux courbes (comme on l'a vu dans la partie précédente), tandis que le cas torique est
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lié a 'équation aux unités. Dans ces trois chapitres, on commencera par démontrer une
inégalité de VOJTA généralisant celles citées ci-dessus. Pour cela, on se placera dans les
conditions d’application de I'inégalité de VOJTA généralisée de REMOND. Une fois celle-
ci établie, les théoréemes résultent essentiellement de la méthode exposée dans la partie
précédente pour obtenir le théoréeme de FALTINGS sur les courbes. On en déduit aussi le
corollaire C sur les équations aux unités.

Finalement, dans le chapitre 5, on établira le théoréme D. Comme dans les chapitres
précédents, on commencera par établir une inégalité de VOJTA adaptée a ce cas. Cepen-
dant, I'inégalité de VOJTA généralisée de REMOND n’étant pas adaptée a ce cadre, on
devra complétement appliquer la méthode de VOJTA. Pour terminer la thése, on en dé-
duira le théoréeme D et le corollaire E sur les points entiers d’une variété abélienne privée
d’un hyperplan.



CHAPITRE 1

NOTATIONS, RAPPELS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

1.1 Les outils arithmétiques

1.1.1 Hauteurs des points et des polyndémes

Si K est un corps de nombres, on note My ’ensemble des places de K. L’ensemble Mg
s’identifie naturellement & la réunion de I’ensemble des nombres premiers et de {co}. On
note | - |« la valeur absolue usuelle sur Q, tandis que l'on désigne par |- |, : Q — R pour
un nombre premier p, celle donnée par

||, = pivp(x)

ol v, : Q = Z est la valuation p-adique. Plus généralement, si v € Mg, on désigne par
|- |, la valeur absolue sur K associée & v prolongeant |- |, ou |- |, pour un nombre premier
p. Si w est une place d’une extension finie L de K, on écrit w | v si | - |,, prolonge la valeur
absolue | - |,. On note également K, la complétion du corps K relativement a | - |,. Avec
ces notations, on dispose de la formule du degré (voir [14, Proposition B.1.1|)

D Lw: K] =[LK]

wlv

et pour tout x € K\ {0} de la formule du produit (voir [14, Proposition B.1.2])

Ay N - [Kv : Qv]
H || = ol Av_—[K:Q] :

Si F' est une famille finie de K et v une place de K, on note

veEMK

[F|, = max|z],.

On définit ainsi la hauteur de WEIL d’une partie finie F € Q par

hE) = 3 g s El

UEMK

13
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ou K est le corps de nombres Q(F). En particulier, on définit la hauteur h(z) d’un point
S ]P’g(@) comme celle d'un systéme de coordonnées pour z (Par la formule du produit,
le nombre obtenu ne dépend pas du choix des coordonnées projectives). Si l'on note
Seg : Pgl X Pg"’ — IP’% le plongement de SEGRE, on remarque que

Ve € P3HQ), Yy € PZ(Q),  h(Seg(x,y)) = h(z) + h(y),
tandis qu’avec le plongement de VERONESE Very : Pg — ]P’g/ de degré d, on a
Vz e P5(Q),  h(Verg(z)) = d - h(x).

On étend les notations |P|, et A(P) & un polyndéme ou une matrice P en I'identifiant a la
famille de ces coefficients.
On dispose ainsi sur 'espace projectif d’une application hauteur

h:PH(Q) — R.

Si X est un schéma projectif plongé dans Pg, on obtient par composition une notion

de hauteur pour les éléments de X(Q). Cependant, cette hauteur dépend du choix du
plongement. Le théoréme suivant controle la dépendance de la hauteur en fonction du
plongement choisi. On note F(X,R) et B(X,R) respectivement les fonctions de X dans R
et celles qui sont bornées.

Théoréme 1.1.1 (Machine des hauteurs) - Soit X un schéma projectif et integre sur Q.
1l existe un unique morphisme de groupes

hx : Pic(X) = F(X(Q),R)/B(X(Q), R)

vérifiant les propriétés suivantes

(i) Si L € Pic(X) est associé a un plongement v : X — Pg, alors hot € hx(L).

(i) Si ¢ : X — Y est un morphisme entre deux schémas projectifs et intégres, et si
L € Pic(Y), alors hy(L) o ¢ C hx(p*L).

De plus, on a

(11i) Si hy € hx(L) avec L ample, pour tout réel C > 0, l’ensemble des points x € X(Q)
tels que [Q(z) : Q] < C et he(x) < C est fini (Théoréme de NORTHCOTT ).

() Si he € hx(L), alors he est minoré en dehors du lieu base de L € Pic(X).

DEMONSTRATION :

Si £ € Pic(X), on peut écrire £ = £, @ L5~ avec des faisceaux Ly, Ly trés amples.
L’unicité en découle facilement. Pour D'existence, il faut vérifier qu’en considérant des
plongements différents associés & £ trés ample, les différentes hauteurs obtenues ne dif-
ferent que d’une fonction bornée. Pour une démonstration compléte, on pourra se reporter
a [14, Théoréme B.3.2] O
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Les éléments de hx (L) sont appelés les hauteurs associées a L. En général, il n’est pas
possible d’associer canoniquement une fonction hauteur a chaque faisceau. Cependant,
dans le cadre des variétés abéliennes ou d’un tore, la situation est meilleure. On commence
par rappeler le lemme suivant.

Lemme 1.1.2 (Procédé de TATE) - Soient X un schéma projectif et intégre sur Q, L €
Pic(X) et f : X — X un morphisme. On suppose que [*L =~ L% pour un entier k > 1.
Alors il existe une unique hauteur he ¢ : X(Q) — R associée a L telle que

Vo € X(Q),  hey(f(x) =k heyp(x).
De plus, si hy est une hauteur quelconque associée a L, alors on a

b el @)

n—+oo kn

Ve e X(Q), heylz) =

Finalement, si g : X — X est un morphisme commutant avec f tel que g*L =~ L% pour
un entier £ > 1, alors hﬂf = h[;g

DEMONSTRATION :
Les hauteurs hzo f et k-h, sont associées au faisceau £2*, donc il existe une constante
C > 0 telle que

Vo € X(Q),  |he(f(z) — k- he(2)] < C.

Ainsi, on obtient pour n > m la majoration

he(f™(x he( C

L) @) S e
kn 1)k:

i=m+1

Ainsi la suite est de CAUCHY et on peut définir }Azl;, s par la formule de la proposition.
En prenant la limite n — +o00 dans l'inégalité précédente, on trouve que h. s est une

hauteur associée a L. De méme, les autres affirmations se déduisent de la formule (voir
[14, Théoréeme B.4.1]). O

Ce résultat s’applique directement au cadre d'une variété abélienne A sur Q en utilisant
la famille commutative formée des morphismes [n] : A — A de multiplication par n € Z.
Le théoréme du cube montre que si £ est symétrique (i.e. [—1]*£ =~ £), alors [n]*L£ ~ L&
tandis que si £ est antisymétrique (i.e. [—1]*L ~ L®71), alors [n]*L ~ L£%". Rappelons
qu'une fonction ¢ : G — R out G est un groupe, est quadratique si

qx+y+2)—qlz+y) —qlx+z) —qly+2)+q(@) +q(y) +q(z) =0

pour tout x,y, 2 € G. Les considérations ci-dessus permettent d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 1.1.3 (Hauteurs de NERON-TATE) - Soit A une variété abélienne sur Q. Il
existe un unique morphisme de groupes

h:Pic(A) — F(A(Q),R), L~ h,
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tel que pour tout L € Pic(A), la fonction he est une hauteur associée o L et elle est
quadratique. De plus, si L est symétrique et ample, alors

(i) La fonction hy est positive et s’annule exactement sur A(Q)ors.
(i) La fonction he sétend a A(Q) ®z R en une forme quadratique définie positive.

DEMONSTRATION :
Pour tout £ € Pic(A), la décomposition

L = (L [-1]'L) @ (L@ [-1]'L")

permet de se ramener au cas oul L est symétrique ou antisymétrique. Dans ces deux cas,
on peut utiliser le procédé de TATE donné par le lemme précédent. L’existence et I'unicité
en découlent facilement. Pour une démonstration compléte, on pourra se reporter a [14,
Théoréme B.5.6] et [14, Théoréme B.5.3]. O

Pour terminer, nous allons appliquer le méme procédé a A = GZL 9 Signalons que

dans le but d’alléger les notations, la loi de groupe de A sera toujours notée additivement.
Par rapport au cas précédent, on rencontre une difficulté supplémentaire : si g > 0, le
schéma A n’est que quasi-projectif. On choisit de compactifier A en le regardant comme

_ g
un ouvert de A = (Pé) . L’avantage de ce choix (arbitraire) est que les morphismes de

multiplication s’étendent en [n] : A — A pour n € Z (La multiplication par [—1] ne
s’étend pas a toutes les compactifications. Par exemple, on ne peut la définir entiérement
sur P si g > 1). De plus, pour tout £ € Pic(A), on a [n]*£ ~ L&, On dit qu'une
application f: G — R ou G est un groupe, est homogéne si

Vee G, VneZ, f(n-x)=|n|-f(x).
Dans ce cadre, le procédé de TATE fournit le résultat suivant.

Théoréme 1.1.4 - [| existe un unique morphisme de groupes

h:Pic(A) = F(A(Q),R), L+~ h,
tel que pour tout L € Pic(A), la fonction he est une hauteur associée o L et elle est
homogéne. De plus, si L= O(r) ot r = (ry,...,r,) € Z9, alors

g

V(zy,...,7,) € A(Q), ﬁg(:vl,...,xg):z“-h(xi).

i=1
Finalement, si L est ample, alors

(i) La fonction hy est positive et s’annule ezactement sur A(Q)ors.

(ii) La fonction hy s’étend o A(Q) @z R en une norme.
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DEMONSTRATION :

L’existence de h est une conséquence du procédé de TATE. Pour obtenir I'expression
donnée de ﬁg, il suffit de vérifier que la fonction est homogéne. Si £ est ample, la fonction
he est positive car h I'est et on vérifie qu’elle s’annule exactement sur les points de torsion
en utilisant la propriété d’homogénéité.

Pour le point (ii), la fonction h. est homogéne et on montre qu’elle vérifie I'inégalité
triangulaire a partir de la formule précédente. De plus,

Vo € A(Q)> Vf S A(Q)torsa iLL(l’ + 5) = }Alﬁ(x)

Ainsi, b, définit une norme sur le Q-espace vectoriel A(Q)/A(Q)ors qui s'étend en une
semi-norme au R-espace vectoriel

(A(Q)/A(@)tors) ®o R ~ A(@) ®z R.

Supposons qu'il existe des points z1,. .., 7, € A(Q) dont les images dans A(Q)/A(Q)ors
sont linéairement indépendantes sur Q et des nombres réels A\q,..., \, € R de sorte que

=1

On fixe un entier N € N et on désigne par N; € Z l'entier le plus proche de N); pour
1 <7 < r. On obtient ainsi par inégalité triangulaire et homogénéité

R . r 1 e ~
hL(Nll'l + ...+ NTZET) = hL <Z T; & (Nz - N%’J) S 5 Z hL(CL’Z)
i=1 i=1

Ainsi, pour tout N € N, les nombres Nyz; + ... + N,z, sont des points du corps de

nombres Q(z1,...,x,) de hauteurs bornées indépendamment de N. Par le théoréme de
NORTHCOTT, I'ensemble de ces points quand N parcourt N est fini, ce qui n’est possible
que si A\; = ... =\, = 0. Ainsi A, est une norme sur A(Q) ®z R. O

Dans la seconde partie, nous généraliserons les constructions précédentes dans les
variétés semi-abéliennes.

1.1.2 Hauteur d’un sous-schéma fermé de 1’espace projectif

Dans cette partie, nous allons rappeler comment définir la hauteur d’un sous-schéma
fermé de l’espace projectif. Pour plus de détails, on pourra se reporter a [26] ou [31]. Soit
V un sous-schéma fermé integre de }P’% de dimension r. On note (Pg) I’ensemble des

formes linéaires sur Pg. Alors, le schéma dont les points sont

{(Lo,..., L) € (Py)" x---x (PF)" | VNZ(Lo)N...NZ(L,) # 2} .

existe et est une hypersurface. Une équation Fy de cette hypersurface est appelée une
forme éliminante de V.
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Afin de définir la hauteur de V, nous allons définir la hauteur de Fy. On désigne par
X les coordonnées (X[(f), . ,Xl(\?) du i-éme facteur <Pg> pour 0 < ¢ < 7. On note K
le corps de nombres engendré par les coefficients de Fy. Si v € Mg est une place finie,

on désigne par M, (Fy) le maximum des valeurs absolues v-adiques des coefficients de Fvy,
tandis que si v est infinie, on pose

. 1
log IFv]e aggjl) + (degFy) Z —

log M, (Fyv) =
og M, (Fv) / 2

Sﬁtl J=1
oll Sn41 est la sphére unité de CN*! et onyq la mesure sur Sy, invariante par I'action du
groupe unitaire et vérifiant onx.1(Syy1) = 1. La hauteur de Fy est le nombre

hr(Fyv) = ZM %bgMU(Fv)-

Finalement, on définit la hauteur de V en posant h(V) = hx(Fy). La formule du produit
montre que cette définition ne dépend pas du choix de la forme éliminante de V choisie.

Pour finir, étudions succinctement le cas on V = {a}. Si a = [ag : ... : ax], alors une
forme éliminante de V est donnée par

FV = CL0X0+... +CLNXN.

Si v € Mk est infinie ou K = Q(ay, ..., ax), on a avec |25, Proposition 4] que
N 1/2
M,(Fy) = <Z|aj|§> :
=0

En particulier, pour tout v € Mg, on a
max(|aolo, - - -, |an|s) < My (Fv),

et on en déduit I'inégalité h(a) < h({a}).

1.1.3 Distance sur ’espace projectif associée & une place

Soient K un corps de nombres et v € Mk une place de K. La valeur absolue | - |,
s’étend de maniére unique a la cloture algébrique K, de K, (voir [5, Proposition 1.2.7]).
Par suite, | - |, s’étend de maniére unique & une complétion de K, relativement a |- |, que
I’'on note C,. Selon que v est finie ou infinie, on définit respectivement la norme v-adique
d’une famille finie F = (x;);c; d’éléments de C, par

1/2
1Ell20 = max|zify et [[Fllz, = (Z!x\2> :

1€l
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En choisissant des coordonnées (g, ..., zx) et (yo,...,yx) pour z,y € PR(C,), on définit

AN Yll2w
dv(xvy) = Hl’ yHZ

= ou TAY=(Ti¥; — TiVYi)o<i<i<N-
B (waty = jti)osicsen

Cette application est une distance sur PX(C,) et elle est ultramétrique si v est une place
finie (voir [15, Chapitre 3, Partie 1]|). De plus, on a I'inégalité

v,y € PR(C,), 0 <dy(z,y) < 1.
On définit la distance d’un point z € PR (K) a un sous-schéma fermé X de PY en posant

dy(z,X) = in@fC dy(z,y).

yeX(Cy)

Ce nombre ne dépend pas des différents choix de complétions effectués, mais uniquement
de v,z et X. Dans le cas out X est une hypersurface, on dispose d’une expression simple
de cette distance.

Lemme 1.1.5 - Si X est une hypersurface de PX d’équation L, on a

L()l,
dy(z,X) = — AW
S TP

DEMONSTRATION :
Voir |24, Proposition 1.6.1]. ]

Dans la suite, nous devrons parfois changer d’espace projectif 4 I’aide du plongement de
VERONESE. Cependant, afin de pouvoir comparer les différentes distances, nous utiliserons
le plongement de VERONESE modifi¢ Ver’ : PX — PX (de degré d) dont les composantes

sont 1o
d N+d
((a) :L‘a> avec ap+...+tax=d et N’:( ;— >—1.

0%
Pour v € Mg, on note 9§, = 0 si v est finie et 9, = 1 si v est infinie. On a le résultat
suivant.

Lemme 1.1.6 - Pour tout (x,y) € PX(C,) x PR(C,), on a
du(VerT (), Ver (y)) < d*/2 - dy (2, ).

DEMONSTRATION :
Supposons dans un premier temps que v est infinie. La formule [27, p. 89] s’écrit

d
d, (Verl (), VerJ'(y)) = \/ 1= (1= duw)?)
Finalement, avec I'inégalité 1 — (1 — ¢)? < dt valable pour ¢ € [0, 1], on obtient

dy(Ver(z), Verf (y)) < V- dy(z, ).
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Si v est finie, les coefficients multinomiaux étant des entiers, on a

(o)

D’autre part, si on fixe i € [0,N] réalisant le maximum de |z;|,, une composante de

Verl!'(x) a pour valeur x¢, donc

| Ve (z) 2. = max < maxc|af; < |lo],.

v

IVerg (2) 2.0 = ll2]13,-

On fixe des coordonnées projectives de z et y de sorte que ||z||2, = ||y||2 = 1, ainsi que
des multi-indices « et 4 de longueurs d. Un élément de la forme X®Y? — X8Y® appartient
a l'idéal de Z[Xo, ..., Xn, Yo, ..., Yn] engendré par les éléments de la forme X;Y; — X,Y;
pour 1 <4, 5 < N. Ainsi, 2°y® — 2%y® se décompose comme une somme de termes de la
forme

a-m(z,y) - (zy; — ;u)

ol a € Z et m est un mondme en Xg,..., Xy, Yo..., Yn. On en déduit avec I'inégalité

triangulaire ultramétrique
d\ (d
a, B B,
(o) () v o)

< sl ),

< [l A yll2.

| Ver () A Ver (). = mass

v

Finalement, en reprenant les deux estimations précédentes, on obtient

d,(Verg' (x), Verg' (y)) < du(z,y).

Pour finir, on considére un plongement de SEGRE
Seg : PR' xi PR* — PX.

On le résultat suivant.

Lemme 1.1.7 - Pour tout (x,y) € PX(C,) x PR(C,), on a

dy(Seg(z,p), Seg(y,p)) = du(x,y).

DEMONSTRATION :

On fixe des coordonnées projectives pour z,y € PR'(C,) et p € PR*(C,). Par défini-
tion du plongement de SEGRE, on peut prendre (z; - pj)o<i<n; 0<j<N, pour coordonnées
projectives de Seg(x, p) € PR(C,). Si v est une place infinie, on a d'une part

N; No 1/2 N, 1/2 Ny 1/2
I Seg(@, p)ll20 = (ZZ |l’z‘pj|3> = (Z |x¢|3,> (Z |pj|3> = [|zll2. - 2]
=0 7=0

i=0 j=0

20
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D’autre part, les composantes de Seg(z,p) A Seg(y, p) sont données par

((wip;)(Ykpe) — (wxpe) (Yips)) = Pipe(Tiy — TrYs)-

En particulier, en utilisant ’ordre lexicographique, on a

1/2
ISeg(x,p) ASeg(y, p)llew = | Y Ipillpelilwive — wavil:
(5:0)< (50
1/2 1/2
:( > \mz\mz) ( > \xiyk—mz)
0<j,(<Na 0<i<k<Ni

= lIplZ0 Iz A yll2o.

En substituant dans la définition de d,, on obtient le résultat. Dans le cas ot v est finie,
on a de méme

I8es(e. )l = mxaip, = (max o) (maxlpl, ) = el ol
tandis que
| Sea(a, ) A Seg(w,p)llas = mas (Ipslolpelula — wanls) = 1ol - Ayl

ce qui permet de conclure comme dans le cas archimédien. O

1.2 Les variétés semi-abéliennes

Une variété semi-abélienne sur Q est un schéma en groupes A sur Q admettant une
suite exacte de la forme

0— Gy — AT Ay — 0. (1.2.1)

oll A est une variété abélienne sur Q. Autrement dit, une variété semi-abélienne est 1’ex-
tension d’une variété abélienne par un tore. L’objectif de cette partie est principalement
d’étendre les théorémes 1.1.3 et 1.1.4 afin d’obtenir des hauteurs bien définies sur A.

1.2.1 Rappels sur les fibrés projectifs

On commence par effectuer quelques rappels sur les fibrés projectifs nécessaires pour
compactifier une variété semi-abélienne. Pour plus de détails, on pourra se référer a [11,
Chapitre 4] ou |12, Chapitre 2]. Si X est un schéma noethérien et £ un faisceau localement
libre et cohérent sur X, on définit

P(£) = Proj (@ Sd(8)> T X,

d>0
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Rappelons que, par construction, pour tout ouvert affine U = Spec(A) de X sur lequel £
est libre de rang n + 1, on a
1(U) =2 P},

De plus, les faisceaux naturels Opn (1) sur chaque 77! (U) se recollent en un faisceau in-
versible Op(g)(1) sur P(£). On obtient également par construction un morphisme surjectif

TE = Ope)(1). (1.2.2)

A partir d’'un morphisme surjectif £ — F ou F est un faisceau localement libre et
cohérent sur X, on peut construire naturellement une immersion ¢ : P(F) — P(£) avec

V" Op(e)(1) = Op(r)(1)-

On dispose également du résultat suivant.

Proposition 1.2.3 - Soit L un faisceau inversible sur X. Il existe un isomorphisme ca-
nonique ¢ : P(E) = P(E ® L) de sorte que

SO*OIP’(8®£)(1) = O]p(g)(l) QL.

DEMONSTRATION :
Voir |11, Proposition 4.1.4] ou [12, Lemme 7.9]. O

A présent, nous allons étudier les morphismes d'un schéma Y dans P(E). On fixe
un morphisme ¢ : Y — X. Un faisceau quotient inversible est une classe d’équivalence
(L,s) o L est un faisceau inversible sur Y et s : ¢*€ — L est un morphisme surjectif,
deux couples (L, s) et (L', ") étant équivalents s’il existe un isomorphisme de faisceaux
7:L— L telque Tos=¢".

Proposition 1.2.4 - L’ensemble des X-morphismes Y — P(E) est en bijection avec 'en-
semble des quotients inversibles p*E — L.

DEMONSTRATION :
Sig:Y — P(E) est un X-morphisme, alors en tirant en arriére par g I'application
surjective du point 1.2.2, on obtient

0 & =g 1E = g"Ope)(1) = L.

Réciproquement, on se donne un faisceau quotient inversible ©*€ — L sur Y. On veut
montrer qu’il existe un unique X-morphisme g : Y — P(£) tel que £ = g*Opg)(1) et que
p*E — L est obtenu en appliquant ¢g* au point 1.2.2. Il suffit de vérifier cette affirmation
localement, donc on peut supposer que X = Spec A et que & est libre de rang n+ 1. Dans
ce cas, I'application ¢p*€ — L correspond a n + 1 sections globales sq,...,s, de £ qui
'engendrent. Or, il existe un unique morphisme g : Y — P} = P(£) tel que £ = g*Opx (1)
et s; = g*(x;), ce qui montre le résultat. Pour plus de détails, on pourra se reporter a [11,
Proposition 4.2.3] ou [12, Proposition 7.12]. O
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En particulier, on dispose du morphisme de VERONESE Ver : P(€) — P(SY(€)) au-
dessus de X correspondant au quotient inversible S‘7*E — Op(g)(€). 11 vérifie

Ver* OIP(SZ(S))(:[) ~ Op(g) (g) (125)

et on montre que c’est un plongement en se ramenant localement au morphisme de VE-
RONESE classique. Pour terminer, nous allons établir la proposition suivante que nous
utiliserons pour compactifier une variété semi-abélienne.

Proposition 1.2.6 - On fize deuz faisceaux inversibles M et N sur X. Les sections D™
et D° de P(M @ N) = X induites respectivement par les quotients inversibles

MBEN M et MeN >N
sont des diviseurs de CARTIER associés respectivement aux faisceauz inversibles
Obman) (1) @ TN et Oppman (1) © ML

De plus, siP'(M@N) désigne l'ouvert de P(IMBN) obtenu en retirant ces deuz sections,
alors les X-morphismes Y — /(M @ N') correspondent auz quotients inversibles

OCMD PN = L
tels que les composées
M= O MOON =L et ON =" MPO'N — L

soient des isomorphismes.

DEMONSTRATION :
En utilisant le point 1.2.2, on a une suite d’applications

W*N — M D W*N —» OIP’(MGBN)(l);
puis par produit tensoriel, on obtient
Op(many — Opman(1) @ TNEL

On obtient ainsi une section globale et un calcul local montre que son diviseur est D*°. Le
résultat est analogue pour DP. Pour le second point, on se raméne au cas ot X = Spec A
avec M et N libres de rang 1. Notons m et n des générateurs respectifs de M et /. Dans
ce cas, les sections D*® : X — P4 et DY : X — P} sont les uniques morphismes vérifiant

(D>)*Op1 (1) = M et (D°)*Op (1) = N ainsi que
(D>)"(x0) =m, (D*)*(w1) =0, (D°)*(wmo) =0 et (D)"(z1)=n

ol zg et 1 sont les coordonnées de Pj. Ainsi un X-morphisme Y — P(M & N) associé
au faisceau quotient ©*M @& ¢*N — L induit un X-morphisme Y — P/(M @& N) si et
seulement si la condition annoncée est vérifiée. O
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1.2.2 Compactification d’une variété semi-abélienne

Fixons un entier g € N et une variété abélienne Ay sur Q. D’aprés [36, Lemme 2.2| toute
variété semi-abélienne sur QQ vérifiant une suite exacte de la forme 1.2.1 est isomorphe a

A= P/(OAO @Ml) XAO Ce XAO P,(OAO @Mg) i> AO

ot My,...,.M, € Pic’(Ag) sont des faisceaux inversibles algébriquement équivalents a 0
et P'(Oa, & M) est Pouvert de P(Oa, & M,) obtenu en retirant les sections D3° et DY
correspondant respectivement aux faisceaux quotients

OAO oM, —> OAO et OAO B My — M,.

Dans la suite, on travaillera toujours avec une variété semi-abélienne de cette forme-la.
Rappelons comment est défini sa structure de groupe en suivant |33, Partie 2|. Pour chaque
1 < ¢ < g, on aun isomorphisme canonique

sS*My @ Vv My >~ piM; @ py M,

ol s;v,p1,pe @ A2 — Ag désignent respectivement 1'addition, la fleche nulle et les deux
projections (voir [23, p. 74]). Si [n] : Ag — Ay désigne la multiplication par n € Z, on en
déduit par récurrence un isomorphisme canonique

(W) Mo @ (0] ME™ T 2 ME".

Si l'on fixe, une fois pour toutes, un isomorphisme 0*M; ~ Og,.q ou O : SpecQ — A
est la section neutre pour 1 < ¢ < ¢ , on obtient des isomorphismes bien déterminés

SMy~pIMy@psM; et [n]* My~ M.

Si S est un Q-schéma, alors par la proposition 1.2.6, un élément de A(S) correspond &
un (g + 1)-uplet (o, kq,...,Ky) olt a € Ag(S) et ky : Os & a* My — N, est un faisceau
quotient de sorte que les composées

Oy — O D "M, = ./\/g et oMy — Ogda*M, Y ./\/g

soient des isomorphismes pour 1 < ¢/ < g. La donnée de k; est équivalente a la donnée
d’un isomorphisme ¢, : a*M; — Og pour 1 < £ < g. On définit alors

(aagolw'"@g)+(6’¢17"'7¢g) = (SO(OZ,B),Xl,...,Xg)
ou x, pour 1 < /¢ < g est la composée
(so(a,B)) M= (a, B) (PiM @ psMy) ~ a* M, @ B*M, 28 05 ® Og =~ Os.

On vérifie sans difficulté que cette loi définit bien une structure de groupe sur A(S). Sur
les points, I'application f est simplement donnée par le morphisme de groupes

FoAS) = Au(S), (a,¢1,...,py) — «
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En particulier, on a immeédiatement que
Ker(fs) = (OF)7 = G2, o(S),

ce qui montre que A est bien une variété semi-abélienne. Finalement, on dispose d'une
compactification pour A donnée par

A:P(OAO@Ml) XAg -+ XAg P(OAO@MQ). (1.2.7)

Si Ay = SpecQ, on retrouve la compactification que I’on a choisie pour Gfﬂ - dans la
premiére partie. Par construction, on obtient que le morphisme f s’étend naturellement

en f: A — A

1.2.3 Construction et propriétés des hauteurs canoniques

Pour chaque 1 < ¢ < g, on note Ly le tiré en arriére sur A du faisceau OP(OAO@MZ)(l)'

On commence par déterminer le groupe Pic(A).

Théoréme 1.2.8 - L’application ci-dessous est un isomorphisme de groupes

g
Pic(Ag) x Z¢ = Pic(A),  (N.r1,...,19) = [N & (@ L?”)

(=1

DEMONSTRATION : B
Soit £ un élément de Pic(A). Les restrictions de £ a chaque fibre fournissent une

g g
famille de faisceaux de <]P’(1@> au-dessus de Ay. Comme Pic® ((]P’é) > = 0, on obtient

que cette famille est constante. Ainsi, il existe des entiers rq,...,r, € Z de sorte que les

restrictions de L et .
Qi
=1

a chaque fibre coincident. La surjectivité résulte alors de [12, Exercice II1.12.4]. Pour

Iinjectivité, si
g
race (@er) =ou
=1

alors en restreignant a une fibre, on obtient r; = --- = r, = 0, puis on conclut par

injectivité de f* : Pic(Ag) — Pic(A). O

Comme dans le cas ou A = GY on montre ensuite le résultat suivant.

m,Q’

Lemme 1.2.9 - Le morphisme [n] sur A s’étend en [n] : A — A pour tout entier n € Z.
De plus, pour tout entier n >0, on a

[n]* DX =n-D et [n|'D) =n-D)
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tandis que sin <0, on a
[2]'Dy" = |n|-Dy et [n]"D} = |n|- D",

DEMONSTRATION :

Il suffit de faire la démonstration dans le cas ¢ = 1 (on en déduit le cas général en
prenant le produit). Si n > 1, on considére I'application associée au morphisme [n]o f :
A — Aj et au faisceau quotient

Ox & FFME = S*(Ox @ f*M) — S*(L) = LZ".

On vérifie localement qu’il s’agit bien d’une extension du morphisme [n] : A — A. En
particulier, on a par la proposition 1.2.6

O([n)*D°%) = [n]*O(D°) = [n]*L ~ L®" = O(n - D°).
On raisonne de méme quand n < 0 en considérant cette fois-ci le faisceau quotient
Ox & ffM" — L @ f*M®"
et on conclut comme précédemment. O

Finalement, nous pouvons énoncer le théoréme fournissant les hauteurs canoniques
sur une variété semi-abélienne. Ce résultat généralise le théoréeme 1.1.3 construisant les
hauteurs de NERON-TATE et le théoréme 1.1.4 donnant les hauteurs standards sur le tore.

Théoréme 1.2.10 - [] existe un unique morphisme de groupes
h:Pic(A) = F(A(Q),R), L+ h,

vérifiant les propriétés suivantes

(i) Pour tout £ € Pic(A), la fonction he est une hauteur associée a L.

(ii) Si L € f*Pic(Ay), alors la restriction de hy o A(Q) est une fonction quadratique.
(iii) Pour tout 1 < (< g, si £L=O(DY+ D), alors hy est homogene.

DEMONSTRATION :

Comme le groupe F(A(Q),R) est divisible et par le théoréme 1.2.8, il suffit de définir
I'image par h des éléments de f* Pic(Ag) et de chaque £ ® f*MF ™' Si N € Pic(Ay),
il suffit de poser izf*N = ﬁ?\f o f ou iL?v est la hauteur de NERON-TATE associ¢e a N. De
plus, le lemme 1.2.6 montre que O(DY + D) = £L5* ®@ f*M$ ™!, donc pour tout n € Z,
on a avec le lemme précédent

[n]* (£?2 ® f*M%—l) ~ (£?2 ® f*Mgb—l)®|”‘ )

On peut donc appliquer le procédé de TATE (Lemme 1.1.2) qui définit une hauteur associée
a LY ® f*MP~! homogene, ce qui prouve l'existence de h.
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Pour 'unicité, il suffit de vérifier que les conditions du théoréme imposent de maniére
unique l'image des éléments de f* Pic(Ay) et de chaque E%ﬁ ® f*/\/l?_l. Or, si 'on dis-
pose de deux hauteurs quadratiques associées a f*N, alors leur différence est bornée et
quadratique, donc nulle. De méme, si on dispose de deux hauteurs homogénes associées a
O(D) + D), alors leur différence est bornée et homogene, donc nulle. O

La fonction Az est la hauteur canonique associée a L. Dans les cas extrémes ou A
est une variété abélienne ou un tore, on retrouve respectivement la hauteur de NERON-
TATE et la hauteur standard. A présent, nous allons étudier les propriétés de certaines
des hauteurs que nous venons de construire. On commence par étudier la hauteur associée

au diviseur
g
A= >0+ o)
=1

La proposition 1.2.6 montre que le faisceau inversible Ly, associé a ce diviseur est

g
Lin =) (L ® M)

(=1

On déduit directement du lemme précédent la relation

VnezZ, [n]Ly~ L3

lin

On note hlin = ]Alglin.
Proposition 1.2.11 - La hauteur hy, : A(Q) — R est une semi-norme.

DEMONSTRATION :

L’homogénéité provient de la construction des hauteurs canoniques. Le lieu base de
Ly est contenu dans A \ A, donc hy, est minorée et homogéne sur A, donc positive. Il
est plus délicat de montrer que hy, vérifie I'inégalité triangulaire, car '’addition ne s’étend
pas en un morphisme A x A — A, il faut donc travailler sur un éclatement. On note G le
graphe de I'addition A x A — A qui est isomorphe & A? via les deux premiéres projections.
L’adhérence G de G dans A3 est une compactification de A? qui étend 'addition via la
troisiéme projection p; : G — A. Ensuite, on peut montrer que le faisceau

P} Liin @ Py Liin @ ps L5 !

lin

est engendré par ses sections globales sur G (voir [33]). En particulier, on en déduit
I'existence d’une constante C € R telle que

v{f, ) € A(@)7 hlin(x) + hlin(y) - hlin('r + y) Z C

En remplacant x et y par [k]x et [k]y, en divisant par k puis en prenant la limite dans
I’expression précédente, on obtient finalement que hy, est une semi-norme. O
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En général, le faisceau Ly, n’est pas ample, ce qui nous améne a rajouter un faisceau
ample provenant de la base Ay. On choisit un faisceau L inversible symétrique et ample
sur Ay et on note Aquad = hfer,-

Proposition 1.2.12 - L’application /hquad : A(Q) — R est une semi-norme.

DEMONSTRATION :
Le point (ii) du théoréme 1.1.3 montre que \/ﬁgo est une semi-norme sur Ag(Q), il en
est donc de méme de y/hquad = \/ilf*ﬁo = \/ﬁﬁo of. O

Finalement, on note Lea, = Ly ® f *EE)@(Q 1 et on considére la hauteur
hcan = ilﬂcan == hlin + (.g + 1)hquad-

Le facteur (g + 1) n’est pas fondamental et n’apparait que pour simplifier la construction
du plongement explicite que nous allons effectuer dans la partie suivante.

Proposition 1.2.13 - On a les propriétés suivantes.
(i) Le faisceau inversible L., est ample.

(ii) La hauteur hean s’annule exactement sur A(Q)iors.

DEMONSTRATION :

L’amplitude de L., découle du [36, Lemme 3.1]. Pour le point (ii), si 2 € A(Q) vérifie
k-x = 0, alors les deux propositions précédentes montrent que hy,(2) = hquaa(z) = 0,
donc hean(r) = 0. Réciproquement, si hean() = 0, alors hyn(x) = hquaa(x) = 0 et par
suite hean(nz) = 0 pour tout entier n € N. Le théoréme de NORTHCOTT montre alors que
I’ensemble des n - x est fini, donc x est un point de torsion. O

Si B est une sous-variété¢ semi-abélienne de A, nous aurons besoin de comparer la
hauteur canonique d’un point de A(Q) et de son image dans (A/B)(Q). On note 7 : A —
A/B le morphisme de passage au quotient.

Proposition 1.2.14 - Soit b/, : (A/B)(Q) — R une hauteur canonique. Il existe une
constante 1 € R telle que

Va € AQQ),  hggn(m(a)) < g1+ hean(a).

DEMONSTRATION :
Voir [33, Lemme 5.2]. O

1.2.4 Plongement explicite associé & une hauteur canonique

En suivant [33, Partie 2|, nous allons rappeler la construction d’un plongement associé
a Lean. On suppose que le faisceau Ly sur Ag choisi dans la partie précédente est trés
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ample. L’image réciproque du faisceau inversible naturel par le morphisme de VERONESE
P(On, @ My) = P(S*(Oa, @ My)) = P(Op, & M, & MF?).
est le faisceau E?Z (voir le point 1.2.5). En composant ce plongement avec I'isomorphisme
P(On, ® My & M) = P(Opy & My & ME™Y)

donné par la proposition 1.2.3, puis en prenant le produit fibré au-dessus de Ag, on en
déduit une immersion fermée

A < ]P(OAO b M B M(lg)_l) XAg -+ XAg P(OAO ¥ MQ b Mf?_l)’

de sorte que I'image réciproque du faisceau inversible naturel soit Ly,. Par amplitude de

Ly, il existe des points Py,..., P, € Ag(Q) tels que
Mg ~ T;ZEQ X Eg{;—l

ou 7p, : Ag — Ap désigne la translation par P, (voir [23, p. 77]). Ainsi M, ® Ly est trés

+1

ample. Si on fixe un morphisme surjectif Oi:o — Ly, qui correspond naturellement

N . . . .
a un plongement ¢y : Ag — IP’QAO qui soit un isomorphisme sur les sections globales, on
dispose par translation de

O\ S ML, et OV 5 MET @ L, (1.2.15)
En utilisant a nouveau l'isomorphisme de la proposition 1.2.3, on a

P(Opy & M@ MP™) = P(Lo ® (Mo ® Lo) & (M7 @ L)),

puis avec les deux surjections du point 1.2.15, on obtient

P(Op, & My & ME) & P (@fj%*g) ~ Pp 0 x A,

0

Finalement, en utilisant ¢y : Ay — PgA et un plongement de SEGRE, on dispose donc

- 3N 2\ 9 3N 2\ 9 N
A <]P’@ Aot ) x Ag <IP>@ Aot ) x Pyt s PYA (1.2.16)

avec Ny = 39(Ny, + 1)1 — 1 de sorte que I'image réciproque du faisceau naturel soit

Ecan _ ‘Clin ® f*E?(ngl)'

1.3 Reésultats de REMOND

L’objectif de cette partie est de rappeler des résultats connus de REMOND que nous
utiliserons pour appliquer la méthode de VOJTA.



30 Chapitre 1. Notations, rappels et résultats préliminaires

1.3.1 Inégalité de VOJTA généralisée

Nous allons rappeler I'énoncé de [35, Théoréme 1.2| qui nous permet de raccourcir
la méthode de VOJTA, tout en fournissant des valeurs explicites, dans les résultats des
chapitres 2, 3 et 4.

Soient V un schéma projectif sur Q, intégre et de dimension non nulle et ¢ : V — IP’%
une immersion fermée et £ = (*O(1). Nous utiliserons le degré de V et la hauteur de V
relativement a ce plongement. On note m = dim(V) + 1 et on pose

mdim(V)

o= ][ Gi+D.

j=2
On fixe des entiers t1,t5, M, 0 > 1 et un réel v > 1, puis on pose
A = 0(2tym dim (V)™ V(N + 1) (deg(V))*™
puis
o =4AY, =AY et cg = (Mty)™ VA max(h(V), 7). (1.3.1)

Ainsi ces constantes ne dépendent pas des données suivantes.

On suppose que 'on dispose d'un triplet (§,V, M) ou § € (N*)™ V est un schéma
intégre et projectif sur Q avec un morphisme propre et birationnel 7 : V — V™ et
M un faisceau inversible sur V. On note U l'ouvert de V™ au-dessus duquel 7 est un
isomorphisme et on le regarde aussi comme un ouvert de V. Notons aussi

Ns =7" ((X) p; £®5i) (1.3.2)
=1

o p; : V" — V est la i-éme projection.

On suppose aussi que l'on dispose d'un quadruplet (¢, j1,72,2) ou t/ : V — Pg/ est
une immersion fermée et, si P = /*O(1), j; et jo sont respectivement des injections
P — NP et P MP L — NP2 tandis que & est une famille de sections globales
de P ® M®! de cardinal M qui engendre ce faisceau sur V. On suppose de plus que

les images par j; des coordonnées de Pg/ (vues comme section de P) s’écrivent comme
des monomes sans coefficient de multidegré ¢, en les coordonnées de IP% (vues comme
des sections des différents 7 p; L) et d’autre part que les éléments de jo(3) s’écrivent
comme des polynémes Pq, ..., Py de multidegré t50 en ces mémes coordonnées de sorte
que h(Py,...,Py) <0

Notons U’ 'ouvert non vide de U au-dessus duquel j; et j3 sont des isomorphismes. De

plus, on définit des hauteurs hy : V(Q) — R et hyg : V(Q) — R associées respectivement
a L et M par les formules

he(z) = h(u(z)) et hay(y) = h(/(y)) — M(E(y)) (1.3.3)

pour tout x € V(Q) et y € V(Q). Avec ces notations, REMOND a démontré le résultat
sulvant.
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Théoréme 1.3.4 (REMOND, 2005) - Soit x = (z1,...,2,) € U'(Q) un point tel que,
pour tout produit Z = 71 X ... X Z,, de sous-schémas fermés integres de V contenant x,
nous ayons, en notant Z l'adhérence de ZN'U dans V, la minoration

[M]dim(Z) . Z Z 6_1 dehmzz

=1

Si §; > ¢y 01 pour 1 < i <m et he(x;) > ez pour 1 <i < m, alors

> 6 he(w) < cih().

i=1
DEMONSTRATION :

La démonstration de ce résultat est I'objet de l'article [35]. Les différentes hypothéses
permettent d’appliquer la méthode de VOJTA a ce cadre. O

1.3.2 Plongement adapté

Nous allons rappeler succinctement la notion de plongement adapté introduite par
REMOND dans [30, Partie 4.1] et [35, Partie 2.1]. Notons Wy, ..., Wy les coordonnées de
Pg. On considére un schéma projectif et inteégre X sur Q et de dimension u < N.

Définition 1.3.5 Un plongement X —» IP’% est adapté a X si
(i) XNZ(Wy,...,W,) = 2.
(ii) K(X) est engendré par les images de W1 /Wy, ..., W, 11/ Wj.
(iii) L’image de W, 11/Wq dans K(X) est non nulle.

Sous ces conditions, les fonctions rationnelles Wy /W, ..., W, 11 /W, forment une base
de transcendance de K(X) sur Q et W, 1/Wy est un élément primitif de K(X) sur
QW1 /Wy, ..., W,11/Wy). De plus, la projection linéaire 7 : X — P§ obtenue en ne
gardant que les u + 1 premiéres variables est un morphisme fini.

Si 'on dispose d'un plongement donné, on peut le modifier afin d’obtenir un plonge-
ment adapté. Si M € GLy41(Q), on lui associe x : ]P’g — IP’% I’automorphisme qu’elle
définit.

Lemme 1.3.6 - Soit p : X — Pg un sous-schéma fermé integre de degré D, non contenu
dans Uhyperplan Z(Wy). Il existe un automorphisme x : Pg — Pg assocté a une matrice
M € GLn41(Q) a coefficients dans {a € Z | |a] < max(D,2)/2} tel que

(i) le plongement xy o p : X — ]P’g est adapté.

(i) L’automorphisme x fixre Wy.

DEMONSTRATION :
En reprenant la démonstration de [35, Proposition 2.2|, comme X n’est pas contenu
dans Z(Wj), on peut choisir Vo = Wy. La suite de la démonstration est identique. O
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Pour un plongement ¢ : X — PX, nous fixons désormais un automorphisme y : Pg —

PY associé & une matrice M € GLy1(Q) comme ci-dessus. Le lemme suivant permet
d’exhiber des relations de dépendances intégrales entre les derniéres variables et la base
de transcendance dont on controle la hauteur.

Lemme 1.3.7 - Pour tout entier u+1 < j < N, il existe un polynome homogene P; €

Q[Wo, ..., W,, W,] de degré D tel que
(i) Le polynéme P, est dans l'idéal de x o p(X).
(i) Le coefficient de W, est 1.

(111) Si B est la famille formée des coefficients de Pyyq,..., PN, on a

h(B) < h(p(X)) + D(u+ 1) log D(N + 1).

DEMONSTRATION :
Voir [35, Lemme 2.3]. O

1.3.3 Expression polynomiale dans une variété abélienne

On fixe une variété abélienne A sur Q et un faisceau £ trés ample et symétrique associé
a un plongement A —» Pg‘*. On suppose de plus que 'application

r (PgA, O(n)) T (A, L) (1.3.8)
est surjective pour tout n > 1. On note Xy, ..., Xy, les coordonnées de PgA et on désigne
par add, : A> — A? le morphisme donné sur les points par

add,s(z,y) = (ax + by, ax — by).

L’hypothése ci-dessus et le théoréme du cube montrent qu’il existe des polyndémes PZ‘}?
pour 0 < £, ¢ < Ny, tels que

addj  (p} X¢ @ p3 Xer) = P35 (p} Xo, - - ., P Xna, P Xo, - - -, P Xnvy)

oll py, Py : A2 — A sont les deux projections. On note h,qq la hauteur de la famille de

tous les coefficients des polynomes PZ‘}? pour 0 < ¢,/ < Nj. On désigne également par

f(n) la partie entiére de (n? — 1)/8.

Proposition 1.3.9 - Pour tout a,b > 1 et 0 < 4,7,6,0' < Ny, il existe un polynome
bihomogéne Py iop de bidegré (2(a* + f(a)),2(b* + f(b))) en deux groupes de N + 1
indéterminées de hauteurs au plus (a* + b?)(haaq + 6Na) tel que

* a * b * *
P1 Xz®2f( : ® Py X;@Qf( ) ® addgp (P Xe @ py Xyr)
= Pa,b,i,j,&f’(pi XOa s 7p){ XNAv p; XOa s 7p; XNA)

dans I’ (AQ, pi L£82(*+f(a)) & o £®2(b2+f(b))> )



1.3. Reésultats de REMOND 33

DEMONSTRATION :
Voir [30, Proposition 5.2]. O

1.3.4 Le théoréme du produit

On fixe un corps de nombres K, m > 2 et u € (N\ {0})™. On considére l'espace
multiprojectif
P=Pg x...x Py

On désigne par W = (W(()i), e ,ij}) les coordonnées du i-éme facteur de P et pour

un élément £ € Nut! x ... x Nm+l on note
mo u; Ki,j
(z 15=0 <8W ) )
L’indice d’annulation d’un polynéome G € K [W , W) ] multihomogéne de multi-

degré § € (N'\ {0})™ en un point x € P(K) est le nombre réel

ind(G, z,6) = inf {Z Z g ¢

=1 5=0

ke [[N“, 07(G)(x) # 0} .

i=1

Dés que G est non nul, il s’agit d’'un minimum. Nous utiliserons la version suivante du
théoréeme du produit dans le chapitre 5.

Théoréme 1.3.10 - Soient x = (21, ..., Ty,) un point rationnel du produit Pyt x ... x Py
et G un polynome multihomogéne de multidegré 6 € (N'\ {0})™. On suppose que

(i) G s’annule en x avec un indice supérieur & oo par rapport & (81, ...,0m),
(i) 0;/8ix1 > (m/og)" pour tout 1 <i<m —1 et
(iii) oo/m < (2u?)7v.
Alors il existe un indice 1 < £ < m et un polynome non nul U homogéne en Wy, ..., W,
tel que
(i) x € Z(U),
(ii) degU < (m/oo)* et
(111) 0,h(U) est majoré par

Uy (—) ) + Z ( h(Py) + log 2) + \/u_1> 1(u —1)log ]5|]

+0d¢ (—) (Ug + 1) log (ﬂ) (ug + 1) + ¢ log ( gt ’LL@) .
(o) go

Ug

£

DEMONSTRATION :
Voir [35, Théoréme 5.6]. O
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1.4 Reésultats préliminaires

Dans cette derniére partie, nous allons démontrer des lemmes que nous utiliserons
dans les chapitres 2, 3, 4 et 5.

1.4.1 Le lieu exceptionnel

On fixe un corps K de caractéristique nulle et algébriquement clos, ainsi qu’une variété
semi-abélienne sur K. Si X est un sous-schéma fermé de A, les résultats de [1| montrent
qu’il existe un sous-schéma fermé réduit Zx de X tel que

Zx(K) = {a € X(K) | 3B sous-variété semi-abélienne de A,dimB > 0,a + B C X}.

En nous appuyant sur [1] et [21], nous allons généraliser ce résultat. On commence par
rappeler le résultat clé qui permet d’obtenir 'existence de Zx ci-dessus.

Théoréme 1.4.1 - Soit X un sous-schéma fermé intégre de A. S’il existe un entier £ > 1
tel que X soit stable par la multiplication par £, alors X est le translaté d’une sous-variété
semi-abélienne de A.

DEMONSTRATION :
Voir [13, Lemme 10]. O

A présent, on fixe un sous-schéma fermé intégre V de A xx P ou P est un schéma
quasi-projectif et intégre sur K. Rappelons que I'on désigne par V, la fibre du morphisme
V — P au-dessus de p € P. Nous allons montrer le résultat suivant.

Théoréme 1.4.2 - ] existe un sous-schéma fermé Zy de V vérifiant pour tout p € P(K)
la relation (Zv),(K) = Zv,(K).

DEMONSTRATION :
On reprend essentiellement les arguments de [21]. On note F,, le morphisme de FAL-
TINGS donné sur les points par

Vi =V xp...xp V=A™ xg P, (a1,...,4m,p) — (201 — ag, ..., 2m_1 — Gm, D).

On définit W,, comme 'image réciproque par F,, de V plongé dans A™ ! xx P wvia le
morphisme diagonal A — A™~!. Si on note pr,, le morphisme donné sur les points par

Vi = A, (a1,...,am,p) — a,

on obtient que le morphisme (pr,,, Fy,,) définit un plongement de W,,, dans A xx V. D’autre
part, via le morphisme donné sur les points par

vm+1_>vm7 (ala"'aa'm—i-lap)H(ala"wamap)a
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on obtient une inclusion W,,,; 1 C W,,. Ainsi on a une suite décroissante de sous-schémas
fermés de A xx V, donc elle se stabilise en un sous-schéma fermé W de A xx V. Si on
note Wy, ) la fibre de W — V au-dessus de (a,p) € V(K), on a par construction

Wiap(K) ={be V,(K)|¥m €N, 2" (b—a)e V,(K)—a}. (1.4.3)

11 suffit alors de définir Zy comme le sous-schéma fermé de V ou les fibres du morphisme
W — V sont de dimensions non nulles.

En effet, si a € (Zv),(K), alors W,y contient une composante irréductible F de
dimension non nulle. Le point 1.4.3 montre que B = (F — a),¢q est stable par la multipli-
cation d’une puissance de 2, donc le théoréme 1.4.1 implique que B est une sous-variété
semi-abélienne de A. Comme B est non nulle et que a + B C V), on obtient a € Zy, (K).

Réciproquement, si a € Zy,(K), alors il existe une sous-variété semi-abélienne non
nulle B de A telle que a + B C V. Le point 1.4.3 implique l'inclusion a + B C W),
donc a € (Zy),(K). O

Corollaire 1.4.4 - 51V = Zy, il existe une sous-variété semi-abélienne non nulle B de
A telle que V, + B =V, pour tout p € P.

DEMONSTRATION :

Les fibres du morphisme W — V sont des translatés de sous-variétés semi-abéliennes
non nulles de A. Comme V est irréductible, une telle famille est nécessairement donnée
par la translation d’'une méme sous-variété semi-abélienne B, ce qui donne le résultat. [

1.4.2 Comparaisons de hauteurs

Le lemme suivant justifie que le choix des compactifications, des faisceaux amples et
des hauteurs n’influencent pas les résultats portant sur des comparaisons de hauteurs.
Soit X un schéma quasi-projectif sur Q. On fixe deux compactifications X et X de X,
ainsi que des hauteurs hx : X(Q) — R et hx : X(Q) — R associées respectivement a des
faisceaux amples £ et £ sur X et X.

Lemme 1.4.5 - [l existe des constantes ju,v € Ryq telles que

Vo e X(Q), hx(x) < p-hx(z) + v

DEMONSTRATION :

Rappelons succinctement la preuve de ce résultat provenant de [37, Proposition 2.3|.
On se raméne au cas ot on dispose d’un morphisme birationel ¢ : X — X en remplacant X
par Padhérence de X x X dans X x X. Dans ce cas, comme £ est ample, il existe un entier
i € N tel que LO @ ,L27! soit engendré par ses sections globales. Or les sections de
ce faisceau correspondent naturellement aux sections du faisceau ¢* L& @ £&1. Comme
1 est un isomorphisme sur X, on obtient donc que ¢*£~®“ ® LZ7! est engendré par ses
sections globales sur X, donc il existe une constante v € R telle que

Ve e X(Q), p-hx(z) —hx(z) = —v,
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ce qui montre le résultat. O

On considére un morphisme surjectif ¢ : X — Y entre deux schémas quasi-projectifs
sur Q avec Y intégre. En fixant des compactifications X de X et Y de Y, on peut fixer
des hauteurs hx : X(Q) — R et hy : Y(Q) — R associées respectivement a des faisceaux
amples Lx sur X et Ly sur Y. Nous allons montrer un énoncé général qui permet de

choisir pour tout point de Y(Q) un antécédent de hauteur controlée.

Lemme 1.4.6 - [l existe des constantes i, v € Ryq telles que
Yy eY(@Q), 3we(p'W)Q), Ihx(x)<p-hy(y) +r

DEMONSTRATION :

Quitte a remplacer la compactification de X choisie par ’adhérence du graphe de ¢
dans X x Y, on peut supposer que ¢ s’étend en un morphisme dominant ¢ : X — Y. De
plus, le lemme précédent montre qu’il suffit de prouver le résultat dans ce cas.

On procéde par récurrence sur la dimension de Y. Si dim Y = 0, le résultat est évident.
On suppose donc dans la suite que dimY > 0. Par [20, Exercice I11.2.17], il existe un sous-

schéma fermé integre Z de X avec dimY = dim Z tel que Z 5 Y soit dominant. Par [12,
Exercice 11.3.22], le morphisme Z % Y est génériquement fini, donc le faisceau ¢*Ly
est gros sur Z et il en est de méme du faisceau ¢*LY" ® L' pour un entier n € N*
suffisamment grand. Par le [19, Corollaire 2.2.7], il existe un entier m € N* et un diviseur
de CARTIER effectif E sur Z de sorte que

(P L @ LT = Lx @ Oz(E)  swr Z.
On en déduit avec le point (iv) du théoréme 1.1.1 qu’il existe u, v € R.q de sorte que

hx(z) < p-hy(p(x)) +v  pour tout = € (Z\E)(Q).

On a donc montré le résultat pour tout point y € (Y \ ¢(E))(Q). Si on note Yy,...,Y,
les composantes irréductibles de ¢(E), on peut donc conclure en appliquant I’hypothése

de récurrence a chaque p=(Y;) 5 Y; car dim(Y;) < dimY pour 1 < i < r. ]

1.4.3 Un lemme de recouvrement

Soit E un espace vectoriel réel. On fixe deux semi-normes N1, N5 : E — R et on note
N = /N; + N2 qui vérifie I'inégalité triangulaire. Si F est un sous-espace vectoriel de E
et 7 > 0 un réel, on note

F,={y+z€E|yeF, N(z) <}

et
CF.m)={y+z€E[yeF, N(z) <n(l+N(y))}

Nous appliquerons le résultat suivant dans les chapitres 2, 3, 4 et 5.
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Lemme 1.4.7 - Soient F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et n > 0,
cp > 1 etes>1 des réels.

i) Sin < 27%cse;?t, alors il existe une partition finie de {x € F, | N(x) > c3} par des
n 1 n
ensembles dans chacun desquels deux points x,y € E vérifient

(s wor) Sa 4 (s w) Sa

i) Sics >2etn < 27% !, on peut remplacer F, par C(F,n) dans Uassertion précédente.
Ui 1 n n

DEMONSTRATION :
On généralise la démonstration de [33, Lemme 5.1]. On note

le{,IGElNl(ZL‘):O} et H2:{$€E|N2($>:O},

ainsi que Fy = F/(FNH;) et Fy = F/(FNH;y) qui sont des espaces vectoriels réels normés
de dimensions finies. Ainsi, on peut recouvrir leur boule unité respective par un nombre
fini de boules de rayons (4¢;)~!, dont on note respectivement les centres (;)ic1 et (y;) e

On définit
N(z) > 5, Ny [ — < LN (Lt <1
F/=te M N(x)? 2¢1 >\ N(z) Yi 2¢1

En utilisant I'inégalité triangulaire, deux points x,y € A;; vérifient bien la condition
voulue. Il reste & montrer que les A;; recouvrent {x € F, | N(z) > ¢3}. On fixe donc
un élément = € F, avec N(x) > ¢3 que 'on écrit # = y + z avec y € F et N(z) < 7.
D’une part, les éléments y/N(y)?> € Fy et y/N(y) € Fy appartiennent a I'une des boules
précédentes, donc il existe i € [ et j € J tels que

Y 1 Y 1
Ni({=—= - | <—, Ny| =——vy; | <—.
: <N<y>2 ””) S <N<y> y]) i
D’autre part

r oy \_ N -N@|+Ne)
N2(N<x> N<y>>< N(z)

la derniére égalité provenant des conditions sur 7, c; et c3. Finalement, on remarque

IN(y)* = N(2)*| = [N(y) = N(z)| - [N(y) + N(@)| < N(2) (2N(z) + N(2))

Ai,j = {Z‘ S F77

N(z) 1
N(@) = Ier’

<2

ce qui permet de majorer comme précédemment

N, <Nx Y > < IN(y)? = N(2)?] + N(2)? <9 (N(z)2 N N(z)) < 4N(z) < 1

(2)*  N(y)? N(z) N(z)* * N(z) N(z) ~ der’

Ainsi, en combinant les inégalités précédentes, on obtient que x € A
Pour le point (ii), on considére a nouveau

i,j» d’out le résultat.

xz

Ay = {x e C(F,n) ( N(z) > e, N <ﬁ—x> < 2—11 N, (W —yj> < 2%}
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En utilisant N(z) < n(1 4 N(y)), on obtient avec 'inégalité triangulaire

N(z) € —1—(1+N(z)) <

1
~.N

puis en reprenant le raisonnement précédent, on a
N, Y §2N(z)§ 21 1+ 1 gL.§§L7
N(z) N(y) N(z) = 1—n N(z) 2%ci —1 27 4g
en utilisant les conditions sur c3 et 7. De méme, on a
2
N, T Y Ny N(z) +N(z) §§'N(2)§ 5n i, 1 SL,
N(z)  N(y) N(z)? * N(z)/ =2 N(z) = 2(1-n) N(z)) = 4c

ce qui termine la preuve. O

Dans le cas ot N = N; est une norme, on a recouvert la partie hachurée dans la figure
ci-dessous par des cones dont 1’axe appartient a F.

FIGURE 1.1 — Recouvrement de {z € F, | N(z) > c3}.

Ainsi les conditions sur les constantes deviennent naturelles. On a procédé de méme
pour l'affirmation relative a C(F,n) en recouvrant la partie hachurée ci-dessous.

FIGURE 1.2 — Recouvrement de {x € C(F,n) | N(z) > ¢3}.

1.4.4 Un lemme de dénombrement

Nous utiliserons le résultat suivant dans le chapitre 5.
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Lemme 1.4.8 - Soient r1,...,7,,0 € R des nombres strictement positifs. Pour tout
entier d € N*, on a l’estimation

Card{j e N™ ‘ i:—ld <5} = %-dm (ﬁrz> + o(d™)
i=1 " ' i=1

ot o(d™) se réfere a la limite d — +o0.

DEMONSTRATION :
On commence par définir une partie 2 C R™ par

Q:{xeRT’ Z%<5}

=1

En appliquant le [17, Chapitre 6, Théoréme 2|, on obtient 1’égalité

Card {j e N" ‘ Zj_ld < 6} = Vol(Q) - d™ + o(d™),
=1

puis on conclut la démonstration en remarquant que






CHAPITRE 2

LE CAS ABELIEN

L’objectif de ce chapitre est de démontrer les résultats annoncés dans le cas abélien.
On fixe une variété abélienne A sur Q et un faisceau L, trés ample et symétrique associé
a un plongement A —» PgA. On suppose de plus que 'application

r (PgA, O(n)> T (A, £5") (2.0.1)

est surjective pour tout n > 1. On note h : A(Q) — R la hauteur de NERON-TATE associée
a Ly et h* : A(Q) — R la hauteur obtenue en composant le plongement précédent avec
la hauteur de WEIL sur PgA.

On note Xj,..., Xy, les coordonnées de }P’gA et on désigne par add : A2 — A? le
morphisme donné sur les points par

add(a,b) = (a +b,a — b).

L’hypothése 2.0.1 et le théoréme du cube montrent qu’il existe des polynomes P?f}d pour
0 <i,5 < Ny tels que

add"(p] X; @ p3 X;) = Pi‘;d(pf Xoy oy DI XNy Dy Xoy - -+ Dy XNy )

oll Py, Py : A2 — A sont les deux projections. On note h,qq la hauteur de la famille de
tous les coeflicients des polynémes P?j}d pour 0 <17,7 < Nj.

On fixe un schéma projectif et intégre P sur Q, un faisceau £ trés ample sur P et un
plongement P — ng associé a £. On considére également une hauteur he : P(Q) — R

associée & £ et on note h¥ : P(Q) — R la hauteur obtenue en composant le plongement
précédent avec la hauteur de WEIL sur IP’gP.

Comme les hauteurs h et A" sont associées au méme faisceau, et qu’il en est de méme
de he et b, on peut considérer le nombre

Chaut = max | sup
acA(Q)

h(a) = h*(a)|, sup |he(p) —hé”(p)l) < +o00. (2.0.2)

peP(Q)

41
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D’autre part, on dispose a présent d’un plongement
AXP o PR x PP = Py avec N=(Na+1)(Np+1)—1

ol la deuxiéme immersion est le morphisme de SEGRE. Le degré et la hauteur d’un sous-
schéma fermé de A x P sont définis relativement a ce plongement.

Finalement, on considére un sous-schéma fermé intégre V. < A x P. On note m =
dim V + 1 et on introduit les constantes

mdimV
A =2 (8mdim V)" V(N + 1)(Np + 1)(deg V)", = ] (Bi+1). (20.3)

j=2

2.1 Inégalité de VOJTA effective dans le cas abélien

2.1.1 Enoncé

Rappelons que le théoréme 1.4.2 fournit un sous-schéma fermé Zy de V et que la
hauteur h s’étend a 'espace vectoriel A(Q) ®z R (voir théoréme 1.1.3). L’inégalité de
VOJTA explicite que nous allons démontrer est la suivante.

Théoréme 2.1.1 - I existe eq,es,e3, 1 € N* tels que si (a1,p1),. .., (am,Pm) € V(Q)
vérifient simultanément les inégalités

1

27
€1

~ ~

a; . .
- h(aii1) > e3-h(a;), hay) > es, h(a;) > p-he(p))

o
Vita)  yfhla)

pour tout 1 < ¢ < m — 1 et pour tout 1 < j < m , alors il existe i € [1,m] tel que

(ai,p;) € Zv(Q). De plus, on peut prendre les valeurs

<

e = 25AY, ey = 2A2¢, = 4NV et
e5 = (4(Np + 1)) 9V A3 max(A(V), haad; Chaut )-

On supposera dans la suite que dimV > 0, sans quoi, le résultat est évident. Pour
démontrer ce résultat, nous allons supposer l'existence d'un point x € (V \ Zyv)™(Q)
vérifiant les inégalités ci-dessus. Nous verrons qu’un tel point vérifie une premiére inégalité
utilisant différentes hauteurs (Lemme 2.1.8). D’autre part, en utilisant la méthode de
VOJTA (a travers le théoréme 1.3.4 de REMOND), nous obtiendrons une seconde inégalité
de hauteurs. En combinant ces deux inégalités, on obtiendra une contradiction avec la
valeur choisie pour es et le théoréme sera démontré.

Dans les prochaines parties, nous allons donc nous placer dans les conditions d’appli-
cation du théoréme 1.3.4, puis nous vérifierons que l'on dispose de son hypothése.



2.1. Inégalité de VoiTA effective dans le cas abélien 43

2.1.2 Préliminaires
Pour s € (N*)™, on note 7+ : V™ — A™"! le morphisme donné sur les points par

((a17p1)7 ey (am7pm)) = (Slal + 5202, ...y S;m—1Am—1 + Smam)-

En utilisant les plongements A — Pg‘*, les morphismes r_ et r, composés avec un mor-
phisme de SEGRE et le plongement P — IP’gP, on obtient un plongement
m Na)™ N/ N, N e
Vm ey (IP@A> X (IP’QA> x <IP’@A> X (P@P> avec Ny = (N +1)™1 1.

Par restriction, on obtient ainsi un faisceau O(b, ¢, ¢, d) sur V™ pour chaque b, d € Z™ et
¢, € 7. Par construction, on a les relations suivantes.

m—1
O(b,0,0,0) <®pz £®b> 0(0,1,0,0) ~ p* <®(si D —Sit1 pi+1>*co> ,

=1
m m—1

0(0,0,0,d) ~ q* (@ qQ £®di> . 0(0,0,1,0) ~p* <®(si p; +Sit1 piH)*Eg) ,
=1 =1

oup: A" xP" 5 A" q: A" xP" - P" p,,...,p,, A" = Aetqy,...,q, :P"—=P
sont les différentes projections.

On note X(Z) e X(i) les coordonnées du i-éme facteur de (IP’NA> , puis Vo, ..., Vi
et Vg, ... VN, pour les deux espaces projectifs intermédiaires et T(l) --->T1(\2) les coor-

données du i-éme facteur <ng> . En notant n = (1,2,...,2,1) € N™ on a le résultat

suivant.

Lemme 2.1.2 - [I existe sur A™ x P™ un isomorphisme
¢ 02ns%,1,1,0) — O(4ns,0,0,0)

ayant la propriété suivante : pour tout k € [0, Na]™, il existe des polynomes (Pg,@)og’g,SNk
de multidegré 4ns* en les X dont la famille est de hauteur au plus |ns?|(haga + 10NA)

tels que
- . Qis%
'3 <<® <Xx(;)> K > ® V, ®V@,) — Py (XD, XY

1=1

DEMONSTRATION :
La démonstration que nous allons rappeler est analogue a [33, Lemme 3.3|. Par le
théoréme du cube, on a un isomorphisme

£€:0(0,1,1,0) — O(2ns*,0,0,0),

et avec les notations de la proposition 1.3.9, on peut écrire

EVea Vy) = ® ;i1 addy, sin (pl X(Z ® ps XZH))
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olup,;yq: A™ — A? est la projection sur les facteurs (i,i+1) et £, ¢’ sont identifiés & un élé-
ment de [0, NA]™ ! correspondant au plongement de SEGRE utilisé. Ainsi, I'isomorphisme
¢ se déduit de & par produit tensoriel, et 'on peut définir

i A\ 27i (83— f(s1)) m , ,
PM/ - (H <X](€?> n > (H Psi’si+1’ki’ki+1v£hfz‘+1 (X(Z)’X(Z+l))> .

i=1 1=1
En utilisant la majoration f(n) < n?, on obtient que le degré des polynémes du produit

de droite est au plus 4s? en chacun des groupes de variables X et X(+1) Ainsi, le nombre
de mondémes apparaissant lorsqu’on développe le produit est majoré par

m—1

—1 —
i i <||N )% (N &+ 1)%i1 = (N 4+ 1)4ms7]
< Na )( Ny )= LG DR = ()

3

% =1

Ainsi, on a finalement que la hauteur du polynéme P, est au plus

m—1

Z h (Psi,si-u,ki,ki+1,fi7ﬂi+1) + 4|7732‘ log (NA + 1)

i=1

<Y (87 +57,1) (hada +6Na) + 4|ns?|Na
=1

<|n8?|(haga + 10N),

ce qui montre le résultat. ]

2.1.3 Mise en place

On va se placer dans les conditions d’application du théoréme 1.3.4 pour démontrer
notre inégalité de VOJTA. En utilisant un plongement de SEGRE, on définit ¢+ : V — IP%

comme la composée
Vs AxP— Pg.

Rappelons que 'on définit le faisceau £ par £ = t*O(1). On fixe les constantes que nous
allons utiliser pour appliquer le théoréme 1.3.4

m=dm(V)+1, =4, =4,
M=(Ny+1D"(Ny+1), 0=2"" et y=haa+ 10N4.
A partir de ces valeurs, les trois constantes fournies par le point 1.3.1 sont
c1 =4NY, ey =AY (2.1.3)
cs = (4(Np + 1)™(Ny 4+ 1)) VA max(h(V), haaq + 10N).
ou A et ¢ sont données par le point 2.0.3. On fixe un m-uplet s € (N*)™ et on pose

d = ns?. On définit également V = V™ et m = Idym. Avec les notations introduites a la
partie précédente, en suivant [21], le faisceau M sur V™ que nous considérons est

M = 0(0,1,0,ns%).
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De plus, le faisceau N5 défini au point 1.3.2 s’écrit avec ces mémes notations
N5 = 0(77327 07 07 7782)'

On introduit finalement
P = O(4ns*,0,0,75%)

sur V™ qui est associé au plongement ¢/ donné par
m Na\" Np )" N/ m
V™ e— (P@A) X (P@P) —Py avec N =(N+1)"-1

ou la seconde fleche est un plongement de SEGRE-VERONESE considérant tous les mo-
nomes de bidegré (4ns?, ns?). On définit 'injection j; : P < Nfi;l comme la multiplication
par une section globale non nulle de la forme

m . Snis%
®(T;§?) € 0(0,0,0,3ns*) ou ke [0,Np]™

i=1
D’autre part, en utilisant 1'isomorphisme £ du lemme 2.1.2, on a
P MOt = 0(4ns?, —1,0,0) ~ O(2ns%,0,1,0)

ce qui permet de définir 3 comme la famille des images réciproques par cet isomorphisme

de
® X(i) 2is7 QV N m / /
=1

Cette famille est bien de cardinal M. On définit finalement I'injection jy : P @ M®71 —

./\/'7?;3‘ comme la multiplication par une section globale non nulle de la forme

m A 2
V€®(®(Tﬁ?>4"”>60(0’1’0’47782) ot Ce[O,Ny], re[0,Ne]™

=1

Finalement, I'image par j; de chaque coordonnée de IP’%/ est clairement un mondéme en
les coordonnées de chaque Pg. D’autre part, le lemme 2.1.2 assure que 'image par js des
éléments de ¥ s’exprime bien comme des polynéomes de multidegré 4ns? et de hauteurs au
plus |ns?|y. (Les termes en T! ... T(™ n’intervenant que par des monomes, la hauteur
des polynémes n’est pas modifiée).

Remarque 2.1.4 : Il est important de voir que 'on peut choisir j; et j, tels qu’ils soient
des isomorphismes en un point x € V™ fixé préalablement. En effet, on peut choisir les
sections définissant j; et j, pour qu’elles ne s’annulent pas en x.

Le lemme suivant permet de controler les hauteurs hy : V(Q) — Ret hpg : V(Q) — R
définies au point 1.3.3 en fonction de h, h" et hg.
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Lemme 2.1.5 - On a les égalités suivantes
(i) Pour tout (a,p) € V(Q), on a he(a,p) = Bw(a) + h¥(p).
(ii) Pour tout x € V™(Q) ou 'on écrit x; = (a;,p;) pour 1 <i<m, on a

-1

3

IN

il<3iai — Si41Git1) + stfhg(pi) + 3‘7752’Chaut-
1 i=1

7

DEMONSTRATION :
Le point (i) est immédiat par définition de ¢ et des propriétés classiques du morphisme
de SEGRE. Pour le point (ii), vu la définition de hq et de ¢/, on peut écrire

22771 27 (q;) Z WY (sia; + Sii1ai1) + Zm 2 (p2).
=1

En repassant a h avec le point 2.0.2 et en utilisant le théoréeme du cube, on obtient le
résultat. O]

2.1.4 L’hypothése sur le nombre d’intersection

Nous nous sommes donc placés dans les conditions d’application du théoréme 1.3.4. Il
nous reste a vérifier que 'on dispose de son hypothése sur le nombre d’intersection. On
fixe donc Z =74 X ... X Z,, un produit de sous-schémas fermés intégres de V.

Lemme 2.1.6 - Si Z; ¢ Zy pour 1 < i < m, alors on a la minoration

[ dlm .7 > H 2d1mZ

DEMONSTRATION :
Voir [21] ou la partie 4.1.4 qui traite le cas général. O

2.1.5 Démonstration de I'inégalité de VoJTA

On suppose que I'on dispose des points (a1, p1), ..., (@m, pm) € (V \ Zyv)(Q) vérifiant
les inégalités dans les hypothéses du théoréme 2.1.1 avec les constantes eq, es, e3, u € N*
données. Signalons que les constantes ey, s, e3, ;1 ont été choisies pour vérifier les inégalités
élémentaires suivantes

e1 =2c1, €2>2c, e3>c3+ Chant, €3> 2°Chan et = cy, (2.1.7)

ol les constantes ¢y, cg, c3 sont données par le point 2.1.3. On commence par choisir un
m-uplet s € N* pour obtenir une premiére inégalité de hauteurs.
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Lemme 2.1.8 - [l existe s € (N*)™ tel que s;/s;41 > ez pour 1 <i<m —1 et

m—1 3 m
7 27
Z h(sia; — Sit10i41) < =z Z ih(a;).
=1 1 =1
DEMONSTRATION :
On note dans cette démonstration || - || = Vh qui vérifie I'inégalité triangulaire. On
pose s, = 1 et on définit successivement s,,_1,...,$; de sorte que s;/s;41 soit 'entier le

plus proche de ||a;11]|/]|a;]|. Comme e5 € N, on a s;/s;11 > eo. D’autre part,
+ +

S; a 1
sl = scallassrl| = sl |2 = L5l < Lo < L gl
Si+1 [ a| 2ey
On obtient ainsi
a a
Hsiai - 3i+1ai+1” = <Siaz’ - Sz+1%a ) + (5i+1 ||”z+ﬁ|| SZ+1G’L+1) H

< Si — Sit1 || Z+1|| ||az Q41 ‘

il  Jlag]
1
< sillas|| = siyillaill| + 6—15i+1\|@i+1|’

—|— S; a; .
= 26 +1 +1

En remarquant que ey > eq, en élevant au carré, puis en sommant, on obtient le résultat.

]

On applique la construction de la partie précédente avec le m-uplet s fourni par le
lemme ci-dessus. Nous allons utiliser le théoréme 1.3.4 avec le m-uplet § = ns®. En utilisant
la remarque 2.1.4, on peut choisir j; et jo de sorte qu’ils soient des isomorphismes en
= (21,...,7,) € V(Q) ou ; = (a;,p;), donc que v € U'(Q). L’hypothése du théoréme
1.3.4 est vérifie. En effet, comme x; € (Z; \ Zv), le lemme 2.1.6 s’applique et on obtient

[ d1m .7 > H 2d1le > 0~ H 772 dnnZ

Par le point 2.1.7, on a

77i5?/(ﬁi+1312+1) Z 63/2 Z Co et
he(z:) > h*(a;) > h(a;) — Chaue > 7(a1) = Chaut > €3 — Chaut = €3

tandis que le théoréme 1.3.4 fournit 'inégalité

st he(x;) < crhp(z).
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En utilisant le lemme 2.1.5, on en déduit

Z (0 (ai) + g (p) < & (Z Sii — Siy1Qiy1) + an‘s?h%(ﬁi) + 3’7782|Chaut> ;
i=1 =1

i=1

puis en utilisant I'inégalité du lemme 2.1.8, on obtient

stfilw(az) + Zﬁzsfh,%)(pz) S C1 ( an 2h az + an Qhw pz) + 3‘775 ’Chaut> .
i=1 i=1 i=1

De plus, avec les hypothéses du théoréme 2.1.1 et le point 2.0.2, on obtient

~ ~

1x
h*(a;) > h(a;) — Chaut,  hg(pi) < he(pi) + Chaw < Eh(ai) + Chaut,

et par suite

3¢ -1\ & .
<1 - _21 - = > an‘g?h(az) < 4cl|7782|chaut‘
1 i=1
Finalement, en utilisant le point 2.1.7, on obtient I'inégalité

Io, - Zm ?h(a;) < 4e1|ns®|Chaut,

puis en utilisant fz(ai) >espour 1 <i<m
€3 S 24C%Chaut-

Cette derniére inégalité étant contraire au point 2.1.7, cela termine la démonstration du
théoréme 2.1.1.

2.2 Démonstration des énoncés

Si T est un sous-groupe de rang fini de A(Q) et € > 0 est un réel, on note
I.={a+blael, be A(Q) et h(b) <e}

En utilisant I'inégalité de VOJTA établie dans la partie précédente, nous allons montrer
le résultat suivant.

Théoréme 2.2.1 - I] existe une constante > 0 ayant la propriété suivante : siI’ C A(Q)
est un sous-groupe de rang fini et € > 0 un réel, alors il existe une constante v > 0 telle
que pour tout p € P(Q), on a

Vae (V,\Zy,)(@NT.,  h(a) < p-he(p) +v.

De plus, on peut prendre

3m?2

= ((NA+ )N + 1) deg V)"
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DEMONSTRATION :
L’inégalité de VOJTA (théoréme 2.1.1) fournit des constantes ey, es, e3, 1 € R. On fixe

un sous-groupe I' C A(Q) de rang fini et un réel € > 0. Quitte & augmenter e, on suppose
que € < 278eze; 2 On désigne par (a;, p;)ier Uensemble des points de (V \ Zyv)(Q) tels que

~ ~

a; €., h(a;) >es et h(a;) > p-he(p:).

Par le point (ii) du théoréme 1.1.3, 'application \/ﬁ : A — R s’étend en une norme a

I'espace vectoriel E = A(Q) ®z R. On applique le lemme 1.4.7 en prenant
F=T®zR, N;=0, Ngz\/ﬁ, ci=e1, c3=+/e3 et n=+c

Ainsi, on peut recouvrir {a € I'. | iAL(a) > e} par un nombre fini d’ensembles dans chacun
desquels deux points a,b € A(Q) vérifient

1

5
€1

<

i a b
Vi) /hd)

Ainsi I'inégalité de VOJTA montre que 'ensemble (h(a;));er est majoré par un réel v/ > eg

(sinon on pourrait exhiber des points (a;,, i), - -, (@i, i) € (V\ Zv)(Q) la contredi-
sant). On a donc bien l'inégalité de hauteurs annoncée en posant

v=1v—p-min ( inf hg(])),()) :
peP(Q)

Vérifions que la valeur de p annoncée convient. Le théoréme 2.1.1 fournit la valeur u =
4A\¥ ou les constantes A et 1) sont données par le point 2.0.3. En utilisant m = dim V + 1
et dimV > 1, on obtient

2A = 2+ (8m dim V)™ 4 V(N + 1)(Np 4 1)(deg V)*™
< 16™ m*™ (N + 1)(Np + 1)(deg V)>™.

En remarquant que Ny > 2 et Np > 1, on a
16™ < [(Ny+ D(Np + D]*™ " et m < (Ny+1)(Np +1)

ce qui permet d’aboutir a l'inégalité

2

20 < ((NA +1)(Np +1) degv) "

Comme 1) > 2, on a donc

4m?2e)
1= 4A% < (20) < ((NA +1)(Np +1) degv) .
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Finalement, si m > 4, on a

m(m—1)
4m*p = 4m? H (37 +1)
=2
< 4m*3mm D" (m — 1) + 1)
< mm(m—1)+2m2(m(m—1)+1)

< m3m2
L’inégalité restant vraie pour m = 2 et m = 3, on obtient le résultat. O

De méme, on introduit ’ensemble

~ ~

C(Tye)={a+blacT, be A(Q) et h(b) <e(l+ h(a))}.
Nous avons le résultat analogue suivant.

Théoréme 2.2.2 - Il existe une constante p > 0 et un réel € > 0 ayant la propriété
sutvante : st I' C A(@) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel
que pour tout p € P(Q), on a

Va € (V,\ Zv,) (@ NCTe),  hla) < p-hep) +v.

De plus, on peut prendre

2 2

3m 3m

§= ((NA +1)(Np + 1) deg v) et e=pl= <(NA +1)(Np + 1) deg v)*
DEMONSTRATION :
On reprend la démonstration précédente en posant cette fois-ci ¢ = 27%¢; 2. On utilise

le point (ii) du lemme 1.4.7 et on conclut de la méme fagon en remarquant que c(r, ‘i:) est
contenu dans C(F,n). En effet, si a € C(I',¢) s’écrit b+ c avec b € I" et h(c) < e(1+ (D)),

alors
lell = \/(c) < Ve 1+ h(b) < (1+ ﬁ(b)) < n(L+o])-

Le calcul de i est le méme que dans la démonstration précédente. Le théoréme 2.1.1 donne
er = 23A¥ ou les constantes A et ¢ sont données par le point 2.0.3. Avec m > 2, on a
Y > 7, donc

et en reprenant la démonstration précédente
1 8m?2)
e < (Na+1)(Np +1)degV) .

On conclut comme la démonstration précédente en remarquant que 8m2y < m3™. O
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Finalement, on déduit ’énoncé suivant par récurrence sur dim A.

Théoréme 2.2.3 - [ existe une constante p > 0, un réel € > 0 et une famille finie B de

sous-variétés abéliennes de A ayant la propriété suivante : siT' C A(Q) est un sous-groupe

de rang fini, alors il existe un entier n € N et un réel v > 0 tels que pour tout p € P(Q),

il existe des points aq, ..., a, € V,(Q) vérifiant 'inégalité

~

h(a;) < p-he(p) +v.

et des sous-variétés abéliennes By, ..., B, € B avec a; + B, C V,, tels que

n

VP(Q) Nnl. = U (ai + Bz(@)) NnI..

=1

DEMONSTRATION :
On démontrera ce résultat dans un cadre plus général (voir théoréme 4.2.4). O







CHAPITRE 3

LE CAS TORIQUE

L’objectif de ce chapitre est de démontrer les résultats annoncés dans le cas torique.
Ces résultats permettent notamment d’obtenir des résultats sur les équations aux unités.
Pour ne pas alourdir les notations, nous utiliserons la notation additive pour la loi de

g
m’Q. _ :
Dans la suite, on verra toujours A et A comme plongé via

groupe sur A = G? . Afin de définir une hauteur sur A, on compactifie A en A = (Pé)

A%A%Pg‘* avec Np=29-1

ol la deuxiéme immersion est le morphisme de SEGRE. On note £, le faisceau associé a ce
plongement et on considére la hauteur qui lui est associée par le théoréme 1.1.4. Il s’agit
simplement de la hauteur obtenue sur A en utilisant le plongement précédent.

On fixe un schéma projectif et intégre P sur Q, un faisceau £ trés ample sur P et un
plongement P —» ng associé & £. On considére également une hauteur he : P(Q) — R

associée a £ et on note h¥ : P(Q) — R la hauteur obtenue en composant le plongement
précédent avec la hauteur de WEIL sur PX*. Comme les hauteurs he et h¥ sont associées

. . Q
au méme faisceau, on peut considérer

Chaut = sup |he(p) — hg(p)| < +oo. (3.0.1)
PEP(Q)

D’autre part, on dispose & présent d’un plongement
AXP o PR x PP = Py avec N=(Na+1)(Np+1) -1

ol la deuxiéme immersion est le morphisme de SEGRE. Le degré et la hauteur d’un sous-
schéma fermé de A x P sont définis relativement a ce plongement.

Finalement, on considére un sous-schéma fermé intégre V. < A x P et on note m =
dimV + 1. On introduit les constantes

mdim V
A = (6mdim V)" ™ V29(Np + 1)(deg V)*", v = [ (35+1). (3.0.2)

Jj=2

93
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3.1 Inégalité de VOITA effective dans le cas torique

3.1.1 Enoncé

Rappelons que le théoréme 1.4.2 fournit un sous-schéma fermé Zy de V. Rappelons
que la hauteur hy s’étend a I'espace vectoriel A(Q) ®zR (voir théoréme 1.1.4). L’inégalité
de VOJTA explicite que nous allons démontrer est la suivante.

Théoréme 3.1.1 - [l existe e, ey, e3, 0 € N* tels que si (a1,p1),-- -, (@m,pm) € V(Q)
vérifient simultanément les inégalités

a; A1 1
h B < — he(a; > eq-hy(a;), h > s, hela;) > u-he(p;
14 (h((al) hg(ai+1)) = e ) f(a -‘rl) = €9 Z(a/ ) [(al) €3 f(a]) o L(pj)

pour tout 1 < ¢ < m — 1 et pour tout 1 < j < m , alors il existe i € [1,m] tel que

(ai,p;) € Zv(Q). De plus, on peut prendre les valeurs

e = 200, ey =AW, ey = gm? dimV A 84 max(h(V), 1, Chawe) et = 4AY.

On supposera dans la suite que dim'V > 0, sans quoi, le résultat est évident. Nous
allons procéder de maniére analogue au cas abélien.

3.1.2 Préliminaires

Comme dans le cas abélien, le faisceau que 1’on souhaite utiliser est défini a partir du
morphisme 3 : A™ — A™~! donné sur les points par

6((117 <. 7am) = (slal — 82G2; - .- Sm—1Am—1 — Smam)

ou s € (N*)™. On rencontre une nouvelle difficulté : on doit travailler sur un schéma
projectif, mais  ne s’étend pas a la compactification A™ de A™. Pour contourner ce
probléme, on va travailler sur une compactification auxiliaire de A™.

On note G I'adhérence du graphe G de 8 dans A?”~'. D’une part, les m premiéres
projections induisent un isomorphisme G — A™ et d’autre part, la projection § : G —
A™ 1 sur les m — 1 derniers facteurs étend /3.

Nous allons travailler avec le plongement

G x P oy A7 x AT P s (PR)™ x (BE) Y x (BY7)

Par restriction, on obtient ainsi un faisceau O(b, ¢, d) sur G x P™ pour chaque b, d € Z™
et ¢ € Z. Par construction, on a les relations suivantes.

m m—1

O(b,0,0) ~ p* (® p; ﬁ?’”) , 0(0,1,0) ~ p* <® Dy @) :
i=1 =1

0(0,0,d) ~q" <® q; £®di>

i=1
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otp:GxP™ -G, q:GxP™ = P™ p,....Pyq :G—=Actqy,...,q,: P" =P
sont les différentes projections.
. . gm . .
On note X%, XE’% pour 1 <i<met1l<j<gles coordonnées de (Pé) , Y;f()), Yj(q
g(m—1) ;
pour 1 <i<m—1let1l<j<gles coordonnées de (Pé) et T,(;) pour 1 <i<m

m
et 0 < k < r les coordonnées sur (ng> . Nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 3.1.2 - [ existe une section globale Sy € I'(G x P™, O(2s,—1,0)) qui ne s’annule
pas sur A™ x P™,

DEMONSTRATION :
Il suffit de tirer en arriére la section sur G construite par REMOND dans [32, Partie
3.3], dont on rappelle la construction. Par définition, on dispose sur G des relations

i )\ % i+1) Sitt i )% i+1)) ¥t
(vin) (i) (i) = (i) (i) (x5™)
pour tous 1 <i <m—1etl<j < g. Ondéfinit Sy en imposant pour tout w € {0, 1}9(
que sa restriction a 'ouvert

Gn ((%)gm x HnﬁD (Yﬂ('fv)%a'))

=1 1=1

m—1)

ou D (Y(.i)_ ) est 'ouvert de P%@ ol Yj(-f)_ ~ne s’annule pas, soit

J,Wi, 5 Wi, 5

m—1
M) ()" @\ () VI 6 )T
(o) ()™ (T ) ()™ () )

j=1 =

Cette section ne s’annulant pas sur A™, on obtient le résultat. n

3.1.3 Mise en place

On va se placer dans les conditions d’application du théoréme 1.3.4 pour démontrer
notre inégalité de VOJTA. En utilisant un plongement de SEGRE, on définit ¢ : V. — IP’%

comme la composée
V%AXP%%.

Rappelons que 'on définit le faisceau £ par £ = t*O(1). On fixe les constantes que nous
allons utiliser pour appliquer le théoréeme 1.3.4

m=dm(V)+1, =3, t,=1 M=2 60=1 et ~=1
A partir de ces valeurs, les trois constantes fournies par le point 1.3.1 sont

o =4AY) =AY, ey =29 I VAR max(h(V), 1). (3.1.3)
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ou A et 1 sont données par le point 3.0.2. On fixe un m-uplet 6 = s € (N*)™ avec lequel
on peut appliquer la construction de la partie précédente. On définit V comme ’adhérence
de V™ vu comme un ouvert de G x P. La projection sur les m premiéres coordonnées
donne un morphisme propre et birationnel 7 : V — V™. Avec les notations de la partie
précédente, le faisceau M sur V que nous considérons est

M=0(0,1,s).

De plus, le faisceau N, défini au point 1.3.2 s’écrit avec ces mémes notations
N, = 0O(s,0,s).

On introduit de plus sur V le faisceau
P =0(s,1,s).

Ce faisceau est trés ample sur V puisqu’on peut 'écrire (/*O(1) avec un plongement
Y= Pg/. On l'obtient en composant le plongement

Ny Ny )L Np ™ N
Y (IPQA> X (IPQA> X (IP’@P> — Py

ot la derniére fleche est un plongement de SEGRE-VERONESE construit en considérant
les monomes de multidegré (s,1,...,1,s). Le diagramme suivant résume la situation.

=)

~ “«—
(=)
oz

On définit j; : P — N®3 comme la multiplication par une section globale non nulle de la
forme

m . 282'
So @ X) (T,ﬁ’j) € O(2s,-1,25) on ke [0,Np]™
=1
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et jo: P @ M® 1 — N, comme la multiplication par une section globale non nulle de la
forme .

0% (T,g?) "€ 000,0,s) on K e[0,Np]™

i=1
On définit 3 comme la famille des sections sur }V donnée par

g s
030Y (Xﬁi?w) o je[0,g]" et we{0,1}"

i=1 (=1

qui est bien de cardinal M et engendre P ® M®~1 = O(s,0,0).

Finalement, I'image par j; de chaque coordonnée de Pg/ est un monoéme en les coor-
données de chaque Pg (le produit par Sy élimine la variable Y). D’autre part, I'image par
Jo des éléments de X s’exprime bien comme des polynomes de multidegré s et de hauteurs
au plus [s].

Remarque 3.1.4 : Il est important de voir que 'on peut choisir j; et j5 tels qu’ils soient
des isomorphismes en un point x € V™ fixé préalablement. En effet, la section Sy ne
s’annule pas sur V™ et O(0,0, 1) est engendré par ses sections globales.

Le lemme suivant exprime les hauteurs b : V(Q) — R et hy : V(Q) — R définies au
point 1.3.3 en fonction de hy et h¥.

Lemme 3.1.5 - On a les égalités suivantes

(i) Pour tout (a,p) € V(Q), on a he(a,p) = he(a) + h¥(p).

(i1) Pour tout x € V™(Q) C V(Q) ou l'on écrit x; = (a;, p;) pour 1 <i<m, on a
m—1 m
hM (ZE) = Z hg(sia,» — si+1ai+1) + Z Szhg(p,)
i=1 i=1

DEMONSTRATION :
Le point (i) est immédiat par définition de ¢ et des propriétés classiques du morphisme
de SEGRE. Pour le point (ii), vu la définition de hyq et de ¢/, on peut écrire

m m—1 m

ha(z) = sihe(a;) + Z ho(sia; — Sip1air1) + Z s:h%(p;) — h(Z(x)).

=1

En remarquant que les éléments de X sont exactement les composantes du plongement

(Pe)™ = (Pg)™ — PgA ol la seconde fléche est un plongement de SEGRE-VERONESE

construit en considérant les mondémes de multidegré s, on obtient

m

h(X(x)) = Z sihe(as),

=1

ce qui termine la démonstration. O
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3.1.4 L’hypothése sur le nombre d’intersection

Nous nous sommes donc placés dans les conditions d’application du théoréme 1.3.4. 11
nous reste a vérifier que 'on dispose de son hypothése sur le nombre d’intersection. On
fixe donc Z = Z; X ... X Z,, un produit de sous-schémas fermés intégres de V. On note
Y, = Z; NV qui est un sous-schéma fermé de A x P. On a Y; = Z;, donc I’adhérence de
Y=Y, x...xY,, dans G x P coincide avec 'adhérence Z de Z N U dans V.

Lemme 3.1.6 - St Y; ¢ Zy pour 1 <1 < m, on a la minoration

[M]dim(Z) LZ > Hs?imzi.
i=1

DEMONSTRATION :

En fait, nous donnerons la démonstration de ce résultat directement dans le chapitre
suivant qui traite le cas général. A ce stade, donnons simplement les éléments de preuve.
On commence par montrer que I'application 3; x Id : Y; X --- x Y,, — A™ 1 x P™ est
génériquement finie ot B; : A™ — A™~! est donnée sur les points par

B1<6L1, Ce ,am) = (al — a9, ...,0m_1 — CLm).

En particulier, si s = (1,...,1) € N* la restriction de M a Z est le tiré en arriére
d’un diviseur ample par une application qui génériquement coincide avec 5; x Id. Cette
application étant génériquement finie, on obtient donc le résultat dans ce cas.

Finalement, on montre que 'application

(N)™ 5 R, s+ [M]ImZ2.Z

est homogéne en chaque s; de degré dim Z;, ce qui permet de conclure dans le cas général.

[]

3.1.5 Démonstration de ’'inégalité de VoJTA

On suppose que 'on dispose de points (ay,p1), ..., (@m, pm) € (V\ Zv)(Q) vérifiant
les inégalités dans les hypothéses du théoréeme 3.1.1 avec les constantes ey, es, 3, u € N*
données. Signalons que les constantes e, es, e3, i ont été choisies pour vérifier les inégalités
élémentaires suivantes

2 2
ep =4ci, ey =cy, e3>c3,  e3>200Cha et p=cy,
ol les constantes ¢y, ca, c3 sont données par le point 3.1.3. On commence par choisir un

m-uplet s € N* de sorte a obtenir une premiére inégalité de hauteurs.

Lemme 3.1.7 - [l existe s € (N*)™ tel que s;/s;41 > eg pour 1 <i<m —1 et

m—1

2 m
Z he(sia; — Sit10i41) < o Z sihe(a;).
Lt

i=1
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DEMONSTRATION :
On définit s € (N*)™ en posant s, = 1 et en choisissant successivement les valeurs
de Sp,-1,...,81 en imposant que s;/s;41 soit Uentier le plus proche de hy(a;i1)/he(a;).

Comme e; € N, on a s;/s;41 > e3. De plus, en remarquant que e > e; (car dimV > 1),
onapouri=1,...,m—1que

1 1
< §3i+1h£(ai) < 2_615i+1hé(ai+1)-

si he(ais)
Si+1 hé(ai)

En utilisant I'inégalité triangulaire et I'inégalité ci-dessus, on obtient

hela; he(a;
hz(Siai - Si+1ai+1> = hy ((Siai - 3i+lﬁai) + (&HMCM — 5i+1ai+1>)

hg<ai>
hf(ai—i-l) a; Q41
i — Siti—— | hela; i+1he(aiv1)h -
S Si+1 hg<ai> f(a’ ) + Sit1 g(CL +1> {4 hg(ai) hé(ai—H)

|3ihé(ai) - Sz‘+1hz(az‘+1)| = 3i+1h€(ai)

<

1
<sihe(a;) — six1he(aisr)] + 6—5i+1h£(ai+1)
1
2

< —Sir1he(aiyr)-
€1

On obtient I'inégalité cherchée en sommant pour 1 <i <m — 1. O

On applique la construction de la partie précédente avec le m-uplet s fourni par le
lemme ci-dessus. On souhaite utiliser le théoréme 1.3.4 avec le m-uplet 6 = s. En utilisant
la remarque 3.1.4, on peut choisir j; et jo de sorte qu’ils soient des isomorphismes en

r=(x1,...,2,) € V*(Q) ou z; = (a;, p;), donc que x € U'(Q). L’hypothése du théoréme
1.3.4 est vérifice. En effet, comme z; € (Y; \ Zv), le lemme 3.1.6 s’applique et on obtient
I’hypothése souhaitée. Finalement, comme on a les inégalités

Si/Sit1 > €ea=cy et he(w;) > he(a;) > he(ar) > ez > cs,

le théoréme 1.3.4 fournit I'inégalité

m

Z sihe(x;) < ctham(z).

=1

En utilisant le lemme 3.1.5, on en déduit

m m m—1 m
Z sihe(a;) + Z Sihg(pi) < (Z he(sia; — siy10i41) + Z Sihgqji)) )
i=1 i=1 i=1 1

1=

puis en utilisant I'inégalité du lemme 3.1.7, on obtient

sihe(a;) + sihg (pi) < — sihe(a;) + ¢ sy (ps).
; o(a;) ; ¢ (i) - ; o(ai) 1; ¢ (i)



60 Chapitre 3. Le cas torique

De plus, avec les hypothéses du théoréme 3.1.1 et le point 3.0.1, on obtient
1
he (pi) < he(pi) + Chaw < ;hﬂ(ai) + Chaut,

et par suite

<1 _ 26_011 B 01; 1) isihg(ai) < (e1 — 1)Chaut (i si) :

=1

Finalement, en utilisant e; = 4¢? et 1 = ¢y, on a l'inégalité

puis en utilisant hy(a;) > ez pour 1 <7 <m
€3 S 2C%Chaut7

ce qui fournit une contradiction et achéve la démonstration de 3.1.1.

3.2 Démonstration des énoncés

Si I" est un sous-groupe de rang fini de A(Q), rappelons que pour £ > 0, on note

I.={a+b|aecl, beA(Q) et hi(b) <e}

et
CT,e)={a+blacT, beAQ) et he(b) <e(l+ hy(a))}.

3.2.1 Reésultats généraux

En utilisant 'inégalité de VOJTA établie dans la partie précédente, nous allons montrer
le résultat suivant.
Théoréme 3.2.1 - 1] existe une constante > 0 ayant la propriété suivante : siI' C A(Q)
est un sous-groupe de rang fini et € > 0 un réel, alors il existe une constante v > 0 telle
que pour tout p € P(Q), on a

Vae (Vp\Zy,)(@NT.,  hela) < p-he(p) +v.

De plus, on peut prendre

3m?2

5= (29(1\1P +1) deg\/)m
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DEMONSTRATION :
L’inégalité de VOJTA (théoréme 3.1.1) fournit des constantes ey, es, e3, 1 € R. On fixe

un sous-groupe I' C A(Q) de rang fini et un réel € > 0. Quitte & augmenter e, on suppose
que £ < 2 %eze; . On désigne par (a;, p;)icr ensemble des points de (V \ Zy)(Q) tels que

a; €T, he(a;) > es et hy(a;) > p- he(ps)

Par le point (ii) du théoréme 1.1.4, application h, : A(Q) — R s’étend en une norme a

I'espace vectoriel E = A(Q) ®z R. On applique le point (i) du lemme 1.4.7 en prenant
F=T®z;R, Ny=hy Ny=0, c1=e€, c3=e3 et n=e.

Ainsi, on peut recouvrir {a € I'. | hy(a) > ez} par un nombre fini d’ensembles dans chacun
desquels deux points a,b € A(Q) vérifient

& (m - hib)) <

Comme dans le cas abélien, 'inégalité de VOJTA montre que (hg(a;))ic1 est majoré par
un réel v/ > e3. On a donc bien I'inégalité de hauteurs annoncée en posant

v=1v—p-min ( inf hg(]?),()) :
peP(Q)

Vérifions que la valeur de g annoncée convient. Si dimV = 0, toute valeur de p
convient, on suppose donc dimV > 0 dans la suite. Le théoréme 3.1.1 fournit la valeur
= 4A% ot A et 1) sont données par le point 3.0.2. En utilisant m = dimV + 1 et
dimV > 1, on obtient

2A = 2(6m dim V)™ 4™ V29(Np 4 1)(deg V)*™
< 6™ m>™*29(Np + 1)(deg V)>™

En remarquant que g > 1 et Np > 1, on a
6™ < [29(Np + D]*™ 1 et m < 29(Np + 1)

ce qui permet d’aboutir a I'inégalité

4m?
20 < (29(1\1P + 1) deg v) .
Comme v > 2, on a donc
4m?2a
= 4AY < (20)% < (29(Np + 1) deg V) .
On conclut comme dans la démonstration du théoréme 2.2.1 avec

4m*yp < m>m.
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On peut & présent montrer le résultat analogue avec C(T', ¢).

Théoréme 3.2.2 - ]| existe une constante p > 0 et un réel € > 0 ayant la propriété

suwante : si I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel

que pour tout p € P(Q), on a

Va € (V,\Zy,)(Q)NC(T,e),  hela) < p-he(p)+ v.

De plus, on peut prendre

2 2

3m

m 7m3m
= <29(Np +1) deg v) et e=pl= (zg(Np +1) deg v)

DEMONSTRATION :

On reprend la démonstration précédente en posant cette fois-ci ¢ = 27%e;!, puis on
utilise le point (ii) du lemme 1.4.7 qui permet de conclure.

Le calcul de p est le méme que dans la démonstration précédente. Le théoréme 3.1.1
donne e; = 26A%¥ ou A et v sont données par le point 3.0.2. Avec m > 2, on a 1) > b,
donc

671 — 210A2¢ S (2A)2’l[1’

et en reprenant la démonstration précédente

8m2
el < <29(Np + 1) deg V) .

2

On conclut comme la démonstration précédente en remarquant que 8m?2y < m3™ . O]

Finalement, on déduit I’énoncé suivant par récurrence sur g = dim A.

Théoréme 3.2.3 - [ existe une constante p > 0, un réel € > 0 et une famille finie B de

sous-tores de A ayant la propriété suivante : si ' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini,

alors il existe un entier n € N et un réel v > 0 tels que pour tout p € P(Q), il existe des

points ai, .. .,a, € V,(Q) vérifiant l'inégalité
he (a;) < p-he(p) +v.

et des sous-tores By,...,B, € B avec a; + B; C 'V, tels que

n

V(@) NT. = (i + Bi(Q)) NT-.

i=1

DEMONSTRATION :
On démontrera ce résultat dans un cadre plus général (voir théoréme 4.2.4). O
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3.2.2 Reésultats sur les équations aux unités

Jusqu’a la fin de ce chapitre, on utilisera dorénavant la notation multiplicative pour
la loi de GY,. Si on fixe ay,...,a, € Q* et un groupe I' C (Q*)™ de rang fini, I’équation
aux unités associée est

axy+...+tax, =1 avec (xy,...,x,) €. (3.2.4)
Rappelons qu’une solution de cette équation est non dégénérée si

Z a;x; 70  pour tout sous-ensemble non-vide I C {1,...,n}.
iel

En appliquant les résultats précédents, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.2.5 - [l existe une constante p > 0 vérifiant la propriété suivante : st
I'c (@X)n est un sous-groupe de rang fini et € > 0 un réel, alors il existe une constante
v > 0 telle que pour tout (ai,...,a,) € (Q*)", les solutions non dégénérées de 3.2.}
vérifient

ho(z1, .. 2n) < p-helay, ... a,) + 1.

De plus, on peut prendre
n2
= (4" (2n))@*

DEMONSTRATION :
On applique le théoréme 3.2.1 au sous-schéma fermé intégre V de (G"WQ X Gfm@ d’équa-
tion

a1y + ...+ apx, = 1. (3.2.6)

On obtient la valeur de p annoncée en remarquant que

2
dimV=2n-1, Np=2"—1, degV = (1 " 1) = (2n)\.

Pour conclure, il suffit de montrer que si X désigne le sous-schéma fermé de G, 9 d’équa-

tion 3.2.6 avec ay, ..., a, € Q* fixés, alors Zx est égal &
DX: U {QZ’EXlZCL,ZL’Z:O}
IC[1,n] i€l
12

On reprend les méthodes de [18, Partie 3|. Si y € Dx, on a

Z(liyi =0 et Zazyz =1.

iel i¢1

pour une partie non vide I de [[1,n]. On définit un sous-tore non trivial de G" - par
m7@

T: {xGG:%Q ‘ Vi17i2 617 Q:il ISCZ'Q et VZ¢I7 I‘Zzl}
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On ay-T C X, puisque pour tout t € T, on a

Zai(yiti) = (Z aiyiti> + (Z Clz'%’) =0+1=1,

i€l igl
d'ou y € Zx et Dx C Zx. Réciproquement, si y € Zx, considérons un sous-tore T non
trivial de GZ@,Q de sorte que y - T C X. On note xo, - .., Xn les caractéres de GZL@ donnés
par

XO(:E) =1 et Vi€ [[]-an]]a Xz(m) = Ty

On définit une partie I de [1,n] par

I={ie[L,n] | xir # xor}-

qui est non vide, car T est non trivial. Comme gy - T C X, on peut écrire

Xo|T = Z(az’yz’)Xi\T = (Z ai@/z‘) Xo|T + Z(aiyi)XﬂT-

i=1 ig1 i€l
Par le critére d’indépendance linéaire d’ARTIN, on obtient ainsi

Z a;Yy; = 17

il
donc y € Dx et Zx C Dx. O

On peut aussi considérer I’équation suivante.

axy+ ... +aye, =1 avec (z1,...,x,) € C(I¢) (3.2.7)

Dans ce cas la, on a le résultat suivant.

Corollaire 3.2.8 - [l existe des constantes 1 > 0 et € > 0 vérifiant la propriété suivante :
st ' C (QX)n est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel que pour

tout (ay,...,a,) € (QX)", les solutions non dégénérées de 3.2.7 vérifient
ho(zy, ... xn) < p-heay, ... a,) +v.

De plus, on peut prendre

12n2

n2
= (4" (Qn)!)(Zn)lz et e — qul = (4" (2n)!)*(2")

DEMONSTRATION :
On applique cette fois le théoréme 3.2.1 au sous-schéma fermé integre V de G}, x G},
d’équation

a1ry+ ... tax, =1

et on conclut comme dans la démonstration précédente. O



CHAPITRE 4

LE CAS GENERAL

Nous allons montrer que les résultats des chapitres 2 et 3 restent vrais sur une variété
semi-abélienne. On fixe donc une variété semi-abélienne A sur Q donnée par une suite
exacte

0— Gy — AL Ay — 0.

On fixe un faisceau ample et symétrique Ly sur Ay associé & un plongement ¢ : Ag — ]P’gAO.
Les rappels de la partie 1.2 permettent de définir une compactification A de A, une hauteur

canonique hea, @ A(Q) — R associée a un faisceau L., sur A et un plongement
A= A Pgt avec Npy=3(Ny, + 1) —1

associé & L. On fixe un schéma projectif et intégre P sur Q. On choisit un faisceau £
ample sur P et une hauteur hg : P(Q) — R associée & £. Finalement, on considére un
sous-schéma fermé intégre V.<— A x P.

4.1 Inégalité de VOJTA : le cas général

4.1.1 Enoncé

0

Dans cette partie, on supposera que le plongement ¢y : Ag < [P’gA est tel que

r (PgAO, O(n)> T (Ao, £5™) (4.1.1)

soit surjective pour tout n € N*. Rappelons que le théoréme 1.4.2 fournit un sous-schéma
fermé Zy de V et que les trois hauteurs Ay, Aquad €t Rean s’étendent a

A(@) ®Z R ~ (A(Q)/A(@)tors) ®Q R

par les théoréemes 1.2.11 et 1.2.12. En notant m = dimV + 1, nous allons démontrer
I'inégalité de VOJTA suivante.

65
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Théoréme 4.1.2 - Il existe des réels e1, ez, e3, 11 € N* tels que si (a1, p1), ..., (Am; Pm) €
V(Q) vérifient

. ( ai i ) <L L a; B Qit1 <1
" hcan(ai) hcan(aiJrl) B 61’ aued \V hcan(ai) V hcan(aiJrl) B 6%

hcan(aiJrl) Z eg : hcan<ai>7 hcan(ad) Z €3, hcan<aj> Z JU hﬂ(p])

pour tout 1 < @ < m — 1 et pour tout 1 < j < m , alors il existe i € [1,m] tel que

(ai,pi) € Zv(Q).

On supposera dans la suite que dim'V > 0, sans quoi, le résultat est évident. Quitte &
remplacer £ par un de ses multiples trés amples, on peut supposer qu’il est associé & un

plongement P — ]P’gp. On note h¥ : P(Q) — R et A%, : A(Q) — R les hauteurs obtenues
Np

respectivement en composant les plongements P — IP’Q

et A — PgA avec la hauteur de
WEIL. On fixe une constante Cyay: > 0 telle que

V(a,p) € AQ) xP(Q),  |hean(a) = hegn(@)] < Chawe et he(p) = hE(P)] < Chaus

Nous allons procéder comme dans les chapitres 2 et 3.

4.1.2 Préliminaires
On doit combiner les méthodes employées dans les deux derniers chapitres. On fixe un
m-uplet s € (N*)™ et on définit 5 : A™ — A™! donnée sur les points par
Blay,...,am) = (5541 — 835G, ..., 8% |Gm_1 — 520m).

On note G P'adhérence du graphe G de 3 dans A?"~!. D'une part, les m premiéres pro-
jections induisent un isomorphisme G — A™ et d’autre part, la projection 5 : G — A™~!
sur les m — 1 derniers facteurs étend .

Nous allons plonger G dans un produit d’espaces projectifs. En utilisant le [33, Lemme
3.1] et la construction qui suit, on obtient un plongement

G AT x By on Ni=(3(Na + 1))~ 1

tel que I'image réciproque du faisceau O(1) du deuxiéme facteur est

m—1 m
<® p:~b+z Elin) & <® p;k f*ﬁgagmslz) .
=1 i=1

Il reste donc & choisir un plongement projectif pour A’f. Afin de disposer de plus de
liberté, nous n’utilisons pas directement le plongement A —» IP%A construit a la partie
1.2.4, mais 'avant derniére étape du point 1.2.16 qui fournit

1 3NaA,+2Y)9 N 9 N N
A (]P’@ %o ) x Py s P x PR on Ny = (3N, +3) - L.
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On obtient ainsi un plongement
~ No m Nag mn N1
G (PY)" x (Pg)" <Y
De plus, le morphisme donné sur les points par

((a1,p1), -+, (@, pm)) 7= (s1f(ar) £ s2f(az), ..., Smo1f(am-1) £ sm f(am)).

s'étend en r : G — AJ"!. Finalement, en utilisant le plongement précédent, les mor-
phismes r_ et r, composés avec un morphisme de SEGRE et le plongement P — PY? on
obtient un plongement

e Ny " Nag\™ Ny N3 N3 Np )"
GxP o (BY)" x (B3*)" x Py < P x BY x (P37
avec N3 = (N, + 1)™"! — 1. Par restriction, on obtient ainsi un faisceau
O,V c,d, " d)

sur G x P pour chaque b,b',d € Z™ et c,c,c” € Z. En particulier, on a par construction

0(0,1,0,0,0,0) =~ p* <®plf£0), O(1,—-g,0,0,0,0) =~ p* <®pzﬁhn>,
O(0, —gns*,1,0,0,0) ~ p* <®pmﬂ£hn>, 0(0,0,0,1,0,0) ~ p*r* Lo,

0(0,0,0,0,0,d) =~ q* ((X) q £®di> . 0(0,0,0,0,1,0) =~ p* 1’ Lo.
i=1
oiip: GxP™ =+ G,q: GXxP™ = P™ py,...,Py,1:G —=Aetqy,...,q,, : P™ — Psont
les différentes projections. En notant n = (1,2,...,2,1) € N™ on a le résultat suivant qui
remplace le lemme 3.1.2 que 'on a utilisé dans le cas torique.

Lemme 4.1.3 - 1] existe sur G x P un morphisme de faisceauz
£:0(0,0,1,0,0,0) = O(ns*,0,0,0,0,0)

dont la restriction a G X P est un isomorphisme et par lequel l'image d’une coordonnée de

Pgl (vue comme section globale de O(0,0,1,0,0,0)) est un mondme unitaire de multidegré

m
ns® en les coordonnées de (sz)

DEMONSTRATION :
11 suffit de tirer en arriére le morphisme construit dans 33, lemme 3.2]. ]

On note W(()i), e >W1(\2 les coordonnées du i-éme facteur de <sz) , X(()i), e ,Xl(\?AO
pour celles du ¢-éme facteur de (PgA()) , Vo,..., Vn, et Vi, ..., VY, celles des deux

facteurs Pg3 et T(()i), . 7T1(\2) les coordonnées du i-éme facteur de (ng> . Le résultat

suivant remplace le lemme 2.1.2 que l'on a utilisé dans le cas abélien.
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Lemme 4.1.4 - I] existe sur G x P un isomorphisme
¢ :0(0,0,0,1,1,0) — O(0,2ns*,0,0,0,0)

et un réel hy ne dépendant que de (Ao, o) ayant la propriété suivante : pour tout d € N
et k € [0,Na,]™, il existe des polynémes (P )o<er<n, de multidegré 4dns® en les X
dont la famille est de hauteur au plus d|na?|hg et de sorte que si

& - 0(0,2dns?,0,d,d,0) — O(0,4dns*,0,0,0,0)
est déduit de £ par produit tensoriel alors
oy ()2 2d g 71 @ ) (m)
& ®<X,€i> @V @V, | = Pyy(XD, ..., X)),
i=1

DEMONSTRATION :

Il suffit de tirer en arriére le morphisme construit dans [33, lemme 3.3]. On peut aussi
se référer a la preuve du lemme 2.1.2 qui donne les détails. II suffit de poser avec les mémes
notations

m ) 2dn; (s7—£(s4)) s (i) ~c(i+1)\%
Popy = H (in> H P sipr ki it (X X ) '
i=1 =1

Les estimations de hauteurs sont analogues et il suffit de poser hy = haqq + 10N, qui ne
dépend que de (Ag, to). ]

4.1.3 Mise en place

On souhaite appliquer le théoréme 1.2 de [35] a 'adhérence V de V dans A x P pour
démontrer notre inégalité de VOJTA. En utilisant un plongement de SEGRE, on définit
LV e Pg comme la composée

Ve Ax P Pgt xPg" Py o N=(Ny+1)(Np+1) - 1L

Rappelons que 'on définit le faisceau £ = +*O(1). On fixe les constantes que nous allons
utilisées pour appliquer le théoréeme 1.3.4

m=dim(V)+1, t1=9g+2, ta=4(g+1),
M= N+ 1)"(Ns+1), 0=2"" et 7y=(g+1)ho.

A partir de ces valeurs, le point 1.3.1 fournit trois constantes ¢y, ¢, c3 € R<; ne dépendant
que des données introduites ci-dessus.

On fixe un m-uplet s € (N*)™ avec lequel on peut appliquer la construction de la
partie précédente et on note § = ns?. On définit V comme 'adhérence de V™ vu comme
un ouvert de G x P. La projection sur les m premiéres coordonnées donne un morphisme
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propre et birationnel 7 : ¥V — V™. Avec les notations de la partie précédente, le faisceau
M sur V que nous considérons est

M =0(0,—gns*, 1,9+ 1,0, (g + 2)ns?).
Le faisceau N, défini au point 1.3.2 s’écrit avec ces mémes notations
N, = O(ns*,1s*,0,0,0,ns%).
On introduit de plus sur V le faisceau
P =0((g+ 1)ns*, (g4 2)ns*,1,0,0, (g + 2)ns>).

Ce faisceau est trés ample sur V puisqu’on peut 'écrire /*O(1) avec un plongement
LY — Pg/. On l'obtient en composant le plongement

Ve Gx (BY) " o (B) " x (B) " < By x ()"

avec un plongement de SEGRE-VERONESE obtenu en considérant tous les monomes de
multidegré ((g + 1)ns?, (g + 2)ns?, 1, (g + 2)ns?). Le morphisme ¢ du lemme 4.1.3 induit
par produit tensoriel une injection j; : P — Nﬁ? et le lemme assure que les images des
coordonnées de ]P’g', vues comme des sections de P, sont bien des mondémes unitaires de

multidegré ¢;1s% en les coordonnées de ]P’g.
De plus, on déduit du morphisme ¢ donné par le lemme 4.1.4 un isomorphisme

PR MO =0((g+1)ns®,2(g + 1)ns*,0,—(g 4+ 1),0,0) ~ O((g + 1)ns°,0,0,0,g + 1,0)

qui nous permet de définir ¥ comme la famille des images réciproques par cet isomor-
phisme des sections

m , ®(g+1)
((@ (WS))W”Z‘) ®v,g,> ou  ke[0,No]J™ et £ e[0,Ny].

i=1

On définit jp : P @ M® 1 — Nﬁ? comme la multiplication par une section globale non
nulle de la forme

1
m 0 ®3n;s2 @) ®2n;s? - D52 ®(g+1)
R (W) e (x) T @ (1) ®V,

=1

du faisceau
O@3(g+1)ns*,2(g + 1)ns>,0,9 4+ 1,0,4(g + 1)ns°)

avec £ € [0,No]™, k € [0,Na,J™, r € [0,Np]™ et £ € [0,N3]. En appliquant le lemme
4.1.4 avec d = g + 1, on obtient que les éléments de j»(X) sont des polyndémes de mul-
tidegrés tyns? dont la hauteur est majorée par |ns?|y. (Les termes en W), ... W) et
TO ..., T n’intervenant que par des monomes, la hauteur des polynémes n’est pas
modifiée).



70 Chapitre 4. Le cas général

Remarque 4.1.5 : Il est important de voir que 'on peut choisir j; et j5 tels qu’ils soient
des isomorphismes en un point x € V™ fixé préalablement. En effet, le morphisme &
définissant j; est un isomorphisme sur G et on peut choisir la section définissant jo de
sorte a ce qu’elle ne s’annule pas au point x.

Le lemme suivant exprime les hauteurs b : V(Q) — R et hy : V(Q) — R définies au
point 1.3.3 en fonction des hauteurs déja introduites.

Lemme 4.1.6 - On a les égalités suivantes

(i) Pour tout (a,p) € V(Q), on a he(a,p) = h¥,(a) + k¥ (p).
(i1) 1l existe une constante C' € R indépendante de s € (N*)"™ telle que pour tout

r € V™(Q) C V(Q) ou l'on écrit x; = (a;,p;) pour 1 <i <m, on ait

m—1 m
hoa() < hin(s7a; — 57210i11) + hquaa(si0: = siv1ai1) + Y misthg (p:) + |ns®|C,
i=1 i=1

DEMONSTRATION :
Il suffit de traiter le cas V = A x Pg", c’est-a-dire quand V = G X (Pg")m, le cas
général s’en déduisant par restriction. On a alors que

h(/(z)) = h(."(a)) + Znis?h;}”(p) o :G— (]ng>m X (PgAO)m X ]P’gl
i=1

est le plongement construit précédemment. Or le [33, Lemme 4.2| donne existence de C’
de sorte que

m—1
(" (@) = h(2(2)) < Y hin(siai = 5741ai11) + hauaa(si0i — si1ai) + [ns*|C,
=1

d’ou le résultat. O

Dans la suite, quitte & augmenter Cy,,, on supposera que Cpay > C'.

4.1.4 L’hypothése sur le nombre d’intersection

Nous nous sommes donc placés dans les conditions d’application du théoréme 1.3.4. 11
nous reste a vérifier que 'on dispose de son hypothése sur le nombre d’intersection. On
fixe donc Z = Zq X -+ X Z,, un produit de sous-schémas fermés intégres de V. On note
Y, = Z; NV qui est un sous-schéma fermé de A x P. On a Y; = Z;, donc I’adhérence de
Y=Yy x---xY,, dans G x P coincide avec 'adhérence Z de ZN U dans V.

Lemme 4.1.7 - S0 Y; & Zy pour 1 <@ < m, alors le morphisme c; xId : Yy x...xY,, —
AL P™ oo ot A™ — A™TL est donné sur les points par

a(ay, ... am) = (a1 —ag, ..., an_1 — Q)

est génériquement fini.
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DEMONSTRATION :

Nous allons adapter la démonstration du [32, Lemme 2.1 a notre cas. Il est immédiat
que la fibre contenant un point donné ((ay,p1), - -, (am,pm)) est formée des points de la
forme ((a1+a,p1), ..., (am~+a,py)) ot a est un point de A tel que le m-uplet précédent soit
un point dans (Yi),, X ... X (Y.m)p,. Par suite, cette fibre est isomorphe au sous-schéma
fermé

(Yo)p, —an) 0o 0 (Yon)p, — @)

Montrons que l'on peut choisir (ay,p1),- .., (@m, Pm) Successivement de sorte que
dim((Y1)p, —a1) N...N((Yi)p — a;) < max(0,dimY; —i+ 1).

N’importe quel point convient pour 7 = 1, supposons donc ceci acquis pour ¢ — 1 > 1. On
écrit Cq, ..., Cy les composantes irréductibles de dimension maximale de

(Y1)p, —a) NN (Yict)poy — i)

Si cette dimension est 0, n'importe quel (a;,p;) € Y; convient. Dans le cas contraire, il
suffit de trouver (a;, p;) € Y; tel que C; ¢ (Y;),, — a; pour tout 1 < j < k. Or, I’ensemble
des points a € (Y;),, tels que a + C; C (Y;),, est un fermé F; de (Y;),,. S’il n’est pas
propre, on a C; C Stab(( i)p;) €t par le théoréme 1.4.2, on obtient

(Yi)pi = Z((Yi)Pi) = (ZYi)pi - (ZV)pi'

Par hypothése, ceci n’est pas possible pour chaque fibre, donc on peut choisir p; tel que
C; soit propre et il suffit de choisir a; dans (Y;),, \ U?Zl F, pour conclure.

Comme m = dim(V) + 1, on a exhibé un point ((a1,p1), ..., (@m, Pm)) dont la fibre est
de dimension 0. En utilisant [12, Exercice 11.3.22], on obtient que a; x Id est génériquement
fini. O

Lemme 4.1.8 - L'application (N*)™ — R, s — [M]4mZ. Z est homogéne de degré
2dim Z; en chaque s;.

DEMONSTRATION :
Rappelons que Ly, est le faisceau inversible associé au diviseur

g
Llln Z DE + DK
/=1

On note également Ly un diviseur sur Ag associé a Ly, puis
Pij = (p; +p;)"Lo — pi Lo — pj Lo.

qui est un diviseur sur Aj". Avec ces notations, M est associé sur (A x P)™ au diviseur

m—1 m—1
M =p (Z(S?pz - Sz?+1pi+l)*Llin + Z(fm)*(s,pl - Si+1pi+1)*L0>

i=1 i=1
<g+2 st q; )
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ot p: A" x P™ — A™ q: A" x P™ — P™ p,,...,p,, : A" — A (ou A™ — A
selon le contexte) et qy,...,q,, : P™ — P sont les différentes projections. En utilisant le
lemme du déplacement de CHOW, on se raméne & calculer le nombre d’intersection sur
Y=Y; x--- XY, qui est un sous-schéma fermé de (A x P)™. Ainsi le nombre qui nous
intéresse se décompose par multilinéarité en produit d’intersection de termes

(f™)Piit1,  p; f Lo, (S?Pi - S?+1Pz'+1)* (D? + D?O) ;g £

On a volontairement omis les tirés en arriére par p et q pour plus de clarté. A partir de ce
point, la démonstration est entiérement analogue a celle de |36, Théoréme 5.5]. (On choisit
des formes de CHERN comme VOJTA pour chacun des termes ci-dessus, puis on se raméne
a calculer des intégrales de formes différentielles sur des ouverts bornés de CV). O

Lemme 4.1.9 - SiY; ¢ Zx pour 1 <i <m, on a la minoration

=1

DEMONSTRATION :

Sis; = 1 pour 1 < i < m, alors la restriction de M a Z est le tiré en arriére
d’un diviseur ample par une application qui génériquement coincide avec a; x Id. Cette
application étant génériquement finie par le lemme 4.1.7, on obtient le résultat. On en
déduit directement le cas général avec le résultat d’homogénéité donné par le lemme
4.1.8. O

4.1.5 Démonstration de 'inégalité de VoJTA

Avec les notations précédentes, on pose
2 2
e =4c], ey=cy, ez =max(cs+ Chaut;4¢] * Chaue +1) et p=cy.

On suppose que 'on dispose de points (ay,p1), ..., (@m, pm) € (V \ Zv)(Q) vérifiant les
inégalités dans les hypotheses du théoreme 4.1.2 avec les constantes ey, es, e3, p € N* ci-
dessus. Le lemme suivant permet de choisir un m-uplet s € N* de sorte a obtenir une
premiére inégalité de hauteurs.

Lemme 4.1.10 - [l existe s € (N*)™ tel que s;/s;41 > €2 pour 1 <i<m —1 et

m—1 m
hyin (82 2 h < 2 2h
lin(S7a; — Si+1ai+1> + hquaa(8i; — Siy10i41) < o 157 Pean(a;).
A 1~
=1 =1

DEMONSTRATION :

On pose s, = 1 et on définit successivement s,,_1, ..., $; en imposant que s;/s;11 soit
Pentier le plus proche de \/hcan(aiﬂ)/hcan(ai). Comme ey € N, on a bien s;/s;11 > es.
L’inégalité découle du fait que Ay, et y/hquaqa vérifie I'inégalité triangulaire et que ey >
e1 > 2. Pour plus de détails, voir [33, Lemme 4.1]. O
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On applique la construction de la partie précédente avec le m-uplet s € (N*)™. Comme
expliqué a la remarque 4.1.5, on peut imposer que j; et jo soient des isomorphismes en
= (z1,...,7,) € V*(Q) ot z; = (a;,p;), donc z € U'(Q). Avec les notations de la partie
précédente, comme x; € Y; \ Zvy, le lemme 4.1.9 donne

[M]dlm(Y Yy > H 2dimY; >0 Hédle

i=1
vu la valeur de . De plus, comme
0i/0ii1 > 57 /257 1 > €5/2 > ¢o et hg(x;) > % (a;) = hean(@:)—Chaue > €3—Chaut > 3,
le théoréme 1.3.4 fournit une seconde inégalité de hauteurs

Znis?hg(mi) < crhp(x).

i=1
En utilisant les lemmes 4.1.6 et 4.1.10, on obtient

Zﬁl ?hzuan al +Z771 2hw pz S _an than(al +Clz7715 hg pz) +Clchaut’773 ‘
i= i=1

=1

Alinsi, en utilisant les majorations

hg (pz) S hﬂ(pz) + Chaut S hcan(ai)/ﬂ + Chaut et hcan(az> Chaut < hcan( )7

on obtient

9 -1\ &
=1

puis en substituant les valeurs de ey et de u, on trouve

261 ans hcan(az) < 2Clchautlns |

ce qui fournit une contradiction avec hean(a;) > es.

4.2 Démonstration des énoncés
Rappelons que si I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini et € > 0 un réel, on note
[.={a+blacl, be A(Q) et he(b) <e}.

En utilisant I'inégalité de VOJTA établie dans la partie précédente, nous allons montrer
le résultat suivant.
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Théoréme 4.2.1 - [ existe une constante p > 0 ayant la propriété suivante : siT' C A(Q)
est un sous-groupe de rang fini et € > 0 un réel, alors il existe une constante v > 0 telle
que pour tout p € P(Q), on a

Va € (Vo \ Zv,)(Q) NT:,  hean(a) < p-he(p) + v.

DEMONSTRATION :

Quitte a remplacer £y par £5°, on peut supposer que 'hypothése 4.1.1 est vérifiée
(les hauteurs canoniques selon que I'on considére £y ou L£§? sont comparables). Ainsi,
I'inégalité de VOJTA (théoréme 2.1.1) fournit des constantes ej, es, €3, € R. On fixe un

sous-groupe I' C A(Q) de rang fini et un réel € > 0. Quitte & augmenter es, on suppose
que £ < 278eze; 2. On désigne par (a;, p;)ic1 ensemble des points de (V \ Zy)(Q) tels que

a; S Fa; hcan(ai) Z €3 et h’can(ai) Z Mo hi)(pz)

En utilisant les propositions 1.2.11 et 1.2.12, on obtient que /iy €t hquaa s'étendent en

deux semi-normes a l'espace vectoriel E = A(Q) ®z R. Quitte & augmenter ez, on peut
appliquer le point (i) du lemme 1.4.7 en prenant

F=T®zR, N;=hi, No=1/(9+1Dhquaa, c1=¢1, c3=+/lez et n=+/c.

Ainsi, on peut recouvrir {a € I'. | hean(a) > ez} par un nombre fini d’ensembles dans

chacun desquels deux points a,b € A(Q) vérifient

< — et

h-( a b ) 1 h a - b
" \wla)  henl®)) = T\ i@ Ve ®)

Comme dans les cas abélien et torique, l'inégalité de VOJTA (Théoréme 4.1.2) montre que
(hecan(a;))ier est majoré par un réel / > 0 et on conclut en posant

<1
_6%'

v=1v— u-min ( inf hg(})),O) .
pEP(Q)

De méme, on introduit ’ensemble
CTe)={a+blacl, beA(Q) et hean(b) <e(1+ hean(a))}.

Nous avons le résultat analogue suivant.

Théoréme 4.2.2 - [| existe une constante p > 0 et un réel € > 0 ayant la propriété

suwante : si I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel

que pour tout p € P(Q), on a

Va € (Vp\Zv, )(QNC(T¢e),  hean(a) < pu-he(p) + v
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DEMONSTRATION :

On reprend la démonstration précédente en posant cette fois-ci ¢ = 27%¢; 2. On utilise
le point (ii) du lemme 1.4.7 et on conclut de la méme fagon en remarquant que C(T',¢)
est contenu dans C(F,n). En effet, si a € C(I',¢) sécrit b+ ¢ avec b € ' et hean(c) <
e(1 + hean(b)), alors

lell = v/hean(©) < VEVT+ hean®) <1 (14 Vhean8)) < (1 + 0],

ce qui montre le résultat. O

Pour finir, nous allons montrer le résultat A de I'introduction. Nous aurons besoin du
résultat suivant de REMOND.

Lemme 4.2.3 - Etant donné un entier D > 1, il existe un réel € > 0 tel que pour tout

sous-groupe I' C A(Q) de rang fini, il existe un entier S € N ayant la propriété suivante.

Pour tout sous-schéma fermé X de A de degré au plus D, l'ensemble (X \ Zx)(Q) N T
contient au plus S points.

DEMONSTRATION :
Voir [34, Proposition 3]. O

On peut a présent démontrer le résultat suivant par récurrence.

Théoréme 4.2.4 - [ existe une constante > 0, un réel € > 0 et une famille finie B

de sous-variétés semi-abéliennes de A ayant la propriété suivante : si ' C A(Q) est un
sous-groupe de rang fini, alors il existe un entier n € N et un réel v > 0 tels que pour tout

p € P(Q), il existe des points ay, ..., a, € V,(Q) vérifiant linégalité

hcan (az> < - hﬁ(p) +v

et des sous-variétés semi-abéliennes By, ..., B, € B avec a; + B; C V,, tels que

n

V(@) NT. = | (0 + Bi(@) N T

i=1
DEMONSTRATION :

On montre le théoréme par récurrence sur dim A. Si dim A = 0, le résultat est évident,
on suppose donc dans la suite que dim A > 0. En notant W ... W) les composantes

irréductibles de Zy, on peut écrire
V=(V\Zy)uUWHu. . W,

En particulier si I' € A(Q) est un sous-groupe de rang fini, on a pour tout p € P(Q) et
tout réel € > 0

V(@) T2 = ((Vp\ Z,)(@) N T2) U (U WH(@) N n) . (4.2.5)
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Comme 'ensemble {degV, € N | p € P} est fini, le lemme 4.2.3 et le théoréme 4.2.1
montrent le résultat sur le premier membre de cette réunion. Il reste donc a traiter les
autres facteurs de cette réunion, c’est-a-dire le cas o V = Zy. Dans ce cas, par le lemme
1.4.4, il existe une sous-variété semi-abélienne B non nulle de A telle que V, + B =V,
pour tout p € P. En notant V' I'image de V par 'application A x P — A/B x P et
en fixant une hauteur canonique A’ : (A/B)(Q) — R, on obtient par hypothése de
récurrence ’existence d’une constante p/ > 0, d’un réel &’ > 0 et d’une famille finie B’ de
sous-variétés semi-abéliennes de A/B vérifiant le théoréme. En notant 7 : A — A/B, on

pose
B={r(B)CA|B e®BY}.

D’autre part, en appliquant le lemme 1.4.6, on obtient des constantes o > 0 et 5 > 0
telles que

vd € (A/B)Q), Fae (@ @)@, henla) Sa-Mld) B8 (42.6)

puis la proposition 1.2.14 montre I'existence d'une constante 7 > 0 telle que

Va € A(Q), AL, (m(a)) <7 heanl(a). (4.2.7)

Veérifions que la constante u = p/ -, le réel € = €’-771 et la famille 8 conviennent. On fixe

un sous-groupe de rang fini I' C A(Q) et on note " I'image de I' par m. Par hypothése de

récurrence, il existe un entier n € N et une constante v/ > 0 tels que pour tout p € P(Q),

il existe des points aj,...,a;, € V,(Q) avec

hean (a7) < 1~ he(p) + 1/ (4.2.8)
et des sous-variétés semi-abéliennes B, ..., B € B’ avec a; + B; C V], tels que
Vi@ NI = (a +ByQ)) NTL. (4.2.9)
i=1

Les points 4.2.6 et 4.2.8 fournissent des points ay,...,a, € V,(Q) avec
W(a’i) = CL; et h’can (az) < M- hg(p) + (OKV/ + B)

De plus, avec le point 4.2.7 on a w(I';) C I',, donc il suffit de prendre 'image réciproque
du point 4.2.9 par I'application 7 pour conclure. O



CHAPITRE b

EXTENSION D'UN THEOREME DE FALTINGS

L’objectif de ce chapitre est de démontrer le théoréme D et le corollaire E de l'intro-
duction. On fixe une variété abélienne A sur Q et un faisceau trés ample et symétrique £
sur A associé & un plongement A — PgA. De plus, on suppose que 'application

r (PgA, 0<n)) T (A, L") (5.0.1)

est surjective pour tout n € N*. On note h : A(Q) — R la hauteur de NERON-TATE
associée a L.

On fixe un schéma projectif et intégre P sur Q, un faisceau £ trés ample sur P et un
plongement P — ng associé & £. On considére également une hauteur he : P(Q) — R
associée a L.

Dans la suite, on verra toujours A X P comme un sous-schéma fermé de PgA X ng.
On note m = dim(A x P) + 1.

5.1 Inégalité de VOITA

5.1.1 Enoncé et réduction
On consideére le plongement de SEGRE
Pyt x PiF = By avec N=(Na+1)(Np+1) -1

et on fixe un hyperplan E de Pg. On fixe un corps de nombres sur lequel sont définis A,
P, E ainsi que les plongements A — Pg‘* et P — ng. On obtient ainsi pour chaque place

v € Mg une distance d, sur PR*(C,) et sur (PR* x PEP)(C,). On fixe une partie finie
S C Mk et on définit pour z € (A x P)(Q) le nombre

dS(xaE) = H H dw(:EaE)Aw ou Aw = %
veS wqﬂ\{)[L ’

77
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et L est un corps de nombres contenant des coordonnées projectives de x. Par la formule
du degré, le résultat obtenu ne dépend pas du corps de nombres choisi.

Rappelons que la hauteur h s’étend a lespace vectoriel A(Q) ®z R (voir théoréme
1.1.3). Nous allons démontrer 1’énoncé suivant.

Théoréme 5.1.1 - Pour tout réel 7 > 0 et tout réel & > 0, il existe des constantes
e1, e, €3, 10 > 0 ayant la propriété suivante : il n’existe pas de points xy,..., T, € (A X
PY™(Q) ou x; = (a;, p;) vérifiant simultanément les inégalités

1 . . .
— h(aiy1) > €3 h(a;),  hlar) > es,

29
“ (5.1.2)

Qjy1

T
Vita)  yfhla)

~

h(a;) > p-he(p;), 0<ds(zj,E) <E-exp (—7’ . ﬁ(aj))

pour tout 1 <1 <m—1et1l <75 <m. De plus, on peut prendre

(N + 1) - 6" - m2m
min(7, 1)™ - m!

elzu:

Avant de passer & la démonstration de ce théoréme, nous allons prouver le corollaire
suivant que nous utiliserons dans la seconde partie. Pour ce corollaire, on suppose que V
est une hypersurface de ]P’gA X ]P’gP donnée par un polynéme bihomogeéne de bidegré (r, s)

avec r, s > 1. Comme précédemment, on définit pour (a,p) € (A x P)(Q) le nombre

ds(a,V,) = [T I[ dula.V,)* on A, = %
vESij\I/IIL ’

et L est un corps de nombres contenant des coordonnées projectives de a et p. Comme
précédemment, le choix de L n’influence pas le résultat.

Corollaire 5.1.3 - Pour tout réel T > 0 et tout réel & > 0, il existe des constantes
e1, €a, €3, u > 0 ayant la propriété suivante : il n’existe pas de points (a1,p1), - (@m, pm) €
(A x P)™(Q) vérifiant simultanément les inégalités

1 - .

Zil hain) > e3 - hla),  h(ar) > es

=%
\/M%’) \/il(ai—l-l)

h(a;) > i - he(p;), 0 <ds(a;,Vy) <E-exp (—T . ﬁ(aj)>

pour tout 1 <1 <m—1et1 <75 <m. De plus, on peut prendre

27
€1

o Na+7r m_rm-sz-QO ot ~ (Na+r m_ Pl gm® L 2m
TUN, min(7, 1) - m! U Ny s - min(r,1)™ - m!’
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DEMONSTRATION :
On introduit le plongement de VERONESE modifié de degré r

’ NA+T
PN PYA o N = — 1.
orpt e ()

Le plongement A — Pg;* est associ¢ a L' = L®" et il vérifie encore 'hypothese 5.0.1. De
plus, la hauteur de NERON-TATE associée a L' est B =r-h. De méme, on introduit le
plongement de VERONESE modifié de degré s

/ Na+s
PNa PP oy N = —1.

Le plongement P — ]P’gp est associé¢ a £ = £%%. On fixe également une hauteur associée
a £ en posant ilg/ =5- ilg. Ainsi, 'image de V par

_ . pNa Np Ny Np
est contenue dans une hypersurface V' de bidegré (1,1). Si on utilise le morphisme de

SEGRE / /
Seg : Py x Pg” Py ot N'= (N, + 1)(Np+1) — 1,

alors Seg(V’) est contenu dans un hyperplan E de Pg/. On peut donc appliquer le théoréme
précédent avec ces nouveaux plongements, I’hyperplan E et les constantes

=L ot gl _ ,r,(CardS)/2 . 5
On obtient ainsi des réels €, e}, 5, ' > 0 et on pose

! _ 0 _ !/ _’r
ep =e€,, €ey==¢€y, €e3=T7""¢;, ,u—g-,u.

Supposons qu'il existe des points x1,...,z, € (A x P)(Q) vérifiant les hypothéses du
corollaire avec les constantes e, ez, e3, 4 € R. En notant a; = ¢a(a;), pj = ¢p(p;) et
', = Seg(p(z;)), on a avec le lemme 1.1.7 I'inégalité

dy(«), E) < (), Seg(V")) < d, <a;-,\/;);> .
De plus, en utilisant le lemme 1.1.6, on obtient
o (0 Viy) < o (a5 (Vi) < V7l Vi)
Ainsi, en prenant le produit sur les différentes places, on obtient I'inégalité
0< dg(l';, E) < p(CardS)/2., ds(aj, Vyp,),
puis
0< dg(l’;, E) <¢ - exp (—7'/ . ﬁ(aj)> ,

donc les points (1, . . ., x,,) vérifient les inégalités du théoréme 5.1.1, d’ou la contradiction.
Ainsi les constantes ci-dessus conviennent. De plus, en utilisant les valeurs effectives pour
e1 et p du théoréme précédent, on obtient les valeurs annoncées. O

Le reste de cette partie est consacré a la démonstration du théoréeme ci-dessus.
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5.1.2 Généralités sur la démonstration
Notations

Dans la suite, on supposera toujours que 0 < 7 < 1, ce qui est suffisant pour établir le
résultat (Plus 7 > 0 est petit, plus la condition sur les points est faible). On commence
par construire un automorphisme y de IP% afin de se ramener au cas ou E a une équation

simple. On note Wy, ..., Wy les coordonnées de ]Pg. Quitte a permuter les coordonnées
(ce qui ne modifie pas la distance et la hauteur) de ]P’g, on peut choisir une équation de
I'hyperplan E dans IP’% sous la forme

F=Wq+ fiW;+...4+ f[xWn.

On note alors  : ]P’g — lP’g I’automorphisme associé a la matrice

L fi fo - NN
o1 0 - 0
M —
: .1 0
0 -« -~ 0 1
On a x(E) = Z(Wy) et le lemme suivant permet de comparer les distances que nous

utiliserons.
Lemme 5.1.4 - Pour tout v € My et tout x € PX(C,), on a
dy(x(2), Z(Wo)) < (N +1)° - [F[] - dy (2, E).

DEMONSTRATION :
D’une part, si x € PY(C,), le lemme 1.1.5 permet d’écrire

du(x(). Z(Wo)) = %

e (el
= &l 2(F)) (Hx<x>|r;, IF

2,1}) .

D’autre part, en écrivant z = x~*(x(z)), on obtient
|2 ]l20 < (N +1)272 - [F, - [Ix(2) |20,
puis en utilisant 'inégalité élémentaire
[Fll20 < (N4 1)/ [F|,,
on obtient le résultat. O

On note o : A X P — Pg la composée de x avec le plongement

AXP o PR x PP = Py avee N=(Na+1)(Np+1)—1
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ot la seconde fléche est le morphisme de SEGRE. La hauteur et le degré d’un sous-schéma
fermé de A x P seront pris relativement a ce plongement ¢. On note he AQ) - R
et h% : P(Q) — R les hauteurs de WEIL induites respectivement par les plongements
A< Pg‘* et P — ]P’gp et on fixe une constante Cy,.¢ > 0 telle que

¥(a,p) € (A x P)(@), |h(a) = h"(a)] < Chaue et |he(p) = hE(P)] < Chau- (5.1.5)
On considére également les hauteurs sur A x P données par
h(a,p) = h(a) + he(p) et h*(a,p) = h*(a) + hE(p).

On fixe également deux nombres réels qui permettront d’appliquer la méthode de
VOJTA. On définit le réel 0 < e < 1 par

1 m)! T "
2 (Na+1D)m 141 \m-dim(A x P)-6m
ce qui permet de choisir un nombre rationnel 0 < § < 1 vérifiant
P §m gdim(AXP)
e<—— et —< . _ 5.1.6
TES T Tl T (Na+ D)l 1) - (69mAXP) - dim(A x P)) (5.1.6)

Remarquons que les valeurs effectives des constantes e; et u dans le théoréme 5.1.1 ont
été choisies pour vérifier les inégalités

3 3
er>— et pu>-—. (5.1.7)
€ €

Cela se déduit directement en remarquant que I'on a toujours l'inégalité

(Na+1)">6((Na+1)""+1) (1 — %)m

car Nao > 2 et m > 2.

Stratégie

Nous allons démontrer I'inégalité de VOJTA en raisonnant par ’absurde. On dit qu'un
point x = (21,...,7,) € (A x P)™(Q) ot 2; = (a;, p;) vérifie Cond(ey, es, €3, i) s'il vérifie
les inégalités du point 5.1.2. On commence par associer a un tel point x, un m-uplet
d’entiers s. Dans la suite, on supposera toujours que ey > e; et que e; € N.

Lemme 5.1.8 - Siz € (AxP)™(Q) vérifie Cond(ey, €9, €3, 1), alors il existe s € (N\{0})™
vérifiant s;/s;v1 > eq, les inégalités

[\

1 \2% A 2i-2
(1 + —) s1-h(ay) < s7-h(a;) < (1 + —) s1 - h(ay)

262

pour tout 1 <t <m—1 et

m—1 m

. 3 .
Z h(sia; — 5i410i41) < — Z sth(a;).
- 13

=1
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DEMONSTRATION :
On note dans cette démonstration || - || = Vh qui vérifie l'inégalité triangulaire. On
pose s, = 1 et on définit successivement s,,_1,...,$; de sorte que s;/s;41 soit 'entier le

plus proche de ||a;+1]|/]|a;||. D’une part, comme e; est un entier, on a s; > eg - S;41 et
d’autre part, 'inégalité

1 1 .
sivillainll = sillaill| < Ssinllall < o—min (siflail], siallaiall) -
2 262
donne la seconde affirmation. La fin est identique a la démonstration du lemme 2.1.8. [

Ainsi, & chaque point x € (A x P)™(Q) vérifiant les conditions de 5.1.1, on a associé
un m-uplet s € N”. On dit qu'un sous-schéma fermé X = X; x ... x X,;, de (A x P)™
vérifie Cond(cy, ¢g, x) si

(i) Pour tout 1 < i < m, le schéma X; est intégre et z; € X;(Q).
(ii) On a les inégalités
Vie[l,m], degX;<e¢ et Zs? “h(X;) <co- (Z 33) : (5.1.9)
i=1 i=1

La méthode de VOJTA est alors la suivante. On fixe un point x € (A x P)™(Q) vérifiant

Cond(ey, e, 3, ). En partant de (A x P)™ qui vérifie Cond(ey, ¢o, x) avec

cp =deg(AxXP) et co=h(AxP),

on va construire une suite strictement décroissante de sous-schémas fermés X = X; X
... X X, de (A x P)™ vérifiant Cond(cy, ¢o, x). Le point important est que les constantes
€9, €3, 1 et co ne dépendent que de la liste

A P.E A< PgA, P ng, Chaut, 7, &, dim Xy, . .., dim X,,, (5.1.10)

mais pas de x;,s; et X; pour 1 < i < m. Plus précisément, on va montrer que pour tous
réels ¢; > 0, ¢ > 0 et tout m-uplet u € N™ il existe des constantes ey, s, €3, i, ¢}, ¢y > 0 de
sorte que si z € (AxP)™(Q) est un point vérifiant Cond (e, eq, €3, 1) et si X = X x- - -x X,
est un sous-schéma fermé de (A x P)™ vérifiant Cond(cy,c,x) et u; = dimX; pour
1 < i < 'm, alors on peut construire un sous-schéma fermé strict X' = X} x --- x X! de
X vérifiant Cond(c}, ¢y, x).

Finalement, on itére le procédé jusqu’a ce que 1'un des X soit réduit a {z;}. On obtient
alors par le point 5.1.5

s2 - haj) < 82 h(z;) < s2(h"(27) + 2Chaw) < 57+ (R(X;) + 2Chau),

J
puis en utilisant le point 5.1.9 et le lemme 5.1.8, on obtient

1 \2%
(1 + %> s7 - h(ar) < (mea + 2Chau )55
2

Finalement, on a .
ez < h(a1) < (mey + 2Chan )27 2

ce qui fournit une contradiction. (En augmentant ez, le membre de droite reste inchangé
car ¢y ne dépend que de la liste 5.1.10).
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Application de la stratégie et réduction

Pour appliquer la stratégie décrite ci-dessus, nous suivons essentiellement REMOND
dans [30] et [35]. On fixe un point z € (A x P)™(Q) vérifiant Cond(ey, ey, e3, ) et on
suppose que 'on a construit un sous-schéma fermé X = X; x ... x X,,, de (A x P)™
vérifiant Cond(cq, c2) ol ¢; et ¢o ne dépendent que de la liste 5.1.10. On note u; = dim X,
D; =degX; et u=wu; + ...+ Up.

Remarque 5.1.11 : Notre objectif est de montrer que : quitte a augmenter es et es, il
existe des constantes },c, € R ne dépendant que de la liste 5.1.10 et un sous-schéma
fermé strict X’ = X x ... x X/ de X vérifiant Cond(c}, ¢;). Dans la suite, la constante
¢ € R dépendra toujours uniquement de la liste 5.1.10, méme si ce n’est pas précisé. De
plus, la constante ¢’ pourra changer d’une ligne a ’autre dans les inégalités, tant qu’elle
ne dépend que de la liste 5.1.10.

Par hypothése sur la distance de z; a E |, on a ¢(z;) € ¢(X;) \ Z(Wy), donc ¢(X;) ¢
Z(Wj). On peut donc appliquer le lemme 1.3.6 a chaque ¢; : X; — }P’g qui donne une
matrice M; € GLx41(Z) dont les coefficients sont bornés par max(D;/2,1) de sorte que
le morphisme associé y; : Pg — IP% fait de x; o ¢; un plongement adapté a X; et fixe la
coordonnée W. '

De plus, par le lemme 1.3.7, on obtient des polynomes sz) pour 1 <i<metu+1<
J < N. On note B; la famille de leurs coefficients a i fixé et on désigne par Q; la dérivée
de Pffi) 41 par rapport a la derniere variable.

On note W((f), e ,Wl(\? les coordonnées de Pg et on fixe des coordonnées projectives
(xéi), e ,:Ef?) de x; 0 p(z;) dans Pg. On choisit également un corps de nombres L conte-

nant K, les xg-i) et les B;. On note 7; : X; — ]P%i le morphisme fini défini par W(()i) Yo ,Wffi).
L’hypothése sur la distance se traduit en une inégalité simple sur les coordonnées fixées

de x; o 90(%)

Lemme 5.1.12 - [] existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout 1 < i < m, on a
["inégalité
Ay

e < -exp (—T : fl(al)) .
0
J

o< II

veES wEM], maX
w|v J

DEMONSTRATION :
Par le lemme 1.1.5, on a

2],

H%‘sz

= du(vi 0 ¢(2:), Z(W)) = du(p(x:), Z(WS))) (%) -

D’autre part, on a par un calcul direct

lo(@)llo < (N 412 M7, - [Ix 0 (@) |20
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En utilisant le lemme 5.1.4 et en passant de la norme 2 a la norme infinie, on obtient ainsi

la majoration

0

— 2 < (N+ D)2 |F2 - My - do(2, ).

max xy)
J

w

En prenant le produit sur les places, en majorant, et en utilisant les conditions sur x, on
obtient le résultat. (Comme M; est & coefficients entiers et bornés par max(D;/2,1), on
peut borner les numérateurs et dénominateurs des coefficients de M; " avec la formule de
la comatrice, donc on peut majorer le terme correspondant par une constante ). O

En suivant REMOND, on se raméne & la construction d’un polynéme avec le lemme
suivant.

Proposition 5.1.13 - [l existe une constante ¢ > 0 et un couple (¢,U) o 1 <€ <m et
U un polyndme homogene de @[W((f), . ,W&?] vérifiant

(i) xe(ze) € Z(U),

(ir) xe(Xe)  Z(U),

(1i1) degU < ¢},

(iv) 52 h(U) < ¢ (Z )

=1

En effet, si I'on suppose que la proposition précédente est vérifiée, il suffit de poser
X} =X, pour i # £ et de définir X, comme une composante irréductible de X, N x,(Z(U)).
On controle alors le degré et la hauteur de X/,..., X! en utilisant le théoréme de BE-
ZOUT géométrique et arithmétique. (Pour une démonstration détaillée, voir |35, proposi-
tion 3.1]). On en déduit que l'on peut écarter quelques cas particuliers pour lesquels les
méthodes utilisées dans la suite ne s’applique pas.

Corollaire 5.1.14 - Pour chaque 1 <1 < m, on peut supposer que
(i) Le morphisme m; : X; — ]P’(g est étale en x;,
) . ‘
(i1) z;” # 0 pour tout 1 <iv<m et 0 < j <y,
(111) pour tout 1 < i < m,

DEMONSTRATION :

La démonstration est identique a celle du [35, Corollaire 3.2]. Si le premier point n’est
pas vérifié, on peut appliquer la proposition précédente en prenant pour U le discriminant
du polyndéme irréductible en Z donné par

PO, (wg>, WO, z) .
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Pour le point (ii), il suffit de considérer W](i), tandis que le dernier point est une consé-
quence du point (i). O

On suppose donc dans la suite que les assertions du corollaire sont vérifiées.

5.1.3 Construction d’une section globale

Pour démontrer la proposition 5.1.13, nous allons construire une section globale de
petite hauteur d’un faisceau sur X. On commence par introduire quelques notations.
On note ry : X™ — A™~! le morphisme donné sur les points par

((a1,p1), -+ (Am, Pm)) > (S101 £ S9ag, ..., Sp_1Am—1 £ Spmam).
En utilisant les plongements A < PgA, les morphismes r_ et r, composés avec un mor-

phisme de SEGRE et le plongement P — ng, on obtient un plongement

X < (]P’gA>m x (B3 x (P3) (ng)m avec Nj = (Ny+1)"" — 1,

Par restriction, on obtient ainsi un faisceau O(b, ¢, ¢, d) sur X pour chaque b,d € Z™ et
¢, € 7. Par construction, on a les relations suivantes.

m m—1
O(b> Oa 07 O) = p* <® p;k £®bi> ) 0(07 17 07 O) = p* <®(51 P; —Si+1 pz+1)*‘c> )
=1

=1
m m—1

0(0,0,0,d) ~ q* (@ q £®di> ., 0(0,0,1,0) ~ p* (@(si D; +5it1 pm)*ﬁ) :
=1 =1

oup:A™ xP" - A" q: A" xP" = P" py,....,p,, A" = Aetqy,...,q, :P"—P
sont les différentes projections. Avec ces notations, le faisceau que nous allons étudier est
défini pour d € N vérifiant de € Z par

L(e,s,d) = O(ens®, 1,0, (2 + €)ns?) 4. (5.1.15)
On note Xg), e ,Xl(\a les coordonnées du i-éme facteur de (]P’gA> , puis Vo, ..., Vy, et
Vi, - ,V{% pour les deux espaces projectifs intermédiaires et T((f), . ,Tl(\?P les coordon-

. N\ ™
nées du i-éme facteur (IP’@P> .

Complexe de FALTINGS

Pour construire une section globale du faisceau L(g, s, d), on va appliquer un lemme
de SIEGEL. Pour cela, nous allons construire une suite exacte de faisceaux dont le noyau
est L(e,s,d). Cette suite exacte est communément appelé complexe de FALTINGS. On
commence par définir

L(e,s,d) N @M(E, s,d) ot Mile,s,d) =O((2+¢)dns* 0,0, (2 + )dns?)
k



86 Chapitre 5. Extension d’un théoréme de FALTINGS

et la composante k € [0, N,] de ® est & — £ ® V,® (On arrive bien dans M(e, s, d) par
le théoréme du cube). On définit ensuite

@M £,8,d) @ N(e, s,d) ot N(es,d) =0O((4+¢e)dns*, 0,0, (2 + €)dns?)
k1,k2,k3

et la composante (ki, ko, k3) € [0, N,]® est donnée par

(fk)k'—>€kl®\/k ® Vi, d §k2®V ® Vi,

Par construction, on a ainsi une suite exacte de faisceaux sur X
0 — L(e, s,d) —>@Mesd = P Nes,d).
k1,k2,k3

Nous aurons besoin d’imposer une condition supplémentaire sur la section globale que
I’on cherche. On dira qu’une section globale d’un faisceau sur X a un indice d’annulation
supérieur a § le long de E™ (relativement a ds?), si elle est dans le faisceau d’idéaux
engendré par les sections induites sur X par les polynomes

<W51>>ﬁ...(wgm>)”" avec Z]’Qz (5.1.16)

i=1

On notera ['s (X, -) le sous-espace vectoriel de I' (X, -) correspondant. En particulier, on
obtient par restriction, une nouvelle suite exacte

0 — T5 (X, L(e, 5,d)) —> @5 (X, M(e,5,d)) = ) T(X.N(e,s,d)).
k k1,ko,ks

Nous allons chercher la section souhaitée sous une forme polynomiale. Pour cela, on in-
troduit ’application

0:QwWl~ @r ((Pg’)m,om)) - P T (X 0W). (5.1.17)

acN™ acN™
On note & le sous-espace vectoriel de Q[W] formé des polynémes P multihomogénes de
multidegré (2 + 5)dn52~ et vérifiant pour tout 1 < i < m les relations

(Vje[[ui—l—lN]], degW@on) et degym P <D,

u;+1

On dit également qu’un polynome de Q[W(l), ..., W] aun indice d’annulation supérieur
a 0 le long de E™ ¢’il est contenu dans 1'idéal engendré par les mondémes vérifiant le point
5.1.16. On note & le sous-espace vectoriel de £ correspondant. Les plongements étant
adaptés, les restrictions de © induisent des applications injectives

E-T(X, Mg, s,d)) et E — Ts(X, M(e, s,d))

On dit qu'une section f € I's(X, L(g, s,d)) est représentée par une famille de polynémes
(Fk)k - 55 si
(f) = (O(Fk))x

dans T'y (X, M(e, s,d)). Avec ces notations, nous allons montrer le résultat suivant.



5.1. Inégalité de VoiTa 87

Proposition 5.1.18 - I existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout d suffisamment
grand et divisible, il existe une section f € I's(X, L(e, s,d)) non nulle représentée par une
famille de polynome (Fy), C Es vérifiant

h((Fr)e) < dd (Z s§> + o(d).
i=1
Pour cela, on introduit le morphisme donné par la composée

VP& - P (X Me,s.d) — @ T(X,N(e,s,d))

k1,k2,k3

ol O est appliqué sur chaque facteur de la somme directe. Nous allons appliquer le lemme
de SIEGEL suivant & ce morphisme pour obtenir le résultat.

Lemme 5.1.19 - Pour tout corps de nombres K, il existe une constante Cs(K) telle que
pour toute matrice A € My, ,(K) avec m < n, il existe X € K™\ {0} vérifiant AX =0 et

n
h(X) < h(A;) +1 Cs(K).
00 = - (L A + 1o ) + " CS(E)
DEMONSTRATION :
Voir [3, Lemme de SIEGEL]. O

Ainsi, nous devons majorer 'exposant de DIRICHLET (c’est a dire m/(n — m)) du
systéme induit par ¥/, puis nous devons exhiber des équations décrivant Ker ¥’ de hauteurs
controlées et dont les coefficients sont dans un corps de nombres indépendant de d.

Majoration de I’exposant de DIRICHLET
Nous allons estimer la dimension du noyau de ¥/. On commence donc par minorer la

dimension de I'(X, L(e, s,d)).

Lemme 5.1.20 - Si d est suffisamment divisible, on a
: u s 2\u; DZ U
dimT (X, L(e, s,d)) > " [ [(ds)" - = + o(d").
i=1 u;!

DEMONSTRATION :

On adapte la démonstration de FALTINGS dans [10, Partie 6]. Comme le faisceau
L(e,s,1) est ample (car O(1,0,0,1) est ample et O(0, 1,0, 2ns?) est numériquement effec-
tif), on a par le théoréme de RIEMANN-ROCH asymptotique pour d suffisamment divisible

L(e,s,1)*-X

u!

dimT (X, £(e, 5,d)) = d + o(d").
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En notant £; = p*pf Ly et £, = p* p; £, on remarque que

7

((51 ® ’31)@7“8%)u1 : ﬁ (q*(SH Pi—1 —8iP;) L& Qfmms?)u

=2
52 $2\ U2 m * . 52\ Ui
Z S%ulDl <<£;® ?R® ,2;@27]2 2) A H <q (Sifl Dy —Si pz) r ® £Z®2n Z) )
=3
2 m N
& (H S?UiDi) . H (q*<3i—1 Pio1 —$iP;) L ® 2?2’“51-)
i=1 paiey

m
> > Hs?”iDi.
=1

Or les faisceaux définissant L(e,s,d) sont tous numériquement effectifs, donc avec la
formule du multinéme et la minoration ci-dessus, on obtient

m
u
L(e,s,1)" > gu || s?D;.
(8.5, 1) _(ul,...,um> gz '
En combinant les deux inégalités précédentes, on obtient le résultat. O

Nous allons & présent minorer la dimension de I's(X, L(e, s,d)).

Lemme 5.1.21 - On a la minoration

m

. D,
dimT5 (X, L(e, s,d)) > dim ' (X, L(e, s,d)) — % LG dim(AxP) H(ds’z)w(u-——ll)' + o(d).

m
=1

DEMONSTRATION :
On adapte la démonstration de FALTINGS dans [10, Partie 6]. On note Y = Y; X ... x

YoouyY; =7 (Wéi)> N X;, ainsi que ¢; la section induite sur X par le polyndéme Wéi).
L’idéal Zs de Ox définissant la condition d’avoir un indice d’au moins 9 est engendré par

les sections
m

Ji S5

M ... @
1 ® ® L avec ds? >

i=1
Comme les ¢; forment une suite réguliére et que la somme ci-dessus ne peut prendre qu'un
nombre fini de valeurs entre 0 et §, on obtient une filtration de la forme

Ox/Ig — Ox/z(sr — OX/I&-A — ... — OX/151 —0
ol les noyaux successifs sont isomorphes a des faisceaux de la forme

(@)

m

]i<5

ou )
— (|s?
=1

Y
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D’aprés le lemme 1.4.8, le nombre de tel m-uplet est au plus

5™ 1 .
desf + o(d™).

=1

D’autre part, en injectant le faisceau L(e,s,d) dans M(e, s,d) sur Y comme dans la
construction du complexe de FALTINGS, on peut majorer la dimension des noyaux suc-
cessifs par
i de Yz
dim T (Y, M(e, 5,d)) = [J((2 + e)ds?)mYe 510 __

=1

( dm+dim Y) )

Ainsi, on obtient que le nombre de conditions sur f € I'(X, L(g, s,d)) pour avoir un indice
d’annulation supérieur & § est majoré par

om m m dng |
m! (H 81>H +¢€)dn;s ) (diin—l)!+0( )

En utilisant dimY; = u; — 1 (car z; € X; \ E), degY; = D; et (2 + ¢)n; < 6, on obtient
que ce nombre est majoré par

om . s D.
e 6md1m(A><P) i d 2\ u; i v
m E( S T
ce qui donne le résultat. O

Nous aurons aussi besoin de connaitre la dimension de &;.

Lemme 5.1.22 - On a la minoration

m m

. . J mdim(AxP)
dim&s > dim €& — po -6 x H >!
i=1

DEMONSTRATION :
On doit dénombrer le cardinal de 'ensemble des

AD, Ay e TT (N x [0,D; — 1] x {0pN"1)

i=1
vérifiant

m (
ZL et Vie[l,m], |A?|=(2+¢e)dns?.

@l\')

On commence par choisir AW pour chaque 7, ce qui donne

ui+1
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possibilités. On choisit ensuite les )\((f) vérifiant la condition souhaitée. Par le lemme 1.4.8,
on a

5™
— [ ds? + o(d™)
m! paley

choix possibles. Finalement, il reste a choisir pour tout ¢ un m-uplet

()\gi), cee )\%)) e N*  tel que Z AW (2+¢ dm )\(i) _\®

Uit1"

Le nombre de choix possibles est

ﬁ (u + 2+ e)dmis? — A — AL, - 1) ﬁ e + : dm ) ~ o(d"™™)

i=1 =1

Ainsi, en multipliant les trois possibilités, puis en majorant comme dans le lemme précé-

dent, on trouve le résultat. O

Lemme 5.1.23 - [ existe une constante 0 < ¢ < 1 telle que
: / / s 2\ u; DZ u
dim Ker ' > ¢ - H(dsi) ol + o(d").
i=1

DEMONSTRATION :
Le noyau de ¥’ est isomorphe &

(@@ (&) ) N® (Ts(X, L(e, s,d))) € PTX,M(e,s,d))

et comme les applications ¢ et O|¢, sont injectives, on obtient par la formule de GRASS-
MANN, la minoration

dim Ker U > dim T'5(X, L(g, s,d)) + (Ny + 1) [dim & — dim T'(X, M(e, 5, d))] .
D’une part, par le théoréme de RIEMANN-ROCH asymptotique, on a pour d suffisamment
divisible
M(e, s,d)dmX . X

d’u
@mxr o)

H ((2 + &)dn;s? u'+0(du).

7.

dimI' (X, M(e, s,d)) =

et en raisonnant comme dans la démonstration du lemme précédent, on obtient la méme
formule pour dim €. Ainsi en utilisant le lemme 5.1.22, la dimension de Ker ¥’ est au
moins

m m

)
dim Fg(X, ,C({-j, s, d)) — % . (NA + 1) 6md1m (AxP) H
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puis avec le lemme 5.1.21, on obtient la minoration

m m

: 0 m—1 mdim(AxP) 2\u; Dl u
dim (X, L(e,5,d)) = — - [(NA+ 1) +1] -6 H(dsi) PR + o(d"),

Finalement avec le lemme 5.1.20 et en minorant, on obtient

im(Ax o m— im(AXx : m m uDZ U
(gd (AxP) _ ol [(Na + 1)+ 1] - (6° (AXP) dim (A x P)) ) (H(ds?) m) +o(d"),

i=1 v

puis en utilisant le point 5.1.6, on obtient le résultat. O

Finalement, on peut majorer 'exposant de DIRICHLET. On a

m (Na + )™t dim & — dim Ker ¥’ < (Na+ D)™ 'dim&

= 1
n—m dim Ker ¥’ - dim Ker ¥’ ’
que l'on peut majorer avec les résultats ci-dessus par
N 1)ym—1. 6mdim(A><P)
(Na+ 1) — 14 o(1). (5.1.24)

C/
Construction des équations

Dans cette partie, on montre que 'on se trouve dans la méme situation que la dé-
monstration du [35, Proposition 4.2|, ce qui permet de construire des équations décrivant
Ker ¥'. Rappelons que 'on a défini 'application © au point 5.1.17.

Lemme 5.1.25 - [l existe une constante ¢ > 0 et une famille de polynomes (Pg o )o<eo<n,

de multidegré 4ns® en les W et de hauteur au plus c'|s?| telle que le noyau de V' est
décrit par les équations

Vk’l, k27 k3 S [[Oa fA]]a @ (Fkl . ng,kg - F]f2 ’ Pgl,kg) = 0.

DEMONSTRATION :
Par définition de W', les équations sont

Fiko ks € [O,NL],  O(Fi) ® Vi ® Vi, ® — O(F1,) ® Vil @ Vi, * = 0.

On choisit une section globale non nulle sur X de la forme

m

r e [0,N4], ® (Xg)>2ms?'

i=1

Le lemme 2.1.2 fournit des polynomes (Qe)o<sr<n, de multidegré 4dns* en les X et
de hauteur au plus d - |s?| de sorte que si on multiplie chaque équation par la section
ci-dessus, on obtient

G(Fkl) ® ng,k‘g (X(l)’ e ’X(m)) - @(sz) & thka (X(1)7 e aX(m)) =0.
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En multipliant chacun des Q¢ (X(l), e ,X(m)) par une section globale non nulle sur X
de la forme
= ; 4 is?
re[0.NA ] @ (T)™,
i=1

on obtient des polynémes R, en les variables X® . T Ces polynémes sont homogénes
de multidegré 4ns? et les estimations de hauteurs restent inchangées. Finalement, il suffit
de poser

Pro (WD, o, W) = Rep (M- M- WO M M W)

Le multidegré de Py, est bien 4ns® et comme M est fixé au départ et que les coefficients
de M, sont des entiers bornés par D;, on obtient I’estimation de hauteur souhaitée. O

Si F est une forme linéaire sur &, on l'identifie a ces coefficients dans la base fixée de
&s. En particulier, cela permet de définir la hauteur de F et le corps de nombres engendré
par F. Le lemme précédent permet d’appliquer la méthode de REMOND pour obtenir des
équations de hauteurs controlées.

Lemme 5.1.26 - [] existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de la liste 5.1.10 ayant
la propriété suivante : pour tout d € N suffisamment divisible, il existe des formes linéaires
Fy, ... Fy sur & décrivant Ker(V') telles que Q(Fy, ..., Fy) soit indépendant de d et dont
la hauteur vérifie

h(Fy,...,Fy) < dd (f: s?) + o(d).

DEMONSTRATION :

En utilisant le lemme précédent, la démonstration est analogue a celle [30, Partie 5.5]
ou a la seconde partie de la preuve de la proposition [35, Proposition 4.2]. ]
Conclusion

On peut a présent démontrer la proposition 5.1.18 en appliquant le lemme de SIEGEL
(Lemme 5.1.19). Le point 5.1.24 majore I'exposant de DIRICHLET par une constante ne
dépendant que de la liste 5.1.10, tandis que le lemme précédent majore la hauteur du
systéme et montre que Cs(Q(F1q,...,Fy)) = o(d).

5.1.4 Minoration de 'indice

Dans cette partie, nous allons prouver que la section f construite dans la partie pré-
cédente s’annule avec un indice élevé en z. On suit essentiellement [35, Partie 5], mais on
doit modifier quelques estimations. Comme le morphisme

. U1 Un,
7r.X—>IP>@ ><...><IP’@
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est étale au point x, on peut trouver un voisinage ouvert de z dans X au-dessus duquel
Qx /g ait pour base la famille (dvj(-l))m avec 1 <i < metl < j <uwu. On note 8v§i) les

dérivations correspondantes qui sont données par
i)y _
a’ugl) (Uj/ ) — 51‘72‘/6]‘7.]‘/'

On pose pour tout élément K € N“! x ... x N¥m

u;

ﬁﬂ (o)™

=1

Avec ces notations, rappelons comment on définit 'indice de f au point x relativement a
(2 + ¢)dns®. On écrit f = a - g au voisinage de z oll a est une section de Ox et g est une
section de L(g, s,d) qui ne s’annule pas en z. On définit alors

ind(f,z) = inf {ZZ 5 +’?’Jdn 2 K € HNM, 0" (a) () # 0} .

Remarquons que cette borne inférieure est un minimum car f ## 0 par construction. Avec
ces notations, nous allons montrer le résultat suivant.

Proposition 5.1.27 - [l existe une constante ¢ > 0 telle que si d est suffisamment grand
et divisible, alors ind(f,z) > ¢.

On considére le nombre

m—1

O =(2+¢) Z dnis3h® (p o xi(z:)) — Z dh™ (s;a; + Si410441) — Z dnis:h (p;)
i=1

i=1 =1

qui est une hauteur de = par rapport au faisceau L(¢, s, d). Nous allons encadrer ce nombre
afin d’obtenir le résultat que I'on souhaite. Par un calcul direct, remarquons que 'on a

h*(xi 0 p(xi)) < h(z;) + h(F) + log ((N + 1)%) . (5.1.28)

Majoration de ¢

La majoration ne pose pas de difficulté : on repasse a la hauteur de NERON-TATE et
on utilise les inégalités de hauteurs données par les hypotheses du théoréme 5.1.1 et celles
définissant le m-uplet s dans le lemme 5.1.8.

Lemme 5.1.29 - [] existe une constante ¢ > 0 telle que

® < ds?(3meh(ay) + ¢).
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DEMONSTRATION :
On introduit le nombre

m m—1 m
b= (24¢) ) dmsih(z) = Y dh(siai + siraisn) = > dmisthe(py).
=1 =1 i=1

En utilisant les points 5.1.28 et 5.1.5 avec D; < ¢;, on obtient une majoration de la forme
® < &+ ds?.
Il suffit donc de majorer ®. En utilisant la relation

iL(SiCLi + Si+1ai+1) + h(siai - SZ‘+1CLZ'+1) = 2833(@1) + 28224_1;1(011‘_1_1),

on obtient

m m—1 m
6[) =£ Z d?’]ZSZQh(ZCZ) + Z dﬂ(siai — si+1a,~+1) + Z d?’]zszzhg(pl)

=1 =1 =1

En utilisant le lemme 5.1.8 et I'inégalité h(a;) > e - he(p;), on obtient
- 1 32 T~
o < [28 <1+—) + =+ - d<25?h(ai)> :
€1 M 1

1
D’autre part, avec le point 5.1.7 et I'inégalité ¢ < 1/3, on obtient

1 3 2
25(1+—>+—2—|——<3€,
M €1 M

tandis que le lemme 5.1.8 implique

m . 1 m .
Z sth(a;) < (1 + 2—) msih(ay).
i=1

€2

Ainsi, quitte a augmenter ey, on obtient le résultat. O]

Minoration de ¢

Minorer ® est plus délicat. Il faut utiliser que f est de petite hauteur et qu’elle s’annule

le long de E. Rappelons que L est un corps de nombres contenant K, les coordonnées a:y)

et les familles B;. On commence par établir deux lemmes préliminaires en suivant [35].

Lemme 5.1.30 - Pour tout v € My, et tout 1 <7< m, on a

(@)
max |T.
0<j<N

<D;-|Bi|, - max 2

v 0<j<u;
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DEMONSTRATION :
On adapte la démonstration de |24, Lemme 2.4.10]. On note 0 < j, < w; un indice
vérifiant

a:y) = max azg-i)
) 0<j<u; v
et on fixe un indice 0 < 7 < N. Si )x() < ’x() , 'inégalité est élémentaire, on suppose

donc que ‘xéz) > 5) Par définition de P( , on peut écrire
. DZ
Pgl) <W ) (W ) P% avec degP r =k
k=1

Ce polynome étant dans I'idéal de x; o ¢(X;), on obtient en spécialisant, puis en prenant
la valeur absolue v-adique

2 Di by | )Pk i i
T o (T o
(4) Ik @ (@)
Jv v k=1 x]v v Q:jv Ijv v
Ainsi en divisant, on arrive &
(z) D; |.G) 17k i i)
— T Pl (ﬁ ﬁ)
(%) (4) Js @’ @)
Jv v k=1 Ju xjv 'rjv v

ce qui montre le résultat. O

Nous utiliserons le lemme suivant qui permet de controler les dérivées des polynémes
F}. construit dans la partie précédente.

Lemme 5.1.31 - On ﬁxe des indices k € [0,N] et j € [0, ul]] >< - X [[0 um]] Pour tout
élément k € N*t x -+ x N¥m 4] existe un polynome R € K[(WO . Wu +1) ;] tel que

(i) Dans K(X), on a la relation

Fy B R

m N @+e)dns? | T N 2l (Di+1)+(2+e)dmis?
() i 2] () i
IT (W) [T (W)
=1

i=1

aﬁ

ii) Le multidegré de R est donné par degywm R = (2 + €)dn;s? + 4D;| k],
\%% iS5



96 Chapitre 5. Extension d’un théoréme de FALTINGS

(111) 1l existe une constante ¢ > 0, tel que pour toute place v € My, on a

h(R) < h(Fy) + dd|s?| + ¢ Z ki (14 h(By)).

i=1
(iv) L’indice d’annulation de R le long de E™ est au moins §.

DEMONSTRATION :

11 suffit d’appliquer [24, Lemme 2.4.6] aux polynémes Fj. On obtient directement les
points (i), (ii) et (iv). Pour le point (iii), en utilisant les notations de [24], on remarque
que si l'on note

1,1}) ’

m . 5y
Rl < IRl < [Fell - TTAT (160Dt 2n ot

i=1

PSLJ

A; = max (‘

P
l,v’ ’H N

alors on a la majoration

1,0 S ||fZ, ||1,v

En effet, on peut utiliser la majoration ||P§-i) 1o < A; a la place de ||P§Z)|
dans la démonstration de |24, Lemme 2.4.6]. En utilisant I'inégalité

Felly, < [Felo- ] N

i=1

(N + (2 + 5)d77131) S (N i 1)(2+E)d‘7’]82| ) |Fk|v

et la majoration

v

Byl < (N+ 1) - |B;
ol ) Bl < v 1P

on obtient ainsi
Rl < [Fel, - (N 4 1) 200"

m _ 5\ 0o
TP B, ) (6ugDi i gt

=1

En multipliant par les degrés locaux, en sommant sur toutes les places v € My, et en
utilisant les majorations 5.1.9, on obtient le résultat. [

Lemme 5.1.32 - [ existe une constante ¢ > 0 telle qu’on ait la minoration
70 27 / 27
o > Edslh(al) — dodsih(ar) + o(d),

ot o = ind(f, ).
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DEMONSTRATION :
En fixant des coordonnées (y((f), e ,yf@) pour s;a; + S; 11011, (p(()l), e ,p%i}) pour p;
et en supposant qu’elles sont contenues dans L, on peut minorer ¢ par
[ - Q,] | m ) (2+¢)dn; s? _ |4 m . (i) |~
2 g e (Mmool 1L i fo”], - L i ] )
v L 1= 1=

Pour chaque v € My,, on désigne par j,, k, et £, des éléments réalisant les maximums et
minimums ci-dessus, ce qui permet d’écrire

m—1

1) T ) T )™
Ju,i v,i

i=1 i=1 =1

o > Zwlog

Alinsi, en introduisant la section
m () ®(2+€)d77i5 , ®—d ®—d77i812
fU :® <W.7v,z> V ®® ( 1/1)
i=1

ot Vy. correspond au plongement de SEGRE, on peut donc écrire

D)) %Mg fulo)e (5.1.33)

D’autre part, par définition de F, on peut écrire

_ ) omd K (@) \ ~dmist B Fy
f=Fr, oV, o (T, et f=f o
i=1

(2+¢) dnz

i=1

Si on note k € N*t x ... x N* ]’élément définissant 'indice de f, on en déduit par la
formule de LEIBNIZ

Fy
m . (2+s)d7]isf
[T (ws)
Jv,i
=1

Comme (0% f)(x) # 0, la formule du produit et le point 5.1.33 donnent

(0" f) (@) = folx) -0

—d < Z Lo+ Q] log [0" Fo (x)

[L: Q] ﬁ ( ) (2+e)dnis?

=1 v
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Par le lemme 5.1.31, la dérivée ci-dessus s’écrit

R,
i > 2\n,‘|(D¢+1)+(2+s)dms§

que 'on peut mettre sous la forme

A\ 2lril-deg Q;
m
Rv H< Ju,i)
m ' g .
[I(we) ™" & Q"
Jvyi ~ ~~ -

=1 B

J/

~~
Qy

Ainsi, avec ces notations, on obtient la majoration

~0 < Z 1og|av o+ Z loglﬁv( o

veEM], vEML,

On note respectivement A et B les deux sommes ci-dessus. Par le point (iii) du corollaire
5.1.14, les termes en Q; dans la seconde somme se simplifient par la formule du produit.
Ainsi, avec deg Q; = D; — 1, on obtient

B < ZQ|/‘%|(D1' = Dh*(xi o (7))

Puis en utilisant le point 5.1.28 et la majoration

hw(xz) S h(l‘l) + Chaut S 2?1((11) + Chauta

on obtient
B<d ) |kilh(a). (5.1.34)
i=1
Il reste & majorer A. On note F; le sous-espace vectoriel de K[(Wéi), o Wu Jrl) ] des

polynémes multihomogénes de multidegré celui de R, s’annulant le long de E™ avec un
indice au moins §. On a la majoration

dim Fj5 < H

=1

(2 + &)dn;s? + 4AD;|k;| +u; + 1
u; + 1 ’

et par définition de x, on a aussi

kil < (24 ¢)dmisio < ddsjo. (5.1.35)
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Quitte & supposer que o < 1 (si ce n’est pas le cas, la proposition 5.1.27 est immédiate),
on obtient que dim Fj est majorée par un polynéme en d, donc log dim F5 = o(d). Ainsi,
si I'on désigne par B la base de Fs formée des monomes contenus dans cet espace, on

obtient la majoration
N (%) xi)ﬂ
(Z) 29
]v 7 ]v [ 1

D’autre part, si I’on note 0 < r,; < N un indice tel que

A <h(R,) + Z %bgrggg

+ o(d).

vEM, v

200

Tv,i

= Imax ‘ZL'
v 0<7‘<N

et en utilisant le lemme 5.1.30, on obtient

OB W 0
m (l) e u(j)rl <|m :cg) e “”Ll
J’U 7 xj'u,i 1 v xrvai l‘T’U,i

Si w € My, est une place ne se trouvant pas au-dessus d’une place de S, on majore le
premier facteur ci-dessus par 1. Si w € My, est au-dessus d’une place v € S, on va obtenir
une majoration plus fine. Par hypothése sur I'indice de m le long de E™, on peut majorer
le premier facteur du produit ci-dessus par

ﬁ |x(()i)|v ’ avec v Ji > 4
i=1 ) — ds;

’ Tu,i|v

m
H Byl R

=1

D’une part, le lemme 5.1.12 donne

1 11

VES WwEMT,
w|v

tandis que avec le lemme 5.1.8, on obtient

et en utilisant le point 5.1.35, on a l'inégalité

m
Zj,- < dd|s?|.
i=1

Ainsi en combinant ces inégalités, on obtient une majoration de la forme

1 2—2m R
) >db (1 + —) sth(ay).

262

m R 1 2—2m
A< h(Ry) + 3 20l (Di + DA(B,) + ¢d|s?| — modsth(ar) - (1 + 2—62) +o(d).
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Quitte & augmenter es, puis en utilisant le point (iii) du lemme 5.1.31 et la proposition
5.1.18, on obtient

i TO . o2
A< dd|s’| +¢ ) kil h(B;) — 7ds‘f‘h«h) + o(d),

i=1
puis en utilisant la majoration 5.1.34, on a ainsi
—® < dd|s?| + c’i i (R(By) + h(a;)) — gdsfﬁ(al) + o(d).
i=1
En utilisant le point 5.1.35, on obtient
—® < dd|s?| + c’adi s2(h(Bi) + h(a;)) — gds%fz(al) + o(d).
i=1

Finalement avec le lemme 1.3.7, les inégalités du point 5.1.9 et le lemme 5.1.8, on arrive
finalement a

) 5.
—® < dodsih(ay) — %dsfh(al) + o(d),

ce qui donne le résultat. O

Conclusion

On en déduit finalement la proposition 5.1.27. En utilisant les lemmes 5.1.29 et 5.1.4,
puis en simplifiant par ds?, on obtient

%55(&1) — doh(ay) + o(1) < 3meh(ay) + ¢

Ainsi, on obtient la minoration

ce qui donne le résultat par le choix de 0 et £ (voir le point 5.1.6).

5.1.5 Application du théoréme du produit

On suppose dans la suite que les constantes eq, es, e3 et p sont suffisamment grandes
pour que la proposition 5.1.27 s’applique. On commence par montrer 'existence d’une
section sur I%1 X ... X ]P’é’" d’indice élevé.
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Lemme 5.1.36 - Si d est suffisamment grand et divisible, il existe une section globale

GeT <%1 X ... X PO ((HDZ-) (2+e)dn32)>
1=1

d’indice en 7(x) relativement & ds® au moins ind(f,x) et vérifiant la majoration
hG) < cd <Z sf) + o(d),
i=1

ot la constante ¢ ne dépend que de la liste 5.1.10.

DEMONSTRATION :
La démonstration est identique a celle du [35, Lemme 5.5]. O

On peut a présent terminer la démonstration de la proposition 5.1.13. Pour cela, il
suffit d’appliquer le théoréme du produit (voir théoréme 1.3.10) ci-dessus au polynoéme G
fourni par le lemme 5.1.36. On commence par vérifier que I'on dispose de ces hypothéses.
D’une part, le lemme 5.1.27 permet de minorer ind(f,z) par un réel ¢ et en posant
oo = min(c, (2u®)™"), on peut supposer que le point (ii7) est vérifie. D’autre part, le
lemme précédent nous assure que G s’annule avec un indice suffisant en z relativement a
ds? et on a

2 2
ds; 5 > 2

ds?,.  s2., = %
i+l il

Ainsi, quitte & augmenter es, le théoréme du produit s’applique et on obtient un polynéme
homogéne U € @[W((f), e ,Wq(f?} pour un indice 1 < ¢ < m vérifiant les inégalités ci-
dessus. On a directement les trois premiers points de la proposition 5.1.13, il suffit donc
pour terminer de vérifier le quatriéme. Or en majorant les différents termes, on en déduit

ds;h(U) < cd (i 5;4') + o(d).

Ainsi en simplifiant par d, on obtient le résultat pour d suffisamment grand.

5.2 Démonstration des résultats

On considére un sous-schéma fermé inteégre V de PgA X ]P’gp. On considérera le degré
de V relativement au plongement de SEGRE

Vs Por x PP Py avee. N= (Ny +1)(Np +1) — 1

On fixe un corps de nombres sur lequel sont définis A, P, V ainsi que le plongement
A — Pg*‘. On fixe une partie finie S C Mg et on considére, comme dans la partie

précédente, le nombre ds(a,V,) pour (a,p) € (A x P)(Q). En utilisant 'inégalité de
VoOJTA de la partie précédente, nous allons montrer le théoréeme D de I'introduction.
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Théoréme 5.2.1 - 517 > 0 et £ > 0 sont des réels, alors il existe une constante y > 0

ayant la propriété suivante : si I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe
une constante v > 0 telle que pour tout p € P(Q), les points a € T" tels que

0 <ds(a,V,) <E&-exp <—7‘ . ﬁ(a))

vérifient l’inégalité

~

h(a) < p-he(p) +v.

De plus, on peut prendre

1 <2NA -6 - m? - (degV)NA+1)m

min(r, 1)

Dans le cas particulier ou 'V est donné par les zéros d’un polynéme bithomogéne de bidegré
(r,s) avec r,s > 1, on peut utiliser

~(Na+m\"™ prtl L gm? L 2m
U Nu s -min(r,1)™ - m!’

DEMONSTRATION :
On introduit ’ensemble Qy(7) donné par

{(a.,) € (AxP)(@)

ael et 0<ds(a,V,) <&-exp (—T-ﬁ(@))}.

On se rameéne au cas ou V est une hypersurface de PgA X ng. En appliquant [29, Propo-
sition 6.1], on obtient des polynémes homogénes Py, ..., Py de degré deg(V) de sorte que
I'image de V — IP’% soit

Z(Py)N---NZPy).

En composant ces polynomes avec le plongement de SEGRE, on obtient des polynomes
bihomogenes Fy, ..., F, € Q[X, Y] de bidegré¢ (deg V,deg V) de sorte que

V=7Z(F,)n...NnZF,).
En particulier, on obtient I'inclusion
Q\/(T) C Qz(pl)(T) Uu...u Qz(pr)(T).

Il suffit donc de montrer le résultat quand V = Z(F) ou F est un polynéme bihomogéne
de bidegré (degV,deg V).

On s’est donc ramené dans les conditions d’application de I'inégalité de VOJTA établie
dans la partie précédente (corollaire 5.1.3) qui fournit des constantes ej, e, e3, u € N*.

On fixe un sous-groupe I' C A(Q) de rang fini et un réel € > 0. On désigne par (a;, p;)icr

I’ensemble des points de (A x P)(Q) tels que

A~ ~

a; €T, h(a;) >e3, hla;) > p-he(p;) et 0<ds(a;,V,) <exp (—7’ . ﬁ(az)) :
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Par le point (ii) du théoréme 1.1.3, 'application \/ﬁ : A — R s’étend en une norme a

I'espace vectoriel E = A(Q) ®z R. On applique le lemme 1.4.7 en prenant

F:F®ZR, N1:O, NQZ\/E, 1 = €y, 03:\/5 et 77:\/E

Ainsi, on peut recouvrir {a € I | h(a) > e3} par un nombre fini d’ensembles dans chacun
desquels deux points a,b € A(Q) vérifient

1

5
€1

<

]A?) a B b
Vila)  \/h)
Ainsi I'inégalité de VOJTA montre que I'ensemble (ﬁ(ai))iel est majoré par un réel v’ > e3

(sinon on pourrait exhiber des points (a;,, pi, ), - -, (ai,,,Pi,,) € (A x P)(Q) la contredi-
sant). On a donc bien 'inégalité de hauteurs annoncée en posant

v =1 — ;- min ( inf hg(})),()) .
peP(Q)
De plus, on obtient la valeur de x4 annoncée en considérant celle donné par I'inégalité de
VOJTA (corollaire 5.1.3) pour (r,s) = (deg V,deg V), puis en utilisant la majoration

(NA +degV

N ) < (deg(V) 4+ 1)Na < 2Na(deg V)Mo,
A

Dans le cas ou V est une hypersurface au départ, on peut utiliser son bidegré dans la
formule pour p, ce qui donne le résultat. O]

Pour finir, on fixe un ensemble fini & C Mg contenant toutes les places infinies de K.
Si L/K est une extension finie et si E = Z(F) est un hyperplan de Pg‘*, les points S-entiers

de (A\ E)(L) sont
)

ou L(F) est le corps de nombres engendré par L et les coefficients de F. En appliquant
le résultat précédent, on obtient le corollaire suivant sur les points entiers d’une variété
abélienne.

F(a)

(A\E)(OLs) = {a € A(L) ‘ Yo ¢S, Ywe Myg) avec w|v, ona ‘

Corollaire 5.2.2 - [l existe une constante p > 0 ayant la propriété suivante : si L/K
est une extension finie, alors il existe une constante v > 0 telle que pour tout hyperplan
E =7Z(F) de ]P’gA, les points entiers a € (A \ E)(OL.s) vérifient l'inégalité

~

h(a) < p-h(F) +v.
De plus, on peut prendre

1 m .
p=— ((Na+1)-6" -m? oty m=dimA+ Ny +1.
m!
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DEMONSTRATION :
On note h* : A(Q) — R la hauteur de WEIL induite par le plongement A —» ]P’gA et

on fixe une constante Cy,. > 0 telle que

Va € A(Q), |ﬁ<a) - iLw(a)l < Chaut-

Siae (A\E)(OLs) ou E =Z(F), on a I'inégalité

ag aN
< Ayl — |, .., =
EPIPD wogm“(’w' il
UES’LUEML v v
veES weM, |

wlv
Quitte a supposer qu'un coefficient de F vaut 1 et en utilisant le lemme 1.1.5, on obtient

(@< > A, log ——~ aE)

veS weMy,
wlv

puis en passant a l’exponentielle
0 <ds(a,V,) <exp (—ﬁw(a)> < exp(Chraut) * €XP (—B(a)) )

Ainsi, on obtient le résultat en appliquant le théoréme précédent au sous-schéma fermé V
de Pg”‘ X Pg‘* d’équations
agpo + -+ +anpy =0

avec les constantes 7 = 1 et £ = exp(Chaut) et le groupe de type fini I' = A(L). O
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On fixe un sous-schéma fermé V de A x P oU A est une variété semi-abélienne sur Q
et P est un schéma projectif sur Q. Si I' ¢ A(Q) est un groupe de rang fini, on sait par

I'ancienne conjecture de MORDELL-LANG que pour chaque p € P(Q), il existe des points
a; € V,(Q) et des sous-variétés semi-abéliennes B; de A vérifiant a; + B; C V, de sorte
que I'on puisse écrire une égalité de la forme

n

V(@ NT = J (e +Bi(Q) nT

=1
Dans cette thése, nous montrerons qu’il existe deux constantes p > 0 et v > 0 de sorte
que I'on puisse imposer la condition supplémentaire

he(ai) < p-he(p) +v

ol iy : A(Q) — R et he : P(Q) — R sont des hauteurs associées respectivement a des
faisceaux inversibles amples sur A et P. La constante u sera indépendante de T, ce qui
ne sera pas le cas de la constante v. En particulier, en appliguant nos résultats aux
cas toriques, on obtiendra une majoration de la forme ci-dessus pour les solutions d’'une

équation aux unités.

Dans un second temps, on établira un résultat de la méme forme pour le théoreme
d’approximation de FALTINGS dans une variété abélienne. Nous en déduirons une
majoration de la forme ci-dessus pour les points entiers d’une variété abélienne privée
d’un hyperplan.
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