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INTRODUCTION

L’objectif de cette thèse est d’obtenir des informations sur la hauteur des points ra-
tionnels d’une partie Ω(X,K) d’un schéma X sur un corps de nombres K dont la finitude
est assurée par un résultat général. Plus précisément, la démarche sera la suivante : on
remplace X par une famille V → P pour laquelle le résultat de finitude s’applique à cha-
cune des fibres Vp pour tout p ∈ P(K). En adaptant les méthodes permettant d’obtenir la
finitude de Ω(X,K), notre objectif sera d’établir l’existence de deux constantes µ, νK > 0
telles que

∀p ∈ P(K), ∀a ∈ Ω(Vp,K), hV(a) ≤ µ · hP(p) + νK.

Dans cette inégalité, hV et hP désignent des hauteurs associées respectivement à des
faisceaux amples sur V et P. En général, la constante µ ne dépendra pas de K : si L/K
est une extension finie, on aura aussi

∀p ∈ P(L), ∀a ∈ Ω(Vp,L), hV(a) ≤ µ · hP(p) + νL.

Dans la majorité des cas, on pourra même donner une valeur explicite pour µ dépendant
de plongements projectifs fixés pour V et P. A contrario, la constante νK dépend du corps
de nombres sur lequel on travaille et reste complètement ineffective. Remarquons qu’en
utilisant cette inégalité et le théorème de Northcott, on retrouve que chaque Vp(K) est
fini.

Nous appliquerons cette idée générale à deux théorèmes de finitude. Le premier est
l’ancienne conjecture de Mordell-Lang plus Bogomolov, tandis que le second est le
théorème d’approximation de Faltings dans une variété abélienne (voir [10, Théorème
2] ou la seconde partie ci-dessous).

L’ancienne conjecture de Mordell-Lang plus Bogomolov

Contexte

Soit A une variété semi-abélienne sur Q̄ et soit hcan : A(Q̄)→ R une hauteur canonique
sur A. Si Γ est un sous-groupe de A(Q̄) et ε > 0 un réel, on introduit l’ensemble

Γε = {a+ b | a ∈ Γ, b ∈ A(Q̄) avec hcan(b) ≤ ε}.

1



2 Introduction

Rappelons que que si Γ est un groupe abélien, son rang est par définition la dimension de
l’espace vectoriel Γ ⊗Z Q. L’ancienne conjecture de Mordell-Lang plus Bogomolov
est la suivante.

Théorème - Si X est un sous-schéma fermé de A et si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe de
rang fini, alors il existe un réel ε > 0, un entier n ∈ N, des points a1, . . . , an ∈ X(Q̄) et
des sous-variétés semi-abéliennes B1, . . . ,Bn de A tels que

∀i ∈ J1, nK, ai + Bi ⊂ X et X(Q̄) ∩ Γε =
n⋃

i=1

(
ai + Bi(Q̄)

)
∩ Γε.

Le cas ε = 0 correspond à la conjecture de Mordell-Lang énoncée par Lang dans
[16, Chapitre 8]. Dans un premier temps, Laurent a démontré dans [18] cet énoncé dans
le cas torique. Ensuite, Faltings l’a prouvé quand A est une variété abélienne sur un corps
de nombres K et Γ = A(K) en utilisant une nouvelle méthode introduite par Vojta. Ce
dernier a étendu la démonstration de Faltings dans [36] aux points entiers d’un sous-
schéma fermé d’une variété semi-abélienne. Finalement, McQuillan a démontré dans
son intégralité la conjecture de Mordell-Lang dans [22] en généralisant les travaux de
Hindry dans [13].

Par la suite, Poonen a énoncé dans [28] la conjecture de Mordell-Lang plus Bo-
gomolov et il l’a démontrée quand la variété semi-abélienne est isotriviale (en utilisant
notamment les résultats de Chambert-Loir dans [6] sur l’équirépartition des petits
points). Finalement, Rémond a démontré l’énoncé en toute généralité dans [33].

Remarquons que le résultat est en général faux si l’on considère d’autres schémas en
groupes. Voici un contre-exemple donné par Vojta dans [36] : si A = G2

a,Q̄, que X a pour
équation x2 − 2y2 = 1 et que l’on considère le groupe de type fini Γ = Z2, alors X(Q̄)∩ Γ
contient une infinité de solutions tandis qu’il n’y a aucun sous-schéma en groupes non
trivial de A contenu dans X.

Signalons qu’il existe des versions quantitatives du résultat précédent dans les cas
torique et abélien. Par exemple, en définissant le degré de X via le plongement

Gg

m,Q̄ ↪→
(
P1
Q̄
)g
↪→ PN

Q̄ avec N = 2g − 1,

Rémond a montré dans [32] que l’on peut choisir dans le théorème ci-dessus les valeurs

ε = (deg X)−g
2m3m

et n = (deg X)(r+1)g2m3m2

où m = dim X + 1 et r = rang Γ. (Pour un énoncé analogue dans le cas abélien, on pourra
se reporter à [32, Théorème 1.3]).

On peut également introduire l’ensemble C(Γ, ε) donné par

C(Γ, ε) =
{
a+ b | a ∈ Γ, b ∈ A(Q̄) et hcan(b) ≤ ε

(
1 + hcan(a)

)}
. (0.0.1)

De manière élémentaire, on a Γε ⊂ C(Γ, ε), mais Rémond a démontré que cet ensemble
ne contient pas trop de points. En notant ZX l’union des translatés de sous-variétés semi-
abéliennes non nulles de A contenus dans X, on a le résultat suivant (voir [33, Théorème
1.2]).
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Théorème (Rémond) - Si X est un sous-schéma fermé de A et si Γ ⊂ A(Q̄) est un
sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel ε > 0 tel que (X \ZX)(Q̄)∩C(Γ, ε) est fini.

Contrairement au cas précédent, si X est un sous-schéma fermé intègre de A tel que
X 6= ZX, alors on peut toujours choisir un sous-groupe de rang fini Γ ⊂ A(Q̄) de sorte
que X(Q̄) ∩ C(Γ, ε) soit dense dans X. (Pour plus de détails, on pourra se reporter à [8,
Théorème 1.7]).

Comme pour le théorème précédent, il existe une version effective de ce résultat, mais
seulement dans le cas où C est une courbe irréductible dans le tore Gg

m,Q̄ qui ne soit pas
le translaté d’un sous-tore. Sous ces conditions, Rémond a montré que si l’on considère

ε ≤
(
212g+229(deg C)33 max(1, h(C))

)−1
,

alors le nombre d’éléments de C(Q̄) ∩ C(Γ, ε) est au plus

(
212g+229(deg C)33 max(1, h(C))

)r+1

où r = rang Γ (voir [32, Théorème 1.2]). En particulier, on remarque dans ce cas que la
valeur de ε ne dépend pas que du degré de C, mais aussi de sa hauteur. On ne peut pas
se passer de cette dépendance. Si C est une courbe dans A et que Γ contient un point
qui n’est pas de torsion, alors quel que soit ε > 0, on peut choisir un translaté de C
rencontrant C(Γ, ε) en une infinité de points.

Pour terminer cette partie, nous allons donner un résultat de McQuillan qui a
largement motivé les travaux de cette thèse. On suppose que A est une variété abélienne
sur un corps de nombres K et on fixe un sous-schéma fermé intègre V de A×K P où P est
un schéma projectif et intègre sur K. On choisit un faisceau ample et symétrique L sur A
et on note ĥ : A(Q̄)→ R la hauteur de Néron-Tate associée. De plus, on considère une
hauteur hL : P(Q̄)→ R associée à un faisceau ample L de P. Avec ces notations, on a le
résultat suivant (voir [21, Théorème 0.1]).

Théorème (McQuillan) - Il existe une constante µ ≥ 0 et une famille finie B de sous-
variétés abéliennes de A ayant la propriété suivante : si L/K est une extension finie, il
existe une constante ν > 0 telle que pour tout p ∈ P(L), il existe un entier n ∈ N, des
points a1, . . . , an ∈ Vp(Q̄) vérifiant

ĥ (ai) ≤ µ · hL(p) + ν

et des sous-variétés abéliennes B1, . . . ,Bn ∈ B avec ai + Bi ⊂ Vp tels que

Vp(L) =
n⋃

i=1

(ai + Bi(L)) .

Dans un premier temps, nous étendrons ce résultat dans le cadre semi-abélien.
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Résultats

On considère un sous-schéma fermé intègre V de A × P où A est une variété semi-
abélienne sur Q̄ et P est un schéma projectif et intègre sur Q̄. Si Γ ⊂ A(Q̄) est un
sous-groupe de rang fini, on peut écrire avec l’ancienne conjecture de Mordell-Lang
plus Bogomolov pour chaque p ∈ P(Q̄) une égalité de la forme

Vp(Q̄) ∩ Γε =
n⋃

i=1

(
ai + Bi(Q̄)

)
∩ Γε

pour des points ai ∈ Vp(Q̄), des sous-variétés semi-abéliennes Bi de A vérifiant ai+Bi ⊂ Vp

et un réel ε > 0. Nous allons montrer que l’on peut contrôler la hauteur des points ai en
fonction de la hauteur du point p.

On fixe une hauteur canonique hcan : A(Q̄)→ R sur A et une hauteur hL : P(Q̄)→ R
associée à un faisceau ample L. Nous établirons l’énoncé suivant.

Théorème A - Il existe une constante µ ≥ 0, un réel ε > 0 et une famille finie B de
sous-variétés semi-abéliennes de A ayant la propriété suivante : si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-
groupe de rang fini, alors il existe un entier n ∈ N et un réel ν ≥ 0 tels que pour tout
p ∈ P(Q̄), il existe des points a1, . . . , an ∈ Vp(Q̄) vérifiant l’inégalité

hcan (ai) ≤ µ · hL(p) + ν (0.0.2)

et des sous-variétés semi-abéliennes B1, . . . ,Bn ∈ B avec ai + Bi ⊂ Vp tels que

Vp(Q̄) ∩ Γε =
n⋃

i=1

(
ai + Bi(Q̄)

)
∩ Γε.

En prenant P = Spec Q̄, la condition sur la hauteur des points devient élémentaire et
on retrouve l’ancienne conjecture de Mordell-Lang plus Bogomolov. D’autre part,
si A est une variété abélienne sur un corps de nombres K, on retrouve exactement le
théorème de McQuillan en prenant Γ = A(L).

Remarquons que l’existence du réel ε > 0 se déduit des travaux de Rémond. En effet,
si l’on fixe un plongement A ↪→ PNA

Q̄ , l’ensemble {deg Vp ∈ N | p ∈ P} est fini et la [35,
Proposition 3] montre que l’on peut choisir ε > 0 pour qu’il ne dépende que de X par
son degré dans l’ancienne conjecture de Mordell-Lang plus Bogomolov. Il en est de
même pour l’existence de B : si un translaté d’une sous-variété semi-abélienne B de A est
contenu dans Vp et est maximal pour cette propriété, alors par le [29, Lemme 4.6] (qui
reste valable pour une variété semi-abélienne), on a

deg B ≤ (deg Vp)
(dim Vp+2−dim B)2/4.

En notant ξV > 0 un majorant du degré de Vp pour tout p ∈ P(Q̄), il suffit de poser

B =
{

B ⊂ A | B sous-variété semi-abélienne et deg B ≤ ξ
(dim A+2)2/4
V

}
.
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En effet, on peut montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-variétés semi-abéliennes
de A dont le degré est borné par une constante fixée. Ainsi la partie réellement nouvelle
du théorème ci-dessus est l’inégalité de hauteur 0.0.2.

Par le résultat de Rémond, on a aussi que pour chaque p ∈ P(Q̄), il existe un réel
ε > 0 tel que l’ensemble (Vp\ZVp)(Q̄)∩C(Γ, ε) est fini. Comme pour le résultat précédent,
on souhaite majorer la hauteur des points de cet ensemble par la hauteur du point p. En
appliquant les mêmes méthodes, on obtiendra le résultat suivant.

Théorème B - Il existe une constante µ ≥ 0 et un réel ε > 0 ayant la propriété suivante :
si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel ν ≥ 0 tel que pour tout
p ∈ P(Q̄), on a

∀a ∈ (Vp \ ZVp)(Q̄) ∩ C(Γ, ε), hcan(a) ≤ µ · hL(p) + ν.

Contrairement à l’énoncé précédent, si l’on prend P = Spec Q̄, on ne retrouve pas le
résultat de Rémond. Il est possible que certains des ensembles (Vp \ZVp)(Q̄)∩C(Γ, ε) ne
soient pas finis. Signalons que nous prouverons un énoncé analogue (théorème 4.2.2) où
l’on peut choisir ε ≥ 0 arbitrairement, sans influencer la valeur de µ, à condition de se
restreindre à Γε.

Si A est le toreGg

m,Q̄ muni de la hauteur standard hcan (définie en sommant les hauteurs
des coordonnées), si l’on suppose que L est associé à un plongement P ↪→ PNP

Q̄ et si l’on
note m = dim V + 1, nous montrerons que l’on peut prendre dans le théorème B

µ =
(

2g(NP + 1) deg V
)m3m2

et ε = µ−1 =
(

2g(NP + 1) deg V
)−m3m2

où le degré de V est pris relativement au plongement de Segre

Gg

m,Q̄ × P ↪→
(
P1
Q̄
)g × PNP

Q̄ ↪→ PN
Q̄ avec N = 2g(NP + 1)− 1.

Si A est une variété abélienne, on fixe un plongement A ↪→ PNA

Q̄ associé à un faisceau L0

symétrique de sorte que l’application

Γ
(
PNA

Q̄ ,O(n)
)
→ Γ

(
A,L⊗n0

)

soit surjective pour tout n ≥ 1. On suppose également que L est associé à un plongement
P ↪→ PNP

Q̄ et que hcan est la hauteur de Néron-Tate associée à L0. Dans ce cas, en notant
m = dim V + 1, nous montrerons que l’on peut considérer dans le théorème B

µ =
(

(NA + 1)(NP + 1) deg V
)m3m2

et ε = µ−1 =
(

(NA + 1)(NP + 1) deg V
)−m3m2

où le degré de V est pris relativement au plongement de Segre

A× P ↪→ PNA

Q̄ × PNP

Q̄ ↪→ PN
Q̄ avec N = (NA + 1)(NP + 1)− 1.
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Pour terminer cette partie, nous allons donner un corollaire des résultats précédents
sur une équation aux unités de la forme

a1x1 + . . .+ anxn = 1 avec (x1, . . . , xn) ∈ C(Γ, ε) (0.0.3)

où a1, . . . , an ∈ Q̄×. Rappelons qu’une solution de cette équation est non dégénérée si
∑

i∈I

aixi 6= 0 pour tout sous-ensemble non-vide I ⊂ {1, . . . , n}.

En notant h` la hauteur standard sur Gg

m,Q̄, nous montrerons le résultat suivant.

Corollaire C - Il existe des constantes µ > 0 et ε > 0 vérifiant la propriété suivante : si
Γ ⊂

(
Q̄×
)n est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel ν ≥ 0 tel que pour tout

(a1, . . . , an) ∈ (Q̄×)n, les solutions non dégénérées de 0.0.3 vérifient

h`(x1, . . . , xn) ≤ µ · h`(a1, . . . , an) + ν.

De plus, on peut prendre

µ = (4n · (2n)!)(2n)12n
2

et ε = µ−1 = (4n · (2n)!)−(2n)12n
2

.

Les remarques générales du théorème précédent s’appliquent à ce cas particulier. On
peut aussi comparer à [2, Théorème 2.5] qui étudie le cas n = 2. Les auteurs donnent une
majoration entièrement effective de la hauteur des solutions de 0.0.3 de la même forme
que dans le théorème, mais leur constante µ dépend de Γ. Signalons également que si on
considère l’équation

a1x1 + a2x2 = 1 avec (x1, x2) ∈ Γε,

alors [2, Théorème 2.3] implique que si ε < 0, 0225, l’équation n’admet qu’un nombre fini
de solutions et on a

[K(x1, x2) : K] ≤ 2 avec K = Q(a1, a2,Γ0)

où Γ0 est un sous-groupe de type fini de
(
Q̄×
)2 vérifiant

Γ ⊂
{
x ∈

(
Q̄×
)2 ∣∣ ∃k ∈ N∗, xk ∈ Γ0

}
.

Le théorème d’approximation de Faltings

Contexte

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K. On note MK l’ensemble des
places de K. En fixant un plongement A ↪→ PN

K, on obtient une hauteur h : A(Q̄)→ R et
une distance dv sur A(Cv) pour chaque élément v ∈ MK. Si X est un sous-schéma fermé
de A, la distance d’un point a ∈ A(Cv) à X est par définition

dv(a,X) = inf
b∈X(Cv)

dv(a, b).

Avec ces notations, Faltings a démontré le théorème suivant (voir [10, Théorème 2]).
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Théorème (Faltings) - Si τ > 0 est un réel et v ∈ Mk est une place de K, alors il
n’existe qu’un nombre fini de points a ∈ A(K) vérifiant

0 < dv(a,X) ≤ exp(−τ · h(a)).

De plus, ce résultat permet de démontrer facilement une ancienne conjecture de Lang
sur les points entiers d’une variété abélienne (voir [10, Corollaire 6.2]).

Corollaire (Faltings) - Si E est un hyperplan de PN
K, alors A\E n’admet qu’un nombre

fini de points entiers.

En effet, la hauteur d’un point entier a de A \ E se majore par le produit de l’inverse
des distances v-adiques de a à E quand v ∈ MK parcourt les places infinies de K. Ainsi,
les points entiers de A \ E vérifient l’inégalité du théorème précédent pour un réel τ > 0,
d’où le résultat.

Résultats

On fixe une variété abélienne A sur Q̄ et un faisceau très ample et symétrique L sur
A associé à un plongement A ↪→ PNA

Q̄ . De plus, on suppose que l’application

Γ
(
PNA

Q̄ ,O(n)
)
→ Γ

(
A,L⊗n

)
(0.0.4)

est surjective pour tout n ∈ N∗. On note ĥ : A(Q̄) → R la hauteur de Néron-Tate
associée à L. On fixe également un schéma projectif et intègre P sur Q̄, un faisceau L très
ample sur P, un plongement P ↪→ PNP

Q̄ associé à L et une hauteur hL : P(Q̄)→ R associée
à L. On considère un sous-schéma fermé intègre V de PNA

Q̄ × PNP

Q̄ dont on considèrera le
degré relativement au plongement de Segre. On note finalement m = dim(A× P) + 1.

Avant de pouvoir énoncer le théorème, nous devons donner un sens à la condition
d’approximation sur Q̄. On fixe un corps de nombres K sur lequel sont définis A, P, V
ainsi que le plongement A ↪→ PNA

Q̄ , ce qui fournit pour chaque place v ∈ MK une distance
dv sur A(Cv). On fixe une partie finie S ⊂ MK et on définit pour (a, p) ∈ (A × P)(Q̄) le
nombre

dS(a,Vp) =
∏

v∈S

∏

w∈ML
w|v

dw(a,Vp)
∆w où ∆w =

[Lw : Qw]

[L : Q]

et L est une extension finie de K contenant des coordonnées projectives de a et p. Par
la formule du degré, le résultat obtenu ne dépend pas du corps de nombres choisi. Si
Γ ⊂ A(Q̄) est un groupe de type fini, on a par le théorème de Faltings que pour chaque
p ∈ P(Q̄), l’ensemble des points a ∈ Γ vérifiant

0 < dS(a,Vp) ≤ exp
(
−τ · ĥ(a)

)

est fini. Comme avant, on souhaite majorer la hauteur de ces points par la hauteur du
point p. Nous démontrerons le résultat suivant.
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Théorème D - Si τ > 0 et ξ > 0 sont des réels, alors il existe une constante µ ≥ 0 ayant
la propriété suivante : si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe une
constante ν ≥ 0 telle que pour tout p ∈ P(Q̄), les points a ∈ Γ tels que

0 < dS(a,Vp) ≤ ξ · exp
(
−τ · ĥ(a)

)

vérifient l’inégalité
ĥ(a) ≤ µ · hL(p) + ν.

De plus, on peut prendre

µ =
1

m!
·
(

2NA · 6m ·m2 · (deg V)NA+1

min(τ, 1)

)m
.

Dans le cas particulier où V est donné par les zéros d’un polynôme bihomogène de
bidegré (r, s) avec r, s ≥ 1, nous verrons que l’on peut utiliser la valeur plus fine

µ =

(
NA + r

NA

)m
· r

m+1 · 6m2 ·m2m

s ·min(τ, 1)m ·m!
.

Finalement, comme Faltings, on obtient un résultat sur les points entiers de A privée
d’un hyperplan. On fixe un ensemble fini S ⊂ MK contenant toutes les places infinies de
MK. Si E = Z(F) est un hyperplan de PNA

Q̄ , les points S-entiers de (A \ E)(L) sont

(A \ E)(OL,S) =

{
a ∈ A(L)

∣∣∣ ∀v /∈ S, ∀w ∈ ML(F) avec w | v, on a
∣∣∣∣
a

F(a)

∣∣∣∣
w

≤ 1

}

où L(F) est le corps de nombres engendré par L et les coefficients de F. Avec ces notations,
nous prouverons le corollaire suivant.

Corollaire E - Il existe une constante µ ≥ 0 ayant la propriété suivante : si L/K est une
extension finie, alors il existe une constante ν ≥ 0 telle que pour tout hyperplan E = Z(F)
de PNA

Q̄ , les points entiers a ∈ (A \ E)(OL,S) vérifient l’inégalité

ĥ(a) ≤ µ · h(F) + ν.

De plus, on peut prendre

µ =
1

m!

(
(NA + 1) · 6m ·m2

)m où m = dim A + NA + 1.

La méthode de Vojta

La démonstration des résultats précédents est basée sur la méthode utilisée par Vojta
pour donner une nouvelle preuve de l’ancienne conjecture de Mordell démontrée par
Faltings dans [9] :
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Théorème (Faltings) - Si C est une courbe projective et lisse de genre g ≥ 2 sur un
corps de nombres K , alors C(K) est fini.

En utilisant les simplifications effectuées par Bombieri dans [4], la méthode consiste à
établir l’impossibilité pour deux points rationnels de C de vérifier un système d’inégalités
de hauteurs. Plus précisément, on plonge C dans sa jacobienne A et on note L le faisceau
très ample et symétrique associé au diviseur 3(Θ + [−1]∗Θ) où Θ est le diviseur theta
sur A. On note ĥ : A(Q̄) → R la hauteur de Néron-Tate associée à L qui s’étend à
A(Q̄) ⊗Z R en une forme quadratique définie positive. Bombieri a montré le résultat
suivant.

Théorème (Inégalité de Vojta) - Il existe deux constantes c1 > 0 et c2 > 0 telles que
aucun point (a1, a2) ∈ C(Q̄)2 ne vérifie simultanément les inégalités

ĥ


 a1√

ĥ(a1)
− a2√

ĥ(a2)


 ≤ 1

2
, ĥ(a2) ≥ c2

2 · ĥ(a1), ĥ(a1) ≥ c1.

On déduit facilement de ce résultat le théorème de Faltings. Par le théorème de
Mordell-Weil, l’espace vectoriel A(K) ⊗Z R est de dimension finie, donc on peut le
recouvrir par un nombre fini de cônes dans chacun desquels deux points quelconques
vérifient la première condition du théorème précédent (voir la figure 1). On en déduit que
la hauteur des points de C(K) est majorée, sinon on pourrait construire deux points dans
un des cônes tronqués contredisant l’inégalité de Vojta. Ainsi les points de C(K) sont de
hauteurs bornées ce qui permet de conclure avec le théorème de Northcott. Signalons
que l’on voit déjà dans ce cas la raison de la complète ineffectivité de la constante ν dans
les différents résultats de la thèse. En effet, on n’a aucune information sur la localisation
des points de C(K) dans chacun des cônes tronqués.

Plus généralement, si Γ est un sous-groupe de rang fini de A(Q̄), on a aussi que
l’ensemble C(Q̄) ∩ C(Γ, ε) est fini pour ε > 0 suffisamment petit où C(Γ, ε) est défini au
point 0.0.1 en prenant hcan = ĥ. On peut montrer que cet ensemble de points se recouvre
comme précédemment par un nombre fini de cônes (voir [32, Lemme 2.1]), ce qui permet
de montrer que les points sont de hauteurs bornées. Cependant, pour conclure, il nous faut
un résultat supplémentaire, car le théorème de Northcott ne s’applique plus. On utilise
à la place une propriété de Bogomolov démontrée dans [7] : il existe une constante q
ne dépendant que du degré de C telle que l’ensemble

{a ∈ C(Q̄) | ĥ(a) ≤ q}

soit fini. On peut alors montrer que les points C(Q̄) ∩ C(Γ, ε) se répartissent dans un
nombre fini de boules de rayons q (voir [32, Lemme 2.1]). Chacune de ces boules ne
pouvant contenir qu’un nombre fini d’éléments de C(Q̄) par définition de q, on obtient le
résultat.

La démonstration de l’inégalité de Vojta est basée sur la théorie de l’approximation
diophantienne classique. On raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe un couple de
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≤
arccos(3/4)

= c1

Figure 1 – Recouvrement de A(K)⊗Z R.

points (a1, a2) ∈ C(Q̄) vérifiant les inégalités du théorème. On introduit sur A2 le faisceau

L(ε, s, d) =
(

(p∗1 L⊗s
2
1 ⊗ p∗2 L⊗s

2
2)⊗−ε ⊗ (s1 p1−s2 p2)∗L

)⊗d

où p1, p2 : A2 → A sont les deux projections, s1 et s2 sont des rationnels respectivement
proches de ĥ(a1) et ĥ(a2), ε > 0 est un rationnel et d > 0 est un entier suffisament
divisible. On commence par montrer que L(ε, s, d) a beaucoup de sections globales sur
C2 : cela résulte essentiellement de la théorie de l’intersection et du fait que le morphisme

C2 → A, (a1, a2) 7→ a1 − a2

est génériquement fini. On construit ensuite une suite exacte de faisceaux sur C2 dont
L(ε, s, d) est le noyau, souvent appelée complexe de Faltings dans ce contexte. Ainsi,
en appliquant un lemme de Siegel, on obtient que si ε > 0 est suffisamment petit et
si l’entier d est suffisamment grand et divisible, le faisceau L(ε, s, d) admet une section
globale non nulle sur C × C de hauteur contrôlée. Finalement, on montre que l’indice
d’annulation de cette section relativement à (ds1, ds2) au point (a1, a2) est élevé, ce qui
permet d’aboutir à une contradiction.

Pour appliquer la méthode à un schéma de dimension supérieure, il faut ajouter un
ingrédient supplémentaire, car on n’arrive plus directement à une contradiction quand on
calcule l’indice de la section. Par exemple, Faltings a montré dans [10] la généralisation
suivante de l’inégalité de Vojta pour une courbe.

Théorème - Soit X un sous-schéma fermé intègre de A ne contenant aucun translaté de
sous-variété abélienne de A non triviale. On note m = dim X+1. Il existe trois constantes
c1, c2, c3 > 0 telles qu’aucun point (a1, . . . , am) ∈ X(Q̄)m ne vérifie simultanément les
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inégalités

ĥ


 ai√

ĥ(ai)
− ai+1√

ĥ(ai+1)


 ≤ 1

c2
1

, ĥ(ai+1) ≥ c2
2 · ĥ(ai), ĥ(a1) ≥ c3

pour tout 1 ≤ i ≤ m− 1.

On pourra se reporter à [30] où Rémond a établi une version effective de ce résultat
(et sans l’hypothèse faite sur X). Pour appliquer la méthode de Vojta dans ce cas, on
complète la démonstration précédente en suivant Faltings. Avec les notations analogues
au cas d’une courbe, on introduit sur Am le faisceau

L(ε, s, d) =

[(
m⊗

i=1

p∗i L⊗s
2
i

)⊗−ε
⊗

m−1⊗

i=1

(si pi−si+1 pi+1)∗L
]⊗d

.

Comme avant, on construit une section globale de ce faisceau sur Xm qui a un indice
d’annulation élevé en a = (a1, . . . , am). Cependant, on n’obtient pas directement une
contradiction, mais on applique le théorème du produit de Faltings (voir [10, Théorème
3.1]) qui montre que a appartient à un sous-schéma fermé intègre strict X1 × · · · × Xm

de Xm dont le degré et la hauteur sont bornés indépendamment du point a. On répète
alors le procédé en remplaçant Xm par X1 × · · · × Xm, ce qui permet de construire une
suite strictement décroissante de sous-schémas fermés de Xm. Au bout d’un nombre fini
d’étapes, un des Xi est de dimension nulle, ce qui permet, en utilisant le contrôle sur la
hauteur des Xi et les conditions sur (a1, . . . , am), d’aboutir à une contradiction.

Plan de la thèse

Dans le chapitre 1, on commencera par fixer les notations de la thèse. Pour cela,
on redonnera succinctement les définitions des outils arithmétiques (hauteur d’un point,
hauteur d’un sous-schéma fermé de l’espace projectif, distance associée à une place,...) et
on rappellera la construction des hauteurs de Néron-Tate ainsi que celle des hauteurs
standards sur un tore. On continuera en généralisant ces constructions afin d’obtenir les
hauteurs canoniques sur une variété semi-abélienne. Nous rappellerons ensuite différents
résultats de Rémond que nous utiliserons, notamment l’inégalité de Vojta généralisée
(voir [35, Théorème 1.2]). Ce théorème nous permettra d’éviter d’appliquer complètement
la méthode de Vojta pour démontrer nos résultats relatifs à l’ancienne conjecture de
Mordell-Lang plus Bogomolov, ce qui aura l’avantage de raccourcir largement les
démonstrations. On terminera ce chapitre en démontrant quelques lemmes préliminaires,
dont une généralisation du théorème d’existence du lieu exceptionnel d’un sous-schéma
fermé dans une variété semi-abélienne.

Dans les chapitre 2, 3 et 4, nous démontrerons les théorèmes A et B respectivement
dans le cas abélien, torique et général. L’intérêt de séparer ces trois cas est d’obtenir des
valeurs effectives dans les théorèmes pour la constante µ. De plus, le cas abélien est lié
aux courbes (comme on l’a vu dans la partie précédente), tandis que le cas torique est
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lié à l’équation aux unités. Dans ces trois chapitres, on commencera par démontrer une
inégalité de Vojta généralisant celles citées ci-dessus. Pour cela, on se placera dans les
conditions d’application de l’inégalité de Vojta généralisée de Rémond. Une fois celle-
ci établie, les théorèmes résultent essentiellement de la méthode exposée dans la partie
précédente pour obtenir le théorème de Faltings sur les courbes. On en déduit aussi le
corollaire C sur les équations aux unités.

Finalement, dans le chapitre 5, on établira le théorème D. Comme dans les chapitres
précédents, on commencera par établir une inégalité de Vojta adaptée à ce cas. Cepen-
dant, l’inégalité de Vojta généralisée de Rémond n’étant pas adaptée à ce cadre, on
devra complètement appliquer la méthode de Vojta. Pour terminer la thèse, on en dé-
duira le théorème D et le corollaire E sur les points entiers d’une variété abélienne privée
d’un hyperplan.



CHAPITRE 1

NOTATIONS, RAPPELS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES

1.1 Les outils arithmétiques

1.1.1 Hauteurs des points et des polynômes

Si K est un corps de nombres, on note MK l’ensemble des places de K. L’ensemble MQ
s’identifie naturellement à la réunion de l’ensemble des nombres premiers et de {∞}. On
note | · |∞ la valeur absolue usuelle sur Q, tandis que l’on désigne par | · |p : Q→ R pour
un nombre premier p, celle donnée par

|x|p = p−vp(x)

où vp : Q → Z est la valuation p-adique. Plus généralement, si v ∈ MK, on désigne par
| · |v la valeur absolue sur K associée à v prolongeant | · |∞ ou | · |p pour un nombre premier
p. Si w est une place d’une extension finie L de K, on écrit w | v si | · |w prolonge la valeur
absolue | · |v. On note également Kv la complétion du corps K relativement à | · |v. Avec
ces notations, on dispose de la formule du degré (voir [14, Proposition B.1.1])

∑

w|v

[Lw : Kv] = [L,K]

et pour tout x ∈ K \ {0} de la formule du produit (voir [14, Proposition B.1.2])
∏

v∈MK

|x|∆v
v = 1 où ∆v =

[Kv : Qv]

[K : Q]
.

Si F est une famille finie de K et v une place de K, on note

|F|v = max
x∈F
|x|v.

On définit ainsi la hauteur de Weil d’une partie finie F ⊂ Q̄ par

h(F) =
∑

v∈MK

[Kv : Qv]

[K : Q]
log |F|v

13
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où K est le corps de nombres Q(F). En particulier, on définit la hauteur h(x) d’un point
x ∈ PN

Q̄(Q̄) comme celle d’un système de coordonnées pour x (Par la formule du produit,
le nombre obtenu ne dépend pas du choix des coordonnées projectives). Si l’on note
Seg : PN1

Q̄ × PN2

Q̄ ↪→ PN
Q̄ le plongement de Segre, on remarque que

∀x ∈ PN1

Q̄ (Q̄), ∀y ∈ PN2

Q̄ (Q̄), h(Seg(x, y)) = h(x) + h(y),

tandis qu’avec le plongement de Veronese Verd : PN
Q̄ ↪→ PN′

Q̄ de degré d, on a

∀x ∈ PN
Q̄(Q̄), h(Verd(x)) = d · h(x).

On étend les notations |P|v et h(P) à un polynôme ou une matrice P en l’identifiant à la
famille de ces coefficients.

On dispose ainsi sur l’espace projectif d’une application hauteur

h : PN
Q̄(Q̄)→ R.

Si X est un schéma projectif plongé dans PN
Q̄, on obtient par composition une notion

de hauteur pour les éléments de X(Q̄). Cependant, cette hauteur dépend du choix du
plongement. Le théorème suivant contrôle la dépendance de la hauteur en fonction du
plongement choisi. On note F(X,R) et B(X,R) respectivement les fonctions de X dans R
et celles qui sont bornées.

Théorème 1.1.1 (Machine des hauteurs) - Soit X un schéma projectif et intègre sur Q̄.
Il existe un unique morphisme de groupes

hX : Pic(X)→ F(X(Q̄),R)/B(X(Q̄),R)

vérifiant les propriétés suivantes

(i) Si L ∈ Pic(X) est associé à un plongement ι : X→ PN
Q̄, alors h ◦ ι ∈ hX(L).

(ii) Si ϕ : X → Y est un morphisme entre deux schémas projectifs et intègres, et si
L ∈ Pic(Y), alors hY(L) ◦ ϕ ⊂ hX(ϕ∗L).

De plus, on a

(iii) Si hL ∈ hX(L) avec L ample, pour tout réel C > 0, l’ensemble des points x ∈ X(Q̄)
tels que [Q(x) : Q] ≤ C et hL(x) ≤ C est fini (Théorème de Northcott).

(iv) Si hL ∈ hX(L), alors hL est minoré en dehors du lieu base de L ∈ Pic(X).

Démonstration :
Si L ∈ Pic(X), on peut écrire L = L1 ⊗ L⊗−1

2 avec des faisceaux L1,L2 très amples.
L’unicité en découle facilement. Pour l’existence, il faut vérifier qu’en considérant des
plongements différents associés à L très ample, les différentes hauteurs obtenues ne dif-
fèrent que d’une fonction bornée. Pour une démonstration complète, on pourra se reporter
à [14, Théorème B.3.2]
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Les éléments de hX(L) sont appelés les hauteurs associées à L. En général, il n’est pas
possible d’associer canoniquement une fonction hauteur à chaque faisceau. Cependant,
dans le cadre des variétés abéliennes ou d’un tore, la situation est meilleure. On commence
par rappeler le lemme suivant.

Lemme 1.1.2 (Procédé de Tate) - Soient X un schéma projectif et intègre sur Q̄, L ∈
Pic(X) et f : X → X un morphisme. On suppose que f ∗L ' L⊗k pour un entier k > 1.
Alors il existe une unique hauteur ĥL,f : X(Q̄)→ R associée à L telle que

∀x ∈ X(Q̄), ĥL,f (f(x)) = k · ĥL,f (x).

De plus, si hL est une hauteur quelconque associée à L, alors on a

∀x ∈ X(Q̄), ĥL,f (x) = lim
n→+∞

hL(fn(x))

kn
.

Finalement, si g : X → X est un morphisme commutant avec f tel que g∗L ' L⊗` pour
un entier ` > 1, alors ĥL,f = ĥL,g.

Démonstration :
Les hauteurs hL◦f et k ·hL sont associées au faisceau L⊗k, donc il existe une constante

C > 0 telle que
∀x ∈ X(Q̄), |hL(f(x))− k · hL(x)| ≤ C.

Ainsi, on obtient pour n ≥ m la majoration
∣∣∣∣
hL(fn(x))

kn
− hL(fm(x))

km

∣∣∣∣ ≤
n∑

i=m+1

Ck−i ≤ C

(k − 1)km
.

Ainsi la suite est de Cauchy et on peut définir ĥL,f par la formule de la proposition.
En prenant la limite n → +∞ dans l’inégalité précédente, on trouve que ĥL,f est une
hauteur associée à L. De même, les autres affirmations se déduisent de la formule (voir
[14, Théorème B.4.1]).

Ce résultat s’applique directement au cadre d’une variété abélienne A sur Q̄ en utilisant
la famille commutative formée des morphismes [n] : A→ A de multiplication par n ∈ Z.
Le théorème du cube montre que si L est symétrique (i.e. [−1]∗L ' L), alors [n]∗L ' L⊗n2 ,
tandis que si L est antisymétrique (i.e. [−1]∗L ' L⊗−1), alors [n]∗L ' L⊗n. Rappelons
qu’une fonction q : G→ R où G est un groupe, est quadratique si

q(x+ y + z)− q(x+ y)− q(x+ z)− q(y + z) + q(x) + q(y) + q(z) = 0

pour tout x, y, z ∈ G. Les considérations ci-dessus permettent d’obtenir le résultat suivant.

Théorème 1.1.3 (Hauteurs de Néron-Tate) - Soit A une variété abélienne sur Q̄. Il
existe un unique morphisme de groupes

ĥ : Pic(A)→ F(A(Q̄),R), L 7→ ĥL
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tel que pour tout L ∈ Pic(A), la fonction ĥL est une hauteur associée à L et elle est
quadratique. De plus, si L est symétrique et ample, alors

(i) La fonction ĥL est positive et s’annule exactement sur A(Q̄)tors.

(ii) La fonction ĥL s’étend à A(Q̄)⊗Z R en une forme quadratique définie positive.

Démonstration :
Pour tout L ∈ Pic(A), la décomposition

L⊗2 = (L ⊗ [−1]∗L)⊗ (L ⊗ [−1]∗L⊗−1)

permet de se ramener au cas où L est symétrique ou antisymétrique. Dans ces deux cas,
on peut utiliser le procédé de Tate donné par le lemme précédent. L’existence et l’unicité
en découlent facilement. Pour une démonstration complète, on pourra se reporter à [14,
Théorème B.5.6] et [14, Théorème B.5.3].

Pour terminer, nous allons appliquer le même procédé à A = Gg

m,Q̄. Signalons que
dans le but d’alléger les notations, la loi de groupe de A sera toujours notée additivement.
Par rapport au cas précédent, on rencontre une difficulté supplémentaire : si g > 0, le
schéma A n’est que quasi-projectif. On choisit de compactifier A en le regardant comme
un ouvert de Ā =

(
P1
Q̄

)g
. L’avantage de ce choix (arbitraire) est que les morphismes de

multiplication s’étendent en [n] : Ā → Ā pour n ∈ Z (La multiplication par [−1] ne
s’étend pas à toutes les compactifications. Par exemple, on ne peut la définir entièrement
sur PgQ̄ si g > 1). De plus, pour tout L ∈ Pic(Ā), on a [n]∗L ' L⊗|n|. On dit qu’une
application f : G→ R où G est un groupe, est homogène si

∀x ∈ G, ∀n ∈ Z, f(n · x) = |n| · f(x).

Dans ce cadre, le procédé de Tate fournit le résultat suivant.

Théorème 1.1.4 - Il existe un unique morphisme de groupes

ĥ : Pic(Ā)→ F(Ā(Q̄),R), L 7→ ĥL

tel que pour tout L ∈ Pic(A), la fonction ĥL est une hauteur associée à L et elle est
homogène. De plus, si L = O(r) où r = (r1, . . . , rg) ∈ Zg, alors

∀(x1, . . . , xg) ∈ Ā(Q̄), ĥL(x1, . . . , xg) =

g∑

i=1

ri · h(xi).

Finalement, si L est ample, alors

(i) La fonction ĥL est positive et s’annule exactement sur A(Q̄)tors.

(ii) La fonction ĥL s’étend à A(Q̄)⊗Z R en une norme.
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Démonstration :
L’existence de ĥ est une conséquence du procédé de Tate. Pour obtenir l’expression

donnée de ĥL, il suffit de vérifier que la fonction est homogène. Si L est ample, la fonction
ĥL est positive car h l’est et on vérifie qu’elle s’annule exactement sur les points de torsion
en utilisant la propriété d’homogénéité.

Pour le point (ii), la fonction ĥL est homogène et on montre qu’elle vérifie l’inégalité
triangulaire à partir de la formule précédente. De plus,

∀x ∈ A(Q̄), ∀ξ ∈ A(Q̄)tors, ĥL(x+ ξ) = ĥL(x).

Ainsi, ĥL définit une norme sur le Q-espace vectoriel A(Q̄)/A(Q̄)tors qui s’étend en une
semi-norme au R-espace vectoriel

(A(Q̄)/A(Q̄)tors)⊗Q R ' A(Q̄)⊗Z R.

Supposons qu’il existe des points x1, . . . , xr ∈ A(Q̄) dont les images dans A(Q̄)/A(Q̄)tors

sont linéairement indépendantes sur Q et des nombres réels λ1, . . . , λr ∈ R de sorte que

ĥL

(
r∑

i=1

xi ⊗ λi
)

= 0.

On fixe un entier N ∈ N et on désigne par Ni ∈ Z l’entier le plus proche de Nλi pour
1 ≤ i ≤ r. On obtient ainsi par inégalité triangulaire et homogénéité

ĥL(N1x1 + . . .+ Nrxr) = ĥL

(
r∑

i=1

xi ⊗ (Ni − Nxi)

)
≤ 1

2

r∑

i=1

ĥL(xi).

Ainsi, pour tout N ∈ N, les nombres N1x1 + . . . + Nrxr sont des points du corps de
nombres Q(x1, . . . , xr) de hauteurs bornées indépendamment de N. Par le théorème de
Northcott, l’ensemble de ces points quand N parcourt N est fini, ce qui n’est possible
que si λ1 = . . . = λr = 0. Ainsi ĥL est une norme sur A(Q̄)⊗Z R.

Dans la seconde partie, nous généraliserons les constructions précédentes dans les
variétés semi-abéliennes.

1.1.2 Hauteur d’un sous-schéma fermé de l’espace projectif

Dans cette partie, nous allons rappeler comment définir la hauteur d’un sous-schéma
fermé de l’espace projectif. Pour plus de détails, on pourra se reporter à [26] ou [31]. Soit
V un sous-schéma fermé intègre de PN

Q̄ de dimension r. On note
(
PN
Q̄

)∗
l’ensemble des

formes linéaires sur PN
Q̄. Alors, le schéma dont les points sont

{
(L0, . . . ,Lr) ∈

(
PN
Q̄
)∗ × · · · ×

(
PN
Q̄
)∗ | V ∩ Z(L0) ∩ . . . ∩ Z(Lr) 6= ∅

}
.

existe et est une hypersurface. Une équation FV de cette hypersurface est appelée une
forme éliminante de V.
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Afin de définir la hauteur de V, nous allons définir la hauteur de FV. On désigne par
X(i) les coordonnées (X

(i)
0 , . . . ,X

(i)
N ) du i-ème facteur

(
PN
Q̄

)∗
pour 0 ≤ i ≤ r. On note K

le corps de nombres engendré par les coefficients de FV. Si v ∈ MK est une place finie,
on désigne par Mv(FV) le maximum des valeurs absolues v-adiques des coefficients de FV,
tandis que si v est infinie, on pose

log Mv(FV) =

∫

Sr+1
N+1

log |FV|v σ∧(r+1)
N+1 + (deg FV)

N∑

j=1

1

2j

où SN+1 est la sphère unité de CN+1 et σN+1 la mesure sur SN+1 invariante par l’action du
groupe unitaire et vérifiant σN+1(SN+1) = 1. La hauteur de FV est le nombre

hF(FV) =
∑

v∈MK

[Kv : Qv]

[K : Q]
log Mv(FV).

Finalement, on définit la hauteur de V en posant h(V) = hF(FV). La formule du produit
montre que cette définition ne dépend pas du choix de la forme éliminante de V choisie.

Pour finir, étudions succinctement le cas où V = {a}. Si a = [a0 : . . . : aN], alors une
forme éliminante de V est donnée par

FV = a0X0 + . . .+ aNXN.

Si v ∈ MK est infinie où K = Q(a0, . . . , aN), on a avec [25, Proposition 4] que

Mv(FV) =

(
N∑

j=0

|aj|2v

)1/2

.

En particulier, pour tout v ∈ MK, on a

max(|a0|v, . . . , |aN|v) ≤ Mv(FV),

et on en déduit l’inégalité h(a) ≤ h({a}).

1.1.3 Distance sur l’espace projectif associée à une place

Soient K un corps de nombres et v ∈ MK une place de K. La valeur absolue | · |v
s’étend de manière unique à la clôture algébrique K̄v de Kv (voir [5, Proposition 1.2.7]).
Par suite, | · |v s’étend de manière unique à une complétion de K̄v relativement à | · |v que
l’on note Cv. Selon que v est finie ou infinie, on définit respectivement la norme v-adique
d’une famille finie F = (xi)i∈I d’éléments de Cv par

‖F‖2,v = max
i∈I
|xi|v et ‖F‖2,v =

(∑

i∈I

|xi|2v

)1/2

.
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En choisissant des coordonnées (x0, . . . , xN) et (y0, . . . , yN) pour x, y ∈ PN
K(Cv), on définit

dv(x, y) =
‖x ∧ y‖2,v

‖x‖2,v‖y‖2,v

où x ∧ y = (xiyj − xjyi)0≤i<j≤N.

Cette application est une distance sur PN
K(Cv) et elle est ultramétrique si v est une place

finie (voir [15, Chapitre 3, Partie 1]). De plus, on a l’inégalité

∀x, y ∈ PN
K(Cv), 0 ≤ dv(x, y) ≤ 1.

On définit la distance d’un point x ∈ PN
K(K) à un sous-schéma fermé X de PN

K en posant

dv(x,X) = inf
y∈X(Cv)

dv(x, y).

Ce nombre ne dépend pas des différents choix de complétions effectués, mais uniquement
de v, x et X. Dans le cas où X est une hypersurface, on dispose d’une expression simple
de cette distance.

Lemme 1.1.5 - Si X est une hypersurface de PN
K d’équation L, on a

dv(x,X) =
|L(x)|v

‖L‖2,v‖x‖2,v

.

Démonstration :
Voir [24, Proposition 1.6.1].

Dans la suite, nous devrons parfois changer d’espace projectif à l’aide du plongement de
Veronese. Cependant, afin de pouvoir comparer les différentes distances, nous utiliserons
le plongement de Veronese modifié Vermd : PN

K → PN′
K (de degré d) dont les composantes

sont ((
d

α

)1/2

xα

)

α

avec α0 + . . .+ αN = d et N′ =

(
N + d

d

)
− 1.

Pour v ∈ MK, on note δv = 0 si v est finie et δv = 1 si v est infinie. On a le résultat
suivant.

Lemme 1.1.6 - Pour tout (x, y) ∈ PN
K(Cv)× PN

K(Cv), on a

dv(Vermd (x),Vermd (y)) ≤ dδv/2 · dv(x, y).

Démonstration :
Supposons dans un premier temps que v est infinie. La formule [27, p. 89] s’écrit

dv(Vermd (x),Vermd (y)) =

√
1−

(
1− dv(x, y)2

)d
.

Finalement, avec l’inégalité 1− (1− t)d ≤ dt valable pour t ∈ [0, 1], on obtient

dv(Vermd (x),Vermd (y)) ≤
√
d · dv(x, y).



20 Chapitre 1. Notations, rappels et résultats préliminaires

Si v est finie, les coefficients multinomiaux étant des entiers, on a

‖Vermd (x)‖2,v = max
α

∣∣∣∣
(
d

α

)
xα
∣∣∣∣
v

≤ max
α
|x|αv ≤ ‖x‖d2,v.

D’autre part, si on fixe i ∈ J0,NK réalisant le maximum de |xi|v, une composante de
Vermd (x) a pour valeur xdi , donc

‖Vermd (x)‖2,v = ‖x‖d2,v.

On fixe des coordonnées projectives de x et y de sorte que ‖x‖2,v = ‖y‖2,v = 1, ainsi que
des multi-indices α et β de longueurs d. Un élément de la forme XαYβ−XβYα appartient
à l’idéal de Z[X0, . . . ,XN,Y0, . . . ,YN] engendré par les éléments de la forme XiYj −XjYi

pour 1 ≤ i, j ≤ N. Ainsi, xαyβ − xβyα se décompose comme une somme de termes de la
forme

a ·m(x, y) · (xiyj − xjyi)
où a ∈ Z et m est un monôme en X0, . . . ,XN,Y0 . . . ,YN. On en déduit avec l’inégalité
triangulaire ultramétrique

‖Vermd (x) ∧ Vermd (y)‖2,v = max
α<β

∣∣∣∣
(
d

α

)(
d

β

)(
xαyβ − xβyα

)∣∣∣∣
v

≤ max
α<β

∣∣xαyβ − xβyα
∣∣
v

≤ ‖x ∧ y‖2,v.

Finalement, en reprenant les deux estimations précédentes, on obtient

dv(Vermd (x),Vermd (y)) ≤ dv(x, y).

Pour finir, on considère un plongement de Segre

Seg : PN1
K ×K PN2

K ↪→ PN
K.

On le résultat suivant.

Lemme 1.1.7 - Pour tout (x, y) ∈ PN
K(Cv)× PN

K(Cv), on a

dv(Seg(x, p), Seg(y, p)) = dv(x, y).

Démonstration :
On fixe des coordonnées projectives pour x, y ∈ PN1

K (Cv) et p ∈ PN2
K (Cv). Par défini-

tion du plongement de Segre, on peut prendre (xi · pj)0≤i≤N1,0≤j≤N2 pour coordonnées
projectives de Seg(x, p) ∈ PN

K(Cv). Si v est une place infinie, on a d’une part

‖ Seg(x, p)‖2,v =

(
N1∑

i=0

N2∑

j=0

|xipj|2v

)1/2

=

(
N1∑

i=0

|xi|2v

)1/2( N2∑

j=0

|pj|2v

)1/2

= ‖x‖2,v · ‖p‖2,v.
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D’autre part, les composantes de Seg(x, p) ∧ Seg(y, p) sont données par

((xipj)(ykp`)− (xkp`)(yipj)) = pjp`(xiyk − xkyi).

En particulier, en utilisant l’ordre lexicographique, on a

‖ Seg(x, p) ∧ Seg(y, p)‖2,v =


 ∑

(i,j)<(k,`)

|pj|2v|p`|2v|xiyk − xkyi|2v




1/2

=

( ∑

0≤j,`≤N2

|pj|2v|p`|2v

)1/2

·
( ∑

0≤i<k≤N1

|xiyk − xkyi|2v

)1/2

= ‖p‖2
2,v · ‖x ∧ y‖2,v.

En substituant dans la définition de dv, on obtient le résultat. Dans le cas où v est finie,
on a de même

‖ Seg(x, p)‖2,v = max
i,j
|xipj|v =

(
max
i
|xi|v

)(
max
j
|pj|v

)
= ‖x‖2,v · ‖p‖2,v,

tandis que

‖ Seg(x, p) ∧ Seg(y, p)‖2,v = max
i,k,j,`

(
|pj|v|p`|v|xiyk − xkyi|v

)
= ‖p‖2

2,v · ‖x ∧ y‖2,v,

ce qui permet de conclure comme dans le cas archimédien.

1.2 Les variétés semi-abéliennes
Une variété semi-abélienne sur Q̄ est un schéma en groupes A sur Q̄ admettant une

suite exacte de la forme

0 −→ Gg

m,Q̄ −→ A
f−→ A0 −→ 0. (1.2.1)

où A0 est une variété abélienne sur Q̄. Autrement dit, une variété semi-abélienne est l’ex-
tension d’une variété abélienne par un tore. L’objectif de cette partie est principalement
d’étendre les théorèmes 1.1.3 et 1.1.4 afin d’obtenir des hauteurs bien définies sur A.

1.2.1 Rappels sur les fibrés projectifs

On commence par effectuer quelques rappels sur les fibrés projectifs nécessaires pour
compactifier une variété semi-abélienne. Pour plus de détails, on pourra se référer à [11,
Chapitre 4] ou [12, Chapitre 2]. Si X est un schéma noethérien et E un faisceau localement
libre et cohérent sur X, on définit

P(E) = Proj

(⊕

d≥0

Sd(E)

)
π−→ X.
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Rappelons que, par construction, pour tout ouvert affine U = Spec(A) de X sur lequel E
est libre de rang n+ 1, on a

π−1(U) ∼= PnA.

De plus, les faisceaux naturels OPnA(1) sur chaque π−1(U) se recollent en un faisceau in-
versible OP(E)(1) sur P(E). On obtient également par construction un morphisme surjectif

π∗E � OP(E)(1). (1.2.2)

A partir d’un morphisme surjectif E → F où F est un faisceau localement libre et
cohérent sur X, on peut construire naturellement une immersion ι : P(F)→ P(E) avec

ι∗OP(E)(1) = OP(F)(1).

On dispose également du résultat suivant.

Proposition 1.2.3 - Soit L un faisceau inversible sur X. Il existe un isomorphisme ca-
nonique ϕ : P(E)→ P(E ⊗ L) de sorte que

ϕ∗OP(E⊗L)(1) ∼= OP(E)(1)⊗ π∗L.

Démonstration :
Voir [11, Proposition 4.1.4] ou [12, Lemme 7.9].

A présent, nous allons étudier les morphismes d’un schéma Y dans P(E). On fixe
un morphisme ϕ : Y → X. Un faisceau quotient inversible est une classe d’équivalence
(L, s) où L est un faisceau inversible sur Y et s : ϕ∗E → L est un morphisme surjectif,
deux couples (L, s) et (L′, s′) étant équivalents s’il existe un isomorphisme de faisceaux
τ : L → L′ tel que τ ◦ s = s′.

Proposition 1.2.4 - L’ensemble des X-morphismes Y → P(E) est en bijection avec l’en-
semble des quotients inversibles ϕ∗E � L.

Démonstration :
Si g : Y → P(E) est un X-morphisme, alors en tirant en arrière par g l’application

surjective du point 1.2.2, on obtient

ϕ∗E = g∗π∗E � g∗OP(E)(1) = L.

Réciproquement, on se donne un faisceau quotient inversible ϕ∗E � L sur Y. On veut
montrer qu’il existe un unique X-morphisme g : Y → P(E) tel que L ∼= g∗OP(E)(1) et que
ϕ∗E � L est obtenu en appliquant g∗ au point 1.2.2. Il suffit de vérifier cette affirmation
localement, donc on peut supposer que X = Spec A et que E est libre de rang n+ 1. Dans
ce cas, l’application ϕ∗E � L correspond à n + 1 sections globales s0, . . . , sn de L qui
l’engendrent. Or, il existe un unique morphisme g : Y → PnA = P(E) tel que L ∼= g∗OPnA(1)
et si = g∗(xi), ce qui montre le résultat. Pour plus de détails, on pourra se reporter à [11,
Proposition 4.2.3] ou [12, Proposition 7.12].
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En particulier, on dispose du morphisme de Veronese Ver : P(E) → P(S`(E)) au-
dessus de X correspondant au quotient inversible S`π∗E � OP(E)(`). Il vérifie

Ver∗OP(S`(E))(1) ' OP(E)(`) (1.2.5)

et on montre que c’est un plongement en se ramenant localement au morphisme de Ve-
ronese classique. Pour terminer, nous allons établir la proposition suivante que nous
utiliserons pour compactifier une variété semi-abélienne.

Proposition 1.2.6 - On fixe deux faisceaux inversiblesM et N sur X. Les sections D∞

et D0 de P(M⊕N )
π→ X induites respectivement par les quotients inversibles

M⊕N �M et M⊕N � N

sont des diviseurs de Cartier associés respectivement aux faisceaux inversibles

OP(M⊕N )(1)⊗ π∗N⊗−1 et OP(M⊕N )(1)⊗ π∗M⊗−1.

De plus, si P′(M⊕N ) désigne l’ouvert de P(M⊕N ) obtenu en retirant ces deux sections,
alors les X-morphismes Y → P′(M⊕N ) correspondent aux quotients inversibles

ϕ∗M⊕ ϕ∗N � L

tels que les composées

ϕ∗M→ ϕ∗M⊕ ϕ∗N → L et ϕ∗N → ϕ∗M⊕ ϕ∗N → L

soient des isomorphismes.

Démonstration :
En utilisant le point 1.2.2, on a une suite d’applications

π∗N → π∗M⊕ π∗N � OP(M⊕N )(1),

puis par produit tensoriel, on obtient

OP(M⊕N ) → OP(M⊕N )(1)⊗ π∗N⊗−1.

On obtient ainsi une section globale et un calcul local montre que son diviseur est D∞. Le
résultat est analogue pour D0. Pour le second point, on se ramène au cas où X = Spec A
avecM et N libres de rang 1. Notons m et n des générateurs respectifs deM et N . Dans
ce cas, les sections D∞ : X → P1

A et D0 : X → P1
A sont les uniques morphismes vérifiant

(D∞)∗OP1
A
(1) 'M et (D0)∗OP1

A
(1) ' N ainsi que

(D∞)∗(x0) = m, (D∞)∗(x1) = 0, (D0)∗(x0) = 0 et (D0)∗(x1) = n

où x0 et x1 sont les coordonnées de P1
A. Ainsi un X-morphisme Y → P(M⊕N ) associé

au faisceau quotient ϕ∗M⊕ ϕ∗N � L induit un X-morphisme Y → P′(M⊕N ) si et
seulement si la condition annoncée est vérifiée.
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1.2.2 Compactification d’une variété semi-abélienne

Fixons un entier g ∈ N et une variété abélienne A0 sur Q̄. D’après [36, Lemme 2.2] toute
variété semi-abélienne sur Q̄ vérifiant une suite exacte de la forme 1.2.1 est isomorphe à

A = P′(OA0 ⊕M1)×A0 . . .×A0 P′(OA0 ⊕Mg)
f−→ A0

oùM1, . . . ,Mg ∈ Pic0(A0) sont des faisceaux inversibles algébriquement équivalents à 0
et P′(OA0 ⊕M`) est l’ouvert de P(OA0 ⊕M`) obtenu en retirant les sections D∞` et D0

`

correspondant respectivement aux faisceaux quotients

OA0 ⊕M` � OA0 et OA0 ⊕M` �M`.

Dans la suite, on travaillera toujours avec une variété semi-abélienne de cette forme-là.
Rappelons comment est défini sa structure de groupe en suivant [33, Partie 2]. Pour chaque
1 ≤ ` ≤ g, on a un isomorphisme canonique

s∗M` ⊗ ν∗M` ' p∗1M` ⊗ p∗2M`

où s; ν, p1, p2 : A2
0 → A0 désignent respectivement l’addition, la flèche nulle et les deux

projections (voir [23, p. 74]). Si [n] : A0 → A0 désigne la multiplication par n ∈ Z, on en
déduit par récurrence un isomorphisme canonique

[n]∗M` ⊗ [0]∗M⊗n−1
` 'M⊗n

` .

Si l’on fixe, une fois pour toutes, un isomorphisme 0∗M` ' OSpec Q̄ où 0 : Spec Q̄ → A0

est la section neutre pour 1 ≤ ` ≤ g , on obtient des isomorphismes bien déterminés

s∗M` ' p∗1M` ⊗ p∗2M` et [n]∗M` 'M⊗n
` .

Si S est un Q̄-schéma, alors par la proposition 1.2.6, un élément de A(S) correspond à
un (g + 1)-uplet (α, κ1, . . . , κg) où α ∈ A0(S) et κ` : OS ⊕ α∗M` � N` est un faisceau
quotient de sorte que les composées

OS → OS ⊕ α∗M`
κ`→ N` et α∗M` → OS ⊕ α∗M`

κ`→ N`

soient des isomorphismes pour 1 ≤ ` ≤ g. La donnée de κ` est équivalente à la donnée
d’un isomorphisme ϕ` : α∗M` → OS pour 1 ≤ ` ≤ g. On définit alors

(α, ϕ1, . . . , ϕg) + (β, ψ1, . . . , ψg) = (s ◦ (α, β), χ1, . . . , χg)

où χ` pour 1 ≤ ` ≤ g est la composée
(
s ◦ (α, β)

)∗M` ' (α, β)∗(p∗1M` ⊗ p∗2M`) ' α∗M` ⊗ β∗M`
ϕ`⊗ψ`−→ OS ⊗OS ' OS.

On vérifie sans difficulté que cette loi définit bien une structure de groupe sur A(S). Sur
les points, l’application f est simplement donnée par le morphisme de groupes

f : A(S)→ A0(S), (α, ϕ1, . . . , ϕg) 7→ α
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En particulier, on a immédiatement que

Ker(fS) = (O×S )g = Gg

m,Q̄(S),

ce qui montre que A est bien une variété semi-abélienne. Finalement, on dispose d’une
compactification pour A donnée par

Ā = P(OA0 ⊕M1)×A0 . . .×A0 P(OA0 ⊕Mg). (1.2.7)

Si A0 = Spec Q̄, on retrouve la compactification que l’on a choisie pour Gg

m,Q̄ dans la
première partie. Par construction, on obtient que le morphisme f s’étend naturellement
en f : Ā→ A0.

1.2.3 Construction et propriétés des hauteurs canoniques

Pour chaque 1 ≤ ` ≤ g, on note L` le tiré en arrière sur Ā du faisceau OP(OA0
⊕M`)(1).

On commence par déterminer le groupe Pic(Ā).

Théorème 1.2.8 - L’application ci-dessous est un isomorphisme de groupes

Pic(A0)× Zg → Pic(Ā), (N , r1, . . . , rg) 7→ f ∗N ⊗
(

g⊗

`=1

L⊗r``

)

Démonstration :
Soit L un élément de Pic(Ā). Les restrictions de L à chaque fibre fournissent une

famille de faisceaux de
(
P1
Q̄

)g
au-dessus de A0. Comme Pic0

((
P1
Q̄

)g)
= 0, on obtient

que cette famille est constante. Ainsi, il existe des entiers r1, . . . , rg ∈ Z de sorte que les
restrictions de L et

g⊗

`=1

L⊗r``

à chaque fibre coïncident. La surjectivité résulte alors de [12, Exercice III.12.4]. Pour
l’injectivité, si

f ∗N ⊗
(

g⊗

`=1

L⊗r``

)
' OĀ,

alors en restreignant à une fibre, on obtient r1 = · · · = rg = 0, puis on conclut par
injectivité de f ∗ : Pic(A0)→ Pic(Ā).

Comme dans le cas où A = Gg

m,Q̄, on montre ensuite le résultat suivant.

Lemme 1.2.9 - Le morphisme [n] sur A s’étend en [n] : Ā→ Ā pour tout entier n ∈ Z.
De plus, pour tout entier n ≥ 0, on a

[n]∗D∞` = n ·D∞` et [n]∗D0
` = n ·D0

`
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tandis que si n ≤ 0, on a

[n]∗D∞` = |n| ·D0
` et [n]∗D0

` = |n| ·D∞` .

Démonstration :
Il suffit de faire la démonstration dans le cas g = 1 (on en déduit le cas général en

prenant le produit). Si n ≥ 1, on considère l’application associée au morphisme [n] ◦ f :
Ā→ A0 et au faisceau quotient

OĀ ⊕ f ∗M⊗n → Sn(OĀ ⊕ f ∗M) � Sn(L) = L⊗n.

On vérifie localement qu’il s’agit bien d’une extension du morphisme [n] : A → A. En
particulier, on a par la proposition 1.2.6

O([n]∗D0) = [n]∗O(D0) = [n]∗L ' L⊗n = O(n ·D0).

On raisonne de même quand n < 0 en considérant cette fois-ci le faisceau quotient

OĀ ⊕ f ∗M⊗n � L⊗−n ⊗ f ∗M⊗n

et on conclut comme précédemment.

Finalement, nous pouvons énoncer le théorème fournissant les hauteurs canoniques
sur une variété semi-abélienne. Ce résultat généralise le théorème 1.1.3 construisant les
hauteurs de Néron-Tate et le théorème 1.1.4 donnant les hauteurs standards sur le tore.

Théorème 1.2.10 - Il existe un unique morphisme de groupes

ĥ : Pic(Ā)→ F(Ā(Q̄),R), L 7→ ĥL

vérifiant les propriétés suivantes
(i) Pour tout L ∈ Pic(A), la fonction ĥL est une hauteur associée à L.
(ii) Si L ∈ f ∗ Pic(A0), alors la restriction de ĥL à A(Q̄) est une fonction quadratique.
(iii) Pour tout 1 ≤ ` ≤ g, si L = O(D0

` + D∞` ), alors ĥL est homogène.

Démonstration :
Comme le groupe F(Ā(Q̄),R) est divisible et par le théorème 1.2.8, il suffit de définir

l’image par ĥ des éléments de f ∗ Pic(A0) et de chaque L⊗2
` ⊗ f ∗M⊗−1

` . Si N ∈ Pic(A0),
il suffit de poser ĥf∗N = ĥ0

N ◦ f où ĥ0
N est la hauteur de Néron-Tate associée à N . De

plus, le lemme 1.2.6 montre que O(D0
` + D∞` ) = L⊗2

` ⊗ f ∗M⊗−1
` , donc pour tout n ∈ Z,

on a avec le lemme précédent

[n]∗
(
L⊗2
` ⊗ f ∗M⊗−1

`

)
'
(
L⊗2
` ⊗ f ∗M⊗−1

`

)⊗|n|
.

On peut donc appliquer le procédé de Tate (Lemme 1.1.2) qui définit une hauteur associée
à L⊗2

` ⊗ f ∗M⊗−1
` homogène, ce qui prouve l’existence de ĥ.
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Pour l’unicité, il suffit de vérifier que les conditions du théorème imposent de manière
unique l’image des éléments de f ∗ Pic(A0) et de chaque L⊗2

` ⊗ f ∗M⊗−1
` . Or, si l’on dis-

pose de deux hauteurs quadratiques associées à f ∗N , alors leur différence est bornée et
quadratique, donc nulle. De même, si on dispose de deux hauteurs homogènes associées à
O(D0

` + D∞` ), alors leur différence est bornée et homogène, donc nulle.

La fonction ĥL est la hauteur canonique associée à L. Dans les cas extrêmes où A
est une variété abélienne ou un tore, on retrouve respectivement la hauteur de Néron-
Tate et la hauteur standard. A présent, nous allons étudier les propriétés de certaines
des hauteurs que nous venons de construire. On commence par étudier la hauteur associée
au diviseur

Ā \ A =

g∑

`=1

(D0
` + D∞` )

La proposition 1.2.6 montre que le faisceau inversible Llin associé à ce diviseur est

Llin =

g⊗

`=1

(
L⊗2
` ⊗ f ∗M⊗−1

`

)
.

On déduit directement du lemme précédent la relation

∀n ∈ Z, [n]∗Llin ' L⊗|n|lin .

On note hlin = ĥLlin .

Proposition 1.2.11 - La hauteur hlin : A(Q̄)→ R est une semi-norme.

Démonstration :
L’homogénéité provient de la construction des hauteurs canoniques. Le lieu base de

Llin est contenu dans Ā \ A, donc hlin est minorée et homogène sur A, donc positive. Il
est plus délicat de montrer que hlin vérifie l’inégalité triangulaire, car l’addition ne s’étend
pas en un morphisme Ā× Ā→ Ā, il faut donc travailler sur un éclatement. On note G le
graphe de l’addition A×A→ A qui est isomorphe à A2 via les deux premières projections.
L’adhérence Ḡ de G dans Ā3 est une compactification de A2 qui étend l’addition via la
troisième projection p3 : Ḡ→ A. Ensuite, on peut montrer que le faisceau

p∗1 Llin ⊗ p∗2 Llin ⊗ p∗3 L⊗−1
lin

est engendré par ses sections globales sur G (voir [33]). En particulier, on en déduit
l’existence d’une constante C ∈ R telle que

∀x, y ∈ A(Q̄), hlin(x) + hlin(y)− hlin(x+ y) ≥ C.

En remplaçant x et y par [k]x et [k]y, en divisant par k puis en prenant la limite dans
l’expression précédente, on obtient finalement que hlin est une semi-norme.
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En général, le faisceau Llin n’est pas ample, ce qui nous amène à rajouter un faisceau
ample provenant de la base A0. On choisit un faisceau L0 inversible symétrique et ample
sur A0 et on note hquad = ĥf∗L0 .

Proposition 1.2.12 - L’application
√
hquad : A(Q̄)→ R est une semi-norme.

Démonstration :

Le point (ii) du théorème 1.1.3 montre que
√
ĥL0 est une semi-norme sur A0(Q̄), il en

est donc de même de
√
hquad =

√
ĥf∗L0 =

√
ĥL0 ◦ f .

Finalement, on note Lcan = Llin ⊗ f ∗L⊗(g+1)
0 et on considère la hauteur

hcan = ĥLcan = hlin + (g + 1)hquad.

Le facteur (g+ 1) n’est pas fondamental et n’apparaît que pour simplifier la construction
du plongement explicite que nous allons effectuer dans la partie suivante.

Proposition 1.2.13 - On a les propriétés suivantes.
(i) Le faisceau inversible Lcan est ample.
(ii) La hauteur hcan s’annule exactement sur A(Q̄)tors.

Démonstration :
L’amplitude de Lcan découle du [36, Lemme 3.1]. Pour le point (ii), si x ∈ A(Q̄) vérifie

k · x = 0, alors les deux propositions précédentes montrent que hlin(x) = hquad(x) = 0,
donc hcan(x) = 0. Réciproquement, si hcan(x) = 0, alors hlin(x) = hquad(x) = 0 et par
suite hcan(nx) = 0 pour tout entier n ∈ N. Le théorème de Northcott montre alors que
l’ensemble des n · x est fini, donc x est un point de torsion.

Si B est une sous-variété semi-abélienne de A, nous aurons besoin de comparer la
hauteur canonique d’un point de A(Q̄) et de son image dans (A/B)(Q̄). On note π : A→
A/B le morphisme de passage au quotient.

Proposition 1.2.14 - Soit h′can : (A/B)(Q̄) → R une hauteur canonique. Il existe une
constante µ ∈ R telle que

∀a ∈ A(Q̄), h′can(π(a)) ≤ µ · hcan(a).

Démonstration :
Voir [33, Lemme 5.2].

1.2.4 Plongement explicite associé à une hauteur canonique

En suivant [33, Partie 2], nous allons rappeler la construction d’un plongement associé
à Lcan. On suppose que le faisceau L0 sur A0 choisi dans la partie précédente est très
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ample. L’image réciproque du faisceau inversible naturel par le morphisme de Veronese

P(OA0 ⊗M`) ↪→ P(S2(OA0 ⊗M`)) = P(OA0 ⊕M` ⊕M⊗2
` ).

est le faisceau L⊗2
` (voir le point 1.2.5). En composant ce plongement avec l’isomorphisme

P(OA0 ⊕M` ⊕M⊗2
` ) ' P(OA0 ⊕M` ⊕M⊗−1

` )

donné par la proposition 1.2.3, puis en prenant le produit fibré au-dessus de A0, on en
déduit une immersion fermée

Ā ↪→ P(OA0 ⊕M1 ⊕M⊗−1
1 )×A0 . . .×A0 P(OA0 ⊕Mg ⊕M⊗−1

g ).

de sorte que l’image réciproque du faisceau inversible naturel soit Llin. Par amplitude de
L0, il existe des points P1, . . . ,Pg ∈ A0(Q̄) tels que

M` ' τ ∗P`L0 ⊗ L⊗−1
0

où τP` : A0 → A0 désigne la translation par P` (voir [23, p. 77]). AinsiM` ⊗ L0 est très
ample. Si on fixe un morphisme surjectif ONA0

+1

A0
→ L0, qui correspond naturellement

à un plongement ι0 : A0 → PNA0

Q̄ qui soit un isomorphisme sur les sections globales, on
dispose par translation de

ONA0
+1

A0
→M` ⊗ L0 et ONA0

+1

A0
→M⊗−1

` ⊗ L0. (1.2.15)

En utilisant à nouveau l’isomorphisme de la proposition 1.2.3, on a

P(OA0 ⊕M` ⊕M⊗−1
` ) ' P(L0 ⊕ (M` ⊗ L0)⊕ (M⊗−1

` ⊗ L0)),

puis avec les deux surjections du point 1.2.15, on obtient

P(OA0 ⊕M` ⊕M⊗−1
` ) ↪→ P

(
O3NA0

+3

A0

)
' P3NA0

+2

Q̄ × A0.

Finalement, en utilisant ι0 : A0 → PNA0

Q̄ et un plongement de Segre, on dispose donc

Ā ↪→
(
P3NA0

+2

Q̄

)g
× A0 ↪→

(
P3NA0

+2

Q̄

)g
× PNA0

Q̄ ↪→ PNA

Q̄ (1.2.16)

avec NA = 3g(NA0 + 1)g+1 − 1 de sorte que l’image réciproque du faisceau naturel soit

Lcan = Llin ⊗ f ∗L⊗(g+1)
0 .

1.3 Résultats de Rémond

L’objectif de cette partie est de rappeler des résultats connus de Rémond que nous
utiliserons pour appliquer la méthode de Vojta.
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1.3.1 Inégalité de Vojta généralisée

Nous allons rappeler l’énoncé de [35, Théorème 1.2] qui nous permet de raccourcir
la méthode de Vojta, tout en fournissant des valeurs explicites, dans les résultats des
chapitres 2, 3 et 4.

Soient V un schéma projectif sur Q̄, intègre et de dimension non nulle et ι : V → PN
Q̄

une immersion fermée et L = ι∗O(1). Nous utiliserons le degré de V et la hauteur de V
relativement à ce plongement. On note m = dim(V) + 1 et on pose

ψ =

m dim(V)∏

j=2

(3j + 1).

On fixe des entiers t1, t2,M, θ ≥ 1 et un réel γ ≥ 1, puis on pose

Λ = θ(2t1m dim(V))m dim(V)(N + 1)(deg(V))3m

puis

c1 = 4Λψ, c2 = Λ4ψ et c3 = (Mt2)m dim(V)Λ8ψ max(h(V), γ). (1.3.1)

Ainsi ces constantes ne dépendent pas des données suivantes.
On suppose que l’on dispose d’un triplet (δ,V ,M) où δ ∈ (N∗)m, V est un schéma

intègre et projectif sur Q̄ avec un morphisme propre et birationnel π : V → Vm et
M un faisceau inversible sur V . On note U l’ouvert de Vm au-dessus duquel π est un
isomorphisme et on le regarde aussi comme un ouvert de V . Notons aussi

Nδ = π∗

(
m⊗

i=1

p∗i L⊗δi
)

(1.3.2)

où pi : Vm → V est la i-ème projection.
On suppose aussi que l’on dispose d’un quadruplet (ι′, j1, j2,Σ) où ι′ : V → PN′

Q̄ est
une immersion fermée et, si P = ι′∗O(1), j1 et j2 sont respectivement des injections
P → N⊗t1δ et P ⊗ M⊗−1 → N⊗t2δ tandis que Σ est une famille de sections globales
de P ⊗M⊗−1 de cardinal M qui engendre ce faisceau sur V . On suppose de plus que
les images par j1 des coordonnées de PN′

Q̄ (vues comme section de P) s’écrivent comme
des monômes sans coefficient de multidegré t1δ en les coordonnées de PN

Q̄ (vues comme
des sections des différents π∗ p∗i L) et d’autre part que les éléments de j2(Σ) s’écrivent
comme des polynômes P1, . . . ,PM de multidegré t2δ en ces mêmes coordonnées de sorte
que h(P1, . . . ,PM) ≤ γ|δ|.

Notons U′ l’ouvert non vide de U au-dessus duquel j1 et j2 sont des isomorphismes. De
plus, on définit des hauteurs hL : V(Q̄)→ R et hM : V(Q̄)→ R associées respectivement
à L etM par les formules

hL(x) = h(ι(x)) et hM(y) = h(ι′(y)))− h(Σ(y)) (1.3.3)

pour tout x ∈ V(Q̄) et y ∈ V(Q̄). Avec ces notations, Rémond a démontré le résultat
suivant.
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Théorème 1.3.4 (Rémond, 2005) - Soit x = (x1, . . . , xm) ∈ U′(Q̄) un point tel que,
pour tout produit Z = Z1 × . . . × Zm de sous-schémas fermés intègres de V contenant x,
nous ayons, en notant Z l’adhérence de Z ∩ U dans V, la minoration

[M]dim(Z) · Z ≥ θ−1

m∏

i=1

δdim Zi
i .

Si δi ≥ c2 · δi+1 pour 1 ≤ i < m et hL(xi) ≥ c3 pour 1 ≤ i ≤ m, alors
m∑

i=1

δi · hL(xi) ≤ c1hM(x).

Démonstration :
La démonstration de ce résultat est l’objet de l’article [35]. Les différentes hypothèses

permettent d’appliquer la méthode de Vojta à ce cadre.

1.3.2 Plongement adapté

Nous allons rappeler succinctement la notion de plongement adapté introduite par
Rémond dans [30, Partie 4.1] et [35, Partie 2.1]. Notons W0, . . . ,WN les coordonnées de
PN
Q̄. On considère un schéma projectif et intègre X sur Q̄ et de dimension u < N.

Définition 1.3.5 Un plongement X ↪→ PN
Q̄ est adapté à X si

(i) X ∩ Z(W0, . . . ,Wu) = ∅.
(ii) K(X) est engendré par les images de W1/W0, . . . ,Wu+1/W0.
(iii) L’image de Wu+1/W0 dans K(X) est non nulle.

Sous ces conditions, les fonctions rationnelles W1/W0, . . . ,Wu+1/W0 forment une base
de transcendance de K(X) sur Q̄ et Wu+1/W0 est un élément primitif de K(X) sur
Q̄(W1/W0, . . . ,Wu+1/W0). De plus, la projection linéaire π : X → PuQ̄ obtenue en ne
gardant que les u+ 1 premières variables est un morphisme fini.

Si l’on dispose d’un plongement donné, on peut le modifier afin d’obtenir un plonge-
ment adapté. Si M ∈ GLN+1(Q̄), on lui associe χ : PN

Q̄ → PN
Q̄ l’automorphisme qu’elle

définit.

Lemme 1.3.6 - Soit ϕ : X→ PN
Q̄ un sous-schéma fermé intègre de degré D, non contenu

dans l’hyperplan Z(W0). Il existe un automorphisme χ : PN
Q̄ → PN

Q̄ associé à une matrice
M ∈ GLN+1(Q̄) à coefficients dans {a ∈ Z | |a| ≤ max(D, 2)/2} tel que
(i) le plongement χ ◦ ϕ : X→ PN

Q̄ est adapté.
(ii) L’automorphisme χ fixe W0.

Démonstration :
En reprenant la démonstration de [35, Proposition 2.2], comme X n’est pas contenu

dans Z(W0), on peut choisir V0 = W0. La suite de la démonstration est identique.
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Pour un plongement ϕ : X→ PN
Q̄, nous fixons désormais un automorphisme χ : PN

Q̄ →
PN
Q̄ associé à une matrice M ∈ GLN+1(Q̄) comme ci-dessus. Le lemme suivant permet

d’exhiber des relations de dépendances intégrales entre les dernières variables et la base
de transcendance dont on contrôle la hauteur.

Lemme 1.3.7 - Pour tout entier u + 1 ≤ j ≤ N, il existe un polynôme homogène Pj ∈
Q̄[W0, . . . ,Wu,Wj] de degré D tel que
(i) Le polynôme Pj est dans l’idéal de χ ◦ ϕ(X).
(ii) Le coefficient de WD

u+1 est 1.
(iii) Si B est la famille formée des coefficients de Pu+1, . . . ,PN, on a

h(B) ≤ h(ϕ(X)) + D(u+ 1) log D(N + 1).

Démonstration :
Voir [35, Lemme 2.3].

1.3.3 Expression polynomiale dans une variété abélienne

On fixe une variété abélienne A sur Q̄ et un faisceau L très ample et symétrique associé
à un plongement A ↪→ PNA

Q̄ . On suppose de plus que l’application

Γ
(
PNA

Q̄ ,O(n)
)
→ Γ

(
A,L⊗n

)
(1.3.8)

est surjective pour tout n ≥ 1. On note X0, . . . ,XNA
les coordonnées de PNA

Q̄ et on désigne
par adda,b : A2 → A2 le morphisme donné sur les points par

adda,b(x, y) = (ax+ by, ax− by).

L’hypothèse ci-dessus et le théorème du cube montrent qu’il existe des polynômes Padd
`,`′

pour 0 ≤ `, `′ ≤ NA tels que

add∗1,1(p∗1 X` ⊗ p∗2 X`′) = Padd
`,`′ (p

∗
1 X0, . . . , p

∗
1 XNA

, p∗2 X0, . . . , p
∗
2 XNA

)

où p1, p2 : A2 → A sont les deux projections. On note hadd la hauteur de la famille de
tous les coefficients des polynômes Padd

`,`′ pour 0 ≤ `, `′ ≤ NA. On désigne également par
f(n) la partie entière de (n2 − 1)/8.

Proposition 1.3.9 - Pour tout a, b ≥ 1 et 0 ≤ i, j, `, `′ ≤ NA, il existe un polynôme
bihomogène Pa,b,i,j,`,`′ de bidegré (2(a2 + f(a)), 2(b2 + f(b))) en deux groupes de NA + 1
indéterminées de hauteurs au plus (a2 + b2)(hadd + 6NA) tel que

p∗1 X
⊗2f(a)
i ⊗ p∗2 X

⊗2f(b)
j ⊗ adda,b (p∗1 X` ⊗ p∗2 X`′)

= Pa,b,i,j,`,`′(p
∗
1 X0, . . . , p

∗
1 XNA

, p∗2 X0, . . . , p
∗
2 XNA

)

dans Γ
(

A2, p∗1 L⊗2(a2+f(a)) ⊗ p∗2 L⊗2(b2+f(b))
)
.
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Démonstration :
Voir [30, Proposition 5.2].

1.3.4 Le théorème du produit

On fixe un corps de nombres K, m ≥ 2 et u ∈ (N \ {0})m. On considère l’espace
multiprojectif

P = Pu1K × . . .× PumK .

On désigne par W(i) =
(

W
(i)
0 , . . . ,W

(i)
ui

)
les coordonnées du i-ème facteur de P et pour

un élément κ ∈ Nu1+1 × · · · × Num+1, on note

∂κ =

(
m∏

i=1

ui∏

j=0

(
∂

∂W
(j)
i

)κi,j)
.

L’indice d’annulation d’un polynôme G ∈ K
[
W(1), . . . ,W(m)

]
multihomogène de multi-

degré δ ∈ (N \ {0})m en un point x ∈ P(K) est le nombre réel

ind(G, x, δ) = inf

{
m∑

i=1

ui∑

j=0

κi,j
δi
∈ R

∣∣∣∣∣ κ ∈
m∏

i=1

Nui+1, ∂κ(G)(x) 6= 0

}
.

Dès que G est non nul, il s’agit d’un minimum. Nous utiliserons la version suivante du
théorème du produit dans le chapitre 5.

Théorème 1.3.10 - Soient x = (x1, . . . , xm) un point rationnel du produit Pu1K × . . .×PumK

et G un polynôme multihomogène de multidegré δ ∈ (N \ {0})m. On suppose que
(i) G s’annule en x avec un indice supérieur à σ0 par rapport à (δ1, . . . , δm),
(ii) δi/δi+1 ≥ (m/σ0)u pour tout 1 ≤ i ≤ m− 1 et
(iii) σ0/m ≤ (2u2)−u.
Alors il existe un indice 1 ≤ ` ≤ m et un polynôme non nul U homogène en W0, . . . ,Wu`

tel que
(i) x` ∈ Z(U),
(ii) deg U ≤ (m/σ0)u et
(iii) δ`h(U) est majoré par

u`

(
m

σ0

)u [
h(G) +

m∑

i=1

(
δi(h(PuiK ) + log 2) +

√
ui

)
+

1

2
(u− 1) log |δ|

]

+δ`

(
m

σ0

)u
(u` + 1) log

(
m

σ0

)u
(u` + 1) + δ` log

(
deg U + u`

u`

)
.

Démonstration :
Voir [35, Théorème 5.6].
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1.4 Résultats préliminaires

Dans cette dernière partie, nous allons démontrer des lemmes que nous utiliserons
dans les chapitres 2, 3, 4 et 5.

1.4.1 Le lieu exceptionnel

On fixe un corps K de caractéristique nulle et algébriquement clos, ainsi qu’une variété
semi-abélienne sur K. Si X est un sous-schéma fermé de A, les résultats de [1] montrent
qu’il existe un sous-schéma fermé réduit ZX de X tel que

ZX(K) = {a ∈ X(K) | ∃B sous-variété semi-abélienne de A, dim B > 0, a+ B ⊂ X}.

En nous appuyant sur [1] et [21], nous allons généraliser ce résultat. On commence par
rappeler le résultat clé qui permet d’obtenir l’existence de ZX ci-dessus.

Théorème 1.4.1 - Soit X un sous-schéma fermé intègre de A. S’il existe un entier ` > 1
tel que X soit stable par la multiplication par `, alors X est le translaté d’une sous-variété
semi-abélienne de A.

Démonstration :
Voir [13, Lemme 10].

A présent, on fixe un sous-schéma fermé intègre V de A ×K P où P est un schéma
quasi-projectif et intègre sur K. Rappelons que l’on désigne par Vp la fibre du morphisme
V→ P au-dessus de p ∈ P. Nous allons montrer le résultat suivant.

Théorème 1.4.2 - Il existe un sous-schéma fermé ZV de V vérifiant pour tout p ∈ P(K)
la relation (ZV)p(K) = ZVp(K).

Démonstration :
On reprend essentiellement les arguments de [21]. On note Fm le morphisme de Fal-

tings donné sur les points par

Vm = V ×P . . .×P V→ Am−1 ×K P, (a1, . . . , am, p) 7→ (2a1 − a2, . . . , 2am−1 − am, p).

On définit Wm comme l’image réciproque par Fm de V plongé dans Am−1 ×K P via le
morphisme diagonal A→ Am−1. Si on note prm le morphisme donné sur les points par

Vm → A, (a1, . . . , am, p) 7→ a1,

on obtient que le morphisme (prm,Fm) définit un plongement de Wm dans A×KV. D’autre
part, via le morphisme donné sur les points par

Vm+1 → Vm, (a1, . . . , am+1, p) 7→ (a1, . . . , am, p),
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on obtient une inclusion Wm+1 ⊂Wm. Ainsi on a une suite décroissante de sous-schémas
fermés de A ×K V, donc elle se stabilise en un sous-schéma fermé W de A ×K V. Si on
note W(a,p) la fibre de W→ V au-dessus de (a, p) ∈ V(K), on a par construction

W(a,p)(K) = {b ∈ Vp(K) | ∀m ∈ N, 2m · (b− a) ∈ Vp(K)− a}. (1.4.3)

Il suffit alors de définir ZV comme le sous-schéma fermé de V où les fibres du morphisme
W→ V sont de dimensions non nulles.

En effet, si a ∈ (ZV)p(K), alors W(a,p) contient une composante irréductible F de
dimension non nulle. Le point 1.4.3 montre que B = (F− a)red est stable par la multipli-
cation d’une puissance de 2, donc le théorème 1.4.1 implique que B est une sous-variété
semi-abélienne de A. Comme B est non nulle et que a+ B ⊂ Vp, on obtient a ∈ ZVp(K).

Réciproquement, si a ∈ ZVp(K), alors il existe une sous-variété semi-abélienne non
nulle B de A telle que a + B ⊂ Vp. Le point 1.4.3 implique l’inclusion a + B ⊂ W(a,p),
donc a ∈ (ZV)p(K).

Corollaire 1.4.4 - Si V = ZV, il existe une sous-variété semi-abélienne non nulle B de
A telle que Vp + B = Vp pour tout p ∈ P.

Démonstration :
Les fibres du morphisme W → V sont des translatés de sous-variétés semi-abéliennes

non nulles de A. Comme V est irréductible, une telle famille est nécessairement donnée
par la translation d’une même sous-variété semi-abélienne B, ce qui donne le résultat.

1.4.2 Comparaisons de hauteurs

Le lemme suivant justifie que le choix des compactifications, des faisceaux amples et
des hauteurs n’influencent pas les résultats portant sur des comparaisons de hauteurs.
Soit X un schéma quasi-projectif sur Q̄. On fixe deux compactifications X̄ et X̃ de X,
ainsi que des hauteurs hX : X̄(Q̄) → R et h̃X : X̄(Q̄) → R associées respectivement à des
faisceaux amples L et L̃ sur X̄ et X̃.

Lemme 1.4.5 - Il existe des constantes µ, ν ∈ R>0 telles que

∀x ∈ X(Q̄), hX(x) ≤ µ · h̃X(x) + ν.

Démonstration :
Rappelons succinctement la preuve de ce résultat provenant de [37, Proposition 2.3].

On se ramène au cas où on dispose d’un morphisme birationel φ : X̄→ X̃ en remplaçant X̄
par l’adhérence de X×X dans X̄× X̃. Dans ce cas, comme L̃ est ample, il existe un entier
µ ∈ N tel que L̃⊗µ ⊗ φ∗L⊗−1 soit engendré par ses sections globales. Or les sections de
ce faisceau correspondent naturellement aux sections du faisceau φ∗L̃⊗µ ⊗L⊗−1. Comme
ψ est un isomorphisme sur X, on obtient donc que φ∗L̃⊗µ ⊗ L⊗−1 est engendré par ses
sections globales sur X, donc il existe une constante ν ∈ R telle que

∀x ∈ X(Q̄), µ · h̃X(x)− hX(x) ≥ −ν,
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ce qui montre le résultat.

On considère un morphisme surjectif ϕ : X → Y entre deux schémas quasi-projectifs
sur Q̄ avec Y intègre. En fixant des compactifications X̄ de X et Ȳ de Y, on peut fixer
des hauteurs hX : X̄(Q̄)→ R et hY : Ȳ(Q̄)→ R associées respectivement à des faisceaux
amples LX sur X̄ et LY sur Ȳ. Nous allons montrer un énoncé général qui permet de
choisir pour tout point de Y(Q̄) un antécédent de hauteur contrôlée.

Lemme 1.4.6 - Il existe des constantes µ, ν ∈ R>0 telles que

∀y ∈ Y(Q̄), ∃x ∈ (ϕ−1(y))(Q̄), hX(x) ≤ µ · hY(y) + ν.

Démonstration :
Quitte à remplacer la compactification de X choisie par l’adhérence du graphe de ϕ

dans X̄× Ȳ, on peut supposer que ϕ s’étend en un morphisme dominant ϕ : X̄→ Ȳ. De
plus, le lemme précédent montre qu’il suffit de prouver le résultat dans ce cas.

On procède par récurrence sur la dimension de Y. Si dim Y = 0, le résultat est évident.
On suppose donc dans la suite que dim Y > 0. Par [20, Exercice III.2.17], il existe un sous-
schéma fermé intègre Z de X̄ avec dim Y = dim Z tel que Z

ϕ→ Ȳ soit dominant. Par [12,
Exercice II.3.22], le morphisme Z

ϕ→ Ȳ est génériquement fini, donc le faisceau ϕ∗LY

est gros sur Z et il en est de même du faisceau ϕ∗L⊗nY ⊗ L⊗−1
X pour un entier n ∈ N∗

suffisamment grand. Par le [19, Corollaire 2.2.7], il existe un entier m ∈ N∗ et un diviseur
de Cartier effectif E sur Z de sorte que

(
ϕ∗L⊗nY ⊗ L⊗−1

X

)⊗m
= LX ⊗OZ(E) sur Z.

On en déduit avec le point (iv) du théorème 1.1.1 qu’il existe µ, ν ∈ R>0 de sorte que

hX(x) ≤ µ · hY(ϕ(x)) + ν pour tout x ∈ (Z \ E)(Q̄).

On a donc montré le résultat pour tout point y ∈ (Y \ ϕ(E))(Q̄). Si on note Y1, . . . ,Yr

les composantes irréductibles de ϕ(E), on peut donc conclure en appliquant l’hypothèse
de récurrence à chaque ϕ−1(Yi)

ϕ→ Yi car dim(Yi) < dim Y pour 1 ≤ i ≤ r.

1.4.3 Un lemme de recouvrement

Soit E un espace vectoriel réel. On fixe deux semi-normes N1,N2 : E → R et on note
N =

√
N1 + N2

2 qui vérifie l’inégalité triangulaire. Si F est un sous-espace vectoriel de E
et η ≥ 0 un réel, on note

Fη = {y + z ∈ E | y ∈ F, N(z) ≤ η}

et
C(F, η) = {y + z ∈ E | y ∈ F, N(z) ≤ η(1 + N(y))}.

Nous appliquerons le résultat suivant dans les chapitres 2, 3, 4 et 5.
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Lemme 1.4.7 - Soient F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et η ≥ 0,
c1 ≥ 1 et c3 ≥ 1 des réels.
(i) Si η ≤ 2−4c3c

−1
1 , alors il existe une partition finie de {x ∈ Fη | N(x) ≥ c3} par des

ensembles dans chacun desquels deux points x, y ∈ E vérifient

N1

(
x

N(x)2
− y

N(y)2

)
≤ 1

c1

et N2

(
x

N(x)
− y

N(y)

)
≤ 1

c1

.

(ii) Si c3 ≥ 2 et η ≤ 2−4c−1
1 , on peut remplacer Fη par C(F, η) dans l’assertion précédente.

Démonstration :
On généralise la démonstration de [33, Lemme 5.1]. On note

H1 = {x ∈ E | N1(x) = 0} et H2 = {x ∈ E | N2(x) = 0},
ainsi que F1 = F/(F∩H1) et F2 = F/(F∩H2) qui sont des espaces vectoriels réels normés
de dimensions finies. Ainsi, on peut recouvrir leur boule unité respective par un nombre
fini de boules de rayons (4c1)−1, dont on note respectivement les centres (xi)i∈I et (yj)j∈J.
On définit

Ai,j =

{
x ∈ Fη

∣∣∣ N(x) ≥ c3, N1

(
x

N(x)2
− xi

)
≤ 1

2c1

, N2

(
x

N(x)
− yj

)
≤ 1

2c1

}
.

En utilisant l’inégalité triangulaire, deux points x, y ∈ Ai,j vérifient bien la condition
voulue. Il reste à montrer que les Ai,j recouvrent {x ∈ Fη | N(x) ≥ c3}. On fixe donc
un élément x ∈ Fη avec N(x) ≥ c3 que l’on écrit x = y + z avec y ∈ F et N(z) ≤ η.
D’une part, les éléments y/N(y)2 ∈ F1 et y/N(y) ∈ F2 appartiennent à l’une des boules
précédentes, donc il existe i ∈ I et j ∈ J tels que

N1

(
y

N(y)2
− xi

)
≤ 1

4c1

, N2

(
y

N(y)
− yj

)
≤ 1

4c1

.

D’autre part

N2

(
x

N(x)
− y

N(y)

)
≤
∣∣N(y)− N(x)

∣∣+ N(z)

N(x)
≤ 2

N(z)

N(x)
≤ 1

4c1

,

la dernière égalité provenant des conditions sur η, c1 et c3. Finalement, on remarque
∣∣N(y)2 − N(x)2

∣∣ =
∣∣N(y)− N(x)

∣∣ ·
∣∣N(y) + N(x)

∣∣ ≤ N(z) (2N(x) + N(z))

ce qui permet de majorer comme précédemment

N1

(
x

N(x)2
− y

N(y)2

)
≤
∣∣N(y)2 − N(x)2

∣∣+ N(z)2

N(x)2
≤ 2

(
N(z)2

N(x)2
+

N(z)

N(x)

)
≤ 4

N(z)

N(x)
≤ 1

4c1

.

Ainsi, en combinant les inégalités précédentes, on obtient que x ∈ Ai,j, d’où le résultat.
Pour le point (ii), on considère à nouveau

Ai,j =

{
x ∈ C(F, η)

∣∣∣ N(x) ≥ c3, N1

(
x

N(x)2
− xi

)
≤ 1

2c1

, N2

(
x

N(x)
− yj

)
≤ 1

2c1

}
.
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En utilisant N(z) ≤ η(1 + N(y)), on obtient avec l’inégalité triangulaire

N(z) ≤ η

1− η (1 + N(x)) ≤ 1

4
· N(x),

puis en reprenant le raisonnement précédent, on a

N2

(
x

N(x)
− y

N(y)

)
≤ 2

N(z)

N(x)
≤ 2η

1− η

(
1 +

1

N(x)

)
≤ 2

24c1 − 1
· 3

2
≤ 1

4c1

,

en utilisant les conditions sur c3 et η. De même, on a

N1

(
x

N(x)
− y

N(y)

)
≤ 2

(
N(z)2

N(x)2
+

N(z)

N(x)

)
≤ 5

2
· N(z)

N(x)
≤ 5η

2(1− η)

(
1 +

1

N(x)

)
≤ 1

4c1

,

ce qui termine la preuve.

Dans le cas où N = N1 est une norme, on a recouvert la partie hachurée dans la figure
ci-dessous par des cônes dont l’axe appartient à F.

F

η
c3

•
0

Figure 1.1 – Recouvrement de {x ∈ Fη | N(x) ≥ c3}.

Ainsi les conditions sur les constantes deviennent naturelles. On a procédé de même
pour l’affirmation relative à C(F, η) en recouvrant la partie hachurée ci-dessous.

F

c3

•
η

Figure 1.2 – Recouvrement de {x ∈ C(F, η) | N(x) ≥ c3}.

1.4.4 Un lemme de dénombrement

Nous utiliserons le résultat suivant dans le chapitre 5.
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Lemme 1.4.8 - Soient r1, . . . , rm, δ ∈ R des nombres strictement positifs. Pour tout
entier d ∈ N∗, on a l’estimation

Card

{
j ∈ Nm

∣∣∣
m∑

i=1

ji
rid

< δ

}
=
δm

m!
· dm

(
m∏

i=1

ri

)
+ o(dm)

où o(dm) se réfère à la limite d→ +∞.

Démonstration :
On commence par définir une partie Ω ⊂ Rm par

Ω =

{
x ∈ Rm

+

∣∣∣
m∑

i=1

xi
ri
< δ

}
.

En appliquant le [17, Chapitre 6, Théorème 2], on obtient l’égalité

Card

{
j ∈ Nm

∣∣∣
m∑

i=1

ji
rid

< δ

}
= Vol(Ω) · dm + o(dm),

puis on conclut la démonstration en remarquant que

Vol(Ω) =
δm

m!

(
m∏

i=1

ri

)
.





CHAPITRE 2

LE CAS ABÉLIEN

L’objectif de ce chapitre est de démontrer les résultats annoncés dans le cas abélien.
On fixe une variété abélienne A sur Q̄ et un faisceau L0 très ample et symétrique associé
à un plongement A ↪→ PNA

Q̄ . On suppose de plus que l’application

Γ
(
PNA

Q̄ ,O(n)
)
→ Γ

(
A,L⊗n0

)
(2.0.1)

est surjective pour tout n ≥ 1. On note ĥ : A(Q̄)→ R la hauteur de Néron-Tate associée
à L0 et ĥw : A(Q̄) → R la hauteur obtenue en composant le plongement précédent avec
la hauteur de Weil sur PNA

Q̄ .
On note X0, . . . ,XNA

les coordonnées de PNA

Q̄ et on désigne par add : A2 → A2 le
morphisme donné sur les points par

add(a, b) = (a+ b, a− b).

L’hypothèse 2.0.1 et le théorème du cube montrent qu’il existe des polynômes Padd
i,j pour

0 ≤ i, j ≤ NA tels que

add∗(p∗1 Xi ⊗ p∗2 Xj) = Padd
i,j (p∗1 X0, . . . , p

∗
1 XNA

, p∗2 X0, . . . , p
∗
2 XNA

)

où p1, p2 : A2 → A sont les deux projections. On note hadd la hauteur de la famille de
tous les coefficients des polynômes Padd

i,j pour 0 ≤ i, j ≤ NA.
On fixe un schéma projectif et intègre P sur Q̄, un faisceau L très ample sur P et un

plongement P ↪→ PNP

Q̄ associé à L. On considère également une hauteur hL : P(Q̄) → R
associée à L et on note hwL : P(Q̄) → R la hauteur obtenue en composant le plongement
précédent avec la hauteur de Weil sur PNP

Q̄ .
Comme les hauteurs ĥ et ĥw sont associées au même faisceau, et qu’il en est de même

de hL et hwL , on peut considérer le nombre

Chaut = max

(
sup

a∈A(Q̄)

∣∣∣ĥ(a)− ĥw(a)
∣∣∣ , sup

p∈P(Q̄)

|hL(p)− hwL (p)|
)
< +∞. (2.0.2)

41
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D’autre part, on dispose à présent d’un plongement

A× P ↪→ PNA

Q̄ × PNP

Q̄ ↪→ PN
Q̄ avec N = (NA + 1)(NP + 1)− 1

où la deuxième immersion est le morphisme de Segre. Le degré et la hauteur d’un sous-
schéma fermé de A× P sont définis relativement à ce plongement.

Finalement, on considère un sous-schéma fermé intègre V ↪→ A × P. On note m =
dim V + 1 et on introduit les constantes

Λ = 2m
2

(8m dim V)m dim V(NA + 1)(NP + 1)(deg V)3m, ψ =
m dim V∏

j=2

(3j + 1). (2.0.3)

2.1 Inégalité de Vojta effective dans le cas abélien

2.1.1 Énoncé

Rappelons que le théorème 1.4.2 fournit un sous-schéma fermé ZV de V et que la
hauteur ĥ s’étend à l’espace vectoriel A(Q̄) ⊗Z R (voir théorème 1.1.3). L’inégalité de
Vojta explicite que nous allons démontrer est la suivante.

Théorème 2.1.1 - Il existe e1, e2, e3, µ ∈ N∗ tels que si (a1, p1), . . . , (am, pm) ∈ V(Q̄)
vérifient simultanément les inégalités

ĥ


 ai√

ĥ(ai)
− ai+1√

ĥ(ai+1)


 ≤ 1

e2
1

, ĥ(ai+1) ≥ e2
2 · ĥ(ai), ĥ(a1) ≥ e3, ĥ(aj) ≥ µ ·hL(pj)

pour tout 1 ≤ i ≤ m − 1 et pour tout 1 ≤ j ≤ m , alors il existe i ∈ J1,mK tel que
(ai, pi) ∈ ZV(Q̄). De plus, on peut prendre les valeurs

e1 = 23Λψ, e2 = 2Λ2ψ, µ = 4Λψ et

e3 = (4(NA + 1))2m2 dim VΛ8ψ max(h(V), hadd,Chaut).

On supposera dans la suite que dim V > 0, sans quoi, le résultat est évident. Pour
démontrer ce résultat, nous allons supposer l’existence d’un point x ∈ (V \ ZV)m(Q̄)
vérifiant les inégalités ci-dessus. Nous verrons qu’un tel point vérifie une première inégalité
utilisant différentes hauteurs (Lemme 2.1.8). D’autre part, en utilisant la méthode de
Vojta (à travers le théorème 1.3.4 de Rémond), nous obtiendrons une seconde inégalité
de hauteurs. En combinant ces deux inégalités, on obtiendra une contradiction avec la
valeur choisie pour e3 et le théorème sera démontré.

Dans les prochaines parties, nous allons donc nous placer dans les conditions d’appli-
cation du théorème 1.3.4, puis nous vérifierons que l’on dispose de son hypothèse.
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2.1.2 Préliminaires

Pour s ∈ (N∗)m, on note r± : Vm → Am−1 le morphisme donné sur les points par

((a1, p1), . . . , (am, pm)) 7→ (s1a1 ± s2a2, . . . , sm−1am−1 ± smam).

En utilisant les plongements A ↪→ PNA

Q̄ , les morphismes r− et r+ composés avec un mor-
phisme de Segre et le plongement P ↪→ PNP

Q̄ , on obtient un plongement

Vm ↪→
(
PNA

Q̄

)m
×
(
PN′A
Q̄

)
×
(
PN′A
Q̄

)
×
(
PNP

Q̄

)m
avec N′A = (NA + 1)m−1 − 1.

Par restriction, on obtient ainsi un faisceau O(b, c, c′, d) sur Vm pour chaque b, d ∈ Zm et
c, c′ ∈ Z. Par construction, on a les relations suivantes.

O(b, 0, 0, 0) ' p∗

(
m⊗

i=1

p∗i L⊗bi0

)
, O(0, 1, 0, 0) ' p∗

(
m−1⊗

i=1

(si pi−si+1 pi+1)∗L0

)
,

O(0, 0, 0, d) ' q∗

(
m⊗

i=1

q∗i L
⊗di

)
, O(0, 0, 1, 0) ' p∗

(
m−1⊗

i=1

(si pi +si+1 pi+1)∗L0

)
,

où p : Am × Pm → Am, q : Am × Pm → Pm, p1, . . . , pm : Am → A et q1, . . . , qm : Pm → P
sont les différentes projections.

On note X
(i)
0 , . . . ,X

(i)
NA

les coordonnées du i-ème facteur de
(
PNA

Q̄

)m
, puis V0, . . . ,VN′A

et V′0, . . . ,V
′
N′A

pour les deux espaces projectifs intermédiaires et T
(i)
0 , . . . ,T

(i)
NP

les coor-

données du i-ème facteur
(
PNP

Q̄

)m
. En notant η = (1, 2, . . . , 2, 1) ∈ Nm, on a le résultat

suivant.

Lemme 2.1.2 - Il existe sur Am × Pm un isomorphisme

ξ′ : O(2ηs2, 1, 1, 0)→ O(4ηs2, 0, 0, 0)

ayant la propriété suivante : pour tout k ∈ J0,NAKm, il existe des polynômes (P`,`′)0≤`,`′≤N′A

de multidegré 4ηs2 en les X(i) dont la famille est de hauteur au plus |ηs2|(hadd + 10NA)
tels que

ξ′

((
m⊗

i=1

(
X

(i)
ki

)2ηis
2
i

)
⊗ V` ⊗ V′`′

)
= P`,`′

(
X(1), . . . ,X(m)

)
.

Démonstration :
La démonstration que nous allons rappeler est analogue à [33, Lemme 3.3]. Par le

théorème du cube, on a un isomorphisme

ξ : O(0, 1, 1, 0)→ O(2ηs2, 0, 0, 0),

et avec les notations de la proposition 1.3.9, on peut écrire

ξ(V` ⊗ V′`′) =
m−1⊗

i=1

p∗i,i+1 add∗si,si+1

(
p∗1 X

(i)
`i
⊗ p∗2 X

(i+1)

`′i

)
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où pi,i+1 : Am → A2 est la projection sur les facteurs (i, i+1) et `, `′ sont identifiés à un élé-
ment de J0,NAKm−1 correspondant au plongement de Segre utilisé. Ainsi, l’isomorphisme
ξ se déduit de ξ′ par produit tensoriel, et l’on peut définir

P`,`′ =

(
m∏

i=1

(
X

(i)
ki

)2ηi(s
2
i−f(si))

)(
m−1∏

i=1

Psi,si+1,ki,ki+1,`i,`i+1

(
X(i),X(i+1)

)
)
.

En utilisant la majoration f(n) ≤ n2, on obtient que le degré des polynômes du produit
de droite est au plus 4s2

i en chacun des groupes de variables X(i) et X(i+1). Ainsi, le nombre
de monômes apparaissant lorsqu’on développe le produit est majoré par

m−1∏

i=1

(
4s2

i + NA

NA

)(
4s2

i+1 + NA

NA

)
≤

m−1∏

i=1

(NA + 1)4s2i (NA + 1)4s2i+1 = (NA + 1)4|ηs2|.

Ainsi, on a finalement que la hauteur du polynôme P`,`′ est au plus

m−1∑

i=1

h
(
Psi,si+1,ki,ki+1,`i,`i+1

)
+ 4|ηs2| log (NA + 1)

≤
m−1∑

i=1

(
s2
i + s2

i+1

)
(hadd + 6NA) + 4|ηs2|NA

≤|ηs2|(hadd + 10NA),

ce qui montre le résultat.

2.1.3 Mise en place

On va se placer dans les conditions d’application du théorème 1.3.4 pour démontrer
notre inégalité de Vojta. En utilisant un plongement de Segre, on définit ι : V → PN

Q̄
comme la composée

V ↪→ A× P ↪→ PN
Q̄.

Rappelons que l’on définit le faisceau L par L = ι∗O(1). On fixe les constantes que nous
allons utiliser pour appliquer le théorème 1.3.4

m = dim(V) + 1, t1 = 4, t2 = 4,

M = (NA + 1)m(N′A + 1), θ = 2m
2

et γ = hadd + 10NA.

A partir de ces valeurs, les trois constantes fournies par le point 1.3.1 sont

c1 = 4Λψ, c2 = Λ4ψ (2.1.3)
c3 = (4(NA + 1)m(N′A + 1))m dim VΛ8ψ max(h(V), hadd + 10NA).

où Λ et ψ sont données par le point 2.0.3. On fixe un m-uplet s ∈ (N∗)m et on pose
δ = ηs2. On définit également V = Vm et π = IdVm . Avec les notations introduites à la
partie précédente, en suivant [21], le faisceauM sur Vm que nous considérons est

M = O(0, 1, 0, ηs2).



2.1. Inégalité de Vojta effective dans le cas abélien 45

De plus, le faisceau Nδ défini au point 1.3.2 s’écrit avec ces mêmes notations

Nδ = O(ηs2, 0, 0, ηs2).

On introduit finalement
P = O(4ηs2, 0, 0, ηs2)

sur Vm qui est associé au plongement ι′ donné par

Vm ↪→
(
PNA

Q̄

)m
×
(
PNP

Q̄

)m
↪→ PN′

Q̄ avec N′ = (N + 1)m − 1

où la seconde flèche est un plongement de Segre-Veronese considérant tous les mo-
nômes de bidegré (4ηs2, ηs2). On définit l’injection j1 : P ↪→ N⊗4

ηs2 comme la multiplication
par une section globale non nulle de la forme

m⊗

i=1

(
T

(i)
ki

)3ηis
2
i ∈ O(0, 0, 0, 3ηs2) où k ∈ J0,NPKm.

D’autre part, en utilisant l’isomorphisme ξ′ du lemme 2.1.2, on a

P ⊗M⊗−1 = O(4ηs2,−1, 0, 0) ' O(2ηs2, 0, 1, 0)

ce qui permet de définir Σ comme la famille des images réciproques par cet isomorphisme
de (

m⊗

i=1

(
X

(i)
ki

)2ηis
2
i

)
⊗ V′`′ où k ∈ J0,NAKm, `′ ∈ J0,N′AK.

Cette famille est bien de cardinal M. On définit finalement l’injection j2 : P ⊗M⊗−1 ↪→
N⊗4
ηs2 comme la multiplication par une section globale non nulle de la forme

V` ⊗
(

m⊗

i=1

(
T(i)
ri

)4ηis
2
i

)
∈ O(0, 1, 0, 4ηs2) où ` ∈ J0,N′AK, r ∈ J0,NPKm.

Finalement, l’image par j1 de chaque coordonnée de PN′

Q̄ est clairement un monôme en
les coordonnées de chaque PN

Q̄. D’autre part, le lemme 2.1.2 assure que l’image par j2 des
éléments de Σ s’exprime bien comme des polynômes de multidegré 4ηs2 et de hauteurs au
plus |ηs2|γ. (Les termes en T(1), . . . ,T(m) n’intervenant que par des monômes, la hauteur
des polynômes n’est pas modifiée).

Remarque 2.1.4 : Il est important de voir que l’on peut choisir j1 et j2 tels qu’ils soient
des isomorphismes en un point x ∈ Vm fixé préalablement. En effet, on peut choisir les
sections définissant j1 et j2 pour qu’elles ne s’annulent pas en x.

Le lemme suivant permet de contrôler les hauteurs hL : V(Q̄)→ R et hM : Vm(Q̄)→ R
définies au point 1.3.3 en fonction de ĥ, ĥw et hwL .
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Lemme 2.1.5 - On a les égalités suivantes

(i) Pour tout (a, p) ∈ V(Q̄), on a hL(a, p) = ĥw(a) + hwL (p).

(ii) Pour tout x ∈ Vm(Q̄) où l’on écrit xi = (ai, pi) pour 1 ≤ i ≤ m, on a

hM(x) ≤
m−1∑

i=1

ĥ(siai − si+1ai+1) +
m∑

i=1

ηis
2
ih

w
L (pi) + 3|ηs2|Chaut.

Démonstration :
Le point (i) est immédiat par définition de ι et des propriétés classiques du morphisme

de Segre. Pour le point (ii), vu la définition de hM et de ι′, on peut écrire

hM(x) =
m∑

i=1

2ηis
2
i ĥ

w(ai)−
m−1∑

i=1

ĥw(siai + si+1ai+1) +
m∑

i=1

ηis
2
ih

w
L (pi).

En repassant à ĥ avec le point 2.0.2 et en utilisant le théorème du cube, on obtient le
résultat.

2.1.4 L’hypothèse sur le nombre d’intersection

Nous nous sommes donc placés dans les conditions d’application du théorème 1.3.4. Il
nous reste à vérifier que l’on dispose de son hypothèse sur le nombre d’intersection. On
fixe donc Z = Z1 × . . .× Zm un produit de sous-schémas fermés intègres de V.

Lemme 2.1.6 - Si Zi 6⊂ ZV pour 1 ≤ i ≤ m, alors on a la minoration

[M]dim(Z) · Z ≥
m∏

i=1

s2 dim Zi
i .

Démonstration :
Voir [21] ou la partie 4.1.4 qui traite le cas général.

2.1.5 Démonstration de l’inégalité de Vojta

On suppose que l’on dispose des points (a1, p1), . . . , (am, pm) ∈ (V \ ZV)(Q̄) vérifiant
les inégalités dans les hypothèses du théorème 2.1.1 avec les constantes e1, e2, e3, µ ∈ N∗
données. Signalons que les constantes e1, e2, e3, µ ont été choisies pour vérifier les inégalités
élémentaires suivantes

e1 = 2c1, e2
2 ≥ 2c2, e3 ≥ c3 + Chaut, e3 > 24c2

1Chaut et µ = c1, (2.1.7)

où les constantes c1, c2, c3 sont données par le point 2.1.3. On commence par choisir un
m-uplet s ∈ N∗ pour obtenir une première inégalité de hauteurs.
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Lemme 2.1.8 - Il existe s ∈ (N∗)m tel que si/si+1 ≥ e2 pour 1 ≤ i ≤ m− 1 et

m−1∑

i=1

ĥ(siai − si+1ai+1) ≤ 3

e2
1

m∑

i=1

ηis
2
i ĥ(ai).

Démonstration :
On note dans cette démonstration ‖ · ‖ =

√
ĥ qui vérifie l’inégalité triangulaire. On

pose sm = 1 et on définit successivement sm−1, . . . , s1 de sorte que si/si+1 soit l’entier le
plus proche de ‖ai+1‖/‖ai‖. Comme e2 ∈ N, on a si/si+1 ≥ e2. D’autre part,

∣∣∣si‖ai‖ − si+1‖ai+1‖
∣∣∣ = si+1‖ai‖

∣∣∣∣
si
si+1

− ‖ai+1‖
‖ai‖

∣∣∣∣ ≤
1

2
si+1‖ai‖ ≤

1

2e2

si+1‖ai+1‖.

On obtient ainsi

‖siai − si+1ai+1‖ =

∥∥∥∥
(
siai − si+1

‖ai+1‖
‖ai‖

ai

)
+

(
si+1
‖ai+1‖
‖ai‖

ai − si+1ai+1

)∥∥∥∥

≤
∣∣∣∣si − si+1

‖ai+1‖
‖ai‖

∣∣∣∣ ‖ai‖+ si+1‖ai+1‖
∥∥∥∥
ai
‖ai‖

− ai+1

‖ai+1‖

∥∥∥∥

≤
∣∣∣si‖ai‖ − si+1‖ai+1‖

∣∣∣+
1

e1

si+1‖ai+1‖

≤
(

1

2e2

+
1

e1

)
si+1‖ai+1‖.

En remarquant que e2 ≥ e1, en élevant au carré, puis en sommant, on obtient le résultat.

On applique la construction de la partie précédente avec le m-uplet s fourni par le
lemme ci-dessus. Nous allons utiliser le théorème 1.3.4 avec lem-uplet δ = ηs2. En utilisant
la remarque 2.1.4, on peut choisir j1 et j2 de sorte qu’ils soient des isomorphismes en
x = (x1, . . . , xm) ∈ Vm(Q̄) où xi = (ai, pi), donc que x ∈ U′(Q̄). L’hypothèse du théorème
1.3.4 est vérifiée. En effet, comme xi ∈ (Zi \ ZV), le lemme 2.1.6 s’applique et on obtient

[M]dim(Z) · Z ≥
m∏

i=1

s2 dim Zi
i ≥ θ−1

m∏

i=1

(ηis
2
i )

dim Zi .

Par le point 2.1.7, on a

ηis
2
i /(ηi+1s

2
i+1) ≥ e2

2/2 ≥ c2 et

hL(xi) ≥ ĥw(ai) ≥ ĥ(ai)− Chaut ≥ ĥ(a1)− Chaut ≥ e3 − Chaut ≥ c3

tandis que le théorème 1.3.4 fournit l’inégalité

m∑

i=1

ηis
2
ihL(xi) ≤ c1hM(x).
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En utilisant le lemme 2.1.5, on en déduit
m∑

i=1

ηis
2
i (ĥ

w(ai) + hwL (pi)) ≤ c1

(
m−1∑

i=1

ĥ(siai − si+1ai+1) +
m∑

i=1

ηis
2
ih

w
L (pi) + 3|ηs2|Chaut

)
,

puis en utilisant l’inégalité du lemme 2.1.8, on obtient
m∑

i=1

ηis
2
i ĥ

w(ai) +
m∑

i=1

ηis
2
ih

w
L (pi) ≤ c1

(
3

e2
1

m∑

i=1

ηis
2
i ĥ(ai) +

m∑

i=1

ηis
2
ih

w
L (pi) + 3|ηs2|Chaut

)
.

De plus, avec les hypothèses du théorème 2.1.1 et le point 2.0.2, on obtient

ĥw(ai) ≥ ĥ(ai)− Chaut, hwL (pi) ≤ hL(pi) + Chaut ≤
1

µ
ĥ(ai) + Chaut,

et par suite (
1− 3c1

e2
1

− c1 − 1

µ

) m∑

i=1

ηis
2
i ĥ(ai) ≤ 4c1|ηs2|Chaut.

Finalement, en utilisant le point 2.1.7, on obtient l’inégalité

1

4c1

m∑

i=1

ηis
2
i ĥ(ai) ≤ 4c1|ηs2|Chaut,

puis en utilisant ĥ(ai) ≥ e3 pour 1 ≤ i ≤ m

e3 ≤ 24c2
1Chaut.

Cette dernière inégalité étant contraire au point 2.1.7, cela termine la démonstration du
théorème 2.1.1.

2.2 Démonstration des énoncés
Si Γ est un sous-groupe de rang fini de A(Q̄) et ε > 0 est un réel, on note

Γε = {a+ b | a ∈ Γ, b ∈ A(Q̄) et ĥ(b) ≤ ε}
En utilisant l’inégalité de Vojta établie dans la partie précédente, nous allons montrer
le résultat suivant.

Théorème 2.2.1 - Il existe une constante µ ≥ 0 ayant la propriété suivante : si Γ ⊂ A(Q̄)
est un sous-groupe de rang fini et ε ≥ 0 un réel, alors il existe une constante ν ≥ 0 telle
que pour tout p ∈ P(Q̄), on a

∀a ∈ (Vp \ ZVp)(Q̄) ∩ Γε, ĥ(a) ≤ µ · hL(p) + ν.

De plus, on peut prendre

µ =
(

(NA + 1)(NP + 1) deg V
)m3m2

.



2.2. Démonstration des énoncés 49

Démonstration :
L’inégalité de Vojta (théorème 2.1.1) fournit des constantes e1, e2, e3, µ ∈ R. On fixe

un sous-groupe Γ ⊂ A(Q̄) de rang fini et un réel ε ≥ 0. Quitte à augmenter e3, on suppose
que ε ≤ 2−8e3e

−2
1 . On désigne par (ai, pi)i∈I l’ensemble des points de (V \ ZV)(Q̄) tels que

ai ∈ Γε, ĥ(ai) ≥ e3 et ĥ(ai) ≥ µ · hL(pi).

Par le point (ii) du théorème 1.1.3, l’application
√
ĥ : Ā → R s’étend en une norme à

l’espace vectoriel E = A(Q̄)⊗Z R. On applique le lemme 1.4.7 en prenant

F = Γ⊗Z R, N1 = 0, N2 =
√
ĥ, c1 = e1, c3 =

√
e3 et η =

√
ε.

Ainsi, on peut recouvrir {a ∈ Γε | ĥ(a) ≥ e3} par un nombre fini d’ensembles dans chacun
desquels deux points a, b ∈ A(Q̄) vérifient

ĥ


 a√

ĥ(a)
− b√

ĥ(b)


 ≤ 1

e2
1

.

Ainsi l’inégalité de Vojta montre que l’ensemble (ĥ(ai))i∈I est majoré par un réel ν ′ ≥ e3

(sinon on pourrait exhiber des points (ai1 , pi1), . . . , (aim , pim) ∈ (V \ ZV)(Q̄) la contredi-
sant). On a donc bien l’inégalité de hauteurs annoncée en posant

ν = ν ′ − µ ·min

(
inf

p∈P(Q̄)
hL(p), 0

)
.

Vérifions que la valeur de µ annoncée convient. Le théorème 2.1.1 fournit la valeur µ =
4Λψ où les constantes Λ et ψ sont données par le point 2.0.3. En utilisant m = dim V + 1
et dim V ≥ 1, on obtient

2Λ = 2m
2+1(8m dim V)m dim V(NA + 1)(NP + 1)(deg V)3m

≤ 16m
2

m2m2

(NA + 1)(NP + 1)(deg V)3m.

En remarquant que NA ≥ 2 et NP ≥ 1, on a

16m
2 ≤ [(NA + 1)(NP + 1)]2m

2−1 et m ≤ (NA + 1)(NP + 1)

ce qui permet d’aboutir à l’inégalité

2Λ ≤
(

(NA + 1)(NP + 1) deg V
)4m2

.

Comme ψ ≥ 2, on a donc

µ = 4Λψ ≤ (2Λ)ψ ≤
(

(NA + 1)(NP + 1) deg V
)4m2ψ

.
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Finalement, si m ≥ 4, on a

4m2ψ = 4m2

m(m−1)∏

j=2

(3j + 1)

≤ 4m23m(m−1)−1(m(m− 1) + 1)!

≤ mm(m−1)+2m2(m(m−1)+1)

≤ m3m2

.

L’inégalité restant vraie pour m = 2 et m = 3, on obtient le résultat.

De même, on introduit l’ensemble

C(Γ, ε) = {a+ b | a ∈ Γ, b ∈ A(Q̄) et ĥ(b) ≤ ε(1 + ĥ(a))}.

Nous avons le résultat analogue suivant.

Théorème 2.2.2 - Il existe une constante µ ≥ 0 et un réel ε > 0 ayant la propriété
suivante : si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel ν ≥ 0 tel
que pour tout p ∈ P(Q̄), on a

∀a ∈ (Vp \ ZVp)(Q̄) ∩ C(Γ, ε), ĥ(a) ≤ µ · hL(p) + ν.

De plus, on peut prendre

µ =
(

(NA + 1)(NP + 1) deg V
)m3m2

et ε = µ−1 =
(

(NA + 1)(NP + 1) deg V
)−m3m2

.

Démonstration :
On reprend la démonstration précédente en posant cette fois-ci ε = 2−8e−2

1 . On utilise
le point (ii) du lemme 1.4.7 et on conclut de la même façon en remarquant que C(Γ, ε) est
contenu dans C(F, η). En effet, si a ∈ C(Γ, ε) s’écrit b+ c avec b ∈ Γ et ĥ(c) ≤ ε(1 + ĥ(b)),
alors

‖c‖ =

√
ĥ(c) ≤ √ε

√
1 + ĥ(b) ≤ η

(
1 +

√
ĥ(b)

)
≤ η(1 + ‖b‖).

Le calcul de µ est le même que dans la démonstration précédente. Le théorème 2.1.1 donne
e1 = 23Λψ où les constantes Λ et ψ sont données par le point 2.0.3. Avec m ≥ 2, on a
ψ ≥ 7, donc

ε−1 = 214Λ2ψ ≤ (2Λ)2ψ,

et en reprenant la démonstration précédente

ε−1 ≤
(

(NA + 1)(NP + 1) deg V
)8m2ψ

.

On conclut comme la démonstration précédente en remarquant que 8m2ψ ≤ m3m2 .
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Finalement, on déduit l’énoncé suivant par récurrence sur dim A.

Théorème 2.2.3 - Il existe une constante µ ≥ 0, un réel ε > 0 et une famille finie B de
sous-variétés abéliennes de A ayant la propriété suivante : si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe
de rang fini, alors il existe un entier n ∈ N et un réel ν ≥ 0 tels que pour tout p ∈ P(Q̄),
il existe des points a1, . . . , an ∈ Vp(Q̄) vérifiant l’inégalité

ĥ (ai) ≤ µ · hL(p) + ν.

et des sous-variétés abéliennes B1, . . . ,Bn ∈ B avec ai + Bi ⊂ Vp tels que

Vp(Q̄) ∩ Γε =
n⋃

i=1

(
ai + Bi(Q̄)

)
∩ Γε.

Démonstration :
On démontrera ce résultat dans un cadre plus général (voir théorème 4.2.4).





CHAPITRE 3

LE CAS TORIQUE

L’objectif de ce chapitre est de démontrer les résultats annoncés dans le cas torique.
Ces résultats permettent notamment d’obtenir des résultats sur les équations aux unités.
Pour ne pas alourdir les notations, nous utiliserons la notation additive pour la loi de
groupe sur A = Gg

m,Q̄. Afin de définir une hauteur sur A, on compactifie A en Ā =
(
P1
Q̄

)g
.

Dans la suite, on verra toujours A et Ā comme plongé via

A ↪→ Ā ↪→ PNA

Q̄ avec NA = 2g − 1

où la deuxième immersion est le morphisme de Segre. On note L` le faisceau associé à ce
plongement et on considère la hauteur qui lui est associée par le théorème 1.1.4. Il s’agit
simplement de la hauteur obtenue sur A en utilisant le plongement précédent.

On fixe un schéma projectif et intègre P sur Q̄, un faisceau L très ample sur P et un
plongement P ↪→ PNP

Q̄ associé à L. On considère également une hauteur hL : P(Q̄) → R
associée à L et on note hwL : P(Q̄) → R la hauteur obtenue en composant le plongement
précédent avec la hauteur de Weil sur PNP

Q̄ . Comme les hauteurs hL et hwL sont associées
au même faisceau, on peut considérer

Chaut = sup
p∈P(Q̄)

|hL(p)− hwL (p)| < +∞. (3.0.1)

D’autre part, on dispose à présent d’un plongement

A× P ↪→ PNA

Q̄ × PNP

Q̄ ↪→ PN
Q̄ avec N = (NA + 1)(NP + 1)− 1

où la deuxième immersion est le morphisme de Segre. Le degré et la hauteur d’un sous-
schéma fermé de A× P sont définis relativement à ce plongement.

Finalement, on considère un sous-schéma fermé intègre V ↪→ A × P et on note m =
dim V + 1. On introduit les constantes

Λ = (6m dim V)mdim V2g(NP + 1)(deg V)3m, ψ =
mdim V∏

j=2

(3j + 1). (3.0.2)
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3.1 Inégalité de Vojta effective dans le cas torique

3.1.1 Énoncé

Rappelons que le théorème 1.4.2 fournit un sous-schéma fermé ZV de V. Rappelons
que la hauteur h` s’étend à l’espace vectoriel A(Q̄)⊗ZR (voir théorème 1.1.4). L’inégalité
de Vojta explicite que nous allons démontrer est la suivante.

Théorème 3.1.1 - Il existe e1, e2, e3, µ ∈ N∗ tels que si (a1, p1), . . . , (am, pm) ∈ V(Q̄)
vérifient simultanément les inégalités

h`

(
ai

h`(ai)
− ai+1

h`(ai+1)

)
≤ 1

e1

, h`(ai+1) ≥ e2 ·h`(ai), h`(a1) ≥ e3, h`(aj) ≥ µ ·hL(pj)

pour tout 1 ≤ i ≤ m − 1 et pour tout 1 ≤ j ≤ m , alors il existe i ∈ J1,mK tel que
(ai, pi) ∈ ZV(Q̄). De plus, on peut prendre les valeurs

e1 = 26Λ2ψ, e2 = Λ4ψ, e3 = 2gm
2 dim VΛ8ψ max(h(V), 1,Chaut) et µ = 4Λψ.

On supposera dans la suite que dim V > 0, sans quoi, le résultat est évident. Nous
allons procéder de manière analogue au cas abélien.

3.1.2 Préliminaires

Comme dans le cas abélien, le faisceau que l’on souhaite utiliser est défini à partir du
morphisme β : Am → Am−1 donné sur les points par

β(a1, . . . , am) = (s1a1 − s2a2, . . . , sm−1am−1 − smam)

où s ∈ (N∗)m. On rencontre une nouvelle difficulté : on doit travailler sur un schéma
projectif, mais β ne s’étend pas à la compactification Ām de Am. Pour contourner ce
problème, on va travailler sur une compactification auxiliaire de Am.

On note Ḡ l’adhérence du graphe G de β dans Ā2m−1. D’une part, les m premières
projections induisent un isomorphisme G → Am et d’autre part, la projection β̄ : Ḡ →
Ām−1 sur les m− 1 derniers facteurs étend β.

Nous allons travailler avec le plongement

Ḡ× Pm ↪→ Ām × Ām−1 × Pm ↪→
(
P1
Q̄
)gm ×

(
P1
Q̄
)g(m−1) ×

(
PNP

Q̄

)m
.

Par restriction, on obtient ainsi un faisceau O(b, c, d) sur Ḡ× Pm pour chaque b, d ∈ Zm
et c ∈ Z. Par construction, on a les relations suivantes.

O(b, 0, 0) ' p∗

(
m⊗

i=1

p∗i L⊗bi`

)
, O(0, 1, 0) ' p∗

(
m−1⊗

i=1

p∗m+i L`
)
,

O(0, 0, d) ' q∗

(
m⊗

i=1

q∗i L
⊗di

)
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où p : Ḡ × Pm → Ḡ, q : Ḡ × Pm → Pm, p1, . . . , p2m−1 : G → Ā et q1, . . . , qm : Pm → P
sont les différentes projections.

On note X
(i)
j,0, X

(i)
j,1 pour 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ g les coordonnées de

(
P1
Q̄

)gm
, Y

(i)
j,0, Y

(i)
j,1

pour 1 ≤ i ≤ m − 1 et 1 ≤ j ≤ g les coordonnées de
(
P1
Q̄

)g(m−1)

et T
(i)
k pour 1 ≤ i ≤ m

et 0 ≤ k ≤ r les coordonnées sur
(
PNP

Q̄

)m
. Nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 3.1.2 - Il existe une section globale S0 ∈ Γ(Ḡ×Pm,O(2s,−1, 0)) qui ne s’annule
pas sur Am × Pm.

Démonstration :
Il suffit de tirer en arrière la section sur Ḡ construite par Rémond dans [32, Partie

3.3], dont on rappelle la construction. Par définition, on dispose sur Ḡ des relations
(

Y
(i)
j,0

)(
X

(i)
j,1

)si (
X

(i+1)
j,0

)si+1

=
(

Y
(i)
j,1

)(
X

(i)
j,0

)si (
X

(i+1)
j,1

)si+1

pour tous 1 ≤ i ≤ m−1 et 1 ≤ j ≤ g. On définit S0 en imposant pour tout ω ∈ {0, 1}g(m−1)

que sa restriction à l’ouvert

Ḡ ∩
(
(
P1
Q̄
)gm ×

g∏

j=1

m−1∏

i=1

D
(

Y
(i)
j,ωi,j

))

où D
(

Y
(i)
j,ωi,j

)
est l’ouvert de P1

Q̄ où Y
(i)
j,ωi,j

ne s’annule pas, soit

g∏

j=1

(
X

(1)
j,0

)s1 (
X

(m)
j,0

)sm
(
m−1∏

i=1

(
X

(i)
j,ωi,j

)si (
X

(i+1)
j,1−ωi,j

)si+1
(

Y
(i)
j,ωi,j

)−1
)
.

Cette section ne s’annulant pas sur Am, on obtient le résultat.

3.1.3 Mise en place

On va se placer dans les conditions d’application du théorème 1.3.4 pour démontrer
notre inégalité de Vojta. En utilisant un plongement de Segre, on définit ι : V̄ → PN

Q̄
comme la composée

V̄ ↪→ Ā× P ↪→ PN
Q̄.

Rappelons que l’on définit le faisceau L par L = ι∗O(1). On fixe les constantes que nous
allons utiliser pour appliquer le théorème 1.3.4

m = dim(V) + 1, t1 = 3, t2 = 1, M = 2gm, θ = 1 et γ = 1.

A partir de ces valeurs, les trois constantes fournies par le point 1.3.1 sont

c1 = 4Λψ, c2 = Λ4ψ, c3 = 2gm
2 dim VΛ8ψ max(h(V), 1). (3.1.3)
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où Λ et ψ sont données par le point 3.0.2. On fixe un m-uplet δ = s ∈ (N∗)m avec lequel
on peut appliquer la construction de la partie précédente. On définit V comme l’adhérence
de Vm vu comme un ouvert de Ḡ × P. La projection sur les m premières coordonnées
donne un morphisme propre et birationnel π : V → V̄m. Avec les notations de la partie
précédente, le faisceauM sur V que nous considérons est

M = O(0, 1, s).

De plus, le faisceau Ns défini au point 1.3.2 s’écrit avec ces mêmes notations

Ns = O(s, 0, s).

On introduit de plus sur V le faisceau

P = O(s, 1, s).

Ce faisceau est très ample sur V puisqu’on peut l’écrire ι′∗O(1) avec un plongement
ι′ : V → PN′

Q̄ . On l’obtient en composant le plongement

V ↪→
(
PNA

Q̄

)m
×
(
PNA

Q̄

)m−1

×
(
PNP

Q̄

)m
↪→ PN′

Q̄

où la dernière flèche est un plongement de Segre-Veronese construit en considérant
les monômes de multidegré (s, 1, . . . , 1, s). Le diagramme suivant résume la situation.

V
(
P1
Q̄

)gm
×
(
P1
Q̄

)g(m−1)

×
(
PNP

Q̄

)m
PN′

Q̄

V̄m
(
P1
Q̄

)gm
×
(
PNP

Q̄

)m

V̄
(
P1
Q̄

)g
× PNP

Q̄ PN
Q̄

π

ι′

pi

ι

On définit j1 : P ↪→ N⊗3
s comme la multiplication par une section globale non nulle de la

forme

S0 ⊗
m⊗

i=1

(
T

(i)
ki

)2si
∈ O(2s,−1, 2s) où k ∈ J0,NPKm
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et j2 : P ⊗M⊗−1 ↪→ Ns comme la multiplication par une section globale non nulle de la
forme

m⊗

i=1

(
T

(i)

k′i

)si
∈ O(0, 0, s) où k′ ∈ J0,NPKm.

On définit Σ comme la famille des sections sur V donnée par
m⊗

i=1

g⊗

`=1

(
X

(i)
ji,ω`

)si
où j ∈ J0, gKm et ω ∈ {0, 1}m

qui est bien de cardinal M et engendre P ⊗M⊗−1 = O(s, 0, 0).
Finalement, l’image par j1 de chaque coordonnée de PN′

Q̄ est un monôme en les coor-
données de chaque PN

Q̄ (le produit par S0 élimine la variable Y). D’autre part, l’image par
j2 des éléments de Σ s’exprime bien comme des polynômes de multidegré s et de hauteurs
au plus |s|.

Remarque 3.1.4 : Il est important de voir que l’on peut choisir j1 et j2 tels qu’ils soient
des isomorphismes en un point x ∈ Vm fixé préalablement. En effet, la section S0 ne
s’annule pas sur Vm et O(0, 0, 1) est engendré par ses sections globales.

Le lemme suivant exprime les hauteurs hL : V(Q̄)→ R et hM : V(Q̄)→ R définies au
point 1.3.3 en fonction de h` et hwL .

Lemme 3.1.5 - On a les égalités suivantes
(i) Pour tout (a, p) ∈ V(Q̄), on a hL(a, p) = h`(a) + hwL (p).

(ii) Pour tout x ∈ Vm(Q̄) ⊂ V(Q̄) où l’on écrit xi = (ai, pi) pour 1 ≤ i ≤ m, on a

hM(x) =
m−1∑

i=1

h`(siai − si+1ai+1) +
m∑

i=1

sih
w
L (pi).

Démonstration :
Le point (i) est immédiat par définition de ι et des propriétés classiques du morphisme

de Segre. Pour le point (ii), vu la définition de hM et de ι′, on peut écrire

hM(x) =
m∑

i=1

sih`(ai) +
m−1∑

i=1

h`(siai − si+1ai+1) +
m∑

i=1

sih
w
L (pi)− h(Σ(x)).

En remarquant que les éléments de Σ sont exactement les composantes du plongement
(P1

Q̄)gm ↪→ (PngQ̄ )m ↪→ PM−1
Q̄ où la seconde flèche est un plongement de Segre-Veronese

construit en considérant les monômes de multidegré s, on obtient

h(Σ(x)) =
m∑

i=1

sih`(ai),

ce qui termine la démonstration.
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3.1.4 L’hypothèse sur le nombre d’intersection

Nous nous sommes donc placés dans les conditions d’application du théorème 1.3.4. Il
nous reste à vérifier que l’on dispose de son hypothèse sur le nombre d’intersection. On
fixe donc Z = Z1 × . . . × Zm un produit de sous-schémas fermés intègres de V̄. On note
Yi = Zi ∩ V qui est un sous-schéma fermé de A × P. On a Ȳi = Zi, donc l’adhérence de
Y = Y1 × . . .× Ym dans Ḡ× P coïncide avec l’adhérence Z de Z ∩ U dans V .

Lemme 3.1.6 - Si Yi 6⊂ ZV pour 1 ≤ i ≤ m, on a la minoration

[M]dim(Z) · Z ≥
m∏

i=1

sdim Zi
i .

Démonstration :
En fait, nous donnerons la démonstration de ce résultat directement dans le chapitre

suivant qui traite le cas général. A ce stade, donnons simplement les éléments de preuve.
On commence par montrer que l’application β1 × Id : Y1 × · · · × Ym → Am−1 × Pm est
génériquement finie où β1 : Am → Am−1 est donnée sur les points par

β1(a1, . . . , am) = (a1 − a2, . . . , am−1 − am).

En particulier, si s = (1, . . . , 1) ∈ N∗, la restriction de M à Z est le tiré en arrière
d’un diviseur ample par une application qui génériquement coïncide avec β1 × Id. Cette
application étant génériquement finie, on obtient donc le résultat dans ce cas.

Finalement, on montre que l’application

(N∗)m → R, s 7→ [M]dim Z · Z

est homogène en chaque si de degré dim Zi, ce qui permet de conclure dans le cas général.

3.1.5 Démonstration de l’inégalité de Vojta

On suppose que l’on dispose de points (a1, p1), . . . , (am, pm) ∈ (V \ ZV)(Q̄) vérifiant
les inégalités dans les hypothèses du théorème 3.1.1 avec les constantes e1, e2, e3, µ ∈ N∗
données. Signalons que les constantes e1, e2, e3, µ ont été choisies pour vérifier les inégalités
élémentaires suivantes

e1 = 4c2
1, e2 = c2, e3 ≥ c3, e3 > 2c2

1Chaut et µ = c1,

où les constantes c1, c2, c3 sont données par le point 3.1.3. On commence par choisir un
m-uplet s ∈ N∗ de sorte à obtenir une première inégalité de hauteurs.

Lemme 3.1.7 - Il existe s ∈ (N∗)m tel que si/si+1 ≥ e2 pour 1 ≤ i ≤ m− 1 et

m−1∑

i=1

h`(siai − si+1ai+1) ≤ 2

e1

m∑

i=1

sih`(ai).



3.1. Inégalité de Vojta effective dans le cas torique 59

Démonstration :
On définit s ∈ (N∗)m en posant sm = 1 et en choisissant successivement les valeurs

de sm−1, . . . , s1 en imposant que si/si+1 soit l’entier le plus proche de h`(ai+1)/h`(ai).
Comme e2 ∈ N, on a si/si+1 ≥ e2. De plus, en remarquant que e2 ≥ e1 (car dim V ≥ 1),
on a pour i = 1, . . . ,m− 1 que

|sih`(ai)− si+1h`(ai+1)| = si+1h`(ai)

∣∣∣∣
si
si+1

− h`(ai+1)

h`(ai)

∣∣∣∣ ≤
1

2
si+1h`(ai) ≤

1

2e1

si+1h`(ai+1).

En utilisant l’inégalité triangulaire et l’inégalité ci-dessus, on obtient

h`(siai − si+1ai+1) = h`

((
siai − si+1

h`(ai+1)

h`(ai)
ai

)
+

(
si+1

h`(ai+1)

h`(ai)
ai − si+1ai+1

))

≤
∣∣∣∣si − si+1

h`(ai+1)

h`(ai)

∣∣∣∣h`(ai) + si+1h`(ai+1)h`

(
ai

h`(ai)
− ai+1

h`(ai+1)

)

≤ |sih`(ai)− si+1h`(ai+1)|+ 1

e1

si+1h`(ai+1)

≤ 2

e1

si+1h`(ai+1).

On obtient l’inégalité cherchée en sommant pour 1 ≤ i ≤ m− 1.

On applique la construction de la partie précédente avec le m-uplet s fourni par le
lemme ci-dessus. On souhaite utiliser le théorème 1.3.4 avec le m-uplet δ = s. En utilisant
la remarque 3.1.4, on peut choisir j1 et j2 de sorte qu’ils soient des isomorphismes en
x = (x1, . . . , xm) ∈ Vm(Q̄) où xi = (ai, pi), donc que x ∈ U′(Q̄). L’hypothèse du théorème
1.3.4 est vérifiée. En effet, comme xi ∈ (Yi \ ZV), le lemme 3.1.6 s’applique et on obtient
l’hypothèse souhaitée. Finalement, comme on a les inégalités

si/si+1 ≥ e2 = c2 et hL(xi) ≥ h`(ai) ≥ h`(a1) ≥ e3 ≥ c3,

le théorème 1.3.4 fournit l’inégalité

m∑

i=1

sihL(xi) ≤ c1hM(x).

En utilisant le lemme 3.1.5, on en déduit

m∑

i=1

sih`(ai) +
m∑

i=1

sih
w
L (pi) ≤ c1

(
m−1∑

i=1

h`(siai − si+1ai+1) +
m∑

i=1

sih
w
L (pi)

)
,

puis en utilisant l’inégalité du lemme 3.1.7, on obtient

m∑

i=1

sih`(ai) +
m∑

i=1

sih
w
L (pi) ≤

2c1

e1

m∑

i=1

sih`(ai) + c1

m∑

i=1

sih
w
L (pi).
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De plus, avec les hypothèses du théorème 3.1.1 et le point 3.0.1, on obtient

hwL (pi) ≤ hL(pi) + Chaut ≤
1

µ
h`(ai) + Chaut,

et par suite

(
1− 2c1

e1

− c1 − 1

µ

) m∑

i=1

sih`(ai) ≤ (c1 − 1)Chaut

(
m∑

i=1

si

)
.

Finalement, en utilisant e1 = 4c2
1 et µ = c1, on a l’inégalité

1

2c1

m∑

i=1

sih`(ai) ≤ (c1 − 1)Chaut

(
m∑

i=1

si

)
,

puis en utilisant h`(ai) ≥ e3 pour 1 ≤ i ≤ m

e3 ≤ 2c2
1Chaut,

ce qui fournit une contradiction et achève la démonstration de 3.1.1.

3.2 Démonstration des énoncés

Si Γ est un sous-groupe de rang fini de A(Q̄), rappelons que pour ε > 0, on note

Γε = {a+ b | a ∈ Γ, b ∈ A(Q̄) et h`(b) ≤ ε}

et
C(Γ, ε) = {a+ b | a ∈ Γ, b ∈ A(Q̄) et h`(b) ≤ ε(1 + h`(a))}.

3.2.1 Résultats généraux

En utilisant l’inégalité de Vojta établie dans la partie précédente, nous allons montrer
le résultat suivant.

Théorème 3.2.1 - Il existe une constante µ ≥ 0 ayant la propriété suivante : si Γ ⊂ A(Q̄)
est un sous-groupe de rang fini et ε ≥ 0 un réel, alors il existe une constante ν ≥ 0 telle
que pour tout p ∈ P(Q̄), on a

∀a ∈ (Vp \ ZVp)(Q̄) ∩ Γε, h`(a) ≤ µ · hL(p) + ν.

De plus, on peut prendre

µ =
(

2g(NP + 1) deg V
)m3m2

.
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Démonstration :
L’inégalité de Vojta (théorème 3.1.1) fournit des constantes e1, e2, e3, µ ∈ R. On fixe

un sous-groupe Γ ⊂ A(Q̄) de rang fini et un réel ε ≥ 0. Quitte à augmenter e3, on suppose
que ε ≤ 2−4e3e

−1
1 . On désigne par (ai, pi)i∈I l’ensemble des points de (V \ ZV)(Q̄) tels que

ai ∈ Γε, h`(ai) ≥ e3 et h`(ai) ≥ µ · hL(pi).

Par le point (ii) du théorème 1.1.4, l’application h` : A(Q̄) → R s’étend en une norme à
l’espace vectoriel E = A(Q̄)⊗Z R. On applique le point (i) du lemme 1.4.7 en prenant

F = Γ⊗Z R, N1 = h`, N2 = 0, c1 = e1, c3 = e3 et η = ε.

Ainsi, on peut recouvrir {a ∈ Γε | h`(a) ≥ e3} par un nombre fini d’ensembles dans chacun
desquels deux points a, b ∈ A(Q̄) vérifient

h`

(
a

h`(a)
− b

h`(b)

)
≤ 1

e1

.

Comme dans le cas abélien, l’inégalité de Vojta montre que (h`(ai))i∈I est majoré par
un réel ν ′ ≥ e3. On a donc bien l’inégalité de hauteurs annoncée en posant

ν = ν ′ − µ ·min

(
inf

p∈P(Q̄)
hL(p), 0

)
.

Vérifions que la valeur de µ annoncée convient. Si dim V = 0, toute valeur de µ
convient, on suppose donc dim V > 0 dans la suite. Le théorème 3.1.1 fournit la valeur
µ = 4Λψ où Λ et ψ sont données par le point 3.0.2. En utilisant m = dim V + 1 et
dim V ≥ 1, on obtient

2Λ = 2(6m dim V)m dim V2g(NP + 1)(deg V)3m

≤ 6m
2

m2m2

2g(NP + 1)(deg V)3m

En remarquant que g ≥ 1 et NP ≥ 1, on a

6m
2 ≤ [2g(NP + 1)]2m

2−1 et m ≤ 2g(NP + 1)

ce qui permet d’aboutir à l’inégalité

2Λ ≤
(

2g(NP + 1) deg V
)4m2

.

Comme ψ ≥ 2, on a donc

µ = 4Λψ ≤ (2Λ)ψ ≤
(

2g(NP + 1) deg V
)4m2ψ

.

On conclut comme dans la démonstration du théorème 2.2.1 avec

4m2ψ ≤ m3m2

.
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On peut à présent montrer le résultat analogue avec C(Γ, ε).

Théorème 3.2.2 - Il existe une constante µ ≥ 0 et un réel ε > 0 ayant la propriété
suivante : si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel ν ≥ 0 tel
que pour tout p ∈ P(Q̄), on a

∀a ∈ (Vp \ ZVp)(Q̄) ∩ C(Γ, ε), h`(a) ≤ µ · hL(p) + ν.

De plus, on peut prendre

µ =
(

2g(NP + 1) deg V
)m3m2

et ε = µ−1 =
(

2g(NP + 1) deg V
)−m3m2

.

Démonstration :
On reprend la démonstration précédente en posant cette fois-ci ε = 2−4e−1

1 , puis on
utilise le point (ii) du lemme 1.4.7 qui permet de conclure.

Le calcul de µ est le même que dans la démonstration précédente. Le théorème 3.1.1
donne e1 = 26Λ2ψ où Λ et ψ sont données par le point 3.0.2. Avec m ≥ 2, on a ψ ≥ 5,
donc

ε−1 = 210Λ2ψ ≤ (2Λ)2ψ,

et en reprenant la démonstration précédente

ε−1 ≤
(

2g(NP + 1) deg V
)8m2ψ

.

On conclut comme la démonstration précédente en remarquant que 8m2ψ ≤ m3m2 .

Finalement, on déduit l’énoncé suivant par récurrence sur g = dim A.

Théorème 3.2.3 - Il existe une constante µ ≥ 0, un réel ε > 0 et une famille finie B de
sous-tores de A ayant la propriété suivante : si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe de rang fini,
alors il existe un entier n ∈ N et un réel ν ≥ 0 tels que pour tout p ∈ P(Q̄), il existe des
points a1, . . . , an ∈ Vp(Q̄) vérifiant l’inégalité

h` (ai) ≤ µ · hL(p) + ν.

et des sous-tores B1, . . . ,Bn ∈ B avec ai + Bi ⊂ Vp tels que

Vp(Q̄) ∩ Γε =
n⋃

i=1

(
ai + Bi(Q̄)

)
∩ Γε.

Démonstration :
On démontrera ce résultat dans un cadre plus général (voir théorème 4.2.4).
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3.2.2 Résultats sur les équations aux unités

Jusqu’à la fin de ce chapitre, on utilisera dorénavant la notation multiplicative pour
la loi de Gg

m. Si on fixe a1, . . . , an ∈ Q̄× et un groupe Γ ⊂ (Q̄×)n de rang fini, l’équation
aux unités associée est

a1x1 + . . .+ anxn = 1 avec (x1, . . . , xn) ∈ Γε. (3.2.4)

Rappelons qu’une solution de cette équation est non dégénérée si
∑

i∈I

aixi 6= 0 pour tout sous-ensemble non-vide I ⊂ {1, . . . , n}.

En appliquant les résultats précédents, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.2.5 - Il existe une constante µ > 0 vérifiant la propriété suivante : si
Γ ⊂

(
Q̄×
)n est un sous-groupe de rang fini et ε ≥ 0 un réel, alors il existe une constante

ν ≥ 0 telle que pour tout (a1, . . . , an) ∈ (Q̄×)n, les solutions non dégénérées de 3.2.4
vérifient

h`(x1, . . . , xn) ≤ µ · h`(a1, . . . , an) + ν.

De plus, on peut prendre
µ = (4n · (2n)!)(2n)12n

2

.

Démonstration :
On applique le théorème 3.2.1 au sous-schéma fermé intègre V de Gn

m,Q̄×Gn
m,Q̄ d’équa-

tion

a1x1 + . . .+ anxn = 1. (3.2.6)

On obtient la valeur de µ annoncée en remarquant que

dim V = 2n− 1, NP = 2n − 1, deg V =

(
2n

1, . . . , 1

)
= (2n)!.

Pour conclure, il suffit de montrer que si X désigne le sous-schéma fermé de Gn
m,Q̄ d’équa-

tion 3.2.6 avec a1, . . . , an ∈ Q̄× fixés, alors ZX est égal à

DX =
⋃

I⊂J1,nK
I 6=∅

{
x ∈ X |

∑

i∈I

aixi = 0

}
.

On reprend les méthodes de [18, Partie 3]. Si y ∈ DX, on a
∑

i∈I

aiyi = 0 et
∑

i/∈I

aiyi = 1.

pour une partie non vide I de J1, nK. On définit un sous-tore non trivial de Gn
m,Q̄ par

T =
{
x ∈ Gn

m,Q̄

∣∣ ∀i1, i2 ∈ I, xi1 = xi2 et ∀i /∈ I, xi = 1
}
.
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On a y · T ⊂ X, puisque pour tout t ∈ T, on a
n∑

i=1

ai(yiti) =

(∑

i∈I

aiyiti

)
+

(∑

i/∈I

aiyi

)
= 0 + 1 = 1,

d’où y ∈ ZX et DX ⊂ ZX. Réciproquement, si y ∈ ZX, considérons un sous-tore T non
trivial de Gn

m,Q̄ de sorte que y · T ⊂ X. On note χ0, . . . , χn les caractères de Gn
m,Q̄ donnés

par
χ0(x) = 1 et ∀i ∈ J1, nK, χi(x) = xi.

On définit une partie I de J1, nK par

I = {i ∈ J1, nK | χi|T 6= χ0|T}.

qui est non vide, car T est non trivial. Comme y · T ⊂ X, on peut écrire

χ0|T =
n∑

i=1

(aiyi)χi|T =

(∑

i/∈I

aiyi

)
χ0|T +

∑

i∈I

(aiyi)χi|T.

Par le critère d’indépendance linéaire d’Artin, on obtient ainsi
∑

i/∈I

aiyi = 1,

donc y ∈ DX et ZX ⊂ DX.

On peut aussi considérer l’équation suivante.

a1x1 + . . .+ anxn = 1 avec (x1, . . . , xn) ∈ C(Γ, ε) (3.2.7)

Dans ce cas là, on a le résultat suivant.

Corollaire 3.2.8 - Il existe des constantes µ > 0 et ε > 0 vérifiant la propriété suivante :
si Γ ⊂

(
Q̄×
)n est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel ν ≥ 0 tel que pour

tout (a1, . . . , an) ∈ (Q̄×)n, les solutions non dégénérées de 3.2.7 vérifient

h`(x1, . . . , xn) ≤ µ · h`(a1, . . . , an) + ν.

De plus, on peut prendre

µ = (4n · (2n)!)(2n)12n
2

et ε = µ−1 = (4n · (2n)!)−(2n)12n
2

.

Démonstration :
On applique cette fois le théorème 3.2.1 au sous-schéma fermé intègre V de Gn

m ×Gn
m

d’équation
a1x1 + . . .+ anxn = 1

et on conclut comme dans la démonstration précédente.



CHAPITRE 4

LE CAS GÉNÉRAL

Nous allons montrer que les résultats des chapitres 2 et 3 restent vrais sur une variété
semi-abélienne. On fixe donc une variété semi-abélienne A sur Q̄ donnée par une suite
exacte

0 −→ Gg

m,Q̄ −→ A
f−→ A0 −→ 0.

On fixe un faisceau ample et symétrique L0 sur A0 associé à un plongement ι0 : A0 ↪→ PNA0

Q̄ .
Les rappels de la partie 1.2 permettent de définir une compactification Ā de A, une hauteur
canonique hcan : A(Q̄)→ R associée à un faisceau Lcan sur A et un plongement

A ↪→ Ā ↪→ PNA

Q̄ avec NA = 3g(NA0 + 1)g+1 − 1

associé à Lcan. On fixe un schéma projectif et intègre P sur Q̄. On choisit un faisceau L
ample sur P̄ et une hauteur hL : P(Q̄) → R associée à L. Finalement, on considère un
sous-schéma fermé intègre V ↪→ A× P.

4.1 Inégalité de Vojta : le cas général

4.1.1 Énoncé

Dans cette partie, on supposera que le plongement ι0 : A0 ↪→ PNA0

Q̄ est tel que

Γ
(
PNA0

Q̄ ,O(n)
)
→ Γ

(
A0,L⊗n0

)
(4.1.1)

soit surjective pour tout n ∈ N∗. Rappelons que le théorème 1.4.2 fournit un sous-schéma
fermé ZV de V et que les trois hauteurs hlin, hquad et hcan s’étendent à

A(Q̄)⊗Z R ' (A(Q̄)/A(Q̄)tors)⊗Q R

par les théorèmes 1.2.11 et 1.2.12. En notant m = dim V + 1, nous allons démontrer
l’inégalité de Vojta suivante.

65
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Théorème 4.1.2 - Il existe des réels e1, e2, e3, µ ∈ N∗ tels que si (a1, p1), . . . , (am, pm) ∈
V(Q̄) vérifient

hlin

(
ai

hcan(ai)
− ai+1

hcan(ai+1)

)
≤ 1

e1

, hquad

(
ai√

hcan(ai)
− ai+1√

hcan(ai+1)

)
≤ 1

e2
1

hcan(ai+1) ≥ e2
2 · hcan(ai), hcan(a1) ≥ e3, hcan(aj) ≥ µ · hL(pj)

pour tout 1 ≤ i ≤ m − 1 et pour tout 1 ≤ j ≤ m , alors il existe i ∈ J1,mK tel que
(ai, pi) ∈ ZV(Q̄).

On supposera dans la suite que dim V > 0, sans quoi, le résultat est évident. Quitte à
remplacer L par un de ses multiples très amples, on peut supposer qu’il est associé à un
plongement P ↪→ PNP

Q̄ . On note hwL : P(Q̄)→ R et hwcan : A(Q̄)→ R les hauteurs obtenues
respectivement en composant les plongements P ↪→ PNP

Q̄ et A ↪→ PNA

Q̄ avec la hauteur de
Weil. On fixe une constante Chaut ≥ 0 telle que

∀(a, p) ∈ A(Q̄)× P(Q̄), |hcan(a)− hwcan(a)| ≤ Chaut et |hL(p)− hwL (p)| ≤ Chaut

Nous allons procéder comme dans les chapitres 2 et 3.

4.1.2 Préliminaires

On doit combiner les méthodes employées dans les deux derniers chapitres. On fixe un
m-uplet s ∈ (N∗)m et on définit β : Am → Am−1 donnée sur les points par

β(a1, . . . , am) = (s2
1a1 − s2

2a2, . . . , s
2
m−1am−1 − s2

mam).

On note Ḡ l’adhérence du graphe G de β dans Ā2m−1. D’une part, les m premières pro-
jections induisent un isomorphisme G→ Am et d’autre part, la projection β̄ : Ḡ→ Ām−1

sur les m− 1 derniers facteurs étend β.
Nous allons plonger Ḡ dans un produit d’espaces projectifs. En utilisant le [33, Lemme

3.1] et la construction qui suit, on obtient un plongement

Ḡ ↪→ Ām × PN1

Q̄ où N1 = (3g(NA0 + 1)2g)m−1 − 1

tel que l’image réciproque du faisceau O(1) du deuxième facteur est
(
m−1⊗

i=1

p∗m+i Llin

)
⊗
(

m⊗

i=1

p∗i f
∗L⊗gηis

2
i

0

)
.

Il reste donc à choisir un plongement projectif pour Ām. Afin de disposer de plus de
liberté, nous n’utilisons pas directement le plongement Ā ↪→ PNA

Q̄ construit à la partie
1.2.4, mais l’avant dernière étape du point 1.2.16 qui fournit

Ā ↪→
(
P3NA0

+2

Q̄

)g
× PNA0

Q̄ ↪→ PN2

Q̄ × PNA0

Q̄ où N2 = (3NA0 + 3)g − 1.
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On obtient ainsi un plongement

Ḡ ↪→
(
PN2

Q̄

)m
×
(
PNA0

Q̄

)m
× PN1

Q̄ .

De plus, le morphisme donné sur les points par

((a1, p1), . . . , (am, pm)) 7→ (s1f(a1)± s2f(a2), . . . , sm−1f(am−1)± smf(am)).

s’étend en r± : Ḡ → Am−1
0 . Finalement, en utilisant le plongement précédent, les mor-

phismes r− et r+ composés avec un morphisme de Segre et le plongement P ↪→ PNP

Q̄ , on
obtient un plongement

Ḡ× P ↪→
(
PN2

Q̄

)m
×
(
PNA0

Q̄

)m
× PN1

Q̄ × PN3

Q̄ × PN3

Q̄ ×
(
PNP

Q̄

)m

avec N3 = (NA0 + 1)m−1 − 1. Par restriction, on obtient ainsi un faisceau

O(b, b′, c, c′, c′′, d)

sur Ḡ× P pour chaque b, b′, d ∈ Zm et c, c′, c′′ ∈ Z. En particulier, on a par construction

O(0, 1, 0, 0, 0, 0) ' p∗

(
m⊗

i=1

p∗i f
∗L0

)
, O(1,−g, 0, 0, 0, 0) ' p∗

(
m⊗

i=1

p∗i Llin

)
,

O(0,−gηs2, 1, 0, 0, 0) ' p∗

(
m−1⊗

i=1

p∗m+i Llin

)
, O(0, 0, 0, 1, 0, 0) ' p∗ r∗−L0,

O(0, 0, 0, 0, 0, d) ' q∗

(
m⊗

i=1

q∗i L
⊗di

)
, O(0, 0, 0, 0, 1, 0) ' p∗ r∗+L0.

où p : Ḡ×Pm → Ḡ, q : Ḡ×Pm → Pm, p1, . . . , p2m−1 : Ḡ→ Ā et q1, . . . , qm : Pm → P sont
les différentes projections. En notant η = (1, 2, . . . , 2, 1) ∈ Nm, on a le résultat suivant qui
remplace le lemme 3.1.2 que l’on a utilisé dans le cas torique.

Lemme 4.1.3 - Il existe sur Ḡ× P un morphisme de faisceaux

ξ : O(0, 0, 1, 0, 0, 0)→ O(ηs2, 0, 0, 0, 0, 0)

dont la restriction à G×P est un isomorphisme et par lequel l’image d’une coordonnée de
PN1

Q̄ (vue comme section globale de O(0, 0, 1, 0, 0, 0)) est un monôme unitaire de multidegré

ηs2 en les coordonnées de
(
PN2

Q̄

)m
.

Démonstration :
Il suffit de tirer en arrière le morphisme construit dans [33, lemme 3.2].

On note W
(i)
0 , . . . ,W

(i)
N2

les coordonnées du i-ème facteur de
(
PN2

Q̄

)m
, X

(i)
0 , . . . ,X

(i)
NA0

pour celles du i-ème facteur de
(
PNA0

Q̄

)m
, V0, . . . ,VN3 et V′0, . . . ,V

′
N3

celles des deux

facteurs PN3

Q̄ et T
(i)
0 , . . . ,T

(i)
NP

les coordonnées du i-ème facteur de
(
PNP

Q̄

)m
. Le résultat

suivant remplace le lemme 2.1.2 que l’on a utilisé dans le cas abélien.
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Lemme 4.1.4 - Il existe sur Ḡ× P un isomorphisme

ξ′ : O(0, 0, 0, 1, 1, 0)→ O(0, 2ηs2, 0, 0, 0, 0)

et un réel h0 ne dépendant que de (A0, ι0) ayant la propriété suivante : pour tout d ∈ N
et k ∈ J0,NA0Km, il existe des polynômes (P`,`′)0≤`,`′≤N3 de multidegré 4dηs2 en les X(i),
dont la famille est de hauteur au plus d|ηa2|h0 et de sorte que si

ξ′[d] : O(0, 2dηs2, 0, d, d, 0)→ O(0, 4dηs2, 0, 0, 0, 0)

est déduit de ξ′ par produit tensoriel alors

ξ′[d]

((
m⊗

i=1

(
X

(i)
ki

)2dηis
2
i

)
⊗ V⊗d` ⊗ V′`′

⊗d

)
= P`,`′(X

(1), . . . ,X(m)).

Démonstration :
Il suffit de tirer en arrière le morphisme construit dans [33, lemme 3.3]. On peut aussi

se référer à la preuve du lemme 2.1.2 qui donne les détails. Il suffit de poser avec les mêmes
notations

P`,`′ =

(
m∏

i=1

(
X

(i)
ki

)2dηi(s
2
i−f(si))

)(
m−1∏

i=1

Psi,si+1,ki,ki+1,`i,`i+1

(
X(i),X(i+1)

)d
)
.

Les estimations de hauteurs sont analogues et il suffit de poser h0 = hadd + 10NA0 qui ne
dépend que de (A0, ι0).

4.1.3 Mise en place

On souhaite appliquer le théorème 1.2 de [35] à l’adhérence V̄ de V dans Ā× P pour
démontrer notre inégalité de Vojta. En utilisant un plongement de Segre, on définit
ι : V̄ ↪→ PN

Q̄ comme la composée

V̄ ↪→ Ā× P ↪→ PNA

Q̄ × PNP

Q̄ ↪→ PN
Q̄ où N = (NA + 1)(NP + 1)− 1.

Rappelons que l’on définit le faisceau L = ι∗O(1). On fixe les constantes que nous allons
utilisées pour appliquer le théorème 1.3.4

m = dim(V) + 1, t1 = g + 2, t2 = 4(g + 1),

M = (N2 + 1)m(N3 + 1), θ = 2m
2

et γ = (g + 1)h0.

A partir de ces valeurs, le point 1.3.1 fournit trois constantes c1, c2, c3 ∈ R>1 ne dépendant
que des données introduites ci-dessus.

On fixe un m-uplet s ∈ (N∗)m avec lequel on peut appliquer la construction de la
partie précédente et on note δ = ηs2. On définit V comme l’adhérence de Vm vu comme
un ouvert de Ḡ×P. La projection sur les m premières coordonnées donne un morphisme
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propre et birationnel π : V → V̄m. Avec les notations de la partie précédente, le faisceau
M sur V que nous considérons est

M = O(0,−gηs2, 1, g + 1, 0, (g + 2)ηs2).

Le faisceau Ns défini au point 1.3.2 s’écrit avec ces mêmes notations

Ns = O(ηs2, ηs2, 0, 0, 0, ηs2).

On introduit de plus sur V le faisceau

P = O((g + 1)ηs2, (g + 2)ηs2, 1, 0, 0, (g + 2)ηs2).

Ce faisceau est très ample sur V puisqu’on peut l’écrire ι′∗O(1) avec un plongement
ι′ : V ↪→ PN′

Q̄ . On l’obtient en composant le plongement

V ↪→ Ḡ×
(
PNP

Q̄

)m
↪→
(
PN2

Q̄

)m
×
(
PNA0

Q̄

)m
× PN1

Q̄ ×
(
PNP

Q̄

)m

avec un plongement de Segre-Veronese obtenu en considérant tous les monômes de
multidegré ((g + 1)ηs2, (g + 2)ηs2, 1, (g + 2)ηs2). Le morphisme ξ du lemme 4.1.3 induit
par produit tensoriel une injection j1 : P ↪→ N⊗t1ηs2 et le lemme assure que les images des
coordonnées de PN′

Q̄ , vues comme des sections de P , sont bien des monômes unitaires de
multidegré t1ηs2 en les coordonnées de PN

Q̄.
De plus, on déduit du morphisme ξ′ donné par le lemme 4.1.4 un isomorphisme

P ⊗M⊗−1 = O((g + 1)ηs2, 2(g + 1)ηs2, 0,−(g + 1), 0, 0) ' O((g + 1)ηs2, 0, 0, 0, g + 1, 0)

qui nous permet de définir Σ comme la famille des images réciproques par cet isomor-
phisme des sections

((
m⊗

i=1

(
W(i)

κi

)⊗ηis2i
)
⊗ V′`′

)⊗(g+1)

où κ ∈ J0,N2Km et `′ ∈ J0,N3K.

On définit j2 : P ⊗M⊗−1 → N⊗t2ηs2 comme la multiplication par une section globale non
nulle de la forme

((
m⊗

i=1

(
W

(i)

κ′i

)⊗3ηis
2
i ⊗

(
X

(i)
ki

)⊗2ηis
2
i ⊗

(
T(i)
ri

)⊗4ηis
2
i

)
⊗ V`

)⊗(g+1)

du faisceau
O(3(g + 1)ηs2, 2(g + 1)ηs2, 0, g + 1, 0, 4(g + 1)ηs2)

avec κ ∈ J0,N2Km, k ∈ J0,NA0Km, r ∈ J0,NPKm et ` ∈ J0,N3K. En appliquant le lemme
4.1.4 avec d = g + 1, on obtient que les éléments de j2(Σ) sont des polynômes de mul-
tidegrés t2ηs2 dont la hauteur est majorée par |ηs2|γ. (Les termes en W(1), . . . ,W(m) et
T(1), . . . ,T(m) n’intervenant que par des monômes, la hauteur des polynômes n’est pas
modifiée).
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Remarque 4.1.5 : Il est important de voir que l’on peut choisir j1 et j2 tels qu’ils soient
des isomorphismes en un point x ∈ Vm fixé préalablement. En effet, le morphisme ξ
définissant j1 est un isomorphisme sur G et on peut choisir la section définissant j2 de
sorte à ce qu’elle ne s’annule pas au point x.

Le lemme suivant exprime les hauteurs hL : V(Q̄)→ R et hM : V(Q̄)→ R définies au
point 1.3.3 en fonction des hauteurs déjà introduites.

Lemme 4.1.6 - On a les égalités suivantes
(i) Pour tout (a, p) ∈ V(Q̄), on a hL(a, p) = hwcan(a) + hwL (p).

(ii) Il existe une constante C′ ∈ R indépendante de s ∈ (N∗)m telle que pour tout
x ∈ Vm(Q̄) ⊂ V(Q̄) où l’on écrit xi = (ai, pi) pour 1 ≤ i ≤ m, on ait

hM(x) ≤
m−1∑

i=1

hlin(s2
i ai− s2

i+1ai+1) + hquad(siai− si+1ai+1) +
m∑

i=1

ηis
2
ih

w
L (pi) + |ηs2|C′.

Démonstration :
Il suffit de traiter le cas V = A × PNP

Q̄ , c’est-à-dire quand V = Ḡ × (PNP

Q̄ )m, le cas
général s’en déduisant par restriction. On a alors que

h(ι′(x)) = h(ι′′(a)) +
m∑

i=1

ηis
2
ih

w
L (p) où ι′′ : Ḡ ↪→ (PN2

Q̄ )m × (PNA0

Q̄ )m × PN1

Q̄

est le plongement construit précédemment. Or le [33, Lemme 4.2] donne l’existence de C′

de sorte que

h(ι′′(a))− h(Σ(x)) ≤
m−1∑

i=1

hlin(s2
i ai − s2

i+1ai+1) + hquad(siai − si+1ai+1) + |ηs2|C′,

d’où le résultat.

Dans la suite, quitte à augmenter Chaut, on supposera que Chaut ≥ C′.

4.1.4 L’hypothèse sur le nombre d’intersection

Nous nous sommes donc placés dans les conditions d’application du théorème 1.3.4. Il
nous reste à vérifier que l’on dispose de son hypothèse sur le nombre d’intersection. On
fixe donc Z = Z1 × · · · × Zm un produit de sous-schémas fermés intègres de V̄. On note
Yi = Zi ∩ V qui est un sous-schéma fermé de A × P. On a Ȳi = Zi, donc l’adhérence de
Y = Y1 × · · · × Ym dans Ḡ× P coïncide avec l’adhérence Z de Z ∩ U dans V .

Lemme 4.1.7 - Si Yi 6⊂ ZV pour 1 ≤ i ≤ m, alors le morphisme α1×Id : Y1×. . .×Ym →
Am−1 × Pm où α1 : Am → Am−1 est donné sur les points par

α1(a1, . . . , am) = (a1 − a2, . . . , am−1 − am)

est génériquement fini.
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Démonstration :
Nous allons adapter la démonstration du [32, Lemme 2.1] à notre cas. Il est immédiat

que la fibre contenant un point donné ((a1, p1), . . . , (am, pm)) est formée des points de la
forme ((a1+a, p1), . . . , (am+a, pm)) où a est un point de A tel que lem-uplet précédent soit
un point dans (Y1)p1 × . . .× (Ym)pm . Par suite, cette fibre est isomorphe au sous-schéma
fermé

((Y1)p1 − a1) ∩ . . . ∩ ((Ym)pm − am).

Montrons que l’on peut choisir (a1, p1), . . . , (am, pm) successivement de sorte que

dim((Y1)p1 − a1) ∩ . . . ∩ ((Yi)pi − ai) ≤ max(0, dim Y1 − i+ 1).

N’importe quel point convient pour i = 1, supposons donc ceci acquis pour i− 1 ≥ 1. On
écrit C1, . . . ,Ck les composantes irréductibles de dimension maximale de

((Y1)p1 − a1) ∩ . . . ∩ ((Yi−1)pi−1
− ai−1).

Si cette dimension est 0, n’importe quel (ai, pi) ∈ Yi convient. Dans le cas contraire, il
suffit de trouver (ai, pi) ∈ Yi tel que Cj 6⊂ (Yi)pi − ai pour tout 1 ≤ j ≤ k. Or, l’ensemble
des points a ∈ (Yi)pi tels que a + Cj ⊂ (Yi)pi est un fermé Fj de (Yi)pi . S’il n’est pas
propre, on a Cj ⊂ Stab((Yi)pi) et par le théorème 1.4.2, on obtient

(Yi)pi = Z((Yi)pi )
= (ZYi)pi ⊂ (ZV)pi .

Par hypothèse, ceci n’est pas possible pour chaque fibre, donc on peut choisir pi tel que
Cj soit propre et il suffit de choisir ai dans (Yi)pi \

⋃k
j=1 Fj pour conclure.

Comme m = dim(V) + 1, on a exhibé un point ((a1, p1), . . . , (am, pm)) dont la fibre est
de dimension 0. En utilisant [12, Exercice II.3.22], on obtient que α1×Id est génériquement
fini.

Lemme 4.1.8 - L’application (N∗)m → R, s 7→ [M]dim Z · Z est homogène de degré
2 dim Zi en chaque si.

Démonstration :
Rappelons que Llin est le faisceau inversible associé au diviseur

Llin = Ā \ A =

g∑

`=1

(D0
` + D∞` ).

On note également L0 un diviseur sur A0 associé à L0, puis

Pi,j = (pi + pj)
∗L0 − p∗i L0 − p∗j L0.

qui est un diviseur sur Am
0 . Avec ces notations,M est associé sur (A× P)m au diviseur

M = p∗

(
m−1∑

i=1

(s2
ipi − s2

i+1pi+1)∗Llin +
m−1∑

i=1

(fm)∗(sipi − si+1pi+1)∗L0

)

+ q∗

(
(g + 2)

m∑

i=1

ηis
2
i q∗i L

)
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où p : Am × Pm → Ām, q : Ām × Pm → Pm, p1, . . . , pm : Am → Ā (ou Am → Ā
selon le contexte) et q1, . . . , qm : Pm → P sont les différentes projections. En utilisant le
lemme du déplacement de Chow, on se ramène à calculer le nombre d’intersection sur
Y = Y1 × · · · ×Ym qui est un sous-schéma fermé de (A× P)m. Ainsi le nombre qui nous
intéresse se décompose par multilinéarité en produit d’intersection de termes

(fm)∗Pi,i+1, p∗i f
∗L0, (s2

ipi − s2
i+1pi+1)∗

(
D0
` + D∞`

)
, q∗i L.

On a volontairement omis les tirés en arrière par p et q pour plus de clarté. A partir de ce
point, la démonstration est entièrement analogue à celle de [36, Théorème 5.5]. (On choisit
des formes de Chern comme Vojta pour chacun des termes ci-dessus, puis on se ramène
à calculer des intégrales de formes différentielles sur des ouverts bornés de CN).

Lemme 4.1.9 - Si Yi 6⊂ ZX pour 1 ≤ i ≤ m, on a la minoration

[M]dim(Z) · Z ≥
m∏

i=1

s2 dim Zi
i .

Démonstration :
Si si = 1 pour 1 ≤ i ≤ m, alors la restriction de M à Z est le tiré en arrière

d’un diviseur ample par une application qui génériquement coïncide avec α1 × Id. Cette
application étant génériquement finie par le lemme 4.1.7, on obtient le résultat. On en
déduit directement le cas général avec le résultat d’homogénéité donné par le lemme
4.1.8.

4.1.5 Démonstration de l’inégalité de Vojta

Avec les notations précédentes, on pose

e1 = 4c2
1, e2 = c2, e3 = max(c3 + Chaut, 4c

2
1 · Chaut + 1) et µ = c1.

On suppose que l’on dispose de points (a1, p1), . . . , (am, pm) ∈ (V \ ZV)(Q̄) vérifiant les
inégalités dans les hypothèses du théorème 4.1.2 avec les constantes e1, e2, e3, µ ∈ N∗ ci-
dessus. Le lemme suivant permet de choisir un m-uplet s ∈ N∗ de sorte à obtenir une
première inégalité de hauteurs.

Lemme 4.1.10 - Il existe s ∈ (N∗)m tel que si/si+1 ≥ e2 pour 1 ≤ i ≤ m− 1 et

m−1∑

i=1

hlin(s2
i ai − s2

i+1ai+1) + hquad(siai − si+1ai+1) ≤ 2

e1

m∑

i=1

ηis
2
ihcan(ai).

Démonstration :
On pose sm = 1 et on définit successivement sm−1, . . . , s1 en imposant que si/si+1 soit

l’entier le plus proche de
√
hcan(ai+1)/hcan(ai). Comme e2 ∈ N, on a bien si/si+1 ≥ e2.

L’inégalité découle du fait que hlin et
√
hquad vérifie l’inégalité triangulaire et que e2 ≥

e1 ≥ 2. Pour plus de détails, voir [33, Lemme 4.1].
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On applique la construction de la partie précédente avec lem-uplet s ∈ (N∗)m. Comme
expliqué à la remarque 4.1.5, on peut imposer que j1 et j2 soient des isomorphismes en
x = (x1, . . . , xm) ∈ Vm(Q̄) où xi = (ai, pi), donc x ∈ U′(Q̄). Avec les notations de la partie
précédente, comme xi ∈ Yi \ ZV, le lemme 4.1.9 donne

[M]dim(Y) · Y ≥
m∏

i=1

s2 dim Yi
i ≥ θ−1

m∏

i=1

δdim Yi
i

vu la valeur de θ. De plus, comme

δi/δi+1 ≥ s2
i /2s

2
i+1 ≥ e2

2/2 ≥ c2 et hL(xi) ≥ hwcan(ai) ≥ hcan(ai)−Chaut ≥ e3−Chaut ≥ c3,

le théorème 1.3.4 fournit une seconde inégalité de hauteurs

m∑

i=1

ηis
2
ihL(xi) ≤ c1hM(x).

En utilisant les lemmes 4.1.6 et 4.1.10, on obtient

m∑

i=1

ηis
2
ih

w
can(ai) +

m∑

i=1

ηis
2
ih

w
L (pi) ≤

2c1

e1

m∑

i=1

ηis
2
ihcan(ai) + c1

m∑

i=1

ηis
2
ih

w
L (pi) + c1Chaut|ηs2|.

Ainsi, en utilisant les majorations

hwL (pi) ≤ hL(pi) + Chaut ≤ hcan(ai)/µ+ Chaut et hcan(ai)− Chaut ≤ hwcan(ai),

on obtient (
1− 2c1

e1

− c1 − 1

µ

) m∑

i=1

ηis
2
ihcan(ai) ≤ 2c1Chaut|ηs2|,

puis en substituant les valeurs de e1 et de µ, on trouve

1

2c1

m∑

i=1

ηis
2
ihcan(ai) ≤ 2c1Chaut|ηs2|,

ce qui fournit une contradiction avec hcan(ai) ≥ e3.

4.2 Démonstration des énoncés

Rappelons que si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe de rang fini et ε ≥ 0 un réel, on note

Γε = {a+ b | a ∈ Γ, b ∈ A(Q̄) et hcan(b) ≤ ε}.

En utilisant l’inégalité de Vojta établie dans la partie précédente, nous allons montrer
le résultat suivant.



74 Chapitre 4. Le cas général

Théorème 4.2.1 - Il existe une constante µ ≥ 0 ayant la propriété suivante : si Γ ⊂ A(Q̄)
est un sous-groupe de rang fini et ε ≥ 0 un réel, alors il existe une constante ν ≥ 0 telle
que pour tout p ∈ P(Q̄), on a

∀a ∈ (Vp \ ZVp)(Q̄) ∩ Γε, hcan(a) ≤ µ · hL(p) + ν.

Démonstration :
Quitte à remplacer L0 par L⊗3

0 , on peut supposer que l’hypothèse 4.1.1 est vérifiée
(les hauteurs canoniques selon que l’on considère L0 ou L⊗3

0 sont comparables). Ainsi,
l’inégalité de Vojta (théorème 2.1.1) fournit des constantes e1, e2, e3, µ ∈ R. On fixe un
sous-groupe Γ ⊂ A(Q̄) de rang fini et un réel ε ≥ 0. Quitte à augmenter e3, on suppose
que ε ≤ 2−8e3e

−2
1 . On désigne par (ai, pi)i∈I l’ensemble des points de (V \ ZV)(Q̄) tels que

ai ∈ Γε, hcan(ai) ≥ e3 et hcan(ai) ≥ µ · hL(pi).

En utilisant les propositions 1.2.11 et 1.2.12, on obtient que hlin et hquad s’étendent en
deux semi-normes à l’espace vectoriel E = A(Q̄) ⊗Z R. Quitte à augmenter e3, on peut
appliquer le point (i) du lemme 1.4.7 en prenant

F = Γ⊗Z R, N1 = hlin, N2 =
√

(g + 1)hquad, c1 = e1, c3 =
√
e3 et η =

√
ε.

Ainsi, on peut recouvrir {a ∈ Γε | hcan(a) ≥ e3} par un nombre fini d’ensembles dans
chacun desquels deux points a, b ∈ A(Q̄) vérifient

hlin

(
a

hcan(a)
− b

hcan(b)

)
≤ 1

e1

et hquad

(
a√

hcan(a)
− b√

hcan(b)

)
≤ 1

e2
1

.

Comme dans les cas abélien et torique, l’inégalité de Vojta (Théorème 4.1.2) montre que
(hcan(ai))i∈I est majoré par un réel ν ′ > 0 et on conclut en posant

ν = ν ′ − µ ·min

(
inf

p∈P(Q̄)
hL(p), 0

)
.

De même, on introduit l’ensemble

C(Γ, ε) =
{
a+ b | a ∈ Γ, b ∈ A(Q̄) et hcan(b) ≤ ε

(
1 + hcan(a)

)}
.

Nous avons le résultat analogue suivant.

Théorème 4.2.2 - Il existe une constante µ ≥ 0 et un réel ε > 0 ayant la propriété
suivante : si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel ν ≥ 0 tel
que pour tout p ∈ P(Q̄), on a

∀a ∈ (Vp \ ZVp)(Q̄) ∩ C(Γ, ε), hcan(a) ≤ µ · hL(p) + ν.
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Démonstration :
On reprend la démonstration précédente en posant cette fois-ci ε = 2−8e−2

1 . On utilise
le point (ii) du lemme 1.4.7 et on conclut de la même façon en remarquant que C(Γ, ε)
est contenu dans C(F, η). En effet, si a ∈ C(Γ, ε) s’écrit b + c avec b ∈ Γ et hcan(c) ≤
ε(1 + hcan(b)), alors

‖c‖ =
√
hcan(c) ≤ √ε

√
1 + hcan(b) ≤ η

(
1 +

√
hcan(b)

)
≤ η(1 + ‖b‖),

ce qui montre le résultat.

Pour finir, nous allons montrer le résultat A de l’introduction. Nous aurons besoin du
résultat suivant de Rémond.

Lemme 4.2.3 - Étant donné un entier D ≥ 1, il existe un réel ε > 0 tel que pour tout
sous-groupe Γ ⊂ A(Q̄) de rang fini, il existe un entier S ∈ N ayant la propriété suivante.
Pour tout sous-schéma fermé X de A de degré au plus D, l’ensemble (X \ ZX)(Q̄) ∩ Γε
contient au plus S points.

Démonstration :
Voir [34, Proposition 3].

On peut à présent démontrer le résultat suivant par récurrence.

Théorème 4.2.4 - Il existe une constante µ ≥ 0, un réel ε > 0 et une famille finie B
de sous-variétés semi-abéliennes de A ayant la propriété suivante : si Γ ⊂ A(Q̄) est un
sous-groupe de rang fini, alors il existe un entier n ∈ N et un réel ν ≥ 0 tels que pour tout
p ∈ P(Q̄), il existe des points a1, . . . , an ∈ Vp(Q̄) vérifiant l’inégalité

hcan (ai) ≤ µ · hL(p) + ν

et des sous-variétés semi-abéliennes B1, . . . ,Bn ∈ B avec ai + Bi ⊂ Vp tels que

Vp(Q̄) ∩ Γε =
n⋃

i=1

(
ai + Bi(Q̄)

)
∩ Γε.

Démonstration :
On montre le théorème par récurrence sur dim A. Si dim A = 0, le résultat est évident,

on suppose donc dans la suite que dim A > 0. En notant W(1), . . . ,W(r) les composantes
irréductibles de ZV, on peut écrire

V = (V \ ZV) ∪W(1) ∪ . . .W(r).

En particulier si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe de rang fini, on a pour tout p ∈ P(Q̄) et
tout réel ε > 0

Vp(Q̄) ∩ Γε =
(

(Vp \ ZVp)(Q̄) ∩ Γε

)
∪
(

r⋃

k=1

W(k)
p (Q̄) ∩ Γε

)
. (4.2.5)
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Comme l’ensemble {deg Vp ∈ N | p ∈ P} est fini, le lemme 4.2.3 et le théorème 4.2.1
montrent le résultat sur le premier membre de cette réunion. Il reste donc à traiter les
autres facteurs de cette réunion, c’est-à-dire le cas où V = ZV. Dans ce cas, par le lemme
1.4.4, il existe une sous-variété semi-abélienne B non nulle de A telle que Vp + B = Vp

pour tout p ∈ P. En notant V′ l’image de V par l’application A × P → A/B × P et
en fixant une hauteur canonique h′can : (A/B)(Q̄) → R, on obtient par hypothèse de
récurrence l’existence d’une constante µ′ > 0, d’un réel ε′ > 0 et d’une famille finie B′ de
sous-variétés semi-abéliennes de A/B vérifiant le théorème. En notant π : A → A/B, on
pose

B = {π−1(B′) ⊂ A | B′ ∈ B′}.
D’autre part, en appliquant le lemme 1.4.6, on obtient des constantes α > 0 et β > 0
telles que

∀a′ ∈ (A/B)(Q̄), ∃a ∈ (π−1(a′))(Q̄), hcan(a) ≤ α · h′can(a′) + β, (4.2.6)

puis la proposition 1.2.14 montre l’existence d’une constante τ > 0 telle que

∀a ∈ A(Q̄), h′can(π(a)) ≤ τ · hcan(a). (4.2.7)

Vérifions que la constante µ = µ′ ·α, le réel ε = ε′ ·τ−1 et la famille B conviennent. On fixe
un sous-groupe de rang fini Γ ⊂ A(Q̄) et on note Γ′ l’image de Γ par π. Par hypothèse de
récurrence, il existe un entier n ∈ N et une constante ν ′ ≥ 0 tels que pour tout p ∈ P(Q̄),
il existe des points a′1, . . . , a′n ∈ V′p(Q̄) avec

h′can (a′i) ≤ µ′ · hL(p) + ν ′ (4.2.8)

et des sous-variétés semi-abéliennes B′1, . . . ,B
′
n ∈ B′ avec a′i + B′i ⊂ V′p tels que

V′p(Q̄) ∩ Γ′ε′ =
n⋃

i=1

(
a′i + B′i(Q̄)

)
∩ Γ′ε′ . (4.2.9)

Les points 4.2.6 et 4.2.8 fournissent des points a1, . . . , an ∈ Vp(Q̄) avec

π(ai) = a′i et hcan (ai) ≤ µ · hL(p) +
(
αν ′ + β

)
.

De plus, avec le point 4.2.7 on a π(Γε) ⊂ Γ′ε, donc il suffit de prendre l’image réciproque
du point 4.2.9 par l’application π pour conclure.



CHAPITRE 5

EXTENSION D’UN THÉORÈME DE FALTINGS

L’objectif de ce chapitre est de démontrer le théorème D et le corollaire E de l’intro-
duction. On fixe une variété abélienne A sur Q̄ et un faisceau très ample et symétrique L
sur A associé à un plongement A ↪→ PNA

Q̄ . De plus, on suppose que l’application

Γ
(
PNA

Q̄ ,O(n)
)
→ Γ

(
A,L⊗n

)
(5.0.1)

est surjective pour tout n ∈ N∗. On note ĥ : A(Q̄) → R la hauteur de Néron-Tate
associée à L.

On fixe un schéma projectif et intègre P sur Q̄, un faisceau L très ample sur P et un
plongement P ↪→ PNP

Q̄ associé à L. On considère également une hauteur hL : P(Q̄) → R
associée à L.

Dans la suite, on verra toujours A × P comme un sous-schéma fermé de PNA

Q̄ × PNP

Q̄ .
On note m = dim(A× P) + 1.

5.1 Inégalité de Vojta

5.1.1 Enoncé et réduction

On considère le plongement de Segre

PNA

Q̄ × PNP

Q̄ ↪→ PN
Q̄ avec N = (NA + 1)(NP + 1)− 1

et on fixe un hyperplan E de PN
Q̄. On fixe un corps de nombres sur lequel sont définis A,

P, E ainsi que les plongements A ↪→ PNA

Q̄ et P ↪→ PNP

Q̄ . On obtient ainsi pour chaque place
v ∈ MK une distance dv sur PNA

K (Cv) et sur (PNA
K × PNP

K )(Cv). On fixe une partie finie
S ⊂ MK et on définit pour x ∈ (A× P)(Q̄) le nombre

dS(x,E) =
∏

v∈S

∏

w∈ML
w|v

dw(x,E)∆w où ∆w =
[Lw : Qw]

[L : Q]

77
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et L est un corps de nombres contenant des coordonnées projectives de x. Par la formule
du degré, le résultat obtenu ne dépend pas du corps de nombres choisi.

Rappelons que la hauteur ĥ s’étend à l’espace vectoriel A(Q̄) ⊗Z R (voir théorème
1.1.3). Nous allons démontrer l’énoncé suivant.

Théorème 5.1.1 - Pour tout réel τ > 0 et tout réel ξ > 0, il existe des constantes
e1, e2, e3, µ > 0 ayant la propriété suivante : il n’existe pas de points x1, . . . , xm ∈ (A ×
P)m(Q̄) où xi = (ai, pi) vérifiant simultanément les inégalités

ĥ


 ai√

ĥ(ai)
− ai+1√

ĥ(ai+1)


 ≤ 1

e2
1

, ĥ(ai+1) ≥ e2
2 · ĥ(ai), ĥ(a1) ≥ e3,

ĥ(aj) ≥ µ · hL(pj), 0 < dS(xj,E) ≤ ξ · exp
(
−τ · ĥ(aj)

)
(5.1.2)

pour tout 1 ≤ i ≤ m− 1 et 1 ≤ j ≤ m. De plus, on peut prendre

e1 = µ =
(NA + 1)m · 6m2 ·m2m

min(τ, 1)m ·m!
.

Avant de passer à la démonstration de ce théorème, nous allons prouver le corollaire
suivant que nous utiliserons dans la seconde partie. Pour ce corollaire, on suppose que V
est une hypersurface de PNA

Q̄ ×PNP

Q̄ donnée par un polynôme bihomogène de bidegré (r, s)

avec r, s ≥ 1. Comme précédemment, on définit pour (a, p) ∈ (A× P)(Q̄) le nombre

dS(a,Vp) =
∏

v∈S

∏

w∈ML
w|v

dw(a,Vp)
∆w où ∆w =

[Lw : Qw]

[L : Q]

et L est un corps de nombres contenant des coordonnées projectives de a et p. Comme
précédemment, le choix de L n’influence pas le résultat.

Corollaire 5.1.3 - Pour tout réel τ > 0 et tout réel ξ > 0, il existe des constantes
e1, e2, e3, µ > 0 ayant la propriété suivante : il n’existe pas de points (a1, p1), . . . , (am, pm) ∈
(A× P)m(Q̄) vérifiant simultanément les inégalités

ĥ


 ai√

ĥ(ai)
− ai+1√

ĥ(ai+1)


 ≤ 1

e2
1

, ĥ(ai+1) ≥ e2
2 · ĥ(ai), ĥ(a1) ≥ e3

ĥ(aj) ≥ µ · hL(pj), 0 < dS(aj,Vpj) ≤ ξ · exp
(
−τ · ĥ(aj)

)

pour tout 1 ≤ i ≤ m− 1 et 1 ≤ j ≤ m. De plus, on peut prendre

e1 =

(
NA + r

NA

)m
· r

m · 6m2 ·m2m

min(τ, 1)m ·m!
et µ =

(
NA + r

NA

)m
· r

m+1 · 6m2 ·m2m

s ·min(τ, 1)m ·m!
.
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Démonstration :
On introduit le plongement de Veronese modifié de degré r

ϕA : PNA

Q̄ ↪→ PN′A
Q̄ où N′A =

(
NA + r

r

)
− 1.

Le plongement A ↪→ PN′A
Q̄ est associé à L′ = L⊗r et il vérifie encore l’hypothèse 5.0.1. De

plus, la hauteur de Néron-Tate associée à L′ est ĥ′ = r · ĥ. De même, on introduit le
plongement de Veronese modifié de degré s

ϕP : PNA

Q̄ ↪→ PN′P
Q̄ où N′P =

(
NA + s

s

)
− 1.

Le plongement P ↪→ PN′P
Q̄ est associé à L′ = L⊗s. On fixe également une hauteur associée

à L′ en posant ĥL′ = s · ĥL. Ainsi, l’image de V par

ϕ = ϕA × ϕP : PNA

Q̄ × PNP

Q̄ ↪→ PN′A
Q̄ × PN′P

Q̄

est contenue dans une hypersurface V′ de bidegré (1, 1). Si on utilise le morphisme de
Segre

Seg : PN′A
Q̄ × PN′P

Q̄ ↪→ PN′

Q̄ où N′ = (N′A + 1)(N′P + 1)− 1,

alors Seg(V′) est contenu dans un hyperplan E de PN′

Q̄ . On peut donc appliquer le théorème
précédent avec ces nouveaux plongements, l’hyperplan E et les constantes

τ ′ =
τ

r
et ξ′ = r(CardS)/2 · ξ.

On obtient ainsi des réels e′1, e′2, e′3, µ′ > 0 et on pose

e1 = e′1, e2 = e′2, e3 = r · e′3, µ =
r

s
· µ′.

Supposons qu’il existe des points x1, . . . , xm ∈ (A × P)(Q̄) vérifiant les hypothèses du
corollaire avec les constantes e1, e2, e3, µ ∈ R. En notant a′j = ϕA(aj), p′j = ϕP(pj) et
x′j = Seg(ϕ(xj)), on a avec le lemme 1.1.7 l’inégalité

dv(x
′
j,E) ≤ dv(x

′
j, Seg(V′)) ≤ dv

(
a′j,V

′
p′j

)
.

De plus, en utilisant le lemme 1.1.6, on obtient

dv

(
a′j,V

′
p′j

)
≤ dv

(
a′j, ϕA

(
Vpj

))
≤ √r · dv(aj,Vpj).

Ainsi, en prenant le produit sur les différentes places, on obtient l’inégalité

0 < dS(x′j,E) ≤ r(CardS)/2 · dS(aj,Vpj),

puis
0 < dS(x′j,E) ≤ ξ′ · exp

(
−τ ′ · ĥ(aj)

)
,

donc les points (x1, . . . , xm) vérifient les inégalités du théorème 5.1.1, d’où la contradiction.
Ainsi les constantes ci-dessus conviennent. De plus, en utilisant les valeurs effectives pour
e1 et µ du théorème précédent, on obtient les valeurs annoncées.

Le reste de cette partie est consacré à la démonstration du théorème ci-dessus.
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5.1.2 Généralités sur la démonstration

Notations

Dans la suite, on supposera toujours que 0 < τ ≤ 1, ce qui est suffisant pour établir le
résultat (Plus τ > 0 est petit, plus la condition sur les points est faible). On commence
par construire un automorphisme χ de PN

Q̄ afin de se ramener au cas où E a une équation
simple. On note W0, . . . ,WN les coordonnées de PN

Q̄. Quitte à permuter les coordonnées
(ce qui ne modifie pas la distance et la hauteur) de PN

Q̄, on peut choisir une équation de
l’hyperplan E dans PN

Q̄ sous la forme

F = W0 + f1W1 + . . .+ fNWN.

On note alors χ : PN
Q̄ → PN

Q̄ l’automorphisme associé à la matrice

M =




1 f1 f2 · · · fN

0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . 1 0
0 · · · · · · 0 1



.

On a χ(E) = Z(W0) et le lemme suivant permet de comparer les distances que nous
utiliserons.

Lemme 5.1.4 - Pour tout v ∈ MK et tout x ∈ PN
K(Cv), on a

dv(χ(x),Z(W0)) ≤ (N + 1)δv · |F|2v · dv(x,E).

Démonstration :
D’une part, si x ∈ PN

K(Cv), le lemme 1.1.5 permet d’écrire

dv(χ(x),Z(W0)) =
|F(x)|v
‖χ(x)‖2,v

= dv(x,Z(F)) ·
( ‖x‖2,v

‖χ(x)‖2,v

· ‖F‖2,v

)
.

D’autre part, en écrivant x = χ−1(χ(x)), on obtient

‖x‖2,v ≤ (N + 1)δv/2 · |F|v · ‖χ(x)‖2,v,

puis en utilisant l’inégalité élémentaire

‖F‖2,v ≤ (N + 1)δv/2 · |F|v,

on obtient le résultat.

On note ϕ : A× P ↪→ PN
Q̄ la composée de χ avec le plongement

A× P ↪→ PNA

Q̄ × PNP

Q̄ ↪→ PN
Q̄ avec N = (NA + 1)(NP + 1)− 1
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où la seconde flèche est le morphisme de Segre. La hauteur et le degré d’un sous-schéma
fermé de A × P seront pris relativement à ce plongement ϕ. On note ĥw : A(Q̄) → R
et hwL : P(Q̄) → R les hauteurs de Weil induites respectivement par les plongements
A ↪→ PNA

Q̄ et P ↪→ PNP

Q̄ et on fixe une constante Chaut ≥ 0 telle que

∀(a, p) ∈ (A× P)(Q̄), |ĥ(a)− ĥw(a)| ≤ Chaut et |hL(p)− hwL (p)| ≤ Chaut. (5.1.5)

On considère également les hauteurs sur A× P données par

h(a, p) = ĥ(a) + hL(p) et hw(a, p) = ĥw(a) + hwL (p).

On fixe également deux nombres réels qui permettront d’appliquer la méthode de
Vojta. On définit le réel 0 < ε < 1 par

ε =
1

2
· m!

(NA + 1)m−1 + 1
·
(

τ

m · dim(A× P) · 6m
)m

ce qui permet de choisir un nombre rationnel 0 < δ < 1 vérifiant

m · ε < τ · δ
6

et
δm

m!
<

εdim(A×P)

((NA + 1)m−1 + 1) · (6dim(A×P) · dim(A× P))
m . (5.1.6)

Remarquons que les valeurs effectives des constantes e1 et µ dans le théorème 5.1.1 ont
été choisies pour vérifier les inégalités

e1 >
3

ε
et µ >

3

ε
. (5.1.7)

Cela se déduit directement en remarquant que l’on a toujours l’inégalité

(NA + 1)m > 6
(
(NA + 1)m−1 + 1

)(
1− 1

m

)m
,

car NA ≥ 2 et m ≥ 2.

Stratégie

Nous allons démontrer l’inégalité de Vojta en raisonnant par l’absurde. On dit qu’un
point x = (x1, . . . , xm) ∈ (A×P)m(Q̄) où xi = (ai, pi) vérifie Cond(e1, e2, e3, µ) s’il vérifie
les inégalités du point 5.1.2. On commence par associer à un tel point x, un m-uplet
d’entiers s. Dans la suite, on supposera toujours que e2 ≥ e1 et que e2 ∈ N.

Lemme 5.1.8 - Si x ∈ (A×P)m(Q̄) vérifie Cond(e1, e2, e3, µ), alors il existe s ∈ (N\{0})m
vérifiant si/si+1 ≥ e2, les inégalités

(
1 +

1

2e2

)2−2i

s2
1 · ĥ(a1) ≤ s2

i · ĥ(ai) ≤
(

1 +
1

2e2

)2i−2

s2
1 · ĥ(a1)

pour tout 1 ≤ i ≤ m− 1 et
m−1∑

i=1

ĥ(siai − si+1ai+1) ≤ 3

e2
1

m∑

i=1

s2
i ĥ(ai).
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Démonstration :
On note dans cette démonstration ‖ · ‖ =

√
ĥ qui vérifie l’inégalité triangulaire. On

pose sm = 1 et on définit successivement sm−1, . . . , s1 de sorte que si/si+1 soit l’entier le
plus proche de ‖ai+1‖/‖ai‖. D’une part, comme e2 est un entier, on a si ≥ e2 · si+1 et
d’autre part, l’inégalité

∣∣∣si+1‖ai+1‖ − si‖ai‖
∣∣∣ ≤ 1

2
si+1‖ai‖ ≤

1

2e2

min (si‖ai‖, si+1‖ai+1‖) .

donne la seconde affirmation. La fin est identique à la démonstration du lemme 2.1.8.

Ainsi, à chaque point x ∈ (A × P)m(Q̄) vérifiant les conditions de 5.1.1, on a associé
un m-uplet s ∈ Nm. On dit qu’un sous-schéma fermé X = X1 × . . . × Xm de (A × P)m

vérifie Cond(c1, c2, x) si
(i) Pour tout 1 ≤ i ≤ m, le schéma Xi est intègre et xi ∈ Xi(Q̄).
(ii) On a les inégalités

∀i ∈ J1,mK, deg Xi ≤ c1 et
m∑

i=1

s2
i · h(Xi) ≤ c2 ·

(
m∑

i=1

s2
i

)
. (5.1.9)

La méthode de Vojta est alors la suivante. On fixe un point x ∈ (A×P)m(Q̄) vérifiant
Cond(e1, e2, e3, µ). En partant de (A× P)m qui vérifie Cond(c1, c2, x) avec

c1 = deg(A× P) et c2 = h(A× P),

on va construire une suite strictement décroissante de sous-schémas fermés X = X1 ×
. . .×Xm de (A× P)m vérifiant Cond(c1, c2, x). Le point important est que les constantes
e2, e3, c1 et c2 ne dépendent que de la liste

A,P,E,A ↪→ PNA

Q̄ ,P ↪→ PNP

Q̄ ,Chaut, τ, ξ, dim X1, . . . , dim Xm (5.1.10)

mais pas de xi, si et Xi pour 1 ≤ i ≤ m. Plus précisément, on va montrer que pour tous
réels c1 > 0, c2 > 0 et toutm-uplet u ∈ Nm, il existe des constantes e1, e2, e3, µ, c

′
1, c
′
2 > 0 de

sorte que si x ∈ (A×P)m(Q̄) est un point vérifiant Cond(e1, e2, e3, µ) et si X = X1×· · ·×Xm

est un sous-schéma fermé de (A × P)m vérifiant Cond(c1, c2, x) et ui = dim Xi pour
1 ≤ i ≤ m, alors on peut construire un sous-schéma fermé strict X′ = X′1 × · · · × X′m de
X vérifiant Cond(c′1, c

′
2, x).

Finalement, on itère le procédé jusqu’à ce que l’un des Xj soit réduit à {xj}. On obtient
alors par le point 5.1.5

s2
j · ĥ(aj) ≤ s2

j · h(xj) ≤ s2
j(h

w(xj) + 2Chaut) ≤ s2
j · (h(Xj) + 2Chaut),

puis en utilisant le point 5.1.9 et le lemme 5.1.8, on obtient
(

1 +
1

2e2

)2−2j

s2
1 · ĥ(a1) ≤ (mc2 + 2Chaut)s

2
1.

Finalement, on a
e3 ≤ ĥ(a1) ≤ (mc2 + 2Chaut)2

2m−2

ce qui fournit une contradiction. (En augmentant e3, le membre de droite reste inchangé
car c2 ne dépend que de la liste 5.1.10).
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Application de la stratégie et réduction

Pour appliquer la stratégie décrite ci-dessus, nous suivons essentiellement Rémond
dans [30] et [35]. On fixe un point x ∈ (A × P)m(Q̄) vérifiant Cond(e1, e2, e3, µ) et on
suppose que l’on a construit un sous-schéma fermé X = X1 × . . . × Xm de (A × P)m

vérifiant Cond(c1, c2) où c1 et c2 ne dépendent que de la liste 5.1.10. On note ui = dim Xi,
Di = deg Xi et u = u1 + . . .+ um.

Remarque 5.1.11 : Notre objectif est de montrer que : quitte à augmenter e2 et e3, il
existe des constantes c′1, c′2 ∈ R ne dépendant que de la liste 5.1.10 et un sous-schéma
fermé strict X′ = X′1 × . . . × X′m de X vérifiant Cond(c′1, c

′
2). Dans la suite, la constante

c′ ∈ R dépendra toujours uniquement de la liste 5.1.10, même si ce n’est pas précisé. De
plus, la constante c′ pourra changer d’une ligne à l’autre dans les inégalités, tant qu’elle
ne dépend que de la liste 5.1.10.

Par hypothèse sur la distance de xi à E , on a ϕ(xi) ∈ ϕ(Xi) \ Z(W0), donc ϕ(Xi) 6⊂
Z(W0). On peut donc appliquer le lemme 1.3.6 à chaque ϕi : Xi ↪→ PN

Q̄ qui donne une
matrice Mi ∈ GLN+1(Z) dont les coefficients sont bornés par max(Di/2, 1) de sorte que
le morphisme associé χi : PN

Q̄ → PN
Q̄ fait de χi ◦ ϕi un plongement adapté à Xi et fixe la

coordonnée W0.
De plus, par le lemme 1.3.7, on obtient des polynômes P

(i)
j pour 1 ≤ i ≤ m et ui + 1 ≤

j ≤ N. On note Bi la famille de leurs coefficients à i fixé et on désigne par Qi la dérivée
de P

(i)
ui+1 par rapport à la dernière variable.

On note W
(i)
0 , . . . ,W

(i)
N les coordonnées de PN

Q̄ et on fixe des coordonnées projectives(
x

(i)
0 , . . . , x

(i)
N

)
de χi ◦ϕ(xi) dans PN

Q̄. On choisit également un corps de nombres L conte-

nant K, les x(i)
j et les Bi. On note πi : Xi → PuiQ̄ le morphisme fini défini par W

(i)
0 , . . . ,W

(i)
ui .

L’hypothèse sur la distance se traduit en une inégalité simple sur les coordonnées fixées
de χi ◦ ϕ(xi).

Lemme 5.1.12 - Il existe une constante c′ > 0 telle que pour tout 1 ≤ i ≤ m, on a
l’inégalité

0 <
∏

v∈S

∏

w∈ML
w|v




∣∣∣x(i)
0

∣∣∣
w

max
j

∣∣∣x(i)
j

∣∣∣
w




∆w

≤ c′ · exp
(
−τ · ĥ(ai)

)
.

Démonstration :
Par le lemme 1.1.5, on a

|x(i)
0 |w

‖xi‖2,w

= dw(χi ◦ ϕ(xi),Z(W
(i)
0 )) = dw(ϕ(xi),Z(W

(i)
0 )) ·

( ‖ϕ(x)‖2,w

‖χ ◦ ϕ(x)‖2,w

)
.

D’autre part, on a par un calcul direct

‖ϕ(x)‖2,w ≤ (N + 1)δw/2 · |M−1
i |w · ‖χ ◦ ϕ(x)‖2,w.
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En utilisant le lemme 5.1.4 et en passant de la norme 2 à la norme infinie, on obtient ainsi
la majoration ∣∣∣x(i)

0

∣∣∣
w

max
j

∣∣∣x(i)
j

∣∣∣
w

≤ (N + 1)2δw · |F|2w · |M−1
i |w · dw(xi,E).

En prenant le produit sur les places, en majorant, et en utilisant les conditions sur x, on
obtient le résultat. (Comme Mi est à coefficients entiers et bornés par max(Di/2, 1), on
peut borner les numérateurs et dénominateurs des coefficients de M−1

i avec la formule de
la comatrice, donc on peut majorer le terme correspondant par une constante c′).

En suivant Rémond, on se ramène à la construction d’un polynôme avec le lemme
suivant.

Proposition 5.1.13 - Il existe une constante c′ > 0 et un couple (`,U) où 1 ≤ ` ≤ m et
U un polynôme homogène de Q̄[W

(`)
0 , . . . ,W

(`)
u` ] vérifiant

(i) χ`(x`) ∈ Z(U),
(ii) χ`(X`) 6⊂ Z(U),
(iii) deg U ≤ c′1,

(iv) s2
` · h(U) ≤ c′2 ·

(
m∑

i=1

s2
i

)
,

En effet, si l’on suppose que la proposition précédente est vérifiée, il suffit de poser
X′i = Xi pour i 6= ` et de définir X′` comme une composante irréductible de X`∩χ`(Z(U)).
On contrôle alors le degré et la hauteur de X′1, . . . ,X

′
m en utilisant le théorème de Bé-

zout géométrique et arithmétique. (Pour une démonstration détaillée, voir [35, proposi-
tion 3.1]). On en déduit que l’on peut écarter quelques cas particuliers pour lesquels les
méthodes utilisées dans la suite ne s’applique pas.

Corollaire 5.1.14 - Pour chaque 1 ≤ i ≤ m, on peut supposer que
(i) Le morphisme πi : Xi → PuiQ̄ est étale en xi,

(ii) x(i)
j 6= 0 pour tout 1 ≤ i ≤ m et 0 ≤ j ≤ ui,

(iii) pour tout 1 ≤ i ≤ m,

Qi

(
x

(i)
0 , x

(i)
1 , . . . , x

(i)
ui
, x

(i)
ui+1

)
6= 0.

Démonstration :
La démonstration est identique à celle du [35, Corollaire 3.2]. Si le premier point n’est

pas vérifié, on peut appliquer la proposition précédente en prenant pour U le discriminant
du polynôme irréductible en Z donné par

P
(i)
ui+1

(
W

(i)
0 , . . . ,W(i)

ui
,Z
)
.
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Pour le point (ii), il suffit de considérer W
(i)
j , tandis que le dernier point est une consé-

quence du point (i).

On suppose donc dans la suite que les assertions du corollaire sont vérifiées.

5.1.3 Construction d’une section globale

Pour démontrer la proposition 5.1.13, nous allons construire une section globale de
petite hauteur d’un faisceau sur X. On commence par introduire quelques notations.

On note r± : Xm → Am−1 le morphisme donné sur les points par

((a1, p1), . . . , (am, pm)) 7→ (s1a1 ± s2a2, . . . , sm−1am−1 ± smam).

En utilisant les plongements A ↪→ PNA

Q̄ , les morphismes r− et r+ composés avec un mor-
phisme de Segre et le plongement P ↪→ PNP

Q̄ , on obtient un plongement

X ↪→
(
PNA

Q̄

)m
×
(
PN′A
Q̄

)
×
(
PN′A
Q̄

)
×
(
PNP

Q̄

)m
avec N′A = (NA + 1)m−1 − 1.

Par restriction, on obtient ainsi un faisceau O(b, c, c′, d) sur X pour chaque b, d ∈ Zm et
c, c′ ∈ Z. Par construction, on a les relations suivantes.

O(b, 0, 0, 0) ' p∗

(
m⊗

i=1

p∗i L⊗bi
)
, O(0, 1, 0, 0) ' p∗

(
m−1⊗

i=1

(si pi−si+1 pi+1)∗L
)
,

O(0, 0, 0, d) ' q∗

(
m⊗

i=1

q∗i L
⊗di

)
, O(0, 0, 1, 0) ' p∗

(
m−1⊗

i=1

(si pi +si+1 pi+1)∗L
)
,

où p : Am × Pm → Am, q : Am × Pm → Pm, p1, . . . , pm : Am → A et q1, . . . , qm : Pm → P
sont les différentes projections. Avec ces notations, le faisceau que nous allons étudier est
défini pour d ∈ N vérifiant dε ∈ Z par

L(ε, s, d) = O(εηs2, 1, 0, (2 + ε)ηs2)⊗d. (5.1.15)

On note X
(i)
0 , . . . ,X

(i)
NA

les coordonnées du i-ème facteur de
(
PNA

Q̄

)m
, puis V0, . . . ,VN′A

et

V′0, . . . ,V
′
N′A

pour les deux espaces projectifs intermédiaires et T
(i)
0 , . . . ,T

(i)
NP

les coordon-

nées du i-ème facteur
(
PNP

Q̄

)m
.

Complexe de Faltings

Pour construire une section globale du faisceau L(ε, s, d), on va appliquer un lemme
de Siegel. Pour cela, nous allons construire une suite exacte de faisceaux dont le noyau
est L(ε, s, d). Cette suite exacte est communément appelé complexe de Faltings. On
commence par définir

L(ε, s, d)
Φ−→
⊕

k

M(ε, s, d) où M(ε, s, d) = O((2 + ε)dηs2, 0, 0, (2 + ε)dηs2)
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et la composante k ∈ J0,N′AK de Φ est ξ 7→ ξ ⊗ V′k
⊗d (On arrive bien dansM(ε, s, d) par

le théorème du cube). On définit ensuite
⊕

k

M(ε, s, d)
Ψ−→

⊕

k1,k2,k3

N (ε, s, d) où N (ε, s, d) = O((4 + ε)dηs2, 0, 0, (2 + ε)dηs2)

et la composante (k1, k2, k3) ∈ J0,N′AK3 est donnée par

(ξk)k 7→ ξk1 ⊗ V⊗dk2 ⊗ V′k3
⊗d − ξk2 ⊗ V⊗dk1 ⊗ V′k3

⊗d
.

Par construction, on a ainsi une suite exacte de faisceaux sur X

0 −→ L(ε, s, d)
Φ−→
⊕

k

M(ε, s, d)
Ψ−→

⊕

k1,k2,k3

N (ε, s, d).

Nous aurons besoin d’imposer une condition supplémentaire sur la section globale que
l’on cherche. On dira qu’une section globale d’un faisceau sur X a un indice d’annulation
supérieur à δ le long de Em (relativement à ds2), si elle est dans le faisceau d’idéaux
engendré par les sections induites sur X par les polynômes

(
W

(1)
0

)j1
· · ·
(

W
(m)
0

)jm
avec

m∑

i=1

ji
ds2

i

≥ δ. (5.1.16)

On notera Γδ (X, ·) le sous-espace vectoriel de Γ (X, ·) correspondant. En particulier, on
obtient par restriction, une nouvelle suite exacte

0 −→ Γδ (X,L(ε, s, d))
Φ−→
⊕

k

Γδ (X,M(ε, s, d))
ψ−→

⊕

k1,k2,k3

Γ (X,N (ε, s, d)) .

Nous allons chercher la section souhaitée sous une forme polynomiale. Pour cela, on in-
troduit l’application

Θ : Q̄[W] '
⊕

α∈Nm
Γ
((

PN′

Q̄

)m
,O(α)

)
→
⊕

α∈Nm
Γ (X,O(α)) . (5.1.17)

On note E le sous-espace vectoriel de Q̄[W] formé des polynômes P multihomogènes de
multidegré (2 + ε)dηs2· et vérifiant pour tout 1 ≤ i ≤ m les relations

(
∀j ∈ Jui + 2,NK, deg

W
(i)
j

P = 0
)

et deg
W

(i)
ui+1

P ≤ Di.

On dit également qu’un polynôme de Q̄[W(1), . . . ,W(m)] a un indice d’annulation supérieur
à δ le long de Em s’il est contenu dans l’idéal engendré par les monômes vérifiant le point
5.1.16. On note Eδ le sous-espace vectoriel de E correspondant. Les plongements étant
adaptés, les restrictions de Θ induisent des applications injectives

E → Γ(X,M(ε, s, d)) et Eδ → Γδ(X,M(ε, s, d))

On dit qu’une section f ∈ Γδ(X,L(ε, s, d)) est représentée par une famille de polynômes
(Fk)k ⊂ Eδ si

Φ(f) = (Θ(Fk))k

dans Γδ (X,M(ε, s, d)). Avec ces notations, nous allons montrer le résultat suivant.
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Proposition 5.1.18 - Il existe une constante c′ > 0 telle que pour tout d suffisamment
grand et divisible, il existe une section f ∈ Γδ(X,L(ε, s, d)) non nulle représentée par une
famille de polynôme (Fk)k ⊂ Eδ vérifiant

h ((Fk)k) ≤ c′d

(
m∑

i=1

s2
i

)
+ o(d).

Pour cela, on introduit le morphisme donné par la composée

Ψ′ :
⊕

k

Eδ Θ−→
⊕

k

Γδ (X,M(ε, s, d))
Ψ−→

⊕

k1,k2,k3

Γ (X,N (ε, s, d))

où Θ est appliqué sur chaque facteur de la somme directe. Nous allons appliquer le lemme
de Siegel suivant à ce morphisme pour obtenir le résultat.

Lemme 5.1.19 - Pour tout corps de nombres K, il existe une constante CS(K) telle que
pour toute matrice A ∈ Mm,n(K) avec m < n, il existe X ∈ Kn \ {0} vérifiant AX = 0 et

h(X) ≤ m

n−m

(
max

1≤i≤m
h(Ai) + log n

)
+

n

n−mCS(K).

Démonstration :
Voir [3, Lemme de Siegel].

Ainsi, nous devons majorer l’exposant de Dirichlet (c’est à dire m/(n − m)) du
système induit par Ψ′, puis nous devons exhiber des équations décrivant Ker Ψ′ de hauteurs
contrôlées et dont les coefficients sont dans un corps de nombres indépendant de d.

Majoration de l’exposant de Dirichlet

Nous allons estimer la dimension du noyau de Ψ′. On commence donc par minorer la
dimension de Γ(X,L(ε, s, d)).

Lemme 5.1.20 - Si d est suffisamment divisible, on a

dim Γ (X,L(ε, s, d)) ≥ εu1
m∏

i=1

(ds2
i )
ui · Di

ui!
+ o(du).

Démonstration :
On adapte la démonstration de Faltings dans [10, Partie 6]. Comme le faisceau

L(ε, s, 1) est ample (car O(1, 0, 0, 1) est ample et O(0, 1, 0, 2ηs2) est numériquement effec-
tif), on a par le théorème de Riemann-Roch asymptotique pour d suffisamment divisible

dim Γ (X,L(ε, s, d)) =
L(ε, s, 1)u · X

u!
du + o(du).
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En notant Li = p∗ p∗i L0 et Li = p∗ p∗i L, on remarque que

(
(L1 ⊗ L1)⊗η1s

2
1

)u1
·
m∏

i=2

(
q∗(si−1 pi−1−si pi)∗L ⊗ L

⊗2ηis
2
i

i

)ui

≥ s2u1
1 D1

((
L⊗s

2
2

2 ⊗ L
⊗2η2s22
2

)u2
·
m∏

i=3

(
q∗(si−1 pi−1−si pi)∗L ⊗ L

⊗2ηis
2
i

i

)ui
)

≥
(

2∏

i=1

s2ui
i Di

)
·
m∏

i=3

(
q∗(si−1 pi−1−si pi)∗L ⊗ L

⊗2ηis
2
i

i

)ui

≥ . . . ≥
m∏

i=1

s2ui
i Di.

Or les faisceaux définissant L(ε, s, d) sont tous numériquement effectifs, donc avec la
formule du multinôme et la minoration ci-dessus, on obtient

L(ε, s, 1)u ≥
(

u

u1, . . . , um

)
εu1

m∏

i=1

s2ui
i Di.

En combinant les deux inégalités précédentes, on obtient le résultat.

Nous allons à présent minorer la dimension de Γδ(X,L(ε, s, d)).

Lemme 5.1.21 - On a la minoration

dim Γδ (X,L(ε, s, d)) ≥ dim Γ (X,L(ε, s, d))− δ
m

m!
· 6m dim(A×P) ·

m∏

i=1

(ds2
i )
ui

Di

(ui − 1)!
+ o(du).

Démonstration :
On adapte la démonstration de Faltings dans [10, Partie 6]. On note Y = Y1× . . .×

Ym où Yi = Z
(

W
(i)
0

)
∩ Xi, ainsi que `i la section induite sur X par le polynôme W

(i)
0 .

L’idéal Iδ de OX définissant la condition d’avoir un indice d’au moins δ est engendré par
les sections

`j11 ⊗ · · · ⊗ `jmm avec
m∑

i=1

ji
ds2

i

≥ δ.

Comme les `i forment une suite régulière et que la somme ci-dessus ne peut prendre qu’un
nombre fini de valeurs entre 0 et δ, on obtient une filtration de la forme

OX/Iδ → OX/Iδr → OX/Iδr−1 → . . .→ OX/Iδ1 → 0

où les noyaux successifs sont isomorphes à des faisceaux de la forme
(

m⊗

i=1

L−jii

)

Y

où
m∑

i=1

ji
ds2

i

< δ.
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D’après le lemme 1.4.8, le nombre de tel m-uplet est au plus

δm

m!

m∏

i=1

ds2
i + o(dm).

D’autre part, en injectant le faisceau L(ε, s, d) dans M(ε, s, d) sur Y comme dans la
construction du complexe de Faltings, on peut majorer la dimension des noyaux suc-
cessifs par

dim Γ (Y,M(ε, s, d)) =
m∏

i=1

((2 + ε)dηis
2
i )

dim Yi
deg Yi

(dim Yi − 1)!
+ o(dm+dim Y).

Ainsi, on obtient que le nombre de conditions sur f ∈ Γ(X,L(ε, s, d)) pour avoir un indice
d’annulation supérieur à δ est majoré par

δm

m!

(
m∏

i=1

ds2
i

)
m∏

i=1

((2 + ε)dηis
2
i )

dim Yi
deg Yi

(dim Yi − 1)!
+ o(dm+dim Y).

En utilisant dim Yi = ui − 1 (car xi ∈ Xi \ E), deg Yi = Di et (2 + ε)ηi ≤ 6, on obtient
que ce nombre est majoré par

δm

m!
· 6m dim(A×P) ·

m∏

i=1

(ds2
i )
ui

Di

(ui − 1)!
+ o(du),

ce qui donne le résultat.

Nous aurons aussi besoin de connaître la dimension de Eδ.

Lemme 5.1.22 - On a la minoration

dim Eδ ≥ dim E − δm

m!
· 6m dim(A×P) ·

m∏

i=1

(ds2
i )
ui

Di

(ui − 1)!
+ o(du).

Démonstration :
On doit dénombrer le cardinal de l’ensemble des

(λ(1), . . . , λ(m)) ∈
m∏

i=1

(
Nui+1 × J0,Di − 1K× {0}N−ui−1

)

vérifiant
m∑

i=1

λ
(i)
0

ds2
i

< δ et ∀i ∈ J1,mK, |λ(i)| = (2 + ε)dηis
2
i .

On commence par choisir λ(i)
ui+1 pour chaque i, ce qui donne

m∏

i=1

Di
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possibilités. On choisit ensuite les λ(i)
0 vérifiant la condition souhaitée. Par le lemme 1.4.8,

on a
δm

m!

m∏

i=1

ds2
i + o(dm)

choix possibles. Finalement, il reste à choisir pour tout i un m-uplet

(λ
(i)
1 , . . . , λ

(i)
m ) ∈ Nui tel que

ui∑

j=1

λ
(i)
j = (2 + ε)dηis

2
i − λ(i)

0 − λ(i)
ui+1

.

Le nombre de choix possibles est
m∏

i=1

(
ui + (2 + ε)dηis

2
i − λ(i)

0 − λ(i)
ui+1 − 1

ui − 1

)
=

m∏

i=1

((2 + ε)dηis
2
i )
ui−1

(ui − 1)!
+ o(du−m).

Ainsi, en multipliant les trois possibilités, puis en majorant comme dans le lemme précé-
dent, on trouve le résultat.

Lemme 5.1.23 - Il existe une constante 0 < c′ < 1 telle que

dim Ker Ψ′ ≥ c′ ·
(

m∏

i=1

(ds2
i )
ui

Di

ui!

)
+ o(du).

Démonstration :
Le noyau de Ψ′ est isomorphe à

(⊕

k

Θ(Eδ)
)
∩ Φ (Γδ(X,L(ε, s, d))) ⊂

⊕

k

Γ(X,M(ε, s, d))

et comme les applications Φ et Θ Eδ sont injectives, on obtient par la formule de Grass-
mann, la minoration

dim Ker Ψ′ ≥ dim Γδ(X,L(ε, s, d)) + (NA + 1)m−1 [dim Eδ − dim Γ(X,M(ε, s, d))] .

D’une part, par le théorème de Riemann-Roch asymptotique, on a pour d suffisamment
divisible

dim Γ (X,M(ε, s, d)) =
M(ε, s, d)dim X · X

(dim X)!
+ o(du)

=
m∏

i=1

((2 + ε)dηis
2
i )
ui

Di

ui!
+ o(du).

et en raisonnant comme dans la démonstration du lemme précédent, on obtient la même
formule pour dim E . Ainsi en utilisant le lemme 5.1.22, la dimension de Ker Ψ′ est au
moins

dim Γδ(X,L(ε, s, d))− δm

m!
· (NA + 1)m−1 · 6m dim(A×P) ·

m∏

i=1

(ds2
i )
ui

Di

(ui − 1)!
+ o(du),
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puis avec le lemme 5.1.21, on obtient la minoration

dim Γ(X,L(ε, s, d))− δm

m!
· [(NA + 1)m−1 + 1] · 6m dim(A×P) ·

m∏

i=1

(ds2
i )
ui

Di

(ui − 1)!
+ o(du),

Finalement avec le lemme 5.1.20 et en minorant, on obtient
(
εdim(A×P) − δm

m!
· [(NA + 1)m−1 + 1] ·

(
6dim(A×P) dim(A× P)

)m
)( m∏

i=1

(ds2
i )
ui

Di

ui!

)
+o(du),

puis en utilisant le point 5.1.6, on obtient le résultat.

Finalement, on peut majorer l’exposant de Dirichlet. On a

m

n−m =
(NA + 1)m−1 dim Eδ − dim Ker Ψ′

dim Ker Ψ′
≤ (NA + 1)m−1 dim E

dim Ker Ψ′
− 1,

que l’on peut majorer avec les résultats ci-dessus par

(NA + 1)m−1 · 6m dim(A×P)

c′
− 1 + o(1). (5.1.24)

Construction des équations

Dans cette partie, on montre que l’on se trouve dans la même situation que la dé-
monstration du [35, Proposition 4.2], ce qui permet de construire des équations décrivant
Ker Ψ′. Rappelons que l’on a défini l’application Θ au point 5.1.17.

Lemme 5.1.25 - Il existe une constante c′ > 0 et une famille de polynômes (P`,`′)0≤`,`′≤N′A

de multidegré 4ηs2 en les W(i) et de hauteur au plus c′|s2| telle que le noyau de Ψ′ est
décrit par les équations

∀k1, k2, k3 ∈ J0,N′AK, Θ
(
Fk1 · Pd

k2,k3
− Fk2 · Pd

k1,k3

)
= 0.

Démonstration :
Par définition de Ψ′, les équations sont

k1, k2, k3 ∈ J0,N′AK, Θ(Fk1)⊗ V⊗dk2 ⊗ V′k3
⊗d −Θ(Fk2)⊗ V⊗dk1 ⊗ V′k3

⊗d
= 0.

On choisit une section globale non nulle sur X de la forme

r ∈ J0,N′AK,
m⊗

i=1

(
X(i)
ri

)2ηis
2
i .

Le lemme 2.1.2 fournit des polynômes (Q`,`′)0≤`,`′≤N′A
de multidegré 4dηs2 en les X(i) et

de hauteur au plus c′d · |s2| de sorte que si on multiplie chaque équation par la section
ci-dessus, on obtient

Θ(Fk1)⊗Qd
k2,k3

(
X(1), . . . ,X(m)

)
−Θ(Fk2)⊗Qd

k1,k3

(
X(1), . . . ,X(m)

)
= 0.
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En multipliant chacun des Q`,`′
(
X(1), . . . ,X(m)

)
par une section globale non nulle sur X

de la forme

κ ∈ J0,N′AK,
m⊗

i=1

(
T(i)
κi

)4ηis
2
i ,

on obtient des polynômes R`,`′ en les variables X(i) · T(i). Ces polynômes sont homogènes
de multidegré 4ηs2 et les estimations de hauteurs restent inchangées. Finalement, il suffit
de poser

P`,`′
(
W(1), . . . ,W(m)

)
= R`,`′

(
M−1
i ·M−1 ·W(1), . . . ,M−1

i ·M−1 ·W(m)
)
.

Le multidegré de P`,`′ est bien 4ηs2 et comme M est fixé au départ et que les coefficients
de Mi sont des entiers bornés par Di, on obtient l’estimation de hauteur souhaitée.

Si F est une forme linéaire sur Eδ, on l’identifie à ces coefficients dans la base fixée de
Eδ. En particulier, cela permet de définir la hauteur de F et le corps de nombres engendré
par F. Le lemme précédent permet d’appliquer la méthode de Rémond pour obtenir des
équations de hauteurs contrôlées.

Lemme 5.1.26 - Il existe une constante c′ > 0 ne dépendant que de la liste 5.1.10 ayant
la propriété suivante : pour tout d ∈ N suffisamment divisible, il existe des formes linéaires
F1, . . . ,Fb sur Eδ décrivant Ker(Ψ′) telles que Q(F1, . . . ,Fb) soit indépendant de d et dont
la hauteur vérifie

h(F1, . . . ,Fb) ≤ c′d

(
m∑

i=1

s2
i

)
+ o(d).

Démonstration :
En utilisant le lemme précédent, la démonstration est analogue à celle [30, Partie 5.5]

ou à la seconde partie de la preuve de la proposition [35, Proposition 4.2].

Conclusion

On peut à présent démontrer la proposition 5.1.18 en appliquant le lemme de Siegel
(Lemme 5.1.19). Le point 5.1.24 majore l’exposant de Dirichlet par une constante ne
dépendant que de la liste 5.1.10, tandis que le lemme précédent majore la hauteur du
système et montre que CS(Q(F1, . . . ,Fb)) = o(d).

5.1.4 Minoration de l’indice

Dans cette partie, nous allons prouver que la section f construite dans la partie pré-
cédente s’annule avec un indice élevé en x. On suit essentiellement [35, Partie 5], mais on
doit modifier quelques estimations. Comme le morphisme

π : X→ Pu1Q̄ × . . .× PumQ̄
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est étale au point x, on peut trouver un voisinage ouvert de x dans X au-dessus duquel
ΩX/Q̄ ait pour base la famille (dv

(i)
j )i,j avec 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ ui. On note ∂

v
(i)
j

les
dérivations correspondantes qui sont données par

∂
v
(i)
j

(v
(i′)
j′ ) = δi,i′δj,j′ .

On pose pour tout élément κ ∈ Nu1 × · · · × Num

∂κ =
m∏

i=1

ui∏

j=1

1

κi,j!

(
∂
v
(i)
j

)κi,j
.

Avec ces notations, rappelons comment on définit l’indice de f au point x relativement à
(2 + ε)dηs2. On écrit f = α · g au voisinage de x où α est une section de OX et g est une
section de L(ε, s, d) qui ne s’annule pas en x. On définit alors

ind(f, x) = inf

{
m∑

i=1

ui∑

j=1

κi,j
(2 + ε)dηis2

i

∈ R

∣∣∣∣∣ κ ∈
m∏

i=1

Nui , ∂κ(α)(x) 6= 0

}
.

Remarquons que cette borne inférieure est un minimum car f 6= 0 par construction. Avec
ces notations, nous allons montrer le résultat suivant.

Proposition 5.1.27 - Il existe une constante c′ > 0 telle que si d est suffisamment grand
et divisible, alors ind(f, x) ≥ c′.

On considère le nombre

Φ = (2 + ε)
m∑

i=1

dηis
2
ih

w(ϕ ◦ χi(xi))−
m−1∑

i=1

d̂hw(siai + si+1ai+1)−
m∑

i=1

dηis
2
ih

w
L (pi)

qui est une hauteur de x par rapport au faisceau L(ε, s, d). Nous allons encadrer ce nombre
afin d’obtenir le résultat que l’on souhaite. Par un calcul direct, remarquons que l’on a

hw(χi ◦ ϕ(xi)) ≤ h(xi) + h(F) + log

(
(N + 1)

max(Di, 2)

2

)
. (5.1.28)

Majoration de Φ

La majoration ne pose pas de difficulté : on repasse à la hauteur de Néron-Tate et
on utilise les inégalités de hauteurs données par les hypothèses du théorème 5.1.1 et celles
définissant le m-uplet s dans le lemme 5.1.8.

Lemme 5.1.29 - Il existe une constante c′ > 0 telle que

Φ ≤ ds2
1(3mεĥ(a1) + c′).
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Démonstration :
On introduit le nombre

Φ̂ = (2 + ε)
m∑

i=1

dηis
2
ih(xi)−

m−1∑

i=1

dĥ(siai + si+1ai+1)−
m∑

i=1

dηis
2
ihL(pi).

En utilisant les points 5.1.28 et 5.1.5 avec Di ≤ c1, on obtient une majoration de la forme

Φ ≤ Φ̂ + c′ds2
1.

Il suffit donc de majorer Φ̂. En utilisant la relation

ĥ(siai + si+1ai+1) + ĥ(siai − si+1ai+1) = 2s2
i ĥ(ai) + 2s2

i+1ĥ(ai+1),

on obtient

Φ̂ = ε
m∑

i=1

dηis
2
ih(xi) +

m−1∑

i=1

dĥ(siai − si+1ai+1) +
m∑

i=1

dηis
2
ihL(pi).

En utilisant le lemme 5.1.8 et l’inégalité ĥ(ai) ≥ e · hL(pi), on obtient

Φ̂ ≤
[
2ε

(
1 +

1

µ

)
+

3

e2
1

+
2

µ

]
d

(
m∑

i=1

s2
i ĥ(ai)

)
.

D’autre part, avec le point 5.1.7 et l’inégalité ε < 1/3, on obtient

2ε

(
1 +

1

µ

)
+

3

e2
1

+
2

µ
< 3ε,

tandis que le lemme 5.1.8 implique

m∑

i=1

s2
i ĥ(ai) ≤

(
1 +

1

2e2

)m
ms2

1ĥ(a1).

Ainsi, quitte à augmenter e2, on obtient le résultat.

Minoration de Φ

Minorer Φ est plus délicat. Il faut utiliser que f est de petite hauteur et qu’elle s’annule
le long de E. Rappelons que L est un corps de nombres contenant K, les coordonnées x(i)

j

et les familles Bi. On commence par établir deux lemmes préliminaires en suivant [35].

Lemme 5.1.30 - Pour tout v ∈ ML et tout 1 ≤ i ≤ m, on a

max
0≤j≤N

∣∣∣x(i)
j

∣∣∣
v
≤ Di · |Bi|v · max

0≤j≤ui

∣∣∣x(i)
j

∣∣∣
v
.
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Démonstration :
On adapte la démonstration de [24, Lemme 2.4.10]. On note 0 ≤ jv ≤ ui un indice

vérifiant ∣∣∣x(i)
jv

∣∣∣
v

= max
0≤j≤ui

∣∣∣x(i)
j

∣∣∣
v

et on fixe un indice 0 ≤ j ≤ N. Si
∣∣∣x(i)
j

∣∣∣
v
≤
∣∣∣x(i)
jv

∣∣∣
v
, l’inégalité est élémentaire, on suppose

donc que
∣∣∣x(i)
j

∣∣∣
v
>
∣∣∣x(i)
jv

∣∣∣
v
. Par définition de P

(i)
j , on peut écrire

P
(i)
j =

(
W

(i)
j

)Di
−

Di∑

k=1

(
W

(i)
j

)Di−k
P

(i)
j,k avec deg P

(i)
j,k = k.

Ce polynôme étant dans l’idéal de χi ◦ ϕ(Xi), on obtient en spécialisant, puis en prenant
la valeur absolue v-adique

∣∣∣∣∣
x

(i)
j

x
(i)
jv

∣∣∣∣∣

Di

v

=

Di∑

k=1

∣∣∣∣∣
x

(i)
j

x
(i)
jv

∣∣∣∣∣

Di−k

v

∣∣∣∣∣P
(i)
j,k

(
x

(i)
0

x
(i)
jv

, . . . ,
x

(i)
ui

x
(i)
jv

)∣∣∣∣∣
v

.

Ainsi en divisant, on arrive à
∣∣∣∣∣
x

(i)
j

x
(i)
jv

∣∣∣∣∣
v

=

Di∑

k=1

∣∣∣∣∣
x

(i)
j

x
(i)
jv

∣∣∣∣∣

1−k

v

∣∣∣∣∣P
(i)
j,k

(
x

(i)
0

x
(i)
jv

, . . . ,
x

(i)
ui

x
(i)
jv

)∣∣∣∣∣
v

≤
Di∑

k=1

∣∣∣∣∣P
(i)
j,k

(
x

(i)
0

x
(i)
jv

, . . . ,
x

(i)
ui

x
(i)
jv

)∣∣∣∣∣
v

≤ Di · |Bi|v,

ce qui montre le résultat.

Nous utiliserons le lemme suivant qui permet de contrôler les dérivées des polynômes
Fk construit dans la partie précédente.

Lemme 5.1.31 - On fixe des indices k ∈ J0,N′AK et j ∈ J0, u1K× · · · × J0, umK. Pour tout
élément κ ∈ Nu1 × · · · × Num, il existe un polynôme R ∈ K[(W

(i)
0 , . . . ,W

(i)
ui+1)i] tel que

(i) Dans K(X), on a la relation

∂κ




Fk
m∏

i=1

(
W

(i)
ji

)(2+ε)dηis
2
i




=
R

m∏

i=1

Q
2|κi|
i

(
W

(i)
ji

)2|κi|(Di+1)+(2+ε)dηis
2
i

.

(ii) Le multidegré de R est donné par degW(i) R = (2 + ε)dηis
2
i + 4Di|κi|,
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(iii) Il existe une constante c′ > 0, tel que pour toute place v ∈ ML, on a

h(R) ≤ h(Fk) + c′d|s2|+ c′
m∑

i=1

|κi|
(
1 + h(Bi)

)
.

(iv) L’indice d’annulation de R le long de Em est au moins δ.

Démonstration :
Il suffit d’appliquer [24, Lemme 2.4.6] aux polynômes Fk. On obtient directement les

points (i), (ii) et (iv). Pour le point (iii), en utilisant les notations de [24], on remarque
que si l’on note

Ai = max

(∥∥∥P
(i)
ui+1

∥∥∥
1,v
, . . . ,

∥∥∥P
(i)
N

∥∥∥
1,v

)
,

alors on a la majoration

|R|v ≤ ‖R‖1,v ≤ ‖Fk‖1,v ·
m∏

i=1

A
2|κi|
i ·

(
(16uiD

3
i )
|κi| · 2ui(2+ε)dηis

2
i

)δv
.

En effet, on peut utiliser la majoration ‖P(i)
j ‖1,v ≤ Ai à la place de ‖P(i)

j ‖1,v ≤ ‖f̃Zi‖1,v

dans la démonstration de [24, Lemme 2.4.6]. En utilisant l’inégalité

‖Fk‖1,v ≤ |Fk|v ·
m∏

i=1

(
N + (2 + ε)dηis

2
i

N

)
≤ (N + 1)(2+ε)d|ηs2| · |Fk|v

et la majoration

Ai ≤
(

Di + ui + 1

Di

)
· |Bi|v ≤ (N + 1)Di · |Bi|v ,

on obtient ainsi

|R|v ≤ |Fk|v · (N + 1)(2+ε)d|ηs2|

·
m∏

i=1

[
(N + 1)Di · |Bi|v

]2|κi| ·
(

(16uiD
3
i )
|κi| · 2ui(2+ε)dηis

2
i

)δv
.

En multipliant par les degrés locaux, en sommant sur toutes les places v ∈ ML et en
utilisant les majorations 5.1.9, on obtient le résultat.

Lemme 5.1.32 - Il existe une constante c′ > 0 telle qu’on ait la minoration

Φ ≥ τδ

2
ds2

1ĥ(a1)− c′σds2
1ĥ(a1) + o(d),

où σ = ind(f, x).
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Démonstration :
En fixant des coordonnées

(
y

(i)
0 , . . . , y

(i)
NA

)
pour siai + si+1ai+1,

(
p

(i)
0 , . . . , p

(i)
NP

)
pour pi

et en supposant qu’elles sont contenues dans L, on peut minorer Φ par

∑

v∈ML

[Lv : Qv]

[L : Q]
log

(
m∏

i=1

max
0≤j≤ui

∣∣∣x(i)
j

∣∣∣
(2+ε)dηis

2
i

v
·
m−1∏

i=1

min
0≤j≤NA

∣∣∣y(i)
j

∣∣∣
−d

v
·
m∏

i=1

min
0≤j≤NP

∣∣∣p(i)
j

∣∣∣
−dηis2i

v

)
.

Pour chaque v ∈ ML, on désigne par jv, kv et `v des éléments réalisant les maximums et
minimums ci-dessus, ce qui permet d’écrire

Φ ≥
∑

v∈ML

[Lv : Qv]

[L : Q]
log

∣∣∣∣∣
m∏

i=1

(
x

(i)
jv,i

)(2+ε)dηis
2
i ·

m−1∏

i=1

(
y

(i)
kv,i

)−d
·
m∏

i=1

(
p

(i)
`v,i

)−dηis2i
∣∣∣∣∣
v

.

Ainsi, en introduisant la section

fv =
m⊗

i=1

(
W

(i)
jv,i

)⊗(2+ε)dηis
2
i ⊗ V′kv

⊗−d ⊗
m⊗

i=1

(
T

(i)
`v,i

)⊗−dηis2i

où V′kv correspond au plongement de Segre, on peut donc écrire

Φ ≥
∑

v∈ML

[Lv : Qv]

[L : Q]
log |fv(x)|v. (5.1.33)

D’autre part, par définition de F , on peut écrire

f = Fkv ⊗ V′kv
⊗−d ⊗

m⊗

i=1

(
T

(i)
`v,i

)−dηis2i
et f = fv ·

Fk
m∏

i=1

(
W

(i)
jv,i

)(2+ε)dηis
2
i

.

Si on note κ ∈ Nu1 × · · · × Num l’élément définissant l’indice de f , on en déduit par la
formule de Leibniz

(∂κf)(x) = fv(x) · ∂κ




Fk
m∏

i=1

(
W

(i)
jv,i

)(2+ε)dηis
2
i




(x).

Comme (∂κf)(x) 6= 0, la formule du produit et le point 5.1.33 donnent

−Φ ≤
∑

v∈ML

[Lv : Qv]

[L : Q]
log

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂κ




Fk
m∏

i=1

(
W

(i)
jv,i

)(2+ε)dηis
2
i




(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v

.
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Par le lemme 5.1.31, la dérivée ci-dessus s’écrit

Rv
m∏

i=1

Q
2|κi|
i

(
W

(i)
jv,i

)2|κi|(Di+1)+(2+ε)dηis
2
i

que l’on peut mettre sous la forme

Rv
m∏

i=1

(
W

(i)
jv,i

)deg
W(i) Rv

︸ ︷︷ ︸
αv

·
m∏

i=1

(
W

(i)
jv,i

)2|κi|·deg Qi

Q
2|κi|
i︸ ︷︷ ︸

βv

.

Ainsi, avec ces notations, on obtient la majoration

−Φ ≤
∑

v∈ML

[Lv : Qv]

[L : Q]
log |αv(x)|v +

∑

v∈ML

[Lv : Qv]

[L : Q]
log |βv(x)|v.

On note respectivement A et B les deux sommes ci-dessus. Par le point (iii) du corollaire
5.1.14, les termes en Qi dans la seconde somme se simplifient par la formule du produit.
Ainsi, avec deg Qi = Di − 1, on obtient

B ≤
m∑

i=1

2|κi|(Di − 1)hw(χi ◦ ϕ(xi)).

Puis en utilisant le point 5.1.28 et la majoration

hw(xi) ≤ h(xi) + Chaut ≤ 2ĥ(ai) + Chaut,

on obtient

B ≤ c′ ·
m∑

i=1

|κi|ĥ(ai). (5.1.34)

Il reste à majorer A. On note Fδ le sous-espace vectoriel de K[(W
(i)
0 , . . . ,W

(i)
ui+1)i] des

polynômes multihomogènes de multidegré celui de Rv s’annulant le long de Em avec un
indice au moins δ. On a la majoration

dimFδ ≤
m∏

i=1

(
(2 + ε)dηis

2
i + 4Di|κi|+ ui + 1

ui + 1

)
,

et par définition de κ, on a aussi

|κi| ≤ (2 + ε)dηis
2
iσ ≤ c′ds2

iσ. (5.1.35)
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Quitte à supposer que σ ≤ 1 (si ce n’est pas le cas, la proposition 5.1.27 est immédiate),
on obtient que dimFδ est majorée par un polynôme en d, donc log dimFδ = o(d). Ainsi,
si l’on désigne par B la base de Fδ formée des monômes contenus dans cet espace, on
obtient la majoration

A ≤ h(Rv) +
∑

v∈ML

[Lv : Qv]

[L : Q]
log max

m∈B

∣∣∣∣∣m
[(

x
(i)
0

x
(i)
jv,i

, . . . ,
x

(i)
ui+1

x
(i)
jv,i

)

i

]∣∣∣∣∣
v

+ o(d).

D’autre part, si l’on note 0 ≤ rv,i ≤ N un indice tel que
∣∣∣x(i)
rv,i

∣∣∣
v

= max
0≤r≤N

∣∣x(i)
r

∣∣
v
,

et en utilisant le lemme 5.1.30, on obtient
∣∣∣∣∣m
[(

x
(i)
0

x
(i)
jv,i

, . . . ,
x

(i)
ui+1

x
(i)
jv,i

)

i

]∣∣∣∣∣
v

≤
∣∣∣∣∣m
[(

x
(i)
0

x
(i)
rv,i

, . . . ,
x

(i)
ui+1

x
(i)
rv,i

)

i

]∣∣∣∣∣
v

·
m∏

i=1

(Di · |Bi|v)deg
W(i) Rv .

Si w ∈ ML est une place ne se trouvant pas au-dessus d’une place de S, on majore le
premier facteur ci-dessus par 1. Si w ∈ ML est au-dessus d’une place v ∈ S, on va obtenir
une majoration plus fine. Par hypothèse sur l’indice de m le long de Em, on peut majorer
le premier facteur du produit ci-dessus par

m∏

i=1

(
|x(i)

0 |v
|x(i)
rv,i|v

)ji

avec
m∑

i=1

ji
ds2

i

≥ δ.

D’une part, le lemme 5.1.12 donne

∏

v∈S

∏

w∈ML
w|v




∣∣∣x(i)
0

∣∣∣
w∣∣∣x(i)

rw,i

∣∣∣
w




∆w

≤ c′ · exp
(
−τ · ĥ(ai)

)
,

tandis que avec le lemme 5.1.8, on obtient
m∑

i=1

ji · ĥ(ai) ≥
m∑

i=1

ji
ds2

i

ds2
i ĥ(ai) ≥ dδ

(
1 +

1

2e2

)2−2m

s2
1ĥ(a1).

et en utilisant le point 5.1.35, on a l’inégalité
m∑

i=1

ji ≤ c′d|s2|.

Ainsi en combinant ces inégalités, on obtient une majoration de la forme

A ≤ h(Rv) +
m∑

i=1

2|κi|(Di + 1)h(Bi) + c′d|s2| − τδds2
1ĥ(a1) ·

(
1 +

1

2e2

)2−2m

+ o(d).
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Quitte à augmenter e2, puis en utilisant le point (iii) du lemme 5.1.31 et la proposition
5.1.18, on obtient

A ≤ c′d|s2|+ c′
m∑

i=1

|κi|h(Bi)−
τδ

2
ds2

1ĥ(a1) + o(d),

puis en utilisant la majoration 5.1.34, on a ainsi

−Φ ≤ c′d|s2|+ c′
m∑

i=1

|κi|
(
h(Bi) + ĥ(ai)

)
− τδ

2
ds2

1ĥ(a1) + o(d).

En utilisant le point 5.1.35, on obtient

−Φ ≤ c′d|s2|+ c′σd
m∑

i=1

s2
i

(
h(Bi) + ĥ(ai)

)
− τδ

2
ds2

1ĥ(a1) + o(d).

Finalement avec le lemme 1.3.7, les inégalités du point 5.1.9 et le lemme 5.1.8, on arrive
finalement à

−Φ ≤ c′σds2
1ĥ(a1)− τδ

2
ds2

1ĥ(a1) + o(d),

ce qui donne le résultat.

Conclusion

On en déduit finalement la proposition 5.1.27. En utilisant les lemmes 5.1.29 et 5.1.4,
puis en simplifiant par ds2

1, on obtient

τδ

2
ĥ(a1)− c′σĥ(a1) + o(1) ≤ 3mεĥ(a1) + c′.

Ainsi, on obtient la minoration

σ ≥ 1

c′

(
τδ

2
− 3mε

)
− 2c′

e3

+ o(1).

Quitte à augmenter e3 et si d est suffisamment grand, on obtient

σ ≥ 1

2c′

(
τδ

2
− 3mε

)
,

ce qui donne le résultat par le choix de δ et ε (voir le point 5.1.6).

5.1.5 Application du théorème du produit

On suppose dans la suite que les constantes e1, e2, e3 et µ sont suffisamment grandes
pour que la proposition 5.1.27 s’applique. On commence par montrer l’existence d’une
section sur Pu1Q̄ × . . .× PumQ̄ d’indice élevé.
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Lemme 5.1.36 - Si d est suffisamment grand et divisible, il existe une section globale

G ∈ Γ

(
Pu1Q̄ × . . .× PumQ̄ ,O

((
m∏

i=1

Di

)
(2 + ε)dηs2

))

d’indice en π(x) relativement à ds2 au moins ind(f, x) et vérifiant la majoration

h(G) ≤ cd

(
m∑

i=1

s2
i

)
+ o(d),

où la constante c ne dépend que de la liste 5.1.10.

Démonstration :
La démonstration est identique à celle du [35, Lemme 5.5].

On peut à présent terminer la démonstration de la proposition 5.1.13. Pour cela, il
suffit d’appliquer le théorème du produit (voir théorème 1.3.10) ci-dessus au polynôme G
fourni par le lemme 5.1.36. On commence par vérifier que l’on dispose de ces hypothèses.
D’une part, le lemme 5.1.27 permet de minorer ind(f, x) par un réel c′ et en posant
σ0 = min(c′, (2u2)−u), on peut supposer que le point (iii) est vérifié. D’autre part, le
lemme précédent nous assure que G s’annule avec un indice suffisant en x relativement à
ds2 et on a

ds2
i

ds2
i+1

=
s2
i

s2
i+1

≥ e2
2.

Ainsi, quitte à augmenter e2, le théorème du produit s’applique et on obtient un polynôme
homogène U ∈ Q̄[W

(`)
0 , . . . ,W

(`)
u` ] pour un indice 1 ≤ ` ≤ m vérifiant les inégalités ci-

dessus. On a directement les trois premiers points de la proposition 5.1.13, il suffit donc
pour terminer de vérifier le quatrième. Or en majorant les différents termes, on en déduit

ds2
`h(U) ≤ cd

(
m∑

i=1

s2
i

)
+ o(d).

Ainsi en simplifiant par d, on obtient le résultat pour d suffisamment grand.

5.2 Démonstration des résultats
On considère un sous-schéma fermé intègre V de PNA

Q̄ × PNP

Q̄ . On considèrera le degré
de V relativement au plongement de Segre

V ↪→ PNA

Q̄ × PNP

Q̄ ↪→ PN
Q̄ avec N = (NA + 1)(NP + 1)− 1

On fixe un corps de nombres sur lequel sont définis A, P, V ainsi que le plongement
A ↪→ PNA

Q̄ . On fixe une partie finie S ⊂ MK et on considère, comme dans la partie
précédente, le nombre dS(a,Vp) pour (a, p) ∈ (A × P)(Q̄). En utilisant l’inégalité de
Vojta de la partie précédente, nous allons montrer le théorème D de l’introduction.
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Théorème 5.2.1 - Si τ > 0 et ξ > 0 sont des réels, alors il existe une constante µ ≥ 0
ayant la propriété suivante : si Γ ⊂ A(Q̄) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe
une constante ν ≥ 0 telle que pour tout p ∈ P(Q̄), les points a ∈ Γ tels que

0 < dS(a,Vp) ≤ ξ · exp
(
−τ · ĥ(a)

)

vérifient l’inégalité
ĥ(a) ≤ µ · hL(p) + ν.

De plus, on peut prendre

µ =
1

m!
·
(

2NA · 6m ·m2 · (deg V)NA+1

min(τ, 1)

)m
.

Dans le cas particulier où V est donné par les zéros d’un polynôme bihomogène de bidegré
(r, s) avec r, s ≥ 1, on peut utiliser

µ =

(
NA + r

NA

)m
· r

m+1 · 6m2 ·m2m

s ·min(τ, 1)m ·m!
.

Démonstration :
On introduit l’ensemble ΩV(τ) donné par

{
(a, p) ∈ (A× P)(Q̄)

∣∣∣ a ∈ Γ et 0 < dS(a,Vp) ≤ ξ · exp
(
−τ · ĥ(a)

)}
.

On se ramène au cas où V est une hypersurface de PNA

Q̄ ×PNP

Q̄ . En appliquant [29, Propo-
sition 6.1], on obtient des polynômes homogènes P1, . . . ,Ps de degré deg(V) de sorte que
l’image de V ↪→ PN

Q̄ soit
Z(P1) ∩ · · · ∩ Z(Ps).

En composant ces polynômes avec le plongement de Segre, on obtient des polynômes
bihomogènes F1, . . . ,Fr ∈ Q̄[X,Y] de bidegré (deg V, deg V) de sorte que

V = Z(F1) ∩ . . . ∩ Z(Fr).

En particulier, on obtient l’inclusion

ΩV(τ) ⊂ ΩZ(F1)(τ) ∪ . . . ∪ ΩZ(Fr)(τ).

Il suffit donc de montrer le résultat quand V = Z(F) où F est un polynôme bihomogène
de bidegré (deg V, deg V).

On s’est donc ramené dans les conditions d’application de l’inégalité de Vojta établie
dans la partie précédente (corollaire 5.1.3) qui fournit des constantes e1, e2, e3, µ ∈ N∗.
On fixe un sous-groupe Γ ⊂ A(Q̄) de rang fini et un réel ε ≥ 0. On désigne par (ai, pi)i∈I

l’ensemble des points de (A× P)(Q̄) tels que

ai ∈ Γ, ĥ(ai) ≥ e3, ĥ(ai) ≥ µ · hL(pi) et 0 < dS(ai,Vpi) ≤ exp
(
−τ · ĥ(ai)

)
.
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Par le point (ii) du théorème 1.1.3, l’application
√
ĥ : Ā → R s’étend en une norme à

l’espace vectoriel E = A(Q̄)⊗Z R. On applique le lemme 1.4.7 en prenant

F = Γ⊗Z R, N1 = 0, N2 =
√
ĥ, c1 = e1, c3 =

√
e3 et η =

√
ε.

Ainsi, on peut recouvrir {a ∈ Γ | ĥ(a) ≥ e3} par un nombre fini d’ensembles dans chacun
desquels deux points a, b ∈ A(Q̄) vérifient

ĥ


 a√

ĥ(a)
− b√

ĥ(b)


 ≤ 1

e2
1

.

Ainsi l’inégalité de Vojta montre que l’ensemble (ĥ(ai))i∈I est majoré par un réel ν ′ ≥ e3

(sinon on pourrait exhiber des points (ai1 , pi1), . . . , (aim , pim) ∈ (A × P)(Q̄) la contredi-
sant). On a donc bien l’inégalité de hauteurs annoncée en posant

ν = ν ′ − µ ·min

(
inf

p∈P(Q̄)
hL(p), 0

)
.

De plus, on obtient la valeur de µ annoncée en considérant celle donné par l’inégalité de
Vojta (corollaire 5.1.3) pour (r, s) = (deg V, deg V), puis en utilisant la majoration

(
NA + deg V

NA

)
≤ (deg(V) + 1)NA ≤ 2NA(deg V)NA .

Dans le cas où V est une hypersurface au départ, on peut utiliser son bidegré dans la
formule pour µ, ce qui donne le résultat.

Pour finir, on fixe un ensemble fini S ⊂ MK contenant toutes les places infinies de K.
Si L/K est une extension finie et si E = Z(F) est un hyperplan de PNA

Q̄ , les points S-entiers
de (A \ E)(L) sont

(A \ E)(OL,S) =

{
a ∈ A(L)

∣∣∣ ∀v /∈ S, ∀w ∈ ML(F) avec w | v, on a
∣∣∣∣
a

F(a)

∣∣∣∣
w

≤ 1

}

où L(F) est le corps de nombres engendré par L et les coefficients de F. En appliquant
le résultat précédent, on obtient le corollaire suivant sur les points entiers d’une variété
abélienne.

Corollaire 5.2.2 - Il existe une constante µ ≥ 0 ayant la propriété suivante : si L/K
est une extension finie, alors il existe une constante ν ≥ 0 telle que pour tout hyperplan
E = Z(F) de PNA

Q̄ , les points entiers a ∈ (A \ E)(OL,S) vérifient l’inégalité

ĥ(a) ≤ µ · h(F) + ν.

De plus, on peut prendre

µ =
1

m!

(
(NA + 1) · 6m ·m2

)m où m = dim A + NA + 1.



104 Chapitre 5. Extension d’un théorème de Faltings

Démonstration :
On note ĥw : A(Q̄) → R la hauteur de Weil induite par le plongement A ↪→ PNA

Q̄ et
on fixe une constante Chaut ≥ 0 telle que

∀a ∈ A(Q̄), |ĥ(a)− ĥw(a)| ≤ Chaut.

Si a ∈ (A \ E)(OL,S) où E = Z(F), on a l’inégalité

ĥw(a) ≤
∑

v∈S

∑

w∈ML
w|v

∆w log max

(∣∣∣∣
a0

F(a)

∣∣∣∣
v

, . . . ,

∣∣∣∣
aN

F(a)

∣∣∣∣
v

)

≤
∑

v∈S

∑

w∈ML
w|v

∆w log
‖a‖2,v

|F(a)|v
.

Quitte à supposer qu’un coefficient de F vaut 1 et en utilisant le lemme 1.1.5, on obtient

ĥw(a) ≤
∑

v∈S

∑

w∈ML
w|v

∆w log
1

dw(a,E)
,

puis en passant à l’exponentielle

0 < dS(a,Vp) ≤ exp
(
−ĥw(a)

)
≤ exp(Chaut) · exp

(
−ĥ(a)

)
.

Ainsi, on obtient le résultat en appliquant le théorème précédent au sous-schéma fermé V
de PNA

Q̄ × PNA

Q̄ d’équations
a0p0 + · · ·+ aNpN = 0

avec les constantes τ = 1 et ξ = exp(Chaut) et le groupe de type fini Γ = A(L).
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On fixe un sous-schéma fermé V de A× P où A est une variété semi-abélienne sur Q̄
et P est un schéma projectif sur Q̄. Si Γ ⊂ A(Q̄) est un groupe de rang fini, on sait par
l’ancienne conjecture de MORDELL-LANG que pour chaque p ∈ P(Q̄), il existe des points
ai ∈ Vp(Q̄) et des sous-variétés semi-abéliennes Bi de A vérifiant ai + Bi ⊂ Vp de sorte
que l’on puisse écrire une égalité de la forme

Vp(Q̄) ∩ Γ =

n⋃

i=1

(
ai + Bi(Q̄)

)
∩ Γ

Dans cette thèse, nous montrerons qu’il existe deux constantes µ > 0 et ν > 0 de sorte
que l’on puisse imposer la condition supplémentaire

hL(ai) ≤ µ · hL(p) + ν

où hL : A(Q̄) → R et hL : P(Q̄) → R sont des hauteurs associées respectivement à des
faisceaux inversibles amples sur A et P. La constante µ sera indépendante de Γ, ce qui
ne sera pas le cas de la constante ν. En particulier, en appliquant nos résultats aux
cas toriques, on obtiendra une majoration de la forme ci-dessus pour les solutions d’une
équation aux unités.

Dans un second temps, on établira un résultat de la même forme pour le théorème
d’approximation de FALTINGS dans une variété abélienne. Nous en déduirons une
majoration de la forme ci-dessus pour les points entiers d’une variété abélienne privée
d’un hyperplan.
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