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INTRODUCTION

L’objectif de cette thése est d’obtenir des informations sur la hauteur des points ra-
tionnels d'une partie (X, K) d'un schéma X sur un corps de nombres K dont la finitude
est assurée par un résultat général. Plus précisément, la démarche sera la suivante : on
remplace X par une famille V — P pour laquelle le résultat de finitude s’applique a cha-
cune des fibres V,, pour tout p € P(K). En adaptant les méthodes permettant d’obtenir la
finitude de Q(X, K), notre objectif sera d’établir I'existence de deux constantes p, vg > 0
telles que

Vp e P(K), VaeQ(Vy,K),  hy(a) <p-he(p) + v

Dans cette inégalité, hy et hp désignent des hauteurs associées respectivement a des
faisceaux amples sur V et P. En général, la constante p ne dépendra pas de K : si L/K
est une extension finie, on aura aussi

Vpe P(L), VaeQV,,L), hy(a)<p-hp(p) +uL.

Dans la majorité des cas, on pourra méme donner une valeur explicite pour p dépendant
de plongements projectifs fixés pour V et P. A contrario, la constante vk dépend du corps
de nombres sur lequel on travaille et reste complétement ineffective. Remarquons qu’en
utilisant cette inégalité et le théoréme de NORTHCOTT, on retrouve que chaque V,(K) est
fini.

Nous appliquerons cette idée générale a deux théorémes de finitude. Le premier est
I’ancienne conjecture de MORDELL-LANG plus BOGOMOLOV, tandis que le second est le
théoréeme d’approximation de FALTINGS dans une variété abélienne (voir [10, Théoréme
2] ou la seconde partie ci-dessous).

L’ancienne conjecture de MORDELL-LANG plus BoGoMOLOV
Contexte

Soit A une variété semi-abélienne sur Q et soit Aean : A(Q) — R une hauteur canonique

sur A. Si I' est un sous-groupe de A(Q) et € > 0 un réel, on introduit 'ensemble

I.={a+blacT, b A(Q) avec hea(b) <e}.
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Rappelons que que si I' est un groupe abélien, son rang est par définition la dimension de
I’espace vectoriel I' ®z Q. L’ancienne conjecture de MORDELL-LANG plus BoGOMOLOV
est la suivante.

Théoréme - Si X est un sous-schéma fermé de A et si I' C A(Q) est un sous-groupe de

rang fini, alors il existe un réel € > 0, un entier n € N, des points ay,...,a, € X(Q) et
des sous-variétés semi-abéliennes By, ..., B, de A tels que

n

Vie[ln], ¢;+B;cX et X(@QnNT.=[]J(a+Bi(Q)NT..

=1

Le cas € = 0 correspond & la conjecture de MORDELL-LANG énoncée par LANG dans
[16, Chapitre 8|. Dans un premier temps, LAURENT a démontré dans [18] cet énoncé dans
le cas torique. Ensuite, FALTINGS I’a prouvé quand A est une variété abélienne sur un corps
de nombres K et I' = A(K) en utilisant une nouvelle méthode introduite par VOJTA. Ce
dernier a étendu la démonstration de FALTINGS dans [36] aux points entiers d'un sous-
schéma fermé d’une variété semi-abélienne. Finalement, MCQUILLAN a démontré dans
son intégralité la conjecture de MORDELL-LANG dans [22] en généralisant les travaux de
HINDRY dans [13].

Par la suite, POONEN a énoncé dans [28] la conjecture de MORDELL-LANG plus BO-
GOMOLOV et il I'a démontrée quand la variété semi-abélienne est isotriviale (en utilisant
notamment les résultats de CHAMBERT-LOIR dans [6] sur I’équirépartition des petits
points). Finalement, REMOND a démontré I’énoncé en toute généralité dans [33].

Remarquons que le résultat est en général faux si 'on considére d’autres schémas en
groupes. Voici un contre-exemple donné par VOJTA dans [36] : si A = Gi@, que X a pour
équation 22 — 2y? = 1 et que 1'on considére le groupe de type fini I' = Z2, alors X(Q)NT
contient une infinité de solutions tandis qu’il n’y a aucun sous-schéma en groupes non
trivial de A contenu dans X.

Signalons qu’il existe des versions quantitatives du résultat précédent dans les cas
torique et abélien. Par exemple, en définissant le degré de X wia le plongement

an@%(Pé)g%Pg avec N =29 -1,

REMOND a montré dans [32] que I'on peut choisir dans le théoréme ci-dessus les valeurs
m ’VTL2
e=(degX) 0™ et n=(degX)r Ve’
outm =dimX+1 et r =rang'. (Pour un énoncé analogue dans le cas abélien, on pourra
se reporter a |32, Théoréme 1.3]).
On peut également introduire ’ensemble C(I', &) donné par

CTe)={a+blacl, be AQ) et heu(b) <e(1+ hean(a))}. (0.0.1)

De maniére élémentaire, on a I'. C C(I',€), mais REMOND a démontré que cet ensemble
ne contient pas trop de points. En notant Zx I'union des translatés de sous-variétés semi-
abéliennes non nulles de A contenus dans X, on a le résultat suivant (voir [33, Théoréme
1.2]).
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Théoréme (REMOND) - Si X est un sous-schéma fermé de A et si T C A(Q) est un
sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel € > 0 tel que (X \ Zx)(Q)NC(T,e) est fini.

Contrairement au cas précédent, si X est un sous-schéma fermé intégre de A tel que
X # Zx, alors on peut toujours choisir un sous-groupe de rang fini I' C A(Q) de sorte
que X(Q) NC(T,¢) soit dense dans X. (Pour plus de détails, on pourra se reporter a [8,
Théoréme 1.7]).

Comme pour le théoréme précédent, il existe une version effective de ce résultat, mais
seulement dans le cas ou C est une courbe irréductible dans le tore GY ™0, qui ne soit pas
le translaté d’un sous-tore. Sous ces conditions, REMOND a montré que si I’on considére

1

e < (2777 (deg C)* max(1, h(C))) ,
alors le nombre d’¢léments de C(Q) NC(T, €) est au plus
(2'20%229 (deg €)% max(1, h(C)))" ™

ou r = rangI' (voir [32, Théoréme 1.2|). En particulier, on remarque dans ce cas que la
valeur de € ne dépend pas que du degré de C, mais aussi de sa hauteur. On ne peut pas
se passer de cette dépendance. Si C est une courbe dans A et que I' contient un point
qui n’est pas de torsion, alors quel que soit € > 0, on peut choisir un translaté de C
rencontrant C(I', €) en une infinité de points.

Pour terminer cette partie, nous allons donner un résultat de MCQUILLAN qui a
largement motivé les travaux de cette thése. On suppose que A est une variété abélienne
sur un corps de nombres K et on fixe un sous-schéma fermé intégre V de A xx P ot P est
un schéma projectif et intégre sur K. On choisit un faisceau ample et symétrique £ sur A
et on note h : A(Q) — R la hauteur de NERON-TATE associée. De plus, on considére une
hauteur he : P(Q) — R associée a un faisceau ample £ de P. Avec ces notations, on a le
résultat suivant (voir |21, Théoréme 0.1]).

Théoréme (MCQUILLAN) - Il existe une constante p > 0 et une famille finie B de sous-
variétés abéliennes de A ayant la propriété suivante : si L/K est une extension finie, il
existe une constante v > 0 telle que pour tout p € P(L), il existe un entier n € N, des
points ai, ..., a, € V,(Q) vérifiant

h(a;) < p-he(p) +v

et des sous-variétés abéliennes By, ...,B, € B avec a; + B, C V,, tels que

n

V(L) = (ai +By(L)).

=1

Dans un premier temps, nous étendrons ce résultat dans le cadre semi-abélien.
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Résultats

On considére un sous-schéma fermé intégre V. de A x P ou A est une variété semi-
abélienne sur Q et P est un schéma projectif et intégre sur Q. Si I' C A(Q) est un
sous-groupe de rang fini, on peut écrire avec 'ancienne conjecture de MORDELL-LANG

plus BOGOMOLOV pour chaque p € P(Q) une égalité de la forme

V,(Q)NT. = O (a; + B;(Q)) NI,

pour des points a; € V,(Q), des sous-variétés semi-abéliennes B, de A vérifiant a;,+B; C V,,
et un réel € > 0. Nous allons montrer que 'on peut controler la hauteur des points a; en
fonction de la hauteur du point p.

On fixe une hauteur canonique hey, @ A(Q) — R sur A et une hauteur he : P(Q) — R
associée a un faisceau ample £. Nous établirons I’énoncé suivant.

Théoréme A - Il existe une constante pp > 0, un réel € > 0 et une famille finie B de
sous-variétés semi-abéliennes de A ayant la propriété suivante : si ' C A(Q) est un sous-
groupe de rang fini, alors il existe un entier n € N et un réel v > 0 tels que pour tout

p € P(Q), il existe des points ay, ..., a, € V,(Q) vérifiant 'inégalité
hean (@) < - he(p) +v (0.0.2)

et des sous-variétés semi-abéliennes By, ..., B, € B avec a; + B; C V), tels que

n

Vp(Q) N Fg = U (CLi + Bz(@)) N Fg.

=1

En prenant P = Spec Q, la condition sur la hauteur des points devient élémentaire et
on retrouve l'ancienne conjecture de MORDELL-LANG plus BOGOMOLOV. D’autre part,
si A est une variété abélienne sur un corps de nombres K, on retrouve exactement le
théoréme de MCQUILLAN en prenant I' = A(L).

Remarquons que l'existence du réel € > 0 se déduit des travaux de REMOND. En effet,
si 'on fixe un plongement A —» PgA, I'ensemble {degV, € N | p € P} est fini et la |35,
Proposition 3] montre que 'on peut choisir &€ > 0 pour qu’il ne dépende que de X par
son degré dans I’ancienne conjecture de MORDELL-LANG plus BOGOMOLOV. Il en est de
méme pour 'existence de B : si un translaté d’une sous-variété semi-abélienne B de A est
contenu dans V,, et est maximal pour cette propriété, alors par le [29, Lemme 4.6] (qui
reste valable pour une variété semi-abélienne), on a

degB < (deg Vp) (dim Vp+2—dim B)2/4.

En notant £y > 0 un majorant du degré de V,, pour tout p € P(Q), il suffit de poser

B = {B C A | B sous-variété semi-abélienne et deg B < 5\(;“mA+2)2/4} ‘
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En effet, on peut montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-variétés semi-abéliennes
de A dont le degré est borné par une constante fixée. Ainsi la partie réellement nouvelle
du théoréme ci-dessus est 'inégalité de hauteur 0.0.2.

Par le résultat de REMOND, on a aussi que pour chaque p € P(Q), il existe un réel
e > 0 tel que 'ensemble (V,\ Zy,)(Q)NC(T, ) est fini. Comme pour le résultat précédent,
on souhaite majorer la hauteur des points de cet ensemble par la hauteur du point p. En

appliquant les mémes méthodes, on obtiendra le résultat suivant.

Théoréme B - [l existe une constante pu > 0 et un réel € > 0 ayant la propriété suivante :

si' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel que pour tout

p € P(Q), ona

Va € (VP\ZVp)(Q)mC(F7€)a hcan(a) < [th(p)—i—l/

Contrairement & I’énoncé précédent, si 'on prend P = Spec Q, on ne retrouve pas le
résultat de REMOND. Il est possible que certains des ensembles (V,,\ Zy, )(Q)NC(T, £) ne
soient pas finis. Signalons que nous prouverons un énoncé analogue (théoréme 4.2.2) ou
I'on peut choisir ¢ > 0 arbitrairement, sans influencer la valeur de p, a condition de se
restreindre a ..

Si A est le tore Gil 9 muni de la hauteur standard h,, (définie en sommant les hauteurs

des coordonnées), si ’'on suppose que £ est associé a un plongement P < ]P’g" et si 'on
note m = dim V + 1, nous montrerons que I’'on peut prendre dans le théoréme B

2 2
mSm mSm

= <2g(Np+1)degV) et e=pt= <29(Np+1)deg\/>_
ol le degré de V est pris relativement au plongement de SEGRE

G? o x P — (Pg

.0 Q)gx]P’gp%Pg avec N=2(Np+1)—1

Si A est une variété abélienne, on fixe un plongement A — PgA associé a un faisceau Ly
symétrique de sorte que I'application

r (PgA, O(n)) ST (A, LE)

soit surjective pour tout n > 1. On suppose également que £ est associé & un plongement
P < PP et que hean est la hauteur de NERON-TATE associée & L. Dans ce cas, en notant
m = dim V + 1, nous montrerons que 1’on peut considérer dans le théoréme B

2

3'm2 3m

= ((NA + 1)(Np +1) degV) et e=pl= <(NA +1)(Np + 1) deg\/>_
ol le degré de V est pris relativement au plongement de SEGRE

AXP o P x PP - Py avee N=(Na+1)(Np+1)—1.
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Pour terminer cette partie, nous allons donner un corollaire des résultats précédents
sur une équation aux unités de la forme

ax1+ ...+ a,x, =1 avec (x1,...,x,) € C(T,¢) (0.0.3)
oll ai,...,a, € Q*. Rappelons qu'une solution de cette équation est non dégénérée si

Z a;x; 70  pour tout sous-ensemble non-vide I C {1,...,n}.
i€l
g

m,g» DOus montrerons le résultat suivant.

En notant A, la hauteur standard sur G

Corollaire C - Il existe des constantes p > 0 et € > 0 vérifiant la propriété suivante : si
I'c (QX)n est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel que pour tout

(a1,...,a,) € (Q*)", les solutions non dégénérées de 0.0.3 vérifient
he(xy, ... xn) < p-helay, ... a,) + v.

De plus, on peut prendre

n2 n2
= (4n X (Qn)!)(zn)m et e — qul _ (4n . (27”&)!)7(2”)12 .

Les remarques générales du théoréme précédent s’appliquent a ce cas particulier. On
peut aussi comparer & |2, Théoréme 2.5] qui étudie le cas n = 2. Les auteurs donnent une
majoration entiérement effective de la hauteur des solutions de 0.0.3 de la méme forme
que dans le théoréeme, mais leur constante ;1 dépend de I'. Signalons également que si on
considére 1’équation

a1x1 + agry =1  avec  (x1,m9) € T,

alors [2, Théoréme 2.3| implique que si € < 0, 0225, I'équation n’admet qu'un nombre fini
de solutions et on a

K(z1,29) : K] <2 avec K =Q(ay,as,T)

ou I'y est un sous-groupe de type fini de (@X)2 vérifiant

FC{xG(@X)2 | 3k € N7, x’“el“o}.

Le théoréme d’approximation de FALTINGS
Contexte

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K. On note Mg ’ensemble des
places de K. En fixant un plongement A — P}, on obtient une hauteur h : A(Q) — R et
une distance d, sur A(C,) pour chaque élément v € Mgk. Si X est un sous-schéma fermé
de A, la distance d’un point @ € A(C,) a X est par définition

dy(a,X) = beg%(f:v)dv(a, b).

Avec ces notations, FALTINGS a démontré le théoréme suivant (voir [10, Théoréme 2]).
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Théoréme (FALTINGS) - Si 7 > 0 est un réel et v € My, est une place de K, alors il
n’existe qu’un nombre fini de points a € A(K) vérifiant

0 < dy(a,X) <exp(—7 - h(a)).

De plus, ce résultat permet de démontrer facilement une ancienne conjecture de LANG
sur les points entiers d’une variété abélienne (voir [10, Corollaire 6.2]).

Corollaire (FALTINGS) - Si E est un hyperplan de PX, alors A\ E n’admet qu’un nombre
fini de points entiers.

En effet, la hauteur d’un point entier a de A \ E se majore par le produit de 'inverse
des distances v-adiques de a & E quand v € Mg parcourt les places infinies de K. Ainsi,
les points entiers de A \ E vérifient I'inégalité du théoréme précédent pour un réel 7 > 0,
d’ou le résultat.

Résultats

On fixe une variété abélienne A sur Q et un faisceau trés ample et symétrique £ sur
A associé a un plongement A —» PgA. De plus, on suppose que 'application

r (PgA, O(n)) T (A, £5) (0.0.4)

est surjective pour tout n € N*. On note h : A(Q) — R la hauteur de NERON-TATE
associée a L. On fixe également un schéma projectif et intégre P sur Q, un faisceau £ trés
ample sur P, un plongement P — ng associé a £ et une hauteur hg : P(Q) — R associée

a £. On considére un sous-schéma fermé intégre V de Pg‘* X ng dont on considérera le
degré relativement au plongement de SEGRE. On note finalement m = dim(A x P) + 1.
Avant de pouvoir énoncer le théoréme, nous devons donner un sens a la condition
d’approximation sur Q. On fixe un corps de nombres K sur lequel sont définis A, P, V
ainsi que le plongement A < Pg‘*, ce qui fournit pour chaque place v € Mg une distance

d, sur A(C,). On fixe une partie finie S C Mk et on définit pour (a,p) € (A x P)(Q) le

nombre L
ds@ V) =[] I] dulavp)> on A, = Loiel
veS wEl‘\/IL [ ’ Q]

et L est une extension finie de K contenant des coordonnées projectives de a et p. Par
la formule du degré, le résultat obtenu ne dépend pas du corps de nombres choisi. Si

[' € A(Q) est un groupe de type fini, on a par le théoréme de FALTINGS que pour chaque

p € P(Q), 'ensemble des points a € I vérifiant
0 <ds(a,V,) <exp (—T : B(a))

est fini. Comme avant, on souhaite majorer la hauteur de ces points par la hauteur du
point p. Nous démontrerons le résultat suivant.
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Théoréme D - Si7 > 0 et § > 0 sont des réels, alors il existe une constante p > 0 ayant

la propriété suivante : si I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe une
constante v > 0 telle que pour tout p € P(Q), les points a € T tels que

0<ds(a,V,) <&-exp (—T : iz(a))

vérifient [inégalité

h(a) < - he(p) +v.

De plus, on peut prendre

1 (QNA 6™ - m? - (deg V)NA+1)m

min(7, 1)

Dans le cas particulier ot V est donné par les zéros d'un polyndéme bihomogéne de
bidegré (r, s) avec r, s > 1, nous verrons que l'on peut utiliser la valeur plus fine

_ (NA + T>m prtl L 6m L m2m

Na s - min(7,1)™ - m!’

Finalement, comme FALTINGS, on obtient un résultat sur les points entiers de A privée
d’un hyperplan. On fixe un ensemble fini S C Mg contenant toutes les places infinies de
Mk. Si E = Z(F) est un hyperplan de }P’g‘*, les points S-entiers de (A \ E)(L) sont

a

R, = 1}

ou L(F) est le corps de nombres engendré par L et les coefficients de F. Avec ces notations,
nous prouverons le corollaire suivant.

(A\E)(Ons) = {a € A(L) ‘ Vo &S, Ywe Myg) avec w|v, ona '

Corollaire E - [ existe une constante pn > 0 ayant la propriété suivante : si L/K est une
extension finie, alors il existe une constante v > 0 telle que pour tout hyperplan E = Z(F)
de Pg‘*, les points entiers a € (A\ E)(Oys) vérifient linégalité

h(a) < ju- h(F) + v.
De plus, on peut prendre

1 m .
,u:—|((NA—|—1)-6m-m2) o, m=dimA+ Ny + 1.
m!

La méthode de VoJTA

La démonstration des résultats précédents est basée sur la méthode utilisée par VOJTA
pour donner une nouvelle preuve de ’ancienne conjecture de MORDELL démontrée par
FALTINGS dans [9] :
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Théoréme (FALTINGS) - Si C est une courbe projective et lisse de genre g > 2 sur un
corps de nombres K, alors C(K) est fini.

En utilisant les simplifications effectuées par BOMBIERI dans [4], la méthode consiste &
établir I'impossibilité pour deux points rationnels de C de vérifier un systéme d’inégalités
de hauteurs. Plus précisément, on plonge C dans sa jacobienne A et on note L le faisceau
trés ample et symétrique associé au diviseur 3(© + [~1]*©) o © est le diviseur theta

sur A. On note h : A(Q) — R la hauteur de NERON-TATE associée a £ qui s’étend a

A(Q) ®z R en une forme quadratique définie positive. BOMBIERI a montré le résultat
suivant.

Théoréme (Inégalité de VOITA) - I existe deux constantes ¢; > 0 et co > 0 telles que

aucun point (a1, az) € C(Q)? ne vérifie simultanément les inégalités

~ ~

1 .
< 2 h(ag) > cg - h(ay), h(ai) > ¢;.

i ai _ %)
Vi) \/h(as)

On déduit facilement de ce résultat le théoreme de FALTINGS. Par le théoréme de
MORDELL-WEIL, 'espace vectoriel A(K) ®z R est de dimension finie, donc on peut le
recouvrir par un nombre fini de cénes dans chacun desquels deux points quelconques
vérifient la premiére condition du théoréme précédent (voir la figure 1). On en déduit que
la hauteur des points de C(K) est majorée, sinon on pourrait construire deux points dans
un des cones tronqués contredisant 'inégalité de VOJITA. Ainsi les points de C(K) sont de
hauteurs bornées ce qui permet de conclure avec le théoréme de NORTHCOTT. Signalons
que l'on voit déja dans ce cas la raison de la compléte ineffectivité de la constante v dans
les différents résultats de la thése. En effet, on n’a aucune information sur la localisation
des points de C(K) dans chacun des cones tronqués.

Plus généralement, si I' est un sous-groupe de rang fini de A(Q), on a aussi que
I'ensemble C(Q) NC(T,¢) est fini pour e > 0 suffisamment petit ot C(T, ) est défini au
point 0.0.1 en prenant hea, = h. On peut montrer que cet ensemble de points se recouvre
comme précédemment par un nombre fini de cones (voir [32, Lemme 2.1]), ce qui permet
de montrer que les points sont de hauteurs bornées. Cependant, pour conclure, il nous faut
un résultat supplémentaire, car le théoréeme de NORTHCOTT ne s’applique plus. On utilise
a la place une propriété de BOGOMOLOV démontrée dans [7] : il existe une constante g
ne dépendant que du degré de C telle que ’ensemble

{a € C(Q) | h(a) < q}

soit fini. On peut alors montrer que les points C(Q) N C(I',¢) se répartissent dans un
nombre fini de boules de rayons ¢ (voir [32, Lemme 2.1]). Chacune de ces boules ne
pouvant contenir qu'un nombre fini d’éléments de C(Q) par définition de ¢, on obtient le
résultat.

La démonstration de I'inégalité de VOJTA est basée sur la théorie de I'approximation

diophantienne classique. On raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe un couple de
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FIGURE 1 — Recouvrement de A(K) ®7 R.

points (ay, az) € C(Q) vérifiant les inégalités du théoréme. On introduit sur A? le faisceau

2 2 ®d
L(e,s,d) = <(p’{ LT @ py L2)7F @ (s1p) —s2 p2)*£)

oll py, Py ¢ A2 — A sont les deux projections, s; et s, sont des rationnels respectivement
proches de h(ay) et h(as), € > 0 est un rationnel et d > 0 est un entier suffisament
divisible. On commence par montrer que L(, s,d) a beaucoup de sections globales sur
C? : cela résulte essentiellement de la théorie de l'intersection et du fait que le morphisme

02 — A, (al, (IQ) = a; — ao

est génériquement fini. On construit ensuite une suite exacte de faisceaux sur C? dont
L(e,s,d) est le noyau, souvent appelée complexe de FALTINGS dans ce contexte. Ainsi,
en appliquant un lemme de SIEGEL, on obtient que si € > 0 est suffisamment petit et
si I'entier d est suffisamment grand et divisible, le faisceau L(g, s, d) admet une section
globale non nulle sur C x C de hauteur controlée. Finalement, on montre que l'indice
d’annulation de cette section relativement & (dsi, dss) au point (a1, as) est élevé, ce qui
permet d’aboutir a une contradiction.

Pour appliquer la méthode a un schéma de dimension supérieure, il faut ajouter un
ingrédient supplémentaire, car on n’arrive plus directement a une contradiction quand on
calcule 'indice de la section. Par exemple, FALTINGS a montré dans [10] la généralisation
suivante de l'inégalité de VOJTA pour une courbe.

Théoréme - Soit X un sous-schéma fermé intégre de A ne contenant aucun translaté de
sous-variété abélienne de A non triviale. On note m = dim X+ 1. Il existe trois constantes

c1, 09,03 > 0 telles qu’aucun point (aq,...,an) € X(Q)™ ne vérifie simultanément les
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mnégalités

j Q; _ Ai+1
\/ﬁ(ai) \/ﬁ(am)

pour tout 1 <1 <m — 1.

< 5 hlaig) 2 G- hlw),  ha1) > e

HQI\')l =

On pourra se reporter a [30] ot REMOND a établi une version effective de ce résultat
(et sans 'hypothese faite sur X). Pour appliquer la méthode de VOJTA dans ce cas, on
compléte la démonstration précédente en suivant FALTINGS. Avec les notations analogues
au cas d’une courbe, on introduit sur A™ le faisceau

m—1 ®d

m ®—¢
£<€7S7d> - [(@p: £®S?) ® ®(Sl Pi —Si+1 pi-l—l)*[’
=1

=1

Comme avant, on construit une section globale de ce faisceau sur X™ qui a un indice
d’annulation élevé en a = (aq,...,a,). Cependant, on n’obtient pas directement une
contradiction, mais on applique le théoréme du produit de FALTINGS (voir [10, Théoréme
3.1]) qui montre que a appartient a un sous-schéma fermé intégre strict X; x -+ x X,,
de X™ dont le degré et la hauteur sont bornés indépendamment du point a. On répéte
alors le procédé en remplacant X™ par X; X --- x X,,, ce qui permet de construire une
suite strictement décroissante de sous-schémas fermés de X. Au bout d’un nombre fini
d’étapes, un des X; est de dimension nulle, ce qui permet, en utilisant le controéle sur la
hauteur des X; et les conditions sur (ai,...,a,), d’aboutir & une contradiction.

Plan de la thése

Dans le chapitre 1, on commencera par fixer les notations de la thése. Pour cela,
on redonnera succinctement les définitions des outils arithmétiques (hauteur d’un point,
hauteur d’un sous-schéma fermé de Iespace projectif, distance associée a une place,...) et
on rappellera la construction des hauteurs de NERON-TATE ainsi que celle des hauteurs
standards sur un tore. On continuera en généralisant ces constructions afin d’obtenir les
hauteurs canoniques sur une variété semi-abélienne. Nous rappellerons ensuite différents
résultats de REMOND que nous utiliserons, notamment 1’'inégalité de VOJTA généralisée
(voir [35, Théoréme 1.2|). Ce théoréme nous permettra d’éviter d’appliquer complétement
la méthode de VOJTA pour démontrer nos résultats relatifs a ’ancienne conjecture de
MORDELL-LANG plus BOGOMOLOV, ce qui aura ’avantage de raccourcir largement les
démonstrations. On terminera ce chapitre en démontrant quelques lemmes préliminaires,
dont une généralisation du théoréme d’existence du lieu exceptionnel d’un sous-schéma
fermé dans une variété semi-abélienne.

Dans les chapitre 2, 3 et 4, nous démontrerons les théorémes A et B respectivement
dans le cas abélien, torique et général. L’intérét de séparer ces trois cas est d’obtenir des
valeurs effectives dans les théorémes pour la constante u. De plus, le cas abélien est lié
aux courbes (comme on I’a vu dans la partie précédente), tandis que le cas torique est
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lié a I'’équation aux unités. Dans ces trois chapitres, on commencera par démontrer une
inégalité de VOJTA généralisant celles citées ci-dessus. Pour cela, on se placera dans les
conditions d’application de I'inégalité de VOJTA généralisée de REMOND. Une fois celle-
ci établie, les théoréemes résultent essentiellement de la méthode exposée dans la partie
précédente pour obtenir le théoréme de FALTINGS sur les courbes. On en déduit aussi le
corollaire C sur les équations aux unités.

Finalement, dans le chapitre 5, on établira le théoréme D. Comme dans les chapitres
précédents, on commencera par établir une inégalité de VOJTA adaptée a ce cas. Cepen-
dant, I'inégalité de VOJTA généralisée de REMOND n’étant pas adaptée a ce cadre, on
devra complétement appliquer la méthode de VOJTA. Pour terminer la thése, on en dé-
duira le théoreme D et le corollaire E sur les points entiers d’une variété abélienne privée
d’un hyperplan.



CHAPITRE 1

NOTATIONS, RAPPELS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

1.1 Les outils arithmétiques

1.1.1 Hauteurs des points et des polynomes

Si K est un corps de nombres, on note Mk I’ensemble des places de K. L’ensemble Mg
s’identifie naturellement a la réunion de ’ensemble des nombres premiers et de {co}. On
note | - |« la valeur absolue usuelle sur Q, tandis que 'on désigne par |- |, : Q@ — R pour
un nombre premier p, celle donnée par

|x|p = p_vp(x)

ot v, : Q = Z est la valuation p-adique. Plus généralement, si v € Mg, on désigne par
|- |, la valeur absolue sur K associée a v prolongeant |- |« ou |- |, pour un nombre premier
p. Si w est une place d’une extension finie L de K, on écrit w | v si |- |, prolonge la valeur
absolue | - |,. On note également K, la complétion du corps K relativement a | - |,. Avec
ces notations, on dispose de la formule du degré (voir [14, Proposition B.1.1])

> Ly Ky = [LK]
wlv

et pour tout x € K\ {0} de la formule du produit (voir [14, Proposition B.1.2|)

H |l‘ [K'U : Qv]

A N
Ao on A, = vl
veEMgK

[K: Q]

Si F' est une famille finie de K et v une place de K, on note

|Fly = max |z,

On définit ainsi la hauteur de WEIL d’une partie finie F C Q par

HE) = 3 S s Fl

13
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ot K est le corps de nombres Q(F). En particulier, on définit la hauteur h(z) d’un point
T € Pg(@) comme celle d'un systéme de coordonnées pour x (Par la formule du produit,
le nombre obtenu ne dépend pas du choix des coordonnées projectives). Si 1'on note
Seg : Pgl X sz — IP’% le plongement de SEGRE, on remarque que

Vo € Pgl(@), Vy € PgQ(@), h(Seg(x,y)) = h(z) + h(y),
tandis qu’avec le plongement de VERONESE Very : IP’% — Pg/ de degré d, on a
Vr € Py(Q),  h(Verg(z)) = d- h(x).

On étend les notations |P|, et h(P) & un polynéme ou une matrice P en I'identifiant a la
famille de ces coefficients.
On dispose ainsi sur ’espace projectif d’une application hauteur

h:Py(Q) — R.

Si X est un schéma projectif plongé dans PY, on obtient par composition une notion

de hauteur pour les éléments de X(Q). Cependant, cette hauteur dépend du choix du
plongement. Le théoréme suivant controle la dépendance de la hauteur en fonction du
plongement choisi. On note F(X,R) et B(X,R) respectivement les fonctions de X dans R
et celles qui sont bornées.

Théoréme 1.1.1 (Machine des hauteurs) - Soit X un schéma projectif et intégre sur Q.
1l existe un unique morphisme de groupes

hx : Pic(X) — F(X(Q), B)/BX(Q), R)

vérifiant les propriétés suivantes

(i) Si L € Pic(X) est associé a un plongement v : X — Pg, alors hot € hx(L).

(1) St ¢ : X — Y est un morphisme entre deux schémas projectifs et intégres, et si
L € Pic(Y), alors hy(L) o p C hx(¢*L).

De plus, on a

(i4i) Si he € hx(L) avec L ample, pour tout réel C > 0, I’ensemble des points v € X(Q)
tels que [Q(z) : Q] < C et he(x) < C est fini (Théoréme de NORTHCOTT ).

(iv) Sihe € hx(L), alors he est minoré en dehors du lieu base de L € Pic(X).

DEMONSTRATION :

Si £ € Pic(X), on peut écrire £ = £; @ LS avec des faisceaux £, L trés amples.
L’unicité en découle facilement. Pour l'existence, il faut vérifier qu’en considérant des
plongements différents associés a L trés ample, les différentes hauteurs obtenues ne dif-
ferent que d’une fonction bornée. Pour une démonstration compléte, on pourra se reporter
a [14, Théoréme B.3.2| m
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Les éléments de hx (L) sont appelés les hauteurs associées a £. En général, il n’est pas
possible d’associer canoniquement une fonction hauteur & chaque faisceau. Cependant,
dans le cadre des variétés abéliennes ou d’un tore, la situation est meilleure. On commence
par rappeler le lemme suivant.

Lemme 1.1.2 (Procédé de TATE) - Soient X un schéma projectif et intégre sur Q, L €
Pic(X) et f: X — X un morphisme. On suppose que f*L ~ L pour un entier k > 1.
Alors il existe une unique hauteur he y : X(Q) — R associée a L telle que

Vo € X(Q),  heg(f(@) = k- he (o).

De plus, si hy est une hauteur quelconque associée a L, alors on a

; - he(fM ()
Ve e X(Q), hegp(zr)= nl_lgloo —
Finalement, si g : X — X est un morphisme commutant avec f tel que g*L ~ L2 pour
un entier £ > 1, alors he s = hr .

DEMONSTRATION :
Les hauteurs hzo f et k-h, sont associées au faisceau L&, donc il existe une constante
C > 0 telle que

Ve € X(Q),  |he(f(2) — k- he(z)] < C.
Ainsi, on obtient pour n > m la majoration

he(f"(2))  he(f™(2)) < zn: Ck™ < ¢

ko ke = (k—1)km

i=m+1

Ainsi la suite est de CAUCHY et on peut définir iLL ¢ par la formule de la proposition.

En prenant la limite n — 400 dans 'inégalité précédente, on trouve que iAz[;, s est une
hauteur associée a L. De méme, les autres affirmations se déduisent de la formule (voir
[14, Théoréme B.4.1]). O

Ce résultat s’applique directement au cadre d’une variété abélienne A sur Q en utilisant
la famille commutative formée des morphismes [n] : A — A de multiplication par n € Z.
Le théoréme du cube montre que si £ est symétrique (i.e. [—1]*£ ~ L), alors [n]*L ~ L&
tandis que si £ est antisymétrique (i.e. [—1]*L ~ £%71), alors [n]*L ~ £%". Rappelons
qu’une fonction ¢ : G — R ou G est un groupe, est quadratique si

gz +y+2)—qlz+y)—qlz+2)—qly+2)+qx) +qy) +q(z) =0

pour tout x, y, z € G. Les considérations ci-dessus permettent d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 1.1.3 (Hauteurs de NERON-TATE) - Soit A une variété abélienne sur Q. Il
existe un unique morphisme de groupes

h: Pic(A) — F(AQ),R), L~ hg
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tel que pour tout L € Pic(A), la fonction izﬁ est une hauteur associée a L et elle est
quadratique. De plus, si L est symétrique et ample, alors

(i) La fonction hy est positive et s’annule ezactement sur A(Q)os.
(ii) La fonction hy s'étend a A(Q) ®z R en une forme quadratique définie positive.

DEMONSTRATION :
Pour tout £ € Pic(A), la décomposition

L2 = (LR[-1]L)® (L [-1]*L™)

permet de se ramener au cas ou L est symétrique ou antisymétrique. Dans ces deux cas,
on peut utiliser le procédé de TATE donné par le lemme précédent. L’existence et l'unicité
en découlent facilement. Pour une démonstration compléte, on pourra se reporter a |14,
Théoréme B.5.6] et [14, Théoréme B.5.3]. O

Pour terminer, nous allons appliquer le méme procédé a A = G7 & Signalons que
dans le but d’alléger les notations, la loi de groupe de A sera toujours notée additivement.
Par rapport au cas précédent, on rencontre une difficulté supplémentaire : si g > 0, le
schéma A n’est que quasi-projectif. On choisit de compactifier A en le regardant comme

un ouvert de A = (Pé) . L’avantage de ce choix (arbitraire) est que les morphismes de

multiplication s’étendent en [n] : A — A pour n € Z (La multiplication par [—1] ne
s’étend pas a toutes les compactifications. Par exemple, on ne peut la définir entiérement
sur Pg si g > 1). De plus, pour tout £ € Pic(A), on a [n]*£ ~ L&, On dit qu'une
application f : G — R ot G est un groupe, est homogéne si

VeeG, VneZ, fn-z)=]|n|-f(x).
Dans ce cadre, le procédé de TATE fournit le résultat suivant.
Théoréme 1.1.4 - [ existe un unique morphisme de groupes
h:Pic(A) — F(A(Q),R), L+~ h,

tel que pour tout L € Pic(A), la fonction he est une hauteur associée a L et elle est
homogeéne. De plus, si L= O(r) ot r = (r,...,r,) € Z9, alors

V(z1,...,x)) € AQ), helx, ..., z,) :Zn-h(xi).

Finalement, si L est ample, alors
(1) La fonction he est positive et s’annule exactement sur A(Q)iors-

(ii) La fonction hy s’étend o A(Q) @z R en une norme.
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DEMONSTRATION :

L’existence de h est une conséquence du procédé de TATE. Pour obtenir I'expression
donnée de hy, il suffit de vérifier que la fonction est homogene. Si £ est ample, la fonction
hr est positive car h I'est et on vérifie qu’elle s’annule exactement sur les points de torsion
en utilisant la propriété d’homogénéité.

Pour le point (ii), la fonction he est homogéne et on montre qu’elle vérifie 'inégalité
triangulaire & partir de la formule précédente. De plus,

Ve e AQ), VE€AQ)orss Dl +8) = he(z).

Ainsi, hy définit une norme sur le Q-espace vectoriel A(Q)/A(Q)iors qui s’étend en une
semi-norme au R-espace vectoriel

(A(Q)/A(Q)sors) ®g R ~ A(Q) @z R.

Supposons qu'il existe des points z1,...,z, € A(Q) dont les images dans A(Q)/A(Q)tors
sont linéairement indépendantes sur Q et des nombres réels A1, ..., \, € R de sorte que

i=1

On fixe un entier N € N et on désigne par N; € Z lentier le plus proche de N)\; pour
1 <7 < r. On obtient ainsi par inégalité triangulaire et homogénéité

. . - 1 -

i=1

Ainsi, pour tout N € N, les nombres Nix; + ... + N,z, sont des points du corps de

nombres Q(zy,...,z,) de hauteurs bornées indépendamment de N. Par le théoréme de
NORTHCOTT, 'ensemble de ces points quand N parcourt N est fini, ce qui n’est possible
que si A\; = ... =\, = 0. Ainsi h, est une norme sur A(Q) ®z R. O

Dans la seconde partie, nous généraliserons les constructions précédentes dans les
variétés semi-abéliennes.

1.1.2 Hauteur d’un sous-schéma fermé de ’espace projectif

Dans cette partie, nous allons rappeler comment définir la hauteur d’un sous-schéma
fermé de l’espace projectif. Pour plus de détails, on pourra se reporter a [26] ou [31]. Soit
V un sous-schéma fermé integre de IP’% de dimension r. On note (Pg) I’ensemble des

formes linéaires sur Pg. Alors, le schéma dont les points sont
{(Lo,..., L) € (PY)" x---x (PF)" | VNZ(Lo)N...NZ(L,) # 2} .

existe et est une hypersurface. Une équation Fy de cette hypersurface est appelée une
forme éliminante de V.
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Afin de définir la hauteur de V, nous allons définir la hauteur de Fy. On désigne par
X® les coordonnées (X(()i), e ,Xl(\?) du i-éme facteur (]P’g) pour 0 < i < r. On note K
le corps de nombres engendré par les coefficients de Fy. Si v € Mgk est une place finie,

on désigne par M, (Fy) le maximum des valeurs absolues v-adiques des coefficients de Fy,
tandis que si v est infinie, on pose

. 1
log M, (Fy) = / N log [Fv |, J@Sjl) + (degFy) E Z
ST ;

N+1 7j=1

oll Sn41 est la sphére unité de CN*! et onyq la mesure sur Sy, invariante par 'action du
groupe unitaire et vérifiant on;1(Sny1) = 1. La hauteur de Fy est le nombre

hz(Fy) = ZM: %bgMU(F\/)-

Finalement, on définit la hauteur de V en posant h(V) = hx(Fy). La formule du produit
montre que cette définition ne dépend pas du choix de la forme éliminante de V choisie.

Pour finir, étudions succinctement le cas ot V = {a}. Si a = [ag : ... : ax], alors une
forme éliminante de V est donnée par

F\/ = CLOX0+...+(INXN.

Si v € My est infinie ou K = Q(ay, ..., ax), on a avec |25, Proposition 4] que

N 1/2
M, (Fv) = (ZI%IZ) :

En particulier, pour tout v € Mg, on a
max(|agly, - - -, |an|y) < My (Fy),

et on en déduit l'inégalité h(a) < h({a}).

1.1.3 Distance sur ’espace projectif associée a une place

Soient K un corps de nombres et v € Mgk une place de K. La valeur absolue | - |,
s’étend de maniére unique a la cloture algébrique K, de K, (voir [5, Proposition 1.2.7]).
Par suite, ||, s’é¢tend de maniére unique & une complétion de K, relativement a | - |, que
I’on note C,. Selon que v est finie ou infinie, on définit respectivement la norme v-adique
d’une famille finie F = (x;);c; d’éléments de C, par

1/2
[Fll20 = max [z, et [[Flo, = (ZI@"IZ) :
i€l

i€l
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En choisissant des coordonnées (zg, ..., zn) et (yo, ..., yx) pour z,y € PX(C,), on définit
TNy .
dy(z,y) = m ou  x Ay = (iy; — Tj¥i)o<i<j<N.
||l’ 20 yl 2,0

Cette application est une distance sur PX(C,) et elle est ultramétrique si v est une place
finie (voir |15, Chapitre 3, Partie 1]). De plus, on a l'inégalité

Va,y € PR(C,), 0<d,(z,y)<1.
On définit la distance d’'un point z € PX(K) & un sous-schéma fermé X de PR en posant

dy(z,X) = ot dy(z,y).

Ce nombre ne dépend pas des différents choix de complétions effectués, mais uniquement
de v,z et X. Dans le cas ou X est une hypersurface, on dispose d'une expression simple
de cette distance.

Lemme 1.1.5 - Si X est une hypersurface de PR d’équation L, on a

L(2)l,
dy(z,X) = —————.
X = Gzl

DEMONSTRATION :
Voir |24, Proposition 1.6.1]. [

Dans la suite, nous devrons parfois changer d’espace projectif a ’aide du plongement de
VERONESE. Cependant, afin de pouvoir comparer les différentes distances, nous utiliserons
le plongement de VERONESE modifi¢ Ver]" : PX — PX (de degré d) dont les composantes

sont 1o
d N+d
(() xa) avec ag+...+tan=d et N’:( ;_)—1.
«

«
Pour v € Mg, on note §, = 0 si v est finie et d, = 1 si v est infinie. On a le résultat
suivant.

Lemme 1.1.6 - Pour tout (z,y) € PR(C,) x PX(C,), on a
d,(Verg (z), Ve (y)) < d/* - d,(z,y).

DEMONSTRATION :
Supposons dans un premier temps que v est infinie. La formule |27, p. 89| s’écrit

d
d, (Ver!? (), Ver’? (y)) = \/ 1= (1= dyz.)?) .
Finalement, avec I'inégalité 1 — (1 — ¢)¢ < dt valable pour ¢ € [0, 1], on obtient

d,(Verl}(x), Verl(y)) < Vd - dy(z,y).
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Si v est finie, les coefficients multinomiaux étant des entiers, on a

(o)

D’autre part, si on fixe ¢ € [0,N] réalisant le maximum de |x;|,, une composante de
Ver']"(x) a pour valeur z¢, donc

| Ve ()2, = max < max |z < |lz]l3,.

v

| Verg (2) 2.0 = ll2l5,-

On fixe des coordonnées projectives de x et y de sorte que ||z|2, = [|y||2,, = 1, ainsi que
des multi-indices o et 8 de longueurs d. Un élément de la forme X®Y? — XY appartient
a l'idéal de Z[Xo, ..., Xn, Yo, ..., Yn] engendré par les éléments de la forme X;Y; — X;Y;
pour 1 < 14,5 < N. Ainsi, 2%y® — 2%y® se décompose comme une somme de termes de la
forme

a-m(z,y) - (z:y; — x;y:)

ol a € Z et m est un mondéme en Xgp,..., Xy, Yo..., Yn. On en déduit avec I'inégalité

triangulaire ultramétrique
d\ (d
o, B B,
() () =)

< sl ),

< [lz Aylla.-

I Verg'(z) A Verg'(y)|lz = max

v

Finalement, en reprenant les deux estimations précédentes, on obtient

dy(Verg'(x), Verg'(y)) < du(2,y).

Pour finir, on considére un plongement de SEGRE
Seg : Py! xx PR* — PX.

On le résultat suivant.

Lemme 1.1.7 - Pour tout (z,y) € PR(C,) x PX(C,), on a

dy(Seg(w, p), Seg(y,p)) = du(,y).

DEMONSTRATION :

On fixe des coordonnées projectives pour z,y € Px'(C,) et p € PR*(C,). Par défini-
tion du plongement de SEGRE, on peut prendre (z; - p;)o<i<n,0<j<N, pour coordonnées
projectives de Seg(x,p) € PX(C,). Si v est une place infinie, on a d'une part

N1 No 1/2 N, 12/, 1/2
| Seg(z,p)l2,0 = (ZZ!xipjli) = (Zlmi) (Z \pﬂi) = [|z][2.0 - IPll2,0-
i=0 j=0

i=0 j=0
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D’autre part, les composantes de Seg(x,p) A Seg(y, p) sont données par

((wip;) (yrpe) — (@rpe) (Yirs)) = Pipe(Tiyr — TrYs)-

En particulier, en utilisant I'ordre lexicographique, on a

1/2
| Seg(z, p) A Seg(y, p)ll2,0 = Z |Pj|3|Pe|g|$iyk: — 2yl
(4,3)<(k,€)
1/2 1/2
= ( Z ‘pj’ﬂPe,g) : ( Z |z —Hﬁk?/zﬁ})
0<j,l<Ng 0<i<k<N;

= lIpllZ Iz A yllzo.

En substituant dans la définition de d,, on obtient le résultat. Dans le cas ol v est finie,
on a de méme

et )l = mox by, = (maxle,) (max ol ) = el ol

tandis que

| Sea(e, ) A Seg(w, iz = max (pslo ol = @il ) = lpl3, - 2 A yllan,

ce qui permet de conclure comme dans le cas archimédien. l

1.2 Les variétés semi-abéliennes

Une variété semi-abélienne sur Q est un schéma en groupes A sur Q admettant une
suite exacte de la forme

0— Gy — A Ay — 0. (1.2.1)

oll A est une variété abélienne sur Q. Autrement dit, une variété semi-abélienne est 1’ex-
tension d’une variété abélienne par un tore. L’'objectif de cette partie est principalement
d’étendre les théorémes 1.1.3 et 1.1.4 afin d’obtenir des hauteurs bien définies sur A.

1.2.1 Rappels sur les fibrés projectifs

On commence par effectuer quelques rappels sur les fibrés projectifs nécessaires pour
compactifier une variété semi-abélienne. Pour plus de détails, on pourra se référer a |11,
Chapitre 4| ou [12, Chapitre 2|. Si X est un schéma noethérien et € un faisceau localement
libre et cohérent sur X, on définit

P(£) = Proj (@ sd(5)> X

d>0
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Rappelons que, par construction, pour tout ouvert affine U = Spec(A) de X sur lequel &£
est libre de rang n + 1, on a
1(U) 2 P},

De plus, les faisceaux naturels Opx (1) sur chaque 7~ (U) se recollent en un faisceau in-
versible Op(g)(1) sur P(€). On obtient également par construction un morphisme surjectif

T —» O[p(g)(l). (122)

A partir d’'un morphisme surjectif £ — F ou F est un faisceau localement libre et
cohérent sur X, on peut construire naturellement une immersion ¢ : P(F) — P(&) avec

V" Op(e)(1) = Op()(1)-

On dispose également du résultat suivant.

Proposition 1.2.3 - Soit L un faisceau inversible sur X. Il existe un isomorphisme ca-
nonique ¢ : P(E) — P(€ ® L) de sorte que

" Opear)(1) = Ope) (1) @ T L.

DEMONSTRATION :
Voir [11, Proposition 4.1.4] ou [12, Lemme 7.9]. O

A présent, nous allons étudier les morphismes d’un schéma Y dans P(E). On fixe
un morphisme ¢ : Y — X. Un faisceau quotient inversible est une classe d’équivalence
(L,s) ou L est un faisceau inversible sur Y et s : ¢*& — L est un morphisme surjectif,
deux couples (L, s) et (L', s') étant équivalents s’il existe un isomorphisme de faisceaux
T:L— L tel que Tos=y¢.

Proposition 1.2.4 - L’ensemble des X-morphismes Y — P(E) est en bijection avec l’en-
semble des quotients inversibles *E —» L.

DEMONSTRATION :
Sig:Y — P(€) est un X-morphisme, alors en tirant en arriére par g l'application
surjective du point 1.2.2, on obtient

@& =g1E = g"Ope)(1) = L.

Réciproquement, on se donne un faisceau quotient inversible p*& — £ sur Y. On veut
montrer qu’il existe un unique X-morphisme g : Y — P(E) tel que £ = g*Op)(1) et que
p*E — L est obtenu en appliquant g* au point 1.2.2. Il suffit de vérifier cette affirmation
localement, donc on peut supposer que X = Spec A et que £ est libre de rang n+ 1. Dans
ce cas, I'application ¢*E — L correspond a n + 1 sections globales s, ...,s, de £ qui
I'engendrent. Or, il existe un unique morphisme g : Y — P} = P(€) tel que £ = g*Opr (1)
et s; = g*(x;), ce qui montre le résultat. Pour plus de détails, on pourra se reporter a |11,
Proposition 4.2.3| ou [12, Proposition 7.12]. O



1.2. Les variétés semi-abéliennes 23

En particulier, on dispose du morphisme de VERONESE Ver : P(£) — P(SY(€)) au-
dessus de X correspondant au quotient inversible S‘m*E — Opg)(¢). 1 vérifie

Ver* Op(se(g))(l) ~ O]p(g) (é) (125)

et on montre que c’est un plongement en se ramenant localement au morphisme de VE-
RONESE classique. Pour terminer, nous allons établir la proposition suivante que nous
utiliserons pour compactifier une variété semi-abélienne.

Proposition 1.2.6 - On fize deux faisceauz inversibles M et N sur X. Les sections D™
et DO de P(M @ N) 5 X induites respectivement par les quotients inversibles

MBEN > M et MON >N
sont des diviseurs de CARTIER associés respectivement aux faisceauz inversibles
Op(man) (1) @ TNEH et Oppuan (1) @ 7" MO

De plus, si P'(M@®N) désigne l'ouvert de P(M®N') obtenu en retirant ces deuz sections,
alors les X-morphismes Y — P'(M @& N') correspondent auz quotients inversibles

PMSB PN — L
tels que les composées
M= O MBON =L et OGN = MBN = L

soient des isomorphismes.

DEMONSTRATION :
En utilisant le point 1.2.2, on a une suite d’applications

TN = 1T"M & 17N — Opman (1),
puis par produit tensoriel, on obtient
OP(M@N) — O]P’(M@N)(l) X TNEL

On obtient ainsi une section globale et un calcul local montre que son diviseur est D*. Le
résultat est analogue pour DY. Pour le second point, on se raméne au cas ot X = Spec A
avec M et N libres de rang 1. Notons m et n des générateurs respectifs de M et . Dans
ce cas, les sections D® : X — P} et D : X — P} sont les uniques morphismes vérifiant
(D*)*Op1 (1) =~ M et (D°)*Op1 (1) =~ N ainsi que

(D) (o) =m, (D*)*(x1) =0, (D")"(mo) =0 et (D°)*(z1)=n

oll 7y et z; sont les coordonnées de P4. Ainsi un X-morphisme Y — P(M & N) associé
au faisceau quotient ¢*M @ ¢*N — L induit un X-morphisme Y — P'(M & N) si et
seulement si la condition annoncée est vérifiée. ]



24 Chapitre 1. Notations, rappels et résultats préliminaires

1.2.2 Compactification d’une variété semi-abélienne

Fixons un entier g € N et une variété abélienne Ao sur Q. D’aprés [36, Lemme 2.2| toute
variété semi-abélienne sur Q vérifiant une suite exacte de la forme 1.2.1 est isomorphe a

A =P (Opy & M) Xny ... Xa, P(On, ®M,) L5 A

oit My, ..., M, € Pic’(Ag) sont des faisceaux inversibles algébriquement équivalents a 0
et P'(Oa, ® M,) est Pouvert de P(On, & M,) obtenu en retirant les sections D§° et DY
correspondant respectivement aux faisceaux quotients

Oy @My — On, et Oa, & My — M,

Dans la suite, on travaillera toujours avec une variété semi-abélienne de cette forme-la.
Rappelons comment est défini sa structure de groupe en suivant |33, Partie 2|. Pour chaque
1 < /¢ < g, on a un isomorphisme canonique

S M@V My~ piMy @ ps My

ou s;v,p1,pe @ A2 — Ay désignent respectivement I'addition, la fleche nulle et les deux
projections (voir |23, p. 74]). Si [n] : Ag — Ay désigne la multiplication par n € Z, on en
déduit par récurrence un isomorphisme canonique

[(n" Mg @ [0 M~ M.

Si l'on fixe, une fois pour toutes, un isomorphisme 0*M; =~ Og,e.q 011 0 : SpecQ — A,
est la section neutre pour 1 < ¢ < g, on obtient des isomorphismes bien déterminés

SMy = piMe@psM, et [n]* My~ M.

Si S est un Q-schéma, alors par la proposition 1.2.6, un élément de A(S) correspond &
un (g + 1)-uplet (o, k1,...,Ky) ot a € Ag(S) et ky : Os B a* My — N, est un faisceau
quotient de sorte que les composées

Og — Og D a* M, %J\/’g et oMy — Os@()é*./\/lgg./\/’g

soient des isomorphismes pour 1 < ¢ < g. La donnée de k, est équivalente a la donnée
d’un isomorphisme ¢, : a*M; — Og pour 1 < ¢ < g. On définit alors

(Oéagplw'wgpg)+(67¢17"'71/}g) = (So(avﬁ)7X17"'7Xg>
ou ¢ pour 1 </ < g est la composée
(so(a, ) M~ (o, B)* (P M @ psMy) ~ a* M, @ B* M, 2 Og ® Og ~ Os.

On vérifie sans difficulté que cette loi définit bien une structure de groupe sur A(S). Sur
les points, I'application f est simplement donnée par le morphisme de groupes

FAR) = A(S), (a,¢1,...,94) —
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En particulier, on a immédiatement que

Ker(fs) = (0F)7 = G, o(S),

ce qui montre que A est bien une variété semi-abélienne. Finalement, on dispose d'une
compactification pour A donnée par

A:P(OAO EBMl) XAg -+ XA ]P(OAO @Mg) (127)

Si Ay = SpecQ, on retrouve la compactification que l'on a choisie pour Gil - dans la
premiére partie. Par construction, on obtient que le morphisme f s’é¢tend naturellement
en f:A— A

1.2.3 Construction et propriétés des hauteurs canoniques

Pour chaque 1 < ¢ < g, on note L, le tiré en arriére sur A du faisceau Op(o g ® My (1).

On commence par déterminer le groupe Pic(A).

Théoréme 1.2.8 - L’application ci-dessous est un isomorphisme de groupes

g
Pic(Ag) x Z9 — Pic(A),  (N,r1,...,19) = [FN® (® E?”)

(=1

DEMONSTRATION :
Soit £ un élément de Pic(A). Les restrictions de £ & chaque fibre fournissent une

g g
famille de faisceaux de (Pé) au-dessus de Ay. Comme Pic’ ((Pé) ) = 0, on obtient
que cette famille est constante. Ainsi, il existe des entiers ry,...,r, € Z de sorte que les

restrictions de L et
g9
Qi
=1

a chaque fibre coincident. La surjectivité résulte alors de [12, Exercice II1.12.4|. Pour

Iinjectivité, si
g
rae (@er) =ou

/=1

alors en restreignant a une fibre, on obtient vy = --- = r;, = 0, puis on conclut par

injectivité de f* : Pic(Ag) — Pic(A). O

Comme dans le cas ou A = G? on montre ensuite le résultat suivant.

m7@’

Lemme 1.2.9 - Le morphisme [n] sur A s’étend en [n] : A — A pour tout entier n € Z.
De plus, pour tout entier n > 0, on a

[n]*D° =n-D et  [n]*DY=n-DY
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tandis que sin <0, on a
[n]"D" = In|-Dy et [n]"D{ = |n|- D

DEMONSTRATION :

Il suffit de faire la démonstration dans le cas ¢ = 1 (on en déduit le cas général en
prenant le produit). Si n > 1, on considére Iapplication associée au morphisme [n]o f :
A — Ay et au faisceau quotient

Ox @ f*ME" = SOz & f*M) — S"(L) = L.

On vérifie localement qu’il s’agit bien d’une extension du morphisme [n] : A — A. En
particulier, on a par la proposition 1.2.6

O([n]*D% = [n]*O(D%) = [n]*L ~ L& = O(n - D).
On raisonne de méme quand n < 0 en considérant cette fois-ci le faisceau quotient
Ox @ f*M®" — LT @ f*fM®"
et on conclut comme précédemment. O

Finalement, nous pouvons énoncer le théoréme fournissant les hauteurs canoniques
sur une variété semi-abélienne. Ce résultat généralise le théoréme 1.1.3 construisant les
hauteurs de NERON-TATE et le théoréme 1.1.4 donnant les hauteurs standards sur le tore.

Théoréme 1.2.10 - [I existe un unique morphisme de groupes
h:Pic(A) — F(A(Q),R), L+ hg

vérifiant les propriétés suivantes

(i) Pour tout £ € Pic(A), la fonction hy est une hauteur associée & L.

(i) Si L € f*Pic(Ay), alors la restriction de hy o A(Q) est une fonction quadratique.
(iii) Pour tout 1 < (< g, si L= O(DY+ D), alors hy est homogéne.

DEMONSTRATION :

Comme le groupe F(A(Q),R) est divisible et par le théoréme 1.2.8, il suffit de définir
Pimage par & des éléments de f* Pic(Ag) et de chaque £82 @ f*MP~L. Si N € Pic(Ay),
il suffit de poser hy-n- = hY; o f ot hY, est la hauteur de NERON-TATE associée a A. De
plus, le lemme 1.2.6 montre que O(DY + D) = L5* @ f*M$ !, donc pour tout n € Z,
on a avec le lemme précédent

[TL]* (52@2 ® f*MZ@_l) ~ (ﬁ?Q ® f*M%Z)—l)®|n‘ )

On peut donc appliquer le procédé de TATE (Lemme 1.1.2) qui définit une hauteur associée
a LY ® f*M$! homogene, ce qui prouve 'existence de h.
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Pour 'unicité, il suffit de vérifier que les conditions du théoréme imposent de maniére
unique l'image des éléments de f* Pic(Ay) et de chaque E?Q ® f*/\/l?_l. Or, si 'on dis-
pose de deux hauteurs quadratiques associées a f*N, alors leur différence est bornée et
quadratique, donc nulle. De méme, si on dispose de deux hauteurs homogénes associées a
O(D) + Dg), alors leur différence est bornée et homogene, donc nulle. O

La fonction Az est la hauteur canonique associée & L. Dans les cas extrémes ou A
est une variété abélienne ou un tore, on retrouve respectivement la hauteur de NERON-
TATE et la hauteur standard. A présent, nous allons étudier les propriétés de certaines
des hauteurs que nous venons de construire. On commence par étudier la hauteur associée

au diviseur
g
A= 3w+ o)
/=1

La proposition 1.2.6 montre que le faisceau inversible Ly, associé & ce diviseur est

g
Lin = ® (L@ fFMPT).

(=1

On déduit directement du lemme précédent la relation

VnezZ, [n]*Ly~ L3

lin

On note hyy, = hy, .
Proposition 1.2.11 - La hauteur hy, : A(Q) — R est une semi-norme.

DEMONSTRATION :

L’homogénéité provient de la construction des hauteurs canoniques. Le lieu base de
Ly, est contenu dans A \ A, donc hy, est minorée et homogéne sur A, donc positive. Il
est plus délicat de montrer que hy, vérifie I'inégalité triangulaire, car ’addition ne s’étend
pas en un morphisme A x A — A, il faut donc travailler sur un éclatement. On note G le
graphe de l'addition A x A — A qui est isomorphe a A? via les deux premiéres projections.
L’adhérence G de G dans A? est une compactification de A? qui étend I’addition via la
troisiéme projection p; : G — A. Ensuite, on peut montrer que le faisceau

p1 ‘Chn & p2 Ehn ® p3 ‘C® !

lin

est engendré par ses sections globales sur G (voir [33]). En particulier, on en déduit
I'existence d'une constante C € R telle que

Vm)y € A(@)y hlin(x) + hlin(y) - hlin<$ + y) Z C

En remplacant = et y par [k]z et [k]y, en divisant par k& puis en prenant la limite dans
I’expression précédente, on obtient finalement que hj;, est une semi-norme. l
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En général, le faisceau Ly, n’est pas ample, ce qui nous ameéne a rajouter un faisceau
ample provenant de la base Ag. On choisit un faisceau Ly inversible symétrique et ample
sur Ay et on note hguaa = hper,-

Proposition 1.2.12 - L’application \/hquaq : A(Q) — R est une semi-norme.

DEMONSTRATION :
Le point (i) du théoréme 1.1.3 montre que y/hz, est une semi-norme sur Ay(Q), il en
est donc de méme de \/hgyad = \/ﬁf*co = \/ilﬁo of. O

Finalement, on note L., = Lyn ® f *E?(g D ot on considére la hauteur
hcan = }ALECM, == h'lin + (g + 1)hquad-

Le facteur (g + 1) n’est pas fondamental et n’apparait que pour simplifier la construction
du plongement explicite que nous allons effectuer dans la partie suivante.

Proposition 1.2.13 - On a les propriétés suivantes.
(i) Le faisceau inversible L., est ample.

(i) La hauteur hea, s’annule evactement sur A(Q)gors.

DEMONSTRATION :

L’amplitude de L., découle du [36, Lemme 3.1]. Pour le point (ii), si z € A(Q) vérifie
k- x = 0, alors les deux propositions précédentes montrent que hy, () = hquaa(z) = 0,
donc hean(x) = 0. Réciproquement, si hean(x) = 0, alors Ay, () = hquada(x) = 0 et par
suite hean(nz) = 0 pour tout entier n € N. Le théoréme de NORTHCOTT montre alors que
I’ensemble des n - x est fini, donc x est un point de torsion. l

Si B est une sous-variété semi-abélienne de A, nous aurons besoin de comparer la
hauteur canonique d’un point de A(Q) et de son image dans (A/B)(Q). On note 7 : A —
A/B le morphisme de passage au quotient.

Proposition 1.2.14 - Soit AL, : (A/B)(Q) — R une hauteur canonique. Il existe une
constante |1 € R telle que

Va € A(Q),  hean(m(@)) < - hean(a).

DEMONSTRATION :
Voir [33, Lemme 5.2]. O

1.2.4 Plongement explicite associé & une hauteur canonique

En suivant [33, Partie 2|, nous allons rappeler la construction d’un plongement associé
a Lean. On suppose que le faisceau Ly sur Ay choisi dans la partie précédente est trés
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ample. L’image réciproque du faisceau inversible naturel par le morphisme de VERONESE
P(Op, ® My) = P(S*(On, @ My)) = P(On, ® My S MF?).
est le faisceau C?Q (voir le point 1.2.5). En composant ce plongement avec I'isomorphisme
P(Oxy ® My ® MF?) = P(Op, & My ® M7

donné par la proposition 1.2.3, puis en prenant le produit fibré au-dessus de Ay, on en
déduit une immersion fermée

A < ]P(OAO e M e M?_l) XAg -+ XA P(OAO S Mg b M;]@_l)'

de sorte que I'image réciproque du faisceau inversible naturel soit Ly;,. Par amplitude de

Ly, il existe des points Py,..., P, € Ag(Q) tels que
Mg ~ T;lﬁo X ﬁ%{)—l

ou 7p, : Ag — Ay désigne la translation par P, (voir |23, p. 77]). Ainsi M, ® L, est trés
ample. Si on fixe un morphisme surjectif Oigoﬂ — Lg, qui correspond naturellement

N . . : .
a un plongement ¢y : Ag — IP’@AO qui soit un isomorphisme sur les sections globales, on
dispose par translation de

O s M@Ly et OV 5 MET ® L, (1.2.15)
En utilisant & nouveau I'isomorphisme de la proposition 1.2.3, on a

P(Opy @My D M) ~P(Ly ® (M ® Lo) & (MP ® Ly)),

puis avec les deux surjections du point 1.2.15, on obtient

_ 3Na 43 3Na,+2
P(On, ® My & M) o P (O ) 2 PR x 4,
Finalement, en utilisant ¢ : Ag — PgAO et un plongement de SEGRE, on dispose donc

3NA0+2

< 9 3N, +2\Y N
A (IP’Q ) x Ay (IP’@ Aot ) x PR s PNA (1.2.16)

avec Ny = 39(Ny, + 1)971 — 1 de sorte que 'image réciproque du faisceau naturel soit

£can = Elin 0%y f*£6®(9+1).

1.3 Reésultats de REMOND

L’objectif de cette partie est de rappeler des résultats connus de REMOND que nous
utiliserons pour appliquer la méthode de VOJTA.
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1.3.1 Inégalité de VOITA généralisée

Nous allons rappeler ’énoncé de [35, Théoréme 1.2] qui nous permet de raccourcir
la méthode de VOJTA, tout en fournissant des valeurs explicites, dans les résultats des
chapitres 2, 3 et 4.

Soient V un schéma projectif sur Q, intégre et de dimension non nulle et ¢ : V — ]P’g
une immersion fermée et £ = ¢*O(1). Nous utiliserons le degré de V et la hauteur de V
relativement a ce plongement. On note m = dim(V) + 1 et on pose

mdim(V)

v=J] Gi+D.

j=2
On fixe des entiers t1,t5, M, 0 > 1 et un réel v > 1, puis on pose
A = 0(2tym dim(V))™ V(N + 1) (deg(V))*™
puis
o =4AY, ey =A" et 3= (M) VA max(h(V), ). (1.3.1)

Ainsi ces constantes ne dépendent pas des données suivantes.

On suppose que l'on dispose d'un triplet (6,V, M) ou § € (N*)™ V est un schéma
intégre et projectif sur Q avec un morphisme propre et birationnel 7 : V — V™ et
M un faisceau inversible sur V. On note U l'ouvert de V™ au-dessus duquel 7 est un
isomorphisme et on le regarde aussi comme un ouvert de V. Notons aussi

Ns=r" <® o c®5i> (1.3.2)
=1

ou p; : V" — V est la i-éme projection.

On suppose aussi que l'on dispose d'un quadruplet (¢/, 71,72, %) ou v/ : V — IP’%/ est
une immersion fermée et, si P = /*O(1), 71 et jo sont respectivement des injections
P — NP et P @ MO — NP tandis que X est une famille de sections globales
de P ® M® ! de cardinal M qui engendre ce faisceau sur V. On suppose de plus que
les images par j; des coordonnées de Pg' (vues comme section de P) s’écrivent comme
des monomes sans coefficient de multidegré ¢16 en les coordonnées de Pg (vues comme
des sections des différents 7% p} L) et d’autre part que les éléments de jo(X) s’écrivent
comme des polynémes Py, ..., Py de multidegré ¢50 en ces mémes coordonnées de sorte
que h(Py,...,Py) <746

Notons U’ 'ouvert non vide de U au-dessus duquel j; et j5 sont des isomorphismes. De
plus, on définit des hauteurs iz : V(Q) — R et hy : V(Q) — R associées respectivement
a L et M par les formules

he(z) = h(u(z)) et ha(y) = h(' () — h(E(y)) (1.3.3)

pour tout z € V(Q) et y € V(Q). Avec ces notations, REMOND a démontré le résultat
suivant.
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Théoréme 1.3.4 (REMOND, 2005) - Soit x = (x1,...,x,) € U(Q) un point tel que,
pour tout produit Z = 74, X ... X 7, de sous-schémas fermés integres de V contenant x,
nous ayons, en notant Z l’'adhérence de ZN'U dans V, la minoration

[M]dim(Z) LZ > 0—1 H(SidimZi'

i=1

Si0; > g 0iy1 pour 1 < i <m et he(x;) > c3 pour 1 <i <m, alors

i=1
DEMONSTRATION :

La démonstration de ce résultat est 'objet de 'article [35]. Les différentes hypothéses
permettent d’appliquer la méthode de VOJTA a ce cadre. l

1.3.2 Plongement adapté

Nous allons rappeler succinctement la notion de plongement adapté introduite par
REMOND dans [30, Partie 4.1] et [35, Partie 2.1]. Notons Wy, ..., Wy les coordonnées de
]P’g. On consideére un schéma projectif et intégre X sur QQ et de dimension u < N.

Définition 1.3.5 Un plongement X — Pg est adapté a X si
(i) XNZ(Wy,...,W,) =2a.
(ii) K(X) est engendré par les images de Wy /Wy, ..., W41/ Wo.
(iii) L'image de W,+1/Wj dans K(X) est non nulle.

Sous ces conditions, les fonctions rationnelles W1 /W, ..., W, ;1 /W forment une base
de transcendance de K(X) sur Q et W, /Wy est un élément primitif de K(X) sur
QW1 /Wy, ..., W,11/Wy). De plus, la projection linéaire 7 : X — P§ obtenue en ne
gardant que les v + 1 premiéres variables est un morphisme fini.

Si 'on dispose d’un plongement donné, on peut le modifier afin d’obtenir un plonge-
ment adapté. Si M € GLy41(Q), on lui associe y : IP’% — Pg I’automorphisme qu’elle
définit.

Lemme 1.3.6 - Soit ¢ : X — }P’g un sous-schéma fermé integre de degré D, non contenu

dans Uhyperplan Z(Wy). Il existe un automorphisme x : ]P’g — ]P’g associ€ a une matrice
M € GLn41(Q) @ coefficients dans {a € Z | |a] < max(D,2)/2} tel que
(i) le plongement x o p : X — Pg est adapté.

(i1) L’automorphisme x fize Wy.

DEMONSTRATION :
En reprenant la démonstration de 35, Proposition 2.2|, comme X n’est pas contenu
dans Z(Wy), on peut choisir Vo = Wy. La suite de la démonstration est identique. ]
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Pour un plongement ¢ : X — PY, nous fixons désormais un automorphisme Y : Pg —

PY associé a une matrice M € GLy41(Q) comme ci-dessus. Le lemme suivant permet
d’exhiber des relations de dépendances intégrales entre les derniéres variables et la base
de transcendance dont on controle la hauteur.

Lemme 1.3.7 - Pour tout entier u + 1 < j < N, il existe un polyndme homogéne P; €

Q[Wo, ..., W,, W;] de degré D tel que
(i) Le polynome P; est dans l'idéal de x o ¢(X).
(i) Le coefficient de W2, est 1.

(111) Si B est la famille formée des coefficients de P, 11,...,Px, on a

h(B) < h(p(X)) + D(u+ 1) log D(N + 1).

DEMONSTRATION :
Voir [35, Lemme 2.3]. O

1.3.3 Expression polynomiale dans une variété abélienne

On fixe une variété abélienne A sur Q et un faisceau £ trés ample et symétrique associé
a un plongement A — ]P’gA. On suppose de plus que 'application

[ (P, 0(m) =T (A, £%) (1.3.8)

est surjective pour tout n > 1. On note Xy, ..., Xx, les coordonnées de Pg‘* et on désigne
par add, : A> — A? le morphisme donné sur les points par
add,s(z,y) = (ax + by, ax — by).

L’hypotheése ci-dessus et le théoréme du cube montrent qu’il existe des polyndomes PZ%?

pour 0 < 7,0 < Ny tels que
addj ; (p} X¢ @ p3 Xo) = P3% (P} Xo, - - -, P} Xniys P3 Xos - - -5 P3 Xny )

ol py, Py ¢ A2 — A sont les deux projections. On note haqq la hauteur de la famille de

tous les coefficients des polyndmes PZ‘}? pour 0 < £,¢ < N,. On désigne également par

f(n) la partie entiere de (n? —1)/8.

Proposition 1.3.9 - Pour tout a,b > 1 et 0 < 1,5, 0,0' < Ny, il existe un polynome
bihomogene Py oo de bidegré (2(a® + f(a)),2(b* + f(b))) en deux groupes de Ny + 1
indéterminées de hauteurs au plus (a® 4+ b*)(haaa + 6N4) tel que

* 2f(a * 2f(b * *
P} X @ py X7 @ add,, (9] X @ pj Xe)
- Pa,b,i,j,é,f’(p; X07 v 7pT XNA7 p; X07 s 7p; XNA)

dans T <A2, pt L8+ (@) @ px £®2(b2+f(b))> '
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DEMONSTRATION :
Voir [30, Proposition 5.2]. O

1.3.4 Le théoréme du produit

On fixe un corps de nombres K, m > 2 et uw € (N\ {0})™. On considére I'espace
multiprojectif
P=Pg x...x Py
On désigne par W = (W((f), e ,ij}) les coordonnées du i-éme facteur de P et pour

un élément £ € Nttt x ... x Num+1 on note

o (Ml () )

L’indice d’annulation d’un polynéme G € K [W(l), e ,W(m)] multihomogeéne de multi-
degré § € (N'\ {0})™ en un point x € P(K) est le nombre réel

ind(G, z, ) = inf {Z Z Bij ¢

=1 7=0

K€ HNW, *(G)(z) # o} .

Dés que G est non nul, il s’agit d’'un minimum. Nous utiliserons la version suivante du
théoréme du produit dans le chapitre 5.

Théoréme 1.3.10 - Soient v = (x1, ..., x,) un point rationnel du produit Pit x ... x Pg»
et G un polynome multihomogéne de multidegré 6 € (N\ {0})™. On suppose que

(1) G s’annule en x avec un indice supérieur a oo par rapport a (91, ...,0m),
(ii) 6;/0ix1 > (m/og)" pour tout 1 <i<m—1 et
(iii) oo/m < (2u?)~".
Alors il existe un indice 1 < £ < m et un polynome non nul U homogéne en Wy, ..., W,
tel que
(i) xy € Z(U),
(i1) degU < (m/op)" et
(111) §oh(U) est majoré par

Uy <—> )+ Z ( h(PY) +log2) + \/UZ) 1(u —1)log |5\]

+5g (—) (Ug —|— 1) log (ﬁ> (’LLg —|— 1) + 5g log ( eg + U@) .
go go

Ug

£

DEMONSTRATION :
Voir |35, Théoréme 5.6]. O
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1.4 Résultats préliminaires

Dans cette derniére partie, nous allons démontrer des lemmes que nous utiliserons
dans les chapitres 2, 3, 4 et 5.

1.4.1 Le lieu exceptionnel

On fixe un corps K de caractéristique nulle et algébriquement clos, ainsi qu’une variété
semi-abélienne sur K. Si X est un sous-schéma fermé de A, les résultats de [1] montrent
qu’il existe un sous-schéma fermé réduit Zx de X tel que

Zx(K) = {a € X(K) | 3B sous-variété semi-abélienne de A,dim B > 0,a + B C X}.

En nous appuyant sur [1] et [21], nous allons généraliser ce résultat. On commence par
rappeler le résultat clé qui permet d’obtenir 'existence de Zx ci-dessus.

Théoréme 1.4.1 - Soit X un sous-schéma fermé integre de A. S’il existe un entier £ > 1
tel que X soit stable par la multiplication par €, alors X est le translaté d’une sous-variété
semi-abélienne de A.

DEMONSTRATION :
Voir [13, Lemme 10]. O

A présent, on fixe un sous-schéma fermé intégre V de A Xk P oul P est un schéma
quasi-projectif et intégre sur K. Rappelons que 'on désigne par V,, la fibre du morphisme
V — P au-dessus de p € P. Nous allons montrer le résultat suivant.

Théoréme 1.4.2 - [] existe un sous-schéma fermé Zv, de V vérifiant pour tout p € P(K)
la relation (Zv),(K) = Zvy,(K).

DEMONSTRATION :
On reprend essentiellement les arguments de [21]. On note F,, le morphisme de FAL-
TINGS donné sur les points par

Vi =Vxp...xp V=A™ 5P (ay,...,60m,D0) = (201 — ag,...,20m_1 — Qm, D).

On définit W, comme l'image réciproque par F,, de V plongé dans A™ ! xx P wvia le
morphisme diagonal A — A™~1. Si on note pr,, le morphisme donné sur les points par

Vi = A, (a1,...,am,p) — a,

on obtient que le morphisme (pr,,, F,,) définit un plongement de W,, dans A xx V. D’autre
part, via le morphisme donné sur les points par

Vm—l—l — vm; (ah' © . 7am+17p) — (a‘h' . 7am7p>7
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on obtient une inclusion W,, 11 C W,,,. Ainsi on a une suite décroissante de sous-schémas
fermés de A xx V, donc elle se stabilise en un sous-schéma fermé W de A xx V. Si on
note W, ;) la fibre de W — V au-dessus de (a,p) € V(K), on a par construction

Wiap(K) ={b e V,(K) |VmeN, 2" (b—a) € V,(K) —a}. (1.4.3)

11 suffit alors de définir Zy comme le sous-schéma fermé de V ot les fibres du morphisme
W — V sont de dimensions non nulles.

En effet, si a € (Zv),(K), alors W(,,) contient une composante irréductible F de
dimension non nulle. Le point 1.4.3 montre que B = (F — a),q est stable par la multipli-
cation d’une puissance de 2, donc le théoréme 1.4.1 implique que B est une sous-variété
semi-abélienne de A. Comme B est non nulle et que a + B C V,,, on obtient a € Zy, (K).

Réciproquement, si a € Zy,(K), alors il existe une sous-variété semi-abélienne non
nulle B de A telle que a + B C V. Le point 1.4.3 implique 'inclusion a + B C W),
donc a € (Zy),(K). O

Corollaire 1.4.4 - 57 V = Zy, il existe une sous-variété semi-abélienne non nulle B de
A telle que V, + B =V, pour tout p € P.

DEMONSTRATION :

Les fibres du morphisme W — V sont des translatés de sous-variétés semi-abéliennes
non nulles de A. Comme V est irréductible, une telle famille est nécessairement donnée
par la translation d’une méme sous-variété semi-abélienne B, ce qui donne le résultat. [J

1.4.2 Comparaisons de hauteurs

Le lemme suivant justifie que le choix des compactifications, des faisceaux amples et
des hauteurs n’influencent pas les résultats portant sur des comparaisons de hauteurs.
Soit X un schéma quasi-projectif sur Q. On fixe deux compactifications X et X de X,
ainsi que des hauteurs hx : X(Q) — R et hy : X(Q) — R associées respectivement a des
faisceaux amples £ et £ sur X et X.

Lemme 1.4.5 - [ existe des constantes p, v € Ry telles que

Ve e X(Q), hx(x) < p-hx(z) +v.

DEMONSTRATION :

Rappelons succinctement la preuve de ce résultat provenant de [37, Proposition 2. 3]
On se rameéne au cas oil on dispose d’un morphisme birationel ¢ : X — X en remplacant X
par Padhérence de X x X dans X x X. Dans ce cas, comme £ est ample, il existe un entier
1 € N tel que L @ ¢, LOT soit engendré par ses sections globales. Or les sections de
ce faisceau correspondent naturellement aux sections du faisceau ¢* £ @ £2-1. Comme
1 est un isomorphisme sur X, on obtient donc que ¢*L%* @ LE1 est engendré par ses
sections globales sur X, donc il existe une constante v € R telle que

Vo e X(Q), p-hx(z) - hx(z) > -,
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ce qui montre le résultat. l

On considére un morphisme surjectif ¢ : X — Y entre deux schémas quasi-projectifs
sur Q avec Y intégre. En fixant des compactifications X de X et Y de Y, on peut fixer
des hauteurs hx : X(Q) — R et hy : Y(Q) — R associées respectivement & des faisceaux
amples Lx sur X et Ly sur Y. Nous allons montrer un énoncé général qui permet de

choisir pour tout point de Y(Q) un antécédent de hauteur controlée.

Lemme 1.4.6 - [ existe des constantes p, v € R telles que

VyeY(Q), 3Fre(p'®)Q), hx(x)<p-hy(y)+v.

DEMONSTRATION :

Quitte a remplacer la compactification de X choisie par I’adhérence du graphe de ¢
dans X x Y, on peut supposer que ¢ s’étend en un morphisme dominant ¢ : X — Y. De
plus, le lemme précédent montre qu’il suffit de prouver le résultat dans ce cas.

On procéde par récurrence sur la dimension de Y. Si dim Y = 0, le résultat est évident.
On suppose donc dans la suite que dim'Y > 0. Par |20, Exercice I11.2.17], il existe un sous-
schéma fermé intégre Z de X avec dimY = dimZ tel que Z = Y soit dominant. Par [12,

Exercice 11.3.22], le morphisme Z % Y est génériquement fini, donc le faisceau ¢*Ly
est gros sur Z et il en est de méme du faisceau ¢*L£Y" ® L pour un entier n € N*
suffisamment grand. Par le [19, Corollaire 2.2.7|, il existe un entier m € N* et un diviseur
de CARTIER effectif E sur Z de sorte que

(P L @ LI = Lx © Oz(E)  sur  Z.
On en déduit avec le point (iv) du théoréeme 1.1.1 qu'il existe p, v € Ry de sorte que

hx(x) < - hy(p(x))+v  pour tout =z € (Z\ E)(Q).

On a donc montré le résultat pour tout point y € (Y \ ¢(E))(Q). Si on note Yy,...,Y,
les composantes irréductibles de ¢(E), on peut donc conclure en appliquant ’hypothése

de récurrence a chaque ¢~ 1(Y;) 2Y; car dim(Y;) < dimY pour 1 <i <r. O

1.4.3 Un lemme de recouvrement

Soit E un espace vectoriel réel. On fixe deux semi-normes N1, N5 : E — R et on note
N = /Ny + N2 qui vérifie I'inégalité triangulaire. Si F est un sous-espace vectoriel de E
et 7 > 0 un réel, on note

F,={y+z€E|yeF, Nz <}

et
C(F,n)={y+zeBE|yecF, N(z) <n(l+N(y))}.

Nous appliquerons le résultat suivant dans les chapitres 2, 3, 4 et 5.
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Lemme 1.4.7 - Soient F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et n > 0,
c1 > 1 et ey >1 des réels.

(i) Sin < 27%cser!, alors il existe une partition finie de {x € F,, | N(z) > c3} par des
ensembles dans chacun desquels deuzr points x,y € E vérifient

N (o soE) <a ¢ (50 w) <a

(ii) Sicy > 2 etn <27%c", on peut remplacer F,, par C(F,n) dans l’assertion précédente.

DEMONSTRATION :
On généralise la démonstration de [33, Lemme 5.1|. On note

H1:{$€E|N1(ZL‘):0} et H2:{$€E|N2(l'):0},

ainsi que F; = F/(FNH;) et Fy = F/(FNHsy) qui sont des espaces vectoriels réels normés
de dimensions finies. Ainsi, on peut recouvrir leur boule unité respective par un nombre
fini de boules de rayons (4c;)™!, dont on note respectivement les centres (;)icr et (y;)jes-

On définit
N( ) > N ) < 1 N ) < 1
v . ! N(ZL‘)2 i 201 ’ 2 N(.I‘) Yi 261 ’

En utilisant I'inégalité triangulaire, deux points x,y € A;; vérifient bien la condition
voulue. Il reste & montrer que les A;; recouvrent {z € F, | N(z) > ¢3}. On fixe donc
un élément = € F, avec N(x) > ¢3 que l'on écrit © = y + z avec y € F et N(z) < n.
D’une part, les éléments y/N(y)? € F; et y/N(y) € Fy appartiennent a 1'une des boules
précédentes, donc il existe i € [ et j € J tels que

Yy 1 y 1
Ny (2= —z ) < —, No[ —2——y; ) < —.
1(N<y>2 "”")wcl 2<N<y> yﬂ) 1e;

vy \_ [N@) - N@)|+NE)
2(N<x> N<y>)S N()

la derniére égalité provenant des conditions sur 7, c; et c3. Finalement, on remarque

IN(y)* = N(2)*| = [N(y) — N(2)[ - [N(y) + N()| <N(2) (2N(2) + N(2))

Aivj = {ZE € F77

D’autre part

N(z) 1
N(@) = Ior’

<2

ce qui permet de majorer comme précédemment

r oy IN(y)?> — N(2)?| + N(2) N(2)* | N(z) N(z) _ 1
N <N<x>2 N(y)?)S N(2)? SZ(N@WN@))§4N<x>§4c1‘

Ainsi, en combinant les inégalités précédentes, on obtient que x € A
Pour le point (ii), on considére & nouveau

Ay = {;1: e C(F,n) ) N(z) > es, Ny (ﬁ —xi) < 2%1 N, (ﬁ —yj) < 2%1}

i,j» d’ou le résultat.
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En utilisant N(2) < n(1 + N(y)), on obtient avec 'inégalité triangulaire

N(z) < ——(1+N(z)) <

- N(o),

A~ =

puis en reprenant le raisonnement précédent, on a

Ty N(z) 2n 1 2 3 _ 1
M(M@ N@)Szmmgl—nO+Nm>§%q—I2§%y

en utilisant les conditions sur c3 et 77. De méme, on a

ce qui termine la preuve. O

Dans le cas ot N = N; est une norme, on a recouvert la partie hachurée dans la figure
ci-dessous par des cones dont 1’axe appartient a F.

FIGURE 1.1 — Recouvrement de {z € F, | N(z) > ¢3}.

Ainsi les conditions sur les constantes deviennent naturelles. On a procédé de méme
pour l'affirmation relative a C(F,n) en recouvrant la partie hachurée ci-dessous.

FIGURE 1.2 — Recouvrement de {z € C(F,n) | N(z) > ¢3}.

1.4.4 Un lemme de dénombrement

Nous utiliserons le résultat suivant dans le chapitre 5.
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Lemme 1.4.8 - Soient ry,...,7,,,0 € R des nombres strictement positifs. Pour tout
entier d € N*, on a l’estimation

Card{jeNm]iid } i:dm<ﬁn>+o(dm)

i=1

ot o(d™) se réfere a la limite d — +oo.

DEMONSTRATION :
On commence par définir une partie {2 C R™ par

Q:{xeM( Z%«s}.
i=1 °

En appliquant le [17, Chapitre 6, Théoréme 2|, on obtient 1'égalité

Card {j eN” ‘ i j_d } = Vol(Q) - d™ + o(d™),

puis on conclut la démonstration en remarquant que

Vol(Q (H n) :






CHAPITRE 2

LE CAS ABELIEN

L’objectif de ce chapitre est de démontrer les résultats annoncés dans le cas abélien.
On fixe une variété abélienne A sur Q et un faisceau Ly trés ample et symétrique associé
a un plongement A — ]P’gA. On suppose de plus que 'application

r (PgA, O(n)> ST (A, L5 (2.0.1)

est surjective pour tout n > 1. On note h A(Q) — R la hauteur de NERON-TATE associée
a Ly et h* : A(Q) — R la hauteur obtenue en composant le plongement précédent avec
la hauteur de WEIL sur PgA.

On note Xj,...,Xy, les coordonnées de Pg‘* et on désigne par add : A? — A? le
morphisme donné sur les points par

add(a,b) = (a + b,a — b).

L’hypothése 2.0.1 et le théoréme du cube montrent qu’il existe des polynomes P?j.d pour
0 <i,5 < Ny tels que

add*(pT Xz 0%y p; Xj) — P?:;ld(pT X07 R 7p>i< XNA7p; X07 o 7p§ XNA)

oll py, Py : A2 — A sont les deux projections. On note haqq la hauteur de la famille de
tous les coefficients des polynomes P?f}d pour 0 < i,5 < Nj.

On fixe un schéma projectif et intégre P sur Q, un faisceau £ trés ample sur P et un
plongement P — ng associé a £. On considére également une hauteur he : P(Q) — R

associée a £ et on note A : P(Q) — R la hauteur obtenue en composant le plongement
précédent avec la hauteur de WEIL sur ng.

Comme les hauteurs h et A" sont associées au méme faisceau, et qu’il en est de méme
de he et hY, on peut considérer le nombre

Chaut = max [ sup
a€A(Q)

h(a) = h*(a)|, s |he(p) — hf:”(p)\) < +o00. (2.0.2)

41
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D’autre part, on dispose a présent d’un plongement
AXP o PEr x PP Py avee N =(Ny+1)(Np+1)—1

ol la deuxiéme immersion est le morphisme de SEGRE. Le degré et la hauteur d'un sous-
schéma fermé de A x P sont définis relativement & ce plongement.

Finalement, on considére un sous-schéma fermé intégre V.<— A x P. On note m =
dimV + 1 et on introduit les constantes

mdim V
A =27 (8mdim V)" ™ V(Ny + 1)(Np + 1)(deg V)™, v = J[ Bi+1). (2.03)

=2

2.1 Inégalité de VOJTA effective dans le cas abélien

2.1.1 Enoncé

Rappelons que le théoreme 1.4.2 fournit un sous-schéma fermé Zy de V et que la

hauteur h s’étend a l'espace vectoriel A(Q) ®z R (voir théoréeme 1.1.3). L’inégalité de
VOJTA explicite que nous allons démontrer est la suivante.

Théoréme 2.1.1 - Il existe e1,eq,e3, 0 € N* tels que si (a1, p1),. .., (Gm,Pm) € V(Q)
vérifient simultanément les inégalités

~ A~

1 . .
=, h(ai1) > e3-ha;),  hlar) >es,  h(a;) > p-he(p;)

27
€1

iL Q; _ Qi1
\/E(C@ \/M%H)

pour tout 1 < ¢ < m —1 et pour tout 1 < j < m , alors il existe i € [1,m] tel que
(a;,p;) € Zyv(Q). De plus, on peut prendre les valeurs

<

e1=25AY, ey =2A%, p=4AY et
e3 = (4(Nx + 1)) VAR max(A(V), hadd, Chaut)-

On supposera dans la suite que dimV > 0, sans quoi, le résultat est évident. Pour
démontrer ce résultat, nous allons supposer l'existence d'un point z € (V \ Zv)™(Q)
vérifiant les inégalités ci-dessus. Nous verrons qu’un tel point vérifie une premiére inégalité
utilisant différentes hauteurs (Lemme 2.1.8). D’autre part, en utilisant la méthode de
VOJTA (a travers le théoréme 1.3.4 de REMOND), nous obtiendrons une seconde inégalité
de hauteurs. En combinant ces deux inégalités, on obtiendra une contradiction avec la
valeur choisie pour ez et le théoréme sera démontré.

Dans les prochaines parties, nous allons donc nous placer dans les conditions d’appli-
cation du théoréme 1.3.4, puis nous vérifierons que 1’'on dispose de son hypothése.
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2.1.2 Préliminaires

Pour s € (N*)™, on note r+ : V™ — A™! le morphisme donné sur les points par

((a1,p1), -« (Amy Pm)) > (8101 £ S2a2, . .., Sm—1Gm—1 T Smm)-

En utilisant les plongements A < PgA, les morphismes r_ et r, composés avec un mor-
phisme de SEGRE et le plongement P — ng, on obtient un plongement

Vm e (]P’gA>m x (Pg'A) x (]}%’A) X (Pg">m avec N = (Na+1)™" — 1.

Par restriction, on obtient ainsi un faisceau O(b, ¢, ¢, d) sur V"™ pour chaque b, d € Z™ et
¢, € Z. Par construction, on a les relations suivantes.

m—1

0(b,0,0,0) <® D; £®b> 0(0,1,0,0) ~ p* ((8(5Z P —Sit1 pi+1)*£0> ,

=1
m—1

0(0,0,0,d) ~ q° (® q W) 0(0,0,1,0) =~ p* (®(si D; +5is1 pim*ﬁo) ,
=1

oup: A" xXP" 5 A™ q: A" xXP™ - P™ p,...,p,, : A" > Aetqy,...,q, :P"—P
sont les différentes projections.

. m
On note X( ) e ,Xl(\a les coordonnées du i-éme facteur de (PgA> , puis Vo, ..., Vi,
et Vi,..., N'A pour les deux espaces projectifs intermédiaires et T(()i), o ,Tl(\% les coor-

données du i-éme facteur (ng> . En notant n = (1,2,...,2,1) € N on a le résultat

suivant.

Lemme 2.1.2 - [ existe sur A™ x P™ un isomorphisme
¢ 02ns%,1,1,0) — O(4ns?,0,0,0)

ayant la propriété suivante : pour tout k € [0, NA]™, il existe des polynomes (ngg/)OSZ’ZISN/A
de multidegré 4ns* en les X dont la famille est de hauteur au plus |15%|(hqaq + 10N)

tels que
- ; 2771'812
¢ (((X) (xi?) ) ®Ve® v;,> — Py (X, X))

i=1

DEMONSTRATION :
La démonstration que nous allons rappeler est analogue a [33, Lemme 3.3|. Par le
théoréme du cube, on a un isomorphisme

€:0(0,1,1,0) — O(2ns*,0,0,0),

et avec les notations de la proposition 1.3.9, on peut écrire

m—1

EVe® Vi) = Qi adds,,,, (piXE @ p3 X))
i=1
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Ol P, ;11 0 A™ — A? est la projection sur les facteurs (i,i+1) et £, ¢ sont identifiés a un élé-
ment de [0, NA]™ ! correspondant au plongement de SEGRE utilisé. Ainsi, I'isomorphisme
¢ se déduit de & par produit tensoriel, et 'on peut définir

IR G S (OO o
Pg’él - (H (Xl(cl)> ! > (H Psi,5i+1,ki,ki+1,€¢,fi+1 (X(Z)a X(H_l))) .

=1 =1

En utilisant la majoration f(n) < n?, on obtient que le degré des polynémes du produit
de droite est au plus 4s? en chacun des groupes de variables X et X1 Ainsi, le nombre
de monomes apparaissant lorsqu’on développe le produit est majoré par

m—1

m—1 —

482+NA 482+1+NA 2 2 2
i i < N 14siN 145i1: N 14|ns|.
IL(™ ™) (™) = T 0t v = o5

=1

Ainsi, on a finalement que la hauteur du polynéme P, est au plus

m—1
h (P5i73i+17ki7ki+17£i7£i+l) + 4‘7752‘ log (NA + 1)
i=1
m—1
S (812 + S?—&-l) (hadd + 6NA) + 4|7782’NA
i=1
<|n5*|(haaa + 10N,),
ce qui montre le résultat. O

2.1.3 Mise en place

On va se placer dans les conditions d’application du théoréme 1.3.4 pour démontrer
notre inégalité de VOJTA. En utilisant un plongement de SEGRE, on définit ¢ : V — IP’%
comme la composée

Ve Ax PPy

Rappelons que 'on définit le faisceau £ par £ = ¢*O(1). On fixe les constantes que nous
allons utiliser pour appliquer le théoréme 1.3.4

m=dim(V)+1, t =4, ty3=4,
M=(Np+1)"N,+1), 6=2"" et ~="haq+ 10N4.
A partir de ces valeurs, les trois constantes fournies par le point 1.3.1 sont
cr =4NY, oy =AY (2.1.3)
cs = (4(Np + 1)™(Ny 4 1)) VA max(A(V), haga + 10N4).

ou A et ¢ sont données par le point 2.0.3. On fixe un m-uplet s € (N*)™ et on pose
§ = ns?. On définit également V = V™ et m = Idym. Avec les notations introduites a la
partie précédente, en suivant [21], le faisceau M sur V™ que nous considérons est

M = 0(0,1,0,ns%).
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De plus, le faisceau N défini au point 1.3.2 s’écrit avec ces mémes notations
N5 - 0(77827 07 07 7782>'

On introduit finalement
P = O(4ns°,0,0,ns”)

sur V™ qui est associé au plongement ¢/ donné par
Na)" Np )" N’
Vm ey (]P@A> x <IP>QP> < PY  avec N =(N+41)"—1

ou la seconde fleche est un plongement de SEGRE-VERONESE considérant tous les mo-
nomes de bidegré (4ns?,ns?). On définit Pinjection j; : P < Nj’;ﬁ comme la multiplication
par une section globale non nulle de la forme

m . 3is?
R (1) €0(0,0,0,305") on ke [0,Np]"

i=1
D’autre part, en utilisant I'isomorphisme &’ du lemme 2.1.2, on a
P MO =0(4ns?, —1,0,0) ~ O(2ns*,0,1,0)

ce qui permet de définir > comme la famille des images réciproques par cet isomorphisme

de
= () 28} / N m / /
®(in) @V, ou kel[0,Na]™, ¢ e[0,Ny].

=1

Cette famille est bien de cardinal M. On définit finalement I'injection jy : P @ M®~1 —
7;8;3 comme la multiplication par une section globale non nulle de la forme

m ' 2
V,® ((X) (Tﬁ?)‘““ ) € 0(0,1,0,4ns*) ou (€ [0,N,], r€[0,Np]™.

i=1

Finalement, I'image par j; de chaque coordonnée de Pg/ est clairement un monome en
les coordonnées de chaque Pg. D’autre part, le lemme 2.1.2 assure que 1'image par jo des
éléments de ¥ s’exprime bien comme des polynomes de multidegré 4ns? et de hauteurs au
plus |ns%|7. (Les termes en T® ... T n’intervenant que par des monémes, la hauteur
des polynémes n’est pas modifiée).

Remarque 2.1.4 : Il est important de voir que ’on peut choisir j; et j5 tels qu’ils soient
des isomorphismes en un point z € V™ fixé préalablement. En effet, on peut choisir les
sections définissant j; et jo pour qu’elles ne s’annulent pas en x.

Le lemme suivant permet de controler les hauteurs hy : V(Q) = Ret hy : V*(Q) — R
définies au point 1.3.3 en fonction de h, h" et hy.
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Lemme 2.1.5 - On a les égalités suivantes

(i) Pour tout (a,p) € V(Q), on a he(a,p) = h*(a) + h%(p).

(i1) Pour tout x € V™(Q) ot Uon écrit x; = (a;,p;) pour 1 <i<m, on a

m—1

ha(z) < Z il(siai — Sit1Gi41) + Z 0is; 1 (pi) + 3|05%| Chae.

i=1 i=1

DEMONSTRATION :
Le point (i) est immédiat par définition de ¢ et des propriétés classiques du morphisme
de SEGRE. Pour le point (ii), vu la définition de h, et de ¢/, on peut écrire

m m—1 m
ha(z) = Z 2misth® (a;) — Z h*(s;a; + Sit1aiy1) + stfh}é’(m
i=1 i=1

i=1

En repassant a h avec le point 2.0.2 et en utilisant le théoréme du cube, on obtient le
résultat. u

2.1.4 L’hypothése sur le nombre d’intersection

Nous nous sommes donc placés dans les conditions d’application du théoréeme 1.3.4. 11
nous reste a vérifier que 'on dispose de son hypothése sur le nombre d’intersection. On
fixe donc Z = 71 X ... X Z,, un produit de sous-schémas fermés intégres de V.

Lemme 2.1.6 - Si Z; ¢ Zy pour 1 < i < 'm, alors on a la minoration
[M]dim(Z) 7> H S?dimZi.
i=1

DEMONSTRATION :
Voir [21] ou la partie 4.1.4 qui traite le cas général. O

2.1.5 Démonstration de I’inégalité de VoJTA

On suppose que I'on dispose des points (a1, p1), ..., (Gm, Pm) € (V\ Zyv)(Q) vérifiant
les inégalités dans les hypothéses du théoréme 2.1.1 avec les constantes ey, ey, e3, 4 € N*
données. Signalons que les constantes ey, es, €3, i1 ont été choisies pour vérifier les inégalités
¢élémentaires suivantes

e1 =2c1, €2>2c, e3>c3+ Chan, €3> 2°¢EChan et pu=ci, (2.1.7)

ou les constantes ¢, ¢, c3 sont données par le point 2.1.3. On commence par choisir un
m-uplet s € N* pour obtenir une premiére inégalité de hauteurs.
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Lemme 2.1.8 - [] existe s € (N*)™ tel que s;/siz1 > €2 pour 1 <i<m—1 et

m—1 . 3
Z h Si@; — Si+1ai+1 S _2 ZT]Z 2h az
i=1 S
DEMONSTRATION :
On note dans cette démonstration || - || = Vi qui vérifie I'inégalité triangulaire. On
pose s, = 1 et on définit successivement s,,_1,...,s; de sorte que s;/s;41 soit U'entier le

plus proche de ||a;11]|/]|a;||. Comme e; € N, on a s;/s;11 > es. D’autre part,
| he d C N > D’

_ Nlail
silla:]l — 5i+1||ai+1||‘ = sipilaill | — o HHH =5 l+1||az|| = 96, —Sivtaip-
1+ 7
On obtient ainsi
a a
Hsiai B 3i+1az‘+1|| = ‘ (Siai Si+1 HHHﬁHaz) + <8i+1 HH;ﬁHaz - 8i+1ai+1) H
K3
a;
<o = sl g + st o
il
1
< |sillaill — 51’+1”az‘+1” + e_Si+1Hai+1H
1

IN

=t ) sinllasal
S; a; .
26 —+1 +1

En remarquant que e; > e, en élevant au carré, puis en sommant, on obtient le résultat.

]

On applique la construction de la partie précédente avec le m-uplet s fourni par le
lemme ci-dessus. Nous allons utiliser le théoréme 1.3.4 avec le m-uplet 6 = ns2. En utilisant
la remarque 2.1.4, on peut choisir j; et jo de sorte qu’ils soient des isomorphismes en
= (21,...,7,) € V*(Q) ou ; = (a;,p;), donc que z € U'(Q). L’hypothése du théoréme
1.3.4 est vérifice. En effet, comme z; € (Z; \ Zy), le lemme 2.1.6 s’applique et on obtient

[M]dlm(Z) 7 > HSQdunZl >0 H 771 dlmZ

=1

Par le point 2.1.7, on a

niss)(Mis15ia1) > €3/2 > ¢y et
he(wi) > h*(a;) > h(a;) — Chaw > 7(a1) — Chawt > €3 — Chaus > €3

tandis que le théoréme 1.3.4 fournit l'inégalité

Z nisthe(z;) < crha().

=1
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En utilisant le lemme 2.1.5, on en déduit

Z J(h(a) + hE(p) < & <Z Sii — Siy1Qi41) + stghg(pi) + 3|7752’Chaut> :
i—1 —1

i=1

puis en utilisant I'inégalité du lemme 2.1.8, on obtient

m Aw m " 3 m R m "
> misih(ai) + Y misthE(p) < e (; > misthla) + > misthE (i) + 3|7732|Chaut> :
i=1 =1 195 P

De plus, avec les hypothéses du théoréeme 2.1.1 et le point 2.0.2, on obtient

~

~ 1x
hw<ai) 2 h(az) - Chaut: h)éu(pz) é hﬁ(pl) + Chaut S Eh(az) + Chauta

et par suite

3c o — 1) — .
(1 o _21 - . > ans?h(al) S 4cl|7752‘chaut-

i=1
Finalement, en utilisant le point 2.1.7, on obtient l'inégalité

o Zm ?h(a;) < 4e1|ns®|Chau,
&1

puis en utilisant iz(ai) >ezpour 1 <i<m
€3 S 24C%Chaut-

Cette derniére inégalité étant contraire au point 2.1.7, cela termine la démonstration du
théoréme 2.1.1.

2.2 Démonstration des énoncés

Si T est un sous-groupe de rang fini de A(Q) et € > 0 est un réel, on note
I.={a+b|laeT, be A(Q) et h(b) <e}

En utilisant I'inégalité de VOJTA établie dans la partie précédente, nous allons montrer
le résultat suivant.

Théoréme 2.2.1 - Il existe une constante > 0 ayant la propriété suivante : sil’ C A(Q)
est un sous-groupe de rang fini et € > 0 un réel, alors il existe une constante v > 0 telle
que pour tout p € P(Q), on a

Va e (Vo\Zv, )@ NT.,  h(a) < - help) +v

De plus, on peut prendre

3m2

= ((NA 4+ 1)(Np + 1) degv)m



2.2. Démonstration des énoncés 49

DEMONSTRATION :

L’inégalité de VOJTA (théoréme 2.1.1) fournit des constantes ey, e, e3, 1 € R. On fixe
un sous-groupe F C A(Q) de rang fini et un réel £ > 0. Quitte 4 augmenter es, on suppose
que € < 278eze; 2 On désigne par (a;, p;)icr 'ensemble des points de (V '\ Zy)(Q) tels que

a; €I, ﬁ(ai) >e3 et ﬁ(ai) > 1 he(pi).

Par le point (ii) du théoreme 1.1.3, 'application \/Z : A — R s’%tend en une norme a
I'espace vectoriel E = A(Q) ®z R. On applique le lemme 1.4.7 en prenant

F:F®ZR, N1:0, NQZ\/E, 1 = €y, Cg:\/@ et 77:\/5

Ainsi, on peut recouvrir {a € I’ | ﬁ(a) > e3} par un nombre fini d’ensembles dans chacun
desquels deux points a,b € A(Q) vérifient

a 1
i w7

Ainsi I'inégalité de VOJTA montre que 'ensemble (ﬁ(ai))iel est majoré par un réel v’ > e3
(sinon on pourrait exhiber des points (a;,,p;,), - -, (ai,,,pi,,) € (V\ Zv)(Q) la contredi-
sant). On a donc bien I'inégalité de hauteurs annoncée en posant

v=1v— - min ( inf hg(p),O) .
PEP(Q)

Vérifions que la valeur de ;1 annoncée convient. Le théoréme 2.1.1 fournit la valeur p =
4A\Y ot les constantes A et 1) sont données par le point 2.0.3. En utilisant m = dim V + 1
et dimV > 1, on obtient

2A = 27+ (8m dim V)™ ™ V(N + 1)(Np + 1)(deg V)>™
< 16™ m>™* (Na + 1)(Np + 1)(deg V)>™.

En remarquant que Ny > 2 et Np > 1, 0n a
16™ < [Ny + D(Np 4+ D> 1 et m < (Ny+1)(Np+1)

ce qui permet d’aboutir a l'inégalité

2

20 < ((NA +1)(Np + 1) deg v)4m .

Comme ¢ > 2, on a donc

4m2ap
1= 4A% < (20)% < ((NA +1)(Np + 1) deg v) .
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Finalement, si m > 4, on a

m(m—1)
4m*yp = 4m? H (35 +1)
j=2
< 4m?23mm=D" (m(m — 1) 4 1)!

m(m—1)+2, 2(m(m—1)+1)

<m m

2
S mSm

L’inégalité restant vraie pour m = 2 et m = 3, on obtient le résultat. O
De méme, on introduit I’ensemble
CT,e)={a+blaeT, be A(Q) et h(b) <e(1+ h(a))}.
Nous avons le résultat analogue suivant.

Théoréme 2.2.2 - [l existe une constante p > 0 et un réel € > 0 ayant la propriété
suivante : st I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel
que pour tout p € P(Q), on a

Va € (V,\ 2y, (@ NCI.e),  hla) < p-he(p) +v

De plus, on peut prendre

2 2

3m 3m

= ((NA +1)(Np +1) degV) et e=p = ((NA + 1)(Np + 1) deg\/)_
DEMONSTRATION :
On reprend la démonstration précédente en posant cette fois-ci ¢ = 2 %¢;2. On utilise

le point (ii) du lemme 1.4.7 et on conclut de la méme fagon en remarquant que Cc(T, e;) est
contenu dans C(F,n). En effet, si a € C(I', ¢) s’écrit b+ c avec b € I' et h(c) < (1 + h(b)),

alors
el = /i) < vy 1 h) < @+ ﬁ@)Sna+wm

Le calcul de p est le méme que dans la démonstration précédente. Le théoréeme 2.1.1 donne
e; = 23AY ou les constantes A et 1) sont données par le point 2.0.3. Avec m > 2, on a
¥ > 7, donc

L QUAZY < (9A)

et en reprenant la démonstration précédente

L 8m2ep
e < (N +1)(Np +1)deg V) .

2

]

On conclut comme la démonstration précédente en remarquant que 8m?yp < m3™
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Finalement, on déduit I’énoncé suivant par récurrence sur dim A.

Théoréme 2.2.3 - [l existe une constante p > 0, un réel € > 0 et une famille finie B de
sous-variétés abéliennes de A ayant la propriété suivante : siT° C A(Q) est un sous-groupe
de rang fini, alors il existe un entier n € N et un réel v > 0 tels que pour tout p € P(Q),

il existe des points ay, ..., a, € V,(Q) vérifiant I'inégalité

~

h(a;) < - he(p) +v

et des sous-variétés abéliennes By, ...,B, € B avec a; + B, C V,, tels que

n

=1

DEMONSTRATION :
On démontrera ce résultat dans un cadre plus général (voir théoréme 4.2.4). l







CHAPITRE 3

LE CAS TORIQUE

L’objectif de ce chapitre est de démontrer les résultats annoncés dans le cas torique.
Ces résultats permettent notamment d’obtenir des résultats sur les équations aux unités.
Pour ne pas alourdir les notations, nous utiliserons la notation additive pour la loi de
groupe sur A = an o Afin de définir une hauteur sur A, on compactifie A en A = <}P>é>g.

Dans la suite, on verra toujours A et A comme plongé via
A<—>A<—>PgA avec Ny =29 -1

ol la deuxiéme immersion est le morphisme de SEGRE. On note L, le faisceau associé a ce
plongement et on considére la hauteur qui lui est associée par le théoréme 1.1.4. Il s’agit
simplement de la hauteur obtenue sur A en utilisant le plongement précédent.

On fixe un schéma projectif et intégre P sur Q, un faisceau £ trés ample sur P et un
plongement P — ng associé a £. On considére également une hauteur he : P(Q) — R

associée a £ et on note h¥ : P(Q) — R la hauteur obtenue en composant le plongement
précédent avec la hauteur de WEIL sur PX*. Comme les hauteurs hge et ¥ sont associées

. . Q
au méme faisceau, on peut considérer

Chaut = sup |he(p) — hg(p)| < +oo. (3.0.1)
pEP(Q)

D’autre part, on dispose a présent d’un plongement
AXP <P x PP Py avec N =(Na+1)(Np+1) -1

ou la deuxiéme immersion est le morphisme de SEGRE. Le degré et la hauteur d’un sous-
schéma fermé de A x P sont définis relativement a ce plongement.

Finalement, on considére un sous-schéma fermé intégre V. < A x P et on note m =
dimV + 1. On introduit les constantes

mdimV
A = (6mdim V)" ™ V2I(Np + 1)(deg V)™, v = [ Bj+1). (3.0.2)

Jj=2

93
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3.1 Inégalité de VOJTA effective dans le cas torique

3.1.1 Enoncé

Rappelons que le théoréme 1.4.2 fournit un sous-schéma fermé Zy de V. Rappelons
que la hauteur h, s’étend a l'espace vectoriel A(Q) ®z R (voir théoréme 1.1.4). L'inégalité
de VOJTA explicite que nous allons démontrer est la suivante.

Théoréme 3.1.1 - Il existe e1,eq,e3, 0 € N* tels que si (a1, p1),. .., (Gm,Pm) € V(Q)
vérifient simultanément les inégalités

@i Aiy1 1
h o < — he(ai1) > ea-hela; h > hola:) > 1-hel(D:

pour tout 1 < i < m —1 et pour tout 1 < j < m , alors il existe i € [1,m] tel que
(a;,p;) € Zyv(Q). De plus, on peut prendre les valeurs

e =20A%, ey =AY, 5= 9gm? dim V' 5 8¢ max(h(V), 1, Cpat) et = 4AY.

On supposera dans la suite que dimV > 0, sans quoi, le résultat est évident. Nous
allons procéder de maniére analogue au cas abélien.

3.1.2 Préliminaires

Comme dans le cas abélien, le faisceau que I'on souhaite utiliser est défini a partir du
morphisme 3 : A™ — A™~! donné sur les points par

Blar, ... am) = (s101 — $2G2, - - .y Sm—1Gm—1 — Smlm)

ot s € (N*)™ On rencontre une nouvelle difficulté : on doit travailler sur un schéma
projectif, mais 3 ne s’étend pas a la compactification A™ de A™. Pour contourner ce
probléme, on va travailler sur une compactification auxiliaire de A™.

On note G I'adhérence du graphe G de 3 dans A?™~!. D’une part, les m premiéres
projections induisent un isomorphisme G — A™ et d’autre part, la projection 3 : G —
A™ 1 sur les m — 1 derniers facteurs étend S.

Nous allons travailler avec le plongement

G x P oy A7 x A7 Py (BH) x (BE)™ Y x (7))

Par restriction, on obtient ainsi un faisceau O(b, ¢, d) sur G x P™ pour chaque b,d € Z™
et ¢ € Z. Par construction, on a les relations suivantes.

O(b,0,0) <®pz £®”> 0(0,1,0) (@pmﬂ > ,
0(0,0,d) ~ q* <®qZ 2®d>
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oip:GxP" =G, q:GxP™ = P" p,....Pyp1:G—Aetq,...,q,: P"—=P
sont les différentes projections.
. . gm . .
On note X%, ngi pour 1 <i<met1l<j<glescoordonnées de (Pé) , Y](-%, YJ(?
g(m_l) i
pour 1 <i<m—1let1l<j < gles coordonnées de <IP’(5> et T,g) pour 1 <i<m

m
et 0 < k < r les coordonnées sur (]P’gp> . Nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 3.1.2 - I] existe une section globale Sg € T'(G x P™, O(2s, —1,0)) qui ne s’annule
pas sur A™ x P™,

DEMONSTRATION :
Il suffit de tirer en arriere la section sur G construite par REMOND dans [32, Partie
3.3], dont on rappelle la construction. Par définition, on dispose sur G des relations

i i) % i+1) St i i\ % i+1) Sttt
(vi) (xi2) (x557) ™ = (wi) (i)~ (")
pour tous 1 < i <m—1et1l < j < g.On définit Sy en imposant pour tout w € {0, 1}9(m=1)
que sa restriction a 'ouvert

Gn ((%)gm x HﬁD (YJ('ZLJ'))

7j=1 =1

Wi, j

g m—1
W\ (x )" M\ (xGD ) (@ )T
1166 6e)™ (T (62" (s5.) (022) ).

ouD (Y%J) est 'ouvert de IP’%—2 ol Yy), _ne s’annule pas, soit

Cette section ne s’annulant pas sur A™, on obtient le résultat. l

3.1.3 Mise en place

On va se placer dans les conditions d’application du théoréme 1.3.4 pour démontrer
notre inégalité de VOJTA. En utilisant un plongement de SEGRE, on définit ¢ : V — Pg

comme la composée
Ve Ax PPy

Rappelons que 'on définit le faisceau £ par £ = +*O(1). On fixe les constantes que nous
allons utiliser pour appliquer le théoréme 1.3.4

m=dim(V)+1, t =3, t,=1 M=2" 6=1 e =1
A partir de ces valeurs, les trois constantes fournies par le point 1.3.1 sont

o =4NY,  cp =AY,y = 29I VASY max(A(V), 1). (3.1.3)
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ot A et ¥ sont données par le point 3.0.2. On fixe un m-uplet § = s € (N*)" avec lequel
on peut appliquer la construction de la partie précédente. On définit V comme ’adhérence
de V™ vu comme un ouvert de G x P. La projection sur les m premiéres coordonnées
donne un morphisme propre et birationnel 7 : ¥V — V™. Avec les notations de la partie
précédente, le faisceau M sur ¥V que nous considérons est

M=0(0,1,s).

De plus, le faisceau N, défini au point 1.3.2 s’écrit avec ces mémes notations
N, = 0O(s,0, ).

On introduit de plus sur V le faisceau
P =0(s,1,s).

Ce faisceau est trés ample sur V puisqu’on peut l'écrire /*O(1) avec un plongement
RS Pgl. On l'obtient en composant le plongement

N m N m—1 N m N
Vo (]P@A> X (IP’@A> X (]P’@P> — Py

ot la derniére fléche est un plongement de SEGRE-VERONESE construit en considérant
les monomes de multidegré (s, 1,...,1,s). Le diagramme suivant résume la situation.

\7, (Pl)gx]}pNP c P

(S

o~ F
(S
oz

On définit j; : P — N®3 comme la multiplication par une section globale non nulle de la
forme

m A\ 285
S © X (T,(;}) € 0(2s,-1,25) on ke [0,Np]™
i=1
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et jo : P @ M® ! < N comme la multiplication par une section globale non nulle de la
forme .

0% (T,ﬁ?) "€ 0(0,0,5) ou K e[0,Np]™

i=1
On définit ¥ comme la famille des sections sur ¥V donnée par

m g

R (XLL,)" on el et we{onn

i=1 (=1

qui est bien de cardinal M et engendre P @ M®~1 = O(s,0,0).

Finalement, I'image par j; de chaque coordonnée de Pg/ est un monoéme en les coor-
données de chaque PY (le produit par Sy élimine la variable Y). D’autre part, 'image par
J2 des éléments de ¥ s’exprime bien comme des polynémes de multidegré s et de hauteurs
au plus |s|.

Remarque 3.1.4 : [l est important de voir que I'on peut choisir j; et jo tels qu’ils soient
des isomorphismes en un point x € V™ fixé préalablement. En effet, la section Sy ne
s’annule pas sur V™ et (0,0, 1) est engendré par ses sections globales.

Le lemme suivant exprime les hauteurs hy : V(Q) — R et hp : V(Q) — R définies au
point 1.3.3 en fonction de hy et h{.

Lemme 3.1.5 - On a les égalités suivantes

(1) Pour tout (a,p) € V(Q), on a he(a,p) = he(a) + hE(p

(i1) Pour tout x € V™(Q) C V(Q) ou l'on écrit x; = (a;,p;) pour 1 <i<m, on a

m—1 m

ha(z) = Z he(sia; — Si+10i41) + Z sihg (pi)-

=1 1=1

DEMONSTRATION :
Le point (i) est immédiat par définition de ¢ et des propriétés classiques du morphisme
de SEGRE. Pour le point (ii), vu la définition de h et de ¢/, on peut écrire

m m—1 m
ha(x) = Z sihe(a;) + Z he(siai — si1i41) + Z silig (pi) — h(E(x)).
i=1 i=1 i=1

En remarquant que les éléments de 3 sont exactement les composantes du plongement

(Pé)gm — (P%g)m — Pg_l ot la seconde fléche est un plongement de SEGRE-VERONESE

construit en considérant les monémes de multidegré s, on obtient
m
h(E() =) sihe(a),
i=1

ce qui termine la démonstration. O
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3.1.4 L’hypothése sur le nombre d’intersection

Nous nous sommes donc placés dans les conditions d’application du théoréme 1.3.4. 11
nous reste a vérifier que 'on dispose de son hypothése sur le nombre d’intersection. On
fixe donc Z = Zq X ... X Z,, un produit de sous-schémas fermés intégres de V. On note
Y, = Z; NV qui est un sous-schéma fermé de A x P. On a Y; = Z;, donc 'adhérence de
Y=Y, x...xY,, dans G x P coincide avec 'adhérence Z de Z N U dans V.

Lemme 3.1.6 - Si Y; ¢ Zv pour 1 <i <m, on a la minoration

[M]dim(Z) LZ > H S;iimzi‘
=1

DEMONSTRATION :

En fait, nous donnerons la démonstration de ce résultat directement dans le chapitre
suivant qui traite le cas général. A ce stade, donnons simplement les éléments de preuve.
On commence par montrer que l'application 8 x Id : Y; X --- x Y,, — A™ 1 x P™ est
génériquement finie ou 5, : A™ — A™ ! est donnée sur les points par

/61(@17 s 7am> - ((11 —az, ..., Qp-1 — am)-

En particulier, si s = (1,...,1) € N*, la restriction de M a Z est le tiré en arriére
d’un diviseur ample par une application qui génériquement coincide avec 31 x Id. Cette
application étant génériquement finie, on obtient donc le résultat dans ce cas.

Finalement, on montre que 'application

(N 5 R, s [M]ImZ. Z

est homogéne en chaque s; de degré dim Z;, ce qui permet de conclure dans le cas général.
m

3.1.5 Démonstration de I'inégalité de VoJTA

On suppose que 'on dispose de points (a,p1), ..., (am, pm) € (V\ Zv)(Q) vérifiant
les inégalités dans les hypotheses du théoréme 3.1.1 avec les constantes ey, ey, e3, 4 € N*
données. Signalons que les constantes ey, es, €3, i1 ont été choisies pour vérifier les inégalités
¢lémentaires suivantes

2 2
e1 =4cy, ex=cy, e3>c3, e3>20Chae et pu=cy,

ou les constantes cq, ¢, c3 sont données par le point 3.1.3. On commence par choisir un
m-uplet s € N* de sorte a obtenir une premiére inégalité de hauteurs.

Lemme 3.1.7 - [] existe s € (N*)™ tel que s;/six1 > € pour 1 <i<m—1 et

m—1 m

2
Z he(si@; — Sit1Giv1) < o Z sihe(a;).
i=1 L]
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DEMONSTRATION :
On définit s € (N*)™ en posant s, = 1 et en choisissant successivement les valeurs
de Sp,-1,...,81 en imposant que s;/s;41 soit l'entier le plus proche de hy(a;i1)/he(a;).

Comme ey € N, on a s;/s;11 > €. De plus, en remarquant que e; > e; (car dimV > 1),
onapouri=1,...,m—1que
1

< §Si+1h€(ai) <

S . he(az‘+1)
Si+1 hz(az‘)

_5i+1h€(ai+1)'

|sihe(ai) — siz1he(aipr)| = siy1he(a;) 9
€1

En utilisant l'inégalité triangulaire et 1'inégalité ci-dessus, on obtient

hela; hy(a;
he(SiGi - 5i+1ai+1) = hy (<3iai - 3i+1%ai) + <5i+1 %Gi - 5i+1ai+1)>
S hé(ai—l-l)
141 he(G/l)
1
< Isihg(a;) — sip1he(aivr)] + 6_13i+1hé(ai+1)
2

< —Si1he(aiy).
€1

<

S; —

a; Ai4+1
helai) + sisahe(ai)h -
t(as) + siahelaihe (haai) hmﬂ))

On obtient I'inégalité cherchée en sommant pour 1 <7 < m — 1. O

On applique la construction de la partie précédente avec le m-uplet s fourni par le
lemme ci-dessus. On souhaite utiliser le théoréme 1.3.4 avec le m-uplet 0 = s. En utilisant
la remarque 3.1.4, on peut choisir j; et jo de sorte qu’ils soient des isomorphismes en
= (21,...,7,) € V*Q) ot ; = (a;,p;), donc que z € U'(Q). L’hypothése du théoréme
1.3.4 est vérifice. En effet, comme x; € (Y; \ Zv), le lemme 3.1.6 s’applique et on obtient
I’hypothése souhaitée. Finalement, comme on a les inégalités

Si/Siy1 > ea=cy et he(w) > he(a;) > he(ar) > ez > cs,

le théoréme 1.3.4 fournit I'inégalité

m

Z Sihg(l‘i) < Cth (CL’)

i=1

En utilisant le lemme 3.1.5, on en déduit

m m m—1 m
Z sihe(a;) + Z sihg(pi) < a1 (Z ho(sia; — Sit10i41) + Z 5%1&”(?@‘)) )
=1 =1 =1 =1

puis en utilisant I'inégalité du lemme 3.1.7, on obtient

m m m

D sihe(a) + ) sih(pi) < 26—01128 he(a;) + a1 Z hg (pi)-

i=1 =1 =1
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De plus, avec les hypothéses du théoréeme 3.1.1 et le point 3.0.1, on obtient
w 1
h,{: (pz) S hﬂ(pz) + Chaut S ;h[(@ﬁ + Chaut;

et par suite

2 —1 -
<1 — ﬁ _ C1 > ZS hg al S C1 — 1)Chaut (Z Si) .
i=1

Finalement, en utilisant e; = 4¢? et u = ¢y, on a l'inégalité

201 Zszhf a/z S 1 — 1)Chaut (; 5i> )

puis en utilisant hy(a;) > ez pour 1 <i<m
€3 S 2C%Chaut7

ce qui fournit une contradiction et achéve la démonstration de 3.1.1.

3.2 Démonstration des énoncés
Si T est un sous-groupe de rang fini de A(Q), rappelons que pour £ > 0, on note
I.={a+b|lacl, be A(Q) et hy(b) <e}

et
C(Tye)={a+blacTl, be A(Q) et heb) <e(l+ hia))}.

3.2.1 Reésultats généraux

En utilisant I'inégalité de VOJTA établie dans la partie précédente, nous allons montrer
le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1 - Il existe une constante u > 0 ayant la propriété suivante : sil’ C A(Q)
est un sous-groupe de rang fini et € > 0 un réel, alors il existe une constante v > 0 telle
que pour tout p € P(Q), on a

Va € (Vp\ZVp)(@)mFEa he(a) < p-he(p) +v

De plus, on peut prendre

3m?2

= (29(Np +1) deg\/)m
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DEMONSTRATION :
L’inégalité de VOJTA (théoréme 3.1.1) fournit des constantes e, e, e3, 1 € R. On fixe

un sous-groupe I' C A(Q) de rang fini et un réel ¢ > 0. Quitte a augmenter es, on suppose
que £ < 2 %eze; . On désigne par (a;, p;)ier 'ensemble des points de (V \ Zv)(Q) tels que

a; € Tey he(a;) >e3 et hela;) > - he(pi)-

Par le point (i) du théoréme 1.1.4, application h, : A(Q) — R s’étend en une norme a

I'espace vectoriel E = A(Q) ®z R. On applique le point (i) du lemme 1.4.7 en prenant
F:F®ZR, leh[, NQIO, 1 = €y, C3 = €3 et n=ec.

Ainsi, on peut recouvrir {a € I'. | hy(a) > ez} par un nombre fini d’ensembles dans chacun
desquels deux points a,b € A(Q) vérifient

(i) =

Comme dans le cas abélien, I'inégalité de VOJTA montre que (hg(a;))ier est majoré par
un réel v/ > e;. On a donc bien l'inégalité de hauteurs annoncée en posant

v=1v—p-min ( inf hg(p),O) :
peP(Q)

Vérifions que la valeur de p annoncée convient. Si dimV = 0, toute valeur de p
convient, on suppose donc dimV > 0 dans la suite. Le théoréme 3.1.1 fournit la valeur
p = 4A% ot A et 1) sont données par le point 3.0.2. En utilisant m = dimV + 1 et
dimV > 1, on obtient

2A = 2(6m dim V)™ 4™ V29(Np + 1)(deg V)*™
< 6™ m*™ 29(Np + 1)(deg V)*™

En remarquant que g > 1 et Np > 1, on a
6™ < [29(Np 4+ 1>~ et m < 29(Np + 1)
ce qui permet d’aboutir a I'inégalité
4m?
27 < (29(1\1P +1) degv) .
Comme 9 > 2, on a donc
Am2ep
= 4AY < (20)¥ < (29(Np +1)deg v) .
On conclut comme dans la démonstration du théoréme 2.2.1 avec

dm*yp < m>.
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On peut a présent montrer le résultat analogue avec C(T', ¢).

Théoréme 3.2.2 - [| existe une constante p > 0 et un réel € > 0 ayant la propriété

suivante : st I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel

que pour tout p € P(Q), on a

Va € (V,\ Zv,)(Q)NCT,e), hela) < p-help) +v.

De plus, on peut prendre

2

3m2 3m

= <29(Np + 1) deg V> et e=pt= (29(Np + 1) deg V>_
DEMONSTRATION :

On reprend la démonstration précédente en posant cette fois-ci ¢ = 27%e; !, puis on
utilise le point (ii) du lemme 1.4.7 qui permet de conclure.

Le calcul de p est le méme que dans la démonstration précédente. Le théoréeme 3.1.1
donne e; = 26A%¥ ou A et v sont données par le point 3.0.2. Avec m > 2, on a b > 5,
donc

871 — 210A21Z) S (2A)21[)7

et en reprenant la démonstration précédente

8m2e)
< <29(Np + 1)deg\/> .

On conclut comme la démonstration précédente en remarquant que 8m2y < m3™” . O]

Finalement, on déduit I’énoncé suivant par récurrence sur g = dim A.

Théoréme 3.2.3 - ] existe une constante > 0, un réel € > 0 et une famille finie B de

sous-tores de A ayant la propriété suivante : si I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini,

alors il existe un entier n € N et un réel v > 0 tels que pour tout p € P(Q), il existe des

points ay, ..., a, € V,(Q) vérifiant l'inégalité

he (ai) < p-he(p) +v

et des sous-tores By,...,B,, € B avec a; + B; C 'V, tels que

n

V(@) NT. = (i + Bi(Q)) NT-.

i=1

DEMONSTRATION :
On démontrera ce résultat dans un cadre plus général (voir théoréme 4.2.4). ]
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3.2.2 Reésultats sur les équations aux unités

Jusqu’a la fin de ce chapitre, on utilisera dorénavant la notation multiplicative pour
la loi de GY,. Si on fixe ay,...,a, € Q* et un groupe I' C (Q*)" de rang fini, 'équation
aux unités associée est

axy + ...+ ax, =1 avec (x1,...,x,) € .. (3.2.4)
Rappelons qu'une solution de cette équation est non dégénérée si

Z a;x; 70  pour tout sous-ensemble non-vide 1 C {1,...,n}.
i€l

En appliquant les résultats précédents, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.2.5 - Il existe une constante p > 0 vérifiant la propriété suivante : si
I' c (@X)n est un sous-groupe de rang fini et € > 0 un réel, alors il existe une constante
v > 0 telle que pour tout (ai,...,a,) € (Q*)", les solutions non dégénérées de 3.2.}
vérifient

he(xy, .. xn) < p-helay, ... a,) + v.

De plus, on peut prendre
12n2

= (4" 2n))en

DEMONSTRATION :
On applique le théoréme 3.2.1 au sous-schéma fermé intégre V de an,@ X GZ,Q d’équa-
tion

ary + ...+ apx, = 1. (3.2.6)

On obtient la valeur de 1 annoncée en remarquant que

2
dimV=2n-1, Np=2"—1, degV = (1 " 1) = (2n)\.

Pour conclure, il suffit de montrer que si X désigne le sous-schéma fermé de G, o d’équa-

tion 3.2.6 avec ay, ..., a, € Q fixés, alors Zx est égal &
DX: U {I€X|Za1$l:0}
1C[1,n] i€l
1£2

On reprend les méthodes de [18, Partie 3]. Si y € Dx, on a

Z a;Y; = 0 et Z a;Y; = 1.

icl igl

pour une partie non vide I de [1,n]. On définit un sous-tore non trivial de G g bar

T:{xeGg’Q}Vil,iQEI, v =y, et Vigl xizl}.
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On a y-T C X, puisque pour tout t € T, on a

i€l i1
d'ou y € Zx et Dx C Zx. Réciproquement, si y € Zx, considérons un sous-tore T non
trivial de G;L%Q de sorte que y - T C X. On note xo, ..., X, les caractéres de G%@ donnés
par

xo(z)=1 et Vie[l,n], xi(z)=uz.

On définit une partie I de [1,n] par
I={ie[L,n]|xiT # Xoir}-
qui est non vide, car T est non trivial. Comme - T C X, on peut écrire
Xo|T = Z(az’yi)Xi\T = (Z aiyi) XolT + Z(aiyi)XHT-
i=1 i¢1 i€l

Par le critére d’indépendance linéaire d’ARTIN, on obtient ainsi

Z a;Y; = 17

il
donc y € Dx et Zx C Dx. O

On peut aussi considérer I’équation suivante.

ax1+ ... +a,x, =1 avec (x1,...,z,) € C(T,¢) (3.2.7)

Dans ce cas 1a, on a le résultat suivant.

Corollaire 3.2.8 - [l existe des constantes p > 0 et € > 0 vérifiant la propriété suivante :
siI' C (Qx)n est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel que pour

tout (ay,...,a,) € (Q*)", les solutions non dégénérées de 3.2.7 vérifient
he(xy, .. xn) < p-helay, ... a,) + v.
De plus, on peut prendre

12n2 1212
o= (4n . (Qn)!)(2n) 2 et e — M_l _ (4n . (2n)!)—(2n) 2 ‘

DEMONSTRATION :
On applique cette fois le théoreme 3.2.1 au sous-schéma fermé intégre V de GJ;, x G7,
d’équation

a1$1+...+an$n:1

et on conclut comme dans la démonstration précédente. O]



CHAPITRE 4

LE CAS GENERAL

Nous allons montrer que les résultats des chapitres 2 et 3 restent vrais sur une variété
semi-abélienne. On fixe donc une variété semi-abélienne A sur Q donnée par une suite
exacte

O—)an7@—>Ai>Ao—>0.

On fixe un faisceau ample et symétrique Ly sur A associé a un plongement ¢y : Ag — PgAO.
Les rappels de la partie 1.2 permettent de définir une compactification A de A, une hauteur

canonique he,, : A(Q) — R associée a un faisceau L., sur A et un plongement
A— A< PgA avec Nj =39(Ny, +1)97 —1

assoCié & Lean. On fixe un schéma projectif et intégre P sur Q. On choisit un faisceau £
ample sur P et une hauteur he : P(Q) — R associée a £. Finalement, on considére un
sous-schéma fermé intégre V< A x P.

4.1 Inégalité de VOITA : le cas général

4.1.1 Enoncé
Dans cette partie, on supposera que le plongement ¢y : Ay — PgAO est tel que
N n
r (P@AO, O(n)) — T (Ao, £5™) (4.1.1)

soit surjective pour tout n € N*. Rappelons que le théoréme 1.4.2 fournit un sous-schéma
fermé Zy de V et que les trois hauteurs hiiy, Rquad €t hean S’étendent a

A(Q) ®Z R =~ (A(@)/A(@)tors) ®Q R

par les théoremes 1.2.11 et 1.2.12. En notant m = dimV + 1, nous allons démontrer
I'inégalité de VOJTA suivante.

65
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Théoréme 4.1.2 - [l existe des réels ey, ea, €3, 1 € N* tels que si (a1,p1), .-+, (am,Pm) €
V(Q) vérifient

Q. a; 1 a; 1
(e Yol (e )
hean(@i)  Pean(@it1) e Pean(a;) hean(@it1) €1

hcan(ai—f—l) 2 6% : hcan(ai)> hcan(al) Z €3, hcan(aj) Z M hS(pj)
pour tout 1 < i < m —1 et pour tout 1 < j < m , alors il existe i € [1,m] tel que

(ai, pi) € Zv(Q).

On supposera dans la suite que dim V > 0, sans quoi, le résultat est évident. Quitte a
remplacer £ par un de ses multiples trés amples, on peut supposer qu’il est associé a un
plongement P — IF’NP On note h% : P(Q) — R et h%, : A(Q) — R les hauteurs obtenues

can
respectivement en composant les plongements P — ]P’gP et A — Pg‘* avec la hauteur de
WEIL. On fixe une constante Cy,,; > 0 telle que

V(a,p) € A(Q) x P(Q),  |hean(a) = hezn(@)] < Chawe et [he(p) = AL (P)] < Chaus

Nous allons procéder comme dans les chapitres 2 et 3.

4.1.2 Préliminaires

On doit combiner les méthodes employées dans les deux derniers chapitres. On fixe un
m-uplet s € (N*)™ et on définit 5 : A™ — A™! donnée sur les points par

Blat, ..., am) = (s7a; — s3as, ..., 5% [Gm_1 — 520m).

On note G l'adhérence du graphe G de § dans A*™~'. D’une part, les m premiéres pro-
jections induisent un isomorphisme G — A™ et d’autre part, la projection 3 : G — A™~!
sur les m — 1 derniers facteurs étend f3.

Nous allons plonger G dans un produit d’espaces projectifs. En utilisant le [33, Lemme
3.1] et la construction qui suit, on obtient un plongement

G AP XBY ob Ny (BN D <

tel que 'image réciproque du faisceau O(1) du deuxiéme facteur est

m—1 m
((X) Proti cnn) ® <® p; f*cg‘?g"iS‘f?) .
=1 i=1

Il reste donc & choisir un plongement projectif pour A”j. Afin de disposer de plus de
liberté, nous n’utilisons pas directement le plongement A — Pg‘* construit a la partie
1.2.4, mais I'avant derniére étape du point 1.2.16 qui fournit

- 3Na,+2\9 N N N
A (IP’Q Ao ) x P s P2 x PR™ ot Np = (3Na, +3)7 - L.
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On obtient ainsi un plongement
~ No m Nag m N1
G (Py)" x (Pg)" x Py

De plus, le morphisme donné sur les points par

((a1,p1), - (am; pm)) = (s1f(ar) £ 52f(az), - - Smorf(am-1) £ smf(am)).

s'étend en 71 : G — AJ""'. Finalement, en utilisant le plongement précédent, les mor-
phismes r_ et r, composés avec un morphisme de SEGRE et le plongement P — ng, on
obtient un plongement

Na,

~ Ny )" m N N N Np \ "
pre(%?) x(IP’Q) xP@le@3xP@3x(PQP>

avec N3 = (N, + 1)™~! — 1. Par restriction, on obtient ainsi un faisceau
Ob,b,c,d, ", d)

sur G x P pour chaque b,V ,d € Z™ et ¢, ¢, " € Z. En particulier, on a par construction

0(0,1,0,0,0,0) ~ p* [ Q) p; f*ﬁo), O(1,-9,0,0,0,0) ~ p’ (®p:£nn)7
i=1 i=1

m—1
O(0, —gns®,1,0,0,0) ~ p’ ®p:n+i£hn>, 0(0,0,0,1,0,0) ~ p* r* Lo,
=1

0(0,0,0,0,0,d) ~q* [ X)a; ):@di) : 0(0,0,0,0,1,0) ~ p* L.
=1

01‘1p:GXPm—>G,q:Gme—>Pm,p1,...,p2m_1 : G%Aetql,...,qm:Pm%Psont
les différentes projections. En notant n = (1,2,...,2,1) € N on a le résultat suivant qui
remplace le lemme 3.1.2 que 1'on a utilisé dans le cas torique.

Lemme 4.1.3 - II eziste sur G x P un morphisme de faisceaux

¢€:0(0,0,1,0,0,0) — O(ns*,0,0,0,0,0)

dont la restriction a G X P est un isomorphisme et par lequel ['image d’une coordonnée de
}P)gl (vue comme section globale de O(0,0,1,0,0,0)) est un mondéme unitaire de multidegré

m
ns® en les coordonnées de <ng> :

DEMONSTRATION :
Il suffit de tirer en arriére le morphisme construit dans [33, lemme 3.2]. O

On note W(i), o ,W(i) les coordonnées du i-éme facteur de (PX2) | X(i), o ,X(i)
0 No Q 0 NAO

pour celles du i-éme facteur de <}P>gAO> ; Vo, ..., VN, et Vi, ..., Vy, celles des deux

. . m
facteurs Pg?’ et T(()Z), o ,Tl(\% les coordonnées du i-éme facteur de (ng> . Le résultat

suivant remplace le lemme 2.1.2 que 'on a utilisé dans le cas abélien.
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Lemme 4.1.4 - I] existe sur G x P un isomorphisme
¢ :0(0,0,0,1,1,0) — 0(0,2ns%0,0,0,0)

et un réel hy ne dépendant que de (Ag, o) ayant la propriété suivante : pour tout d € N
et k € [0,Nu,]™, il existe des polynomes (Pyp)o<ow<n, de multidegré 4dns* en les X@,
dont la famille est de hauteur au plus d|na®|hg et de sorte que si

&g+ O(0,2dns”,0,d, d,0) — O(0,4dns*,0,0,0,0)
est déduit de & par produit tensoriel alors
/ —~ (%) 2dn;53 ®d 1 ®d (1) (m)
f[d} ® (Xk'z > ® Vg ® Vz/ — P€7£I(X g e ,X )
i=1

DEMONSTRATION :

Il suffit de tirer en arriére le morphisme construit dans [33, lemme 3.3]. On peut aussi
se référer a la preuve du lemme 2.1.2 qui donne les détails. Il suffit de poser avec les mémes
notations

- AN\ 2 (21 () \ [ Y
PZ’W - <H <Xl(€i)) > (H Psz‘,si+1,ki,ki+1,fi,2i+1 (X(l)a X(Hl)) ) .
i=1

i=1

Les estimations de hauteurs sont analogues et il suffit de poser hy = haqqa + 10N4, qui ne
dépend que de (Ag, tp). O

4.1.3 Mise en place

On souhaite appliquer le théoréme 1.2 de [35] & Padhérence V de V dans A x P pour
démontrer notre inégalité de VOJTA. En utilisant un plongement de SEGRE, on définit
LV IP)% comme la composée

Ve AxPoPit xPgm 5 Py ot N=(Na+1)(Np+1) - 1.

Rappelons que 'on définit le faisceau £ = ¢*O(1). On fixe les constantes que nous allons
utilisées pour appliquer le théoréme 1.3.4

m=dim(V)+1, t1=9+2, to=4(g+1),
M=(Ny+1)"(Ns+1), 6=2"" et 5=_(g+1)ho

A partir de ces valeurs, le point 1.3.1 fournit trois constantes ¢y, ¢o, c3 € R+ ne dépendant
que des données introduites ci-dessus.

On fixe un m-uplet s € (N*)"™ avec lequel on peut appliquer la construction de la
partie précédente et on note § = ns?. On définit V comme l'adhérence de V™ vu comme
un ouvert de G x P. La projection sur les m premiéres coordonnées donne un morphisme
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propre et birationnel 7 : V — V™. Avec les notations de la partie précédente, le faisceau
M sur V que nous considérons est

M =0(0,—gns*, 1,9+ 1,0, (g + 2)ns?).
Le faisceau N, défini au point 1.3.2 s’écrit avec ces mémes notations
N, = O(ns*,1s%,0,0,0,ns%).
On introduit de plus sur V le faisceau
P =0((g+ 1)ns?, (g +2)1s>,1,0,0, (g + 2)ns?).

Ce faisceau est trés ample sur V puisqu’on peut l'écrire ¢*O(1) avec un plongement
VY — ]P’g'. On l'obtient en composant le plongement

~ N m No m NA m N1 N m
Vo G x (IP’@P> < (]P@) X (]P’@ 0) x PN (P@P>

avec un plongement de SEGRE-VERONESE obtenu en considérant tous les mondémes de
multidegre ((g + 1)ns?, (g + 2)ns?, 1, (g + 2)ns?). Le morphisme £ du lemme 4.1.3 induit
par produit tensoriel une injection j; : P — Nﬁ? et le lemme assure que les images des
coordonnées de Pg/, vues comme des sections de P, sont bien des monoémes unitaires de

multidegré ¢;7s? en les coordonnées de PX.
De plus, on déduit du morphisme &’ donné par le lemme 4.1.4 un isomorphisme

P ME=0((g+1)ns?,2(g + 1)ns®,0,—(g +1),0,0) =~ O((g + 1)ns*,0,0,0,9 + 1,0)

qui nous permet de définir ¥ comme la famille des images réciproques par cet isomor-
phisme des sections

m , ®(g+1)
((@ (WS})MSZ') ®vg,> ou  ke[0,No]J™ et ¢ e[0,Ns].

=1

On définit jo : P @ MOt - N Tg? comme la multiplication par une section globale non
nulle de la forme

= 1\ ®3n;57 A\ ®21;82 o 82 ®(g+1)
QW) e (xD) e ) e v
=1

du faisceau
O(3(g + 1)ns*,2(g + 1)ns>,0,9 + 1,0,4(g + 1)ns?)

avec k € [0,No]™, k € [0,Na,J™, 7 € [0,Np]™ et £ € [0,N3]. En appliquant le lemme
4.1.4 avec d = g + 1, on obtient que les éléments de jo(X) sont des polynomes de mul-
tidegrés tyns? dont la hauteur est majorée par |[ns?|y. (Les termes en W .. W™ et
TM, ..., T n’intervenant que par des mondmes, la hauteur des polyndmes n’est pas
modifiée).
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Remarque 4.1.5 : Il est important de voir que I'on peut choisir j; et j, tels qu’ils soient
des isomorphismes en un point z € V™ fixé préalablement. En effet, le morphisme &
définissant j; est un isomorphisme sur G et on peut choisir la section définissant j, de
sorte a ce qu’elle ne s’annule pas au point z.

Le lemme suivant exprime les hauteurs hy : V(Q) — R et ha : V(Q) — R définies au
point 1.3.3 en fonction des hauteurs déja introduites.

Lemme 4.1.6 - On a les égalités suivantes
(i) Pour tout (a,p) € V(Q), on a he(a,p) = h¥,(a) + h¥(p).
(ii) 1l existe une constante C' € R indépendante de s € (N*)™ telle que pour tout
e V™(Q) C V(Q) ou l'on écrit x; = (a;,p;) pour 1 < i <m, on ait

Z 1in (8705 — 87110i11) + hauad (S50 — Si410i41) + Z nisihg (pi) + [ns?|C'.
P i=1

DEMONSTRATION :
I1 suffit de traiter le cas V. = A x ng, c’est-a-dire quand V = G x ([P’gp)m7 le cas
général s’en déduisant par restriction. On a alors que

h((2)) = h(t"(@)) + 3 ms?hi(p)  on o' G (BY)™ x (PR0)™ x PY!
=1

est le plongement construit précédemment. Or le [33, Lemme 4.2] donne l'existence de C’
de sorte que

h(L//<a)) Z hhn S aj — 7,+1al+1) + hquad(s a; — 31+laz+1> + ’7752|C/

d’otl le résultat. O]

Dans la suite, quitte & augmenter Cy,y, on supposera que Cpay > C'.

4.1.4 L’hypothése sur le nombre d’intersection

Nous nous sommes donc placés dans les conditions d’application du théoréeme 1.3.4. 11
nous reste a vérifier que 'on dispose de son hypothése sur le nombre d’intersection. On
fixe donc Z = Zy X -+ X Z,, un produit de sous-schémas fermés intégres de V. On note
Y, = Z; NV qui est un sous-schéma fermé de A x P. On a Y; = Z;, donc 'adhérence de
Y=Y, x---xY,, dans G x P coincide avec 'adhérence Z de Z N U dans V.

Lemme 4.1.7 - SiY; ¢ Zy pour 1 < i < m, alors le morphisme cy xId : Yy X... XY, —
AL P™ oo ot A™ — A™ L est donné sur les points par
ap(ag,...,am) = (a1 —ag, ..., ap_1 — Q)

est génériquement fini.
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DEMONSTRATION :

Nous allons adapter la démonstration du [32, Lemme 2.1| a notre cas. Il est immédiat
que la fibre contenant un point donné ((ay,p1),. .., (@m,pm)) est formée des points de la
forme ((a1+a,p1), ..., (am+a,py)) ol a est un point de A tel que le m-uplet précédent soit
un point dans (Y1),, X ... X (YY), . Par suite, cette fibre est isomorphe au sous-schéma
fermé

(Yi)py —a) 0o (Y )p, — im)-
Montrons que l'on peut choisir (aq,p1), ..., (am, Pm) Successivement de sorte que

dim((Y1)p, —a1) N...N((Yi)p, — @) <max(0,dimY; — i+ 1).

N’importe quel point convient pour 7 = 1, supposons donc ceci acquis pour 7 — 1 > 1. On
écrit Cq, ..., Cy les composantes irréductibles de dimension maximale de

(Y1)p, —a) oo o0 (Yict)py — @ica)-

Si cette dimension est 0, n’importe quel (a;,p;) € Y; convient. Dans le cas contraire, il
suffit de trouver (a;,p;) € Y; tel que C; ¢ (Y;),, — a; pour tout 1 < j < k. Or, I'ensemble
des points a € (Y;),, tels que a + C; C (Y;),, est un fermé F; de (Y;),,. S’il n'est pas
propre, on a C; C Stab((Y;),,) et par le théoréme 1.4.2, on obtient

(Yi)pi = Z((Yi)pi) = (ZYi)pi - (ZV)pi'

Par hypothése, ceci n’est pas possible pour chaque fibre, donc on peut choisir p; tel que
C; soit propre et il suffit de choisir a; dans (Y;),, \ Ule F; pour conclure.

Comme m = dim(V)+ 1, on a exhibé un point ((ay,p1), ..., (@m, pm)) dont la fibre est
de dimension 0. En utilisant [12, Exercice 11.3.22], on obtient que a4 xId est génériquement

fini. O]

Lemme 4.1.8 - L’application (N*)™ — R, s — [M]ImZ . Z est homogeéne de degré
2dim Z; en chaque s;.

DEMONSTRATION :
Rappelons que Ly, est le faisceau inversible associé au diviseur

g
Lin =A\A =) (Df+Dp).
/=1

On note également Ly un diviseur sur Ag associé a Ly, puis
P;; = (p; +Pj)*L0 —p; Lo — p; Lo.

qui est un diviseur sur Aj’. Avec ces notations, M est associé sur (A x P)™ au diviseur
m—1 m—1
M =p’ (Z(S?pz - S?—i—lpi—i-l)*Llin + Z(fm)*(sipi - Si+1pi+1)*L0>
i=1

=1
+q ((g +2)) misiq; 2)

i=1
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ot p: A" x P™ — A™ q : A" x P™ — P™ p,,...,p,, : A" — A (ou A" — A
selon le contexte) et qy,...,q,, : P™ — P sont les différentes projections. En utilisant le
lemme du déplacement de CHOW, on se raméne a calculer le nombre d’intersection sur
Y =Y; x--- XY, quiest un sous-schéma fermé de (A x P)™. Ainsi le nombre qui nous
intéresse se décompose par multilinéarité en produit d’intersection de termes

(f™)Piiv1,  p; f Lo, (Sfpz’ - 512+1pi+1)* (Dg + D?O) ;o q; £

On a volontairement omis les tirés en arriére par p et q pour plus de clarté. A partir de ce
point, la démonstration est entiérement analogue a celle de [36, Théoréme 5.5]. (On choisit
des formes de CHERN comme VOJTA pour chacun des termes ci-dessus, puis on se raméne
a calculer des intégrales de formes différentielles sur des ouverts bornés de CV). [

Lemme 4.1.9 - SiY; ¢ Zx pour 1 <i <m, on a la minoration

[M]dim(Z) CZ > HS?dimZi.
=1

DEMONSTRATION :

Sis; = 1 pour 1 < i < m, alors la restriction de M a Z est le tiré en arriére
d’un diviseur ample par une application qui génériquement coincide avec a; x Id. Cette
application étant génériquement finie par le lemme 4.1.7, on obtient le résultat. On en
déduit directement le cas général avec le résultat d’homogénéité donné par le lemme
4.1.8. O

4.1.5 Démonstration de l'inégalité de VoJTA

Avec les notations précédentes, on pose
2 2
ey =4cf, ey =cy, ez =max(cz+ Chaut,4¢] - Chaws +1) et p=cy.

On suppose que l'on dispose de points (a1, p1), ..., (am,pm) € (V\ Zyv)(Q) vérifiant les
inégalités dans les hypotheéses du théoréme 4.1.2 avec les constantes ey, es, €3, 4 € N* ci-
dessus. Le lemme suivant permet de choisir un m-uplet s € N* de sorte a obtenir une
premiére inégalité de hauteurs.

Lemme 4.1.10 - I eziste s € (N*)™ tel que s;/six1 > eg pour 1 <i<m —1 et

m—1 9 m
2 2 2
Z hlin(sz‘ Qi — S¢+16Li+1) + hquad(sia'i - 3i+1ai+1) < e_ Z iS5 hcan(az‘)-
i=1 L]
DEMONSTRATION :
On pose s, = 1 et on définit successivement s,,_1, ..., s; en imposant que $;/s;41 soit

Pentier le plus proche de \/hcan(aiﬂ)/hcan(ai). Comme e € N, on a bien s;/s;41 > es.
L’inégalité découle du fait que hy, et \/hquaa vérifie 'inégalité triangulaire et que ey >
e; > 2. Pour plus de détails, voir [33, Lemme 4.1]. ]
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On applique la construction de la partie précédente avec le m-uplet s € (N*)™. Comme
expliqué a la remarque 4.1.5, on peut imposer que j; et j, soient des isomorphismes en
v =(z1,...,7,) € V*(Q) ot z; = (a;,p;), donc x € U'(Q). Avec les notations de la partie
précédente, comme x; € Y; \ Zy, le lemme 4.1.9 donne

[M]dim(Y) LY > H S?diin > 071 Hégliin

vu la valeur de 6. De plus, comme
0i/0it1 > 32/25Hl >e3/2>cy et he(zy) > h% (@) > hean(@i)—Chaut > €3—Chaue > €3,
le théoréme 1.3.4 fournit une seconde inégalité de hauteurs
Znis?hg(xi) < crhpm(x).
i=1
En utilisant les lemmes 4.1.6 et 4.1.10, on obtient

an ?hévan a’l + an 2h‘w pl S _an 2hcan(a1 +CIZ77’LS hg pz) +01Chaut|7]5 ‘
i=1 =1

=1

Ainsi, en utilisant les majorations

h)LZU (pz) S hﬁ(pl) + Chaut S hcan(ai)/ﬂ + Chaut et hcan<az) Chaut < h’can( )

on obtient

2 -1\ «
(1 a ﬂ B - ) Znié’?hcan(ai) < 2Clchaut|7782|7
i=1

puis en substituant les valeurs de e; et de u, on trouve

2C1 ans hcan(az> < 2Clchaut|773 |

ce qui fournit une contradiction avec hean(a;) > es.

4.2 Démonstration des énoncés
Rappelons que si I' € A(Q) est un sous-groupe de rang fini et ¢ > 0 un réel, on note
I.={a+b|acTl, bcA(Q) et hen(b) <e}.

En utilisant I'inégalité de VOJTA établie dans la partie précédente, nous allons montrer
le résultat suivant.
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Théoréme 4.2.1 - [l existe une constante pn > 0 ayant la propriété suivante : siI' C A(Q)
est un sous-groupe de rang fini et € > 0 un réel, alors il existe une constante v > 0 telle
que pour tout p € P(Q), on a

Va € (Vu\Zv,)(Q)NT.,  hean(a) < p-he(p) + v

DEMONSTRATION :

Quitte a remplacer £y par £5?, on peut supposer que I'hypothése 4.1.1 est vérifice
(les hauteurs canoniques selon que 1'on considére £y ou £5* sont comparables). Ainsi,
I'inégalité de VOJTA (théoréme 2.1.1) fournit des constantes ey, e, e3, u € R. On fixe un

sous-groupe I' C A(Q) de rang fini et un réel € > 0. Quitte & augmenter eg, on suppose
que £ < 278eze; % On désigne par (a;, p;)ier 'ensemble des points de (V \ Zv)(Q) tels que

a; S FSa hcan(ai) Z €3 et hcan(ai) Z M hﬁ(pz)

En utilisant les propositions 1.2.11 et 1.2.12, on obtient que hy;y, et hquaq s’é¢tendent en

deux semi-normes a 'espace vectoriel E = A(Q) ®z R. Quitte & augmenter ez, on peut
appliquer le point (i) du lemme 1.4.7 en prenant

F=T®zR, N;=hp, No=4/(9+ Dhquas, c=e, cz=+/e3 et n=+c

Ainsi, on peut recouvrir {a € I'; | hean(a) > ez} par un nombre fini d’ensembles dans

chacun desquels deux points a,b € A(Q) vérifient

| —

< — et

h.( ¢ b ) ! h « 0
fin hcan(a) hcan(b) e e \/m \/m

Comme dans les cas abélien et torique, I'inégalité de VOJTA (Théoréme 4.1.2) montre que
(hecan(@;))ier est majoré par un réel / > 0 et on conclut en posant

< .
e

=N

v=1v— - min ( inf hg(p),O) .
PEP(Q)

De méme, on introduit ’ensemble
CT,e)={a+blacl, be A(Q) et hea(b) <e(1+ hean(a))}.

Nous avons le résultat analogue suivant.

Théoréme 4.2.2 - [| existe une constante pu > 0 et un réel € > 0 ayant la propriété

suivante : st I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe un réel v > 0 tel

que pour tout p € P(Q), on a

Va € (VP\ZVP)(Q)HC(F7€)a hcan(a) < [th(}?)‘i—l/
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DEMONSTRATION :

On reprend la démonstration précédente en posant cette fois-ci ¢ = 278¢;2. On utilise
le point (ii) du lemme 1.4.7 et on conclut de la méme fagon en remarquant que C(I',¢)
est contenu dans C(F,n). En effet, si a € C(I',¢e) s’écrit b+ ¢ avec b € ' et hean(c) <
£(1 + hean(b)), alors

lell = v/Aean(@) < VEVT+ hean8) < 1 (14 Vhean(®) ) < L+ o).

ce qui montre le résultat. O

Pour finir, nous allons montrer le résultat A de 'introduction. Nous aurons besoin du
résultat suivant de REMOND.

Lemme 4.2.3 - Etant donné un entier D > 1, il existe un réel € > 0 tel que pour tout

sous-groupe I' C A(Q) de rang fini, il existe un entier S € N ayant la propriété sutvante.

Pour tout sous-schéma fermé X de A de degré au plus D, l'ensemble (X \ Zx)(Q) N T.
contient au plus S points.

DEMONSTRATION :
Voir [34, Proposition 3]. O

On peut a présent démontrer le résultat suivant par récurrence.

Théoréme 4.2.4 - [l existe une constante p > 0, un réel € > 0 et une famille finie B

de sous-variétés semi-abéliennes de A ayant la propriété suivante : si I C A(Q) est un
sous-groupe de rang fini, alors il existe un entier n € N et un réel v > 0 tels que pour tout

p € P(Q), il existe des points ay,. .., a, € V,(Q) vérifiant 'inégalité
hean (@;) < i~ he(p) +v

et des sous-variétés semi-abéliennes By, ..., B, € B avec a; + B, C V), tels que

n

V,(@QnNT. = U ((Ii =+ BZ(@)) Nnr..

i=1
DEMONSTRATION :

On montre le théoréme par récurrence sur dim A. Si dim A = 0, le résultat est évident,
on suppose donc dans la suite que dim A > 0. En notant W, ... W) les composantes

irréductibles de Zy,, on peut écrire
V=(V\Zy)yuwWdu.. w.

En particulier si I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, on a pour tout p € P(Q) et
tout réel € > 0

Vp(@ N T = ((V,\ 2y, )@ NT.) U (U WH(Q) r€> . (4.2.5)
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Comme 'ensemble {degV, € N | p € P} est fini, le lemme 4.2.3 et le théoréme 4.2.1
montrent le résultat sur le premier membre de cette réunion. Il reste donc a traiter les
autres facteurs de cette réunion, c¢’est-a-dire le cas o V = Zy. Dans ce cas, par le lemme
1.4.4, il existe une sous-variété semi-abélienne B non nulle de A telle que V, + B =V,
pour tout p € P. En notant V' 'image de V par l'application A x P — A/B x P et
en fixant une hauteur canonique b’ : (A/B)(Q) — R, on obtient par hypothése de
récurrence 'existence d’'une constante p/ > 0, d'un réel ¢’ > 0 et d’une famille finie B’ de
sous-variétés semi-abéliennes de A/B vérifiant le théoréme. En notant 7 : A — A/B, on
pose
B={r(B)CA|B ¥}

D’autre part, en appliquant le lemme 1.4.6, on obtient des constantes a > O et 5 > 0
telles que

va' € (A/B)(Q), Fa€(m(d))(Q),  heanla) < iy (d) + B, (4.2.6)

puis la proposition 1.2.14 montre ’existence d’une constante 7 > 0 telle que

Vae AQ), K. (1(a)) <7 hew(a). (4.2.7)

can

1

Vérifions que la constante = /-, le réel e = €’- 77! et la famille 8B conviennent. On fixe

un sous-groupe de rang fini I' C A(Q) et on note I'' 'image de I" par 7. Par hypothése de

récurrence, il existe un entier n € N et une constante v’ > 0 tels que pour tout p € P(Q),

il existe des points aj,...,a;, € V,(Q) avec

Pean (a7) < '~ he(p) + v/ (4.2.8)
et des sous-variétés semi-abéliennes B, ..., B] € B avec a; + B} C V), tels que
V(@ NTL = (af +B{(Q) NI (4.2.9)
i=1

Les points 4.2.6 et 4.2.8 fournissent des points aq, ..., a, € V,(Q) avec
ﬂ-(ai) = (l;» et hcan (az) < M- hﬂ(p) + (O(V/ + B)

De plus, avec le point 4.2.7 on a w(I'.) C I',, donc il suffit de prendre 'image réciproque
du point 4.2.9 par 'application 7 pour conclure. l



CHAPITRE b

EXTENSION D’UN THEOREME DE FALTINGS

L’objectif de ce chapitre est de démontrer le théoréme D et le corollaire E de 'intro-
duction. On fixe une variété abélienne A sur QQ et un faisceau trés ample et symétrique £
sur A associé a un plongement A — Pg‘*. De plus, on suppose que 'application

T (PgA, O(n)) T (A, L") (5.0.1)

est surjective pour tout n € N*. On note h : A(Q) — R la hauteur de NERON-TATE
associée a L.
On fixe un schéma projectif et intéegre P sur @, un faisceau £ trés ample sur P et un

plongement P < ng associé¢ a £. On considére également une hauteur hg : P(Q) — R
associée a £.

Dans la suite, on verra toujours A x P comme un sous-schéma fermé de PgA X ]P)gp.
On note m = dim(A x P) + 1.

5.1 Inégalité de VoOITA

5.1.1 Enoncé et réduction
On considére le plongement de SEGRE

]P’gAX]P)gP‘—HP’g avec N=(Np+1)(Np+1)—1

et on fixe un hyperplan E de Pg. On fixe un corps de nombres sur lequel sont définis A,
P, E ainsi que les plongements A — ]P’gA et P — ng. On obtient ainsi pour chaque place
v € My une distance d, sur PR*(C,) et sur (PR* x PRP)(C,). On fixe une partie finie
S C Mk et on définit pour x € (A x P)(Q) le nombre

ds(z,B) =[] I] du(z.B)* on A, = %
veES WwEMT, ’

wlv

7
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et L est un corps de nombres contenant des coordonnées projectives de x. Par la formule
du degré, le résultat obtenu ne dépend pas du corps de nombres choisi.

Rappelons que la hauteur h s’étend a l'espace vectoriel A(Q) @z R (voir théoréme
1.1.3). Nous allons démontrer I’énoncé suivant.

Théoréme 5.1.1 - Pour tout réel T > 0 et tout réel & > 0, il existe des constantes
e1, €2, e3, 0 > 0 ayant la propriété suivante : il n’existe pas de points xy,..., T, € (A x
P)™(Q) ou x; = (a;, p;) vérifiant simultanément les inégalités

) B(ai—&—l) > e - B(ai), h(ay) > es,

| —

Qj41 <

o g
Vita)  yfhlag)) €

h(aj) > p-he(py), 0 <ds(z;, E) <& -exp <—T ' ﬁ(%‘))

=N

(5.1.2)

pour tout 1 <i<m—1¢et1<j<m. De plus, on peut prendre

(NA + 1)m . 6m2 . m2m
min(7, 1)™ - m!

61:/‘LZ

Avant de passer a la démonstration de ce théoréme, nous allons prouver le corollaire
suivant que nous utiliserons dans la seconde partie. Pour ce corollaire, on suppose que V
est une hypersurface de ]P’gA X ]P’gP donnée par un polynéme bihomogéne de bidegré (r, s)

avec 1, s > 1. Comme précédemment, on définit pour (a,p) € (A x P)(Q) le nombre

R Ly : Qul
ds(a,V,) = dp(a, V)2 ot A, = e
’ gy L-Q

et L. est un corps de nombres contenant des coordonnées projectives de a et p. Comme
précédemment, le choix de L n’influence pas le résultat.

Corollaire 5.1.3 - Pour tout réel 7 > 0 et tout réel & > 0, il existe des constantes
e1, €2, ez, > 0 ayant la propriété suivante : il n’existe pas de points (a1, p1)s- - (O, pm) €
(A x P)™(Q) vérifiant simultanément les inégalités

1

27
€1

iz a; _ Q41
Ve yfhla)

~

h(a;) > p-he(p;), 0<ds(a;,Vy,) <& exp (—7’ . ﬁ(aj)>

pour tout 1 <i<m—1¢et1 <75 <m. De plus, on peut prendre

<

h(aiv1) > €3 h(a;),  h(a) > es

Nay+7\" 7™ 6™ . m2m ¢ Na4+7r\"  pmtl.ogm’ . p2m
e1 = . e — . .
! min(7, 1)™ - m! H Na s -min(7, 1)™ - m!



5.1. Inégalité de VoiTa 79

DEMONSTRATION :
On introduit le plongement de VERONESE modifié de degré r

/ NA+T
P PYA on N = 1.
PA Q Q ou A ( r )

Le plongement A — ng est associé a L' = L®" et il vérifie encore 'hypothése 5.0.1. De

plus, la hauteur de NERON-TATE associée & £ est b/ = r - h. De méme, on introduit le
plongement de VERONESE modifié de degré s

! Na+s
PNa PN oy NG = 1.

Le plongement P — ]P’gp est associé a £ = £%%. On fixe également une hauteur associée
a £ en posant he = s - he. Ainsi, I'image de V par
_ .pNa o, pNp Na o pie
gp-gprapp.PQ XIP’Q ~'—>IP’@ XIP’@
est contenue dans une hypersurface V' de bidegré (1,1). Si on utilise le morphisme de

SEGRE v «
Seg : Pt x Pg” = Py on N =(Ny +1)(Np +1) — 1,
alors Seg(V’) est contenu dans un hyperplan E de IP’%’. On peut donc appliquer le théoréeme

précédent avec ces nouveaux plongements, I'hyperplan E et les constantes

=" ot gl _ T(CardS)/Z . 5

On obtient ainsi des réels e, €5, €5, ' > 0 et on pose

/

.M'

» |3

/ / /
€1 = €4, €2 = €9, €3 =1T-¢€3, n =

Supposons qu’il existe des points xy,...,2z, € (A x P)(Q) vérifiant les hypothéses du
corollaire avec les constantes e, ey, e3, 1 € R. En notant o} = pa(a;), p; = wp(p;) et
2!, = Seg(p(x;)), on a avec le lemme 1.1.7 I'inégalité

d, (7, E) < d, (2}, Seg(V")) < d, (a;,\/;;) .
De plus, en utilisant le lemme 1.1.6, on obtient
do (V) < o (s 0n (V3,)) < V7 - dofaj, Vi)
Ainsi, en prenant le produit sur les différentes places, on obtient I'inégalité
0 < ds(af, E) < (@92 dg(a;,V,,),
puis
0 <ds(z},E) <& -exp <—T’ : ﬁ(aj)> ,

donc les points (1, . . ., x,,) vérifient les inégalités du théoréme 5.1.1, d’ou la contradiction.
Ainsi les constantes ci-dessus conviennent. De plus, en utilisant les valeurs effectives pour
e1 et u du théoréme précédent, on obtient les valeurs annoncées. l

Le reste de cette partie est consacré a la démonstration du théoréme ci-dessus.



80 Chapitre 5. Extension d’un théoréme de FALTINGS

5.1.2 Généralités sur la démonstration
Notations

Dans la suite, on supposera toujours que 0 < 7 < 1, ce qui est suffisant pour établir le
résultat (Plus 7 > 0 est petit, plus la condition sur les points est faible). On commence
par construire un automorphisme x de Pg afin de se ramener au cas ou E a une équation

simple. On note Wy, ..., Wy les coordonnées de Pg. Quitte & permuter les coordonnées
(ce qui ne modifie pas la distance et la hauteur) de Pg, on peut choisir une équation de
I’hyperplan E dans Pg sous la forme

F=Wo+ fiW;+...+ [nWx.

On note alors x : ]P’g — ]P’g I’automorphisme associé a la matrice

L fi fo 0 NN
0 1 o --- 0
M =
: -~ 1 0
0O -+ -~ 0 1
On a x(E) = Z(Wy) et le lemme suivant permet de comparer les distances que nous

utiliserons.
Lemme 5.1.4 - Pour tout v € Mg et tout x € PR(C,), on a

DEMONSTRATION :
D’une part, si # € PX(C,), le lemme 1.1.5 permet d’écrire

F(z)l, |20
() 2Wo) = L o2 (L, )
D’autre part, en écrivant # = x~*(x(z)), on obtient
#ll20 < (N4 1) [E, - [[x(2) 2,0,
puis en utilisant I'inégalité élémentaire
IFll20 < (N +1)%72 - [F,,
on obtient le résultat. O

On note p : A X P — IP’% la composée de y avec le plongement

AXP o P x PP Py avee N=(Na+1)(Np+1) -1
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ol la seconde fleche est le morphisme de SEGRE. La hauteur et le degré d’un sous-schéma
fermé de A x P seront pris relativement a ce plongement . On note he AQ) - R
et h% : P(Q) — R les hauteurs de WEIL induites respectivement par les plongements
A — ]P’gA et P — ng et on fixe une constante Cy,, > 0 telle que

Y(a,p) € (A x P)(Q), |iL(a) — fzw(a)| < Chaut €t |he(p) — hE(P)| < Chaws.  (5.1.5)
On considére également les hauteurs sur A x P données par
h(a,p) = h(a) + he(p) et h*(a,p) = h*(a) + h¥(p).

On fixe également deux nombres réels qui permettront d’appliquer la méthode de
VOJTA. On définit le réel 0 < ¢ < 1 par

o 1 m! . ( T )m
2 (Na+1)m14+1 \m-dim(A xP)-6m
ce qui permet de choisir un nombre rationnel 0 < § < 1 vérifiant
S §m cdim(AxP)
M S (Nat D 1) (65D - dim(A x P))"

Remarquons que les valeurs effectives des constantes e; et y dans le théoréme 5.1.1 ont
été choisies pour vérifier les inégalités

(5.1.6)

3 3
ep>— et p>-—. (5.1.7)
€ 3

Cela se déduit directement en remarquant que ’on a toujours l'inégalité

(Na+1)">6((Ny+1)""+1) (1 — %)m

car Ny > 2 et m > 2.

Stratégie

Nous allons démontrer I'inégalité de VOJTA en raisonnant par I’absurde. On dit qu'un
point z = (x1,...,2,) € (A x P)™(Q) ot z; = (a;, p;) vérifie Cond(ey, e, e3, 1) s'il vérifie
les inégalités du point 5.1.2. On commence par associer a un tel point z, un m-uplet
d’entiers s. Dans la suite, on supposera toujours que es; > €1 et que ey € N.

Lemme 5.1.8 - Siz € (AxP)™(Q) vérifie Cond(ey, e, €3, ), alors il existe s € (N\{0})™
vérifiant s;/s;1 > ey, les inégalités

1N\2% A 2i-2
(1 + —) s1-h(a1) < s7-h(a;) < (1 + —> s1 - h(ay)

262

pour tout 1 <t <m —1 et

—1 m

~ 3 ~
h(siai — siy10i41) < — Z sih(a;).
1

1 i=1

3

2
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DEMONSTRATION :
On note dans cette démonstration || - || = Vh qui vérifie I'inégalité triangulaire. On
pose S, = 1 et on définit successivement s,,_1,...,s; de sorte que s;/s;,; soit I'entier le

plus proche de ||a;+1]|/[|a;]|. D'une part, comme ey est un entier, on a s; > ey - s;41 et
d’autre part, I'inégalité

1 1 .
Sivillaie ]l = sillaill| < Ssipallaill < 5—min(si|ail], sisallail]) -
2 262
donne la seconde affirmation. La fin est identique a la démonstration du lemme 2.1.8. [

Ainsi, & chaque point x € (A x P)™(Q) vérifiant les conditions de 5.1.1, on a associé
un m-uplet s € N”. On dit qu'un sous-schéma fermé X = X; x ... x X, de (A x P)™
vérifie Cond(cq, 2, x) si

(i) Pour tout 1 < i < m, le schéma X; est intégre et z; € X;(Q).
(ii) On a les inégalités

Vie[lm], degX;<ci et > sf-h(Xi) <c (Z s$> . (5.1.9)
i=1 i=1
La méthode de VOJTA est alors la suivante. On fixe un point z € (A x P)™(Q) vérifiant
Cond(ey, e, e3, it). En partant de (A x P)™ qui vérifie Cond(cy, ¢z, z) avec

cp =deg(AXxP) et ¢y=h(AXxP),

on va construire une suite strictement décroissante de sous-schémas fermés X = X; x
. X X, de (A x P)™ vérifiant Cond(cq, ¢2, z). Le point important est que les constantes
€, €3, 1 et co ne dépendent que de la liste

AP, E A — PgA, P — ng, Chauts 7> &, dim Xy, . .., dim X,, (5.1.10)

mais pas de x;, s; et X; pour 1 < i < m. Plus précisément, on va montrer que pour tous
réels ¢; > 0, ¢ > 0 et tout m-uplet u € N™, il existe des constantes ey, es, €3, 11, ¢}, 5 > 0 de
sorte que si x € (AxP)™(Q) est un point vérifiant Cond(ey, ey, €3, 1) et si X = Xy x- - x X,
est un sous-schéma fermé de (A x P)™ vérifiant Cond(cy, o, ) et u; = dimX; pour
1 < i < 'm, alors on peut construire un sous-schéma fermé strict X’ = X x --- x X/ de
X vérifiant Cond (¢}, &, ).

Finalement, on itére le procédé jusqu’a ce que I'un des X; soit réduit & {z;}. On obtient
alors par le point 5.1.5

2 h(a;) < 57+ h(z;) < s2(h"(x;) + 2Chaut) < 57 - (A(X;) + 2Chaut),

J
puis en utilisant le point 5.1.9 et le lemme 5.1.8, on obtient

1 2—2j .
(1 + _) S% . h(al) S (mcz -+ 2Chaut)S%
Finalement, on a R
h( ) (mCQ + 2Chaut)22m ?
(

ce qui fournit une contradlctlon En augmentant es, le membre de droite reste inchangé
car ¢; ne dépend que de la liste 5.1.10).
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Application de la stratégie et réduction

Pour appliquer la stratégie décrite ci-dessus, nous suivons essentiellement REMOND
dans [30] et [35]. On fixe un point x € (A x P)™(Q) vérifiant Cond(ey, e, €3, 1) et on
suppose que 'on a construit un sous-schéma fermé X = X; x ... x X, de (A x P)™
vérifiant Cond(cy, ¢g) ol ¢; et ¢ ne dépendent que de la liste 5.1.10. On note u; = dim X,
D, =degX; et u=1uy+ ...+ Up.

Remarque 5.1.11 : Notre objectif est de montrer que : quitte a augmenter e, et es, il
existe des constantes ¢}, c, € R ne dépendant que de la liste 5.1.10 et un sous-schéma
fermé strict X' = X| x ... x X! de X vérifiant Cond(c], c}). Dans la suite, la constante
¢ € R dépendra toujours uniquement de la liste 5.1.10, méme si ce n’est pas précisé. De
plus, la constante ¢’ pourra changer d’une ligne a I'autre dans les inégalités, tant qu’elle
ne dépend que de la liste 5.1.10.

Par hypothése sur la distance de z; & E | on a ¢(x;) € ¢(X;) \ Z(Wy), donc ¢(X;) ¢
Z(Wjy). On peut donc appliquer le lemme 1.3.6 a chaque ¢; : X; < IP’% qui donne une
matrice M; € GLyxy1(Z) dont les coefficients sont bornés par max(D;/2,1) de sorte que
le morphisme associé y; : Pg — IP’% fait de x; o ¢; un plongement adapté a X; et fixe la
coordonnée Wy. '

De plus, par le lemme 1.3.7, on obtient des polynomes Pg-l) pour 1 <i:<metu;+1<
J < N. On note B; la famille de leurs coefficients a i fixé et on désigne par Q; la dérivée
de Pffi) 41 par rapport a la derniere variable.

On note W(()i), e >W1(\? les coordonnées de ]P’g et on fixe des coordonnées projectives
(x((f), e ,xl(\?) de x; o p(z;) dans Pg. On choisit également un corps de nombres L conte-
nant K, les xg.i) et les B;. On note 7; : X; — IP’ZS le morphisme fini défini par W(()i), . ,Wq(fi).
L’hypothése sur la distance se traduit en une inégalité simple sur les coordonnées fixées
de x; o p(x;).

Lemme 5.1.12 - [I existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout 1 < i < m, on a
[inégalité

) Ay

o |
—1;’) < -exp (—7’ : h(ai)> :

o<]] II

(
veES wEMY, max ‘l’j
wlv J

w

DEMONSTRATION :
Par le lemme 1.1.5, on a

2],

H%‘sz

= dy(xi 0 p(@:), Z(WG)) = du(p(@:), Z(Wg)) - (%) |

D’autre part, on a par un calcul direct

lo(@) 2 < (N + 1)/ M7y - [Ix 0 9(2) |20
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En utilisant le lemme 5.1.4 et en passant de la norme 2 a la norme infinie, on obtient ainsi
la majoration

max
J

< (N+ )2 - [F2 - My - do(2s, E).
xgl)

w

En prenant le produit sur les places, en majorant, et en utilisant les conditions sur x, on
obtient le résultat. (Comme M; est a coefficients entiers et bornés par max(D;/2, 1), on
peut borner les numérateurs et dénominateurs des coefficients de M; ! avec la formule de
la comatrice, donc on peut majorer le terme correspondant par une constante ¢’). O

En suivant REMOND, on se raméne & la construction d’un polynéme avec le lemme
suivant.

Proposition 5.1.13 - I eziste une constante ¢’ > 0 et un couple (¢,U) ou 1 <l <m et
U un polyndome homogene de (@[W((f), . ,W&i)] vérifiant

(i) xe(ze) € Z(U),

(ii) xe(Xe) € Z(U),

(111) degU < ¢},

(iv) si-h(U) < ¢ - (Z 8?),

=1

En effet, si I'on suppose que la proposition précédente est vérifiée, il suffit de poser
X! = X; pour i # { et de définir X, comme une composante irréductible de X, N x,(Z(U)).
On controdle alors le degré et la hauteur de X7,..., X! en utilisant le théoréme de BE-
ZOUT géométrique et arithmétique. (Pour une démonstration détaillée, voir |35, proposi-
tion 3.1]). On en déduit que l'on peut écarter quelques cas particuliers pour lesquels les
méthodes utilisées dans la suite ne s’applique pas.

Corollaire 5.1.14 - Pour chaque 1 < i < m, on peut supposer que
(i) Le morphisme m; : X; — Py est étale en x;,
(i1) x ) £ 0 pour tout 1 <i<m et0<j<u,

(11i) pour tout 1 <1 <'m,

Qu (0,0, a.49,) #0.

DEMONSTRATION :

La démonstration est identique a celle du [35, Corollaire 3.2]. Si le premier point n’est
pas vérifié, on peut appliquer la proposition précédente en prenant pour U le discriminant
du polyndéme irréductible en Z donné par

PO, (wg>, WO, z) .
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Pour le point (ii), il suffit de considérer Wj(-i), tandis que le dernier point est une consé-
quence du point (i). O

On suppose donc dans la suite que les assertions du corollaire sont vérifiées.

5.1.3 Construction d’une section globale

Pour démontrer la proposition 5.1.13, nous allons construire une section globale de
petite hauteur d’un faisceau sur X. On commence par introduire quelques notations.
On note ry : X™ — A™~! le morphisme donné sur les points par

((a17p1)7 SRR (am7pm)) = (Slal + 5202, .« ., Sm—10m—1 + Smam)‘

En utilisant les plongements A — Pg‘*, les morphismes r_ et r, composés avec un mor-

phisme de SEGRE et le plongement P —» ]P’gp, on obtient un plongement
X o (PgA) x (Pg?*> X (IP’g/A> X (ng) avec  Nj = (N + 1)1 — 1.

Par restriction, on obtient ainsi un faisceau O(b, ¢, ¢, d) sur X pour chaque b,d € Z™ et
¢, € Z. Par construction, on a les relations suivantes.

m—1
O(b,0,0,0) <® p; £®b> 0(0,1,0,0) ~ p* <®(Sz P; —Sit1 Pi+1)*£) ;

=1
m—1

0(0,0,0,d) ~q" <® q; 2®d> 0(0,0,1,0) ~p* <®(Si D; +Sit1 pi+1)*£> :
=1

oup: A" xXP" 5 A" q: A" xP" = P" p,...,p,, A" > Aetq,...,q, :P"—=P
sont les différentes projections. Avec ces notations, le faisceau que nous allons étudier est
défini pour d € N vérifiant de € Z par

L(e,s,d) = O(ens®, 1,0, (2 + e)ns?)®7. (5.1.15)
On note Xéi), e ,XI(\Z& les coordonnées du i-éme facteur de (]P)gA> , puis Vo, ..., Vy, et
Vi, .. ,V{\IA pour les deux espaces projectifs intermédiaires et Tgi), e 7T1(\2> les coordon-

m
nées du i-éme facteur (ng>

Complexe de FALTINGS

Pour construire une section globale du faisceau L(g, s,d), on va appliquer un lemme
de SIEGEL. Pour cela, nous allons construire une suite exacte de faisceaux dont le noyau
est L(e,s,d). Cette suite exacte est communément appelé complexe de FALTINGS. On
commence par définir

L, s,d) > P Mle,s,d) o Mle,s,d) = O((2+e)dns?,0,0, (2 + )dns?)
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et la composante k € [0, N,] de ® est £ — £ ® V,® (On arrive bien dans M(e, s, d) par
le théoréme du cube). On définit ensuite

EBM £,s,d) —> @ N(e,s,d) ot N(es,d) =0((4+¢e)dns* 0,0, (2 + )dns?)
k1,ka2,k3

et la composante (kq, ko, k3) € [0, N,]? est donnée par
(G & ®VE @ V¥ — &, @ Vil e V),

Par construction, on a ainsi une suite exacte de faisceaux sur X

OHE(&Sd—)@Mesd @Nssd

k1,k2,ks3

Nous aurons besoin d’imposer une condition supplémentaire sur la section globale que
I’'on cherche. On dira qu’une section globale d'un faisceau sur X a un indice d’annulation
supérieur a § le long de E™ (relativement a ds?), si elle est dans le faisceau d’idéaux
engendré par les sections induites sur X par les polyndémes

(W((]l))jl . (Wém))jm avec Zm: j; > 0. (5.1.16)
i=1

On notera I's (X, -) le sous-espace vectoriel de I' (X, -) correspondant. En particulier, on
obtient par restriction, une nouvelle suite exacte

0 — T5 (X, L(e, 5,d)) > @ Ts (X, M(e,5,d) = @) T (X.N(e,s,d)).

k1,k2,ks

Nous allons chercher la section souhaitée sous une forme polynomiale. Pour cela, on in-
troduit "application

0: QW= @r ((1@5’)’”,0(@)) - P rX.o@). (5.1.17)

aeN™ aeN™
On note & le sous-espace vectoriel de Q[W] formé des polynémes P multihomogénes de
multidegré (2 + €)dns?- et vérifiant pour tout 1 < i < m les relations

( Vj € [ui +2,N], degymP =0 ) et degym P <D,
J

u+1

On dit également qu’un polynéme de QW™ ..., W(™] a un indice d’annulation supérieur
a 0 le long de E™ s’il est contenu dans 'idéal engendré par les monomes vérifiant le point
5.1.16. On note &s le sous-espace vectoriel de £ correspondant. Les plongements étant
adaptés, les restrictions de © induisent des applications injectives

E=T(X, M(e,s,d)) et & — Ts(X, Mg, s,d))

On dit qu'une section f € I's(X, L(g, s,d)) est représentée par une famille de polynémes
(Fk)k - 55 si
O(f) = (O(F))x

dans I's (X, M(e, s,d)). Avec ces notations, nous allons montrer le résultat suivant.
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Proposition 5.1.18 - [] existe une constante ¢’ > 0 telle que pour tout d suffisamment
grand et divisible, il existe une section f € I's(X, L(e, s,d)) non nulle représentée par une
famille de polynome (Fy), C & vérifiant

m

h((Fy)y) <cd (Z S?) + o(d).

=1

Pour cela, on introduit le morphisme donné par la composée

VP& - Prs (X Me,s,d) — P T'(XNe,s,d)

k1,k2,k3

ou O est appliqué sur chaque facteur de la somme directe. Nous allons appliquer le lemme
de SIEGEL suivant & ce morphisme pour obtenir le résultat.

Lemme 5.1.19 - Pour tout corps de nombres K, il existe une constante Cs(K) telle que
pour toute matrice A € M, ,(K) avec m < n, il existe X € K™\ {0} vérifiant AX =0 et

m n
h(X) < h(A;) +1 Cs(K).
00 = (L ) + 1o ) + " Cu(1)
DEMONSTRATION :
Voir |3, Lemme de SIEGEL]. O

Ainsi, nous devons majorer I'exposant de DIRICHLET (c’est a dire m/(n — m)) du
systéme induit par ¥’, puis nous devons exhiber des équations décrivant Ker W’ de hauteurs
controlées et dont les coefficients sont dans un corps de nombres indépendant de d.

Majoration de I’exposant de DIRICHLET
Nous allons estimer la dimension du noyau de ¥’'. On commence donc par minorer la

dimension de I'(X, L(g, s,d)).

Lemme 5.1.20 - Si d est suffisamment divisible, on a

dimT (X, L(e, 5,d)) > " [ J(ds?)" - — +old").
i=1 v
DEMONSTRATION :
On adapte la démonstration de FALTINGS dans [10, Partie 6]. Comme le faisceau
L(e,s,1) est ample (car O(1,0,0, 1) est ample et O(0, 1,0, 2ns?) est numériquement effec-
tif), on a par le théoréme de RIEMANN-ROCH asymptotique pour d suffisamment divisible

L(e, s, 1)*- X

dimT' (X, L(g, s,d)) = "

d“ + o(d").
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En notant £; = p*p; Ly et £, = p*p; £, on remarque que

7

(e 20 t) " T (0 mis —sem) £ 2707)

i=2
52 s2) ¥2 " " « ;52\ Wi
> 52D, ((C? ’® 2§>2n2 2) : H (q (Si-1Pim1 —5:iP;) L ® 2?277 > )
i=3
2 m 2\ Uj
> (H S?UiDz) : H (q*(Si—l Pi1 —5iP;) L& Sz@msi)
i=1 i=3

m
> > HsfufD,-.
=1

Or les faisceaux définissant L(e, s, d) sont tous numériquement effectifs, donc avec la
formule du multinéme et la minoration ci-dessus, on obtient

m
u
L(e,s,1)" > i [ s2D;.
( ) _(ul,...,um) 2,1_[12 !
En combinant les deux inégalités précédentes, on obtient le résultat. l

Nous allons a présent minorer la dimension de I's(X, L(¢, s, d)).

Lemme 5.1.21 - On a la minoration

5m . il D;
dim T (X, L(g, 5,d)) > dimT (X, L(e, 5,d)) — — - 6™ P TT(ds])" ——— + o(d").

m! Pl (u; — 1)!

DEMONSTRATION :
On adapte la démonstration de FALTINGS dans [10, Partie 6]. On note Y = Y; x ... x

Yo,ouVY;, =% (Wé“) N X;, ainsi que /¢; la section induite sur X par le polynéme W((f).

L’idéal Zs de Ox définissant la condition d’avoir un indice d’au moins J est engendré par
les sections

'@ @ P avec 23;225.
=1

d
Comme les ¢; forment une suite réguliére et que la somme ci-dessus ne peut prendre qu'un
nombre fini de valeurs entre 0 et §, on obtient une filtration de la forme

Ox/Zs — Ox/ZLs, — Ox/ZLs, , — ... = Ox/ILs, — 0

ol les noyaux successifs sont isomorphes a des faisceaux de la forme

(@)

ou .
L~ (s?
i=1 ?

Y
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D’aprés le lemme 1.4.8, le nombre de tel m-uplet est au plus
2y ds? am
pou H s; + o(d™).
i=1

D’autre part, en injectant le faisceau L(e,s,d) dans M(e,s,d) sur Y comme dans la
construction du complexe de FALTINGS, on peut majorer la dimension des noyaux suc-
cessifs par

. m .~ degy;
. ] 2 dimY; v~
dim T (Y, M(e, 5,d) = | [(@ +)dns) ™ =)

i=1

+ O(dm+dimy).

Ainsi, on obtient que le nombre de conditions sur f € I'(X, L(g, s, d)) pour avoir un indice
d’annulation supérieur a d est majoré par

DYy a v degV; -
e d 2 2) d : 2\dimY; ¢ dm+d1mY )
— (1} sz) [1(@+e)dnis?) Gy, )

i=1

En utilisant dimY; = u; — 1 (car z; € X; \ E), degY; = D; et (24 ¢)n; < 6, on obtient
que ce nombre est majoré par

om , - D,
e 6md1m(A><P) X d 2y uy i v
ml E( ) o
ce qui donne le résultat. O

Nous aurons aussi besoin de connaitre la dimension de &;.

Lemme 5.1.22 - On a la minoration

m m

. . Y mdim(AxP) 2\ u; DZ u
dim & > dimé& — — -6 -E(dsi) m+o(d ).
DEMONSTRATION :
On doit dénombrer le cardinal de ’ensemble des

MDAy e TT (N x [0,D; — 1] x {oyN—7)

i=1
vérifiant

20 <5 et Vie[l,m], |NO|=(2+ ¢e)dmys?.

%
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possibilités. On choisit ensuite les )\gi) vérifiant la condition souhaitée. Par le lemme 1.4.8,
on a

m m
2
— [ ds? +o(dm)
i=1
choix possibles. Finalement, il reste a choisir pour tout ¢ un m-uplet

ADAD) e N% tel que Z AD = (24 e)dnps? — AP — A0

Ui41°

Le nombre de choix possibles est

ﬁ (“ + (24 e)dnis? — A — ML - 1> ﬁ (@ edms)™ o(d“™™)

ul—l uz_l

i=1 =1

Ainsi, en multipliant les trois possibilités, puis en majorant comme dans le lemme précé-
dent, on trouve le résultat. l

Lemme 5.1.23 - [] existe une constante 0 < ¢’ < 1 telle que
: / / = 2\u; DZ U
dim Ker 0" > ¢ - H(dsi) il + o(d").
i=1

DEMONSTRATION :
Le noyau de W’ est isomorphe a

(@@ (&) ) N® (T5(X, L(e, 5.d))) € EPT(X, M(e, s,d))

et comme les applications ® et O |¢, sont injectives, on obtient par la formule de GRASS-
MANN, la minoration

dim Ker ¥ > dim T'5(X, L(e, 5,d)) + (Ny + 1)™" ! [dim & — dim ['(X, M(e, s,d))] .

D’une part, par le théoréme de RIEMANN-ROCH asymptotique, on a pour d suffisamment

divisible

M(e, s, d)4mX . X
(dim X)!

H ((2 + &)dn;s? u‘—i—o(d“).

dimI' (X, M(e, s,d)) =

o(d")

7.

et en raisonnant comme dans la démonstration du lemme précédent, on obtient la méme
formule pour dim&. Ainsi en utilisant le lemme 5.1.22, la dimension de Ker ¥’ est au
moins

m m

dim F(;(X, 5(57 s, d)) _ % . (NA + 1)m—1 . 6mdim(A><P) X H(dSZ)ui

i
i=1

D;

(ui . 1)' + O(du)>
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puis avec le lemme 5.1.21, on obtient la minoration

m m

dim (X, £(c, 5, d)) — % (N + 1) 1) Gramom) . T (ds?) ™ —— + o(d?),

=1

Finalement avec le lemme 5.1.20 et en minorant, on obtient

im(AXx o™ m— im(Ax : m . U; DZ u
<€d (AxP) _ i [(Na+ 1) 4+ 1] - (65™P) dim(A x P)) > (H(ds?) ﬁ) +o(d"),

puis en utilisant le point 5.1.6, on obtient le résultat. O]

Finalement, on peut majorer I'exposant de DIRICHLET. On a

m (Na + 1)™ 1 dim & — dim Ker ¥/ < (Npy + 1) tdim & B

= 1
n—m dim Ker ¥’ - dim Ker W’ ’
que 'on peut majorer avec les résultats ci-dessus par
N 1)ym—1. 6mdim(A><P)
(Nat 1) —1+o(1). (5.1.24)

C/
Construction des équations

Dans cette partie, on montre que l'on se trouve dans la méme situation que la dé-
monstration du [35, Proposition 4.2], ce qui permet de construire des équations décrivant
Ker ¥’'. Rappelons que I'on a défini 'application © au point 5.1.17.

Lemme 5.1.25 - [l existe une constante ¢’ > 0 et une famille de polynoémes (PM’)OSM’SNg

de multidegré 4ns® en les W9 et de hauteur au plus d|s?| telle que le noyau de V' est
décrit par les équations

Vki, ko, ks € [0,N}],  © (Fy, -Pﬁ%kg —Fy, -Pihkg) =0.

DEMONSTRATION :
Par définition de ¥, les équations sont

kl? k27 ks € [[Oa ;X]]a G(Fkl) ® Vl?;d ® v;€3®d - G(sz) & ng ® v;<:3®d =0.

On choisit une section globale non nulle sur X de la forme

m

reloNy], (X0

i=1

Le lemme 2.1.2 fournit des polynomes (Qgp)o<er<ny, de multidegré 4dns® en les X et
de hauteur au plus ’d - |s?| de sorte que si on multiplie chaque équation par la section
ci-dessus, on obtient

O(Fr) ® QL 1, XV, XM) —O(Fy,) @ QF, 4, (XW,....XM™) = 0.
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En multipliant chacun des Qg (X(l), e ,X(m)) par une section globale non nulle sur X
de la forme
= ; 4 ,L'S?
e 0Ny @ (T) ™
i=1

on obtient des polynomes Ry en les variables X® . T®  Ces polynomes sont homogeénes
de multidegré 4ns? et les estimations de hauteurs restent inchangées. Finalement, il suffit
de poser

Pro (WO, W) =Ry (M- M7 WO M M W)

Le multidegré de P,y est bien 4ns? et comme M est fixé au départ et que les coefficients
de M; sont des entiers bornés par D;, on obtient I'estimation de hauteur souhaitée. O

Si F est une forme linéaire sur &, on l'identifie a ces coefficients dans la base fixée de
Es. En particulier, cela permet de définir la hauteur de F et le corps de nombres engendré
par F. Le lemme précédent permet d’appliquer la méthode de REMOND pour obtenir des
équations de hauteurs controlées.

Lemme 5.1.26 - [] existe une constante ¢’ > 0 ne dépendant que de la liste 5.1.10 ayant
la propriété suivante : pour tout d € N suffisamment divisible, il existe des formes linéaires
Fi,...,Fy sur & décrivant Ker(V') telles que Q(Fy, ..., Fy) soit indépendant de d et dont
la hauteur vérifie

h(Fy,...,Fy) < dd (i sf) + o(d).

=1

DEMONSTRATION :

En utilisant le lemme précédent, la démonstration est analogue a celle [30, Partie 5.5]
ou a la seconde partie de la preuve de la proposition |35, Proposition 4.2]. O
Conclusion

On peut a présent démontrer la proposition 5.1.18 en appliquant le lemme de SIEGEL
(Lemme 5.1.19). Le point 5.1.24 majore 'exposant de DIRICHLET par une constante ne
dépendant que de la liste 5.1.10, tandis que le lemme précédent majore la hauteur du
systéme et montre que Cs(Q(Fy,...,Fp)) = o(d).

5.1.4 Minoration de I’indice

Dans cette partie, nous allons prouver que la section f construite dans la partie pré-
cédente s’annule avec un indice élevé en x. On suit essentiellement [35, Partie 5|, mais on
doit modifier quelques estimations. Comme le morphisme

. U1 Um,
7T.X—>IP’© X...XIP’@
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est étale au point x, on peut trouver un voisinage ouvert de x dans X au-dessus duquel
Q0x/q ait pour base la famille (dv](-l))m avec 1 < i <metl <j <u; On note 8%@ les

dérivations correspondantes qui sont données par

%” (”j('f ) =608

On pose pour tout élément k € N“1 x ... x N¥»

Avec ces notations, rappelons comment on définit I'indice de f au point x relativement a
(2 +¢&)dns®. On écrit f = a - g au voisinage de x ol « est une section de Ox et g est une
section de L(g, s,d) qui ne s’annule pas en z. On définit alors

Iil, o U K
ind(f 1nf{zz 2+€]dns mGHNZ, 3(@)(@#0}.
i=1

=1 j=1
Remarquons que cette borne inférieure est un minimum car f ## 0 par construction. Avec
ces notations, nous allons montrer le résultat suivant.

Proposition 5.1.27 - Il existe une constante ¢’ > 0 telle que si d est suffisamment grand
et divisible, alors ind(f,x) > .

On considére le nombre

m—1

o = (2 + 6) Z d?’]zSZ2hw((p (0] XZ(J}Z» — Z dh“’(siai + si+1ai+1) — Z dms?hg(pl)

i=1 i=1

qui est une hauteur de x par rapport au faisceau L(e, s, d). Nous allons encadrer ce nombre
afin d’obtenir le résultat que ’on souhaite. Par un calcul direct, remarquons que 'on a

h*(xi o ¢(x:)) < h(z;) + h(F) + log ((N + I)W) : (5.1.28)

Majoration de ¢

La majoration ne pose pas de difficulté : on repasse a la hauteur de NERON-TATE et
on utilise les inégalités de hauteurs données par les hypothéses du théoréme 5.1.1 et celles
définissant le m-uplet s dans le lemme 5.1.8.

Lemme 5.1.29 - [] existe une constante ¢’ > 0 telle que

® < ds?(3meh(ay) + ¢).
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DEMONSTRATION :
On introduit le nombre

P = (2+¢ Z dnis;h(x Z (8ia; + Siy1ai41) — Z dn;sthe(pi).
=1 =1 1=

En utilisant les points 5.1.28 et 5.1.5 avec D; < ¢q, on obtient une majoration de la forme
d< P+ dds?.
Il suffit donc de majorer d. En utilisant la relation
B(siai + si+1ai+1) -+ B(Siai - si+1ai+1) = 283;1(&1) + 28224_1]%(@7;_,_1)7
on obtient
m m—1 m
d=c Z dnisih(z;) + Z dh(s;a; — Sy 10i41) + Z dnisihe(p;).
i=1 i=1 i=1

En utilisant le lemme 5.1.8 et I'inégalité i(a;) > e - he(p;), on obtient

. 1 3 2 N
o < |2 1+—)+—+—}d sth(a;) | .
{ ( p) et p (;
D’autre part, avec le point 5.1.7 et 'inégalité e < 1/3, on obtient

1 3 2
2¢ |1+ — +—2+—<3€,
H e H

tandis que le lemme 5.1.8 implique

m . 1 m .
Z sth(a;) < (1 + —) ms2h(ay).
i=1 2e3

Ainsi, quitte a augmenter es, on obtient le résultat. O

Minoration de ®

Minorer ® est plus délicat. Il faut utiliser que f est de petite hauteur et qu’elle s’annule
le long de E. Rappelons que L est un corps de nombres contenant K, les coordonnées xy)

et les familles B;. On commence par établir deux lemmes préliminaires en suivant [35].

Lemme 5.1.30 - Pour tout v € My, et tout 1 <1< m, on a

i
max ‘x()‘ i+ |B; \v- Jax
0<j<N | 7 <u;

9

J
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DEMONSTRATION :
On adapte la démonstration de [24, Lemme 2.4.10]. On note 0 < j, < u; un indice
vérifiant

(@) (4)

‘:n = max |T;
ly 0<i<u v
et on fixe un indice 0 < 7 < N. Si x? < xgz) , 'inégalité est élémentaire, on suppose
donc que ’:cgl) > :cgl) . Par définition de Pgi), on peut écrire
0 D> _ S (> pio (0
S (Wj ) —Z (Wj > P.p avec degP. =k
k=1

Ce polynome étant dans 'idéal de x; o p(X;), on obtient en spécialisant, puis en prenant
la valeur absolue v-adique

@ P D |, () Pk i i
Z; _ Z; P(Zl)c ( ﬁ ﬁ )
(1) (1) I @ (1)
Tijly k=115 1y L3, Ty /1y
Ainsi en divisant, on arrive a
(i) D; | .()|"F ) )
Ll N~ Y p() (i “’L)
(1) (1) 2 @) (1)
wjv v k=1 :ij v .ij xjv v
D; (@) (4)
N [T T
< pl) (T o
2P a2 )|,
< D; - |Bilo,
ce qui montre le résultat. O

Nous utiliserons le lemme suivant qui permet de controler les dérivées des polynémes
F}. construit dans la partie précédente.

Lemme 5.1.31 - On fize des indices k € [0,N] et j € [0,u] x -+ x [0, u,]. Pour tout

élément k € N*t x - x N il existe un polynome R € K[(W((f), . ,Wffl_)ﬂ)i] tel que

(i) Dans K(X), on a la relation

F
oF k _ R

m N\ (24¢€)dn;s? m .
0 z 20| (700
I1 (le_ ) [[e (Wji

i=1 =1

>2|ni|(Di+l)+(2+a)dmsf '

(ii) Le multidegré de R est donné par degwm R = (2 + €)dn;s? + 4Dk,
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(i1i) Il existe une constante ¢’ > 0, tel que pour toute place v € My, on a
h(R) < h(Fy) + dd|s*| + ¢ Z |kl (1 + R(By)).
i=1
(iv) L’indice d’annulation de R le long de E™ est au moins ¢.

DEMONSTRATION :
Il suffit d’appliquer [24, Lemme 2.4.6] aux polyndémes Fy. On obtient directement les
points (i), (ii) et (iv). Pour le point (iii), en utilisant les notations de [24], on remarque

que si I'on note
A, = max ’ )
1v

- _ N
Rl < IR, < 1Pkl - [T (16D - 2ot

i=1

PO .

1v

Py

alors on a la majoration

En effet, on peut utiliser la majoration ||P ||1v < A; a la place de ||P ||1U < Ifzl
dans la démonstration de [24, Lemme 2.4. 6] En utilisant I'inégalité

o (N + (2 +)dn;s? >
IFelly, < IFslo- T ( + ( ;s) 7 SZ) < (N4 1)@l |, |

i=1
et la majoration

v

Di—i-ui—i-l
A, <
("

) [Bil, < (N+1)P - By
on obtient ainsi
‘R’v < ‘Fk‘v . (N + 1)(2+s)d|n32|

m . N
H N + 1 |Bi‘v]2|m| . ((16WD?>|NZ~| i 2ui(2+s)dms?>
=1

En multipliant par les degrés locaux, en sommant sur toutes les places v € My, et en
utilisant les majorations 5.1.9, on obtient le résultat. O]

Lemme 5.1.32 - [] existe une constante ¢’ > 0 telle qu’on ait la minoration
70 27 / 27
o > 7dslh(a1) — dodsih(ay) + o(d),

ot o = ind(f,x).
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DEMONSTRATION :
En fixant des coordonnées <y(()l), e ,yﬁl) pour s;a; + Si+1Gi+1, (p(()l), . ,pfél) pour p;
et en supposant qu’elles sont contenues dans L, on peut minorer ® par
Lo : Q) m Ot T 1 T i 0]
Z ————— log max |x; . min |y; . min |p; .
vl [L:Q] -] 0<i<us v o7 0<y=Na v o 0<isNe v

Pour chaque v € My, on désigne par j,, k, et £, des éléments réalisant les maximums et
minimums ci-dessus, ce qui permet d’écrire

m e)dn;s? m—l " N\ —dnis?
o> 3 S [T ()7 TT (i) 102
vEM], i=1 =1 =1 Y

Ainsi, en introduisant la section

m o\ ©@+e)dn;s? d ®—dn;s?
fo= @ (W) oV @ (1)

i=1

ot V;, correspond au plongement de SEGRE, on peut donc écrire

03 % log | ()] (5.133)

D’autre part, par définition de F, on peut écrire

_ - i —dms? F
f=Fp, @V} °® ‘% ® <T§v)i> et f=f— i
] ) H ( ) (2+¢) d771
=1
Si on note k € N"1 x ... x N*m ]’élément définissant I'indice de f, on en déduit par la

formule de LEIBNIZ

0 )() = fulx) O | L (2).

@) (2+4€)dn;s?
H (W]v,z>

=1

Comme (0" f)(x) # 0, la formule du produit et le point 5.1.33 donnent
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Par le lemme 5.1.31, la dérivée ci-dessus s’écrit

R,
- 2|k | (i) 2|k (Di+1)+(2+¢e)dn; s2
i=1

que l'on peut mettre sous la forme

3\ 2|ki|-deg Qs
(4)
<Wju,i>

R, ﬁ
ﬁ( >degw(z) Ry paiey Q?lm‘
Ainsi, avec ces notations, on obtient la majoration
LU . QU
a< Y ﬁlogm o+ Z long( B

’UEML ’UEML

On note respectivement A et B les deux sommes ci-dessus. Par le point (iii) du corollaire
5.1.14, les termes en Q; dans la seconde somme se simplifient par la formule du produit.
Ainsi, avec deg Q; = D; — 1, on obtient

B < szKDi — 1) (xi 0 o(z;)).

Puis en utilisant le point 5.1.28 et la majoration

hw(xz) S h(xz) + Chaut S Qil(az) + Chaut7

on obtient
<Y |kilh(ar). (5.1.34)
i=1
Il reste & majorer A. On note Fs le sous-espace vectoriel de K[(Wéi), . Wu +1) ;| des

polynoémes multihomogeénes de multidegré celui de R,, s’annulant le long de E™ avec un
indice au moins 0. On a la majoration

dim Fy5 < H

=1

(2 + €)dn;s? + 4D |k;| +u; + 1
u; + 1 ’

et par définition de k, on a aussi

kil < (2+e)dnsio < ddsjo. (5.1.35)
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Quitte a supposer que o < 1 (si ce n’est pas le cas, la proposition 5.1.27 est immédiate),
on obtient que dim Fj est majorée par un polynéme en d, donc log dim Fs = o(d). Ainsi,
si I'on désigne par B la base de Fs formée des mondmes contenus dans cet espace, on
obtient la majoration

i g
L. : Q] 1) T
veEML ]v i Jv,i i v
D’autre part, si I'on note 0 < r,; < N un indice tel que
20| = max 2],
vty 0<r<N
et en utilisant le lemme 5.1.30, on obtient
29 20 2@ 2@ m
m o ..., Pui+l < |m o ., “’H H - |Bily, ) deBw® Be
2 29 29 e
jv,i jv,i i v Tv,i T’uz i v =1

Si w € My, est une place ne se trouvant pas au-dessus d'une place de S, on majore le
premier facteur ci-dessus par 1. Si w € My, est au-dessus d'une place v € S, on va obtenir
une majoration plus fine. Par hypotheése sur 'indice de m le long de E™, on peut majorer
le premier facteur du produit ci-dessus par

m (3) Ji m .
|ff0 Ji
> 0.
H < ‘U avee - dSZ2 -

=1 7"1) i

D’une part, le lemme 5.1.12 donne

11 11

veS IUGML
wlv

tandis que avec le lemme 5.1.8, on obtient

m

> i hlas) Z
i=1

1 2—2m R
2h(a;) > db (1 + —) sth(ay).

262

et en utilisant le point 5.1.35, on a I'inégalité

m

Zji < dd|s?|.

=1

Ainsi en combinant ces inégalités, on obtient une majoration de la forme

262

R 1 2—-2m
A <h(R Z 2|k (D Yh(B;) + cd|s?| — Tédsh(ay) - (1 + —) + o(d).
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Quitte & augmenter ey, puis en utilisant le point (iii) du lemme 5.1.31 et la proposition
5.1.18, on obtient

i T0 o2
A< dd|s?| + c; 5| h(B;) — 7dsfh(ag + o(d),

puis en utilisant la majoration 5.1.34, on a ainsi
—® < dd|s*| + ¢ i k| (R(B;) + ﬁ(al)) - %ds%iz(al) + o(d).
i=1
En utilisant le point 5.1.35, on obtient
—® < dd|s?| + c’adi s2(h(By) + h(a;)) — %Sds%(al) + o(d).

i=1

Finalement avec le lemme 1.3.7, les inégalités du point 5.1.9 et le lemme 5.1.8, on arrive
finalement a

—® < dods?h(ay) — gdsfﬁ(al) + o(d),

ce qui donne le résultat. l

Conclusion

On en déduit finalement la proposition 5.1.27. En utilisant les lemmes 5.1.29 et 5.1.4,
puis en simplifiant par ds?, on obtient

0 - - .
%h(al) — doh(ar1) + o(1) < 3meh(ay) + ¢

Ainsi, on obtient la minoration

ce qui donne le résultat par le choix de § et & (voir le point 5.1.6).

5.1.5 Application du théoréme du produit

On suppose dans la suite que les constantes e, e, e3 et p sont suffisamment grandes
pour que la proposition 5.1.27 s’applique. On commence par montrer l'existence d’une
section sur IP’%1 X ... X IP%T” d’indice élevé.
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Lemme 5.1.36 - Si d est suffisamment grand et divisible, il existe une section globale

Gerl (%1 X ... xPgr, O ((HD) (2+5)dn32>>
=1

d’indice en 7(z) relativement a ds? au moins ind(f,x) et vérifiant la majoration

h(G) < cd (i s,?) + o(d),

ot la constante ¢ ne dépend que de la liste 5.1.10.

DEMONSTRATION :
La démonstration est identique a celle du [35, Lemme 5.5|. O

On peut a présent terminer la démonstration de la proposition 5.1.13. Pour cela, il
suffit d’appliquer le théoréme du produit (voir théoréme 1.3.10) ci-dessus au polynéme G
fourni par le lemme 5.1.36. On commence par vérifier que ’on dispose de ces hypothéses.
D’une part, le lemme 5.1.27 permet de minorer ind(f,z) par un réel ¢’ et en posant
oo = min(c, (2u?)™*), on peut supposer que le point (ii7) est vérifie. D’autre part, le
lemme précédent nous assure que G s’annule avec un indice suffisant en x relativement a
ds? et on a

2 2
ds;j  s;

> eg.

dsiy, st
Ainsi, quitte & augmenter e,, le théoréeme du produit s’applique et on obtient un polynéme
homogéne U € @[W((f), . ,Wq(f?] pour un indice 1 < ¢ < m vérifiant les inégalités ci-
dessus. On a directement les trois premiers points de la proposition 5.1.13, il suffit donc
pour terminer de vérifier le quatriéme. Or en majorant les différents termes, on en déduit

m

ds?h(U) < ed (Z s§> + o(d).

i=1

Ainsi en simplifiant par d, on obtient le résultat pour d suffisamment grand.

5.2 Démonstration des résultats

On considére un sous-schéma fermé intégre V de Pg‘* X ng. On considérera le degré
de V relativement au plongement de SEGRE

Ve POt x PP 5 Py avee N=(Na+1)(Np+1) -1

On fixe un corps de nombres sur lequel sont définis A, P, V ainsi que le plongement
A — PgA. On fixe une partie finie § C Mg et on considére, comme dans la partie

précédente, le nombre ds(a,V,) pour (a,p) € (A x P)(Q). En utilisant 'inégalité de
VOJTA de la partie précédente, nous allons montrer le théoréme D de l'introduction.
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Théoréme 5.2.1 - Si7 > 0 et § > 0 sont des réels, alors il existe une constante > 0

ayant la propriété suivante : si I' C A(Q) est un sous-groupe de rang fini, alors il existe
une constante v > 0 telle que pour tout p € P(Q), les points a € T tels que

0 <ds(a,V,) <&-exp (—7’ : ﬁ(a))

vérifient l'inégalité

~

h(a) < - he(p) +v.

De plus, on peut prendre

1 <2NA 6™ - m? - (deg V)NA“)m

min(r, 1)

Dans le cas particulier ot V est donné par les zéros d’un polynéme bithomogéne de bidegré
(r,s) avec r,s > 1, on peut utiliser

~ (Na+r mopml . gm? L 2m
— N,

s-min(7,1)™ - m!’

DEMONSTRATION :
On introduit 'ensemble Qv (7) donné par

{(a,p)e(AxP)(@) ‘ aeT et 0<ds(a,V,) <& exp (—T-ﬁ(a))}.

On se rameéne au cas ou V est une hypersurface de ]P’g‘* X ng. En appliquant [29, Propo-
sition 6.1|, on obtient des polynémes homogenes Py, ..., P, de degré deg(V) de sorte que
l'image de V < ]P’% soit

Z(Py) N NZ(Py).

En composant ces polynomes avec le plongement de SEGRE, on obtient des polynomes
bihomogeénes Fy, ..., F, € Q[X, Y] de bidegré (degV,deg V) de sorte que

V=Z7ZF)Nn...NnZF,).
En particulier, on obtient I'inclusion
Qv(r) C QZ(Fl)(T) Uu...u QZ(FT)(T)-

11 suffit donc de montrer le résultat quand V = Z(F) ou F est un polynéme bihomogeéne
de bidegré (degV,degV).

On s’est donc ramené dans les conditions d’application de I'inégalité de VOJTA établie
dans la partie précédente (corollaire 5.1.3) qui fournit des constantes eq, ey, e3, 1 € N*.

On fixe un sous-groupe I' C A(Q) de rang fini et un réel ¢ > 0. On désigne par (a;, p;)icr

I'ensemble des points de (A x P)(Q) tels que

~ ~

a; €, h(a;) >es, h(a;) > p-he(p)) et 0<ds(a;, V) <exp (—7’ : fl(al)> :
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Par le point (ii) du théoréme 1.1.3, 'application \/Z : A — R s’étend en une norme a

I'espace vectoriel E = A(Q) ®z R. On applique le lemme 1.4.7 en prenant
F=I'®z;R, N;=0, NQ:\/Z, ci=e, c3=+le3 et n=+/c

Ainsi, on peut recouvrir {a € I | h(a) > es} par un nombre fini d’ensembles dans chacun
desquels deux points a,b € A(Q) vérifient

1
e’

<

iL a _ b
Vi) \/h)
Ainsi I'inégalité de VOJTA montre que I'ensemble (h(a;))ier est majoré par un réel v/ > e3

(sinon on pourrait exhiber des points (a;,, pi,), .- -, (@i, ,pi,,) € (A x P)(Q) la contredi-
sant). On a donc bien 'inégalité de hauteurs annoncée en posant

v=1v—p-min ( inf hg(p),O) :
peP(Q)
De plus, on obtient la valeur de p annoncée en considérant celle donné par 'inégalité de
VOoJTA (corollaire 5.1.3) pour (r,s) = (deg V,deg V), puis en utilisant la majoration

(NA + degV

N ) < (deg(V) 4+ 1)Na < 2Na(deg V)Mo,
A

Dans le cas ou V est une hypersurface au départ, on peut utiliser son bidegré dans la
formule pour p, ce qui donne le résultat. l

Pour finir, on fixe un ensemble fini S C Mk contenant toutes les places infinies de K.
Si L/K est une extension finie et si E = Z(F) est un hyperplan de PgA, les points S-entiers

de (A\ E)(L) sont
)

ot L(F) est le corps de nombres engendré par L et les coefficients de F. En appliquant
le résultat précédent, on obtient le corollaire suivant sur les points entiers d’une variété
abélienne.

a

F(a)

(A\E)(OLs) = {a € A(L) ‘ Vo ¢S, Ywe Myyp) avec w|v, ona ‘

Corollaire 5.2.2 - [l existe une constante p > 0 ayant la propriété suivante : si L/K
est une extension finie, alors il existe une constante v > 0 telle que pour tout hyperplan
E =7(F) de PgA, les points entiers a € (A \ E)(OL.s) vérifient l'inégalité

h(a) < p-h(F)+ v

De plus, on peut prendre

1 m .
p=— ((Na+1)-6m-m?) ot m=dimA+ Ny +1.
m:
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DEMONSTRATION :
On note h* : A(Q) — R la hauteur de WEIL induite par le plongement A — PgA et
on fixe une constante Cy,.¢ > 0 telle que

Va € AQ), |h(a) — h*(a)] < Chau.

Sia e (A\E)(OLs) ou E =Z(F), on a l'inégalite

D<Y Y Awlogmax(‘% v

veS weEM]|,
wlv

<Z Z A, log ||a||2|v

vES wEM,
wlv

anN

F(a)

ey

)

Quitte a supposer qu’'un coefficient de F vaut 1 et en utilisant le lemme 1.1.5, on obtient

<ZZAlog aE)

vES wEMT,
wlv

puis en passant a ’exponentielle

0 <ds(a,V,) <exp (—71“%@)) < exp(Craut) * €Xp (—B(a)) :

Ainsi, on obtient le résultat en appliquant le théoréeme précédent au sous-schéma fermé V
de Pg‘* X PgA d’équations
agpo + -+ anpx = 0

avec les constantes 7 = 1 et £ = exp(Chrau) €t le groupe de type fini I' = A(L). ]
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On fixe un sous-schéma fermé V de A x P oU A est une variété semi-abélienne sur Q
et P est un schéma projectif sur Q. Si T' ¢ A(Q) est un groupe de rang fini, on sait par

I'ancienne conjecture de MORDELL-LANG que pour chaque p € P(Q), il existe des points
a; € V,(Q) et des sous-variétés semi-abéliennes B; de A vérifiant a; + B;  V, de sorte
que I'on puisse écrire une égalité de la forme

n

Vp(@) NI'= U (ai + BZ(@)) Nnr

=1
Dans cette thése, nous montrerons qu’il existe deux constantes i > 0 et v > 0 de sorte
que I'on puisse imposer la condition supplémentaire

he(ai) < p-he(p) +v

ou hy : A(Q) — R et he : P(Q) — R sont des hauteurs associées respectivement a des
faisceaux inversibles amples sur A et P. La constante u sera indépendante de T, ce qui
ne sera pas le cas de la constante v. En particulier, en appliquant nos résultats aux
cas toriques, on obtiendra une majoration de la forme ci-dessus pour les solutions d’une

équation aux unités.

Dans un second temps, on établira un résultat de la méme forme pour le théoréme
d’'approximation de FALTINGS dans une variété abélienne. Nous en déduirons une
majoration de la forme ci-dessus pour les points entiers d’'une variété abélienne privée
d’un hyperplan.
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