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Introduction

Dans ce manuscrit nous nous intéressons a I’analyse numérique de schémas de types volumes finis pour deux systemes
particuliers d’équations : les équations de Cahn-Hilliard et les équations de Stokes ainsi que des modeles couplant ces
deux équations.

Les méthodes de type volumes finis ont été largement étudiées depuis plusieurs années dans différents domaines de
I’ingénierie. En effet, ces méthodes sont bien adaptées a I’approximation numérique des lois de conservation apparaissant
par exemple en mécanique des fluides, en génie pétrolier et dans de nombreux autres domaines. L’analyse théorique
des schémas volumes finis (analyse de convergence, estimations d’erreur, ...) a commencé a la fin des années 1980 et a
connu une rapide expansion dans les années 1990 : voir par exemple le livre de Eymard, Gallouét, Herbin [EGHO0] et les
références qui s’y trouvent.

En ce qui concerne le probleme de Stokes, son étude par des méthodes de types volumes finis a déja fait 1’objet de
nombreux travaux. Au contraire le modele de Cahn-Hilliard n’a jamais été étudié, a notre connaissance, par une méthode
de types volumes finis. L’approximation volumes finis de ce modele présente pourtant plusieurs avantages. En effet,
d’un point de vue numérique les schémas volumes finis sont faciles a implémenter et permettent de traiter des géométries
complexes. De plus, dans ces travaux nous étudions une condition aux limites particuliere (appelée condition aux limites
dynamique) qui couple I’équation dans le domaine €2 avec une équation sur sa frontiére I" par un terme de dérivée normale.
Les schémas volumes finis sont bien adaptés a ce probleme car ils permettent de coupler naturellement le domaine et sa
frontiere par un terme de flux y compris en géométrie courbe.

Dans une premiere partie, nous nous intéresserons principalement a la discrétisation du systeéme de Cahn-Hilliard par
une premiere méthode tres classique de type volumes finis en espace, appelée VF4 ou TPFA (acronyme de "Two Point
Flux Approximation"). La seconde partie est consacrée au probléme de Stokes et notamment a I’étude de la stabilité Inf-
Sup discrete pour un second schéma volumes finis, le schéma DDFV (acronyme de "Discrete Duality Finite Volume").
Enfin, dans une troisi¢me partie, nous couplons les résultats obtenus dans les Parties 1 et 2 et nous proposons un schéma
DDFYV original pour la discrétisation du couplage entre le modele de Cahn-Hilliard et le probleme de Stokes.

Dans la suite de cette introduction, nous décrivons brievement les différents chapitres présentés dans cette these et
nous présentons les résultats principaux. Dans la majorité des chapitres de ce manuscrit, nous décrivons I’implémentation
numérique des codes réalisés pendant cette these avec le logiciel Scilab.

Notons que pour tous les résultats présentés dans ces travaux nous nous placons sur un ouvert £ borné et connexe de R?
mais que le cas tridimensionnel est bien siir intéressant et important en pratique mais fera 1’objet de travaux futurs.

1. Discrétisation volumes finis de I’équation de Cahn-Hilliard

L’équation de Cahn-Hilliard est une équation issue de la physique introduite initialement par J.W Cahn et J.E Hilliard
dans [CH58] pour décrire le processus de séparation de phases qui se produit lors du refroidissement d’un alliage solide au
dessous d’une température critique. Au cours de cette séparation de phases, également appelée décomposition spinodale,
les deux constituants d’un alliage métallique binaire se séparent spontanément et forment plusieurs régions distinctes
constituées de phases pures. Ces phases pures vont ensuite se regrouper entre elles pour former des motifs plus gros et
finalement ne former plus que deux zones. Si nous notons c; la concentration du premier constituant et cy celle du second,
ces concentrations vérifient la relation suivante ¢; + co = 1 et nous supposons qu’elles varient continiment entre 0 et 1.
Ainsi, il suffit d’étudier la concentration ¢ = ¢; du premier constituant. Si ¢ = 1 cela signifie donc que nous observons la
phase pure constituée seulement du premier composant et si ¢ = 0 nous observons la phase pure constituée seulement du
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second composant. Ce modele est désormais utilisé dans des situations plus générales que celles des travaux de Cahn et
Hilliard pour modéliser par exemple des mélanges de fluides non-miscibles.

Le modele de Cahn-Hilliard fait partie de la classe de modeles de type interface diffuse car les interfaces sont représen-
tées par des zones d’épaisseur faible mais non nulle. Un des intéréts du modele, d’un point de vue numérique notamment,
est de pouvoir considérer en pratique des interfaces épaisses tout en maintenant les propriétés macroscopiques du systeme.
Ces équations permettent ainsi de modéliser la non-miscibilité des phases en présence en maintenant 1’épaisseur d’interface
a une valeur prescrite € (cf Figure 1b).

Le but principal de la premiere partie est de proposer et d’analyser un premier schéma volumes finis a deux points pour
I’équation de Cahn-Hilliard associée a des conditions aux limites dites dynamiques (car elles font intervenir la dérivée en
temps du parametre d’ordre).

Le probleéme est le suivant : Trouver la concentration ¢ : (0,7") x £2 — R de "une des deux phases satisfaisant,

Opc =T, Ap, dans (0,T) x (1a)

12
w=- %sobAch —a,f,(c), dans (0,7T) x Q; (1b)

€
V- =0, sur (0,77) x 0% (1¢)
i@ c —§520 . Arcr — 60, f/(cr) — §50 Onc sur (0,7) x 9 (1d)

641“1,1“5 tCir _8 vUsE=arbr bJ s \biT 9 vUnGy 9 )

¢(0,.) = co, dans Q; (le)

ou p est une inconnue intermédiaire appelée potentiel chimique.

Le terme ¢, désigne la trace de ¢ sur I' = 0§, A, est I'opérateur de Laplace-Beltrami et 0,, I’opérateur de dérivée
normale.

Des parametres physiques décrivant les propriétés des deux constituants du mélange interviennent dans 1I’équation dans
2 : la tension de surface o, > 0 entre les deux composants (densité d’énergie de I’interface) et le coefficient de mobilité
(que nous choisissons constant dans ces travaux) I', > 0. Rappelons que € > 0 désigne la valeur de 1’épaisseur d’interface
que nous imposons. A cela s’ajoute des parametres physiques qui permettent de décrire les différentes propriétés de la
paroi : un parametre de relaxation I', > 0 et un coefficient de capillarité o, > 0. Le terme f, posséde une structure
de double-puits (voir Figure 1a) et est appelé potentiel volumique de Cahn-Hilliard, le terme f, est appelé potentiel de
Cahn-Hilliard surfacique.

>
Interface: ¢

(a) Potentiel de Cahn-Hilliard (b) Epaisseur de I'interface

Figure 1: Structure double puits du potentiel f, et définition de I’épaisseur de 1I’interface

Quelles que soient les conditions aux limites qui lui sont associées, I’équation de Cahn-Hilliard n’a, a notre connais-
sance, jamais été étudiée par une méthode de type volumes finis. C’est la raison pour laquelle nous commencons dans
le Chapitre I par décrire une approximation volumes finis (appelée approximation VF4) de I’équation de Cahn-Hilliard
associée a des conditions aux limites de Neumann pour le parametre d’ordre qui sont celles que 1’on trouve le plus souvent
dans Ia littérature.

L’équation de Cahn-Hilliard présente plusieurs difficultés. En effet, c’est une équation parabolique, du 4°™ ordre non-
linéaire (car le potentiel volume f,(c) = c2(1 — ¢)? n’est pas quadratique) et qui ne satisfait pas de principe du maximum
a cause du terme de diffusion d’ordre 4.

Par ailleurs, la condition aux limites dynamique (1d) apporte des difficultés supplémentaires. L’une de ces difficultés
vient du fait que I’opérateur de Laplace-Beltrami Ay intervient dans cette condition aux limites et donc la géométrie du
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domaine, qui n’est alors nécessairement plus polygonal, intervient dans 1’équation. De plus, un couplage s’effectue entre
I’équation dans €2 par le terme Ac et I’équation sur I' = OS2 par I’intermédiaire du terme de dérivée normale Vc - ii. De
ce fait, dans le Chapitre II, nous nous concentrons sur I’analyse du schéma volumes finis utilisé pour deux problémes plus
simples mais faisant intervenir ces ingrédients : le probleme de Laplace-Beltrami sur la courbe fermée I et le probleme
de Laplace dans (2 avec des conditions aux limites de Ventcel sur I'. En couplant les résultats des Chapitres I et II nous
serons alors en mesure, dans le Chapitre III, de réaliser 1’étude mathématique du probléme (1) en utilisant le schéma VF4
(pour la discrétisation spatiale).

Dans ce manuscrit nous utilisons principalement le potentiel de Cahn-Hilliard donné par la fonction polynomiale
double-puits f,(c) = ¢*(1 — ¢)? (cf Figure 1a). Notons cependant que le potentiel thermodynamique introduit dans
[CHS58] est donné par la fonction logarithmique suivante :

fle) = %c(l —c)+ g [(1—¢)In(l —¢)+clnc, 0<6<6,,
ou 6, représente la température critique.
Les termes logarithmiques décrivent alors I’entropie du mélange et la condition § < 6. assure que le potentiel f! ait
une structure double-puits. L’approximation polygonale que nous utilisons est pertinente lorsque 1’abaissement de la
température est faible, c’est a dire lorsque 6 est proche de la température critique 6. Le potentiel logarithmique f! permet
notamment d’assurer que c reste compris entre 0 et 1, méme sans principe du maximum. L’analyse numérique du modele
de Cahn-Hilliard en utilisant le potentiel logarithmique f! serait donc trés intéressante mais la forme particuliére de ce
potentiel ajoute des difficultés supplémentaires dans I’analyse du schéma. Ce potentiel ne sera donc pas considéré dans
ces travaux mais 1’analyse du modele de Cahn-Hilliard associé a ce potentiel pourrait faire I’objet de travaux futurs tout
comme la comparaison, d’un point de vue numérique, des résultats obtenus avec le potentiel polynomial f, et avec le
potentiel logarithmique f..
Pour plus de détails concernant 1’analyse de 1’équation de Cahn-Hilliard avec un potentiel logarithmique nous renvoyons
a [CMZ11] et aux références qui s’y trouvent.

Chapitre I : Etude de I’équation de Cahn-Hilliard avec des C.L. de Neumann

Le modele de Cahn-Hilliard décrit I’évolution du systéme a travers la minimisation d’une énergie libre F, :
3 12
F.(c) = Zsab/ Ve|? + —Jb/ fu(c). ()
Q € Q

L’équation d’évolution associée a la minimisation de cette énergie est le flot de gradient dans H ! sous la contrainte de
conservation du volume, plus précisément nous résolvons le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

Oic = AN?

3 12
n= 7§EO'bAC+ ?o'bfr:(c)7

ou le potentiel chimique p est une inconnue intermédiaire égale a la dérivée fonctionnelle de 1’énergie libre JF, par rapport
au parametre d’ordre c.

Il n’y a aucun flux de masse a travers la frontiere : nous imposons donc une condition aux limites de Neumann homogene
sur le potentiel chimique. Dans ce chapitre, nous imposons également une condition au bord de Neumann homogene pour
le parametre d’ordre (avant de présenter dans le Chapitre III une condition aux limites plus générale). Notons que Ve est
orienté dans la direction transverse a ’interface qu’il faut comprendre comme la ligne de niveau {c¢ = %} et donc cette
condition au bord impose un angle de contact €gal a 5 entre 'interface et la paroi. Cette description n’est pas toujours
réaliste, c’est I’une des raisons pour lesquelles nous étudierons par la suite des conditions aux limites plus générales.

De plus, nous observons que 1’énergie libre F, est dissipée au cours du temps car en multipliant par u 1’équation
d’évolution sur ¢, nous obtenons :

d :
G5 == [ 1vuk <o G

L’étude de I’équation de Cahn-Hilliard associée a ces conditions aux bords de Neumann homogenes a déja fait I’objet
de nombreux travaux autant d’un point de vue théorique [EZ86, Zhe86, ElI89, Dlo94, CM95, Tem97, RH99, NCO8S,
MWO09] que d’un point de vue numérique [EF87, EFM89, EF89, ElI89, DNO1, EL92, Eyr98, CCKO00, FurOla, FP04,
FP05, SY10] ot de nombreuses méthodes de type différences finies ou éléments finis ont été proposées.

Nous proposons ici une nouvelle méthode, de type volumes finis, qui utilise I’approximation volumes finis classique
basée sur I’approximation consistante a deux points (Two Point Flux Approximation) de 1’opérateur de Laplace décrite
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par exemple dans [EGHOO]. Notons que si le maillage utilisé est constitué de triangles, ce schéma présente un stencil de
4 points, c’est la raison pour laquelle ce schéma est couramment appelé VF4.
Dans ce chapitre, nous supposons que €2 est un ouvert borné, connexe et polygonal de R?.

Ce chapitre nous donne tout d’abord 1’opportunité de rappeler le cadre général des schémas volumes finis. Rappelons
brievement la définition d’un maillage orthogonal admissible du domaine €2 (voir Figure 2). Nous décomposons le do-
maine ) en polygones convexes disjoints notés K et appelés volumes de controle tels que | o K = €, ce qui permet
de construire un maillage polygonal M = (K), _,, de 2. A chaque volume de contrdle K € 91 est associé un point
appelé centre du volume de contrdle /C et nous imposons la condition suivante, appelé condition d’orthogonalité : si . et
x . sont les centres de deux volumes de contrdle voisins nous demandons que le segment [z x| soit orthogonal a I’aréte
o séparant k et £. Le pas du maillage est défini par size(90) = sup{diam(x), K € M}.

Figure 2: Maillage orthogonal admissible 2t

Pour tout temps ¢" fixé, a chaque maille IC € 91 le schéma VF4 associe une inconnue c}! pour le parametre d’ordre.

Ensuite, nous décrivons la méthode utilisée pour obtenir le schéma associé a 1’équation de Cahn-Hilliard (que nous
appellerons par la suite schéma VF4). De maniére analogue a la décroissance de I’énergie (3) obtenue dans le cas continu,
nous pouvons montrer la décroissance de I’énergie au niveau discret ce qui permet de démontrer :

* I’existence d’au moins une solution au probléme discret (Théoreme 1.8);

* des bornes sur les solutions discrétes et notamment une borne L>°(0,7, H'(£2)) sur le paramétre d’ordre et une
borne L2(0, T, H*(2)) sur le potentiel chimique (Proposition 1.12);

* la convergence des solutions approchées vers une solution faible du probléme continu et donc en 1’occurrence
I’existence de cette solution (Théoréeme 1.11).

Le résultat principal démontré dans ce chapitre est le théoréme d’estimation d’erreur pour le schéma complétement dis-
crétisé (Théoreme 1.16) que nous énoncgons ici.

Théoreme 1 (Estimation d’erreur pour I’équation de Cahn-Hilliard avec des CL. de Neumann)

Soit (c, 1) € C3([0, T x Q) x C2([0, T| x Q) solution de I’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites
de Neumann. Soit M > 0 tel que ||c|| ;o o 1,1 (q)) < M et M" > M. Alors, pour toute solution c3 du Probleme
discret telle que : '

A =P et sup|ct| <M, V¥nel0,N],

Kem
il existe une constante positive C > 0 (dépendant de M et M') telle que I’estimation suivante est vérifiée (pour At
assez petit),
sup |Pgc(t") — chly o < C(AL + size(IN)).
n€f0,N] ”

C
Le terme PS,

la semi-norme H' discréte sur 9N (définie dans la Section 1.2.2).

c désigne la projection centrée (voir définition 1.18) de la solution exacte ¢ sur le maillage M et |.|,

La condition de borne a priori sur la solution approchée sera commentée en détail dans la Section 1.5 dédiée a la
démonstration du Théoréme 1.
Le point le plus délicat dans la démonstration de ce résultat provient du terme non-linéaire f;(c) auquel il faut porter
une attention particuliere. Pour cela nous nous inspirons des méthodes décrites dans [EFM89, KSW08]. Cependant,
des difficultés supplémentaires s’ajoutent dans le cas qui nous intéresse. Tout d’abord, le cadre volume finis complique
I’étude de ce terme. En effet, lorsque nous utilisons une méthode de type éléments finis conformes nous travaillons (du
moins en espace) sur des espaces H '-conformes. Ce n’est pas le cas lorsque nous utilisons une méthode de type volumes
finis ou ces espaces sont discrets. De plus, nous utilisons dans ces travaux deux discrétisations en temps différentes du
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potentiel non-linéaire f; : la discrétisation implicite classique et une seconde discrétisation appelée semi-implicite, qui
permet d’obtenir une inégalité d’énergie discrete sans condition sur le pas de temps. C’est cette seconde discrétisation qui
complique également la démonstration du théoreme d’estimation d’erreur.

Nous concluons ce chapitre en présentant différents résultats numériques qui permettent de valider le schéma VF4
pour le modele de Cahn-Hilliard en illustrant différentes propriétés connues de ce modele.

Chapitre II : L’opérateur de Laplace-Beltrami

Ce chapitre a essentiellement pour but d’introduire I’opérateur de Laplace-Beltrami et de traiter, dans un cadre plus simple,
plusieurs des difficultés qui interviennent lorsque nous prenons en compte la condition aux limites dynamique (1d) dans
le probleme de Cahn-Hilliard :

¢ la géométrie du domaine, qui n’est plus polygonal, intervient dans 1’équation sur le bord;
* un couplage s’effectue entre 1’équation dans {2 et la condition aux limites sur 0f2.

Dans un premier temps nous nous intéressons a la discrétisation volumes finis de I’opérateur de Laplace-Beltrami sur une
courbe fermée I'.
Plus précisément le probleme s’écrit : Trouver u : I' — R satisfaisant,

— Aru+u = gsurT avec g € L*(T). 4)

Nous sommes donc en dimension 1 mais contrairement au cadre habituel le domaine I" n’est pas une droite et les volumes
de controle ne sont pas des segments. Nous définissons donc un maillage 991 de I' constitué d’arcs de courbe comme
décrit sur la Figure 3.
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Figure 3: Maillage 097t de la courbe I’

Ainsi, la Section 1.1 permet d’introduire les notations en rapport avec le maillage 09t mais elle permet également de
définir I’opérateur de gradient tangentiel discret utilisant une approximation a deux points consistante.
Pour tout volume de controle £ € 090, 1’approximation volumes finis a deux points du probleme (4) s’écrit :

<_u> _ @w) ety = Mepge, VL € OM,

dc,c/ dc,c”

Dans un second temps, nous considérons le probleme de Laplace avec des conditions aux limites de Ventcel.
Le probleéme est le suivant : Trouver u : {2 — R tel que,

—Au=f dans 2; 5

—Ar(up)+ur+Vu-i=g surl} ®)
avec f € L*(Q), g € L?(I) et i la normale unitaire sortante au domaine.
Comme dans le cas des conditions aux limites dynamiques, ce probléme couple une équation dans le domaine €2 avec
une équation sur le bord I'. Ainsi, I’étude de ce probléme, plus simple que 1’équation de Cahn-Hilliard, va permettre
d’étudier ce couplage. Plus précisément nous verrons que le schéma VF4 permet de coupler naturellement 1’équation
dans le domaine € et celle sur sa frontiere par un terme de flux. De plus, cette section permet également de décrire
entierement le maillage 7 = (9%, 99) du domaine courbe 2 comme décrit sur la Figure 4.
La différence principale entre le maillage 9t défini dans le Chapitre I et le maillage intérieur 9 décrit ici est que les
volumes de contrle /C ayant un c6té inclus dans I' ne sont plus polygonaux et peuvent méme ne pas étre convexes.
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Sommet intérieur

Sommet du bord

Maillage intérieur 91

Centre intérieur

K

#----B e, corde associée a £

Figure 4: Maillage 7 associé¢ a un domaine {2 non polygonal

D’un point de vue théorique, pour chacun des deux problemes (4) et (5) étudiés dans ce chapitre nous démontrons une
estimation d’erreur d’ordre 1 ce qui est bien ce a quoi nous nous attendions au vu des propriétés connues du schéma VF4
(cf [EGHO0]).

Remarquons également que, d’un point de vue numérique, lorsque nous programmons le schéma VF4 pour ces deux
problemes, les seules informations a notre disposition sur la courbe I' sont les coordonnées des sommets des mailles
L € 091 qui composent la frontiére et qui sont fournies par le mailleur (en 1’occurrence le logiciel Gmsh). Cependant,
plusieurs mesures font intervenir des mailles du bord :

¢ Iaire my de la maille IC € 91 telle qu’il existe une aréte o C K N T

¢ lalongueur m, de la maille du bord £ € 99N;

* la distance d(zy,x.) du centre z, € K aucentre z, € L si L = o € 99 est une maille du bord,;
¢ la mesure My, ., de I’arc 7,/ joignant deux centres voisins du bord x, et /.

Ainsi, pour construire le schéma VF4 nous ne pourrons pas utiliser ces mesures exactes mais seulement des approxima-
tions. Nous pourrions penser que pour obtenir un schéma VF4 adapté a la géométrie courbe du domaine il est nécessaire
de trouver une approximation précise de la courbure de I' pour toutes les mailles £ du bord. Pourtant, comme nous allons
le démontrer ceci n’est pas nécessaire. En effet nous choisissons de réaliser une approximation polygonale, c’est a dire
que nous considérons :

* I’aire m, du polygone K construit a partir des sommets de la maille X € 9);

* la longueur me,. de la corde e, associée a la maille du bord £ € 9901;

* ladistance dy . = d(z«,y.) entre le centre x € K et le centre y,. € e, si L = o € 990 est une maille du bord;
e lalongueurd, ,» =d.v +dp v =d(x,,v) +d(xp, V).

L’un des intéréts de ce chapitre est de montrer, d’un point de vue théorique, que ces approximations sont suffisantes mais
également d’observer que, d’un point de vue numérique, nous n’obtenons pas un schéma plus précis en réalisant une
approximation tres précise des quantités géométriques qui interviennent.

Chapitre III : Le modele de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques

Rappelons que la condition aux limites de Neumann homogene sur le parametre d’ordre impose que 1’interface soit
orthogonale au bord du domaine. Or pour certains systemes physiques, cette condition dans 1’équation de Cahn-Hilliard
est trop restrictive. Par exemple, lorsqu’un premier fluide déplace un second fluide non-miscible la ligne de contact par
rapport a la paroi solide dévie de I’angle de contact statique 7. Pour tenir compte des interactions ayant lieu entre les
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composants du modele de Cahn-Hilliard et la paroi solide, des physiciens [FMD97, FMD98, KEM101] ont introduit de
nouvelles conditions aux limites appelées conditions aux limites dynamiques.

Pour cela, ils décomposent 1’énergie libre F associée au modele de Cahn-Hilliard en une énergie libre volumique (qui est
égale a I’énergie libre du modele de Cahn-Hilliard associé a des conditions aux limites de Neumann définie par (2)) et une
énergie libre surfacique F, :

Fle) =Fu(c) + Fule)

avec F,(c) :/ (éeab Vel + EUbfb(c)) et F.(c) :/ (iezabas
Q 4 3 T 16

(6)

VFC\F|2 + 60’be (C\r)) .

Nous voyons alors que la définition de 1’énergie libre implique que nous allons travailler dans ce chapitre dans un espace
de fonctions particulier :
HY(Q) ={ce HY(Q) tel que ¢, € H(T")}.

La condition aux limites dynamique (1d) est alors obtenue de sorte que le systeme tende a minimiser son énergie
totale.

Le but de ce chapitre est de réaliser I’analyse numérique de ce modele en utilisant le schéma VF4 introduit dans les
chapitres précédents. Bien que d’un point de vue théorique, I’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites
dynamiques (1) soit désormais assez bien comprise (voir par exemple [RZ03, WZ04, MZ05, CFP06, PRZ06]), d’un point
de vue numérique il existe beaucoup moins de résultats. Des méthodes de type différences finis sur grille cartésienne ont
été utilisées dans [FMD97, FMD98, KEM*01] mais sans preuve de convergence. Dans [CPP10] les auteurs démontrent
des résultats de convergence et d’estimations d’erreur pour le schéma semi-discrétisé en espace en utilisant une méthode
de type éléments finis et donc la discrétisation en temps n’est pas prise en compte. De plus, dans cette étude, les auteurs
imposent des conditions aux limites périodiques dans la direction latérale et donc la géométrie potentiellement courbe du
domaine n’est pas considérée.

Comme nous I’avons vu dans le Chapitre II le schéma VF4 s’adapte facilement a la géométrie courbe du domaine et
permet de coupler naturellement 1’équation dans €2 avec la condition aux limites sur I' par un terme de flux. Pour ces
raisons, nous avons choisi d’étudier le modele de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques en utilisant
une discrétisation de type VF4 en espace.

En utilisant les pré-requis introduits dans les Chapitres I et II nous sommes maintenant en mesure de réaliser 1’analyse
mathématique du schéma VF4 pour I’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques (1). Pour
cela nous commencons par donner I’approximation VF4 de cette équation ainsi que les estimations d’énergies associées.
Notons que nous décrivons deux discrétisations possibles des termes non-linéaires f, et f, (appelées implicite et semi-
implicite) dont une inconditionnellement stable. Avec chacune de ces deux discrétisations, nous obtenons la décroissance
de I’énergie au niveau discret (pour un pas de temps suffisamment petit lorsque nous utilisons une discrétisation implicite,
voir Proposition I11.9 et pour tout pas de temps pour la discrétisation semi-implicite, voir Proposition I11.10), ce qui permet
de démontrer :

* P’existence d’au moins une solution au probleme discret (voir Théoréeme II1.12) dont la démonstration fait 1’objet
de la Section II1.4;

* des bornes sur les solutions discrétes (voir Proposition I11.26) et notamment une borne L> (0,7, H'(Q))-discrete
pour le parametre d’ordre, une borne L> (0, T', H!(T'))-discréte pour sa trace et une borne L2(0, T, H*())-discrete
pour le potentiel chimique;

* la convergence des solutions discretes vers une solution faible du probleme continu (voir Théoreme III.18) ce qui
permet d’ailleurs par la méme occasion d’obtenir I’existence de cette solution faible.

Ce dernier théoreme (cf Théoreme II1.18) est le résultat majeur de ce chapitre, nous en énongons le résultat :

Théoreme 2 (Théoreme de convergence des solutions approchées vers une solution faible)

Soit &® € HL() et (((Cﬁt)(m)> ; ((uﬁt)(m)»meN une suite d’approximations obtenues sur une famille de mail-

lages et de pas de temps telle que le pas de temps et le pas d’espace, At'™) (avec At'™) < Aty pour une discréti-
sation implicite des termes non-linéaires) et size(T ™)) respectivement, tendent vers 0. Alors, il existe une solution
faible (c, 1) du probléme (1) pour la donnée initiale c° telle que, a sous-suite pres, les convergences suivantes sont
vérifiées pour tout ¢ > 1 :

()™ 5 cdans L2(0,T; L4(Q)),  (c25) "™ = ¢ dans L*(0, T; L(T)),
et (u2)"™ = pdans L*(0,T; LY(Q)) faiblement.
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La démonstration de ce résultat présente plusieurs difficultés. La premiere difficulté vient du fait que le domaine 2
n’est plus polygonal. En effet, la majorité des schémas volumes finis existant a ce jour sont réalisés sur un domaine
) polygonal. Ainsi, tous les résultats nécessaires a la démonstration de ce théoreme (lorsqu’ils sont déja connus) sont
donnés sur un domaine polygonal. Il faut donc dans un premier temps vérifier que ces résultats s’adaptent a la géométrie
courbe du domaine. Bien que ce soit le cas de beaucoup d’entre eux ce n’est pas le cas du lemme suivant :

Lemme 3

1l existe une constante C' > 0 dépendant seulement de la régularité du maillage telle que :
* pour tout segment o C R? et pour tout polygone P C R? de mesure non nulle,

* pour tout pseudo-triangle P C R? possédant un coté courbe o C R? (vérifiant une propriété de régularité que
nous détaillerons plus loin),

et pour tout u € H'(R?), alors :

. 2
up = g < € "I [ )
mp o

ot up désigne la moyenne de u sur P, u, la moyenne de u sur o et :

* Q =P, est’enveloppe convexe de P U o dans le cas oit o est un segment;

* Q ="Pdansle cas oi o C OP est I’aréte courbe du pseudo-triangle P (comme décrit sur la Figure 5).

Figure 5: Le triangle a bord courbe

La démonstration de ce lemme est classique dans le cas ou o est un segment (premier cas) mais est plus compliquée
dans le second cas. Dans le premier cas la preuve peut par exemple se trouver dans [EGHO0O]. Dans le second cas,
la démonstration, plus complexe, est donnée dans la Section III.6 et fait ’objet d’un article actuellement en cours de
rédaction en collaboration avec P. Bousquet et F. Boyer [BBN14].

La seconde difficulté provient de la condition aux limites dynamique. En effet, en plus des difficultés lies a la nature
de I’équation de Cahn-Hilliard (qui est rappelons-le une équation parabolique non-linéaire du 4°™ ordre) et de celles
déja introduites dans le Chapitre II dues a la prise en compte de I’opérateur de Laplace-Beltrami et au couplage entre
une équation 2D et une équation 1D, la condition aux limites dynamique est elle-méme non-linéaire. Remarquons que
dans [FMD97] lorsque les auteurs introduisent cette condition aux limites, le potentiel de Cahn-Hilliard surfacique f, est
quadratique. Cependant, s’intéresser a un potentiel surfacique f, non-quadratique (et donc imposer une condition aux
limites non-linéaire) permet d’une part de considérer des problemes plus généraux mais également de prendre un compte
le potentiel qui apparait lorsque nous nous intéressons a la dynamique d’angle de contact. Ce potentiel présente d’autant
plus d’importance que c’est le potentiel utilisé dans [YZF10, Don12] lors du couplage des équations de Navier-Stokes
avec le modele de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques qui est un sujet de recherche important (voir
le Chapitre VII).

Ainsi, pour passer 2 la limite dans le schéma nous allons avoir besoin de compacité forte dans L2(0, T, L*(€2)) (du
fait du potentiel volumique f,) mais également dans L?(0,7, L?(T")). Nous allons donc devoir utiliser le théoréme de
Kolmogorov et donc utiliser des estimations de translations en espace et en temps.

Nous allons construire un opérateur de prolongement en espace original qui utilise la trace discrete de la solution. Cet
opérateur permet alors d’obtenir des estimations en espace et en temps dans 2 et sur I" simultanément. A partir de 1a nous
pouvons appliquer le théoréme de Kolmogorov sur L2(]0, T [XRQ) pour obtenir la compacité forte. Pour finir, la nature
particuliere du prolongement que nous avons construit permet d’obtenir 1’existence d’un certain ¢ € L>(0, T, H'(2)) tel
que Trc € L*(0,T, H*(T)) qui satisfait les convergences fortes suivantes (2 sous-suite pres) :

(cﬁt)(m) — ¢ dans L*(0,T, L2(Q)) et (c2:)™ —— Tre dans L2(0, T, L2(T)).

s
m——+oo om m——+oo
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A partir de 1a nous pouvons passer a la limite dans le schéma et obtenir le résultat de convergence annoncé.
Pour conclure ce chapitre nous présentons plusieurs résultats numériques. Nous commencons avec des résultats
d’estimations d’erreur numérique qui mettent en évidence :

* La convergence d’ordre 1 en temps attendue;

* Une convergence d’ordre 2 en espace pour les normes L2-discrétes a la fois dans Q et sur I'. D’un point de
vue théorique, pour le probléme de Laplace, nous savons que le schéma VF4 converge 4 1’ordre 1 en norme L2
Cependant, un phénomene de super-convergence, qui reste a ce jour un probleme ouvert, s’observe dans ce cas la.
Il n’est donc pas étonnant de 1’observer également pour le probléme qui nous intéresse.

* Une convergence d’ordre 1 en semi-norme H!-discréte ce qui est ce & quoi nous nous attendions au regard des
propriétés du schéma VF4 pour le probleme de Laplace.

+ Un phénomene de super-convergence d’ordre 2 en norme H ! -discréte sur I' que nous expliquons par la construction
particuliere (réalisée avec le logiciel Gmsh) des volumes de contr6le du bord.

Dans un second temps nous proposons plusieurs résultats plus qualitatifs qui permettent d’observer I’influence des dif-
férents parametres intervenant dans la condition aux limites dynamique sur I’évolution de la solution.

Les principaux résultats de ce chapitre ont été annoncés dans des actes de conférences soumis a comité de lecture
[Nabl4c, Nab14b] et un article détaillant ces résultats est actuellement en préparation [Nab14a].

2. Etude de la stabilité Inf-Sup du schéma DDFYV pour le probleme de Stokes

Cette partie est consacrée a 1’étude du probleme de Stokes incompressible 2D suivant : Trouver le champ de vitesse
u: Q — R2?etlapression p : Q — R tels que :

—Au+ Vp ={, dans Q,
divu = 0, dans €,

o 1
u = 0, sur 992, m(p) d:fm/p:O.
Q

ol 2 est un ouvert polygonal borné connexe de R?, f € (L?(12))2.
L’approximation volumes finis du probleme de Stokes fait 1’objet de nombreux travaux et peut étre divisé en deux classes
de méthodes : colocalisées (toutes les inconnues sont approchées aux mé€mes points) et décalées (dans le cas contraire).
Notons que pour I’approximation du probléme de Stokes nous ne pouvons pas utiliser le schéma VF4 car 1’opérateur
de divergence associé a ce schéma n’est pas consistant et le schéma ne converge pas. Nous nous intéressons donc ici
a ’approximation de ce probleme par la méthode Discrete Duality Finite Volume (DDFV) [Del07, Krel1] qui est une
méthode décalée car I’approximation du champ de vitesse et celle du champ de pression sont localisées sur des maillages
différents. Cette méthode de volumes finis a notamment pour avantages de pouvoir s’adapter aisément a des maillages
quelconques ou a des écoulement bi-fluides (avec une viscosité non-constante), tout en conservant les propriétés des
opérateurs différentiels mis en jeu.

Rappelons que le caractere bien posé de ce probleme vient du fait que I’inégalité suivante appelée inégalité Inf-Sup
(ou LBB) est vérifiée :

inf sup _bvip) > 0, )
peL3(@) \vep ()2 IvIlatllplz:

ou b(v,p) = / p(divv) et L3(Q) = {p € L*(Q) : m(p) = 0}.

La méthodé:2 DDFYV pour le probleme de Stokes a été introduite dans [Del07] mais la question de la stabilité Inf-Sup
uniforme n’avait, a ce jour, pas été traitée. En 1’absence d’une preuve de stabilité Inf-Sup, dans [Krel1] I’auteur propose
d’ajouter un terme de stabilisation dans 1’équation de conservation de la masse. Cependant, d’un point de vue numérique
il a été observé que ce terme de stabilisation ne semblait pas nécessaire. C’est la raison pour laquelle nous avons choisi
de réaliser dans cette partie 1’étude théorique et numérique de la stabilité Inf-Sup du schéma DDFV pour le probleme de
Stokes. De plus, notons que si nous montrons la stabilité Inf-Sup de ce schéma, alors I’analyse d’erreur présentée dans
[Krel1] pourra directement étre appliquée au schéma sans terme de stabilisation.

Le Chapitre IV a pour but de poser le cadre DDFV associé a ce probleme et de présenter une méthode numérique
(basée sur la recherche de valeurs propres d’une matrice appropriée) permettant de calculer la constante Inf-Sup discrete
pour un maillage donné. Le Chapitre V est alors consacré a 1’étude théorique et numérique de la stabilité Inf-Sup pour
différentes familles de maillages.
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Chapitre IV : Méthode numérique pour le calcul de la constante Inf-Sup discrete

Le but de ce chapitre est de décrire une méthode numérique permettant de calculer, pour un maillage donné, la constante
Inf-Sup discreéte du schéma DDFV.

Nous commengons donc par rappeler le cadre général de la méthode DDFV (décrit par exemple dans [ABH07]). Un
maillage DDFV T est constitué d’un maillage primal 9t U 093t et d’un maillage dual 9t* U 991 (voir Figure 6).

W0 - E----9---- ]
|
o o
: | | |
®- -9 -~ *----¢
: : //\\ :
: ! / \\ !
‘ ! / \ |
] | ] fm o ]
| ! \ |
- A
- | I I
:o————q‘{;’\——l ' om | .
| P S~ I |
! . D e ---- -
| N |
[ RS —— B.e = o -m
—— Mailles primales intérieures C € 9t - - - Mailles duales K* € 9t* U 09*
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Figure 6: (Gauche) Le maillage primal 9t U 9901; (Droite) Le maillage dual 2t* U 99T*.

Le maillage primal intérieur 91 est essentiellement le méme que le maillage VF4 sur domaine polygonal construit

dans le Chapitre I a la différence que les centres x,c des volumes de contréle /C € 901 ne respectent plus nécessairement la
condition d’orthogonalité imposée par le schéma VF4. Le maillage primal extérieur 090 est alors 1’ensemble des arétes
du maillage 91 incluses dans 0.
A partir du maillage primal 9t nous définissons le maillage dual 9t* U 99T* de sorte que les centres du maillage dual
soient en fait les sommets du maillage primal. Pour cela, pour chaque sommet x .~ du maillage primal nous relions entre
eux tous les centres des volumes de contrdle voisins (en parcourant les volumes de controle dans le sens horaire). Le
polygone K* ainsi construit constitue alors un volume de contrdle dual dont le centre est en fait le sommet xc-.

L’approximation DDFV du probleme de Stokes que nous considérons ici associe a chaque maille primale KC € 9TUOIMN
une inconnue u,. € R? et a chaque maille duale £* € 90t* UJ9N* une inconnue ux- € R? pour la vitesse. Les inconnues
en pression sont alors localisées sur un troisieme maillage, appelé maillage diamant, noté © et défini de la maniere
suivante. Pour toute aréte o = [+, 2.«] du maillage primal séparant les volumes de contrdle k et £, nous définissons la
maille diamant D € © comme le quadrangle dont les diagonales sont 0* = [z, 2] et 0 = [xxx, 2 .+] comme décrit sur
la Figure 6.

Il y a donc une bijection entre les arétes du maillage primal et les mailles diamants.

L’approximation DDFV du probléme de Stokes associe a chaque maille diamant € © une inconnue p,, € R pour la
pression.

Ces différents maillages nous permettent de définir de fagon consistante les opérateurs gradients et divergences discrets
suivants (voir Section I'V.1.3)

V(R = (Ma(R))?,
div® : (R?)” — R?,
div” : (M2(R))® — E,
V7 :R® - Ry,

ol I’ensemble [E est le sous-ensemble de (RQ) T qui permet de prendre en compte les conditions aux limites de Dirichlet,
Eq = {u-,-E (RQ)TtCl que ugon = 0 et ugon> = O} .

Nous pouvons maintenant définir la constante Inf-Sup discrete associée a un maillage 7~ de la maniére suivante :

. D
Br = inf ( sup (div_vr,po)o ) (8)

po ER® \ vr€E, ||\V©Vr|\|©,2Hp@ - m(pzv)”i),Q
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Ainsi, pour un maillage donné 7" le schéma DDFYV associé au probleme de Stokes est bien posé si et seulement si 5 > 0.
De plus, pour une famille de maillage dont le pas du maillage size(7) tend vers 0, le schéma est stable si et seulement si

lim inf > 0.
sizler{lTl)n*m BT

En réécrivant la constante Inf-Sup discrete (8) sous forme matricielle, nous montrons alors que 5+ est la racine carrée
de la seconde plus petite valeur propre d’une matrice appropriée. Plus précisément, en notant respectivement My, By -
et R, les matrices de masse en pression, de divergence et de rigidité du systéme; nous avons le résultat suivant :

Lemme 4 (Relation avec le complément de Schur)

La constante Inf-Sup discréte 3, satisfait B2 = X\2(Sy), oit Sy est la matrice symétrique définie par :

1 _1
So =My?By +R7V"By s My € My, (R).

Dans le Chapitre V, nous utilisons alors une méthode d’itération de sous-espaces avec projection de Rayleigh-Ritz
décrite dans la Section 1V.3.2 pour calculer les valeurs propres de la matrice S .

Chapitre V : Etude de la stabilité Inf-Sup pour le probleme de Stokes

Ce chapitre est consacré a I’étude d’un point de vue théorique et numérique de la propriété de stabilité Inf-Sup du schéma
DDFYV pour le probléeme de Stokes.

Nous commengons notre analyse par une premiere série de maillages (cf Figure 7) pour lesquels nous sommes en
mesure de démontrer qu’ils vérifient la propriété de stabilité Inf-Sup, ce que nous observons également numériquement
(voir Figure 8).
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(a) Maillage triangles conformes (b) Maillage triangles non-conformes (c) Maillage en damier
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Figure 7: Série de maillages Inf-Sup stables
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Figure 8: Etude de la stabilité pour une premiére série de maillages; 5+ en fonction de size(7)

La démonstration de cette propriété de stabilité Inf-Sup repose sur le résultat suivant :
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Théoreme 5 (Résultat général de stabilité Inf-Sup)

Soit T un maillage DDFV sur un domaine connexe polygonal ). Supposons qu’il existe o > 1 tel que :
|p©|h < aT||hTVTp®||T,27 Vps € R®. C)

Alors il existe une constante C' > 0, dépendant seulement de la régularité du maillage, telle que :

C br(vy,
—llpo = m(po)llop < sup brvrba) gy, € B2, (10)
;

vrek, [Vovr|lo 2

c’est adire B+ > Clar.

Les normes discretes utilisées dans ce théoréme seront définies dans la Section IV.1.4, en particulier la semi-norme
| - | sur R® est définie par

|p©|i21 = > (h% + hi’)(pb’ _pD)Qa Vpo € R,
D,D' €D
p|D’

ol la notation p|D’ signifie que D et D’ ont un c6té commun (nous dirons que D et D’ sont voisins) et hp, représente le
diametre de la maille diamant .

La stratégie présentée dans la Section V.1 consiste alors a vérifier si, pour une famille donnée de maillage, 1’inégalité (9)
est vérifiée pour un certain . uniformément borné lorsque le pas du maillage tend vers 0. Cette estimation signifie en
fait que nous allons devoir estimer la différence entre deux pressions sur des mailles diamants voisines p, — pp/ €n terme
du gradient de pression sur des mailles primales et duales. Rappelons la valeur du gradient de pression (défini dans la
Section 1V.1.3) pour une maille }C € 90t par exemple,

m)cv’cpi) = Z m,Ppligs.

D, .+ EDK

Ainsi, la valeur du gradient de pression sur une maille donnée dépend de la valeur des pressions sur toutes les mailles
diamants qui lui sont associées. C’est la raison pour laquelle il n’est pas forcément facile d’obtenir une estimation de la
différence de deux pressions sur des mailles diamants voisines. Par conséquent, I’étude de la validité de 1’hypothese (10)
dépend fortement de la géométrie des mailles que nous considérons et il faudra donc vérifier cette hypothese pour chaque
famille de maillages décrits sur la Figure 7.

Dans un second temps, dans la Section V.2 nous nous intéressons a une seconde série de maillage, de type cartésien
(voir Figure 9), pour lesquels nous montrons que la propriété de stabilité Inf-Sup n’est pas vérifiée.

(a) Maillage conforme uniforme (b) Maillage non-conforme

Figure 9: Série de maillages Inf-Sup instables

Plus précisément, dans le cas du maillage cartésien conforme uniforme nous montrons que 3 = 0 (Théoréme V.8) et pour
le cas non-conforme nous prouvons que S > 0 mais que 8- — 0 lorsque le pas du maillage tend vers 0 (Théoréme V.9),
comme nous I’observons également numériquement sur la Figure 10a (droite en orange).

Nous démontrons ainsi 1’existence d’au moins un mode de pression instable (décrit sur la Figure 10b). Cependant,
nous établissons qu’il existe en fait un unique mode instable (Théoreme V.11) ce qui signifie que la propriété de stabilité
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Figure 10: Instabilité¢ Inf-Sup pour le maillage cartésien non-conforme

Inf-Sup est satisfaite si nous imposons aux modes de pression d’étre orthogonaux au mode instable. C’est cette propriété
que nous appelons la propriété de stabilité Inf-Sup de codimension 1.
D’un point de vue numérique, nous tragons la racine carré de la valeur propre suivante \3(.S5 ) du complément de Schur du
systéme défini dans le Lemme 4. Nous observons alors (voir Figure 10a, droite en violet) que 1/\3(S5 ) semble minorée
lorsque le pas du maillage tend vers 0 ce qui confirme la présence d’un unique mode instable.
Cette étude semble donc expliquer pourquoi méme dans le cas d’un maillage Inf-Sup instable, les propriétés de con-
vergence de la méthode DDFV sont conservées méme sans terme de stabilisation comme cela a été observé dans [Krell].
Notons que pour démontrer la propriété de stabilité Inf-Sup inconditionnelle tout comme pour démontrer la propriété
de stabilité Inf-Sup de codimension 1, I’idée sous-jacente de notre analyse est de construire une sorte d’approximation de
I’opérateur de Fortin (voir Propositions V.1 et V.12). Une fois cet opérateur construit, la démonstration des théoréemes de
stabilité Inf-Sup correspondants (cf Théoreme V.2 et Théoreme V.11), se divise alors en deux cas de la méme maniere que
pour la preuve classique de la stabilité Inf-Sup de 1’élément de Taylor-Hood.

Pour conclure ce chapitre, nous présentons divers résultats numériques permettant d’observer que la propriété de
stabilité Inf-Sup est vérifiée pour plusieurs familles de maillages trés généraux bien que nous ne soyons pas en mesure,
pour le moment, de le démontrer d’un point de vue théorique.

Pour conclure, cette étude montre que le schéma DDFV semble étre tres robuste vis a vis de la propriété de stabilité
Inf-Sup méme en ce qui concerne des maillages non-conformes.

Le travail présenté dans cette partie a été accepté pour publication dans Mathematics of Computation et a été réalisé
en collaboration avec F. Boyer et S. Krell [BKN14a].

3. Discrétisation DDFV d’un modéle couplé Cahn-Hilliard/Stokes

Le couplage des équations de Cahn-Hilliard avec les équations de Navier-Stokes est un sujet important de recherche
actuel. Ce modele permet de décrire I’écoulement d’un mélange de deux fluides incompressibles non-miscibles. Les
équations de Navier-Stokes permettent alors de prendre en compte I’hydrodynamique de 1’écoulement.

Ce modele de champ de phases permet de capturer I’interface en imposant la valeur de 1’épaisseur d’interface a une
valeur € > 0 faible mais plus grande que sa valeur réelle.

Si nous considérons deux fluides de densité p; et po et de viscosité 7y et 12, ce couplage est réalisé :

e en ajoutant un terme de transport u - Ve dans 1’équation d’évolution du parametre d’ordre (équation de Cahn-
Hilliard);

* en ajoutant un terme de force capillaire 1V ¢ dans le bilan de quantité de mouvement (équations de Navier-Stokes);

* en définissant la densité p et la viscosité 77 comme des fonctions régulieres du parametre d’ordre (telles que p(1) =
p1, (1) = 1, p(0) = p2 et n(0) = 12).
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Alors, le probleme s’écrit : Trouver la concentration de 1’un des deux constituants ¢ : (0,7) x  — R, le champ de
vitesse u : (0,7) x Q — R? et la pression p : (0,T) x Q — R tels que :

Oic+u-Ve=T Au, dans (0,7) x Q (11a)

w= —350bAc + abfb( ), dans (0,T) x Q (11b)

O (p(c)u) + d1v( (cu® u) —div(2n(c)Du) + Vp+ T = uVe + p(c)g, dans (0,7) x (11c)
diva = 0, dans (0,7) x (114d)

u = 0; sur (0,7) x T’ (11e)

V-6 =0, sur (0,7) x T (11f)

ou le vecteur g représente la gravité et Du = % (Vu + VuT)

Notons que le choix du terme T est sujet a débat (voir par exemple [Boy02, BLM 10, AGG12] et les références qui s’y
trouvent pour des choix différents). En effet, lors du couplage entre les équations de Cahn-Hilliard et les équations de
Navier-Stokes, la vitesse u représente la vitesse moyenne des deux fluides mis en jeu et donc lorsque p est une fonction
dépendante du paramétre d’ordre, 1’équation de conservation de la masse d;p + div(pu) = 0 n’est plus vérifiée. Ainsi,
selon les auteurs, différentes solutions sont proposées pour obtenir le bilan local d’énergie cinétique.

Notons que pour que le systeme (11) soit bien posé, il faut ajouter une condition aux limites sur le parametre d’ordre c.
Habituellement, ces équations sont étudiées en choisissant une condition aux limites de Neumann homogene [Jac99,
Boy02, LS03, KSWO08, AF08, Abe09, BLM ™10, AGG12].

Cependant, la encore cette condition aux limites impose un angle de contact entre I'interface et la paroi égal a 5. Cette
condition est trop restrictive car lorsqu’un premier fluide déplace un second fluide, I’énergie de relaxation de la paroi
produit un angle de contact dynamique qui dévie de I’angle de contact statique 5. C’est la raison pour laquelle dans
[Jac00] I’auteur introduit I’énergie libre de surface suivante :

1 1 0,
F.(c) = 60, / Flew) avee fu(er) = cos(8,)? <fc— 7) o1+ oy cosls)
. 120, 12

3 2
ou o représente la tension de surface entre le fluide 1 (I’inconnue du modele de Cahn-Hilliard de concentration c) et la
paroi, o la tension de surface entre le fluide 2 (celui de concentration 1 — ¢) et la paroi et 6 est I’angle de contact statique
entre I’interface et la paroi (mesuré du c6té du fluide 1) .

Alors, I’équation de Young est vérifiée a 1’angle de contact 6 avec la paroi :

o, cos(fs) = o9 — 071,
et la fonction f, ainsi construite satisfait :

o1+ 09

T2 et f1(0)= (1) =0.

bt () =or. a0 = 0mf 3) =

La condition aux limites correspondante s’écrit ainsi :

3eo,

3
3T —0icr = =60, f!(cr) — §€Ub5'n0-

Notons que cette condition aux limites est en fait la condition aux limites dynamique introduite dans le Chapitre III (hormis
le fait que les coefficients intervenant devant le terme O;c,r sont différents) pour un potentiel de surface f, particulier et en
imposant qu’il n’y ait pas de diffusion sur la paroi (o, = 0). L’étude de ces conditions aux limites fait 1’objet de travaux
récents [QWS06, WQS08, YZF10, YF11, CQA11, Donl12].

Dans ces travaux nous nous plagons dans un cas simplifié : nous supposons la viscosité constante et nous étudions
le couplage avec les équations de Stokes en négligeant le terme d’inertie et en faisant I’hypothese de I’approximation
Boussinesq. Ainsi, I’équation (11c) se réécrit :
plc) 1 7

¥ O

opu — iAu—k Vp = 1 avec — = — (12)
Re p

ol nous avons noté p* (respectivement n*) la densité (respectivement la viscosité) du fluide le plus lourd.
Il s’agit ici de se concentrer sur les difficultés liées au couplage et a la condition aux limites dynamique. L’étude du
systeme couplé Cahn-Hilliard/Navier-Stokes complet sera bien sir la suite logique de ces travaux.
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Rappelons que pour étudier le couplage entre les équations de Stokes et celles de Cahn-Hilliard nous ne pourrons
pas utiliser le schéma VF4 décrit dans la Partie 1 (car il n’est pas adapté a 1’approximation du probleme de Stokes).
Dans la Partie 2 nous avons présenté un schéma DDFV efficace pour le probléme de Stokes n’imposant pas de condition
d’orthogonalité et permettant notamment 1’utilisation de maillages non-conformes. Nous avons donc choisi d’utiliser le
schéma DDFV défini dans la Partie 2 pour I’analyse du couplage entre les équations de Cahn-Hilliard et les équations
de Stokes. Dans un premier temps nous allons donc, dans le Chapitre VI, étudier 1’approximation DDFV associée aux
équations de Cahn-Hilliard puis dans le Chapitre VII nous présenterons un schéma DDFV original pour le couplage
Cahn-Hilliard/Stokes qui permet de prendre en compte la condition aux limites dynamique et non-linéaire.

Dans cette partie, le domaine € sera un ouvert borné, connexe, régulier de R? (pas forcément polygonal).

Chapitre VI : Discrétisation DDFV de I’équation de Cahn-Hilliard

Ce chapitre est dédié a 1’établissement d’un schéma DDFV pour 1’équation de Cahn-Hilliard associée a deux types de
conditions aux limites pour le parametre d’ordre : la condition aux limites de Neumann étudiée dans le Chapitre I et la
condition aux limites dynamique décrite dans le Chapitre III.

Dans un premier temps, nous définissons un maillage DDFV sur un domaine €2 non polygonal. Pour cela, nous
utilisons des méthodes similaires a celles décrites dans le Chapitre III pour obtenir un maillage VF4 sur un domaine
courbe. Puis, nous définissons des opérateurs gradients et divergence discrets qui sont en dualité.

Le point délicat de ce chapitre réside dans 1’établissement du schéma DDFV pour I’équation de Cahn-Hilliard avec
des conditions aux limites dynamiques. Dans ce cas 13, les mailles duales du bord jouent un réle particulier. En effet, lors
de la discrétisation de 1’équation sur le potentiel chimique elles interviennent comme inconnues duales intérieures mais
elles interviennent également en tant qu’inconnues duales du bord dans la prise en compte de la condition aux limites
dynamique. Notons que ce sont les seules mailles pour lesquelles ce probleme intervient. En effet, les mailles primales
du bord n’interviennent pas dans 1’équation dans {2 mais seulement dans 1’équation sur I'. Détaillons donc ici la méthode
utilisée pour obtenir I’approximation DDFV associée & une maille duale du bord IC* € 09t*.

¢ Pour commencer, pour ¢t € R fixé, nous intégrons 1’équation sur le potentiel chimique sur la maille *,

/ plt,o)de =—As Y / Ve(t, z) - igrexdo(z)
* Lo G@,C* o*

D(T

[—AA 3 / Ve(t,x) - ﬁa,cda(x)J + Ay, / fl(c(t,z))dz.
DED cx NDeqt JoNKC* K*

 Nous intégrons ensuite la condition aux limites dynamique sur o = 9K* NI, alors pour tout ¢ € R nous obtenons :

.A@t/ Oen(t,z)do(z) =As. Y Vpc‘r(t,v*)nv*,cw?—Afs/ fler(t,x))do(x)

V*EV’C*
[—AA > / Ve(t,x) - ﬁ',,,cdo(x)].
DED i D ent ok

* Nous allons ensuite éliminer le terme de flux qui est encadré en soustrayant les deux équations ci-dessus.

* Ainsi, en intégrant 1’équation obtenue pour ¢ € [t",#"+1] nous obtenons finalement :

gt gt

-Ax X / / Ve(t, x) -ﬁa*,c*da(x)dt—kAfb/ / fl(c(t, z))dzdt
D, ox EDjex Jtn o* tm K*
tn-f—l
_ / wu(t, x)dadt + Aat/ (er (" 2) = o (t", @) do(x)
tn * o*
g1 8 n+41

t
_ AAF *ez\; [s VFC‘F(t, V*)nv*}c* -7dt + Afs /t / f;(c,r)da(x)dt =0.
v*EVx Jn n ok

 Alors, en utilisant les opérateurs discrets définis dans la Section VI.1, I’approximation DDFV de 1’équation sur le
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potentiel chimique associée a la condition aux limites dynamique pour une maille duale du bord s’écrit :

n+1 n

— 1 1 Cix  — Cix

~As S m VP e+ Ay d? (R ) — e T Agem,. K A X
Dy ox €D cx T t
v* +1 s n+1y

o ‘AAF > Vi Com Nuexe Jr'Afsvafdf (ckeca™) =0.

VEEV

Pour chacune des conditions aux limites étudiées dans ce chapitre, nous donnons également 1’égalité d’énergie corre-
spondante qui permet d’aboutir (de la méme maniere que pour le schéma VF4) a la décroissance de I’énergie au niveau
discret. Nous pouvons ainsi démontrer I’existence d’au moins une solution au probléme discret ainsi que les bornes sur
les solutions discretes.

Pour conclure ce chapitre nous présentons plusieurs résultats numériques qui permettent de montrer que le schéma
DDFYV est bien adapté a 1’approximation de 1’équation de Cahn-Hilliard tout en autorisant la présence de mailles non-
conformes.

Chapitre VII : Couplage de I’équation de Cahn-Hilliard avec le probléeme de Stokes

Nous pouvons maintenant nous intéresser au cas du couplage avec les équations de Stokes. Commengons par remarquer
que bien que nous ayons déja défini le schéma DDFV pour le probleme de Stokes (cf Partie 2) et pour les équations de
Cahn-Hilliard (cf Chapitre VI) le couplage entre ces deux équations ne sera pas si simple :

* Pour coupler ces deux équations nous avons ajouté un terme de transport u - V¢ dans 1’équation d’évolution du
parametre d’ordre (11a). Or les inconnues en vitesse sont localisées aux centres et aux sommets alors que le gradient
discret du parametre d’ordre est constant par diamant. Nous n’allons donc pas pouvoir discrétiser le terme u - Ve
en utilisant une approximation DDFV classique. Cependant, la vitesse est a divergence nulle ce qui implique que
u - Ve = div(uc). Nous allons donc construire dans la Section VII.1.1 un nouvel opérateur discret div, (ur, c,)
permettant d’approcher le terme div(uc) (dans la méme idée que ce que font les auteurs dans [GK14]).

* Lors du couplage nous avons également ajouté un terme de force capillaire Ve dans le bilan de quantité de
mouvement des équations de Stokes (12). Or, les inconnues sur le potentiel chimique sont également localisées aux
centres et aux sommets. Le méme probléme se pose alors pour discrétiser le terme pVe. Nous définissons donc
dans la Section VIIL.1.2 un nouvel opérateur discret G7 (11, ¢ ) ayant pour but d’approcher ce terme.

Notons que ces opérateurs sont construits de sorte que 1’égalité suivante soit conservée au niveau discret :

/ u-puVe= / div(uc)p, Vutel que diva = 0.
Q Q

Nous montrons ensuite dans la Section VII.1.3 que ces nouveaux opérateurs discrets sont, en un certain sens, consis-
tants.

Nous sommes maintenant en mesure de présenter un schéma découplé pour I’approximation DDFV du couplage entre
I’équation de Cahn-Hilliard et le probleme de Stokes tel que la dissipation de 1’énergie totale au niveau discret soit vérifiée
pour un pas de temps suffisamment petit.

Nous concluons ce chapitre par des résultats numériques permettant d’une part d’illustrer le comportement du schéma
DDFV vis a vis du systeme étudié et d’autre part d’observer I’influence de la condition aux limites dynamique sur la
dynamique d’angles de contact.

L’une des simulations que nous présentons modélise la chute d’une goutte le long d’un plan incliné (nous donnons ici
I’exemple d’une inclinaison o« = 70°) a laquelle nous demandons de satisfaire un angle de contact 6 fixé (dans les figures
ci-dessous 05 = 27”). La configuration initiale du modele est décrite sur la Figure 11.

Nous observons alors (voir Section VIL.5) I'influence des différents parametres qui interviennent : I’angle d’inclinaison
« du plan, I’angle de contact 6, choisi et le coefficient de relaxation T, .

Dans le cas que nous présentons ici (voir Figures 12 et 13) nous faisons seulement varier le coefficient I', en maintenant
fixé les parametres o = 70° et 6, = 2F.
Nous pouvons alors clairement observer I’influence du coefficient de relaxation :

» d’une part sur la vitesse de le goutte : plus le coefficient de relaxation est faible plus la goutte tombe lentement;

 d’autre part sur la vitesse d’établissement de 1’angle de contact 6 choisi : plus le coefficient de relaxation est élevé
plus ’angle de contact 6, entre la paroi solide et I’interface fluide se forme rapidement.
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Figure 11: Configuration initiale d’une goutte tombant le long d’un plan incliné de 70°

(a) Solution au temps ¢t = 1 (b) Solution au temps t = 5 (c) Solution au temps ¢ = 9 (d) Solution au temps ¢t = 10

Figure 12: Coefficient de relaxation I', = 20
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir

I
Pl

7

(a) Solution au temps ¢t = 1 (b) Solution au temps t = 5 (c) Solution au temps t = 9 (d) Solution au temps ¢t = 10

Figure 13: Coefficient de relaxation I', = 0.2
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir
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4. Publications

L’ensemble de ces travaux a donné lieu a une publication dans une revue a comité de lecture et trois actes de conférence
a comité de lecture. Par ailleurs, trois articles sont en cours de rédaction.

4.1 Article dans une revue a comité de lecture

[BKN14a]
F. Boyer, S. Krell, F. Nabet, Inf-Sup stability of the Discrete Duality Finite Volume method for the 2D Stokes
problem.
Mathematics of Computation, 2014, a paraitre.
http://hal.archives—-ouvertes.fr/hal-00795362
Cet article présente I’étude, autant d’un point de vue théorique que numérique, de la propriété de stabilité
Inf-Sup du schéma DDFV pour le probleme de Stokes pour différentes familles de maillages. Son contenu
est essentiellement celui de la Partie 2.

4.2 Articles en cours de rédaction

[Nabl4a]
F. Nabet, Convergence of a finite-volume scheme for the Cahn-Hilliard equation with dynamic boundary
conditions, 2014.
Cet article reprend essentiellement le contenu du Chapitre III et en particulier la démonstration du théoréme

de convergence des solutions discrétes vers une solution faible du du probléme continu présenté dans la
Section IIL.5.

[BBN14]
P. Bousquet, F. Boyer, F. Nabet, On a functional inequality arising in the analysis of finite volume methods,
2014.
Cet article reprend le contenu de la Section I11.6 dans laquelle nous démontrons une inégalité de type Poincaré
entre la moyenne d’une fonction u sur un pseudo-triangle a bord courbe et la moyenne de w sur ce bord courbe.

[BN14]
F. Boyer, F. Nabet, A DDFV method for a Cahn-Hilliard-Stokes phase field model, 2014.
Cet article reprend le contenu de la Partie 3 dans laquelle nous proposons un schéma DDFV adapté au cou-
plage entre 1’équation de Cahn-Hilliard et le probleme de Stokes, en particulier associé a une condition aux
limites dynamique sur le parametre d’ordre.

4.3 Actes de conférences a comité de lecture

[Nabl4c]
F. Nabet, Finite-Volume method for the Cahn-Hilliard equation with dynamic boundary conditions,
Proceeding SMAI 2013 (Seignosse Le Penon, Landes).
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magne), 2014 .
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Discrétisation Volumes Finis du modele de
Cahn-Hilliard







Chapitre I

L’équation de Cahn-Hilliard avec des
conditions aux limites de Neumann

Ce chapitre est consacré a la présentation d’une approximation de type volumes finis de 1’équation de Cahn-Hilliard
diphasique avec des conditions aux limites de Neumann et un potentiel polynomial. Ces équations ont largement été
étudiées autant d’un point de vue théorique que numérique (voir par exemple [EZ86, Zhe86, El189, Dlo94, CM95, Tem97,
RH99, NC08, MW09]). L’analyse numérique de ce modele par des méthodes de type éléments finis ou différences finies a
déja fait I’objet de nombreux travaux(cf [EF87, EFM89, EF89, Ell189, DN91, EL92, Eyr98, CCKO00, FurOla, FP04, FPOS5,
SY10]) mais il n’a, a notre connaissance jamais été étudié par une méthode de type volumes finis. Le but de ce chapitre
est d’introduire le schéma VF4 (appelé ainsi car pour le probleme de Laplace ce schéma a un stencil de 4 points en 2D
sur un maillage triangles), également appelé TPFA (acronyme de "Two Point Flux Approximation"), qui sera par la suite
étendu dans le Chapitre I1I a d’autres types de conditions aux limites.

Nous commengons par rappeler, d’une part le modele de Cahn-Hilliard auquel nous nous intéressons (Section I.1) et
d’autre part (Section 1.2) les notations volumes finis usuelles. Dans la Section 1.3 nous décrivons le schéma numérique
que nous utilisons ainsi que les estimations d’énergie qui en découlent. Nous énongons ensuite les résultats d’existence
de solutions au probléme discret (Théoreme 1.8) et de convergence des solutions discretes vers une solution faible du
probleme continu (Théoreme 1.11). Le résultat principal de ce chapitre est le théoreme d’estimation d’erreur pour le
schéma completement discrétisé (Théoreme I.16) dont la démonstration fait 1’objet de la Section 1.5. Enfin, nous détaillons
(Section 1.6) I'implémentation de ce schéma réalisée avec le logiciel Scilab puis nous présentons dans la Section 1.7
plusieurs résultats numériques illustrant les différentes propriétés du systeéme de Cahn-Hilliard.

Notons que ce chapitre a notamment pour but de décrire, dans un cadre volumes finis classique (le domaine € est
polygonal et nous imposons des conditions aux limites de Neumann), le schéma que nous utiliserons dans le Chapitre
ITI. C’est la raison pour laquelle nous ne démontrerons pas tous les résultats énoncés dans ce chapitre. Cependant, si un
résultat n’est pas démontré, sa preuve sera alors détaillée dans le Chapitre III pour le cas plus complexe des conditions
aux limites dynamiques. Pour chacun des résultats en question nous préciserons quel est le résultat correspondant qui sera
démontré dans le Chapitre I11.

Dans ce chapitre, nous nous plagons sur un domaine {2 ouvert, borné, connexe et polygonal de R?.

I.1 Le modele de Cahn-Hilliard

Dans cette section nous rappelons brievement les principales propriétés (décrites par exemple dans [Lap06, Min10]) du
modele de Cahn-Hilliard.

Ce systeme modélise un mélange composé de deux phases dont les concentrations ¢ et ¢y varient entre 0 et 1 (valeurs
qui représentent les phases pures) et sont reliées par la relation ¢; 4+ co = 1.
L’équation de Cahn-Hilliard est un modele de type interface diffuse, nous imposons donc I’épaisseur entre les deux phases
du mélange égale a une valeur € > 0, faible mais tout de méme plus grande que sa valeur réelle.
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Ainsi, I’inconnue du modele est la concentration ¢ de I’'une des deux phases qui vaut 1 dans une des phases, 0 dans I’autre
et qui varie continiiment entre 0 et 1 dans I’interface.

Ce modele repose sur I’introduction d’une I’énergie libre F, dépendant de 1’épaisseur de I’interface € et de la tension
de surface entre les deux phases o, :

3 12
Fo(c) = fsob/ Vel + —ab/ fule). (L)
4 Q € Q
La minimisation de cette énergie fait entrer en compétition les deux termes qui la composent :

* Un terme proportionnel a / |Ve|? dont la minimisation pénalise les fortes variations de la concentration et donc

Q
tend a augmenter 1’épaisseur de 1’interface.

* Un terme proportionnel a / f»(c) qui modélise la non-miscibilité des phases. En effet, la fonction double puits
Q

f.(c) = 2(1 — ¢)? (cf Figure 1.1a), appelée potentiel de Cahn-Hilliard, est minimale dans les phases pures, ¢’est &
dire pour ¢ = 0 et ¢ = 1. Par conséquent, contrairement au terme précédent, ce terme tend a minimiser 1’épaisseur
de I’interface.

Les coefficients devant ces deux termes sont obtenus en résolvant le probleme de minimisation 1D sur un domaine infini.
Nous obtenons le profil minimisant (cf Figure I.1b) suivant :

1 2
Ceqlx) = 3 (1 + tanh g) ,

et nous choisissons d’identifier € a I’épaisseur de I’interface et I’énergie F,(c.,) 2 la tension de surface o,.

Interface: ¢

(a) Potentiel de Cahn-Hilliard (b) Epaisseur de I’interface

Figure I.1: Structure double puits du potentiel f, et définition de 1’épaisseur de 1’interface

L’équation d’évolution associée est le flot de gradient dans H ~! sous la contrainte de conservation du volume total au
cours du temps : pour tout t € R, / c(t,z)dx = / ¢(0, x)dz.
Q

Q
Ainsi, pour un temps final 7' > 0 donné, I’évolution du paramétre d’ordre ¢ : (0,7") x 2 — R est décrite par 1’équation
de Cahn-Hilliard,
orc =T, Ap;
3 12 1.2)
o= fieal,Ac + ?a,,fb’(c).

Nous avons introduit une inconnue intermédiaire 1 appelée potentiel chimique qui est la dérivée fonctionnelle de 1’énergie
libre F, par rapport au parametre d’ordre c. Le parametre I', > 0 est constant et représente un coefficient de diffusion
appelé mobilité.

Nous pouvons des a présent remarquer que I’équation de Cahn-Hilliard présente plusieurs difficulté : c¢’est une équation
parabolique du 4°™ ordre et non-linéaire du fait de la nature du potentiel de Cahn-Hilliard f, (cf Figure I.1a).

A ce systeme s’ajoute une condition initiale dans €2,

c(0,.) = ¢, 1.3)



1.2. Le cadre Volumes Finis 5

ainsi que deux conditions aux limites. Il n’y a aucun échange de masse a travers la paroi, ainsi dans ces travaux nous
imposerons toujours une condition aux limites de Neumann homogene sur le potentiel chimique . En ce qui concerne le
parametre d’ordre, dans ce chapitre nous imposerons également une condition de Neumann homogene (voir le Chapitre
III pour une analyse de conditions plus générales). Les conditions aux limites associées a 1’équation (I.2) s’écrivent donc :

Vup-f=0 sur(0,7) x 09, (I.4a)
Ve-d=0 sur(0,7) x 09, (1.4b)

ol i est la normale unitaire sortante a €.
Les solutions du systéme de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites de Neumann satisfont 1’égalité d’énergie
suivante :

o :
GFe) =T [ 9P s

Pour plus de clarté, nous noterons dans la suite A, = %EO’b le coefficient qui se trouve devant le terme Ac dans I’équation
sur le potentiel chimique et Ay, = %O‘b celui qui est devant la dérivée du potentiel de Cahn-Hilliard f;.

Dans ces travaux, nous nous placons dans un cadre général pour lequel le potentiel de Cahn-Hilliard satisfait les
hypotheses standard : f, est une fonction positive de classe CQ(Rz) qui vérifie :

* Dissipativité :

liminf f;'(c) > 0, 1.6)

le| =00

donc il existe cv; > 0 et ay > 0 tels que pour tout ¢ € R,

fo(e) > arc® — an.

* Croissance polynomiale : il existe Cj, > 0 et un réel p > 2 tels que :

@) G (L[, m={0,1,2}. (L7)

Notons cependant que le potentiel f, décrit par la fonction double-puits présentée sur la Figure I.1a vérifie ces hypotheses
et rentre donc dans le cadre de notre étude.

1.2 Le cadre Volumes Finis

Rappelons que € est un ouvert polygonal connexe de R? et que nous nous plagons donc dans le cadre des volumes finis
2D.

I.2.1 Maillage et notations

Nous rappelons dans cette section les notations volumes finis usuelles (cf par exemple [EGHO0]) que nous utiliserons
dans ce chapitre.

Maillage orthogonal admissible: Un maillage admissible )7 est un ensemble de polygones disjoints appelés mailles
ou volumes de controle et notés KC tels que :

* Q= Uxenk;
e Sik,LeMK #LyalorskN iz =0

e sifC, L € M, K # L tels que la dimension de k£ N £ est égale a 1, alors K N £ est I’aréte qui sépare les volumes de
contrdle K et c;

e pour tout € 91, nous nous donnons un point ., appelé centre de la maille x, tel que si k, £ sont deux mailles
voisines, I’aréte qui sépare K et £ est orthogonale a la droite joignant . et .. Cette condition est appelée "condition

d’orthogonalité".
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Notations :  Soit £ I’ensemble des arétes du maillage 9, &;,,; désigne I’ensemble des arétes intérieures et &, I’ensemble
des arétes extérieures.
Sio = K|z € Eint est une aréte qui sépare la maille « de la maille £, nous définissons :

* m, la longueur de I’aréte o;

* 1, (ou N ) la normale unitaire a o allant de K vers c;

* dy . la distance entre les centres zx et ..
A chaque aréte o = k|, nous associons le quadrilatere dont les diagonales sont o et le segment [z, x|, appelé diamant
et noté D (ou D, ). Remarquons que si o € .., le diamant D, dégénére en triangle.

Pour une maille I € 91, notons :

* m, la mesure de la maille «;

¢ & I’ensemble des arétes de la maille x et é’fc"t =& NEint-

Figure [.2: Notations pour un maillage orthogonal admissible

Régularité du maillage : Le pas du maillage est défini par size(91) = sup{diam(x), K € 9t}. Appelons N le nombre
maximal d’arétes passant par un sommet du maillage et A™* le nombre maximal d’arétes que peut posséder un volume de
contrdle K € M. Nous introduisons alors un nombre positif reg(9t) défini par :

reg(M) := max | N, \*, max M’ dlam(D)’maX diam(x)
Keom diam(p,)’ D /mp Kem T

Cette constante mesure la régularité du maillage et interviendra dans toutes les constantes des résultats suivants. Dans
I’analyse de convergence elle sera supposée bornée indépendamment du pas du maillage ce qui revient a supposer que les
mailles ne s’aplatissent pas trop lorsque nous raffinons le maillage.

Inconnues discretes : La méthode VF4 associe a chaque maille X € 9%, une inconnue scalaire u,. Ainsi, nous
définissons la fonction constante par morceaux u,, € R de la maniére suivante :

U = Y Uxle € L(R),

KeM
ou 1, désigne la fonction indicatrice de la maille «.
Soit N € N, I’intervalle de temps [0, 7] est discrétisé avec un pas de temps constant At = % Pour tout n €
{0, ..., N}, nous définissons le temps " = nAt. Alors, u5; désigne la fonction constante par morceaux sur (0,7") x €

telle que pour tout ¢ € [t", "],

+1

upi(t,x) = uy ™ siz € K.

Ainsi, pour tout temps ¢, le schéma VF4 associe a chaque maille K € 91 une inconnue ¢} pour la concentration et une
inconnue p;; pour le potentiel chimique.
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1.2.2 Produits scalaires discrets et normes associées

Pour tout tyy, vy € R™, nous introduisons le produit scalaire L2-discret et le semi-produit scalaire H!-discret suivants :

m

(Us, Von) 20y = D, MV €t [Uan, Von]1,m = 7 T (e —ug) (Ve — ). (1.8)
reM o=K|cEEint YKL

Remarquons que seules les arétes intérieures du maillage 977 interviennent dans la définition du semi-produit scalaire
H'-discret [.,.]1,m. Ceci est une conséquence du fait que le probleme étudié est associé a des conditions aux limites de
Neumann.

La norme L? et la semi-norme H' correspondantes sont alors données par :

1
||U9n||L2(Q) = (UE)ﬁvumz) et |U9Jz‘175m = [[uml)vl)ﬂ]]igma Yoy, € Rsm’

et la norme H!-discrete est définie par :
Hu‘m”igm = ”uDﬂHz?(Q) + |uim‘igm ) vusm S Rm.

De méme, nous définissons la norme LP-discréte de la maniere suivante :

p
Huvn||m(n) = ( ;Emm)c‘u)clp> , Vugy € R™.
K

I.3 Discrétisation VF4 de I’équation de Cahn-Hilliard

Dans cette section, nous donnons une approximation VF4 du probleéme de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites de
Neumann. Nous proposons deux discrétisations en temps différentes (décrites dans la Section 1.3.2) du potentiel de Cahn-
Hilliard non-linéaire : implicite et semi-implicite. Nous présentons également les estimations d’énergie correspondants a
ces deux discrétisations.

L.3.1 Principe du schéma VF4

Rappelons rapidement le principe de 1’approximation VF4 : nous intégrons formellement le probléme continu sur chaque
maille C € 9 et sur chaque intervalle de temps [t", " *1]. Ainsi, en ce qui concerne 1’équation d’évolution du paramétre
d’ordre dans le systeme (1.2), nous avons :

tn+1 tn+1
/ / 8tc = Fb/ / Au
K Jin K Jin
et la formule de Stokes implique
tn+l
/ (c(t"“,x) — c(t”,x)) = Fb/ > /Vu s
K tn €€k Jo

Alors, en utilisant la condition aux limites de Neumann homogene sur le potentiel chimique y nous pouvons considérer
seulement les arétes intérieures du maillage 91 et cette équation se réécrit :

1
/ (c(t”+1,:1c) — c(t",m)) = I‘b/ > /Vu T P
K tn oegmtJo

Appliquons maintenant les formules de Taylor a I’ordre 2, ainsi pour tout ¢ € [t",#"*1] et pour tout x € o,
w(t,zy) —p(t,ze) = Vult,z) - (z, —xe) + O ((size(fm))2)

donc en utilisant la condition d’orthogonalité x, — x, = d .1k, nous obtenons :

m. M(t’ xc)d;;u,(t,I)C) — /O_VH(t, Z‘) . ﬁ;cc +0 ((Slze(m))2> :

s
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Un raisonnement similaire pour I’équation sur le potentiel chimique  en utilisant la condition aux limites de Neumann
homogene sur le parametre d’ordre ¢ nous permet d’obtenir le probléme suivant. Si c}}, est donné, I’approximation VF4
du probléme (I.2) avec les conditions aux limites (1.4) au temps t" 1 s’écrit :

Probléme 1.1 (Formulation VF4 du probléme de Cahn-Hilliard avec des CL. de Neumann)

Trouver (c%Fh, untl) € R™ x R™ tels que pour tout K € M,
n+l _ n n+1 n+1
meE— %4, v om e —He g (1.9a)
At ~CEint de. .
n+l _ C)TCH_l — CZH_l fo( .n n—i—l
My =Aa > AT + A med’ (e, cp™), (1.9b)
K,

int
nESK

oil d'v désigne la discrétisation du terme non-linéaire f!(c) décrite dans la Section 1.3.2.

Définition 1.2 (Projection moyenne discrete)

Nous définissons la projection moyenne sur le maillage 9N de la maniére suivante. Pour toute fonction u intégrable,

Phu = (Plu),_,, avec :

1
Py = —/ u(x)de.
K

Nous définissons alors %, par :
A =Pmc’ ¢ R™. (1.10)

Remarque 1.3

En sommant I’équation (1.9a) sur toutes les mailles IC € I, nous remarquons qu’il y a bien conservation du volume

au niveau discret :

S omecg = > mect™ W¥ne{0,...,N}. 11D
KeMm reM

1.3.2 Energie libre et discrétisation du potentiel de Cahn-Hilliard

L’énergie libre discrete associée a 1’énergie continue définie par (I.1) est donnée par :

A
f‘b.fm(cﬂ)t) = TA |Cﬂﬂﬁ,\m + Afb Zgﬁmlcfb(clc)-

Ke

La preuve de la propriété suivante est analogue a celle de la Proposition II1.8 détaillée dans le Chapitre III.

Proposition 1.4 (Egalité d’énergie discrete)

Soit ¢, € R™. Supposons qu’il existe une solution (¢, ") au Probléme 1.1, alors I'égalité suivante est

vérifiée :
As | n
Foon(cott) = Fronlc m)+Ath|“9+1|1 T ZA e - 9R|1m (1.12)
=Aj, ;m me (fi(eH) = fo(c) = dP (el ) (T = ep)) -
K

Nous décrivons maintenant les deux discrétisations du terme non-linéaire f, que nous utiliserons dans ces travaux.

Discrétisation implicite : La premiére discrétisation utilisée est une discrétisation implicite, c’est a dire que d’* est
donnée par :
1 1
afe(ep, ety = fl(cith), VK e m.
En utilisant 1’égalité d’énergie (I.12), nous obtenons 1’inégalité d’énergie suivante.

Proposition 1.5 (Inégalité d’énergie discrete)

” 1l existe Ato > 0 indépendant du maillage tel que si (%L, u™t) est solution du Probleme 1.1, alors pour tout pas
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de temps At < Atg, I'inégalité suivante est satisfaite :

AtF A
n+1|1 o + TA Cn+1 cgl ?mz < 0. (1'13)

fbfm( ) ‘Fb‘UY(

Nous renvoyons a la Proposition I11.9 pour la démonstration de ce résultat.

Discrétisation semi-implicite : L’inconvénient de la discrétisation implicite est que la décroissance de 1’énergie au
niveau discret n’est vérifiée que pour un pas de temps suffisamment petit, ce qui peut €tre contraignant d’un point de vue

numérique. En effet Aty = %F o dépend fortement de la valeur de I’épaisseur d’interface €, que nous choisissons petite
(de I’ordre du pas du maillage) pour pouvoir observer au mieux les phénomenes qui se produisent au niveau de I’interface.
C’est la raison pour laquelle nous utilisons également la discrétisation suivante :

Al (z,y) = fb(y /f (z + s(y — x))ds. (L.14)

Dans le cas particulier du potentiel f,(c) = c?(1 — ¢)?, cette discrétisation s’écrit :

a(ey) = 5 (TEY) - S0 -a - ) - w)

Remarquons que cette discrétisation d/> est construite de sorte que le second membre de 1’égalité (I.12) soit exactement
égal a 0. Ainsi, nous avons I’estimation d’énergie suivante valable pour tout pas de temps.

Proposition 1.6 (Inégalité d’énergie discrete)

n+1 n+1

Supposons qu’il existe une solution (¢, ul) au Probléme 1.1, alors I’égalité suivante est satisfaite :

Aa n+1 2

Fyon(Ctt) — Fym(cl) + AtL, 1um+1!m+ 5ot = e =0 (1.15)

Remarque 1.7

Pour chacune des deux discrétisations choisies, nous avons donc bien décroissance de I’énergie : si (¢, un+1t) est
solution du Probléme 1.1, alors il existe une constante Cy > 0 indépendante de At et size(IM) telle que :

Aa 0 2
Fomle™) = Foon(e) +Cr (A0 2+ 52 e a2, ) <0, (L16)

avec At < Atg pour une discrétisation implicite du potentiel f,.

1.4 Théoremes d’existence et de convergence

La démonstration de ces théorémes impose des hypothéses générales sur la discrétisation d/> du potentiel de Cahn-
Hilliard : d/* est de classe C' et il existe Cj > 0 et un réel p > 2 tels que :

‘dfh(a,b)‘ <Cy (L4 lafP "+ pPY) et ‘D (@ (a,.)) (b)‘ < Cy (1+alP™2 4 pP~2). (1.17)

Nous renvoyons a la démonstration du Théoreme II1.12 pour une preuve détaillée (dans le cas de conditions aux limites
dynamiques) du résultat suivant.

Théoréme 1.8 (Existence d’une solution au probléeme discret)

Soit ¢}, € R™. Supposons que :
* e potentiel de Cahn-Hilliard f, satisfait les hypothéses de dissipativité (1.6) et de croissance polynomiale (1.7);

e la discrétisation du terme non-linéaire d* vérifie I'hypothése (1.17) ainsi que la propriété suivante : il existe
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K lf% > 0 (pouvant dépendre de c}},) tel que pour tout KC € 9N,

S omy (fb(u,c) — fulel) — dfb(cﬁ,u,c)(u,C — CZ)) < K,fg”, V. (1.18)
KreM

Alors, il existe au moins une solution (¢, u%H) € R™ x R™ au probleme discret (1.1).

Remarque 1.9
Pour chacune des deux discrétisations en temps d* du potentiel de Cahn-Hilliard I'hypothése (1.18) est bien satisfaite :
e si nous choisissons la discrétisation implicite la démonstration est donnée dans [Minl0, Proposition V.13];

* si nous utilisons la discrétisation semi-implicite alors le membre de gauche de (1.18) est toujours égal a 0.

Définition 1.10 (Formulation faible)

Le couple (c,pt) € L>(0,T; H' () x L?(0,T; H*(Q)) est solution du probléme (1.2) avec les conditions aux
limites (1.4) au sens faible si pour tout ¢ € C°([0, T[xSY), nous avons :

T
/ / (=0p(t, x)e(t,x) + T, Vu(t, z) - Vo(t, z)) dedt = / A (x)$(0, z)d,
0o Ja

Q

/0 /Q (ut, )6t 7) — AsVe(t, x) - Volt,z) — Ag, £ (elt, 2))(t, x)) dadt = 0.

La preuve du théoreme de convergence suivant sera détaillée dans le cas plus complexe des conditions aux limites
dynamiques lors de la démonstration du Théoreme III.18.

Théoreme 1.11 (Théoréeme de convergence)

Soit ¥ € HY(Q) et (((c@f)(z)> , ((ug;)(”)) - suite d’approximations obtenues sur une famille de maillages
K3
admissibles et de pas de temps telle que le pas de temps et le pas d’espace, At() et size(im(i)) respectivement (avec
Atl) < Atq si nous utilisons une discrétisation implicite), tendent vers .
Alors, il existe une solution faible (c, p) du probleme (1.2) définie sur [0, T au sens de la Définition 1.10 pour la donnée

initiale c° telle que, en supposant que reg(im(l)) est borné lorsque i — 400, a sous-suite pres, les convergences
suivantes sont satisfaites pour tout ¢ > 1 :

(2@ pawwnd dans L*(0,T; LY(Q)) fortement,

et (uﬁﬁ‘)(i) ———p dans L*(0,T; LY(Q)) faiblement.

1—+o00

L’inégalité d’énergie (I.16) permet d’obtenir les bornes sur les solutions suivantes : une borne L (0,7, H(9))
discrete pour la concentration, une borne L?(0, T, H*(£2)) discréte pour le potentiel chimique et une borne pour la dérivée
en temps discrete du parametre d’ordre.

Nous nous référons a la preuve de la Proposition I11.26 pour 1’obtention des bornes en question.

Proposition 1.12 (Bornes sur les solutions discretes)

Supposons que les hypotheses du théoréme I.11 soient satisfaites.
Alors, il existe des constantes positives My, My et M3 indépendantes de At et size(IN) telles que :

N-1 , N-1 ntl 2
SUp [[ehylly o < Mus Y At{lun |, < Mo et At ) At‘ A | =Ms @19)
ns n=0 n=0 1,m

Cette proposition est I’'un des points clés de la démonstration du théoréme de convergence. En effet, le terme f/(c)
étant non-linéaire nous avons besoin de compacité forte dans L?(0,7’; L?($2)) pour pouvoir passer  la limite dans le
schéma. La Proposition 1.12 associée aux estimations de translations en espace et en temps suivantes nous permettent
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d’appliquer le théoreme de Kolmogorov (voir Annexe, Théoréme A.11) et ainsi d’obtenir, d’une part, I’existence de la
limite dans le théoréeme de convergence et d’autre part de passer a la limite dans le terme non-linéaire f;(c).

Notation : Pour toute fonction constante par morceaux 4! définie sur (0, 7') x R™, nous notons u2! son prolongement
par 0 sur R x R?.

Le Lemme 1.13 est un résultat général valable pour toute fonction u,, € R™ qui permet d’obtenir une estimation
de translation en espace faisant intervenir la norme L?(0, T, H')-discréte du paramétre d’ordre. Ainsi, en appliquant la
Proposition 1.12 qui nous donne une estimation L°°(0, T, H')-discréte du paramétre d’ordre, nous obtenons une estima-
tion de translation en espace d’ordre 1 avec une constante ne dépendant que de la régularité du maillage reg(90) (que
nous supposons bornée lorsque nous raffinons le maillage).

Lemme 1.13 (([EGH00, Lemme 4.3 et Remarque 4.13])

Soit n € R, alors il existe Cy > 0 indépendante de size(9M), At et 1) telle que pour toute fonction us!

o’

— — 2
|ugi (- +n) — U@f”%?(n&xuv) < Can| ||U$f||L2(o,T;||_\|1‘m) ‘

Au contraire, I’estimation de translation en temps I.14 est spécifique au probleme que nous étudions. En effet, pour la
démontrer (cf preuve du Théoréme I11.39) nous utilisons que le couple (c5/f, pu5!) est solution du Probleme discret (I.1).
Cette estimation est donc seulement valable pour les solutions du Probleme (I.1).

En utilisant la borne L>°(0, T'; H')-discréte du parametre d’ordre ainsi que la borne L?(0, T'; H')-discrete sur le potentiel
chimique obtenues dans la Proposition I.12 nous obtenons une estimation de translation en temps d’ordre 1 avec une
constante indépendante de size(91), At et 7.

Théoréme 1.14 (Estimation de translations en temps)

Supposons les hypothéses du Théoréme 1.8 satisfaites de maniére a ce qu’une solution (¢!, u5t) au Probléme
discret (1.1) existe pour tout N € N et pour tout maillage admissible IN.
Soit T > 0, alors il existe une constante C3 > 0 indépendante de size(IN), At et T telle que :

AT, — by

o= =

At (|2 A At
exr) = 07 (e 1z o,y + s o 0.1 o any 10561 220,741 11 o)) -

Remarque 1.15

Les constantes Cs5 (cf Théoréme I.14) et Cy (cf Lemme 1.13) dépendent de la régularité du maillage reg(9N) que nous
supposons bornée lorsque le pas du maillage tend vers 0.

I.5 Estimations d’erreur pour le schéma VF4

Le but de cette section est de démontrer le théoréme d’estimation d’erreur suivant pour le Probléme complétement dis-
crétisé I.1.

Pour démontrer ce théoréme nous nous inspirons des techniques analogues a celles présentées dans [EFM89, KSWO08]
(pour des schémas éléments finis) que nous adaptons au cadre volumes finis qui nous intéresse. Notons cependant que
lorsque nous utilisons des méthodes de type volumes finis, nous travaillons sur des espaces discrets en espace contraire-
ment au cadre éléments finis conformes ou ces espaces sont continus. La principale difficulté de cette preuve réside dans
la prise en compte du terme non-linéaire et le fait d’utiliser une norme H'-discréte sur ) rajoute une difficulté supplé-
mentaire lors du traitement de ce terme (voir Lemme 1.32). De plus, le fait d’utiliser une discrétisation semi-implicite
(voir (I.14)) pour la discrétisation du terme non-linéaire f; complique également la démonstration.



12 Chapitre I. I’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites de Neumann

Théoréme 1.16 (Estimation d’erreur)

Pour tout couple (c, 1) € C3([0,T] x Q) x C2([0,T] x Q) solution de I’équation de Cahn-Hilliard (1.1) avec les
conditions aux limites (1.4). Soit M > 0 tel que |[c|| = o 7,15y < M. Alors, pour toute solution ¢3! du Probleme
discret 1.1 telle que :

A =P’ et suplc?| <M, Vnel0,N], (1.20)

Kem

alors il existe une constante positive Cy > 0 (dépendant de M et M’) telle que I’estimation suivante est vérifiée (avec
At < At°),
sup [PLc(t") = eoly o < Ca(At + size(IM)).
nel0,N] '

Nous avons noté P, c la projection centrée (voir définition 1.18) de la solution exacte c sur le maillage 9.

Remarque 1.17

La solution exacte ¢ du probléme continu (1.2) est supposée appartenir a C3([0,T] x Q) donc il existe M > 0 tel que
llell o< 0,120 () < M-

Choisissons maintenant un potentiel tronqué }; de f, vérifiant }; = f, sur [-M', M'] et tel que E(x) soit constant
a Uinfini. La fonction }; ainsi construite (ainsi que toutes ses dérivées) est Lipschitzienne. De plus, notons que la
définition (1.14) de la discrétisation semi-implicite du terme non-linéaire f| implique,

1
A" ay) = [ i+ sty - 0)ds
0
donc de la méme maniére la discrétisation d' de la fonction ﬁ coincide avec d'v sur [—~M', M')? est Lipschitzienne.

Nous pouvons alors remarquer plusieurs choses:

* Si nous prenons }; a la place de f, dans I’équation de Cahn-Hilliard, I’hypothése (1.20) est toujours vérifiée et
donc le Théoréme 1.16 est toujours satisfait.

* Cas d’une famille de maillages quasi-uniforme :

Si nous démontrons le Théoreme d’estimation d’erreur 1.16 en utilisant le potentiel tronqué E de f, en con-
sidérant une solution ¢y} du Probléeme discret 1.1 avec le potentiel f, a la place du potentiel f,, alors il existe
C(regunit(IM)) > 0 ne dépendant que de la régularité uniforme du maillage (voir la Définition A.9) tel que
pour tout q et pour tout n. € [0, N| nous avons :

C(regunit(IN))

”P%zc(tn) - an”LOO(Q) = size(im)Q/‘l

[Poe(t™)

= Conll oy

et pour tout 1 < q < 400, le Lemme 1.25 et le Théoreme 1.16 impliquent,

At

IPSc(t”) = chll e ) < CoCaC(regunis (IM)) ((sm)/

+ Size(im)l_%> .

Ainsi, si At et size(N) tendent vers 0 tout en étant liés par une relation du type At < Csize(9M)* pour un

certain o > 0, alors cette estimation permet d’affirmer que pour tout n € [0, N, [[ch[] e ) < M.

Vu que les fonctions f, et f, coincident sur [—M' M'], si c5! est solution du Probléme discret 1.1 avec le

potentiel de Cahn-Hilliard f,, elle I’est aussi avec le potentiel f, (et réciproquement).

En conclusion, pour une famille de maillages quasi-uniforme (au sens de la Définition A.9), si At et size(IN)
sont reliés par la relation At < size(IMN)® (pour une valeur arbitraire o > 0) alors I’hypothése (1.20) est
toujours vérifiée pour At et size(IM) assez petits et il existe donc des solutions c5! au Probléme discret 1.1 qui
la vérifie.

* Nous pouvons également vérifier numériquement que 1’hypothése (1.20) est bien satisfaite lorsque nous utilisons
le potentiel f,.

Ainsi, nous pouvons effectuer toute la démonstration du Théoréme I.16 avec la fonction f, qui vérifie bien toutes les
hypothéses de régularité dont nous avons besoin. Par souci de simplicité nous noterons dans la suite f, a la place de f,.
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L.5.1 Définitions et propriétés des projections discretes

Dans cette section nous commengons par définir deux projections : la projection elliptique et la projection centrée.

Définition I.18 (Projection centrée)
La projection centrée S, : C°(Q) — R™ est définie de la maniére suivante. Soit u € C°(Q), nous posons

Pou = (Pou), o, avec Piu = u(zy).

Définition 1.19 (Projection elliptique)
b H2,(Q) — R™ est définie

Notons H%(Q) = {u € H*(Q) : Vu-8 = 0 sur 9Q}, alors la projection elliptique P
de la maniére suivante. Soit u € H% (), la projection elliptique Pelly = (Pfc”u))cegﬂ est la solution du probléeme

discret suivant :
Trouver vy, € R™ tel que > myve = / uet:
reMm Q

> mU”’C_Uﬁz—/Au, VK € M.
K

aeg;’cnt d’caﬂ

Remarque 1.20
La projection elliptique est en fait la solution de I’approximation VF4 du probléme continu :

—Av=f dans$,
" 1.21)
Vo-i=0 surdfd.

avec f = —Au.
Lorsque u est une fonction dépendant également du temps, pour ¢ € R fixé, nous noterons P! (u(t)) la projection

elliptique de la fonction v = u(t, .).
Nous donnons maintenant les propriétés de ces projections qui nous seront utiles dans la section suivante pour la

démonstration du Théoréme 1.16.

Lemme 1.21
Soit u € H?(Q), alors il existe une constante Cs > 0 ne dépendant que de ) et reg(IM) telle que :

l[u = Poull 2 g, < Cssize(IM) [ull (g -

Démonstration : Soitu € H 2(Q), alors en utilisant les formules de Taylor avec reste intégral, nous avons :
1
u(zy) —u(r) = Vu(x) - (2 — ) —|—/ (1—13s) (DZu((l —8)x+ sz ) (T — x)) (ze —x)ds
0
et I’inégalité de Jensen implique :
Ju =P, = 55 | futaon) — u(o)]" do
KeEM JKC
<2171 ¥ / |Vu(z) - (xe —z)|* dz
KEMJK
1
+207t / / |(1 = s)(D*u((1 = s)x + sz )(ze — @), (T — x)>’quda:.
keMJIKJo

Le changement de variable y = (1 — s)x + sz, implique :

by < 207 () [Vl + 2070 55 (size(I)* [ |D2u(y)|" dy,
K

”u - ]P)gnuHLQ(Q) —
reM
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ce qui conclut la preuve.

Lemme 1.22
Soit u € H%(Q), alors il existe une constante Cg > 0 ne dépendant que de ) et reg(IM) telle que :

ell c
PGSy u — Pgu

< Cesize(M) [ull g2y et Pty — PS u ) < Cesize(M) [[ul 2 (q) -
) , 0t

L2(Q

Démonstration : Par définition, la projection elliptique P/ est solution du probleme discret (1.21) donc la dif-

férence Py — IPS u représente 1’erreur associée au probléeme (I1.21). Or, nous savons (cf [EGH00, Section 3.2.3] par
exemple) que 1’estimation d’erreur du schéma VF4 pour le probleme de Laplace satisfait bien les estimations annoncées.
]

Corollaire 1.23
Soit u € H%(Q), alors il existe une constante C; > 0 ne dépendant que de ) et reg(M) telle que :

ell
Poru—u

) < C7size(9ﬁ) ||u||H2(Q) .

L2(Q

Nous énoncons maintenant les inégalités de Poincaré et de Poincaré-Sobolev suivantes.

Lemme 1.24 (Inégalité de Poincaré moyenne discrete [EGH00, Lemme 3.7])

1l existe Cg > 0 dépendant seulement de ) tel que pour tout maillage admissible 9 et pour tout uy, € R™,

Z MUk

[ton — Moy (UM)||L2<Q> < O3 [tan|y o avec Moy (o) = 757
' |Q| reM

et donc, nous avons également :

||Usm||i2<m < 20{3 |Usmﬁm + 2[Q[ oy (um)2

Lemme L1.25 (Inégalité de Poincaré-Sobolev,[BCCHF, Théoréme 3])

Soit 1 < q < 400, alors il existe une constante Cy > 0 dépendant seulement de q, 2 et reg(IMN) telle que :

Humz”mm) < Cy HUDJt”Lm ; Vum € R™. (L.22)

1.5.2 Démonstration du Théoréme 1.16

Définition 1.26 (Erreur)

Pour toute fonction u : (0,T) x Q@ — R et ul},

associée a u au temps t = t" et nous la définissons de la maniere suivante :

. . u,n s
une approximation de u au temps t", nous notons e,; € R™ ’erreur

u,n __ su,n cU,M UM TDC n ell n cu,mn __ ell n n
€ = €, + Con avec €y = ]P)zmu(t ) - ]P)am u(t ) et ey = HDS)JI u(t ) — Ugy-

Nous notons également &5, = u(t",-) — Pely(t).

Proposition 1.27
| Considérons un couple (c, p) solution de I’équation de Cahn-Hilliard (1.2) avec les conditions aux limites (1.4) et un
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n+1 n+1

couple (e, ult1) solution du Probléme discret 1. Alors, I’estimation suivante est vérifiée :

2 A , 2 9 2
sp,n+1 A |-cn+1‘ _ | pCmn }~cn+1_ -cn}
FbAt |e<m’ |1,m + 9 €m 1,m |693,1 1,m + €m €m 1,m

_ n+1 ~p,n+1 _
=At (Rc ) Con )LQ(Q) ( L2(Q)

- ‘Afb ((f;(c(f”l, )) - dfb (C;lym ngJrl)) 7é§j}n+1 - égj)zn

—c,n+1 ~c,n sp,ntl
egltt —egn et

si,n+1l sen+l _ -cn
o + (e e — e

m )LQ(Q)
)LQ(Q) !
ot pour tout IC € M nous avons noté :

et z) — c(t", )
At

Ry (x) = — dpe(t" ), Yz e K.

(1.23)

(1.24)

Démonstration : Appliquons la Définition I.19 de la projection elliptique au couple (¢, 1) solution de 1’équation de

Cahn-Hilliard (I.2) associée aux conditions aux limites (I.4). Ainsi, pour tout K € 91, nous avons :

I +1 I +1
/ drc(t" ™ 2)dz +T, m, T ) P p) (1.25)
K cegpmnt dfc,ﬁ
et
Pe”C tn+1 _ Pe”C tn+1
A Y m,—= ( )d c ) + Ay, / fl(c(™ T x))da — / (" z)dz = 0. (1.26)
gt K<,L K i
Soustrayons 1’équation (I.9a) du Probléme discret a 1’équation (I.25), nous obtenons :
~ﬁé,n+1 _ é/Z,"+1 Cn+1 )
r, > m, — M= LI —/ Dpe(t" T 2)dx
Ueg’q‘,cnt d}C,L At K
et donc,
éH/ﬂJrl _ éH,TLJrl éc,n+1 _ eom Pello(gntly — pell o (gn
Fb Z m, K y L +my K A7 K = my K ( )At K ( )—/8tc(t"+1,x)dx.
UEE}C’”‘ K,L K
La définition (1.24) de R**! entraine :
Lp,n+1 cp,n+1 .c,n+1 .c,n —c,n+1 —c,n
€k — € €x — €k 1 €x — €k
r m, +m = RN )de — mye ———=—. 1.27
’ ge%c"f di,c " At /zc @ : At (27
Soustrayons maintenant 1’équation (I.9b) du Probleme discret a I’équation (1.26),
y
ec,n-i—l _ ec,vz+1
Ay ¥ m, e —myeélt = _‘Afb/ (fl(et™ T 2)) — dlr (e, eith)) da —l—/ elntlde,  (1.28)
cegt dic,c K K
Multiplions maintenant 1’équation (I.27) par v, et sommons sur /C € 91, ainsi :
éc,7z+1 _ éc,n éc,n+1 _ éc,n
T, [[ég;n+1, 'Usm]]Lim + mzAism’ Uon = (R;’;H_la Ufm)LQ(Q) - u, Uon (1.29)
t , At ,
L2(Q) L=(Q)
puis multiplions I’équation (I.28) par u, et sommons sur /C € 91,
Aa [[égj,thrl’ um]]lym - (égiwrlv uDﬂ)Lzm) =— Ay ((fz:(c(thrlv ) — da’ (Cons C;ln+1)) ;UDﬁ)L’z(m (1.30)
sh,n+1 :
+ (egzn 7“9}7)L2(Q) .
En choisissant v,, = Atéh™ ! dans I'équation (1.29) et ug, = ¢S — é5 dans 1’équation (I.30) puis en additionnant
les deux équations nous obtenons 1’identité souhaitée. ]
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Proposition 1.28

Considérons un couple (c, p) solution de I’équation de Cahn-Hilliard (1.2) avec les conditions aux limites (1.4) et le
couple (¢, u™ 1Y solution du probleme discret 1.1. Alors, pour tout ng € [0, N| Iestimation suivante est vérifiée :

2
L2(Q)>

L2(Q) (13 1)

I, o . Ar (1,
N O L RS oY CE Rt

—c,n+1 —c,n
€m — Em

no e 2 & n
< HGCOHLQ(Q) + nZ::OAt ‘69::1 |ism + (1 + Fb) CS2 nZ::OAt (HR +1||L2(Q) At

—p,n+1 2

>Lat]
€m — Em

.1
e i~

L2(Q)

20 _ Cg 1o
AS e M,no+1HL2(ﬂ) 787;0At

2
L2(Q)

2
9] ( AA) 012
+ oom (1 —— ) mo (€5
2 203 3 ) M (e)

A2 5 402 A2
To £ ')HL2<Q> + % [

gm(t”, ) — G (tn+1a )
At

wz(tn0+17 ) ||

+O3A2, ZOO At‘

n n 2 n n n
2r) 38 A () = JUE[ o [ (e i) - df (e,

).
1,m
ol nous avons noté g,y la fonction telle que pour tout K € I :

g (t, ) = fl (c(t,x)) — fi (c(t,zx)), VYreK,teR. (1.32)

Démonstration : Commencons par sommer 1’identité (I.23) pour n allant de 0 & ng, nous obtenons :

& s p,n—+1 2 'AA cc,no+1 c,n+1 eom 2
an;OAﬂem |1,sm+7 e }1%72_{ |1<m+n20|69ﬂ Con |1,9}t
_ nzjo At (Rn+1 {L’IL+1>L2(Q) _ Z ( ~c,n+1 eg},{ny ééLn,n—i-l)LQ(Q) + Z ( ~u, n+1 gﬂn—i—l egzn)L2(Q)

— g, 3 (™) = P (e ) 5 = ) L -

En utilisant la définition (I.32) de la fonction g, nous pouvons alors réécrire cette somme de la maniere suivante :

F Z At|€‘un+1|1,fm+é<|ecno+1|1,sm }660|1 ‘er Z |ecn+176 |1 sm)

) no
:nZO At (R?H’ Eg;nH)LZ(SZ) nzo ( e e 65;71“)#(9) + nzo (gg;nﬂ’ e = 6§ﬁn)L2<m
a B - (1.33)

ng

— Ay, nZ::o (Qon (tn_Ha )5 e;,{n—&-l - eg}tn)mm)
no

— g 3 (L) = () 5 = 5 -
n=

Pour obtenir I’estimation (I.31), il faut maintenant appliquer 1’inégalité de Young aux différents termes du membre de
droite de cette égalité.

e Commencons par étudier les deux premiers termes du membre de droite de (I.33). Remarquons tout d’abord que si
von € R™ est une fonction a moyenne nulle, pour tout u,, € R™, nous avons :

(ton, Van) 20y = (e = Tom (Uon ), Vo) 2y < Ntbam = 0w ()] 12 Ve[| 2 )
et donc d’apres I’inégalité de Poincaré moyenne du Lemme 1.24, nous obtenons :
('Uwu Uﬁn)L2(Q) < (s |u9ﬁ|1)m} ||U9ﬁ||L2(Q) . (L.34)
— Le couple (c, ) est solution de 1’équation de Cahn-Hilliard (I.2) avec les conditions au bord (I.4), ce qui

implique :

/ Ope(t™ z)de = Fb/ Ap((t", 2)dz =T, Vut"tz) -8 =0, VYne[0,n], (135)
Q Q o0
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ainsi que :
t1L+1

/( "t z) — c(t", x da:—//tn dic(s, r)ds = 0. (1.36)

Nous en déduisons donc que pour tout n € [0, ng] :

tn—i—l _ tn
N (R?_‘—l) _ /Q <C( 7$)At C( ,33) _ atc(tn+l7x)) dz =0, (1.37)

et I’estimation (I.34) permet d’obtenir :

(RETH ™) gy < Gl o 1R

L2(Q) — L2Q) "
En appliquant I’'inégalité de Young a cette inégalité nous avons finalement :
At (REH, e+t AL et 208 At||REH vn e [0 138
( Con )L 2(Q) —7 | |1,wz || HL 2@’ ’I’LE[[ 7n0]]' ( )

— Par définition de la projection elliptique, nous avons également pour tout n. € [0, ng] :

mo (ES") = /Qc(t", -3 m,C]P’i”c(t”) =0.

reM
Nous en déduisons que .y, (éﬁﬁ"“ égﬂ”) = (0 et d’apres I’estimation (1.34) nous avons :
—c,n+1 ~c,n ~p,n+1 n,n+1 c,n+1 _
(em — € > Em )L2<n) <Cs |e |1,gn ||e € ||L 2(0)
et I’'inégalité de Young implique :
F 20 éc ,n+1 é(’ ,n 2
_cnt1 n+l 1 8 m T €,
(eg‘mTH' e;‘n'n, e# n )L2(Q) gAt ’ Mt ’1 m+ 1—‘ At T 5 Vn € [[0, n()ﬂ. (139)

L2(Q)

* Nous allons maintenant nous intéresser aux troisieme et quatrieme termes du membre de droite de I’égalité (1.33).
Pour cela, nous allons effectuer une intégration par parties en temps discrete. Commengons par le terme faisant
intervenir eh;"".

n

0 ng
si,n+1 scn+1l _ -cn _ _ (zm,1 25c,0 sin _ sp,n+l semn u,no+1 sc,no+1
> (e e ) 2 =~ (B0 E) oy + 30 (B — @0 Lo, + (BT €5

n=

)LQ(Q) .

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz et I’'inégalité (1.34) (car par définition de la projection elliptique, nous

avons My, (eh;") = 0) nous obtenons :

no
S (O = ) | <1 ey 16502, + O Z I8 = 252 g 16571,
+ CS Hél;ﬂ’no—‘rl ||L2(Q) |eC ot |1 m
En utilisant I’inégalité de Young nous avons finalement,
o . . LG [ e B Yo"
‘ ZO (ég;nJrl’eg;anrl - egi’ln)L 2| =9 ||6 1||L (Q) - Zl At % + AS ||€M 710+1||L2(Q>
"= " 2 T8 (1.40)
'AA c no+1

7H6 HL2(0)+ Z At| §n|19ﬁ+ S €om |1,zm'

Nous effectuons maintenant une intégration par parties en temps discréte sur le terme faisant intervenir gq, ("1, -).
Cependant la fonction g,y (¢, -) n’étant pas 8 moyenne nulle par 1’inégalité de Cauchy-Schwarz nous obtenons,

no
2 (g (), 50 = &50) o | S Mlgon (8 Moy 1668712y F 9o (7 )y 157

0 n n+1 c,n
+ Zl Hgim(t a') - gzm(t 7')HL2(Q) ||e ||L 2(q)
n=
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En remarquant que la définition de la projection elliptique et la conservation du volume au niveau discret (I.11)
impliquent que tout n € [0, N, myy (é57") = Moy (em ) I’inégalité de Poincaré du Lemme 1.24 et I’inégalité de
Young entrainent :

0 n = C, M ~C,M A2 2 4082.,4? n 2
Af nX_: (gm(t +17’)76w’r i — €, )Lz(ﬂ) - ’ )HL2(Q) + A - Hgm(t UJr17’)HL“’(Q)
n o (27, 0) — tn+1 . 2
+082A?b ZO At gJJI( ) ) Agsm( 9 )
n=1 ¢ L2 (L41)
c,n AA cn +1
7” ||L (Q)+ Z At|e |19ﬁ+? o |1,mz
|€2] A c
+ TCQ 1 + TA Mon (69;10) .

* Il reste a étudier le dernier terme du membre de droite de 1’égalité (1.33).
Pour cela, nous choisissons ve, = At (f](PS, (c(t"T1))) — dfe (¢, ¢tt)) dans I'identité (1.29), nous obtenons :

(5 = €5 FL PG (et 1)) = dP (e ™)) o, = = TAHER™ Y (PG (e(t™))) — dP (e, i )1 m
+ AL (R fI(BG (™)) — d (e, eith)

L2(Q)

(@ e FUBG (™)) — A (e )

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité (1.34) (car my, (RZT!) = myy (é?,}"“ - ég';t") = 0),
nous obtenons :

(6 = 6, FIPS (elt™1))) = P (el ™)) oy

n+1 —c,m
em — €ém

+ Cs AL

L2(Q)

= A <Fb e, e R

> L@ e ) = d (i)
L2(Q) T

En remarquant que pour tout z € R, d* (x,z) = f/(x) (cf définition (I.14)) nous avons :

FUBS (™)) = d (el )| SRS (t™ ) = Sl ), |07 ) — (el i)

Appliquons maintenant 1’inégalité de Young & cette inégalité, nous en déduisons que pour tout n € [0, ng],

2
L2<Q>> 1.42)

+ (14 20, AL FL(BS (e(t™ 1)) = Fl(emt]}

‘(é(;;ln—i_l %}ﬂ’ b(PC ( (tn+1))> dfb( Cons gn+1))L2(Q) 7At| Mn—H’l ,

égﬁn-‘rl _ égﬂn
At

L2 (xz)

+ C3At (HR"“H

2
+(1+2F At‘dfb n+1 C‘IL+1) dfb( n+1)‘

» o JJ'Z"D? 197(.
s

En regroupant les inégalités (1.38), (1.39), (1.40), (I.41) et (1.42), I’équation (I.33) donne bien I’estimation (I.31).
[ ]

Pour pouvoir appliquer le lemme de Gronwall discret, il faut maintenant estimer les termes du membre de droite de
I’inégalité (I.31) indépendamment de n.

Proposition 1.29

Pour tout ng € [0, N, le terme de reste R défini par (1.24) satisfait

S nt12 2
ngo At ||RC+1 HL2(Q) S ||8ttcHL2(O,T;L2(Q)) AtQ. (1.43)
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Démonstration : En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral au terme R?™! défini par (1.24), nous
obtenons :

tn+1

1
Ry () :E/ (t"™ — s)Ouc(s, x)ds.
tn,

Nous avons alors,

tn+1

n+1 1 e n 2
HR HLz(Q) AtQ (t _S) ds in

tn+1
§At (/ ||attc(57 ')”iQ(n) dS) )
t

[Orec(s, )||L2(Q) ds)

n

et en sommant ces inégalités pour n allant de 0 a ny nous obtenons le résultat attendu. ]

Proposition 1.30

Pour tout ng € [0, N, les estimations suivantes sont vérifiées :

_c,n+1 _ o son 2

€m on

N < CZsize(M)? |10rcl 20 1120 -

L2<n>

52 AL
n=0
(L44)

_ _ 1
egj%n egln-i-

. 2
At < Csize(IM)? ||6t:u’HL2(O,T;H2(Q)) )

L2(Q)

et pour tout n. € [0, N| nous avons,

|, ) = Pt

< Crsize(O) ||l 1= o o122 - (145)

L2(2)

Démonstration :

* Par construction, la projection elliptique est linéaire donc le Corollaire .23 implique :

|| sc,n+1 C’”H < C7size(9ﬁ) ||C(tn+13 ) - c(tn

L2(2) 7')HHQ(Q)

tn+1
Bye(t, )dt

tn

< Crsize(MN) ’

H?*(Q)
Finalement, nous avons donc :

tn+l

< C2 Atsize(I)? / 19ec(t, ) 13720 At

tn

Hec S - € n”ﬁ(sz)

et I’inégalité (1.44) est démontrée en sommant ces estimations pour 7 allant de 0 a ng.

* Pour tout n € [0, N, en appliquant le Corollaire 1.23 a la fonction x(¢", -) nous obtenons directement :

e, ) = Pt

< Crsize(M) ||w(t™, )l g2y < Crsize(M) [|pll o< 0.1 12 () -

L2(2)

Proposition 1.31

Pour tout t € [0, T, la fonction g., définie par (1.32) satisfait I’identité suivante :
2
[lgan (£, )HL 20) S 2Lf’SIZe( )? [[Veft, M@ (1.46)

out nous avons noté L s>0 la constante de Lipschitz de f.
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De plus, il existe une constante Co > 0 ne dépendant que de f, (et de ses dérivées) telle que pour tout ng € [0, NJ,

9o (tn+17 ) - gm(tna ) 2

At

< CioM, Hat0||L2(0 o2 (0) Si7e (M) (1.47)

L2(2)

ng
SAt
n=0
ol nous avons noté, 9
4 2
M, = max (la ||VC||L°°(0,T;L°°(Q)) ) HD C||L°°(0,T;L°°(Q))> :

Démonstration : Soit ¢ € [0, 77, la définition (1.32) de la fonction g,y et le fait que la fonction f, est Lipschitzienne
impliquent :

||g‘m( )HLz(Q) < L2/ Z / |Ct l’ t T | dx.

Alors, en utilisant les formules de Taylor avec reste intégral nous obtenons :

lom 8.2y < T 55
K

KeM

Ve(t,x) - (@ — xx)

2

+ / (1—29) <D2 (Bpc(t"™ ap + s(x — 20)) (T — ), (¥ — 3c) ) ds| da
0

ce qui implique,

. . 2
||g€m( )||L2(Q) < 2L2b’ <51ze(§m)2 ||Vc(t7 ')”i?(m + Slze(Dﬁ)4 HDZC(t’ )H 2 )

L2(Q)

et I’inégalité (1.46) est démontrée.
Montrons maintenant I’estimation (1.47). Pour cela, pour n € [0, N — 1] nous définissons la fonction A" telle que

pour tout = € 2,
' (x) = file(™, @) = filc(t", ),
de sorte que pour tout XC € 91 et pour tout n € [0, N — 1],
Gon ("1, 2) — gon (1", 2) = W™ (z) — K" (z), Vz € K.
En utilisant le méme raisonnement que pour le terme précédent, les formules de Taylor avec reste intégrale impliquent :

(| gon (£, ) = gan (£", - H < 2size(OM)? | VA2,

L2@Q) — HY(Q) "
Or, il existe My, qui ne dépend que des constantes de Lipschitz des dérivées de la fonction f, (jusqu’a I’ordre 3) tel que :

tn+1

n 4 2
VR 5 0y < beAt< (”vcHL‘x’(O,T;L‘X’(Q)) + HDQCHL‘X’(O,T;L‘X’(Q))) /t [fee e

t’n+1 t’n+1
2 2
+ ||VC||L°°(0,T;L°°(Q))/ 10, Ve[ 20 / |atC||H2(Q)>'
t'n/ t'”/

En sommant ces relations pour n allant de 0 a ny nous obtenons bien le résultat annoncé. ]

Il reste maintenant a estimer les deux derniers termes du membre de droite de 1’identité (I1.31). Le raisonnement étant
similaire pour ces deux termes nous commengons par démontrer le résultat général suivant.

Lemme 1.32
Considérons une fonction ¢ € C? (RQ, R) telle que toutes ses dérivées jusqu’a I’ordre 2 soient bornées. Alors, il

existe une constante positive C11 ne dépendant que de ¢ et de la régularité du maillage reg(9M), telle que pour tout
Qony bon € R™ estimation suivante est vérifiée :

~ 12 ~ 2
|¢(a\m,bwﬁ) - ¢(b9ﬂybzm)‘igm <Cn (‘am - bsﬂ|ifm + |bon — bm‘1 o + Lipm <b9n> ||a<.m - bwz”iQ(m) ;

pour tout by, € R™, oil nous avons noté :

b — b
d’C L .

)

Lipwz (bm) - U:ics|lﬁlre)5mt




L.5. Estimations d’erreur pour le schéma VF4 21

Démonstration : Par définition de la semi-norme H!-discréte, nous avons :

— Pla,, b)) — Ky Ox) — c)0c ?
|¢(a9n7bmz) _d)(bmzabsm)ﬁ,m _ Z mgd)gL ([d)(a)Qb)C) ¢( b )] [(b(b b ) ¢(b b )]) )

o=K|LEEint d)C,E

Par soucis de simplicité, pour tout ¢ = K|z € E;,,¢ nOUS posons :

¢o(awz; bzm) = [¢(an7 b)c) - Qj)(am ba)] - [¢(b1<7 b)c) - Qj)(bu bc)] .

Remarquons maintenant que
1
Hasbe) = 9ac.be) = [ ((0n = a0)drolac + sl — ac).be + 5(0c —b2)
0

+ (b — be)Oag(ar + s(ax —ag),be + s(be — bg)))ds

et

B(b, b)) — ¢(be,bs) = /0 ((brc —b.:)016(be + s(be — b)), be + s(be —b2))
F (b — be)aolbe + s(be —be).be + s(be — be)) )ds.

Alors, pour tout o € &y, le terme @y (aon, bon ) s”écrit :

Do (Ao bon) = Do (Aon, bon) + D2 (o, Do) (1.48)

avec |

1
¢¢1y(asvn» bon) = / (bx — b£)<82¢(a£ +s(ax —ag),be +8(be —b.)) — O2p(by + 5(be — ), b + s(be — b))
0

+1d(as + s(ax —ag), b+ s(be — b)) — 01d(be + s(be — b)), b, + s(be — b,;)))ds

et

1
¢¢27(a:m7 bsm) = / <(a/c - a.c) - (b)c - bﬁ)>81¢(a£ + S(GK - aﬁ)7 b, + S(bic - bt))ds'
0
Intéressons nous tout d’abord au terme ¢2 (dyy, boy ). En remarquant que la fonction 81 ¢ est bornée nous avons,

¢§ (asma

2
b
T e X T

o=K|LEEint d’C,L
Etudions le terme @L (@o, byy ). Pour cela, écrivons le terme ¢ (aqy, boy) sous la forme :

Qﬁ; (asma bzm) = (b};l (awu bzm) + (15(1,—’2(@9)17 bsn)

avec
1 ~ ~
¢¢17’1(a£m7 b\m) = / ((b,c - b)c) - (b£ - bc)) (82¢(a£ + S(GIC - aﬁ)ﬂ be + s(b’C o bﬁ))
0
- 62¢(bc + S(b)c - bL)7 b, + S(b)c - bﬁ))
+O1p(as + s(ax —ag),be + s(be — b))
—O1p(b, + s(be —b.),bs + s(be — bﬁ))>d8
et

1
L2 (g, bon ) = / (be JBL)(am(ac + s(ax —az),be + s(be — b)) — ap(by + 5(be — b)), be + 5(be —b.))
0

+o1d(as + s(ax —ag), b + s(be — b)) — 010(be + s(be —b.), b, + s(be — bﬁ))>ds.
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En notant que les fonctions 01 ¢ et J2¢ sont bornées nous avons immédiatement :

5" (G, bon ?
(o) ) < e (011026,

b m Z‘JJI

m,de .

,
o=K|LEEint Lm

I reste maintenant a étudier le terme @22 (ay, boy ).
Pour ¢ = 1, 2, en utilisant que la fonction J; ;¢ est bornée nous pouvons écrire,

Oid(as + s(ax —ag), b, + 8(be —b.))—0;(bs + s(be — b)), b, + s(be — bﬁ))‘

<[01idll oo |(1 = 8)(ar —be) + s(ax — be)|-

Pour tout o € &;,,;, nous avons donc :

be — by
dICL

s

(Qb(lrg(awn om

2
b 2
d )> <2 (maX (||81,1¢||Loo 5 Hal,2¢”Lo¢))2 (|a)c - b}c|2 + |a£ - bc|2) .
K\L

Donc, il existe C(reg (1)) ne dépendant que de la régularité du maillage reg(90) tel que :

¢clr’2(aim, bnﬁ))
dlc,a

~ \2
< C(reg(M)) (max (||81,1¢||Loo ) H51,2¢||Loo))2 Lip,, (bfm) llam — bmr”iz(m :

ce qui conclut le lemme. ]

2
Myl . (

o=K|LEEint

Proposition 1.33

Pour tout ng € [0, N, I’identité suivante est vérifiée (avec C11 dépendant de f,),

C n n 2 n 'I’L n 2
S AL SIS () ~ £+ ]df% FLentty — dfr(en, o)

1,om

<Cu (4+ Ci2 HVCHLOO (0,T;L> Q))) Z At |é 7n|1 m

+3Cn (1 +C3 HVC||L°°(0 T, L“(Q))) Z At]egitt — e |1 m
+ 4T C1 Césize(IN)? HC||L00(0)T;H2(Q))

+TCw Oz Vel om0 = sy (11572 0) + IelZ o 0.7:2 ) size(@0)?
+3|92|C1t (1 +C§ ch”im(O,T;L”(Q))) ||atvc||2L2(O,T;L°°(Q)) At?

2 2 .
+3C11CE (14 C3 Vel T 0.1:0 () ) 19ecllh2 (0 112 ) At?size(9)2.

Démonstration : Nous allons appliquer deux fois le Lemme 1.32 en choisissant bien les fonctions intervenant dans
ce Lemme. Nous I’appliquons une premiere fois a la fonction ¢ définie par ¢(x,y) = f/(x) pour tout 2,y € R. Nous
choisissons alors ay, = ¢ et by = by, = PS, (c(t™1)). Nous obtenons ainsi,

| £, (c(t" 1) = £1(em )]} o < Con (Je5 4[5, + Libay (P (c(t™ ) e 2, ) - (1.49)

Nous appliquons maintenant une seconde fois le Lemme 1.32 mais cette fois 2 la fonction ¢ = df* avec a,, = %,
by = UL et by = PS, (c(t™1)). Ceci implique,

2 2
‘dfb( g Cn+l) dfb( Con> g;ﬁ-l)'l . < Cll(’ o m|1,zm + |e§1’ln+1’1,9n

)

(1.50)
. c n 2 n n |2
+ Llpm (Psm(c(t +1))) Hchrl - CWTHLQ(Q) )
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Nous avons par 1’inégalité des accroissements finis,

("t me) —e(t" L ,)
de.c

Lipsm (Pgn(c(tn+1))) = sup

O=K|LEE

< ch(tn—H HLOC(SZ) - HVCHLOo (0,T5L>(Q)) (L.51)

De plus, pour tout n € [0, N], nous avons :

<2 e IILQ(Q) + 2|€5 (1.52)

” HL 2(Q) ||L2(Q)

La définition de la projection elliptique et la propriété de conservation du volume au niveau discret (I.11) impliquent
Mo (E5") = Moy (éf;’;zo), nous déduisons donc du Lemme 1.24,

. 2 -c,n |2 .c.0\2
He.C‘YJ71n||L2(Q) < 202? |e;zn|1,9)t + 2‘Q|mfm (egfzo) .

Or, d’apres la définition (1.20) de 2, prise dans le Théoréme 1.16 et le Lemme 1.22, nous avons :

1
-c,0\ __ ell 0 c ell 0 mc 0
Moy (657) = man (Po'” — PG°) < |Q|2 P¢! e, e < L — Cgsize(IM) || HHQ(Q), (1.53)
ce qui entraine,
c,n : 2
16" 17200y < 265 166117 o + 203 size(M0)? (|| 2 g (1.54)
De plus, le Lemme 1.22 donne directement,
€57 Ml 12y < Cosize(OM) e, )l g2y et [EG" |y < Cosize(M) [le(t”, )| g2 (q) - (L55)
Ainsi, en regroupant les inégalités (1.52), (1.54) et (1.55) il existe C12 > 0 tel que pour tout n € [0, N,
c,n c,n 2 2
les: ||L 200 S Cizlég |1 m T C(1251ze(£m)2 (HCOHH2(Q) + ||c||L°°(0’T;H2(Q))> . (1.56)

Intéressons nous maintenant aux termes du membre de droite de 1’estimation (I.50). Pour commencer nous pouvons
écrire,

n+l _ n
m o |1, om

cn+1l

=c,n+1 c,n
c < {e + \ew’z —e

RUS ‘1,932

‘m ‘1,932 + \PC tn+1) Pgﬂc(tn |1,9Jt'

Alors, les projections P¢Y et P, étant linéaires nous pouvons appliquer le Lemme 1.22 ce qui entraine :

tn+1

. o 2 3 2
g+ — & Lo < C3 Atsize(IN)? /tn [0ce(t, ) 720

De plus,

gt 2

B S md i (Orc(t,zx) — Ope(t, ) dt
- oK, L

o=K|LEEint dIC,L

[Poc(t™) — Phe(t”)

|1,9n

gn+l 2
Oe(t — Osc(t
<At madmc/ e 7%))‘ &
o=K|LEEint tn dK’ﬁ
tn+1 2
<At % mddm,c/ / Vet we + s(we —we)) g | db
o=K|LEEint
e
2
< |0|at / 10:Ve(t, ) g .
Nous avons alors,
tn+1
n n |2 -c,n sc,n |2 1 2
sz+1 - Caﬁ|1,zm <3 |e<v7r . €om |1,£m + 3062At51ze(m)2/ ”atc(t’ .)HHQ(Q)
n
. 1.57)
2
+3]0At / 10,V e(t, )2 w g dt.
4n
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Enfin, en remarquant que la conservation du volume au niveau discret (I.11) implique my (cg;jl — cgz) = 0, 'inégalité

de Poincaré entraine,

[|cmtt — (1.58)

CS |Cn+1

| o
milL2@Q) — Co 1,m

En sommant les termes (1.49) et (1.50) et en regroupant les estimations (1.51), (1.55), (1.56), (1.57) et (I1.58) nous obtenons :

2 2
[ )) = S+ [0 (5 ) = dh (e, i)

1,om

<Cn (4 + C12 ||VCHL°°(0 7 Lw(n))) [N 1|1 -
+ 401 Cgsize(M ||c||L°°(0,T;H2(Q))
+ C11Chasize(M)? ||VC||2L°°(0,T;L°°(Q)) (HCOHZ?(Q) + ||C||2L°°(07T3H2(Q))>
+3C1 (14 C3 I Vell o 0,0, ay)) €+ = égﬁnﬁm

tn+1
+312/C1 (1+ CEIVell3 =00 (@) At/t 10,V e(t, [} < o
gt
2 . 2
+3C1CE (14 C3 Vel o 11 () ) Atsize(I)? / 19ec(t, ) 372 it

tn

En sommant cette estimation pour 7 allant de 0 & ny nous obtenons le résultat attendu.

Fin de la démonstration du Théoréme 1.16:

Les Propositions 1.29, 1.30, .31, 1.33 et I’estimation (I.53) sur le terme m,y (ch) permettent d’estimer les termes du
membre de droite de 1’inégalité (I.31) (cf Proposition 1.28). Ainsi, il existe C73 > 0 (dépendant de c et 1) indépendant de
size(9M) et At tel que pour tout ng € [0, N — 1],

Aa

o Z At| M’n+1|1sm+ 4

An 2o,
&% no+1|1 N 7A nz::U |6§7,In+1 . e(ﬂ:j,zn|1’gn

<Cus e

Hl b 1,om

~C,N 2 0 =C,M ~C,n
(1 + 013) E At |6 |1 om + 013At |6W’z 0+1|1"m + 013 ngzo At |€93’K 1 €
+ Ci3 (size(M)? + AL?) .

Remarquons alors que le Lemme 1.22 implique :

2
Pe 0 — P?ffcoul < 2C2size(IM) (L59)
o

2
sl o =| 2112y -

Donc choisissant At < g7~ 11 existe C14 > 0 (dépendant de c, c° et 1) indépendant de size(90) et At tel que :

As

3 | c"°+1|1 o < Cu ( Z At ]S |1 o+ (size(im)2 + AtQ)) ,

Nous pouvons maintenant appliquer le Lemme de Gronwall discret (cf Lemme A.7) et nous obtenons :

|€° 7L0+1‘Lm < 8314 <Size( ) +At2+At|€fm }1 m) 683624_
A

Le Théoréme 1.16 se déduit alors des estimations (1.55) et (1.59). [ ]

1.6 Quelques remarques sur I’implémentation

Tous les tests numériques de ce manuscrit ont été réalisés a 1’aide d’un code en Scilab.
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1.6.1 Lecture du maillage

Dans un premier temps, il faut réaliser un programme qui pour un maillage donné (par exemple construit avec le logiciel
Gmsh) nous renvoie les informations qui nous seront utiles pour assembler les matrices. L’assemblage des matrices d’un
schéma de type volumes finis se fait par arétes. Ces informations sont rassemblées dans une structure appelée mesh qui
contient les cordonnées des sommets et des centres ainsi que les informations sur les arétes qui permettent de définir de
facon unique le maillage considéré.

¢ Sommets : coordonnées du sommet numéro i

mesh.sommets (i, _X),mesh.sommets (i,_Y)
¢ Centres : coordonnées du centre numéro Jj

mesh.centres (j,_X),mesh.sommets (j,_Y)

* Arétes : pour I’aréte numéro k

Les numéros des deux sommets x,+ et x .~ notés _KS et _LS

mesh.aretes (k,_KS),mesh.aretes (k,_LS)

Les numéros des deux centres z, et x .
mesh.aretes (k,_K),mesh.aretes (k,_L)

Par convention, mesh.aretes (k,_L) =0 si ¢’est une aréte du bord.

Mesure de I'aréte m, = d(cx, Tox)

mesh.aretes (k,_MES)

Distance dx = d(z«, x.) entre les centres . et z,

mesh.aretes (k, _DKL)

Mesure des quarts de diamants

mesh.aretes (k, _MES_K_KS),mesh.aretes (k,_MES_K_LS),
mesh.aretes (k,_MES_I_KS),mesh.aretes (k,_MES_I_LS)

Remarquons que si I’aréte k est une aréte du bord, nous avons :
mesh.aretes (k, _MES_IL_KS)=mesh.aretes (k,_MES_I_LS)=0.
— Normale unitaire fi, . allant de « vers £

mesh.aretes (k,_N_KIL_X),mesh.aretes (k,_N_KL_Y)

Remarque 1.34

1. Lorsque nous décomposons ) en mailles triangles, pour pouvoir satisfaire la condition d’orthogonalité du
maillage nous imposons que le maillage soit Delaunay.

2. Pour le schéma VF4, si les mailles sont des triangles alors le centre xy de la maille K sera le centre du cercle
circonscrit a ce triangle.

3. Si o est une aréte du bord alors le centre x . associé a cette aréte sera le milieu de o.

A partir de ces données nous pouvons maintenant assembler les matrices permettant d’écrire le Probleme 1.1 sous
forme matricielle.
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1.6.2 Ecriture sous forme matricielle

Numériquement, la résolution du Probleme discret I.1 se fait sous forme matricielle. Dans le cas de conditions aux limites
de Neumann, il nous suffit de construire deux matrices : la matrice du Laplacien A, et la matrice de masse M,,. Notons
Ny = Card(97), alors ces matrices sont définies de la maniére suivante :

» La matrice du Laplacien A,;, € M, n,, telle que pour tout u,, € R™,

Apption = - Z m,

Kem
* La matrice de masse My, € My, N, telle que,
diag(Mo) = (M) ccn) € (Montion, Van) = (Uans Von) 20y 5 Vlons Van € R™;
ol nous avons noté diag(Myy, ) la diagonale de la matrice M,y,.

Ainsi, nous pouvons écrire le Probleme 1.1 sous la forme suivante :
Probleme 1.35

Supposons ¢, € R™ donné. Trouver (it utl) € R™ x R™ tels que,

M\mcgjr1 + FbAtAm,ugfl = Myl
An AT+ A gy Myyd® (1) — Mt = 0.

Par définition de la matrice du Laplacien A,y, nous devons calculer le rapport suivant (appelé transmissivité) :

o

flux:= =mesh.aretes (:,_MES) ./mesh.aretes(:,_DKL);

KoL

Pour la matrice de masse, nous calculons la valeur des demi-diamants :

MES_D_K=mesh.aretes (:,_MES_K KS)+mesh.aretes (:,_MES_K_LS);
MES_D_IL=mesh.aretes(:,_MES_I_KS)+mesh.aretes (:,_MES_IL_LS);

Nous assemblons chacune des matrices par arétes.

/I Pour toutes les arétes

A (mesh.aretes(:,_K),mesh.aretes (:,_K)) < +flux;

M (mesh.aretes (:,_K),mesh.aretes(:,_K)) < +MES_D_K;
/I Seulement pour les arétes intérieures

v_INT=find (mesh.aretes (:,_L)>0);

A (mesh.aretes (v_INT,_K),mesh.aretes (v_INT,_L)) < —-flux (v_INT);
A (mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.aretes (v_INT,_L)) < +flux (v_INT);
A (mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.aretes (v_INT,_K)) < —-flux (v_INT);
M (mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.aretes (v_INT,_L)) < +MES_D_L(v_INT);

ou la notation a<— =+ b signifie a=a + b.

1.6.3 Traitement du terme non-linéaire

Pour chacune des discrétisations du potentiel de Cahn-Hilliard f,, nous devons résoudre un systéme non-linéaire et donc
a chaque itération n € {1,..., N} nous utilisons une méthode de Newton. A I’itération n + 1, la solution (¢, ul,)
du Probleme 1.35 a I'instant " est connu. Nous cherchons (¢, p2F1) € R™ x R™ solution de F/(X,Y) = 0 avec
F:R”™ x R™ — R™ x R™ définie par :
My X +T,AtAyY — Myc)
FIX.Y) = o b e o Con ) )
(XY (AAAMX + Ag, Mo d? (¢, X) — MY

Le principe de la méthode de Newton associée a cette fonction F’ est le suivant :
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Algorithme 1.36 (Méthode de Newton pour les CL de Neumann)

e [nitialisation :
0 _ n 0 _ ,n.
= Ugy = Cop etv:m = Hops
— Critere d’arrét : eps;

— Erreur: err (0)=1.

» Algorithme : Tant que exrr (1) > eps, nous calculons :

i1 i —1(, i i - [wi! — wi||
Wey = Wy — DF (wzm)F(wfm) et err(it+l) = W
m
. ut
o we, est le vecteur ( j")
USD?
» Lorsque nous obtenons i=i, 1 tel que err (i,1) <eps nous posons ¢t = ug™ et ptFtl = v,
Remarque 1.37
Le calcul du terme DF~1(w!,)F(w?,) se fait en résolvant le systéme linéaire :
PN ; ; M. I,AtA
DF(w!,)zl, = F(w!,) avec DF(w!,) = ( oy - v
( sm) m ( mz) ( mt) AAAs.m 4 .AfngﬁDdf” (Ufm) _Mon ’

on Dd' (ul,) est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont égaux a la dérivée de d¥e par rapport a la

: o
seconde variable au point (¢, ul.).

Pour chacune des discrétisations, la méthode de Newton converge tres rapidement (en moins de 5 itérations en prenant
eps=1075). Ainsi, Iutilisation d’une discrétisation implicite ou semi-implicite plutot qu’une discrétisation explicite du
terme non-linéaire, qui engendrerait une condition de stabilité, n’augmente pas significativement le temps de calcul vu
que nous pouvons prendre des At sensiblement plus grands.

1.7 Illustrations numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques qui illustrent les différents comportements du modele
de Cahn-Hilliard. Pour chacun des cas tests, nous utiliserons une discrétisation semi-implicite du terme non-linéaire
fole) = (1 — )2

Pour tous les domaines utilisés, nous utilisons un maillage constitué de triangles Delaunay et pour toute maille /C € 9t
le centre x, est le centre du cercle circonscrit au triangle X, donc la condition d’orthogonalité est bien vérifiée.

I.7.1 Dynamique de I’interface

Ce cas test illustre la stabilité de I’épaisseur d’interface proche de €. Il est réalisé sur le carré unité avec les parametres
suivants : la mobilité I', = 4, la tension de surface o, = 0.25 et 1’épaisseur d’interface ¢ = 0.25. Nous choisissons un
pas de temps At = 10~ et le pas du maillage est size(9) = 0.04.

La donnée initiale dépend seulement de la composante en x et est définie par :

2(x —0.5)

2
Tos )> Yo,y € [0,1]%.

1
A(z,y) = 5 <1 + tanh<

En une dimension le profil d’équilibre (cf Figure 1.3) donné par :

2(x —0.5)
€

1
Ceq(m,y) = B (1 +tanh( >> , Va,y€0,1]?,
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est obtenu en résolvant le probleme suivant en dimension infinie :

3 12
—ieahc'e’q + ?abf,:(ceq(x)) =0, VzreR,

1 1
e =1 e =0 e ()21
JlIOI.} Ceq lim ceq Ceq 5

2

[ ——t=0
——¢=210"*

t=10"3
0.8 =t =18.10"3
, —+—t=31073

Ceq

0.6

1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figure 1.3: Evolution du parametre d’ordre

En réalisant une coupe suivant le plan y = 0.5, nous tragons sur la Figure 1.3 le profil du parametre d’ordre a
différents instants ainsi que le profil d’équilibre c.,. Nous observons bien I’évolution du parametre d’ordre vers la solution
stationnaire.

1.7.2 Minimisation de la longueur de ’interface

Ce test est réalisé sur le domaine | — 0.2,0.2[% avec les parametres suivants : une mobilité I', = 10~%, une épaisseur
d’interface € = 0.02 et une tension de surface entre les deux phases o, = 1. Le pas du maillage est size(9) = 102 et le
pas de temps At = 1073, Le donnée initiale est une bulle ellipsoidale (cf Figure I.4a) définie par :

2 x2
1+ tanh | - — +a%*y? - 0.1 ; avec a = 1.5.
€ a

Le systeéme de Cahn-Hilliard va tendre & minimiser la longueur de I’interface sous contrainte de conservation du volume.
La Figure 1.4 montre I’évolution de la forme de I’interface qui va tendre vers une position d’équilibre avec une interface
circulaire.

(a) Position initiale (b) Solution au temps t = 0.1 (c) Solution au temps ¢t = 0.6 (d) Solution au temps t = 1.5

1
Co(xay) = 5

Figure 1.4: Evolution de la position de I’interface
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1.7.3 Décomposition spinodale

Ce test est réalisé sur le carré unité avec les parametres suivants : une épaisseur d’interface ¢ = 0.05, une mobilité
', = 0.08 et une tension de surface o, = 0.004. Le pas de temps est At = 1073 et le pas d’espace est size(9) ~ 0.04.
La donnée initiale est une concentration aléatoire comprise entre 0.49 et 0.51.

"v“"'!‘."‘ E;V‘.“' -' v

- »

SR (R
BAT . el e \ b‘
o J™
sy ' -

4
' , ’ »

B (!'\.‘\ -
LB A« ’ ' F 3% Y ‘ ‘
(a) Solution au temps ¢ = 0.1 (b) Solution au temps ¢ = 0.15 (c) Solution au temps ¢ = 0.5 (d) Solution au temps t = 100

Figure 1.5: Dynamique de séparation de phases

La Figure 1.5 montre I’évolution du mélange : la concentration initiale est homogene avec une trés faible perturbation
aléatoire, puis dans un premier temps une séparation de phases s’effectue rapidement et les phases pures vont finalement
se regrouper entre elles pour former des motifs plus gros. Notons qu’au temps ¢ = 100 la solution stationnaire n’est pas
encore atteinte. Une fois celle-ci atteinte il ne restera que deux zones : I’'une composée de la phase pure ¢ = 0 et I’autre
composée de la phase pure ¢ = 1. Les résultats que nous obtenons ici sont bien en accord avec ceux observés dans la
littérature lors du phénomene de séparation de phase (cf par exemple [EF87, ElI89, Fur01b, WKG06, SCMOS]).

I.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté un nouveau schéma pour la discrétisation du modele de Cahn-Hilliard avec des
conditions aux limites de Neumann.
L’étude de ce schéma nous a permis d’obtenir des résultats d’existence et de convergence des solutions approchées et nous
avons établi une estimation d’erreur d’ordre 1 pour le schéma compleétement discrétisé.
Numériquement, nous avons pu observer différents comportements connus du systeme de Cahn-Hilliard et ainsi valider
le schéma proposé.

Ce chapitre nous a donc permis de valider le schéma volumes finis VF4 pour I’équation de Cahn-Hilliard avec des con-
ditions aux limites de Neumann et représente la premiere étape vers 1’étude de problémes et de schémas plus complexes.
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Chapitre 11

Discrétisation de I’opérateur de
Laplace-Beltrami

Dans le Chapitre I1I, nous étudierons le modele de Cahn-Hilliard associé a des conditions aux limites dites dynamiques
dans lesquelles la géométrie du domaine ainsi que 1’opérateur de Laplace-Beltrami posé sur 0f) interviennent. Le but
de ce chapitre est dans un premier temps d’introduire 1’opérateur de Laplace-Beltrami et le probleme de Laplace avec
des conditions aux limites de Ventcel ainsi que leurs discrétisations par une méthode volumes finis. D’autre part, nous
étudions le comportement du schéma VF4 introduit dans le chapitre précédent lorsque le domaine n’est plus polygonal
mais un domaine suffisamment régulier quelconque.

Notons cependant que les résultats de ce chapitre pourraient également étre utilisés a d’autres fins, comme par exemple
pour des méthodes de décomposition de domaine de type Schwarz. En effet, dans [Jap98] 1’ auteur introduit un algorithme
de Ventcel-Schwarz dans lequel la condition de raccord entre les différents sous-domaines fait intervenir une condition
de Ventcel ce qui permet d’améliorer la vitesse de convergence de I’algorithme de Schwarz. De plus, dans [HH14] les
auteurs s’intéressent a cet algorithme de Ventcel-Schwarz en utilisant une discrétisation de type volumes finis. L’étude de
la discrétisation volumes finis d’une équation ayant des conditions aux limites de Ventcel sur un domaine courbe (et non
plus polygonal) peut donc étre intéressante pour des applications en décomposition de domaines.

Nous commengons notre étude par le probleme de Laplace-Beltrami sur une courbe fermée (Section II.1) puis nous
I’élargissons au cas du probleme de Laplace avec des conditions aux limites de Ventcel (Section I1.2). Nous établissons
des relations entre les approximations des quantités géométriques (dues a la présence d’un domaine courbe) que nous
utilisons et leur valeur exacte qui nous permettent de démontrer des résultats d’estimations d’erreur (Théoremes I1.11
et [1.19). Dans la Section II.3 nous complétons la description de I’implémentation effectuée durant cette these et nous
présentons dans la Section II.4 des estimations d’erreur numériques qui d’une part, illustre le résultat démontré dans le
Théoreme I1.19 et d’autre part, permettent de montrer I’intérét des schémas de type volumes finis pour des domaines non
polygonaux.

Dans ce qui suit, nous nous plagons sur un domaine € ouvert, borné, connexe et régulier de R? de frontiere réguliere
I' = 09 et nous choisissons une orientation de I" (nous renvoyons a I’ Annexe pour plus de précisions sur I).

II.1 Le probleme de Laplace-Beltrami sur un domaine courbe 1D

Dans cette section, nous considérons le probléme suivant posé sur la courbe réguliere I'.
Trouver v : I' — R satisfaisant :

—Aru4+u=gsurl, (I1.1)

avec g € L*(T).
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II.1.1 Construction d’un maillage associé a I’

Notations : Pour construire un maillage 991 (cf Fig. 11.1) associé a I', nous décomposons I" en arcs de courbe notés
L € M et appelés mailles ou volumes de contrdle tels que I' = U cyn L. Nous notons V I’ensemble des sommets du
maillage O901.

Pour tout volume de controle £ € 9991, nous définissons :

* m, salongueur;
* un point x. € £ que nous appelons le centre de la maille £;
* e (ou e,) la corde associée a £ et m, sa longueur;
* gy, le point d’intersection entre la corde e et la perpendiculaire e passant par z.;
¢ ), ’ensemble des sommets de la maille c.
Pour tout sommet v = |z’ séparant les mailles £ et £, nous notons :

* d. . ladistance entre le sommet v et le centre y. : c’est une approximation de la mesure m.,., de I’arc v,y C £
dont les extrémités sont le centre x . et le sommet v;

*d., =d.v+dy: c’estune approximation de la mesure My, ., de I’arc .., C T passant par le sommet v et
dont les extrémités sont les centres z, et x,/;

* ny, = *x1 tel que ny, = —ny s, donc ny . donne une orientation de la courbe 7.,/ en fonction de 1’orientation
donnée a la courbe I' : n . = 1 si’orientation de I" va de £ vers 2’.

Le pas du maillage est défini par size(09) = sup{m,, L € OM}.

)
e dey T A @
. <
g S b
T—y .l ~,
LT >
sl T o :
= Yc DA
., @Yc’
Tooe, .

Figure I1.1: Notations du maillage 09

Inconnues discretes : L’approximation TPFA de (II.1) associe a chaque maille £ € 990, une inconnue scalaire ..
Nous définissons alors la fonction constante par morceaux uy,, € R?” de la maniére suivante :

Ugom = E ucl, € LOO(F)’
LEOM

ol 1, désigne la fonction indicatrice de la maille c.

Définitions des projection discretes : Nous définissons deux projections sur le maillage 991 : la projection moyenne

P, et la projection centrée IPg ..

Définition IL.1 (Projection moyenne sur le maillage 09)7)

Nous définissons la projection moyenne sur le maillage 090 de la maniére suivante. Pour toute fonction u intégrable
sur T,

ngﬂzu - (]P)Tcnu)aeam

avec PTu = L/ u(z)do(z), VL € OM.
c

me




II.1. Le probleme de Laplace-Beltrami sur un domaine courbe 1D 33

Définition I1.2 (Projection centrée sur le maillage 0901)

La projection centrée sur le maillage 09 est définie de la maniére suivante. Pour toute fonction u continue sur T,

P¢ o u = (Plu) avec Piu=u(z.), YL € OM.

Leom

Le résultat suivant est alors immédiat.
Lemme I1.3

Soit uw € HY(T'), alors il existe une constante Cy5 > 0 indépendante de size(OIM) telle que :

v = PEoull 2 < Crssize(OM) [lull 41 ) -

I1.1.2 Définitions et propriétés sur le maillage 091

Proposition I1.4

Pour toute maille L € OIN, la relation suivante est vérifiée :

Me, — M, :(’)(m‘z).

En particulier, il existe C. > 0 indépendant de size(OIM) tel que me, < m, < Crme,.

Démonstration : Soit v et w les deux sommets de la maille £, alors les formules de Taylor nous donnent :

2
— mL —/ 3

W=Vv+m.T,.(v)+ TTV’W(V) + 0 (m),

ou T, ,, estle vecteur tangent a £ allant de v vers w.

Nous avons alors,

2 _
er

m2 < m2
= (e (v) + HEE, (V) 4O (md) e () + R () + O (m2) )

92 vyw 9 Vyw
—

= m? +m? (T, (v), 7, (V) + O (ml).

VW

m v — w|?

/

En remarquant que pour tout = € ¢, (¥, (), 7, ,(x)) = 0, nous obtenons :

mZ, =m> + 0 (m}) (I11.2)
et donc :
Me, = MeA/1+ O (M2) =m, (1 + O (mi)) ,
ce qui conclut la preuve. ]

e
L emnmne @,
""""" \ ..~'~.~
,,,,,,, \\ \‘_};I
< ST .
v T‘_’vl"-(Yl - é; Ye

Figure II.2: Notations utilisées dans la démonstration de la Proposition I1.4
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Définition IL.5 (Définition formelle de y )

Pour tout L € OM, le point vy, peut étre défini par la relation :

A%\
y£:V+<
me£

on v et w sont les deux sommets de la maille c.

Proposition I1.6

Considérons une maille L € O et un sommet v de c, alors la relation suivante est vérifiée :

Moy, —dey = O (meme,, ).

Démonstration : Notons w le second sommet de la maille 2, alors les formules de Taylor impliquent :
vV=2x, —mnv?‘,,w(xﬁ)—k(?(mgm) , (I1.3)
W =2+ My Tow(z:) + 0 (m2, ), (I1.4)

ol nous rappelons que ¥, _,, est le vecteur tangent a ¢ allant de v vers w.
Soustrayons les équations (I1.3) et (I.4), en remarquant que m.,., + M., = M, nous obtenons :
W —V me

= Mg w0 M2 aLs)

Me, Me, Me,

La Définition I1.5 et les égalités (I1.3) et (I1.5) permettent d’écrire :

2

< ) Moy Top(@2) + O (mgycv)> ( - Tow(r2) +0 ( " ))

meg meL

m

Yo — V= < Me Tow(Tr) +(9(

Me,

2 2
(e o)) (2,0 (22)
Me, Me, Me, Me,

2

m3
L = L
Moy, Toyw(Te) + O | My, 2

=2
mell er

m

ce qui donne,

2 2 3

mi—m Moy, M

— — L ec vYev''L
ey —Moypy = [Ye — V| — My, = 5 My, +O (2 ) .
er

L’équation (IL.2) et la Proposition I1.4 permettent alors de conclure. ]

A
o dew
e o Fuuglec)
c
----------- TSATL
e e b
. ’YC'_‘.’“" L Yewtw
': S - -& ____
g e ‘
SV

Figure II.3: Notations utilisées dans la démonstration de la Proposition I1.6

Produits scalaires sur 991 : Nous allons maintenant définir deux produits scalaires L?-discrets sur R?™ : un produit
scalaire (., .) > ., qui utilise les longueurs exactes des arcs £ et un produit scalaire (., .),,,, qui utilise les valeurs des cordes
correspondantes. Pour tout tsgy, Vgen € R?™,

(Uagmvasm)Lz(r): Z meusv, et (u89ﬁ7U8£7)1)39ﬂ: Z Me, UV,
LEOM LEIM
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et nous notons ||| L2y €t H||0 . .les normes correspondaptes.
De la méme maniére nous introduisons deux normes LP-discretes dans R2™,

||u8meIZP(F): ST omelugfP et ||u8m“g’p’6m: S e [uclP. Vuom € RO™,
LeIM LEDM

Nous pouvons alors remarquer que ces normes sont équivalentes et les constantes sont indépendantes de size(7) (cf
Proposition 11.4).
Nous définissons également un semi-produit scalaire H!-discret sur I' de la maniére suivante :

Up — Upr Ve — Upr oom
[[Uamvvasn]]l,am = Z da,a’ ( ) ( y vuasmvaon € R,

v=C|c'ev dc,c’ dﬁ,ﬁ’

ainsi que la semi-norme correspondante |.|, .
,

Pour finir, nous définissons la norme H!-discréte sur I’ par:

||uafm||iagm = Huamz||(2)7am + |Uam|iam s Vigor € R,

I1.1.3 Approximation TPFA de ’opérateur de Laplace-Beltrami
Définitions et propriétés des opérateurs tangentiels

Les définitions et les principales propriétés des opérateurs différentiels mis en jeu sont rappelées dans I’ Annexe.
Pour obtenir 1’approximation TPFA associée a ce probleme, le principe est le méme que dans le chapitre précédent.
Nous intégrons I’équation (II.1) sur chaque maille £ € 090,

/Lg(:r)da(x) /L—Apu(x)da(x)—i-/ﬁu(x)da(x)

(IL6)

S —Veu(v) oo (v) + /L u(z)do(a);

VeV,

oll 7, = ny T est le vecteur unitaire tangent & I" allant de £ vers £’.

Proposition I1.7

Le gradient tangentiel de u : T' — R au sommet v = |z’ satisfait I’estimation :

u(zy) —u(z,)

= Vou(v) - 7o, (v)
My ©

< / l(wo ) (¢~ (x))| do(x),

cc’

ou p est la paramétrisation choisie de ' (voir Annexe).

Démonstration : Considérons les points t.,t./,t, € Rtels que . = o(t;), . = p(t.r) et v = @(t,), alors les
formules de Taylor a I’ordre 2 nous donnent :

w(zer) — (@) = (u(p(ter)) — ule(ty))) = (ulp(te)) — u(p(ty)))

~(ter —t)wo @) (0) + [ (ter = 9)wo o) (5)ds

ty

(b~ t) (w0 ) (t,) - / (te — 8)(uo p)"(s)ds.

v

En remarquant que ¢,/ —t, = m., , Ny., nous obtenons :

_ t .
vapu(vfﬁ,,c(v): 1 / " (e — s)(wo @) (s)ds
Moy, Myeer Jit
ty
e [t = o) (s)ds,
Myepr Jie

ce qui permet de conclure la preuve. ]
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Nous définissons alors le gradient tangentiel discret de la maniére suivante.

Définition I1.8 (Gradient tangentiel discret)

L’opérateur de gradient tangentiel discret V2™ : R?” — RY est tel que pour tout uye, € R,

Uy — U
V?muamz = (V???’uam)vev’ avec v??ﬁuam = %nvu Vv = £|£/ ev.
c,c’

Rappelons que n~. = 1 si la courbe T est orientée de c vers ' et ny, = —1 si I est orientée de ' vers .
Principe du schéma TPFA pour ’opérateur de Laplace-Beltrami
L’ approximation TPFA de 1’équation (II.1) s’écrit alors :
Probleme I1.9 (Formulation VF du probleme de Laplace-Beltrami)

Trouver gy, € R?™ tel que :

> ViR UomNye + Mo ue = mePryg, VL € OM. L7)
VEV,

Notons que ce schéma fait simplement intervenir les coordonnées des sommets v du maillage 09t. Toutes les
autres quantités géométriques que nous utilisons sont calculées a partir de ces coordonnées. En effet, d’un point de
vue numérique, nous ne connaissons pas forcément 1I’équation de la courbe I' lorsque nous programmons ce schéma. Les
seules informations a notre disposition sont les coordonnées des sommets du maillage 991. C’est la raison pour laquelle
nous devons approcher les valeurs réelles des quantités géométriques qui interviennent dans ce schéma.

Proposition I1.10

Considérons une solution ugyy, € R?™ au Probléme I1.9, alors il existe une constante Ci1g > 0 indépendante de
size(OM) telle que :
2 2 2
‘u69ﬂ|1,agm + Hu3‘~m||0789n S 016 Hg”L?(r) .

Démonstration : Considérons une solution u,,, € R?™ au Probléme I1.9. Pour tout £ € 99, multiplions alors
I’équation (I1.7) par u, puis sommons sur I’ensemble des mailles £ € 990, nous obtenons :

2 2 ]
|“89ﬂ|1,amz + ||U6£m||o,oon = (Pgnsmgvuam)ﬁ(p) .

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis le fait que les normes |.|[ 2., et ||-[ly 5, Sont équivalentes et enfin
I’inégalité de Young nous pouvons conclure la preuve. ]

II.1.4 Estimation d’erreur

Nous montrons dans cette section qu’en réalisant une approximation polygonale de la courbe I' (obtenue en reliant entre
eux les sommets du maillage 99 en parcourant la courbe dans le sens horaire) le schéma volumes finis TPFA pour le
probléme de Laplace-Beltrami sur I" est d’ordre 1.

Lerreur e,y du probléme (II.1) est définie de la maniere suivante :

_ C
€om = Upom — PooyU.

Théoréme I1.11

Supposons que la solution u du probleme continu (11.1) appartienne a H 2(F). Considérons la solution uyey, du
Probléme discret I1.9. Alors, il existe une constante Cy7 > 0 indépendante de size(OIM) telle que :

2 2 . 2 2
|€89ﬂ|1,3gm + ||€89ﬁ||L2(r) S 01781ze(am)2 (||g||L2(r) + HVFUHLQ(F) + ||u||2H2(F)> .
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Nous décomposons la preuve de ce résultat en deux étapes. Dans un premier temps (cf Proposition I1.12) nous
majorons Ierreur H !-discréte par la somme de 1’erreur de consistance Ry, . pour tout v € V (due au terme de Laplace-
Beltrami) et de I’erreur de consistance R, sur v qui contient également I’erreur due a I’approximation polygonale. Il
nous restera ensuite a estimer ces deux erreurs de consistance pour démontrer le Théoreme I1.11

Proposition I1.12

Considérons la solution u du probleme (11.1) et la solution uyo, du Probléme discret I1.9, alors I’estimation suivante
est vérifiée :

R 2

2 2

|easm|1’@5m + H@am”Lz(r) < Z dV)L
v=clc'ev Uc,c’

+ |15 (IL.8)

2
m H L2(T)
oIl NOUS avons noté :

Ry =u(wy) —u(xy) —de o Veu(v)?, e, Vv =rclc/ €V
— e 1
RU = (R%)om  avee R = (e Mec), o 1 / (u(@) — w(z.))do(z), VL € M.
L

me me

Démonstration de la Proposition I1.12 : Commencgons par soustraire 1’équation (I1.6) du probleme continu au
Probleme discret I1.9. Ainsi, pour tout £ € 99, nous obtenons :

S~ (Vmive = Veu(¥)Fone) + (mee — mejue +mees + [ (u(e) — ul))do(z) =0
v=C|c'ev L
ce qui donne

€ — € RV,L
——— tmee, =
v=C|clev dL,L’ v=C|L'ev dL,L’

+m.R%.

Multiplions maintenant cette équation par e, et sommons sur £ € 991 :

e, — €

2 2 !
‘eé‘ﬂﬂ‘l,afm + ||689R||L2(r) = X RV’Liﬁ + (Rggmeavn)fﬂ(r) ;

ol nous avons utilisé la relation de conservativité R, . = —Ry /.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz et I’inégalité de Young nous permettent de conclure la preuve.
|

Fin de la démonstration du Théoreme I1.11 : 1l nous suffit maintenant de majorer les termes du membre de droite
de I’estimation (I1.8).

* En utilisant la définition de R, . donnée dans la Proposition II.12, nous pouvons écrire pour tout v = c|c’ € V,

R, 1 1 u(zy) —u(x .
£ (o) — ulee) (- ) (M) gz, ),
dL,L’ dﬁ,ﬁ' Moy My
ce qui donne :
2 2
RV7£2 < 2 (u(xt’) — U(IC))2 (m'YLL’ — dL’L/) + 2d5,5/ —U(Iﬁ/) _ u(xc) — VFU(V)‘?v,c .
dﬁ,ﬁ’ My, dL,ﬁ’m’yLL/ Mey

D’apres la Proposition I1.6, il existe une constante Cr. > 0 indépendante de size(99MN) telle que :

(mvu/ - dL,L’)2

dr.,c’m’yLL/

< C’Fsize(afm)2
et en utilisant le paramétrage normal ¢ de I', nous avons :

(ulae) —ulee) = [ “woey i = [ Viula) - F@)dola),

te Yeo!
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ce qui permet d’obtenir :
(u(@er) —u(ze))? <ms,,, / |Vru(z)]? do(z).

Tee!

En utilisant la Proposition I1.7, nous pouvons alors écrire :

Ry.” :
—YE < 2Csize(0M)? ([Vrul 2 ) + 3 ) - (I1.9)

v=c|c'ev UWr o’

 La définition de R}, donne :

2
2 (mz —me,)? 1
HRg\JnHL?(r) <2 Z Aui +2 Z o (u(x) - u(azﬁ))da(m)
LEOM me ceom Me L
2
My — Me .
<2 ( - E) ui+2”u_]PamuHi2(r)'
LEOM me
Le Lemme I1.3 et la Proposition I1.4 permettent d’obtenir :
u |2 2 2 .
| B8 l220, < 2 (Cr ltom 5,000 + Ci5 [0l ) size(OM)? (IL.10)

et la Proposition I1.10 implique

IR l22 0y < 2 (CCi6 llgll22 ) + Cas [ull ) ) size(09)2.

L2(r) HI(I)

I1.2 Le probleme de Laplace avec des conditions aux limites de Ventcel

Dans cette section, nous couplons le probleme de Laplace sur un domaine ) de R? avec une condition aux limites sur la
courbe I faisant intervenir 1’opérateur de Laplace-Beltrami.
Le probleéme est le suivant : Trouver u : 2 — R tel que

—Au=f dans ; (II.11a)
—Artur +ur+0u=g surl; (IL.11b)

avec f € L*(Q), g € L*(T") et u,p la trace de u sur I'.

I1.2.1 Maillage VF4 sur un domaine courbe

Pour obtenir un maillage 7 associé a ce type de probléme, nous allons coupler les notations du maillage 09t de la section
précédente avec celles du maillage 9t du Chapitre I que nous modifierons un peu pour les adapter a la géométrie courbe
du domaine. Les notations de ce maillage sont rassemblées sur la Figure 11.4.

Maillage orthogonal admissible 7 : Un maillage 7 de €2 est dit admissible s’il est constitué d’un maillage intérieur
M et d’un maillage du bord 0N tels que :

* Le maillage intérieur 9 satisfait les propriétés énoncées dans la Section 1.2.1 & ceci pres que les mailles K € 9
possédant une aréte sur le bord ne sont plus polygonales.

* Le maillage du bord 090 est celui décrit dans la Section II.1.1 en notant que les volumes de contrdle £ € 990 sont
les arétes (qui sont en fait des arcs de courbes) des volumes de contrdle de 21 incluses dans I". Notons que les
éléments de 091 sont a la fois des arétes du maillages 91 et des volumes de contr6le du bord. C’est la raison pour
laquelle nous utilisons deux notations différentes : lorsque nous les considérons comme des mailles du bord, nous
les notons £ € 99 alors que lorsque nous les considérons comme des arétes (extérieures) du maillage 99t nous
les notons o € E.,;. Nous imposons 1a aussi des conditions d’orthogonalité : pour toute maille £ € 09t qui est
également une aréte o de la maille IC € 91, nous imposons que la droite reliant les centres x . et x,c soit orthogonale
alacorde e,.
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Nous donnons maintenant les notations spécifiques a ce maillage.
Pour une maille £ € 9 ayant une aréte appartenant a 991, K n’est plus polygonal et peut méme ne pas €tre convexe.
Nous notons alors :

¢ K le polygone formé par les sommets de «, remarquons alors que K peut ne pas &tre inclus dans €2;

* my (respectivement m, ) le mesure de k (respectivement k).

Sommet intérieur

Sommet du bord

Maillage intérieur 90t

Centre intérieur

K

#----p e, corde associée a £

Figure I1.4: Maillage T associé a 2

Rappelons que £ est I’ensemble des arétes sur le maillage 7, &;,,+ ’ensemble des arétes intérieures et £, les arétes
extérieures (notons que ..+ = IM). Les notations concernant les arétes intérieures ont été décrites dans la section 1.2.1
et ne changent pas. En ce qui concerne une aréte du bord o = £ € & N &+, nous définissons :

* m, salongueur et m, la longueur de la corde e associée a o;

e D=7, ={te+ (1 —t)z.,t € [0,1],2 € o} le diamant associé & o. Nous définissons alors D de la maniére
suivante : D = D si o € &, et D est le triangle dont les sommets sont les sommets de o et le centre x si 0 € Ecypt;

* myp la mesure de D et my, celle de D;
* i, . la normale unitaire & la corde e, sortante a K et d . la distance entre les centres . et y,;
* 1y () la normale unitaire a o au point € o sortante 2 k.

Par souci de simplicité, nous notons £ = « si la maille IC € 9t n’a aucune aréte sur le bord et nous introduisons la
transmissivité :

m, .
si 0 =Kl € Eins
o — d)C7L
o — m .
°L i o =1 EEppt NEx
d)C,C

Le pas du maillage est défini par size(T) = sup{diam(x), KL € Dt} et la constante de régularité du maillage est celle
définie dans la Section 1.2.1 : reg(7T) = reg(M).

Inconnues discretes : L’ approximation VF4 associe a chaque maille X € 9t une inconnue scalaire u, et a chaque
maille du bord £ € 90991 une inconnue scalaire u,. Nous associons alors a la fonction discréte u- € R”, un couple de
fonctions ur = (Ugy, Usey ) dans L°(Q) x L°(T).
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I1.2.2 Définitions et propriétés du maillage 7

Proposition I1.13
Soit K € 9, alors :

Figure I1.5: Différences entre la maille k et son approximation K

Démonstration : Soit K € M tel que Ex N Eepr # O (5i Ex N Eerr = B, alors k = k etil n’y a rien & démontrer).

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer size(7T ) assez petit et I' assez réguliere, de maniére a ce que o €
Ex N Eeyy soit localement le graphe d’une fonction réguliere ¢ sur [a, b]. Notons ¢, 1’équation affine de la corde associée
a o, alors :

b
M — my — / (6(2) — do(x)) do

et il existe &, €]a, | tel que :

¢(1‘) - (be(l‘) = (gj — a)(x _ b)¢ (2§1)
Nous obtenons finalement, )
|me —my| < %(b— a)?,

ol ||¢”']| ,« ne dépend que de la courbure maximale de I'.
En remarquant que |b — a| < diam(x), nous pouvons conclure la preuve.

Proposition 11.14

Considérons une maille du bord L € 0O telle que £ = o € E on K € I est une maille intérieure, alors :

d(xg,yg) = |d($,c,$5> - d’C,L‘ = O(mﬁmvcv)’

ou v est un des deux sommets de la maille r.

Démonstration : La Définition I1.5 de y, donne :

W —V

xc_yczl'g_v_<
Me,

et les égalités (I1.3) et (II.5) permettent alors d’obtenir :

Tp—Ye =My, Tow(ze) + O (mgmv)

) 2
0+ 0 (2 ) P 0 02, )) (e 0 (22
er

2 2
1y P (2) + O (m2,) — <m‘m’“~v +0 (m“vmﬁ» ( DL (1) + O < e ))

Me, Me,

Me,

2 2
—m

- m
:mﬂfﬁvTV&W(‘rL) <eL2) + o (mﬁ‘/ﬂvmﬁ) .

ec
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L’égalité (I1.2) permet de conclure la preuve.

Figure I1.6: Notations utilisées dans la démonstration de la Proposition I1.14

Proposition I1.15

Pour tout point x € 0 = £ € Egyy, I'égalité suivante est vérifiée :

Démonstration : Notons v et w les deux sommets de £, alors en utilisant I’identité (I1.5) au point z € o, nous

avons : )
wW—vV me m2

= Tow(@)+ O ( .
Me, Me, Me,

Or, par définition la normale fi, . est égale au vecteur **— tourné de 47 et le vecteur fiy () est égal au vecteur 7, , ()
eLr
tourné de j:g. Ainsi, en remarquant que i, . et iy () sont des normales sortantes a €2 nous obtenons :

2
i, = e ﬁc,,c(a:)—i—(’)(mL )

Me,. Me,
et la Proposition I1.4 conclut la preuve. ]
. o=L. ...
Howc(T) ™
N Yie 3
DF, (e) Ao
w--TTT ee ‘
v

Figure II.7: Notations utilisées dans la démonstration de la Proposition I1.15

Les différents produits scalaires et normes discrets sur I' ont été décrits dans la Section II.1.1.
En ce qui concerne le produit scalaire L2-discret dans €2, nous définissons :

m
(umavm)wz = Z MUV, Vi vay € R
KeM

et nous notons ||. |, ,, la norme associée.
Nous définissons également la norme LP-discréte dans (2 suivante:

[ ton | g’p’m = Y mg|ucl’ Vus, € R™.
KeM

Ces définitions sont quelque peu différentes de celles introduites dans la Section 1.2.1 car elle font intervenir la valeur
approchée de la mesure d’une maille L € 9t ayant une aréte sur le bord plutot que sa valeur exacte. Cependant, les
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normes LP-discretes |[.[[q , o, et [|.|| sont équivalentes et les constantes sont indépendantes de size(7) (cf Proposition
1.13).

Le semi-produit scalaire H!-discret dans §2 est défini de la manire suivante : Pour tout ., v, € R7,

LP(Q)

m, Me
[ur,vrlir = (ue —ue) (ve —ve) + 30 == (e — ug) (v — ve)
a:}C|L€£int d)C7L Gzﬂegcxt d’C;L (II 12)
=3 a, (ux —u) (Ve —ve).
€&

Notons que contrairement au produit scalaire H *-discret dans €2 introduit dans le Chapitre I par la relation (I.8), ce produit
scalaire fait intervenir les arétes extérieures (o € E.;¢) du maillage 97 (et pas seulement les arétes intéricures). Ceci est dii
au fait que le produit scalaire défini par (I1.8) est adapté aux conditions aux limites de Neumann que nous avons imposées
a I’équation de Cahn-Hilliard dans le Chapitre I. Dans cette section le probleme que nous étudions est associé a des
conditions aux limites plus générales, c’est la raison pour laquelle nous utilisons un produit scalaire faisant intervenir
toutes les arétes du maillages. Si nous cherchons u, € R” I’approximation d’une certaine fonction continue v : 2 — R
satisfaisant des conditions aux limites de Neumann homogene, il est naturel d’imposer a u, de satisfaire u, = ux si
0 =r € Eept NEc (puisque d(xy, x.)Vu(z) - fi(z) = (u(x:) — u(xy)) + O (size(T)?)). Dans ce cas Ia, ces deux
produits scalaires sont bien égaux.

Nous notons |.|1,T la semi-norme H'-discréte correspondant au produit scalaire (I1.12) et nous définissons la norme
H'-discrete dans € par :

larl2 - = lsll? oy + lurl? - Vur € RT

Nous énongons maintenant une inégalité de Poincaré faisant intervenir la norme L?-discréte sur I et qui sera utile pour
démontrer la Proposition I1.18 (et donc le Théoreme d’estimation d’erreur I1.19). Nous ne donnons pas la démonstration
de ce Lemme dans ce manuscrit car c’est une adaptation immédiate de I’inégalité de Poincaré discréte pour des conditions
aux limites de Dirichlet (voir [EGHO00, Lemme 3.1] pour plus de détails).

Lemme I1.16 (Inégalité de Poincaré)

Il existe une constante C1g > 0 indépendante de size(T) telle que pour tout ur € R7,

2 2 2
”uf’ﬁHL?(n) < Cis <|UT‘1,T + Hué’im”o,asn) :

I1.2.3 Approximation VF4 couplant le domaine et sa frontiére

Pour obtenir le schéma VF4 associé aux équations (II.11), nous procédons en deux étapes :

* Nous intégrons 1’équation (II.11a) sur toutes les mailles intérieures L € 9t comme nous 1’avons fait dans la
Section 1.3.1 :

/)Cf(x)dm =— ae;;gt /H Vu(z) - tepdo(z) — ae;g” /a Vu(z) - o (z)do(z). (IL.13)

¢ Nous intégrons la condition aux limites (II.11b) sur chaque maille £ € 09t de la méme maniere que dans la
Section I1.1.3 :

/Eg(x)da(x) = > —Vpu.p(v)?‘,,g—|—/£u.p(:c)da(x)—|—/UVu(a:)-ﬁa,c(a:)do(x). (I1.14)

vEV,

Le couplage entre I’équation dans le domaine (2 et celle sur sa frontiere s’effectue alors naturellement par le terme de flux
J, Vu - 1i sur les arétes extérieures.

L approximation VF4 du probleme (II.11) s’écrit alors :
Probléme I1.17

Trouver ur € R tel que :

S om, T LS e, BTN PTUF, YK € O (IL.15a)
Ueg’icnt d)C,ll 065)%1’1’ d}C,L
S V2 gy + Moty + Mep — e — m, PTg, VL € OM, (IL15b)

VeV, d;c,c
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Proposition 11.18

Considérons une solution u+ € R7 du Probléme I1.17, alors il existe une constante C19 > 0 dépendant seulement
de reg(T) (que nous supposons borné lorsque le pas du maillage tend vers 0) telle que I’estimation suivante soit
vérifiée :

2 2 2 2 2
|UT|1,T + |u39ﬁ|1,amz + ”uam?Ho,am < Cu <||f||L2(SZ) + ||g||L2(F)> :

Démonstration : Si u, € R7 est solution du Probléme I1.17, alors pour tout v € R”, nous avons :

m m
[[uT7 UT]]LT + Huowu Ua:m]]l,amr + (ann Uasm)aim = (]P)mrfa Uzm)L2(Q) + (Pagmg) Uafm)Lz(p) .
Choisissons v = u, alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique :

2 2 2
|u7"177' + |u89ﬁ‘173m + ||u09ﬂHO,ax.m S ||P$f”L2(Q) Hum?||L2(Q) + ||ngﬂg||L2(l") HUEDYHLQ(F) .

Le Lemme I1.16 et le fait que les normes ||. || ., €t ||.]| sont équivalentes nous permettent d’obtenir :

L2(r)

|u7’|iT + |u69ﬁ|iam + ||u89ﬂH(2),02m < \% 018 HngfHL?(m (|UT|1,T + ”uf?im”O,amz) + CF HPg;ngHL?(r) ”umeO,am ’

et I’inégalité de Young donne le résultat. ]

11.2.4 Estimation d’erreur

Nous définissons I’erreur €r associé au probleme (I1.11) de la maniére suivante :
Cr = U — P‘:,-U avec PTU = (meu, P;mu).

Du fait de 1a géométrie courbe de €2, il est possible que nous prenions en compte des points = € 2¢ dans la démonstration
de I’estimation d’erreur. Nous allons donc utiliser un prolongement dans R? de la fonction u pour que toutes les quantités
que nous utiliserons dans la preuve du Théoréme I1.19 soient bien définies. La fonction u appartenant 2 H2(£2), il existe
un prolongement % € H?(R?) (fixé dans la suite) tel que :

i(x) = u(2), Vo€ et [fillyame < Coollull gz (IL16)

avec Cop > 0 ne dépendant que de 2.
Théoreme I1.19

Supposons que la solution u du probleme continu (11.11) appartienne a H?(Q) et que sa trace u,. € H?(T).
Considérons la solution u,y.y, du Probléme discret 11.9. Alors, il existe une constante Ca1 > 0 indépendante de
size(OM) telle que :

2 2 2 . 2 2 2
ler |17+ leomT pon + [l€0m 20 < Cosize(T)? (||uHH2(Q) + H%r”%ﬂ(r) + 122 + HgHLz(p)) . (17

Nous décomposons la preuve du Théoreme I1.19 en deux étapes. Dans un premier temps, nous démontrons (cf
Proposition 11.20) que le membre de gauche de I'inégalité (II.17) est majoré par les différentes erreurs de consistance
intervenant dans ce probleme. Il nous reste alors, dans un second temps, a estimer ces différentes erreurs de consistance.

Proposition 11.20

Considérons la solution v du probleme (11.11) ainsi que la solution u du Probleme discret I1.17, alors I’estimation
suivante est vérifiée :

|€T|?,T + ‘eafmﬁ,am + ||63‘~m||i2(r) < > madic,a(RZL;Z)Q + X meadfc,ﬁ(RiﬁV
0=’C|L€gint o=LEEcut

Ry o (IL18)
+ Z + HRasm”L?(r) ;

v=C|L'ev dc,c’
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Ol NOus avons noté :
, — 1
Rz",tc = M — / Vu(z) - Agrde, Vo =kl € Ec N Eint;
K, L m,
Reet = UTe) - / Vu(x (@)dz, Vo =£ € ENEun;
d}C L
Ry =ur(ze) - ulr(xc) dc o Viur (V)T 2, Vv = £|£/ ev;
—m,
Ry = (RE)ccom avec Ry = (me eﬁ ct 7/ i ( ur(z.))do(z), VL€ OM.

Démonstration :

Commencons par soustraire les équations (II.13) et (II.15a), alors les définitions de Rg”,i et Rif”,ﬁ données dans la
Proposition I1.20 impliquent :

;gaa(e,c —e) = ; tm(,RZL,Z + ; me, RE7L, VK € M. (I1.19)
o UE ;gb Ue }Pé:nf,

De la méme maniere, soustrayons les équations (II.14) et (II.15b), nous obtenons alors :

2

VEV, dc c’

e, — e €, — €x Ry,

L 4 mees + Me, £ 4 m.RY — meﬁR”t VL € OM. (I1.20)

o,K?

dfc,c VEV, dc c’

Multiplions maintenant 1’équation (II.19) par e, puis sommons sur K € 91 et multiplions 1’équation (I1.20) par e, puis
sommons sur £ € 9. Alors, en sommant les deux équations obtenues nous avons :

|eT|iT + |e@9ﬁ|?,am + He@m”izu‘) = Z ma(eK - eg)R?,I)i + Z Me, (e)C - eg)Riﬁ
o=K|£EEint c=LEE ezt
— €,
+ Z Ry LT (Rg‘ma eaim)Lz(F) .

v=CL|L eV dL c’

Nous pouvons maintenant appliquer ’inégalité de Cauchy-Schwarz puis I’inégalité de Young et nous obtenons I’estimation
(IL.18).
|

Fin de la démonstration du Théoréeme I1.19 : 1l nous suffit maintenant d’estimer les termes du membre de droite
de I’inégalité (II.18).

* Soit 0 = K|z € &y alors les formules de Taylor nous donnent :
1
u(z,) = u(z) + (Vu(z), (z, —x)) + /0 (1—t)(D*u((1 —t)z +ta,) (. — 2), (x, — 2)),
u(ze) = u(z) + (Vu(x), (xe — ) + /0 (1-1) <D2u (I =tz +txe) (xe — ), (T — z)> ,

ce qui implique

int __
Rl =

/ /0 (1-1) <D2u((1 —t)x +tx,) (x, —x), (2, — )

mad}c,a

/ /0 (1—t)(D*u((1 = t)z + tae) (ze — @), (T — 7))

mad)c,a

L’inégalité de Jensen et le changement de variable (¢,z) € [0,1] x o — y = z+t(z. —x) (ou (t,z) € [0,1] x 0
y = x + t(xx — x) pour le second terme) permettent d’obtenir :

blZG

(R™)? < C(veg( / |D?u(y)|2dy.

od
En remarquant que m,, = “<7~£ nous avons finalement :

| mydic o (R)? < C(reg(T))size(T)? || D*u ||L2<n> (I1.21)
o=K|LEEint
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* Soit 0 = £ € 9M, d’apres la définition (I1.16) de @ nous avons u(x.) = u(x.) et u(x) = u(xx) donc pour tout
x e o,

u(z,) =u(z) + (Vu(z), (x, — z)) + /0 (1—1) <Dzﬂ((1 —tr+tr,) (x, —x), (x, — x)> dt,
1
u(ze) =u(z) + (Vu(z), (ze — z)) + /0 (1—1) <D2'ﬁ((1 —t)r +txe) (ve — ), (T — x)> dt.

En utilisant le fait que z, — x, = d(z, x)fx,,la définition de Re“’t implique :

/0 Vi(z) - fixedo(z) —

Rifé :d(CE,C, 1'5) 1

de. . e /gVu(:c)~n,,,c(x)do(:17)

1
+ dx imﬂ / /o (1—t)(D*u((1 —t)z +ta,) (z, — 2), (x, — 2)) dtdo(z)
- ,1:m / / (1-1) <D2ﬂ((1 — bt +tee) (xe — ), (T — x)> dtdo(x)

_d(zic»Ic - )CL/ /
= drc o Vu(x) - e do(x) + meEmL Vu(x) - g (z)do(z)

/ Vii() - (Fre — Rox(2))do(2)

_ 217 — xr €T T, —a  — ol
+d}c,£ma/¢7/0(1 ) (D ((1 - t)x + ta.) (xe — 2), (v, — x)) dtdo(z)

T ima / /0 (1 =) (D*u((1 — t)z + tre) (zx — 2), (zx — 2)) dtdo(z).

En utilisant I’inégalité de Jensen, nous obtenons alors :

_ 2 _
s o (REsty? <00 e) — ) o /£|Va<x>|2do<x>+d ee = P1e). / Vii(z) [ do(x)

K, L
5d,€ - 5me£m£

tdecz = 5m / |Vu(z | [fice — fiox(2)|*do(2)
~ 2
d,c m, / / 2|1D%u((1 = t)z + tw,)|” v, — 2| dtdo ()
/ / )2| D% (1 — )z + tae)|” e — 2[*dtdo(2).
IC Lm 0

Or, d’apres les Propositions 1.4, I1.14 et I1.15 il existe une constante Cr. > 0 indépendante de size(7) telle que :
|d(zc,z.) — de,c] < CF(mEmMV)Q7 |me, — m£|2 < C’Fmi et |y — ﬁ,,,c(x)|2 < Crm%.

Ainsi, par changement de variable dans les deux derniéres intégrales du membre du droite, nous obtenons :

meLdK,C(Riﬁé)z <Cr(reg(T))size(T /|Vu ) do(z)

+ C(veg(T))size(T)? ( /D |D2i(y)|* dy + /D \D2a(y)|2dy>

oup, ={(1—-t)x+tz,:t€[0,1],x €0 =r}.
Alors, en utilisant la définition de w et la relation (I1.16), nous pouvons écrire :

S Mepdr o(REL)? < Crlreg(T))Caosize(T)? (I Vel P, + lulZy) - (1122)

c=LEEcrt
* Pour finir, I’estimation (II.10) associée a la Proposition II.18 implique :
U 2 2 2 2 .
||R89'J'Z||L2(F) < 2(01“019 (||f||L2(§Z) + ||g||L2(F)> +Cis HU\FHHl(r) SIZQ(T)Q' (I1.23)

En regroupant les estimations (I1.21), (I1.22), (I1.9) et (I1.23), nous obtenons le résultat attendu.
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II.3 Quelques remarques sur I’implémentation

I1.3.1 Ecriture sous forme matricielle
D’un point de vue numérique le Probleme I1.9 fait intervenir les matrices suivantes :

* La matrice du Laplace-Beltrami L}, € My, Ny telle que pour tout wyey, Voo € R?,

Upr — Up

r r
Lazmufm? = - Z d et <Lasmu89ﬂvva‘.m> = [[uasmvasm]]l,asﬂ-
vEV, c,c’ Lcom

 La matrice de masse du bord M}, € M. Noo, telle que pour tout wson, Voor € R,
r
(M Uom Vo) = (Upam, Ua:m)Lz(r) .

Nous pouvons alors écrire le Probleme I1.9 sous forme matricielle.
Probléme I1.21

Trouver gy, € R?™ tel que :

(Logy + M) Uomm = Goms avec gom = (/ g(l‘)da(:c)>

L Ledm

En ce qui concerne le Probleme I1.17, il va falloir ajouter la construction de deux matrices :

* La matrice du Laplacien A,, ; € M, n, telle que pour tout u, € R7,

A 7y = ((— Xz; a,(u, — u,c)> ) .
&l Kem

* La matrice Nyop,7+ € M n,,,, N, correspondant au terme de dérivée normale telle que pour tout u, € R7,

Uy — Uk
Nam,TUT = ((meg T) ) .
K<,L Ledm

Remarque I1.22

La matrice du Laplacien A,y + que nous venons d’introduire est différente de la matrice Ay, introduite dans la Section
1.6 car elle prend également en compte les arétes extérieures.

Le Probleme I1.17 s’écrit alors :
Probléeme 11.23

Trouver u,+ € R7 tel que :

A‘JJI,TUT = fors
r r _
(Lamz + Mamz)uam + Nom,TUT = Goom,

avec fon = (/)C f(x)dx)}cem et Goon = </£g(a:)do(x))

11.3.2 Construction des matrices

LedoMm

A partir de la structure mesh que nous avons décrite dans la Section 1.6, nous allons pouvoir construire les matrices
associées aux Problemes I1.9 et I1.17.

Pour construire les matrices A= A,, - et N= N,,, - nous avons besoin de calculer la transmissivité pour toutes les
arétes o € £ :

flux:=a,=mesh.aretes(:,_MES) ./mesh.aretes(:,_DKL);
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r

Nous assemblons les matrices Ay, 7, Noox, 7 €t Mg= M, par aréte de la maniére suivante :

Il Pour toutes les arétes

A (mesh.aretes(:,_K),mesh.aretes (:,_K)) < +flux;

/] Seulement pour les arétes intérieures

v_INT=find (mesh.aretes(:,_L)>0);

A (mesh.aretes (v_INT,_K),mesh.aretes (v_INT,_L)) < —flux (v_INT);
A (mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.aretes (v_INT,_L)) < +flux (v_INT);
A (mesh.aretes (v_INT,_1L),mesh.aretes (v_INT,_K)) < —flux (v_INT);
/] Seulement pour les arétes extérieures

v_EXT=find (mesh.aretes (:,_L)==0);

mesh.aretes (v_EXT,_K),mesh.nb_vol+v_EXT) < —flux (v_EXT) ;
v_EXT,mesh.nb_vol+v_EXT) < +flux (v_EXT);

N (v_EXT,mesh.aretes (v_EXT,_K)) < —flux (v_EXT);

Mg (v_EXT,v_EXT) < +mesh.aretes (v_EXT,_MES) ;

A(
N (

ol nous avons noté mesh .nb_vol le nombre de volumes de contrdles intérieurs I € 1.

Pour construire la matrice L= L}, correspondant a la matrice du Laplacien en 1D, nous parcourons cette fois les sommets

du maillage 099t. Nous avons donc besoin de compléter la structure me sh introduite dans la Section 1.6 : Pour le sommet
numéro i du maillage du bord nous ajoutons :

* Les numéros des deux arétes _sigL et _sigLp ayant pour sommet v = 2|2’
mesh.sommets (i, _sigl),mesh.sommets (i, _sigLp)
¢ Les numéros des deux sommets voisins _ VL et _VLp (correspondants respectivement aux arétes _sigLet_sigLp)
mesh.sommets (i,_VL),mesh.sommets (i, _VLp)
e Ladistance d. »» = d(y., V) + d(y., V)
mesh.sommets (i,_DLLp)

Par convention, toutes ces quantités sont nulles pour un sommet intérieur. Nous pouvons alors identifier facilement les
sommets du bord O :

som_bord=find (mesh.sommets (:,_VL)>0);
Pour tous les sommets du maillage extérieur, nous avons besoin de calculer la quantité :

flux_bord:= 7 L 1 . / (mesh.sommets (som_bord,_DLLp) ) ;
c,c’

Nous sommes maintenant en mesure de construire la matrice L :

/] Pour tous les sommets du bord

L (mesh.sommets (som_bord,_siglL),mesh.sommets (som_bord,_sigL)) < +flux_bord;

L (mesh.sommets (som_bord,_siglL),mesh.sommets (som_bord, _siglLp) )< —-flux_bord;
L (mesh.sommets (som_bord,_siglp),mesh.sommets (som_bord,_siglp)) < +flux_bord;
L (mesh.sommets (som_bord, _siglLp),mesh.sommets (som_bord,_sigl)) ¢ -flux_bord;

I1.4 Tests numériques

Nous avons vu dans ce chapitre que nous approchons le domaine §2 par un domaine polygonal pour obtenir toutes les
mesures dans lesquelles la géométrie du bord du domaine intervient. En effet, les seules informations que nous avons sur
la courbe I' pour construire le schéma VF4 sont les coordonnées des sommets v € V, nous ne connaissons pas 1’équation
de I'. Ainsi, nous avons fait plusieurs approximations pour les longueurs des quantités faisant intervenir des points de I"
dans les Problemes I1.9 et I1.17 :

* Mg, estune approximation de m,;

* dx . = d(xx,y,.) est une approximation de d(z ., x.);
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* dgr =d(yc,v) +d(y.r, v) est une approximation de m.,, _, .

Le but de cette section est de confirmer que ces approximations n’influent pas sur la précision du schéma numérique.
Pour cela, nous allons essayer d’approcher a un ordre supérieur les quantités géométriques liées au domaine.

Pour chaque sommet v € V), nous calculons le rayon R, du cercle passant par v ainsi que par ses deux sommets voisins.
Nous en déduisons donc les quantités suivantes (cf Figure I1.8) :

R, +R . .
* le rayon de courbure R, = TW associé a la maille £ € 09t dont les sommets sont v et w;

* la mesure m, de I’arc de cercle de rayon R, et d’angle . = 2 arcsin (me‘: );
L

— m - 4
e lecentrex, = y,.+ (R . — 1/ R2 — ZL ) 1, . Notons que pour une courbe I" quelconque, nous avons en général

re T

Figure I1.8: Constructions des approximations d’ordre supérieur

Remarque 11.24

Si Q est un cercle alors R, est le rayon du cercle, m; = m, etx, = v, €I

Nous allons présenter plusieurs estimations d’erreur (pour le probleme de Laplace-Beltrami sur I' et pour le probleme
de Laplace dans €2 avec des conditions aux limites de Ventcel) et pour chacune de ces estimations nous comparons les
résultats obtenus en utilisant :

* les longueurs me,., dx . et d. . utilisées dans ce chapitre (approximation polygonale basique);
* les nouvelles approximations R, m et Z, que nous venons de définir (approximation d’ordre supérieur).

Pour toute maille IC € 9t (respectivement £ € 99), nous calculons ’erreur relative entre la solution exacte u(z)
(respectivement u(x)) et la solution approchée :

* u, (respectivement u,) obtenue en résolvant le Probleme I1.17;

* uy (respectivement u ) obtenue en résolvant un probléme similaire au Probleme II.17 mais avec la nouvelle défini-
tion des quantités géométriques décrite ci-dessus.

Notons que les calculs réalisés pour obtenir les second membres des différents problemes considérés dans cette section
en fonction de la solution exacte que nous choisissons sont détaillés dans 1’ Annexe.

Commencgons par I’étude du probleme de Laplace-Beltrami sur I". Nous choisissons comme domaine I" le cercle unité
et la solution exacte est donnée par :

1
u(z,y) =1+ 3 (tanh(px) + tanh(qy)), V(z,y) €T, avec p=q=10. (1L.24)



I1.4. Tests numériques 49

Rappelons (cf Remarque I1.24) que sur le cercle les nouvelles quantités géométriques que nous venons de définir sont
en fait égales aux quantités géométriques exactes correspondantes.

Dans un premier temps nous considérons un maillage non-uniforme du cercle unité (cf Figure I1.9a).
Notons u$s, = (u(.)) ;. o> DOUS tragons alors les erreurs relatives en norme L?-discréte (cf Figure I1.10a) suivantes :

exr exr
”uc”ﬁ - uamHLZ(m ”uc?fm - uamHL2(r)
— — (11.25)
”uagnHL?(r) ”uaanL?(r)
ainsi que les erreurs relatives en semi-norme H! discréte (cf Figure I1.10b) suivantes :
‘ua?ﬂ - ugggn‘l oM |17;‘; - uggnll om
— : — 122 (11.26)
|U'a'9n|1,asrn ‘uasm|1,6£m
(a) Maillage non-uniforme du disque (b) Maillage périodique du disque
Figure I1.9: Les différents maillages du cercle utilisés
101% — — — Ty 101§ —— —— — Ty
F — Approximation polygonale basique ] [~ Approximation polygonale basique 1
10° - —e— Approximation d’ordre supérieur El 0 [ —e— Approximation d’ordre supérieur 1
F 1 10° £ E!
107t ¢ E i 1
[ N 10—1 E E
1072 ¢ E F 1
i i E = r 1
§ 1073 ¢ El % 1072 E
=] £ 1 = r ]
53] L ] m £ ]
1074 ¢ El N |
g g 1073 ¢ E
1072 z |
ot 1 1074 E
1070 E F ]
10777 ! ! \\HH\. ! Lol ! Lol L L HHH’ 10—5 Lol Lol Lol L Lo
1074 1073 1072 107! 10° 104 1073 1072 1071 10°
size(T) size(T)
(a) Erreur en norme L2-discréte sur T" en fonction de size(7") (b) Erreur en semi-norme H !-discréte en fonction de size(7")

Figure II.10: Erreurs relatives pour un maillage non-uniforme du cercle unité

Nous observons sur la Figure I1.10 une convergence d’ordre 2 en norme L2-discréte mais également en norme H -
discrete. La convergence d’ordre 2 en norme L? n’est pas étonnante car c’est également ce que nous observons pour le
cas du probleme de Laplace en 1D et d’un point de vue théorique ce résultat a été démontré (voir [FS88, EGHO0]) dans le
cas ol x, est le centre de gravité de la maille £ (ce qui est bien le cas ici). Cependant nous nous attendions a obtenir de
I’ordre 1 en norme H'. Remarquons alors que le maillage non-uniforme du cercle représenté sur la Figure I1.9a est en fait
I’image d’un maillage uniforme par une application réguliere. C’est la raison pour laquelle nous obtenons ici de 1’ordre 2
plutdt que de I’ordre 1.
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Pour ne pas observer ce phénomene de super-convergence dil a la particularité du maillage nous tragons cette fois les
différentes erreurs relatives (avec la méme solution exacte) sur un maillage périodique du cercle unité (cf Figure I1.9b).

10! ¢ e T e 3 10! T T T T T T T T T T T
= Approximation polygonale basique 1 [~ Approximation polygonale basique ]
10° F —e— Approximation d’ordre supérieur | —e— Approximation d’ordre supérieur
r 100 E El
107t E E
ol
o 0T Z 1071 -
~ 5 = El
5070 5
= 5 =)
&) t M2k 4
1074 E
107° ¢
g 1073 ¢ E
106 E
10—77 Ll Ll Lol Lol L 10—4 T T T S Y T S Y B WYY RN MY RO WA
1074 1073 1072 1071 10° 1075 1074 1073 1072 107t 10° 10t
size(T) size(T)
(a) Erreur en norme L2-discréte sur T" en fonction de size(7") (b) Erreur en semi-norme H ! -discréte en fonction de size(7")

Figure II.11: Erreurs relatives pour un maillage périodique du cercle unité

Nous observons alors sur la Figure I1.11 un ordre de convergence égal 2 2 en norme L? et 2 1 en norme H', ce qui est
donc bien en accord avec les résultats attendus.

Remarquons que pour chacun des tests ci-dessus nous observons que les deux types d’erreurs calculées (avec une ap-
proximation polygonale basique en rouge et avec une approximation d’ordre supérieure en bleu) sont quasiment confon-
dues. Ces résultats semblent donc montrer que I’approximation polygonale basique est suffisante lorsque nous réalisons
une approximation TPFA du probleme de Laplace-Beltrami.

Intéressons nous maintenant au probleéme de Laplace avec des conditions aux limites de Ventcel. Cette étude est
réalisée pour deux domaines {2 différents et deux solutions exactes différentes. Le premier cas test est réalisé en prenant
Q) égal au disque unité qui est plus raffiné d’un c6té que de I’autre (cf Figures I1.12a et I1.12b) de maniére a obtenir un
maillage non-uniforme de I'. Notons que nous avons également réalisé ces tests numériques avec un maillage uniforme
du disque unité et que nous obtenons des résultats similaires.

(a) Maillage initial (b) Troisieme raffinement (¢) Solution exacte

Figure I1.12: Les différents raffinements du disque unité utilisés (a gauche) et la solution exacte considérée (a droite)

Nous considérons la solution exacte définie par (I1.24) avec p = 2 et ¢ = 0.3 (cf Figure II.12c). Nous tracons alors
(en fonction du pas du maillage) les erreurs relatives en norme L>2-discrete dans € (cf Figure I1.13a) suivantes :

||u€m _ezuggtcHL?(Q) Huim :wu;gchL?(m , (I1.27)
Humz ||L2(SZ) Hu89ﬂ||L2(F)
les erreurs relatives dans €) en semi-norme H' discréte (cf Figure I1.13c) suivantes :
Ur — uea: ’IT _ uew
| T T |1,9:rr et | T T |1,T (1128)

|u$'x|1,'r |u§rx|177_
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ainsi que les erreurs relatives sur I' pour la trace de la solution définies par (I1.25) et (I1.26) (cf Figures I1.13b et II.13c
respectivement).

1071 F . —— — 1071 ¢ . —— ——
[~ Approximation polygonale basique ] [~ Approximation polygonale basique ]
| —e— Approximation d’ordre supérieur ] | —e— Approximation d’ordre supérieur ]
1072 E 1072 ¢ E
S w0k E 2 1070 E
RS r 1 ) r 1
- I 1 = I 1
3 r 1 g b ]
& 107t E a 107t E
1077 ¢ E 107° E

10—6 - L L TR R R R L L L 10—6 L L T R R R L L Lo

1072 107t 10° 1072 1071 10°
size(T) size(T)
(a) Erreur L2-discréte dans Q en fonction de size(7") (b) Erreur L2-discréte sur T" en fonction de size(7")

—- Approximation polygonale basique 10~1 |-~ Approximation polygonale basique E
10-1 |- —e— Approximation d’ordre supérieur B f —e— Approximation d’ordre supérieur k|
0 ] 1o~ f
S | = 1
B & 0 ]
= = -3 | -
3 10~2+ B 3 10 E E
= [ 1 = 5 ]
&3] [ ] 53] L ]
: : 1074 E E

10—3 L L TR R R R L L L 10—5 - L L T R R R L L Lo

1072 1071 10° 1072 10-1 10°
size(T) size(T)
(c) Erreur H!-discréte dans 2 en fonction de size(T") (d) Erreur H!-discréte sur T" en fonction de size(7")

Figure II.13: Erreurs relatives pour le disque unité

Pour le second cas test, le domaine €2 est I’ellipse de demi-grand axe a = 0.5 et de demi-petit axe b = 0.3. Nous
considérons la solution exacte polynomiale suivante (cf Figure II.14c) :

2
xy (@
u(z,y) = 4% (2(1—2 - 1) :

(a) Maillage initial (b) Troisieme raffinement (c) Solution exacte

Figure II.14: Les différents raffinements de 1’ellipse
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Notons que contrairement au cas précédent nous avons effectué ici un raffinement uniforme de I'. Cependant, nous
obtenons des résultats similaires en raffinant de facon non-uniforme la frontiere de I’ellipse.

De

plus, remarquons que dans ce cas la nous n’avons pas calculé la valeur du centre x ., la solution exacte est donc

calculée au point z, qui est une meilleure approximation du point x ;. que le centre y..

Comme pour le cas précédent, nous tracons sur la Figure I1.15 les différentes erreurs relatives définies par (I1.25),

(I1.26), (I1.27) et (I11.28) associées a ce probleme.

Erreur L2(12)

Erreur H'(2)

100 F o o — g 100 F o o —
f —B- Approximation polygonale basique bl f —B— Approximation polygonale basique bl
| —e— Approximation d’ordre supérieur 1 | —e— Approximation d’ordre supérieur 1
107 E 107t E
1072 ] £ 1072F ]
E El S E El
b bl = b bl
[ i % [ i
=
1073 & E! g 1073 E E
107t E 1074 E
10—5 - L Ll L Ll L I 10—5 - L \\\\\\\“ L Lol L L
1073 1072 1071 10° 1073 1072 10°! 10°
size(T) size(T)
(a) Erreur L2-discréte dans Q en fonction de size(7") (b) Erreur L2-discréte sur T" en fonction de size(7")
1()0: T — T T T T — T T T T wT T 1005 T — T T T T T T — T T T T T T \HHE
' —5- Approximation polygonale basique ] I —B— Approximation polygonale basique 1
| —e— Approximation d’ordre supérieur 1 | —e— Approximation d’ordre supérieur i
I | 107 ]
101 s L ]
b 1 E 1072 ¢ E
i 1 = 1
L 1 5 r ]
2 .
g 1073 F E
102 E El ; ;
L ] 1074 .
1073 ! Lol ! Lol L L 10—5 ! Lo ! Lo L L
1073 1072 1071 10° 1073 1072 107! 10°
size(T) size(T)
(c) Erreur H!-discréte dans 2 en fonction de size(T") (d) Erreur H!-discréte sur " en fonction de size(7")

Figure II.15: Erreurs relatives pour I’ellipse

Dans chacun des cas (cf Figures 11.13 et I1.15), nous observons les mémes comportements :
¢ Les valeurs des erreurs calculées avec les deux approximations sont trés proches et méme parfois confondues.

« L’ordre de convergence est égal & 2 en norme L? aussi bien dans 2 que sur I'. Or bien que nous ayons montré dans
le Théoréme I1.19 que le schéma VF4 convergeait a I’ordre 1 ce n’est pas surprenant d’observer de 1’ordre 2 en
norme L? dans ) car ce phénomene de super-convergence s’ observe également pour le probléme de Laplace avec
le schéma VF4. Ce phénomene de super-convergence en norme L2 reste pour le moment un probléme ouvert.

En ce qui concerne la norme L? sur I' nous avons également obtenu de 1’ordre 2 (cf Figures I1.10a et II.11a) dans
le cas du probleme de Laplace-Beltrami sur I' ce n’est donc pas étonnant de 1I’observer également ici.

+ Nous observons bien de ’ordre 1 en semi-norme H'-discréte dans € ce qui est en accord avec le résultat obtenu
dans le Théoreme I1.19.

« Enfin, nous obtenons de I’ordre 2 pour I’erreur relative en semi-norme H'-discréte sur I'. Comme pour le cas du
probleme de Laplace-Beltrami, le logiciel Gmsh construit des maillages non-uniforme du bord comme image par
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une fonction réguliere d’un maillage uniforme. C’est (sfirement) la raison pour laquelle nous observons 1a aussi ce
phénomene de super-convergence en norme H' que le couplage ne semble d’ailleurs pas affecter.

En conclusion, nous avons pu observer numériquement que 1’approximation polygonale du domaine (2 n’affecte pas
I’ordre du schéma numérique ni sa précision.

II.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une approximation VF4 sur un domaine courbe qui permet de coupler une équation
dans le domaine €2 avec une équation sur sa frontiere I'.

Le premier intérét de cette méthode est que ce couplage s’effectue naturellement par un terme de flux. De plus, nous
avons montré que cette méthode s’adaptait facilement a la géométrie courbe du domaine sans avoir besoin de connaitre
I’équation de I" ni de faire une approximation précise de sa géométrie.

D’un point de vue numérique, I’'implémentation de ces deux problemes est aisée et ne fait jamais intervenir la géométrie
courbe du domaine. Ainsi, ces premiers résultats permettent d’envisager des conditions aux limites plus complexes pour
I’équation de Cahn-Hilliard.
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Chapitre II. Discrétisation de ’opérateur de Laplace-Beltrami
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Chapitre 111

Le modele de Cahn-Hilliard avec des
conditions aux limites dynamiques

Ce chapitre est dédié a 1’analyse numérique de I’équation de Cahn-Hilliard (III.1) associée aux conditions aux limites
(II1.2) appelées conditions aux limites dynamiques et décrites dans la Section III.1. Cette condition aux limites sur le
parametre d’ordre prend en compte la géométrie du domaine €2 du fait de la présence de 1’opérateur de Laplace-Beltrami
qui a été introduit dans le Chapitre II. De plus, le potentiel de Cahn-Hilliard f, rend cette condition au bord non-linéaire
et un couplage s’effectue entre 1’équation dans le domaine et cette condition aux limites par le biais du terme J,,c. Nous
avons vu dans le chapitre précédent, que le schéma VF4 permet facilement de prendre en compte la géométrie du domaine
mais aussi de coupler naturellement 1I’équation dans le domaine et celle sur sa frontiere.

Nous présentons le schéma VF4 associé au modele de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques
(Section III.2) puis nous démontrons les différentes estimations d’énergie en fonction de la discrétisation des termes non-
linéaires que nous utilisons (Section II1.3). Ces estimations d’énergies sont essentielles a la démonstration des théoremes
d’existence (Théoréme II1.12) et de convergence des solutions approchées (Théoreme I11.18). La section IIL.5 est con-
sacrée a la démonstration du théoréme de convergence. Du fait des non-linéarités dans I’équation a la fois dans €2 et sur
I, le point clé de cette démonstration réside dans 1’obtention de compacité forte pour les solutions approchées ainsi que
pour leur trace. Dans ce but, nous introduisons un opérateur de prolongement original permettant d’obtenir une nouvelle
estimation de translations en espace qui permet de mettre en évidence une limite dans L°° (0,7, H*(£2)) dont la trace est
dans L>°(0,T, HY(T)).

Finalement, aprés avoir donné quelques remarques sur I’implémentation complétant les Sections 1.6 et I1.3, nous présen-
tons deux types de tests numériques : des estimations d’erreurs permettant de valider le schéma et des résultats plus
qualitatifs, en accord avec ceux observés dans la littérature, permettant d’illustrer les différentes propriétés des conditions
aux limites dynamiques.

Ce travail fait I’objet d’un article en préparation [Nab14a].

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons un domaine régulier, borné, connexe {2 C R? de frontiere elle méme
connexe et de classe C31.

III.1 La condition aux limites dynamique

Rappelons que I’équation de Cahn-Hilliard dans €2 s’écrit de la maniere suivante : Trouver la concentration de I’une des
deux phases ¢ : (0,T) x  — R satisfaisant

Oge =T",Ap, (I1I.1a)
3 12
w=— iaabAc + ?Ubflf(c); (1IL.1b)

c(0,.) = co. (IIL1c)
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La condition aux limites de Neumann homogene imposée sur le parametre d’ordre dans le Chapitre I est trop restrictive
pour modéliser le comportement de certains systeémes physiques. En effet, elle impose un angle de contact statique égal
a 5 entre I'interface et la paroi. Cependant, dans de nombreux systemes binaires, il y a une interaction dynamique
du systeme avec les parois. Prenons I’exemple d’un systeme confiné : lorsqu’un fluide déplace un second fluide non-
miscible, la ligne de contact par rapport a la paroi solide bouge et dévie de 1’angle de contact statique. Pour tenir compte
des interactions avec les parois solides, des physiciens (cf [FMD97, FMD98, KEMT01]) ont introduit la condition aux

limites (II1.2b). Ainsi, les conditions aux limites étudiées dans ce chapitre s’écrivent :

Vyp-1=0 sur (0,7) x T, (I11.2a)
€ ber = 300 Aver — 6 Flew) — e, (0,7) x T (I11.2b)
6AT,T. tCr = 85 0,0 ;ArCr Oy J \Cr 2505 nC SUur (U, y .

Rappelons que nous avons noté ¢, la trace de ¢ sur I', A I’opérateur de Laplace-Beltrami sur I et 0,, la dérivée normale.
Des parametres physiques décrivant les propriétés de la paroi interviennent : I", > 0 est un parametre de relaxation,
o. > 0 un coefficient de capillarité et f, le potentiel de Cahn-Hilliard surfacique (qui peut étre non-linéaire).

Remarque 1.1

Si nous prenons o, = f, = 0 et ', = +00 nous retrouvons la condition aux limites de (1.4b).

Remarque I11.2

Les valeurs des coefficients de I’équation (I11.2b) ont été obtenus en effectuant le changement d’échelle inverse a celui
réalisé dans [FMD97].

Le potentiel volumique f, et le potentiel surfacique f, vérifient la condition de dissipativité suivante :

liminf f'(c) >0 et liminf f”(c) > 0. (11.3)

le|]— o0 |e]—o0
Ces conditions impliquent qu’il existe ov; > 0 et aig > 0 tels que
fulc) > aic® —as et f.(c) > arc® — as.

Le potentiel f, satisfait également I’hypothese de croissance polynomiale (I.7) donnée dans le Chapitre 1. Le potentiel
volumique utilisé est 1a encore le potentiel double-puits f,(c) = ¢?(1 — ¢)? (cf Figure I.1a) bien que pour I’analyse nous
nous placions dans un cadre plus général (qui contient f,). Le potentiel surfacique f, prendra plusieurs expressions en
fonction des propriétés de la paroi que nous chercherons a modéliser.

Par souci de simplicité, pour I’équation sur le potentiel chimique dans 2 nous notons A, le coefficient se trouvant
devant le terme Ac (ainsi que devant la terme de flux J,,c dans la condition aux limites dynamique) et Ay, celui devant
le terme non-linéaire f;(c). Pour la condition aux limites sur le parametre d’ordre nous désignons par Ay, le coefficient
devant la dérivée en temps de la trace du parametre d’ordre J;c,r, A4 . celui devant le Laplace-Beltrami Arc- et Ay, le
coefficient devant le terme f/(c,). Plus précisément nous avons :

3 12 g3 3
AA = 550'1,, Afb = ?O'b, .Aat = m, AAF = éEQUbO'S et Afb = 60'1,,

et le systtme de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques s’écrit ainsi :

oic =T, Ap; dans (0,7) x €; (IIL.4a)
p=—AsAc+ Ay, f(c); dans (0,7) x ©; (T11.4b)
Aardier = Ax Arer — Ay, fl(er) — AaOpe;  sur (0,T) x T (1IL.4c)
Ot = 0; sur (0,7) x T; (IL.4d)
c(0,.) = % dans €. (I1L.4e)

L’énergie libre associée a cette équation se décompose alors en une énergie volumique (égale a I’énergie de Cahn-
Hilliard donnée dans le Chapitre I) et une énergie surfacique.

f() Fi(e) + F.(e)

R 1L5
avec F,(c) :/ <%A |VC|2+Afbfb( ) et F,(c / A L |Vpc‘r|2 +Afsf5(cm)). (IL-5)
Q r
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Comme nous pouvons le voir dans la définition de I’énergie libre ci-dessus, nous allons travailler dans un espace de
fonctions particulier :
H!(Q) ={cec H(Q) tel que ¢, € H' (")}, (I11.6)

qui est adapté au fait que I’opérateur de Laplace-Beltrami apparait dans la condition aux limites.
Notons que la condition (III.2b) est obtenue de sorte que le systeme tende & minimiser son énergie totale /. Nous avons
alors dissipation de I’énergie :

%f(C(t,-)) = —Fb/ |V,U(tv~)|2_-/48t/ Byee(t,))?, tel0,T] (I11.7)
Q T

D’un point de vue théorique, 1’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques est désormais
assez bien comprise. Le lecteur peut se référer a [RZ03, WZ04, MZ05, PRZ06, CFP06] et aux références s’y trouvant
pour les détails sur I’existence, ’unicité et la régularité de solutions, 1’existence d’attracteurs et la convergence vers des
états stationnaires. De plus, dans [GMS09] les auteurs démontrent (dans un cadre plus général) I’existence de solutions
au probleme continu (II1.4) dans les espaces d’énergie.

Dans ce chapitre, nous démontrons un théoréme de convergence des solutions approchées (cf Théoreme I11.18) qui

permet alors d’obtenir directement 1’existence d’une solution faible au probleéme continu (I11.4).
Par contre, d’un point de vue numérique il existe beaucoup moins de résultats. Dans [FMD97, FMD98, KEM*01] les
auteurs utilisent des méthodes de type différences finies et donnent des résultats numériques mais sans de preuve de con-
vergence. Une approche éléments finis est proposée dans [CPP10] ol les auteurs prouvent des résultats de convergence
et d’estimations d’erreur pour le schéma semi-discrétisé en espace. Ces résultats sont obtenus sur une plaque en im-
posant des conditions aux limites périodiques dans la direction latérale et donc les géométries potentiellement courbes des
domaines ne sont pas prises en compte.

Nous pouvons des a présent remarquer que le modele de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques
(IIL.4) présente plusieurs difficultés. Les premieres difficultés sont dues a la nature méme de 1’équation de Cahn-Hilliard
qui est une équation parabolique non-linéaire du 4°™ ordre (en particulier nous ne disposons pas d’un principe du maxi-
mum). A celles-ci s’ajoutent les difficultés liées a la condition aux limites dynamiques :

¢ la géométrie courbe du domaine intervient dans 1’équation sur I" du fait de la présence de I’opérateur de Laplace-
Beltrami dans la condition aux limites sur le parametre d’ordre;

* cette condition aux limites est non-linéaire (en raison du terme f’(c));

¢ un couplage s’effectue entre I’équation sur le potentiel chimique dans €2 (par le terme Ac) et I’équation sur le
parametre d’ordre sur I' ( par le terme 0,,¢).

Notons que nous avons montré dans le Chapitre II que le schéma volumes finis VF4 permet de coupler facilement
I’équation dans le domaine (2 avec celle sur sa frontiere I" tout en prenant facilement en compte la géométrie courbe
du domaine.

Néanmoins, lors de la démonstration du Théoreme de convergence II1.18 plusieurs difficultés vont apparaitre :

e A cause des non-linéarités qui apparaissent dans 1’équation a la fois dans €2 et sur I' nous allons avoir besoin de
compacité forte dans L?(0, T', L?(£2)) mais également dans L?(0, T, L?(T")) pour passer a la limite dans le schéma.

¢ Obtenir I’existence de la limite dans €2 est un résultat classique en volumes finis obtenu en utilisant des estimations
de translations en espace et en temps appropriées et en appliquant le Théoreme de Kolmogorov. Cependant, le
cas qui nous intéresse est moins classique : nous voulons obtenir I’existence d’une limite dans L (0,7, H'(2))
telle que sa trace soit dans L>°(0,7, H'(T')). Pour cela nous proposons une nouvelle estimation de translations en
espace (cf Théoreme I11.33) dont la démonstration fait I’objet de la Section I11.5.4.

* La géométrie courbe du domaine va faire intervenir des difficultés supplémentaires méme dans le cas de certains
résultats classiques en volumes finis (mais qui sont démontrés pour un domaine polygonal) comme nous le verrons
en particulier dans la Section III.6.

III.2 Approximation VF4 de I’équation de Cahn-Hilliard avec CL dynamiques

Les notations concernant la discrétisation en espace de type volumes finis qui seront utilisées dans ce chapitre ont été
décrites dans le Chapitre I1.
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II1.2.1 Localisation des inconnues

Rappelons que nous avons défini dans les chapitres précédents les fonctions constantes par morceaux u,, € R™ et
Upom € RO

Ugp = Z Uele € L®(Q) et gy = Z uslp € L)

KEM cEIM

ainsi que la fonction discréte u,- € R” a laquelle nous associons le couple = (Ug, Ugom )-
Intéressons nous maintenant a la discrétisation en temps. Soit N € N*, nous discrétisons uniformément ’intervalle de
temps [0, 7] avec un pas de temps At = L.
Pour tout n € {1,..., N}, nous posons t" = nAt. Nous définissons uj; (respectivement u5y,) comme la fonction
constante par morceaux sur (0, 7)) x € (respectivement (0,7) x T') telle que pour tout ¢ € [t", " 1],

At
m

(t,x) =ultsizex et ull(t,x)=u"sizec.

U
Pour un pas de temps ¢ donné, le schéma VF4 associe donc a chaque maille intérieure X € 91 une inconnue c} et a
chaque maille du bord £ € 990t une inconnue ¢ pour le paramétre d’ordre. En ce qui concerne le potentiel chimique, les
mémes notations sont utilisées en associant une inconnue y} pour tout I € 9t et une inconnue p7 pour tout £ € 9.
Remarquons cependant que p vérifie des conditions aux limites de Neumann homogene, nous imposons donc la valeur
des inconnues du bord p,,, € R?” de la maniere suivante :

pr=py, VLeOMtelleque £ =0 € Ec N Eeyt.

Remarque II1.3

Avec cette convention, pour tout v+ € R” nous avons [[fion, Vox]1,00 = [itr, vr]1,7 0t [, J1,0n est le semi-produit
scalaire H'-discret introduit dans le Chapitre I (cf définition (1.8)) et [, .] 1.+ celui que nous utiliserons ici (cf définition
(I1.12)).

Les normes discretes en espaces ont déja été introduites, définissons maintenant des normes en espace et en temps.

Définition II1.4 (Normes discretes en espace et en temps)

Considérons une norme discrete N sur un espace donné B, nous définissons alors :
e La norme discrete dans LP (0, T; N'(B)) par :
1
N-1 P

[u | oo rnvsy = | D AN (@)

n=0
o La norme discréte dans L (0, T; N (B)) par :

|u™"[] Lo 0,757 (8)) = sup N (u").
n<N

I11.2.2 Principe du schéma VF4

Définition IIL.5 (Projection moyenne)

Nous définissons la projection moyenne sur le maillage T de la maniére suivante. Pour toute fonction u intégrable
sur Q et qui admet une trace u,y intégrable sur T, nous posons Pu = (P, PTL ) avec

Pllu = (mllc/lcu(m)da:) et PJur= (ﬂic /ﬁu.ﬂx)da(x))

Kem LeoMm

Avec cette définition et en choisissant c© € H () (ot H}(€2) est défini par (II1.6)), la concentration initiale discréte
est définie par :
A =P (II1.8)

Notons que nous commenterons ce choix dans la Remarque I11.21.
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Pour obtenir I’approximation VF4 associée au probleme (I11.4) nous allons procéder comme dans les chapitres précédents :

* Nous intégrons I’équation (I11.1a) sur chaque maille intérieure X € 91 et sur chaque intervalle de temps [t", "] en
prenant en compte la condition aux limites de Neumann homogene sur le potentiel chimique (III.2a). Remarquons
alors qu’en ce qui concerne cette équation, le schéma VF4 est le méme que celui décrit dans le Chapitre I (si nous
omettons les approximations dues a la géométrie courbe du domaine).

* Nous intégrons I’équation (II1.1b) sur chaque maille intérieure K € 901 et sur chaque intervalle de temps [t", t"1].
En ce qui concerne I’opérateur de Laplace sur le parametre d’ordre, nous utilisons 1’approximation consistante
décrite dans la Section II.2 pour le probleme de Laplace avec des conditions aux limites de Ventcel. Les autres
termes de 1’équation sont traités de la méme maniere que dans le Chapitre 1.

¢ Nous intégrons la condition aux limites (III.2b) sur chaque maille du bord £ € 991 et sur chaque intervalle de
temps [t",t"T1]. L opérateur de Laplace-Beltrami est discrétisé en utilisant I’approximation consistante décrite
dans la Section II.1.

Ainsi si ¢} € R” est donné, I’approximation VF4 du probleme (I11.4) s’écrit :

Probléeme II1.6

Trouver (¢, un 1) € R x RT tels que :

it — g m, +1 +1
me———=% =-T, Z — (MQ —u? ) , VIC e M;  (II1.9a)
At aeg)zcnt d)C,L
ntl _ Mol ntl Mer ( m+1 _ n+l
mepe =Aa ] 7 (c,C cn ) +AL > p (c,C cn )
ce&irt Ure,c seggrt di,e
+ A, med’ (L, ), VK €O (I11.9b)
Cn+1 _ cn Cn+1 o Cn/—i—l .
Aatmegg :_AAF Z ( L c ) _Afsme[;dfs(827cz+l)
At vEV, dc,c’
— AL ’;%n (epth — ety VL € oM. (I1.9c)
Ky L

Remarquons que dans 1’équation (I11.9a) I’approximation VF4 du terme Ay fait simplement intervenir les arétes
intérieures du maillage 20t alors que dans 1’équation (II1.9b) 1’approximation du terme Ac utilise toutes les arétes du
maillage (intérieures et extérieures). Cette différence est due au fait que p satisfait une condition aux limites de Neumann
homogene (donc les arétes extérieures n’interviennent pas) alors que c satisfait la condition aux limites dynamique (II1.2b)
dans laquelle les arétes extérieures interviennent (ce terme est d’ailleurs indispensable pour permettre le couplage avec
I’équation sur le maillage du bord (II1.9¢)).

Le terme d’* (respectivement df+) désigne la discrétisation du potentiel de Cahn-Hilliard volumique f, (respectivement
surfacique f,). Nous décrivons dans la Section II1.3 les deux discrétisations (implicite ou semi-implicite) que nous util-
isons dans ces travaux.

En sommant 1’équation (II1.9a) sur tous les volumes de contréle K € 1, nous remarquons que nous avons bien
conservation du volume au niveau discret :

S omecl = 3 mec, VYne{l,...,N}. (I11.10)
KeEMm Kem

Pour I’analyse qui va suivre, il sera plus pratique d’utiliser une formulation "variationnelle" (équivalente) du Prob-
leme II1.6.
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Probleme II1.7

Trouver (¢!, unt1) € R” x R7 tels que pour tout pour tout ur,vy € R” x R7,

n+1 "
(%,Um> =T, [ vr]h (I1L.11a)
Nt

me
() g =As 3 e (A = ) (e — )
o=K|cEEint YK,L

TRV DI (sl P (IIL.11b)

o=LEEcqyt dK,L

+"4fb Z mﬁdfb(cgvcz-’_l)um

KreM
Cg;)rzl — Cg‘m n+1 fs(.n n+1
Aat Tauam - — AAF [[Cagm 7uaim]]1,6£m ~’4fg Z mecd 6( La £ ) Ue
om
.A me[: n+1 n+1 11
-As > T (2t =t ue. (Il.11c)
o=LEEcrt WK,

III.3 Estimations d’énergie

En s’inspirant de 1’énergie libre continue (II1.5), nous définissons I’énergie libre discréte qui se décompose en une contri-
bution volumique F, ;- et une contribution surfacique Fg son.

A A
Frler) =22 lerlf + Ay, 32 mucfu(e) + 728 [comlT pon +As. S e fu(ce), Yer €R7. (IIL12)
2 ’ n 2 ’ cEom

Ke

=Fp,7(cT) =Fs,0m (com)
Nous avons alors 1’égalité d’énergie suivante.

Proposition I11.8 (Egalité d’énergie)

Soit ¢ € R donné. Supposons qu’il existe une solution (¢, u*1) au Probleme I11.7, alors I’égalité suivante
est verzﬁee
]: n+1 ]: A 1—\ n+1 'Aat n+1
P (E) = Fr(e) + AT [ ||+ T 5! — ol om
_A'_é C7l+1_c | _|_'AAF| n+l |
9 T TI1, 7 2 oM oom |1 aom (IH 13)
=An 2. M (foled™) = fuleld) = dP (e, M) (et = )
K
+A;, 2 e (™) = fulcld) = dP (el e ) (e = ef)).
L
Démonstration : Choisissons u, = ¢! — ¢ et v, = —Atu?! comme fonctions test dans le Probleme I11.7 puis
additionnons les trois équations, nous obtenons :
Aa
: H n+1 WY HO,afm Atr ’“n—‘rl‘lj + 'AA [[C?'Jrl? 0171'-"_1 T]]l T + AAI" [[Cgi;lv ?;1 - cgim]]l,@‘m
+ Afb ;{m mﬁdfb (027 CZ—H)(CZ—H - CZ) + Afs e%:m Me, dfs (027 CZ—H)(CZ-H - CZ)
K L

La relation 2a(a — b) = a® — b? + (a — b)? implique,

Aat 2 A 2 9 2
AtL, {/m+1|1,T | el cgmuowﬂ + TA <’c7;+1|1,T — |CT7L’|1,T + ’cgﬂ _ 02’1,7)
AA 2
+ 2F (’CH-HM agﬁ_| amt|1 afm+|cn+1 a‘m‘l azm)
=~ Ap, 5 med® (e, N ) Ap, 3 mepd (e er (e — ).
K c
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Or la définition (III.12) de 1’énergie libre, nous donne :

A A
Fo(ert) = Frlep) =22 (jet ) = 1enl ) + 225 (|t} o = IBonl o)

+Ap S me (F(eE) = fi(el) + Ay, Le%:mmec (£t = f.(cD),

reM

ce qui conclut la preuve.

Nous ne connaissons pas, a priori, le signe des termes du membre de droite de I’égalité (II1.13). Pour obtenir la
décroissance de 1’énergie au niveau discret, il va falloir traiter indépendamment les deux discrétisations des termes non-
linéaires utilisées.

II1.3.1 Discrétisation implicite

Comme nous 1’avons vu dans le Chapitre I, la premiere discrétisation que nous utilisons est une discrétisation totalement
implicite des termes non-linéaires :

dlo (e, ety = flent), VK e M et df (<R, L) = f(ci ), VL € oM. (II1.14)

L

Nous avons alors I’inégalité d’énergie suivante.

Proposition I11.9

Il existe Aty > 0 tel que si ¢ € R” est donné et si (¢ ntl MT‘“) est une solution du Probleme (111.7); alors pour
tout pas de temps At < Aty, l estimation suivante est verlﬁee :

AtF Api
n+1 n+1 n+l
]:7'( Cr ) ‘FT( ) |1T+2At || B‘mHO,am
A U (11L.15)
A n+1 A n+1
FE IR =+ e Gl <0

Démonstration : D’aprés 1’hypothese de dissipativité (I11.3), il existe ap, ag > 0 tels que x,y € R:

Ainsi, I’égalité d’énergie (I11.13) devient :

n n n 2 AB n
Fr(eth) = Fr(cl) + A, it + =2 = lesat =

om HO,amz

+ AA n+1 n|2 + AAF n+1 |
2 CT CT 1,7 2 om Cazm 1,00
n+1 n |2 n+1
SO[b‘Afb Hcfm - cVﬂHO,sm + asAfs am COYWHO,BW :

Choisissons maintenant v, = ¢*™! — ¢ € R” comme fonction test dans 1’équation (II1.11a), alors I’inégalité de Cauchy-
Schwarz et I’'inégalité de Young impliquent :

ap Ay, ch+1 mHo,m = —apAp, At [uy ™ 5 =y
AT 2 AtT 2
< S (Apa) = [ =

Aost )

Nous pouvons ainsi conclure la preuve en choisissant Aty = min(ZFb( j‘f?‘ ) TA,al )
b s S

Comme pour la Proposition 1.5, At dépend fortement des parametres de 1’équation. De plus, nous avons ajouté une
condition supplémentaire sur Aty qui dépend des paramétres surfaciques.
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II1.3.2 Discrétisation semi-implicite

Comme dans le Chapitre I, nous choisissons d/* et d de sorte que le membre de droite de 1’égalité (IT1.13) soit exactement
égal a 0.

FW = 0@ gy = W L@ (IT1.16)

dfv (z,y) =
Yy—x y—=x
Rappelons qu’en pratique nous n’avons pas de probleme d’instabilité numérique lorsque x et y sont treés proches car les
termes d/* et d’s s’écrivent comme des polyndmes en x et . Plus précisément, pour les différents potentiels f. que nous
utilisons, nous avons toujours :

Tty
2

d'(@,y) = f1 (52) + (@ = 9)* Pl y);

ot P est un polyndme en z, y. Les valeurs exactes des termes d/ en fonction du choix du potentiel f, seront décrits dans
la Section II1.8.
Alors, I’égalité d’énergie suivante est immédiate pour tout pas de temps At.

Proposition I11.10

Soit ¢ € R” donné. Supposons qu'’il existe une solution (¢, u1) au Probleme I11.7, alors I’estimation suivante
est vérifiée :

2 At 2
Fr(er) = Fr(e) + AT [ 7+ 2 et = il om
) ! (IL.17)
2 A 2
+ 7A At — CTTL’LT + 92 Echmt — Cgim|1,6m =0

Remarque II1.11

Pour chacune des deux discrétisations choisies, nous avons décroissance de I’énergie : si cl} est donné et si

(e unt1) est solution du Probléme 111.7, alors il existe une constante Caa > 0 indépendante de At et T telle
que :
, 1|2 At o112
]:7'(0’;1;’_1) - ]:7'(0?) + Cay (Atrb ’M?—H‘LT + At Hcg;l - Cg%l“o,am

A (IIL.18)

2

Aa 2 2
n+1 n n+1 n
+ 2 |CT - CT’l,T + |Cafm - Cam|1,6zm < 0’

avec une condition At < At pour une discrétisation implicite.

III.4 Existence de solutions au probleme discret

Rappelons que la discrétisation du potentiel volumique de Cahn-Hilliard satisfait I’hypothése suivante : d/* est de classe
C' et il existe Cj, > 0 et un réel p > 2 tels que :

‘dfb(a7b)‘ <Gy (1 + \a|p71 + |b|P71) ’
(IIL.19)
|D (% (a,)) ()] < Co (1 + a2 + [p2) .

Théoreme II1.12 (Existence d’une solution au probléme discret)

Soit ¢ € R”. Supposons que :

* les potentiels f, et f, satisfassent I’hypothese de dissipativité (111.3) et que le potentiel volumique satisfasse
Uhypothese de croissance polynomiale (1.7);

o la discrétisation du potentiel volumique d' satisfasse I’hypothése de croissance polynomiale (1.17);
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* il existe KZ?, KEWT/ > 0 (pouvant dépendre de cl}) tels que,
> mye (folue) = fiulel) — A" (e, ue) (ux — r)) < K7, Vug;
e (I11.20)
2 e (folue) = full) = dPo (cRuc)(ue = €})) < K57, Vug.
Le

Alors, il existe au moins une solution (¢, unt1) € R™ x R” au Probleme (I1L.6).

Remarque III.13

implicite des potentiels de Cahn-Hilliard. Dans ce cas cette condition est donc toujours vérifiée.

e Le membre de droite des inégalités (111.20) est toujours nul lorsque nous utilisons une discrétisation semi-

» Lorsque nous utilisons une discrétisation complétement implicite des termes non-linéaires, le potentiel double-

puits f,(c) = c2(1 — ¢)? vérifie cette hypothése (cf [Minl0, Proposition V.13]). Dans la Section II1.8, nous
vérifierons si les différents potentiels surfaciques f, utilisés vérifient cette hypothése. Cependant si ce n’est pas
le cas, le Théoreme I11.12 est tout de méme satisfait pour tout pas de temps suffisamment petit At < Aty.

Commencons par rappeler deux lemmes énoncés dans le Chapitre I et qui nous serons tres utiles dans la suite :
I’inégalité de Poincaré et 1’inégalité Poincaré-Sobolev. Les preuves sont données dans [BCCHF] pour le cas d’un ouvert
2 polygonal et des conditions aux limites de Neumann mais ces résultats s’adaptent facilement au cadre qui nous intéresse.

Lemme I11.14 (Inégalité de Poincaré,[BCCHF, Théoreme 5])

11 existe une constante Co3 > 0 dépendant seulement de 2 et reg(T) telle que :

[t — Man (Usm)”Qm < Co3 |u7’|177~7 Vur € R7;

1
> ompug et Mg = > my.

avec Moy (Ugy) = —
B Mg e KEM

Ainsi, pour tout v € R7, nous avons

||UTH?,T < (20223 + 1) ‘UT‘iT +2Mg (Mg (Um))2 .

Lemme II1.15 (Inégalité de Poincaré-Sobolev,[BCCHF, Théoreme 3])

Soit 1 < q < +o0, alors il existe une constante Coy > 0 dépendant seulement de q, Q et reg(T) telle que :

||Usm||0,q75m < Co ||U7'H1,T , VYur €R7.

Donnons maintenant 1’inégalité de Sobolev sur I', sous-variété de dimension 1.

Lemme II1.16

11 existe une constante positive Ca5 dépendant seulement de T et de reg(T) telle que :

||uamHLQO(F) < Cys Huaml”l,asﬂ )

Démonstration : Soit £; € 99, alors :

> me,us, avec My = > Me,.

1
uC1 = <’U/L1 —_ Z meLU£) +
M. r £eOM LEIM

LEIM

(IIL.21)

(I11.22)

(II1.23)

(II1.24)
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique :

2
|u£1|2<2< >

1 2, 1 2)
<2 ( Me, U, — ULl + Me - |U
Mr cezaim “ ‘ o L| MF ce%im ‘ | L|

2

1
+ ‘MF LZ meLuﬁ

1
Uy — — D Me, Uy
Ml" coMm

LEOM

2
< Y ( S me, |ug, — uel? + Huamﬂaaw) .
r N\ceom

Remarquons que si ., , 4., € 09, nous avons par inégalité triangulaire :

U, — tug,| < > |upy —up|

v=C|L'ev
[ug —ug|
< Z da,c/ d
v=C|c'ev c,c’
1
2
< Z dC,C' |u093’1‘1,8zm :
v=L|L eV

Donc, d’apres la Proposition I1.6, il existe une constante C. > 0 ne dépendant que de I" telle que :

1
e, < 2 (Cr tgm oy + 15 [t )
r

ce qui conclut la preuve. ]

Les points clés de la démonstration du Théoreme II1.12 sont les estimations a priori données par I’estimation d’énergie
II1.13 couplées avec le lemme A.8 issu de la théorie du degré topologique en dimension finie [Dei85].
Démonstration du théoréme I11.12 :

Reformulation du probleme :
Soit W 1’espace vectoriel de dimension finie R” x R7 auquel nous associons la norme suivante :

lor If = llerll? 7 + llcomm 3 o + el -y Vorr = (er,pur) € W
Considérons I’application i définie de la maniere suivante :
h:Wx[0,1]] =W
(w:-Hv 6) = (CTTL—H» NTTL-Hv 6) = (Egﬂmv Eg’am’ Eg)

N £ c,m C,K c,om __ C,L ®o_ K .
ol nous avons noté E"™ = (Ej )“m, ES™™ = (Ej )Leam et Ef = (E} )}Cem :

cn+1 _ Cn ‘un+1 _ un+1
B =m, <7’< ‘) +0, > m, <7’C £ ) , VK €M
- At oegticnt d,C)L
X cn+1 _ Cn+1 Cn+1 _ Cn+1
ESF =A m, (u) + m (u)
0 fb de;)icnt d}C,L UE;;%‘T’t ec dlC,[,
+ Axdmed’ (2, et — my it VIC € It
or et —en et — et L
B3 =Agime, (%) Ay 3 E T b A G, (e )
vEV, c,c’
Cn+1 _ cn+1
_|_ AAmeL £k d K y Vﬁ S 8m
K,L
La fonction g est définie par :
g W =W

wr +— h(wr, 1),

ainsi le probleme "Trouver w”*! € W tel que g(w?*!) = 0" est équivalent au Probleme I11.6. II faut donc montrer que
les fonctions g et h vérifient bien les hypotheses du Lemme A.8.
L hypothese (IT1.19) sur la discrétisation d’* du potentiel volumique nous permet d’obtenir la continuité de la fonction A.
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Vérification de ’hypothese (ii) du Lemme A.8 :

Soit (Wt 8) € W x [0,1] tels que h(w™*!,§) = 0. Remarquons que ceci signifie que w?! = (21 1) est
solution d’un probleme similaire au Probleme I11.6 avec 6 f, a la place de d* et 5d¥+ a la place d+. Nous pouvons alors
appliquer les résultats précédents et obtenir une égalité d’énergie similaire a (III.13), ainsi nous avons :

As
5 9 !
Fo(HY) = Fo(eh) + AT, ity + 22 A I’ = cmllo om
A Aa
JrTA ci*lchthL 2F g;‘licamh,mﬂ
=y, 5 me (fe) = £e) — (e e )
K

oA S mey (L) = L) = dF (e (e - o)
£LEOM

ol
A A
Fler) = lerli, +0As, 32 mefu(ee) + 5 [coml] oo + 0A7, 3 e fu(ce).
2 ’ KEM 2 ’ LEOM
L’hypothese (111.20) et le fait que § > 0 impliquent
A o on
Fo(e) + AT, ]+ g bt = |y e < SIGT + SKET 4+ FY() (I1.25)

donc en remarquant que § < 1, il existe K T>0 indépendant de 4 et ¢t tel que :

A o
]_-6( n+1) + AtF ’M?_+1‘1 . 4 2ot 8t H n+1l awz“o,agﬁ < K]T. (TI1.26)
De plus, les potentiels f, et f, sont minorés (hypothese (I11.3)) et 0 < § < 1 donc :
S n+1 n+1 'AAF n+1|2
F2( y \1 . (s |17am — an (Ap, Mo + Ap, M) . (II1.27)

Ainsi, en regroupant les estimations (I11.26) et (I11.27), il existe Ko, T = =K T4y (Agp, Mg + Ag, M) > 0tel que :

Aa Cn+1‘2 + Aap ‘ n+1’2 + AT | n+1| Aat H nt+l _ H KCT
2 1,7 2 om 1,0 b 1,T Com a<m 0,0m — ~72
ce qui méne aux bornes suivantes avec K3, K;7, K;7, Kg7 >0
| n+1|2 < 2 ch— — ch' | n+1|2 < 2 KCLLF - Kc#—
Cr 1,7 — .A 2 3 Com 1l,0m — A 2 4 >
A Ap
n CT
ch_,'_l . H At KCT L KCT ’ ’YL+1‘ K — KCT
oM asm OQM—Aa 5 1T—AtP
Nous obtenons ainsi I’une des bornes attendues : il existe K77 > 0 tel que
n+1 cr n 2 T ko
[ Hlam <2 (KT + ||chmllf oon ) + K57 = K57 (II1.28)

Pour obtenir la seconde borne sur le parametre d’ordre, nous appliquons 1’inégalité de Poincaré (II1.22) en remarquant
que nous avons conservation du volume au niveau discret Mgy, (¢) = Moy (c;fn*l). Ainsi, il existe Kg7 > 0 telle que :

leat|[; . < (203 +1) K57 + 2Mq (o (c))* 1= K7 (I11.29)

Il reste maintenant & obtenir la borne sur le potentiel chimique. Nous devons donc évaluer la moyenne de p”*! sur 2. Vu
que E{™ = E{°™ = 0, nous avons :

Cn+1 — "
S ekt =gy S e S 4 0Ay T mgd (6, ) £ 04y, B mepdf (L )
KEM cEom t KEM céom
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et puisque 6 < 1,

n Aé}t n n
et <5 g, meder e
K c
(II1.30)
A afe(en et A dfs (e et
+Ayp, D me (Coscd™)| +Ap > e, (czsci™ )]
reEM £LEOM

En utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe K, 96? > 0 telle que :

S e et = cl| < VM [k = g o < VMRV EST = KT (IL.31)

LEOM

De plus, I’hypothese de croissance polynomiale (III.19) et I’'inégalité de Poincaré-Sobolev (I11.23) impliquent I’existence
d’une constante K77 > 0 telle que :

2, Mk )df” (szcﬁﬂ)’ <Cy S ome (T4 [Pt + et P
reM cem
=G (MQ + HCT”pJ) 1,0m + ||Cn+1||0p 1 zm)

<y (Mo + I3 o+ G )
n p 1 n
<Gy (Mn+||cTop Low T+ (024\/K§T) ):z KT, (II1.32)

D’apres I’inégalité de Sobolev (I11.24) , nous avons :

n+1 n+1 C?’

5t e ey < Cos 15y < Cos VIS,

donc en distinguant les deux discrétisations possibles de d”s, il existe K;7 > 0 tel que pour £ € OM :
 pour une discrétisation implicite de dfs, en posant M 7= Cas/ K. CT,

(@7 (e2,er )| = | e < max |f] = KT

. e e .. .. n cl
* pour une discrétisation semi-implicite de d’+, en posant M°7T := max (025 \/K77T 1 CBanll oo (F)),

no.n fS(cn+1) — fS(cn)
@7 (e et = [P = < max £ =
e —cCg B(0,M°T)
Ainsi, il existe une constante K 10;% > 0 telle que :
S e, |d (e, "+1)’ < MyKST = K°7. (IIL33)

£LEOM

Donc, en regroupant les estimations (II11.30) a (I11.33), il existe K f;fl > 0 telle que :

n Ad c" c c c
o ()] = Mo (A2 R 4 4y KT+ 4, ) o= K (134

Nous pouvons maintenant appliquer I’inégalité de Poincaré (I11.22), il existe K f:f > 0 telle que :
s |2 < (203 +1) KeT +2M, (K57 = KT (II1.35)
En combinant les bornes obtenues dans les estimations (II1.28), (IT1.29) et (I11.29), nous obtenons finalement :
lwi Ry < KST + K7 4+ K] o= K7
Donc, prendre R > VKT >0, assure que pour tout (w2t §) € W x [0;1],
h(wit8) =0 = W w # R.
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Vérification de ’hypothese (iii) du Lemme A.S8 :

Nous devons montrer I’existence d’une solution au probleme linéaire h(w?1,0) = 0, que nous pouvons écrire sous la
forme :
Trouver (1, u+1) € R7 x R7 tels que pour tout ur, vy € R” x R7:

n+1

1
r, [[N;H_la UTHLT (N;+17 m )gm +Aa [[01-5-17 UTHLT + Cox Uzm) + AAF [[Cacm 7u6fm]]1 am

Az
1 Aot
+ E (Cg’mtl,uam)am = E (C’g;t, ’U;.m)im + E (ngﬂ,U3gﬁ)89n .

Puisque ce probléme est linéaire et de dimension finie, il suffit de montrer que le couple (0, 0) est I’'unique solution du
probléme homogene :
Trouver (1, u7+1) € R” x R7 tels que pour tout u,, v, € R” x R7:

1
Lol vrlir = (™ wm) o+ Asler™ urlr + 55 (67 vm),
A (II1.36)
+ AAF [[Cacm ;Uam]]l om T Aatt ( Z;;l, Uafm) =0,
Choisissons u, = ¢! et v, = Atu™+! dans (I11.36) alors :
A
T O L FR P i ol ol o
= ‘,usz 1’1,7’ = cn—H’l,T = | Z;;l’l om H n+1||0 om =0.

Nous obtenons ainsi ¢! = 0 et u™*! est constant. En injectant ceci dans (I11.36), nous obtenons (c+1, u"+1) = (0,0).
]

IIL.5 Convergence des solutions approchées

Le but de cette section est de démontrer la convergence des solutions approchées du Probleme II1.6 vers une solution
faible du modele de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques (II1.4).

Définition II1.17 (Formulation faible)

Un couple (c, ) € L°°(0,T; HY(Q)) x L?(0,T; HY(Q)) tel que ¢ € L*(0,T; HY(T')) est appelé solution faible
de I’équation de Cahn-Hilliard (111.4) si pour tout ¢ € C? (R X R2) telle que ¢(T,.) = 0, les identités suivantes sont
satisfaites :

T
/ / (—Oydec + T,V - Vo) dzdt = / (0, .)dz, (I11.37)
0 Q Q
T
/ / (—pp+ AsVe - Vo + Ay, fr(c)¢) dadt
0 Q .
* / / (—Apidhden + Ay Ve - Vid + Ay, f(cr)) do()dt (ITL.38)
0 r

=Aat /F Tr (®)$(0, )do(z).

Théoreme II1.18 (Théoréme de convergence)

Soit ® € HL(Q) (cf définition (111.6)) et ((( A’)(m)> , ((u?t)(m)»meN une suite d’approximations obtenues sur

une famille de maillages admissibles et de pas de temps telle que le pas de temps et le pas d’espace, At (avec
At < Aty pour une discrétisation implicite des termes non-linéaires) et size(T(m)) respectivement, tendent vers
0. Alors, en supposant que reg(T(m)) est borné lorsque m — 400, il existe une solution faible (c, 1) du probléme
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(I11.6) (au sens de la Définition II1.17) pour la donnée initiale c° telle que, a sous-suite prés, les convergences
suivantes sont vérifiées pour tout ¢ > 1 :

("™ = cdans L*(0, T; L)), (35)"™ = T (c) dans L*(0,T; LY(T)),
et (uﬁ‘)(m) — pdans L*(0,T; L9(Y)) faiblement.

En raison de la présence de termes non-linéaires dans 1’équation a la fois dans €2 et sur I pour pouvoir démontrer ce
Théoréme nous allons avoir besoin de compacité forte a la fois dans L?((0,7) x Q) et dans L%((0,T) x I'). Ainsi, la
preuve du Théoreme II1.18 réside dans 1’application du Théoreme de Kolmogorov A.11 qui permet d’obtenir I’existence
de la limite et des convergences fortes. Nous pouvons ensuite passer a la limite dans le schéma et en particulier dans les
termes non-linéaires. Pour appliquer le théoreme de Kolmogorov, nous allons utiliser trois éléments essentiels : les bornes
sur les solutions discretes du Probleme II1.6 (cf Proposition II1.26), un théoréme d’estimation de translations en espace
(cf Théoreme II1.33) ainsi qu’un théoréme d’estimation de translations en temps (cf Théoreme I11.39).

La principale difficulté dans la démonstration du Théoréme II1.18 se trouve dans la démonstration de 1’estimation de
translations en espace. En effet, si nous appliquons le théoréme de translations en espace classique (cf Lemme 1.13) il
faudra procéder en trois étapes :

* Dans un premier temps, en utilisant le lemme de translations en espace 1.13 couplé avec une estimation de trans-
lations en temps, nous pourrons appliquer le théoreme de Kolmogorov une premiére fois dans L2((0, 7)) x ) et
obtenir I’existence d’une limite ¢ € L2(0, T, L?(£2)) (a sous-suite pres).

* Nous devrons ensuite établir un théoreme de translations en espace sur I' qui, associé a une estimation de translations
en temps, permettra d’appliquer une seconde fois le théoréme de Kolmogorov mais cette fois-ci sur L2((0,7") x I")
et obtenir I’existence d’une limite ¢ € L2(0, 7T, L*(T)). Notons cependant que du fait de la présence du terme 9,,¢
dans la condition aux limites nous devons tout de méme utiliser le couplage qui s’effectue entre le domaine et sa
frontiere (et donc 1’équation dans €2) pour obtenir I’estimation de translations en temps sur I

* Enfin il restera & montrer que Tr (¢) = ¢.

Pour éviter ceci, nous démontrons le Théoreme II1.33 qui permet d’obtenir directement (en appliquant une seule fois
le théoreme de Kolmogorov) I’existence d’un certain ¢ dans L°>°(0, 7, H'(£2)) dont la trace est dans L>(0, T, H'(T")).
Pour démontrer ce théoréeme, nous définissons un maillage d’un certain voisinage de I" et nous construisons un opérateur
de prolongement particulier (cf Définition II1.30) qui utilise la trace discretes des solutions approchées et qui prend en
compte la géométrie courbe du domaine sur ce nouveau maillage. Des difficultés apparaissent alors qui sont liées a la
géométrie courbe du domaine et donc a la présence d’arétes courbe dans le maillage.

IIL.5.1 Propriétés de la projection moyenne

La définition (II1.8) de la concentration initiale discrete nous incite & donner les propriétés suivantes sur la projection
moyenne qui nous seront utiles dans la suite.

Proposition I11.19

Pour tout p > 1, il existe une constante Cog > 0 indépendante de size(T) telle que :

IPotllg p o < C26 |ull Vu € LP(Q).

LZ’(Q) )

En utilisant I'inégalité de Jensen et le fait que les normes ||.[|, ., et ||
proposition est immédiate.

Lemme I11.20

Pour tout p > 1, il existe une constante Co7 > 0 dépendant seulement de reg(T) et p telle que :

vy Sont équivalentes la preuve de cette

« pour tout segment o C R? et pour tout polygone P C R? de mesure non nulle,

« pour tout pseudo-triangle P C R? possédant un cété courbe o C R? et vérifiant la propriété de régular-
ité¢ (111.144) décrite dans le Théoreme 111.40,
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et pour tout u € H'(R?), alors :

: p
up — gl < € IO [ gz,
mp o

ou up désigne la moyenne de u sur P, u, la moyenne de u sur o et :
P

* Q =P, est’enveloppe convexe de P U o dans le cas oit o est un segment;

* Q =P dansle cas on o C OP est I’aréte courbe du pseudo-triangle P.

Dans le cas qui nous intéresse nous voulons appliquer ce lemme (le deuxieme point plus précisément) aux mailles
intérieures IC € 901 possédant une aréte o appartenant a I' (c’est a dire que o est une aréte courbe). Nous vérifions en
annexe (voir la Proposition A.3) que, pour ces mailles /C, I’hypothese de régularité (I11.144) est bien satisfaite pour un
maillage 7 suffisamment régulier et un pas size(7") suffisamment petit.

Remarque I11.21

Ce lemme est crucial pour démontrer la proposition suivante qui sera utilisée dans la démonstration de la Proposition
111.26 permettant d’obtenir les bornes sur les solutions discretes qui est un résultat essentiel dans la démonstration du
Théoreme de convergence I11.18.

En effet, pour obtenir les bornes sur les solutions discretes il faut arriver a projeter la donnée initiale de sorte que les
normes H'-discreétes sur Q) et I soient controlées par la norme H(Q) de la donnée initiale. Nous savons que lorsque
o est un segment la démonstration de ce lemme est classique et peut étre trouvée dans [EGHOO0, Lemme 3.4] par
exemple. Ainsi, nous pourrions penser que nous pouvons éviter d’utiliser le cas ot o est une aréte courbe, dont la dé-
monstration est beaucoup plus complexe, en choisissant comme donnée initiale la moyenne sur les cordes. Cependant,
si nous faisons ce choix nous perdons I'estimation H' du bord. En effet, si nous choisissons la projection moyenne
sur les cordes plutdt que sur les arétes courbes nous ne sommes plus en mesure de démontrer la Proposition I11.23 qui
nous permet d’obtenir 'estimation H' du bord. C’est pour cette raison que nous choisissons comme concentration
initiale discrete la projection moyenne sur les arétes courbes (voir la définition (111.8) de c%.). Dans ce cas la nous
avons donc besoin d’utiliser le deuxiéme point du Lemme I11.20 qui constitue un résultat technique dont la preuve fera
I’objet de la Section II1.6.

Proposition I11.22

11 existe une constante Cog > 0 indépendante de size(T) telle que pour toute fonction u € H'(Q),

[PFuly , < Cog [|Vull

L) "

Démonstration : Par définition de la semi-norme |.|, _, nous avons :

Pruff,= > T @ru-Prwi+ S S (Bru—Pru)’
o=K|cE€Eint UK, L o=LEEezt UK, L
ms m 2 m, )2 Mer rmm m, \2
<2 ¥ [(Pﬁu—ug) —|—(ug—IP)Lu)}—|— S —= (Plu—Plu)”.
o=K|LEE;nt dfwi o=LEEcqt d)c,ﬁ

Alors, le Lemme II1.20 implique :

. i
Prof, <20 > e (ML [ jgyas+ 2 o))
o=K s K m, i

[cE€Eint d’CaC

. 2
+Cr > Me. (M, + diam(x)) /}C \Vu(z)|2 dz.

o=LCEur: Ui My

Il existe une constante positive Cr(reg(7")) indépendante de size(T) telle que :

|P¢u|if<cwcr<regm>( s (Lvueras [vuare)+ s [ |Vu<z>|2dz)

o=K|LEEint K o=LEEcxt

et la régularité du maillage permet de conclure la preuve. ]
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Proposition I11.23

Considérons une fonction u € H'(T'), alors il existe une constante Cag > 0 indépendante de size(T) telle que :

|P¢Tmu|1,amz < Oy ||VFu||L2(I‘) :

Démonstration : Considérons deux volumes de controle voisins du bord £, £’ € 990, alors nous avons :

[Py — P =’m£/ u(z)do(z) - mlﬁ//,u(y)da(y)
e / @ —u(y))|* do(x)do(y)

mﬂmy//,/“ st

do(z)do(y).
L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique :

pru—pu < e [ (9.0 dote)) doteldaty)

< (mg~+mg) /Auz:’ Veu(z)]? do(z).

2

IA

IA

Nous pouvons alors écrire,

2
|]P>m |2 _ Z (le - IP?’)
om W l,0om

v=CL|L' eV dc,c’

Me e w(z)|” do(z
<y T JRCCIRES
< C(reg(T))v:L%EV /L » \Veu(z)]? do(z)
< 20(reg(T)) /F V(=) do(z),

ce qui conclut la preuve.

Proposition I11.24 ((ABHO07, Proposition 3.5])

Il existe une constante C3o > 0 dépendant seulement de () et reg(T) telle que,

[P — ull o) < Caosize(T) [Vl o, »  Vu € H'(Q).

Proposition I11.25

Pour toute fonction u € H'(T), I'inégalité suivante est vérifiée :

| — P73

aonu||L2(r)

< size(T) ||[Vrul|

L3(r) *

Démonstration : La définition de la projection moyenne PP} donne :

do(z)

1
u(r) — /LU(y)dO(y)

me

Ju Pl = 5 f
L

LEOM

i u\r) —u 20’$ (o)
< o [ [ @)~ utw)Pao(@ao ().
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/Vu #(2)do(2)|.

= Bl < 5 / / [ IVeu(2)? do(2)do(2)do ()
ceomJLJL Jay

En remarquant que |u(z) nous obtenons :

<size(T)? ce%m/[; Veu(z)]? do(z)

ce qui conclut la preuve. ]

II1.5.2 Bornes sur les solutions du Probléme II1.6

Proposition II1.26 (Bornes sur les solutions discreétes)

Supposons les hypotheses du Théoreme I11.18 satisfaites. Alors, il existe des constantes positives My, Mo, Ms, My
et My indépendante de At et size(T) telles que:
sup el T < My, sup 5y ,0Mm < My, Z At H‘un+1||1’7_ < Ms,
ntl 2 9 N1 i ) (111.39)
n ’ﬂ M _ C’I’L _ CTL
awz 6<m 2 oM oM
ZAt 1T<f ZAt Om+At > A 1m§M5.
) ) n=0 3O
Démonstration :
1. L’estimation d’énergie (II1.18) donne une borne uniforme sur 1’énergie discrete,
Vn € [0,N], Fr(ck) < Fr(cd). (I11.40)

Ainsi, en utilisant 1’hypothese de croissance polynomiale (I.7), 1’énergie initiale 7 (c.) peut étre majorée indépen-
damment du pas du maillage. En effet, on écrit d’abord :

AA 2
- |cgf’ﬂ|1,ag_n +Af5 Za:mmegfs(cg)

Ay,

Aas
Fr) = B2 AL+ A 5 meflel) +

A
<A IAL + Ay 3 i (14 162P) +

afm‘l om +AfsMF max |fs|

2 ’ E(Ovllcolle(r))
AA 0 0P Aa
| ’1 T + Afbob (MQ + HCTHO,p,m) + 2F 69}7’1 Jom + AfsMF E(O,I\Icrolﬁfoc(r)) £l
La définition (I11.8) de c2 et les Propositions I11.19, II1.22 et I11.23 impliquent ensuite que :
0 0 0 0 0
HCTHO,p,im < 026 HC HLP(sz) 4 ‘CT’LT < 028 ch HL2(Q) et ‘Cafm‘l,azm — 029 HVFC HLQ(F) )
donc il existe une constante positive K telle que :
Fr (%) < Ko. (I11.41)
De plus, d’apres I’hypothese de dissipativité (II1.3) nous avons :
A 2 n 2 A
Fr(eq) 25 g1yt Ag 165 5 o = A 02 Mot 35 |G} pon A, 01 [[€GonlIg pon —Ar, 02 Mr. (T142)

Ainsi, en combinant les estimations (II1.40), (IIL41) et (IIL.42) et en posant K1 := Ko+ as (Ap, Mo + Ay, Mr) >
0, il existe des constantes positives Ko, K3, K4 et K5 telles que pour tout n € [0, NJ,

K] 2 2K]
|| ”O m — -Af a; = K27 |C’;L“|117— S TlA = K3,
b
K, 2K,
”Camtno,am = Ao =y, |CT|1 oM < I = K.
’ r
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Ces estimations étant vraies pour tout n € [0, N], nous obtenons finalement,

sup [y - < VK2 + K3 := My, sup 1 oo < VK4 + K5 := Ms. (I11.43)
n=

. Sommons maintenant les équations (III.18) pour n allantde 0 a N — 1:

N-1

n ‘Aat n n 2
Fre) + O Y (A0 | 2 22 et = il
n=0 (I11.44)
A n n 2 A n
+7A CT+1_CT 1,7+ 2AF |Ca;1_ 89)1‘1 a<m> SJ:T(COT)

Les estimations (I11.41) et (I11.42) donnent alors :

N—
n n 2 K
Z At |p +1‘1 < 022F Z S =l < 70222%, (111.45)

n=0

Prenons pour u+ la fonction constante égale & 1 dans le Probleme II1.7 puis additionnons les équations (III.11b) et
(IIL.11c). Pour tout n € [0, N — 1], nous obtenons :

> m,cuﬁﬂ A, S med’ (e, et + Ay, meﬁdfs(cz,czﬂ) + 2o S e, (cff+1 — CZ) :
KEM KEM T LEOM At c
L’hypothese de croissance polynomiale (I.17) donne
K;Smmﬁ ‘dfb(CZ,CZJrl)‘ < Cb (MQ =+ ||CJJI||Op 1,m + || n+1”0p 1, im) ’
donc en utilisant le Lemme III.15 et la borne (I11.43), il existe une constante Kg > 0 telle que :

K%;m”@ ‘dfb(CZ,cZ“)‘ < Cy (MQ +cpt ||c’;||’1’;1 +Ch || T+1H )

< Cy (Mg +2(My)P~1C3 ) = K.

De plus, pour chacune des discrétisations du potentiel surfacique f, (cf définition (III.14) pour une discrétisation
implicite et (III.16) pour une discrétisation semi-implicite), il existe une constante K, > 0 telle que :

I

‘dfs crc Q“)‘g max

=K;, VLeoM

Ainsi, d’aprés I'inégalité de Poincaré (I11.22) appliquée a ! il existe Kg = Miﬂ (Ap, Ko+ Ay, K7)2 > 0 tel
que :

2
4"4815 n—+1

et <08 + D) | s, + = Vel e S (YR

Les bornes (I11.45) permettent finalement d’obtenir :

K 4 Ao M K
n+1 1 otVipIh ] L
§ At [l S <20+ I)szl“b e, TKs := M. (IIL.46)

. De (II1.41), (I11.42) et (I11.44), nous déduisons

N-1 K
n+1 n 2 2 1
|CT - CT|1 s =
’ CQQAA

n=0

et la forme discréte de conservation du volume my, (¢! — ¢) = 0 combinée a I'inégalité de Poincaré (II1.21)
impliquent

2
CnJrl n

T Cr

At

2K, M

1 =+ 023) CQ2AA = @

1
< gl
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4. De la méme maniére, nous avons :

N-1 N-1 2
+1
3 Jentt - |2 R ST 3 At‘ om_— Com < K
oM oM |1 oom — >
o ,OM CZQAAF n=0 At 0,0m CQQABt
ce qui entraine,

N-—1 1 ) 2 N—-1 1 ) 2
3 o — Com ary o~ Com < i( K 2K ) M
n=0 At 0,0m n=0 At 1,00 - At CQQA(% C22AAF At

III.5.3 Convergence faible du gradient discret

Définition I11.27 (Gradient discret)

L’opérateur de gradient discret V7 : RT — (R?) est défini de la maniére suivante. Pour tout u,; € R,

c — Uk

Viur = 5 1.Viur € (I3(Q)°,  avee Viuy =2" i, Vo €&,

€€ d}C,E

ou 15 est la fonction indicatrice du diamant D.

Proposition II1.28 (Convergence faible du gradient)

o . . (m) N . S
Considérons une suite de fonctions (U, m)),,cy de R7 " associée a une suite de discrétisations dont le pas du
maillage size(T(’”)) tend vers 0 (tout en maintenant borné la régularité du maillage reg(T(m)) ). Supposons qu’il

existe une constante positive M indépendante de size(T(m)) telle que :

||uT<m> 177,(7”) < 2\47 vYm > 0. (IH47)

Alors, (Upom)) ey converge faiblement (a sous-suite pres) dans LI(Q) (¢ > 1) vers un certain v € H'() et
(V7 Urom) ) e cOnVverge faiblement vers Vu dans L2,

Par soucis de clarté nous rappelons ici la preuve de cette proposition qui est un résultat classique en volumes finis.

La démonstration que nous présentons ici est inspirée de celle donnée dans [EG02, Lemme 2] avec une définition un peu
différente du gradient discret.

Démonstration :
Soit ¢ € (C°(2))?. La borne (IIL.47) nous permet d’extraire une sous-suite, toujours notée (wy(my) par simplicité,

qui converge faiblement vers un certain u € LI(2) (¢ > 1), ainsi :

/ Upemy ()dive(z)de —— [ u(z)dive(z)de. (MI1.48)
Q

m——+00 Q

De plus, en utilisant la formule de Stokes et le fait que ¢ = 0 sur 92, nous avons :

Remarquons alors que mp =

[ rion (@)div(@) = 5 i [ divota)ds
Q reM K

5t (z; / o(x) 'ﬁmm)) do ()

reM

(i) — ) / 8(z) - fixedo ().

o=K|LEE;nt

d . .
Lol sio € Einy, ce qui donne :

oo = 52 mp (25 e ) (- oiot)

a:lC‘CEgin,f,

- 5wV / B()do(a)).

o=K|LEEint
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et donc :

/uT(m,)(x)div¢(x) =— Y NVluym / ¢(z)dx
Q D

o=K|LEEint

1 1 (111.49)
+ mDVZum-(—/ xdxf—/ xdcrx).
U:mzegm rom D¢( Jdo — - 0¢( )do(x)
Or, nous savons que ¢ € (C2°())?, donc :
1 1 f
0=— >  VZurm / dlx)dz+ ST mpV] Uy - (—/ ¢(z)de — —/ qb(an)da(ac))7
o=LEEcqt D o=LEEcqxt Mmp Jp me Jo
(I1L.50)

ainsi en ajoutant les équations (I11.49) et (I11.50), nous obtenons :

[t @ivota) = = [ 97y @) - ola)da+ 5 moViugin - (o [ oo = - [ oaota)).

Q o€

Puisque ¢ est de classe C*°,

\nj [ otz = — [ ota)iota)

De plus, la borne (I11.47) signifie que la suite (V7 %, (m) ), oy st bornée dans L2, donc :

SOVl oo o size(T), Vo €E&.

/ Urm) (z)dive(x) = 7/ V7 Uy (x) - ¢(z)dx + Oy (size(T))
Q Q
et, & sous-suite pres, (V7w (m) )meN converge faiblement vers un certain G € (LQ(Q))2, ainsi nous obtenons :

/ Uremy (2)dive () ——— — | G(z) - ¢p(z)dz. (IL.51)
Q

m——+00 Q

Puisque les convergences (I11.48) et (II1.51) sont satisfaites pour tout ¢ € (C2°(£2))*, nous en déduisons que u € H ()
et (V7 m)),,cn converge faiblement (a sous-suite pres) vers Vu dans L2,
N

Remarquons que dans cette preuve nous avons choisi ¢ a support compact dans € ainsi les arétes extérieures du
maillage n’interviennent pas et donc la géométrie courbe du domaine n’intervient pas.

II1.5.4 Estimation de translations en espace

Pour passer a la limite dans le schéma, du fait des non-linéarités, nous devons utiliser de la compacité forte dans le domaine
) mais aussi sur sa frontiere I'. C’est pourquoi, dans cette section, nous allons donner des estimations de translations en
espace qui, couplées avec des estimations de translations en temps, vont nous permettre d’obtenir la convergence d’une
suite de fonctions ((cﬁt)(m)>meN solutions du Probleme discret I11.6 vers un certain ¢ dans L2((0,T) x Q) et celle de

((cggﬁ)(m))meN vers Trc dans L2((0,T) x T).

Dans ce but, nous construisons un opérateur de prolongement particulier sur un voisinage ouvert de €.
Pour plus de clarté, la majorité des résultats de cette section seront présentés pour des fonctions indépendantes du temps
mais s’adaptent bien siir facilement au cas qui nous intéresse.

Construction de I’opérateur de prolongement
Dans I’ Annexe (cf Définition A.1) nous rappelons la définition de la projection P sur I" en utilisant la fonction :
Y (2, 8) € D x RY 5 ap + sii(zr) € R?,

ol 7(zr) est 1a normale unitaire sortante a €2 au point z. € T'.
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Pour construire 1’opérateur de prolongement associé & un maillage 7 de €2 nous considérons 1’ouvert Q, = {x €
Q°,d(z,T') < a} =9 (I'x]0, af), voisinage de I". Notons que dans le cas continu, nous pouvons définir un opérateur de
prolongement P : H}(2) — H'(R?) de la maniére suivante :

u(z) siz € Q
Pu(z) = ¢ Tru(Prx)f(d(z,T)) siz € Q,
0 sinon

ol § € C(R) vérifie (0) = 1l et (o) = 0.
Nous nous inspirons alors du cas continu pour construire ce prolongement discret.

Par souci de simplicité commencons par donner 1’idée de ce prolongement ¥ (u,) pour le cas ol 2 est le demi-
espace (cf Figure III.1). Dans ce cas la nous avons Q, = Rx]0, o[ et nous construisons un maillage cartésien de pas
he < size(T) de Q, en utilisant le maillage 991 de I". Or nous sommes ici dans le cas discret, nous devons donc affecter
une valeur par maille au prolongement W% (u,). Pour cela, si nous notons R la maille a distance (i — 1)h, (pour
ieL, %}]) de I’aréte £ du maillage du bord 991, nous définissons le centre T, de cette maille de la maniére suivante :

. ha
Tri, =T + (zha — 7) ey,

et pour tout (z,y) € R, nous posons

e (ur) (2, y) = ub(d(zri , I) = ucb (iha — h?a) .

En conclusion, dans le cas du demi-espace, le prolongement U$> () est donc défini par :

ur(z,y) siy <0

ha\ .. . .
U2 (ur) (z,y) = { Usmm ()0 <iha — ?) $i(i—1he <y <ihg, 1<i< hg
0 siy >«
W3 (uy) =0
/ U2 (ur) = u0 (3ha)

./

Q, «
I/m
77771‘7 77777777777777777777777777 '7'71 777777777777777777
Tr
G (ur) = ur Q

Figure III.1: Définition du prolongement ¥$> () dans le cas du demi-espace

Nous allons maintenant adapter cette construction a la géométrie courbe du domaine €2 que nous considérons, pour
définir un maillage 91, de I’ouvert €2, (cf Figure I11.2):

¢ Posons 1, = ﬁ alors en notant F la fonction partie entiere, nous introduisons :

Na sing € N
Ng = 7} ) 7} et hy = “ < size(T).
E(fa)+1sing, ¢ N N,
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¢ Pour tout £ € 9N, nous définissons n, volumes de contrles de la maniére suivante :
RL =9 (£x](i — Dha,iha[), Vi€ {l,---,na}.

A chacun de ces volumes de contréle, nous associons le point z: = ¢ ({z:} x {(i — 3)ha}) appelé centre du
volume de controle R%.

* Nous notons &, I’ensemble des arétes intérieures du maillage 91, et £, I’ensemble des arétes extérieures du

maillage 9, qui n’appartiennent pas a &.,;. Nous décomposons I’ensemble £, en deux sous-ensembles :

- &, estI'ensemble des arétes séparant des volumes de controle R, et R:! (pour i € {1,---,n, — 1}) qui
N . A . A iit1
sont construits a partir de la méme maille du bord £ € 991. Pour toute aréte o € Eau , hous notons o = O'ZL’Z+
I’aréte séparant les volumes de contrdle R% et R4 et m,_ii+1 sa longueur. Remarquons que ces arétes sont
L
‘o i i1 oy gt
des arcs de courbes, donc nous désignons par €% 1a corde associée 2 0" et m oii+1 sa longueur.
L

— &, est’ensemble des arétes qui séparent un volume de controle R, (construit a partir de £ € 990) d’un
volume de contrdle R%, (construit a partir de £ € 990) ot £, L’ sont deux mailles voisines du bord. Pour
une aréte o € &, séparant les volumes de contréle R, et R, nous notons % ., I’arc de courbe reliant les

. c’
centres rri et Tri , cestadire v, =¥ (Yoo X {(i — §)ha}) et Mo 52 longueur.

Figure I11.2: Définition du maillage 90,

Notons que ce maillage est simplement défini pour les besoins de la preuve du théoréme de translations en espace et
que d’un point de vue numérique nous ne le construisons jamais.
La proposition suivante permet de relier les longueurs des arétes du maillage 901, a celles du maillage 991.

Proposition I11.29

Considérons y un arc de courbe inclus dans T et ¢ I'arc de courbe défini par ¢ = (y x {0}) avec § € [0,a] et ¢ la
fonction introduite dans la Définition A.1. Alors, en notant r la courbure de T, la relation suivante est vérifiée :

me —my| < 6flrfleomny .

Démonstration : Introduisons la fonction ¢5(t) = ¢(t) + d1i(¢(t)) ol ¢ est une paramétrisation par longueur d’arc
de I". Alors, 15 est une paramétrisation de 1’arc ¢ donc il existe ¢, 5 € R tels que :

to
e = / [ (t)]dt.

ty
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La définition de 15 implique :

2 2

[5 ()17 = (@1(t) — 695 (1)” + (@y(t) + 6 (1))
= (P1(1)% + ¢h(t)?) =20 (0} (1) () — b () (1)) +0% (27 (£)> + @5 (t)?)
o op=1 —( () (o ()2

= (1 = dr(e(t))*.

Or, nous avons :

1= dllkfloo <1=6l(p(®)] < [ (8)] = [1 = 0r(p(t))] < 14 dlk(p(t)] < 1+ 6[|]loc,

ta
et en remarquant que m., = / |’ ()|dt, nous obtenons :
t1

(1= 6ll%lloc) my < mg < (14 6][Klloc) my

ce qui conclut la preuve. ]

Nous définissons alors le maillage 7, = 7 U 21, et nous notons IC € 7T, les volumes de contrdle de ce maillage.

Définition IT1.30 (Opérateur de prolongement en espace)

Nous définissons I’opérateur de prolongement ¥ : R™ — R7* de la maniére suivante. Pour tout u, € R et pour
tout x € R2,
Ur siz €,

\IjQu u €T) = i
7 (ur) (z) {URZ =u.0 (d(IRiﬁ,FD siz € R, € My,

o 0 € C([0, o) et satisfait 0(x) = 1 pour tout x € [0, §].

Estimation de translations en espace

Le maillage 91, fait intervenir des arétes courbes ce qui complique les notations et ainsi la compréhension des résultats.
Nous allons donc nous ramener a un domaine polygonal dont les arétes sont des segments.

Remarquons que le probleme discret est écrit sur le maillage polygonal car nous utilisons une approximation polygonale
de toutes les quantités géométriques qui apparaissent dans I’équation (en raison de la géométrie courbe du domaine). De
la méme maniere, lors de I’implémentation nous ne calculons jamais les valeurs réelles de ces quantités géométriques
mais seulement leurs approximations. Ainsi, le schéma numérique est résolu sur le domaine polygonal 2. Nous allons
la aussi utiliser un domaine polygonal Q2] qui est une approximation du domaine €2, mais notons que nous utilisons ce
domaine polygonal simplement pour les besoins de la preuve du Théoreme de translations en espace I11.33. Par contre,
pour le passage a la limite dans le théoréme de convergence il est plus simple de raisonner sur le domaine 2. En effet, le
domaine €2, est indépendant du maillage considéré il dépend simplement de I et de « alors que le domaine 2}, dépend

du maillage 7 de Q) et en particulier du pas du maillage size(7) (plus précisément nous avons 2 T Q) ce qui
size —0

complique le passage a la limite.

Construisons un maillage 7. a partir du maillage 7,. Comme pour le cas du maillage 7, pour tout € 7, nous
notons C le polygone formé par les sommets de K. Nous pouvons alors définir le maillage 7. comme 1’union, sur tous
les volumes de contrdle de 7, des mailles /C. Le centre d’une maille /C est le méme que celui de la maille /C associée et
sera donc noté x,.. Notons 2 = U KetQf = U K.

Kem Kema
Remarquons que la construction du maillage 9, ainsi que les Propositions I11.29 et 1.4 impliquent qu’il existe

Co,r > 0 indépendant de size(T) tel que size(My) < Cq rsize(T) et size(T)) < Cy rsize(T).
Définition I11.31

3 . > . . P o .
Nous définissons ’application (7 : R7> — R7« de la maniére suivante. Pour tout ur, € R7~,

(7 (ur,) = (G (ur,))gerp  avee G (Ur,) = ur.
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Si nous notons ¢ les arétes du maillage 7., m, leur longueur et d, . la distance entre les centres x . et z, de deux
mailles voisines k et £, la norme H!-discréte associée au maillage 7.7 est définie de 1a maniére suivante :

2 Mg
167 (wr)ligr = > - o= luc = el
cefUtn  Uk,c

Proposition I11.32

11 existe une constante positive Cs3y indépendante de size(T) telle que pour tout ur € R7, I'inégalité suivante est
vérifiée :
2 2 2
1™ (W2 )2, p < Cor (lurl? 4 luomlZ ). Var € R

Démonstration : En utilisant les Définitions I11.30 et I11.31 des opérateurs ¥~ et (7=, nous avons :

mg 2 Me, 2
T (U (u 2 = Ue —ug) + 7(@& —u 1)
H ( T ( T))||1,T§ UZKE:E&M d/c,a( K L) azcze:é’wt d(iU;c,177z1L) K RL
m _i,i+1

m

- ; ( )2
| Ugi — Ugi .
d(xni , Li ) £ c’

L !

L

+ E ) (URE - Umﬁﬂ)z + &

GGSQH d(.’L'RiE, Z‘RiL-H o
Il faut maintenant exprimer les trois derni¢res sommes du membre de droite en fonction de w-.

¢ Les définitions de Url, et 6, nous donnent :
ha
e = ury | = fuel|(d(z,,T)) = 0d(zry, I))| < Co—lucl,
eten utilisant que e < d(z, Tr)etd(ze, :) < d(c, Tr1 ), nous avons :

|UK — Url |2 |U)< - Uc|2 + |UL - UR1£|2

S 2 Z meg

M — £
U:L;S(mt °c d(xlCaleL) o=LEEcqt d(l’n,.’L’R}:)
|ue — Uc|2 2 2
<2 Me, ——— + Chh Me, U]
v, o) TN 2y el

Or, d’apres la Proposition I1.14, il existe une constante Cr. ne dépendant que de I telle que :
|d(z, ) — dy,c] < Cr(meme,, ),

nous obtenons ainsi

e — Url 2

Z mec d(

o=LEEcqt

T
<20, Y mELM

'TIC7J:R1L) o=LEEcqt d’cvﬂ

+ CFha [[tom 15, - (II1.52)

¢ De la méme maniere, les définitions des centres Ty et . :+1 permettent d’écrire :
L
s, — ttris| = [ (@ s, T)) — B(d(riss, T))] < Colaluc]
et ainsi, en remarquant que d(xwzc , Tpit1) = hq,
L

L

Z me2i+1

chha Z mei,i+1|u£\2.
= £

(s, Trirn) o&Ea,
Or, d’apres les Propositions I1.4 et I11.29, nous avons :

me2i+1 - mo_zi+1 =0 (miZ,H]) s |m02«i+1 - m,;| < iha||l<:||oom£ et Me, —My = @ (mi) s

donc il existe une constante positive Cr. o, indépendante de size(7) telle que :

[ny, — i, 2
Z mei,i+1 Scecr,mnha Z me£|uﬁ|'

€8, F d(ﬂfni;rl ; ffnf;l) o€,
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Ainsi, en notant qu’a chaque volume de contrdle £ € 99 correspondent n, — 1 (avec ny = 3-) arétes o € &y,
@

nous obtenons : )

s, — i

Z mei,i+1

Ty S CTCran [om g pon - (IL.53)
o€ £ d(.’L‘Rz‘£+1,$RiL+1) O~ T,ak IR l0,0m

¢ Enfin, les définitions de Ugi €t Uri et le fait que 8 < 1 impliquent :
El

s, — e | = lue — uer||0(d(ers )| < Jue — ue
L

donc en remarquant que pour tout o € &, , m, = h,, nous avons :
m

70) (URZ _URZ’)2 < ha Z

o€€a | d(Z‘RZ TR, €&, d(xnz ) xnz,)

|u, _UL’P

Or, les Propositions 11.4, I1.6 et 111.29 donnent :

o1
Aoy ons) —my =0 (2 ), iy =l < (i L) hallslloms,

et my,,, —de e =0 (my,, (me+me)).
Donc il existe une constante positive Cr. . indépendante de size(7) telle que :

m [uy —ugr|?

2
z ) (URZ _uRiL,) < Cr,a,rcha Z

o€€a | d(xnz ) xnz, o€Ea | de, e

En remarquant qu’a chaque sommet v = 2|z’ € V correspondent n,, arétes o € &, , nous avons finalement :

_ Mo ( )2 < aC | |2 (I11.54)
Upi — Upi « a.k | Uss . .
R e R e
En regroupant les estimations (I11.52), (IT11.53) et (II1.54), nous obtenons le résultat attendu. [ ]

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme classique de translations en espace (cf [EGHO0, Lemme 3.3] rap-
pelé dans I’ Annexe, Lemme A.12) a la fonction (7 (W2« (u,)) € R7% sur le maillage polygonal 7.” (en notant que

size(TY) < Cy rsize(T)).

Théoreme I11.33 (Estimation de translations en espace)

Il existe une constante positive Cso > 0 indépendante de size(T) et 1 telle que pour tout ur € R” et pour tout
n € Rz, l'estimation suivante est vérifiée :

— — 2
<7 (w3 ) (m) = o (05 ()| < Calnl (il + size(T) (Jur o+ o[ )

oil nous avons noté (T (U2 (ur)) le prolongement par 0 de la fonction (7= (U= (ur)) hors de Q5.

Remarquons que I’estimation de translations en espace que nous venons d’obtenir utilise I’opérateur de prolongement

CAT; (U= (ur)) défini sur le domaine polygonal QF (vérifiant QF = Uxeam/C T) Q). Cependant, pour démontrer
size —0

le théoreme de convergence nous allons raisonner sur le maillage 7 du domaine 2 (qui vérifie Q@ = Uxeam/C quel que
soit size(7)) et donc utiliser I’opérateur de prolongement WS~ (u) défini sur ce domaine. Il faut donc commencer par
montrer que lorsque le pas du maillage tend vers 0 ces opérateurs convergent bien vers la méme limite.

Pour une fonction u,, € R, nous notons u., le prolongement par 0 de u,, hors de €.
Proposition I11.34

Il existe une constante positive Csg indépendante de size(T) telle que pour toute fonction ur- € R, la relation
suivante soit vérifiée pour size(T) suffisamment petit :

9% () = & @5 @)

< Csgsize(T)? <|U'Tﬁ7— + Huﬁﬁﬂniamt) :
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Démonstration : Pour toute maille X € 7, notons 1. la fonction indicatrice de la maille /C et 1 celle de la maille
IC. Alors pour size(T) suffisamment petit, pour tout w,, € R7> nous pouvons écrire :

@}: - Fg(wm)

owele = Y wele

KETa KETq

Z (1Kﬂ£(w)c — wﬁ) + lﬁﬁﬁ(wﬁ — T,U)C)) + Z w)c(llcemt — lﬁezt) s

c€EUEY ceEX

int

oukwt={re(QUQL):zeketz g kletk™ ={r e (QUQ,):x ket ¢ K}.
Or, les ensembles qui apparaissent dans les fonctions indicatrices mises en jeu sont deux a deux disjoints, nous obtenons
alors :

2

= Z (1)Cﬂ£ — 1£m§)2|w,c — ’UJC|2 —+ Z (1]Cea:t — 1&61t)2|w;c|2.
c€EUEY cegd

int ext

e =),
L*®*)  Jaua,uar

Alors, en remarquant que pour tout 0 = k|c € £ N &, (respectivement o € £2,) les ensembles k U £ et £k U ¢
(respectivement k°* et £**) sont disjoints, nous avons :

‘1’0}: - Z;: (wr,)

Notons que pour tout w,,, € R7,

2

7 = ¢ () @)~ O () @)

2

yoo = 2 (Mg + meng)|we — we|* + ST (mycest + m&m)|w,<|2.
L (R ) c€EUEX cEEY

int ext

o7 = & (wr)

En utilisant un raisonnement similaire a celui donné dans la preuve de la Proposition II.13, il existe une constante positive
Co, (reg(T)) indépendante de size(T) telle que :

&
o€l

— 2
[, — O ()| <O, (reg(T))size(T)? (ncTa (wr )l e + ¥ size<T>|w,c|2) .
Ainsi, en prenant w,, = ¥ (u;,) et en remarquant que si C € 7. tel que 0 = ¢ (£ x {a}) € £2,, N &k, alors

el = 192 (ur)] = uct (d(wrge, D)) < Jucl,

nous obtenons :

— 2
W (ur) = CTo (U5 (ur))| <Cl, (reg(T))size(T)? (IS (U5 (ur)I 1r + tomllg oo )

et la Proposition I11.32 permet de conclure la preuve. ]

Proposition I11.35

Considérons (U (m)),,cn une famille de fonctions de R” " associée a une suite de discrétisations telle que le pas
d’espace Size(T(m)) tende vers 0 et que la régularité reg(’T(m)) reste bornée. Supposons qu’il existe une constante
positive M telle que :

[|2r-cm) ||17T(m) <M et ||ugpmom ||170m(m) <M, Vm>0. (IIL.55)

Alors nous pouvons extraire une sous-suite, encore notée (., (m) )meN par simplicité, qui converge fortement dans

L?() vers une certaine fonction w € H' () dont la trace appartient a H'(T') et telle que (tyym) ), cry cOnVErge

ortement dans L?(T) vers u,r.. De plus, a sous-suite prés, (V7w (m) converge faiblement vers Vu dans L? ()
p p T meN 8

et (V2™ U o (m) ), eny COnVerge faiblement vers NV pu,r dans L*(T).

Pour pouvoir utiliser ce résultat pour le cas qui nous intéresse ou les fonctions considérées dépendent également du
temps, nous en donnons ci-dessous une version adaptée a ces fonctions.

Proposition I11.36

Considérons une famille de fonctions ((u?")(m)) . associée a une suite de discrétisations telle que le pas de
m

temps et le pas d’espace, At(™) et size(T ™)) respectivement, tendent vers 0 et telle que la régularité reg(T ™))
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reste bornée. Supposons qu’il existe une constante positive M telle que :

sup
TLSN(m)

’(u?_)(m) H1 <M et sup

- <M, Vm>0. (I1L56)
T n<N(m)

1,0m(™) —

() ™|

Supposons de plus qu’il existe une fonction u € L*((0,T) x Rz) telle que la convergence suivante soit vérifiée (a
sous-suite pres) :

(7o (e ((U€l‘)(m))) — 5 Wdans L*((0,T) x R?). (IIL.57)

m——+oo

Si nous notons u la restriction de u a 2 alors, u € L?(0,T; HY(Q)) et Tr (u) € L*(0,T; H'(T)).
De plus, les convergences suivantes sont vérifiées (a sous-suite pres) :

(udt)™ ————u dans L*((0,7) x ), (V7)™

Vu faiblement dans L*((0,T) x €2),

m——+oo

(i)™ e Y dans L*((0,T) x T'), (V2™ us)™ —

Vi, faiblement dans L*((0,T) x T).

Notons que dans ce cas la nous avons besoin, par 1’ajout de I’hypothese (I11.57), de supposer que nous avons conver-

gence forte de la suite de fonctions ((uﬁ‘)(m)> o En effet, les fonctions considérées dépendant du temps, il faudrait
m

également avoir des estimations de translations en temps pour obtenir cette convergence (ce que nous ferons dans la suite).

Ainsi, I’hypothese (I11.57) permet d’obtenir la convergence (I11.59) (que nous obtiendrions avec des estimations de trans-
lations en temps).
Nous donnons ici la preuve de la Proposition I11.35 ol les fonctions sont supposées indépendantes du temps mais notons

qu’une fois la convergence (II1.59) obtenue, le cceur de la preuve est le méme : il suffit simplement d’ajouter la dépendance
en temps.

Démonstration : Nous décomposons cette preuve en plusieurs étapes et nous notons que toutes les convergences
ci-dessous ont lieu a sous-suite pres.

* Montrons que la suite (Z;; (T2 (Urom) ))) oy converge fortement dans L2 (R?) vers un certain 7 € H'(R?):
m

Le Théoreme II1.33 et I’hypothese (I11.55) impliquent que pour tout m € N,

[ (08 i) () = (98 Cmon)]

< 2M*Ca|n| (|| + size(T1™)) . (I11.58)

De plus, la Proposition II1.34 donne :

2 2 2

| (w3 ()|

<209 (i) = O (5 (g

) +2 H@(uﬂm))‘

L?(R? L?(R? L*(R?)

(M) 2 2 2 . 2
<2Cuasize(T™)? (Juro [} 7+ [ttgmmion I o) + 2 | U5 (rim)|

L?(R?)

et la Définition I11.30 de I’opérateur d’extension WS« implique,

— 2
”\IJ%y (uTon))‘ L2 = /Q |\Ilga (UT("">)|2 dz +/ |\II?,O¢ (uT(m))|2 dz
2
DR S SR I ) (C V)]
KreM RLeM, R

IN

2 2
[wrem 2@ + 3 mgi ugom]
RLEM

S ||UT(m) ||i2(9) + naca,fi Z me |uﬁ(m> |2
LEOM

< Mg ||tbrm) Hamm) + 160 Co k [Usmmim) Hafm(m .

Alors, d’apres I’hypothese (II1.55) la suite (E\T/ (P (uT(m)))) oy Ot bornée dans L?(R?). Donc en utilisant

(II1.58), e théoréme de Kolmogorov permet d’extraire une sous-suite, toujours notée (C T (W (Ug(my )))meN, et

il existe une fonction u € L?(R?) telle que :

CTo (U2 (U (my ) ——— i dans L*(R?). (I11.59)
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En faisant tendre size(T(m)) vers 0 dans (II1.58), le résultat de convergence (I11.59) mene a :
(. + n) = ll72(2) < 2M>Cas|n|?, (IIL60)

etdonc @ € H'(R?).

D’apres la Proposition II1.34 et I’hypothese II1.55 nous avons :

(7o (U2 (trim) ) — U5 () ) i 0 dans L%(R?), (I11.61)

donc en posant u = i, nous obtenons, par restriction a {2 :

Ur(m) U dans L*(Q) et ue H'(Q).
m—r—+00

Montrons que 1a SOUs-suite (U, (m) ),y converge fortement dans L*(T') vers Tr (u) :

Notons ., = {x € Q¢ d(z,I") < §}, alors la Définition I11.30 de ¥¢~ et notamment le fait que 6 = 1 sur [0, §]
impliquent,
\IJ;Z_O‘ (uT(m))) (.Z’) = Ugon(m) (pr), Vz € Qa/Z.

5

oo (2r) = (UF* (urom)) (2 + sti(2r)) (IL.62)

v~

Donc pour tout z. € T, s € [0,

et ainsi pour tout x- € I nous avons :

vl

2 i
Upoy(m) (Tp) = 04/0 (T (urom)) (xr + sti(xr))ds.

Pour tout z» € I', nous définissons :

2 (% _ -
w(zp) = O‘/o u(zr + si(xr))ds.

En utilisant la formule de changement de variable sur (2., (cf Proposition A.2) nous avons alors,

IN

/1“/02 [u(wr + sti(zr)) — (\I’ga (rem)) (Tr + Sﬁ(xr)”? dsdzr
u 2o (y z)? L T
= ) = (95 ) OF (g T

ol nous avons noté x(x) la courbure de I au point z.
En remarquant que pour tout z € Qa,, |1 — d(z,I')k(Prx)| > 1 — §||k[/o, nous obtenons :

/ () — o () 2
I

2
«Q
2

IN

[ 100) = o ) < Colli = W5 () [0,

Or d’apres les convergences (I11.59) et (II.61) nous savons que S (u.,(m)) p———  dans L?(R?) nous en
m—r—+0Q

déduisons donc :

m—»—+00 «

2 [%
Upap(m) ——— W = —/2 u(. + sii(.))ds dans L*(T). (1IL.63)
0

De plus la formule de changement de variable sur (2., (cf Proposition A.2) implique :
%
/ (T2 (uyom)) (x) — w(Pra)|* dz = / / 11— sk(@e)| [(T5 (wpom)) (2r + si(zr)) — w(zr)|* dsdzr
Qa2 rJo

< (14 Sht) [ 10 o) o+ ) — o) s
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L]

et donc en utilisant 1’égalité (I11.62) et la convergence (II1.63) nous obtenons :

2 m——+00

/ I o)) @)~ i) < (1 Sle) [ Bt (o) = (o) doe ———0,

Finalement, en rappelant que W% (u.(m)) —— @ dans L?(R?) (donc dans L?(Q,)), nous déduisons :

m——+o00

w(Prz) = u(z), Ve Qap. (I11.64)

La fonction w est donc la trace de u sur 9(2¢) et comme @ € H* (RQ) c’est aussi la trace de u. Ainsi la convergence
(IT1.63) implique
Up gy () ——— Tr (u) dans L*(T).
m——+oo

Il reste maintenant a vérifier que u. = Tr(u) € H(T'). Notons que I’égalité (I11.64) entraine que pour tout
x € Qap, u(r) ne dépend pas de d(z,I"). Donc, I’égalité (A.6) permet d’obtenir :

Viu(z) = Vrd(mvp)ﬁ(x), Va € Qay,.
De la Proposition A.6, nous déduisons que pour tout x € a,

1
(1 —d(z,T)k(Prz))

Viu(x) = Viw(Prz),

c’est a dire que pour tout 2 € I et pour tout s € [0, §], nous pouvons écrire :
Viur(zr) = (1 = sk(zr)) Va(zr + sii(zr)).
Donc en intégrant cette équation pour s € [0, 5], pour tout 2. € I" nous obtenons :

e

Vi (2r) = 2/02 (1 = sk(zr)) Va(zr + sti(zr))ds.

Alors, la formule de changement de variable sur §2., (cf Proposition A.2) entraine :

) 5
/|vrum(xr)|2dxr < f// 11— sk(z)|” | Vi(ze + sii(ar))|* dsdz,
r @ JrJo

2
< E/ 1 d(z, D)r(Poa)| [Vii(z)[? dz
Qo2

(1+%||HHOO)/ V() da.

a/2

<

= NN

Or, nous savons que & € H'(R?) ce qui implique Tr (u) € H'(T).

La suite (., (m)),,cy converge dans L?(Q) vers u € H'(£2) donc la Proposition I11.28 associée a la borne (I11.55)
dans H*(Q2) implique que (V7 t(m)),, ey converge faiblement dans L?(£2) vers Vu.

Montrons que la suite (V2™ (m) ), ey cOnverge faiblement dans L?(T') vers V.
Considérons un champ de vecteurs ¢ : I' — R? de classe C* et tangent & I’hypersurface I'. La suite (t, ., (m) ) meN
converge dans L?(T") vers Tr u, alors en notant div,. I’opérateur de divergence tangentielle nous avons :

/uasm(m) (z)divrg(x)do(z) —— | Tru(x)diveé(z)dz (IIL.65)
r r

m——+oo

et le fait que Tru € H'(T") implique,

/FTr u(z)diveg(x)dr = — /r Viur(x) - ¢p(z)do(z). (11.66)
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De plus, en utilisant la formule de Stokes nous pouvons écrire :

/ g (@)dive$(@)do(@) = 3 tgem / divrd(2)do ()
T L

LEOM

= Z Uz (m) Z d(v) - Toc

LEOM vEV,

S (udm) - u(f)) d(v) T

v=CL|L'eV

== 2 e ViNUpmom ¢(v) - F(V)

v=CL|L'eV

_ / V() - 7(2)dor ()
FY deeV (1 / ¢(x).;<x>da<x>¢(v).;<v>>.

v=CL|L' eV dLA,L’ oy
D’apres la Proposition I1.6, nous avons m., , — dee =0 (m,y“, (m, + m,;/)) et ¢ étant de classe C*°, nous
obtenons :
1 - o .
/ ¢(z) - T(x)do(z) — ¢(v) - T(v)| < C Vel oo, size(T), Vv E V.
.

dﬂ,ﬂ’

cc’

Or, la borne (I11.55) dans H'(T) implique que la suite (V2™ w1,y (m) ),y €St bornée dans L?(T'), donc :

[ T i (£06(0) - 7)Ao (0) = = [ sty ()i () + O (2e(T))
T T

et les équations (II1.65) et (II1.66) permettent d’obtenir :

m——+00

/qb(x)-V?”nuamm)( )T (x) dx—>/¢ - Vi (z)de.
r

IIL.5.5 Estimation de translations en temps

Nous définissons un opérateur de prolongement en temps qui utilise 1’opérateur de prolongement en espace que nous
venons d’étudier.
Définition IT1.37 (Opérateur de prolongement pour des fonctions dépendantes du temps)

Nous définissons I opérateur de prolongement (> pour des fonctions qui dépendent du temps en utilisant les opéra-
teurs WS> et (7> introduits dans les Définitions I11.30 et I11.31 de la maniére suivante

{CTa (W5 (uz")) (t,.) sit€[0,T],

0 sinon.

Ta

7 (w7 (@) =

Par souci de simplicité, nous utiliserons la notation uﬁ (t,.) = (T (T2 (udt)) (¢, .).

Lemme II1.38 ((GHLL, Lemme A.1])

Soient (t™)o<n<n telle que t° = 0, t" = nAt, tN' = T, 7 un nombre réel positif et X" : R — R la fonction définie
par:

1sit<t"<t+r,
X2 (t) = { = (IIL67)

0 sinon.

Alors, pour toute famille de nombres réels (By,)1<n<N €t pour tout nombre réel t, les identités suivantes sont satis-
faites :

/R Li Pz (t)} di=r7 ,ﬁ:l Bn- (IIL68)
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Comme nous venons de le voir, ’estimation de translations en espace (cf Théoréme I11.33) n’utilise pas le fait que
c2' est solution du Probleme (II1.6). En fait cette estimation est vérifiée pour tout u, € R7 et ensuite pour obtenir la
convergence de solutions approchées il faut lui associer les bornes H!-discrétes sur la solution et sur sa trace (cf hypothése
(IT1.55) de la Proposition I11.35). Ainsi, si nous considérons un probleme différent du modele de Cahn-Hilliard mais dont
les solutions discrétes vérifient également les bornes H !-discrétes (I11.55) nous pouvons appliquer les résultats précédents.

Au contraire, pour obtenir les estimations en temps suivantes nous avons besoin de savoir que le couple (c2*, u2*) est
solution du Probleme discret (II1.6) et cette estimation est propre au probleme que nous étudions ici.

Nous donnons maintenant I’estimation de translations en temps qui nous permet d’obtenir la compacité forte qui nous
manquait dans la Proposition II1.36.

Gréce a la forme particuliere de 1’opérateur de prolongement que nous avons défini qui utilise la trace des solutions
discretes, le couplage entre le domaine €2 et sa frontiere permet d’obtenir des estimations de translations en temps dans €2
et sur I' simultanément.

Théoréeme II1.39 (Estimation de translations en temps)

Supposons les hypotheéses du Théoréme I11.12 satisfaites de maniére a ce qu’il existe une solution (c3*, pu3") au
Probleme (111.6) pour tout N € N et pour tout maillage admissible T .
Soit T > 0, il existe une constante positive Csy4 indépendante de T, At et T telle que :

t « £\ (2
167 (e7) (- +7,.) = 7 (7 ) L2 mxmey < CaaT-

Nous allons adapter la preuve du Théoreme A.1 donné dans [GHLL].
Démonstration : Soit ¢ € R. En utilisant la Définition I11.37 de I’opérateur ¢/ et la définition (II1.67) de x”, nous
avons :

N-—-1
7 e (E+7) = G () (8) = X2Wery = XY (Dese + 3 X3 (0) (7 = ) (I1L69)

Pour tout s € R, nous définissons :

_9 sis <0
n(s) = { Tindice tel que ¢"®) < s <"1 50 < s <V, (II1.70)
N sis>tV.

Notons n¢(t) et ni(t) les indices tels que ng(t) = n(t) et n1(t) = n(t + 7). Par convention, nous choisissons de poser

et = N+ = 0. Avec cette notation, 1’équation (I11.69) est équivalente 2 :
T (A (E+7,.) — (2 (t,.) = c’%“)“ - c’;%(““. (IIL71)

En regroupant les égalités (I11.69) et (II1.71), nous pouvons écrire :

/ (G (1) (t 4 7 ) — G (1) (,)))2de = T () + To(t) + T (1) (11172)
RQ
avec
n T P
nwzﬁméPm@%”“w%mﬁéﬁw:ﬁﬁwuﬂm;
U
N1 1 l n n P
Ta(t) = Zl X7 (f) /QP QP <CT§(t)+1 N CT}(tHl) (CTi}gl - 0775) dz == T3 (t) + T, (¢);
n= uQrk

a

T3(t) = — X]TV(t)/ (CTT”P(t)—s_1 - c?_‘};(t)“) Npda = 9" (t) + T;S (t).
QPUQE @ «

+ Commengons par étudier les termes 7" (t) qui concernent les contributions dans Q7.

no(t)+1

Puisque x2(¢) est égal a 1 sur [—7, 0[ et 0 ailleurs et vu que coy = 0 pour tout ¢ négatif ou nul, nous avons :

/ “P t)dt = / / cm + —cm( )H c dxdt = / / nl(t )+1 cl dxdt,
_+JopP _+Jaor
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donc la définition de la norme |.[|, ,, implique :

P 2
/Tz () dt < 7 llea 2o 0,750 10.0m) -

nl(t)+1

Des arguments similaires avec x2 et co; donnent,

P 2
~/]RT§2 (#)dt < 7 e lzo= 0,740, 00)

En ce qui concerne le terme TQQP, nous utilisons le Probleme I11.7 en choisissant v = ¢
fonction test dans I’équation (I1I.11a), alors :

N-1
T = 55 X0 3 me (T = ) (et - )

KeM

N-1
S, 3 e O = T

et I’inégalité de Cauchy-Schwarz mene a :

TS (1) < AT, ST X0 [, e
b = Xr Hr 1,7

ny(t)+1 no(t)+1‘
T — Cr
1,7

N—1
< 2T, ||C7A't||L°°(O,T;\‘|LT) 21 X7 (t)At ’M"H‘LT'
n=
L’identité (I11.68) du Lemme II1.38 permet d’obtenir :
7870t < e i 2 A

et I’inégalité de Cauchy-Schwarz implique :

P t v
/RTg’ (Bt < 2VTT 63 0.1, ) 185 22014110,

£ . oF . .
Intéressons nous maintenant aux termes T © (¢) concernant les contributions dans 27,.
A P
Les mémes arguments que pour le terme 77 (¢) donnent :

0
/ T (t)dt = / / et Ol dedt
R -7 JQF

et en notant mp;: la mesure du quadrilatére dont les sommets sont ceux de la maille R,

notant que § < 1) de c,,,, permet d’obtenir :

0
P 1 2
/]R T (£)dt = > mpc ety (d(wns, 1)) dt

-7 Rl EMa

0
S/ ZCL(+112mR1dt

—T7 LEOM

nq(t)+1 no(t)+1
T —Cr

(IIL.73)

(IIL.74)

comme

(IIL.75)

la Définition II1.30 (en

Or les Propositions I1.4 et I11.29 impliquent ">, mgi = Cr,a,xMe, o0 Cr o, est une constante positive in-

dépendante de size(T), donc :

b 2
[T 01 < Crat I a1 o

Un raisonnement similaire donne :

S 2
/RTBQ ()dt < CroxaT lChm 2o 0,75 10.0m) -

(IIL.76)

(IIL.77)



II1.5. Convergence des solutions approchées 87

I reste a étudier le terme T2Q < , la Définition I11.30 de ¢,y donne :

(cnl(t)+1 _ cn0(t)+1) (Cn—H _on )dx

oF N-1 o
T2 “ (t) = Zl Xr (t) NMa NMa My Moy
n=

0P

N—1 9
— ;1 X?(t) Z m& (021(1&)4—1 _ CZO(t)+1) (Cz+1 - CZ) 0 (d(xRZaFD da

RLEM,
N—-1 n
1 1 o
< Z X’I’TL(t) Z (621(75)4- _ CZO(tH_ ) (CZJFI 762) Z mRz
n=1 LEOM =1
N—-1
< Crma T A T mep (EOF — 0O (41— eny.
n=1 LEOM

Choisissons u, = cTT”(t)Jrl — c?o(t)ﬂ comme fonction test dans les équations (III.11b) et (III.11c) du Probleme

II1.7, nous obtenons :

At
0 < o B (4,750 AT + 4,750+ T+ AR W) o

oll nous avons noté :

P

T;‘f (t) == 21 X?(t)[[CZ;Zl, Cg;n(t)Jrl - ngn(t)Jrlﬂl,aom
n—

of N=1 n n+1l ni(t)+1 no(t)+1

T2,2 (t) = - Zl Xr (t)[[CT »CT —Cr Hl,Ta

n=
» N—1

T3 () == ¥ Xt 3 mepdls (el ) (T — ),

n=1 LEOM

)
m

FS N1 n n ny(t)+1 no(t)+1
T = 3 X0 (us e - ™)

P N-1 . .
et Tyz(t)=— 21 Y (t) ng myd (7, ¢+ (CK1(t)+1 B c,CO(t)“) '
n= KE

En appliquant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

nl(t)+1 no(t)+1
om — Comm

Qg N1 n n+1
T2,1 (t) < El X (t) |CB9JI }1,89)? ¢
n=

1,09m

N-—1
<2l 0.mi ooy 2, Yo D51y

Cr

Q(}; N1 n n+1
T5() < 21 X7 (t) |CT }1,7
n=

ny(t)+1 no(t)+1‘
—
1,7

N-—1
<2l = ori X X @O 15

nl(t)+1 no(t)+1
Con — Cop

Qg N-1 n n+1
et T2,4 (t) S ngl X7 (t) H:uzm HO,Dﬁ

Ho,m
At Nt n n+1
< 2leni oo 0,750 0. 2o Xr (B || Hogﬁ .
’ n=1
En utilisant Iinégalité de Sobolev (II1.24) sur I, pour tout n € {1,..., N} nous avons :
||Cgmt||L°°(r) S 025 ||Cgvﬁ||17agm ’

P
donc en utilisant les bornes sur les solutions discrétes (I11.39), le terme T;g satisfait :

, N-1
T92 (1) < max ! (¢ Me, |c T _ o)+l
2,3( ) < B(0.Cos M) | f1] ngl X7 ( )U:;e:gm ec |Cc c )
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et I’inégalité de Cauchy-Schwarz implique :

T;S <2y/M, max

B(0,C5 Ma )

N-1

" (t).

De plus, I’hypothese de croissance polynomiale (I.17) et I'inégalité de Holder permettent d’écrire :

N-1
T3 (1) <Oy X XE(0) T e (L [Pt et ) e — e 0]
n=1 P

KeE

ny(t)+1 no(t)+1
9 — Con

N—-1
<Cy V M, Zl X:—L (t) ‘ Con

N1 n n+1
0 3 30 (Il + e 0 ) [

0,m

na(t)+1 no(t)+1H
Con — Con )
0,p,mm

et I’inégalité de Poincaré-Sobolev (I11.23) donne :
N NoLo
t) <200V Ma e[l (o 74110,y 22 X7 (1)
n+1)|p—1
+ 2055 163 | 024 1) z @) (e 2+ [let 7)) -

Intégrons maintenant les termes T2Q7 ? (t) par rapport a ¢t. En utilisant le Lemme I11.38 et I’inégalité de Holder, nous

obtenons :
at [ 1550 <V I3l 011 158 2000 (m.79)
at [ 550 <VTr Il I3 L0z - (1150
At / T35 (t) <2/ M Tt s (IIL.81)
At [ TEEO) <TI0 o) 13 2025 o (1.82)
et At/ 5 (1) <2Cy /M TT llea 1l Lo 0.2 10.00) (I11.83)
+4C,CE T |2 Upeo oz s ez, Tk (TIL.84)

En regroupant les équations (I11.72) a (I11.83) et en utilisant la Proposition I11.26 sur les bornes des solutions discretes,
nous obtenons le résultat annoncé.
]

IIL.5.6 Démonstration du théoreme de convergence

Nous sommes maintenant en mesure de donner la preuve du Théoréme III.18.

Nous décomposons cette démonstration en trois étapes. Tout d’abord en utilisant les résultats précédents nous démontrons
I’existence des limites. Ensuite, nous étudions le passage a la limite tout d’abord pour I’équation d’évolution en temps
dans le domaine €2 (cf équation (III.1a)) qui est plus simple car il n’y a pas de terme non-linéaire. Enfin, nous nous
intéressons au passage a la limite dans 1’équation sur le potentiel chimique en utilisant I’équation donnée sur I' par la
condition aux limites dynamique (cf équation (III.1b) et condition aux limites (III.2b)).

Etape 1: Existence des limites

En utilisant les estimations de translations en espace et en temps (cf Théoremes I11.33 et 111.39) ainsi que les bornes sur
les solutions discrétes (cf Proposition I11.26), il existe M > 0 indépendant de size(7), At, n et T tel que :

t - £\ (12 .
1677 (€3") G 1) = G (2 ) L2 grurey < Mlnl (Inl + size(T))
A
T

A
T
t [e% t 2
et [IGF (5 (-+7) = G (€2 [ acssy < M.
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De plus, les Définitions I11.30 et I11.37 des opérateurs de prolongement W$= et (/> ainsi que la Proposition I11.34 et les
bornes sur les solutions discretes (I11.39) permettent d’obtenir :

(12
”CQT“Q (C7A— )||L2(R><R2) <M.

Nous pouvons alors appliquer le théoréme de Kolmogorov (voir Théoréme A.11). Ainsi, il existe une fonction ¢ €
L%((0,T) x R?) telle que le convergence suivante soit satisfaite (2 sous-suite pres) :

Ta (At ~ 2 2
T (CT ) mc dans L ((O,T) x R )

Nous pouvons alors appliquer la Proposition IT1.36, la sous-suite ((cﬁ")(m)> o Converge fortement dans L?(0, T'; L*(9))

vers la fonction ¢ = ¢, € L>(0,T, H'(Q)) et la sous-suite ((C?jﬁ)(m)) oy Converge fortement dans (0, T'; L*(T"))
vers ¢ = Tre € L*(0,T; HY(T')). De plus, la sous-suite ((VTcﬁt)(m)> oy converge faiblement vers V¢ dans
L2(0,T; L*(Q)) et ((V?‘mcg‘;n)(m)) _; converge faiblement vers Vr.c, dans L2(0,T; L*(T)).

En utilisant la Proposition II1.26 et en appliquant la Proposition II1.28 a la suite (( uﬁt)(m)> o T1ous obtenons qu’elle
converge faiblement, & sous-suite pres, dans L?(0, 7T, L9(£2)) (g > 1) vers une certaine fonction p € L?(0,T, H'(2)) et
((Vﬂzﬁt)(m)) oy converge faiblement vers Vy dans L2(0,T; L%(Q)).

m

Dans la suite, pour améliorer la lisibilité de la preuve, nous omettrons 1’indice (m),
Etape 2: Convergence de I’équation d’évolution en temps dans 2
Considérons une fonction ¢ € C>*(R x R?) telle que ¢(7T,.) = O et V¢ - i@ = 0 sur (0,7) x I'. En utilisant le fait
que 2 est un ouvert R? avec une frontiére C>, le sous-ensemble contenant de telles fonctions ¢ est dense pour la norme
L2(0, T, H*()) dans I’ensemble des fonctions ¢ € C2(R x R?) satisfaisant ¢(T, .) = 0 (cf [Dro02]).

Multiplions 1’équation (II1.9a) du Probléme (II1.6) par ¢t = ¢(t™, x,) et sommons sur chaque volume de controle
intérieur K € 901 et sur chaque intervalle de temps [t", "], nous obtenons :

N—1 . ) el
> ot mE(CZJr —c)+ AL, Y m, (u) =0.

n=0 xeM ﬂeg’icm d}c}c
Posons,
N-1 L L
7= 3 megt (T =)
n=0 ceM
et

N—-1 1 ‘un+1 _’unJrl
TQZFbZAtZ er Z mﬁ(u)

n=0 reM oee;'cnt d)c,c

* Le terme T peut se décomposer de la maniere suivante :

N-1
Ty=— 3 meclor+ 3 3 mecd (e — o)+ 2 ome oF o, (I1.85)
reM n=1 ceM reEM ~~~
=¢(T,xx)=0
5:T1,1 ::TLQ

alors le premier terme de 7} s’écrit :
Ti1= 7/ A (z)p(0, x)dz + 3 / ((z) — 2)p(0,z)dx + 3 myctRE (I11.86)
Q KeEMJK reM
oll nous avons noté,

R? = 7; /K #(0, x)dx — G(At, ).

D’apres la Proposition 111.24, ¢, converge vers c¢? dans L?(2), alors puisque ¢(0,.) € C%1(€),

0 0
< [1€” = eiull 2oy 1600, Mz oo O (IIL.87)

0 —CO xT)ax
5 ] e - oo
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De plus, en utilisant la régularité de la fonction ¢ et la Proposition I1.13, nous avons :

[ — m|

1
R < | [ 00,0~ (8t ds] + 6(At )]

c
< C¢—/ |(0,2) — (At, 2k )| + Crsize(T) |p(At, )]

< Cyr (At + size(T)).
Alors, la définition (I11.8) de 2, et la Proposition II.13 impliquent :

> m&C% Rﬁ

< Cyp (At +size(T)) |||, ——— 0. (IIL88)
KeEM

) At,size(T)—0

En regroupant les équations (I11.86) a (II1.88),nous obtenons :

Ty ————— — / A (2)¢(0, 2)dx. (111.89)
Q

At,size(T)—0
En ce qui concerne le second terme de 71, le fait que ¢ = ¢! = 0 permet d’écrire :

N T= t
Tio=3 3 meAtclRY? — / / 0, ¢(t, x)dzdt (111.90)

n=1rxeM

oll nous avons noté,

0i¢ — / /&(;Stxdxdt w.
m m,CAt At
La régularité de la fonction ¢ donne,
n+1 n n+1 n
0u6t2) — P <1016 (1,2) - 0p(" )| + (A (e", ) — P

SE’\;(At + size(T)) + % / (1 = 8)0ud(t™ + sAt, xy)ds

0

<Cy(At + size(T)),

et la Proposition I1.13 permet d’obtenir :

RO¢ < / /
r,n — K: t

< Cyr (At + size(T)).

n+1 n
0io(t, ) _ % d) { e — M| ot — o1

mye At

Alors, la conservation du volume au niveau discret (III.10) implique :

N
> >, mgAteg Rg'ﬁ

n=1xeM

N
< Cyr(At +5ize(T)) 3 At

et la définition (I11.8) de ¢, associée a la Proposition II.13 entraine :

ol 0,
> me At R

< TCy (AL +size(T)) |,y ——— 0. (II1.91)
n=1xeM

) At,size(T)—0

De plus, nous savons que ¢! converge vers ¢ dans L?(0,T; L?(2)), donc :

T
/ / et (t, )0 d(t, x)dodt ——— / / c(t, )0 p(t, x)dzdt, (111.92)

0 Q At,size(T)—=0 J Q

et en regroupant les équations(I11.90), (ITL.91) et (I11.92), nous obtenons :

T
Tig ————— —/ /c(t,x)atgb(t,x)dxdt. (111.93)
At,size(T)—0 0 Q

Finalement, la définition (II1.85) du terme 7} et les convergences (I11.89) et (I11.93) permettent de conclure :

T
Ty — —/ co(x)¢(0,x)dx—/ /c(t,x)@@(t,x)dxdt. (1I1.94)
At,size(T)—0 Q 0 Q
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¢ Intéressons nous maintenant au terme 75.
Commencons par remarquer que le terme 75 peut s’écrire :

N—1 (anrl _ ¢n+1
L=1,Y Aty gt v om (BT
K,L

n=0 KEM cegmt )

Alors, puisque V¢ - i = O sur (0,7") x £, pour tout ¢ € R la formule de Stokes donne :

/ Ag(t,x)dx = Voé(t,r) -fdo(z) = / Vo(t,x) - figedo(z)
K cegint Jo

oK

et le terme 715 s’écrit :

N-1 1 it
Th=-T, > At > MZHA / (/ Ap(t,x)de — /V¢(t,x) . ﬁg,cda(x)> dt
n=0 KEM t tn ic (,eg}icnt -

N—1 ¢n+1 _ ¢n+1
+T, At S wttt S om, (g)
n=0 KeEM cEEM? di,c
Ainsi, en notant
® ! n+1 ¢n+1
Ry = p— At / / Vo(t,z) - igxdo(x)dt — T’ (I11.95)
nous avons :
N-1 o
/ / Ap(t,z)psit,z)de +T, S At S m, (upt! — ”H)Ra a1 (1I1.96)
n=0 G:;qgegmt

Or, nous savons que ;2 converge faiblement (a sous-suite prés) dans L2 (0, T; L%(Q)) vers y, donc :

T T
Toq = —/ / Ap(t, 2)pusi(t, x)dedt —— —/ / Ag(t, z)u(t, z)dzdt.
0 Q i At,size(T)—0 0 Q

En utilisant que ;1 € L2(0,T; H'(Q)) et que V¢ - it = 0 sur (0,7") x €2, nous avons :

T T
—/ /A¢(t,x)u(t,x)dxdt=/ /V¢(t,x)~Vu(t,x)dxdt,
0o Jo 0o Jo
c’est a dire :
T
Toq 4>/ / Vo(t,x) - Vu(t, z)dxdt. (11L.97)
0o Jo

At,size(T)—0

De plus, le terme R? na1 Satisfait :

tn+1
Pt xc) — (¢, i)
Vo(t, —
an+1 —m At . ¢ 37 TN d)c,g
+ 7/ (t ze) — (¢ i) o ¢Z+1 — ¢2+1
At de.o de.o '

Pour tout o = x|z € E;pt, la condition d’orthogonalité du maillage implique ©, — 2, = dy .« donc en utilisant
les formules de Taylor, pour tout ¢ € R et pour tout z € ¢ nous avons :

¢(t? xﬁ) — ¢(t? xlC)

Vo(t,x) T, = 7 + O (size(T)),

et en appliquant également les formules de Taylor aux fonctions ¢(t, z ) et ¢(t, z ) au point t" 1, nous obtenons :

RY .1 < Cy(At +size(T)). (I11.98)
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De I’inégalité de Cauchy-Schwarz nous déduisons donc :

N—-1
Too| =T, 32 At S m (™ — ) (Ry) 2
n=0 o=K|LEEint

1

2 N1
<T,Cy(At + size(T)) ( > m(,d,c,c> n;o At ‘u?.“ ’LT

o=K|LEEint

<T,WTCy|Q% (At + size(T)) ||| 2 OT5] h7)

donc en utilisant les bornes sur les solutions (I11.39), le second terme de 15 vérifie :

Ty < ToWTCH |02/ Ms(At + size(T)) el (111.99)
t,size —

Ainsi, la définition (II1.96) du terme 75 et les convergences (I11.97) et (II1.99) impliquent :

T
T —m—— Fb/ / Vo(t,x) - Vu(t, z)dxdt. (II1.100)
0o Jo

At,size(T)—0

e Pour conclure, puisque 77 + 75 = 0, les convergences (I11.94) et (II1.100) impliquent que 1’identité suivante est
satisfaite pour toute fonction ¢ € C2!(R x R?) telle que ¢(T,.) =0et V¢ - ii = O sur (0,T) x I":

/ / c(t,x)0ip(t, ) + T,V(t,x) - Vu(t,x)) dedt = / & (2)9(0, z)dz. (I1.101)
Q

Par densité, nous obtenons 1’égalité (IT1.101) pour toute fonction ¢ € C*(R x R?) telle que ¢(7,.) = 0.

Etape 3: Convergence de I’équation sur p et de la condition aux limites dynamique

Soit ¢ € C2(R x R?) telle que ¢(T,.) = 0.

Multiplions 1’équation (I11.9b) du Probleme II1.6 par At¢p?t! = Atp(t"+!, x,) puis sommons sur chaque volume de
controle intérieur K € 91 et sur chaque intervalle de temps [t", " 1], alors :

N—-1 cn-i—l _ Cn+1 cn+1 _ cn—i—l
Ay sy gt (8 m () e w e ()
d;c,a dlC,C

n=0 KEM sEE cEELT

N—-1
+ 3 At ot (Ag,med? (2, et — meptt) = 0.
n=0 )ceS)LTI

Multiplions maintenant 1’équation (II1.9¢) par ¢7 ™1 = ¢(t" ™1 2,) et sommons sur chaque volume de contrdle du bord
L € 99 et sur chaque intervalle de temps [t", ¢" 1], nous obtenons :

n+1 _ Cn Cn+1

N1 n+1 CL L L Cn+1
> AL S ¢y Ademe, T At t A D T
n=0 t dc,c’

o=LEEcqt vEV,

N-1 _— ; 1 cntl — entl
+ > At > ¢} (Afsmecd (e, )—i—.AAmeEid > =0.
n=0 o=LEEcqt K,L

)

Donc, en sommant ces deux équations nous obtenons 1’identité suivante :

AT+ T + Abeg + Ao Ty + .AAFT5 + AfSTG =0 (II1.102)
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ol nous avons noté :

N—1 +1 CnJrl _ Cn+1
K© c
n=Y Ay gt s m ()
n=0 reM geE}'C"" d}C,L
N—1 1 cn+1 _ Cn+1 1 Cn+1 _ Cn+l
n K c n c K©
P ATt Y me (B ) T mee )
n=0 KreM ﬁesgﬂ K, L o=LEEcyt K, L
N—-1 1 41
n TL
Ip=— 5 AL S med)] ,
n=0 KEM
& +19f +1
n 7 n
13 = At 3 medld (R, ),
n=0 reM
N—-1 41 11
7 n n
T, = Me, ) (CL CL) )
n=0 coM
N—-1 1 C’n+1 CTL+1
+ c c
Ts= 3 At > o X ;
n=0 £LEOM VEV, dc c’
= +14f +1
n s/(.n n
et To= > At 3 me ¢ d'*(cz,ci).
n=0 LEOM

¢ Commencons avec le terme 77. Notons que pour tout K € 91 et pour tout ¢ € R, la formule de Stokes donne :

[ dottayia— 5> [ Volt.s) fono)dols) =0,
K €€k Jo
alors en réordonnant les termes de la somme, le terme 77 s’écrit :

B t7L+l
T = — Nzl At S Czﬂé /tn (/}C Ap(t,z)dx — UGZS:K /U Vo(t,x) ~ﬁ,,,c(x)da(x)> dt

n=0 KeEM

g e (o (FEE) e g ()

n=0 KeEM cegmt ceELTt
N—-1 1 ¢n+1_¢n+1

T T (et
n=0 o=LEEcqt d)c,z:

Ainsi, en reprenant la définition (II1.95) du terme de reste Rff n41- NOUs obtenons :

// Aqbtxdmdt—i—//amV(étx i(z)do (z)dt

N-1
+ Zo At Y m (T =R+ Y At Y me, (T =Y R
=

o=K|LEEint n=0 o=LEEcqt
(I11.103)
Puisque c4! converge vers ¢ dans L?(0,T; L?(€2)), nous avons :
/ / APt v)dedt ——— / / (t, 2)A¢(t, x)dxdt
At,size(T)—0
et de la méme manicre, la convergence de ¢3!, vers ¢, dans L?(0,T; L?(T")) donne :
T
/ / wVo(t,z) d(z)do(z)dt ——— / /cm(t,x)VqS(t,:r) -1i(z)do(z)dt.
At,size(T)—0 Jo T
Or, nous savons que ¢ € L2(0, T, H()), donc :
T T
— / / ‘' Agdadt + / / Vo -ndo(z)dt ———— / Ve - Vodadt. (I11.104)
0 At,size(T)—0 0 Q

D’apres I’inégalité (I11.98) obtenue dans 1’étape précédente, pour toute aréte intérieure o € &;,,¢, nous avons :

RY 1 < Co(At +size(T)),
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donc I’inégalité de Cauchy-Schwarz associée aux bornes sur les solutions (I11.39) donne :

< Cy|Q| 2 MyT (AL + size(T)) ————— 0. (IIL105)

N-1
At ntl _ o1y po
nz::O Z m, (C’C Ce ) on+l At,size(T)—0

o=K|LEEint

Pour une aréte extérieure o = £ € E.,¢, NOUS AVONS :

1 tn+1
R® . =—— / / Vo(t, x) - (B (x) — By, )do(z)dt
LT AL ), © oe
tn+1

1 —
+ LA /tn /U (Vo(t,z) — V(™ z)) - feedo(z)dt

]- n+1, L) n+1a K
oo / (Vo o) fiee — 2 fw)c jﬁ 7)) do(a)

1 1
n+l _ n+1 _
+ (4% <) <d(x,c,xﬁ) d,c,c> ’

Il nous faut maintenant majorer les termes du membre de droite de cette égalité.

La Proposition II.15 implique :

tn+1

1 /tn /avd)(t’x) (figr () — fixe)do(z)dt

m, At

< Cysize(T).

Les formules de Taylor appliquées a la fonction V¢ au point t € [t",¢" "] pour € o fixé permettent
d’obtenir :

tn+1

! _ n+1 )-8 olx
lﬂ /U(Vgﬁ(t,x) Vot )) edo(z)dt

my, At

< C¢At.

La condition d’orthogonalité sur les arétes extérieures donne . — x,. = d(zx, )Tk, donc pour tout t € R
et pour tout z € o, nous avons :

Pt xe) — (¢, xc)
d(xx,xz)

Vo(t,z) e = + O (size(T)) .

La Proposition 11.14, la régularité du maillage et les formules de Taylor appliquées a la fonction ¢(t"+1,.)
aux points x, et x, entrainent :

’(WZH — gt (d( o d}:ﬁ)‘ < Cysize(T).

x}c;xﬁ) s

Alors, comme pour le cas des arétes intérieures, 1’inégalité de Cauchy-Schwarz et les bornes sur les solutions
(II1.39) permettent d’obtenir :

0. (111.106)

N-1
1 1
S0 N me (G - Re s
= o= ext

S EEEEE—
At,size(T)—0

Ainsi de la définition (II1.103) du terme 7} et des convergences (I11.104), (IIT.105) et (II[.106), nous déduisons :

T
/ / Ve(t, x) - Vo(t, z)dadt. (I11.107)
o Ja

1 ——————
At,size(T)—0

* Nous pouvons réécrire le terme 75 de la maniere suivante :

T N—1
Ty = — / o(t, x)psidadt + S At S meput T RS, (I11.108)
0o Ja n=0 KEM ’
avec
IR
R? = t,z)dzdt — p(t" L, x). I11.109
fo= x| | ottantadt - o7 ) (I1L.109)
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Puisque 3! converge faiblement vers y dans L?(0, T'; L?(2)), nous avons :

/ / o(t, x)pstdedt A——%/ / o(t, x)p(t, x)dzdt. (II1.110)
t,size(
La régularité de la fonction ¢ et la Proposition II.13 impliquent :
e n+1 |7n’C B mE| n+1
)Cn— Atm,c - |¢t T B(t afm){dxdt+T|¢(t 71')C){
< Cyr(At + Slze(T)) IL.111)

et I’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine :

N-—-1
E At Z m/C:u}CJrlRﬁ n
n=0 KeEM

< MoCy r (At + size(T)) z At ||t g o

< MoCly VT (At + size(T)) | s 220,730 llo.m) -

Des bornes (I11.39) sur les solutions discrétes, nous déduisons donc :

< MoCy /T Ms(At + size(T)) —————— 0. (IIL112)

N-1
Z Z m}CM;c At,size(T)—0

n=0 KeEM

Finalement la définition (II1.108) du terme 75 et les convergences (II1.110) et (IIT.112), permettent d’obtenir :

T oy / /¢>t 2)p(t, z)dzdt. (IIL.113)

At,size(

» En ce qui concerne le terme 73, rappelons que pour tout z € R, d’*(z, ) = f/(x), ainsi :
N-1 N-1
Ty= Y At S megp™ (d (e, ettty —dP (P et + 3 At S mpedt P fl(ept). (IIL114)
n= KeM n=0 KeM

D’apres I’hypothese de croissance polynomiale (III.19), nous avons :

d’ (a,b) —df”(a,a)‘ < ( thpl] (D (d”(a,-)) (sa+ (1 — s)b)D b—al

< Cy <1 + lalP™2 + sup |sa+ (1 — 5)b|p2) |b— al
s€[0,1]

<Gy (1+alP~? + (bl + [b—a])*"2) b — al
< Cy (1+afP~2 + [pP~2) [b—al.
Donc le premier terme de 73 satisfait :

N-—1
o= X At ezmmgasz“ (d (e, cptty — dfo (et cethy)
n= K

~ N1 1 +1 p—2 +1(p—2
<Cyp Y At S mg ¢ et — | (1 [en P72 et
n=0 KeEM
De I’inégalité de Holder nous déduisons :

Tual G 5 A0 g 7 P e Y

D, M HC EUYHO,p m Hl + ‘c‘m ’

P
0,5=5,m

donc en utilisant I’'inégalité de Poincaré-Sobolev (I11.23) et les bornes sur les solutions (II1.39), nous obtenons :

» n+1 n
75,1 <Ob0¢024< o 5 7+ 2(CoyM)P™ )At Z At TCT
1,7
n+1 c” 2 %
< G CyCouVT (Mo 5 +2(Couhy P2 At Z At| T~
At 1,7

< 650¢CQ4\/ TMy (MQPT72 + 2(024M1)p_2) \/Kt
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Nous avons donc :
T57 —— 0. (II1.115)
At—0

Intéressons nous maintenant au second terme de 73,

T N—1
Ts0 = / o(t,x) fl(ea)dadt — S At S me fl(¢TTHRE, (IM1.116)
0 Jo n=0  Kem '
ot R, est défini par (I11.109).
Commencons par étudier la convergence du premier terme de 73 5.
Pour tout r > 1, I'inégalité de Poincaré-Sobolev (I11.23) et la Proposition II1.26 impliquent :

2 2
lesi 122 0,240 0 o) < Coallez N0,y 1y < CRT M.

Donc, la suite ¢4/ converge faiblement (2 sous-suite pres) vers une certaine fonction ¢ dans L?(0,77; L"(f)).

Sachant que c4! converge dans L2(0,T; L?(Q)) vers ¢ € L?(0,T; H'(Q)), nous en déduisons que ¢ = c et
S converge falblement (a sous-suite pres) vers ¢ dans L?(0,T; L"(9)).
De plus, pour tout u,, € R™ et pour tout s €]0, 1] I'inégalité de Holder donne :

- 1
1
letanll gy < Nl ey sl - avee rp + ;

et en prenant p = 2, pour tout ¢ € R nous avons :

||09Ant(t> ) - C(ta ) LT() < ”ngt(ta ) - C(ta ')H;(sz) HCQAnt(tv ) ( )”Lq(fl)

d
e — el < flegy — el g — el
o L2(0,T5L7(Q)) = [%m L2(0,T5L7()) 1% L2(0,T;L9(Q))

Ainsi, puisque ¢3! converge fortement vers ¢ dans L?(0,T’; L%(2)), nous obtenons :

. 2
lew — ellzz 07,27 @) m 0,

et la convergence faible de ¢4 dans L?(0,T; L"(£2)), permet de conclure que ¢3! converge fortement vers ¢ dans

L2(0,T; L"(2)). Alors, d’apres la réciproque du théoréme de Lebesgue il existe une sous-suite (toujours notée c2;)

telle que :

cat(t,z) = c(t,x) ppsur (0,T) x Q, @L117)
|eat(t, )| < S(t,z) ppsur(0,T) x Qavec S € L*(0,T; L"(2)). '
L’hypothese de croissance polynomiale (I.7) implique :
[f; (eai (t.2)) ¢t )| < Cp (L4 |e5i(t,2)[P71) [(t, 2)]
< Cy (1+S(t,2)[P71) |o(t, )] € L1(0,T;9).
Alors, en utilisant le résultat (III.117) nous pouvons appliquer le théoréme de convergence dominée,
/ / fi(c ) o(t, z)dzdt —>/ / 11 (c(t,x)) o(t, x)dzdt. (IL.118)
At,size(T)—0

I nous reste maintenant a étudier la convergence du second terme de 73 ». L’hypothese de croissance polynomiale
(I.7), 1a majoration (III.111) et I’inégalité de Holder impliquent :

N7
S mefl(cRE,, e (1 |t

reM

<CyCoyr (At + size(T))

3

1=0 ZDJ?
)

<CyCy (At + size(T)) ( At ||ng+1||0 p—1 yn) :

De I’inégalité de Poincaré-Sobolev (I111.23) nous déduisons :

<CyCls n O (AL + size(T)) (TMQJr z At [|ertt ! ,_Tl)v

N-1
S AL S mefi(TRE,
n=0

reM
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et la Proposition I11.26 entraine :

. (IIL.119)
At,size(T)—0

N-1
AL S mefi (MR,
n=0

reM

Ainsi, la définition (I11.116) du terme T3 > et les convergences (I11.118) et (II1.119) impliquent

ng—.+/ /fh (t, ) ¢(t, z)dzdt, (I11.120)

At,size(

et donc les convergences (II1.115) et (IT1.120) associées a la définition (III.114) du terme 75 donnent finalement :

T
/ [y (e(t, ) o(t, z)dzdt. (IM.121)
0 Q

e
At size(T)—0

* Etudions maintenant la convergence du terme 7} :

N—1
Ty=— 3 me Qdp+ > > mecl(¢f—¢r )+ > me, d2  cf. (IIL.122)
LEOM n=1 €M LEOM ~~~
¢(T,x)=0
En posant

RS = 1[@@@@@—me¢

Me,

le premier terme de T s’écrit :

Ty1=— / A(2)¢(0, z)do(z) + /(co(x) — )80, z)do(z) + 30 me, 2Ry (1.123)
r r

LEOM

La définition (I11.8) de Y, et la Proposition I11.25 impliquent :

< ||¢(Oa ')||L2(r) HCO - Cgﬁﬂ“ﬁ(r)

<100, Mz ry Ve 2 2y $126(T),

A&mfwmmwm

donc :

/F(co(ac) 260, 2)do(r) ——— 0. (I11.124)

size(T)—0

La régularité de la fonction ¢ et la Proposition I1.4 permettent d’obtenir :

RE < | [ 000 - oanao) o) + el gara)
< C¢m / [(0,2) — (At,z.)|do(x) + Crsize(T)? |p(At, x,)]
ec JL

< Cyr (At +size(T)),

donc la définition (IT1.8) de 2, entraine,

om

0
Z Me,Cp R?
LEOM

<Cyr(At +size(T)) 3 e / | (2)|do ().
ceam Me Jr
Nous obtenons ainsi :

- . .
<Cyr (At +size(T)) ||c Hle m 0. (I11.125)

0
> e CoR?
£LEOM

La définition (II1.123) du terme T} ; et les convergences (I11.124) et (II1.125) donnent :

" - i ’ 1II.12
S——— /F " ()¢(0, z)do () L126)
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Remarquons que ¢ = ¢ +1 = 0, alors en réordonnant les termes de la somme le second terme de T s’écrit :

N
Tio= S At S me,cPRZS — / / L 01 (t, x)do(z)dt (I11.127)
n=1 &M '
ol nous avons noté :
O ¢ " ) ¢n+1 d)n
Ry = ——n (t,x)d dt —
£ meLAt /t N / 19 (¢, x)do(@)dt — ===
La régularité de la fonction ¢ et la Proposition I1.4 permettent d’obtenir :
n+1 n n+1 n
R?tﬁ < / / 8t¢ t 1‘ ¢ ¢ | me[,l P — ¢
Me, At

< C¢ F(At + size(T)),

et I’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine :

N
> At S me iR

N
< Cy v/ Mr (At + size(T)) Z At [|legmllo oo -
n=1 LEOM n=1

Donc, en utilisant les bornes sur les solutions (II1.39), nous obtenons :

N 0.
SAL Y mepciRYS
n=1 LEOM

< O/ MeTMy(AL + size(T)) ————— 0. (I11.128)
At,size(T)—0

De plus, la suite ¢,y converge vers Tr (c) dans L?(0, T'; L?(T")) donc le second terme de Ty » satisfait :

T
/ / ComOid(t, z)do (z)dt —>/ /C,F(t,x)atqﬁ(t,x)do(x)dt. (1I1.129)
Atsize(T)—0 Jo Jr

Alors, la définition (II1.127) associée aux convergences (II1.128) et (II1.129) impliquent :

T
. - i ) : 1.1
4,2 m /0 /FC. (t,2)0cp(t, x)do(z)dt (I1L.130)

et finalement la convergence du terme 74 est obtenue en regroupant les convergences (II1.126) et (II1.130),
T
y— —/ /c,p(t,x)ﬁtgb(t,a:)dcr(x)dt — / Tr ®(2)¢(0, z)do (). (IL.131)
At,size(T)—0 0 r r

Rappelons que pour tout £ € 9N,

/ Apo(t,z)do(z) = > Veo(t,v) T, .(v), Vt €R;
L vVEV,
alors en réordonnant les termes de la somme le terme T3 s’écrit :

T5 = — Nil At Z CZ+1$ /t" (/ AF¢(tvx)dU(z) - Z VF¢(t5V) : 7_:V,C(V)> dt

n=0 LEOM veEV,
N—-1 ¢n+1 ¢n+1

D SAVAD SRR N [ S
n=0 LEOM vEV, dL,L'

En posant
g+l

1 ¢n+1 ¢n+1
[ _ = - £
Rv,n+1 At /tn (VF¢(t7V) To,e(v) — de o dt,

nous avons donc :

N-—-1
/ / AL Arg(t, p)do(x)dt + S At Y (=Y R (II1.132)
n=0

v=CL|L eV
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Puisque ¢4}, converge vers Tr ¢ = ¢ dans L%(0, T'; L?(T")) le premier terme de T satisfait :

8937

At,size(

// A¢txd0()dt4>/ /C,thAngtx)da()

et le fait que Tr (¢) € L?(0,T; H'(I")) entraine :

T
/ / Arg(t, z)do(z)dt m/o /FVFC.F(t,x)~Vp(/>(t,x)da(x)dt. (IM1.133)

Le terme de reste R 41 se réécrit :

tn+1

1
Rf =g / (Vpcé(tv) — Vr¢(t"+17v)) (V)
Pt wer) — p(t" T, xc))

My

+ <VF¢(tn+laV) : $V,L(V) -

n+l _ n+l 1 _ 1
+ ((bc’ ¢£+ ) ( dgy) .

Moy

I1 faut donc estimer les trois termes de Rfm 11

— La régularité de la fonction ¢ entraine :

1 tn+1 B
L (Feolt) = Viol ) e < Catt
t7l
— La Proposition II.7 implique :
tn+1, ) — tn+1,
’vr¢(tn+1,v) . ?V,L(V) - ¢( xaﬂi ¢( xa) < C¢m7££/'
Tee!
— La Proposition I1.6 donne :
1 1 1
|7 — gnt] - < - / |Veg(t" ™, z)| do(x)
Mey c,c’ Moy, o e’ | oy,
SO¢7pSiZG(T).

Ainsi, nous avons :
Ry i1 < Cor (At + size(T)),

et I’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

Z (CZH_I n+1) Rv ,n+1

: {1,am :
v=L|L"eV

—~ N—-1
< Cor (At +5size(T)) 3 Atlcps!
n=0

La Proposition II1.26 permet alors d’obtenir :

< Cyr MoT (At + size(T)) ———— 0. (I11.134)

cn+1 n+l R¢
Z ( £ ) vintl At,size(T)—0

v=L|c'ev

La définition (II1.132) du terme T} et les convergences (I11.133) et (II1.134) menent a la convergence suivante :

T
Ty ——M / /Vrcm(t,x) - Vro(t, x)do(z)dt. (I11.135)
o Jr

At,size(T)—0
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* Pour finir, étudions la convergence du terme 7T que nous pouvons écrire :

N—-1
Te = Z At Z me£¢n+1 (dfb( n rLL+1) _ d'f”(cz+1,cz+1))
= £LEOM

+ Z At 3 me ¢ ().

n=0 LEOM

(I11.136)

Rappelons que pour tout n € {0,..., N — 1} et pour tout £ € 991 I'inégalité de Sobolev (II1.24) sur T" et la
Proposition I11.26 impliquent :

”CamzHLOO(r) < Cas ”CamHl oM < O Mo,

donc, pour tout £ € 99 et pour tout n € {0, ..., N — 1}, nous avons :

d’s (CZ+1,C7Z) —d’s (C’ZH,CZ'H)’ < ( sup

n cn+1]

DMHQHJHM>M“—£

yE[c}

< ( sup z>(dﬂ(cz+1f>)<yﬁ> et
yEB(O,CQ:)AfQ)

< sup
z,y€B(0,C25 M2)

=By,

IN%@JMM>W“—£-

Alors, en utilisant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz le premier terme de 7§ satisfait :

N-—1
T61 = ZO At e%:mme.cszﬂ (a7 (e, exthy — dfs (cp ethy)
n= c

<BL S ALY ey [0 [t — |
n=0 LEOM

N=t n+1 Cg:yrtl — Cgm
< B AU At 655 g 00 |1
n=0 0,00
n+1 n 2 %
A om
< st Hgbantn||L2(O,T;H-Ho,aan) At ( Z At‘ T ) ’
0,60m

Les bornes sur les solutions (I11.39) et la régularité de la fonction ¢ permettent d’obtenir :
—

Pour la convergence du second terme de 7§, le raisonnement est similaire a celui donné dans 1’étude de la conver-
gence du terme 7T5.

Ts,2 —/ /¢ t, ) fl(conm)d (x)dt+NfAt > me fI(CETYRE, (IIL.138)

n=0 LEOM

ol nous avons noté
tn+1

RY, = o(t" x,) Atm /t /¢txda
er n

Tout d’abord, I’inégalité de Sobolev sur I" du Lemme II1.16 et la Proposition I1I.26, impliquent que pour tout r > 1,

2 2 2
€5 122023010, 0m) = Mr™ 1€om 122 (0,750 ()

2 92 2
< M7 Cos lle5m 2 0,741, 0m)

< Mr%0225TM22~

Or nous savons que c3!, converge dans L?(0,T; L?(T")) vers Trc € L*(0,T, H'(Q)) donc, a sous-suite pres,

Cot: converge faiblement vers Tr ¢ dans L?(0,T’; L"(T)). De plus, pour tout s €0, 1] I'inégalité de Holder (avec
1

1 s 1—s
L=3 5+ 7 -=%) donne,

2 2(1—:
g — TrellZaor,zr oy < lleim = TrelZaozaz ey et = Trel 2o 2 pamy) -
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Puisque c4!, converge fortement vers Tr ¢ dans L2(0, T; L?(T")), nous obtenons :

8937

Hcasm TrC”L (0,T;L™(T)) At size(T)—0

Ainsi, la convergence en norme associée a la convergence faible de ¢3¢, dans L2(0,T; L"(T")), permettent de con-
clure que 3!, converge fortement vers Tr ¢ dans L2(0, T’; L™(T')). D’apres la réciproque du théoreme de Lebesgue,
il existe une sous-suite (toujours notée c5;,) telle que :

{ Com(t, ) = Tre(t,x) p.psur (0,7) x T, (II1.139)

At (t,x)| < S(t,z) p.psur (0,T) x [ avec S € L*(0,T; L"(T)).
Posons By = B (07 ||SHLO0(0,T,L00(F))), alors :

|f/( 6fm(t x)) o(t,z)| < Sgg'f§||¢(tvx)‘ € Ll(O,T;F)

s

et la relation (II1.139) permet d’appliquer le théoréme de convergence dominée, donc le premier terme de T o

satisfait :
T
/ / f(css) ot x)do(z)dt ——— / / I (en(t,2)) o(t, x)do(x)dt. (I11.140)
At,size(T)—0 Jg r
I nous reste a étudier la convergence du second terme de T ». La régularité de la fonction ¢ et la Proposition I1.4
impliquent :
| ‘ tn+1
Me, — M
R, <= . ot x| + Atm / lp(t" T 2.) — ¢(t, 2)| do(x)dt

< Cyr(At + size(T)).

Donc, le Lemme II1.16 et la Proposition I11.26 permettent d’obtenir :

N-1
S At Y mef/(ctRE, ‘ <Cyr sup |f/|TMq(At +size(T)) ————— 0. (IIL141)
cEIM B(0,C25M>) At,size(T)—0

Ainsi, en regroupant les convergences (I11.140) et (I11.141), la définition (II1.138) du terme 7§ » donne :

At,size(

Te. ~—~>/ /f (er(t, 2)) d(t, z)do(z)dt, (II1.142)

et donc la définition (I11.136) du terme 7§ et les convergences (I11.137) et (I11.142) permettent finalement d’obtenir :

T
S Mvmine(T)50 /O /F (e, @) ¢(t, x)do(z)dt. (IIL.143)

* Pour conclure la preuve, il suffit maintenant de regrouper les convergences (I11.107), (IIT.113), (ITL.121), (IIT.131),
(I11.135) et (111.143) et I’équation (I11.102), ainsi I’égalité suivante est vérifiée pour toute fonction ¢ € C?(R x RQ)
telle que ¢(7',.) =0 :

T
/0 /Q (AsVe(t, 2) - Vot 2) — p(t, 2)b(t, ) + Ag, f! (e(t, ) b(t, 2)) ddt

T
+/0 /F(_Aatcll"(tv I)at¢(t7 x)+AAF vr‘clr (t7 1’) VFQS(t, I)"‘Afs f: (Cm(t, ZZ?)) d)(t, 3:))da(x)dt

ZAat/FTrcO(x)gb(O,x)da(x).
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Figure III.3: Le triangle a bord courbe 7" et I’'un de ses sous-triangles

II1.6 Démonstration du Lemme I11.20

Dans cette section, nous revenons sur la démonstration de la partie du Lemme II1.20 qui n’est pas classique. Nous
précisons les hypotheses que doivent satisfaire le pseudo-triangle et 1’aréte courbe correspondante.
Les résultats de cette section font I’objet d’un article actuellement en cours de rédaction [BBN14] en collaboration avec
P. Bousquet et F. Boyer.

On considere ici un (pseudo-)triangle 7" dont 1’un des cdtés est un morceau de courbe de classe C! appelé o, voir
Figure II1.3. On suppose que T est étoilé par rapport au sommet opposé a o.

Le résultat principal de cette section est le suivant

Théoréme I11.40

On suppose qu’il existe u,v > 0, tels que pour tout sous-arc 6 C o, le sous-triangle T (voir figure 111.3) corre-
spondant vérifie

Mo,

msz

<

<. (I1.144)

Alors, pour tout p € [1,+00), et tout u € WP(T), nous avons

L
—_— u— — u
m, o mr T

out la constante C' ne dépend que du rapport ﬁ

p

gC(md—kdiam(T))pi/ \Dul,
mr Jr

Notons que, pour un 7" donné, I’existence d’une constante C' > 0 vérifiant 1’inégalité précédente est trés claire (en
appliquant par exemple le lemme de Bramble-Hilbert) mais il s’agit ici de déterminer de quelle manicere elle dépend de la
géométrie de ce triangle, et de o en particulier.

Remarque I11.41

mr,

o . mr, p - mr - .
Pour un vrai triangle plat T, la quantité —= ne dépend pas de & et vaut --=. On a donc en particulier ;1 = v et le

rapport v/ p vaut donc 1. Ce résultat redonne bien I’inégalité usuelle dans ce cadre, avec une constante C universelle.

Dans la suite, on note @ =]0, 1[? le carré unité de R?. Sans perte de généralité, on suppose que 1’origine est située en
le sommet de T opposé a o. Ainsi, le triangle T" peut s’écrire sous la forme

T = {ry(0) : r €]0,1[, 6 €]0, 1[},

ol v est une paramétrisation de o que 1’on supposera normalisée de sorte que |y/(8)| = m, pour tout # €]0,1[. On
suppose de plus I’orientation choisie de telle sorte que v A ' > 0 (le caractere étoilé de T par rapport & son sommet
implique que cette quantité ne peut changer de signe).

Remarque I11.42
L’hypothese (I11.144) implique la propriété suivante

1< v(0) Ay (0) < v, VO €0,1]. (I11.145)

En effet, pour tout 0 < a < b < 1, si on note & = ~y([a, b)), alors nous avons

b
m; = (b—a)m,, etm,, = mg/ ~(0) A+ (9) db,
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ainsi d’apres (111.144), nous avons

b
/ +(6) A+ (8) dB
p< = <,
b—a

ce qui donne (I11.145) en faisant tendre b vers a.

Remarquons tout d’abord qu’il suffit bien s@ir, d’apres I'inégalité de Jensen, de montrer le cas p = 1. Nous allons
commencer par montrer que le résultat attendu est la conséquence de 1’existence d’un difféomorphisme convenable entre
T et le carré unité. Notons que I’existence d’un tel difféomorphisme est assuré par un résultat général de [DM90] mais
qu’il nous faut ici étre capable d’estimer les dérivées de ce difféomorphisme en fonction de la géométrie de T'. C’est la
raison pour laquelle nous reprenons de facon explicite la démarche de [DM90] qui nous permet de contrdler toutes les
constantes mises en jeu dans les estimations.

Lemme 111.43

Supposons qu’il existe un C* homéomorphisme ® : Q — T tel que

1. ®(0,6) = (0,0),
2. ®(1,0) = ~(6),
3. Jac ®(s,0) = 2mys.

Alors pour tout u € WHL(T), nous avons

1
-~ /u— /T S /TDu(a:,y) [s0s@(5,0)] (5 0)=d-1(2,y) 42 dY.

Démonstration : Par un argument usuel de densité, il suffit de supposer que u € C*(T'). On pose alors
v(s,0) = uo ®(s,0)Jac P(s,0),
et pour tout (¢, 6) € @, nous écrivons
1
v(1,0) —v(t,0) = / 05v(s,0) ds

t
Il vient, grace aux hypotheses sur @,

1

2mou(y(0)) — uwo ®(t, 0)Jac (¢, 0) = / (0s(u o ®)Jac ® + 2my(u o D)) ds.
t

En intégrant cette identité sur () et par changement de variables, nous obtenons

U — u— dG dt

(uo ®)Jac ® + 2m(uo ®)) ds. (I11.146)

On applique alors le théoréeme de Fubini

/ d9/ dt/ (uo ®)Jac ® + 2my(uo P)) ds = /Qs (0s(u o ®)Jac @ + 2my(u o @)) dsdb.
Comme nous avons Jac ®(s, 0) = 2mrs, le méme changement de variable donne

/Q $(0s(uo @)Jac® + 2my(uo ®)) dsdb = /TDu(m, Y) [s05s®(5,0)] (5 g)—a—1 (4,4 ATy + /T u

Cette égalité jointe a (I11.146) fournit le résultat. ]

Dans le cas ou 7" est un vrai triangle, c’est-a-dire que o est un segment droit, on observe que I’application

b2 (5,0)€Q — sy(0) T,
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vérifie les hypotheses du lemme précédent. On retrouve alors la preuve usuelle de I’inégalité recherchée, voir par exemple
[EGHO0].
Dans le cas général ou o est courbe, nous avons

Jac ga(s, 0) = s7(6) A/ (0),

et cette quantité n’est pas indépendante de 6. On ne peut donc pas prendre & = ¢5. On va donc chercher & composer ¢o
avec des difféomorphismes du carré unité de telle sorte que nous vérifions les bonnes propriétés, voir la Figure II1.4.
Pour simplifier I’écriture, nous définissons g par

g:(5,0) € Q> [Tac (s, 0)| = sy A~[(6).

Nous construisons alors un premier difféomorphisme ¢; de () de sorte que ¢20¢; satisfasse les deux premieres hypotheses
du Lemme I11.43 et une version plus faible (intégrée par rapport a s) de la troisiéme hypothese.
Lemme I11.44

11 existe un C* homéomorphisme ¢1 : Q — Q tel que

1. Pour tout x € 0Q), ¢1(x) = x,

2. Pourtout 0 € (0,1),

1 1
/ Jac (¢ 0 ¢1)(s,0) ds = / g o ¢1(s,0)Jac p1(s,0)ds = m. (IL.147)
0 0
Démonstration : Soit
e= 2 (I11.148)
10v

oo 10
et € CX(0,1)telleque 0 < ¢ < 1+4¢,[('|pe < et

1 1
/Czl et / IC -1 <e. (111.149)
0 0

Nous introduisons alors 1’application

1 a+¢(s)b
G:(a,b)l—>/ s/ [v A+'|(0) db ds.
o Jo

Alors G est bien définie et de classe C! sur I'ensemble {(a,b) : 0 < a <1,=% <b < i;g} Par ailleurs, nous avons

1
9.G(a,b) = ; [y AYl(a +C(s)b)s ds
0,G(a,b) = / Iy A l(a + C(s)B)C(s)s ds.

Par (I11.145), il vient
1
HG(a,b) > u [ (¢(s)sds > 0. (M1.150)
0

Montrons maintenant que

el (a, —¢ ) < mpa. (IIL151)

En effet, par (II1.145), nous avons

G( _a>§u/ols(a— a ¢(s))ds < Vag/ol(l—i—e—(:(s))ds.

a, ——
1+4+¢

Par (II1.149), cela implique




II1.6. Démonstration du Lemme I11.20 105

Comme
1t , p
me =5 [ hAYIO)d =L,
0

nous déduisons de (I11.148) que

—a
¢ ( ﬁ) < mra,

ce qui prouve la propriété attendue.
De la méme fagon, nous pouvons montrer que

1 1
/ sds/ [y AY'[(0)do < my(1 — a).
0 a+¢(s) 3=

a
1+e

Ceci peut s’écrire

1—a
G(l, 0) — G (CL, ]_74—{-:) S mT(l — CL),
et comme
1 1
G(l,O):/ sds/ Y AY | =myg,
0 0
nous déduisons que
1—a
G (a, g 5) > mra. (II1.152)

En utilisant (II1.150), (II1.151) et (II1.152) nous voyons que pour tout ¢ € [0, 1], il existe un unique w(a) € [—a/(1 +
€),(1 —a)/(1+ ¢)] tel que
G(a,w(a)) = mya.

Par le théoréme des fonctions implicites, la fonction w ainsi définie est de classe C! dans [0, 1] et vérifie
0.G(a,w(a)) + 0,G(a, w(a))w'(a) = my. (11.153)

Comme G(0,0) = 0 et G(1,0) = my, nous avons w(0) = 0 = w(1).
Montrons maintenant que pour tout s € (0, 1), et tout a € (0, 1), nous avons

1+ ¢(s)w'(a) > 0. (I11.154)
Pour cela, il suffit de montrer que 9,G(a, w(a))(1 + ¢(s)w’(a)) > 0. Par (II1.153), cela revient & montrer que
9yG(a,w(a)) + ((s)(—0.G(a, w(a)) +mz) > 0,
ce qui est a nouveau équivalent a
G (a,w(a)) — 0uG(a,w(a)) + ((s)mr + (1 = ((s))0aG(a,w(a)) > 0. (IIL.155)

Notons que

1
0,Ga, w(a)) — uGla, w(a)) = / v Ay @+ C(s)w(@)(C(s) — s ds = —v / C—1] > —ve.
0
Dans la derniere inégalité, nous avons utilisé (I11.149). De plus, comme 0 < ¢ < 1 + ¢, il vient
C(s)mz + (1 —((8))0.G(a, w(a)) > min (9,G(a, w(a)), (1 + &)ms — £9,G(a, w(a))) .

Comme /2 < 9,G(a,w(a)) < v/2etmy > p/2, nous obtenons

C(8)ma + (1 — ¢(5))0.G(a, w(a)) > g - s%.

Grace a (I11.148), ceci implique (II1.155) et donc la propriété souhaitée (I11.154).
Nous posons maintenant

¢1(87 9) = (87 0+ C(S)w(e))7
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et observons que ¢; est de classe C! dans Q et vérifie Jac ¢y (s,0) = 1 + ((s)w’(#) > 0. Comme pour tout s € [0, 1], la
fonction 6 — 6 + ((s)w(#) est continue croissante, elle envoie [0, 1] sur [0, 1]. Ainsi, ¢; est un difféomorphisme de Q
sur Q. De plus, ¢, coincide avec I’identité sur le bord du carré 9Q. Il reste & prouver (I11.147).

Soit a € [0, 1]. Par définition de w et g, il vient

1 a+C¢(s)w(a)
/ ds/ g(s,0)df = mra.
0 0

La définition de ¢, donne a son tour,

/ g = mga.
1 ((0)1) X (0,(1))
On effectue alors un changement de variables pour obtenir
a 1
/ d9/ go o1(s,0)Jac p1(s,0)ds = mra.
0 0

Ceci implique que pour tout § € (0,1),

1
/ g o o1(s,0)Jac (s, 0)ds = my,
0
et conclut la preuve du lemme. ]

Remarque I11.45

Cette preuve montre que pour tout (s,0) € Q,
OnG(a, w(@) (1 + () (@) > &.
De la méme facon, nous pouvons prouver que
9G(a, w(a))(1+C(s)w'(a)) < v.
On écrit alors ) )
” /0 ((s)sds < BC(ab) < v /0 ((s)s ds,

et on peut estimer le membre de droite v alors que

u/:c(s)sdszu(/olsds—/ol|c<s>—1|ds) 2#(/()15615—6) =

Ainsi, nous obtenons
L <aGab) <v

et donc nous avons estimé 1 + Cw' de la facon suivante

1

’ 14
5 S1+(w'(e) < 3;. (I11.156)

On termine la construction du difféomorphisme ® que 1’on va chercher sous la forme ¢2 o ¢1 o ¢g. Pour simplifier les
écritures, nous introduisons 1’application g7 : Q — R définie par

91(s,0) = Jac(¢20¢1)(s,0)
= gopi(s,0)Jacpi(s,0)
= sy AYI(0 + C(s)w(0))(1 + ((s)w'(0)),
dont on note qu’elle vérifie pour tous s € (0, 1], 0 € [0, 1], g1(s,6) > 0.
Lemme II1.46

11 existe un homéomorphisme ¢q : Q — Q de classe C* dans Q et tel que
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1. Pourtout § € (0,1), ¢o(0,6) = (0,0) et po(1,0) = (1,0),
2. Pour tout (s,0) € Q,

Jac (¢2 0 P10 ¢o)(s,0) = g1 0 Po(s, 0)Jac do(s,0) = 2mys. (I11.157)

Démonstration : Pour tout (s, ) € Q, nous introduisons v(s, 6) 1’'unique élément de [0, 1] tel que
v(s,0)
/ g1(s',0)ds’ = mys?. (111.158)
0

L application v est bien définie car g1 (s, 6) > 0 pour tout s € (0, 1], 6 € [0, 1] et de surcroit

1
/ g1(s',0)ds" = m..
0

C’est d’ailleurs exactement pour cette raison que nous avons construit g; comme dans le Lemme I11.44. Observons que
v(0,0) = 0 et v(1,0) = 1. Par le théoréme des fonctions implicites, v est de classe C! dans (0,1] x [0, 1] et vérifie
g1(v(s,0),0)0sv(s,0) = 2ms; ou encore

v(s,0) ]y Ay |0+ Cov(s,0)w(B))(1+ ¢ ov(s,0)w'(0))dsv(s,0) = 2mys. (IM1.159)

En particulier, pour tout (s,6) € @, dsv(s,0) > 0.
Nous déduisons de la Remarque I11.45 que pour tout (s,0) € @,
/’[/2 3y2

3—1/5 <gi(s,0) < 73.

Comme /2 < my < v/2, nous déduisons de (II1.158) que

p V3v

s <w(s,f) <

V3 1

s. (II1.160)

On peut des lors poser
do(s,0) = (v(s,0),0).

On voit clairement que ¢ est bien un homéomorphisme de @ sur @ qui est de classe C! dans Q et que, de plus, ¢ (0, 0) =
(0,0), po(1,0) = (1,8) et Jac (s, 0) = Osv(s,H). En dérivant la formule (II1.158), on obtient

2smy = g1(v(s,0),0)0sv(s,8) = g1 0 Po(s,0)Jac ¢o(s, ),
et la preuve est complete. ]
Remarque I11.47
Nous déduisons de (111.159) et (I11.156), les estimations plus précises suivantes

302
|v(s, 8)0sv(s,0)| < ?s,

qui, avec (I11.160), impliquent que

3\/§V3

|0sv(s, 0)] < 3

Les lemmes I11.44, I11.46 montrent bien que, comme annoncé, I’application
Q= ¢30¢10 ¢y,
vérifie bien toutes les hypotheéses du lemme I11.43. La construction est résumée dans la figure I11.4:

e Le coté {s = 0} de @ (en rouge sur la figure) est préservé point par point par ¢g et ¢1 et envoyé sur le sommet de
T (en rouge également) par ¢o.
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* Le coté {s = 1} de @ (en bleu sur la figure) est préservé point par point par ¢ et ¢, et envoyé sur o par ¢s.

* Les segments horizontaux {6 = cte} de @ (en violet) sont globalement préservés par ¢ puis déformés par ¢ et

2.

* Les segments verticaux {s = cte} (en vert) sont globalement préservés par ¢; et déformés par ¢ Let ¢o.

®o o1 P2

)

Figure II1.4: La construction du difféomorphisme &

Pour terminer la preuve du Théoreme II1.40, il reste a établir 1I’estimation suivante.
Lemme I11.48

1l existe un C' > 0 universel tel que

|0sP(s,0)] < C (dlam(T) +m,).

Démonstration : Par définition, nous avons
B(s,0) = v(s,0)y(0 + ¢ ov(s,O)w(8)).
Ainsi, nous pouvons calculer
05 ®(s,0) = (050(s,0)) (0 + ¢ o v(s, 0)w(h)) + v(s, 0)dsv(s, 0)¢" (v(s, 0))w(0)y' (0 + ¢ o v(s, O)w(D)).

Par construction, |¢’|p~ < 10/e = 100v/p et |w|p~ < 1. Nous déduisons alors, avec la Remarque 11147, que

3 3
|0:P(s,0)| < C’ 5 ([ +m,) < C 5 (diam(7") +m,).

IIL.7 Quelques remarques sur I’implémentation

En utilisant les matrices définies dans les Sections 1.6 et II.3, nous pouvons écrire le Probleme II1.6 sous "forme ma-
tricielle" (appelé ainsi par abus de langage mais notons tout de méme que ce probléme n’est pas linéaire a cause du terme
dfe (e, cnt1)) de la maniére suivante.

Probleme I11.49
Soit ¢ € R donné. Trouver (¢!, unit1) € R x R™ tels que,

Mmcff;rl + F,,AtAmugfl Mgy,
An Ayt 4 A, Mo d® (e, €)= Mot =0,
AatMél;mz g;_zl +~AAF om€ Z—H +~Af MF dfs( Com>s g;;l) +~AAN8JJ? Tc nl = = Ao M, am 9fm
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Comme dans la Section 1.6, du fait des discrétisations des termes non-linéaires, nous utilisons une méthode de Newton
a chaque itération. A Ditération n + 1, la solution (¢}, 7, ) du Probleme II1.49 a I’instant ¢ est connu. Nous cherchons
(entl pnil)y € R™ x R™ solution de F(X,Y) = 0avec F : R7 x R™ — R™ x R™ x R°™ définie par :

My Xom + T AtARY — My,
F(X,)Y) = AsAg + X + Ap, My d’o (e, Xon) — My Y
ABtMgngazm + AAFngﬂXﬁ‘.m + Afb Mggmdfq (ngm de) + AANa‘.m,TX - AatM;ngm

avec X = (Xon, Xoom)-
Le principe de la méthode de Newton est le méme que celui décrit dans la Section I.6.
Algorithme IT1.50 (Méthode de Newton pour les CL. dynamiques)

e [nitialisation :
0 _ .n 0o _ ,n.
= Uy = Cp el Vpy = [hyy;
— Critere d’arrét : eps;

— Erreur : err (0) =1.

* Algorithme : Tant que err (1) > eps, nous calculons :

i+l i —1¢, i i . [w ™ —w’|
w =w _DF (’LU )F(w) et err(l+1) :W
w
ont w' est le vecteur ( ZT)
n
* Lorsque nous obtenons i=i, 1 tel que err (i,1) <eps nous posons ¢ = w7 et pttl = vt

Remarque I1.51

Le calcul du terme DF~1(w®) F(w?) se fait en résolvant le systéme linéaire DF (w')z* = F(w") avec

‘ Moy + ‘ I AtA,,
DF(wl) = AAADJ:,T + Af;,Mim,TDdfb (ufm) _Mfm
ABtMgmz,T + ‘AAF Lgim,T + Afs Mgfm,TDdfs (ué‘m> + ‘AANOWHT 009317931

)

01 0pon.on € M Ny Noy €5t la matrice nulle et Dd?» (ul)) (respectivement Dd's (u?,)) est la matrice diagonale dont
les coefficients diagonaux sont égaux a la dérivée de df* (respectivement de d¥+) par rapport a la seconde variable au

H m i H mn i 5 r r H .
point (¢4, uy, ) (respectivement (cy, , )y, ) ). Nous avons noté Moy, r, My, . et Ly, . les matrices :

MEm,T = (Mfmaofm,@fm)v Mel;sm,T = (Mgmaoavn,m), et ngn,T = (Lgmaoam,m)

III.8 Résultats numériques

Dans cette section nous présentons quelques illustrations numériques. Nous commengons par donner des estimations
d’erreur numériques qui permettent de valider le schéma VF4. Ensuite, nous présentons quelques résultats qualitatifs
qui permettent de comparer ce schéma avec ceux présentés dans la littérature. Nous observons également I’influence des
différents parametres apparaissant dans la condition aux limites dynamique sur la solution obtenue. Lorsque nous ne le
préciserons pas, nous utiliserons une discrétisation semi-implicite des termes non-linéaires qui est inconditionnellement
stable et nous choisirons comme potentiel volumique de Cahn-Hilliard la fonction double-puits f,(c) = c2(1 — ¢)%.

Les maillages utilisés sont constitués de triangles conformes. Nous choisissons comme centre . de la maille «, le
centre du cercle circonscrit au triangle K. Si 0 = £ € E¢z¢, Yy, est alors le milieu de la corde e.

I11.8.1 Estimations d’erreur

Nous comparons ici la solution discréte obtenue avec le schéma VF4 avec la solution exacte du modele de Cahn-Hilliard.
Cependant, nous ne connaissons pas de solution non-triviale de 1I’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux
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limites dynamiques. Nous devons donc modifier le modele (II1.4). Nous construisons une solution exacte en ajoutant un
terme source g, dans I’équation (II1.4a) et un autre g, dans la condition aux limites (III.4c). De plus, le potentiel chimique
satisfait désormais des conditions aux limites de Neumann non-homogene.

Le probleme s’écrit alors de la maniére suivante. Trouver la concentration de I’'une des deux phases ¢ : (0,7) x & — R
telle que :

Ore =T, Ap + gp; dans (0,T) x €
p=—AsAc+ Ay, f1(c); dans (0,T) x €;
Apgrdier = Ax Arer — Ay, fl(er) — AsOnc+gs;  sur (0,T) x T
Onpt = gu 7# 0; sur (0,7) x I';
c(0,.) = % dans Q;

Le domaine €2 est le cercle unité, nous pouvons donc calculer facilement les coordonnées exactes des centres z .. Pour
un temps fixé t" > 0, pour tout K € 9N (respectivement pour tout £ € 99N) nous pouvons comparer la solution exacte
c(t™, z,) (respectivement c(t", x . )) avec la solution approchée ¢? (respectivement c?).

Nous choisissons comme solution exacte la fonction c(t, (z,y)) = % (1 + tanh(5(z + ¢)) et nous calculons, au temps
T = NAt = 0.5, les normes suivantes

T T T T
||691I||L2(Q> ||6<')DJIHL2<F) |eT‘1,T ‘eamh,asﬂ
||C£||L2(Q) ’ ||c,£9ﬁ||L2(1") , |ng‘1;r |Cgmz|1,am 7

ot nous avons noté eX = (eL eI Yetcl = (cL, L) avec:

e; = (C(T, Ti) — cg)}cem, egm = (C(T, ZTp)— ci\])ﬁea‘JJZ et cg;l = (c(T,2x)) ccom » caTm = (c(T,22)) pcoom -
Nous tragons ensuite (cf Figures IIL.5 et I11.6) ces erreurs relatives
* lorsque le pas du maillage size(7T) tend vers 0 et que le pas de temps est fixé;
¢ lorsque le pas de temps At tend vers 0 et que le pas du maillage est fixé.

Nous choisissons les parametres volumiques suivants ¢ = 0.5, I', = o, = 0.1 et les parametres surfaciques I', = 10,
o. =5 avec f,(c) = f.(c) = ¢*(1 — ¢)? comme potentiels de Cahn-Hilliard.

Comme nous nous y attendions, dans chaque cas nous observons une convergence d’ordre 1 en temps au-dessus d’un
certain seuil qui dépend du pas du maillage (cf Figures II1.5b, II1.5d, II1.6b et I11.6d). En ce qui concerne la convergence
en espace, au-dessus d’un certain seuil dépendant du pas de temps, nous observons :

 Un ordre 2 en norme L2-discréte i la fois dans € et sur I' (cf Figures II1.5a et II1.5¢) : ce phénoméne de super-
convergence n’est pas étonnant car il apparait également pour le probleme de Laplace pour le schéma VF4 (et
nous 1’avons également observé dans le Chapitre II dans le cas de 1’équation de Laplace avec des conditions aux
limites de Ventcel). La démonstration d’un point de vue théorique de cette convergence d’ordre 2 reste a ce jour un
probléme ouvert.

 Une convergence d’ordre 1 en norme H!-discréte dans €2 (cf Figure I11.6a) ce qui est bien ce & quoi nous nous
attendions. En fait lorsque le pas du maillage est grossier nous avons 1’impression d’obtenir de 1’ordre 2 mais
lorsque nous raffinons le maillage 1’ordre observé se rapproche de plus en plus de ’ordre 1. Pour mieux visualiser
cet ordre 1 il faudrait raffiner encore le pas du maillage mais les limitations du logiciel Scilab (dues au manque de
mémoire disponible) nous en empéche.

* Une convergence d’ordre 2 en norme H!-discréte sur I' (cf Figure I11.6¢c). Nous nous attendions & observer de
I’ordre 1 mais comme dans le cas du Chapitre II un phénomene de super-convergence apparait ici qui doit sirement
étre di 1a encore a la géométrie particuliere des maillages que construit le logiciel Gmsh (en tout cas sur I').
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Figure I11.6: Erreurs relatives en norme H!-discréte

II1.8.2 Décomposition spinodale

Dans cette section, nous observons 1’influence des conditions aux limites dynamiques sur la dynamique de séparation de
phase. La donnée initiale est une concentration aléatoire comprise entre 0.49 et 0.51. Notons que lorsque nous utilisons
un maillage identique pour deux cas tests différents la concentration initiale est identique.

Influence du terme de diffusion de surface

Nous allons montrer ici I’influence de 1’opérateur de Laplace-Beltrami sur la dynamique de séparation de phase. Le
potentiel surfacique de Cahn-Hilliard sera égal au potentiel volumique : f,(c) = ¢*(1 — ¢)?.

Pour pouvoir comparer ces résultats avec ceux obtenus dans [FMD97], le premier test est réalisé sur le rectangle
[0,8] x [0,4] avec un pas size(7) ~ 0.15 en imposant des conditions périodiques dans les directions latérales. Nous
choisissons les parametres fixes suivants : une mobilité I', = 1.25, une tension de surface o, = 0.015, une épaisseur
d’interface € = 0.2 et un coefficient cinétique de surface I', = 10. Nous faisons varier le coefficient de capillarité o, = 0
ou o, = 5. Remarquons que dans I’analyse présentée dans ce chapitre nous avons toujours imposé o, > Oetlecaso, = 0
n’a pas été pris en compte. En effet, le fait d’imposer o, > 0 nous permet d’obtenir une borne H!-discréte sur I' des
solution approchées et plus précisément de leur trace discrete. Cette borne est ensuite essentielle pour obtenir 1’estimation
de translations en espace (et ainsi le théoréme de convergence). D’un point de vue théorique 1’étude de ce cas particulier
reste a faire.

‘ - w-T,v v - ™ l'l-,L—' TARWAWF Y O U U ———————
. i L - | W_‘Mk,:\é,&“ e et oy
“"0 ~ LAY . - PRI o TN S BT T NI, - A——————.
NN Nere® SN VoS Y
RN [ » CENT 1Y e O8RS
.\h ¢ » V- - A \'/ K - - ‘\. sy F . i
. » -4 ‘JM\,‘ “\v’ ‘0‘.‘0‘4Oa
. o P " 5 ‘..‘ ,"‘."" \:0: ..' ) o T L ee——
e
(a) C.L. de Neumann b)os =0 (©)os =

Figure II1.7: Rectangle au temps t = 0.11

Le premier phénomene que nous observons est que la séparation de phase apparait beaucoup plus rapidement que
dans le cas de conditions aux limites de Neumann. De plus, dans le cas des conditions aux limites dynamiques, des
structures latérales apparaissent rapidement. Lorsque o, > 0 ces structures sont plus larges que les structures apparaissant
a Iintérieur alors que lorsque o, = 0 elles sont plus petites ce qui est bien en accord avec les résultats observés dans
[FMDO7].

Nous voulons maintenant étudier ’influence de la géométrie du domaine sur ce phénomene. Pour cela nous consid-
érons trois domaines :
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* le cercle unité avec un pas size(7) ~ 0.065 et les parametres suivants : I', = 0.2, o, = 0.006, ¢ = 0.08 et ", = 10;

* T’ellipse de demi-grand axe a = 0.5 et de demi-petit axe b = 0.3 avec un pas size(7T) ~ 0.025 et les parametres
suivants : I', = 0.03, 0, = 0.0025,¢ = 0.03 et ', = 10;

 domaine courbe sans géométrie particuliere avec un pas size(7) ~ 0.065 et les parametres suivants : I', = 0.15,
0, = 0.006, e =0.07etI', = 10.

Le pas de temps est constant At = 10~3. Nous tragons alors :
¢ La valeur de la solution a I’instant ¢ dans €2 en fonction des différents conditions aux limites.

 La valeur de la trace de la solution au méme instant en fonction de I’abscisse curviligne en partant d’un point donné
sur I puis en parcourant I' dans le sens trigonométrique.
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Figure II1.8: Cercle au temps ¢t = 0.1
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Figure II1.9: Ellipse au temps ¢ = 0.085

Pour les trois domaines étudié€s, nous observons les mémes comportements :

¢ la séparation de phase s’effectue plus rapidement avec les conditions aux limites dynamiques;

* des structures particulieres dont la taille dépend de o, apparaissent sur la paroi;

2.6

* la trace de la solution lorsque o, = 0 fluctue trés rapidement en prenant alternativement les valeurs 0 et 1 (approx-
imativement) alors que pour o, = 5 la valeur de la trace est beaucoup plus réguliere méme si la encore elle prend

alternativement les valeurs O et 1;

* nous voyons apparaitre des motifs qui s’organisent parallelement au bord.
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Figure II1.10: Domaine quelconque au temps ¢ = 0.09

Attraction préférentielle de la paroi

Dans cette section, nous considérons le cas ot les propriétés physiques de la paroi entrainent que 1’un des deux composants
est préférentiellement attiré par la paroi. Pour modéliser ce phénomene, nous considérons le potentiel surfacique f,(c) =
s -2 hs+gs

5t — =g cavec gs > 0, ainsi :

e lorsque hy = 0, le minimum de f, se trouve en ¢ = % et donc la paroi a le méme comportement vis a vis des deux
composants;

* lorsque hs > 0, le minimum de f, se trouve en ¢ = % > % et donc la paroi attire préférentiellement la phase
pure c = 1;

* inversement, lorsque s < 0 le minimum de £, se trouve en ¢ = h;—;rgs < % et donc la paroi attire préférentiellement
la phase pure ¢ = 0.

Remarque I11.52

* La discrétisation semi-implicite de ce potentiel de surface f, s’écrit :

¥ (z,y) = f! (m;y) :
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* Dans le cas d’une discrétisation compleétement implicite, pour ¢ € R” donné et pour tout ur € R7, nous
avons :

folug) = fo(cR) = fllue)(u, — ) = =5 (e = M2 <0, VLM

Ainsi, I’hypothese I11.20 est bien vérifiée.

Ce test est réalisé sur le domaine quelconque présenté ci-dessus avec un pas size(7) ~ 0.065 et les parametres
suivants : I', = 0.3, 0, = 0.008,¢ = 0.1, 0, = 0.1, ', = 10 et g; = 1. Ces résultats sont donnés au temps ¢ = 0.25 avec

un pas de temps At = 1073,
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Figure II1.11: Influence du parametre h

Les structures paralleles que nous observons lorsque hs; = 0 (cf Figure I11.11a) sont similaires a celles observées dans
[KEM ™01, CPP10] et I’alternance des phases pures confirme bien que la paroi n’attire aucun des deux composants. En
revanche, dans la Figure II1.11c la paroi exerce une attraction sur la phase pure ¢ = 1 (en rouge) ce qui est bien en accord
avec le choix de hs > 0.

II1.8.3 Angles de contact

Rappelons que les conditions aux limites de Neumann imposent un angle de contact entre la paroi solide et I’interface
€gal a 7. Ce cas test illustre I’influence des conditions aux limites dynamiques sur I’angle de contact entre la paroi et

I’interface.
Nous choisissons le potentiel surfacique suivant (introduit initialement dans [Jac00], voir aussi [YZF10, Don12]) :

1> o1+ o9 n cos(fs)
120, 12

ol oy représente la tension de surface entre le fluide 1 (I’'inconnu du modele de Cahn-Hilliard de concentration c) et la
paroi, o4 la tension de surface entre le fluide 2 (celui de concentration 1 — ¢) et la paroi et 6, est I’angle de contact statique
entre I’interface et la paroi (mesuré du c6té du fluide 1) .

Alors, I’équation de Young est vérifiée a 1’angle de contact 6, avec la paroi :

o, cos(fs) = o9 — o1,
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ol nous rappelons que o, est la tension de surface entre les deux fluides et la fonction f, ainsi construite satisfait (ot nous
rappelons que Ay = 60,) :

o1+ 02

At =01 A0 =0 Ans(3) =207 e £0)= i) =0,

Notons que ce potentiel ne vérifie pas ’hypothese de dissipativité (II1.3). Or, d’un point de vue numérique nous
observons que la concentration c reste bornée et donc dans les cas que nous avons considérés cette hypotheése n’intervient
pas en pratique. Nous n’observons donc aucune difficulté supplémentaire (d’un point de vue numérique) lorsque nous
utilisons ce potentiel de surface.

Dans ce cas, la discrétisation semi-implicite du potentiel de surface s’écrit :

x+y cos(fy) 5
d(a,y) = f1 (52 — )
@y)=fil—5" )+ @-9
Nous nous plagons dans les mémes conditions que celles décrites dans les références [YZF10, Don12] (bien que dans
ces articles les auteurs étudient le couplage entre les équations de Cahn-Hilliard et celles de Navier-Stokes), il n’y a donc
pas de diffusion sur la paroi et ¢, = 0. Nous choisissons une condition aux limites stationnaire I', = +oo donc la
condition aux limites (III.4c) se réécrit :

AnOne=—As fl(er);  sur (0,7) x T

Nous nous plagons sur le rectangle 2 = [0, 8] x [0, 4] avec un pas size(T) ~ 0.15 et des conditions périodiques dans
les directions latérales. Nous choisissons les parametres volumiques fixes suivants : une mobilité I', = 0.1, une tension
de surface o, = 0.07 et une épaisseur d’interface € = 0.35. La concentration initiale est une bulle posée sur le bord (cf
Figure II1.12a) donnée par :

O (z,y) = % <1+tanh(§ ( (z —4)* 4y _2>>)

Le pas de temps est d¢ = 0.1 et nous tragons sur les Figures II1.12b et III.12c I’état stationnaire pour différentes valeurs
de 0,.

(a) Concentration initiale b) s = % () 0s = 2?“

Figure III.12: Angles de contact et dynamique de I’interface

Nous observons que 1’angle de contact dans la phase pure ¢ = 1 (en rouge) entre I’interface fluide et la paroi solide
que nous demandons est toujours réalis€ : % sur la Figure II1.12b et %’“ sur la Figure III.12c.

Dans le Chapitre VII nous étudierons un modele couplé Cahn-Hilliard/Stokes pour lequel nous observerons également
(avec le méme potentiel surfacique f,) la dynamique d’angles de contact.

III.9 Conclusion et perspectives

Nous avons proposé dans ce chapitre un schéma de type volumes finis pour 1’équation de Cahn-Hilliard avec des condi-
tions aux limites dynamiques sur un domaine régulier.

D’un point de vue théorique, nous avons montré la convergence des solutions approchées vers une solution faible (et donc
en particulier I’existence de cette solution) du systeme de Cahn-Hilliard. De plus, nous avons présenté une nouvelle es-
timation de translations en espace qui permet directement d’obtenir 1’existence d’une limite dans L>°(0, T, H*(2)) telle
que sa trace soit dans L>°(0, T, H'(T")).

Du point de vue numérique, cette méthode est simple a implémenter du fait de la bonne prise en compte par le schéma
du couplage entre le domaine et sa frontiere et de la géométrie courbe du domaine. Nous avons également présenté des
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résultats d’estimations d’erreur qui permettent de valider ce schéma et des résultats qualitatifs qui illustrent les différentes
propriétés du modele de Cahn-Hilliard en fonction des propriétés physiques de la paroi et des composants.

L’une des perspectives de ce travail serait de démontrer un théoréme d’estimation d’erreur d’ordre 1 en temps et en
espace similaire a celui présenté dans la Section [.5.
De plus, nous avons vu dans la Section II1.8.3 que lorsque nous nous intéressons a la dynamique d’angles de contact, il
n’y a pas de diffusion sur la paroi et donc le coefficient o, que nous avons supposé strictement positif dans ces travaux,
est nul. Or, le fait de supposer o, > 0 nous permet d’obtenir la borne H'! discrete sur la trace des solutions approchées
At (cf Proposition I11.26) et donc d’obtenir que la trace de la limite est bien dans L>° (0,7, H*(T")) (cf Théoreme I11.33
et Proposition II1.35). Une seconde perspective serait donc d’étudier d’un point de vue théorique le cas o, = 0 qui est
d’ailleurs le cas qui nous intéressera principalement lors du couplage avec les équations de Stokes (cf Chapitre VII).
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Partie 2

Stabilité Inf-Sup du schéma DDFV pour le
probleme de Stokes
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L approximation volumes finis du probleme de Stokes est un sujet de recherche actuel et peut étre divisée en deux
familles de méthodes : colocalisées et décalées. Citons par exemple les méthodes de différences finies mimétiques
[BAVGLMO09, BdVL10, BAVLM10], les schémas "Discrete Duality Finite Volume" (DDFV) [Del07, Krel1], les schémas
volumes finis mixtes [DE09], le schéma SUSHI (Scheme Using Stabilization and Hybrid Interfaces) [EHLO6]. Le schéma
décalé le plus célebre est le schéma MAC [HW65, Nic92] sur des maillages cartésiens.

Dans cette partie, nous nous concentrons sur 1’approximation DDFV des équations de Stokes stationnaires. Il s’agit
d’une méthode décalée car 1’approximation du champ de vitesse et celle du champ de pression sont localisées sur des
volumes de controle différents. En fait, pour un maillage cartésien, le schéma que nous proposons ici est équivalent
(excepté sur le bord) a deux schémas MAC découplés écrits sur deux maillages différents et décalés. Par conséquent, la
méthode DDFV pour le probleme de Stokes peut étre considérée comme une possible extension du schéma MAC sur des
maillages généraux.

Le schéma DDFV 2D requiert des inconnues en vitesse a la fois aux sommets et aux "centres" des volumes de
contrdle. Ces deux ensembles d’inconnues permettent de reconstituer des opérateurs de gradient discret bidimensionnel
(défini sur de nouveaux éléments géométriques appelés mailles diamants) et de divergence discrete qui sont en dualité,
au sens discret, ce qui donne son nom a la méthode. Cette approche a été introduite dans [Del07] mais certains points
importants de 1’analyse n’ont pas été traités, comme la question de la stabilité Inf-Sup uniforme de la méthode qui est le
sujet principal de notre travail.

Notons que, pour surmonter ces difficultés dans 1’analyse, I’auteur de [Del07] propose une formulation tourbillon-
vitesse-pression du probleme de Stokes et alors d’approcher la vitesse sur les mailles diamants et la pression a la fois
sur les sommets et les centres des mailles primales. Cette approche duale ne semble pas étre adaptée aux conditions aux
limites de Dirichlet ou a des problemes plus généraux comme le probleme de Stokes multifluides pour lequel la viscosité
n’est plus constante sur {2. C’est la raison pour laquelle nous pensons que I’étude de la méthode DDFV en utilisant la
formulation naturelle vitesse-pression est toujours un sujet important.

Afin de surmonter les difficultés dues a 1’absence, a I’époque, d’une inégalité Inf-Sup discrete appropriée pour la
formulation DDFV naturelle, il a également été proposé dans [Krel1] d’ajouter un terme de stabilisation dans 1’équation
de conservation de la masse. Avec cette technique de stabilisation habituelle, une analyse complete du schéma a été
donnée. Cependant, il a été observé numériquement dans cette référence que des approximations tres précises peuvent
étre obtenues sans stabilisation (ou du moins avec des parametres de stabilisation tres petits).

Ceci est notre principale motivation, dans cette partie, pour aller plus loin dans 1’analyse de la stabilité Inf-Sup du
schéma DDFV (non-stabilis€¢). Ce schéma est facile a implémenter sur des maillages généraux (avec seulement une
boucle sur les mailles diamants), posseéde un stencil raisonnablement petit, est sans parametre et posseéde la structure
algébrique standard de point-selle bien adaptée a de nombreux solveurs itératifs et préconditionneurs. De plus, en utilisant
les résultats de stabilité Inf-Sup démontrés dans cette partie, 1’analyse d’erreur présentée dans [Krel1] peut directement
étre appliquée au schéma non-stabilisé. Nous ne considérons ici que le cas 2D, mais il est intéressant de noter que les
schémas DDFV ont été étendus avec succes au cas 3D dans [CH11, CPRT09, Her07, ABHK12] pour des équations de
diffusion scalaire linéaire anisotrope et dans [KM12] pour le probleme de Stokes.

La question de la stabilité Inf-Sup a été largement étudiée dans le cadre des approximations de type éléments fi-
nis/Galerkin conformes et les résultats principaux dans ce domaine peuvent étre trouvés dans [BF91, EG04, GR86]
par exemple; voir aussi ’article [BBFO8]. Dans de nombreux cas, la stabilité Inf-Sup peut étre analysée en prouvant
I’existence de 1’opérateur, appelé opérateur de Fortin, tel que présenté initialement dans [For77].

Cette stratégie a été par exemple utilisée avec succes pour 1’élément de Crouzeix-Raviart [CR73] ou 1’élément (mini)
P'+bulle/P! [ABF84]. Pour I’élément généralisé de Taylor-Hood P2 /P! ou son équivalent linéaire PlisoP? /P!, une
adaptation de la méthode de Fortin est nécessaire [Ver84]. Les preuves données dans cette partie peuvent en fait &tre vues
comme des adaptations au cadre DDFV des idées de Verfiirth, méme si notre approximation du champ de pression n’est
pas continue.

En ce qui concerne les méthodes de Galerkin discontinues (voir [DPE12] pour une étude plus détaillée de cette classe
de méthodes), nous pouvons citer par exemple [CKSS02] ou la méthode LDG en variables vitesse-vitesse gradient de
pression est analysée en détail, en particulier ses propriétés de stabilités Inf-Sup. Puisque cette méthode est localement
conservative, elle peut étre vue en un certain sens comme une approximation volumes finis d’ordre élevé. Cependant,
cette méthode nécessite un terme de stabilisation de la pression dans 1I’équation de conservation de la masse. Une autre
méthode DG en formulation vitesse/pression sans stabilisation de la pression (au moins sur des maillages simplexes) est
analysée dans [GRWO05]. Aucune de ces méthodes ne peut prendre en compte des maillages généraux sans stabilisation de
la pression contrairement a la méthode DDFV présentée ici. C’est une caractéristique importante des méthodes décalées.

Cette partie est organisée comme suit. Dans le Chapitre IV nous rappelons d’abord le cadre DDFV, puis nous in-
troduisons le schéma DDFV pour le probleme de Stokes, nous définissons la constante Inf-Sup discrete associée et nous
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décrivons une méthode numérique permettant de la calculer. Dans le Chapitre V nous étudions d’un point de vue théorique
et numérique si la propriété de stabilité Inf-Sup est satisfaite pour différentes familles de maillages. Nous obtenons des
comportements différents qui dépendent de la géométrie particuliere des mailles. Dans la Section V.1, nous étudions trois
exemples de familles de maillages pour lesquelles nous sommes en mesure de prouver la stabilité Inf-Sup incondition-
nelle du schéma et nous présentons des illustrations numériques de ces propriétés. A I'inverse, dans la Section V.2, nous
prouvons que pour d’autres familles de maillages (de type cartésiens), la stabilité Inf-Sup n’est pas vérifiée. Cependant,
nous pouvons fournir une description précise de cette instabilité en établissant qu’il existe un seul mode instable de sorte
que la stabilité Inf-Sup est vérifiée si nous imposons aux champs de pression d’étre orthogonaux au mode instable. Cela
semble expliquer pourquoi, dans ces cas 13, I’instabilité Inf-Sup du schéma est suffisamment faible pour que les propriétés
de convergence de la méthode soit préservées méme sans stabilisation comme cela a été observé dans [Krell].

L’idée générale sous-jacente de notre analyse est de construire une sorte d’approximation de 1I’opérateur de Fortin, car
la construction d’un véritable opérateur de Fortin semble compliquée, en particulier pour des maillages non conformes
(voir Propositions V.1 et V.12).

Enfin, dans la Section V.3 nous présentons plusieurs résultats numériques pour vérifier si la stabilité Inf-Sup est
vérifiée ou non pour différentes familles de maillages pour lesquelles nous ne sommes pas encore en mesure de fournir
des résultats théoriques. La conclusion de cette étude est que le schéma DDFV semble €tre tres robuste en ce qui concerne
la propriété de stabilité Inf-Sup.

Ce travail a été accepté pour publication dans Mathematics of Computation et a été réalisé en collaboration avec F.
Boyer et S. Krell [BKN14a].



123

Chapitre IV

Méthode numérique pour le calcul de la
constante Inf-Sup discrete

Le but de ce chapitre est de décrire la méthode numérique utilisée dans le Chapitre V pour étudier le comportement de la
constante Inf-Sup discrete du schéma DDFV pour le probleme de Stokes et ainsi la stabilité Inf-Sup de ce schéma.

Nous commencgons par rappeler les définitions et notations associées a la méthode DDFV (Section IV.1) puis dans
la Section I'V.2 nous introduisons le schéma DDFV pour le probleme de Stokes et nous définissons la condition Inf-Sup
discrete associée. Apres avoir réécrit le probleme sous forme matricielle (Section IV.3.1) nous décrivons dans la Section
1V.3.2 la méthode numérique utilisée pour calculer la constante Inf-Sup discréte pour un maillage donné. La Section V.4
est dédiée a I’implémentation du calcul de la constante Inf-Sup discrete avec le logiciel Scilab.

Dans toute la suite de cette partie, {2 est un ouvert borné, connexe et polygonal de R?.

IV.1 Description générale du cadre DDFV

IV.1.1 Définition des maillages DDFV

Considérons deux vecteurs a, b de R?, nous notons a-b = *ab € R leur produit scalaire euclidien, a®b = a’b € My (R)
leur produit tensoriel et a A b = det(a, b) € R leur produit vectoriel. De plus, e, = (1 0) et e, = ‘(0 1) forment la
base canonique de R

Pour deux matrices &, & € Ms(R), nous notons (¢ : ) = Tr ("¢ €) € R leur produit contracté et [¢| = (£ : £)'2 la
norme associée.

Les maillages Nous rappelons ici les notations principales et les définitions des maillages DDFV décrites dans [ABHO7].
Un maillage DDFV 7T est constitué d’un maillage primal 9t U 990t et d’un maillage dual 20t* U 091*. L’exemple d’un
domaine carré avec un maillage primal localement raffiné est donné sur la Figure IV.1.

Le maillage primal (intérieur) 9 est un ensemble de polygones disjoints U C 2 appelées mailles intérieures telles
que UK = Q. L’ensemble 990 désigne les arétes des volumes de controle du maillage 9% qui sont incluses dans 9 qui
sont considérées comme des volumes de controle dégénérés.

¢ A chaque volume de contrdle /U € 931, nous associons un point . Plusieurs choix sont possibles, dans toute cette
partie nous supposerons que . est I’isobarycentre de la maille «.

* Pour tout volume de controle dégénéré IC € 090, nous associons le point x, égal au milieu de la maille k.

Cette famille de points est notée X = {z,, K € MU IM}.
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Figure IV.1: (Gauche) Le maillage primal 20t U 090; (Droite) Le maillage dual 99t U 090t*.

Remarque IV.1

Contrairement a la partie précédente, ici nous n’imposons pas de condition d’orthogonalité entre les centres de deux
mailles voisines.

Nous désignons par X* I’ensemble des sommets des volumes de contrdle du maillage 90t et nous le décomposons
de la maniere suivante X* = X*, U X7, ou X, NoQ = Pet X}, C 00. A chaque point z- € X, (respec-
tivement z,- € XJ,,), nous associons le polygone K* € 9" (respectivement * € O91*) dont les sommets sont
{zc € X, tels que 2~ € K, K € M} (respectivement {x -} U {zx € X, telsque z,c« € X, K € (MU OM)}) et con-
struit en respectant le sens horaire des volumes de contrdle correspondants. L’ensemble des mailles X* ainsi construites
permet de définir I’ensemble 9t U 09t* des mailles duales.

Pour toutes mailles primales x et £, nous supposons que dk N Jc est soit vide, soit un sommet commun, soit une
aréte du maillage primal notée ¢ = x|c. Nous notons £ ’ensemble des arétes de ce maillage. Nous notons également
o* = k*|c* une aréte du maillage dual et £* I’ensemble des arétes du maillage dual.

Les maillages primal et dual étant définis, nous introduisons le maillage diamant D tel que 2 = DU@ﬁ. L’ensemble des
€

mailles diamants » € ® est défini de la maniere suivante : la maille D, ,- est le quadrilatere dont les diagonales sont
I’aréte primale 0 = |2 = (zx+,x.~) et I'aréte duale correspondante o* = x*|2* = (2, x,) (cf Figure IV.2). Notons
que les mailles diamants ne sont pas nécessairement convexes. Si o € £ N 901, le quadrangle D, ,- dégénere en un
triangle.

Notations Pour tout volume de contrdle IC € 9t U 99, nous notons :
e m, la mesure de la maille x,
e & I'ensemble de ses arétes (si K € ) ou le singleton {x} si K € oM.
¢ O, ={D,, €D, 0 €&},
e h, son diametre.

Nous utilisons également les notations duales correspondantes : m,cx, Excx, D icx et hycx.
Pour la maille diamant = D, .- dont les sommets sont (T, T+, T, Z.~) (cf Figure IV.2), nous définissons :

e m, lalongueur de I’aréte primale o,

e m,~ la longueur de I’aréte duale o*,

e 1., la normale unitaire a o orientée de x vers x .,

e 1, =,. la normale unitaire a o* orientée de .~ vers x .-,
e h, son diametre,

® M Sa mesure.
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Figure IV.2: Notations d’une maille diamant D

Nous définissons ©.,; comme I’ensemble des mailles diamants dont un des c6tés est inclus dans 9€); I’ensemble des
diamants intérieurs est alors noté D;,,; = D\ Dyt.

Mesure de régularité du maillage Le pas du maillage size(7T ) est le maximum des diamétres des mailles diamants
p € ©. Nous introduisons un nombre positif reg(7) qui mesure la régularité d’un maillage donné et qui est utilisé pour
effectuer I’analyse de convergence de schémas volumes finis :

M, 1M+ h R
reg(7) := max [ N,N*, max ———7 max —, max ,
DED  Mp Kem h, ' krem*uom* hp
DED DED jox
(IV.1)
hp hy

max , Inax

DeED /mp K* emt*uam»« «/ Mer KEM /M

ol NV et N'* sont respectivement le nombre maximal d’arétes que peut comporter une maille primale et le nombre maximal
d’arétes incidentes & un sommet. Le nombre reg(7") doit &tre uniformément borné lorsque size(7) — 0 pour obtenir les
résultats de convergence.

IV.1.2 Inconnues discretes et projection moyenne

La méthode DDFV pour le probléme de Stokes fait intervenir des inconnues décalées. Nous associons a chaque maille
primale K € 9t U O une inconnue u,. € R? pour la vitesse, 2 chaque maille duale K* € 9t* U 99 une inconnue
u,- € R? pour la vitesse et 2 chaque maille diamant » € ® une inconnue p,, € R pour la pression. Ces inconnues sont
rassemblées de la maniére suivante :

Uont = (uK)Kesm
_ Upm = (uK))cgagm 2\ 7T _ )
o= U = (llrc*) *com* < <R ) et po = ((pD)DE’D) eR™.
s+ = (uic*))c*eafm*

Nous introduisons un sous-ensemble de (R2) T qui permet de prendre en compte les conditions aux limites de Dirichlet,
Eg = {uTG (Rz)Ttel que uggn = 0 et uggy~ = 0} .

Nous définissons maintenant la projection moyenne pour tout champ de vecteurs v € (Hg (2))? :

Prv = <<1/v(x)dx> ) , PMy = (< 1 / v(q;)dx) ) . (Iv.2)
My J cem My Jiex K* eom*

Nous rassemblons finalement ces projections en utilisant la notation suivante :

PXv

Prv = po-, | €Eo. Ve (@) (IV.3)

0
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IV.1.3 Définitions des opérateurs discrets

Dans cette section nous définissons les opérateurs discrets dont nous aurons besoin pour écrire et analyser le schéma
DDFV.
Définition IV.2 (Gradient discret d’un champ de vecteurs)

Nous définissons I’opérateur de gradient discret V® qui envoie un champ de vecteurs de (]R2)T vers un champ de
matrices de (Mx(R))® de la maniére suivante :

1

VPu, =
ur 2mp

[Mmy(us — ) @ Hox + Mox(Wpx — Ugex ) @ igryex]|, VD € D,

pour tout Uy € (R2) T

Définition IV.3 (Divergence discréte d’un champ de vecteurs)

o . . NN . D . . T
Nous définissons I’opérateur de divergence discréte div™ qui envoie un champ de vecteurs de (RQ) vers un champ
scalaire de R® de la maniére suivante :

1

divPu, = Tr (VPu,) = T

[m, (U — W) - fgr + Mo (Upx — Wiex ) - Tgrpex] , VD €D,

pour tout Uy € (RQ)T.

Définition I'V.4 (Divergence discréte d’un champ de matrices)

Nous définissons 1’opérateur de divergence discréte div” qui envoie un champ de matrices de (M3(R))® vers un
champ de vecteurs de B de la maniere suivante :

. 1 S
diviés = — 3 m, Tk, VK €M,
M DG,U* EDx
- 1 .
div®ép = My EPDgxjen, VIO € IN*,

Mic* D, €D ycx

pour tout &5 € (Ma(R))®.
Pour pouvoir écrire le schéma DDFV sous forme plus condensée, nous définissons la divergence discréte sur le
maillage primal et sur le maillage dual par :

div™én = (diveén) div™ & = (div ¢ép)

Kem)? K*em* "

o~
[N

finition I'V.5 (Gradient discret d’un champ scalaire)

Nous définissons I’opérateur de gradient discret V7 envoyant un champ scalaire de R® vers un champ de vecteurs

de Eq de la maniere suivante :
V7ps =div7 (poId), Vps € R®.

Remarque IV.6

Nous insistons sur le fait que, par définition, div’” &g et V" py sont imposés égaux a 0 pour les mailles duales du
bord K* € 09*.

En résumé, nous avons introduit quatre opérateurs :
VE (R = (Ma(R)?,
div® : (R?)” — R?,
div” : (M2(R))® — E,
V7 :R® = E,.
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IV.1.4 Produits scalaires discrets et normes associées

Tout d’abord, nous définissons les trois produits scalaires de type L?-discrets suivants :

1
[[uTva]]T =z ( Z MUk * Vi +Z M= Use*- VK.") , Yur, vy € B,

2 \cem o< €M+
(pDan)Q = Z@mDpDQDa VDo, o ERQa
DE
(€% :9%)p = 3, mo(€”: ), VER, 97 € (Ma(R))®.

Nous pouvons alors définir les normes correspondantes :

HUTHT,Q = [[uTvuT]]gv Yur € Eo,
1
Hp@”@,Q = (pDap’D)%7 va S Rga
1
€200, = (€2 :€2)3, V€T € (Ma(R))®.

La formule de Stokes discrete ci-dessous est vérifiée, donnant ainsi son nom a la méthode (voir par exemple [ABHO7,
DOO05]).

Théoreme IV.7 (Formule de Stokes discrete)

Pour tout £° € (M3(R))®, u, € Ey, nous avons :

[div7e® ur]y = —(€7 : VPur)o.

Nous rappelons finalement (voir par exemple [ABHO7]) que v+ € Eg > [[V®v||o 2 est une norme dans Eq (vérifi-
ant une inégalité de Poincaré appropriée) et qu’il existe C; > 0 dépendant seulement de reg(7) telle que ’estimation de
stabilité suivante soit vérifiée :

IVP7 vl < Cullvlim, ¥ € (HA(@)2 (v4)

IV.2 Modéele de Stokes et condition Inf-Sup

IV.2.1 Le probleme de Stokes

Nous nous intéressons a une approximation volumes finis du probleme de Stokes incompressible 2D suivant : Trouver le
champ de vitesse u : 2 — R? et la pression p : 2 — R tels que :

—Au+Vp = f, dans(Q,
divu = 0, dans(, (IV.5)
o 1
u = 0, surd, m(p) o / p=0.
Ma Ja

Nous supposons que f est une fonction de (L?(£2))? et nous notons myg, la mesure de €.
Rappelons que le caracteére bien posé de ce probleme est li€ a la validité de 1’inégalité suivante appelée inégalité

Inf-Sup (ou LBB),
inf ( sup b(v’p)> >0, (IV.6)

PELF(Q) \ve(HE(2))? vz llpllze

ou b(v,p) = /p(divv) et L3(Q) = {p € L*(Q) : m(p) = 0}. Cette inégalité est connue pour étre équivalente a

Q
I’existence d’un inverse a droite continu de 1’opérateur de divergence comme indiqué dans le résultat suivant (cf [GR86,
BF13)).

Proposition IV.8

1l existe un opérateur linéaire continu 11 : L3(2) — (HJ (Q2))? tel que

div(Il(p)) = p, Vp € L§(Q).
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Avant de donner 1’approximation DDFV du probléme de Stokes expliquons brievement pourquoi nous n’utilisons pas
le schéma VF4 décrit dans la Partie précédente. Pour construire le schéma VF4 associé au probleme de Stokes (IV.5) nous
intégrons le bilan de quantité de mouvement sur chaque maille }C € 901,

m/cf)cdéf/f:/(_Au'i'vP): > /(—vu'ﬁmc + piigi) -
K K o o

EEx

def—
=Fr,o(u,p)

Alors, pour pouvoir approcher le flux exact F ,(u, p) sur chaque maille K € 90 il semble naturel de considérer les
inconnues discretes suivantes :

U = (U)o € (Rz)m et pe=(p,), s € RE,
et d’approcher le flux exact F,Cm(u, p) par le flux approché :

def U,

u —
F;c,a(llzmvps) = —m, = + PoMeNiycr.

d)c,a

Cela conduit naturellement a définir 1’opérateur de gradient de pression discret suivant :

1 ~
(vgps)lc = — Z MePoNyce-
M €€k
Or pour obtenir un schéma stable, bien posé et pouvoir démontrer des résultats de convergence il est nécessaire de définir
I’opérateur de divergence discret comme 1’adjoint de 1’opérateur de gradient, c’est a dire :
2

(div™ugy), = = (uy —uy) - fige-
KL

Ainsi, nous pouvons mettre en évidence deux problemes majeurs si nous effectuons une approximation VF4 du probleme
de Stokes :

» Cet opérateur de divergence discret n’est pas consistant car il ne tient compte du champ de vitesse que dans une
direction, celle de la normale. C’est donc une approximation incomplete de 1’opérateur de divergence.

* Pour un maillage cartésien, avec cette définition, le vecteur ugy = 0 est I’unique champ de vecteurs a divergence
nulle qui s’annule sur la frontiere. Ceci signifie qu’il y a trop de degrés de liberté en pression par rapport aux degrés
de liberté en vitesse.

Il est donc nécessaire d’utiliser des méthodes un peu plus complexes lors de 1’analyse numérique du probleme de
Stokes. Nous avons choisi d’utiliser le schéma DDFV qui a notamment pour avantages de ne plus imposer de condi-
tion d’orthogonalité au maillage et de pouvoir traiter des maillages non-conformes.

IV.2.2 Approximation DDFV du probleme de Stokes

Le schéma DDFV pour le Probleme (IV.5) s’écrit :
Probleme IV.9

Trouver u, € Eg et py, € R® tels que :

div™ (=V®u, + pold) = £,
div™ (~V®u, + pold) = £,
div®u, =0,

m(pz) = Z mppp = 0,
DED

aIv.7)

avec £ = P2 f et £ = P22 f, ol les projections sont définies par (IV.2).

Formellement, pour obtenir ce schéma nous intégrons le bilan de quantité de mouvement du probleme (IV.5) sur le
maillage primal intérieur 91 et sur le maillage dual intérieur 90* et I’équation de conservation de la masse sur le maillage
diamant ©. Les flux de masse et de quantité de mouvement sont alors approchés en utilisant les gradients DDFV définis
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dans la Section IV.1.3. La condition aux bords de Dirichlet homogene est imposée sur 09 et O9* grice a la définition
de I’espace Eg.

Nous tenons également a souligner qu’en pratique 1I’'implémentation de ce schéma est facile car, pour tout type de
maillage, chaque flux numérique devant étre évalué dans I’équation de quantité de mouvement dépend, tout au plus, de
quatre inconnues de vitesse. En outre, la matrice du systeme (cf Section I'V.3.1) peut étre assemblée diamant par diamant
(cf Section IV.4), c’est a dire aréte par aréte du maillage primal.

Dans [Del07] I’auteur montre que, pour un maillage triangulaire (a angles aigus) ou un maillage de rectangle non-
conforme, le Probleme IV.9 possede une unique solution. Cependant, méme dans ce cas, aucune estimation de stabilité
n’a été démontrée, c’est la raison pour laquelle nous nous intéressons ici a 1’étude de la condition Inf-Sup discrete pour
ce schéma.

IV.2.3 La constante Inf-Sup discrete
Etant donné 7 un maillage DDFV, nous définissons la constante Inf-Sup discréte 8 associée au schéma (IV.7) de la

maniere suivante :
. bT(VT7p©)
B+ = inf sup ) (IV.8)
T poeR® \vrek, IVPVrlo2lps — m(ps)lo.2

oll nous avons noté :
bT(VT»PD) = (diV@VT»PD)ﬁD = _HVTa VTpZD]]Tv Vv € Eg,Vpy € R©~ (Iv.9)

Pour un maillage donné 7, nous savons que le schéma (IV.7) est bien posé si et seulement si nous avons 3, > 0
(voir par exemple [EGO04]). En fait, puisque le probleme est posé en dimension finie, il est facile de voir que 8 = 0
si et seulement si, il existe un mode de pression non nul py, tel que m(ps) = 0 et V7 py, = 0. Dans ce cas, le couple
(v+ = 0,ps) est une solution non triviale du Probleme IV.9 avec 0 comme terme source, ce qui prouve que le schéma
n’est pas bien posé.

Pour une famille de maillage telle que size(7) — 0, nous savons que le schéma est stable si et seulement si

liminf B, > 0. (IV.10)
size(T)—0

En supposant que cette propriété est vérifiée, il est tres facile d’adapter les preuves des estimations d’erreur données dans
[Krel1] pour obtenir un résultat de convergence de notre schéma sans terme de stabilisation.

Le but de cette partie est donc d’étudier d’un point de vue théorique et numérique, si la condition de stabilité (IV.10)
est vérifiée ou non pour divers types de familles de maillages. Nous allons voir que les résultats dépendent de la géométrie
particuliere des mailles, en particulier pour des maillages non conformes, qui est un cas particulierement intéressant pour
I’application de la méthode DDFV.

IV.3 Calcul de la constante Inf-Sup

Dans cette section, nous décrivons une méthode pratique pour calculer numériquement, pour un maillage donné, la con-
stante Inf-Sup discrete (IV.8) associée au schéma DDFV pour le probléme de Stokes. Le point clé est de relier la valeur
de 5+ aux valeurs propres d’une matrice appropriée.

IV.3.1 Reformulation sous forme d’un probléme de valeurs propres

Pour étre plus précis, nous définissons N = Card(T), No = Card(®D), nous notons (-, -) le produit scalaire euclidien
sur les espaces R2NT et RVo et | - | les normes euclidiennes associées. Nous allons réécrire (IV.7) et (IV.8) au moyen des
matrices suivantes :

* La matrice de rigidité R, € My, (R) telle que pour tout u, € (RZ)T,

((fm,cdiv'c(vg ur))
Uomn

((—m,c*div’c* (VPu,))
UHt *

)cesm)

1
R7—u7— = §

ic*ezm*)
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Remarquons que R satisfait :
(Rrur,vy) = (VPu,r: Vovi,)o, Vu, € (RQ)T Vv € Eo.

De plus, la matrice R, envoie Eq dans Eq et est symétrique définie positive sur Eq. Par conséquent, B! et Rf 1/2

sont des opérateurs bien définis qui envoient [E; sur lui-méme.
 La matrice de divergence By + € My, 2n, (R) telle que pour tout uy € Eg, pg € R?,

<BD,Tu’T7p3> = bT(uTap®)~

Notons que

((_m’cvmpi’))cesm)
0

1
By rur = ((deiVDuT)'DE’D> et tB@,TP@ = B ((fm,c*V’c*pg) )
K*em*

0
Observons que, par construction, tBD’TpQ € [y pour tout py, € R®.
* La matrice (diagonale) de masse en pression M, € My, (R) telle que pour tout ps, go € R?,

<M2p®7Q:D> = (pzqu)@-

La formulation matricielle du schéma (IV.7) s’écrit alors : Trouver u, € (RQ)T et ps € R® tels que
(o o) Gr) = (%)
By r 0 Do 0 (IV.11)
<M©p®7 1®> =0.
En utilisant les matrices définies ci-dessus, nous pouvons maintenant reformuler (IV.8) de la maniere suivante :

B
By = inf ( sup < D’TlvT’pD> T ) .
po ER? vreky (Rrvy, vr)2 (Mops,pso)?

(Mopo,lo)=0

(Iv.12)

Nous montrons dans le lemme suivant que, pour un maillage donné 7, calculer 5, revient a résoudre un probleme
de valeurs propres approprié (cf [Mal81] et [BF91, Section II.3]). Nous résolvons ensuite ce probleme en utilisant une
méthode d’itération de sous-espaces avec projection de Rayleigh-Ritz (cf Section IV.3.2). Nous sommes alors en mesure
de calculer la valeur réelle de 3 pour différents maillages et ainsi d’étudier les propriétés de stabilité Inf-Sup du schéma
DDFYV, y compris dans le cas ou I’analyse théorique fait défaut.

Notation: A partir de maintenant, pour toute matrice carré réelle M possédant des valeurs propres réelles, nous
définissons \; (M) comme la i*™ plus petite valeur propre de M.

Lemme IV.10 (Relation avec le complément de Schur)

La constante Inf-Sup discréte 3 satisfait B2 = \a(So ), oit S est la matrice symétrique définie par :

_1 -1
So = M QBD,TR;ltBE,TM’D ? € My, (R).

Remarque I'V.11

1
Si nous posons p, = M3 14 nous avons Sy ps = 0, donc la plus petite valeur propre de la matrice So est toujours

)\1(59) - 0
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1
Démonstration : Effectuons le changement de variable u = R#v, € Ej dans (IV.12), alors :

<B9,TR;§UT7PQ >
Br = inf sup

1 1
po €ER® ur€ko <u7—, 117—> 2 <M®p9ap9> z
(Mopo,19)=0

_1
1 <uTa R, 2tB®,TP®>
= infD ———— | sup |
poER M. , 2 ur€eky ur
<M®P®>1®):0< =P p©>

-1
‘RT 2 tBD,Tp@ ‘
poER ML , 2
(Mopo,l9)=0 < oPo p®>

1
Considérons maintenant 32 et effectuons le changement de variable g, = M2 p,, nous obtenons :

By BBy 1, ;

87 = infg < o, 7 s :o,Tlps p9> — jnfD <iiqi’|’2q®> IV.13)
R 3 T f .
<M§§@€,1®>:O <M®p©7M9p©> ao€ °

(M2 qo,1)=0

Ainsi, en utilisant la Remarque 1V.11, nous avons effectivement montré que 32 est la seconde plus petite valeur propre de
la matrice Sy. [ ]

IV.3.2 Méthode de Rayleigh-Ritz

Nous décrivons ici la méthode numérique utilisée, en pratique, pour calculer la constante Inf-Sup discrete associée & un
maillage donné. En fait, ce qui nous intéresse est le calcul des & plus petites valeurs propres du complément de Schur S5,
avec k choisi raisonnablement petit. En effet, lorsque nous étudions le cas d’un maillage Inf-Sup instable (cf Section V.2),

c’est a dire lorsque A2(S5) ————— 0, nous voudrions connaitre le nombre de mode instables. Nous sommes donc
size(T)—0

intéressés par le comportement des valeurs propres A3(Ss ) et A4 (S5 ) par exemple.
Nous utilisons une méthode d’itération de sous-espaces avec projection, décrite par exemple dans [Saa03], qui permet
de calculer les & plus petites valeurs propres d’une matrice symétrique. Cependant, numériquement le calcul de la matrice

My ? est trés coliteux, nous voudrions donc éviter ce calcul. Notons que les valeurs propres de la matrice Sy, sont les
mémes que celles de la matrice S, = MngQ,TR;”BQT € My, (R) qui n’est plus symétrique.

Nous supposons ici que 5 > 0, c’est a dire que le schéma DDFV pour le probleme de Stokes est bien posé sur le
maillage 7. Si ce n’est pas le cas, une version adaptée de la méthode décrite ci-dessous (que nous ne décrirons pas ici)
doit étre utilisée. Notons que parmi tous les maillages que nous considérons, le seul pour lequel 3 = 0 est le maillage
cartésien uniforme (cf Théoréeme V.8).

Algorithme de calcul des valeurs propres A\ (Ss ), ..., A\g+1(So) ¢
1. Choisissons Qo = [g}, ..., %] € My, 1(R) tel que :
(Magy,qh) =0, V(i,j) €{l,....k}i#]
et _
(Moqh,15) =0, Vie{l,... k}, (IV.14)
ol 1, € R® est le vecteur constant égal 4 1.
Ceci est obtenu en réalisant une procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt standard.

2. Nous cherchons Py = [pl,...,pk] € My, k(R) tel que SoPs = Qx.

D

Cela revient a résoudre k problémes de Stokes discrets de la maniére suivante :

(BI?T tBS)’T) (I;;) - (—M(;%)’ (IV.15)

(Moplh,10) =0, Vie{l,... k}.

Remarquons que cette matrice de Stokes n’est pas inversible. La condition (IV.14) assure I’existence et I’unicité de
la solution.
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3. Nous réalisons un processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt sur les colonnes de la matrice P, pour le

produit scalaire associé a la matrice de masse M. Nous obtenons Qo € My, 1 (R) et ReM i,k (R) triangulaire
supérieure telles que :

"0uM.00=1d e Py=QoR (IV.16)

t —~— ~ o~
Nous pouvons maintenant introduire la matrice symétrique C = Qo M5S5Qo € My i (R).
Or, Sy = M3'By +R7' B, ; donc,

Lt~ ¢ —
C= QDBB,TR;I BQ,TQ©7
et en utilisant la seconde égalité de (IV.16), nous obtenons :
t o~ ~
C= QDBQ,TR;l (tBD,TP®> R_l-
Ainsi, le probléme de Stokes (IV.15) permet finalement d’écrire :
t~ ~
C= QBy, R (—~R,U;)R™*
t—~— ~
- Q@ (B’D,TUT) Ril

= _t@; (_M’DQQ) R_l
'QoMaQu R

Cette nouvelle expression de C' ne contient plus la matrice R, mais simplement la matrice plus petite R qui peut
étre explicitement inversée et donc C peut facilement étre calculée.

Nous calculons maintenant les vecteurs propres Y et les valeurs propres A(C') de la matrice C. La matrice C' étant
de petite taille (C' € My, ,(R) avec en pratique & plus petit que 10), nous pouvons utiliser un solveur quelconque
pour ce calcul, celui de Scilab par exemple (avec la commande spec).

Notons D la matrice diagonale dont les coefficients sont les valeurs propres de la matrice C' associées aux vecteurs
propres Y (c’est a dire tels que C'Y = Y D) et posons ()5 = Q)5 Y. Alors,

t—— —
tQDMDQQ = tY QDMQQDY = Id,

et
~ t— —
tQDMDSfDQB = tY QQBD,TR;ltBE,TQQY = tYCY =D.

Remarquons que pour pouvoir itérer ce processus, il reste a vérifier que le vecteur ()5 ainsi construit satisfait bien
la condition (IV.14) :

* Notons &g € R® (i € {1,...,k}) les vecteurs colonnes de la matrice () ,. Commengons par montrer
(Magh,15) =0, Yie{l,... k}.

Notons (77,5)1<1,j<k les coefficients de la matrice E, alors la définition des matrices Q5 et R implique,

Pig = IZ Tl,iqlg = <Mgpi,, ly) = IZ 7"l,i<M©qlzv lo), Vie{l,... k}
=1 =1

Le résultat se déduit alors facilement par récurrence en remarquant que les coefficients diagonaux de la matrice
R sont strictement positifs.

* Notons y* = (y})1<i<ns les vecteurs colonnes de la matrice Y, alors la définition de @) implique :

YiMogh,15) =0, Vie{l,...,k}.

7 —~

N .
0y = l;yfqé = (Moqy,1s) =

1
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7. Nous itérons ce processus jusqu’a ce que le critere d’arrét suivant soit vérifié :

1A (C) = Aj(Coaia)
1A (O]

<tol, Vje{l,-- Kk},

ou C,q est la matrice C calculée a I’itération précédente et tol > 0 est une tolérance fixée que nous avons définie.

A la fin de cet algorithme, les valeurs propres de la matrice C' sont des approximations de A2 (Ss), ..., Ag4+1(So ).
Remarque IV.12

1
Considérons un vecteur propre py associé a la constante Inf-Sup B+, alors le changement de variable q5 = M2 py
1

dans la démonstration du Lemme V.10 implique que le vecteur M2 ps, est un vecteur propre de la matrice S5 associé
a la valeur propre 3%. De plus, I’équivalence suivante est satisfaite :

1 _1
qo vecteur propre de Sy < MngQTR;”BDj (M2 2%) = (MD qu)
1

& po = My 2 qo vecteur propre de S .

Ainsi, cet algorithme nous fournit également une approximation du mode propre associé a la constante Inf-Sup. Cela
nous sera utile pour tracer, si besoin, les modes instables du probleme de Stokes discret.

IV.4 Quelques remarques sur 'implémentation

IV.4.1 Construction des matrices

A partir de la structure mesh définie dans la Section 1.6 nous pouvons construire les matrices définies dans la Section
IV.3.1 en les assemblant diamant par diamant. Pour cela, pour tout * € 2* U 091", nous avons besoin de définir la
normale unitaire a une aréte duale o* sortante a XC*. Ainsi, pour ’aréte numéro k nous ajoutons I’information suivante
dans la structure me sh : Normale unitaire au segment [z, x| allant de 2+ vers x .+,

mesh.aretes (k,_NS_KSLS_X),mesh.aretes (k,_NS_KSLS_Y)

Rappelons les définition des matrices de rigidité R et de divergence By -, pour tout u, € (RQ)T nous avons :

S —m,VPur - fige
Po,a €DK Kem

1 u .
Rru, = 5 om et By ur = ((mpdivius)peg)-
<< > —my-Vour - ﬁc*m*) >
K*em™

Po,o* €D

Uoon+
Nous introduisons donc les flux suivants :
2 2
m MMy _, R M
flux NN = 7, flux_NNS = flux_NSN= ——gx ' Ng*x*, Llux_NSNS =
2mp 2mop 2mp

et la Définition V.2 du gradient discret permet d’écrire pour tout u, € (R?)", p € D :
—m,VPur g = flux_NNx* (ue — uz) + £1lux_NNS * (Wex — Uz ),
—M s VPUr - Bgrper = £1Ux_NSN* (U —uz) + £1ux_NSNS * (Ugx — Upx).
De plus, la Définition IV.3 de la divergence discréte donne pour tout u,- € (R?) " peD:
mpdiviu,r = flux_N(uz — ux) + £1ux_NS(Ugx — Ugex),

ol nous avons noté : 1
flux_N = §m(,f1't.,,C et flux_NS = imd*ﬁa*,c*.

Nous construisons alors la mesure des diamants me sD et le produit scalaire entre les normales primale et duale N_sca_NS:
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mesD=mesh.aretes (:,_MES_K_KS)+mesh.aretes(:,_MES_K LS)...
+mesh.aretes (:, _MES_IL_KS)+mesh.aretes(:,_MES_L_LS);

N_sca_NS=mesh.aretes (:,_N_KL_X) .xmesh.aretes(:,_NS_KSLS_X) ...
+mesh.aretes (:,_N_KL_Y) .+*mesh.aretes (:,_NS_KSLS_Y);

nous pouvons ainsi définir les différents flux :

flux_NN=0.5«mesh.aretes (:,_MES).”2 ./mesD;

flux_NNS=0.5xmesh.aretes (:,_MES) .*mesh.aretes (:,_DKL) .*N_sca_NS ./mesD;
flux_NNS=flux_NSN

flux_NSNS=0.5+mesh.aretes (:,_DKL)."2 ./mesD;

flux_N_X= lmf,fl'(,,C ez =0.5+xmesh.aretes (:,_MES) .*mesh.aretes (:,_N_KL_X);

flux N _Y= §mf,f1'¢,,C €y =0.5«xmesh.aretes (:,_MES) .*mesh.aretes (:,_N_KL_Y);

flux NS X= lmc,*ﬁ',,*,c* -e; =0.5+«mesh.aretes (:,_MES) .*mesh.aretes (:,_N_KSLS_X);
flux_NS_Y= imc,*ﬁ',,*,c* "€y =0.5+*mesh.aretes (:,_MES) .xmesh.aretes (:,_N_KSLS_Y);

L. T .. . . .
Numériquement, pour tout u, € (RQ) , nous choisissons d’ordonner I’inconnue u correspondante de la maniere suiv-

ante :

(uTC ’ ew))cesm
(u’C* 'ew))c*ezm*
(uK* ’ em))C*EBDJI*

(u’c : ey)ICE‘JR
(urc* : ey)lC*efm*

(u’C* : ey))c*eazm* :

u =

Remarquons que nous ne prenons pas en compte I’inconnue uggy qui est nulle (du fait des conditions de Dirichlet ho-

mogene). De plus, d’apres la définition de la matrice I2-, nous avons besoin d’identifier les sommets du bord :
/I Identification des sommets intérieurs
v_INT=find (mesh.aretes (:,_L)>0);

I~

som_bord (mesh.aretes (v_INT,_KS)=1;
som_bord (mesh.aretes (v_INT,_LS)=1;
/Il Identification des sommets du bord
v_EXT=find (mesh.aretes (:,_L)==0);
som_bord (mesh.aretes (v_EXT,_KS)=0;

som_bord (mesh.aretes (v_EXT,_LS)=0;

Notons mesh.nb_som le nombre de sommets du maillage primal et mesh.nb_vol le nombre de mailles primales

intérieures, alors nous pouvons construire les matrices R =R, By r =B et My, =M_D de la maniére suivante :

¢ Pour toutes les arétes :

R(mesh.aretes (:,_K),mesh.aretes(:,_K)) < +flux_NN;
R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (:,_KS),mesh.nb_som+mesh.aretes (:,_KS))
— +flux_NSNS.*som_bord (mesh.aretes (:,_KS)) ...
+1-som_bord (mesh.aretes (:,_KS));
R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (:,_LS),mesh.nb_som+mesh.aretes(:,_LS))
<~ +flux_NSNS.*som_bord(mesh.aretes (:,_LS)) ...
+1-som_bord (mesh.aretes (:,_LS));
B_X(:,mesh.aretes(:,_K)) < —flux_N_X;
B_Y(:,mesh.aretes (:,_K)) < —flux_N_Y;
M_D (mesh.aretes(:,_K),mesh.aretes(:,_K)) < +mesD;

» Seulement pour les arétes intérieures :

— Contribution a I’équation de la maille /C € 91 :

R(mesh.aretes (v_INT,_K),mesh.aretes (v_INT,_ L)) <4+ —-flux_ NN(v_INT);
R (mesh.aretes (v_INT,_K),mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS))

< +flux_NNS (v_INT);
R (mesh.aretes (v_INT,_K),mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS))

< —flux_NNS (v_INT);

— Contribution a I’équation de la maille £ € 9t :
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R(mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.aretes (v_INT,_L)) < +flux NN (v_INT);
R(mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.aretes (v_INT,_K)) < —flux NN (v_INT);
R(mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS))

¢ +flux_NNS (v_INT) ;
R (mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS))

< —flux_NNS (v_INT);
B_X(v_INT,mesh.aretes (v_INT,_L)) < +flux_N_X;
B_Y(v_INT,mesh.aretes (v_INT,_L)) < +flux_N_Y;

— Contribution a I’équation de la maille /C* € 99t* U 09" :

R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS),mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS))

¢ —flux_NSNS (v_INT) .*som_bord (mesh.aretes (v_INT,_KS));
R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS),mesh.aretes (v_INT,_K))

<~ +flux_NSN(v_INT) .xsom_bord(mesh.aretes (v_INT,_KS));
R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS),mesh.aretes (v_INT,_L))

< —flux_ NSN(v_INT) .*som_bord(mesh.aretes (v_INT,_KS));
B_X(v_INT,mesh.nb_vol+,mesh.aretes (v_INT,_KS))

— —-flux_NS_X.*som_bord (mesh.aretes (v_INT,_KS));
B_Y(v_INT,mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS))

<~ —flux_NS_Y.*som_bord(mesh.aretes (v_INT,_KS));

— Contribution & I’équation de la maille £* € 90t* U 99" :

R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS),mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS))

< —flux_ NSNS (v_INT) .*som_bord(mesh.aretes (v_INT,_LS));
R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS),mesh.aretes (v_INT,_L))

— +flux_NSN(v_INT) .*som_bord (mesh.aretes (v_INT,_LS));
R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS),mesh.aretes (v_INT,_K))

— —flux_NSN(Vv_INT) .*som_bord(mesh.aretes (v_INT,_LS));
B_X(v_INT,mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS))

< +flux_NS_X.*xsom_bord (mesh.aretes (v_INT,_LS));
B_Y(v_INT,mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS))

— +flux_NS_Y.*som_bord (mesh.aretes (v_INT,_LS));

Pour finir la construction de la matrice R =R, nous effectuons les opérations suivantes :
R=0.5%R; et R=[R , spzeros(R) ; spzeros(R) , R];

et pour la matrice B5 - =B, nous avons :

IVA4.2 Le probleme des pressions constantes

Dans I’algorithme de calcul de la constante Inf-Sup (cf Section ['V.3.2), lors de 1’étape 2, nous devons résoudre le probleme
de Stokes (IV.15). Comme nous I’avons déja précisé, pour que ce systtme admette une unique solution, nous devons

imposer que tous les vecteurs colonnes de P, soient 2 moyenne nulle. Numériquement, pour réaliser cette condition,

nous résolvons en fait le probléeme suivant : Trouver Py = [pL,...,pk] € My, _1x(R) et Uy = [uk,... uk] €

Moan, k(R) tels que :
t —~—
Ry Bos)(Ur)_( O V.17
<.§;’/T 0 ><P’D _MDQGD ’ (V17

ol By + € Mpng—1, (respectivement My € My, 1 n,) est la matrice By , (respectivement M) privée de sa
derniere ligne.
Une fois ce systeme (qui admet bien une unique solution) résolu, nous posons :

Py =1[pL,...,pE] € Mny x(R) avec %:(p(;@), Vie{l,... k},
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puis finalement pour touti € {1,..., k},

1 —
Po = Db — m—(Mng,,1>1D. (IV.18)

Q

Ainsi, pour tout i € {1,...,k} nous avons bien (Mypi , 1) = 0. Il reste a vérifier que Py = [pl,...,pk] € My, £ (R)
ainsi construit est bien solution du probleme de Stokes (IV.15) :

* En remarquant que tBD,Tlg = 0, la définition (IV.18) de P, donne,
R t —~—— —~—
R:U; + tB@,T o = R Ur+ tB@,T o = R Ur+ BD,T > = 0.

¢ Notons Blbj (respectivement Mé) la [ome ligne de la matrice By + (respectivement M), alors sachant que
EZTUT = —M\; @5, il suffit de montrer que :
BYsul = —-MY°ql, Vie{l,... k}.
Or, le fait que th,Tli, = 0 et la condition (IV.14) impliquent :

(Bo rul 4+ Moqh, 15) = (Ul "By 715) + (Moqh 1) =0, Vie {1,...,k}.

Donc, en remarquant que si By Uy, = —M,Q, alors BlD_’TuiT = —MLg: pourtout! € {1,...,No — 1} et
pour tout i € {1,...,k} nous avons :

. . Np—1 . .
Byjur + Mo == 3 (BY rul + Mygl) = 0.

Nous venons donc de montrer que By ;Ur = —MyQ».
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Chapitre V

Etude de la stabilité Inf-Sup du probleme de
Stokes

Ce chapitre est dédié a ’analyse de la propriété de stabilité Inf-Sup pour le schéma DDFV aussi bien d’un point de vue
théorique que numérique (en utilisant la méthode décrite dans le Chapitre IV). Nous commencons (cf Section V.1) par
I’étude de trois familles de maillages pour lesquelles nous montrons une propriété de stabilité Inf-Sup inconditionnelle.
Ensuite dans la Section V.2 nous nous intéressons au cas des maillages cartésiens (conformes uniformes et non-conformes)
pour lesquels nous montrons que la propriété de stabilité Inf-Sup n’est pas vérifiée. Cependant, nous démontrons égale-
ment qu’il existe un unique mode instable et que si nous imposons aux champs de pressions d’étre orthogonaux a ce
mode, alors la propriété de stabilité Inf-Sup est vérifiée, c’est ce que nous appelons la propriété de stabilité Inf-Sup de
codimension 1. Pour finir, la Section V.3 est consacrée a la présentation de résultats numériques (que nous ne sommes
pas pour le moment en mesure de démontrer) permettant d’observer si la propriété de stabilité Inf-Sup est vérifiée ou non
pour différents types de maillages tres généraux.

V.1 Stabilité Inf-Sup inconditionnelle

Dans cette section nous étudions trois familles de maillages sur le carré unité Q =]0, 1[? pour lesquelles nous sommes en
mesure de prouver la stabilité Inf-Sup inconditionnelle du schéma DDFV pour le probleme de Stokes :

 La famille de maillages composés de triangles conformes (cf Figure V.1a) : notons que tous les résultats concernant
cette famille de maillages sont également vérifiés pour tout autre domaine {2 connexe et polygonal (avec un maillage
composé de triangles).

* La famille de maillages composés de triangles non-conformes (cf Figure V.1b) : ces maillages sont obtenus en
commengant par effectuer un maillage rectangle k£ x k du sous-domaine |0, 0.5[x]0, 1[ et un maillage rectangle
2k x 2k du sous-domaine ]0.5, 1[x]0, 1], puis en divisant chaque rectangle en deux triangles. Nous obtenons un
maillage de triangles non-conformes. Notons que les arétes non-conformes sont situées le long d’une unique droite
appelée interface.

¢ La famille de maillages en damier (cf Figure V.Ic) : nous partons d’un maillage cartésien uniforme de €2, puis
nous divisons la moitié des mailles en quatre carrés plus petits comme décrit sur la figure. Ceci nous donne une
famille de quadrangles non-conformes. Notons que, contrairement au cas précédent, il y a un grand nombre d’arétes
non-conformes dans ce maillage (en proportion quasi-constante par rapport au nombre total d’arétes du maillage).

V.1.1 Observations numériques pour une premiere série de maillages

Pour chacune des trois familles de maillages décrites ci-dessus, nous calculons numériquement la racine carrée de la
seconde plus petite valeur propre de la matrice S, obtenue par la méthode d’itération de sous-espaces avec projection de
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(a) Maillage triangles conformes (b) Maillage triangles non-conformes (c) Maillage en damier

Figure V.1: Série de maillages Inf-Sup stables

Rayleigh-Ritz (décrite dans la Section 1V.3.2)

Dans chaque cas, nous observons le comportement de 5 = 1/A2(So) en fonction du pas du maillage (voir Figure
V.2).

10°

[ Maillages triangles conformes, Fig. V.la
| Maillages triangles non-conformes, Fig. V.1b —m—
Maillages en damier, Fig. V.1c ——

10—1 L \\\HH\‘ L L1l ! Lol
1073 1072 1071 10°

Figure V.2: Etude de la stabilité pour une premiére série de maillages; 3, en fonction de size(T)

Nous déduisons de ces tests numériques que le schéma DDFV semble étre Inf-Sup stable pour ces familles de mail-
lages, puisque nous observons que (3, est minorée par une constante strictement positive lorsque le pas du maillage
size(T) tend vers 0.

V.1.2 Démonstration de la stabilité Inf-Sup pour certaines familles de maillages

Dans cette section, nous montrons que la stabilité observée numériquement sur la Figure V.2 a effectivement lieu pour ces
familles de maillages.

L’ analyse est basée sur le théoreme général que nous donnons ci-dessous (Théoréeme V.2). Il s’appuie sur la propriété
suivante qui est démontrée dans [Krel1, Prop. 5.5]. Elle consiste & montrer que I’opérateur de projection P}, est, en un
certain sens, proche d’un opérateur de Fortin.

Proposition V.1

Soit T un maillage DDFV associé a ). Il existe une constante Cy > 0, dépendant seulement de reg(T), telle que
pour tout v € (H3 ()% et po € R®,

Z@ / pp (divPvy —divv)dz| < Colpo |V, V.1
DE D

ou v, =PI v est la projection moyenne de v sur le maillage T (cf (IV.3)).
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Dans ce résultat, la semi-norme | - |5, sur R® est définie par

psli= 3 (% +h5)(per —po)’,  Vpo €RY, (V2)
D,D €
p|D’

ol la notation p|D’ signifie que D et D’ ont un c6té commun; nous dirons qu’ils sont voisins.

Théoreme V.2 (Résultat général de stabilité Inf-Sup)

Soit T un maillage DDFV sur un domaine connexe polygonal Q). Supposons qu’il existe - > 1 tel que :
poln < ar|[h7V psllr2, Vpo € RE. (V.3)

Alors il existe une constante Cs > 0, dépendant seulement de reg(T), telle que :

C! br(Vr, Do
=2 |[po — m(po)|o2 < sup w7 Vps € R?, (V.4)
ar vy €Ey |||v VT|||972

c’est a dire By > Cs/ar.

En conséquence, si nous considérons une famille réguliere de maillages (c’est a dire telle que reg(7 ) est bornée quand
size(T) — 0), alors la stabilité Inf-Sup du schéma sera prouvée si nous pouvons obtenir la propriété d’équivalence des
normes (V.3) avec un nombre o qui est borné lorsque size(7) — 0. Prouver cette derniere propriété sera le but des
Propositions V.3, V.5 et V.6 pour différents types de familles de maillages.

Démonstration : Fixons p, € R®. Quitte 4 ajouter une constante 2 p,, il est clair que nous pouvons toujours
supposer que m(ps) = 0.

Soit C5 > 0 la constante apparaissant dans (V.1) et IT ’inverse a droite continu de la divergence, tel qu’il a été introduit
dans la Proposition I'V.8.

Nous divisons I’analyse en deux cas de la méme maniere que pour la preuve classique de la stabilité Inf-Sup de
I’élément fini de Taylor-Hood (cf [EG04, GR86]).

* Dans le premier cas, nous supposons que p5, est tel que

1
h"V7ps < —— . V.5
|| p ||7'72 — 2||H||Cg()érr||p®H®72 ( )
Puisque I'intégrale de la fonction constante par morceaux ps = Y. pplpy € L*(Q) est égale a 0 sur £, nous
DED
pouvons prendre v = II(ps ) (cf Définition IV.8) de sorte que :
divv =po et |[vl[m < [T[[psllo.2- (V.6)

Nous posons maintenant v- = IP7 v ainsi, par construction, nous avons v, € [Eo. En utilisant (IV.4), nous
obtenons :
IVovrllos < Cillvlm < [TChlps o . (V.7)

Nous ajoutons et soustrayons / ppdivv & b (v, po) et nous utilisons (V.6) ce qui donne :
DED Jp

br(vripe) = Ipalfh+ 5 [ po (divov, — divy).
DED JD

La Proposition V.1 et I’estimation (V.6) impliquent,
br(Vr,po) > HPD||2©2 - ||HHCZ|p©|h||P®||©¢2-
Appliquons maintenant I’hypothese (V.3),

br(Vripo) > ||p©H2©,2 - ||H||O2O‘THhTVTp®‘

r2lpsllo.2.

Par I’hypothese (V.5), il est alors clair que :

1
br(Vr,po) > 5“?2 ”2@,2'
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Ainsi, selon (V.7), en posant 81 = nous obtenons finalement :

b
2[[j ¢

bT(VTapD)
51“27 ||’D,2 < Sup s
° vrek, [V2vro,2

* Pour le second cas, nous supposons que py est tel que :
Ih™V pallre > = [pallo .. (v8)
T 2| Coar ’

Dans ce cas, nous n’utilisons pas 1’opérateur II mais nous construisons directement v € £y comme suit :

{ Ve = —h2V%ps, Ve €M, Ve =0, Vkeom, V)

—h2. V" py, VK €M, Vier =0, VK* € OM*.

Ve
Pour tout » € D, en utilisant la Définition IV.2 nous avons, pour un certain C' > 0 dépendant seulement de reg(7),
mp| VPV ? < C (v = vel® + [vier — ves|?)
<2C (|vie? + [Vel? 4 [vier [ + [ves )
= 20(|hg V™ ps |* + [R2V“po|? + |h- V™ pol? + [h2. V< po?)
< 2CTeg(T)? (Ml he Vs |? + M |he VEps | + mucs [hies V7 po |2+ mige |hes V7 po|?).

11 s’ensuit que, pour un certain Cy > 0 dépendant seulement de reg(7), nous avons :
IV2vrlo2 < Callh"V psll7 2.
De plus, par (V.9) nous obtenons :

bT(VT7p©) = _[[VT7VTp®]]7' = HhTVTp@HQT,z-

Ainsi, nous concluons en posant S = , ce qui donne :

1
204 ||TT[|Cy

br(Vr, Do)

1 B2
— > hT T > F2 '
IV2vilos C4H Vpallr2 2 —=lpollo.2

T

En remarquant que par définition o > 1, le résultat est démontré avec C3 = min(S1, f2) qui ne dépend en effet que de

reg(T). -

Notre stratégie consiste désormais a étudier si, pour chacune des familles de maillages décrites ci-dessus, 1’inégalité
(V.3) est satisfaite pour un certain .- uniformément borné quand size(7) — 0. Cette inégalité correspond 2 une estima-
tion de la différence entre deux valeurs de pression sur des mailles diamants voisines, en terme de gradient de pression
DDFV qui est défini sur les maillages primal et dual. La difficulté vient du fait que la valeur du gradient de pression sur
une maille donnée dépend de la valeur des pressions sur toutes les mailles diamants qui lui sont associées. Par conséquent,
il n’est pas forcément facile de déduire une estimation de la différence entre deux valeurs de pression.

Pour effectuer cette analyse, nous introduisons les notations suivantes :

Notations Considérons une maille primale k et trois mailles diamants D, D', " de

* Nous notons pp X, pp 8l existe C' dépendant seulement de reg(7) tel que
m
P> — por| < O [V pol.
K

Do’
pD”

‘o K . N . K K
Nous écrirons — pp sinous avons a la fois pp, — ppr et pp, — pPprr.
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Do’

s’il existe C' dépendant seulement de reg(7) et un certain 6 € [0, 1] tel que
pD”

K
* Nous notons p, — {

m
10(pp — por) + (1 = 0)(pp — por)| < CT: IVps|.

* Des notations similaires sont utilisées pour les mailles duales K* € 91* a la place des mailles primales K € 91.

Proposition V.3 (Le cas du maillage triangles conformes)

Pour une famille de maillages triangles conformes (cf Figure V.1a), I'inégalité (V.3) est satisfaite avec o dépendant
seulement de reg(T).

En conséquence, pour une famille réguliére de maillages triangles conformes, le schéma DDFYV est Inf-Sup stable.

Démonstration : Pour tout volume de contréle primal x, il existe trois mailles diamants appartenant a ©,. (une par
aréte), que nous notons D1, Ds, D3. Par définition du gradient de pression discret, nous avons :

3

3

< — —

meVipy = g Me;Pp; Ny ©F E Mo Ny = 0.
=1 =1

Ce qui implique, par exemple,

—

mICVKpiJ = Mg, (le - st)ﬁffﬂC + Mo, (pD2 - st)ncrz’C'
Nous utilisons maintenant la formule

—

2mue = | (Mo, ) A (Mo, Tg,i)|, Vi # J,

pour obtenir

m . m
[Pos = Poy] = 752 [V po Aflae| < C55 [V pal.
K

2
K A , . S N
Nous venons donc de prouver que p,, — pp, et les mémes arguments permettent d’obtenir une estimation similaire pour
les deux autres possibilités de couples de mailles diamants associées a K.
La somme des ces estimations sur tout le domaine donne le résultat :

polh = > (B3 +03%)(por —pp)?
»,p' €D
p|D’

< C(reg(T)) 2 hime |V po|? < Clreg(T)) W7V ol 2-
KeE

Remarque V.4

Notons que, dans cette preuve, nous n’avons pas utilisé le gradient de pression sur les mailles duales. En fait, la méme
preuve est valable si nous supposons seulement que les mailles duales sont des mailles triangles conformes.

Proposition V.5 (Le cas du maillage triangles non-conformes)

Pour la famille de maillages triangles non-conformes décrites sur la Figure V.1b, I'inégalité (V.3) est vérifiée avec
ar dépendant seulement de reg(T).

En conséquence, pour cette famille particuliere de maillages triangles non-conformes, le schéma DDFV est Inf-
Sup stable.

Démonstration : Notons que si le volume de contrdle © n’a aucune aréte sur ’interface ou si k se trouve du coté
droit de I’interface, alors nous pouvons appliquer la méme preuve que pour la proposition précédente.

Ainsi, le seul cas que nous devons étudier est celui ol une maille primale x se trouve juste a gauche de I’interface.
Méme s’il est en forme de triangle un tel volume de contrdle est en fait un quadrangle dégénéré puisqu’il a 4 mailles
voisines donc 4 arétes et 4 mailles diamants associées. C’est la raison pour laquelle cette situation est différente, et plus
compliquée, que celle étudiée dans la proposition précédente.
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Figure V.3: Notations pres de I’interface pour le maillage V.1b

La situation que nous étudions est décrite sur la Figure V.3. Nous devons borner toutes les différences de pressions
voisines possibles dans la maille K (c’est a dire pp, — Py, Py — Ppy> Poy — Doy €t Ppy — Dp,) par une certaine
quantité dépendant seulement de la valeur du gradient de pression sur un petit nombre (fixé) de mailles. Ici, nous allons
obligatoirement avoir besoin d’utiliser les mailles primales voisines pour obtenir le résultat attendu. En effet, la différence
de pression py, — pp,, par exemple, ne peut pas tre majorée en utilisant simplement le gradient de pression sur la maille
primale x donnée. En effet, si pp, = pp, =0etpp, = — 2: pp, # 0, alors V<py est nul alors que pp, — pp, # 0.

* Nous commencons par obtenir une borne sur la différence de pressions p,, — pp, en utilisant les gradients de

pression sur les volumes de contrdle se trouvant autour de x£. Nous pouvons voir sur la Figure V.3, et en utilisant le
méme argument que dans la preuve de la Proposition V.3, que la suite suivante est vérifiée :

’/C\I EE K3
Pp, —>p;;1 _>p;; —>pD27
de sorte que, par I’inégalité triangulaire nous obtenons :
e ok e s M s
Py = Pou| S C| 52V Dol + 22V pa |+ 52V ™ps] ).
K1 K2 K3

Nous pouvons maintenant étudier le gradient de pression dans le volume de contréle étudié « et utiliser que i, =
i, . de sorte que :

—

mKVKpD = (mdl (pD1 - pD4) + Mo, (pDz - pD4)) ﬁaﬂc + Moy (st - pD4)n631C’

ce qui implique,
Mo, + Mo,

‘p’DB _pD4‘ = 2

m

< — K <

[VEpo Aigic| < O =V pol.
K

Remarquons alors que nous pouvons écrire :

mICVKpD A mo’gﬁaakl = ((mo'l + mo‘z)ﬁclic A mo’gﬁo'a?c) (p’Dl - p’D4) + (mo'zﬁo']_lc A mo’gﬁo';glc) (p’Dz - le)a

ce qui donne

Mgy

2

— m
‘pD1 _pD4‘ < |V’CPD A ncralc‘ + |p1>1 _pv2| < CTK|VKPD| + |pD1 —p732|~
K

Un raisonnement similaire permet également d’obtenir :

Me,
2

— m
[Py — Ppg| < |V po Aig x| + Py — Pos| < C}T’CIV’CPQI + |Ppy — Pos-
K
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En regroupant toutes les estimations ci-dessus, nous observons que toutes les différences entre deux valeurs de pression
voisines peuvent étre bornées en utilisant au plus 4 valeurs du gradient de pression sur des mailles primales voisines. Nous
pouvons alors conclure la preuve de la méme maniere que dans la proposition précédente. ]

Pour finir, nous sommes en mesure de prouver la méme propriété de stabilité Inf-Sup pour des maillages hautement
non-conformes, c’est a dire pour des maillages qui possédent une proportion constante d’arétes non-conformes. Ce résultat
semble montrer que la stabilité Inf-Sup de la méthode DDFV est tres robuste vis-a-vis de la non-conformité du maillage.

Proposition V.6 (Le maillage en damier)

Pour la famille de maillages en damier décrite sur la Figure V.1c, I’inégalité (V.3) est satisfaite avec o indépendant
de size(T).
Ainsi, le schéma DDFYV est Inf-Sup stable pour cette famille particuliére de maillages non-conformes.

N T 7
/ . D9 . N D10 ’ m
7z N 7
N Ds
/DS N ’ N s
’ , N , ~. *
N As o N B [ m
~
N 7C2/ L] S N ,
N 7 1 N ~o N , .
N R BN )
— —~ .
o N 1 . T: PRI
,
’ N 1 P A
D N |//_-' S N
4 / \ N
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N S \ ’ 1 IC ) N
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Figure V.4: Configurations possibles des mailles diamants voisines pour le maillage en damier, cf Fig. V.1c

Démonstration : Commencons par quelques remarques. Tout d’abord, les plus petites mailles primales sont des
carrés pour lesquels il est impossible de borner toutes les différences possibles de pressions qui leurs sont associées en
utilisant simplement le gradient de pression primal (puisque le mode de pression pour lequel deux pressions opposées
sont égales a 1 et les deux autres a —1 possede clairement un gradient de pression nul). Deuxieémement, les plus grandes
mailles primales sont des octogones dégénérés puisqu’elles sont associées a 8 arétes/mailles diamants différentes. Ces
deux raisons rendent 1’analyse assez compliquée.

Toutes les configurations possibles de mailles diamants voisines sont présentées sur la Figure V.4.

* Etudions d’abord la situation loin du bord. En utilisant que le volume de contrdle primal x; est un carré, nous
déduisons

/Cl }Cl
Pp, — Pp, € Dpy — Doy,

De plus, en utilisant que la maille duale K7, est un triangle, nous avons :

)C*Tl IC;?1 IC*T1
pD1 pD37 le pD5 et ng pD5'
Finalement, nous utilisons que x; est un parallélogramme donc my,, = Me,, Opgec = —Mapxc € My, = Mgy,
fi,,c = —1,4x de sorte que :

—

My V’CEPQ = Mg, (pDz - pDa)ﬁv27C + Mg, (pD3 - pD7)n037C'

Ainsi, tout comme dans un carré, les différences entre deux pressions opposées peuvent étre contrdlées par le
gradient de pression :

KL KL
ng ng et pD3 pD7~
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Nous pouvons alors regrouper les relations précédentes, pour obtenir :

K

’Cf[‘l K1 1 Ka
le p’Dg pD47 le pD5 pD87
Kz, K1 Kt K1 KL
ng 7 le pD27 ng 7 le pDQ ng‘

En utilisant I'inégalité triangulaire et les propriétés de symétrie du maillage, nous pouvons voir que toutes les
différences de pressions possibles entre deux mailles diamants intérieures voisines peuvent étre estimées par les
calculs précédents. Notons que certaines de ces estimations utilisent & la fois le gradient de pression primal et le
gradient de pression dual.

¢ Il reste a étudier le cas des mailles diamants sur le bord car, rappelons-le, nous avons imposé que le gradient de
pression sur les mailles duales du bord soit égal a 0 (cf Remarque IV.6) et par conséquent nous ne pouvons pas
I’utiliser pour obtenir les estimations recherchées.

Nous observons sur la Figure V.4 que nous devons étudier deux types de mailles diamants sur le bord.

— Les termes impliquant la maille diamant Dy peuvent étre traités, comme dans le cas des mailles diamants
intérieures, en utilisant le gradient de pression primal sur k3 et le gradient de pression dual sur K7, :

Ka K, Ka Kty Ko
Ppy — Pp, > Pps €t Ppy — P, ? Dps — Ppg-

— En utilisant les symétries du maillage, nous voyons que le seul terme impliquant la maille diamant D1y que
nous devons étudier avec soin est le terme pp,, — Pp;, puisque la maille duale correspondante est une maille
duale du bord pour laquelle le gradient de pression correspondant ne peut pas étre utilisé.

Notons que, par définition du gradient de pression sur la maille duale X, nous avons

1 x —
o (o= 3 1)) = (P 5,5
Il en résulte que la relation suivante est vérifiée :

K Pos Kz, Ks KL Ko
Doy — D Py, Po, > Pos > Pos»
D11

ce qui termine la preuve.

V.2 Stabilité Inf-Sup de codimension 1

Dans cette section, nous étudions les propriétés de stabilité du schéma DDFV pour le probleme de Stokes pour deux
familles de maillages cartésiens sur le carré unité : le maillage cartésien uniforme standard et le maillage cartésien non-
conforme séparé en deux sous-domaines (cf Figure V.5). Notons que la méme analyse peut étre appliquée a d’autres types
de maillages cartésiens comme nous le verrons dans la Section V.3.

Dans chacun des cas, nous prouvons (Théoremes V.8 et V.9) que la stabilité Inf-Sup n’est pas satisfaite. Plus précisé-
ment, nous prouvons que 3 = 0 dans le cas conforme uniforme, et que 3 > 0 avec

—F—— 0,
Br size(7)—0

dans le cas non-conforme.

Ce comportement de 5, démontre 1’existence d’au moins un mode de pression instable. Plus précisément, nous
prouvons (Théoreme V.11) qu’il y a en fait un unique mode instable. Cela signifie que la propriété de stabilité Inf-Sup est
satisfaite si nous imposons aux champs de pression d’étre orthogonaux au mode instable, ou si nous ajoutons un terme
approprié de stabilisation de rang 1 dans 1’équation de la divergence. Nous appelons cette propriété la stabilité Inf-Sup de
codimension 1.



V.2. Stabilité Inf-Sup de codimension 1 145

(a) Maillage conforme uniforme (b) Maillage non-conforme

Figure V.5: Les maillages cartésiens étudiés

Ceci est cohérent avec le fait qu’en pratique le schéma DDFV se comporte tres bien vis-a-vis de ce type de maillages.
Pour illustrer ceci, nous tragons sur la Figure V.6, I’erreur L? pour la vitesse et la pression en utilisant la famille de
maillages non-conformes de la Figure V.5b pour la solution exacte réguliere donnée par :

—27 sin?(7z) cos(my) sin (7
w@,y) = ( 23r sin2(7(ry) lob(imz)l)sln(fmy)» et pl.y)=z+y-1

Nous observons la convergence a I’ordre deux pour la vitesse et la pression.

1005 — — —g 1()1E — — g
1071 E 109 E
1072 E 107" E
1073 1 E 1072 E
10—4 — Lol Lol Lo 10—:5 — Lol Lol L

103 102 101 100 1073 1072 101 100
(a) Erreur L2 pour la vitesse (b) Erreur L2 pour la pression

Figure V.6: Erreur L? en fonction du pas du maillage pour le maillage non-conforme (cf Fig. V.5b)

V.2.1 Instabilité Inf-Sup

Les maillages que nous considérons dans cette section sont cartésiens. Cela signifie que toutes les arétes primales sont
soit horizontales, soit verticales (notons que ce n’est pas nécessairement le cas pour les arétes duales). Par conséquent,
nous pouvons adopter les notations suivantes :

+ D" est I’ensemble des mailles diamants dont I’aréte primale associée est horizontale,
* 7 est I’ensemble des mailles diamants dont 1’aréte primale associée est verticale.

De la méme maniére, nous notons 9" (respectivement 0f)?) la partie horizontale (respectivement verticale) du bord du
domaine.

Dans la suite, nous allons démontrer que la partie instable du schéma est entierement contenue dans un mode de
pression qui est tres proche du mode en damier défini de la maniere suivante.
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Définition V.7 (Mode en damier)

Le mode en damier 14, est défini par :

+1, pourp € DY,
wD = h
—1, pourp € D".

Notons que m(vs) = 0 et ||1o||0,2 = 1 pour les deux types de maillages cartésiens étudiés dans cette section (cf
Figure V.5).

Nous obtenons facilement le résultat suivant.
Théoreme V.8 (Instabilité Inf-Sup pour le maillage cartésien uniforme)

Pour un maillage cartésien uniforme T, le mode en damier 15 satisfait
bT(VT7 Vo) =0, Vvr € Eo.

En conséquence, nous avons S+ = Q.

Démonstration : Par définition de 15 et puisque toutes les mailles primales et duales intérieures sont des carrés,
nous avons :

V< =0, YK €M, et V<o, =0, VK* € M.
Cela implique évidemment que :
br(Vr, o) = _HVT»VT¢©HT =0.
|

Dans le cas des maillages cartésiens non-conformes, 1’analyse n’est pas aussi simple et nous devons prouver que
V715 ne s’annule pas mais est "petit" dans un sens adéquat. Ceci implique que 3, n’est pas nul dans ce cas mais tend
vers 0 quand size(7T) — 0. Le résultat exact est le suivant.

Théoreme V.9 (Instabilité Inf-Sup pour le maillage cartésien non-conforme)

Pour la famille de maillages décrite sur la Figure V.5b, il existe des constantes Cs, Cg > 0, indépendantes de size(T),
telles que le mode en damier V4 satisfasse :

N|=

C’5size(T)% < sup br(vr, o)

T < Csize(T)?2.
vregy [VOvrllo 2

Ceci implique en particulier que 5+ < C(;size(T)%.

Démonstration : Cette preuve est divisée en plusieurs étapes. Pour tout v+ € Eg, nous commencgons par évaluer
la contribution des mailles primales dans b (v, %5 ), puis celle des mailles duales dans le but d’obtenir (V.10). La
Définition V.7 du mode en damier 15, conduit alors a la borne supérieure. Pour conclure, avec un choix particulier de la
vitesse discrete v, nous sommes en mesure de prouver la borne inférieure.

Pour simplifier les notations dans cette démonstration, nous notons £ la longueur des arétes primales du c6té ou les
mailles sont le moins raffinées.

* Tout d’abord nous montrons que, pour tout v~ € [, la contribution des mailles primales dans le terme b (v, ¢5)
est nulle.

Nous pouvons noter que si K € 9t possede exactement quatre arétes primales, alors le méme calcul que celui
effectué pour les maillages cartésiens uniformes montre que V1, = 0. Il reste a étudier le cas des mailles
primales possédant cinq arétes, c’est a dire les volumes de contrdle situés juste a gauche de I’interface (cf Figure
V.7). Pour un tel volume de contrdle primal Icﬁ, nous avons :

h
MmaV<ihs = h(ty  — o Jey+ 5 Wpr 9= = 201 )eq.

Pit1/2 i—1/2

Puisque D}, p; , D! sont des mailles diamants verticales et D! F12 ok, ,» des mailles diamants horizontales, nous
avons :

ij- = '9[]7;1_— = ¢Di =1 et /(/)DéJrl/Z — le =1,

i—1/2

1
de sorte que nous avons également dans ce cas Vi), = 0.
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Figure V.7: Quelques notations pres de 1’interface pour le maillage cartésien non-conforme, Fig. V.5b

¢ Intéressons nous maintenant aux mailles duales. Pour une maille * € 91* associée a un sommet xx+ qui n’est
. * ~ . L .
as sur ’interface I, nous avons V'™ = 0. La preuve est la méme que pour le cas des maillages cartésiens
D
uniformes.

Il reste a étudier les contributions des mailles duales associées a des sommets situés sur 1’interface. La géométrie
du maillage est telle que ces mailles sont décomposées en deux catégories. Certaines d’entre elles sont des mailles

triangles k7, pour i =1, ..., N, les autres sont des mailles trapezes K7, , ,, pouri = 1,..., N — 1 (cf Figure V.7).

Ici, nous avons posé N = n¢/2, n, étant le nombre total d’arétes primales qui constituent I’interface.

— Commengons par remarquer que sur la maille duale triangle 1, nous avons :

R h 3h R h 3h
Ng*x = ——€x + —€y el Myx Ng*x = ——€x — e

Mo, Moy 4 4 - 1

* e
it 4

ol nous avons noté€ o7, (respectivement o) I’aréte duale associé€e a la maille diamant Dj (respectivement
D; ).

Alors, la Définition V.7 du mode en damier implique :

« h 1 3h
m)cz‘ V’Ci 1/19 = 5 (7/)73: - 5(#’9? + ¢Djr)) €z + Z(djvj - 77[}'D;)ey
— —hey, Vi=1,...,N.

*

i+1,» DOUS obtenons :

— De la méme maniere, pour la maille duale trapéze x

+ l(ij_ + ,L/}Di,_+1)) Cat

i
Divi2 4

=heg, Vi=1,...,N —1.

* 1
m’cr+1/2 Vi Yo =h (iwvﬁl/z —

Nous observons que les orientations de ces deux gradients sont exactement opposées; c’est précisément la raison
pour laquelle nous sommes en mesure de prouver que la contribution de ces termes dans b (v, 15 ) est petite.
Plus précisément, pour tout v € Eg, nous avons :

N
br(vr,to) = =5 3 (Vier,,, = Vir) - @as (V.10)

ou nous rappelons que sur la maille %, , , du bord Vit iy Ot égal a 0 car v € Eo.
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L]

Pour tout 1 < ¢ < N, nous considérons la maille diamant Dj_. Par définition du gradient de vitesse discret sur D?—,

nous avons :
h

_ t pF
(V,C:+l/2 — V,C:) “ep = 5 ez.V7i vr.ey.

Par conséquent, pour un certain C' > 0 indépendant du pas du maillage, nous obtenons :
h +
5 ’(V’C:erz — V,C;f) . em‘ S CmDﬂVR V7—|.

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, il s’ensuit que :

1
N N 2
+
b(vr,¥s) <C § :mpj‘vDi Vo S CIVoVrlo, <§ :mpj>
i=1 i=1

. 1
< CIVPvrllo,2 size(T)?,
et la borne supérieure est démontrée.

* Il reste a prouver la borne inférieure. Pour cela, nous construisons un champ de vitesse discret particulier v+ € [Eg
parallele a e, qui est nul partout sauf sur la composante horizontale de chaque maille diamant triangle de 1’interface
Ki,1=1,..., N, pour laquelle nous choisissons Vir = €g.

Par des calculs simples, en utilisant (V.10) nous obtenons :

hN

b(¥rtha) = 1o <

2e(T)3

et [[VOvrlosz < —

)

1
2 2

qui impliquent la borne inférieure annoncée.

V.2.2 Stabilité Inf-Sup orthogonalement au mode en instable

Malgré I’instabilité Inf-Sup du schéma DDFV sur les maillages cartésiens que nous avons €établi dans la section précé-
dente, nous observons (cf Figure V.6) que ce schéma est tout de méme tres précis. Notons que, dans le cas des maillages
cartésiens uniformes, nous devons ajouter un terme de stabilisation (car sinon le schéma n’est pas bien posé puisque
B+ = 0), mais I’ordre de ce terme ne semble pas avoir d’influence sur la précision de la méthode.

Nous proposons une interprétation de cet étonnamment bon comportement en montrant qu’il y a essentiellement
un seul mode instable et que, dans 1’orthogonal de ce mode, I’inégalité Inf-Sup uniforme est vérifiée. De plus, ce mode
instable est trés proche (mais pas toujours égal) du mode en damier v que nous avons défini précédemment (cf Théoreme
V.14). Nous renvoyons, par exemple, a la discussion se trouvant dans [BF91, Section II.3].

Etude numérique des maillages cartésiens

Tout d’abord, nous illustrons numériquement ce phénomene sur la Figure V.8 en tragant en fonction de size(T) :
¢ la valeur de 3,
* lavaleur de 1/A3(S5) ol A3(Sp) est la valeur propre suivante du complément de Schur du systéme,

¢ la valeur de la constante Inf-Sup de codimension 1 suivante :

' . br(Vr,po)
Br = inf < sup , (V.11)
T pacluntt \vres [VPvrllozlpallo,2
m(po)=0

ot {to}+ = {po € R® : (Myps,1s) = 0}. Notons que B, peut aussi étre calculée en résolvant un probléme
de valeurs propres approprié que nous décrivons ci-dessous (Lemme V.10).
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Figure V.8: Instabilité Inf-Sup pour le maillage cartésien non-conforme, cf Fig. V.5b

Nous observons sur la Figure V.8a que, conformément au Théoréme V.9, 5 — 0 quand size(7) — 0. Nous
observons également que /\3(S5 ) est minorée , ce qui confirme la présence d’un unique mode instable. De plus, B;
parait également minorée et semble presque coincider avec 1/ A3(Ss ). Ceci suggere que le mode instable (qui est le mode
de pression pour lequel I’inégalité Inf-Sup est une égalité et est lié au vecteur propre de S, associé a A2 (S5 )) ne devrait
pas étre trop éloigné du mode en damier 15 que nous avons introduit précédemment (cf Définition V.7). Ceci est confirmé
par la Figure V.8b ol nous tragons le mode instable obtenu numériquement, que nous notons ¢ .

Meéme si nous ne connaissons pas la formule explicite de ce mode, nous montrons dans le Théoreme V.14 que ||g5 —
Yollp,2 < Csize(T)?.

Lemme V.10
La constante Inf-Sup de codimension 1 définie en (V.11) satisfait :

—~92 1 t 1
Br = Xo(HoSoHs) avec Ho =1d — M2ts (M21s) € My (R). (V.12)

Démonstration : En utilisant le méme raisonnement que pour le Lemme IV.10, la définition (V.11) de ﬂ: et les
définitions des matrices données dans la Section IV.3.1 permettent d’obtenir :

—2
Br = inf
! lla=?

1

g0 EMZ {10}
1

(M24go,19)=0

1 1 1
Remarquons que M2 {15} = {M21)5}* et notons H,, la matrice de la projection orthogonale sur { M2 g, }* , alors
pour tout p, € R® nous avons :

Hyps = ps — <P9,M§¢©>M§¢m
de sorte que,

1 t 1
H@ =Id—M§¢D (Méilf@)

Algorithme de calcul de ﬂ: : Notons que la matrice H5 .S, H, n’est pas inversible.
Cependant, considérons une valeur propre A non nulle de H,, S, H., alors il existe p, € R® tel que

HySsHyps = Aps,

ce qui implique que py € Im(H,). Or H, est une matrice de projection donc Hypo = po. Ainsi, pour tout 7, si A est
valeur propre de la matrice H, S Hy alors A est également valeur propre de la matrice Hy So Ho + r(Id — Hy).
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Considérons maintenant ¢, € (ImH, )+ = KerH, alors pour tout r,
(H©S©H® + T(Id - HD)) o = T(Qs,

ce qui signifie que r est également valeur propre de la matrice Hy S, Ho + r(Id — Hy).
En conclusion, si nous choisissons » > 0 assez grand (de sorte que r > A\o(Ho S Hs)), alors B est aussi la racine
carré de la seconde plus petite valeur propre de la matrice symétrique définie positive HySo Hy + r(Id — Hy).

—~2
Pour calculer 5+ nous utilisons la méthode de Rayleigh-Ritz décrite dans la Section 1V.3.2 sur la matrice H, S Ho +
r(Id — Hs ). Rappelons que lors de I’étape 2, Q5 € My, (R) étant connu, nous cherchons Py € My, (R) tel que :

(HoSoHo +71(Id— Hp)) Py = Qs (V.13)
Pour résoudre ce systeme, nous le décomposons en plusieurs étapes :

1
+ Dans un premier temps, nous cherchons p5 € R® et u, € (R?)” tels que Sops = MZ1)s. Pour cela, nous
cherchons donc 75 € R® etu, € (R?) tels que :

(s, 67 G0 = Catw)
BD,T 0 % —M:ﬂ% ’
(Mypa,1s) =0.

1
Puis, nous posons py, = M2p,.
Remarquons que cette étape est indépendante de (), et peut donc étre réalisée avant d’effectuer la méthode
d’itération de sous-espaces.

« Nous cherchons ensuite P, = [1013 . p’;] € My, k(R) tel que :

Id— H
SDPD = H@Q@ + S@T@st

ce qui revient a résoudre le probleme de Stokes suivant :
Trouver Py, € My, 1(R) et Ur € Man, 1(R) tels que,

(RT tBQ,T) [/J\_T _ 10
Bs,r 0 P, ~M2H.Q, )’

(Moph,15) =0, Vie{l,...,k}.

Alors, Py est défini par Py = ———— Qo + M2 P,.
r
* Pour finir, nous posons P, = J/DS—FP@ avec ]/3; = [@1Ps, ..., 1Ds| € Mng 1 (R) ol nous allons convenablement
choisir a; pour tout i € {1,...,k}.

Rappelons que nous cherchons P;, satisfaisant :
(Id—Hy)Qo =(Id— Hy) (HoSoHos + 17 (Id — Hy)) Py
et donc en remarquant que H, est une matrice de projection, nous avons :
(Id — Ho) Qo = 7 (Id — Hy)? Ps.

Alors, les définitions de P, et Pg impliquent :

P,.

=

(Id = Ho) Py = (Id — Ho)

o]

P (g, - B) =~ o) M

De plus, rappelons que la définition (V.12) de la matrice de projection H 5 donne :

(Id*H@)%:<M§1/)z>,%>M§¢m Vs GRSa
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donc pour tout i € {1,...,k}, a; doit vérifier :
L\ 1 1 L~\ 1
0 (M3 0o, 75 ) MEtha = (M3, M2D, ) M,
c’est a dire, N
<M9pigv1/)2>
<M’Dga 7/)@>

Il est alors facile de vérifier que Py ainsi construit satisfait bien (V.13).

oy = —

Démonstration de la propriété de stabilité Inf-Sup de codimension 1

Nous sommes maintenant en mesure de fournir une justification théorique de ces observations avec le résultat suivant.
Théoreme V.11 (Stabilité Inf-Sup de Codimension 1)

Soit T un maillage DDFV cartésien uniforme ou non-conforme comme décrit sur la Figure V.5. Alors, il existe une
constante Cy > 0 indépendante de size(T) telle que pour tout p5 € R®,

br(vr,
(a: ¥a)o = 0etm(ps) = 0] = [Crlpallos < sup PZTPo) |
vyt IV9v-lo.2

ce qui signifie que B; > (7.

Ce théoreéme repose sur la proposition suivante qui est une généralisation de la Proposition V.1 adaptée au cadre que
nous étudions.

Proposition V.12

Soit T un maillage DDFV cartésien, uniforme ou non-conforme, comme décrit sur la Figure V.5. Il existe a.r > 0,
indépendant de size(T), tel que pour tout v, v € (HE(Q))? satisfaisant

divv? = 0 sur U D, et divv’' =0 sur U D, (V.14)
Deov Dedh
il existe v € Eg tel que
IVovrlloz < ar(IV* e + V0 [), (V.15)

et pour tout p, € R®,

vh 4 v
5 fr e (%)

Commencons par donner la preuve du Théoréeme V.11 en utilisant cette proposition.
Démonstration du Théoréme V.11 Soit p, € R® tel que m(p,) = 0 et (po,¥s)o = 0. Nous introduisons les
parties "verticale" et "horizontale" de ce champ de pression définies par :

<ar (V" + IVl ) IRV T pallr - (V.16)

Pov = Z pplp et Poh = Z Polp,
De®v DeDR
ou 1, est la fonction indicatrice de la maille diamant p.
Par définition du mode en damier v, (cf Définition V.7) nous notons que :

/p@v+/p©h =m(ps) =0 et /pgv —/p@h = (ps:¥2)o =0.
Q Q Q Q

Il s’ensuit que les deux pressions p,» et pov sont 2 moyenne nulle, de sorte que nous pouvons appliquer la Proposition I'V.8
et définir v = I(pgn ), v¥ = (pae).

Nous pouvons remarquer que, par construction, divv” = 0 sur toutes les mailles diamants verticales, divv’ = 0 sur
toutes les mailles diamants horizontales et que divv" + divv¥ = p,. Nous considérons maintenant v.- € Eq donné par
la Proposition V.12 qui satisfait

IVovrlos2 < ar(IV* [m + Iv¥llm) < 207 (] [Ipsllo.2-



152 Chapitre V. Etude de la stabilité Inf-Sup du probléme de Stokes

Nous pouvons a présent calculer

1 . ) Vh+VU
br(vrpo) = 5lpallos+ % /D P (dw%ﬁ —dv (2>) |
D

De la Proposition V.12, nous déduisons

1
br(vrpa) 2 5Pl 2 — 207 [Hlpollo 2"V pollr 2. (V.17)

RV psllr2 < m\\pg |2, Pestimation (V.17) donne directement

br (Vi po) 1 HPSJ”%,Q 1
IVovrlo2 = 4Vovrloz — Sar|I

Ipollo,25

et le résultat est démontré.

* Supposons maintenant que ||h” V7 py || ;.2 > m |po|lo.2- Dans ce cas, nous définissons v par (V.9) comme
pour le Théoréeme V.2 et le résultat se démontre de la méme maniere.

Il reste a donner la preuve de la proposition préliminaire. Pour cela, nous utilisons le lemme suivant qui est une
conséquence directe de résultats classiques dans le cadre des volumes finis (cf par exemple [ABHO7, Lemme 3.3]).

Lemme V.13

. . 2 A
1l existe une constante Cg > 0 telle que si o1 et oo sont deux segments de R* contenus dans un méme ensemble
convexe P d’intérieur non vide, alors nous avons :

1 1 1 1 d
’/ v——/ v §08< + fam(P /|Vv| (V.18)
mO‘l o1 m0'2 o2

My, m(72
pour tout v € WH1(R?).

Notons que ce lemme est une conséquence immédiate du Lemme I11.20 donné dans le Chapitre III.
Démonstration de la Proposition V.12 :
Afin de simplifier la présentation de cette preuve, nous posons v < w

La preuve est divisée en plusieurs étapes. Nous commencons par traiter le cas conforme (qui est plus simple) puis en-
suite le cas non-conforme pour lequel une attention particuliere est portée aux volumes de contrdle proches de I’interface.

Tout d’abord, nous allons donner une formule explicite (V.19) pour la vitesse discrete v € Eg qui vérifiera toutes les
conditions requises. L’estimation de stabilité (V.15) sera alors une simple conséquence du Lemme V.13.

La partie la plus difficile sera de prouver (V.16). Dans le cas de maillages uniformes, nous obtiendrons qu’en réalité
seules les mailles diamants du bord contribuent a I’estimation et que la somme de toutes ces contributions peut étre bornée
par une certaine quantité dépendant du gradient de vitesse et des gradients de pression discrets. Pour les maillages non-
conformes, des contributions supplémentaires provenant des mailles diamants pres de I’interface doivent soigneusement
&tre prises en compte.

* Pour tout L € 9 (respectivement K* € ), nous considérons deux segments 72 et " (respectivement . et
4%, inclus dans €2 passant par le point . (respectivement z.- ) comme décrits sur la Figure V.9. Notons que 2.
est horizontal et que v". est vertical; ceci est dii au fait que I’exposant indique le type du diamant (horizontal ou
vertical) auquel contribuera ¢ et non son orientation.

Nous pouvons maintenant construire v € Eq en posant

1 1
Vi *€p = v ey, Vi €y = vh~ey, VK € I,
'YU ,Yh,

M~v M. n
T Vi
1 1 (V.19)
V,c*-ew:m7/ vle,, V,C*-ey:m / v’ ey, VK* e M.
e Ik, Viex JAL
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Figure V.9: Définition des segments v

* Prouvons I’estimation de stabilité (V.15). Notons que,
mp|VPvr? < Clreg(T)) (Ive — vel® + [Vier — ves[?)

et d’apres le Lemme V.13,

Vi = vol? < Clreg(T)) /A (V7P + [Vvh ).

KuL
2 2 h2
[Viex — vex|? < Clreg(T)) //\ (\Vv”| +|Vv? ) .
KruL
En utilisant que 1’ensemble de toutes les enveloppes convexes de type KUZ, par exemple, recouvre le domaine 2
au plus 5 fois, nous pouvons sommer toutes ces inégalités afin d’obtenir finalement :

VoV, = 3 ms|VPv|? < Clreg(T) (V130 + V"1 %0)-

DED

+ Démontrons (V.16) dans le cas du maillage cartésien uniforme. Soit p, € R?® et D une maille diamant. Nous
devons étudier différents cas.

— Le cas ol D n’est pas une maille diamant du bord. Nous supposons par exemple que D € DV \ D.,, le cas
d’une maille diamant horizontale étant similaire. Nous nous reportons a la Figure V.9a pour les notations.
En utilisant la définition de 1’opérateur de divergence discret div® (cf Définition IV.3) et celle de v, donnée
par (V.19), nous obtenons :

Mpdivivy = = M, (Ve - €x — Vic - €z) + M= (Vex - €y — Vier - €y)]

1
7|:/ V’U.emi/ +/ v / vv.ey:|.
2 Tr Vi 7 Yok

5

Nous utilisons la formule de Stokes sur le rectangle 2, dont les cotés sont 7y, yo«, Yo et yz. ce qui implique :

1
mpdiv? (vy) = 5/ divv”.
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Puisque D est une maille diamant verticale, nous remarquons que R, \ D est inclus dans la réunion de toutes
les mailles diamants horizontales. De I’hypothese (V.14), nous déduisons que divv? est nul sur R, \ ». De
plus, en utilisant encore une fois (V.14) nous obtenons divv" = 0 sur . 1l s’ensuit que :

modiv?(vr) = [

v h
div (v—&—v) :/divvv’h.
D 2 D

Par conséquent, le terme correspondant dans le membre de gauche de (V.16) est tout simplement nul.

— Le cas ot D est une maille diamant du bord. Nous supposons par exemple que D € DY ND .4, car le cas d’une
maille diamant horizontale du bord est similaire. Nous nous reportons a la Figure V.10 pour les notations.

.
. 1
L 1
T
N 7
. KT
N 1 p N
N , N
N h
D NS D
_____ e
1
N I D1 -
’ 1 ’
, 1 N 4 !
. 1 N [
* 7 *
K | e
T N
N
N ] A : — M
N 1 ’ h
o1 . D
/ N 7 h ! *
o' b Dy ---Mm
IS NP (I —— -
N 4
’ N 7
’ N 7
e ~N 7
P
N
4 K .

Figure V.10: Notations pour 1’étude de la contribution des mailles diamants du bord

Puisque v € Eg, nous avons v« = v« = 0 et vu que, par hypothese, v est nul sur 92 et que y2 C 01,

nous avons :
1 v 1 v
Vi " €x = vi-ep et vpre,=0= v -eg.
Moy Jyp Moy Sy

1
mpdiviv, = = {—/ vl e, +/ v oem}
21 o 7%

1 1
== divv’ + = / v”-ey—/ v'-ey |,
2 Jrp 2 Viex Vi

ol Ry, est le rectangle de cOtés 7, yo«, vy et yy«.
Par le méme argument que pour le cas précédent, en utilisant (V.14), nous obtenons :

1
/ po(divPvy — divv?") = 5Pr / vYey — / v'-ey
D Ve v

v
C*

Il s’ensuit que :

La somme de toutes les contributions des mailles diamants verticales du bord donne :

. . 1
> / po(divivy —divv"™) == S p, v'.ey — V' ey
DED JDEDYND et 2’D€®vm©"~mt ’Y;é* ’YZ*

= > (po—po) L vioey |,

2 K*com* v,
xjex €00 K

—_

oll D et D’ représentent les deux mailles diamants du bord ayant z,« comme sommet comme le montre la
Figure V.10.
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En utilisant les notations de la Figure V.10, pour tout maille * € 09* telle que z,~ € 0¥ nous voyons

. ic K K s
que la suite pp, — pp, —> pp, — P est Vérifiée.
1l s’ensuit que,

[po — por| < Clreg(T))size(T)(IVpo| + [V ™po| + |V pol).

De plus, pour tout p € D¥ N D, 'estimation (V.18) du Lemme V.13 donne :

1 1 C
[ e L [ e, <G [ o
m’Y}é* yY My Ve m’y}é* KUK
—_—

c*

=0

de sorte que finalement, en utilisant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz,

v

T ape) [ Ve SOV W bl
o €0 i

— En conclusion, nous avons prouvé que :

< C (V" + V"l ) 1RV 7 poll7.2-

> / po (divPvy — divv"”h)
D

DED

* Prouvons maintenant (V.16) pour le cas du maillage cartésien non-conforme défini sur la Figure V.5b. Nous com-
mengons par écrire le terme étudié de la maniere suivante :

. . 1
3 / po (divPvy — dlvv”’h) == Y (pp—po) / V' ey
DED Jp 2 xrEom ~

Tyex €0QY K*
) (V.20)
+ = Z (pv—pvf) / Vh'eag + T7.
2 K*eom* ~h
Ty EBQ}L K
Ty E1

Les deux premiers termes contiennent les contributions des mailles diamants du bord loin de I’interface, le calcul
est le méme que pour le cas conforme. Ces termes peuvent étre estimés comme nous 1’avons fait précédemment.

Il reste a calculer et estimer les contributions des mailles diamants prés de 1’interface que nous avons regroupées
dans le terme 717.

Nous notons D' I’ensemble des mailles diamants qui possédent au moins un sommet sur 1’interface. Cet ensemble
contient a la fois des mailles diamants horizontales et des mailles diamants verticales et nous devons distinguer les
deux cas. Une numérotation particuliere de ces mailles diamants est donnée sur la Figure V.11. Sur la méme figure,
nous définissons des segments verticaux notés wy et o qui seront utiles dans la preuve.

Nous introduisons les flux suivants associés a chacun de ces segments :

+ _ h + _ h
Fi+1/2_/ v'-eg, F; _/ V" e,
i

it1/2
— h —
F, = v oo e:l)’ F =

i—1/2 ) v

- e, (V21)

%12

Gj _ / V’U - ey, G; = /

Par souci de simplicité, nous utilisons la convention suivante :

h
v'-eg.

Fy =Fy Ft =F,

— — _ nt+
N+1/2 N+1/20 12 = T2 et FN+1 - FN'
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Figure V.11: Définition de o et w} pour le maillage cartésien non-conforme

— Nous commencons par la contribution des diamants appartenant 3 ©¥ N ®’. Nous considérons par exemple la
casou D = "D:_ pour un certain ¢ € {1,..., N — 1}. D’apres la Figure V.12a et la définition de la divergence
discrete, nous avons :

+ 1
+.D.
m_+divi v = —| My V_4 €z —Mov Vil - € My V c€y — My Vicx + €
o T 2( Vot Tt Vet Kl x+ Vs Rihae Y Vs VT By
1 1
— =My V e —Mav Viex - €g |.
54 Vi, B T M ey e

h
Vit
i1
D A
ool N
e 1+1/2 N ',yh
s y
S o Ry
7 SRUBPSE - . N 7 V
L] v - N ,
- Vicx . h /
- K L] N Ve
V,yh . N .
Kc* N
v i ‘-------i--------)
Tl Y
v Kl
(a) Le cas de D;" (b) Le cas de Dé+1/2

Figure V.12: Calcul des mailles diamants verticales de I’interface

La définition de v donnée par (V.19) donne :

L+ 1 1
m+div® vT:f( vl ey — = vl ey + v'.ey — V' ey
7, 2\ /e 2 ). - .
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Si nous notons R le rectangle de cotés v2., v2,,v%. ,w:, en utilisant (V.14) nous obtenons :
i g Vx> Vet T i
7 i i+l/2

/ divv? = divv?
o} R}

/ v”~emf/+v”~em+/ V”~eyf/ v' ey
v;éJr w; ek Ve

B Ki+1/2 i

Par soustraction et en utilisant que divv"® = 0 sur D;r qui est une maille diamant verticale ainsi que la
définition des flux (V.21), il s’ensuit que :

.. pt . h 1 _ _ _
/_*_(leD1 vy —divv? ) = 1 (Gj_ - Gz’ + Fi+ + Fi - Fi—il/Z - Fi+1/2> .
D
Dans le cas oll D = p; pour: € {2,..., N}, des calculs similaires permettent d’obtenir :
i—1/2 i—1/2) N

- 1
/ (div®i vy — divv"!) = 1 (—Gj +G; +Fr+F —Ff, , —F_
-

Pour la maille diamant du bord D}, en remarquant que Vier o =0carky,, , € 0M" et v € Ky, nous

+1/
obtenons :
m+divD;v :1 Myv V. 4 ~€p — Moy Vil - €p — Mav Viex €y + =My Viex - €y .
ol T 2 Yo+ el x Vot KN T AY’CTV [ Yy 9 "y KN x
N N
Or, 2. e 90" donc / v’ - ey = 0 (car v € Eo) et la définition de v, donnée par (V.19)
N+1/2 v
Y
’CN+1/2
implique :
Lot 1 1 1
mDerlVDNVT:*( vl.ey, — = v’ ez + v’ ey — v'.ey+ = vh~em>.
N 2\ /e 2 S N N 2 )y,
ck Kiv N+1/2 Y Y

Finalement, un raisonnement similaire a celui donné pour la maille diamant DZ'-" permet d’obtenir :

(G — Gy + Fy + Fy).

> =

. pt .
/ (divPN v, — divvh) =
pt
Enfin, un raisonnement analogue pour la maille diamant du bord »" donne :

- 1
/7(divD1 vy — divv?h) = Z(—G1+ + Gy + FF+F).
D

1

— Considérons maintenant les mailles diamants horizontales qui touchent I’interface. Nous pouvons facilement
voir, par définition des segments 7”., que les mailles diamants intérieures se trouvant a droite de I’interface
(cestadirep;,i=1,..,Netp;,,,,i=1,.., N—1,cfFigure V.11) ne contribuent pas a la somme étudiée.
En fait, le calcul est exactement le méme que pour le cas du maillage cartésien uniforme.

Il reste a étudier les contributions des mailles diamants horizontales de I’interface se trouvant du c6té gauche
de I’interface et notées D§+1/2 pouri =1,...,N — 1 (cf Figure V.12b).

Des calculs similaires a ceux détaillés ci-dessus donnent :

/

Rassembler tous ces termes nous conduit a I’expression suivante du terme regroupant les contributions des mailles

. pl . 1
divPiti2v, — dlvvv’h) = (Fz+

— + —
_5 z+1/2+F' - F, _Fi+1)'

. 14172 7
i+1/2
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diamants de I’interface :

N
1 _ _ -
Tr=1 por (GI =G + B+ F = Fl, = Fiiy)

i=1
T
+ - + - + -
JFEZPD* (*Gi +Gy +F 4+ F *Fi—l/Q*Fiﬂp)
i=1
1NVl
+ - + -
+ 5 pvi+1/2 <Fi+1/2 +Fi+1/2 _Fi _Fi+1>
=1
1 _ _ 1 _ 1 —
- §lel/2 <F1/2 + Fl ) + §pD;F1/2 + §pD;/2F1/2
1 1 1
+ + + +
- §leN+1/2 (FN+1/2 + FN) + §pD}FN+1/2 + §pDR,+1/2FN+1/2'
Dans ce calcul nous avons fait attention au fait qu’une partie de la contribution des diamants du bord D! /2> Dl jos
Dl 2 €Dy, , @ déja été prise en compte dans le second terme du membre de droite de (V.20).
Nous pouvons maintenant réorganiser tous ces termes de la maniere suivante :
N
ATr =Y (ppr =y )G = GY)
i=1
N-1
+ + -
+ (QpDi+1/2 - p‘Di+ - pD;rl)(FiJﬂ/z + Fi+1/2 - Fz - FiJrl)
=1
N-1
+ D (Fiy = FD) (- = Py-) (V.22)
i=1
N
+ Z(in - szrl)(ppj' - pD:)
i=1 ' ’
+ 2F1_ (pD; - le1/2) + 2F172(pD;/2 - le1/2)
+ +
+ 2FN(pD; 7pD§V+1/2) + 2FN+1/2(pDZT\,+1/2 7p'D§v+1/2)'

Dans cette formule, la différence des flux peut étre estimée, comme précédemment, en terme de gradients de vitesse
grace au Lemme V.13. Il reste donc a borner toutes les différences de pression apparaissant dans cette formule au
moyen des gradients de pression DDFV.

Pouri € {1,..., N}, d’apres la Figure V.7 nous avons :

* h h 3h
N i1z = = B . _ _ - _
m’Ci+1/2V P ( hpDiH/z + 2pDi+1/2 + 4 (pDi+1 + ij) Cx T 4 (pD¢+1 ij)ey (V.23)
de sorte que,
1 1 2 .
_ _ = ” _ _ ” _ _ I - i+1/2 .
2ot " Por ~Po, TPy, , ~Pot) T 5oy =Py ) — iy, VDo - e
De plus, les relations suivantes sont vérifiées :
Kivie K
pD;+1 ? pD:r ? pD; )
Kf K5
pD:+1/2 — Por — p'Dj’?
, Ky ) Ki
pDZ+1/2 Pry,, pD;l'

Nous devons également borner les différences de pression p_— — p.. =D — Dt et ppr
g p pD1 le/z’ pD1/2 p'D /27 pD; pDN+1/2 pDN+1/2

Pol .\, correspondant aux termes de bord. Donnons par exemple les détails du raisonnement pour Pp; —Pol, et
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p

Pyt . Nous écrivons simplement,
/2

Dip
_ 1 1
pDi/z _pr B (pDi/z - pDé/z) + 92 (leS/2 _ng/2> + 2 (ppéﬂ le )
1 1 1
+ 5 (pD;r _pD;> + 5 (ng/z _pD{) + 3 (pD;‘ _pD;>
et
_ 1 1
ot = v, = (Pot, =pet,, ) + 5 (et —pos,) + 5 (e, — o)
;/2> .

1/2
+ % (ppir _pD{> + % (pog/z —poq) + (pD’l‘ — Do

En appliquant (V.23) a la maille duale x3 /2> OUS avons :

1 1 1/1 o -
- D — _ —_(Z N 3/2 . _ N K3/2 .
9 (pDé./z pD3/2> + 9 (ppé/z ppi") h (Sm’CS/QV Po - €y mICB/QV Do - €x
De plus, les relations suivantes sont satisfaites :
Ky
p’Dll/2 p’Dl3/2 )
K1 K1
Dot > Por, poy  — Do
Ky Ky
Py — Poy,

Por — Doy,

3/2
Pour conclure, nous utilisons toutes les estimations des différences de pression ci-dessus, le Lemme V.13 dans la
formule (V.22) ainsi que I’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour obtenir :
h
Te] < C(IV"l[m2 + V7 la2) K7V pa |l 7.2,

et le théoreme est démontré en revenant a (V.20).
]

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que, asymptotiquement, le mode instable g, est sensiblement égal
au mode en damier. Nous rappelons que d’apres (I'V.8), le mode instable ¢ est entierement caractérisé par :

(deb)@ > 0. (V.24)

b
Vrido) ) =0, fgalloa=1 et

Br = sup Tl
T ek [VPvrllo

Théoreme V.14 (Asymptotique du mode instable)
Soit T un maillage DDFV cartésien non-conforme comme décrit sur la Figure V.5b et q5 le mode instable observé

numériquement sur la Figure V.8b et caractérisé par (V.24). Il existe une constante Cy9 > 0, ne dépendant pas de

size(T), telle que :
. 1
g0 — Yo llD,2 < Cosize(T)?=.
Démonstration : Nous posons
Do = (4o — (qm%)@ Vo, (V.25)
de sorte que (ps, Vs )y = 0et m(ps) = 0.
Nous appliquons le Théoreme V.11 de maniere a obtenir, en utilisant (V.24) et (V.25),
b(Vr, Do) b(Vr, o)
Crlpollo2 < sup com—"— < Br +(qo,%s) SUP =g
7 vrei IVovrlloe =77 T e IVRVr o,
En notant que ||1)5 |92 = [|¢o |92 = 1 et (¢o,%¥s)n < 1, le Théoréme V.9 implique :
(V.26)

Cs . 1
HQQ - (qm%)wsﬂm,z < 2£SIZQ(T)2'
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De plus, nous avons (s, %s)a = ((¢2:¥s)p s — dn:ds)g + l|gs |3 5 et en utilisant le fait que (ps, ¥ )o = 0 et
I’inégalité (V.26), nous obtenons :

c? .
(g9, %0)0 =1 = llgn = (g0, %0 ) [5,2 > 1 — 4 gysize(T).
7

Nous concluons la preuve en remarquant que,

g5 = ¥allo2 < llgo — (40, ¥2)¥s D2 + (1= (40, 92)).-

Vérifions maintenant que le mode instable g, converge faiblement vers 0. Le Théoreme V.14 implique qu’il suffit de
montrer que 15 converge faiblement vers 0.
Soit f € C2(£2), nous pouvons écrire :

/Qw@f:/Q%(ffPTfH/Q%pr
< o llia 1f = BF fll 2 +/Q¢@P¢f-

Or, la Définition V.7 du mode en damier 14, ainsi que le fait que les mailles primales sont toutes carrées impliquent :

/ Yo =0, VK eM.
K
De plus, la définition de la projection moyenne implique :

_pm
”f Tf||L2(Q> size(T)—0

Donc en notant que {5 ||, 2 (@ = L, par un argument classique de densité, nous obtenons bien la convergence faible de
15 vers 0 et donc ¢, converge également faiblement vers 0.

V.3 Résultats numériques supplémentaires et perspectives

Dans un premier temps nous considérons dans cette section d’autres types maillages cartésiens non conformes :

* deux sur le carré unité =0, 1[? (cf Figures V.13a et V.13b) qui présentent plus d’une interface non-conforme;

* unsurlerectangle  =]—1, 1[x]0, 1] (cf Figure V.13c) raffiné uniformément mais avec une interface non-conforme.

(a) Maillage avec deux interfaces (b) Maillage localement raffiné (c) Maillage uniforme non-conforme

Figure V.13: Autres maillages cartésiens non-conformes

Nous observons (cf Figure V.14) les mémes résultats que dans le cas précédent, a savoir que la constante Inf-Sup 5
tend vers O et que \/A3(S5) est minorée quand size(7) tend vers 0. Dans chacun des cas, nous en déduisons que la
propriété de stabilité Inf-Sup de codimension 1 est vérifiée. Nous observons également (cf Figure V.15) que dans chaque
cas le mode instable a encore la méme forme que le mode en damier.
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100 e e ——
‘ ‘ B+ pour le maillage avec deux interfaces

v/A3(S5) pour le maillage avec deux interfaces —#—
B+ pour le maillage localement raffiné —¢—

v/A3(S5) pour le maillage localement raffiné ——
[+ pour le maillage uniforme non-conforme - —

\/A3(So) pour le maillage uniforme non-conforme —C—
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Figure V.14: La constante Inf-Sup discrete 8, = \/)\2(59) et \/)\3(59) en fonction de size(7)
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(a) Maillage avec deux interfaces (b) Maillage localement raffiné
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(c) Maillage uniforme non-conforme

Figure V.15: Modes propres correspondants

Dans un second cas test, nous partons d’un maillage cartésien uniforme que nous déformons tres légerement (cf Figure
V.16 pour un exemple avec une déformation plus forte) et nous observons numériquement le comportement de la constante
Inf-Sup discréte associée. Plus précisément, nous considérons un maillage cartésien 7, nous choisissons un nombre d > 0

et nous déplagons aléatoirement chacun des sommets intérieurs de ce maillage de iM.

Nous observons alors (cf Figure V.17) que bien que 1’amplitude de la déformation affecte la valeur de la constante Inf-
Sup discrete, elle n’influe pas sur la stabilité Inf-Sup du maillage. En effet, méme lorsque le maillage est tres Iégerement
déformé, la propriété de stabilité Inf-Sup est toujours vérifiée. Remarquons également que la valeur de 1/ A3(S5) quant a
elle n’est pas du tout affectée par I’amplitude de la déformation. Ainsi, ces résultats semblent montrer que des que nous
déformons tres 1égerement un maillage cartésien uniforme (qui est Inf-Sup instable et vérifie 5 = 0) alors le maillage
obtenu est Inf-Sup stable.
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Figure V.16: Exemple d’un maillage cartésien déformé avec d = 3

100 T
E ) ) 1 By pour d = 20
b o—O0—G—0—0 1 V/3(Ss) pourd = 20 —=—
L J B pour d = 40 ——
lo-11 |/ A3(Ss) pourd = 40 A
5 1 By pour d = 80 {—
r VA3(Ss) pour d = 80 —C—
10-2 - :—"*\0\‘ |
g — T —A— — 1
10-3 Lol Lol
1073 1072 10~

Figure V.17: La constante Inf-Sup discrete 8- = 1/ A2(Ss)

Nous étudions maintenant la propriété de stabilité Inf-Sup pour trois familles de maillages conformes décomposés en
sous-domaines avec soit un maillage cartésien uniforme, soit un maillage triangles conformes (cf Figure V.18).

(a) Maillage avec une interface (b) Q =10, 1[% avec 2 interfaces (©) Q2 =1]0,1[2\ [0.5, 1[? avec 2 interfaces

Figure V.18: Maillages divisés en plusieurs sous-domaines avec un maillage différent

Nos résultats (cf Figure V.19) montrent que 5 est minoré par une constante strictement positive quand size(7) tend
vers 0, et donc le schéma DDFV semble étre Inf-Sup stable pour de telles familles de maillages. Cependant, il semble
que I’adaptation des preuves précédentes a ces maillages ne soit pas si simple. En effet, comme nous 1’avons vu la preuve
démontrant qu’un maillage constitué de triangles conformes est Inf-Sup stable (cf Section V.1) repose essentiellement
sur le fait que les mailles sont des triangles et que nous pouvons ainsi facilement exprimer le gradient de pression dans
une maille en fonction de la différence de deux pressions sur des mailles diamants voisines. Au contraire, les maillages
cartésiens sont Inf-Sup instables (cf Section V.2) et pour démontrer la propriété de stabilité Inf-Sup de codimension 1
nous construisons une vitesse discrete particuliere qui vérifie I'inégalité Inf-Sup. Ces deux preuves étant tres différentes,
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Figure V.19: Domaine décomposé en plusieurs sous-domaines, 3, =

A2(S5) en fonction de size(T)

Maillage avec une interface, Fig. V.18a —@—
] Maillage avec deux interfaces, Q = 0, 1[2, Fig. V.18b —=—
1 Maillage avec deux interfaces, 2 = 10, 1%\ [0.5, 1%, Fig. V.18¢c ——

a ce jour nous ne sommes pas en mesure de coupler ces deux démonstrations pour obtenir un résultat de stabilité Inf-Sup
pour ces maillages. L’étude théorique de la stabilité Inf-Sup pour ces maillages pourrait donc faire 1’objet d’un travail a

venir.

Pour finir, nous observons sur la Figure V.21 que la méthode DDFV semble étre Inf-Sup stable pour des mailles
composées de quadrangles et de triangles (Figure V.20a) ou de losanges et de triangles (Figure V.20b) mais aussi pour des
maillages plus généraux constitués de quadrangles fortement déformés (Figure V.20c) ou d’hexagones (Figure V.20d) par

exemple.

(a) Maillage conforme quadrangles et triangles

(c) Maillage quadrangles déformés
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(d) Maillage hexagones

Figure V.20: Différents types de maillages
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109 ¢ T 7]
r ‘ 1 Maillage conforme quadrangles et triangles, Fig. V.20a
Maillage conforme losanges et triangles, Fig. V.20b —m—
Lo—= e E = i e 1 Maillage quadrangles déformé, Fig. V.20c ——
i Maillage hexagones, Fig. V.20d ——
107 P E
10—2 L TR R | L Lo
1072 1071 10°
Figure V.21: La constante Inf-Sup discréte 5 = 1/A2(So) en fonction de size(T)

V.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié d’un point de vue théorique et numérique si la propriété de stabilité Inf-Sup était
satisfaite ou non pour le schéma DDFV pour différents types de familles de maillages. Nous observons que le schéma
DDFYV semble étre tres robuste en ce qui concerne la propriété de stabilité Inf-Sup, en particulier dans le cas des maillages
non-conformes. Nous avons prouvé cette propriété pour différentes familles de maillages mais cette preuve dépend
fortement de la géométrie des mailles. De plus, dans le cas de maillages cartésiens qui sont, a notre connaissance,
les seuls pour lesquels la propriété de stabilité Inf-Sup pour le schéma DDFV n’est pas vérifiée nous avons démontré
une propriété de stabilité Inf-Sup de codimension 1. Jusqu’a présent, nous ne sommes pas en mesure de prouver cette
propriété de stabilité pour des maillages polygonaux généraux, méme si nous avons présenté des résultats numériques
montrant que le schéma DDFV semble étre Inf-Sup stable pour des familles tres variées de maillages.
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Partie 3

Discrétisation DDFV d’un modéele couplé
Cahn-Hilliard/Stokes
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Chapitre VI

Discrétisation DDFYV de I’équation de
Cahn-Hilliard

Dans les Chapitres I et III, nous avons décrit une méthode de type volumes finis (VF4) pour 1’équation de Cahn-Hilliard.
Cependant le schéma VF4 impose des conditions tres restrictives sur la géométrie du maillage dues a la condition
d’orthogonalité imposée entre les centres de deux mailles voisines. Dans de nombreux cas, cette condition d’orthogonalité
ne peut pas €tre satisfaite comme par exemple dans le cas de maillages non-conformes. Comme nous I’avons vu dans la
Partie 2, le schéma DDFV permet de traiter des maillages tres généraux ne vérifiant pas cette condition d’orthogonalité.
C’est I’'une des raisons pour lesquelles nous allons étudier dans ce chapitre le schéma DDFV associé a 1’équation de
Cahn-Hilliard. La seconde raison est que lorsque nous voulons étudier un couplage de type Cahn-Hilliard/Stokes (voir
Chapitre VII), nous ne pouvons pas utiliser le schéma VF4 car, comme nous 1’avons expliqué dans le Chapitre IV, ce
schéma n’est pas adapté a ce type de probleme (I’opérateur de divergence n’est pas consistant et le schéma ne converge
pas).

Contrairement au cas étudié¢ dans la Partie 2, ici le domaine €2 n’est pas forcément polygonal, nous commengons
donc par définir les notations DDFV propres 2 un domaine Q C R? régulier, non polygonal (cf Section VI.1.1). Nous
définissons également des opérateurs gradient et divergence discrets (Définitions VI.1 et VI.2) qui sont en dualité (cf
Théoreme VI.4). Nous commengons par donner I’approximation DDFV du cas, plus simple, des conditions aux limites
de Neumann pour le parametre d’ordre (Section VI.2) puis nous nous intéressons au cas des conditions aux limites
dynamiques (Section VI1.3) dans lequel le point délicat est la discrétisation sur les mailles duales du bord de 1’équation
sur le potentiel chimique car elles interviennent a la fois dans I’équation dans €2 et dans 1’équation sur I" par le biais de la
condition aux limites dynamique. Finalement, apres avoir décrit I’implémentation du schéma DDFV (Section VI.4) nous
présentons des résultats numériques (Section VI.5) qui permettent de valider ce schéma.

VI.1 Cadre DDFV du probléme étudié

VI.1.1 Notations DDFV sur un maillage courbe

Dans cette section, nous complétons les notations introduites dans le Chapitre II pour le schéma VF4 sur un domaine
non polygonal et celles décrites dans le Chapitre IV pour I’approximation DDFV du probleme de Stokes sur un domaine
polygonal, afin de pouvoir écrire le schéma DDFV associé a I’équation de Cahn-Hilliard sur un domaine {2 non polygonal.

* Rappelons que nous notons V I’ensemble des sommets du maillage primal inclus dans T', v = 2|2’ € V désigne le
sommet qui sépare les mailles primales du bord c et £’ et V. C V est’ensemble des sommets de la maille £ € 9.
De la méme maniere, nous notons V* I’ensemble des sommets du maillage dual inclus dans I'. Remarquons que
V* est en fait I’ensemble des centres z, pour £ € 99%. Ainsi, pour £ € 99, si z, est le point de I" séparant les
mailles duales du bord x* et £* nous le notons (quand nous le considérons comme un sommet du maillage dual)
v* = k*|c*. Lensemble Vi~ C V* désigne I’ensemble des sommets de la maille I* € 09* qui appartiennent
al'.
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* Siz, estle centre de la maille £ € 99, nous définissons . de la méme maniere que dans la Section II.1. Ce qui

signifie que y est la projection orthogonale sur la corde e du point x .. Notons qu’en pratique nous ne connaissons
pas le point 2, nous choisissons donc y, € e, tel que si L € 9M N & le segment [z, x| soit orthogonal a la
corde e,.

* Les arétes (primales et duales) incluses dans I' pouvant étre courbes, nous introduisons :

et My =

a

m,» sinon.

Me, sioc=rc CT, d(yz,v)+d(ye,v) sic* =x,2, CTetv=c|c,
m, sinon,

Rappelons que si 0 = £ € Eqpy, N, (OU Ty ) désigne la normale unitaire a la corde e, sortante a €.

o Si KC* € 09" tel que OK* NI" = z.x .7, nous notons £* le polygone formé par les sommets intérieurs de la maille

duale £*, le sommet v = £|c’ € T et par les centres y, et y. et My~ sa mesure. Si K* € 9%, nous notons
K* = k*. Rappelons que les notations similaires k et D ont été définies dans la Section I1.2 et seront réutilisées ici.

e Si K* € 99" est une maille duale du bord, nous notons ¢} C I' I’aréte duale du bord définie par o} = 9K* NT.

VI.1.2 Formule de Green

Dans la partie 2, I’inconnue en vitesse u, est un champ de vecteurs de (R2) T auquel nous imposons des conditions aux
limites de Dirichlet homogene, nous avons donc défini les opérateurs de gradient discret V® : (RQ)T — (M3(R))®
et de divergence discrete div” : (M3(R))® — Eq (cf Définitions IV.2 et IV.4). Ici, les inconnues ¢, et ji, sont des
champs scalaires, nous devons donc définir deux nouveaux opérateurs discrets : le gradient discret d’un champ scalaire

v@

) . o, . D .
:RT — (Rz) et la divergence discréte d’un champ de vecteurs div” : (Rz) — R7. Nous donnons ensuite la

formule de Green associée a ces opérateurs.

Définition V1.1 (Gradient discret d’un champ scalaire)

y . . . . . D p
L’opérateur de gradient discret qui envoie un champ scalaire de R™ vers un champ de vecteurs de (RQ) est défini

de la maniére suivante. Soit w; € R”, nous posons V> u, = (VPur), o, 0l pour tout D €D :

1
(ma(uc — U )l + My (Upr — u,c*)ﬁ,c*c*) .

VPu, =
7 2mp * T

Définition VI.2 (Divergence discrete d’un champ de vecteurs)

Nous définissons I'opérateur de divergence discréte div” qui envoie un champ de vecteurs de (Rz) vers un champ

scalaire de R” de la maniére suivante. Soit £5 € (RQ)Q, nous posons
div7én = (div™éo, div?™¢o, div™" o, div?™ &o )
avec
div?™ ¢p = (div*"¢p)

divep = (divieée) div?™en =0, div™ €p = (div ¢p)

Kem? K*eom* ? K*com*
tels que :
Cx 1 .

VK eM, diviépg=— S myép - Tigk,
m& Dy o* €D

* * s K* 1 —

VI e M*,  div™ &p = Mo+ Ep - B e
My* D, #€D s
VK" € oM, divSEp = — i d i

€ ) v 553 - Z mﬁg’D B Z )C*,ﬁg‘D *Noxc

mﬁ Dy o ED e DED jexND gt

’ . . . e
Nous avons noté d+ » = d(y., T«c+) qui est une approximation de la longueur de I’arc T, x-.
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Remarque VI.3

Remarquons que le gradient discret que nous définissons ici est simplement ’analogue de celui introduit dans la

Définition 1V.2 dans le cas d’un champ de vecteur de (RQ) " et sur un domaine Q) polygonal. Par contre, il faut faire
attention au fait que dans la Définition IV.4 la divergence d’un champ de matrices & € (M3(R))® est définie de

sorte que div’" &5 = 0 pour toute maille duale K* € OOM* ce qui n’est pas le cas ici. Ceci est dii au fait que, pour

pouvoir prendre en compte la condition aux limites dynamique sur les mailles duales du bord, nous allons également
devoir intégrer cette condition aux limites sur les mailles duales du bord (cf Section VI.3).

Afin d’écrire la formule de Green associée a ces opérateurs discrets, nous introduisons deux opérateurs de traces :
* un opérateur de trace sur R” défini par 77 : ur € R” = 7 (ur) = (Y (ur)) oo € R tel que
d,c*7£’ll,,<* + dL*,LUL* + myU,

v (uy) = 5 , Vo= [xgr,x04] € O

* un opérateur de trace sur (R2)® défini par v : ¢p € (IRQ)ﬁD = (Pp)pes . € (RQ)QC“.

ext

Nous définissons également les produits scalaires suivants :

1
[[uT7UT]]T =3 < Z MUV + Z m}c*“lc*”)c*) , Yur,vr €R7,

2 \cem K* eMFUOM*
(¢©7Uam)ag = Z mlqﬁvvﬂ, V¢© c RQCIt?’UaD}I c Ram,
D, +«EDext

o,

(€0,00)0 = 3 Mpbo - dp, Véo, oo € (R?).

DED

Les normes associées sont définies par :

i i D
||uTHT,2 = [[UT7U'TH’2T7 V'LLT S RT et ||§©Hg’2 = (5@76@)5 ) vg@ S (RQ) .

Nous obtenons alors la formule de Green suivante qui implique que les deux opérateurs discrets introduits (cf Défini-
tions VI.1 et VI.2) sont en dualité (c’est d’ailleurs cette propriété de dualité qui a donné son nom a la méthode DDFV).
Nous ne donnons pas la preuve de cette propriété ici, nous nous référons a [DO05, ABHO7].

Théoréme V1.4 (Formule de Green)

Pour tout £, ur € (R2)® x R7, nous avons :
[[diVT§©7 uT]]T = - (f@v v©u7’)@ + (79 (5’}3) : ﬁ‘l’a ’YT (U'T))SQ ) (VII)

- — Deax N — S
avec iy = ((fixz)cecom) € (R2) * oit nous rappelons que pour tout £ = o € OM, i, désigne la normale
unitaire a la corde e sortante a ).

V1.2 Les conditions aux limites de Neumann

Rappelons que I’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites de Neumman (cf Chapitre I) s’écrit de la
maniére suivante : Trouver ¢ : (0,7) x  — R satisfaisant :

Oe =T, Ap, V(t,z) € (0,T) x £ (VL.2a)
p=—AAc+ Ay, fl(c), V(t,x)€ (0,T) x (VI1.2b)

Opc = Opp =0, V(t,xz) € (0,T) x I; (VI.2¢)
c(0,2) = (), Vo € Q. (VL.2d)

VI.2.1 Principe du schéma DDFV pour I’équation de Cahn-Hilliard

Soit 7 = (P U IM, M* U 99*) un maillage DDFV associé au domaine 2. Les inconnues discrétes de 1’équation de
Cahn-Hilliard sont localisées aux centres des mailles primales et duales (c’est a dire aux centres et aux sommets). A
I’instant ™, nous cherchons donc :

C: — ((c’gcg)nemzuam ) c R” et 'u: — (( (Mz)nemzuam ) c R”.

n
K*/K*em*uom* Hicx ) cx emm*om=
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De maniere analogue a ce que nous fait pour le schéma VF4 (cf Section II1.2), afin d’obtenir le schéma DDFV associé a
ce probléme nous intégrons les équations (VI.2a) et (VI.2b) sur chaque maille primale intérieure O € 90T et sur chaque
maille duale C* € 91" U 099t en utilisant les conditions aux limites de Neumann imposées sur p et c. Remarquons que
contrairement au cas du schéma DDFV pour le probleme de Stokes avec des conditions au bord de Dirichlet (cf Section
1V.2), pour pouvoir prendre en compte les conditions aux limites de Neumann, nous intégrons également 1’équation sur
les mailles duales du bord.

En utilisant les opérateurs discrets définis dans la Section VI.1.2, si nous supposons que ¢ € R7 est donné,
I’approximation DDFV du probléme (VI1.2) au temps t" ! est donnée par :

Probleme VL5 (Approximation DDFV de I’équation de Cahn-Hilliard avec des CL. de Neumann)

Trouver (¢!, un 1) € R™ x R7 tels que :
cn+1 — "
% —T,div7 (V2urtt) =0, (V1.3a)
pott = —Andiv? (V2 + Apd/e (e et (VL3b)
A2 (VP urth iy = 42 (VP i, =0, (VL3c)
(U’C)Kem
oll, par convention, nous NOtons s, = (0) . com c R7.
(U’C* K*em*uam*

Notons que nous avons introduit la notation u, pour que les mailles primales du bord £ € 99 n’interviennent pas
dans les équations (VI.3a) et (VI.3b). Ainsi, I’équation sur le maillage primal du bord 991 est vide dans ces deux équa-
tions. Sans cette notation, 1’équation (V1.3a) entrainerait que it = ¢, et I’équation (VI.3b) que Ay, d’* (c2,,, cifl) =
pntl ce qui n’est évidemment pas le cas.

Sur le maillage primal intérieur, 1’équation (VI.3a) s’écrit :

Cn-i—l —cn
mye = = m, Dy div® (VEprtt) =0, vk e am.
Alors, en sommant ces équations sur toutes les mailles primales intérieures IC € 91 nous retrouvons bien la conservation
du volume au niveau discret sur le maillage primal 90t. Le méme raisonnement sur le maillage dual (intérieur et du bord)
M* U OM* implique la conservation du volume sur le maillage dual. Ainsi,

;sm mﬁ(cﬁ+1 —cp) = eimzuaim m,@(cﬁjl —cr)=0. (VL4)
o o eofe .

VI.2.2 Estimation d’énergie
Nous définissons I’énergie libre associée au probléme VI.5 (correspondant a I’énergie libre continue (I.1)) de la maniere

suivante : A )
Furler) =22 HVQCTHQ A ALLfer) 1Dy, Ve €RT (VL5)

olt 1. € R7 est la fonction constante égale a 1 sur chaque volume de controle primal intérieur et dual (intérieur et du
bord).
Nous obtenons alors 1’estimation d’énergie suivante :

Proposition V1.6 (Egalité d’énergie DDFV)

Soit ¢ € R7. Supposons qu’il existe une solution (¢! 1) € R™ x R” au probleme VL5, alors I’égalité
suivante est vérifiée :

2 A 2
R R L W L Cal
A i n n n n n n
:7“ S me (Folclt) = fuolel) = d (e, e (et — ) (VL6)
KeM
A Tn mn n n n n
+Zh mgs (Fo(E2F) = fo(ch) — dPo (e, e (it — ).
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Démonstration : Commengons par calculer le produit scalaire de I’équation (V1.3a) avec "1, nous obtenons alors :
et — e i )y = DAL AT VP i pi - = 0,

donc en utilisant la formule de Green discrete (VI.1) ainsi que la condition aux limites de Neumann homogene sur le
potentiel chimique, nous avons

e )L 4 T, At HV%"HH —0. (VL7)

-
0,2

Calculons maintenant le produit scalaire de 1’équation (VI.3b) avec ¢! — ¢”. En utilisant le formule de Green discréte
(VL.1) et la condition aux limites de Neumann homogene sur la concentration, nous en déduisons :

As (VR VR (et em) o+ Ag [ (e et et — il = [t et — el =
La relation 2a(a — b) = a® — b? + (a — b)? implique
S (e I G N HVI’ -al,)
0,2

AR [ V), et = ], — [t e - ] =,

(VL8)

En utilisant la définition (VL.5) de 1’énergie libre et en sommant les équations (VI.7) et (V1.8), nous obtenons le résultat
attendu.
]

Remarquons qu’en utilisant les mémes discrétisations, implicite ou semi-implicite, pour le potentiel de Cahn-Hilliard
f» que celle décrites dans la Section 1.3.2 nous obtenons des résultats similaires a ceux donnés dans le Chapitre I. Plus
précisément, nous pouvons montrer :

* la décroissance de 1’énergie DDFV définie par (VL.5) (telle que dans les Propositions 1.5 et 1.6);
* I’existence d’au moins une solution au Probleme discret VL5 (telle que dans le Théoreme 1.8);

* les bornes sur les solutions discrétes (telles que dans la Proposition I.12) notamment une borne L°°(0, T, H'(£2))-
discrete pour la concentration et une borne L2(0, T', H'(£2))-discréte pour le potentiel chimique.

VI.3 Les conditions aux limites dynamiques

VL.3.1 Définitions de nouveaux opérateurs discrets

Nous notons W = (V, V*) ’ensemble des sommets du maillage 7 inclus dans I" (c’est a dire I’ensemble des sommets
du maillage 97 = (901, 0Mt*)). Pour simplifier ’écriture du schéma, nous définissons ici deux nouveaux opérateurs
discrets : le gradient tangentiel V) et la divergence tangentielle div?’ .

Définition V1.7 (Gradient tangentiel discret d’un champ scalaire)

L’opérateur de gradient tangentiel discret V)’ : R?T — R est défini de la maniére suivante. Soit u,+ € R°7, nous

w — v v* N v — v* — * .
posons VYW uyr = (ViUgm, VY Upm=) avec Vitom = (Vitom), o\, et VY Uoms = (VY Ugon= ) e tels que :
Upr — U
/ L L
Vv =zl eV, Vitgm = ——Nyy;
™m,x*
T
. Upr — U
VW' =k*|er € VY, VY Upgmr = —————Nyrier;
m,
Ol nous avons noté nw, = 1 tel que Ny, = —Ny o €t Nyxcx = £1 tel que Ny« jcx = —Nyx p*.

. . . —— —— P
En fait ces nombres permettent de donner une orientation aux arcs de courbe T ,x et T\c=x o+. Plus précisément,
7 . . .. > —
* ny. = 1 si lorientation de T est choisie telle que nous parcourons l’arc .z, de x, vers x

.7y . . .. » —_—
* ny=xx = 1 sil’orientation de I est choisie telle que nous parcourons 1’arc T« .~ de T+ vers x .«.
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Définition VL8 (Divergence tangentielle discréte d’un champ scalaire)

Nous définissons [’opérateur de divergence tangentielle divl” : R — R°7 de la maniére suivante. Soit £, € RY,

nous posons div27 ¢,, = (div2™¢,, div2™ €,- ) avec div2™ €, = (divEE,) et divy™ &,- = (divE &)

LeIM K*com*
tels que :
. L 1

VL € OM, diviéy = — > Eonves

o VEVp

. . e 1

VEK* € 09", divy &px = > Loy

mal’: VI EV =

Afin d’obtenir une formule de Green associée a ces opérateurs tangentiels discrets, nous introduisons également deux
produit scalaires L?-discrets sur I :

1
[[UaTa UaT]]aT = 5 Z MeUpV, + Z Mgr U Vx| Vugr, vor € R?7,
LEOM K*eom* —

(é-Wa ¢W)W = 1 ( Z mi&v¢v + Z mogv*(bv*) ) vé-W’ ¢W € RW

2 v=L|L eV v¥=K*|L*eVv*

Les normes correspondantes sont définies par :

1 1
||U8T||8T,2 = [[UaT,UaT]]éT, Vum— S RaTa ”gW”W,g = (€W7§W)13Vv VSW € R™.

En utilisant la définition des opérateurs tangentiels discrets et des produits scalaires ci-dessus, nous obtenons immé-
diatement la formule de Green suivante.
Théoreme V1.9 (Formule de Green pour les opérateurs tangentiels)

Pour tout &, uyr € R x R?7, nous avons

[dive" &, uar]oT = — (€, Vi uar)yy - (VL9)

VL1.3.2 Approximation DDFV en prenant en compte la condition aux limites dynamiques

Rappelons que I’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques (cf Chapitre III) s’écrit de la
maniére suivante : Trouver ¢ : (0,7) x Q — R tel que,

Oie =T, Ap; in (0,7) x £; (V1.10a)

1= —AsAc+ Ay, f(c); in (0,7) x O (VL.10b)
AptOsicr = Ax Arcip — Ag. fl(er) — ApBpe; on (0,T) x T (VI.10c)
Onp = 0 on (0,7) x T; (VL.10d)
c(0,.) = % in Q. (VI.10e)

Le point délicat dans I’obtention de 1’approximation DDFV de ce probleme provient de la discrétisation de la condition
aux limites dynamique sur les mailles duales du bord. Ceci est di au fait que les inconnues duales du bord ont un statut
particulier car elles interviennent a la fois en tant qu’inconnues duales intérieures dans 1’équation (VI.10b) et en tant
qu’inconnues duales du bord dans la condition aux limites dynamique (VI.10c). Remarquons que ce n’est pas le cas des
inconnues primales du bord qui n’interviennent que dans la condition aux limites (VI.10c). Le traitement des mailles
duales du bord sera donc différent de celui des mailles primales du bord.

Détaillons la méthode que nous utilisons ici pour obtenir I’approximation DDFV de I’équation (VI.10b) avec la con-
dition aux limites (VI.10c) sur les mailles duales du bord. Considérons une maille duale du bord KC* € 99t* et intégrons
I’équation (VI.10b) sur cette maille, alors pour tout £ € R nous avons :

/ plt,o)de =—As > / Ve(t, z) - g erdo(x)
* Dy ok EDpcx Jo*

o,0

[_AA > / Ve(t, z) - ﬁa'lcda(x)} + Ay, / flle(t,z))d.
DED e NDewt JonK* o

(VL11)
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Nous intégrons maintenant 1’équation (VI.10c) sur OK* N I' = ¢, alors pour tout ¢ € R nous obtenons :

Dt/ atcm(t,x)da(:l}) :AAF Z vrcwr(tv"*)nv*)c*'%’_/lfs/ f:-(cll“(tvx))da(x)

VIEV )«

[.AA > / Ve(t, x) - ﬁ’a,cdcr(:c)}
DED i+ NDext J oNK*

Nous intégrons maintenant les équations (VI.11) et (V1.12) sur Iintervalle de temps [t", "] puis nous remplagons le
terme encadré dans I’équation (VI.11) par la valeur que nous obtenons dans I’équation (VI.12). Nous pouvons alors écrire,

(VL12)

el gl
—Aa / / Ve(t, ) - igrerdo(z )dt—l—Afb/ / fl(c(t,z))dzdt
*EQK*

<7

!
/ / (t,z)dxdt + Aat/ (cr (T, 2) — ¢ (t", 2)) do(z) (VL.13)

tn+1

_‘AAF *Z /
viEVx Jin

Ainsi, pour toute maille duale du bord K* € 99t*, I’approximation DDFV choisie de 1’équation (VI.10b) associée a la
condition au bord (VI.10c) s’écrit :

'n.+1
Vire(t, V) g e Tdt-i—Afb/ / fl(er)do(x)dt = 0.

n+1 n

D +1 = +1 n+1 C}C* — CIC*
—Ar > MV fgres + Afbm,gdf” (ck=rcier ) — M=l + Agem, X
Dy o [Sare T
- AAF Z VV afm*nV Kc* +Afsm df ( Cic*s CZ;H) =0,
V*EV)C*

ol nous rappelons que nous avons noté o = 9K* NI
En ce qui concerne les autres termes du schéma, nous utilisons la méthode classique :

e Comme dans le cas de la Section VI.2, nous intégrons 1’équation (VI.10a) sur chaque maille primale intérieure
K € 91 et sur chaque maille duale K* € 91" U 991*. Nous prenons en compte la condition au bord de Neumann
homogene sur le potentiel chimique grace aux mailles primales du bord.

* Nous intégrons 1’équation (VI.10b) sur les mailles primales intérieures K € 91 et sur les mailles duales intérieures
K* e M.

« Enfin, nous intégrons les équations (VI.10c) sur les mailles primales du bord £ € 99.

Ainsi, si nous supposons ¢ € R” connu, I’approximation DDFV de 1’équation (VI.10) est donnée par :

Probleme VI.10 (Approximation DDFV de I’équation de CH avec des CL dynamiques)

Trouver (21, u*t1) € R x R tels que :
Cn+1 _ cn
R T DT (VR =0 (VL 142)
(VI g = 0 (VL14b)
it = —Asdi™ (V) + Apd (e, i),
A7 =A™ (TP 4 Ay e i),
M M’C;H = A 2 me *V’D n+1 T JrAfbm)c*df (c ;c*,Cjclj_l)
Pove €9 (VL15a2)
n+1
+ Asrm c;’ic — Axm.dive™ (v n+1)
T At rMer CGVr Coon*
+ sAfSWLidfS (CZ*,CZjl), VK* € o™
n+1l _ .n
Agy 2 S — A divE™ (V) 4 Ap, 0 (¢, 1) + Asy® (VOCEH) - ip = 0. (VLISD)
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Notons que nous avons la encore utilisé la notation ¢’ de sorte que I’équation sur le maillage primal du bord OM soit
vide dans I’équation (VI.14a).

VI.3.3 Estimation d’énergie

Rappelons que pour I’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques, 1’énergie libre continue F
est la somme d’une énergie libre volumique F, et d’une énergie libre surfacique F, (cf Définition II1.5). L’énergie libre
volumique est en fait I’énergie libre associée a I’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites de Neumann.
Ainsi, I’énergie libre volumique discrete est donnée par la formule (VI.5). L’énergie libre totale discrete est définie par la
formule suivante : Pour tout ¢, € R,

Aar

fb,T(CT) = % HVQCTHi ) JF-Afb [[fb(CT)v 1T]]T+

s

IV eorllny . + AsIf.(cor), LorloT, (VL16)

=Fp(cT) =Fs,0m(coT)

olt 1,7 € R est la fonction constante égale a 1 sur chaque volume de contrdle du bord (primal et dual).

Proposition VI.11 (Egalité d’énergie DDFV avec conditions aux limites dynamiques)

Soit ¢ € R”. Supposons qu’il existe une solution (
suivante est vérifiée :

Hpunthy € RT x R7 au probléme VI.10, alors 1’égalité

For (¢ — F, (V) + T, At HV9M7L_+1H2 N & HVQ(C?H e 2

-
D,2 D,2
'A v Ar n n 2 »Adt n
SNV = )l + A7 ot = hrllora
A b n n n n n n
= 2f Z M (fb( +1) fb(c,c) _dfb(C)C7C)C+1)(C}c+1 _C)c))
rem
A b n n n n
+Tf (fb< +1) fb(c)C*> dfb( Cicxs c}le)( +1 C ))
)C*GE)JT*UE)EW*
'A n n n n n n
+ Qfs Z m, (fs(CLH) _ fs(CL) — dfs (CUCLH)(CEH - cﬁ))
L£LEOM
A s n n n n
+ T g () = () — A (e G (e = )

Démonstration : Commencons par 1’équation d’évolution sur la concentration. En prenant le produit scalaire de
1’équation (VI.14a) avec ™! et en utilisant la formule de Green discréte du Théoréme V1.4 associée a la condition aux
limites de Neumann homogene (VI1.14b), nous obtenons :

e Tiany S BWAV HVDM"HHD = 0. (VL17)
Intéressons nous maintenant a I’ equation sur le potentiel chimique (VI.15a). Nous multiplions chaque équation d’une

maille prlmale intérieure }C € 9N par —= ( ntl _ ¢n), chaque équation d’une maille duale intérieure K* € ON* par
mycx

2= (¢! — ) et chaque équation d’une maille duale du bord K* € 99" par 3 (i — ).
En sommant les identités obtenues sur les mailles primales intérieures et les mallles duales, nous avons :
. A S
— A, [div” (VQC?.+1) ,C?.+1 — -+ -2 > > dK*7£VDCQ+1 S ( ntl —cp )

2 M PED A ND et

Aa
+ Ap [ (et ), et — ] — [t et — ] : m,

vrot n+l _ n 2
T 2At K*eoM™* 7(C;<* ¢ *)

=%

(VL18)
-AAI- d v* n+1 n+1 n
- ezaim M vl (V Com* )(c,c* — Cx)
o o T
Afs fs n+1 n+1 n
—&-7 P M d’* (e, 57 ) (6 — ca) = 0.
o . I

Il reste maintenant a prendre en compte la condition aux limites dynamique (VI.15b) sur les mailles primales intérieures.

m,
Nous multiplions chaque équation d’une maille primale du bord £ € 99t par —= 5 = (¢t — 1) puis nous sommons sur les
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mailles primales du bord, ainsi :

A A .
Tae g (=)’ =T Y mudiv (VYS! (e - )
LEOM LEOM (VI 19)
A A B .
+ 5k > madl (et e — e+ Y m Vet g (e —cl) = 0.
LEOM DEDeat

Remarquons alors que pour tout u € R7, {5 € Rt nous avons :

d)c*,zzfvu/c* = Z (d/c*,cu/c* + dL*,LuL*)gD-
K*EOM* DED )+ MDeqrt DED eyt

En appliquant cette égalité aux fonctions uy = (2Tt — %) et &p = 4® (Vgc’;ﬁ“) - Il et en sommant les équa-

tions (VI.18) et (VI.19), nous obtenons finalement :
—AL[divT (V) it — e + Ay (v° (VO s,y 7 (! - ) a0
FAI (&, ), e — el — L e = el + A et — (V1.20)
= A [diviT (VPeprt) ebtt = cirlor + Apld™ (ch, Qil)’ cor! = chrloT = 0.
En utilisant la formule de Green (VI.1) ainsi que la formule de Green sur les opérateurs tangentiels (V1.9), nous obtenons :
As (VR V(e — em)) o — [t et — ]
D et | As (VG TR~ 65),y (VI21)

= — Ay [d" (R, epth), et = Ry = Ap [d (e i), eift = e o

La somme des équations (VI.17) et (V1.20) ainsi que la relation 2a(a — b) = a? — b + (a — b)? donnent I’estimation
annoncée. [ |

Notons que nous utilisons les discrétisations des termes non-linéaires d* et d’+ décrites dans la Section II1.3. Avec
les mémes arguments que ceux utilisés dans le Chapitre III, nous pouvons alors démontrer :

* la décroissance de 1’énergie DDFV pour définie par (VI.16) (telle que dans les Propositions IIL.9 et I11.10);
* I’existence d’au moins une solution au Probleme discret VI.10 (telle que dans le Théoréme I11.12);

* les bornes sur les solutions discretes (telles que dans la Proposition I11.26) notamment une borne L°°(0, T', H' (£2))-
discrete pour la concentration ainsi que pour sa trace et une borne L2 (0, T', H' (2))-discréte pour le potentiel chim-
ique.

V1.4 Quelques remarques sur I’implémentation

VI1.4.1 Principe de la méthode numérique utilisée

Rappelons que pour implémenter les schémas (VI.3) et (VI.15) nous réécrivons ces problémes en utilisant des matrices
adéquates. Nous définissons alors les matrices suivantes :

* La matrice de masse M, € My, diagonale telle que pour tout u,, v, € R7,
My = diag ((mE)Keﬂ)h 0, (mg)n*emz*uam*) et (Mrur,vr) = 2[ur,vr]r.
* La matrice de rigidité R, € My, telle que pour tout u, € R7,

<(fm£divn(vgu7))
0
Rrur = ((_mﬁdivlc* (VQUT)))C*E‘JJ?*)

D -
- > dis Vo Ur - Tgw e
Dy ox €D o com*

)CGEU?)
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* La matrice Nyow + € Mg, N, correspondant a I’opérateur de dérivée normale, c’est a dire que pour tout

ur € R7,
_ D, =
Nopon 7ty = ((m£V Ur n’“)aeam> )

Notons alors que pour tout u,, v € R7 la relation suivante est vérifiée :

<RTuTva> + <N85m,TuT7U@Em> =2 (vguﬁ VQ’UT)@ .

Ces matrices permettent alors d’écrire le probleme VI.5 de la maniére suivante :
Probléme VI.12
Soit ¢ € R”. Trouver (¢!, unt1) € R x R7 tels que :

My 4 T AR p2H = M e,

As Ry Ap, Mpd?e (¢, ) — Moyt =0,
Namz,TM?-H = Nasm,TC;L—-i_l = 0.

Pour réécrire le schéma (VI.15) sous une forme similaire, il faut définir deux matrices supplémentaires :
* La matrice de masse du bord M} € My, n,, telle que pour tout u,, € R?7,

MF Uy = ( Mo thoom ) — (((m”uﬁ)ceamt)

M o toon~ MU )
om o T TR ) o com

Ainsi, pour tout u,r, vy € R?7 nous avons :
<M UOT7U8T> = 2[“0%”07’]}87’

* Lamatrice L, € My, n,, correspondant a I’opérateur de Laplace-Beltrami telle que pour tout u,- € R?7,

s
By = (Lomtom ) = (| (et (om) )
Lo oo~ (mg=divy™ (VY uam*))’c*eam*

Notons alors que pour tout u,, v, € R?7, la relation suivante est vérifiée :
<Lg7'u87'7v87'> =2 (VX upr, V‘F/VUBT)W-
Ainsi, le probleme VI.10 se réécrit sous la forme :

Probléme VI.13
Soit ¢ € R”. Trouver (¢!, 1) € R7 x R tels que :

My 4 T AR T = Mol
Nazm,T,UiJrl =0,

Aat 1
AsRrci ™ Ap, Myd? (¢, ) = My ™4 S0 M el
As
s +1 t
+~AAFL m*c mz* + A TO am*df (Cgm*7cgm*) - At Mgo,amz*cgm*v
Aot +1 +1 +1 +1 _ Ast
At Mfl;an gsx +AAF om Zsm +AfsM§9ndfg( g‘)ﬁ ’ g )+AAN0‘W Tcn At Mgsm gsmv

oIl noUs avons noté :

ONEDI,Nasm* 0N9JI7N3m*
T _ r —
M e = ONmz*IlNann* et Lo oo+ = ONm*rvNasm*
L

am* am*
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VI1.4.2 Construction des matrices

Commengons par construire, en parcourant les arétes (donc les mailles diamants), les matrices permettant de résoudre le
Probleme VI.12. Les flux apparaissant dans la matrice de rigidité R, =R et la matrice de la dérivée normale Ny, + =N
ont déja été définis dans la Section I'V.4. En ce qui concerne les coefficients de la matrice de masse M, =M, nous calculons
les mesures des demi-diamants suivants :

MES_D_K=mesh.aretes (:,_MES_K KS)+mesh.aretes (:,_MES_K_LS);
MES_D_IL=mesh.aretes(:,_MES_I_KS)+mesh.aretes (:,_MES_IL_LS);
MES_D_KS=mesh.aretes (:,_MES_K_KS)+mesh.aretes(:,_MES_I_KS);
MES_D_LS=mesh.aretes (:,_MES_K_LS)+mesh.aretes(:,_MES_I_LS);

Rappelons que nous notons mesh .nb_are_ext le cardinal de &.,+ et mesh.nb_som le nombre de volumes de con-
trdle du maillage primal intérieur. Nous pouvons alors construire les matrices R, N et M de la maniere suivante :

» Seulement pour les arétes extérieures :
v_EXT=find (mesh.aretes(:,_L)==0);

— Contribution & 1’équation de la maille /C € 91 :

R(mesh.aretes (v_EXT,_K),mesh.aretes (v_EXT,_K)) < +flux_NN(v_EXT) ;
R (mesh.aretes (v_EXT,_K),mesh.nb_vol+v_EXT) < —flux_NN (v_EXT) ;
R(mesh.aretes (v_EXT,_K), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_KS))
< +flux_NNS (Vv_EXT) ;
R(mesh.aretes (v_EXT,_K), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_LS))
< —flux_NNS (v_EXT) ;
M(mesh.aretes (v_EXT,_K),mesh.aretes (v_EXT,_K) )<+ +MES_D_K (v_EXT) ;

— Contribution a I’équation de la maille £ € 9901 :

N (v_EXT,mesh.aretes (v_EXT,_L)) < +flux_NN (v_EXT) ;

N (v_EXT,mesh.aretes (v_EXT,_K)) < —-flux_NN(v_EXT) ;

N (v_EXT,mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_LS))
< +flux_NNS (v_EXT) ;

N (v_EXT,mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_KS))
— —flux_NNS (v_EXT) ;

— Contribution & I’équation de la maille IC* € 99 :

R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_KS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_KS))
< +flux_NSNS (v_EXT) ;
R (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_KS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_LS))
< —flux_ NSNS (v_EXT) ;
R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_KS),mesh.aretes (v_EXT,_K))
< +flux_NSN(v_EXT) ;
R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_KS),mesh.nb_vol+v_EXT)
— —flux_NSN (v_EXT) ;
M (mesh.aretes (v_EXT,_KS),mesh.aretes (v_EXT,_KS)) < +MES_D_KS (v_EXT) ;

— Contribution a I’équation de la maille £* € 99" :
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R (mesh.
mesh.

R (mesh.
mesh.

R (mesh.
R (mesh.
M (mesh.

* Seulement pour les
v_INT=find (me

nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_LS), ...
nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_LS))

— +flux_NSNS (v_EXT) ;

nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_LS), ...
nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_KS))

— —flux_NSNS (v_EXT) ;

nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_LS),mesh.nb_vol+v_EXT)

— +flux_NSN (v_EXT);

nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_LS),mesh.aretes (v_EXT,_K))
— —flux_NSN(v_EXT) ;

aretes (v_EXT,_LS),mesh.aretes (v_EXT,_LS)) < +tMES_D_LS (v_EXT) ;

arétes intérieures :
sh.aretes (:,_L)>0);

— Contribution a I’équation de la maille /IC € 90t :

R(mesh.aretes (v_INT,_K),mesh.aretes (v_INT,_K)) < +flux NN (v_INT);

R(mesh.aretes (v_INT,_K),mesh.aretes (v_INT,_ L)) < —flux NN (v_INT);

R(mesh.aretes (v_INT,_K), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_KS))

< +flux_NNS (v_INT);

R(mesh.aretes (v_INT,_K), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_LS))

¢ —flux_NNS (v_INT);

M (mesh.aretes (v_INT,_K),mesh.aretes (v_INT,_K) )<+ +MES_D_K(v_INT);

— Contribution a I’équation de la maille £ € 9 :

R(mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.aretes (v_INT,_ L)) <+ +flux_NN(v_INT);

R(mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.aretes (v_INT,_K) )<+ —flux NN (v_INT);

R(mesh.aretes (v_INT,_L), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_LS))

< +flux_NNS (v_INT);

R(mesh.aretes (v_INT,_L), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_KS))

< —flux_NNS (v_INT);

M (mesh.aretes (v_INT,_ L), mesh.aretes (v_INT,_L)) < +MES_D_L(v_INT);

— Contribution a I’équation de la maille C* € 9t* U o0t :

R (mesh.

mesh.

mesh.

R (mesh.

R (mesh.

M (mesh.

nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS), ...
nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_KS))

— +flux_NSNS (v_INT); R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS), ...
nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_LS))

< —flux_NSNS (v_INT);

nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS),mesh.aretes (v_INT,_K))

< +flux_NSN(v_INT) ;

nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS),mesh.aretes (v_INT,_L))

— —flux_NSN(v_INT);

aretes (v_INT,_KS),mesh.aretes (v_INT,_KS)) < +MES_D_KS (v_INT);

— Contribution & I’équation de la maille £* € 90t* U 99* :

R (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_LS))
< +flux_NSNS (v_INT) ;
R (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_KS))
< —flux_NSNS (v_INT);
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R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS),mesh.aretes (v_INT,_L))
— +flux_NSN(v_INT);
R(mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS),mesh.aretes (v_INT,_K))
¢ —flux_NSN(v_INT) ;
M(mesh.aretes (v_INT,_LS),mesh.aretes (v_INT,_LS) )<+ +MES_D_LS (v_INT);

Remarquons que les matrices L, et M}, . ont déja été construites dans la Section I1.3. Ainsi, il nous reste simplement
a construire les matrices L}, . =L_dMS et M} .. =Mg_dMS. Nous commengons par définir le flux suivant :

flux_bord_NS:= %=1 ./ (mesh.sommets (v_EXT,_MES)) ;
ce qui nous permet de construire la matrice I_dMS :

/I Contribution a I’équation de la maille KC* € O9N* :
L_dMS (mesh.aretes (v_EXT,_KS),mesh.aretes (v_EXT,_KS)) < +flux_bord_NS;
L_dMS (mesh.aretes (Vv_EXT,_KS),mesh.aretes (v_EXT,_LS) )<+ —-flux_bord_NS;
/I Contribution a I’équation de la maille L* € OON* :
L_dMS (mesh.aretes (v_EXT,_LS),mesh.aretes (v_EXT,_LS)) < +flux_bord_NS;
L_dMS (mesh.aretes (v_EXT,_LS),mesh.aretes (v_EXT,_KS)) < —-flux_bord_NS;

En ce qui concerne la matrice de masse M,

son =Mg_dMS, il suffit d’écrire :

som_bord=find (mesh.sommets (:,_VL)>0);
Mg_dMS (som_bord, som_bord) < tmesh.sommets (som_bord,_DLLp) ;

VL.5 Tests numériques

Dans toute cette section, le centre x, est le centre de gravité de la maille IC € 9t et y, est le milieu de la corde e, pour
toute maille £ € M. De plus, les potentiels de Cahn-Hilliard choisis ici sont donnés par f,(c) = f.(c) = ¢*(1 — ¢)2.

VI1.5.1 Estimations d’erreurs

Pour valider ce schéma, nous commencons par présenter des résultats d’estimations d’erreur numériques. Pour cela, nous
étudions exactement le méme probléme que dans la Section II1.8.1 avec les mémes parametres.
Nous nous plagons donc sur le disque unité et la solution exacte réguliere est donnée par c(t, (z,y)) = (1+tanh(5(x+t)).

Notons eL = (el el €T . o) etct = (¢ el el ,m+)avec:
T N T N T N
Con = (C(T’ Z‘,C) —Ck )zceim v Com = (C(T’ xﬂ) —C )LEBDﬂ v Comruom* = (C(T’ J),C*) - CK*)x*eam*uam*
et Cg = (c(T, ‘r)C))}Cegm’ Cgm = (c(T, ‘rﬂ))ggaim ) ng*uaam* = (C(T7 Ty) — Cg*))c*esm*ua:m*
Au temps T' = 0.5, nous tracons alors
T T o.T T
7]l learllor,  [Voe7]ls, [V¥esr|n.,
el lelillor,” IVPEEN, VY ety

en fonction
* du pas du maillage size(7) lorsque le pas de temps est fixé;
¢ du pas de temps At lorsque le pas du maillage est fixé.

Nous observons le méme comportement que pour le schéma VF4 c’est a dire que nous retrouvons bien une conver-
gence d’ordre 1 en temps attendue au dela d’un certain palier dépendant du pas du maillage. De plus, en ce qui concerne
la convergence en espace, nous observons (au dela d’un certain palier dépendant du pas de temps),

* une convergence d’ordre 2 norme L2 2 la fois dans Q et sur T';
* un ordre 1 (au moins asymptotiquement) en norme H !-discréte dans 2;

* une ordre 2 en norme H!-discréte sur I' qui ne s’explique, 1 encore, que par la géométrie particuliere des mailles
du bord.

Remarquons que le schéma DDFV ne semble pas forcément gagner en précision par rapport au schéma VF4. Mais
rappelons que I’intérét principal du schéma DDFV par rapport au schéma VF4 est qu’il permet de traiter des maillages
tres généraux.
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Figure VI.1: Erreurs relatives en norme L2-discréte
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Figure VI1.2: Erreurs relatives en norme H '-discrete

VL.5.2 Décomposition spinodale

Nous nous intéressons maintenant a des résultats plus qualitatifs. Nous commengons par reprendre un exemple donné
dans la Section III.8.2 avec le schéma VF4. Etudions le phénomene de séparation de phases avec des conditions aux
limites dynamiques et en présence de diffusion sur la paroi. Nous nous plagons sur le domaine courbe sans symétrie
particuliere avec un pas size(7) ~ 0.065 et les parametres suivants : I', = 0.15, 0, = 0.006, ¢ = 0.07, ', = 10 et
o, = 5.

Nous choisissons une concentration initiale aléatoire comprise entre 0.49 et 0.51. Remarquons que la concentration
initiale ne sera pas exactement la méme que dans la Section III.8.2 car ici nous avons ajouté des inconnues aux sommets.
Nous tragons alors la solution obtenue sur le maillage primal et celle obtenue sur le maillage dual ainsi que les traces
correspondantes.

X g )
o E
g |
os Z
3 |
o b
os g
= |
|:J Abscisse curviligne
(a) Solution sur le maillage primal 21, t = 0.09 (b) Trace de la solution sur le maillage primal 99, ¢ = 0.09
=} -
1 S
- Z B
08 .‘-.“A
07 _g
os v~ 1
: S
F -
04 >
03 ' U ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8
o Abscisse curviligne
(c) Solution sur le maillage dual 2t* U 09t*, ¢ = 0.09 (d) Trace de la solution sur le maillage dual 99t*, t = 0.09

Figure VL.3: Le schéma DDFV et le phénomene de séparation de phases
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Nous observons que, bien que le comportement de la solution soit similaire a celui observé sur la Figure II1.10e avec
I’apparition de larges structures au niveau de la paroi avec alternance des deux phases pures, nous n’avons pas la méme
solution sur les deux maillages. Ce phénomene est dii au fait que le schéma DDFV est en fait résolu sur deux maillages
différents et faiblement couplés. Ainsi, vu que nous avons choisi une concentration initiale compleétement aléatoire celle-
ci est en fait différente sur le maillage primal et sur le maillage dual. C’est la raison pour laquelle nous observons tres
rapidement une évolution différente du parametre d’ordre. Ce phénomene n’est pas étonnant et n’est pas propre au schéma
DDFV. En effet, la concentration initiale étant différente sur le maillage primal et sur le maillage dual nous résolvons en
fait deux problemes de Cahn-Hilliard différents. Nous observerions le méme phénomene si nous utilisions deux schémas
éléments finis avec deux maillages différents. Le probléme de Cahn-Hilliard étant un probléme raide ce n’est pas une
bonne idée de partir d’une solution complétement aléatoire sur les deux maillages alors que les deux schémas résolus sur
ces maillages sont faiblement couplés.

Nous choisissons donc maintenant une concentration aléatoire mais telle que la condition initiale sur le maillage primal
ne soit pas trop éloignée de celle sur le maillage dual.

Pour cela, nous partons d’une concentration aléatoire (comprise entre 0.49 et 0.51) ¢, définie sur les centres du maillage
primal. A partir de 2, nous construisons le vecteur ¢2. ... € R™"U9™" el que :

1
A= S mecl, VKT e mruomr

M Kem:oKNz c #0

: 0 .
puis le vecteur c,,, tel que : . .
0 _ Crx T Cpx
Cc=—""5"
Notons que nous gardons les mémes parametres que précédemment et que la concentration initiale est choisie telle
qu’elle coincide avec celle du cas précédent sur le maillage primal intérieur 9.

VL = Trxor € OM.
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2 0.6 B

os =
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(5}
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0t =02 a

|u 0
n‘ Abscisse curviligne
(a) Solution sur le maillage primal 91, ¢ = 0.09 (b) Trace de la solution sur le maillage primal 99t, ¢ = 0.09

Trace de la solution

Abscisse curviligne

(c) Solution sur le maillage dual 2t* U 09t*, ¢t = 0.09 (d) Trace de la solution sur le maillage dual 09t*, t = 0.09

Figure VI.4: Le schéma DDFV avec un concentration initiale "proche" sur les maillages primal et dual

La premiere remarque que nous pouvons faire est que les solutions obtenues sur la Figure V1.4 sur les maillages
primal et dual sont tres proches I'une de 1’autre contrairement a ce que nous avions obtenus sur la Figure VI.3. Ainsi, ceci
confirme que de ne pas obtenir la méme solution lorsque nous partons d’une concentration initiale sur le maillage primal
n’ayant aucun lien avec la concentration initiale sur le maillage dual ne signifie pas que le schéma DDFV constitue un
mauvais "schéma" pour I’étude du modele de Cahn-Hilliard.

Cependant si nous comparons attentivement les résultats obtenus sur la Figure VI.4 nous observons que les solutions
obtenues ne sont pas totalement identiques. Remarquons alors que I’épaisseur d’interface que nous avons choisi est faible
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par rapport au pas du maillage, il y a seulement une maille dans I’interface il est donc normal que sur des maillages
différents la solution puisse évoluer différemment. Raffinons donc un peu le maillage en prenant size(7) ~ 0.04 (de
sorte a avoir a peu pres deux mailles dans I’interface) et gardons tous les parametres identiques. Notons que la condition
initiale considérée ici ne sera pas égale a celle choisie dans les cas précédents.

Trace de la solution

Abscisse curviligne

(b) Trace de la solution sur le maillage primal 090, ¢ = 0.09

N g 0.8 i
0 E
2 0.6 N
0s z
or 3 04 |
0 >
04 = 0.2 N
| 0
:1 Abscisse curviligne
(c) Solution sur le maillage dual 2t* U 99*, t = 0.09 (d) Trace de la solution sur le maillage dual 99t*, t = 0.09

Figure VI.5: Le schéma DDFYV et le phénomene de séparation de phases

Les résultats obtenus sur la Figure V1.5 montrent bien que dans ce cas nous obtenons la méme solution sur le maillage
primal et sur le maillage dual. Remarquons également que le comportement de la solution est en accord avec ce que nous
avions observé avec le schéma VF4 (cf Figures I11.10e et II1.10f).

En conclusion bien que le probléme de Cahn-Hilliard soit un probléme raide, ces résultats montrent que le schéma
DDFYV est bien adapté a ce type de probléme a partir du moment ot nous choisissons une condition initiale "raisonnable"
et un pas d’espace en accord avec la valeur de 1’épaisseur d’interface choisie, c’est a dire un peu plus petit que 1’épaisseur
d’interface.

VI.5.3 Minimisation de la longueur de ’interface

Nous présentons maintenant un cas test qui permet d’observer I'une des propriétés du systeme de Cahn-Hilliard : ce
systeme tend a minimiser la longueur de 1’interface sous contrainte de conservation du volume. Pour cela, nous réalisons
un test similaire a celui présenté dans la Section 1.7.2. Ce test est réalisé sur le domaine |0, 1[? avec les parameétres
suivants : une mobilité I', = 104, une tension de surface o, = 1 et I’épaisseur d’interface £ = 0.035. Le maillage utilisé
est un maillage non-conforme (comme décrit sur la Figure VI1.6) de pas size(7) ~ 0.01. La concentration initiale est une
bulle ellipsoidale (voir figure VI.6a) donnée par :

(z—3)?

1 2 5
A(x,y) = 3 1+ tanh R TZ +a?(y —0.5)2 — 0.25 ; avec a = 1.5.

Nous observons sur la Figure V1.6 1’évolution de la position des interfaces. Le systeme tend a minimiser la longueur
de I’interface tout en satisfaisant la propriété de conservation du volume. Notons qu’a la fin de notre calcul (= 20) I’état
stationnaire (constitué d’une interface circulaire) n’est pas encore atteint.

Nous observons également tres clairement que la solution sur le maillage primal est quasiment confondue avec celle
sur le maillage dual bien que ce test soit réalisé sur un maillage hautement non-conforme. Ainsi, ces résultats confirment
les bonnes propriétés de 1’approximation DDFV de 1’équation Cahn-Hilliard méme pour des maillages non-conformes.
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Figure VI.6: Evolution de la position de I’interface . Maillage primal en rouge, Maillage dual en bleu

V1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit une méthode DDFV adaptée au modele de Cahn-Hilliard permettant d’utiliser des
maillages trés généraux et méme non-conformes. Nous avons également démontré les estimations d’énergie correspon-
dantes qui permettent d’établir I’existence d’au moins une solution au probléme discret ainsi que les bornes sur les solu-
tions discretes. A ce jour nous n’avons pas encore prouvé de résultat de convergence des solutions approchées vers une
solution faible du probleéme continu. Une perspective de ce travail serait donc d’adapter la preuve du Théoreme II1.18
donnée dans le Chapitre I1I pour le schéma VF4 au cas du schéma DDFV.

De plus, d’un point de vue numérique, des estimations d’erreurs nous ont permis de valider ce schéma et des résultats plus
qualitatifs ont montré que le schéma DDFV s’adaptait bien au modele de Cahn-Hilliard tout en autorisation 1’utilisation
de maillages non-conformes. Ainsi, 'une des perspectives de ce travail serait de construire une méthode de raffinement
adaptatif qui permettrait de suivre I’interface. De plus, pour améliorer ce schéma, une seconde perspective pourrait étre
de trouver une méthode permettant de coupler plus fortement le schéma résolu sur le maillage primal avec celui résolu sur
le maillage dual et ainsi éviter des distorsions trop fortes liées aux maillages.
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Chapitre VII

Couplage de I’équation de Cahn-Hilliard
avec le probleme de Stokes

Ce chapitre a pour but d’introduire un schéma DDFV qui permettrait, a terme, d’étudier le couplage entre le modele
de Cahn-Hilliard et les équations de Navier-Stokes. Ce travail est encore en cours et nous nous plagons ici dans un
cadre particulier simplifié que nous détaillerons plus loin mais qui contient les difficultés essentielles liées au couplage.
Cependant, rappelons rapidement le principe du modele Cahn-Hilliard/Navier-Stokes.

Ce modele fait partie de la classe de modeles de type interfaces diffuses (ou champs de phase) et permet notamment de
décrire les écoulements multiphasiques incompressibles. La non-miscibilité des phases est prise en compte par I’équation
de Cahn-Hilliard qui permet de maintenir 1’épaisseur d’interface a une valeur prescrite ¢ > 0 et I’hydrodynamique de
I’écoulement est pris en compte par les équations de Navier-Stokes.

Considérons deux fluides de densité p; et p2 et de viscosité 77 et no. Le couplage du modele de Cahn-Hilliard avec les
équations de Navier-Stokes est réalisé :

* en ajoutant un terme de transport u - V¢ dans I’équation d’évolution du parametre d’ordre de 1’équation de Cahn-
Hilliard;

* en ajoutant un terme de force capillaire V¢ dans le bilan de quantité de mouvement des équations de Navier-
Stokes;

* en définissant la densité p et la viscosité n comme des fonctions régulieres du parametre d’ordre (vérifiant p(1) =
p1:1(1) = m, p(0) = p2 etn(0) = n2).

Le modele couplé Cahn-Hilliard/Navier-Stokes s’écrit alors : Trouver la concentration de ’'un des deux constituants
c:(0,T) x Q — R, le champ de vitesse u : (0,T) x © — R? et la pression p : (0,T) x Q — R tels que :

Oic+u-Ve=T,Ap, dans (0,7) x (VIL.1a)
p=—AAc+ Ay, fi(c), dans (0,7 x (VIL1b)
O(p(c)u) + div(p(c)u @ u) — div(2n(c)Du) + Vp + T = uVe + p(e)g, dans (0,7) x (VIL1c)
divu = 0, dans (0, T) x (VIL1d)

u = 0; sur (0,7) x T (VIL.1e)
Vu-i=0, sur (0,7) x T (VIL.1f)

ol le vecteur g représente la gravité et Du = 3 (Vu + Vu?).

Commencons par remarquer que pour que ce probléme soit bien posé il faut également ajouter une condition au bord sur
le parametre d’ordre c. Nous étudierons deux types de condition au bord dans ces travaux que nous détaillerons plus loin.
De plus, nous avons introduit un terme, noté T, que nous n’avons pas défini et qui varie selon les auteurs (voir par
exemple [Boy02, BLM ™10, AGG12] et les références qui s’y trouvent). Ceci est dii au fait que, lorsque nous étudions
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le probleme couplé Cahn-Hilliard/Navier-Stokes le champ de vitesse a divergence nulle u représente en fait la vitesse
moyenne volumique des deux fluides. Alors bien que I’équation de conservation de la masse soit vérifiée pour chacun des
deux fluides, I’équation de conservation de la masse totale 9;p + div(pu) = 0 n’est plus vérifiée lorsque la densité est une
fonction dépendant du parametre d’ordre. La question du choix de ce terme est donc sujette a débat et plusieurs solutions
sont proposées selon les auteurs. Par exemple, dans [BLM™10] les auteurs choisissent :

1 .
T = — [0hp(c) + div{p(c)w)] u,
alors que dans [AGG12] les auteurs préferent prendre :
T = — [9up(e) + div(p(c)w)] u — T, (¢ (c)Via - V) u.

Ces deux possibilités permettent alors de retrouver le bilan local d’énergie cinétique.

La premiere condition aux limites sur le parametre d’ordre que nous étudierons sera une condition aux limites de
Neumann homogene. Cette condition au bord est celle la plus souvent étudiée et a déja fait 1’objet de nombreux travaux
(voir [Jac99, Boy02, LS03, KSW08, AF08, Abe09, BLMT10, AGG12] par exemple et les références qui s’y trouvent).
Cependant cette condition aux limites impose que I’interface fluide soit orthogonale & la paroi solide ce qui, en pratique,
n’est pas tres réaliste. C’est la raison pour laquelle dans [Jac00] I’auteur propose une énergie libre surfacique, et ainsi une
condition aux limites dynamiques, permettant de prendre en compte cette dynamique d’angles de contact. Cette condition
aux limites fait 1’objet de travaux récents mais d’un point de vue numérique peu de résultats sont connus a ce jour (voir
par exemple [WQS08, CQA11, Donl2] et les références qui s’y trouvent).

Nous avons choisi de nous placer dans ce chapitre dans un cadre simplifié : nous faisons I’hypothese de Boussinesq
et nous négligeons le terme non-linéaire. Notons cependant que dans [GK14] les auteurs introduisent un schéma DDFV
pour les équations de Navier-Stokes incompressibles (dont nous nous sommes d’ailleurs inspirés pour construire le schéma
DDFYV présenté dans ce chapitre). Ainsi, 1’adaptation du cas que nous étudions au cas plus général ne devrait pas poser
de trop grandes difficultés et fait I’objet d’un travail en cours.

Dans ce chapitre, nous proposons donc un schéma de type volumes finis (DDFV) permettant de coupler I’équation de

Cahn-Hilliard avec le probleme de Stokes instationnaire et de prendre en compte la condition aux limites dynamique et
non-linéaire.
Cependant, obtenir une approximation DDFV pour ce probleme n’est pas si simple. Par exemple, dans 1’équation du
bilan de quantité de mouvement (VII.1c), la discrétisation du terme de force capillaire V¢ est délicate. En effet, nous
avons vu que les inconnues discretes associées au potentiel chimique sont localisées aux centres et aux sommets alors que
le gradient discret de la concentration est localisé sur les diamants. Il ne va donc pas étre possible d’obtenir un schéma
DDFV pour le systeme (VII.2) avec les opérateurs discrets précédemment définis.

Ainsi, un premier travail consiste a définir de nouveaux opérateurs discrets (Section VII.1) dont nous vérifions qu’ils
sont (en un certain sens) consistants. Nous pouvons alors donner les approximations DDFV de ce probléme en fonction
des différentes conditions aux limites qui lui sont associées (Sections VII.2 et VII.3) ainsi que les estimations d’énergie
correspondantes. Nous décrivons ensuite 1’implémentation des opérateurs utilisés (Section VII.4) puis dans la Section
VIL5 nous présentons des résultats numériques permettant d’une part de valider ce schéma et d’autre part d’illustrer
I’influence des conditions aux limites dynamiques.

VII.1 Construction de nouveaux opérateurs discrets

Le probleme que nous étudions s’écrit : Trouver la concentration de I’'un des deux constituants ¢ : (0,7) x Q2 — R, le
champ de vitesse u : (0,7) x Q — R? et la pression p : (0,T) x © — R tels que :

Oic+u-Ve=T,Apu, dans (0,7) x Q (VII.2a)
p=—AsAc+ Ay, fl(c), dans (0,T) x € (VIL2b)
By — RiAu +Vp= i*uvc 4P (f) g, dans (0,T) x Q; (VIL2c)

e P P
divu = 0, dans (0,7T) x £; (VIL.2d)
u = 0; sur (0,7) x T; (VII.2¢)
V- =0, sur (0,7) x T; (VIL2f)

auquel il faut ajouter la condition aux limites sur le parametre d’ordre c.
Nous avons noté R, le nombre de Reynolds et p* la densité du fluide le plus lourd.
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Commengons par énoncer les différents problemes intervenant lorsque nous voulons discrétiser ce systéme avec un
schéma DDFYV classique.

* Lorsque nous discrétisons I’équation de Cahn-Hilliard par un schéma DDFV, nous avons vu dans le Chapitre VI que
les inconnues sont localisées aux centres et aux sommets (aussi bien pour la concentration ¢ que pour le potentiel
chimique ). Par contre, le gradient discret est constant par diamant. Le premier probleme concerne donc la
discrétisation du terme 1V c. Nous allons donc devoir définir un nouvel opérateur discret, noté G7 (-, ¢r), qui va
approcher le terme " Ve’

¢ Les inconnues en vitesse étant également localisées aux centres et aux sommets (cf Chapitre [V), le méme probleme
se pose alors pour le terme u-Ve. Cependant, la vitesse est a divergence nulle ce qui implique que u-Ve = div(uc).
Nous allons donc construire un nouvel opérateur discret div, (u,, ¢ ) permettant d’approcher le terme ”div(uc)”.

¢ Enfin écrivons (formellement) 1’obtention de 1’estimation d’énergie dans le cas continu :

Nous multiplions 1’équation (VII.2a) par x4 puis nous I’intégrons sur {). Alors, en utilisant la condition aux
limites de Neumann homogene sur le potentiel chimique, nous obtenons :

/ (e +u- (uVe) +T,|Vpul?) =0.
Q

Nous multiplions ensuite 1’équation (VIL.2b) par 0;c puis nous I’intégrons sur €2, alors :

/,u@tc:/at (£|VC|2+Afbfb(C)) —AA/(')tch-ﬁ.
Q Q 2 r

Enfin, nous multiplions 1’équation (VII.2c) par u et nous I’intégrons sur 2. Alors, le fait que divu = 0 dans
Q et que u = 0 sur I' impliquent :

A(uvc)-u4<§atu2+7’i|vll|2> f/Qp(c)g-u.

Pour finir, il reste 2 sommer ces trois égalités ce qui mene a :

d * *
7(/ .Fb(c)+p—|u|2) :—rb/ |vu|2—L/ |Vu|2+/p(c)g~u+AA/3tch~ﬁ.
dt \Jg 2 Q Re Jo Q r

Ainsi, les contributions du terme de transport dans I’équation de Cahn-Hilliard et du terme capillaire dans 1’équation
de Stokes se compensent exactement. Il va donc falloir conserver, au moins en un sens faible, cette propriété dans
le cas discret pour pouvoir obtenir des estimations d’énergie.

Remarquons que le terme fr 0ycVe - 1 intervient de maniere différente dans cette estimation en fonction des con-
ditions aux limites que nous choisissons d’utiliser. Il est nul lorsque nous considérons des conditions aux limites de
Neumann homogene sur le parametre d’ordre alors qu’il permet de faire intervenir des termes surfaciques lorsque
nous imposons une condition aux limites dynamique.

VIL.1.1 Définition de ’opérateur div.

Soitu: @ — R?etc: Q — R. Intégrons la quantité div(uc) sur chaque maille primale }C € 91 et utilisons la formule
de Stokes, nous obtenons :
/ div(uc) = > / cu-fige ~ >, ¢, FI (ur)
c c€Ec Jo c€EK ’
ol ¢, est une inconnue (a déterminer) sur 1’aréte o et F: « (u7) une approximation de fa u-fggx.
Dans le méme esprit que ce que font les auteurs dans [GK14], nous allons utiliser le fait que la vitesse est a divergence
nulle pour obtenir I’expression de F7 ..
Commencons par introduire les notations sur les mailles diamants que nous utilisons dans la suite.
Notations : Considérons la maille diamant » € ® définit par les centres x ., x, et les sommets x,c», T .«.

e Les cOtés de D sont notés s et 5,,c« € OD est le segment d’extrémités x, et z,~. Nous utiliserons des notations
similaires pour les trois autres cotés de D : Sy .+, S+ €t 5. 0.
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S
N
N5 ., «p

Figure VII.1: Définitions relatives au diamant o € ©

* m est la longueur du coté s et ii; , la normale unitaire a s sortante a D.
Nous savons que pour tout D € D,

. 1 - -
0 =div?(u,) = T [m,(ue —ue) - B + M= (Uer — Ugew) - Bynn | - (VIL3)
D

En utilisant les formules géométriques suivantes,

- - — -
- Mgy s Mgy = Mg Mgy i D My s gy = Mg, s i D
My, =

et mﬁﬁ,c*ﬂ* = {

- - - -
+m5£;c* Sk D + Mg, «Ns, v D +m5)€£* Ng, . .«D + Ms,  «Ng, 4. D

et en réorganisant les termes de (VIIL.3), nous obtenons :

1 L -
= 2mp [EICIC" (uTC + u;c*) *Ng D +5)CL*(u1c + UL*) ‘Ngvp
5o (Ue + Upew ) Hs 0 p + 800 (Ue + Upx) - T, o]

U + U
-y mtee

s p.
mp sEID 2
s=(zic,T)c*]
Nous posons alors :
Frp(ur) =m0 g et BT (ur) = — (FL o(ur) + FL, o(ur)
s,p\Ur) = Ms B Nsp € o \UT) = sicpex, 0 \UT scpr,p\UT) ) -

Le mé&me raisonnement sur les mailles duales IC* € 9t U 990*, nous de définir I’opérateur div;.

Définition VIL.1 (Définition de I’opérateur discret div))

Nous définissons I’opérateur div : (RQ)T X R7” — R7 de la maniére suivante.
Soit u, € (R2)T etcr € R7, alors :

div] (ur, cr) = (div) (ur, cr), dive™ (ur, ¢r), divy (ur, c7), dive™ (ur, cr))
avec divy™ (ur,cr) = 0 et,

1
vk €, diV:(u""CT) = > ¢, FT (ur), avec cf,:¥;

ot o, K
My p «ED ’

0,0

* 1 . .
VE* € M UoMm”,  divy (ur,cp) = > cor Fl n(ur),  avec ¢« = M

o* K*
m ’ 2
K* Dy o €D jcx

(VIL4)
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Ces flux de masse F] qui interviennent sont définis de la manieére suivante :

¥Dg o € Dy, Flo(ur) =—(FI . () + FL . o(ur)),
¥Dg o+ € Dr NDint, FI o (ur) = = (FI . o(ur) + FT . ,(ur)),
VDo o+ € D+ NDegt, Frin(ur) = —F__ (ug),

ot le flux sortant de D a travers s est donné par :
04 »ur) =mg

ons = [Tp,xp-] € 0D avec P € {x, £} et P* = {k*, c*}.

Notons que nous avons avons choisi d’utiliser une discrétisation centrée pour les inconnues d’arétes c, et c,~ définies
par (VIL4) car c’est le choix le plus simple et qu’il permet d’obtenir des résultats satisfaisants. Cependant, d’autres choix
sont bien sfir envisageables.

Remarque VII.2
Pour tout uy € (RQ)T, la définition des flux F] que nous venons d’introduire implique que pour tout D € ® :

. 1 U + Upex
div? _ ‘_K:i n
iv®(uy) - 5628D M 5 s p
SZ[JJK,J;,C*]
L (FT L (ur) + L (ur)
mp
1

7m77, (F:r*,rc* (uT) + F:*,ll* (u'r)) :

Ainsi, si Uy € (RQ)T satisfait la condition divg(uT) = 0, nous avons bien conservativité des flux, c’est a dire :
F:,C(uT) =—F7 (uy)et F7 s (ur) = —FL o (ur)

VII.1.2 Définition de I’opérateur G”

Dans cette section, nous construisons 1’opérateur discret G7 tel que :

[[diV:(u'ra cr)pirlr = [G7 (ers pir), ur]r,  Yur € By, Ver, pr € R (VIL5)

ol nous rappelons que
Ey = {uTE (R2)Ttel que uggyr = 0 et ugg+ = 0} .

Figure VII.2: Définition du diamant D,

Soit uy € (RZ)T et cr, i € R7. Sinous désignons par D, le diamant voisin de D qui partage le coté s (comme
décrit sur la Figure VIIL.2) et par o4, 0} les arétes primale et duale correspondantes, la Définition VII.1 donne pour toute
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maille KC € 901,
. U + Upe*
myedivh (ur, cr) = > mg(c,, — cd)% 1g p
SED, ,«EDK
s5CK,s5¢T
1 R o
=-lUg - > ms(c,, — ¢, )lpp, | + = S ms(c,, — ¢, ) Uk - Tipp,
2 SED, ,«EDK 2 S€ED, ,«E€EDK
sCK,s¢T sCK,s¢T

oll fipp, désigne la normale unitaire a s allant de D vers D,.
De la méme maniere, pour toute maille C* € 99t* U 9097t*, nous avons :

* My + Uypex
s K < < —
m}C*dIVTr (uT7CT) = Z mﬁ(caz - Crf*) 2 “ s D
SED, o+ EDcx
sCK*,s¢T
1 B} .
S e — e Tiom, |+ gue [ Xl - )i,
SED, 5+ €D pcx SED, 4+ EDycx
sCK*,5¢T sCK*,s¢T

Ces deux égalités impliquent,

. 1 1 R
[divy (ur,cr), prlr =3 Ue | 5 Mg ((C‘:’s — o)k + (Cox — CU*)NK*) Nop,
KeEM SED, ,xEDK
oChogl (VIL6)
1 1 ~
5 > ue| g ms ((¢oy — Co)ix + (Cor — € )i+ ) Tipp,
K*EM*UoM* SED, ,x EDcx

sCK*,s¢D

Définition VIL.3 (Définition de I’opérateur discret G7)

3 . . T N .
Nous définissons 'opérateur G™ : R™ x R™ — (R?) " de la maniére suivante.

Pour tout ¢, pir € R7, nous posons G7 (cr, pir) = (G™(cry pir), GO (Cry por ), G (Cry pir ), GO (Cry iy ) tels
que G (cr, pir) = G (cry pir) = Ocet,

1 m iR
VK e, G5(cr, pr) = Z - ((Caﬁ — Co )i + (CU; - Co*),uic*) Npop,;

Mk sep, ,«€Dk 2

sCK,s¢D
N N o 1 Mg R
VK" € M, G* (er, pr) = > — (€0, = € )pirc + (Cox — Cox ) pix+) Bpop, -

M= SED, ,x EDjcx

sCK*,s¢D

Remarque VIIL.4

Comme nous ’avons vu dans la Partie 2, pour obtenir une approximation DDFV du probléme de Stokes, nous inté-
grons le bilan de quantité de mouvement sur les mailles primales et duales intérieures seulement. C’est la raison pour
laquelle malgré ce que nous obtenons dans I’équation (V11.6), nous avons imposé que G°™ (cr, pur) = 0. Cependant

la condition aux limites (VI1.2e) implique que u,~ = 0 pour toute maille duale KC* € O9N*, ainsi la formule (VIL.5)
est bien satisfaite.

VII.1.3 Etude de consistance

Nous allons montrer ici que les opérateurs div) et G7 définis ci-dessus sont consistants en un certain sens.

Pour plus de clarté, pour tout u : @ — R? réguliere, nous notons us® le vecteur de (RQ)T tel que pour tout I €
MU IM, us” = u(z,) et pour tout £* € M* U IM*, ulh = u(ze~).
De la méme maniere, pour tout ¢ : {2 — R réguliere, pour tout D, ,- € D, nous définissons :

CEZIZ = C('T’C) + C(xﬁ) et Cem . C(w)C*) + C(x[,*).

o 2 (7'* T 2
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Théoréme VILS (Consistance faible de I’opérateur div)

Soitu : ) — R? réguliere telle que u = 0 sur I et soit ¢ : Q) — R réguliere, alors pour tout D, € D, nous avons :

p— U FT (ud) — /{Tc(x)u(x) ‘gecdo(x) m
— | FN L (ufY) — / c(x)u(z) - fgxp=do(x)| ———— 0.
o* ’ P size(T)—0

Démonstration : Par définition du vecteur u” et du flux de masse F™,_, nous avons :

- e u(x) + u(xc- R W) +u(x,y= R
FEU)C(u%):_(mﬁKK* ( IC) 2 ( K ) 'HEKK*,D—i—mSKL* ( /C) 2 ( L ) 'n5}C£*)D>'

Les formules de Tayloren x € o = K|z € &;,,; impliquent,

F:K(ug) = (m5)C)c* ﬁ5)clc* D + Mgy o« ﬁf‘/ct* aD) : u(m)
m * -
- 75’2“ ([((ze — ) + (Tie+ — @) @ s p] : V()
_ Mgy px

([((ze = 2) + (2o — 2)) @ s p] + Vu(z)) + O (size(T)?)

2
([((ﬂc,C —z)+ (2r — ) ® ﬁsu*ﬂ?} : Vu(a:)) + O (size(T)g) ,

2

=m,u(z) - figx — ([(xx — 2) + (2> — 2)) @ sy v p] = V()

mﬁ)m*

2

ol nous rappelons que pour tout a, b € R?, £ ée MyR),u: Q — RR?, nous notons :

) . V!
a@b=abeMyR), (£:6)=Tr("¢E)eR, Vu= (tVZQ> -

De la méme maniere,

& =c(x) + 3 ((zx —2) + (z. — 2)) - Ve(z) + O (size(’T)Q) .
Ainsi
1
— | FT (uSF) — / c(z)u(z) - figedo(z)| < O (size(T)) ———
m, ’ . size(7T)—0
Un raisonnement similaire pour une aréte duale o* conclut la preuve. ]

En ce qui concerne 1’opérateur G7, nous n’allons pas pouvoir obtenir une telle propriété de consistance. Nous avons
cependant consistance "au sens faible" de cet opérateur (c’est a dire modulo un gradient de pression).

Théoreme VIL.6 (Consistance faible de I’opérateur G7)

Soit u : Q — R? réguliere tel que u = 0 sur T et divu = 0 dans Q et soit ¢, i - Q — R réguliéres, alors :

[[gT(CeTm, ‘ueTz)7 ufrx]]T - — <,U . VC, 11>.
size(7)—0

Démonstration : D’apres la Section VII.1.2, nous avons :

(- Veou) = [67(¢57, u5) 0T | = [{div(uc), u) — [divy (usF, 57, w5 |

1
<3| [ pdiviue) - 3 medivi(us,e)ate)
2 Q KeM
1 . . ek
+ - /,udlv(uc)f > mexdivly (uSF, 5% ) (@)
21/ K €M=Lom®
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Intéressons nous a la somme sur les mailles primales }C € 901, le Théoreme VIL.5 implique :

sz =

[ mdivtue) = 52 modivi(st,e)ate)
Q reM

5o 5 ([ew e —errrwn) + 5 [ (0) — e diviuo

KeM D, ox €DK

En utilisant que pour toute aréte o € &4,

= ™ ex + = + *

/cu~n,m =0 et FJ (uf) :msm*% ~nan+msﬁﬁ*% ‘g =0,

nous avons :
S = | 3 () = (o)) [ e Tl = e FT0)) + 55 (o) = ) divtue)
DED o reMJIK
< Cusine(T) 55 melu(o) = w0 + 5 [ [ =) Fa)] div(ue) + O Gize(T)
DPED KEMJK
1. ez . . .

< Cou el size(T) 122, + size(T) [Vl oy iV (1) |y + O (si7e(T))

et donc :

Soy ——— 0.
size(T)—0

Un raisonnement analogue pour la somme sur les mailles duales £* € 9t* U 091* permet de conclure la preuve.

VII.2 Les conditions aux limites de Neumann

Dans cette section, nous imposons a I’équation (VIL.2) une condition aux bords de Neumann homogene sur le parametre
d’ordre,

Ve-i=0, sur(0,7)xT. (VIL7)

Rappelons que nous avons étudié dans la Partie 2 la propriété de stabilité Inf-Sup pour le probleme de Stokes. Nous
nous placons dans la suite de ces travaux dans le cas de maillages pour lesquels la constante Inf-Sup vérifie 5 > 0
et ainsi le probleme de Stokes est bien posé pour ces différents maillages. Notons que nous avons montré que de tels
maillages existaient : c’est le cas pour plusieurs familles de maillages y compris les maillages cartésiens non-conformes
(voir Théorémes V.2 et V.9). A ce jour, le seul maillage pour lequel nous sommes siirs qu’il ne vérifie pas cette hypothese
est le maillage cartésien conforme uniforme (voir Théoreme V.8).

Notons que si nous étudions la convergence du schéma DDFV pour le probleme couplé Cahn-Hilliard/Stokes (ce qui
n’est pas le cas ici) il faudrait également supposer que la famille de maillages étudiée est Inf-Sup stable, c’est a dire

lim infsize(T)%O BT > 0.

VIL.2.1 Principe du schéma DDFV

Pour obtenir I’approximation DDFV associée a ce probleme :

¢ Comme dans le Chapitre VI, nous intégrons 1’équation de Cahn-Hilliard sur les mailles primales intérieures KC € 9t
et sur toutes les mailles duales IC* € 9T U 09,

* En ce qui concerne I’équation de Stokes nous procédons comme dans la Partie 2 : nous intégrons le bilan de quantité
de mouvement seulement sur les mailles primales intérieures /C € 91 et sur les mailles duales intérieures K* € 9™
et nous intégrons I’équation de conservation de la masse sur le maillage diamant ©.

Ainsi, en utilisant les opérateurs discrets définis dans la Section VII.1, si nous supposons que ¢} € R” etul € (RZ) T
sont donnés, 1’approximation DDFV du probléeme (VIL.2) au temps ¢"*! assorti de la condition aux limites (VIL.7) est
donnée par :
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Probleme VII.7

Trouver (31, i+t ult pitl) € R x R7 x (R?)” x R? tels que :

? D

n+1 n

DED

avons utilisé la notation :
Von

Uy = 0 5 V'UT S RT.

0
Von* yom*

Som = Cormr = 0.

VIL.2.2 Approximation DDFV du probleme découplé

C
% + divy (it et — Tydiv” (V) =0,
= —AdivT (T2eH) A d (3,
n+1 —uy . n n 1 n n p(cn+1)
TTt’T — EleT(vguT+l) + Vsz)+1 - Tg ( +13 ILLT+1) #g”m
div® (u2tt) =0,
(VZ) n+1) . ﬁT _ z(vi) n+1) . ﬁT =0,
m( n+1) > mppiptt = 0.

(VILg)

ot nous rappelons que pour que les équations sur le maillage 09N soient vides dans 1’équation de Cahn-Hilliard nous

De plus, g € (RQ)T est défini de la maniére suivante : pour tout K € 9, K* € 9* U OM*, g = x = g et

L’inconvénient du probleme (VII.8) est la présence d’un couplage fort entre les équations de Cahn-Hilliard et les équations
de Stokes. En pratique, il sera alors difficile de résoudre ce probleme numériquement. Pour y remédier, nous introduisons
le probleme découplé suivant en explicitant la vitesse dans I’équation d’évolution sur la concentration de 1’équation de

Cahn-Hilliard :
Probléeme VIL.8

Trouver (¢l puntl untl pntl) e R7 x R7 x (RQ)T x R® tels que :

cntl Cn
S AL ¢ +div](uZ, 2t — Iydiv” (Vgunﬂ) =0,
pitt = — AL divT (V2eth) + Ap df (e cntt),
untl _ yn 1 . 1 At
Ur T _ _— div’(V2u ntl) 4 gTpitl = **QT(CQL—+17M7TL+1)+ p( s ) -

At Re
div® (u2tt) =0,
(VDNHJFI) iy = D(vg n+1) iy =0,

( n+1) Z mDpn+1 —0.

Remarquons que la condition aux bords sur la vitesse est prise en compte dans I’équation (VII.9¢).
La résolution numérique de ce schéma peut se faire en plusieurs étapes :

1. Résolution des équations de Cahn-Hilliard :
Supposons que u% € (]RQ) soit connu, nous cherchons (¢!, nT1) € RT x R tels que :

n+1 Cn
%Tto + div] (u, 2t — Dydiv” (Vgu”J“l) =0,

pitt = —Adiv? (V2 + Ag d/e (e, i),
(Vgﬂnﬂ) Hr =~ (Vgciﬂ) iy = 0.

2. Résolution du probleme de Stokes :

(VIL9a)
(VIL9b)
(VIL9c)

(VIL9d)
(VIL9e)
(VILOf)
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Le couple (21, u7+1) € R” x R est maintenant connu, nous cherchons (u2+?, p+1) € (R?)” x R tels que :

uttl 1 n 1 o n p(cntt
T At T R—dlvT(VQufrl) +VTpitt = EQT( P + (/;)gw

Proposition VIL.9 (Egalité d’énergie pour le probléme découplé avec C.L. de Neumann)

Soitc? € R™, u € (R?)". Supposons qu’il existe une solution (21, pnt! untt prtl) € R7xR7 x (R?)” xR?
au probléme VII.S, alors I’égalité suivante est vérifiée :

(Fortery + 2 2 ) = (Frten) + 2 22,
HA[VR ] AR urt
+ % |V (et —en) i + %* e [[ T
A S g () = () - P (e cz“)(c:z“ - )
+ A e (Al = fulen) — AP (e, ) (e — )

2 oo
+ALGT (e, i), ustt - w2

Démonstration : Pour les équations de Cahn-Hilliard, nous procédons comme pour la Proposition VI.6 du chapitre
précédent, nous obtenons 1’estimation d’énergie (VI.6) modulo 1’ajout du terme correspondant au terme de transport dans
le systeme de Cahn-Hilliard, ainsi :

Forlc n+1) For(c ”)—i—FbAtHVD n+1H

A 2 |
+ 5 [Vt e, + vy )

5 5 me (e 1) ) — e et - )
Ak e (oY) = fo(ch) — do (e, (et — )

2 )C*GEDT*UBEDT*
Prenons maintenant le produit scalaire de 1’équation (VII.9¢) avec u“Jr1
donnée dans le Théoreme 1V.7 ainsi que I’égalité (IV.9), nous obtenons

alors, en utilisant la formule de Stokes discrete

A

t At
Hu:j_l _.n u:—i—lﬂT + ,R,imvi)u:-‘rl|||§D$2 _ At (dw© n+1 pn-‘rl)CD :jﬂgT(C?—+1aﬂn+l)7u2~+l]]T
e

1,17_,7 b ) T

At n n
I CCAR TR B

L’identité (VIL.5) et le fait que div® ut1 = 0 permettent de conclure.

Pour pouvoir obtenir I’inégalité d’énergie associée nous utilisons le résultat suivant.

Lemme VIL10 (Estimation de I’opérateur G” dans le cas quasi-uniforme)

Soit T un maillage DDFV de ), pour tout ¢ > 2 il existe une constante positive Cy dépendant seulement de
la régularité uniforme du maillage regu,it(T) (voir Définition A.10), de ) et de q telle que pour tout ¢ € R7,
wr € R7 vérifiant :

Z Ml = Z My fiex = 0,
reM K*EM* UM ™*
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Uinégalité suivante est vérifiée :

i
T < - -
||g (CT7/“LT)||T,2 = Size(T)g/q

D
Vv CTH

VQUTH .
0,2

0,2

Ainsi, la constante C est uniforme sur une famille de maillages quasi-uniforme.

La démonstration de ce lemme utilise le résultat suivant démontré dans [BCCHF, Théoremes 9 et 10]. Nous le
présentons ici en adaptant I’énoncé au cas particulier qui nous intéresse.
Théoréme VII.11 ((BCCHF, Théorémes 9 et 10])

Soit T un maillage DDFV associé a <), alors pour tout q > 2 il existe une constante Cy > 0 dépendant seulement de
q, Q et de la régularité du maillage reg(T) telle que pour tout ur € R” satisfaisant :

> Mg = > MyexUex = 0,
KEM K*EM*UIM™*
nous avons,
1 1
il gr < Co[V2ur]| . ot furlly g, = 3 ( S melucl?+ S e uge q)
D,2 2 KEM K*EM* UM ™

Démonstration du Lemme VII.10 : La Définition VIIL.3 de I’opérateur G7 permet d’écrire,
2

m —
167 (cr, NT)H?r,Q = > > 75 ((CU5 — ¢ ) e + (CUE - ca*),u,c*) fipp,
KEM \ sED, ,«EDk
sCK,s¢T
2
Mms -
+ Z Z 5 ((Cas - ca):uK + (cuz - Ca*):ulC*) Npp,
Kc*EM* SED, % ED =
sCK*,s¢D

Considérons une maille /C € 9, alors il existe C(reg(7)) ne dépendant que de la régularité du maillage tel que :

2
2 Mg ,
(Tie)” = > 9 ((6”5 — Co)pixc + (Ca; - Ca*)ﬂ/c*) Npp,
SED, ,«EDK
sCK,s¢T
<C(reg(T)) > (mi(co, — ) g +mi(coy — o))
SED, ,«E€EDK
sCK,s¢T
Or, la définition de c, et c,~ donnée par (VIL.4) implique,
Ce — C¢ Ce, — Cx Cicx — Cx Cr,* — Ckx
— = et * — P—
Coy — Co 5 T Cor — Co 5 + 5

donc en utilisant la Définition VI.1 du gradient discret DDFV, nous obtenons :

(Tic)2 <C(reg(T)) > (m%|VDcT|2 + Mop, |VDECT|2) (|M}c‘2 + |

SED, ,«E€EDK
sCK,s¢T

<4C(reg(T) sl 5 malV7er[.

D, -+ €DK

)

Ainsi, un raisonnement similaire pour une maille K* € 91* entraine qu’il existe une constante positive (toujours notée
C(reg(T))) ne dépendant que de la régularité du maillage telle que,

2
197 (erspr) 30 < Clreg(T)) lir I oy |V 2r |- (VIL1D)
Or, pour tout ¢ > 1 nous avons :
C(regunif (T))
||IU’THL°C(SZ) — size(T)Q/q ”MT' 0,q,7° (VIL12)
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ol nous avons noté :

1
ey = 3 (5 melimelt+ S w7
reM KK*EM*UIM™*

Alors, en appliquant le Théoréme VII.11, pour tout ¢ > 2 nous obtenons :

lirllog, < Co HV%THD g (VIL13)

Regrouper les inégalités (VII.11), (VII.12) et (VII.13) permet de conclure la preuve.

Remarque VII.12

Pour tout u, € K tel que div® (uy) = 0 et pour tout pir,c+ € R™ nous avons :
[[gT(CT7 /77/')7 u‘l']]T = [gT(C% MT)a uT]]T;

out nous avons défini i € R” de la maniére suivante :

_ 1 . 1
b = e = = Man(pr), VKEM et fice = pcr — 7 Monsom=(u7), VK" € M UM (VIL14)
Q Q

avec

Co= Z M = Z My, My (pr) = Z My el Mo Goom= (phr) = Z My e -
reM K*EM*UOM™* reM KX EM*UoM™*

Remarquons également que [ ainsi construit vérifie,

> Mghic = > M= pc= = 0.
KEM K* ENMTUOM*

Démonstration de la Remarque VII.12 :
Par hypothese u, € K donc I’égalité (VIL.5) implique :

[[gT(CTa l];)a UTHT = [[gT(CTv MT)a uTHT + [[diVZ(Uw CT)a i — MTHT-
Montrons maintenant que le dernier terme du membre de droite de cette égalité est nul. Par définition de zt- nous avons :

. _ 1 -
[[le;(uTv cr)pir — prlr = — 54 M (pir) > > CG'FU,)C(uT)
2052 KEM D, .+ EDxc

1

- 7M9J2*UBEUI*(;UT) Z E C(,*F:*,K* (u-,—).
2Cq K*EM*UOM* D« €D c*

Alors si de plus nous supposons que div® (uy) = 0, nous avons :

CUF:,)C(UT) = Z Co (FZIC(UT)—"_F:,L(UT)) - Z CUF:,L(UT):(L
KEMD, ,«EDK DEDint DEDeat

ol nous avons utilisé la conservativité des flux F7 (uy) = —F7 .(u) etle fait que F7  (uy) = 051 0 € Eepy.
De la méme manicre, la définition des flux £. . donnée dans la Définition VII.1 permet d’écrire,

CoFT o(ur) = Y cor (FL o (up) + FL o(uy)) =0,

K*EM*UOM* D, _« €D e DEDint

0,0

N N g o - _
ol nous avons la encore utilisé la conservativité des flux F™ . (ur) = —F7 .. (ur).

Théoreme VII.13 (Existence d’une famille de solutions et Inégalité d’énergie)

Soit T un maillage DDFV de ), soit & € R7,u% € (RQ)T. Il existe une famille de solutions
() 1<n<n, (1) 1<n<ns (W) 1<nn, (02 )1<n<n) € (RT)N x (RT)N x (R2)7)N x (R®)N au probleme VIS
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telle que s’il existe q > 2 tel que At < fBsize(T)"/ (o1t § > 0 est une constante fixée ne dépendant que de regy ;¢ (T)
et des données de I’équation), I'inégalité suivante est vérifié pour toutn € [0, N — 1] :

n p* n 2 n p* n |2 r n 2
(Fortes™y G sl ) = (Furten) + G, )+ S 20

0,2

E3
+ 2t — a2

p* D..n A D/.n n 2
o MIVIR T R, + T [V -+

T

R.C3 2
<At ;*33 ol lgl*.

Remarque VII.14

Ce théoreme donne I’existence d’une famille de solutions dés lors que la famille de maillages est quasi-uniforme.

Afin de démontrer ce théoreme, rappelons I'inégalité de Poincaré suivante démontrée dans [ABHO7].
Théoréeme VIL.15 (Inégalité de Poincaré discréte, [ABH07, Lemme 3.2])

Soit T un maillage DDFV associé a (), il existe une constante Cs > 0, dépendant uniquement du diamétre de 2 et
de reg(T), telle que pour tout ur € Eg :

lurl,, < Cs | Vu,

0,2

Démonstration du Théoréme VII.13: Commencons par remarquer que la démonstration de ce théoréme repose sur
le Lemme du degré topologique A.8.

S(J)\;t V, = Igv-,- € Eo : div’ v, = 0}. Définissons I'ensemble K des ((¢™)1<n<n, (%) 1<n<n, (W%)1<n<n) €
(RT)N x (RT)N x V- vérifiant :

N-1 2
S AL HVQMTLHH < My, sup [[VZcr|,, < Mo, et sup [z, < Mo;
n=0 D,2 n<N n<N

avec M choisi suffisamment grand en fonction des données du probleme (cf hypotheses (VII.22) et (VII.23)).
Considérons maintenant 1’application H définie par :
H:K x[0,1]— K

(@rznens (1<nen, (Wizazn8) = (BT )izazn, (B )icnzn, (B )1<nzn) |

ol nous avons noté E°7 = (E7o, E¢m ), EFT = (EFT0, EFom) tels que :

noocntl_cn
ETo = W + 6div] (ul, ¢t — T,div’ (VP urtt),
B =2 (VO ) - iy,
EMTo = — A div” (VOcrth) + 5 A, d" (e cithy — pitt

To ?
EFo =~ (V2eth) i,
n ol _ g 1 J
EYT = Py <% — R—divT(V©u2,+1) —
€

Cn+1
3 gr(eptt, rty - ) o )gf) ,

p*

tel que Py, désigne la projection sur I’ensemble V. Ainsi EVT est défini de sorte que EYT = 0 signifie que pour tout
Vo (S VT!

upft —u} 1 o o a1 O or( ntl  ntl O i1

v, ST 0T divT(VRun) — gt u ) — p(en g, ) = 0.
At Re

Notons que le parametre § intervient devant tous les termes non-linéaires apparaissant dans la fonction H.

La fonction H ainsi définie est bien continue et la fonction H(-,0) est affine, vérifions maintenant les différentes hy-
potheses du Lemme A.S.
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Vérification de ’hypothese (ii) du Lemme A.8 :
Soit (X,0) = (€M) 1<n<ns (W) 1<n<n, (W) 1<n<n,8) € K x [0,1] tels que H(X,d) = 0. Alors X est solution du
Probleme VIL.§ avec :

o §div] (uR, e™*1) ala place de div] (uZ, c+1);

e §G7 (1l untl) alaplace de G7 (¢ pntl);

0 f, alaplace de f,;

L]

5df ala place de dfe:
» p(c)g, 2 la place de p(cit)g.

Rappelons que dans ce cas 1a, I’énergie libre ]-"f} - est définie par :

A 2
Forler) =52 HV%THD A+ 8AL L (er) 15Dy, Ve €R (VIL15)

)

Ainsi, de la méme maniere que pour 1’égalité d’énergie VII.9 nous obtenons :

TL n n p* n n
(]_-5 +1 H +1H¢,2) — (]-"jT(cT) + 5 ||uT\|2T72) + T, AtHVE +1HD 2
P D n+1y2 Aa D/ n+l NIk P* it
R e ) e
A
=2l S m (fu(eh) = fileR) — dP (e, et (et — o) (VIL16)
2 KEM
A
+7fb5 > e (F( ) = fuled) = d (e, N (! — )
)c*eﬂﬁ*uaim*

+SAL[GT (¢ ), Bt — u], + 57[[ (g, w1

Rappelons que si nous choisissons une discrétisation semi-implicite du potentiel de Cahn-Hilliard f, (voir (II1.16)) les
deux premiers termes du membre de droite de (VII.16) sont nuls.

Si nous choisissons une discrétisation complétement implicite du terme non-linéaire f, (voir (III.14)) en utilisant un
raisonnement analogue a celui donné dans la preuve de la Proposition IIL.9, I’hypothese de dissipativité (II1.3) et le fait
que § < 1 impliquent :

6P S g () — ) - dP e e - )
KeM
+oTh e (REEE) — Al = P (e ) — o)

2 m*em*uam*
2
<andy o5t~ e,
Multiplions maintenant 1’équation (VII.9a) du Probleme VII.8 (avec le coefficient § devant le terme de transport) par

At(cnt! — ) puis sommons sur les mailles primales intérieures K € 901 et sur les mailles duales K* € 9" U 99M*,
alors :

et = enlly = — ATV (u, ), et — el + T AL (V2 ), et — b
= — AWV (wh, ), e — ]y — DAL (VR TR (e - )

ol nous avons utilisé la formule de Green (VI.1).

Alors, I’inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Young permettent d’estimer le dernier terme du membre de droite
de cette égalité :

apAp, T, At ) (V2 v (et — o)) ] gabAbebAt Hvi’,/;HH

V(e — e

D,2 D,2

2
< At HVQ;L”H H + abZA?ch,,At HVQ (et — c")H

T .
D,2
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D’autre part, u2 € V- (donc u € Eg et div’ u22 = 0) nous pouvons donc appliquer 1’égalité (VIL5) ce qui donne :
[divy (u2, &), c’;“ — ety = [07 (e — ), ut]
De plus, la conservation du volume au niveau discret (VI.4) implique,

> m (et =) = M- (i — ) = 0;
KEM * €M UHM*

nous pouvons donc appliquer le Lemme VII.10 ce qui entraine :

: n n n n Cl D .n D/.n n n
[divy (w3, e et = e < e |9 o I Al I I
Ainsi, I’inégalité de Poincaré VII.15, I’inégalité de Young et le fait que 0 € [0, 1] donnent :
s T (v n+l n+1 n 'AA D/ . n+l n 2
AtS[div(ul, ), e = S—HV (=) .
a0t AP 9 i1 ( +1 _  n |2 2 ?
n n C H .. n+1l .
AA SiZG(T)4/q v H Hu THT’2+ 3 v Ur D,2

En regroupant toutes ces estimations et en utilisant que | V2 ¢:+1|| < M car X € K, nous obtenons finalement :

ﬂ”vﬁ(c:“— Nk +ab2A§brbAt)]vD(c:+l—cn)H;

Ty, <> AtHWD ”+1H e n
D,2 0,2

2 42

AL A (Il LY R Hv@ n+1H )
Aa size(T )"/ THT,2 3 0,2

Posons,
Aan Axp* Anp*
Aty = 25— Aty= A0 et Aty= ;
' 802 A2 T, 27 320,242 MZC? ° 7 1604243 M3CCER.

alors s’il existe ¢ > 2 tel que At < min(Aty, Atysize(T)*/?, Atssize(T)"/¢), nous obtenons finalement :

p* n uz
9,2+§Hu7'+1 _u7'HT2+ ”Vg T_‘—IHD,Q. (VILI7)

Cr

1, < ot ||+ 22| - o)

D,2

Etudions maintenant le troisieme terme du membre de droite de I’égalité (VIIL.16).
En utilisant la Remarque VII.12, I’inégalité de Young et le fait que 6 < 1 nous avons,

2

p* 2At2
5Atﬂg7—( n+17ﬂTTL+1), 24—1 _ ug]]T < § Hu:-ﬁ—l _ THT,Q n+1’u?+1)
T,2
ot p 1 est défini par (VII.14).
En appliquant le Lemme VII.10 a u”“ nous obtenons pour tout ¢ > 2 :
HgT(C'rH-l M"—H)H < Cl Vi)cn—i-l H V’DII;L\J}/I
T S M7 T2 = Size(T)z/‘l T o T o
Alors, nous avons :
2 2
2A¢t2 G7 (! #gﬂ) L 20PMp A V2t
p 7,2 - p* SIZG(T)4/‘7 D,2
L. . . 1 Pl D ntl
Ainsi, s’il existe ¢ > 2 tel que At < Atysize(T)/? avec Aty = 2T en remarquant que ||V*® pul =
oY1 D,2
||V3D pntt H@ ,» hous obtenons :
2
5At[[g’7'( n+1“u:+1)’ :Jrl _ U:HT § 7 ||un+l :HT , + At HVQMH+IH . (VIIlS)

0,2
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Enfin, u% € Eq donc, en appliquant 1’inégalité de Poincaré et en utilisant que § < 1, le dernier terme du membre de droite
de (VII.16) vérifie :

At n n
o

At Cs
L A Il e

L’inégalité de Young entraine alors :

P R C3

2
At vRurt| e ol |52 (VIL19)
R. o 3

At n n
‘(Sp*[[p(CT-H)g, u7—+1ﬂT <

Ainsi, en regroupant les estimations (VIL.16), (VIL.17), (VIL.18) et (VIL.19) s’il existe ¢ > 2 tel que :
At < min(Aty, Atgsize(T)/?, Atgsize(T) "1, Atysize(T)"?),

nous obtenons :

o n n p* n |2 n
(Z e+ 2 a2, ) - (Feten + 2 sz, ) + Seaevous |
P o) A D(.n "Nk P
s MV R, + T Hv e = e+ G eyt - 1 (VIL20)
R.C3 . o
<At=3%|pll;~ lgl*.
p
Cette estimation étant vraie pour tout n € [0, N — 1], nous avons en particulier :
n p* n|2 p* 2 R C
(72 ten+ Zmsl?, ) < (7 @)+ 2 o), ) + 7255 iR g, o e [0, 8T,
De plus, la définition (VII.15) de I’énergie libre ]—'li » etla condition § < 1 donnent :
5 (.0 ﬂ o 0| def fb T
Forler) < = |Voer || +As ILfo(c)), 171+ (VIL21)

Alors, la définition (VII.15) de 1’énergie libre ]-'lf - I’hypothése de dissipativité (II1.3) et le fait que § € [0, 1] impliquent
que pour tout n € [0, NJ,

, P* a2
[voe ] < 2 (F e + 60200+ 5 Iz, )
2 I 2 R C e c
< 2 (o7 v oaCut o a2 2. ) + TR o2 g o
De la méme maniere nous déduisons de (VIL.20) et (VIL.21) que :
N—-1 " 2 2 F 2 2TR C e o
S ne|[ v |] < 2 (a2 L R, ) + 2R ol el + a2 o,
et pour tout n € [0, N,
2 2 ].- 2 2TR.C2 2 def y
2%, < = (o™ + 2 H oo )+ =2 llolli < I8” + —asCa = af.
p ’ p p*
Choisissons alors
My > max(af, af), of)) (VIL22)

ainsi, si X est solution de H (X, ) =0, alors X ¢ 0K.
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Vérification de ’hypothese (iii) du Lemme A.S8 :

Regardons maintenant si I’équation H (X, 0) = 0 possede une solution.
Notons que lorsque § = 0 les termes de couplages et les termes non-linéaires disparaissent et nous nous retrouvons avec
deux problemes linéaires découplés :

» [’équation de Cahn-Hilliard linéaire pour laquelle nous avons démontré dans le chapitre précédent des estimations
d’énergie. Pour tout n € [0, N — 1], nous avons donc existence d’au moins une solution (¢! y"*1) i ce
probleme. De plus, de la méme fagon que dans la Proposition I11.26, nous pouvons montrer que ces solutions
vérifient les bornes suivantes :

N—-1
sup llerlly, < My et ; At |7, < M.

* Le probleme de Stokes linéaire (écrit sous forme variationnelle dans I’espace des fonctions a divergence nulle) pour
lequel nous savons qu’il existe au moins une solution u2 pour tout n € [0, N]. De plus, il existe Mz > 0 tel que :

sup [[u2l,, < Ms.
n<N

Choisissons alors M tel que
My > maX(Ml, Mo, Mg), (VIL.23)

ainsi il existe bien une solution X au probleéme H (X, 0) = 0 telle que X € K.

Les hypotheses du lemme A.8 étant satisfaites, il existe bien une solution X = ((¢?)1<n<n, () 1<n<n, (WE)1<n<n) €
K au probleme H(X,1) = 0.

De plus, nous avons supposé que la constante Inf-Sup vérifiait 5 > 0 et nous venons de montrer que pour tout n €
[0,N —1]:

urtt 1 o n ) " " p(cnt)
Py, (% - EdIVT(V upth) - EQT(CT+17/’LT+1) - pT*gT) =0
donc il existe p2*+! € R® tel que :
urtt —uy 1. D d n n p(CnJrl) n
TTtT - EdIVT(V wrtt) — —G7 (e ) — #87 = —V7patt,
ce qui conclut la preuve. ]

VIL.3 Les conditions aux limites dynamiques

Dans cette section nous nous intéressons a 1’approximation DDFV des équations (VII.2) associées a la condition aux
limites dynamique suivante :

As

T Oer = —Ag, fl(cr) — AaOpe,  sur (0,T) x T. (VIL.24)

Rappelons que cette condition aux limites a été introduite initialement dans [JacO0] pour permettre de modéliser de fagon
plus réaliste la dynamique d’angle de contact qui intervient, dans un systeme confiné, lorsque 1I’interface fluide rencontre
la paroi solide. Pour cela I’auteur définit 1I’énergie libre de Cahn-Hilliard comme la somme de I’énergie libre de Cahn-
Hilliard volumique F, et d’une énergie libre surfacique JF, définie par :

] 1) o1+ 09 n cos(fs) (VIL.25)

F.(c) =60, /1“ fler) avec f.(cr) = cos(05)02 (gc ~3 150, TH
ol oy représente la tension de surface entre le fluide 1 (I’inconnue du modele de Cahn-Hilliard de concentration c) et la
paroi, o4 la tension de surface entre le fluide 2 (celui de concentration 1 — ¢) et la paroi et 6, est I’angle de contact statique
entre I’interface et la paroi (mesuré du c6té du fluide 1) .
Remarquons I’absence de 1’opérateur de Laplace-Beltrami dans la condition aux limites non-linéaire qui est due au fait
qu’il n’y a pas de diffusion sur la paroi dans ce modele.
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L’étude des équations de Cahn-Hilliard a été traité dans la Section V1.3 et celle des équations de Stokes dans la Partie 2.
Ainsi si ¢ € R7 etu € (R?)” sont connus, I’approximation DDFV au temps ¢"+! du probléme (VII.2) associé a la
condition aux limites (VII.24) est donnée par :

Probleme VII.16

Trouver (¢t pftt wrtt pitl) € R™ x R7 x (RQ)T x R® tels que :

CnJrl —cn
% + div] (ul, ) = Tydiv” (VP urtt) =0; (VII.26a)
A2 (V2u Y iy =0; (VIL.26b)
it = = Asdiv™ (VI + Agd (e, ),
pitt = — Andiv™ (V9 "H) +Afbdf (el ety
M pidt = — Ay 3 m VO i e e + A myed® (R T (VIL.27a)
Do,ox €D pcx
AA CZj_l Cn f. n+1 * *
—|'1_‘7é jT—FAfsm «d (,C*C ), VK 68932;
écg;l — ngn + A dfs(cn n+1) + A (V@C’n—‘rl) B = 0: (VIL.27b)
T, At fs oo Com N T =V .
urtt — ul 1 n n 1 o n p(cn+1)
TTtT — R—edlv T(VPuRh) 4 vTpntt = EQT( nln Y %gﬁ (VIL.28a)
div® (utt) = 0; (VIL.28b)
mpy™) = 3 mepptt =0. (VIL28c)
DED

Comme dans la section précédente, le probleme est découplé. Nous procédons donc d’abord a la résolution des
équations de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques puis a la résolution du probleme de Stokes.

Remarque VII.17

En I’absence de diffusion sur la paroi, I’énergie libre surfacique associée a I’équation de Cahn-Hilliard s’écrit sim-
plement :

]:s,asm(cann) = Afs [[fs (Casm)7 19T]]6T: Veor € R7.

Proposition VIL.18 (Egalité d’énergie pour le probleme découplé avec C.L. dynamiques)

Soitc? € R™, u € (R?)". Supposons qu’il existe une solution (31, p+t, uit pitl) € R7 xR7 x (R?) " xR?
au probléme VII. 16, alors I’égalité suivante est vérifiée :

. P 12 P a2 2 P n
(fT(cTLH) + ) Hu;le) — (fT(cg) + = Hu7.||T72> +T,At HVQMTLHHD 2 + RfAﬂuv@uTﬂm%Q

i n n ) 2 AAFS
+%HUT+1_UTH”+ o2 (et - cT>HM+ 2 et =i 2
Ab n n b (1 n mn 7

=T 5 me (Al = fuled) = dP (e (T - )

reM

g e () = ) = a (e, ) (E ! — )
b b x, C * K*

2 ;c*ezm*uazm*

'A n n n n n n
+ Qfs E ms (fs(cﬁ_H) - fs(cz) —d’ (CL?CL+1)(CC+1 - CL))
LEOM
A n n n n
+ 2fs mal’i (fs(cicj_l) - f@( ) dfs( Cic»» C}cjl)(c;cj_l - C}c*))

+ At[G7 (cF . ,“T+1)7 T+1 —uz]r + F[[p(07+l)g,u7+l]]r
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Démonstration : 1l suffit de reprendre la preuve de la Proposition VIL9 en utilisant 1’égalité d’énergie donnée dans
la Proposition VI.11 pour I’estimation d’énergie associée a 1’équation de Cahn-Hilliard. ]

Remarquons que par un raisonnement similaire a celui détaillé dans le cas des conditions aux limites de Neumann
dans le Théoreme VII.13, nous obtenons dans ce cas également, pour une famille de maillages quasi-uniforme de €2 et
sous une certaine condition entre size(7") et At, I’existence d’une famille de solutions vérifiant une inégalité d’énergie
appropriée.

VIIL.4 Quelques remarques sur I’implémentation

VIL.4.1 Principe de la méthode numérique utilisée
Pour implémenter les schémas numériques des Problemes VII.8 et VII.16 nous devons définir plusieurs matrices. Pour
les équations de Cahn-Hilliard nous utilisons les matrices définies dans la Section VI1.4. Il reste a définir :

* La matrice de rigidit¢ R, € Moy associée a ce probleme telle que pour tout u, € (IR{Q) i

((_mﬁdiv’c(v@u"’—))memz)
0

((—mﬁdiv'c* (VPu,))
0

Rru,r=

)C*EDJZ*)

* La matrice de divergence B, - € My, on, associée a ce systeme telle que pour tout u, € (RQ)T, Po € R?,

((mEV’ch)Keim)
0

((m,@V’c*gj@ ) K* e >

B, uy = ((—2mpdiviur) et By po =

pes)

* La matrice de masse en vitesse M- € My telle que pour tout u, € (RQ)T,
( (mﬁ) )CeDﬁ)
Mruy, = (meg)Leamz
((m’ﬁ);c*esyt*uasﬂ*)
* Pour un certain u.- fixé, la matrice D}}7 € M. telle que :
divZ (ur, cr)

D cr = [ div? (ur,cr) |, Ver €RT.

div?r{m ’ (u‘Ta CT)

* Pour ¢, i € R7 fixés, le vecteur G5 "7 € R7 tel que :
G = 7 (er ).

Nous pouvons alors réécrire le Probleme VII.8 sous la forme :
Probleme VIL.19

Supposons ¢} € R” etu: € (RQ)T connus, trouver (ci1 un ) € R x R tels que :

Mc™ 4 AtDET 4 T ALR, e = M2,
As Ry 4 Ap, MpdPe (e, e — Mpptt =0,

n+l __ n+1l __
Nazm,TﬂT = Nom,TcT =0,

puis trouver (Ut prtl) € (RQ)T x R® tels que :

n+1

(MT—F%RT AttBQ,T) (ug-&-l) _ (MTU$+ Ath;'Jrl’MT )

2
B, , 0 ptt 0
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De la méme maniére, le Probleme VII.16 s’écrit :
Probléeme VII.20

Supposons ¢ € RT et ul € (Rz) connus, trouver (¢ unt1) € R7 x R7 tels que :

M, c"*’1 +T AtRT,u = M,cl,
N@sm,TMT = 07
AT
ARt Ag My () = Myttt S0 it
AT
s 1 _
+Af~ To, afm*df'( g;;*’ g{m*) = gt M;O,asn*cgm )
ALT, ALT
At am Z;yrzl JF-A MF dfb( 2;1’ o )JF‘AANBWI TCThLl 2 Mgmz ,Zm”

puis trouver (ux+l pntl) e (R2)T x R® tels que :

(M + RT AttB@)T) ( n+1) _ (MTUI;_—}— ﬁ*th;:HM?-H) |

B@,T 0 ptt 0

VIL.4.2 Construction des opérateurs de couplage

La construction des matrices du modele de Cahn-Hilliard a été décrite dans la Section V1.4 et celle de 1la matrice de masse
M, est similaire a la construction des matrices M, et M. De plus, les matrices R, et B, - sont semblables aux
matrices R et By  construites dans la Section IV.4. Nous allons donc simplement détailler la construction de la matrice
D27 et du vecteur GS7°HT  Pour cela, nous introduisons les flux a travers s sortant & D,

Sy, SipxDg
fluxS_K_KS = M7 fluxS_K_LS = M’
2 2
Spxxlg . SppxDg . L
fluxS_I_KS = M7 fluxS_L_LS = JLLT T Spp*D

2 2
Détaillons par exemple la construction du flux £1uxS_K_XS : pour un diamant p € D fixé,

¢ Nous calculons le vecteur vect_K_KS= Ty Ty~ :

vect_K_KS=mesh.sommets (mesh.aretes(:,_KS), [_X _Y])...
-mesh.centres (mesh.aretes (:,_K), [_X _Y]);

* Par une rotation d’angle 7, nous calculons la valeur de +f1uxS_K_KS:
fluxS_K KS=0.5x[-vect_K_KS(:,_Y) , vect_K_KS(:,_X)]1;
* Nous corrigeons, si nécessaire, le signe de f1uxS_K_KS:

//Calcul du vecteur Tot o2 :
vect_K_LS=mesh.sommets (mesh.aretes(:,_LS), [_X _Y])...
-mesh.centres (mesh.aretes (:,_K), [_X _Y]1);
/ICalcul du produit scalaire pscal= (£1luxS_K_KS, W) :
pscal=fluxS_K KS(:,_X) .xvect_K LS(:,_X)+fluxS_K KS(:,_Y) .xvect_K_ LS(:,_Y)
/ICe produit scalaire doit étre négatif :

fluxS_K_KS=fluxS_K_KS.x[-sign(pscal) , -sign(pscal)];

Pour u, =u fixé, il reste a calculer les quatre flux F. (1) correspondants (cf Définition VIIL.1). Par exemple, pour le
flux F'™ (uy) =fluxS_K_KS_u, nous avons :

Sicxc*,D
fluxS_K_KS_u=(u(mesh.aretes(:,_K))+...
u(mesh.nb_vol+mesh.aretes(:,_KS))) .xfluxS_K_KS(:,_X)...
+(u(mesh.nb_vol+mesh.nb_som+mesh.aretes (:,_K))+...
u(2+«*mesh.nb_vol+mesh+nb_som+mesh.aretes (:,_KS))) .»fluxS_K KS(:,_Y);
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Nous sommes maintenant en mesure de construire la matrice D™ =D.

» Seulement pour les arétes extérieures :
v_EXT=find (mesh.aretes (:,_L)==0);

— Contribution & I’équation de la maille I € 901 :

D (mesh.aretes (v_EXT,_K),mesh.aretes (v_EXT,_K))

——0.5% (fluxS_K_KS_u (v_EXT)+fluxS_K_LS_u (v_EXT));
D (mesh.aretes (v_EXT,_K),mesh.nb_vol+v_EXT)

— —-0.5%x (fluxS_K_KS_u(v_EXT)+fluxS_K_LS_u (v_EXT));

— Contribution a I’équation de la maille £* € 991" :

D (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_KS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_KS))
— —-0.5+xfluxS_K_KS_u (v_EXT) ;
D (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_KS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_LS))
— -0.5+xfluxS_K_KS_u(v_EXT);

— Contribution a I’équation de la maille £* € O9T* :

D (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_LS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_LS))
— —-0.5+%fluxS_K_LS_u(v_EXT);
D (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_EXT,_LS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_EXT,_KS))
— -0.5+xfluxS_K_LS_u(v_EXT);

* Seulement pour les arétes intérieures :
v_INT=find (mesh.aretes (:,_L)>0);

— Contribution a I’équation de la maille IC € 9t :

D (mesh.aretes (v_INT,_K),mesh.aretes (v_INT,_K))

—-0.5% (fluxS_K_KS_u(v_INT)+fluxS_K_LS_u(v_INT));
D (mesh.aretes (v_INT,_K),mesh.aretes (v_INT,_L))

——-0.5% (fluxS_K_KS_u(v_INT)+fluxS_K LS_u(v_INT));

— Contribution & I’équation de la maille £ € 91 :

D (mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.aretes (v_INT,_L))

—-0.5% (fluxS_L_KS_u(v_INT)+fluxS_I_LS_u(v_INT));
D (mesh.aretes (v_INT,_L),mesh.aretes (v_INT,_K))

— —-0.5% (fluxS_L_KS_u(v_INT)+fluxS_L_LS_u(v_INT));

— Contribution a I’équation de la maille C* € 9t* U o0t :

D (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_KS))
— -0.5*% (fluxS_K_KS_u(v_INT)+fluxS_I_KS_u(v_INT));
D (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_LS))
— —-0.5% (fluxS_K_KS_u(v_INT)+fluxS_L_KS_u(v_INT));

— Contribution a I’équation de la maille £* € 9t U 091" :

D (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_LS))

— -0.5% (fluxS_K_LS u(v_INT)+fluxS_I_LS_u(v_INT));

D (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS), ...
mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (v_INT,_KS))

—-0.5% (fluxS_K_LS_u(v_INT)+fluxS_I_LS_u(v_INT));
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wr

Soit ¢ = ¢, ur = mu € R7, le vecteur G5 =vG étant nul sur les mailles duales du bord nous introduisons le

vecteur som_bord nul sur les sommets du bords :

som_bord=ones (mesh.nb_som, 1) ;
som_bord (mesh.aretes (v_EXT,DEB) )=0;
som_bord (mesh.aretes (v_EXT,FIN))=0

14

Par souci de simplicité, pour un vecteur v= v, € R” nous notons :

v_K=v (mesh.aretes (:,_K));

v_L(v_INT)=v (mesh.aretes (:,_L));

v_L(v_EXT)=v (mesh.nb_vol+[l:mesh.nb_are_ext]);

v_KS=v (mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (:,_KS3));
v_LS=v (mesh.nb_vol+mesh.nb_are_ext+mesh.aretes (:,_LS));

Nous avons alors,

¢ Contribution a I’équation de la maille C € 9t pour toutes les arétes :

vG (mesh.aretes (:,_K))
——-0.5%(c_K+c_L) .xmu_K.* (fluxS_K_KS(:,_X)+fluxS_K_LS(:,_X));

vG (mesh.nb_vol+mesh.nb_som+mesh.aretes (:,_K))
—-0.5*%(c_K+c_L) .xmu_K.* (fluxS_K_KS(:,_Y)+fluxS_K_ LS (:,_Y));

vG (mesh.aretes (:,_K))
——-0.5% (c_KS+c_LS) .+ (mu_KS.*fluxS_K_KS(:,_X)+mu_LS.*fluxS_K_LS(:,_X)));

vG (mesh.nb_vol+mesh.nb_somt+mesh.aretes (:,_K))
——-0.5%(c_KS+c_LS) . (mu_KS.*fluxS_K KS(:,_Y)+mu_LS.»fluxS_K_LS(:,_Y)));

» Seulement pour les arétes intérieures :
v_INT=find (mesh.aretes (:,_L)>0);

— Contribution a I’équation de la maille £ € 9t :

vG (mesh.aretes (v_INT,_L))
— -0.5x(c_K(V_INT)+c_L(v_INT)) .*mu_L(v_INT) .*x (...
fluxS_I_KS(v_INT,_X)+fluxS_L_LS(v_INT,_X));
vG (mesh.nb_vol+mesh.nb_som+mesh.aretes (v_INT,_L))
< -0.5% (c_K(Vv_INT)+c_L(Vv_INT)) .*mu_L(V_INT) .* (...
fluxS_I_KS(v_INT,_Y)+fluxS_L_LS(v_INT,_Y));
vG (mesh.aretes (v_INT,_L))
— —-0.5*x(c_KS(v_INT)+c_LS(V_INT)) .* (...
mu_KS (v_INT) .xfluxS_L_KS(v_INT,_X)+...
mu_LS (v_INT) .*«fluxS_L_LS(v_INT,_X)));
vG (mesh.nb_vol+mesh.nb_somt+mesh.aretes (v_INT,_L))
— -0.5x(c_KS(v_INT)+c_LS(V_INT)) .* (...
mu_KS (v_INT) .xfluxS_L_KS(v_INT,_Y)+...
mu_LS (v_INT) .xfluxS_L_LS(v_INT,_Y)));

— Contribution a I’équation de la maille C* € 90" :

vG (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS))
< —-0.5*som_au_bord (mesh_aretes (v_INT,_KS)) .* (...
c_KS (v_INT)+c_LS(v_INT)) .*mu_KS (v_INT) .* (...
fluxS_K_KS(v_INT,_X)+fluxS_L_KS(v_INT,_X));
vG (2*mesh.nb_vol+mesh.nb_som+mesh.aretes (v_INT,_KS))
< -0.5%«som_au_bord (mesh_aretes (v_INT,_KS)).*x (...
c_KS (v_INT)+c_LS(v_INT)) .*mu_KS (Vv_INT) .* (...
fluxS_K_KS(v_INT,_Y)+fluxS_L_KS(v_INT,_Y));
vG (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_KS))
< -0.5%«som_au_bord (mesh_aretes (v_INT,_KS)).* (...
c_K(v_INT)+c_L(V_INT)) .x (...
mu_K (v_INT) .«fluxS_K_KS(v_INT,_X)+...
mu_L (v_INT) .+fluxS_L_KS(v_INT,_X)));
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vG (2*mesh.nb_vol+mesh.nb_som+mesh.aretes (v_INT,_KS))
< -0.5*som_au_bord (mesh_aretes (v_INT,_KS)) .* (...
c_K(v_INT)+c_L(v_INT)) .* (...
mu_K (v_INT) .«fluxS_K KS(v_INT,_Y)+...
mu_L (v_INT) .x»fluxS_IL_KS(v_INT,_Y)));

— Contribution a I’équation de la maille £* € 9" :

vG (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS))
< —-0.5*som_au_bord (mesh_aretes (v_INT,_KS)) .* (...
(c_KS(V_INT)+c_LS(V_INT)) . mu_LS(V_INT) .*x (...
fluxS_K LS (v_INT,_X)+fluxS_L_LS(Vv_INT,_X));
vG (2*mesh.nb_vol+mesh.nb_som+mesh.aretes (v_INT,_LS))

< -0.5*som_au_bord (mesh_aretes (v_INT,_KS)).* (...
c_KS (v_INT)+c_LS(v_INT)) .*mu_LS (Vv_INT) .x (...
fluxS_K LS(v_INT,_Y)+fluxS_IL_LS(v_INT,_Y));

vG (mesh.nb_vol+mesh.aretes (v_INT,_LS))

— -0.5*som_au_bord (mesh_aretes (v_INT,_KS)) .* (...
c_K(v_INT)+c_L(V_INT)) .* (...
mu_K(v_INT) .»fluxS_K_ LS (Vv_INT,_X)+...
mu_L (v_INT) .xfluxS_L_LS(v_INT,_X)));

vG (2+*mesh.nb_vol+mesh.nb_som+mesh.aretes (v_INT,_LS))

— -0.5*som_au_bord (mesh_aretes (v_INT,_KS)) .* (...
c_K(Vv_INT)+c_L(V_INT)) .* (...
mu_K(v_INT) .xfluxS_K_LS(v_INT,_Y)+...
mu_L (v_INT) .xfluxS_L_LS(v_INT,_Y)));

VILS5 Tests numériques

Nous commencons par présenter un premier cas test avec des conditions aux limites de Neumann.
Pour cela, nous nous inspirons du cas test décrit dans le benchmark http: //www. featflow.de/en/benchmarks/
cfdbenchmarking/bubble/bubble_configurations.html en modifiant certains parametres car nous sommes
simplement dans le cas des équations de Stokes (et non de Navier-Stokes).
Nous nous plagons donc sur le domaine €2 =] — 0.5, 0.5[x]0, 2] et nous choisissons les parametres suivants : une tension
de surface o, = 24.5, une mobilité T', = 10~ et une épaisseur d’interface ¢ = 0.05 pour le systeme de Cahn-Hilliard.
Pour le probleme de Stokes, nous choisissons la densité de la phase pure ¢ = 0 égale a p* = 1000, le nombre de Reynolds
Re = Zz—zg = 100 (ot nc—o = 10 est la viscosité de la phase pure ¢ = 0) et la gravité g = —0.98e,,.
La fonction p(c) est égale a p.—y = p* = 1000 dans la phase pure ¢ = 0 et & p.—; = 100 dans la phase pure ¢ = 1.

Pour pouvoir étudier I'influence de la géométrie du maillage, nous présentons le méme cas test sur trois maillages
ayant des géométries différentes :

* un maillage constitué de triangles conformes (voir Figure VII.3) de pas size(7) ~ 0.03;
* un maillage cartésien conforme uniforme (voir Figure VIL.4) de pas size(7) = 0.01;

* un maillage que nous appellerons maillage en damier construit a partir d’'un maillage cartésien pour lequel une
maille sur 2 est découpée en 4 carrés (voir Figure VIL5) de pas size(7) ~ 0.01. Ce maillage n’a qu’un intérét
académique pour tester la robustesse du schéma en présence de nombreuses non-conformités dans le maillage.

A Tinstant initial la vitesse est nulle, la bulle (qui constitue la phase 1 c’est a dire que ¢ = 1 dans la bulle) est de
diametre 0.5 et son centre est placé au point (0, 0.5).
Nous choisissons un pas de temps dt = 10~2 et nous tracons :

 I’évolution de I'interface, en tragant les isolignes (c = 0.1, ¢ = 0.5 et ¢ = 0.9), sur le maillage primal (en rouge);
 I’évolution de I’interface, en tragant les isolignes (c = 0.1, ¢ = 0.5 et ¢ = 0.9), sur le maillage dual (en bleu);

¢ la fonction de courant associée (15 isovaleurs, en noir);


http://www.featflow.de/en/benchmarks/cfdbenchmarking/bubble/bubble_configurations.html
http://www.featflow.de/en/benchmarks/cfdbenchmarking/bubble/bubble_configurations.html
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tres

(a) Solution au temps ¢ = 2.4 (b) Solution au temps t = 6.4 (c) Solution au temps ¢ = 7.2 (d) Solution au temps ¢t = 8

Figure VIIL.3: Bulle immergée dans une colonne de liquide - C.L. de Neumann - Maillage primal triangles -
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir

(a) Solution au temps ¢ = 2.4 (b) Solution au temps t = 6.4 (c) Solution au temps ¢t = 7.2 (d) Solution au temps t = 8

Figure VII.4: Bulle immergée dans une colonne de liquide - C.L. de Neumann - Maillage primal cartésien -
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir

La premiere observation que nous pouvons faire est que sur les trois maillages 1’évolution générale de la solution est

semblable.

Regardons maintenant plus en détail les résultats obtenus :

e Autempst = 2.4 (cf Figures VII.3a, VII.4a, VII.5a) la solution est identique pour les trois maillages et dans chaque
cas les solutions sur le maillage primal et le maillage dual sont confondues.

e Autemps ¢ = 6.4 (cf Figures VIL.3b, VIIL.4b, VIL.5b) la bulle se trouve au méme endroit pour les trois maillages,
cependant c’est le maillage cartésien qui se comporte le mieux vu que c’est le seul pour lequel nous observons une
solution identique sur les maillages primal et dual. Notons cependant que la différence entre les deux maillage sur
le maillages triangles (cf Figure VII.3b) est tres 1égere (de I’ordre de la maille) et qu’elle est un peu plus importante
(tout en restant raisonnable) sur le maillage en damier (cf Figure VII.5b).

e Autemps t = 7.2 (cf Figures VII.3c, VIL4c, VIL.5c) la bulle atteint le bord du domaine avec le méme angle de
contact (mis a part pour la solution sur le maillage primal du maillage en damier). Notons que pour le maillage en
damier (cf Figure VII.5c) la différence que nous avions observée précédemment entre la solution sur le maillage
primal et sur le maillage dual entraine que la bulle n’atteint pas le bord du domaine au méme instant.
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(a) Solution au temps ¢ = 2.4 (b) Solution au temps t = 6.4 (c) Solution au temps ¢ = 7.2 (d) Solution au temps ¢t = 8

Figure VIL5: Bulle immergée dans une colonne de liquide - C.L. de Neumann - Maillage primal en "damier" -
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir

e Autemps ¢t = 8 (cf Figures VII.3d, VII.4d, VII.5d) la solution stationnaire est presque atteinte nous observons bien
I’angle de contact statique €gal a 7 attendu. Notons de plus que la différence observée entre les maillages primal et
dual diminue pour devenir, a terme, quasi-nulle.

Ainsi, le comportement général de la solution est celui auquel nous nous attendions : la bulle est montée sous 1’effet
de la gravité et de la différence de densité entre les deux fluides. De plus, une fois le bord du domaine atteint il y a bien
apparition d’un angle de contact €gal a 5 entre I'interface fluide et la paroi solide.

Nous voyons cependant apparaitre, selon les maillages, de 1égeres différences entre la solution obtenue sur le maillage
primal et celle obtenue sur le maillage dual. Ceci est dii au fait que, mis a part pour le maillage cartésien (qui est d’ailleurs
celui pour lequel cet effet de maillage n’apparait pas), la géométrie des mailles (et parfois le pas du maillage) est différente
et que le schéma DDFV résolu sur chacun des maillages est faiblement couplé.

Cependant ces effets de maillages restent raisonnable et n’affectent pas le comportement général de la solution.

Nous voulons maintenant étudier I’'influence de la condition aux limites dynamique sur 1’angle de contact entre la
paroi solide et ’interface fluide. Pour cela, nous choisissons le potentiel surfacique f, défini par (VIL.25) en prenant
I', = 5. Tous les autres parametres sont identiques au cas test précédent et nous nous plagons sur le maillage composé de
triangles non-conformes.

(a) Solution au temps ¢t = 6.4 (b) Solution au temps ¢t = 7.2 (c) Solution au temps ¢t = 8 (d) Solution au temps ¢t = 9.2

Figure VIL.6: Bulle immergée dans une colonne de liquide - C.L. dynamique - 6, = % - Maillage primal triangles -
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir



210 Chapitre VII. Couplage de I’équation de Cahn-Hilliard avec le probleme de Stokes

(a) Solution au temps ¢t = 6.4 (b) Solution au temps t = 7.2 (c) Solution au temps ¢t = 8 (d) Solution au temps t = 9.2

Figure VIL.7: Bulle immergée dans une colonne de liquide - C.L. dynamique - 65 = %’T - Maillage primal triangles -
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir

Nous €étudions la dynamique d’angle de contact pour deux angles différents 0, = % (voir Figure VIL6) et 0 = 2?”
(voir Figure VIL7).
Commencons par remarquer que, comme attendu, lorsque le bord du domaine n’a pas été atteint (voir Figures VII.6a
et VII.7a) la solution est identique a celle observée lorsque nous imposons des conditions aux limites de Neumann (voir
Figure VIIL.3a).
Par contre des que la bulle est en contact avec la paroi (voir Figures VIL.6b et VII.7b) le comportement de la solution
change car I’angle de contact s’adapte a 1’angle de contact statique que nous avons imposé.
Ensuite, la forme de la bulle va continuer a évoluer (voir Figures VII.6¢c et VIL.7¢c) pour que I’angle de contact entre
I’interface fluide et la paroi que nous avons imposé soit satisfait pour la solution stationnaire. Ainsi, nous observons bien
que I’angle de contact entre I'interface fluide et la paroi solide (dans la phase ¢ = 1, c’est a dire la bulle) est bien égal & 5
sur la Figure VIL.6d et 2 2 sur la Figure VIL7d.

Pour pouvoir observer plus nettement la dynamique d’angle de contact nous considérons un autre cas test (inspiré de
[Don12]). Pour cela, a I’instant initial nous placons une goutte sur un plan incliné pour deux inclinaisons « différentes :
a = 20° (voir Figure VIL.82a) et « = 70° (voir Figure VIL.8b).

(a) Inclinaison d’angle o = 20° (b) Inclinaison d’angle oo = 70°

Figure VIL.8: Configuration initiale
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Nous nous plagons donc sur le domaine 2 =] — 0.5, 0.5[x]0, 2[ que nous inclinons d’un angle « et nous choisissons
les parametres suivants : une tension de surface o, = 24.5, une mobilité ', = 10~* et une épaisseur d’interface ¢ = 0.05
pour le systeme de Cahn-Hilliard. Pour le probleme de Stokes, nous choisissons la densité de la phase pure ¢ = 1 égale a
p* = 1000, le nombre de Reynolds R, = ;’Z—: = 100 (ot n.=1 = 10 est la viscosité de la phase pure ¢ = 1) et la gravité
g = —0.98e,,.
La fonction p(c) est égale & p.—1 = p* = 1000 dans la phase pure ¢ = 1 et & p.—o = 100 dans la phase pure ¢ = 0.

Nous nous plagons (lorsque nous ne le précisons pas) sur un maillage composé de triangles conformes de pas
size(T) ~ 0.03 et nous choisissons un pas de temps At = 1073,

Dans ce cas test, nous étudions I'influence de plusieurs parametres : 1’angle « du plan incliné, I’angle de contact
statique 65 que nous imposons et le parametre de relaxation I',. Rappelons que la phase 1 est la bulle est donc 1’angle de
contact f doit étre observé dans la bulle. Plus précisément, nous avons :

¢ deux choix différents pour I’angle du plan incliné : o = 70° ou o = 20°;
* trois angles de contacts de contact différents : 6, = %’r, 0s = Fouls =3,

¢ deux coefficients de relaxation différents : I', = 20 et I', = 0.2.

H
Fommnctne

rest
et

(a) Temps t = 1 avec I's = 20 (b) Temps t = 10 avec I'; = 20 (c) Tempst = lavecI's = 0.2 (d) Temps ¢t = 10 avec 'y = 0.2

Figure VIL.9: Inclinaison d’angle o = 70° - Angle de contact §; = 2?” -

Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir

(a) Tempst = 1 avec I's = 20 (b) Temps t = 10 avec I'; = 20 (c) Tempst = lavecI's = 0.2 (d) Temps ¢t = 10 avec 'y = 0.2

Figure VIL10: Inclinaison d’angle o = 70° - Angle de contact 6, = 7 -
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir
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(a) Temps t = 1 avec I's = 20 (b) Temps t = 10 avec I'y = 20 (c) Temps t = 1 avec I's = 0.2 (d) Temps t = 10 avec 'y = 0.2

Figure VIL11: Inclinaison d’angle o = 70° - Angle de contact 6, = % -
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir

Dans un premier temps, observons simplement les résultats obtenus en choisissant une inclinaison o = 70° (voir
Figures VII.9, VII.10 et VIL.11). Nous pouvons déja faire plusieurs commentaires :

* Nous observons sur les Figures VIL.9b et VIL.10b que lorsque I', = 20 alors au temps ¢ = 10 la goutte a atteint le
bas du domaine contrairement a ce que nous observons pour I', = 0.2 sur les Figures VII.9d et VII.10d.
Ainsi, le coefficient de relaxation influe sur la vitesse de la goutte : plus celui-ci est grand plus la goutte tombe vite.
Ce phénomene est bien en accord avec la condition aux limites dynamique car si I', est (tres) petit la condition aux
limites dynamiques est proche de la condition ;¢ = 0 sur I et donc I’évolution est lente.
Nous pouvons donc en fait voir I, comme un temps caractéristique de la relaxation de 1’angle de contact.

* Lorsque I', = 20 I’interface fluide a tendance a former deés le début un angle de contact 65 avec la paroi solide
contrairement a ce qui est observé pour le cas I', = 0.2.
La encore ce phénomene est accord avec la structure de la condition aux limites. En effet si I', est (trés) grand
la condition au limites dynamique se rapproche fortement de la condition aux limites 9,¢ = —f’(c,r), il est donc
normal d’obtenir tres rapidement 1’angle de contact statique imposé.

e Le systéme tend a satisfaire 1’angle de contact statique 65, ainsi comme nous pouvons 1’observer ce coefficient
influe fortement sur la forme de la goutte.

* Nous observons tres nettement sur les Figures VII.11a et VIL.11b que les solutions sur le maillage primal et sur
le maillage dual ont trés rapidement évolué différemment. Nous essaierons dans les tests suivants (voir Fig-
ures VII.12a, VIL.12b et VII.12¢) d’expliquer ce phénomene.

Notons cependant que c’est le seul cas ol nous observons ceci et que dans tous les autres cas les solutions sur le
maillage primal et sur le maillage dual sont quasi-confondues.

Pour essayer de comprendre le phénomene qui se produit sur les Figures VII.11a et VII.11b, et ainsi trouver un moyen
de le corriger, nous réalisons le méme cas test que celui présenté sur ces figures mais en utilisant deux autres maillages :

* un maillage cartésien conforme uniforme de pas size(7) = 0.02 (voir Figure VII.12c),

* un maillage composé de triangles conformes mais dont le pas size(7) ~ 0.02 est plus fin que celui du maillage
précédent (voir Figure VII.12b).

Pour pouvoir comparer ces résultats nous tracons également la solution obtenue avec le maillage précédent au méme
instant (voir Figure VII.12a).

Nous remarquons alors que dans les deux cas (Figures VII.12b et VII.12¢) nous retrouvons bien une solution identique
sur le maillage primal et sur le maillage dual mais également sur les deux types de maillages utilisés.

Ainsi, le phénomene observé sur les Figures VII.11a, VII.11b et VII.12a est dli au maillage. De plus, la configuration
particuliere de la condition initiale (voir Figure VIL.8b) peut également expliquer le fait que lorsque la géométrie des
mailles primales est différente de celle des mailles duales, si le pas du maillage n’est pas assez fin le systeme va tres
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A )

(a) Maillage triangles conformes (b) Maillage triangles conforme "fin" (c) Maillage cartésien
"grossier" de pas size(T) ~ 0.02

Figure VII.12: Comparaison entre différents maillages - Inclinaison d’angle o = 70° - Angle de contact 05 = % -
I', = 20 - Temps t=3 - Solution primale en rouge - Solution duale en bleu

rapidement évoluer différemment sur chacun des maillages.

Cependant nous voyons qu’en choisissant un maillage cartésien pour lequel le maillage primal est identique (excepté pour

les mailles du bord) ou raffinant un peu le maillage triangles utilisé nous pouvons éviter qu’un tel phénomene apparaisse.
Pour pouvoir étudier 1’influence de I’inclinaison du plan sur la solution, nous allons maintenant réaliser les mémes

tests mais en choisissant un angle d’inclinaison plus faible o = 20° (voir Figures VII.13, VII.14 et VIL.15).

(c) Temps t = 1 avec I'y = 0.2 (d) Temps t = 10 avec I's = 0.2
Figure VIIL.13: Inclinaison d’angle o = 20° - Angle de contact 6, = %’T -

Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir
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(b) Temps t = 10 avec I'g = 20

(c) Tempst = lavecI'y = 0.2 (d) Temps t = 10 avec I'y = 0.2

Figure VII.14: Inclinaison d’angle oo = 20° - Angle de contact 5 = 7 -
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir

(b) Temps ¢t = 10 avec I'y = 20

(c) Temps t = 1 avec I'y = 0.2 (d) Temps t = 10 avec I'y = 0.2

Figure VIL15: Inclinaison d’angle o = 20° - Angle de contact 05 = % -
Solution primale en rouge - Solution duale en bleu - Lignes de courant en noir
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Notons tout d’abord que les mémes comportements généraux que pour le cas d’un angle v = 70° sont observés :

¢ le coefficient de relaxation influe sur la vitesse de la goutte ainsi que sur la rapidité a laquelle I’interface forme
I’angle de contact 8, avec la paroi;

* le coefficient 65 influe sur la forme de la goutte.

Ensuite, nous pouvons remarquer que comme nous nous y attendions I’inclinaison du plan joue un réle important sur la
vitesse de la goutte et donc sur la forme de celle-ci. En effet, il est normal d’observer que plus le plan est incliné puis la
goutte tombe rapidement.
La derniere remarque que nous pouvons faire est que dans certains cas (voir Figures VII.13b, VII.14b, VII.14d, VII.15b
et VIL.15d) la solution observée sur le maillage primal est légerement différente de celle observée sur le maillage dual. Ce
phénomene est sfirement dii au fait que la vitesse de la goutte est plus faible dans ce cas 1a et donc la géométrie du maillage
intervient de facon plus importante dans les termes de diffusion. Notons cependant que la différence est de I’ordre d’une
maille.

Pour confirmer que ce phénomene est dii a la géométrie des mailles primales et duales nous reprenons trois des tests
précédents (ceux présentés sur les Figures VIL.13b, VIL.15b et VIL.15d) en utilisant le maillage cartésien de pas size(7T ) =
0.02 et le maillage triangles conformes de pas plus petit size(7) ~ 0.02 (que nous avons utilisé précédemment).

@y )

(a) Maillage triangles plus raffiné (b) Maillage cartésien
Figure VII.16: Comparaison avec la Figure VII.13b - Inclinaison d’angle o = 20° - Angle de contact ; = 2% -
I', = 20 - Temps ¢ = 10 - Solution primale en rouge - Solution duale en bleu

(a) Maillage triangles plus raffiné (b) Maillage cartésien

Figure VIL.17: Comparaison avec la Figure VIL.15b - Inclinaison d’angle a = 20° - Angle de contact 6 = % -
I', =20 - Temps ¢ = 10 - Solution primale en rouge - Solution duale en bleu

Ces résultats montrent que :

* sur le maillage cartésien uniforme nous n’observons aucune différence entre la solution obtenue sur le maillage
primal et celle obtenue sur le maillage dual;

* sur le maillage triangles de pas plus fin nous observons encore quelques différences entre les deux solutions mais
nous voyons qu’il y a moins de différences que pour le premier maillage triangles étudié et que ces différences sont
assez petites.
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N =

(a) Maillage triangles plus raffiné (b) Maillage cartésien

Figure VII.18: Comparaison avec la Figure VII.15d - Inclinaison d’angle o = 20° - Angle de contact §; =
I', = 0.2 - Temps t = 10 - Solution primale en rouge - Solution duale en bleu

T _
3

Nous pouvons faire une remarque générale concernant la totalité de ces résultats. Lorsque nous comparons (avec les
mémes parametres) la figure a I'instant ¢ = 1 et celle a I’instant ¢ = 10 nous voyons (de fagon plus ou moins nette
selon les cas) qu’il y a une perte de volume de la goutte au cours du temps bien que la conservation du volume total soit
satisfaite. Ceci est dli au fait que nous avons utilisé une mobilité I', constante dans ces simulations, un phénomene de
diffusion (qui n’est pas physique) se produit alors en dehors de 1’interface et donc dans les phases pures la concentration
n’est pas exactement égale a 0 et 1. Ce phénomene est bien connu et c’est la raison pour laquelle il faudrait prendre en
compte une mobilité dégénérée (c’est a dire sous la forme I',(c) et telle que la mobilité s’annule dans les phases pures),
ce que nous ferons dans des travaux futurs.

En conclusion nous avons présenté dans cette section un schéma DDFV adapté au probleme couplé Cahn-Hilliard/Stokes
permettant de prendre en compte d’une part la condition aux limites dynamique non-linéaire mais également les possibles
non-conformités du maillage.

Bien que dans certains cas une différence puisse survenir entre la solution sur les maillages primal et dual, nous avons
montré que ceci pouvait facilement étre évité en raffinant le maillage ou en choisissant un autre type de maillage (par
exemple cartésien).

VII.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit de nouveaux opérateurs discrets permettant d’obtenir un schéma de type volumes
finis DDFV original pour le couplage de 1’équation de Cahn-Hilliard avec les équations de Stokes. Nous montrons
I’existence de solutions a ce systéme vérifiant une inégalité d’énergie semblable a celle du probléme continu. C’est le
premier pas (important) d’une analyse de convergence qui reste a faire.

D’un point de vue numérique nous avons présenté de nombreux cas tests permettant de montrer les bonnes propriétés de
ce schéma et ceci méme lorsque nous utilisons un maillage hautement non-conforme (voir le maillage en damier utilisé)
ou une condition aux limites dynamique non-linéaire. Nous avons également illustré 1’influence des conditions aux limites
dynamiques sur la dynamique d’angle de contact.

L’une des perspectives de ce travail serait de réaliser I’étude mathématique de ce modele en couplant les résultats
obtenus dans le Chapitre III et dans la Partie 2 et ainsi obtenir, par exemple, un résultat de convergence pour le schéma
que nous avons décrit dans ce chapitre. Nous pourrons ensuite nous concentrer sur le couplage des équations de Cahn-
Hilliard avec les équations de Navier-Stokes.

D’un point de vue numérique, une premiere perspective serait d’obtenir un schéma complétement découplé et incondi-
tionnellement stable comme décrit dans [Min13].

De plus, pour éviter les effets de maillage qui interviennent parfois il faudrait trouver un moyen de coupler plus forte-
ment le schéma résolu sur le maillage primal avec celui résolu sur le maillage dual lors de la résolution de 1’équation de
Cahn-Hilliard.
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Dans ce manuscrit nous avons analysé des méthodes de types volumes finis adaptées a plusieurs types d’équations :
une méthode VF4 pour le modele de Cahn-Hilliard associé a une condition aux limites dynamique non-linéaire dans la
Partie 1; une méthode DDFV pour I’approximation du probléme de Stokes et plus précisément I’étude de la propriété de
stabilité Inf-Sup pour ce schéma dans la Partie 2; et dans la Partie 3 une méthode DDFV pour un modele couplé de type
Cahn-Hilliard/Stokes.

Dans la Partie 1, nous avons proposé un schéma volumes finis deux points pour 1’équation de Cahn-Hilliard associée a
une condition aux limites dynamique non-linéaire dans un domaine 2 ayant, potentiellement, une géométrie courbe. Nous
avons montré que ce schéma était bien adapté d’une part au couplage s’effectuant entre le domaine 2 et sa frontiere I' et
d’autre part a la géométrie courbe du domaine. Nous avons obtenu un résultat de convergence des solutions approchées
vers une solution faible du modele en introduisant un prolongement en espace original qui utilise la trace discrete des
solutions approchées. D’un point de vue numérique, nous avons présenté des estimations d’erreurs montrant une super-
convergence en norme L2-discréte 2 la fois dans le domaine et sur sa frontiére ainsi qu’une convergence d’ordre 1 en
norme H'-discréte. Trés peu de simulations numériques illustrant I’influence des conditions aux limites dynamiques sur
un domaine présentant une géométrie courbe existent a ce jour dans la littérature, nous avons donc également présenté
plusieurs résultats numériques permettant d’observer les différents comportements de la solution en fonction des pro-
priétés physiques du modele.

Plusieurs perspectives sont a envisager :

¢ L’analyse réalisée dans ces travaux suppose la présence d’un terme de diffusion de surface dans la condition aux
limites dynamique. Nous pourrions également réaliser 1’étude de ce modele lorsqu’il n’y a pas de diffusion sur la
paroi, c’est-a-dire en 1’absence de I’opérateur de Laplace-Beltrami dans la condition aux limites dynamique.
Ce travail permettrait de traiter des cas plus généraux et pourrait notamment étre utilisé pour 1’étude d’un modele
couplé Cahn-Hilliard/Navier-Stokes dans lequel ce terme de diffusion de surface n’intervient pas.
Cependant, I’absence du terme de diffusion de surface complique 1’étude de ce modele. En effet, la condition aux
limites étant 12 encore non-linéaire, nous avons toujours besoin de compacité forte dans L?(]0, T'[xT") pour passer
a la limite dans le schéma. Mais, si o, = 0 le schéma ne permet plus d’obtenir de borne L?(0, T, H!(T'))-discrete
pour les solutions approchées (mais seulement une borne L?(0, 7, L?(T')). Il n’est donc plus possible d’utiliser le
théoreme d’estimations de translations en espace que nous avons démontré. Il faut alors trouver un moyen d’utiliser
la solution obtenue dans le domaine ainsi que les bornes dans € pour obtenir une borne L?(0, T, H 2 (T"))-discrete
de la trace (sachant que le sens qu’il faut donner a cet espace reste a définir) et une estimation de translation en
espace sur I.

¢ Le potentiel volumique initialement introduit par Cahn et Hilliard dans leurs travaux sur la décomposition spinodale
est un potentiel logarithmique. Le potentiel polynomial que nous avons utilisé est une approximation de ce potentiel
logarithmique. D’un point de vue numérique peu de résultats existent pour I’équation de Cahn-Hilliard avec des
conditions aux limites dynamiques et un potentiel logarithmique. Ainsi, analyser un modele mettant en jeu a la fois
un potentiel volumique logarithmique et des conditions aux limites dynamique serait intéressant. Numériquement,
nous pourrions alors observer les différences entre la solution obtenue avec un potentiel polynomial et celle obtenue
avec un potentiel logarithmique en fonction des différents parametres intervenant dans la condition aux limites
dynamique. La difficulté de cette étude vient du fait que, dans ce cas 13, la dérivée du potentiel f, est donnée par la
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formule,

0 0 c
! c } .
7‘17(c)f—2 c(l—2¢)+f4 In (71 c)’ O<0<00,

et donc f] est singulier dans les phases pures.

< Enfin, notons que I’analyse que nous avons présentée a été réalisée avec une mobilité constante I', > 0. Etudier ce
schéma avec une mobilité dégénérée constitue également une extension intéressante.
Lorsque la mobilité dépend du parametre d’ordre ¢ mais est non-dégénérée (c’est a dire que sa borne inférieure
est strictement positive) nous devrions pouvoir adapter les résultats décrits dans ce chapitre. Pour une mobilité
dégénérée (c’est a dire qui s’annule dans les phases pures), d’un point de vue numérique, 1’adaptation de schémas
éléments finis (voir par exemple [BB99]) au cadre volumes finis ne devrait pas présenter de difficulté majeure.
Cependant, 1’analyse du modele de Cahn-Hilliard dans le cas d’une mobilité dégénérée devient plus complexe.

Dans la Partie 2 nous avons étudié, autant d’un point de vue théorique que numérique, la propriété de stabilité Inf-Sup
du schéma DDFV pour le probleme de Stokes. Dans un premier temps nous avons démontré une propriété de stabilité Inf-
Sup inconditionnelle pour certaines familles de maillages. Dans un second temps, nous avons étudié le cas des maillages
cartésiens pour lesquels la propriété de stabilité Inf-Sup n’est pas satisfaite. Cependant, dans ce cas, nous avons démontré
qu’il existait un unique mode instable et que, lorsque nous imposions a la pression d’€tre orthogonale a ce mode, la
propriété de stabilité Inf-Sup était vérifiée. Nous avons ensuite présenté de nombreux résultats numériques permettant
d’illustrer si la propriété de stabilité Inf-Sup était vérifiée ou non pour plusieurs familles de maillages tres généraux.

Ces résultats mettent alors en évidence plusieurs perspectives :

o Les résultats numériques présentés a la fin du Chapitre V montrent que le schéma DDFV semble étre Inf-Sup sta-

ble pour des familles trés générales de maillages. Plus précisément, ces résultats semblent montrer que seuls les
maillages cartésiens (conformes et non-conformes) ne satisfont pas la propriété de stabilité Inf-Sup uniforme. Nous
voudrions donc démontrer, d’un point de vue théorique, que la propriété de stabilité Inf-Sup est satisfaite pour des
familles trés variées de maillages.
En particulier, prenons I’exemple d’un maillage décomposé en deux sous-domaines dont I’un est composé de tri-
angles conformes et ’autre est un maillage cartésien conforme uniforme. Nous observons numériquement qu’un
tel maillage semble étre Inf-Sup stable. Nous avons démontré qu’un maillage composé de triangles conformes était
Inf-Sup stable alors qu’un maillage cartésien ne 1’était pas mais qu’il vérifiait une propriété de stabilité Inf-Sup de
codimension 1. L’idée serait donc de coupler ces deux démonstrations pour démontrer qu’un tel maillage est Inf-
Sup stable. Cependant pour le moment, pour le sous-domaine cartésien nous ne sommes pas en mesure d’exprimer
la différence entre deux mailles de pressions voisines en terme de gradient de pression DDFV indépendamment du
nombre de mailles dans le sous-domaine (et donc du pas du maillage).

o Nous avons vu que les maillages cartésiens vérifiaient une propriété de stabilité Inf-Sup de codimension 1. De
plus, nous avons donné une description précise du mode instable. Ainsi, pour pouvoir obtenir des résultats de
convergence et d’estimation d’erreur pour ces schémas il suffirait d’ajouter un terme de stabilisation de rang 1
particulier construit a partir du mode instable.

Dans la Partie 3 nous nous sommes intéressés au probleme couplé Cahn-Hilliard/Stokes. Pour cela, nous avons
commencé par mettre en place dans le Chapitre VI une méthode DDFV pour le probléme de Cahn-Hilliard avec une
condition aux limites dynamique non-linéaire. Enfin dans le Chapitre VII nous avons proposé un schéma DDFV original
pour le probleme couplé Cahn-Hilliard/Stokes avec une condition aux limites dynamique non-linéaire. Ce schéma a
notamment pour avantage de pouvoir traiter des maillages non-conformes. Nous avons également démontré I’existence
de solutions a ce systeme vérifiant une inégalité d’énergie semblable a celle obtenue dans le cas continu. Par ailleurs, nous
présentons plusieurs résultats numériques permettant d’observer le comportement du schéma DDFV pour ce modele.

Cette partie constitue un travail en cours et plusieurs résultats restent a obtenir :

< Bien que nous ayons obtenu des inégalités d’énergie discretes et 1’existence de solutions pour le schéma DDFV pour
I’équation de Cahn-Hilliard ainsi que pour le probleme couplé Cahn-Hilliard/Stokes, dans chacun des cas 1’étude
de convergence reste a faire.
Dans le cas de 1’équation de Cahn-Hilliard il faut 1’adapter la preuve de convergence donnée dans le Chapitre I11
pour le schéma VF4 au schéma DDFYV, ce qui ne devrait pas poser de difficulté supplémentaire.
Par contre, la convergence du modele couplé Cahn-Hilliard/Stokes, du fait des termes de couplage, semble moins
immédiate.
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¢ Dans [Minl3] I’auteur propose (par une méthode de type éléments finis) un schéma complétement découplé et
inconditionnellement stable pour le modele couplé Cahn-Hilliard/Navier-Stokes. Nous aimerions adapter ce schéma
au cas qui nous intéresse et ainsi obtenir une inégalité d’énergie sans condition sur le pas de temps.

o Ces résultats constituent un travail préliminaire a 1’étude du modele Cahn-Hilliard/Navier-Stokes qui sera, bien sir,
la suite logique de ces travaux. Pour cela nous pouvons, par exemple, coupler le schéma DDFV présenté dans le
Chapitre VI avec le schéma DDFV pour les équations de Navier-Stokes proposé dans [GK14].

¢ Le schéma DDFV pour I’équation de Cahn-Hilliard étant résolu sur deux maillages faiblement couplés nous avons
observé, dans certains cas, des différences entre la solution obtenue sur le maillage primal et celle obtenue sur le
maillage dual. Pour éviter ce phénomene, il faudrait construire une méthode permettant de coupler plus fortement
le schéma résolu sur le maillage primal et celui résolu sur le maillage dual.

o Comme nous I’avons vu le schéma DDFV autorise la prise en compte de maillages non-conformes. Il serait donc

intéressant de construire un algorithme de raffinement/déraffinement de maillage adaptatif qui permettrait de suivre
I’interface.
Une idée serait de partir d’un maillage trés fin de 2 pour lequel nous connaitrions toutes les informations utiles
sur les mailles diamants. A partir de ce maillage nous pourrons alors construire des maillages plus grossiers en
regroupant entre elles plusieurs mailles voisines. Il faudrait ensuite récupérer les informations sur les mailles
diamants de ce nouveau maillage en fonction du maillage fin initial.

Pour conclure, notons que méme si I’ensemble de I’analyse effectuée dans ce mémoire se situe en deux dimensions,
I’adaptation de ces résultats au cas tridimensionnel serait une suite logique a ces travaux.
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Annexe

Définitions et propriétés relatives a la courbe I"

Nous supposons que I' est une courbe lisse fermée donc il existe une paramétrisation globale ¢ : R — R?, que I’on
suppose normale, au moins C2-périodique et un intervalle I de R tels que ¢(I) = T.

Iy

@& )

Figure 1: Paramétrage de la courbe I"

Nous choisissons une orientation de la courbe I telle que 1 soit la normale sortante a €2, c¢’est a dire que nous parcourons
I' dans le sens anti-trigonométrique. Ainsi, pour tout ¢ € I,

* Tolt) = T(p(
* T (t) = 1i(p(1))

* k(p(t)) € Rtel que %’fp(ap(t)) = k(¢(t))ni,(t) désigne la courbure au point ¢(t) € I'.

t)) = (¥} (t), ph(t)) désigne le vecteur tangent unitaire au point p(t) € I';
t) = (-

05 (t), ¥} (t)) désigne la normale unitaire sortante au point p(t) € I';

Notons qu’avec cette définition, le cercle est a courbure négative.
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Rappelons la définition de la projection orthogonale sur I'.

Définition A.1 (Projection sur la frontiére)

Considérons I’application
Y (xp,5) € I X R = ap + sii(zr) € R?, (A.D)

ou 1i(xy) est la normale unitaire sortante a € au point xr. € T.

Alors, il existe o > 0 tel que 1) soit un difféomorphisme de T X0, af sur Q, = {z € Q°,d(z,T) < a} = ¢ (I'x]0, «[)
2

avec o < W

De cette facon, pour tout x € §, la projection sur la frontiére Prx € T est bien définie : Prx est ['unique point sur

I tel que |Prx — x| = d(x,T) et pour tout x € Qq, Y (Prax,d(z,T)) = .

Proposition A.2 (Formule de changement de variable)

Soitu : Qy — R, alors

/Q u(r)dr = /r/oa 11— sk(zr)|u(zr + sti(zr))dsdar.

e

Démonstration : Considérons la fonction ¢ : (£, s) € Ix]0, af— o(t) + sii(p(t)) = o(t) + sty (t) € Qq, alors en
effectuant le changement de variable x = (¢, s) nous obtenons :

/Qu u(z)dr = /Oa/lu (J(t,s)) Jac (¢, s)dtds.

En remarquant que i’ (t) = —x(p(t)) T (t), le Jacobien de ¥ vérifie,

Jac(t,s) = (R (1) + sy (8)) AT () = 17 (8)]7 — sm(p(t)) [T ().

Puisque 7, est un vecteur unitaire nous obtenons,

|, vare= | [u(eo) - snteoniaras

En effectuant maintenant le changement de variable x. = (¢) et en notant que |¢'(t)| = 1 car ¢ est un paramétrage

normal de I" nous obtenons bien le résultat annoncé.
[

Proposition A.3 (Vérification de I’hypothése (111.144) du Théoréme II1.40)

Soit T un maillage de S tel que le maillage polygonal associé soit régulier au sens usuel, c¢’est a dire qu’il existe une
constante positive C1 ne dépendant que de la régularité du maillage telle que :

diam(K) < Cime,, VK € Mtel que o = £ € OMNEy,

ot nous rappelons que e est la corde associée a la maille L € 09N,
Alors, pour size(T) suffisamment petit, il existe u,v > 0, tels que pour tout sous-arc & C o, le sous-triangle K5

(voir Figure 2) correspondant vérifie
My
(=4

ms

< v

<

Démonstration : La courbe I" étant réguliere, pour size(7T ) suffisamment petit nous pouvons supposer que I" est
localement le graphe d’une fonction réguliere f.
Ainsi, pour toute maille IC € 9 telle que 0 C 0K N &4 (c’est a dire que o est ’aréte courbe du pseudo-triangle ),
nous pouvons utiliser la paramétrisation ¢ de o suivante ¢ = ([0, h]) ot pour tout ¢ € [0, h], ©(t) = (¢, f(t)) qui n’est
donc plus normale, telle que f(0) = f(h) = 0 (comme décrit sur la Figure 2).
Alors, nous savons que pour tout sous-arc & = ¢([a, b]) de o (avec 0 < a < b < h) nous avons ;

b b
m;:/ \c,o’(t)|dt:/ 14 |f/(8)|2dt.
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A= (a,f)

Figure 2: Maille primale X € 91 possédant une aréte courbe o € I'

Or avec la paramétrisation ¢ choisie de o nous savons que pour tout ¢ € [0, k], la courbure x est définie par :

1
4
f—()a_ (A.2)
A+ 1 @P)=
Ainsi, en choisissant size(T) suffisamment petit et en utilisant que f’ s’annule sur I’intervalle [0, h], il existe C' > 0 telle
que :

r(t) =

1 e < C 18]l o

donc pour tout t € [0, h], |f/(t)] < Ch||k||,- et nous avons :
Ib—al <ms < |b—al\/1+C2h2 k| < Celb—al (A3)

ol nous avons utilisé la relation h — m, = O (m,,) (cf Proposition I1.4).
De plus en notant K5 le pseudo-triangle associé a & et (v, 3) les coordonnées du sommet opposé a o nous obtenons :

b
mi, = [ |(p(t) — A) A¢'(t)]dt
b
= [ [(t—a, f(t) = B) A (L, f/(1))| dt

a

b

= [ t—a)f'(t) - f(t) + Bl dt

a

b
/ (tf'(t) — f(t)) dt — a(f(b) — f(a)) + B(b - a)

b

ol nous avons utilisé que pour tout ¢ € [a, b], (¢(t) — A) A ¢’(t) ne change pas de signe.

Ainsi,
_ a b
e =gl OZIO L g sy

My .

g

De plus, en utilisant les formules de Taylor et le fait que f(0) = 0, il existe &1, &2 € [0, h] tels que :

t2 b) — f(a
@ - 1w =S o IO g
2 b—a
Donc, m
e = 18]+ O (fal sl )+ O (12 )
Or, |a| < diam(K) < Cihet || < diam(K) < Cyh et donc I’inégalité (A.3) permet de conclure.
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Opérateurs différentiels définis sur I'

Rappelons les définitions des différents opérateurs différentiels définis sur la courbe I' et utilisés dans ces travaux (le
lecteur pourra se référer a [BF06, BF13] pour plus de détails).

Définition A .4
Pour toute fonction v : I' — R réguliére et tout paramétrage ¢ de T, nous pouvons définir :

» L’opérateur de Laplace-Beltrami :

1 0 ( 1 , > .
Arv(z) = - vop)(t)) eR, Vxel,t=¢p ().
REOIITANEDIAA )
* Le gradient tangentiel :
Vev(z) = m(v o) (t)'(t) e R Ve el t=p ). (A4)

Rappelons que nous avons alors la formule d’intégration par parties sur I" suivante :

— / Arurvpdo(z) = / Vit - Vevedo(z),  Yur € HA(T), v € HY(T). (A.5)
r r

Remarque A.5

Si @ est un paramétrage normal de T, alors le vecteur unitaire tangent a T en x vérifie T(x) = ¢/ (t) et nous obtenons :

Vio(e) - 7(@) = (vo p) (¢~ ().

Proposition A.6

Considérons une application ws : T's = ¢ (T x {s}) — R et notons w, : xr € I — wg(ar + sii(zr)). Alors si
ws € HY(Ts) nous avons :

1

Ve s (@) = G B

Viws(Pr(zs)), Vas €Ts.

Démonstration : Notons ¢, : t € U — x5 = p(t) + sii(p(t)) = @(t) + sii, (t) € I's (ol nous rappelons que ¢ est
un paramétrage normal de I') et appliquons la définition (A.4) du gradient tangentiel a ', w; et 15, nous obtenons :

1
Vi, ws(2s) = ——— (ws 0 ¥s)’ 11151(%) {8 ¢s_1(x5) , Vo el
r s (QZ)S 1((55)) ( ) ( )
avee gs(t) = [5(1)* = [T (t) + s, (1)
Or, si nous notons #(z) la courbure de la courbe I' au point x, nous avons i’ (z) = —k(z)7(z) ce qui implique g,(t) =

(1 — sk(p(t)))?. Ainsi, en remarquant que si x5 = 1,(t) alors ¢(t) = P.(x,) nous avons :
1
(1 = sr(Pr(z5)))

Notons également que ¥, (t) = (1 — sk(p(t))Tu(t) = (1 — sk(p(t)))¢’(t), alors en utilisant que ¢ = ¢ (z5) =
@ 1(P-(x,)) nous obtenons :

vrsws(xs) = 5 (ws o 1;[15)/ (¢§1($s)) 1/12 (1;[};1(17?)) 5 Vs € I's.

Vi, ws(xs) = u ) (W5 0 9) (07! (Pr(@s)))¢' (¢ (Pr(2))).-

(1 — sk(Pr(xs
Finalement, le fait que pour tout = € I" nous ayons :

Vit () = (W5 0 9)' (97 ()¢ (97" (2)),
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nous permet de conclure la preuve.

Considérons maintenant la fonction w : R? — R et notons @ : (zr,s) € I' x R = w(zy + sii(x)). Alors, pour tout

x € Q¢ tel que la projection Pz est bien définie nous avons : (cf [BF06, BF13] pour plus détails):

.
Vu(z) = %(PFI, d(z, D)) (Prz) + Vi, 1 w(z).

Différents résultats connus utilisés dans ce mémoire

Lemme A.7 (Gronwall discret)
Soit (2™),, une suite de nombres positifs et «, 3 > 0. Supposons que pour tout n € N,

n
2 < a4 BAL > 2",
=0

alors pour tout n € N nous avons,
2 < (a + ﬂAtzO) enBAL,

Rappelons le lemme suivant issu de la théorie du degré topologique en dimension finie [Dei85].

Lemme A.8 (Degré topologique)

fonction continue h : W x [0,1] — W satisfaisant :

(i) h(-,1) = g et h(-,0) est affine;

(iii) I’équation h(w,0) = 0 posséde une solution w € W telle que |w|w < R.

Alors, il existe au moins une solution w € W telle que g(w) = 0 et |w|w < R.

Définition A.9 (Famille de maillages quasi-uniforme de (2)

de la maniére suivante : )
e i m
regunit (IN) < sup (reg(im), sup w) .

Kem s

Pour une famille de maillages quasi-uniforme (")), .
Cs > 0 (qui dépend de q) telle que :

Co
||’LLsmHLoc(Q) < W Humz”Lq(g)v Yo, € R™.

Définition A.10 (Famille de maillages DDFV quasi-uniforme de 2)

Soit T un maillage DDFV de (), alors le nombre reg,nis(T) est défini par :

- 2 . )
regunit(7) = sup <reg(7’), sup M’ sup Slzrzi) .

Kem M K*em*uom*

(ii) il existe R > 0 tel que pour tout (w,5) € W x [0,1], si h(w,d) = 0 et |w|w < R alors |w|lw # R;

Nous dirons qu’une famille de maillages (zm(i))ieN est quasi-uniforme si regunif(ﬁ’ﬁ("’)) est borné.

Nous dirons qu’une famille de maillages (T(m))meN est quasi-uniforme si regunif(T(m)) est borné.

(A.6)

Soit W un espace vectoriel de dimension finie et g une fonction continue de W dans W. Supposons qu’il existe une

Soit MM une famille de maillages de ) (comme décrit dans la Section 1.2), nous notons regyyir(9N) le nombre défini

N €t pour tout ¢ > 1, il existe donc une constante uniforme
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Pour une famille de maillages (DDFV) quasi-uniforme (T(m))m cn et pour tout ¢ > 1, il existe donc une constante
uniforme C5 > 0 (qui dépend de g) telle que :

Cs

HUT”Loo(Q) < W HUTHO?q,Tv Yur € R7.

Théoreme A.11 (Kolmogorov [EGHO00, Théoréme 3.9])

Soit w un ouvert borné de R®, s > 1,1 < g < +ooet A C Li(w).
Alors, A est relativement compact dans L(w) si et seulement s’il existe {p(u), u € A} C LY(R®) tel que :

1. p(u) = u p.p. sur w, pour tout u € A;
2. {p(u), u € A} est borné dans L1(R?®);

3. lirr}) lp(w)(- +n) — p(w)| Lo(rs) = O uniformément en u € A.
n—

Théoréme A.12 (Estimation de translations en espace [EGH00, Lemme 3.3])

Considérons un ouvert borné et polygonal Q de R? (d = 2 ou 3) et un maillage admissible T de ). Soit u, € R,
notons u, le prolongement par 0 de u hors de €, alors il existe Cy > 0, dépendant seulement de , tel que :

157 (- + ) = wrllEe@urey < llurllirp 0l (10 + Casize(T)), Vo € RY,

Ol Nous avons noteé,

m m
lurlro = % Fofue—ufr S ol

o=K|LEEint o=LEEcxt UK,

Calcul des second membres pour les estimations d’erreur réalisées pour le prob-
leme de Laplace avec des conditions aux limites de Ventcel

Rappelons que dans la Section I1.4 nous réalisons des estimations d’erreur pour le probleme de Laplace avec des conditions
aux limites de Ventcel suivant :Trouver u : {2 — R tel que

—Au=f dans ;
—Artypr +Uur +0u=g surl;

Nous considérons alors deux domaines différents et deux solutions exactes différentes.

Cas ou (? est le disque unité

Tout d’abord, nous considérons le solution exacte suivante :
1
u(z,y) =1+ 3 (tanh(px) + tanh(qy)), avec a,b>0

sur le disque unité.
Le second membre dans €2 se calcule facilement, nous avons :

f(z,y) = —Au(x,y) = p® tanh(pz)(1 — tanh®(px)) + ¢* tanh(qy) (1 — tanh®(qy)), V(z,y) € Q.

En ce qui concerne le second membre sur le bord T, il faut calculer le terme de dérivée normale ainsi que le terme de
Laplace-Beltrami. En notant R le rayon du cercle T" (bien qu’ici nous ayons R = 1), pour tout (z,y) € I" nous avons :

Vu(e,y) - filz,y) = gl - tanh’ (pa) + 5 -y(1 — tank®(gy)
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et si nous utilisons la paramétrisation en coordonnées polaire du cercle I', nous avons :

1 0%ur
Avur(r,y) = 72 002 (z,y)
1 262%1‘ 282%1“ 0% uyr Ur Ot >
= _9 _ _
R2 < 022 (,y) +a B, (z,y) ™Y 9wdy (z,y) —x o (z,y) —y By (z,y)

1
= <p2y2 tanh(pz) (tanh2 (px) — 1) + ¢°2® tanh(qy) (tanh2 (qy) — 1)

— gm (1 — tanh®(pz)) — gy (1 — tanh®(gy)) )

Cas ou (2 est une ellipse

Dans un second temps, nous choisissons comme domaine 2 I’ellipse de demi-grand axe a = 0.5 et de demi-petit axe
b = 0.3 et nous considérons la solution exacte polynomiale suivante :

4 2
u(z,y) = pa <—2:c2 — 1> .

a

Nous obtenons alors facilement le second membre associé a 1I’équation dans {2 :

48
f(z,y) = —Au(z,y) = TR

Il reste maintenant a calculer le second membre correspondant a I’équation sur I'. Remarquons que si nous utilisons la
paramétrisation polaire z = a cos 6, y = bsin 6 de I’ellipse, pour tout (z,y) € I' nous avons :

u(0) = 4cosfsinf (2cos® § — 1) = sin(46).

Notons que c’est d’ailleurs comme ceci que cette solution a été construite : nous avons choisi u,r(6) = sin(46) puis a
partir de 1a nous avons construit « dans 2. Ainsi, en notant s(f) ’abscisse curviligne le terme de Laplace-Beltrami se
calcule de la maniere suivante :

r ., ry 1,
AFU\F(I7y) = Wuﬂr(a) + <|S/(9)|) Wum(a)

16 sin(40) 4(a? — b?) cos O sin 0

- - 40).
a?sin” § + b2 cos? § (a2 sin? § 4 b2 cos? 49)2 cos(46)
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Schémas volumes finis pour des problémes multiphasiques

Résumé : Ce manuscrit de thése porte sur I’analyse numérique de schémas volumes finis pour la discrétisation
de deux systemes particuliers d’équations. Dans un premier temps nous étudions 1’équation de Cahn-Hilliard associée
a des conditions aux limites dynamiques dont 1'une des principales difficultés est que cette condition aux limites est
une équation parabolique, non linéaire, posée sur le bord et couplée avec I'intérieur du domaine. Nous proposons une
discrétisation de type volumes finis en espace qui permet de coupler naturellement I’équation dans le domaine et celle sur
sa frontiere par un terme de flux et qui s’adapte facilement a la géométrie courbe du domaine. Nous montrons 1’existence
et la convergence des solutions discrétes vers une solution faible du systéeme. Dans un second temps nous étudions la
stabilité Inf-Sup du probleme de Stokes pour un schéma volumes finis de type dualité discrete (DDFV). Nous donnons
une analyse complete de la stabilité Inf-Sup inconditionnelle dans certains cas et de la stabilité de codimension 1 dans le
cas de maillages cartésiens. Nous mettons également en place une méthode numérique permettant de calculer la constante
Inf-Sup associée a ce schéma pour un maillage donné. On peut ainsi observer le comportement stable ou instable selon
les cas en fonction de la géométrie des maillages. Dans une derniere partie nous proposons un schéma DDFV pour un
modele couplé Cahn-Hilliard/Stokes ce qui nécessite 1’introduction de nouveaux opérateurs discrets. Nous démontrons la
décroissance de I’énergie au niveau discret ainsi que I’existence d’une solution au probleme discret. L’ensemble de ces
travaux est validé par de nombreux résultats numériques.

Mots-clés : Volumes finis, schéma DDFV, modele de Cahn-Hilliard/Stokes, conditions aux limites dynamiques,
stabilité Inf-Sup, analyse de convergence, schémas numériques.

Abstract : This manuscript is devoted to the numerical analysis of finite-volume schemes for the discretization of two
particular equations. First, we study the Cahn-Hilliard equation with dynamic boundary conditions whose one of the main
difficulties is that this boundary condition is a non-linear parabolic equation on the boundary coupled with the interior of
the domain. We propose a spatial finite-volume discretization which is well adapted to the coupling of the dynamics in
the domain and those on the boundary by the flux term. Moreover this kind of scheme accounts naturally for the non-flat
geometry of the boundary. We prove the existence and the convergence of the discrete solutions towards a weak solution
of the system. Second, we study the Inf-Sup stability of the discrete duality finite volume (DDFV) scheme for the Stokes
problem. We give a complete analysis of the unconditional Inf-Sup stability in some cases and of codimension 1 Inf-Sup
stability for Cartesian meshes. We also implement a numerical method which allows us to compute the Inf-Sup constant
associated with this scheme for a given mesh. Thus, we can observe the stable or unstable behaviour that can occur
depending on the geometry of the meshes. In a last part we propose a DDFV scheme for a Cahn-Hilliard/Stokes phase
field model that required the introduction of new discrete operators. We prove the dissipation of the energy in the discrete
case and the existence of a solution to the discrete problem. All these research results are validated by extensive numerical
results.

Keywords : Finite-volume, DDFV scheme, Cahn-Hilliard/Stokes model, dynamic boundary conditions, Inf-Sup sta-
bility, convergence analysis, numerical schemes.
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