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Organisation de la thése

Cette thése est consacrée a I'estimation de la fonction de risque d’un processus de
comptage, en présence d'un vecteur de covariables de grande dimension. Nous propo-
sons différentes procédures d’estimation. Pour chacun des estimateurs obtenus, nous
établissons des inégalités oracles non-asymptotiques assurant leurs performances théo-
riques. Enfin, une implémentation pratique des différentes procédures est proposée.
Cette thése comporte quatre chapitres (hors introduction) répartis en deux parties.

— Le Chapitre [1] est une introduction générale : nous y présentons le contexte,
une description des méthodes d’estimation utilisées, les démarches de preuves et
enfin nos contributions. Les méthodes d’estimation et les démarches de preuves
sont dans un premier temps, décrites dans des modéles plus simples, le modéle
de régression additive et le modéle d’estimation de densité, en mettant en évi-
dence les similitudes et différence entre les méthodes. Puis nous expliquons notre
cheminement dans ce travail et nos contributions dans chacune des deux parties
de la these.

— La Partie [I] est consacrée a l'estimation non-paramétrique de l'intensité d’un
processus de comptage, en présence d’un vecteur de covariables en grande di-
mension. Cette partie est constituée du Chapitre [2] suivie d’une annexe.

— Dans le Chapitre [2] nous proposons d’estimer I'intensité par un estima-
teur de l'intensité dans un modéle de Cox, choisi automatiquement a partir
des données. Cette estimation est basée sur une procédure Lasso appliquée
simultanément aux deux fonctions intervenant dans le modéle de Cox : le
risque de base et le risque relatif. En annexe, nous faisons une présenta-
tion mettant en perspective les similitudes et les différences entre I'étude
du Lasso en régression additive et 1’étude du Lasso dans notre modéle de
processus de comptage.

— La Partie [T est consacrée a l’estimation de la fonction du risque de base dans
le modeéle de Cox, en présence d’un vecteur de covariables en grande dimension.
Cette partie est constituée d’une introduction commune et de trois chapitres.
Dans cette partie, nous proposons deux procédures d’estimation du risque de
base, établissons des inégalités oracles non asymptotiques, et enfin procédons a
une comparaison pratique des deux procédures d’estimation.

— L’Introduction, qui est commune aux Chapitres [3] [4] et [5] présente le
cadre de travail commun & chacun de ces chapitres.



— Dans le Chapitre [3] nous proposons d’estimer le risque de base avec une
procédure de sélection de modéles.

— Dans le Chapitre [4] nous proposons d’estimer le risque de base en utilisant
un estimateur & noyau dont le paramétre de lissage est choisi de fagon
adaptative par la méthode de Goldenshluger et Lepski.

— Enfin, au Chapitre [5|nous menons une étude par simulations. Cette étude
présente une comparaison des performances pratiques des procédures d’es-
timation du risque de base proposées aux deux chapitres précédents. Nous
terminons cette étude, en appliquant ces procédures d’estimation & un jeu
de données réelles sur le cancer du sein.

Nous avons aussi comparé les méthodes de sélection de modeles et de sélection de
fenétres dans notre modéle, ainsi que les résultats obtenus pour ces estimateurs

aux Chapitres [3] et (4l

Chaque chapitre est précédé d'un court résumé permettant de le situer dans son
contexte.
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2 Chapitre 1. Introduction

1.1 Cadre de travail

1.1.1 Problématique générale

En analyse de données de survie, deux questions sont souvent classiquement po-
sées. La premiére est de déterminer les facteurs qui influencent la durée de survie. La
seconde est de prédire pour un individu donné, la durée de survie, au vu des condi-
tions ou facteurs auxquels il est soumis. Dans cette thése, nous portons un intérét
tout particulier & la deuxiéme question, portant sur la prédiction. Cette question nous
intéresse tout particuliérement dans un contexte dit de grande dimension.

Pour plus de clarté, commencons par définir les notions qui interviennent en ana-
lyse de survie. La durée de survie, notée T, est la durée entre un instant initial et la
survenue d'un événement donné, appelé événement terminal. Un exemple classique de
durée de survie en épidémiologie est la durée entre le début de la prise d'un traitement
et le décés du patient, qui est dans ce cas I’événement terminal. Malgré la termino-
logie, un événement terminal n’est pas forcément le décés de l'individu, il peut aussi
définir la rechute ou la rémission par exemple. Pour plus de clarté et sans perte de
généralité, nous utiliserons dans la suite le terme de déces plutot que d’événement
terminal. L’analyse de données de survie est alors I’étude statistique de données avec
pour variable d’intérét la durée de survie T'.

Une des particularités des durées de survie est qu’elles ne sont pas toujours entie-
rement observées, on parle de données censurées. En effet, il se peut que le décés d’un
individu ne soit pas observé a la fin de I’étude, que 'individu sorte de ’étude avant
qu’on ait pu observer sa durée de survie ou encore que l'individu décede d’une autre
cause que de la maladie considérée. On observe alors un temps inférieur a la durée de
survie T' : c’est la censure aléatoire a droite. D’autres types de difficultés d’observation
existent tels que les troncatures par exemple. Ces données censurées demandent un
traitement particulier et doivent étre prises en compte dans I'analyse statistique des
données de survie.

Dans le contexte de la premiére question évoquée, a savoir les facteurs qui in-
fluencent la durée de survie, on peut s’intéresser par exemple a l'effet d’un traitement.
Ces facteurs, appelés aussi variables explicatives ou covariables, sont observées natu-
rellement, cliniquement (age, sexe,...) ou encore a I’aide de nouvelles technologies telles
que les puces & ADN, pour mesurer des niveaux d’expression de génes. Les covariables
peuvent étre en grand nombre, on parle de grande dimension. Pour illustrer ce cadre
de grande dimension, considérons I’exemple sur lequel nous avons travaillé dans cette
these, issu de I’étude de |Loi et al.| (2007)). Ces données concernent 414 individus at-
teints d'un cancer du sein. Ces patients sont divisés en deux groupes : les patients
traités et les patients non-traités. Pour chaque patient, nous disposons de quelques
variables cliniques (age, taille de la tumeur,...) et de 44 928 niveaux d’expression de
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geénes. Nous sommes dans cet exemple dans le cas dit de 'ultra grande dimension que
nous détaillerons par la suite.

Pour répondre a la deuxiéme question, qui sera au coeur de cette thése, on modélise
la relation entre la durée de survie 7" et les p covariables 7, ..., Z,. Le modé¢le de Cox,
introduit par |Cox (1972), est un modéle classique pour 1’étude des données de survie.
Dans ce modéle, la fonction de risque, qui modélise la relation entre la durée de survie
et les covariables, a la forme suivante :

Nolt, Z) = ao(t) exp(BL 2), (1.1)

on Z = (Zy,....,Z,)" € RP est un vecteur de covariables p-dimensionnel. C’est un
modeéle a risque proportionnel, i.e. le rapport de la fonction de risque (|1.1)) de deux
individus 7 et j ne dépend pas du temps :

Mo(t, Zi) _ exp(Bg Zi)
Nt Z5)  exp(Bg Z;)

De maniére générale, la fonction de risque est définie par

fitlz)y . 1
S12) }Lgr(l)hp(t_T<t+h|T_t’Z)’ (1.2)

vt € [0, 7], = exp(By (Zi — Z;))-

)\0(8, Z)

ou f est la densité de T conditionnellement au vecteur de covariables
Z = (Zy,..,Z,) € RP et pour tout t > 0, S(t|Z) = P(T > t|Z) sa fonction
de survie conditionnelle. De la méme maniére que la densité ou la fonction de survie,
la fonction de risque caractérise la distribution de la durée de survie T'. La fonction
de risque Ao(t, z) peut étre interprétée comme le risque instantané de déces au temps
t pour un individu pour lequel Z = z, sachant qu’il est vivant. Ainsi, cette fonction
a un intérét, en particulier lorsqu’on cherche a prédire la durée de survie et elle se
généralise de plus a des contextes plus généraux que la survie, auxquels nous nous
sommes aussi intéressés dans ce travail.

Dans le modeéle de Cox deux parameétres sont inconnus : le parameétre de
régression By € RP associé aux covariables et la fonction du temps «q, appelée risque
de base. La plupart des études s’intéressent a I’estimation du parameétre de régression
Bo (voir Section , ce qui permet de répondre a la premiére question, concernant
les facteurs pronostiques, mais pas a la deuxiéme, relative a la prédiction de la durée
de survie. En effet, la probabilité pour que la durée de survie 7" d’un individu soit
supérieure a cing ans conditionnellement aux covariables est donnée par

60
P(T > 60 mois|Z) = exp (— / ag(s)e'@gzds).
0

Dans cette formule, les deux paramétres inconnus du modéles de Cox (1.1) appa-
raissent. Lorsque nous cherchons a prédire la durée de survie d’un individu pour une
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maladie donnée, nous avons donc besoin de connaitre la fonction de risque compléte.
De manieére plus spécifique, connaitre la fonction d’un individu pour une maladie telle
que le cancer du sein par exemple, permet de déterminer & quel moment commencer
les examens de dépistage. En effet, si 'on compare les courbes des fonctions de risque
d’un individu pris dans les conditions standard et d’un individu qui a une prédispo-
sition génétique au cancer du sein (voir Figure , la fonction de risque augmente
beaucoup plus vite pour l'individu a risque familial et un suivi plus précoce est alors
préconisé pour cet individu. Pour répondre a la deuxiéme question, nous nous sommes
donc intéressés a 'estimation de la fonction de risque Aq.

—— individu a risque
— individu dans les conditions standard

fonction de risque

T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14

temps

FI1GURE 1.1 — Courbes des fonctions de risque d’un individu pris dans les conditions standard
et d’un individu ayant des prédispositions génétiques.

Pour I'estimation de la fonction de risque compléte en présence d’un grand nombre
de covariables, nous avons considéré deux approches :

> la premiére approche consiste a estimer la fonction de risque compléte par un
modeéle de Cox a l'aide d’'une procédure d’estimation spécifique a la grande di-
mension appliquée simultanément aux deux parameétres du modeéle de Cox,

> dans la seconde approche, nous avons considéré des procédures en deux étapes
pour estimer les paramétres du modele de Cox dans un cadre de covariables en
grande dimension : nous avons d’abord estimé le paramétre de régression 3¢y par
une procédure spécifique a la grande dimension, puis dans un deuxiéme temps,
a partir de 'estimateur de (B¢, nous avons proposé des procédures d’estimation
du risque de base agy non spécifiques a la grande dimension.
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1.1.2 Formalisation

Nous utilisons dans la suite le formalisme général des processus de comptage. Pour
i =1,...,n, nous définissons N; un processus de comptage marquéﬂ et Y; un processus
aléatoire a valeurs dans [0, 1]. Nous considérons I’espace probabilise (€2, F,P) et la
filtration (F;);>o définie par

Fi = 0{Ni(s),Yi(s),0< s <t Z;i=1,...,n},

ou Z; = (Zq, ..., Zi,p)T € RP est le vecteur aléatoire de covariables Fy-mesurable de
I'individu i. Notons A; le compensateur du processus N; par rapport a (F;):>o, tel que
M; = N;— A; soit une (F;);>o-martingale. Nous supposons que le processus N; satisfait
le modéle & intensité multiplicative d’Aalen : pour tout ¢ > 0,

A(t) = /0 Nols, Z:)Yi(s)ds, (1.3)

ol Ag est la fonction de risque inconnue a estimer.

Nous observons les variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
(Z;, Ni(t),Yi(t),i=1,...,n,0 <t <7),0u 0, 7] est 'intervalle de temps entre le début
et la fin de I'étude.

Ce cadre général, introduit par Aalen| (1980), inclut plusieurs contextes tels que les
données censurées, les processus de Poisson marqués et les processus de Markov. Nous
renvoyons a Andersen et al. (1993) pour plus de détails.

Cas particulier des données censurées : Dans le cas spécifique de la cen-
sure & droite, nous définissons (7;);=1.., les durées de survie iid. et (Cj)iz1, . »
les durées de censure ii.d. de n individus. Nous observons {(X;, Z;,0;)}i=1,. » Ol
X; = min(7T;, C;) est la durée jusqu’a la survenue d’un événement (décés ou censure),
Z; = (Z;g, ...,Zi,p)T est le vecteur de covariables et 0; = ly7,<¢,) est l'indicateur
de censure. La durée de survie T; est supposée indépendante de la durée de censure
conditionnellement au vecteur de covariables Z; pour ¢ = 1, ...,n. Avec ces notations,
les processus (F;)-adaptés Y; et IV; sont respectivement définis par lindicateur de
présence a risque Y;(t) = Lyx,>¢ et le processus de comptage N;(t) = Lyx,<t5,=1} qui
saute lorsque le iéme individu décede.

Dans la Section de l'introduction, nous considérons le cas particulier des
données censurées pour simplifier, mais pour toute la suite nous nous placons dans le
cadre plus général des processus de comptage décrit ci-dessus.

Dans ce cadre de travail, nous avons considéré plusieurs modéles de risque instan-
tané \.

1. Nous renvoyons a I’Annexe pour une définition d’un processus de comptage marqué et pour
des rappels généraux sur les processus de comptage
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Modéle 1 : Risque non-paramétrique
aucune forme n’est imposée a priori sur \g : R™ x R? — R. (1.4)
Modéle 2 : Modéle de Cox
Xo(t, Z) = ag(t)efo %), (1.5)

o Z; = (Zi1,..., Zip)t € RP est le vecteur de covariables p-dimensionnel de
I'individu ¢. Dans ce modéle nous avons considéré :
> le modéle de Cox non-paramétrique : aucune forme a priori n’est imposée ni
au risque de base «y, ni a la fonction de régression f; : R — R,
> le modéle de Cox semi-paramétrique : aucune forme a priori n’est imposée au
risque de base, mais la fonction de régression est linéaire en les covariables
fo(Z) = BEZ, ou By € RP. Ce cas particulier correspond au modele de Cox
classique ([L.1)).
Le modéle de Cox non-paramétrique a déja été proposé par Hastie & Tibshi-
rani| (1986]) pour une variable unidimensionnelle et Letué| (2000) dans un travail
en commun avec Castellan, I’a considéré dans le cas ot p < n. Le modéle de Cox
semi-paramétrique a été considéré pour la premiére fois avec le formalisme
des processus de comptage par |Andersen & Gill (1982). Nous appellerons mo-
dele de Cox non-parameétrique, le modeéle (1.5)) et simplement modéle de Cox, le

modele classique (1.1]).

1.1.3 Estimation des paramétres du modéle de Cox

Chacun des deux parameétres du modéle de Cox a une interprétation propre. Le
parametre By du modéle de Cox traduit le poids des variables explicatives Z; 1, ..., Z;
de l'individu 7. Lorsque le vecteur de covariables est nul pour I'individu ¢, la fonction
de risque A\o(., Z;) de cet individu est alors égale a ag(.). Le risque de base ayf(.),
comme son nom l'indique, représente donc le risque instantané de déces conditionnel
d’un individu pris dans des conditions standard, avec les valeurs 0 (de référence) pour
les covariables. Nous allons présenter les méthodes classiques d’estimation de ces deux
parameétres lorsque p < n.

1. Estimation du paramétre de régression (3 :

Le paramétre de régression By est estimé en minimisant 'opposé de la pseudo-
log-vraisemblance de Cox ou log-vraisemblance partielle de Cox introduite par
Cox] (1972)) et définie par

eﬂ

ACEEDS | 1o L Van). avee 5,(0.8) = L3z
" n<=Jo Sn(t,B) 7 ’ n <=
(1.6)
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et Z; = (Ziy,...,Zip)" € RP le vecteur de covariables de l'individu ¢ pour
¢t = 1,...,n. Nous renvoyons & I’Annexe pour une description de la construc-
tion de la log-vraisemblance partielle de Cox a partir de la définition de la log-
vraisemblance pour les processus de comptage. La vraisemblance partielle de Cox
ne fait pas intervenir le risque de base «q. Elle permet donc d’estimer By sans
avoir a connaitre ag. L’estimateur de Bg est alors défini par

8 = argmin{—L:(8)}. (L.7)

BERP

Le probléme peut se réécrire sous forme matricielle. Si nous notons U (3) la
fonction score, ¢’est-a-dire le vecteur p x 1 des dérivées premiéres de I’ (3), B est
solution de I'équation U (B) = 0.1l y a en tout, p équations, une pour chacune
des p variables. En général, il n’y a pas de solution explicite. En pratique, on
utilise des algorithmes d’optimisation itératifs.
Andersen & Gill] (1982) ont prouvé, en utilisant la théorie des processus de
comptage, la consistance et la normalité asymptotique de cet estimateur.

2. Estimation du risque de base qy :

L’estimateur du risque de base est obtenu a partir d'un estimateur du risque de
base cumulé. Le risque de base cumulé Ag(t) fo ap(t)dt est estimé, pour un
vecteur B € RP fixé, par 'estimateur de Nelson Aalen deﬁm par

2 . ]l{Y )>0}
Ao(t>ﬁ)—/ (u ﬁ) dN( )

oY = (1/n) Y7, Yiet N = (1/n) Y7, N;. Cet estimateur, introduit par|Aalen
(1975} 1978)), généralise 'estimateur de l'intensité cumulée empirique proposé
indépendamment par |[Nelson| (1969; 1972) et |Altshuler| (1970) dans le cas de
durées de survie censurées.

L’estimateur de Breslow du risque de base cumulé Ag(.) est une extension de
I’estimateur de Nelson-Aalen : on remplace dans 'estimateur de Nelson-Aalen,
le parameétre 3 € RP fixé, par l'estimateur ,[;' défini par 1' L’estimateur de
Breslow est alors défini par

i [ hywso x
Ao(t, B) = /0 SN (1.8)

En lissant les incréments de l'estimateur de Breslow (1.8), Ramlau-Hansen
(1983b)) a proposé un estimateur a noyau du risque de base ag défini par

R T
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ou K : R — R est une fonction d’intégrale 1 appelée noyau et h > 0 est la
fenétre. Nous renvoyons a la Section [1.2.3| pour plus de détails sur les estima-
teurs a noyau. L’estimateur du risque de base dépend donc de I’estimateur du
parameétre de régression 3p.

1.1.4 Et quand la dimension augmente...

Les procédures d’estimation et les résultats que nous avons mentionnés en Section
1.1.3| ne sont valides que lorsque p < n et méme p largement inférieur a n. Lorsque
p, le nombre de covariables, grandit, et devient du méme ordre de grandeur que n,
la taille de I’échantillon, voire plus grand, de nombreux problémes, maintenant bien
connus, apparaissent. En effet, les résultats de la Section [I.1.3] permettent d’écrire que
|B — Bol3 = Op(L). Ainsi, dés que p>n, lestimateur B n’est plus consistant.

Comme nous l'avons déja dit, le paramétre By = (By,, ..., Bop) traduit le poids
des variables explicatives (Zi, ..., Z,) sur la durée de survie 7. Lorsque le nombre de
variables explicatives est important, un objectif serait d’évaluer la contribution de
chaque variable, d’éliminer les variables non pertinentes et donc de sélectionner un
sous-ensemble des variables explicatives pertinent, qui permet d’expliquer la durée de
survie T : c’est la sélection de wvariables. La sélection de variables revient donc a la
sélection des coordonnées non nulles dans le vecteur Bg. L’idée va donc étre de choisir le
meilleur modéle, i.e. le meilleur ensemble de coordonnées non nulles de By. Le mode¢le
choisi sera le meilleur au sens d’un critére fixé a priori.

Un critére de qualité classique de choix de modeéle, est la valeur de 'opposé de la
log-vraisemblance partielle de Cox . Plus cette valeur est petite, meilleur est sensé
étre le modeéle. Autrement dit, on choisira le vecteur qui minimisera cet opposé de la
log-vraisemblance partielle. La vraisemblance (ou la vraisemblance partielle de Cox)
est une fonction croissante du nombre de covariables (soit aussi du nombre de coor-
données non nulles de Bg). Ainsi, minimiser sur un ensemble de modéles, 'opposée de
la log-vraisemblance partielle de Cox, en supposant que la minimisation soit possible,
conduira immanquablement a choisir le plus grand modéle, autrement dit & choisir un
estimateur dont aucune des coordonnées n’est nulle. Outre que cet estimateur peut ne
pas étre défini, méme quand il I'est, il restera difficilement interprétable. Pour remé-
dier & ces problémes, une solution classique consiste a pénaliser le critére d’estimation,
c’est-a-dire & minimiser 'opposé de la log-vraisemblance partielle de Cox a laquelle
on aura ajouté un terme de pénalité, ce qui aura intuitivement tendance a inciter a
choisir un modéle « plus petit »:

N

B = argmin{—1;(8) + pen(B)},

BERP

o pen : R? — RT. Dans ce contexte, les pénalités usuelles sont des pénalités qui
sont des fonctions croissantes de la dimension du vecteur covariables. Nous renvoyons



1.1. Cadre de travail 9

a Bickel et al| (2006) pour une réflexion sur le concept de pénalités et sur les diffeé-
rentes méthodes autour de ce concept. Le choix de la pénalité dépend de la finalité de
I’étude considérée comme nous allons le voir dans les exemples que nous allons donner
par la suite. L’objectif de ce type d’approche est de fournir des estimateurs interpré-
tables, c’est-a-dire avec peu de coordonnées non nulles correspondant aux variables
qui influencent la durée de survie.

Procédures /,

Un type de pénalité classique, qui permet d’annuler des coordonnées en faisant
intervenir la semi-norme /¢y du vecteur 3, est ce qu’on appelle une pénalité (; :

pen(B) = I'n|Blo,

o [Blo est définie par |Blo = >7_ L(g;20y. La définition et la valeur de I, sont
propres au critére considéré. Deux exemples de critéres classiques faisant intervenir
la pénalisation ¢y sont les critéres AIC et BIC. Le critére AIC, introduit par |[Akaike
(1973) est de la forme

pen*'(B3) := %\ﬁlo (1.10)

et le critére BIC, introduit par Schwarz (1978) est défini par

1
pen”'€(8) = —£|8]s, (1.11)

ou p est le nombre de covariables.

Le passage a la grande dimension...

Lorsque le nombre de variables explicatives augmente, les procédures de sélection
de variables basées sur les critéres AIC et BIC ne sont pas utilisables en pratique.
En effet, la complexité algorithmique de ces méthodes est telle, qu’elles sont difficiles
a implémenter, méme pour des p modestes. Lorsque p augmente et que ’on choisit
de faire une comparaison exhaustive de tous les modéles, le nombre de modéles a
comparer augmente en 2P et une étude exhaustive de tous les modéles devient alors
impossible. Breiman| (1995)) a ainsi montré que si les problémes régularisés par une
norme {y conduisent & des modéles parcimonieux, les estimateurs sont, quant a eux,
instables lorsque p grandit.

Les méthodes de sélection de variables considérées précédemment ont été intro-
duites dans un cadre classique d’estimation, ot la dimension p est raisonnable devant
la taille de I’échantillon. Nous avons tendance & parler de grande dimension lorsque
p > n. En réalité, déja lorsque p est de l'ordre de /n, les algorithmes habituels ne
convergent plus. Nous pouvons donc définir trois régimes : le régime classique, dit de
petite dimension, lorsque les algorithmes habituels fonctionnent (généralement pour
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p < 4/n), le régime modéré lorsque p > /n mais reste de Uordre de n et le régime
de l'ultra grande dimension défini par p > n (d’aprés Verzelen (2012), le régime de
I'ultra grande dimension est atteint dés que slog(p/s)/n > 1/2, ou s est le nombre de
coordonnées non nulles du vecteur 3g). Nous parlerons de grande dimension dés que
p > \/n, c’est-a~dire dés que les méthodes habituelles ne fonctionnent plus. Dans ce
manuscrit, nous considérons des problémes en grande dimension.

Remarque 1.1 (Le cas de l'ultra grande dimension en pratique). Un domaine ou
I'ultra grande dimension, i.e. p > n, est par nature trés présente, est le contexte
de la génomique. En effet, les biotechnologies récentes permettent d’acquérir des
données de trés grande dimension pour chaque individu. Par exemple, les puces a
ADN mesurent les niveaux d’expression de dizaines de milliers de génes simultané-
ment. Plus récemment, les NGS pour Séquencage Nouvelle Génération permettent
de séquencer l'ensemble du génome d’un individu en 'espace de quelques semaines.
Toutefois, ces techniques cotitent encore relativement cher et dans les études classiques
en génomique, le nombre d’individus ne dépasse souvent pas quelques centaines. Si
on reprend ’exemple du jeu de données sur le cancer du sein, issu de I’étude de |Loi
et al. (2007)), nous disposons de 44 928 niveaux d’expression de génes en plus des
quatre variables cliniques (age, taille de la tumeur...) pour 414 patients divisés en deux
groupes, les patients traités et les patients non traités. Dans cet exemple, le nombre de
covariables est trés important du fait du nombre de génes pour lesquels on a mesuré le
niveau d’expression, mais aussi du fait du nombre de variables cliniques. Cet exemple
correspond au cas de ce que nous avons appelé le cas de 'ultra grande dimension
(p > n). Cependant, en pratique, il n’est pas raisonnable de considérer I’ensemble des
covariables lorsque leur nombre est trop important devant la taille de I’échantillon.
Un travail de screening est alors souvent effectué pour faire une premiére sélection
parmi I'ensemble des covariables et sortir de I'ultra grande dimension. Généralement,
on se raméne a p = O(n).

Avant de présenter notre contribution, nous présentons les différentes méthodes
d’estimation ainsi que les résultats attendus dans des modéles classiques.
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1.2 Généralités sur les méthodes d’estimation et les
résultats attendus

Dans cette section, nous présentons trois procédures d’estimation : la procédure
Lasso, la sélection de modéles et ’estimation & noyaux. Ces procédures ont toutes été
largement étudiées en régression additive ou en densité. Dans un souci pédagogique,
nous les présentons chacune dans I'un de ces deux cas simples. Les procédures, les
outils et les résultats obtenus dans ces modéles, sont décrits de fagon a illustrer notre
démarche, les difficultés rencontrées et la maniére dont nous les avons contournées.

1.2.1 La procédure Lasso

La procédure Lasso est 1'une des procédures classiques développée en grande di-
mension. Elle a été introduite par [Tibshirani (1996) dans le cas d'un modéle linéaire.
L’estimateur Lasso a ensuite été trés largement étudié en régression linéaire (voir
Knight & Ful (2000)), Efron et al.| (2004)), Donoho et al.| (2006]), Meinshausen & Biihl-
mann| (2006), |Zhao & Yu (2006)), Zhang & Huang| (2008a)) et Meinshausen & Yu, (2009)))
et plus généralement dans le cas d’'un modeéle de régression additive non-paramétrique
(voir Juditsky & Nemirovski (2000), Nemirovski (2000), [Bunea et al. (2004; [2006}
2007a3b)), Greenshtein & Ritov| (2004) ou encore Bickel et al. (2009)). Enfin, le Lasso
ou le Dantzig, estimateur proche du Lasso (nous renvoyons a Bickel et al. (2009) pour
comparaison de ces deux estimateurs en régression additive) ont été considérés pour
estimer une densité (voir respectivement Bunea et al.| (2007¢) et Bertin et al.| (2011))).

Dans cette sous-section, nous présentons le Lasso dans un cas classique de régression
additive, en insistant sur la construction de l’estimateur Lasso, les inégalités oracles
non-asymptotiques recherchées, ainsi que les hypothéses requises.

Modéle illustratif : Dans un modéle de régression additif, soient (Z1,Y1), ..., (Zn,Y,)
un échantillon de n couples indépendants (Z;,Y;) € RP x R tels que

ou fy: RP — R est une fonction de régression a estimer, les Z; sont déterministes et
les erreurs de régression W; sont centrées et de variance o2. Les erreurs de régression
(Wi)iequ,...n}, peuvent étre de différents types : des erreurs de régression gaussiennes
si pour tout i, W; ~ N(0,0?), des erreurs de régression bornées ou plus généralement
des erreurs de régression sous-exponentielles.

Remarque. Si fo(Z;) = (:)r Z;, on obtient le modéle de régression linéaire.

Critére d’estimation : La procédure Lasso est une procédure d’estimation par
minimum de contraste pénalisé, fondée sur un critére empirique noté C,, qui dépend des
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observations 721, ..., Z,. En régression additive, le criteére d’estimation habituellement
considéré est le critére des moindres carrés. Il est défini par
1 n
Calf) = =D (Vi = F(Z))" (1.13)

=1

Dictionnaire de fonction : L’estimation de la fonction de régression fy non li-
néaire repose sur l'idée qu’elle peut étre correctement approchée par une combinaison
linéaire d'un petit nombre de fonctions. On introduit donc un dictionnaire de fonc-
tions Fpy = {f1,..., fu}, c’est-a-dire une collection de fonctions f; : R — R, pour
7 =1,...,M, a partir desquelles on va construire un estimateur de fy. Le dictionnaire
IFjs est constitué de fonctions de base telles que les ondelettes, les splines, les fonctions
en escaliers, les fonctions coordonnées, etc. Les fonctions f; peuvent aussi étre des
estimateurs obtenus avec différents paramétres de régularisation.

Fonctions candidates : Les fonctions candidates pour estimer f sont des combi-
naisons linéaires des fonctions du dictionnaire. Pour 3 € R, on définit la fonction
candidate fg telle que

o) = Y- 8,152, (1.14)

Dans le cas particulier ou f;(Z;) = Z; ;, le modéle de régression est linéaire avec p = M
et il s’agit d’un probléme de sélection de variables. Ainsi, introduire un dictionnaire
permet simplement de se placer dans un cadre plus général que celui de la sélection
de variables. Typiquement, la taille du dictionnaire IFy; utilisé pour estimer une fonc-
tion des covariables en grande dimension est grande, i.e. M > n. En considérant des
fonctions candidates sous la forme , on suppose que fo admet une approxima-
tion sparse dans IF;;, c’est-a-dire qu’on peut 'approcher par une combinaison linéaire
d’un petit nombre de fonctions de ;. En pratique, le choix du dictionnaire Fj; est
important car fy peut admettre une bonne approximation sparse dans certaines bases
de fonctions et pas dans d’autres.

Procédure Lasso : En minimisant le critére sur le dictionnaire Fj;, on se
ramene alors & un probléme d’estimation paramétrique : le paramétre a estimer est le
parameétre 3 de la combinaison linéaire . L’estimateur Lasso du paramétre 3 est
en fait I'estimateur du minimum de contraste sous une contrainte de type ¢ :

arg minﬁERp{Cn(fﬁ)}7
Bi=1 . Sl < (1.15)
j=1
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ol s est un paramétre positif. Nous pouvons réécrire ((1.15)) sous sa forme pénalisée :

BL = arg min{on(fﬁ) + 0B}, (1.16)
BeRP
ou I';, > 0 est un parameétre de régularisation a calibrer. Les deux notations et
sont équivalentesﬂ, mais la forme la plus usuelle est celle définie en (|1.16|) et
c’est celle-ci que nous considérerons dans la suite.

Le probléme ainsi posé est convexe en B (voir Bunea et al. (2007b|) par exemple)
et les procédures standard d’optimisation convexe peuvent donc étre utilisées pour
calculer Br. Nous renvoyons a [Efron et al| (2004), Friedman et al| (2007) et Meier
et al.| (2008) pour une discussion détaillée sur ces problémes d’optimisation. L'un des
avantages de la norme ¢; est qu’elle fournit un estimateur sparse (ou parcimonieux).
En effet, la boule de norme ¢; contrainte permet d’annuler un certain nombre de
coordonnées du parameétre 3. On définit J(3) = {j € {1,..., M} : B; # 0} 'ensemble
de sparsité du vecteur B € RM et |J(B)| son indice de sparsité.

FIGURE 1.2 — lllustration de la pénalisation {1

La figure [I.2] ci-dessus illustre I'intérét d’utiliser la norme ¢; pour obtenir un es-
. . . . Als , . . .
timateur parcimonieux. Ici, B représente 'estimateur non contraint des moindres
carrés. Les ellipses rouges représentent les contours de la fonction de perte quadra-

Al
tique autour de l'estimateur 3 °. Cette figure représente 'estimateur obtenu pour le

Al
probléme (|1.15) soumis & une contrainte ¢1, lorsque 3 ’ n’appartient pas au domaine

N N
admissible. L’estimateur Lasso B, solution de la minimisation (1.16)), est noté 3 sur

la figure . La deuxiéme composante de Bgl est annulée, car I'ellipse atteint la région
admissible sur I'angle situé sur I’axe 8, = 0. L’estimateur obtenu par cette méthode
est donc facilement interprétable, y compris quand p > n.

Selon le choix du parameétre de régularisation I',,, la procédure Lasso annule plus ou
moins de coordonnées du paramétre 3. Lorsque I',, = 0, nous retrouvons I'estimateur

2. voir la these de Hebiri| (2009)
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des moindres carrés non-contraint et aucune des coordonnées de 3 n’est annulée. En
revanche, pour de trés grandes valeurs de I',,, 'estimateur obtenu a toutes ses coor-
données nulles, on obtient donc BL = (. I existe plusieurs méthodes permettant de
choisir I',,, mais la plus connue est la validation croisée (voir Tibshirani (1996)).

Remarque. Théoriquement, le parameétre de régularisation I', est de l'ordre de
V/log M /n (voir Bithlmann & van de Geer| (2009) par exemple). On peut aussi consi-
dérer une procédure Lasso pondéré au sens oul la pénalité est en norme ¢; pondérée
du paramétre 3 :

M
B = arg min{C’n(fg) + pen(ﬂ)}, avec pen(8) = ij|6j|, (1.17)
j=1

BERM

et les (wj)jeq1,..my sont des poids a déterminer & partir des données (data-driven
weights en anglais). Bickel et al| (2009) ont, par exemple, considéré des poids

w; = Tyullfil|n, oit ', est d’ordre /log M /n.

Estimateur final : En résolvant ((1.17), on obtient estimateur Lasso de fy, défini
par

M
f3,(Z;) = ZﬂL,jfj(Zi), pouri=1,...n.
=1

Qualité d’estimation : Pour mesurer la qualité d’un estimateur, on cherche a ob-
tenir des bornes de risque (risk bound) soit avec grande probabilité pour la norme
empirique associée aux moindres carrés définie pour toute fonction f : R? — R par

o= £I = = (ol Z0) — £(Z0))"

i=1
soit en espérance, c¢’est-a-dire pour la fonction de perte définie par

n

> (folZi) — f(2:)?].

i=1

1

n

((fo, /) = E[Cu(f)] = E[Cu(fo)] = E

Pour l'estimateur Lasso, on trouve par exemple des résultats qui bornent la norme
empirique avec grande probabilité (voir Bickel et al. (2009))) ou son espérance comme
ce qu’ont fait par exemple Massart & Meynet| (2011)).

Nature des résultats :

Trois types de résultats sont classiquement considérés quand p > n. Nous ne men-
tionnons ici que les résultats non-asymptotiques.
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— Lorsqu’on cherche & fournir la meilleure approximation du vecteur ﬁg Z dans le
cas linéaire ou de fy(Z) dans le cas non-paramétrique, on parle de prédiction. Les
résultats en prédiction visent a obtenir une majoration pour || X Br— X Bo ||, €n
régression linéaire, ot X est la matrice de design X = (Z;;);; pouri =1,...,n
et j =1,...,p, et pour [|f5, — fol|l» dans le cas non-paramétrique. De trés nom-
breux articles se sont intéressés a obtenir des résultats en prédiction dans le
modeéle de régression linéaires ou additives. Nous en donnons quelques exemples.
Zhang & Huang (2008b)) et Bickel et al| (2009) ont obtenu des bornes non-
asymptotiques en régression linéaire. Dans le cas non-paramétrique, les perfor-
mances en prédiction du Lasso sont mesurées en établissant des inégalités oracles
non-asymptotiques (voir ci-dessous). |Bunea et al.| (2007a)), Bunea et al. (2007Db)),
Bickel et al.| (2009) ou encore Massart & Meynet| (2011) ont établi des inégalités
oracles pour 'estimateur Lasso de la fonction de régression.

— Lorsqu’on s’intéresse plutot a 'estimation du parameétre de régression By dans le
cas linéaire, on parle d’estimation. Dans un cadre non-asymptotique, les résultats
d’estimation sont souvent exprimés en majorant |3 — Br|r ou |Bo — B> ou plus
rarement | 3o — By, Bunea et al|(2007a)), Buneal (2008) et Bickel et al.| (2009) ont
ainsi obtenu, sous certaines hypotheéses, des inégalités en estimation en norme /¢y,
et Bickel et al.| (2009), sous des hypothéses plus restrictives, ont aussi établi une
inégalité en sélection en norme ¢, pour 1 < ¢ < 2. Des inégalités en estimation
sont obtenues par Meinshausen & Yul (2009)) en norme ¢ et par Zhang & Huang
(2008a)) en norme ¢, avec ¢ > 1.

— Si enfin, on veut identifier le support J(Bo) = {J, fo, # 0} de By, ou encore le
vecteur signe de (g, on parle de sélection. Les premiers résultats non asymp-
totiques de sélection de variables en grande dimension ont été établis dans le
cadre de la régression linéaire par [Zhao & Yu, (2006)).

Nous nous intéressons plus particuliérement aux résultats non-asymptotiques en pré-
diction et présentons les inégalités oracles ainsi que la démarche pour les établir.

(a) Inégalités oracles pour le Lasso dans le modéle de régression additif

Pour une constante ( > 0 fixée et un parameétre de régularisation I';, de 'ordre
de y/log(M)/n, on définit I'inégalité oracle non-asymptotique pour 'estimateur
Lasso par

15, — folln < (1 + C)ﬁief]lRfM{HfB — folls + Rna1(B)}, (1.18)

ol ||fs — fo||? est un terme de biais et R, 1(83) est un terme de variance. Ce
dernier donne la vitesse de convergence de l'estimateur fz, vers la vraie fonction
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fo. West d’ordre y/log M /n ou log M /n selon que la convergence de l’estimateur
f3, vers la vraie fonction fo soit lente ou rapide respectivement. Nous parlerons
alors d’inégalité oracle lente ou rapide. Les termes de biais et de variance sont
inversement proportionnels a la taille du dictionnaire ), : plus le dictionnaire
de fonction IF); sera grand, plus le terme de biais sera petit et plus le terme de
variance sera grand. L’un des objectifs de notre travail est d’établir des inégalités

oracles du type (1.18) avec grande probabilité.

Démarche pour obtenir une inégalité oracle lente

Le début de la démarche pour obtenir des inégalités oracles lentes ou rapides
pour l'estimateur Lasso est classique. Par définition du Lasso, on a pour tout
B eRM,

C(f3,) + pen(Br) < Cn(fa) + pen(B).
Par définition du critére des moindres carrés combiné & un simple jeu
d’écriture, on obtient finalement

n

A~

Tou = I < 10— TalE2 + 23" (fs, — 1) (Z0)Wi + pen(8) — pen(Ba).

i=1

Pour tout 3 € RM ona fg = Zj\il B;fj, en remplagant fg et f5, dans l'inégalité
précédente on obtient donc finalement

M
145, = folla < Ilfs = foll2 + 2 (B — B);Va(f;) + pen(B) — pen(BL),

j=1

avec
Valf) = -3 F(ZOW: (1.19)
i=1

A ce stade, il reste a controler le processus V,(f;) pour obtenir une inégalité
oracle lente. Nous renvoyons au paragraphe @ pour une discussion sur le
controle de ce terme. Pour établir une inégalité oracle rapide, on a besoin d'une
hypothése supplémentaire.

Hypothése

L’inégalité oracle rapide nécessite une hypothése supplémentaire sur la matrice
de Gram ¥, = XTX /nou X = (f;(Z;)):; aveci € {1,...,n} et j € {1,..., M}.
Lorsque M > n, la matrice de Gram W¥,, est dégénérée, ce qui s’écrit
. (BT, b)1/? .| Xbl
min ————— = min ———— =
beRM\{0}  |bly beRM\{0} 1/ |bl2
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Le probléme ordinaire de minimisation des moindres carrés n’a pas de solution
unique, puisqu’il nécessite la définie positivité de la matrice de Gram, c’est-a-dire

min | Xbl> >0
beRM\ {0} /7| b]2 '

La procédure Lasso nécessite une hypotheése plus faible que la définie positivité
de la matrice de Gram.

Nous renvoyons a |Bithlmann & van de Geer| (2009)) et a Bickel et al.| (2009)) pour
des discussions détaillées sur les différentes hypothéses que I'on peut considérer
pour établir une inégalité oracle rapide. Une des hypotheéses les plus faibles est
la condition aux valeurs propres restreintes (Restricted Eigenvalue condition),
introduite par Bickel et al.| (2009) pour le modéle de régression additif.

Hypothése 1.1 (Condition RE(s,¢y) pour le modéle de régression additif).
Pour un entier s € {1,..., M} et une constante ¢y > 0, on dit que la condition
auz valeurs propres restreintes (Restricted Eigenvalue Condition) RE(s, cy) est
vérifiée si
bT W, b)'/?
0 < k(s,co) = min min #, (1.20)
Jc{l,.. M}, beRM\{0},  |byl2
[JI<s  [byeli<colbili

ou by désigne le vecteur b restreint a l’ensemble J : (by); = b; si j € J et

(by); =0 sijeJe, on Jo={1,... M}\J.

La condition aux valeurs propres restreintes assure que la plus petite valeur
propre de la matrice de Gram définie comme
‘ ( bT\Iln b)1/2
min ——,
beRM\ {0} b2
restreinte aux ensembles de sparsités J, tels que |J| < s, soit strictement positive.
Autrement dit, la condition RE assure la définie positivité de la matrice W, uni-
1 < colbylr-
L’entier s joue ici le role d'une borne supérieure pour I'indice de sparsité |J(3)]

quement pour les vecteurs b € RM\{0} qui vérifient I'inégalité |b e

associé a un vecteur 3, de sorte que les sous-matrices carrées de taille inférieure
a 2s de la matrice de Gram W,, soient définies positives. Dans la démonstration
permettant d’obtenir I'inégalité oracle rapide, I’hypothése RE permet de relier la
norme /s de |(Bg —B)J(@)l2 & la norme empirique || f3_ — fg||» pour tout 8 € RM.

Le role des inégalités de concentration

Pour que les inégalités oracles soient lentes ou rapides, elles nécessitent le controle
uniforme du processus V,,(f;) défini par (1.19) (voir paragraphe @D, souvent a
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laide d’inégalités de concentration. Bickel et al.| (2009) ont utilisé une inégalité
de déviation propre aux variables aléatoires gaussiennes pour contréler V;,(f;).
Lorsque les erreurs de régression W; pour ¢ = 1,...,n sont centrées et bornées,
on peut appliquer une inégalité de Hoeffding. Dans le cas sous-exponentiel, on
utilise une inégalité de Bernstein standard (voir Annexe pour controler le
processus centré V,(f;). Nous renvoyons a I’Annexe [D] du Chapitre [2 ou nous
présentons une version de la preuve de Bickel et al.| (2009) permettant d’obtenir
une inégalité oracle lente pour une erreur de régression sous-exponentielle plus
générale. Le controle du processus V,(f;) par une inégalité de Bernstein y est
détaillé.

1.2.2 La sélection de modéles

La sélection de modeéles a d’abord été introduite par |Akaike (1973)) et Mallows
(1973)), puis formalisée par Birgé & Massart| (1997) pour I'estimation de la densité et
par [Barron et al.| (1999) dans le cadre plus général d’une fonction inconnue & estimer
(densité ou fonction de régression). Elle a été étudiée en régression non-paramétrique
(voir entre autres Baraud| (2000), [Yang (1999)), Birgé & Massart| (2001)), Baraud| (2002)
ou encoreWegkamp (2003))) et en densité (voir Birgé & Massart| (1998) et Birgé (2008))).
Nous renvoyons aussi a Massart| (2007) comme un ouvrage de référence sur la sélection
de modeéles.

Dans cette sous-section, nous expliquons le principe de la sélection de modéles pour
I’estimation d’une densité, en détaillant la construction de la procédure de sélection de
modeéles, les inégalités oracles non-asymptotiques recherchées, ainsi que les hypothéses
requises.

Modéle : Soient 71, ..., Z, un n-échantillon de densité f, inconnue. On suppose que
fo appartient a I’ensemble L?(R), muni du produit scalaire usuel (.,.) et de la norme
||.]| usuelle.

Critére d’estimation et fonction de perte : La procédure de sélection de modéles
est basée, comme la procédure Lasso, sur la minimisation d’un critére d’estimation.
Considérons le critére des moindres carrés défini pour la densité par

Cul) = IS1B = = 3 £(20). (1.21)

La pertinence de ce choix est assurée puisque E[C,,(f)] = || f|13—2(f, fo)2 = ||f— fol|3—
|| fol|3, qui est minimum en f = fy. La fonction de perte associée est définie pour tout
f € L*(R) par

o f) = I1fo— F13 = / (fole) — f(2))da.
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Bases de fonctions et collection de modéles : Soit ((p}”)jej, ou J C N* une
base de L?(R). La densité fy se décompose de maniére unique sous la forme

Jj€J

Pour une collection finie d’indices M,, C N, on considére la collection de modéles
(Sm)mem,  telle que chaque modéle S, est engendré par la base (¢;) e, , avec Jp,, C J :
Sm = Vect{p;,j € J,}. La dimension de S,, est alors donnée par D,, := Card(J,,).

Collection d’estimateurs : Associée a cette collection de modéles, on définit la
collection d’estimateurs (f,)menm, telle que

fm = argmin{C,,(f)}. (1.22)
fESm
L’estimateur fm est défini de maniére unique par fm = Zje g, 4jpj, avec

aj = (1/n)> " ¢;(Z;). Pour m € M,, notons

fm = arg min{g(f(h f)}a
f€Sm
la projection orthogonale de fy sur le modéle S,,. Avec la définition (1.21)) de C,(.),
on en déduit que E[f,,] = fn.. Ainsi, fm est un estimateur sans biais de la projection
de fy sur le modéle S,,.

Procédure de sélection de modéles : L’objectif est de sélectionner le modeéle S,
parmi l’ensemble des modéles, pour lequel le risque de I'estimateur associé E[¢( fo, fm)]
est aussi proche que possible du meilleur des risques que 'on peut obtenir dans la
collection ( fm)me M,,- Par le théoreme de Pythagore, l'erreur quadratique se décompose
en deux termes :

E(llfm = foll3] = 1fo = funll3 + Elll fon = finl[3]- (1.23)

Le premier terme est le terme de biais, il représente 'erreur d’approximation de f
par f,. Il est d’autant plus petit que S, est grand. Le second est le terme de va-
riance provenant de l'erreur commise en remplacant a; par une version empirique a;.
Contrairement au terme de biais, il est en général d’autant plus grand que le modéle
Sy, est grand. Un choix de modéle optimal en terme d’excées de risque nécessite donc
de trouver un compromis entre ces deux termes, i.e., choisir .S,, assez grand pour dimi-
nuer le biais, mais pas trop pour éviter que la variance n’augmente trop : il s’agit du
compromis biais-variance. L’oracle m* est alors 'indice m € M,, qui réalise le meilleur
compromis biais-variance. Il minimise I'excés de risque :

m* = argmin{E[||f., — fol|3]}.

T)’LEMTL
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L’estimateur oracle associé est alors fm 1 est incalculable en pratique (car m* dépend
de fo, qui est inconnue) et 'objectif est donc de sélectionner un estimateur fm ayant
des performances similaires a celles de l'oracle. Il s’agit donc de définir un critére
de sélection du modéle imitant le comportement biais-variance du risque de
I’estimateur. Le terme de variance est majoré par

Bl — foll) < 2 3 Bl < 1 57 oy — 122 120

j€Im JE€EIm

On déduit de (1.23)) et ([1.24)), 'inégalité suivante

A D,
B[l fn = Soll3] < [lfo = fnll5 + [ folloo—= (1.25)

On cherche le modele S,,, sur lequel ||fo — finll3 + || follcoDm/n est minimum. Cela
revient a chercher le minimum de —||f.[|5 + || follcc Dim/n. Une heuristique que I'on
doit a Mallows| (1973) et connue sous le nom d’heuristique de Mallows consiste a
remplacer —|| f,]|2, qui est inconnu, par son estimateur —||fo||2 + || fol|oo Dim/n, €t
prendre m € M,, qui minimise en m le critére

A Dm A Dm
~Fll3 + 2l folloe =" = CulFin) + 2/l fol | = (1.26)

De maniére plus générale, le modeéle m est sélectionné par la procédure suivante :

M= argﬁin{Cn(fm) +pen(m)}, (1.27)

ol pen : M,, — R est de lordre du terme de variance E[||fin — fml[2].

Remarque. Dans le cas de la sélection de variables, la taille du modele correspond
au terme |3|o défini dans la Section La sélection de modeles avec une pénalité
pen(m) = || fo|lcoDm/n, proportionnelle & la taille du modéle appartient donc bien a
la famille des procédures pénalisées en norme /.

Estimateur final : L’estimateur final, noté fm, est alors obtenu a partir de (|1.22))
et (1.27). On parle d’estimateur par minimum de contraste pénalisé.

Nature des résultats :

Les inégalités oracles assurent que ’estimateur obtenu par sélection de modéles est
performant. Nous renvoyons a 'ouvrage de Massart| (2007)) pour plus de détails. Nous
présentons les inégalités oracles en sélection de modeles ainsi que la démarche pour les
établir.
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(a)

Inégalités oracles en sélection de modéles

La qualité de I'estimateur fm est établie via des inégalités oracles de la forme
. ) C
E(llfo = fulls] < C inf {[lfo = fmllz + pen(m)} + ;1 (1.28)

out C' est une constante universelle et C7/n un terme négligeable devant l'infi-
mum (voir Birgé & Massart| (1997)). La constante C) dépend généralement du
cardinal de M,, et de la complexité de la famille de modéles. Le terme de biais
|| fo — fml|3 décroit lorsque D,, croit, il dépend de la régularité de fo, inconnue,
et est d’autant plus petit que fy est réguliére. Le terme de variance pen(m)
croit avec D,,. Il est d’ordre D,, /n et correspond a l'ordre de la variance sur un
modéle. Ainsi & la constante C' preés et lorsque le terme résiduel est négligeable,
fm réalise le meilleur compromis biais-variance. Le terme résiduel C /n provient
du controéle uniforme du processus empirique , défini ci-dessous, par l'in-
égalité de déviation ((1.33) (voir les paragraphes @ et @ ci-dessous).

Démarche pour obtenir une inégalité oracle

Par définition, I’estimateur fm satisfait pour tout m € M,, I'inégalité suivante :
Co(fin) + pen(im) < Cp(fin) + pen(m) < Cy(fm) + pen(m). (1.29)

Pour tout f € L%(R), le critére des moindres carrés se décompose en
Culf) = [IF1I5 = 2{fo, Flo = val®) = [If = foll3 = [Ifolls = wa(t),  (1.30)
ol v,(.) est un processus centré défini par
2 n
n(f) = Cul ) =BG = =2 S £(Z) +2 [ f@ifu(o)dn. (131
i=1 R

En combinant ([1.29)) et ((1.30)), on obtient I'inégalité suivante

1fo = falls < Wlfo = Full3 + pen(m) + va(fa) = valfm) — pen(in).  (1.32)

pour tout m € M,,. Toute la difficulté réside ensuite dans le controle uniforme

du processus v, (fi) — Vn(fin) = Vn(fin — fm). Nous renvoyons au paragraphe @
pour une discussion sur le contrdle de ce processus.

Hypothéses sur les modéles

Les hypotheéses suivantes sur les modéles sont standard.
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Hypothése 1.2.
(i) Pour tout m € M,,, D, <n.
(ii) Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout f dans S,

1115 < oDull 13-

(iii) Les modéles sont emboités : Dp,, < Dy, = Spy C Sy -

Nous renvoyons a Birgé & Massart (1998), Barron et al.| (1999)), Baraud| (2002)
et |[Massart| (2007)) pour des détails sur les hypothéses. L’hypothése per-
met d’assurer que la taille des modeéles n’est pas trop grande par rapport a la
taille de I’échantillon. Si I'on reprend I'exemple de la sélection de variables, la
taille d’un modeéle correspond au nombre de coefficients inconnus a estimer et
I’hypothése . impose donc que ce nombre soit inférieur au nombre d’obser-
vations. L’hypothese . compare la norme L? standard & la norme infinie.
Cette hypothése permet de remplacer, dans la majoration de la variance ,
le terme inconnu ||fy||e par ¢*. Elle est équivalente a 'inégalité suivante (voir
le Lemme 1 de Birgé & Massart (1998))) :

2
>

J€Im

< #*D,,.

o0

L’hypothese [1.2}f(iii)| est relativement forte. Elle peut dans certains cas étre
relachée et remplacée par 'hypothése de I'existence d’un espace englobant tous

les modéles de la collection (voir par exemple I'hypothése Hy Brunel & Comte
(2005))). Cette hypothése permet de ne pas avoir & parcourir tous les modéles,
lors de la procédure de sélection de modeles. En sélection de variables, le nombre
de modéles a comparer augmente en 2P lorsque p augmente. Considérer des
modeles emboités permet alors de réduire la complexité algorithmique de la
procédure. Les modéles étant emboités, on peut considérer le réarrangement
suivant : J = N\{0}, J,, =1, ..., Dy, et S,, = Vect{¢1, ..., vp,, }

Plusieurs bases de fonctions de L?(R) vérifient les hypothéses précédentes et
peuvent étre considérées : la base trigonométrique, la base des polyndémes par
morceaux, la base d’ondelettes & support compact ou encore la base d’histo-
grammes, entre autres. Nous renvoyons a [Birgé & Massart| (1998), Barron et al.
(1999) et |Baraud| (2002) pour une description détaillée des différentes bases.

Le role des inégalités de concentration

D’aprés linégalité ((1.32), le processus a controler est le processus centré
Un(fio — fm), pour m € M, et v,(.) défini par 1' L’idée pour controler
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ce processus est de choisir une pénalité qui permette de majorer les variations
de v, (fs — fm). Cependant, ce processus n’est pas facile & controler et nécessite
d’utiliser des techniques spécifiques aux processus empirique. Plus précisément,

volfin = fn) < |1 fin = Fnll2 sup va(f),

S m,m

ou B = {f € Si + Sww : || fll2 < 1} pour tout m, m’ € M,,. En remplagant
dans l'inégalité ((1.32)) et en utilisant I'inégalité classique 2xy < b~ 'z?/ + by?,
pour b > 0, on obtient

[1fo = fall3 < |l fo = finll + pen(m) + 07| fi = full5 + bf sup v, (f) — pen(in).

S m,m

L’inégalité de Talagrand définie a I’Annexe[A.3.3|est alors I'une des inégalités les
plus utilisées pour contréler en espérance le supremum d’un processus empirique
(voir [Massart| (2007)). On en déduit une inégalité de déviation de la forme :

Inégalité de déviation 1.1.

. (1.33)

slQ

> E(( sup VZ(f)—(pen(m)+pen(m')))+> <

m'eMy, FEB e

Cette inégalité de déviation précise comment, dans ’heuristique de Mallows
(1.26), I'estimateur du biais || f,.||2 se concentre autour de D,, /n uniformément
enm € M,.

1.2.3 Estimateurs a noyaux et sélection de fenétres

Les estimateurs a noyaux sont construits a partir d’une fonction K : R — R,
d’intégrale 1, appelée noyau et d’'un parameétre réel h > 0, appelé fenétre. La méthode
des noyaux a été introduite par Rosenblatt| (1956) pour estimer une densité fy. Le choix
du noyau se fait parmi un ensemble de noyaux fréquemment utilisés (voir |Parzen (1962)
et (Tsybakov & Zaiats (2009), qui définit six noyaux classiques). Le choix de la fenétre
est crucial et a fait 'objet de nombreuses études. Nous présentons deux méthodes de
sélection de fenétres : la validation croisée et la méthode plus récente de Goldenshluger
et Lepski.

Dans cette sous-section, nous expliquons I'idée de la méthode des noyaux dans le cas
classique d’estimation d’une densité, nous présentons les deux méthodes de sélection
de fenétres, puis nous décrivons les inégalités oracles obtenues avec la méthode de
Goldenshluger et Lepski et la démarche pour les obtenir.

Modéle : Soient Zy, ..., Z, des variables aléatoires de densité fy € L?(R) inconnue a
estimer.
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Noyau : Le noyau est une fonction K : R — R, intégrable sur R et d’intégrale 1. Ro-
senblatt| (1956)) a considéré un noyau rectangulaire, défini par K(u) = 1j_q,1(u)/2. Les
noyaux classiques sont le noyau gaussien K (u) = \/%76’%“2 et le noyau d’Epanechnikov
K(u) = 2(1 —u?) 1(jy<1), parmi les plus utilisés.

Pour tout réel h > 0, on note K}, la fonction définie par K, :  — K(x/h)/h. Le
réel h > 0 est appelé la fenétre et on introduit la grille de fenétres H,,.

Collection d’estimateurs : La méthode des noyaux repose sur le principe selon
lequel la famille (K} ),~o forme une approximation de I'unité pour le produit de convo-
lution (voir [Komornik! (2002)) par exemple), i.e. pour tout z € R, la convolée

Ky * fo(2) == /]RKh(Z_ u) fo(u)du

converge vers fo(z) en norme L2 quand h tend vers 0. On peut donc approcher f;
par K}, * fy et comme par définition, K}, * fo(z) = E[K}(z — Z1)], nous en déduisons
I’estimateur & noyau de la fonction de densité fy : pour h > 0 fixé et z € R,

fh(2)=%ZK<Z _hZ> (1.34)

~

On construit ainsi une famille d’estimateurs (f5)nen,, -

Procédure de sélection de fenétres : Le choix de la fenétre h (bandwidth en
anglais) est trés important pour la qualité de 'estimation. La fenétre optimale h* est
celle qui minimise l'excés de risque

h* = arg min ]E[Hfh — foll3],
heHn

c’est donc la fenétre h € H,, qui réalise le meilleur compromis biais-variance dans la
décomposition

E[|| fu = foll3) = |lfo = full3 + Ell[fa — full3): (1.35)

Cependant, cette fenétre n’est pas calculable en pratique puisqu’elle dépend de f,
qui est inconnue. Plusieurs méthodes existent pour sélectionner cette fenétre. Nous en
présentons ici deux : la méthode de validation croisée et la méthode de Goldenshluger
et Lepski, récemment proposée par |Goldenshluger & Lepski| (2011]).

e Sélection de fenétres par validation croisée :
Une des méthodes classiquement utilisée en pratique pour choisir la fenétre h
d’un estimateur a noyau est la méthode de validation croisée (cross-validation
en anglais). Cette méthode de sélection de fenétres a été introduite par Rudemo
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(1982) and Bowman| (1984) pour Iestimation de la densité par la méthode des
noyaux.

L’idée de la validation croisée est de proposer un estimateur de I'excés de risque
a partir des données. On a

= aigglin E[Hfh — f0|| | = argmmE/fh )dz — 2E/fh ) fol(z
EHn
Considérons 'estimateur

fi(z)dz - % Z =i Z), (1.36)

ou

fuilZ) = n—thK(

J#i

L’espérance de la somme dans ((1.36) vaut

E[L Y fii(2) / Fon(2)folz / Fal2) folz

On en déduit que E[CV(h)] = E[||fn — fol3] = [ f3(z)dz et donc que CV(h) +
[ f3(x)dx est un estimateur sans biais de l'erreur quadrathue moyenne intégrée

[||f n — fol|3]. La procédure de sélection de fenétres par validation croisée est
alors la suivante

hCV = argmin CV(h).
h

L’estimateur a noyau de la densité avec une fenétre choisie par validation croisée
est alors défini par fjcv.

Les propriétés établies pour 'estimateur a noyau f;lcv sont asymptotiques. Pour
lestimation d’une densité, [Marron & Padgett| (1987)) ont montré que la fenétre
sélectionnée par validation croisée est optimale au sens ot le ratio entre 'erreur
quadratique intégrée (ISE pour Integrated Squared Estimator) obtenue par vali-
dation croisée et I'infimum de I'ISE obtenu sur toutes les fenétres converge vers
1 presque strement. Hall & Marron (1987)) ont donné la vitesse de convergence
de I'ISE associée a 'estimateur a noyau obtenu par validation croisée. Ils ont
aussi prouvé I'optimalité uniforme de ces vitesses pour une classe assez large de
fonctions de densité.

Mais, a notre connaissance, aucun résultat non-asymptotique n’a été démon-
tré pour 'estimateur a noyau avec une fenétre sélectionnée par validation croisée.

e La méthode de Goldenshluger et Lepski
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Récemment, Goldenshluger & Lepski| (2011) ont proposé une procédure de sélec-
tion de fenétres pour 'estimation & noyau de la densité d’une variable aléatoire
multivariée et ont établi des inégalités oracles non-asymptotiques pour I’estima-
teur ainsi obtenu. Cette procédure a, depuis, été adaptée a différents cadres de
travail. Ainsi, elle a par exemple été considérée par [Doumic et al.| (2012) dans
le contexte d’estimation d’un taux de division d’une population structurée en
taille dans un cadre non-paramétrique, par Bertin et al.| (2013) pour estimer une
densité conditionnelle et par (Chagny (2014 pour estimer une fonction réelle a
I’aide de noyaux déformés.

Décrivons cette méthode dans le cas plus simple de I'estimation d’une densité
fo. Définissons

ful2) = Elfu(2)] = %/}RK(Z ) fo(u)du = Ky ¢ fo(2). (1.37)
ou Ky(z) = (1/h)K(z/h) pour tout z € R et * est le produit de convolution
usuel. Comme pour la procédure de sélection de modéles, le critére de sélection
de fenétres proposé par|Goldenshluger & Lepski| (2011]) est basé sur une imitation
de la décomposition biais-variance . il s’agit d’estimer chacun des deux
termes de la décomposition biais-variance.

D’aprés la définition (1.37)) de f, le terme de variance est facilement majoré par

1K1

- (1.38)

A 1
Ellfy - 5l < o7 [ K(u)du <
nh Jg
On cherche un estimateur fﬁ dont le risque est aussi proche que possible de
mingey, {||fo — full3 + || K||3/nh}. Pour approcher le terme de variance, on pose
pour tout h € H,,

(1.39)

ol K > 0 est une constante universelle. La spécificité de la méthode de |Gol-
denshluger & Lepski (2011) réside dans la fagcon d’estimer le biais & partir d’un
estimateur intermédiaire faisant intervenir deux fenétres. Plus précisément, le
terme de biais est estimé, pour tout h € H,,, par

Ay = max {1 fue = fanl 3=V ()} . (1.40)
h'eHn +

ol fh7h/ (t) = Ky * fh(t) est lestimateur intermédiaire. On peut expliquer cette

estimateur du biais de maniére heuristique. L’idée est la suivante : pour étre le

plus proche possible du terme de biais ||fo — Kj * fol|3, on remplace la densité

inconnue f; par I'estimateur fu pour une fenétre b’ € H,, fixée et nous obtenons

|fw — Kn * fi|[2. Mais contrairement au biais, cette quantité contient de la
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variabilité, on lui retire donc un terme V' (k') de l'ordre de la variance. Enfin,
comme il n’y a aucune raison de choisir une fenétre b’ plutot qu’'une autre, on
balaye I’ensemble de la grille H,,.

La procédure de sélection de la fenétre est définie par

~

h= arhg Hmin{A(h) +V(h)}. (1.41)

Dans la suite, nous ferons référence a cette méthode sous 'appellation « méthode
de Goldenshluger et Lepski ».

Estimateur final : L’estimateur a noyau final obtenu avec la méthode de Golden-
shluger et Lepski est défini, a partir de (1.34) et |D par fj,.

Nature des résultats :

Des inégalités oracles non-asymptotiques ont été établies par |Goldenshluger &
Lepski| (2011) (pour la norme ¢,, ¢ > 1) et par Bertin et al.| (2013) pour I'estimateur f;

de la densité, dont la fenétre h a été sélectionnée par la méthode de Goldenshluger et

Lepski. Nous présentons les inégalités oracles obtenues pour cet estimateur ainsi que

la, démarche pour les établir.

(a)

Inégalités oracles pour l'estimateur & noyau avec une fenétre sélectionnée par la
méthode de Goldenshluger et Lepski

L’objectif dans ce contexte est d’établir des inégalités oracles de la forme
Ell|fo— fill3) < C inf {|lfo = full3 + V (D)} + Ra (142)

ou C' est une constante universelle et R, un terme de reste négligeable devant
I'infimum. Dans cette inégalité, le terme de biais croit avec h, tandis que le
terme de variance V' (h) décroit lorsque h augmente.

Démarche pour obtenir une inégalité oracle

On donne ici le début de la démarche pour obtenir une inégalité oracle dans le
cas d'un estimateur a noyau f;l, obtenu avec la méthode de Goldenshluger et
Lepski.

D’aprés la définition de A(h), on peut écrire

Hﬂ—h%S&%—ﬁﬁ@+%ﬁﬁ—ﬂ%+Wﬂ—h%
< 3A(h) + 3V (h) + 3A(R) + 3V (k) + 3|| fu — foll5.
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(c)

De la définition (1.41)) de &, on en déduit que
E(||f;, — foll3] < 6E[A(R)] + 6V () + 3E[|| fu — foll3]. (1.43)

Le dernier terme de cette inégalité est majoré d’apres (1.35)) et (1.38) par un

terme de biais et un terme de variance du méme ordre que V'(h). Il reste donc
a controler E[A(h)] pour obtenir une inégalité oracle de la forme (|1.42). Nous
renvoyons au paragraphe [(d)| pour des détails sur le controle de E[A(h)].

Hypotheéses sur les noyaux et sur les fenétres

Pour obtenir une inégalité oracle de la forme (1.42)), des hypothéses sur le noyau
K et la fenétre h sont requises.
Hypothése 1.3.

(i) || K]l = supye1 1y [ K (u)] < oo.

(ii) nh >1et0<h < 1.

Les Hypotheses . et . sont standard pour I'estimation & noyau d’une
densité (voir Tsybakov| (2004)) et Goldenshluger & Lepski (2011))). Elles sont

satisfaites par la plupart des noyaux standard.

Le role des inégalités de concentration

Pour obtenir une inégalité oracle de la forme (1.42)) a partir de ([1.43)), il reste a
controler E[A(h)]. On décompose A(h) de la fagon suivante

. V() V(K)
—_— 12 2_
31?6%{”fh’ Jwll==4 6

Le dernier terme est facilement majoré. Le controle en espérance de chacun des

}+3gﬂaX{||fh,h/—fh,h'||§—

2
o3l fo—

deux premiers termes se fait en utilisant la propriété selon laquelle, pour tout
v € L*(R), ||v||2 = sup;cp(v, f). On définit alors vy (f) = (fw = fus f), et on
en déduit que ||fp — fuwll3 = supsep v (f). En considérant une inégalité de
Talagrand définie & 1’Annexe nous obtenons, pour I’espérance de chacun
des deux premiers termes de la décomposition de A(h), une inégalité de déviation
de la forme :

Inégalité de déviation 1.2.

> E {Sup Vo (f) = V(h')}

W EHn feB

<= (1.44)

S|o

Cette inégalité est comparable a l'inégalité de déviation (1.33]) en sélection de
modéles.
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Comparaison des méthodes de sélection de modéles et de Goldenshluger
et Lepski :

Chagny| (2013), dans sa thése, a mis en évidence les similitudes entre la sélection de
modéles et la méthode de Goldenshluger et Lepski. Nous renvoyons a la Table 1.1 de
la thése de |Chagny| (2013]) pour un tableau récapitulatif des éléments clés de chacune
des méthodes dans le cas trés simple de I'estimation d’une densité, afin de mettre en
évidence ces ressemblances.

1.2.4 Bibliographie en analyse de survie

Nous présentons dans cette sous-section, un état de I'art pour les trois méthodes
présentées ci-dessus (Lasso, sélection de modeéles et estimation & noyaux) dans le cadre
de 'analyse de survie.

1. La procédure Lasso dans le modéle de Cox usuel

Tibshirani| (1997) a proposé une procédure Lasso appliquée a la vraisemblance
partielle de Cox pour estimer le paramétre de régression B¢ du modeéle de Cox.
Cependant, peu de résultats théoriques existent pour cet estimateur Lasso. Nous
commengons par citer un premier résultat asymptotique : Bradic et al.| (2012) ont
établi une inégalité asymptotique en estimation en norme ¢, pour 'estimateur
Lasso du parameétre de régression du modéle de Cox semi-paramétrique .
Les résultats non-asymptotiques pour I'estimateur Lasso dans le modéle de Cox
n’ont été établis que trés récemment. Kong & Nan| (2012) and Bradic & Song
(2012) ont obtenus des résultats de prédiction sous forme d’inégalités oracles
pour la fonction de régression du modéle de Cox non-paramétrique . Huang
et al. (2013) ont, quant & eux, obtenu un résultat en prédiction et des résultats
en estimations en normes /1, ¢, et en norme ¢, avec ¢ > 1 pour le modeéle de Cox
semi-paramétrique (1.1)).

Des extensions du Lasso ont aussi été proposées pour estimer la partie paramé-
trique du modele de Cox . L’adaptive Lasso a été considéré par Zhang & Lu
(2007)), qui ont obtenu un résultat asymptotique d’estimation et par |Zou (2008]),
qui a assuré un résultat de consistance en sélection. |Antoniadis et al.| (2010) ont
établi une inégalité asymptotique en estimation pour l'estimateur de Dantzig
dans le modeéle de Cox semi-paramétrique (nous renvoyons a [Bickel et al.
(2009) pour une comparaison entre I'estimateur Lasso et 'estimateur de Dantzig
dans le modele de régression additif (1.12)).

Plus généralement, en analyse de survie, le Lasso a aussi été utilisé dans le cas
d’un modele additif d’Aalen (cf. |Andersen et al|(1993) pour une description de
ce modele) par Martinussen & Scheike| (2009) et Gaiffas & Guilloux (2012). Ces
derniers ont obtenu une inégalité oracle non-asymptotique pour la fonction des



Chapitre 1. Introduction

covariables du modéle.

. La sélection de modéles

La méthode d’estimation non-paramétrique par sélection de modéles a été adap-
tée a l'analyse de survie dans différents modéles. Letué (2000) a adapté cette
méthode pour estimer en petite dimension (p < n), la fonction de régression fy
du modele de Cox non-paramétrique . Pour cela, elle a considéré le contraste
de la log-vraisemblance partielle de Cox associé a une fonction de perte du type
information de Kullback-Leibler et elle a obtenu pour son estimateur une inéga-
lité oracle de la forme ([1.42)). Plus récemment, Brunel & Comte| (2005)), [Brunel
et al. (2009) et Brunel et al.| (2010) ont considéré la méthode de sélection de
modéles pour estimer une densité dans le cas de données censurées.

Dans un contexte plus proche du notre, la méthode de sélection de modéles a
été utilisée pour estimer I'intensité d'un processus de comptage dans un modele
a intensité multiplicative d’Aalen (L.3). Reynaud-Bouret| (2006) a établi des
inégalités oracles pour l'estimateur par minimum de contraste pénalisé de la
fonction de risque sans covariable. |(Comte et al.| (2011) ont aussi considéré la
sélection de modeles pour estimer une fonction de risque non-paramétrique (en
petite dimension). Ils ont appliqué la sélection de modéles en deux directions,
selon le temps et selon les covariables, et ont obtenu une inégalité oracle pour
leur estimateur.

. L’estimation a noyaux

L’estimateur & noyau pour la fonction de risque a d’abord été proposé par Wat-
son & Leadbetter| (1964ab)) dans le cas de données non-censurées, ses propriétés
ont ensuite été étudiées par Rice & Rosenblatt (1976). Ramlau-Hansen (1983b)) a
introduit ’estimateur a noyau pour estimer l'intensité d’un processus de comp-
tage et a étendu son utilisation a des données de survie censurées. Il a ainsi
proposé l'estimateur a noyau du risque de base dans le modéle de Cox.

Comme pour 'estimation d’une densité, le choix de la fenétre est crucial. Mais
trés peu de résultats existent en survie. Essentiellement deux méthodes de
calibration adaptatif de fenétre ont été considérées en analyse de survie. La plus
ancienne est basée sur la validation croisée. La seconde est basée sur la méthode
de Goldenshluger et Lepski. La méthode de validation croisée dans un modele a
intensité multiplicative d’Aalen pour les processus de comptage a été suggérée
par Ramlau-Hansen (1981). Grégoire (1993)) a prouvé la consistance en 1/n
de l'estimateur de l'erreur quadratique intégrée associé a l’estimateur a noyau
obtenu par validation croisée de l'intensité d’'un processus de comptage dans
le modéle a intensité multiplicative d’Aalen. Cependant, & notre connaissance,
aucun résultat non-asymptotique n’a été établi pour ’estimateur a noyau obtenu
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par validation croisée de l'intensité. La méthode de Goldenshluger et Lepski a
été considérée par Bouaziz et al. (2013) pour estimer l'intensité de processus de
comptage des événements récurrents (cadre différent de celui qui nous intéresse
ici). Ils ont obtenu une inégalité oracle non-asymptotique pour l’estimateur
obtenu.

Nous décrivons dans la suite de I'introduction, nos propres contributions.
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1.3 Cheminement et principaux résultats

Rappelons le cadre de travail. Nous observons n copies indépendantes
(Zi, Ni(t),Y;(t),i = 1,..,n,0 < t < 7), 00 Z; = (Zi1,...,Zip)7 € RP est le vec-
teur de covariables, N; un processus de comptage marqué, Y; un processus aléatoire a
valeurs dans [0,1] et [0, 7] un intervalle de temps. A partir de ces observations, nous
cherchons a estimer la fonction de risque Ao(., Z;).

I. La Partie [[| est consacrée a l'estimation en grande dimension de la fonction de
risque non-paramétrique J\g, satisfaisant un modéle & intensité multiplicative
d’Aalen défini, pour tout t > 0, par

A(t):/o Mo(s, Z)Y (s)ds,

ou Z € RP? est le vecteur générique de covariables de méme loi que les vecteurs de
covariables Z; pour chaque individu 7. Nous estimons cette fonction de risque par
un modele de Cox non-paramétrique constitué de deux parameétres fonctionnels
inconnus. Nous proposons de ’estimer & I'aide d’une procédure Lasso simultanée.

I1. La Partie [[T] est consacrée a l'estimation du risque de base dans un modeéle de
Cox semi-paramétrique usuel, ou la fonction de risque s’écrit

Xo(t, Z) = a(t)eP8 2.

Dans ce modéle, le paramétre By a une dimension p supérieure & la taille de
I'échantillon n. Comme nous I'avons vu dans la Section [I.1.3] I’estimation du
risque de base requiert ’estimation préalable du parametre de régression. Nous
avons ainsi proposé des procédures d’estimation du risque de base constituée de
deux étapes :

— la premiére étape, commune aux deux procédures considérées, porte sur
I’estimation du parameétre de régression By a l'aide d’une procédure Lasso,
telle que celle décrite par Huang et al.| (2013]),

— la deuxiéme étape porte sur la construction d’un estimateur du risque de
base ag. Nous avons proposé deux méthodes d’estimation de ag. Ces estima-
teurs appartiennent chacun a 'une des deux grandes familles d’estimateurs
non-paramétriques : estimateur par sélection de modeles et estimateur a
noyaux. Le choix de la fenétre de I'estimateur a noyau découle d’une adap-
tation de la méthode de Goldenshluger et Lepski.

Nous avons implémenté les procédures d’estimation de la Partie[[I} afin de com-
parer les deux méthodes d’estimation du risque de base.

Dans les deux parties, nous avons établi des inégalités oracles non-asymptotiques.
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D’aprés les Sections [1.2.1] et les procédures Lasso et de sélection de mo-
déles requiérent le choix d’un critére d’estimation. Nous définissons les critéres de la
vraisemblance et des moindres carrés usuels pour les processus de comptage.

La vraisemblance empirique totale (utilisée au Chapitre
D’apreés la formule de Girsanov ou de Jacod| (1973; 1975)) (voir également |Andersen
et al.| (1993))), le critére de la log-vraisemblance pour une fonction A : [0, 7] x R? — R,
est donné par
1 n T T
Co(N) === {/ log A(t, Z;)dN;(t) —/ At Z,-)Yi(t)dt}. (1.45)
0 0

n-
=1

Ce critére d’estimation est utilisé dans le Chapitre 2] Il présente l'avantage de
permettre I'estimation de la fonction de risque compléte. La fonction de perte clas-
siquement associée a ce critére est la divergence de Kullback (nous renvoyons a la
Section pour des détails concernant cette fonction de perte). Notons que la vrai-
semblance partielle de Cox, définie par , est obtenue a partir de la vraisemblance
. Nous renvoyons a I’Annexe pour les détails concernant les liens entre les
deux.

Le contraste des moindres carrés (utilisé au Chapitre [3)

Le critére des moindres carrés pour les processus de comptage a été considéré par
Reynaud-Bouret| (2006) et (Comte et al. (2011). Il est défini pour une fonction A :
[0,7] x R” — R par

Cu(\) = %i /0 Nt Z)Yi(H)dt — %i /0 MG ZOAN(D). (1.46)

Nous aurions pu utiliser ce critére pour estimer la fonction de risque compléte, cepen-
dant le processus empirique qui en découle n’est pas linéaire en A et est donc difficile
a controler. Nous I'avons plutdt considéré, dans une version modifiée, pour estimer le

risque de base du modeéle de Cox au Chapitre [3| (voir Section pour les détails). Le
critére des moindres carrés est relié a la norme empirique plus facilement interprétable.

1.3.1 Partie I : Estimation de ’intensité compléte d’un proces-
sus de comptage par un modéle de Cox

1. Le modéle

Considérons le cadre général des processus de comptage décrit a la Section
avec pour ¢ = 1, ..., n, le processus de comptage marqué N; satisfaisant le modéle
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a intensité multiplicative d’Aalen ([1.3)). Nous ne faisons aucune hypothése sur la
forme de la fonction de risque Ay, en particulier, nous ne supposons pas que Ag
vérifie un modele de Cox.

D’apreés la décomposition de Doob-Meyer, on peut heuristiquement écrire que
pour tout i € {1,...,n},

AN (1) = No(t, Z;)Yi(t)dt + dM;(2).

Si 'on compare au Modéle de régression additif , dM;(.) peut étre interprété
comme un terme de bruit de type sous-exponentiel.

Notre objectif est d’estimer de maniére non-paramétrique la fonction de risque
Ao par un modele de Cox non-paramétrique, c’est-a-dire par une fonction de
la forme A(t,Z) = a(t)e/?), ou la fonction du temps « et la fonction des
covariables f sont a estimer.

. La procédure d’estimation

En suivant les étapes du paragraphe [I.2.1 pour le modéle de régression additif,
nous décrivons la mise en oeuvre de la procédure Lasso dans le modéle a intensité
multiplicative d’Aalen.

Choix du critére d’estimation : Nous avons choisi le critére de la vraisem-
blance empirique totale . C’est le critére qui s’est avéré le plus pertinent
pour estimer la fonction de risque et obtenir des inégalités oracles pour 'esti-
mateur obtenu. En effet, contrairement au critére des moindres carrés, a partir
duquel nous obtenons un processus empirique non linéaire en les fonctions que
I’on cherche & estimer, les processus empiriques qui découlent du critére de la
vraisemblance total sont linéaires en les fonctions & estimer (nous renvoyons au
paragraphe |5.| pour la définition de ces processus).

Dictionnaires de fonctions : Notre modéle fait intervenir, non pas un para-
meétre a estimer, comme c’est le cas dans le modéle de régression additif ou dans
le modéle de Cox non-paramétrique lorsque ’on ne s’intéresse qu’a la fonction de
régression, mais deux parameétres a estimer. Nous estimons ces deux paramétres
fonctionnels par des combinaisons linéaires de fonctions. Nous introduisons donc
deux dictionnaires de fonctions : un dictionnaire de fonctions des covariables
Fy ={f1,..., fu}, ot f; : R?» = R pour j = 1,..., M et un dictionnaire des fonc-
tions du temps Gy = {0y, ...,0n}, 001 6 : R — R pour k = 1, ..., N. La taille du
dictionnaire IF,; utilisé pour estimer la fonction des covariables en grande dimen-
sion est grande , i.e. M > n, alors que pour estimer une fonction sur R*, nous
considérons un dictionnaire Gy de taille de I'ordre de la taille de I’échantillon n.
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Fonctions candidates : Ensuite, comme dans le modéle de régression additif,
nous déterminons des fonctions candidates pour estimer I'intensité compléte Ag,
mais dans notre cas, non plus a partir d’'un seul dictionnaire, mais a partir des
deux dictionnaires F,; et Gn. Comme nous cherchons a estimer la fonction de
risque par un modeéle de Cox, nous considérons des fonctions candidates de la
forme

Asa(t, Zs) = O‘v(t)efﬁ(zi)a

avec (B,7) € RM x RV et

N M
loga, =Y Wbk et fa=Y Bifi.
k=1 Jj=1

Procédure Lasso simultanée : Nous estimons les deux paramétres vectoriels
B et v simultanément a l’aide d’une procédure Lasso pondéré. Nous avons pour
cela considéré la procédure suivante :

(BL, A1) = argmin {Cn(Ag,) + pen(B) + pen(v)}, (1.47)
(Byy)ERM xRN

avec

M N
pen(B) = Y _w;|6;| and pen(vy) =Y dlvl,
=1 k=1
(wj)jeqr,..my €t (Ok)keqr,...ny sont des poids a déterminer.

Estimateur final : En appliquant la procédure ((1.47) au critére de la vrai-
semblance ((1.45]), nous obtenons finalement I'estimateur Lasso suivant :

A t, Zz) = Qy, (t)efBL(Zi).

BL7‘/L<
3. Les fonctions de perte
La fonction de perte associée au critére d’estimation (|1.45)) est la divergence de
Kullback empirique définie par
~ lew [T
Ko o) = 13 / (log Mo(t, Z5) — log Asr(t, Zi)) Nolt, Ze)Vi(t)dt  (1.48)
i=1 70

— %zn: /T (No(t, Z;) — g (t, Z;)) Yi(t)dt. (1.49)

Dans cette définition, le premier terme (|1.48|) correspondrait a la divergence de
Kullback usuelle si A\o(t, Z;) et A(t, Z;) étaient des densités. Cependant, comme
la fonction de risque n’est pas une densité, le terme résiduel ((1.49) intervient.
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Nous renvoyons a van de Geer| (1995) et [Senoussi (1988) pour des définitions
similaires de divergences de Kullback empiriques.

Les qualités des estimateurs sont également évaluées par la fonction de perte
définie pour toute fonction h sur [0, 7] x RP par

Il = || 3 [ 0t 20200 (150

Dans cette définition, plus 'intensité du processus NV; est grande, plus la contri-
bution de 'individu 7 dans cette norme empirique est importante. Nous avons
montré que cette norme est reliée a la divergence de Kullback empirique.

Pour plus de clarté, nous avons résumé dans un tableau comparatif (voir Table
les éléments clés de la démarche associée a la procédure Lasso pour le Mo-
déle de régression additif et pour notre Modéle a intensité multiplicative
d’Aalen non-paramétrique.

. Les hypothéses

Comme dans le cas de la régression additive, une hypothése sur la matrice
de Gram est nécessaire afin d’établir une inégalité oracle rapide. Dans notre
contexte, la matrice de design est définie par

0.(t) ... Ox(t)
Xt = | x| : D | e RN
0.(t) ... Oxn(t)

ot X = (fj(Z;));; pour i = 1,..,n et j = 1,..., M. Elle fait intervenir les
fonctions des deux dictionnaires. La matrice de Gram associée est donnée par

G, — % / "XWTEMX (1,

avec C(t) = (diag(o(t, Z;)Y;(t)))1<i<n, ¥t > 0. Habituellement, on applique la
condition aux valeurs propres restreintes (|1.20)) & la matrice de Gram. Cependant,

la matrice G,, est aléatoire, méme conditionnellement aux covariables. Nous

imposons donc plutét une condition aux valeurs propres restreintes & E(G,,), ou
I’espérance est prise conditionnellement aux covariables.

Hypothése 1.4. Pour un entier s € {1,...,M + N} et une constante ro > 0,
E[G..] satisfait la condition aux valeurs propres restreintes RE(s,rg) si :

bTE(G,,)b)"/2
0 < Ro(s,r9) = min min ( (Gn)b) )
JC{1,...,.M+N},beRM+N\ {0}, b2
|J|<s |breli<ro|bs|1




Modéle de régression additif Modéle de Cox non-paramétrique

Modéle Y =fo(Z)+W Mo(t, Z) = ag(t)efo(?)
Parameétres fo fonction des covariables fo fonction des covariables

inconnus ap fonction du temps
Dictionnaires Fy={fi,..f;i}, fi  RR>R Fy={fi,..f;i}, fi:RR>R

GN:{Gl,...,ON}, Qk RT = R

syejnsor xnedourid 9o JuowOUIWLY) “¢'T

M N M
Candidats fa(Z) = Bifi(2) Moo (t, Z) = o (t)els D) logay =3yl et f5=Y Bif;
j=1 k=1 j=1
Criteéres Moindres carrés Log-vraisemblance empirique totale
d’estimation Cn(fg) = %Z(E — fg(Zz))2 Cn()\ﬂﬁ) = —% {/ log )‘57’Y(t7 ZZ)dNZ(t) — / )\Igﬂ,(t, Zz)}/l(t)dt}
i=1 i=1 70 0
Estimateurs | B = arg min{ﬁ > (Y- f8(Z:)” + pen(ﬁ)} (Br.4L) = argmin  {Cn(Az,) + pen(B) + pen(v)}
BERM i—1 (B,y)ERM xRN
Perte empirique /5= follz = %Z(fﬁ — f0)*(Z) Ngp40 = Aollin = %Z/ (Ngpar — Mo)*(t, Zi)?dAq(t)
i=1 i=1 70

TABLE 1.1 — Tableau comparatif pour la procédure Lasso dans le modeéle de régression additif et dans le modéle & intensité multiplicative
d’Aalen non-paramétrique.

LE
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Nous avons montré, que si la condition RE est vérifice pour E(én), alors la
version empirique de la condition RE appliquée a G, est satisfaite avec grande
probabilité. Cette hypothése nous permet de relier la norme /5 & la norme em-
pirique pondérée ||.||, .

Cette version modifiée de la condition aux valeurs propres restreintes est nou-
velle, et c’est la premiére fois & notre connaissance qu'une inégalité oracle
non-asymptotique rapide est établie sous une telle hypothése.

. Les processus empiriques et les inégalités de concentration

En suivant la méme démarche de preuve que celle détaillée pour le modéle de
régression additif, on a pour tout (3,~) in RM x RY,

Cn(Ag, 5,) + pen(Br) + pen(§1) < Cu(Ag,) + pen(B) + pen(y),

et les processus a controler sont définis par

a(f;) = Z/ £(Z:)dM;(s) et v,,(61) = Z/ O (s)dM;(s

Pour controéler ces processus, nous avons établi de nouvelles inégalités de Bern-
stein empiriques pour les martingales a sauts.

Ces inégalités de Bernstein sont cruciales pour déterminer les poids w; et o, de
sorte que |1y, -(f;)| < w; (respectivement |v, (k)| < é)) avec grande probabilité.
Nous obtenons des poids de I'ordre de

log M -

Wi ~ n'r(fj) et Oy~
L’introduction de poids dans la procédure Lasso en analyse de survie avait déja
été considérée par |Gaiffas & Guilloux (2012) pour le modéle additif d’Aalen,
mais jamais pour un modéle multiplicatif.

. Le résultat principal

Nous avons établi les premiéres inégalités oracles non-asymptotiques rapides en
divergence de Kullback empirique et en norme empirique pondérée pour l’esti-
mateur Lasso simultanée de la fonction de risque compléte en grande dimension
sous une nouvelle condition aux valeurs propres restreintes. Nous en donnons ici
une version simplifiée.
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Résultat 1.1 (Théoreme 2.4 dans [Lemler (2012)). Supposons I’hypothése RE

satisfaite pour certaines constantes par la matrice E|Gy). Alors, avec grande
probabilité,

I . : I ~ 2 <2
Ka(MosAg, ) < (14 C)(g}j){Kn()\o, Nao) + C(B,7) max. {wj,(sk}},

1<k<N
et

[logho —log Aj, - [I5.a

< . . 2 - 2 ¢2
< (140) inf {l1Tog X~ Tog X, |[7.0 +C'(8, ) max (3,57} |
1<k<N

ot C >0 et C' > 0 sont des constantes.

Nous obtenons une inégalité oracle non-asymptotique rapide en prédiction. En
effet, la vitesse de convergence de cette inégalité est d’ordre

2 log M log N
(1%‘%}](\4{%, (5k}> ~ max{ — } (1.51)
1<k<N

Cette vitesse de convergence fait apparaitre les deux vitesses de convergence
que nous aurions attendu si nous avions considéré ’estimation des deux parties
du modéle de Cox séparément. Ici, I'estimation de la fonction de risque par un
modele de Cox non-paramétrique implique deux parties différentes : la premiére
partie est le risque de base a : R — R et la seconde partie est la fonction des
covariables fg : RP — R. La double pénalisation ¢; considérée vise a estimer
simultanément la fonction fy des covariables en grande dimension et la fonction
non-paramétrique ay. Comme les deux parameétres fj et ag sont estimés simulta-
nément, nous obtenons une vitesse de convergence qui fait apparaitre les vitesses
de convergence de chacune des deux parties de 'estimation. Cependant, si nous
considérons le point de vue de [Bertin et al. (2011), nous pouvons nous attendre
a ce qu'un choix de N d’ordre n permette d’estimer correctement la fonction
du temps. Par conséquent, dans un contexte de trés grande dimension, le terme
dominant dans sera d’ordre log M /n, ce qui est la vitesse caractéristique
d’une inégalité oracle rapide.

Les travaux de la Partie [[ font I'objet d’un article soumis pour publication, et ac-
cepté aux Annales de 'Institut Henri Poincaré :
S. Lemler. (2012), Oracle inequalities for the lasso in the high-dimensional multipli-
cative Aalen intensity model. arXiv preprint arXiv:1206.5628. http://arxiv.org/
pdf/1206.5628v4 .pdf|


http://arxiv.org/pdf/1206.5628v4.pdf
http://arxiv.org/pdf/1206.5628v4.pdf
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1.3.2 Partie II : Estimation adaptative de la fonction de base
dans le modéle de Cox

1. Le modéle

Nous considérons le modéle de Cox : pour tout t € [0, 7]
)\0<t7 Z’L) = QO(t)eﬁgZia

o Z; = (Zix,..; Zip)' € RP et i = 1,..,n, et ou le vecteur de covariables
est de grande dimension (cf. Section [I.1.4)). Le risque de base est une fonction
du temps de R* dans R. Nous avons établi un premier résultat en considérant
une procédure Lasso pour estimer les deux parameétres du modéle de Cox, il
est aussi intéressant de considérer une procédure en deux étapes en estimant
le parameétre de régression 3y par une procédure Lasso et en considérant des
procédures d’estimation du risque de base qui ne soient pas spécifiques a la
grande dimension.

2. Les procédures d’estimation

Premiére étape : estimation du parameétre de régression 3g

Pour estimer le parameétre de régression B¢ du modéle de Cox en grande dimen-
sion, nous considérons une procédure Lasso appliquée a la vraisemblance partielle

de Cox (1.6) :

~

B = ar[;gelﬂgin{—l;(ﬂ) + 1081} (1.52)

oit T, est d’ordre y/log(pn)/n. A partir d'un résultat de Huang et al.| (2013),

nous avons montré la proposition suivante.

Proposition 1.1. Soit k > 0 et ¢ > 0. Supposons que les covariables Z; ; sont

bornées pour tout i € {1,...,n} et j € {1,...,p}. Alors, avec probabilité supérieure

a1l—cn=", nous avons

N 1 k
B = Bols < C(s)y/ 222,

n

ot C(s) > 0 est une constante qui dépend de l'indice de sparsité s = |Jy| de Bo.

Cette proposition donne une borne non-asymptotique en prédiction cruciale
pour établir les inégalités oracles pour les deux estimateurs du risque de base.

Deuxiéme étape : les procédures d’estimation du risque de base ag
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(a) Sélection de modéles :

Nous avons considéré la procédure classique de sélection de modéles.

Critére d’estimation et fonction de perte : Nous avons choisi de
travailler avec un critére type moindres carrés :

Cn(a, B) = —%Z /OToz(t)dNi(t) + %Z /0 ' a* ()P Y (H)dt.  (1.53)

Ce critére ne correspond pas tout a fait au critére des moindres carrés
appliqué a la fonction de risque A(t, Z;) = oz(t)eﬁTZi puisque nous
avons enlevé dans chaque terme du contraste C),, une exponentielle. Nous
avons montré qu’il est pertinent de considérer ce critére pour estimer «y. Le
critére fait apparaitre les deux paramétres du modéle de Cox « et 3.
Nous considérons ce critére en 3 = B défini par , ceci explique le fait
que l'estimateur du risque de base dépend de 'estimateur du parameétre de
régression. Associée a ce critére, nous avons considéré la norme déterministe
suivante :

a3, = / " Q(OERE A (1) (1.54)

Comme nous 'avons vu, les inégalités oracles reposent sur des comparaisons
de norme. Ici, une partie du travail consiste donc & comparer la norme

déterministe (1.54)) & la norme L2 standard.

Bases de fonctions et collection de modéles :  Soit M,, un ensemble
d’indices et {S,,, m € M,,} une collection de modeéles définis par

Sm={a:a(t) = Z aj'oi'(t), al" € R},
J€Im
ot (¢7")je,, est une base orthonormale de (> N IL>)([0, 7]). On note Dy,
le cardinal de S,,, i.e. |J;,| = Dp.
Collection d’estimateurs : La collection d’estimateurs (dg)me M, Sur
une collection de modéles {S,, : m € M,}, est telle que :

a8 = argmin{C,(a, B)}.

aGSm

Procédure de sélection de modéles : La procédure de sélection de
modeles est donnée par :

mP = argmin{C, (a2, B) + pen(m)}.
meMy,
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Estimateur final : L’estimateur par minimum de contraste pénalisé est

B

alors défini par a5

Estimateur & noyau et méthode de Goldenshluger et Lepski :

Collection d’estimateurs : Considérons 'estimateur a noyau usuel, in-
troduit par |Ramlau-Hansen| (1983b), pour estimer le risque de base :

t—u ]l{Y(u)>0}
al( nhZ/ 5. (u.f dN; (u), (1.55)

avec
n

_ 1 ~ 1 AT
PRC (u, ) =~ ; e (u)

dans lequel nous injectons I'estimateur Lasso ,[; défini par 1) Nous ob-

tenons ainsi une collection d’estimateurs (o?f Yhen,,, o H,, est une grille de
fenétres, choisie judicieusement.

Procédure de sélection de fenétres : Nous proposons une procédure
de sélection de fenétres par la méthode de Goldenshluger et Lepski :

B = arg min{AB(h) +V(h)},

heHn
avec ) )
AP(h) = sup {lla,, — &Rl — V(W)
h'eHn +
et ol',?,h,(t) = K * df(t). La norme ||.||2. correspond & la norme sur

L2([e,7 — €]), ot e = max{h:h € H,}.

Estimateur final : L’estimateur a noyau avec une fenétre sélectionnée
par la méthode de Goldenshluger et Lepski est alors défini par @g 5
Nous avons contruit un tableau récapitulatif et comparatif des procédures
de sélection de modéles et de Goldenshluger et Lepski dans le cas de I'es-
timation du risque de base du modéle de Cox en grande dimension (voir
Table . Nous renvoyons a la theése de |Chagny| (2013) pour un tableau
équivalent dans le cas de la densité.



Méthode de sélection de modéles

Méthode de Goldenshluger et Lepski

Indices

M,, une collection d’indices m

‘H,, une collection de fenétres h

Collection d’estimateurs

Estimateur par minimum de contraste : m € M,

a8 = argmin{C,(a, 8)}

OLESm

Estimateur & noyaux : h € H,,,

:nhz/

t—u ]l{Y >0}dN( )
Sn(u, B)

Biais estimé

Variance estimée

m

D
pen(m) = (1 +[leoloor) ==

A'B(h) = max{||ozh, ahh’||25 - V(h/)}

h'eHr +

1
V(h) = wllaolloer | K15 —

Indice sélectionné

— argmin{C, (a8, B) + pen(m)}

mG/\/ln

h = argmin{AP(h) + V(h)}
heHn

Inégalité de déviation

TABLE 1.2 — Tableau comparatif des méthodes de sélection de modéles et de Goldenshluger et Lepski pour ’estimation du risque de base aq

en grande dimension.
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3. Les résultats théoriques des Chapitres [3] et

Nous avons établi des inégalités oracles non-asymptotiques pour chacun des es-
timateurs.

Résultat 1.2 (Théoréme du Chapitre . Définissons la pénalité par

Dy,
pen(m) := k(1 + ||a0‘|°°’7)7’ (1.56)

ou K est une constante numérique. Sous certaines hypothéses classiques on a

log(np)

E[H@Zg — ap|[5e] < 'fomiel}a {llao — a3 + pen(m)} + Ci(s) , (1.57)

ot Ko, C1(s) est une constante qui dépend de l'indice de sparsité s de By.

Résultat 1.3 (Théoréme[1.2)du Chapitre[d). Pour h € H,,, ot H, est une grille
de fenétres, on définit

K 2
IR

Vi) =i

(1.58)

ou k est une constante numérique. Sous certaines hypothéses classiques, pour
une constante a >0, on a

A o log®(n) log(np
B[1a, — ooll3.) < Ro it {Jlon — aol3, + V() } + Ca(s) BB g )

ot a >0, Ry, Ca(s) est une constante qui dépend de l'indice de sparsité s de By.

Ces deux résultats sont des versions simplifiées des Théorémes [3.2] du Chapitre
et [£.2] du Chapitre [4] Les hypothéses permettant d’établir le Résultat [I.2] sont
similaires a celles supposées a la Section [1.2.2] elles sont précisées et commentées
au Chapitre [3] L’expression exacte de V(h) dans le Reésultat est donnée au
Chapitreet les hypothéses classiques sous lesquelles I'inégalité est établie,
y sont détaillées. Commentons les différents termes apparaissant dans ces deux
inégalités oracles. Les termes de biais [Jag — a3 et |l — aol[5. décroissent
respectivement lorsque D,, et 1/h croissent. Ils dépendent de la régularité de «p,
qui est inconnue, et sont d’autant plus petits que «q est réguliére. Les termes
de variance pen(m) et V' (h) croissent respectivement avec D, et 1/h. Ils sont
respectivement d’ordres D,,,/n et 1/nh, qui correspondent a I’ordre de la variance
sur un modeéle ou pour une fenétre fixée. Ainsi, aux constantes kg et Ky prés et
lorsque les termes résiduels sont négligeables, on retrouve la méme majoration
du risque sur un modéle ou pour une fenétre fixée et le meilleur compromis
biais-variance est alors réalisé pour un estimateur de la famille de modéles ou
un estimateur avec une fenétre dans la grille H,,. Les vitesses de convergence
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sont alors les mémes que celles obtenues sur un modéle ou pour une fenétre, il
n’y a pas de perte lorsqu’on applique la procédure de sélection de modéles ou de
sélection de fenétres. Le terme résiduel en log(np)/n, qui apparait dans ces deux
inégalités oracles, provient de ’estimation en grande dimension en les covariables
du paramétre de régression 3¢ du modéle de Cox, et plus précisément du controle
de ]B — Bol1 donné par la Proposition Nous renvoyons a la Remarque
pour une discussion sur le role de ce terme sur la vitesse de convergence de
I'inégalité, selon I'odre de p par rapport & n. La perte en log”(n) qui apparait
dans l'inégalité ((1.59) provient du controle entre 'estimateur a noyau ([1.55)), qui
dépend de B et un « pseudo-estimateur », qu’on introduit et qui ne dépend pas de
,3 (nous renvoyons au Chapitre 4| pour des détails sur ce pseudo-estimateur). Ces
deux inégalités sont les premiéres inégalités oracles établies pour un estimateur
du risque de base dans le modéle de Cox lorsque le nombre de covariables est
possiblement grand. De plus, 'inégalité , établit le premier résultat non-
asymptotique pour un estimateur a noyau du risque de base. Notons que les
Résultats et restent vrais pour tout p, aussi bien pour un grand nombre
de covariables que lorsque p < n.

Remarque 1.2. Le terme résiduel en log(pn)/n, commun aux inégalités
et (1.59), a plus ou moins de poids dans les inégalités, selon l'ordre de p par
rapport a n. Il donne l'ordre de grandeur de la perte selon la dimension de p.
On retrouve pour p petit les résultats classiques. La vitesse de convergence de
ces inégalités oracles est ralentie lorsque le régime de 'ultra grande dimension
est atteint, c’est-a-dire lorsque p > n.

4. Chapitre [5] : illustration pratique de ces deux méthodes

Au Chapitre [5] nous avons mené une étude comparative des procédures d’esti-
mation du risque de base, sur des données simulées.

(a) Les données. Nous avons généré des données simulées selon un cadre de
censure aléatoire a droite. Nous avons considéré deux distributions pour
la durée de survie : une distribution de Weibull et une distribution log-
normale. Nous avons, de plus, fait varier les parameétres de ces distributions
de maniére & avoir différentes formes pour le risque de base «y.

(b) Premiére étape : estimation du paramétre de régression. Pour esti-
mer le paramétre de régression 3y du modéle de Cox, nous avons considéré
quatre procédures selon la dimension de p et de n :

— lorsque p < /n, nous avons considéré la procédure classique (1.7)) de
minimisation de la log-vraisemblance partielle de Cox,
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— lorsque p > n, nous avons considéré la procédure Lasso ([1.52)) appliquée
a la log-vraisemblance partielle de Cox,

— pour améliorer ’estimation de (3¢, nous avons aussi considéré une pro-
cédure Lasso pour sélectionner les variables non nulles, auxquelles nous
avons ensuite appliqué la procédure classique , lorsque le nombre
de variables non nulles ne dépasse pas \/n,

— enfin, nous avons considéré une procédure adaptive Lasso.

Nous avons comparé les erreurs de prédiction et d’estimation de ces diffé-
rentes méthodes.

(c) Deuxiéme étape : estimation du risque de base. Nous avons ensuite
implémenté trois procédures d’estimation du risque de base :

— la sélection de modéles,
— l'estimateur a noyau ((1.55)) et la méthode de Goldenshluger et Lepski,

— la validation croisée pour sélectionner la fenétre de I'estimateur a noyau

([L.55).

Nous avons calculé les erreurs quadratiques moyennes intégrées (MISE) pour
chacun de ces estimateurs et effectué une procédure de Monte Carlo avec 500
réplications, de maniére a comparer ces différentes procédures d’estimation. Les
courbes de la Figure donnent un premier apercu des performances pratiques
de nos estimateurs. Nous avons considéré la base d’histogrammes (a gauche) et
la base trigonométrique (& droite) pour la sélection de modéles.

Pour finir, nous avons appliqué nos procédures a un jeu de données réelles sur le
cancer du sein, issu de I’étude de |Loi et al.| (2007).
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FIGURE 1.3 — Courbes du vrai risque de base (en rouge), de 'estimateur a noyau obtenu par
validation croisée (en vert), de Uestimateur par minimum de contraste pénalisé (en bleu) et

\

de lestimateur a noyau adaptatif (en noir). Les courbes ont été obtenues pour : n = 500,
p=|vn], @~ InN(1/4,0), 20% de censure
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Abstract. In a general counting process setting, we consider the problem of ob-
taining a prognostic on the survival time adjusted on covariates in high-dimension.
Towards this end, we construct an estimator of the whole conditional intensity. We
estimate it by the best Cox proportional hazards model given two dictionaries of func-
tions. The first dictionary is used to construct an approximation of the logarithm of the
baseline hazard function and the second to approximate the relative risk. We introduce
a new data-driven weighted Lasso procedure to estimate the unknown parameters of
the best Cox model approximating the intensity. We provide non-asymptotic oracle in-
equalities for our procedure in terms of an appropriate empirical Kullback divergence.
Our results rely on an empirical Bernstein’s inequality for martingales with jumps and
properties of modified self-concordant functions.

Résumé Dans le cadre général d'un processus de comptage, nous nous intéressons
a la fagon d’obtenir un pronostic sur la durée de survie en fonction des covariables en
grande dimension. Pour ce faire, nous construisons un estimateur de l'intensité condi-
tionnelle. Nous ’estimons par le meilleur modele de Cox étant donné deux dictionnaires
de fonctions. Le premier dictionnaire est utilisé pour construire le logarithme du risque
de base et le second, pour approximer le risque relatif. Nous introduisons une nouvelle
procédure Lasso pondéré avec une pondération basée sur les données pour estimer les
paramétres inconnus du meilleur modeéle de Cox approximant l'intensité. Nous établis-
sons une inégalité oracle non-asymptotique en divergence de Kullback empirique, qui
est la fonction de perte la plus appropriée a notre procédure. Nos résultats reposent
sur une inégalité de Bernstein pour les martingales a sauts et sur des propriétés des
fonctions self-concordantes.
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2.1 Introduction

We consider one of the statistical challenges brought by the recent advances in
biomedical technology to clinical applications. For example, in Dave et al.| (2004,
the considered data relate 191 patients with follicular lymphoma. The observed va-
riables are the survival time, that can be right-censored, clinical variables, as the age
or the disease stage, and 44 929 levels of gene expression. In this high-dimensional
right-censored setting, there are two clinical questions. One is to determine prognostic
biomarkers, the second is to predict the survival from follicular lymphoma adjusted
on covariates. We focus our interest on the second (see Gourlay et al| (2012) and
Steyerberg et al.| (2005)). As a consequence, we consider the statistical question of
estimating the whole conditional intensity. To adjust on covariates, the most popu-
lar semi-parametric regression model is the Cox proportional hazards model (see |Cox
(1972)) : the conditional hazard rate function of the survival time 7" given the vector
of covariates Z = (Z, ..., Z,)" is defined by

Mo(t, Z) = ao(t) exp(Bg Z),

where Bo = (Bo,, --- BOP)T is the vector of regression coefficients and «y is the baseline
hazard function. The unknown parameters of the model are By € R? and the func-
tion ag. To construct an estimator of A\, one usually considers the partial likelihood
introduced by |Cox| (1972)) to derive an estimator of B¢ and then plug this estima-
tor to obtain the well-known Breslow estimator of ay. We propose in this chapter an
alternative one-step strategy.

2.1.1 Framework

Before describing our strategy, let us clarify our framework. We consider the general
setting of counting processes. For i = 1,...,n, let N; be a marked counting process and
Y; a predictable random process with values in [0, 1]. Let (2, F,P) be a probability
space and (F)i>o be the filtration defined by

Fi=0{Ni(s),Yi(s),0< s <t Z;i=1,...,n},

where Z; = (Z;1, ..., Z@p)T € RP? is the Fy-measurable random vector of covariates of
individual i. Let A;(t) be the compensator of the process N;(t) with respect to (F;)¢>o,
so that M;(t) = N;(t) — A;(t) is a (F;)>o-martingale.

Assumption 2.1. The process N; satisfies the Aalen multiplicative intensity model :
forallt >0,

Ai(t):/o Xo(s, Z;)Yi(s)ds,

where \g 1s an unknown nonnegative function called intensity.
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This general setting, introduced by |Aalen (1980), embeds several particular
examples as censored data, marked Poisson processes and Markov processes (see |An-
dersen et al.| (1993) for further details).

Remark 2.1 (Censoring case). In the specific case of right censoring, let (7;)=1. »
be independent and identically distributed (i.i.d.) survival times of n individuals and
(Ci)iz1,..n their ii.d. censoring times. We observe {(X;, Z;,0;)}iz1.. ., where X; =
min(7;, C;) is the event time, Z; = (Z;1,..., Zi,)" is the vector of covariates and
0; = lyr,<c;y is the censoring indicator. The survival times 7T; are supposed to be
conditionally independent of the censoring times C; given some vector of covariates
Z; = (Zin,., Zip)t € RP for i =1,..,n. With these notations, the (F;)-adapted
processes Y; and N; are respectively defined as the at-risk process Y;(t) = Tix,>1 and
the counting process N;(t) = Lix,<¢5,=13 which jumps when the ith individual dies.

We observe the i.i.d. data (Z;, N;(t),Y;(t),i = 1,...,n,0 < t < 7), where [0, 7] is
the time interval between the beginning and the end of the study.

Assumption 2.2. We assume that

Ay = sup {/ )\O(S,Zi)ds} < 0.
1<i<n “Jo

This is the standard assumption in statistical estimation of intensities of counting
processes, see Andersen et al.|(1993)) for instance. We also precise that, in the following,
we work conditionally to the covariates and from now on, all probabilities P and
expectations E are conditional to the covariates. Our goal is to estimate Ay non-
parametrically in a high-dimensional setting, i.e. when the number of covariates p is
larger than the sample size n (p > n).

2.1.2 Previous results

In high-dimensional regression, the benchmarks for results are the ones obtained
in the additive regression model. In this setting, Tibshirani| (1996) has introduced the
Lasso procedure, which consists in minimizing an ¢;-penalized criterion. The Lasso
estimator has been widely studied for this model, with consistency results (see Mein-
shausen & Biihlmann (2006))) and variable selection results (see Zhao & Yu| (2007),
Zhang & Huang] (2008a)). Recently, attention has been directed on establishing non-
asymptotic oracle inequalities for the Lasso (see Bunea et al.| (2006; [2007al), Bickel
et al.| (2009)), [Massart & Meynet| (2011)), Bartlett et al. (2012) and Koltchinskii| (2011))
among others).

In the setting of survival analysis, the Lasso procedure has been first considered by
Tibshirani (1997) and applied to the partial log-likelihood. More generally, other pro-
cedures have been introduced for the parametric part of the Cox model : the adaptive
Lasso, the smooth clipped absolute deviation penalizations and the Dantzig selector



2.1. Introduction 55

are respectively considered in Zou| (2008)), Zhang & Lul (2007), |[Fan & Li| (2002) and
Antoniadis et al. (2010). Non parametric approaches are considered in Letué (2000,
Hansen et al. (2012) and |Comte et al.| (2011)). Lasso procedures for the alternative Aa-
len additive model have been introduced in Martinussen & Scheike| (2009) and Gaiffas
& Guilloux| (2012)).

All of the existing results in the Cox model are based on the partial log-likelihood,
which does not answer the clinical question associated with a prognosis. Antoniadis
et al. (2010) have established asymptotic estimation inequalities in the Cox proportio-
nal hazard model for the Dantzig estimator (see Bickel et al.| (2009) for a comparison
between these two estimators in an additive regression model). In Bradic et al.| (2012,
asymptotic estimation inequalities for the Lasso estimator have also been obtained in
the Cox model. More recently, [Kong & Nan| (2012) and Bradic & Song| (2012)) have
established non-asymptotic oracle inequalities for the Lasso in the generalized Cox
model

Mo(t, Z) = ap(t) exp(fo(Z)), (2.1)

where g is the baseline hazard function and f; a function of the covariates. However,
the focus in both papers is on the Cox partial log-likelihood, the obtained results are
either on f5, — fo or on Br — B for fo(Z) = Bg Z and the problem of estimating the
whole intensity Ay is not considered, as needed for the prediction of the survival time.

2.1.3 Our contribution

The first motivation of the present chapter is to address the problem of estimating
Ao defined in regardless of an underlying model. We use an agnostic learning
approach, see Kearns et al.| (1994)), to construct an estimator that mimics the perfor-
mance of the best Cox model, whether this model is true or not. More precisely, we
will consider candidates for the estimation of Ay of the form

Aa(t, Z) = (1)@, for (,7) € RM x RY,

where fz and «.,, are respectively linear combinations of functions of two dictionaries
Fyr and Gp. The estimator of A\ is defined as the candidate which minimizes a weigh-
ted ¢1-penalized total log-likelihood as opposed to the Cox partial log-likelihood. The
second motivation of the chapter is to obtain non-asymptotic oracle inequalities for
Lasso estimators of the complete intensity Ag. Indeed, in practice, one can not consider
that the asymptotic regime has been reached, cf. in [Dave et al. (2004) for example.
In addition, (Comte et al.| (2011)) established non-asymptotic oracle inequalities for the
whole intensity but not in a high-dimensional setting and to the best of our knowledge,
no non-asymptotic results for the estimation of the whole intensity in high dimension
exist in the literature.

Towards this end, we will proceed in two steps. In a first step, we assume that \g
verifies Model , where o is assumed to be known. In this particular case, the only
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nonparametric function to estimate is fy and we estimate it by a linear combination
of functions of the dictionary ;. In this setting, we obtain non-asymptotic oracle
inequalities for the Cox model when «q is supposed to be known. In a second step,
we consider the general problem of estimating the whole intensity \g. We state non-
asymptotic oracle inequalities both in terms of empirical Kullback divergence and
weighted empirical quadratic norm for our Lasso estimators, thanks to properties of
modified self-concordant functions (see |[Bach/| (2010))).

These results are obtained via three ingredients : a new Bernstein’s inequality, a
modified Restricted Eigenvalue condition on the expectation of the weighted Gram
matrix and modified self-concordant functions. Let us be more precise. We establish
empirical versions of Bernstein’s inequality involving the optional variation for martin-
gales with jumps (see |Gaiffas & Guilloux| (2012)) and |Hansen et al.| (2012) for related
results). This allows us to define a fully data-driven weighted ¢;-penalization. For the
resulting estimator, we work under a modified Restricted Eigenvalue condition ac-
cording to which the expectation of a weighted Gram matrix fullfilled the Restricted
Eigenvalue condition (see Bickel et al.| (2009)). This new version of the Restricted
Eigenvalue condition is both new and weaker than the comparable condition in the
Cox model. Finally, we extend the notion of self-concordance (see Bach| (2010)) to the
problem at hands in order to connect our weighted empirical quadratic norm and our
empirical Kullback divergence. In this context, we state the first fast non-asymptotic
oracle inequality for the whole intensity.

The chapter is organized as follows. In Section [2.2] we describe the framework and
the Lasso procedure for estimating the intensity. The estimation risk that we consider
and its associated loss function are presented. In Section[2.3] prediction and estimation
oracle inequalities in the particular Cox model with known baseline hazard function
are stated. In Section [2.4] non-asymptotic oracle inequalities with different convergence
rates are given for a general intensity. Section is devoted to statement of empirical
Bernstein’s inequalities associated with our processes. In Section [2.6) we enounce some
technical results used in the proofs, which are gathered in section 2.7

2.2 Estimation procedure

2.2.1 The estimation criterion and the loss function

To estimate the intensity )\, we consider the total empirical log-likelihood. By
Jacod’s Formula (see Andersen et al. (1993))), the log-likelihood based on the data
(Z;, Ni(t),Yi(t),i=1,..,n,0 <t <7)is given by

n

Ch(\) = —%Z {/0 log A(t, Z;)dN;(t) — /OT/\(t, Zi)Yi(t)dt}. (2.2)
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Our estimation procedure is based on the minimization of this empirical risk. To this
empirical risk, we associate the empirical Kullback divergence defined by

Rolhad) = 137 | Qog (e, 20) ~ log At 20)) dlt, Zo)Yi(oy

I [Coute 20 - xe zoy vioar (23)

We refer to van de Geer| (1995)) and [Senoussi| (1988)) for close definitions. We notice in
addition, that this loss function is closed to the Kullback-Leibler information conside-
red in the density framework (see [Stone| (1994) and Le Pennec & Cohen (2013)). The
following proposition justifies the choice of this criterion.

Proposition 2.1. The empirical Kullback divergence f(n()\o,)\) 1s monnegative and
equals zero if and only if X = Ao almost surely on the interval [0,7 A sup{t : Ji €

{1,..,n},Yi(t) # 0}].

Remark 2.2 (Censoring case). In the specific case of right censoring, the proposi-
tion holds true on [0, 7 A max;<;<,(X;)]. In this case, we can specify that P([0, 7] C
[0, max;<;<,(X;)]) =1 — (1 = Sp(7))"(1 — Sc(7))™, where Sy and S¢ are the survival
functions of the survival time T" and the censoring time C' respectively. From Assump-
tion 2.2, Sr(7) > 0 and if 7 is such that Sc(7) > 0, then P([0, 7] C [0, maxi<;<,,(X;)])
is large. See |Gill (1983) for a discussion on the role of 7.

In the following, we consider that we estimate Ao(t) for ¢ in [0,7 A sup{t : Ji €
{1,...,n},Y;(t) # 0}]. Let introduce the weighted empirical quadratic norm defined for
all function h on [0, 7] x R? by

[INENES 3 RUCEARINCE (2.4)

where A; is defined in Assumption [2.1] Notice that, in this definition, the higher the
intensity of the process N; is, the higher the contribution of individual ¢ to the empirical
norm is. This norm is connected to the empirical Kullback divergence, as it will be
shown in Proposition . Finally, for a vector b in RM | we define, |b|, = Zj\il |b;| and

b5 = Z]]Vi1 b?'

2.2.2 Weighted Lasso estimation procedure

The estimation procedure is based on the choice of two finite sets of functions,
called dictionaries. Let Fyy = {fi,..., far} where f; : RP — R for j = 1,..., M, and
Gy = {0y, ...,0n} where 0, : R, — R for k = 1,..., N, be two dictionaries. Typically
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the size of the dictionary Iy, used to estimate the function of the covariates in a high-
dimensional setting is large, i.e. M > n, whereas to estimate a function on R, , we
consider a dictionary Gy with size N of the order of n. The sets Fy; and Gy can be
collections of functions such as wavelets, splines, step functions, coordinate functions
etc. They can also be collections of several estimators computed using different tu-
ning parameters. To make sure that no identification problems appear by using two
dictionaries, it is assumed that only the dictionary Gy = {01, ...,0x} can contain the
constant function, not Fy; = {fi, ..., far}. The candidates for the estimator of A\q are
of the form

N M
Aany(t, Zi) = o, (t)ef# ) with logar, = > by and fg = B;f;,
k=1 j=1

where (3,7) € RM™ x RY.
The dictionaries Fj; and Gy are chosen such that the two following assumptions
are fulfilled.

Assumption 2.3.
(i) For all j in {1,.... M}, [|fillneo = max|[f;(Z)] < oo.

1<i<n

(ii) For allk in {1,...,N}, ||0k||c = m[éix]wk( )| < o0.
te|0,T

We consider a weighted Lasso procedure for estimating Ag.

Definition 2.1. The Lasso estimator of A is defined by Ag, 5 , where

(Br,AL) = argmin {Cp(Ag4) + pen(B) + pen(v)},
(B,7)ERM xRN

with
M N
pen(8) = > w;|B;] and pen(y) = okl ul-
j=1 k=1

The positive weights w; = w(f;,n, M,v,z), j =1,..., M and 6, = §(0x,n, N, 7, y),
k =1,...,N are defined as follows. Let x > 0,y >0, >0, > 0, c = 2/2(1 + &),
¢ =24/2(1+¢) and (v,v) € (0,3)? such that v > ®(v) and v > ®(v), where ®(u) =
exp(u) —u — 1. With these notations, the weigths are defined by

W” (fj)(x +log M) x—}—logM

n

77 log N log N
5k:é\/ n (0r)(y + log )+2y+3og
n

+2

|13 ln.0, (2.5)

10k oo (2.6)
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for
Wy (f) = ﬁv (f5) + ﬁﬂfgﬂnw (2.7)
1200 = s R0 + VI (2.9

where V,,(f;) and R,(6;) are the "observable" empirical variance of f; and ), respec-
tively, given by

Z/ (£;(Z:))2dNi(s) and R, (0 Z/ (01 (s))2dN; (s).

Remark 2.3. The general Lasso estimator for 3 is classically defined by

BL = argmin{C,(\g) + FZ 16,1},

ﬂERJM

with I' > 0 a smoothing parameter. Usually, T" is of order y/log M /n (see Massart &
Meynet| (2011) for the usual additive regression model and |Antoniadis et al.| (2010)) for
the Cox model among other). The Lasso penalization for 3 corresponds to the simple
choice w; = I" where I' > 0 is a smoothing parameter. Our weights could be compared
with those of Bickel et al. (2009)) in the case of an additive regression model with a
gaussian noise. They have considered a weighted Lasso with a penalty term of the form
sz]\il | filln]B;], with ' of order /log M/n and ||.||,, the usual empirical norm. We
can deduce from the weights w; defined by higher suitable weights that can be

written I'), ,,@; with ©; = \/Wr(f;) defined by 1' which is of order 1/V;,(f;) and

log M log M ,
F}LM:C\/IJr o8 —i—2$Jr %8 max [1£5ln.00 .
' n 3n 1<G<M /13

Wy (f;)

The regularization parameter I} ,, is still of order \/log M/n. The weights @; corres-
pond to the estimation of the weighted empirical norm ||.||, o that is not observable
and play the same role than the empirical norm ||f;||, in Bickel et al.| (2009). These
weights are also of the same form as those of van de Geer| (2008)) for the logistic model.

The idea of adding some weights in the penalization comes from the adaptive Lasso,
although it is not the same procedure. Indeed, in the adaptive Lasso (see |Zou, (2006)))
one chooses w; = |ﬁ~j|_“ where Bj is a preliminary estimator and a > 0 a constant.
The idea behind this is to correct the bias of the Lasso in terms of variables selection
accuracy (see Zou (2006) and Zhang (2010) for regression analysis and [Zhang & Lu
(2007) for the Cox model). The weights w; can also be used to scale each variable at
the same level, which is suitable when some variables have a large variance compared
to the others.
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Remark 2.4 (Towards practical issues). The actual computation of the estimator

A5 -
BrL,yL’
However, we give here the principal steps to get it. Two types of algorithms could be

although of the greatest interest, is beyond the scope of the present chapter.

considered : the cyclical coordinate descent or the proximal gradient descent. As far as
we know, maximal algorithms have not yet been implemented for the Cox model (nei-
ther for the partial likelihood nor for the total likelihood). On the other hand, cyclical
coordinate descent is implemented for the Cox model, e.g. in the R function glmnet,
but only for the partial likelihood. In addition, our sum of weighted ¢;-penalizations is
not usual and require attention when applying the proximal operator in both cyclical
coordinate descend and proximal algorithm. Finally, the cross validation procedure will
have to consider regularization parameters on a squared grid. This done, we would be
able to compare unweighted to weighted procedures in terms of selection, estimation
or prediction accuracies. Following the example in an other context of [Hansen et al.
(2012)), we shall expect our weighted procedure to outscore the unweighted one.

2.3 Oracle inequalities for the Cox model for a known
baseline function

As a first step, we suppose that the intensity satisfies the generalization of the
Cox model (2.1)) with a known baseline function «p. In this context, only f; has to be
estimated and )\, is estimated by

5 (Z; 3 .
Ag, (t, Zi) = ap(t)e’ ) and  Bp = arg I?V}D{Cn(Ag) + pen(B)}. (2.9)
BeR
In this section, we state non-asymptotic oracle inequalities for the prediction loss of the
Lasso in terms of the Kullback divergence. These inequalities allow us to compare the
prediction error of the estimator and the best approximation of the regression function
by a linear combination of the functions of the dictionary in a non-asymptotic way.

2.3.1 A slow oracle inequality

In the following theorem, we state an oracle inequality in the Cox model with slow
rate of convergence, i.e. with a rate of convergence of order \/log M /n. This inequality
is obtained under a very light assumption on the dictionary ;.

Proposition 2.2. Consider Model with known ag. Let x > 0 be fived, w; be
defined by and for 3 € RM,

M
pen(B) = > wj|B;].
=1
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Let Assumption and Assumption be satisfied. Then, for a numerical positive
constant A, , () defined by

2 N Ao(v/n + (I)(u/n))) 41, (2.10)

Acsnl®) = gy o 2 o

where ®(u) = e —u — 1, we have with a probability larger than 1 — A, ,(x)e™™,

KMo Ag,) < inf <IN(R()\0,)\5)—|—2pen(ﬁ)>. (2.11)

BeRM

This proposition states a non-asymptotic oracle inequality in prediction on the
conditional hazard rate function in the Cox model. The w; are the order of y/log M /n
and the penalty term is of order |3|;+/log M /n. This variance order is usually referred
as a slow rate of convergence in high dimension (see Bickel et al.| (2009) for the additive
regression model, Bertin et al.| (2011)) and Bunea et al.| (2010)) for density estimation).

Remark 2.5. From the definition (2.10) of A., ,(x), when x depends on n and tends
towards infinity with n, then 1 — A, , ,(z)e™* goes to 1.

2.3.2 A fast oracle inequality

Now, we are interested in obtaining a non-asymptotic oracle inequality with a fast
rate of convergence of order log M/n and we need further assumptions in order to
prove such result. In this subsection, we shall work locally, for © > 0, on the set
Ta(p) = {B € RM : ||log \g — log Ao||n.0o < p}, simply denoted T'(u) to simplify the
notations and we consider the following assumption :

Assumption 2.4. There exists p > 0, such that T'(u) contains a non-empty open set
of RM,

This assumption has already been considered by van de Geer| (2008) or Kong &
Nan| (2012). Roughly speaking, it means that one can find a set where we can restrict
our attention for finding good estimator of fy. This assumption is needed in order to
connect, via the notion of self-concordance (see Bach| (2010)), the weighted empirical
quadratic norm and the empirical Kullback divergence (see Proposition .

The weighted Lasso estimator becomes

B% = argmin{C,(\g) + pen(B3)}. (2.12)

BET (1)
By definition, this weighted Lasso estimator is obtained on a ball centered around the
true function \g. However in Assumption [2.4] we can always consider a large radius
1, which weakens it. This could not change the rate of convergence in the oracle
inequalities (~ log M /n) but only the range of a constant. In the particular case in
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which log A\g for all 8 € RM and log \g are bounded, there exists x> 0 such that
[[log Ag — 10g Ao|[n,c0 < |[10g Aglln,oo + []10g Ao |[n,00 < gt

To achieve a fast rate of convergence, one needs an additional assumption on the
Gram matrix. See Bithlmann & van de Geer| (2009) and Bickel et al.| (2009)) for detailed
discussions on the different assumptions required for fast oracle inequalities. One of
the weakest assumption is the Restricted Eigenvalue condition introduced by Bickel
et al. (2009). We choose to work under this Restricted Eigenvalue condition. Let us
first introduce further notations :

A = D(B% — B) with 8 € I'() and D = (diag(w;))1<j<n,

1
G, = EXTCX with C' = (diag(Ai(7)))1<i<n- (2.13)

In the matrix G,,, the covariates of individual ¢ are re-weighted by its cumulative risk
A;(7), which is consistent with the definition of the empirical norm in (2.4). Let also
J(3) be the sparsity set of vector B € I'(1) defined by J(B) = {j € {1,..., M} : B; #
0}, and the sparsity index is then given by |J(8)| = Card{J(8)}. For J C {1, ..., M},
we denote by 3 the vector 3 restricted to the set J : (8;); = f;if j € Jand (5;); =0
if 7 € J¢ where J¢={1,.... M} \ J.

Usually, in order to obtain a fast oracle inequality, we need to assume a Restricted
Eigenvalue condition on the Gram matrix G,,. However, since G,, is random in our
case, we impose the Restricted Eigenvalue condition to E(G,,), where the expectation
is taken conditionally to the covariates.

Assumption 2.5. For some integer s € {1,..., M} and a constant ay > 0, the follo-
wing condition holds :

b'E(G,,)b)"/?
0 < Ko(s,a0) = min min (b E(Gn)b) . (RE(s, a))
JC{1,...M}, beRM\{0}, b2
[7]<s  |bjeli<ao|bsls

The integer s here plays the role of an upper bound on the sparsity |J(8)| of a
vector of coefficients 3, so that the square submatrices of size less than 2s of the
expectation of the weighted Gram matrix are positive definite.

This assumption is weaker than the classical one and the following lemma implies
that if the Restricted Eigenvalue condition is verified for E(G,,), then the empirical
version of the Restricted Eigenvalue condition applied to G,, holds true with large
probability. This modified Restricted Eigenvalue condition is new and this is the first
time to our best knowledge that a fast-non asymptotic oracle inequality has been
established under such a condition.
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Lemma 2.1. Let L > 0 such that 19%>§4Eix\fj(Zi)\ < L. Under Assumptions
WA Stsn
[2.3](2)) and [RE(s, ao)|, we have

' ‘ (bTan)l/Q
0<k< JC{I?.l.pM} be@l\go} “’T’ and k = (1/4/2A0)Ko(s,a0),  (2.14)

[JI<s  |byeli<aolbs|i

with probability larger than 1 — m,, where

nk* ]

2L2(1 + ag)?s(L*(1 + ag)?s + k?/3)

T = 2M? exp [—

Lemma [2.1] assures that the empirical Restricted Eigenvalue condition holds true
on an event of large probability, on which we establish a fast non-asymptotic oracle
inequality.

Remark 2.6 (Censoring case). In the particular case of the right censoring (see Re-
mark [2.1), we obtain a better version of Lemma Indeed, in this case, A;([0,7])
is exponentially distributed with rate parameter 1 and since A;([0,7]) < A;([0, 00])
almost surely, its expectation is then just less than 1, so that we obtain ([2.14]) with
probability larger than

nk*

T 2L2(1 + ag)?s(L2(1 + ag)?s + K?)

1 —2M?*exp ( ) with & = (1/v/2)ko(s, ).
Theorem 2.1. Consider Model with known ag and for x > 0, let w; be defined
by and Bf be defined by . Let ( > 0 and s € {1,...,M} be fized. Let
Assumptions 2.3[(2), and be satisfied with ag = (3 +4/¢) and let
k = (1/v/240)ko(s,a0). Then, for a numerical positive constant A, ,(z) defined by
, with a probability larger than 1 — A, n(x)e™ — m,, the following inequality
holds

Raurg) < (040 int {F0ura) + 0 (max |, 219

€r(p) K2 C1<j<M
[J(B)I<s

where C(C, 1) > 0 is a constant depending on ¢ and p.

This result allows to compare the prediction error of the estimator and the best
sparse approximation of the regression function by an oracle that knows the truth, but
is constrained by sparsity. The Lasso estimator approaches the best approximation in
the dictionary with a fast error term of order log M /n.

Thanks to Proposition [2.3 which states a connection between the empirical Kull-
back divergence and the weighted empirical quadratic norm (2.4]), we deduce
from Theorem a non-asymptotic oracle inequality in weighted empirical quadratic
norm.
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Corollary 2.1. Under the assumptions of Theorem[2.1], with a probability larger than
1- Aa,u,n(l‘)eim — Tn,

| log)\gg — log A\o| ’iA

<140 inf {HlogAﬁ log Mol 2 + &C, )]

Bel (1 1<j<M

IJ(,@)\SS

J
Kf |( max wJ)Q} ,

where ¢(C, p) is a positive constant depending on ¢ and .

Note that for agy supposed to be known, this oracle inequality is also equivalent to

O )

K2 1<i<M

s — foll? A<(1—1—C) 1nf {Hf,@_fOHnA—'_ (G )

IJ(B)ISS

2.3.3 Particular case : variable selection in the Cox model

We now consider the case of variable selection in the Cox model (2.1 with fy(Z;) =
TZ;. In this case, M = p and the functions of the dictionary are such that for
1=1,...,nand j=1,...,p

fi(Z:) = Z;; and f5(Z Zﬂg i =B"Z;.

Let X = (Z; ;)1<i<n be the design matrix and for B defined by {) let

1<j<p

AO = D(BL - ,30)7 D = (diag(wj))lngM, Jo = J(ﬂo) and |J0| = C&I‘d{Jg}.

We now state non-asymptotic inequalities for prediction on X 3¢ and for estimation
on By. In this subsection, we don’t need to work locally on the set I'(11) to obtain Pro-
position [2.4] and instead of considering Assumption [2.4] we only have to introduce the
following assumption to connect the empirical Kullback divergence and the weighted
empirical quadratic norm.

Assumption 2.6. Let R be a positive constant, such that {ﬂax }\Z il < R.
1€1l,...,n

We consider the Lasso estimator defined with the regularization parameter I'y > 0:

Br = argmin{C, (\g) + I} Z%W}

BeRP o
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Theorem 2.2. Consider Model with known «y. For x > 0, let w; be defined

by and denote k' = (1/v/2A¢)Ko(s,3). Let Assumptions and

RE(s, ag)| with ag = 3 be satisfied. Let T'y be such that

.
min w?
1 1<<m 7 K2

I, < 5 .
483Rs max w; max w;
1<<M 7 1<j<M

Then, for a numerical positive constant A.,n(x) defined by , we have with a

—I'x

probability larger than 1 — A, , ,(z)e — Tp,

4\J,
| °|r§(maij)2 (2.16)

€2 K? <<

1X (B — Bo)llia <

and
; 12559 1 ol
— < 8—== r . 2.1
Pr — Bol: =8 min w 5,6;2 1112]?2;‘0] (2.17)

1<j<p
This theorem gives non-asymptotic upper bounds for two types of loss functions.
Inequality (2.16]) gives a non-asymptotic bound on prediction loss with a rate of conver-

gence in log M /n, while Inequality 1’ states a bound on BL — Bo.

2.4 Oracle inequalities for general intensity

In the previous section, we have assumed oy known and have obtained results
on the relative risk. Now, we consider a general intensity Ay that does not rely on an
underlying model. Oracle inequalities are established under different assumptions with
slow and fast rates of convergence.

2.4.1 A slow oracle inequality

The slow oracle inequality for a general intensity is obtained under light assump-
tions that concern only the construction of the two dictionaries Fy; and Gy.

Theorem 2.3. For z > 0 and y > 0, let w; and o5 be defined by and (2.6
respectively and (BL,'?L) be defined in Estimation procedure . Let Assumption
and Assumption be satisfied. Then, for two numerical positive constants
A. yn(x) and Bzp,(y) defined respectively by and

Bz sn(y) ( Aolo/n + 27/ ”))) +1, (2.18)

- log(1+¢)

where ®(u) = e* — u — 1, we have with probability larger than 1 — A, n(x)e™ —
Beon(y)e™,

K,( Ao, A ) < inf  {K,(Xo,Ag) +2pen(B) + 2pen(vy)}. (2.19)

BL"YL (,67’)‘)ERM><RN
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We have chosen to estimate the complete intensity, which involves two different
parts : the first part is the baseline function a,, : R — R and the second part is
the function of the covariates fg : R? — R. The double ¢;-penalization considered
here is tuned to concurrently estimate the function fy depending on high-dimensional
covariates and the non-parametric function aq. As fy and ag are estimated at once, the
resulting rate of convergence is the sum of the two expected rates in both situations
considered separately (~ /log M/n + \/log N/n). Nevertheless, from Bertin et al.
Bertin et al.| (2011), we expect that a choice of N of order n would suitably estimate

agp. As a consequence, in a very high-dimensional setting the leading error term in (2.19))
would be of order y/log M /n, which again is the classical slow rate of convergence in
a regression setting.

2.4.2 A fast oracle inequality

We are now interested in obtaining the fast non-asymptotic oracle inequality and
as usual, we need to introduce further notations and assumptions. In this subsection,
we shall again work locally for p > 0 on the set fMJV(p) = {(B,v) € RM x RV :
[log Ag~ — 1og Ao|lnco < p}, simply denoted I'(p) and we consider the following
assumption:

Assumption 2.7. There exists p > 0, such that f(p) contains a non-empty open set
of RM x RN,

On T'(p), we define the weighted Lasso estimator as

32,42) = argmin {C,(Ag) + pen(B) + pen(v)}.
(By)EL(p)

~~

Let us give the additional notations. Let D = diag(ws, ..., war, 01, ..., On ), (B,7) €
T(p), and set A be
A-D (ﬂL —ﬂ> e RMHY,

YL — 7

Let 1,,«n be the matrix n x N with all coefficients equal to one,

X(t) = [(fi(Zi)h<jemacicn Lnxn(diag(0x(t)))1<k<n]
0t ... On(t)

. . c ]Rnx(MJrN)

and
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with C(t) = (diag(Xo(t, Z;)Y;(t)))1<i<n, ¥t > 0. Let also J(3) and J(v) be the sparsity
sets of vectors (3,7) € ['(p) respectively defined by

‘](IB) :{] 6{1"”7M}:Bj7é0} and J(7):{k€ {17"'7N}:7k7£0}u

and the sparsity indexes are then given by

[J(B)] = 1(s,40, = Card{J(B)} and |J(v)| = Z 1,0y = Card{.J (v)}.

j=1 k=1
To obtain the fast non-asymptotic oracle inequality, we consider the Restricted Eigen-

value condition applied to the matrix E(Gy,).

Assumption 2.8. For some integer s € {1,....M + N} and a constant ro > 0, we
assume that G, satisfies:

(b"E(Gn)b)'

min
JC{1,..,M+N}beRM+N\ {0}, b2
|J|<S ‘bJ(, 1<T‘0|b]|1

0 < Ro(s,m0) = (ﬁﬁ(s, ro))

The condition on the matrix E(é’n) is rather strong because the block matrix
involves both functions of the covariates of Iy, and functions of time which belong to
Gy. This is the price to pay for an oracle inequality on the full intensity. If we had
instead considered two restricted eigenvalue assumptions on each block, we would have
established an oracle mequahty on the sum of the two unknown parameters ag and fo
and not on Ag. As in Lemma [2.1] we can show that under Assumptlon , we
have an empirical Restricted Elgenvalue condition on the matrix Gy,.

Lemma 2.2. Let L defined as in Lemma 2.1 Under Assumptions[2.3, [2.3[(tH(ii) and
we have
(bTénb)1/2

0<k< min min ———— and kK = (1/v/2A40)Ko(s,79), 2.20
~ Jc{l,..M}, beRM\{0}, |bs]o (1/ 0)Fo(s,70) ( )
‘J|<8 |bJC‘1<7'O|bJ‘]

with probability larger than 1 — 7,, where
nit }
2L2(1 + 719)2s(L2(1 + 19)2s + &% /3) )

7 = 2M? exp [—

Theorem 2.4. For x > 0 and y > 0, let w; and & be defined by (2.5) and (@
respectively. Let ¢ > 0 and s € {1,..., M + N} be fived. Let Assumptzons n -.

. . andm be satisfied wzth
= (3+ 8max (VIIBLVIA) /<) -
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and let & = (1/v/2A0)Ro(s,10). Then, for two numerical positive constants A, ()

and Bz, (y) defined respectively by and , we have with probability larger
than 1 — A, n(x)e™ — Bepn(y)e ™ — 7y,

Kn<)\07 )\ﬁ‘z’;yz)

- i =~ (7B V I 2 <2

< (1+ f Kp(Xo, A + C(¢, 5 . (2.21

=t C)m;)nef(p){ Go. A7) + 0. ) 72 max {w] k}} (2.21)
max(|J(B)|,|J(v))<s 1<k<N

and

|| Togho — log Age 5el7 o

: ~ J(B)|VII(7)])

<(1+ f log Ao — log Ag~|2 A + C'(C, ( 2 5211

<( C)(ﬁﬂl)nef(p){ﬂ 0g Ao — log Ag yl[n.a (¢, p) =2 12}2}}(\4{% k}}
max([J(B)[,|J (V)[)<s 1<k<N

(2.22)

where 5(C,p) >0 and CN”(C,p) > 0 are constants depending only on ¢ and p.

We obtain a non-asymptotic fast oracle inequality in prediction. Indeed, the rate
of convergence of this oracle inequality is of order

2 log M log N

( max {wj, 5k}> ~ max{ : },
1<j<M n n
1<h<N

namely, if we choose Gy of size n, the rate of convergence of this oracle inequality
is then of order log M/n (see Subsection for more details). While Estimation
procedure [2.1|allows to derive a prediction for the survival time through the conditional
intensity, Theorem measures the accuracy of this prediction. In that sense, the
clinical problem of establishing a prognosis has been addressed at this point. To our
best knowledge, this oracle inequality is the first non-asymptotic oracle inequality in
prediction for the whole intensity with a fast rate of convergence of order log M /n.

For the part depending on the covariates, recent results establish non-asymptotic
oracle inequalities for the Lasso estimator of fy in the usual Cox model (see [Bradic &
Song| (2012)) and Kong & Nan| (2012)). We cannot compare our results to theirs, since
we estimate the whole intensity with the total empirical log-likelihood whereas both
of them consider the partial log-likelihood.

The remaining part of the chapter is devoted to the technical results and proofs

2.5 An empirical Bernstein’s inequality

The main ingredient of Proposition and Theorems [2.1] and are Bern-

stein’s concentration inequalities that we present in this section. To clarify the relation
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between the stated oracle inequalities and the Bernstein’s inequality, we sketch here
the proof of Theorem Using the Doob-Meyer decomposition NV; = M; 4+ A;, we can
casily show that for all 3 € R™ and for all v € RY

Cn(AﬁAL,’?L) B Cn()\:@a’Y) = IN(H()‘Ou AﬁLﬂL) - fN(n()\(), )\B’,\/)
— (AL =) Vnr — (B — B) M, (2.23)

where

n

1 I [7 =
-1 Zl /0 FZ)aM () and vy, = Zl /O Fari(),  (2.24)
with f = (f1, ..., fu)? and 0 = (01, ...,0x)T. By definition of the Lasso estimator, we
have for all (3,~) in RM x RY
Ca(Ag, 5,) +pen(Br) +pen(qr) < Ca(Ap) + pen(B) + pen(y),
and we finally obtain
KMo, Az, 5,) < KXo, Agy) + (32 — ) Vnyr + pen(y) — pen(9r)
+ (B — B) 1, + pen(B) — pen(By).
Consequently, K, (Xo, A3, 4,) is bounded by

Y YL
M
kn()\Oa)\,B;y) + Z(ﬁL] 6])77717' f] + Zw] ‘5] |BLJ|>
7j=1 7j=1

N

ALk = W) Vnr (0k) + D eyl = Arl),
1 k=1

M= T

+

b
Il

with

Mt (f5) = Z/ [i(Z;)dM;(s) and v, ,(0r) = Z/ Or(s)dM; (s (2.25)

We will control n, ,(f;) and v, .(6x) respectively by w; and ;. More precisely, the
weights w; (respectively d;) will be chosen such that |n,,(f;)| < w; (respectively
V7 (0k)] < 6) and P(|n,-(f;)] > w;) (respectively P(|vy, - (0k)| > 0x) large. As n,+(f;)
and v, ;(6x) involve martingales, we could directly apply classical Bernstein’s inequali-
ties for martingales (see van de Geer (1995), Lemma 2.1) and following the beginning
of the proof of Theorem 3 in |Gaiffas & Guilloux (2012), with x > 0 and y > 0 and
any 0 < w < 00, 0 < w < 0o, we would obtain

[2wxr x L
P 77n,t(fj) Z T + 3—n, Vn,t(fj) S w] S €

50
P v (0r) > ik SR R Rt (0k) < w] <eV,
n
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where the predictable variations V,,;(f;) and R, (6x) of n,.(f;) and v, ,(0) are res-
pectively defined by

nt(f]) =n< Mn f] >= Z/ fj )\Q t Z)Y( )dS,

R y(O) = n < v (0) >= — Z /0 (0 (1))2N\o(t, Z;)Yi(s)ds.

Applying these inequalities, the weights of Definition would have the forms w; =
V2Voi(fi)x/n+x/3n and 0r = /2R, (0r)y/n+y/3n. As V,,.+(f;) and R, .(0x) both

depend on )y, this would not result a statistical procedure. We propose to replace in
the Bernstein’s inequality the predictable variations by the optional variations of the
processes 1,(f;) and v, ,(0)) defined by

Ve () = nlma( £ Z / (f;(Z:))*dNi(s) (2.26)

and

This ensures that the weights w; and 0, will depends on Vnt( f;) and Rn,t(ﬁk) res-
pectively. Equivalent strategies in different models have been considered in |Gaiffas &
Guilloux| (2012) or Hansen et al.| (2012). The following theorem states the resulting
Bernstein’s inequalities.

Theorem 2.5. Let Assumption be satisfied. For any numerical constant € > 0,
£>0,c=+/2(1+¢) and ¢ = \/2(1 + &), the following holds for any x >0, y >0 :

P[\nn,t(fj)l > oy L2 %Hfjun,m]

2 Ao(v/n + @(v/n)) e
< <mlog <2 + pym ) + 1>e : (2.28)

2 Ao(D/n+ ®(v/n)) Ly
< (m log (2 + u/n ) + 1)6 : (2.29)
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where
W) = —— )+ —— g (2.30)
nAsd v/n ~(I)(V/n) naa v/n—®(/n)'7me
o0 = " I g2, (2.31)

= 5= a5 G

for real numbers (v,v) € (0,3)? such that v > ®(v) and v > ®(v), where ®(u) =
exp(u) —u — 1.

We deduce the weights w; and 05, defined in (2.5) and ({2.6) respectively, from
Theorem [2.5] These empirical Bernstein’s inequalities hold true for martingales with
jumps, when the predictable variation is not observable.

Remark 2.7. Theorem is closed to Theorem 3 in Hansen et al. (2012)), although
in our version the event bounding W¥(f;) and T7”(6) has been removed from the
probability (see the proof of Theorem [2.5).

Other weights can also be obtained from empirical Bernstein’s inequalities that
are closer to those obtained by |Gaiffas & Guilloux (2012) in Theorem 3. We refer
to Appendix [B] in which we provide the other Bernstein’s inequalities adapted from
Gaiffas & Guilloux] (2012) to our processes, and also to an other version of the paper
(see Lemler| (2012)), in which these weights appear. Their forms are less simple than
those defined in and , but they do not depend on tuning parameters v and
U to determine for the applications. An interesting perspective would be to determine
which one of those two forms of weights gives the best results in the applications.

Remark 2.8 (Censoring case). In the specific case of right censoring, since
maxi<;<n|N;(7)| < 1, we can directly apply the Bernstein type inequality for mar-
tingales of Hansen et al. (2012)) to get quite simpler right term in Inequality .
Indeed in this case, for real numbers (u,v) € (0, 3)? such that u > ¢(u) and v > ¢(v),
where ¢(z) = exp(z) —z — 1, and ¢ = 1/2(1 + ¢), we would get

W)z |« log(1 4 u/z) .
Blmdfs) 2 el == B 4+ i) < 4(o st (232)

2.6 Technical results

In this section, we present the technical results, that are not useful for a first
reading of the chapter but useful for a better understanding of the theory and used in
the proofs of Section 2.7 Associated proofs are in Appendix [A]



72 Chapitre 2. High-dimensional estimation of counting process intensities

2.6.1 Bernstein concentration inequality

We recall here the classical Bernstein concentration inequality (see Proposition 2.9
in Massart| (2007)).

Theorem 2.6. Let (1, ...,(, be n independent real valued random variables. Assume
that there exist some positive numbers v and ¢ such that for all integers m > 2

D E[|GI™) < mive™ 2, (2.33)
i=1
For any positive x we have
P> (G —E(G)) = x) < exp ( - m) (2.34)

Note that if the variables (; are bounded, |(;| < b for all i in {1,...,n}, then
assumption (2.33)) is satisfied with

v= iE[CZQ] and ¢=10/3.
i=1

2.6.2 Connection between the weighted norm and the Kullback
divergence
The following propositions connect the empirical Kullback divergence (2.3 to the
weighted empirical norm ([2.4]) in the different cases considered in the chapter.

Proposition [2.3] holds true when the intensity verifies Model 2.1] with a known
baseline hazard function «y.

Proposition 2.3. Under Assumption forall B € T'(u),
w1 Ag —log Mo 7 1 < KA, Ag) < 11"|[Tog Ag — log ol 4,
where ' = ¢(p)/ 11, p" = ¢(—p)/p* and ¢(t) = e +1 — 1.

Proposition [2.3| can be rewriten in the particular case of variable selection in the
Cox model as follows :

Proposition 2.4. Under Assumptions[2.6 and RE(s, ag)| with ag = 3, there ezist two
positive numerical constants & and & such that

E1(Br — Bo) " X154 < Kn(Mo,Az,) < €11(Br — Bo)" X% -
In the general case, when the intensity does not rely on an underlying model, the

connection between the weighted empirical norm (2.4) and the empirical Kullback
divergence (12.3)) is given by the following proposition.

Proposition 2.5. Under Assumptz’on for all (B,7) € f(p),
Pl11og A —log Mol[2 4 < Kn(Xo, Ag) < p"[[10g Mg — log Aol [2 5,
where p' = (p)/p*, p" = ¢(—p)/p* and §(t) ="+t - 1.
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2.7 Proofs

2.7.1 Proof of Proposition

Following the proof of Theorem 1 in Senoussi| (1988), we rewrite the empirical

Kullback divergence ({2.3)) as
At, Z;)
Kn(Xo, M) Z/ llog)\g t, Z;) —log A(t, Z;) — ( Ao(t,Zz-))

_ :LZ/OT [exp <10g /\>:)((tt ZZI))> ~log /\)‘0((7; ZZz)) _ 1] No(t, Z;)Yi(t)dt.
i=1 P P

Since t — ' —t — 1 > 0, except for t = 0, we deduce that, except for A = A,

Mt, Z;) )\(t Z;)
exp(log)\o(t Z)> log )\o(t Z)) —-1>0.

Ao(t, Zi)Yi(t)dt

Thus [?n()\o, A) is positive and vanishes only if (log A\g —log A\)(t, Z;) = 0 almost surely,
namely if A\g = A almost surely. O]

2.7.2 Proof of Proposition
According to the definition of Bz, for all B in R™, we have
Cu(Az,) +pen(BL) < C(Ag) + pen().
Here «ay is assumed to be known. Hence applying , we obtain
K, (Ao, Ag,) < Ku(o, Ag) + (B — B) - + pen(B) — pen(Br). (2.35)

It remains to control the term (By — 8) .. For w; defined in (2.5)), set

M
A= {1 <5} (2.36)
j=1
On A, we have
A M A~
(B = B) el <) wjl (B — B)sl- (2.37)
j=1

M
The result (2.11)) follows since pen(3) = Z w;|B;|. It remains to bound up P(A°). By
j=1

applying Theorem

S S R TI P
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i Aol /1 -+ B(v/n)
+ d(v/n
A =——1 (2 UPAL > 1. 2.
win () g7 o 8 2 F s + (2.38)
We conclude that P(A) > 1—A, ,,,(z)e™*, which ends up the proof of Theorem . O

2.7.3 Proof of Lemma 2.1

We show with high probability, that under [RE(s, ag)|, for all J C {1,..., M} such
that |J| < s and for all b € RM\{0} such that |bsc|; < aglbsli,

bTG,b /oA
W > I‘LZ, with Kk = (1/ 2140)/{0(8,(10),
2

and Ay defined in Assumption [2.2] Let consider the set
it = {|(Gn = E(Gn))jul < t,V(5 k) € {L,... M}?},

with a fixed ¢ > 0. Under[RE(s, ag)| on Q¢ , for all J C {1,..., M} such that |J| < s
and for all b € RM\{0} such that |bsc|; < ag|bys|i, we have

b'G,b =b" (G, — E(G,))b+ b E(G,)b > b" (G, —E(G,))b+ ko(s,ag)?|by|2.

On Qg,, +, under we deduce that
b'Gb > =) t[bil|b| + Ko(s, a0)*|byl3 > (=2t(1+ ao)*s + ro(s, a0)*)[b, 3.

1,J
We choose t = Agk?/2(1 + ag)?s with k = Ko(s, ag)/v/2Ag to get bTG,b > Kk?|b;|3.
It remains to calculate P(Q¢, +). The coefficient (j, k) of the matrix G,, — E(Gy)
is given by

%ZWT) — E[A(7)]) £5(Z2) ful Zs).

Under Assumptions and , we can apply Bernstein’s inequality (2.34) to get

Agr? nkt
P <|(Gn ~E(Gn))isl > (1+ao)28> < 2exp ( © 2(1+ ag)2sL2(L2(1 + ag)2s + /42/3)) ’

So the probability of Qf, , with t = Agk?/2(1 + ag)’s is given by

7’“14
P(QS, ) < 2M?2 -
(Q6,.) < exp ( 2(1 + ag)2sL2(L2(1 + ag)?s + R2/3>> 7

via an union bound and by denoting

nkt
n — 2M2 - y
m P ( 2(1 + ao)2sL2(L2(1 + ag)2s + K2 /3))

we finally get (2.14]) with probability larger than 1 — 7,,. ]
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2.7.4 Proof of Theorem [2.1]

Let us introduce the event

bTan 1/2
QRE,, (s,00) (K) = {0 <K= min min ;} (2.39)

JC{1,.,M}, beRM\{0}, b2
[J]<s  [bjel1<aolbs|1

From Inequality (2.35)), on A defined by ([2.36)), for 3 € T'(u), it follows that
~ M w A ~ M ~ A~
KXo, Agn) + > §J|(5‘LL — B)jl < Kn(ho, Ag) + Y wil(l(BF = B);] + 185 = 1(B1);1)-
=1 =1
On J(B)°, [(B1 — B);1 + 18| = (BL);] = 0, s0 on A we obtain
M
~ w A~ ~ N
KXoy Agn) + > S (B = B8);1 < KnXo, Ag) +2 > wilBr—B)l (2.40)
j=1

jeJ(B)
We apply Cauchy-Schwarz Inequality to the second right hand side of (2.40) to get

M
Koo Age)+ D BE = B)i] < Ko ) +2VITB) [ 3 whlBf - B2 (241)
j=1 i (B)

With the notations A = D(B8% — 8) and D = (diag(w;))1<j<y introduced in
Subsection , Inequalities (2.40) and (2.41)) become respectively

- 1 -

KXo, Age) + §’A\1 < KXo, Ag) +2[A )1, (2.42)
and

K (X0, Agi) < Ko, Ag) + 2V [T (B)]| A sg)l2- (2.43)

We fix some ¢ > 0 and we consider the following set
A = {CKa (M, Ag) < 2|A )i} (2.44)

Here, we could take ¢ = 1, but this parameter ( allows to have more freedom. The
smaller ( is, the higher P(A;) is, but the smaller P(2rg,, (s0) (%)) is. So ( realizes
a compromise between these two probabilities. On A (). A§, the result of the theo-
rem follows immediately from (2.42). As soon as, |A@)l1 < (3+4/C)[Agh, on

QRE, (s,00)(K), With ap = (3 +4/() and k = (1//2A0)Ko(s, ap) We get
KAl < ATGRA.

So, initially we will assume that |A jg)c[1 < (34 4/C) |Ayg)|1, and we will verify later

that this inequality holds. Since

T )2 N 2
ATGnA < (max w))*||log Az, —log Ag|[7 a,
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Inequality (2.43) becomes on AN Qgg,, (5,00)(K)
Kn(Xo, Age) < KXo, Ag) + 2v |J(5)|(1g?§4‘*’j)"5_1(|| log Age —log Ao!|n,a
+[log Ao — log Aglln.)-

Now, applying Proposition [2.3|to connect the weighted empirical norm to the empirical
Kullback divergence, it follows that

-1
~ ~ K
Ko, Agy) < Ko, Xs) + 201N ma o)

(« /f{n(AO,ABg) + v/ K (Mo, )\B)>.
2

v
We now use the elementary inequality 2uv <  bu? + n with b > 0,

_ . . 1~ 1~
u = |J(,8)|(1I<r}%}](\/le)ﬁ 1 and v being either \/MKn()\o,)\ﬁg) or \/MKH(AO,)\B).

Consequently

1 ~ 1 ~
)2, —2 N
En(Ro, Age) < Kn(Ro, Ag) + 2017 (B)|( max w;)s ™ + 15 Kn (Mo, Agy) + 55 KR, Ag)-

Hence,

~ b +1 ~ v} 2,.-2
Kn(Xo, A,@g) < ﬁKn(/\m Ag) + pr/ 1 |J(/3)|(lg}%§4wj) K .

b/il+1 b2,u’
We take b — 1 =1+ and C(C, p) ZQbu’+1

follows that for any 3 € I'(u) :

a constant depending on ¢ and pu. It

Koo Ags) < (14 O Kalho, Ag) + C(C )| (B)]( max ;)2 .

1<j<M

Finally, taking the infimum over all 8 € I'(u) such that |J(3)] < s, we obtain (2.15]).
We have now to verify that |A g1 < (3+4/¢)|Ayp|i- On A A, applying
(2.42)) we get that

1
Al <4 (1 + E) AVGIENEE

so by splitting A = A jg) + A j(g)e, we finally obtain

4
1 < (3+ E) AVITENE

Finally, Lemma 2.1f ensures that P(A° U Qgg,, (5 40)(K)) < Acpn(r)e™ + m,, which
achieves the proof of Theorem [2.1] O

A j(p)e
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2.7.5 Proof of Theorem 2.2

Before we begin the proof, we recall some notations in the particular case of variable
selection. In this case, M = p and the functions of the dictionary are such that for
1=1,...,nand j=1,...,p

fi(Z;) = Z; j and fg(Z Z/BJ i, ,BTZi-

1<j<p

Let X = (Z;;)1<i<n be the design matrix and for B defined by 1) let

A¢ = D(BL — Bo), D = (diag(w;))1<j<nr, Jo = J(Bo) and |Jo| = Card{Jo}.

We also define Ay, as the vector Ay restricted to the set J : (AOJO )j =0, ifjeJy
and (Ao, ); = 01if j € J§ where J§ = {1, ...,p} \ Jo.

To prove Inequahty - ) of Theorem - we start from (| with 8 = 3, and
BL defined by ([2.9)). Consequently K ()\0,)\3) 0. Applylng Prop081t10n with

Xolt, Z;) = ao(t)efeo tand A\, (¢, Z;) = ap(t)eBLZ: | we obtain that, on

p

Ar, = (V{Imr (£ <0}

j=1

B — Bo)" X4 + T Z %WL —Bol; < 214 Z%WL — Bolj- (2.45)
j=1

J€Jo

From this inequality, we deduce

X (Br — Bo)llaa <200 Y wjlBr — Boly < 2v/10IT1[ Ag oo (2.46)

j€Jdo
From ([2.45)), we also have

Z%m — Boly <4 " wjlBr — Bol,

J€Jo

and we obtain [Ag|; < 4[Ag |1 We then split [Ag| = [Ag |1 + [Agyeli to get

|ZS0J8 1

< 3|Agy 1. (2.47)

On QRE,, (s.40)(K'), defined by (2.39), with ag = 3 and &’ = (1/v/24,)ko(s,3) we get

X Aoll} 4 = K" A0, 3 (2.48)



78 Chapitre 2. High-dimensional estimation of counting process intensities

According to ([2.46]), we conclude that on Ap, N Qrg,,(s,00)(K")

1X (B — Bo)llna
K’ ’

X (B = Bo)llia < 2/ ol pax

which entails that A1
0l 2 2
1X (B —Bo)lla < 2 — L7 (lr%%w]) ,
with P(Ar, N QRE, (s,a0)(K)) > 1 — A pn(z)e™® — 7,
Let us come to the proof of Inequality (2.17) in Theorem [2.2l On
Ar, N QRE,, (s,00)(K), With ag = 3, Inequality ([2.46]) becomes

K
5W\A0,Jo|§ < 2/ |Jo|T1]Ag, 1 |2- (2.49)
1<j<m

According to (2.47)) and thanks to Cauchy-Schwarz Inequality, we have

[Aolt = Aol + [Aoslt < 4[Aojl1 < 44/ |Jol[ Aol

From (2.49)), we get

Aol _ 2/ maxe?
|J0| o §I€12 1<5<p
and finally

2

[Jol . 1255

B = Boly <8 TS

1<5<p J
with P(Ar, N QRE,(s.a0)(K) > 1 — Ay p(2)e ™ — 7, O

2.7.6 Proof of Theorem 2.3

The proof is very similar to the one of Proposition We start from ([2.23]) and
(2.24)), and write

KMo, g, 5,) < KulXo, Agy) + (32 — ¥) Vnr + en(v) — pen(dz)
+(Br — B) s +pen(B) —pen(Br).  (2.50)

Consider the set A defined by (2.36)) and let define similarly the set B such that

B= ﬂ{pmek _5} (2.51)

Applying Theorem [2.5] we obtain that

]P)(AC) S As,u,n(x)e_x and ]P)(BC) S Bé,f/,n(y)e_yv
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with A., () defined by (2.10) and

2

B:ypnly) = ———=log (2
on(Y) Tog(1 1 5) og( + o/

and thus

P[(ANB) ] =P(A°UB°) <P(A°) + P(B°) < Acpn(x)e™ + Bzon(y)e ™. (2.52)
On A N B arguing as in the proof of Theorem [2.2] with probability larger than 1 —
Acpn()e™ — Bz s n(y)e ™, we finish the proof by writing (2.19). O

2.7.7 Proof of Theorem 2.4

Let introduce the event

(bTG,b)"/?

Q— K :{0<I~£: min min —}
RE"QWM( ) JC{1,..M}, beRM\{0}, b2

[JI<s  [byeli<rolbyli

From Inequality (2 , on AN B defined in and - for (B8,~) € r (p), we

obtain
al W Al
ks
Ka(Xo, A 40 50) Z? 5)j|+25( T—
< Kn(hooAsy) +2 D wil(B2 = B)il+2 D Gul(3 — il (2:53)
JjeJ(B) keJ(v)

We then apply Cauchy-Schwarz inequality to the second right-term of (2.53) and obtain
Mo NS
~ W ki x
KMo, Age52) + D - (B2 = B);1 + > 510z~
j=1 k=1
< Ka(Ro,Apa) +2V17B) | D wiIBr =82+ 21701 | Y 6137 — k.

JEJ(B) keJ ()
(2.54)
With the notations of Subsection [2.4.2 Inequality (2.53)) is rewritten as:
K (Mo, Age 42) + IAh < KMo, Agy) + 2188500 (2.55)
~ ~ 30 _
where A jg,7(y) = D (E@’;; ’B)J(ﬂ)) In the same way, Inequality (2.54) becomes :
L= Y

R0 Mg 52) < Ko Ag ) + dmax (VITB)] VITA]) 1B ol (256)
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Consider
Ar = {CKL (Ao Asy) < 2|A58). 001} (2.57)

On AN BN A, Inequality (2.21) in Theorem follows immediately from (2.55]).
3+ 8max (VITB), VITA) /€) 1A sy, on

As soon as, ]AJ(ﬁ)c,J(.Y)ch <
Qﬁn(wo)(k), with

R = (1/V2)fo(s,70) and 1o = (3+8max (VB VIT) /<)

we get that
R2|A 50 < ATGA
with
ATG,A < 12%{%,@}” log Age 50 —10g Ag [ a-
1<k<N
On ANBNQgg (5.70) (R), from Equation (2.56|) and applying Propositionﬁto connect
the weighted empirical norm to the empirical Kullback divergence, we obtain that

Kn(/\07/\ ) < Kn()‘()v)‘ﬁ,"/)

prag) <

= =
+ 4(\/!J(ﬁ)l v \/!J(v)!)  max {wj, 5k}ﬁ (\/Kn(ko, Age 42) 1/ En (Do, /\5,7)> :

1<k<N

2
Using again 2uv < bu? + % with b > 0, u=2 (V@I V /IT)) max fw;, 617
S)s
1<k<N

. . 1~ 1~ .
and v being either \/p,Kn()\o, Aﬁﬁﬁf) or \/,O’K"()\O’ Ag,y), We obtain

-2

~ bp +1 ~ b2 2R
Kn(dos Age 40) < mKn()\oj)\ﬁ,w) + 8W7_1(’J(5)| v |J(‘Y)|)<1I§Hj2g]<w{wja5k}) o
1<k<N
(2.58)

/ 2/

b 1 ~
Finally, taking bﬁ’ — = 14+ ¢ and C(¢, p) = 8pr 1

p, and taking the infimum over all (3,7) € I'(p) such that max(|J(8)],]J(7)|) < s,
we obtain Inequality (2.21]).
Inequality (|2.22|) follows by applying Proposition with b =

(12.58).
We have now to verify that

a constant depending on ¢ and

A+Qp +p"
(L+Q)p" =

Bgremel < (3+ 8max (VIIBLVITAN) /€) 188,500 1
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We deduce from 1} that, on ANBNA,, by splitting A= Aj(ﬁw(,y) + AJ(B)th)C

< (3+ S (VITBIL VITG) ) 1 s

To achieve the proof of Theorem , we combine Equation (2.52)) with Lemma
to conclude

|AJ S J()ehn

P[(A nBN Qﬁn(wo)(r{))c} < Auyn(2)e™" 4 Bepn(y)e + 7.

2.7.8 Proof of Theorem 2.5

The proofs of (2.28)) and (2.29) are quite similar, so we only present the one of

(2.28)). To prove (2.29), it suffices to replace 1, .(f;) by the process v, ,(0)) throughout
the following. Denote by U, ; and H;(f;) the quantities

V() = Z/Hf] WG and ()= LR

1<i<n

Since H;(f;) is a bounded predictable process with respect to F, U,+(f;) is a square
integrable martingale. Its predictable variation is given by

Dus(fy) =1 < Un(fy) >i= = Z/ ()2 dAs(s)

and the optional variation of U, ,(f;) is

sl = U = 3 [ (L (5)PaNG)

We also define

v/n x/n
v/n—®(v/n) v/in—®/n)’

for v € (0,3) such that v > ®(v) with &(u) = e —u — 1.
From Inequality (7.12) in Hansen et al| (2012), for any 0 < v < w < 400, we have

]P’(Un,t(fj)>\/ L MWElfe | 2 < yi,) < )

<9 (M + 1) et (2.60)

WE(f) = O (f5) + (2.59)

log(1+¢
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We focus now on removing the event {v < W¥(f;) < w} in (2.60). Let us consider the

martingale given JF;

Bua(F3) = el ) = Z [ s (ani) - ans)
-y / (H (1) PN ),

and let
1/t f] 2/ H2 fj dA( )

From [van de Geer| (1995), we know that

eXp(V(r‘gln,t(fj) — Unt(f5)) — Sue(fy))
is a supermartingale. Now from Markov Inequality, for any v, x > 0, we obtain that

Svalfi) |

14 v

P{[0naf) = Vnalfi)] =

For any 0 < h < 1 and z > 0, ®(zh) < h*®(z). This combined with the fact that
0 < H2(f;) <1, we get

] < 2672 (2.61)

Sualfy) < d(w/m) Y / HAS)AM(s) < @(u/mmdo(f). (262)
=1
Combining and , we deduce that
P[mn,t(fj) — Ons(f5)] > l(jy/n) Unt(fj) + ] < 277, (2.63)

Now, under Assumption we have ¥, ,(f;) < Ao, so the events

’ z/n v
Q= {m < Wn(f])} N {ﬁn,t(fj) < AO}

is of probability one and thus

P(U s \/2<1 L) g)
mENI) = n 3n

o {2 o),
From ([2.63]), we have

P[da() 2 e (1) (14 2) 1 2] oo

v/n v
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and if we denote EY the event

By = {0na() < oual) (14 20 L 2,

v/n v
we get
<o 4P {Un,t(fj) > \/2“ HUe %} By

On the event E¥ N QY from the definition of W¥(f;) given by , we have
- v/n O(v/n) x z/n
WEf) < 2L (9,4, c) AL
nlfi) < V/n—Q)(V/n)( (f)(1+ v/n ) +y> +V/n—(I)(V/n)
v/n+ ®(v/n) x/n
vin—®w/n) v/n—®v/n)

From ([2.64)), we obtain

< Ag

(2.64)

P {Un,t(fj) > \/2(1 +€)::V’i<fj)x + i} N NEY

3n

[ 21+ e)WH(f)x  x
SP -Un,t<fj) > \/ n ¢ + 3_71’

(1) < A VInt 2w/n) o
<WY(f;) < Aoy/n_ ) +2,//n— @(u/n)].

x/n

v/n—®(v/n)

We now apply Inequality (2.60) with

___ e and w =
v v/n—®(v/n) d Ao

P

Now it suffices to multiply both sides of the inequality inside the probability by
|| filln.co = max|f;(Z;)| to end up the proof of Theorem O

1<i<n



84 Chapitre 2. High-dimensional estimation of counting process intensities

Appendix

A Connection between the weighted norm and the
Kullback divergence

A.1 Proof of Proposition

The proofs of Proposition and Proposition are similar. So we only prove
Proposition which corresponds to the general case. To compare the empirical Kull-
back divergence and the weighted empirical norm ([2.4)), we use Lemma 1 in |Bach
(2010), that we recall here:

Lemma 2.3. Let g be a convex three times differentiable function g : R — R such that
forallt e R, |g"(t)] < Sq¢"(t), for some S > 0. Then, for all t > 0:
g"(0) g"(0) : u
oz ¢(51) < g(t) = 9(0) = g'(0) < =57 b(=51) with $(u) = e +u—1
This Lemma gives upper and lower Taylor expansions for some convex and
three times differentiable function. It has been introduced to extend tools from self-
concordant functions (i.e. which verify |¢" (t)| < 2¢”(t)*/?) and provide simple exten-

sions of theoretical results for the square loss for logistic regression.
Let h be a function on [0, 7] x R? and define

:__Z/ h(s, Z;)dA( Z/ s Z)y;(s)ds.

Consider the function g : R — R defined by ¢(t) = G(h + tk), where h and k are two
functions defined on RP. By differentiating G with respect to t we get :

1~ [T 1 [T 5.Z3)+th(s.2;
/ t) — _ﬁ Z/O k’(s, Zi)d/\i(s) + ﬁ Z/O k(s, Zi)eh( 1 Zi)+tk( ,Zz)Yi(s)dS,
i=1 =1
Z%Z/w@m%W@WMM@m
/// Z/ 3 e, Zi)+tk(s,Z; )Y;(S)ds.

It follows that
19" (O] < Kl ln.c0g” (2)-
Applying Lemma 2.3 with S = [|k||,,,c0, we obtain for all ¢ > 0,
g// O g// O
2 0(tlHlnoc) < (8) ~ 9(0) — g/ (0) < 40"

1R[] 00 LA

¢(_t| |k||n,<x>>
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Take t = 1, h(s, Z;) = log Ao(s, Z;) and for (8,~) € T(p), k(s, Z;) = log Ag~(s, Z;) —
log Ao (s, Z;). We obtain

" ¢(|[10g Agy — 108 Ao ln.0)
[[1og Mgy —10g Aol[7

//(O (b(_H log )‘ﬂf)’ — log AOHH,OO)
[110g Agy —1og Aol[

< G(log A\g~) — G(log \o) — ¢'(0) (2.65)

> G(log Ag) — G(log Ao) — ¢'(0). (2.66)

Now straightforward calculations show that ¢’(0) = 0 and g ( ) = Hlog )\Igﬁ, —

log Aol[2 o Replacing ¢’(0) and ¢”(0) by their expressions in and and
noting that G(log A\g) — G(log \g) = K (Mo, Ag~), we get

(|10 Mgy =108 Ao|ln.c0)
[[10g Agy —log Aol [7
¢(—|[10g Agy =108 Aol [n,0)
[[1og Mgy —10g Aol[7 o

[[1og Mg —log Ao[[2 4 <KAo, Ag)

|[log Ag~ — log >‘0||121,A > -}N{n(AOa AB)-

According to Assumption for (8,7) € T(p), ||log gy — 10g Ao|lnoe < p. Since
o(t)/t? is decreasing and bounded below by 0, we can deduce that

(|1 10g gy —10g Aolln,cc) - S(p)

[log Agy —log NollZ . — p?
and
O(—l1og Agy — 108 Aollncc) _ O(=p)
Tozhos oghlPe = 7
Take p' := ¢(p)/p* > 0 and p" := ¢(—p)/p? > 0 to finish the proof. O

A.2 Proof of Proposition

Similarly to the proof of Proposition 2.5, under Assumption [2.6], when considering

:_—Z/ log(ao(s 'BZdA Z/ ap(s ﬂZﬁY (s)ds,
and g(t) = G(B + tn), we obtain
$(R|BL — Bol2)

3 T 2 ~ .
H(ﬁL /80) XHn,A R2|BL . ,80|% < Kn<)\07 )\ﬁL) (267>
A d(—R|Br — Bols) _ ~
— B)TX | - > KXo, Mg, ). 2.68
11(BL — Bo)” X|[;a R8s — Bl (Aos Az,) (2.68)

Now, we will show that R|,C§L — Bol2 is bounded. From Equation 1’ with B}j =
BL and B = By, we can deduce that

~ 3
Kn(Xo,Ag,) < §P1\A0|17



86 Chapitre 2. High-dimensional estimation of counting process intensities

where Ay = D(ﬁL — Bo) and D = (diag(w;))1<j<m. From 1) and 1} we have

_ 3 _ TX||2
t R2|IBL - ,30|2

We apply Assumption [RE(s, ap)| with ap = 3 and &’ = K'(s, 3) and we infer that

&(R|(Br — Bo)l2)

K180, 5[5 < [Ag X7 s

So we have,

K,,2|AO,J0|% ¢(R|BL — 'BO|2) < §I‘1HA0|1

2 ~ _
el RIBL = Bolf 2

We can now use, with s = [Jy|, [Aglz < |Aol1 < 4]A¢ sl1 < 45| A g2 to get

2
. maX WJ A _ 2 P21 A _
W2O(RIBL — Bola) < ;F11<]<M p— (4V/5(BL = Bo) s |2)*R?|Br — Bols

122}%% 1<j<M (B — Bo) s 3

max w]z
1<j<M
< 24T ———— max szR2|A0|2.
min w;1<<M
1<j<M

A short calculation shows that for all k£ € (0,1] :
e =R (1 — k)2k(1— k) = 1> 0,
(see Bach! (2010) for more details). So by taking 2k(1 — k)~* = R|BL — Bol2, we have

R?|BL — Bol2

—R|BL—Pol2 3
€ +R|,8L—,80|2—]_> =
2+ R|BL — Bol2

and we deduce that

max w]z
1<j<M 21 A
———— max w;sk°|Br — Bola.
min w:1<j<M
1<j<M /

K2 R2|Br, — Bol?
2+ R|Br — Bol2

<241

This implies that

2
max wj
481" Rs1<j<m 7 9
. max w:
K2 min w?lﬁjSM J
~ 1<j<M
R|BL — Bol2 < — <2
241" Rs 1<j<m 7 9
1— max ws

K?  min w?i<i<m J

1<j<Mm J

as soon a ,
min w?
1 i<j<m J K2

r, < 5 )
48Rs max w; max w;
1<G<M T 1<<Mm
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Since ¢(t)/t* is decreasing and bounded below by 0, we can deduce that

BRI — Bol) - 9(2)
R|BL — Bol3 — 4
and R
S(R|By — Bol) _ 6(-2)

= <
R*|Br — Bol3 4

Take € := ¢(2)/4 > 0 and & := ¢(—2)/4 > 0 and conclude that

E1(BL = Bo) X174 < Ka(ho. Ag,) < EN1(BL — Bo)" XI5 s

B An other empirical Bernstein’s inequality

In this appendix, we establish an other version of the Bernstein’s inequalities for
martingales with jumps stated in Theorem [2.5] These inequalities are close to those
obtained by Gaiffas & Guilloux| (2012) in Theorem 3. We refer to Section [2.5| for the
definitions of the processes 7,(f;) and v,(0;) (see Equations (2.99)) and of their
optional variations V,, ,(f;) and R, ,(8;) (see Equations @ and M)

Theorem 2.7. For any numerical constant ¢, > 1, ¢, > 1, >0, & >0 and ¢y > 0,
¢y > 0 such that eco > 2(4/3+¢€)cp and ecly > 2(4/3 +¢€')c), the following holds for any
x>0,y >0:

[ .’E“‘gn’x f ~ $+1+gn,a:f —x
()] 2 J R T R e LTV PR

) (2.69)

i y+ 0, (0k) y+1+0,,(0:) )
P |Vn,t(9k)| > Cll,s’ \/Tan,t(ek) + CIQ,S’ n = Hean,oo < Cé,e’,cze y’

) (2.70)

where || £ lnoe = max |£(Z0)] and 1. = max 60(0)]

5 2 Vn , Re(4/3 112
Emm(fj):@loglog( enVoi(f;) + 8e(4/3 + )| il I, y )7

deco — 2(4/3 + &)l 517

2en Ry, (0x) + 8e(4/3 + &)yl|0]2 o y
e
Aecy — 2(4/3 + ")) 10kl]2 oo ’

0., (6k) = ¢, loglog (
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and where

e =2V1+¢, ¢ =2v/2max(co,2(1+¢)(4/3+¢)) +2/3,

and C3eco = 8+ 6(10g(1 + 5))76{ ZkZl kica

do=2V/1+¢, d=2y2max(c,2(1+¢)(4/3+¢))+2/3,
and 03’8,762 =8+ 6(log(1 +¢'))~ 2@1 k=

In this theorem, ¢, ,(f;) and l%y(@k) are small technical terms coming out of the
proof. There are data-driven terms that does not depend on unknown parameters as
it is the case in WY(f;) and T7?(6y.) (see Equations and (2.31)). From Theorem
we deduce the following weights:

log M + ¢ 1+log M+ 0, (f;
wj—Cl,E\/x—'—Og . M(f]) Va(fs) + x+ Tlog Mt bus(fs)

. . 1fillnce
and
+log N+, (64) - +1+logN+10 (0
6]{: = Cll,s/\/y : n 7y( k) Rn<9k) + C/2 /y gn 7y( k) HekHOO’

which are of order \/(log M/n)V,(f;) and \/(log N/n)R,(6;) respectively, so as the
weights w; and d;, defined by and .

The proof of Theorem is inspired from the proof of Theorem 3 in |Gaiftas &
\Guilloux] (2012).

Proof of Theorem
The proofs of (2.69) and (2.70) are quite similar, so we only present the one of

(2.69). To prove (2.70)), it suffices to replace 1, .(f;) by the process v, ,(0)) throughout
the following. We use the same notation than to prove Theorem , denoting by U,

and H;(f;) the quantities

fi(Zs)
max | f;(Z;)|’

1<i<n

Unilf;) = Z/ Hi(f;)dMi(s) and Hi(f;) =

Since H;(f;) is a bounded predictable process with respect to F;, U, :(f;) is a square
integrable martingale. Its predictable variation is given by

Unp(f3) =n < Un(fj) >=— Z/ i(f5))?dAq(s)
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and the optional variation of U, ,(f;) is

TARUATA S O RUAAZIVE

The standard Bernstein’s inequality (see|Uspensky| (1937) or Massart| (2007) for the
classical Bernstein’s inequality and jvan de Geer| (1995) for the Bernstein’s inequality
for martingales) states that

Unt(fi) 24/ QWT:B + %7ﬁn,t(fj> < WI <e ™. (2.71)

For any 0 < v < w < 400, we have

{mamz %@ﬂﬁﬁ+f}m&mwm@»sw

vn 3n
C{Un,t(fj) > \/?vL %} NA{v < Vni(fj) S w}.
Consequently,
Una(f) 2 4 20mIDT 2y 5) < w] <er @)

Now, we aim at replacing ¥, ;(f;) which is non observable by the observable ﬁn,t( 1)
in Bound ([2.72). Let us consider the martingale given JF;

D) = Dl fy) = Z/ Nifs) - Z/ () PM(s).

From ([2.72), we deduce that

P[\Tgn,t(fj) — Ina(fi)] 2 W + %ﬂj < Vna(f5) < w] <277 (273)

If ¥,,,(f;) satisfies

2(")79n,t(fj)x + i’
wn 3n

|1§n,t<fj) - ﬁn,t(fj)‘ < (2-74>

thanks to the fact that A < b+ VaA entails A < a + 2b for any a, A,b > 0, taking
2 A~
A=19,4(f;), a= % and b = V,,4(f;) + %, we obtain

1\x

Uni(fi) < 21§n,t(fj) +2 (% + §> - (2.75)
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Combining Inequality (2.75) and Inequality (2.74]), we get

Gual) < sl + 22 (2t +2(2+ D)) + 2

Once again using that A < b+ vaA entails A < a + 2b with

. Aot qwr rw 1INz T
A — . = — - 1 - 9.
Dnilfj)ia=—= and b= (f;) + \/ A CRE R

« 1 / 1 2
we obtain ¥, ,(f;) < 20,,.(f;) + 2(— 12,/ (ﬂ + —) + _w)z Now, we deduce from
' ’ 3 v\v 3 v/n

Inequality (2.75]) that

2w, (f)x
un

- {Un,t(fj) <2 %ﬁn,t(fj) + (2 %(% n %) n %)f} (2.76)

n

2wini(fi)e 1}

vn 3n

{Un,t(fj) < + %} N {Wn,t(fj) —Ina(fj)] <

Using (2.72)) and ([2.73]), we finally obtain

P

WL A w/w 1 1INz
) > - . (=4 = st ) < < 3e .
Unalf3) 2 20/ o0a(1) + (2 U(U+3)+3>n,v<ﬂn,t(fj)_w]_3e
(2.77)

It remains to remove the event {v < 9,,(f;) < w} in (2.77). For & > 0, set
r+1

U = Co (1+ &)k, and use the following decomposition into disjoint sets :
{Una(f3) > cor/n} = | J{vr < ns(fy) < vrsa}- (2.78)
k>0

Instead of considering the event {v < ,,(f;) < w}, we calculate the probabilities
on {U,+(f;) > vo} and on its complementary to finally get the expected probability.
According to (2.77)

P

T x B
Uni(f5) > cre Eﬂn,t(fj) + Co.e Uk < VUi fi) < vpgr| < 3e77,

with

¢e=2V1+¢cand c;. = 2y/(14¢)(4/3+¢) +1/3.
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Set for some constant ¢, > 1,

¢ = ¢yloglog <M V e).
Vo

2(14+¢e)Vn(fi)(x +0) N T+ €}

n 3n

On the event

Dn,é,& = {|/{9\Tb,t(fj) _ﬁn,t(fj)’ S \/

applying ([2.75|) with Y1 + ¢ and replacing « by = + ¢, we have
v

v 2B (ﬁn,tgj) y e>‘
n Vo

nt(fj) < 21§n,t(fj) +2(4/3+ 6)5 +

We now use the fact that loglog(z) < z/e—1 for any x > e, and since ecq > 2(4/3+¢)c,
we get
€Co

eco — 2(4/3 + €)cy (Mn’t(fj) T2/ €)ﬁ> '

Combining the last inequality with (2.76)), we obtain the following embeddings :

{Unﬁj) . \/2(1 )+ ) | +£} A\ Due.

n 3n

c {Un,tqj) < c1,€¢0"7t(ff)(x 0 4.2 Z g}, (2.79)

ﬁn,t(fj) S

n

2ent, 1 (f;) + 2e(4/3 + &)
eco —2(4/3 +¢)ce

Vi (fi) (@ + € +7
Un,t(fj) Z CLE\/ ’t(f])(x ) + C2,€xT779n,t(fj) > UO]

where ¢ = ¢, log log < Vv e). From ([2.78)), we have

P

n

~

1§n N+ /¢ T+ 0
Un,t(fj) 2 Cl,z—:\/ 7t(f]31( ) + CZ,ET;

Then, we write

<>P

k>0

Ve < Uni(fj) < Uk+1] .

U, x+€ x40
t + 027577 Ve < ﬁn,t(fj) < Uk+1]

ZP n,t fj >Cls

+ZP n,t fg > Cle +02,s D255>Uk<19n,t(fj)§11k+1
k>0 i

an x—f—é ]
:ZP n,t fj > &1 5\/ t + C2,ETyDn,Z,€>Uk < ﬁn,t(fj) S Vk+1
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where Dy, ,_ is the complementary of D, .. Applying (2.79), we get

n

[ Ot (fi)(x+ 1 z+ 0
Z]P) Un,t(fj) Z Cl,e\/ ,t(fj)( ) —+ 02757,1% < 79”715(.]"3') S Uk+1]

n

< B|Unr) = \/2(1 + &) (fi) (@ + ) N x;fjvk <o) < Uk—i—l]

+3 P|DS, vk < Dna(fy) < Uk+1] :
Gathering (2.72)) and (2.73), we finally obtain

ﬁn ‘ q:—i—f x—l—@
Unt(f) > 6175\/ 1)l ) + C2,aT,Q9n,t(fj) > Uo]

n

3 (e‘x n Z o (@teglog log(Uj/'UO))>

Jj=1

= 3(1 -+ (log(1 +2)) 7 3 j e

j>1

We apply Inequality (2.71]) with w = vg = ¢o(z + 1)/n to get

P

IN

rz+1

P Un,t(fj) Z (\/2_0()+ é) T,ﬁn,t(fj) S Vo S e " (280)

According to (2.80)), for c3. = /2max(co, 2(1 +¢)(4/3 +¢)) + 1/3, we get

Uni(f;) = cl,s\/ Indl )46 2 +:L Ry I <4+3(1og(1+5))—% 3 j‘6‘> 62,

n -
j>1

P

Now it suffices to multiply both sides of the inequality inside the probability by
[ flln,c0 = max |f;(Z;)] to end up the proof of Theorem O

,,,,, n

C Weighted Lasso procedure in the specific case of
the Cox model

In this appendix, we propose a weighted Lasso procedure to estimate the function
of the covariates in the Cox model considering the partial log-likelihood criterion. We
establish a slow non-asymptotic oracle inequality for the obtained estimator based on
the same method than the one proposed in Section This follows of Bradic & Song
(2012).
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Framework

Let consider a non-parametric Cox model defined for i = 1,...,n as
No(t, Z;) = ap(t)el0 (%), (2.81)

where Z; = (Z; 1, ..., ZLP)T € RP? is the vector of covariates of individual i, ag the ba-
seline function and fy the regression function. We consider a high dimensional setting,
Le.p>n.

Let us then define a dictionary of functions of the covariates Fpy = {f1,..., far},
where f : R? — R. We refer to Subsection [2.2.2) for precisions on dictionaries. In
high-dimension, we recall that M > n. We assume in the following that f, belongs to
Fa:

Assumption 2.9. There exists Bo € RM, such that fo = fg, = Zﬁojfj-

This assumption is rather strong but is needed if we want to establish an oracle
inequality for the Lasso estimator based on the partial log-likelihood criterion. Indeed,
this assumption allows to simplify the process that we have to control into a martingale
(see Equation (2.87))).

Unlike in Section [2.2] where we estimate both parameters of a Cox model to es-
timate any intensity of a counting process, we focus here on the estimation of the
regression function fy in the Cox model. Thus, instead of the total empirical log-
likelihood [2.2] we consider the partial log-likelihood specific to the Cox model. This
criterion introduced by |Cox| (1972) allows the estimation of the regression function fj
without the knowledge of the baseline function «y. It is defined for the non-parametric

Coxmodel@as
efa(Zi) 1<
ith S, (¢ == = Y(t)efs%x)
a3 [ (g s = 3 = e

k=1

and fg € Fyy, so that fg = Zj:l Bif;
From Assumption , the parameter to estimate is By € RM. We apply the follo-
wing Lasso procedure:

BERM

M
Br = argmin{—1;(8) + pen(B)},  with pen(8) =Y _w;l5,
j=1
where w = (wy, ..., wys) are data-driven weights to be determined.

Notations

We introduce the following two classical notations (see |Andersen et al.| (1993)) for
example):

®2
E,(t,8) = M and V,(t,8) = S, fp) - (S(l)(t7fﬁ)> . (2.82)

Sn<t’f,3)
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where ® denotes the outer product and for [ = 1,2,

SO(t, fg) = Zf (Z)Yi(t)e# %) where f = (f1,...., fur)T.

With the notations (2.82) at hand, the score vector and the hessian of the partial
log-likelihood have the following representations respectively

—-Vii(3 Z/ F(Z:)dN;(t), where £ = (f1,.... fu)"  (2.83)

~VL(8) = Z / Vi(8, 1)dN (1) (2.84)

Lastly, let us define the empirical functional norm ||.||,, 4« of all functions f, : R? —
R for any b € RP and a fixed b* € RP as

Il = 3 3 [ Vi mzgan [ > [ i bnz sast]

6fb* (Z’L)

with w;(t,b*) = ————
(5,67) SO, b¥)

and N =n~13>"" N;, and we can rewrite this norm
IR, =~ Z | Yitmi.67) 20— i 0PN ),

where fy- (¢ ZY )@i(t, b%) fo(Z;).

Relation between the partial log-likelihood and the empirical functional
norm

Let denote C,,(8) = —1%(8) for B € RM. We can write C,,(f3) = —1(8) +1(Bo) —
[ (Bo). From a Taylor expansion around 3y, there exists ¢ € (0,1) and B* =¢84+ (1 —
¢)Bo such that

CulB) = (B~ Bo)" VI3 (Bo) — 5(8— Bo) V(B")(B ~ o) — L:(Bo).  (28)

Now, from the definition the hessian (2.84]) of the partial log-likelihood, we can rewrite

E59) as

Co(B) = CulBo) = ~(8— B0 Vii(0) — 513 [ (8= o) Va8, 008 ~ Bo)ani()
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With the notations introduced just above in the previous paragraph and by simple
algebraic manipulations, the following quadratic representation of the hessian matrix
holds:

—B'V20(8°)B = || fall7 -
So for all B € RM | there exists ¢ € (0,1) and 8* = ¢B + (1 — ¢)Bp such that

1 .
Cn(B) = =(B = Bo) hn(Bo) + 511f5 = folla5- = 11.(Bo), (2.86)
with
ha(Bo) = VI(Bo) = —— Z/ A(Bo,t) — F(Z))dNi(D).
From Assumption and using the Doob-Meyer decomposition (??) we deduce that

50:——2 / 2(Bost) — F(Z:)dMi(2) (2.87)

Bernstein Inequality and oracle inequality

Now, as in Section let us sketch the proof to obtain the slow oracle inequality.
By definition, for all 3 € RM,

C(f3,) +pen(Br) < Cu(fa) + pen(B)

Thus replacing C,,(f3,) with Equation (2.86), we obtain

1f5, = follig= < [1fa — foll2 g + 2(BL — B)" hu(Bo) + 2 pen(B) — 2 pen(By).

We have to control the process h,(Bo).
For j =1,..., M, let introduce the following process:

hn,j(Bo) = ——Z/ n(Bo,t)); — [1(Z:))dM;(2).

Its predictable variation is then defined as

Hos(Bo) = 1 < hos(Bo) > Z / (B, 1)) — F5(Z:)) P ()R E0Yi (1)

and the optional variation as

F15(80) = nlha s (Bo)] Z | (a0, = 12020
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Remark 2.9. Neither the predictable process nor the optional process are observable.
However, we can bound the optional process as follows,

N , efo(Zk) 2
)] — Z [ (zk 42— )0 )dzv,(t)
< EZ / Supl S, (Zi) = £(Z)PANA(E) = Koy (2.88)

Then, as in Section we can apply an empirical Bernstein inequality for mar-
tingales with jumps to the process hy, j(Bo). We follow the proof of Theorem in
Appendix [Bf to establish an empirical Bernstein inequality for h,, ;(Bo).

Theorem 2.8. For any numerical constant ¢, > 1, € > 0 and ¢y > 0 such that
eco > 2(4/3 + €)cy, the following holds for any x > 0:

P [Ihn,j(ﬂo)l > \/ BT brelBol) ) 22 1E Dnalfo) ||fj||n,oo] < Coeit ™)
with
) 2enH, ;(Bo) + 2e(4/3 + &)z|| f;|2
U2 (Bo) = ciloglog ( (eco — 20473+ ) s hood Ve,
cre=2V1+e, c.=2/(1+¢)(4/3+¢)+1/3
and

C3.eep = \/2max(co, 2(1+¢)(4/3 +¢)) + 1/3.

From Bound (2.88]), we can replace the optional process, which is not observable,
by f(n,j

Corollary 2.2. For any numerical constant ¢, > 1, ¢ > 0 and cg > 0 such that
eco > 2(4/3 + €)cy, the following holds for any x > 0:

Koi(Bo)(a + 2, ) z+1+10,, _x
P |hn,](,30)| 2 Cl,a\/ ! n : + C2,aT7||fj||n,OO S Ce,c€ s
(2.89)
with
) 2en kK, ;(Bo) + 2e(4/3 + e)z|| f;|?
i — ¢,log1 7 Y
n,z(ﬁﬂ) Cy 10g 10g < (GC[) _ 2(4/3 -+ €)Cg)Hfan,oo ‘
ce=2V1+¢e, coe=2/(1+¢)(4/3+¢)+1/3
and

C3.eep = \/2max(co, 2(1+¢)(4/3 +¢)) + 1/3.
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From Inequality (2.89), we deduce the following data-driven weights:

A (z+logM + 1) z+logM+1+7,,
wj = 61,5\/Kn,j(ﬂ0) — + Coe : Hfj”n,OO' (2-90)

n n

To state the slow non-asymptotic oracle inequality, it suffices to follows the proof
of Proposition [2.2]

Proposition 2.6. Consider Model . Let x > 0 be fized, w; be defined by
and for B € RM,

M
pen(8) = Y w;6jl.
j=1

Let A.(x) be some numerical positive constant depending only on ¢ and x. Under
Assumption with a probability larger than 1 — A.(x)e™™, then

2 : 2
175, = follip < it {Ilfo = foll7,5- + 2pen(B)}-

Towards practical applications

The advantage of this approach is that it is based on the partial log-likelihood.
Indeed, as we have already pointed out in Remark [2.4] existing algorithms for the
Lasso in the Cox model are implemented for the partial log-likelihood (e.g. in the R
function glmnet). We could not directly use these algorithms to compare unweighted
to weighted procedures in the context of Chapter [2| since our procedure is based on
the total empirical log-likelihood (see Section . In the specific framework of Ap-
pendix [C] we consider the partial log-likelihood and we propose a weighted procedure.
An interesting perspective would be to compare in this specific case, unweighted to
weighted procedures in terms of selection, estimation or prediction accuracies.

D Detailed comparison with the additive regression
model

Dans cette annexe, nous allons faire une comparaison détaillée de I’étude du Lasso
en régression additive et dans notre modéle de processus de comptage. Pour le modéle
de régression additive, nous nous sommes inspirés de la démarche de Bickel et al.
(2009) dans le cas gaussien et nous l’avons adapté au cas de bruits sous-exponentiels.

Analogies et différences entre les modéles :

1. Modéle de régression additive
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Soient (Z1,Y}), ..., (Zn,Y,) un échantillon de n couples aléatoires indépendants
(Z;,Y;) € RP x R tels que

ol fy : R? — R est une fonction de régression a estimer, les Z; sont déterministes
et les erreurs de régression W, sont centrées et de variance o2. Dans [Bickel
et al. (2009)), les erreurs de régression considérées sont gaussiennes. Nous les
considérerons sous-exponentielles pour faciliter la comparaison avec le modéle a
intensité multiplicative d’Aalen.
2. Modéle a intensité multiplicative d’Aalen

Nous observons n copies indépendantes (Z;, N;(t),Yi(t),i = 1,..,n,0 < t < 1),
ol Z; = (Zi71,...,Zi7p)T € RP est le vecteur de covariables, N; un processus
de comptage marqué, Y; un processus aléatoire a valeur dans [0, 1] et [0, 7] un
intervalle de temps. La filtration (F;);>0 est définie par

Fi=0{Ni(s),Yi(s),0<s<t,Z;;i=1,...,n}.

D’aprés la décomposition de Doob-Meyer, on peut écrire, pour tout ¢ € {1,...,n},
I’heuristique suivante :

ANi(£) = Ao(t, Z)Yi(£)dt + dM(t), .

ou M; est une martingale par rapport a (F;):>o. Si l'on compare au modéle de
régression additif (2.91), dM;(.) peut étre interprété comme un terme de bruit
sous-exponentiel.

Procédures d’estimation :

1. Modéle de régression additive
Soit Fpy = {f1,..., fur} un dictionnaire de fonctions. Les fonctions candidates
pour estimer f, sont définies par fg = Zj\il Bifi, ou B € RM. Lestimateur
Lasso est alors défini par

A~

M
Br = aggﬂrglin{C’n(B) +pen(B)}, avec pen(B) = ij|5j|a
€ERM j=1

ou

n

> (Y- fa(Zi))? (2.92)

=1

1

n

Cn(fp)

est le critére des moindres carrés et les (w;) je{1,..,my sont des poids construits a
partir des données.
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Remarque 2.1. Bickel et al| (2009)) ont considéré des poids w; = I',|| f;l|» ot

[, est d’ordre \/log M /n.

2. Modéle a intensité multiplicative d’Aalen
Soient Fy; = {fh ...,fM}, ou fj R 5 Ret Gy = {01, ...,0]\[}, ou 6 : Rj_ — R
deux dictionnaires de fonctions. Les fonctions candidates pour estimer Ay sont
définies par A\g~ (¢, Z;) = ay(t)efs( %) avec

N

M
logay =Y Wb et fa=> Bif;.
j=1

k=1

La procédure Lasso simultanée pour estimer les deux paramétres 3 € RM et
~ € RY est définie par

(Br,4z) = argmin {C,(\g4) + pen(B) + pen(y)},
(B:v)ERM xRN

avec
M N
pen(B8) = > w;|Bi| et pen(v) = > eluel,
j=1 k=1
ot (wj)jeq1,..m} €t (Ok)keqr,..ny sont des poids positifs construits a partir des
données.

Démarches pour obtenir une inégalité oracle lente :

1. Modéle de régression additive

Par définition de I’estimateur Lasso, pour tout 3 € RM,

C(f3,) + pen(Br) < Cn(fa) + pen(B).

Par définition (2.92) du critére des moindres carrés, on en déduit que

n

fa, — foll2 < llfo— fslls + %Z(fg‘L — 18)(Z;)W; + pen(B) + pen(By).

=1

(2.93)

Pour tout B € RM, f3 = Zj\il Bjfj. Donc en remplagant fg et f5, par leur
expression dans (2.93)), on obtient finalement

M
fa, = Jolli < Ilfa = folla + > _(Br — B)jma(f;) + pen(B) —pen(Br),  (2.94)

j=1
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avec 1, (f;) = =31, f;(Z;)W;. Dans le cas sous-exponentiel, nous pouvons ap-
pliquer I'inégalité de Bernstein standard (cf. Massart| (2007)), définie & I’Annexe

au processus centré V,,(f;). Ainsi,

P(|7.(f;)| > V2vx + cx) < 27" (2.95)
avec N
1 1
v= =S EHZIW] et c= o max|f(Z)Wil.
1=1 BSOS

Considérons alors des poids w; de la forme

/ log M log M
CL)J = Cj,l T o8 -+ Cj’Qx + o8 (296)
n n

ot ¢j1 = /2E[(f;(Z1)W1)?] et ¢;o = %lmax|fj(Zi)I/Vi|. On note A 'ensemble

<i<n

défini par
M
A= (In(f)] < w;}.
j=1

D’apres (2.94)), sur A, nous avons donc

M M M
fa, = Foll2 < MIfa = foll2 +> (B — Bjwi + Y _wilBil = > wilBul.
j=1 j=1 Jj=1

Et donc, sur A, en prenant I'infimum sur les 3, nous obtenons I'inégalité oracle
lente pour le modeéle de régression additif suivante :

lfa, = Rll2 < inf {114 — £l +2pen(8)} (2.97)

A ce stade, il ne reste plus qu’a calculer P(A). Pour cela, nous calculons la proba-
bilité du complémentaire. D’aprés (2.96)), en appliquant 'inégalité de Bernstein
(2.95) en remplagant = par x + log M, on en déduit

M M
PAY) =P ({JImn ()] 2 w3) < D7 Plna(f7)] = wj) <2078 < 97,
j=1 j=1
L’inégalité oracle lente (2.97) est donc vérifiée avec probabilité supérieure a
1 — 2e7". Le log M que nous avons fait apparaitre dans les poids, permet sim-
plement d’obtenir une probabilité plus simple. Il apparait dans la définition des
poids, et la pénalité qui apparait dans l'inégalité oracle est donc de l'ordre de
\/1og M /n, vitesse caractéristique d’une inégalité oracle dite lente.

Remarque 2.2. Pour des erreurs de régression gaussiennes, on considére plutot
une inégalité de déviation propre aux variables aléatoires gaussiennes (voir
Bickel et al.| (2009)). Pour des erreurs de régression centrées et bornées, on peut
appliquer une inégalité de Hoeffding.
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2. Modéle a intensité multiplicative d’Aalen

En suivant la méme démarche que celle du modéle de régression additif, par
définition, pour tout (B3,v) in RM x RV,

CoNg, 4,) + Pen(Br) + pen(3z) < CulAas) +pen(B) + pen(y).  (2.98)

De fagon analogue, I'inégalit’e (2.98)) devient

M M
Koo Agny) + Y (B = B (£) + Y w185 — [BLsl)
j=1 j=1

+

WE

N
ALk = 1) Vo (O) + Y 61l = [Azk),
k=1

b
I
—

avec

Mt(f7) = Z/ Fi(Z:)dM(s) et vy (6;) = Z/ O(s)dM;(s).  (2.99)

Ces processus sont des martingales par rapport a la filtration F;. Ils requierent
donc 'application d’inégalités de Bernstein pour les martingales comme celles

présentées en Annexe (voir le théoréme [A.4)). En appliquant le théoréme
au processus 7, +(f;), on obtient

Plnel5) = (1 254 D Wil Ve ) S ] <€ (2100)

ot V,,+(f;) est le processus prévisible de 7, (f;) défini par

Vaa(fi) =n <mulfi) >= - Z/ (£,(Z:)*No(t, Z;)Yi(s)ds.

Ce processus prévisible dépend de la fonction inconnue \g. Il en est de méme
du processus prévisible de v, (). La démonstration nécessite donc une étape
supplémentaire de fagon a remplacer les processus prévisibles par leurs versions
optionnelles définies respectivement par

Vot () = il £ Z / (f;(Z:))dN (s) (2.101)

et

R (01) = nlvn (6] Z/ (0(1))2dN;(s). (2.102)

Nous avons ainsi établi les inégalités de Bernstein empiriques (2.28)), (2.29)), (2.69)

et (2.70) pour chacun des deux processus a controler. Des stratégies équivalentes
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dans différents modéles ont été considérées par Hansen et al.| (2012) et |Gaiffas &
Guilloux| (2012). Notre démarche de preuve s’inspire des preuves de ces derniers.
Nous renvoyons au Chapitre 2| pour une discussion détaillée sur chacune des
stratégies. Les poids w; et d; découlent de I’application des inégalités de Bernstein
via la contrainte |n,,(f;)| < w; (respectivement |v, .(6x)] < 0i) avec grande
probabilité. Les poids que nous obtenons ont une forme complexe dont nous
pouvons extraire 'ordre de grandeur :

Q

Wi

Nous renvoyons a la démonstration du Theorem [2.3] pour la fin de la preuve
permettant d’obtenir I'inégalité oracle lente (2.19) (la preuve est similaire a celle
de Bickel et al.| (2009) mais sur deux ensembles A et B pour chacun des deux
processus a contrdler).

Hypothéses aux valeurs propres restreintes (hypothéses RE) :

Les inégalités oracles rapides nécessitent une hypothése sur la matrice de Gram. En
effet, lorsque p > n, la matrice de Gram n’est plus inversible (voir Section au
Chapitre . L’hypothése des valeurs propres restreintes introduite par [Bickel et al.
(2009) dans le cas du modéle de régression additive est alors I'une des hypothéses les
plus faibles sur la matrice de Gram, permettant d’obtenir des inégalités oracles
rapides. Nous avons adapté cette hypothése a notre cadre de travail.

1. Modéle de régression additive
La matrice de design est définie par X = (f;(Z;));; pour ¢ € {1,...n} et
j €{1,..., M} et la matrice de Gram associée par ¥,, = %XTX.

Hypothése 2.1 (Condition RE(s,cy) pour le modéle de régression additif).
Pour un entier s € {1,..., M} et une constante co > 0, on dit que la condition
auz valeurs propres restreintes (Restricted Eigenvalue Condition) RE(s, co) est
vérifiée si
bT\Ilnb 1/2
0 < k(s,co) = min min ; (2.103)

JC{1,..,M}, beRM\{0}, b2
[JI<s  |bjeli<colbsl1

Nous renvoyons a la Section [1.2.1] de l'introduction de la thése pour une inter-
prétation détaillée de cette hypothése.

2. Modéle a intensité multiplicative d’Aalen
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La matrice de design associée & notre cadre de travail est définie par

O.(t) ... On(%)
Xt)=|x : : e RX(M+N)
O1(t) ... On(t)

ou X = (fj(Z;))1<j<m 1<i<n- Cette matrice de design fait intervenir les fonctions
des deux dictionnaires F3; et Gy. La matrice de Gram associée est alors définie
par

G, = % / ' XTCH)Xt)dt, avec C = (diag(Xo(t, Z;)Yi(t)))1<in-

Cette matrice de Gram est aléatoire, méme conditionnellement aux covariables.
Si nous avions appliqué directement I'Hypothése a la matrice de Gram G,,
nous aurions obtenus un k(s,cy) aléatoire. Pour contourner ce probléme, nous

avons appliqué une hypothése aux valeurs propres restreintes a E[G.,,].

Hypothése 2.2. Pour un entier s € {1,....,M + N} et une constante ro > 0,
E[G..] satisfait la condition auzx valeurs propres restreintes RE(s,rg) si :

bTE(G,)b)!/?
0 < Ro(s,rg) = min min (6" E(Gn)b) :
JC{1,...M+N}beRM+N\ {0}, b2
|7|<s |byel1<rolbsl1

Cette hypothése est plus faible que ’'Hypothése RE classique [2.1] Nous avons

montré que si la condition RE est vérifiée pour E(G,,), alors la version empirique
de la condition RE appliquée & G,, est satisfaite avec grande probabilité (voir

Lemme .

Cette version modifiée de la condition aux valeurs propres restreintes est nouvelle,
tant par sa forme que par son utilisation.

Remarque 2.3. Si on avait plutét considéré deux matrices de design, une asso-
ciée a chaque dictionnaire de fonctions au lieu de considérer la matrice par bloc
X (t) en supposant deux hypothéses RE, une sur chacune des matrices de Gram
associées a chaque dictionnaire, on aurait obtenu une inégalité oracle en

[1log a5, —log aolly s + 11£5, — foll7a-

Or ce n’est pas ce qui nous intéresse puisque pour prédire la durée de survie, on

a besoin d’un résultat sur le risque complet A5, .
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Introduction

In Part [ we have studied a one step procedure to estimate simultaneously both
parameters via a Lasso procedure. In this part, we consider a two-step procedure to
estimate both parameters in the Cox model. For the estimation of the regression pa-
rameter in a high-dimensional setting, we use the Cox partial log-likelihood combined
with a classical Lasso procedure as introduced in [Tibshirani (1997). While our first
objective is to predict the survival time from the whole hazard rate estimation, the
estimation of the baseline function has its own interest. We focus our attention on the
estimation of the baseline function.

I1.1 Framework

Let us clarify our framework. We consider the general setting of counting processes.
For i = 1,...,n, let N; be a marked counting process and Y; a random process with
values in [0, 1]. Let (2, F,P) be a probability space and (F;):>o be the filtration defined
by

Fi =0{Ni(s),Yi(s),0< s <t Z;i=1,...,n},

where Z; = (Z;1, ..., Zm,)T € R? is the Fy-measurable random vector of covariates of
individual 7. Let A; be the compensator of the process N; with respect to (F;)>0, SO
that M; = N; — A, is a (F;)i>o-martingale. We assume that the process V; satisfies the
Aalen multiplicative intensity model: for all £ > 0,

Ai(t) = /Ot Xo(s, Z;)Yi(s)ds, (2.104)

where )\ is an unknown nonnegative function called intensity.

We observe the independent and identically distributed (i.i.d.) data
(Zi, Ni(t),Yi(t),i = 1,...,n,0 < t < 7), where [0,7] is the time interval between
the beginning and the end of the study.

This general setting, introduced by |Aalen (1980), embeds several particular
examples as censored data, marked Poisson processes and Markov processes (see |An-
dersen et al.| (1993) for further details).

Remark 2.10 (Censoring case). In the specific case of right censoring, let (7;)i=1. »
be independent and identically distributed (i.i.d.) survival times of n individuals and
(Ci)iz1,..n their i.i.d. censoring times. We observe {(X;, Z;,0;)}i=1,..n, where, for all
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i =1,..,n, X; = min(T},C;) is the event time, Z; is the vector of covariates and
0; = Lip,<c,y is the censoring indicator. For ¢ = 1,...,n, the survival times T; are
supposed to be conditionally independent of the censoring times C; given Z;. With
these notations, the (F;):>o-adapted processes Y; and N; are respectively defined as
the at-risk process Y;(t) = 1;x,>¢ and the counting process N;(t) = 1x,<t5,=13 which
jumps when the ith individual dies.

In this framework, we consider the following Cox model for a vector of covariates
Z = (Zy,...Z,)".

No(t, Z) = ao(t) exp(B] Z), (2.105)

where Bo = (Bo,, - BOP)T is the vector of regression coefficients and « is the baseline
hazard function. In Part [, we have studied a one-step procedure to estimate simulta-
neously both parameters via a Lasso procedure. In this part, we consider a two-step
procedure to estimate both parameters in the Cox model. We know how to estimate
the regression parameter B¢y from the Cox partial log-likelihood using a classical Lasso
procedure. We focus our attention on the estimation of the baseline function. While
it is true that we need to estimate both parameters in the Cox model to predict the
survival time, in practice, the estimation of the baseline function has its own interest.
Let us describe a concrete example. In [Loi et al.| (2007) and Tian et al| (2012), the
considered data relate 414 patients with breast cancer among whom 277 are Tamoxi-
fen treated patients and the 137 others are untreated patients. The observed variables
are the time of relapse free survival, that can be right-censored, clinical variables, as
the age or the size of the tumor, and 44 928 levels of gene expression. The goal is to
predict survival time from relapse adjusted on the covariates. The estimation of the
baseline function allows on one hand to make a prognosis for each patient and on the
other hand to compare the baseline functions of the patients receiving Tamoxifen and
the one of the untreated patients in order to predict the survival time from relapse
adjusted on the treatment. In case of proportionality of the hazard functions in the
two groups, the treatment variable can be included as a covariate.

In the two following chapters, we propose two methods to obtain an adaptive
estimator of the baseline hazard function. For these two strategies, we establish non-
asymptotic oracle inequalities for the baseline function, in possibly high-dimensional
setting for By.

I1.2 Previous results

11.2.1 Preliminary estimation of 3y: previous results

The estimation of By has been widely studied for both small and high dimensions
of p. The usual procedures to estimate the regression parameter By are based on the
minimization of the Cox partial log-likelihood introduced by Cox! ((1972) and defined,
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for all B € RP, by

. B 1 n T eBTZi B n IBTZ?:
I*(B) = ﬁzzl/o log Sn(t,ﬁ)dNi(t)’ where S,,(t,3) = izle Yi(t).  (2.106)

This criterion allows to estimate By without having to know aq (see Appendix for
details). The estimator B of Bo is then defined by

8 — argmin{~13(8) + pen(8)}, (2.107)
BERP
: ~J 0 when p < n
with  pen(f) = { [',|B]1 in high-dimension when p > n, (2.108)
where T, is a positive regularization parameter and |8, = 7, [B;|. In high-

dimension, the procedure with the ¢;-penalization is a classical Lasso procedure for
the Cox model.

We refer to Andersen et al.| (1993), as a reference book, for the proofs of the
consistency and the asymptotic normality of B when p is small compared to n. In
high-dimension, when p > n, |Bradic et al,| (2012) have proved asymptotic results
for the Lasso estimator B More recently, Bradic & Song (2012) and Kong & Nan
(2012) have established non-asymptotic oracle inequalities and Huang et al. (2013)
have obtained non-asymptotic estimation bounds for the Lasso estimator.

11.2.2 Estimation of ag : previous results

Let B be an estimator of Bg. In a second step, one plugs the estimator ,C:I to obtain
an estimator of the cumulative baseline function Ay defined by Ay(t) = fot ap(s)ds.
This estimator is called the Breslow estimator and is defined, for ¢ € [0, 7], by

N A ty _

Ao(t, B) = / W20 4 N (), (2.100)
0 Sn(uaﬂ)

where Y = > Vi and N = > 7' | N; (see Ramlau-Hansen| (1983b) and Andersen

et al| (1993)). From Ay(.,3), an estimator of the underlying baseline function o can

be obtained by kernel function smoothing. The kernel function estimator for aq is

derived by smoothing the increments of the Breslow estimator. It is defined by

ab(1) = %/OTK(t ) dA(w, B), (2.110)

with K : R — R a kernel with integral 1, and h a positive parameter called
the bandwidth. This estimator has been introduced and studied by [Ramlau-Hansen
(1983a;;b)) within the framework of the multiplicative intensity model for counting pro-
cesses, thereby extending its use to censored survival data. |Ramlau-Hansen| (1983b)
has proved consistency and asymptotic normality results for this kernel estimator
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with fixed bandwidth. In (2.110), both the kernel K and the bandwidth A have to
be chosen. The kernel function frequently used is the Epanechnikov kernel function
K(z) = 0.75(1 — 2*)1{4<1; but other kernel functions as the Gaussian kernel or the
uniform kernel exist and can be chosen.

The choice of the bandwidth is more crucial. Ramlau-Hansen| (1981)) has suggested
the cross-validation method to select the bandwidth but without any theoretical gua-
rantees. For randomly censored survival data, Marron & Padgett| (1987) have shown
that the cross-validation method gives the optimal bandwidth for estimating the den-
sity in the sense that the ratio between the integrated squared error obtained by the
cross-validation bandwidth and the infimum of the integrated squared error obtai-
ned by any bandwidth converges to one almost surely. (Grégoire (1993) has considered
the cross-validated method suggested by Ramlau-Hansen| (1981)) for the adaptive es-
timation of the intensity of a counting process and has proved some consistency and
asymptotic normality results for the cross-validated kernel estimator. However, all the
results for the adaptive kernel estimator with a cross-validated bandwidth are asymp-
totic. No non-asymptotic oracle inequalities have to date been stated for the kernel
estimator of the baseline function and more generally no theoretical adaptive results
have been established for the baseline function. In addition, to our knowledge, the

construction of dg has not yet been considered for high-dimensional covariates.

I1.3 Our contributions

In the two following chapters, we propose two strategies to obtain adaptive esti-
mators of the baseline function o in a high-dimensional setting for Bg: one is based
on model selection and the other on adaptive kernel estimation. Both are two-step
procedures, with a common preliminary step that consists in the estimation of the
regression parameter By and a second step devoted to the estimation of the baseline
hazard function.

In the first preliminary step, the regression parameters 3y is estimated with a
Lasso procedure applied to the Cox partial log-likelihood . The Lasso estimator
B of By is then defined by and . We rely on a non-asymptotic estimation
bound from Huang et al| (2013)) (see Appendix [A|for details) to obtain an estimation
bound on B — B for the Lasso estimator.

Our contributions focus more on the second step, which is specific to both ap-
proaches described in the two following chapters. In Chapter [3| we consider a selection
model procedure, based on the minimization of a penalized contrast, to estimate the ba-
seline function a. We obtain a penalized contrast estimator. In Chapter 4] we consider
the usual kernel estimator of the baseline function defined by (2.110]), and we consider
the Goldenshluger and Lepski procedure (see (Goldenshluger & Lepskil (2011))) to select
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a data-driven bandwidth. We establish non-asymptotic oracle inequalities, warranting
the theoretical performances of our two estimators. These oracle inequalities depend
on the non-asymptotic control of ﬁ — Bo for the /1-norm described just above. Lastly,
in Chapter [5, we compare the practical properties of our estimators on simulated data
and then, we apply them to the real data from [Loi et al.| (2007)) on the breast cancer
described above.
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Abstract. The aim of this chapter is to propose an adaptive estimator of the ba-
seline function in the Cox model in a high-dimensional setting. Towards this end, we
consider a two-step procedure, but different from the usual used procedure: first, we
estimate the regression parameter in the Cox model via a Lasso procedure in high-
dimension using the partial log-likelihood, secondly, we plug this Lasso estimator into
a least-squares type criterion and use model selection methods to obtain an adaptive
penalized contrast estimator of the baseline function. Using non-asymptotic estima-
tion results stated for the Lasso estimator of the regression parameter, we establish a
non-asymptotic oracle inequality for this penalized contrast estimator.

Résumé L’objectif de ce chapitre est de proposer un estimateur adaptatif du risque
de base dans le modéle de Cox dans un cadre de grande dimension. Pour ce faire,
nous considérons une procédure en deux étapes, mais différente de celle habituelle-
ment utilisée: d’abord nous estimons le paramétre de régression du modéle de Cox par
une procédure Lasso en grande dimension en utilisant la pseudo-log-vraisemblance,
ensuite dans un deuxiéme temps, nous injectons l’estimateur Lasso dans un critére du
type moindres carrés et utilisons des méthodes de sélection de modeéles pour obtenir
un estimateur adaptatif par contraste pénalisé du risque de base. En utilisant des ré-
sultats en estimation établis pour ’estimateur Lasso du parameétre de régression, nous
établissons une inégalité oracle non-asymptotique pour cet estimateur par contraste
pénalisé.
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3.1 Introduction

Let us consider the Cox model and the framework of counting processes
described in the general introduction of Part [[I} In this chapter, we apply a model
selection procedure to estimate the baseline hazard function «g. This procedure relies
on a preliminary first step, which consists in estimating the regression parameter Bg
using the Lasso procedure described by and ([2.108).

Then, in the second step, we propose a strategy based on model selection for the
estimation of the baseline function in the Cox model. Having its origins in the works of
Akaike| (1973) and Mallows (1973), the theory of model selection has been formalized
by Birgé & Massart| (1997) and Barron et al.| (1999) for the estimation of densities and
regression functions. We can also refer to the book of [Massart| (2007)) as a reference
work on model selection. In survival analysis, the model selection has also been docu-
mented. Letué| (2000)) has adapted these methods to estimate the regression function
of the non-parametric Cox model, when p < n. More recently, Brunel & Comte (2005),
Brunel et al.| (2009)), Brunel et al.| (2010]) have obtained adaptive estimation of densities
in a censoring setting. Model selection methods have also been used to estimate the
intensity function of a counting process in the multiplicative Aalen intensity model
(2.104) (see Reynaud-Bouret| (2006) and Comte et al. (2011)). However, the model
selection procedure has never been considered, to our knowledge, for estimating the
baseline hazard function in the Cox model. We propose to estimate the baseline func-
tion via a model selection method in high-dimension. Our contribution is, on the one
hand, to consider a high-dimensional setting, and on the other hand, to focus on the
baseline function of the semi-parametric Cox model. Using this two-step procedure,
we provide a penalized contrast estimator, for which we establish a non-asymptotic
oracle inequality in a high-dimensional setting for the regression parameter Bg. This
inequality depends on a non-asymptotic control of 3 — By in ¢;-norm, stated from an
estimation inequality of Huang et al.| (2013).

The chapter is organized as follows. In Section we describe the estimation
procedure. Section provides non-asymptotic oracle inequalities on the estimator of
the baseline hazard function ag, in a high-dimensional setting for Bg. Section is
devoted to the proofs: we state some technical results, then we establish the two main
theorems and lastly we prove the technical results. Finally, in Appendix [A] we describe
the non-asymptotic estimation inequality of Huang et al.| (2013), and explain how we
have adapted it to establish a non-asymptotic prediction bound with large probability
and how we have extend this result to unbounded counting processes.
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3.2 Estimation procedure

After introducing some assumptions on the framework, we briefly recall the first
preliminary step of our procedure: the estimation of the regression parameter By in
high-dimension. Then, we focus on the second step of the procedure: the model se-
lection estimation of the baseline function. This estimation procedure involves the
minimization of a contrast, which is tuned to our model. In the third part of this
section, we explain the choice of the contrast and describe the estimation procedure
of the baseline function.

3.2.1 Assumptions and framework

Before defining the estimation procedure, we need to introduce some assumptions
on the framework defined in Subsection [Il1 in the introduction of Part [I. We define
the standard L2 and L>°-norms, for o € (L2 N 1L°°)([0, 7]):

HOéH%Z/ a(t)dt and |lalle, = sup |a(t)].
0

tel0,7]

For a vector b € R?, we also introduce the ¢;-norm [b]; = >°%_, |b;].

Let Z € RP denote the generic vector of covariates with the same distribution as
the vectors of covariates Z; of each individual ¢ and by Z; its j-th component, namely
the j-th covariates of the vector Z. Similarly, we denote by Y the generic version of
the random process Y; with values in [0, 1].

Assumption 3.1.

(i) There exists a positive constant B such that
|Z;| < B, Vje{l,..p}

In the following, we denote A = [—B, BJP.
(ii) The vector of covariates Z admits a p.d.f. fz such that sup, |fz] < f1 < +oo.
(iii) There exists fo > 0, such that for all (t,z) € [0,7] x A,

EY(1)]Z = 2fz(2) = fo.

(iv) There exist a preliminary estimator fo of fo and two positive constants Cy > 0,
ng > 0 such that

P(|fo — fol > fo/2) < Co/n® for any n > ny.

(v) For allt € [0,7], ap(t) < ||ao|]oor < +00.
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Remark 3.1.

(1)

(ii)

(iii)

(iv)

v)

Assumption . is a classical assumption in the Cox model to obtain non-
asymptotic oracle inequalities (see Huang et al| (2013) and Bradic & Song
(2012)). In addition, this assumption seems reasonable since in practice the co-
variates are bounded.

With the introduction of the p.d.f. fz in Assumption . we can rewrite the

deterministic norm as
ol = [ [ a*@e Bl ()12 = 2)f2(z)dzdr
0 JA

In the specific case of right censoring, for T" the survival time and C' the censoring
time, we can write

EY(1)|Z = z) = E(lyrno=n|Z = 2) = (1 = Friz(1)(1 = Geyz(t-)),

where Fpz and G|z are the cumulative distribution functions of T'|Z and C|Z
respectively. It is known (see Andersen et al.| (1993)) that the Kaplan-Meier
estimator is consistent only on intervals of the form [0, 7], where 7 < sup{t >
0, (1 = Friz(t))(1 = Geiz(t)) > 0}. Hence when we can take 7 = 7 and when fz
is bounded from below on A, there exists fo > 0, such that

V(t,z) € [0,7] x A, E[Y(1)|Z = 2]fz(2) = fo,

so that Assumption . is verified in this specific case.

Assumption . allows to compare the natural norm of the baseline function
induced by our contrast ||.||ze to the standard L*norm (see Proposition [3.3)).

Assumptions 3.1|[(ii){(v)| are classic and required when we are interested in inten-
sity functions of counting processes in presence of covariates. Such assumptions
are considered for example in (Comte et al.| (2011)).

In density estimation by penalized least squares model selection, the infinity
norm of the true density is also assumed to be finite and appears in the penalty
term (see [Massart| (2007)).

3.2.2 Preliminary estimation of 3,

Let us describe the first preliminary step of our procedure on the estimation of the

regression parameter Bg in high-dimension. We consider a classical Lasso procedure
defined in the Introduction of Part [lI| by (2.107) and (2.108]) to estimate Bo.
We now describe assumptions on 3 and 3g, required to ensure the existence of the

estimator of the baseline function defined in the second step.
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Assumption 3.2.
(i) B € B(0, Ry), where B(0, Ry) is the ball defined by

B(O, R1> = {b e R?: |b|1 < Rl}, with Ry > 0.
On this ball, the procedure becomes

8= argmin{~I5(8) + pen(@)}, with pen(8) =B,  (3.1)
BeB(0,R1)

(zz) ’ﬁo’l < R2 < 400.
We denote R = max(R;, Rs), so that
B - Boli 2R as. (3.2)

Such conditions have already been considered by van de Geer| (2008) or |[Kong & Nan
(2012). Roughly speaking, it means that we can restrict our attention to a ball in a
neighborhood of B¢ for finding a good estimator of By.

We establish a non-asymptotic estimation bound with large probability for the
Lasso estimator. This result is obtained from an estimation inequality stated by Huang
et al. (2013) on a set. We have extended their result, by calculating the probability
of this set in the case of unbounded counting processes. See Appendix [A] for further
details.

Proposition 3.1. Let k > 0, ¢ > 0 and s := Card{j € {1,...,p} : By, # 0} be the

sparsity index of Bg. Under Assumptions and and Assumptions -
with probability larger than 1 — cn™%, we have

O nk
18— Boly < C(s)y/ 8P (3.3)

n

where C(s) > 0 is a constant depending on the sparsity indez s.

This proposition is required to establish a non-asymptotic oracle inequality for the
baseline function. It is proved in Appendix [A]

Assumption 3.3. We assume that p = o(e").
Remark 3.2. Assumption ensures that

- los(np)

n—oo n

=0.

This assumption seems reasonable, since for higher p, we achieve the ultra-high di-
mension defined by Verzelen (2012)), for which the expected rates of convergence in
the oracle inequalities are not reached anymore.

In the rest of the chapter, we assume that the conditions of Proposition [3.1] are
fulfilled, so that 3 satisfies Inequality 1) with high probability. This bound will be
intensively used for the estimation of «y.
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3.2.3 Estimation of «

We now come to our main subject that is the estimation of the baseline function
ap via a model selection procedure. This procedure is based on the minimization of a
contrast. Before describing the model selection procedure, let us introduce our contrast
and explain this choice.

Definition of the estimation criterion

We estimate the baseline function oy using a modified least-squares
criterion adapted to our problem. More precisely, based on the data
(Z;, Ni(t),Yi(t),s = 1,..,n,0 < ¢ < 7) and for a fixed B, we consider the em-
pirical least-squares type given for a function o € (L2 N 1L>°)([0, 7]) by

Calen ) = =23 /OTC“(t)dNi(t) by / PO A (. (3.4)

In survival analysis, other recent papers are based on least-squares model selection,
such that Reynaud-Bouret| (2006)) or |Comte et al.| (2011). In particular, Comte et al.
(2011)) have considered a least-squares type adapted to their problem of estimating the
whole intensity Ao(., Z), and their criterion is obtained by applying the least-sqares to
the function A(., Z), which can be defined by A(t, Z) = a(t)eﬁTZ in the specific case
of the Cox model. We consider here another form of criterion since we remove from
their contrast a term in e Z. This does not modify its properties but allows to derive
suitable results.

Let us define a deterministic scalar product and its associated deterministic norm
for a1, ap and a functions in (L2 N 1L°°)([0, 7]):

(@0sdan = [ en(toaBE 7Y ()
ol sy = /OTaQ(t)E[eﬁTZY(t)]dt- (3.5)

A similar deterministic norm has already been introduced by |[Reynaud-Bouret| (2006)
to take into account the scarcity of the observations at its right-hand end and then by
Comte et al.| (2011). The main difference between our norms and the one being defined
in those works is that their deterministic norms are weighted by E[Y(.)], when our is
weighted by E[e? 2Y ()]

Using the Doob-Meyer decomposition N; = M; + A; and according to the multipli-
cative Aalen model , we get:

E[Cu(at, Bo)] = lletl[Ge — 2{ct, ao)aer = |l — axol[Ger — [levol[Ger

which is minimum when « = «g. Hence, minimizing C,,(., Bo) is a relevant strategy to
estimate «y.
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Model selection

The idea of model selection is to estimate the baseline hazard function oy by
minimizing the empirical least-squares criterions C,,(c, B) over a finite-dimensional
function space S,, and then by selecting the appropriate space by penalization. We
now describe it formally in our context.

Collections of models. Let M, be a set of indices and {S,,,m € M,} be a
collection of models:

Sm={a:a= Z aj'ey',ait € R},
J€JIm
where (¢7")je,, is an orthonormal basis of (IL? NIL>°)([0, 7]) for the usual Ly(P)- norm.
We denote D, the cardinality of S,,, i.e. |J;u| = Dp.

Sequence of estimators. Let us consider 3 the Lasso estimator of B¢ defined by
(3.1). For each m € M,,, we define the estimator
ézﬁ = argmin{C,(a, B)}. (3.6)

aESy,

The projection of g on .S, with respect to the deterministic scalar product satisfies
for all B € RP
of = argmin E[C,(c, B)],

QESm
and we remark that

af = arg min E[C,,(a, B,)] = arg min||a — ao|[7;- (3.7)
a€Sy, a€Sm

Inequality for one model. To describe our procedure, we start by assuming that
Bo is known and then we state an upper bound for the risk on each fixed model. To
this aim, set 420 = argmin, g {C(, Bo)} for m € M,,.

Proposition 3.2. Let Assumptions -@ Assumption and Assumptions
[3.4[(7) hold. For any m € M,, fized
D, | Ky

Ellap — aollge < Killag? — aollge + 5(1 + |lao]l) —

for any n > ng, where ng is a constant coming from Assumption . Ky is a nu-
merical constant and Ky a constant depending on 7, ¢, ||ao||sers fo, E[e? %], E[e*P6 7],
B, |Bol1, s and ky a constant from the Biirkholder Inequality (see Theorem [3.5).

In this inequality, we recognize the bias term defined by ||a2° —ayl|%,,, the variance
term of order D,,/n and a residual term, which is negligeable in relation to the first
two previous terms.
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Model selection. The relevant space is automatically selected by using following
penalized criterion

P = arg min{Cn(di, B) + pen(m)}, (3.8)
’ITLEMn

where pen : M,, — R will be defined later. From Proposition [3.2] we can justify heu-
ristically this procedure on the same principle as the Mallows’ heuristic (see [Mallows
(1973))), assuming for the sake of simplicity that B is known. The idea is the following:
we are looking for the model S,,, such that [|af° —ag||2,, +CD,,/n is minimum, where
C > 0 is a constant. This is equivalent to look at the minimum of —||a®|| e +C D, /1.
Since —|[aP?]|4¢ is unknown, we heuristically replace it by C, (4, B) + CD,, /n.
B

Final estimator. The final estimator of «q is then écm 5

Let us say few words on the optimisation problem. Denote by an the random

G = )P 2y (t)dt . 3.9
ch= (33 [ emandEviow) | 39)

By definition, the estimator o?;i is the solution of the equation GiAi =T,,, where

Gram matrix

A= @en, and Tw= (2 (o) @)

JjE€EIm

The Gram matrix Gén may not be invertible in some cases. Hence we consider the set

. . e~ BlBolg=BlBo—Blr
HE = {min Sp(GY,) > max (foe : g ,%> }, (3.11)

where Sp(M) denotes the spectrum of matrix M. From Assumptions B2ONGD] on
the set 7-[5 the matrix G'6 is invertible and 045 is thus uniquely defined as

a8 _ ) a8 minges, {Ca(e, B)} on 7:[?"”3
m 0 on (Hgb)c

Assumptions and examples of the models

The following assumptions on the models {S,, : m € M,} are usual in model
selection techniques (see (Comte et al. (2011]) for example) and rather weak. They are
verified by the spaces spanned by usual bases: trigonometric basis, regular piecewise
polynomial basis, regular compactly supported wavelet basis and histogram basis. We
refer to Example for a description of histogram and trigonometric models, and to
Barron et al.| (1999) and Brunel & Comte| (2005) for the other examples.
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Assumption 3.4.
(i) For allm € M,,, we assume that

D < V1

~ logn’

(ii) For all m € M,, there exists ¢ > 0 such that for all o in S,

sup [a()? < 6D, / " a2(n)dt.
0

te[0,7]

(iii) The models are nested within each other: Dy, < Dy, = Sy C Sm,. We denote
by S, the global nesting space in the collection and by D, its dimension.

Remark 3.3. Assumption . ensures that the sizes D,, of the models are not too
large compared with the number of observations n. This assumption seems reasonable if
we remember that D,,, is the number of coefficients to be estimated: if this number is too
large compared to the size of the panel, we cannot expect to obtain a relevant estimator.
Assumption implies a useful connection between the standard L2-norm and the
infinite norm. Assumption implies that Vm,m' € M,,, S,, + S, C S,,. This
condition is useful for the chaining argument used by Comte et al. (2011) to prove
Proposition . In addition, we have from Assumption . that D,, < /n/logn.

We consider as examples the histogram basis and the trigonometric basis for which

Assumptions [3.4[(D)H(ii)] are satisfied.

Example 3.1.
1. Consider the histogram basis, defined for j =1,...,2™, by

m 1 m
@y (t) = 72 P G—1)rjam jrjom ().

In this case, the cardinal of S,, is D,, = 2™ and Assumption is satisfied
foro=1/t.

2. Consider the trigonometric basis,

pi(t)  =/2/T,
g02j(t) = +/2/7Tcos(2mjt/T),  forj >1,
waj11(t) = /2/Tsin(2njt/T),  forj > 1.

For this model, D,, = m and Assumption is satisfied for ¢ = 2/7.
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3.3 Non-asymptotic oracle inequalities

In this subsection, we establish non-asymptotic oracle inequalities for the estimator
of the baseline function in the Cox model. As a preliminary result, we first establish,
a non-asymptotic oracle inequality for the baseline function in the easier case where
the regression parameter Bq is assumed to be known. This oracle inequality is mainly

stated for a better understanding of the main case. Then, we establish our main result:
B

a non-asymptotic oracle inequality for the estimator dmﬁ‘ of the baseline function of

the Cox model.

3.3.1 Preliminary result : oracle inequality for the estimator

~Bo .
Q. , when fy is known

In the specific case of known By, the estimation criterion (3.4) becomes

2 [T I~ [T T
Cu(a, Bo) = —52/0 Oé(t)dNi(t)'i_ﬁ;/o a2 (t)efS Ziy;(1)dt,

and then, for each m, we define

aPo = arg min{C,(c, By)}. (3.12)

aESm

We recall that
aPo = arg min E[C,(a, By)].

aESy
The relevant space is automatically selected by using the following penalized criterion
i = arg min{C,, (&7, By) + pen(m)}, (3.13)
meMy,

where pen(m) is defined in Theorem (3.1). The final estimator is dgfgo. We now state

for &ﬁm‘go the following non-asymptotic oracle inequality.

Theorem 3.1. Let Assumptions [3.J[(I{{(v), Assumption [3.3](it] and Assumptions
. hold. Let dgloﬁo be defined by and (3.15) with

Dy,
pen(m) = Ko(1 + [laoloer) =

where Ky is a numerical constant. We have for any n > ngy, with ng a constant defined

in Assumption
. . C
E[[|a2%, — aol[G] < ko inf {[lag — a2[[G, + 2pen(m)} + o (3.14)

where ko is a numerical constant and C a constant depending on 7, ¢, ||ao||sors fo,
E[eﬁgz], ]E[e%gz}, B, |Bol1, s and Ky, a constant coming from the Biirkholder Inequality

(see Theorem[3.3).
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This inequality reveals all the usual terms of a classical non-asymptotic oracle
inequality. The bias term defined by ||ag — aﬂ°||§et decreases with the dimension D,,
of the model S,,, and even faster than oy is regular. The variance term pen(m) is of
order D,,/n, so that it increases with D,,. The rate of convergence is then of the same
order than the one obtained in Proposition for one model: there is no loss when we
select one model among a collection with the model selection procedure . Lastly
the residual term of order 1/n is negligible compared with the two previous terms.

3.3.2 Non-asymptotic oracle inequality for the baseline hazard
function «y

@5

Now, let us state the main theorem. The estimator 5 satisfies the following

non-asymptotique oracle inequality.

Theorem 3.2. Let Assumptions @ Assumptions[3.2[(i}{(i1), Assumption[3.5
and Assumptions - (i1 ) hold. Let diB be defined by (‘3%) and (5’.%) with

Dy,
pen(m) := Ko(1 + ||a0||0077)77 (3.15)

where Ky is a numerical constant. Then, for any n > ng, with ng a constant defined

in Assumption

NG . C
E(16%, — collfal < ko inf {llag — af®|f3,, + 2pen(m)} + —* + G (s)

log(np)

, (3.16)

where ko is a numerical constant, Cy and Cy(s) are constants depending on T, ¢,
0] [oe,r fo, E[e#Z], E[e 2], E[e' 2], B, |Bo|y, the sparsity index s of Bo and r
a constant coming from the Birkholder Inequality (see Theorem .

We refer to Subsection for precisions about C; and Cy(s). We recognize the
bias term, the variance term of order D,,/n and a residual term of order 1/n. We
obtain an additional term with regard to Theorem [3.1] This term is of order log(np)/n.
This term comes from preliminary estimation of the regression parameter By in high-
dimension and from the non-asymptotic control of | ,é — Bo|1 given by Proposition
The bound obtained for this error is of order log(np)/n, which explain the order of our
remaining term. We should also have write Inequality before using the bound

of control (3.3)) and get:
B 2 . Bo||2 Ch Il A 2
Elllas — ollae] < ko inf {[lao — an?llie, +2pen(m)} + — + GE[B — Boli].

This inequality makes clearer the role of the first step of the procedure in the

control of the estimator dfh 5 of the baseline function. In Inequality (3.16)), the re-

sidual term log(np)/n gives the order of the loss depending on the dimension of
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p; the rate of convergence is slower when we reach the ultra-high dimension with

p > n (more precisely, from Verzelen (2012), the ultra-high dimension is reached

when slog(p/s)/n > 1/2, where s is the sparsity index of Bp). The remaining term

log(np)/n is characteristic of the high-dimensional setting. Inequality provides

the first non-asymptotic oracle inequality for an estimator of the baseline function.
B8

This inequality warrants the performances of our estimator @mﬁ'

Corollary 3.1. Assume that aq belongs to the Besov space By ([0, 7]), with smooth-
ness . Then, under the assumptions of Theorem

where C' and Cy(s) are constants depending on 7, ¢, ||0]|oers fo, E[e® %], E[e?P6 2],
]E[e‘mgz], B, |Bol1, the sparsity index s of Bo and Ky a constant from the Birkholder
Inequality (see Theorem[3.3).

Proof. From Proposition and the proof of Corollary 1 in Comte et al.| (2011), we
deduce that

. |Bol1 - ~ D ~ 1 ( )
R e N . _ m og\np
E[|la7 5 — aollf) < “—Ellla%; — aoll3] < clmlenﬂgn{Dm” - 7} + Cofs) 20,
and since
Dm __2y
inf {D;@Z"’ + —} =n 2+,
meMy n

we finally get the corollary. m

Remark 3.4. From Reynaud-Bouret| (2006]) for an intensity function without cova-
2
riates, we know that the minimax is n~ 741, We infer that this would also be the

optimal rate in our case when the term log(np)/n is negligible. However, when the
high-dimensional is reached, the remaining term log(np)/n is not negligible anymore
and there is a loss in the rate of convergence, which comes from the difficulty to
estimate 3g.

3.4 Proofs

3.4.1 Technical results

In this section, we introduce some propositions and lemmas that are necessary to
prove the theorems. Their proofs are postponed to Subsection |3.4.3
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Let us first introduce the random norm revealed from the contrast (3.4) and asso-
ciated to the deterministic norm defined by (3.5)), and its associated scalar product:
for a, a; and ay functions in (L2 NL>)([0, 7]) and B € R fixed,

I [T Ty,
ol = 3 3 [ o*0 Vit (3.17)
i=1 70

I [T ,
(o1, 02)ranagy = EZ/O a1(t)oz2(t)e'6TZ’Y;(t)dt,
i=1

Subsequently, to relieve the notations, we denote ||.||rand := ||-|[rand(8,) and the same
holds for the associated scalar product. We state a key relation between (., .),qnd(3)
and C, (., B). By definition, for all m € M,, and 3 € RP,

Co (82 5, B) + pen(ii®) < C, (62, B) + pen(m) < C, (e, B) + pen(m),  (3.18)
where mP = arg min,,cuq, {Cn (&2, B) + pen(m)}. Now, we write that

Cn(dﬁmﬁa /6) - Cn(agoa ﬁ)

-y /J(é«ia — ) (OAN() + > /J(aﬁ’hﬁ (1) — a0 (1)) %Y, (1)

Using the Doob-Meyer decomposition, we derive that
Co(A5,8) = Culaf, B)

mBr
— 2(62 5 — P, ) rand + 162 5] Panaca) — |02

QVTL(OA‘EW@ - 04510)7

rand(3

where v, («) is defined by

_ %Z /0 " a(t)dMi(t). (3.19)

It follows that
Cn(é‘gmﬁ) - CN(O‘?@O’ ) = ||Oé B Oéﬁ ||rand(ﬁ) QVTL(OA/ZB - arﬁno)
+2(62 5 — a® a0, s — 2065 5 — a2 ag)rana. (3.20)

Let us now introduce the following events :
1
Alz{ae&l:‘” O |rana 1‘ S—}, and =
||a||det 2 f

el s 1
No=Laes,: |——rmdB 4l (3.22)
’ { ‘Hall 2

rand

On the sets A; and A, we have a relation between the random ||.||,qne and the determi-
nistic [.|[ger norms and between the random norms |[.[|rena and [|.|[,4,q4(5) respectively.
The following proposition state a relation between the deterministic norm and
the standard L2-norm:
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Proposition 3.3 (Connections between the norms). From Assumptions [3.1][(1),
and we deduce the following connection between the deterministic norm and the
standard IL2-norm:

foe PPl ||al 5 < [lall3, < Ele® ?)||al3 < ®I%hjal|3.
The proof of this proposition is immediate.

Results used in the proofs of Theorems and
Recall that for all 8 € RP,

. £ «—Bl|Bol1o—BlBo—Bl1
1P — {min Sp(G?)) > max (foe 68 %) }

The two following lemmas ensure the existence of the estimators ‘5‘?;360 and di 5 Tes-

pectively on A; NQ and on A1 N A N Q.

Lemma 3.1. Under Assumptions @ Assumption and Assumptions
. forn > 16/(foe™BIPol)2 the following embedding holds:

ANQCHNQ,  where H = FL?—A@O
meMy
Lemma 3.2. Under Assumptions -@ Assumptions . and Assump-
tions . forn > 16/(foe3P%)2, the following embedding holds:

AlﬂAgﬁQC"}:{BﬂQ, where';':[B = N 7:[51
mEMn
From these lemmas, for all m € M,,, the matrices Gfrf and Gén are invertible

respectively on Ay N Q and Ay N Ay N Q, and thus the estimators of oy are well
defined. Proofs of Lemma B.1] and [3.2] are available in Subsection 3.4.3]

The two following propositions bound the quadratic difference between dﬁm‘go or

di 5 and aPo for m € M, respectively on the complements of A; N Q and of
Ny =A1NANQNQk,

where %, (the indice H is for "Huang", since the set has already been defined by
Huang et al.| (2013)), is defined for £ > 0 by

n

Qﬁz%ﬁ—mhéc@ Eﬁ@ﬂ}, (3.23)

for a constant C(s) depending on the sparsity index of Bg. From Proposition
P(Q%) > 1—cn™" for a constant ¢ > 0. Now, let us state the two following propositions.
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Proposition 3.4. Under Assumptions . (v), Assumption and Assump-
tions [34(7)

E(lla2%, — af |l Lairay] < e/n, (3.24)

m

where ¢, is a constant depending on 7, ¢, ||awl|cor, fo, E[e® %], E[e*?5 %], B, |Bol:
and Ky a constant that comes from the Biirkholder Inequality (see Theorem .

Proposition 3.5. Under Assumptions . (v), Assumptions and As-
sumptions

E[l|a2; — abelfZalsg] < &/n, (3.25)

where & is a constant depending on T, ¢, ||o||oers fo, E[e® %], E[e*?5Z], B, |Bol1,
the sparsity index s of Bo and Ky, a constant that comes from the Biirkholder Inequality

(see Theorem[3.3).

The proofs of Propositions [3.4 and [3.5] are similar. We refer to Subsection [3.4.3] for
the proof of Proposition A detailed proof of Proposition [3.4]is available in

(2011)). These two propositions are directly used in the proofs of Theorems
and 3.2 in Subsection [3.4.2

Usually, in model selection (see for instance Massart| (2007)), the penalty is ob-

tained by using the so-called Talagrand’s deviation inequality for the maximum of
empirical processes. In the empirical process (3.19)), the martingales M;, i = 1,...,n,
are unbounded, Thus, we cannot directly use the Talagrand’s inequality. We consider

the following proposition proved in |Comte et al. (2011)). To obtain an uniform devia-
tion of v,(.), Comte et al.| (2011)) have used tools from [van de Geer| (1995) to establish
Bennett and Bernstein type inequalities and a L%(det) — L°° generic chaining type of

technique (see |Talagrand| (2005) and (2010)).

Proposition 3.6. Let m,m' € M,,. Define

Bt 1(0,1) = {a € Sy + 5, ||a]faer < 1} (3.26)
Under the assumptions of Theorem[3.1], there exists k > 0 such that for

p(m,m') = Kio<pen<m> + pen(m')), (3.27)

where the constant Ky and pen(m) are defined in (3.15), then
2 / Cs
S E(( s v2e)—plmm)) 1a) <2
+

m'eM, OCEB:ff’m, (0,1) n

forn large enough, where Cs is a constant depending on fo, E[e%6 2], B, |Bol1, ||ao]|s.r
and the choice of the basis.
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These propositions are applied to prove Theorems [3.1] and [3.2] We admit the proof of

this proposition and refer to Comte et al.| (2011) for a detailed proof of this result.

We need Proposition to prove Theorem [3.2} the empirical centered process
N, aP0), defined by

n

mo(a0fe) = =57 (Ui aff) ~ E[U(0,00))),

=1

where )

Us(a, o) = ( /0 ' a(t)a (t)e% ZiY;(t)dt)

appears in the proof of Theorem [3.2] when we control the difference between the scalar
products (., .)rand —(-, -)rand(z) (Se€ Subsection 3.4.2). Proposition 3.7 allows to control
this process.

Proposition 3.7. Let introduce the ball B&(0,1) C S, defined by
BY0,1) ={a €S, : ||al|aer < 1}. (3.28)
Under Assumptions and Assumption we have

] 1 E[e%5 Z)|| o] |4
- n

- (o P o 2

sup 1, (ar, a20)?
aeBlet(0,1)

Proposition [3.7] is proved in Subsection [3.4.3]

Technical lemmas for the proofs of Proposition [3.4| and [3.5
In order to prove Propositions [3.4 and [3.5] we need three lemmas:

Lemma 3.3. Under Assumptions [3.1[(iH(v), Assumptions [3.3](i}i(ii) and Assump-
tions [3.4(7) we have

E[[|a7]13] < Cyn,

where Gy is constant depending on ||a||s.r, 7, E[e%0 Z] and E[e*?5 2], ry, the constant

of the Biirkholder Inequality (see Theorem and on the choice of the basis.

Lemma 3.4. Under Assumptions and Assumptions we have

(A1)

o _C
P(A]) < Zk Vk > 1,

where C,gAl) is a constant depending on fo, B and |Bol:.
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Lemma 3.5. Under Assumptions -@ Assumptions . and Assump-
tion [3.3, we have for n large enough,

(A2)
Ok—a Vk 2 ]-7

nk

P(A3) <

where the constant CIEA2) depends on T, ||| |oer and E[e6 Z].

The first two lemmas are required to prove Proposition and we need to add the
third one to prove Proposition [3.5] The three lemmas are proved in Subsection [3.4.3]

A classical inequality: the Biirkholder Inequality

The last technical result is a Biirkholder Inequality that gives a norm relation
between a martingale and its optional process. We refer to |Liptser & Shiryayev] (1989)
p.75, for the proof of this result.

Theorem 3.3 (Biirkholder Inequality). If M = (M, Fi)i>o0 is a martingale, then there
are universal constants v, and ky (independent of M ) such that for every t > 0

WV IMill2 < [[Mil < ol VM |2,

where [M]; is the quadratic variation of M,.

This theorem is used to prove Lemma and in the oracle inequalities of Theorem
3.1 and [3.2] the constants depend on £,

3.4.2 Proofs of the main theorems

Proofs of Proposition and Theorem

The proof of Proposition [3.2] is very similar to this of Theorem [3.1] So, we only
prove Theorem and it suffices to consider only one model in the following proof to
establish Proposition [3.2]

We have the following decomposition

aollzed] < 2llao — af? ||, + 2E[l[a0k, — afellZalaine)]
+ 2B[]|a0%, — abe |7 L], (3.29)

E[||a/p, —

where Ay and 2 are defined by . The first term in (3.29) is usual and is referred
to as the bias term. The last term is controlled via Proposition [3.4 We now focus
on the second term E[deh‘go — a2 1 (a,n0)]- According to Lemma as soon as
n > 16/(foe~FlPl1)2 the estimator &%, of ay is well defined. From (3.18) and ,
with 3 = B¢, we have for all m € M,,,

ﬁo”rand 2<Oéﬁoﬁo_04ﬁ0 040—(1510>mnd+21/n(06ﬁgo—06 )—i—pen( )—pen(mﬁo),

(3.30)

Ha‘ﬁo
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where v,(.) is the empirical process defined by Equation (3.19). From ([3.30]), using the
classical inequality 2zy < bz? + y*/b with b > 0, we obtain

Hamﬁo BO | irand —_ i |amﬁo afno i |7‘and + 4| |O[0 - aﬂo | |rand + pen( ) pen<mﬁo)

TBnOHZet +4 sup V?L(a)7
aeBdet. 5o (0,1)

m,m

n | |Oém50

also rewritten as

| [Fana < 4l — a0 [Fana + 5 HOé

IIOé o — 0t |IZe; + pen(m) — pen(1i®)

mbBo rand

w43 (s u2<a>—p<m,m’>) + dp(m, 1)
m'eM,, aEBiffm,(O,l) +

where B2 ,(0,1) is defined by (3 and p(m,m’) by (3.27). Using the relation bet-

ween the random norm and the deterministic norm on A; N, we get

_Hamﬁo IBOHdet < 4HO£0 - Oél@o“rand + pen( ) —||Oém50 - arﬂnoiizlet

w4 3 (s via) —plmm))
m!'eMp aEBiL&fm,(O,l)

+ 4p(m, mP°) — pen(m?).

+

We fix Ky > 4k such that for all m,m’; 4p(m,m’) < pen(m) + pen(m’) and obtain
that on A; N €2, we have

e < Allao — a7 |[2gng + 2 pen(m)

+4 Z ( sup Vg(a)—p(m,m’)>+. (3.31)

meM, aeng’tm, (0,1)

_||amﬁ0

The control of the process

< sup VTQL(OC) - p(ma m/)> ]1A1ﬂﬂa
m/eMy, aGB:i;th,(O,l) +

is given in expectation by Proposition [3.6]
Taking the expectation in (3.31]) and applying Proposition [.6] we conclude that

Cs
B0, — om0 2 amnay] < 4llao — a2 [G, + 2pen(m) + —. (3.32)

Finally, combining (3.29), (3-32) and Proposition [3.4] we establish Inequality (3.14)) in
Theorem [B.1] O
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Proof of Theorem [3.2]

In the following, we consider the sets A;, Ay and 2 defined by (3.21]) and (3.22))
and the set Q% defined by (3.23). For sake of simplicity in the notations, we denote N,
the intersection between the four sets: Ny = AN A, NOQN Q'jﬁl We have the following
decomposition:

E[||a2 5 — aollfe] < 2llao — o |[Z, + 2E[]2 ; — afe |3 Ln,] + 2E[I| = e[ g .

The first term is the usual bias term. From Proposition [3.9], we deduce that the last
term is bounded by & /n. We now focus on the term IE[Hng — aP||2 1y,]. Once

again, for all m € M,,, the matrices Gi are invertible on A; N Ay NQ N Q% as soon
as n > 16/(foe 3BR)2 and thus the estimator &° , of g is well defined. From (3.18
and 1-) with B = B3, we have for all m € /\/ln,

~B oP
167 5 — ol

B

Tand(ﬁ < 21/"( mB ) + 2< ﬁo Qo — 05'3 >rcmd

+ pen(m) — pen(mn ) + 2< —afk, g0>mnd - 2<dmg ape, arﬁn0>rand(§)’

where the empirical process v, (.) is deﬁned by Equation ({3.19) and the random norm by
(3.17). For B! ,(0,1) defined by (3.26)), using the classical inequality 2zy < baz?+y®/b
with b > 0, we obtain

-3 1, .5 o
H&Tﬂh IBOHTand S 1_6|‘a7ﬁh ﬂOHT‘lnd + 16”&0 ﬂoHrand +pen( ) pen(mﬁ>
1 N
+ a2, —ale|lf +16 sup  vi(a)
16 ™ acBet _(0,1)
m,mﬂ
+2 (< — a9, 050, — (62, — a0, aﬁ"%md(g))-

Consequently, using the relations between the random norms ||. Hmnd (3 and |- rand
and between the random norm ||.||;eng and the deterministic norm ||.||ger on Ny, we

obtain
1 A A
ZHO‘Z — |G < 32Ha 5 — e |[5er + 16] |0 — | [74q + pen(m) — pen(iin?)
1 ~
+—[|a?, —a®|[7, +16  sup  v(a)
16 m aeBdet -(O,l)
m,fnﬁ
+ 2<<dﬂm,é - az(]? agw())T’GNd - <dié - arﬁn()? a?éz0>rand(ﬁ)>’
also be rewritten for p(m,m’) defined by (3.27)) for all m’ € M,,, as
3 y
SE[l1a2, — a3 Ly, | < 16llag — a3, + 16p(m. )

m'eMy, OtGB:lritm,(O,l

+ pen(m) — pen(m?) + 16 Z E(( sup )1/,21(04) — p(m, m’)) ]lNk>

+ 2E [((ézia — o, ), amd — <6‘Zé —aPo, arﬁn0>rand(é))1Nki| :



3.4. Proofs 133

We fix Ky > 16k such that 16p(m,m’) < pen(m) + pen(m’), for all m,m’ in M,,, so
that

3
SE[l162, — a3 1y, ] < 16]lag — af|[Z, + 2pen(m)

+16 3 E(( sup vi(oz)—p(m,m’))jlm)

m'eEM, aeBdEtm/ (071)

+ 2K |:(<07ng Tﬁn()? O[En0>7‘(lnd - <dBA 5 Odgo’ ag())rand(ﬁ))]]‘}zk} )

mP
that is
3 p
@E[H — al® e ] < 16][ag — ][5, + 2pen(m) + A(m) + E[B(m, i) 1y,]
(3.33)
where
A(m) =16 Z E sup v (a) —p(m,m’) | 1y, |, (3.34)
m/'eMn, "‘GBfffm/(Ovl) +
B(m,mP) = 2(<@fﬂ§ — a0, g — (6P, — a0, afn°>mnd(3)>. (3.35)

It remains to study the terms A(m) and B(m,mP).

Study of (3.34). According to Proposition for n large enough

> E(< sup ,,g@_p(m,m/)) m)s%,

m'eM, aEijﬁm,(O,l)

where p(m,m’) is defined by (3.27) and Cj is a constant depending on fy, |Bol1, B,
E[e? 2], ||ag||so.r and the choice of the basis. Hence, for C = 16Cs, we conclude that
Cs
-

A(m) <

(3.36)

Study of (3.35)). Using again the classical inequality 2zy < bx? + 3*/b with b > 0,
we obtain

~ 3 A 3 1 3
(62, — oo, afe) na — (62, — a2, o), s < 351195 a5 — ol

Qs My B Qs Wy

1< [T
+32  sup (—Z/ a(t)al (t)(e Zi — P Z)Y()dt). (3.37)
a€B™ . (0,1) n<=Jo

m,m

Now, from Assumption [3.4)[(iii)] and by definition (3.28) of B2(0, 1), we write that

n

2
1 T 3
sup (23 [Ca@akeh s - o5y
a€B’ . (0,1) n 0

i=1

m,m
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is less than
1 & ’

sup <—Z/0Ta(t)ag0(t)eﬁgzi(1 —eE‘TZi—BEzi)y;(t)dt) :

aeBget(0,1) \ " 7

We have

n

1 AT
Iy / a(t)af (1P (1 — 772y (1)t
nz 0

< = ‘1 _ BTZi-B5 2
2>

Using the fact that |e® —e¥| < |z —yle*"? for all (z,y) € R? and applying Assumptions

and Assumptions [3.2[(DH(ii)} we obtain that
Z/ )eH 7 (1 — BT A2 (1)

T

a(t)a (t)es Ziy;(t)dt

a(t)a (t)eP8 Ziy;(t)dt|.

0

< LS~ 577, g7 7,87
=1

0

T

< BB — Boli| | alt)afe(t)e ZY(t)dt|.

0

Now, write

n 2

1 T 5
sip (=3 / a(t)a ()P 2 (1 — T EBE 2y ()t
aeBdet(0,1) \ " 5= Jo

A 1 & T
<B%'PH|3 - By|}  sup —Z( / a(t)ofe (t)ePo ZY;(t)dt
0

aeBdet(0,1) 1 =]

> 2
<B%'"F|B — Boli sup {na(a,al?) + Dula, af?)} (3.38)
a€eBdet(0,1)
where 7, (a, ) is defined by

L5 [t

=1

( / a(t)alo ()5 A (1 >dt> ”

and

D,(a,a?) =E

m
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We first claim that the term sup,epdet(o1){Dn(c, @5°)} is bounded, by using that from
the Cauchy-Schwarz Inequality,

sup [E
a€Biet(0,1)

(/OT a(t)agO(t)eﬁng(t)th] <||a®|2,,.

Thus, gathering bounds (3.37)) and (3.38, we obtain that

. B [N: 3
Blm, i) < £[16 a3, +64 | B PF|B—Bof?( sup ){nnm,ai°>}+||aﬁ°||5et)].

aeBdet (0,1

So, taking the expectation and applying Proposition to control

E [SupaeB,‘?Let (0,1) (nn (Oé, O‘rﬂno ) ) 2] )

we get

N |
E[B(m,m”)1y,] < TGE[HO‘Z@ — al?[[Zer L,

+64BQ€4BR{E1/2[|B — Bol i1, JEY? Sup ){77%(0% o)} +lafe[5.El8 — ﬁol%ﬂuk]}-
aeBlet(0,1

(3.39)
Finally, combining (3.33)), (3.36]) and (3.39)) we conclude that

!/

1 A C
1—6E[Hafha — 0| |5 1x,] < 16[|ag — af®||5,, + 2 pen(m) + ;3
+64B8%*1 a7 BB — BolT1y,]
E!/2[e!%5 Z][|afo|3 1
e_B|BO\1fO %

On QNQ¥,, using that, from definition (3.7) and Proposition[3.3] ||a20|[2,, < 2[|ag||ger <
E[e?°" Z]7||a||oc,r, We have

+ 64B%'PFE?(|B — Bol{1y,]

« log(pn*
G457 ol 3, EB — Bofin,] < (s, B. R.EH 7], fJag| |-, 7) B,

and that

E!/2[e*% Z]||afo||3 1
e~ BlBol1 £, ﬁ
S é(S, B7 ’160’17 Rv]E[e gz]aE[e4ﬁgz]7 HOéOHOO,‘IW T, fO)

64B%¢**FEY2[|B — Bol{1x,]

log(pn*)

nyn -’

where s is the sparsiy index of @g and C(s, B, R,E[e%Z],||ag|/cr,T) and
C(s, B,|Bol1, R, E[e? 2], E[e*% Z], ||ag||cor, T, fo) are constants depending on the
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elements in brackets. Combining the previous bounds with Proposition [3.5 we
conclude that Theorem [3.2] is proved since
~B Bol|2 . Bo |2 log(pnk)
E[“amé -, ||det] < I{Omler}\f/‘l {||Oé() -y ||det + 2pen( )} + _ + Cy T’
where C; and Cy are constants depending on the sparsity index s of Bo, B, |Bol1,
E[eﬁgz]a E[e4ﬁgz]7HO¢0Hoo,T> T, fO-
O]

3.4.3 Proofs of the technical propositions and lemmas

Proofs of Lemma [3.1] and Lemma [3.2]

Proofs of Lemma and Lemma rely on the same principle. We only detail
the one that establishes Lemma and we refer to Comte et al. (2011) for a similar
proof of Lemma

Let m € M,, be ﬁxed and let v be an eigenvalue of Gﬁ There exists A,, # 0 with
coefficients (a;); such that G5 B A, = vA,, and thus AT GB B A, =vAT A,,. Now,
take h := > a;p; € Sy, We have ||h||f(mdB = AT G'e AT and ||h]|3 = AT A,

moom o m

Thus, on Ay N Ay defined in (3.21)) and (3.22) and from Proposition [3.3}

—_

ALGD AT = ||HI2, 05 = 5IRIE

m_m* m Tand 2 rand

||h||det > 4f oe ™ 1Pl ||| |3.

Therefore, on A; N Ay, for all m € M,, we have min Sp(Gi) > foe 3B /4. Mo-
reover, on 2, we have f;, > 2fy/3 and max(foe 2PR/6,n"12) = fre 3BL/6 for
n > 36/(foe 3BR)2 which is equivalent on Q to choose n > 16/( foe 38%)2, O

Proof of Propositions and

We only prove here Proposition because Proposition is proved in [Comte
et al.| (2011)).
We have the following decomposition :

E(lla2 ; — afe |l lng] <E[|A 5 — afelfZLa] + E[147 5 — afel[3Lag]

"’E[Hdiﬁ — |G o] + E[Hdi@ - amOHdet]l(Q’;,)C]-

We deduce that

E[l|a2 ; — ap |l lyg] < 2<E[\|dia — aol e Lag] + Ell|af? — aol[GeLag]

+E[[&] 5 — aollZe L ag] + Elllog? — aol e Lag]
+E[|67 5 — ool e Lae] + EllJan — aol[Fe Lo

FE[I62,, — a0l @) + EllloB — aolf3l g )
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From definition (3.7) of a° and Proposition [3.3} we have ||af0 — agl|?,, < ||ao|[%; <

E[e?8 Z]| || |2. From this relation and using Cauchy-Schwarz Inequality, we have
. A T N 3 el C
E[[[a2, — afe|[3ly] < 4E[5Z) [BY2([a2,|13) (P/2(A5)+PV2(A3)
FPU2(Q°) + PY((%))) + ol BIP(AT) + P(ASHP() + B((2%)9))].

From Assumption Proposition [3.1] Lemmas [3.3] and [3.5| with k = 6, we

conclude that
Al A2
Obn4 (\/ CO 5 )
V \/ n

0 e e 6
+|| 0||2 nb + nb +_+

[||a — a2 |7 ly;] < 2E[e%7

C1
S _
n’
which ends the proof of Proposition O

Proof of Proposition

The proof is inspired from the paper of Brunel et al. (2010). If we denote (¢;) ek,
the orhonormal basis of the global nesting space S, (see Assumption ., since «
belongs to B (0,1) C S,, we can write a(t) = > ick, @pi(t), with dim S, = D, =
|IC|. With this definition, we obtain

T

(. af?) = Zaja/—Z( [ eoaet 5 v [ et v

0

T

~B[ [ it 0 A0 [ ety

For sake of simplicity, we introduce the notation

A, = [ BB Y0 [ ealPF 5y

0
Applying the Cauchy-Schwarz Inequality, we get

o) < (St |30 (2 ST (al, ~ElALD)

33" 33" i=1

From Proposition [3.3] we have

n

1 i i 2
sup (e, 0f)* < sup Blﬁollfo 2 Za aj Z CONCHEE)

a€Bet(0,1) (a;),22 2<1 i=1

1 1 ; ; 2
= (e BiBol fo)2 Z (ﬁ Z(Aj,j' - ]E[Aj,j’])> :

=1
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Taking the expectation, it follows that

E

1 1~
Bo)2 - ¢
sup 77n<047 amo) ] < (e—B|ﬁ0|1 f0)2 ZV&Y ﬁ Z AjJ/
53’ =1

aEeBdet(0,1)
1 1 1 \2
= (e~ BlBol1 f,)2 Z EE[(AJ‘,J") }

33’

Thus, from the definition of AJ i
than

Blﬁolfo ZE (/ o (t)eﬁ"TZY(t)dt> (/OT% (Hape (t)e OTZY(t)dt> ]

From [Brunel et al.|(2010) p.301, Equation (2.7), we have

we obtain that E[sup,epdet (o 1) (e, o°)?] is less

> (/ pi(t)alo(t >eﬂc?ZY<t>dt) < /OT<az°<t>eﬂoTZY<t>>2dtSewffznams.

JEKR
From this inequality, we obtain

E[e*% Z]||age|l3 1

E —.
IO

[]

sup 1 (a, a)?
aeBdet(0,1)

Proof of Lemma [3.3]
From Assumption , we recall that | B — Boli <2R. On ﬁi 5> We have

~B\2 3 \_
167 ||2— > @) = |Auslls = (G2 5)7'T,usll3
Jejmﬁ

< (minsp(Gia))_QHPaH%

( / ' mt)dN@-(t))

< min
<f2 —2B|Bol1—2B|Bo—Bl1’ 4
J€T i=1
36 1 — 2
< mi ~ : .
= i <fzezB|ﬁ0|1 4BR’ ) n Z (/ ’(t))
i=1 jeJ B

So we have

2 2

i<t (3 ([ emao) sﬁ%fj(i (/07¢j<t>dwi<t>)2>7

i=1 \jeJ 5 i=1 \jckn
m
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where IC,, is a set of indices of the global nesting space S,,, defined in Assumption
3.4}f(ii1), and dim S,, = D,, = |K,|. Thus, we deduce that

6,15 < oDt 3 3 ([ o (t))4.

i=1 jek,
Now,
+ %i > E (/T pi(t)an(t)es ZYy( )dt> 4]
=1 jek

155 ([ wmano) | <t S S [([f swaso)]

i=1 jek, i=1 jekn
<SS EING Y els)
i=1 jek, L $:AN;#0 J
S /ﬁb% ZE N Z Z ij )
i=1 $:AN;#0 jEX,

which is finally bounded from Assumption . by

133 ([ ataann) | < momi Sox e

i=1 jeK,

]
SANZ?éO

Mo = i+ [ a0<t>eﬂ52y<t>dtr

< 2(Mi(7))? +2 ( /O ' ap(t)eP ZY(t)dt) ,
" E[(M(r))’] <E { / Caolt)e ZY(t)dt} < 7l o]0, E[e 7],

so that
E[(N1(7))?] < 2|]ao]|o, TE[% Z] + 2||ag|[%, . (E[e?0 Z])272.
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So, by using Cauchy-Schwarz Inequality, we obtain

iz (L)

=1 jeX,

< 8ry¢"D2E[(Ni(7))%] + 8 Y _E

(/ () (t)ePo ZY(t)dt) ]
JEKR

< 8rpd DAE[(N1 (7)) + 8| aol |5  Ele" 7D,

Eventually, under Assumption , we get
62 41[3] < n® D 816 D2 (2t loor TE[E 2] + 2o , (B[ 2])27?)
+8llaoll%, B[’ 72D,
S C(ﬂ??’DZ
S Cbn47

where C} is a constant that depends on y, ||ag||so.r, 7, E[e% ] and E[e*% 2] and on
the choice of the basis. O

Proof of Lemma [3.4]
The event A; defined by (3.21)) can be rewritten as

Al_{weQVaeS\{O} ‘M_lg

||det

| —

} )
and consider

23 [ (a0 - Bl 2 0] )t = WA — VAl

(3.40)
If w e (Ay)°, then there exists @ (which can depend on w) such that
ran 1
oy | 1
HaHdet 2

Taking v = o/||a||%,, we have that

1
yeSMOL Mllie =1, and  ([IFanae) = 1> 5

So, if w € (A1), then

1
w € {UJGQI sup |||’Y’|12”and(w)_1| >§}

’YESn\{O}»H’YHZetzl
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From this, we deduce that,
c 2 1
P((A))°) <P sup  |U(a”)| >1——],
aEeBIet(0,1) P1

where B(0,1) is defined by (3.28)). Since o € B¥*(0,1) C S,, then we can write
alt) = D ik, af'p;i(t), where K, is a set of indices of S, and dim S, = D,, = [K,].
With this notation, we have

I (a?) = Z a;arVn(P;Pr)-

gk
From Proposition [3.3] we have
1
sup  |,(a?)| < T sup Zajakﬁn(gojgpk) :
acBdet(0,1) Joe (@) ek, <1 g

Let consider the process (Ui(j ’k)) defined by

U = [ it m Yo,
0

We have |Ul-(j’k)| < eBlBolt and from Cauchy-Schwarz Inequality, we have

WO <t [ gaa [ gt < e
0 0

We can apply the standard Bernstein Inequality (see [Massart| (2007))) to the process
(UM, and we obtain

P(;ﬁn(%%n > BlBoliy 4 \/2623|30|1a:> < 9e7mw (3.41)

Let introduce

fge_2B|ﬁ0‘l

— [\ , BlBolr BlBol1 ,/ —_J0z
O = {Vj, k, [0, (0;0r)| < e T +e 2¢} and x:= [6 DB

On ©, we can write that sup,cpac(o1)|Un(a?)] is less than

1 B BlBoh /oy
_— sup |ajay|(ePPolig 4 eBlBol\/27)
foe BIBoh(aj)’Zje’Cn a§S1§ J

1 2

< - , B|Bol1 BlBol1/
_foe*Blﬁo\l(aj)zs.zf a2<1<;‘%’) (7 4 TRV 22),
AU R R
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which is less than

1 (eBlﬁoh f2e~2BIBoli oBlBoli (/2 o0~ BlBols )

<
- foe—Blﬁoh 16'D$Le2B|50‘1 + 4'DneB\50|1

A

1/1 £ 1
=2 \8PmiD, |\

i3

From Inequality (3.42]), we deduce that P((A;)¢) < P(O°). So using Inequality (3.41)),
we can conclude that

P((Ay)°) < Zp(m (ps00)] > Bl 1 eBmoh@>

7,k

2,—2B|B|1
2 nfye
<22k (ipgmer

2
< 2nexp (_f—oﬁ)

16e4BlBol1 ’DT%

s
< 2nexp ( T6aiBIBer logn

IN

IN
N = N =

(3.42)

Ay
<S>,
nk
as D,, < y/n/logn from Assumption , which ends the proof of Lemma with
C’kAl a constant depending on py, fo, B and |3,|1. O

Proof of Lemma [3.5]
For ps > 1, let define

o1, a5

A’Q’Z:{VaESn —1l <

|| ||rand

Let consider

Z/ DAY (1) — a(t)e® 7Y () dt = [Vl gis) — IV Fana:

Following the same approach as in the proof of Lemma [3.4] we have

P((A)) <P ( sup  |On(a?)] >1— i) : (3.43)

a€Bdet(0,1) P2
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where B%(0,1) = {a € S, : ||a||ger < 1}. The process U, (a?) is bounded by

BeB|,30|1623R

[0 (a®)] < BePIPole?PR|B — Boly||al3 < |8 — 50|1w||0‘||5et-

So we get
Be2BlBoli g2BR

sup  [Un(a?)] < |8 — Bols
aeBEH0,1) Jo

From Proposition , we have with probability larger than 1 — cn=*

log(pn*)
e

|B — Bol1 < C(s)

Then we have with probability larger than 1 — cn™*

- 1 k) Be2BlBoh g2BR
sup  [9n(a?)] < C(s) og(pn”) Be7 e

a€BLEL(0,1) n Jo

] ) Be2BlBol 02BR
Thus, by taking 1 — 1/py = C(s) og(pn) Be P © in (3.43)), we obtain
n 0

B((A)) < en*.

From Assumption [3.3] we deduce that for n large enough,

1 — i < 1’

p2 2
so that Ay defined by 1} verifies P((Ay)°) < P((A5)°) < C’,EAQ)n_k, with C’,S,AQ) =
¢ > 0. We have shown in Appendix [A| that the constant ¢ depends on 7, ||ap||~ » and
E[ef6 Z]. O
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Appendix

A Prediction result on the Lasso estimator B of 3
for unbounded counting processes

To obtain a non-asymptotic prediction bound on the Lasso estimator B of the
regression parameter in the Cox model, we rely on Theorem 3.1 of [Huang et al.| (2013)),
that we recall here.

Let consider the classical Lasso estimator B defined by and when
p > n. We define I*(8) = (i5,(8),....[ ,(8))T = 0l:(8)/0B the gradient of the
Cox partial log-likelihood 1% (8) defined by and i* (8) = 0°12(8)/0B08" the
Hessian matrix.

Let us now describe the result of Huang et al. (2013), on which we rely for our
study, starting with the notations. Let O = {j : $y; # 0}, O° = {j : By; = 0} and
s = |O] the cardinality of O. For any £ > 1, we define the cone

C(£,0) = {be R : |bo

1 < £Jbol1

For this cone, let us define the following condition:

1/2 bi.* b)1/2
0<r(0)= inf ° (bL,,(Bo)b)
0£bEC(£,0) lbols

This term corresponds to the compatibility factor introduced by van de Geer| (2007)). It
is one of the classical condition used to obtain non-asymptotic oracle inequalities. See
also Bithlmann & van de Geer| (2009)) for more details about this compatibility factor
and the comparison of this criterion with other assumptions such as the Restricted
Eigenvalue condition among other.

With these notations, we can state the following theorem established by Huang
et al.| (2013)).

Theorem 3.4 (Huang et al.| (2013)). Let k > 0 and v = B(§ + 1)sT,x/{2r%*(£, O)}.
Suppose Assumption holds and v < 1/e. Then, on the event
E—1

§+1 [, log(pn®)

Ok, = {|l';;(50)|0o < éTF””“}’ with  Tpp = OoBg —\/2—— (344)
we have e+ 1)
R e + 1)s
_ < I 77
’B /30|1 J— 2[{2(57 O) n,k7

where n < 1 is the smaller solution of ne™ = v and Cy > \/T||a0|\oo,TE[eBgZ].
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We refer to Huang et al.| (2013) for the proof of Theorem Huang et al| (2013)

have calculated the probability of Q% only in the case where max;<;<, |N;(7)| < +o0.
We extend the result to the unbounded case in the following lemma.

Lemma 3.6. Let consider, for k > 0, the event Q’f{ defined by (3.44). Then, under
Assumptions |(1) and there exists a constant ¢ > 0 depending on T, ||ao]|oo.r
and E[e 2] such that

P((Q)9) < en”™.

The proof of this lemma follows. From this lemma, we can rewrite Theorem [3.4] as:

Corollary 3.2. Let v = B(£ + 1)sD,,1/{26%(£,0)}, k > 0 and ¢ > 0. Suppose As-
sumptions cmd hold and v < 1/e. Then, with probability larger than 1 —cn™*

e+ 1)s

. £+1 /[ log(pn")
1B — Bol1 < 2k2(€,0) 2

T, ith ', = CoB ,
ko wl k 0 £—1 n

where n < 1 is the smaller solution of ne™" = v and Cy > \/T||a0||oo7TE[eﬁgZ].

From Corollary and Assumption we deduce a prediction inequality given
by the following proposition.

Proposition 3.8. Let k > 0 and ¢ > 0. Under Assumptions and @ with

k

probability larger than 1 — cn™", we have

187Z — BT Z|, < C(s) M, (3.45)

where C(s) > 0 is a constant depending on the sparsity index s.

Remark 3.5. From Proposition and Definition (3.23) of %, we deduce that
Ok c Q.

Proof of Lemma [3.6 To prove Lemma [3.6] we start from Lemma 3.3. p.10 in the
paper of [Huang et al. (2013), that we enounce below.

Lemma 3.7 (Lemma 3.3 from Huang et al.| (2013))). Suppose that Assumption
is verified. Let l:(ﬁ) be the gradient of the I} (B) defined by . Then, for all
OO >0,

P (\i;‘;(ﬁoﬂoo > CoBr, ) / Y;(t)dN;(t) < cgn> < 2pe /2, (3.46)
i=1 70

In particular, if max;<, N;(7) < 1, then ]P’(|lfl([-]0)|OO > Bzx) < 2pe*nx2/2_
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Before proving the lemma that is in interest, we recall the Bernstein Inequality for
martingales (see van de Geer| (1995)).

Lemma 3.8 (Lemma 2.1 from [van de Geer (1995)). Let {M;};>¢ be a locally square
integrable martingale w.r.t. the filtration {F;}t>0. Denote the predictable variation of
{M;} by V; = (M,M),, t > 0, and its jumps by AM, = My, — M,-. Suppose that
|AM(t)| < K for allt > 0 and some 0 < K < co. Then for each a >0, b > 0,
2
P(M,; > a and V; < b* for some t ) < exp [—ﬁ] :

From Lemma [3.7] to prove Lemma [3.6] it remains to control

(2/ o)

Using the Doob-Meyer decomposition and since,

Z | Vi AV, 0 < e e

we obtain for Cy > \/T\|a0||oo7TE[eﬁgZ],

(Z/ HAN;(t) > C2n ) <IP’<Z/ £) > C2n — n7l|ao| | Bg(,h)_

Then, we apply Lemma to the martingale » "' fo fll ), with K =1 and

Z/ 1Y( )dt} < ||a0||OO7TTE[eﬂgZ]n.

We obtain

(Z/o Yi(t)dM;(t) > an — nT||ag]|. ,T]E[eﬂg z]>
i=1
5 —7lla BT Z7)2
<— €Xp (- n(CO H OHoo,TE[e ]) )

202
Finally, we get

P(|i;;(ﬁo)|oo > C()BZB> < 2pe "/ 4 exp ( 5c2 ——(C8 — 7llaol |- Ele 32])).

Taking = = y/2log(n¥p)/n, there exists a constant ¢ > 0 depending on 7, ||®||c.r
and E[e? Z] such that
P((Q)°) < en”",
which leads to the expected result of Lemma |3.6|



Chapitre 4

Adaptive kernel estimation of the
baseline function in the Cox model

Sommaire
4.1 Introduction| . . . . . . . . . . L L e e e e e 149
4.2 Estimation procedure| . . . . . . . . . . .. 00 e e e e e 150
[4.2.1  Preliminary estimation of Bg|. . . . . . . . . . ... ... L. 150
[4.2.2  Estimation of gl . . . . . . . .. 151
[Kernel estimatorl . . . . . ... .. ... ... . 151
[Functional and kernel assumptions| . . . . . ... ... ... ... .. 152
[Collection of estimators|. . . . . . . .. ... .. ... ... ... .. 153
[Adaptive selection of the bandwidth|. . . . . .. ... ... ... ... 154
4.3 Non-asymptotic bounds for kernel estimators| . . . . . . . ... ... 155
[4.3.1  Bound for the kernel estimator of ag with a ixed bandwidth| . . . . . 155
[4.3.2  Oracle inequality for the adaptive kernel estimator of ag| . . . . . . . 156
EAProofsl. . . . . o o e e 158
[4.4.1  Intermediate Results to prove Theorem |4.1| from a pseudo-estimator|. 158
[4.4.2  Proof of the oracle inequality in Theorem 4.2 . . . . . ... .. ... 160
Appendices| . . . . . . i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 172
[A.  Technical lemmal . ... ... ... ... 00000 172
IB  Unbounded casel ... .. ... ... ... 173

147



148 Chapitre 4. Adaptive kernel estimation for the baseline function

Abstract. The aim of this chapter is to propose an estimation of the baseline func-
tion in the Cox model, based on a kernel estimator, in a high-dimensional setting.
Towards this end, we proceed in two steps. We first estimate the regression parameter
in the Cox model via a Lasso procedure in high-dimension. Then, we plug this estima-
tor into the classical kernel estimator of the baseline function, obtained by smoothing
the so-called Breslow estimator of the cumulative baseline function. The problem with
kernel function estimators is the choice of the bandwidth. To resolve this problem, we
begin to study a kernel function estimator with a fixed bandwidth, for which we pro-
vide a bound for the Mean Integrated Squared Errors (MISE); then, we describe and
study an adaptive procedure of bandwidth selection, in the spirit of |(Goldenshluger &
Lepski (2011)), and we state a non-asymptotic oracle inequality for the final estimator.

Résumé L’objectif de ce chapitre est de proposer une estimation adaptative du
risque de base dans le modéle de Cox, basée sur un estimateur a noyau, dans un cadre
de grande dimension. Pour ce faire, nous procédons en deux étapes. Nous estimons
d’abord le parameétre de régression dans le modéle de Cox a 'aide d’une procédure
Lasso en grande dimension. Puis, nous injectons cet estimateur dans l’estimateur a
noyau usuel du risque de base, obtenu en lissant I'estimateur de Breslow du risque
de base cumulé. Le probléme des estimateurs & noyau est le choix de la fenétre. Pour
résoudre ce probléme, nous commencons par étudier 'estimateur & noyau avec une
fenétre fixée, pour lequel nous obtenons une borne pour I'erreur quadratique moyenne
intégrée (MISE); ensuite, nous décrivons et étudions une procédure adaptative pour
sélectionner la fenétre, dans l'esprit de (Goldenshluger & Lepski (2011)), et nous éta-
blissons une inégalité oracle non-asymptotique pour I'estimateur final.
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4.1 Introduction

In this chapter, we consider the Cox model with high-dimensional covariates
and we aim at estimating the function of time oy : R™ — R, via kernel estimation.
More precisely, in the framework described in the introduction of Part [l the idea is
to consider the usual kernel estimator of the baseline hazard function, in which
we plug the Lasso estimator of the regression parameter By, and then use a
data-driven procedure to select a data-driven bandwidth.

The choice of the bandwidth in kernel estimation is crucial, in particular when
one is interested in establishing non-asymptotic adaptive inequalities. State-of-the-art
methods are based on cross-validation, however, as recalled in the introduction of Part
M} no non-asymptotic result has been yet established for the kernel estimator with a
bandwidth selected by cross-validation. More recently, Goldenshluger & Lepski (2011))
have proposed a procedure that addresses the problem of bandwidth selection in kernel
density estimation and provides an adaptive estimator, which satisfies non-asymptotic
minimax bounds. This method was then considered by Doumic et al.| (2012) to estimate
the division rate of a size-structured population in a non-parametric setting, by Bouaziz
et al.| (2013) to estimate the intensity function of a recurrent event process and by
Chagny| (2014) for the estimation of a real function via a warped kernel strategy.

This method has never been applied to date to the kernel estimator and
we consider it to obtain an adaptive kernel estimator of the baseline function with
a data-driven bandwidth. We establish the first adaptive and non-asymptotic oracle
inequality, which warrants the theoretical performances of this kernel estimator. The
oracle inequality depends on the non-asymptotic control of |,(§ — Bol|1 deduced from
an estimation inequality stated by Huang et al. (2013) and extended to the case of
unbounded counting processes (see Appendix [Alin Chapter [3| for details).

The chapter is organized as follows. In Section [4.2] we describe the two-step pro-
cedure to estimate the baseline function: first, we describe the estimation of (B¢ as a
preliminary step and give the bound for | ,[;' — Bol1, then, we focus on the kernel es-
timation of oy and describe the adaptive estimation procedure of Goldenshluger and
Lepski to select a data-driven bandwidth. In Section [£.3], we establish non-asymptotic
bounds, first for the kernel estimator with a fixed bandwidth and then, for the adap-
tive kernel estimator. Proofs are gathered in Section [4.4] Lastly, Appendix [A] provides
some technical results needed in the proofs.

Notations

For a real ¢ > 1 and a function f : R —— R such that |f|? is integrable and
bounded, we consider

/a
17l = ([ 1f@pas) ™ and (17l = supl (e
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The integrals and the supremum are restricted to the support of f and for 7 a positive
real number, we set || f|[cr = SUP,ep,- |f(2)]. For h a positive real number, we define
fn(.) = f(./h)/h. For square-integrable functions f and ¢ from R to R, we denote the
convolution product of f and g by f * g¢.

For a real 0 < a < 7/2, we also introduce the norm ||.||z, defined for a function

a: [0,7] — R by
T—a 1/2
20 = ( / aQ(t)dt) :

where 7 is defined in the introduction of Part [[T as the time at the end the study. We
denote by (.,.)2, its associated scalar product. For a vector b € RP and a real ¢ > 1,
we denote [bl, = (325_, [b;]9)/9.

For quantities vy(n) and n(n), the notation v(n) < n(n) means that there exists a
positive constant ¢ such that y(n) < en(n).

la

Finally, let Z € R? denote the generic vector of covariates with the same distribu-
tion as the vectors of covariates Z; of each individual 7 and by Z; its j-th component,
namely the j-th covariates of the vector Z.

4.2 Estimation procedure

In this section, we describe the two-step procedure to estimate the baseline function.
We begin by recalling the usual estimation of the regression parameter By in high-
dimension. Then, we focus our study on the second step, which consists in the adaptive
kernel estimation of the baseline function «y.

4.2.1 Preliminary estimation of (3,

As recalled in the introduction, the estimation of the baseline function relies on
the preliminary estimation of the regression parameter By in high-dimension. This
preliminary first step is the same as the one of Chapter 3| For the sake of completeness,
we recall here briefly this first step.

As in the previous chapter, the regression parameter 3q is estimated via a classical
Lasso procedure described by and (2.108). We also need the two following
assumptions on ,C:Z and By:

Assumption 4.1.
(i) B € B(0, R), where B(0, R) is the ball defined by

B(0,R) ={beRF:|bl; < R}, with R>0.
On this ball, the procedure becomes

B = argmin{~1;(8) + pen(8)}, with pen(B) =Tn[B1,  (4.1)
BeB(0,R)
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(#) |Bol1 < +oo.

These assumptions are reasonable since in practice we always assume that (g is
bounded and B is in a neighborhood of the true parameter. Such conditions have
already been considered by van de Geer| (2008]) or Kong & Nan| (2012)). Roughly spea-
king, it means that we can restrict our attention to a ball in a neighborhood of 3¢ for
finding a good estimator of Bg. Assumptions . and are required to control the
kernel estimator of the baseline function By. Concerning the covariates, we introduce
the following assumption:

Assumption 4.2. There exists a positive constant B such that for all j € {1,...,p},
1Z;| < B.

Assumption[4.2]is a classical assumption in the Cox model to obtain non-asymptotic
oracle inequalities (see [Huang et al.| (2013)) and Bradic & Song| (2012)). In addition,
this assumption seems reasonable since in practice the covariates are bounded.

From Theorem 3.1 in Huang et al. (2013)), we deduce an estimation inequality
given by the following proposition. We refer to Chapter [3| Appendix [A] for a proof of
Proposition [.1]

Proposition 4.1. Let k > 0, ¢ > 0 and s := Card{j € {1,...,p} : o, # O} be the

sparsity index of Bo. Assume that ||al|eo,r < 00. Then, under Assumptions
and Assumption @ with probability larger than 1 — cn™, we have

log(pn*)
n

‘B — Bol1 < C(s) (4.2)

where C(s) > 0 is a constant depending on the sparsity index s.

In the rest of the chapter, the conditions of Proposition [4.1| will be fulfilled, so that
B satisfies Inequality 1'

4.2.2 Estimation of q

Now, let us focus on the adaptive kernel estimation of the baseline hazard function
ap. In this subsection, we define the kernel estimator on which our procedure relies,
we state some functional and kernel assumptions, and we describe the Goldenshluger
and Lepski procedure to select a data-driven bandwidth.

Kernel estimator

The kernel function method has been first developed to estimate a probability
density function. Ramlau-Hansen (1983b)) has generalized this method to estimate
counting process intensities using kernel functions to smooth the increments of the non-
parametric Breslow estimator for the cumulative intensity and provide with
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this method an estimator of the baseline function. We describe this kernel function
estimator in the following.

Let define K : R — R a kernel, namely K is a function such that [, K(z)dz = 1.
From , the usual kernel function estimator introduced by Ramlau-Hansen
(1983b) to estimate g is then defined by

. ]l{yU)>o}
o (1) = nhz () estav, (4.9

with
1
—Z and S,(u,B) = Ze'@TZ’Y ), forall B € RP.
n :

The parameter h > 0 is called the bandwidth. In kernel function estimation, the
bandwidth has to be chosen by the user. The cross-validation method is a classi-
cal data-driven procedure to select the bandwidths in the kernel function methods.
Grégoire (1993)) has defined a procedure for selecting the bandwidth for the smooth
estimate of intensity in the Aalen counting process, based on the cross-validation. To
our knowledge, all theoretical results for the kernel function estimator (4.3) with a
bandwidth selected by cross-validation are asymptotic and no non-asymptotic results
has yet been established for this estimator. In practice, in medical surveys, there is
only a few patients that are observed and the asymptotic framework is far from being
reached. This explains our interest in providing a data-driven method to select au-
tomatically the bandwidth and obtain a kernel function estimator, for which we can
warrant some non-asymptotic properties.

In what follows, we denote by olf the kernel estimator , in which the Lasso
estimator has been plugged.

Functional and kernel assumptions

(Classical conditions are required on the intensity function and the kernel K.

Assumption 4.3.
(i) For alli € {1,...,n}, the random process Y; takes its values in {0,1}.
(ii) For S(t,Bo) = E[e® ZiY;(t)], there exists a positive constant cg such that,

S(t,Bo) > cs, Vi€ [0,7].
(i) 1[0l oo s = $UPyego Q0(t) < o5

(iv) There exists ¢, > 0, such that N;(t) < ¢, almost surely for every t € [0, 7] and

ie{l,..,n}.
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Assumption . is satisfied for all the examples quoted in the general introduc-
tion of Part [[Il In fact, this assumption is needed to ensure that the random process
Y; has a lower bound when it is nonzero. We could also have considered a modified
estimator of S,(u,3), defined by (2.10G), as it is usually done in the censoring case
without covariates. Assumption . is common in the context of estimation with
censored observations (see [Andersen et al| (1993)). Assumption [4.3|[(iii)| is required to
obtain Theorems and [4.2) below. Nevertheless, the value ||al|oo,- is not needed to
compute the estimator (see Chapter , Section . Assumption can be found
e.g. in [Dauxois & Sencey| (2009) or in |Bouaziz et al.| (2013).

Remark 4.1. We have also studied the unbounded case, when Assumption .
is not assumed. We work in this chapter in the bounded case because the proofs are
easier and the constants more readable, but we refer to Appendix [B] for details on the
proofs of some results when the counting process N; is unbounded.

The following assumptions are fulfilled by many standard kernel functions and are
standard in kernel function estimation.

Assumption 4.4.
(i) K has a compact support [—1,1],

1 1
/ K(u)du =1 and ||K||5 = / K?(u)du < oo.
-1 —1

(1) [[K|loo = supyep-1) K (w)] < 0.
(iii) nh > 1 and 0 < h < 1.

For practical purposes, Assumption is not a real restriction. This assumption

can also be found in Ramlau-Hansen (1983b). Assumptions and [L.4|[(iii)] are
rather standard in kernel density estimation (see|Goldenshluger & Lepski (2011)) and

has also been considered in the kernel intensity estimation by Bouaziz et al.| (2013).

As the kernel has bounded support on [—1, 1], the integrands in the Breslow esti-
mator and in the pseudo-estimator vanishes outside [t — h, t+h|. Therefore,
given a bandwidth h, we only discuss estimation of o for ¢ such that ¢t £ h € [0, 7]
(see |/Andersen et al.| (1993) p.230 and Bouaziz et al.| (2013)).

Collection of estimators

Let H,, be a grid of bandwidths h > 0, satisfying the following assumptions:

Assumption 4.5.

(i) Card(H,) <n.
1
(i) For some a >0, %, — < log”(n).

(#i) For allb >0, Y, exp(=b/h) < +oc.
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Assumptions [L.F[(D)}{(ii)] mean that the bandwidth collection should not be too

large. Let us give an example of grid H,, that satisfies the three previous assumptions.

Example 4.1 (Example of H,). The following grid is considered in the simulations
in Chapter[J
€ .
Ha = {1y = g = L [log(n)/ 10g(2)] }.
where ¢ € [0,7/2] is a small constant chosen arbitrarily as close as possible to 0.
For this grid, all the assumptions required on the bandwidths are wverified. Indeed,
Card(H,) < log(n)/log(2) < n and Vk = 1,..., [log(n)/log(2) |, we have h; € [n~1,1].

Moreover, Assumption . holds true since

[log(n)/log(2)] . _4
1 1 27
—_—=— = 0(1).
]:hjEHn 7j=1

Lastly,
[log(n)/log(2)]

it
Z exp(—b/h;) = Z e T = O(1)
j:hjEHn ]:1
and Assumption 18 verified.
On the grid H,, we obtain from the definition (4.3), a set of kernel estimators
F(H,) = {@? h € H,} of the baseline function ay.

Adaptive selection of the bandwidth

We wish to automatically select a relevant bandwidth h € H,,, in such a way to
then be able to select a kernel estimator among the set F(H,). As usual, we must
choose a bandwidth A which realizes the best compromise between the squared-bias
and the variance terms. The choice should be data-driven. For this, we use a quite
recent method introduced by |Goldenshluger & Lepski (2011)) for the problem of den-
sity estimation. The "Goldenshluger and Lepski method" has only been considered
in two different settings: Bouaziz et al.| (2013) has applied this method to provide an
adaptive kernel function estimator of the intensity function of a recurrent event process
and (Chagny| (2014)) has used it to estimate a real valued function from a sample of ran-
dom couples (see |(Chagny| (2014))). Lastly, [Chagny| (2013) has also proposed a "mixed
strategy", which consists in applying the "Goldenshluger and Lepski method" to select
the relevant model in model selection methods for real valued function in regression
models. We consider this method to obtain an adaptive kernel function estimator of
the baseline function, for which we establish a non-asymptotic oracle inequality.

Let us begin to describe the method. We can explain the idea of the method of
Goldenshluger & Lepski (2011) from an heuristic proposed by |Chagny| (2013). We want

B

to define ézﬁ 5 so that the risk is as close as possible as

crT||aolloor 1K1

. . 2 : _
min {ljao — K5 » aol . + V ()}, with V(h) = x T L



4.3. Non-asymptotic bounds for kernel estimators 155

for a constant x > 0 and ¢ = max{h : h € H,}. In order to get closer from the bias

term [|og — K * a3, we replace o with an estimator &5 with a fixed bandwidth

I, so that we obtain ||a?, — K, * df,||§7€. However, unlike the bias term, this quantity
is random and so contains some variability. We need to correct this variability by
retiring the part of the variance V (h'). Lastly, since there are no reason to choose one
bandwidth A’ € H, rather than an other one, we consider the entire collection and
take the maximum over this collection.

Formally, we define for h € H,, and € = max{h: h € H,},

-V}, (44)

AP(h) = sup {||d§h, —al
B eHn '
where

T OOTK2
Vi — ool 1513

4.
s o (4.5)

for some numerical constant x > 0 to be specified later (see Chapter , Appendix B.2)),
and X X
W (1) = Ky a5 (t 4.6
ah,h/() w ok G, (1), (4.6)
for any t > 0 and h, h' two positive real numbers.

From these definitions, we deduce the following choice of the bandwidth:

WP = arg glin{Aﬁ(h) + V(). (4.7)

B

Our adaptive kernel estimator is then d/} 5

4.3 Non-asymptotic bounds for kernel estimators

In this section, we provide inequalities for kernel function estimators. To assist
the reading, we first focus on kernel function estimators with a fixed bandwidth. For
these estimators df , with h fixed, we obtain a non-asymptotic global bound on Mean
Integrated Squared Error (MISE). Then, in the second subsection, we consider the Gol-
denshluger and Lepski method to automatically select a bandwidth hB. We establish

a non-asymptotic oracle inequality for the resulting estimator.

4.3.1 Bound for the kernel estimator of oy with a fixed band-
width

In this subsection, we consider the kernel function estimators olf for any h € H,.
We study the global properties of these estimators. Specifically, we bound the quadratic
risk of the kernel function estimator df , with a fixed bandwidth.
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Theorem 4.1. Under Assumptions and for

a fired h > 0 and n large enough

CT7'||Oz0||OO7T |K||§ i 26(8) log np7

B[] — a0l 3] < 2lon = ol + 2T eer L -

(4.8)
where c(s) is a constant depending on B, |Bol1, R, ||®olleors cs, 7, || K], [|K]]2, ¢r
and on the sparsity index s of By.

The inequality stated in Theorem is non-asymptotic. It provides a bound that
contains a squared bias term which decreases with 1/h, a variance term of order (1/nh),
which increases with 1/h and a residual term of order log(pn)/n. The residual term
comes from the control of | B — Bol1 given by Proposition and is characteristic of
the high-dimensional setting.

4.3.2 Oracle inequality for the adaptive kernel estimator of o

Now, let us state the main theorem of the chapter, which provides the first
non-asymptotic oracle inequality for the adaptive kernel baseline estimator in high-
dimension.

Theorem 4.2. Under Assumptions [{.1](i)}{(ii) and [{ (PN (ii), if
H, is a finite discrete set of bandwidths such that are satisfied and € =
max{h : h € H,}, then there exists a constant k such that dgé defined by , (4.4

and satisfies for n large enough:

(s) log®(n) log(np)

E[Ildfﬁ- - 040||§,g] < C’higgn{Hah - 040||§,€ +V (h)} + " (4.9)
) L log®(n) log(np)
< _ 2 _ ! .
Chlenfn{Hah aoll3. + nh} + C'(s) " (4.10)

where C is a numerical constant, C'(s) a constant depending on T, c., B,
1Bol1, R, |lawolleors cs, ||K]|1, [|K|l2 and on the sparsity index s of Bo and
L= ’{CTTHO‘OHOO,THKH%/CS'

This inequality ensures that the adaptive kernel estimator 075 5 automatically makes

the squared-bias/variance compromise. The selected bandwidth B is performing as
well as the unknown oracle:

= arg minﬂ"j[||0723 — aylf3.],
heHn

1A

oracle

up to the multiplicative constant C' and up to a remaining term of order
log®(n)log(np)/n, which is negligible. In Inequality (4.9)), the infimum term is classic
in such oracle inequalities for kernel estimators: the bias term ||y, — ayl|3. decreases
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when h decreases and the variance term V' (h) increases when h decreases. The remai-
ning term is of order log®(n)log(np)/n. Chagny| (2014), in the context of an additive
regression model, has established an oracle inequality for the kernel estimator of the
real-value regression function with a remaining term of order 1/n. Bouaziz et al.| (2013)
have a logarithm term which appears in their oracle inequality with a remaining term
of order log'™*(n)/n instead of the expected 1/n. This logarithm term comes from the
control in log(n)/n between the distribution function G and its modified Kaplan-Meier
estimator é, which appears in the kernel intensity estimator. The exponent a in the
remaining term arises from Assumption , which is needed for the control of the
difference between the kernel intensity estimator involving G and a pseudo-estimator
that does not depend of G. As well as Bouaziz et al. (2013)), our kernel estimator
depends on an other estimator, so that we need Assumption . in order to control
the difference between the kernel estimator and the pseudo-estimator . If
our kernel estimator had not involved an other estimator, we would have considered
instead of Assumption [4.5][(ii)] condition " 1/h < kon§, as in [Chagny| (2014). The
term in log(np)/n in the remaining term comes from the control of |3 — Bo|, given by
Proposition [4.1} This term is typical of the estimation of the regression parameter Bo
when the number of covariates is large. There is no hope to capture up to usual rates
in this high-dimensional setting, but the loss in the variance term is only of order

log p/n.

Remark 4.2. We compare Inequality with this obtained for the penalized
contrast estimator of the baseline function in Chapter |3 (Inequality ) For this,
from Proposition in Chapter |3, we deduce a similar oracle inequality to (4.9)) in de-
terministic norm (see Definition ([3.5)) restricted to the integration interval [e, 7—¢], we

denote this norm |[.||get,c. Let Assumptions B.1[(D){(iii)| be satisfied. Under Assumptions
(DRG] A2 [-3[)H(v)] and A A(DH(LL)], if H,, is a finite discrete set of bandwidths

such that Assumptions |4_5| (1)H(iii){ hold, then there exists a constant x such that a?

hB
defined by (4.5)), (4.4) and (4.7)) satisfies :

El102, — aollfu) < C inf {llon — a0l + Vi) } + () ELBIR) -y
where C' and C’(s) are constants depending on fo, 7, ¢;, B, |Bol1, R, ||00]|ors Cs,
|K|]1, ||K||2 and on the sparsity index s of 3.

Inequality can be compared to Inequality in Chapter . These two
inequalities make appear the infimum over the models in model selection and over the
bandwidths in kernel function estimators of a bias term. The penalty term pen(m)
defined by in model selection can be viewed as the mirror image of V' (h) defined
by in kernel function estimation. Both inequalities reveal a term that contains
log(np)/n. This term arises from the first step of each procedure, which is the same:
the estimation of the regression parameter of the Cox model in high-dimension via a
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Lasso procedure. The ¢;-norm |3 — Bo|y is controlled by a term of order log(np)/n.
Both inequalities highlight the link between the estimation of the baseline function
as a function of the time and the estimation of the regression parameter in the Cox
model in high-dimension.

Corollary 4.1. Assume that ag belongs to the Besov space By ([0, 7]), with smooth-
ness . Then, under the assumptions of Theorem [].3,

2y 1 a 1
LA GLED

Y

E[||af; — aoll3.] < Ln~
where L and Ch(s) are constants depending on 7, cr, B, |Bol1, R, ||a0]|oors s, || K]|1,
|| K||2 and on the sparsity index s of Bo.

The proof of this corollary is similar to the one of Corollary [3.1]in model selection,
by replacing D,, by 1/h and we refer to Remark in Chapter |3| for comments on
this corollary.

4.4 Proofs

Steps of the proofs are inspired from Bouaziz et al.| (2013)).

4.4.1 Intermediate Results to prove Theorem from a
pseudo-estimator

To link the kernel estimator to the true baseline function «y, the trick is to introduce
a pseudo-estimator, which does not depend on 3. Consider for A > 0 the pseudo-
estimator

an(t) = n—lhi/oTK(t;“> S(u’lﬁo)d]\@(u), (4.12)

which corresponds to the kernel estimator of oy when S(u, 3o) = E[e? %Y;(u)] is
known. To justify the choice of the pseudo-estimator, let us calculate its expectation:

S(u, Bo)

=7 [ (5 e
= K, * ap(t),

Elay(t)] = % i/OK(;u) 1 oo (W) E[e% ZY; (u)] du

which is a unit approximation of «q, so that Kj x ag h—) oo under mild conditions
—0

(see Bochner Lemma).
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In the following, we define for all ¢ € [0, 7]
ap(t) := Elan(t)] = Kp * ap(t). (4.13)
The proof is based on the following decomposition for h > 0
El16f — aol 2] < 2E[16f — anl12,] + 2E[Ian — aoll3,). (4.14)

Since the pseudo-estimator 1) does not depend on the estimator ﬁ, the error
E[[|an — aol[3 ] is easier to bound than directly the error E[||62 — aol[3 ). The study

of the error of &f — « is then divided into two parts: the error of a;, — g and the

one of olf — Qy,.

The following lemma provides the classical bias/variance inequality for the pseudo-

estimator (4.12)).
Lemma 4.1. Under Assumptions [§.3[(7i}{(iv) for h >0 fized

e[l oo |15

nh

Elllar, — aollz] < llon — aoll3,, + (4.15)

The next lemma controls the quadratic error between df and ay,. The term to be
controlled in this difference is in fact the difference between the regression parameter 3¢
and its Lasso estimator B The /1-norm of this difference is bounded from Proposition
by a term of order log(np)/n. This explains the obtained bound in the following
lemma.

Lemma 4.2. Under Assumptions and . for a
fixed h > 0,

B log(np)
E(l|aF — anl3,] < C(S)—n :

where c(s) is a constant depending on B, |Bol1, R, ||®olleors cs: 7, || K]1, [|K]|2, ¢r
and on the sparsity index s of Bg.

From Equation (4.14)), gathering Lemmas and provide directly Theorem
4.1l

Remark 4.3. For all h € H,,, by definition of € as the maximal bandwidth in H,,, we
have for all integrable function « : [0, 7] — R,

ladlze < lalfzn.
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4.4.2 Proof of the oracle inequality in Theorem

For all h € H,,, let € = max{h the H,,}. Then, Aé(h) is defined by {) and we
can apply this definition for h = h®. We deduce from this, using the definition 1'
of hB, that for all h € H,,

162, — a0l B < 3llad — a2 1B, +3l1a2 , — aPI3. + 3117 — aol3.

< 3(AP(h) + V(i) + 3(AP(hP) + V(h)) + 3]|6f) — aoll3.
< 6(AP(h) + V(h)) + 3|64 — ao[3...

We obtain for h € H,
E[|62, — aol3.] < 6E[AP(R)] + 6V () + 3E[||af — aol3,]. (4.16)
By definition of ¢, for all h € H,,,
E[l1&7 — aoll3.] < E[laf — aol2,]

and Theorem H gives a bound of IET[||07§ — ag|[3 ], which reveals the bias term, the
variance term of order 1/nh and a remaining term of order log(np)/n, and V' (h) is of
the expected order 1/nh. E[AP(h)] is bounded in the following proposition.

Proposition 4.2. Let h € H,, be fized. Under the assumptions of Theorem[4.3, there
exist constants Cy, Cy, C3(s) such that,

B{AP(1)] < o — aol B + Cals) 2L EE () 2B (g1

where the constant Cy only depends on || K||1, Ca(s) and Cs(s) depends, among others,
on the sparsity index s of Bo.

Applying Inequalities (4.8]) and ( in Equation (4.16]) implies Inequality (4.9))
by taking the infimum over h € H,. ThlS ends the proof of Theorem O

4.4.3 Proof of Proposition

We introduce several additional notations, for ¢t € [0,7], apw(t) = K * an(t),
ah(t) = E[@h(t)], Op (t) = E[Oiéhyh/ (t)] and write

AP(h) = sup {lla) — a3 — V(W) |
h'etn +
S 5 Sup {||O_éh/ — Oéh/H;E — V(h/)/10}+‘|— 5 ?up {Hah,h’ — Oéh,h'||§,€ — V(h/)/10}+

+5 sup ||af — awll3. + 5 sup [|a7, — anwll3. + 5 sup |law — anwll3.
!/

h'eHn h'€Hn h'eHn

:5(T1+T2+T3+T4+T5)
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e Study of E[T}]: Recall that for all h € H,,

llan — anll3 ) = sup (@ — an, [lap (4.18)
FEL2([h,m—h]),|[ fll2,n=1

We introduce the centered empirical process vy, ,(f) = (@n — au, f)24, which is equal
to

%Z;: /h o ( / % (V) — aro(u)S(a, ﬁo)du)) dt.

As f — v, ,(f) is continuous, the supremum in (4.18)) can be taken over a countable
dense subset of {f € L%([h, 7 —h]), || f||2.n = 1}, which we denote by B, (h). Therefore,
we can write

E[T1] < E[{h%gn!\@h/ — ap|[5 — VWWO}J

< Y s[{lm, i, - vin)/10} |

Jhj€Hn
< > E|[Q sup v, (f)=V(ky)/10p |- (4.19)
jihs€Hn feBx(hj) n

Let introduce a key lemma, which allows to bound (4.19)).

Lemma 4.3. Let us introduced the centered process vy, i (f) = (qn — an, f)an, for any
h e H, and f € L2 ([h,7 — h]) and B.(h) = {f € L2(Jh,7 — h]),||f|]2 = 1}. Under
the assumptions of Theorem |4.4, with V (k') defined by for any h' € H,, there
exists a constant cg depending on the bound ¢, of the counting process, T, ||ao|so,r, the

bound cs of S(t,Bo), ||K||1 and ||K]||2, such that

> E

{ up uz,h,.<f>—v<hj>/1o} ] <@

feBr(hy) n
So, from Lemma [£.3] there exists a constant ¢g > 0 such that

E[T3] < % (4.20)

where ¢ depends on ¢,, 7, ||aol|cor, s, || K]||1 and ||K||o.
e Study of E[T5]: We study T similarly as 7} since
Bt < S & [{liau, — ans s, ~ Vin/10} ]
j,hjEHn

From Lemma (see the remark at the end of the proof of Lemma , there exists
a constant ¢; > 0 such that .
E[T3] < =, (4.21)
n
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where ¢7 depends on ¢,, 7, ||ao|cor, s, || K]|]1 and || K||o.

e Study of E[T3]: First, write for all h € H,,, that

B —a t—u Uﬁo)ﬂ{y 150y — Sul(u, B) (u
o ”hz/ ( ) SwAS( )

For all € [O, T], we have S(U, ﬁo)]l{f/(u)>0}— ( ) ( (U ,80) ( ,é)) >0}
Indeed, for all u € [0, 7], if 1ip(,=0y = 0, then for all i € {1,...,n}, Yi(u) =
S.(u, B) = 0. So, we can rewrite for all h € H,, that

a2(t) — an(t) hz / (t_“> “(ﬂ";) (u,<,80)ﬁ 4 o dNi(w). (4.22)

~—

Consider the following sets:

. 1 k
Qg = {w Vu € [0,7],[Sn(u, B) — S(u, Bo)| < 2C(s)BePle?BlFok log(pn”) )},

" (123)
QSn = {C{} :Vu € [077-]7 S’n(uaa) - S(U,ﬂo) > _CES}: (424)
Q= Qi N Qs,, (4.25)

where the constant C(s) and cg are respectively defined in Proposition and As-
sumption . We decompose T3 on €25, and on its complement. On 2, let introduce
the following lemma:

Lemma 4.4. Under Assumptions[{.1](i}{(ii) -3l (wv) and for all

k € N, we have )
E(llay, — anl[5,1(Q5)] < en®*72,
where cg s a constant depending on B, |Bol1, R, ||aw||cor, cs, T, [|K||1, || K||2. Choosing
k> 8 yields E[||af — a2, 1(5)] < cs/n.
From Lemma [4.4]

E §up||dgf—dh’||§,g]l(92) < > Elllan, — anlla, 1(95)]
h'eHn Gohi€Mn
Z C3n3—k/2’
j,thHn

which is of order 1/n as long as k > 10 from Assumption [L.5[(i)] On the other hand,
from (4.22) on €2, we have

T—h' N
E sup/ (&2, — an)?(t)1(Q)dt

heHn Jh

2
16C(s)2 B2e?BletBlIBol1 1og (pnk) / / | Ky (t — )
< E | su dN;(u
a c§ n h'e”gn S(u,Bo) \n ZZ )

=1
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Then, we decompose N; = (N; — A;) + A; to obtain

s [ [ S anw))
Sup/ {/Ithutgou ;d]\f )S(u,,@o)du>}2dt] (4.26)

<2E
heHn

2

T—h'
+ 2;;1?5)” /h/ {/|Kh/(t — u)]ao(u)du} dt. (4.27)

The term (4.27) is bounded by 2||K|[37||aol|2, ;. Let us bound the term (4.26)),

R ek

| K, (t—u)| 1
dN;(u
> / / S(u, Bo) ZE:
It remains to bound the variance term.

J,hi€Hn =1
2
| K, (t — )| 1 /|Kh.(t—u)|
(u)| < -E —————dNi(u .
2/ S Bo) ) =5 St Bo)
We apply Lemma and use Assumption . to get

'Kh t—u) i(u)] <lE|M() —ng(t_u)le(u)]

E

U ﬂo n S2(“7/30)
e, [ KG(t—u)
< E Su—ﬁ())%(u)du
< nes (u)du. (4.28)

A change of variables gives the integrated variance term:

T—h; t+h,; 2 T 2
J J K K
/ / K2 (t — w)ao(u)dudt — | ”2/ aoyt < 2001 (409)
hj t—h; ! 0 h;

h;

Therefore, we get

E

o [ ([ o) ]

T||o cr || K
<o 3 Hloolleree I o) peyoryjag) .
, Cg nh;
],hjeHn
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From Condition . there exists a constant c¢s such that

E[T3] < c5(s)loga(”>;°g(p ”), (4.30)

where ¢;(s) depends on cg, 7, ||ao||cors By R, |Bol1, ¢r, ||K||2 and on the sparsity
index s of By.

e Study of E[T}]: Since

dg,h’ — Q= Ky x (df — ap),
we have from Young Inequality (Lemma withp=1,¢=2,7r =2,

8 log(np)
E[Ty] < [|K|ZE[|&) — anl|2,] < c(s)|| K2 P (4.31)

where the last inequality is obtained from Lemma |4.2

e Study of E[T5]: From Young Inequality (Lemma withp=1,¢g=2,r =2, we
obtain that

llaw — anpllze = [ K * (a0 — Kn* ao)ll5. < |K][{|lao — Kn * aolfs.
Therefore, since oy, = K}, * ap,
E[T3] < [IK][3]lao — anll3., (4.32)

which corresponds to a bias term.

Finally, gathering the bounds of the five terms (4.20), (4.21]), (4.30)), (4.31)) and
(4.32), gives the result of Proposition . n

4.4.4 Proof of Lemma 4.3

The proof of Lemma [4.3] is based on the Talagrand Inequality given in Theorem
[£.3} For all j such that h; € H, and f € B.(h;) = {g € L2([h;, 7 — hy]), |lgll2n, = 1},
we have

Kh].<t - U)

vun () = %i /h :hj (1) ( / e (AN ) = (S ﬁo)du)> dt. (4.33)

To apply this concentration inequality, we need to determine the bounds H, M, W
and the constant p (see Theorem in Appendix [A| for the notations).
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e Determination of the constant M:

T=h le
K dt)
‘ /hj / " S(u, Bo)

IN

_—y Y2 AN (u
|!f|’2,hj/ (/h Kf%j(t_wdt) S(u1<ﬁo))
1

J
Cr|[ K2

Cs

< = M.

B

e Determination of the constant H:
From Equation (4.18), we have that supscp ) Vi, (f) = |[@n; — an,l[3,,, and from
(4.13), we have that

E| sup v, (f)

feBr(hy)
Combining (4.28) and ( , we can bound the variance term to get

T—h;
< El[||an, — ath;hj] < / Var|ap,|dt.

h;

E

T K||3
sup 2, (f)| < Var[ay, |dt < er7llolloer [ K1l2 = H?.

n,h; J h.
J€B (hy) h cs nh,

We have H? = V(h;)/k. Then we set u> = 1/2 and £ = 40 in order to have
2(1+ 2p2)H? =V (h;) /10 = O(5-).

J

e Determination of the constant W:
We have the following inequality

[0 fegiial <= |(f [ e onousiiy)
We introduce K, (u) = Kj,(—u). From Lemmas(Cauchy—SChwarz and 8| (Young
(/= s dﬁf%ﬁ))Q

Inequality) with p = 1,¢q = 2,7 = 2, we obtain
Ni(u)
K —dt
/ / & S(u, Bo)
(K, * f)*(u)
<es, —L——— —ap(u)du
- </ S(UMBO) 0( )
crlla|] oo r -
TR K f13

Var

Var <E

<

CTHaOHoo,T
Cs
We apply the Talagrand Inequality with the bounds M, H, W and the constant

u? = 1/2 to obtain

E[{ sup vz,hj(f)—V(hj)/m}J <

feBr(hy)

< 1K |12 = W.

s|®

(o0 (= 22) 4 b e
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for some positive constants ¢, ¥ and 5. Then, from Assumptions [4.5[ID}{iii)} we
deduce that

Y _9g 1
S OE| sup 2, (f) = V)07 | <2 Y [eTH 4 ——eVE
; feBr(hy) n nh;
J:hi€Hn ! + jihi€Hn
<L
~n

So, there exists a constant cg > 0 such that

Y E { sup u;hj(f)—V(hj)/m} ] g%,

Johi€Hn feBr(hy)

where ¢ depends on ¢,, 7, ||aol|cor, s, || K|]1 and ||K||o. O

Remark: A similar lemma can be obtained for the centered process

(Qnn, — Qs [on,, where ap = Ky x ay,. Just take

V(hy)[I K

2
Land W = 0l ey

ap = IR
Cs/ hj K
in the Talagrand inequality, since we have from Lemma

K
1K * K[| < |15 152
Vi

and || K+ K || < || KI5

4.4.5 Proof of Lemma [4.7]
From Definition (4.13)), we have ap(t) = Kj * ap(t) for all ¢ € [0, 7] so that

Efllan — aoll3,4] = Elllan — anll3,] + [lon — aoll5 5.

The first term of the right part of this equality can be rewritten as
T7—h
Bljos — anl) = [ Varlan ().
h

It remains to bound Var[ay(t)]:

/Kh(t — u)md]\ﬁ(u)l

( / Kh@—u)mdjvl(u)) ]

Var|ay,(t)] = %Var

<g
n
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We apply Lemma (Cauchy-Schwarz) and use Assumption to get

/ Kt =g ul Bo) le(“)]

= /Kh Ulﬁo) ao(u)du

Z(t — u)ag(u)du. (4.34)

Var[ay(t)] <

<

A change of variables gives the integrated variance term:

T—h t+h K 2 T K 2
/ / K,Ql(t —u)op(u)dudt = u/ ap(t)dt < u7'H040HOO77.
h t—h h Jo h

Gathering the bias term ||y, — agl[3,, and the bound on variance term gives In-

equality (4.17]) in Lemma [4.1] O

4.4.6 Proof of Lemma 4.2

The proof of Lemma relies on an additional lemma. First, write

R (t) — an(t y Z/ Uuﬂoﬁo A ?) <t ;u)ﬂ{a‘/(u)m}d]\@(u)-

We study the difference process df —ay, on (), defined by (4.25) and on its complement.

From Lemma the process df — @y, is controled on 2f. The following lemma allows
to bound the difference process on 2.

Lemma 4.5. Under Assumptions . and for

any k € N, we have

4 _ log(pnk
E[|6f — &30 (0] < ea(s) B

?

where c4(s) is a constant depending on c;, B, |Boli, R,||ol|sors cs, T, [|K||1, || K]]2
and on the sparsity index s of By.

Gathering Lemmas [4.4] and 1.5 we finally get that, for a fixed k

B log(pn)
E(l|a) — anl3,] < c(s) m—

with ¢(s) a constant depending on B, |Bol1, R, ||ao||cors €5 || K]]1, || K]]2, 7, ¢; and on
the sparsity index s of By, and Lemma is then proved. Let now prove the Lemmas

[4.4] and (.5
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4.4.7 Proof of Lemma 4.4 :

We have to bound E[||df — ap|[3,1(€)], which is equal to
. T—h .
E[||&, — anl[5,1(25)] = /h E[(ay — an)*(H1(Qf)]dt.

First, let us focus on E[(& ff an)?(t)1(Q5)] defined by

( /Kh (t — w) Ly w0y (Su( ﬁoﬁ)o) (( é)ﬁ)dNi(t)> 1(€%)

From Assumptions , B belongs to a ball B(0, R) and |Bo|; < 0o, so we have
the following bound

Sn(u B) (u /60 Z By Zze(ﬁ Bo)* Z; < e2BlBol1 o BR (4'35)

i=1
For sake of simplicity, let us denote C(B, R, |Bol1) the bound in (4.35). From 1y ,)~0;
in the definition of o?f?, there exists ig € {1,...,n} such that Y;, # 0, so that from

Assumption {4.3)(1)|

(u 6) > —B|ﬂ0|1e—B|ﬁ§—ﬁoll > 16_23‘30‘1e_BR. (4.36)

n

SIH

Combining (4.35)) and . for C'(B, R, |Bol1) = e®FIPol1e*BR we obtain the following
bound

B - @)201(05)] < OB, R0l ([ Fte - i) o). @3
We then apply the Cauchy-Schwarz Inequality (see Lemma to get
B[ ( [ Kale - waniw) 105)] <E[Ni() [ K30 - u)av 1)

< CTE[ / Kg(t—u)dzvl(u)]mg)] (4.38)

T—h N
Now we focus on / E[(&2 — @;)?(t)1(€Q)]dt. From the two bounds (4.37) and

h
(4.38) obtained above, we have

T—h A 5
[ Bl — arnpiar < o8, R 6ol (e BB  frep).
h S

Let introduce the following lemma that gives a bound for P(€25).
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Lemma 4.6. Under Assumptions and for all k € N, there exists
ng € N, such that for n > ny we have

P[QS] < con™*, (4.39)
where ¢o is a constant depending on B, |Bo|1 and s.

From Lemma and the fact that h~' < n from Assumption ., we get that

;"G>

T—h
/ E[(d O_{h>2(t)]l(Qz)]dt§C(B, |’60‘1’R7||a0HOO,T7CS7T7HKH17HKH2)'H371€/27
h

where C(B,|Bol1, R, ||ao||co.rs Cs, Ty || K| |1, || K]]2) is a constant depending on elements
in brackets. Finally, we obtain

E[16f — anl B L) < O(B. Bols. R llaollue 5.7 1K 1. |1 |y,

which ends the proof of Lemma [4.4] n

4.4.8 Proof of Lemma 4.5 :

On €, we have

3 4 B2e2BRAB|Bol () log(pn*)

E[(&)) — an)*(H)1()] < Z n

2
1 & | Kp(t — )|
E|l — ————dN;(u .
Then, from a change of variables and the Cauchy-Schwarz inequality, we have
2
/ / Kt =0l 4y o dt—/T_h</ Kt — u)|a (u)du)th
S(u ,30 Bl h " ’
1 T—h 1
< < K%v)dv)/ / ag(t — vh)dvdt
—1 h -1

<2k} [ adtiat (4.40)
0

where the last inequality is obtained with another change of variables and is bounded
by 2[|K|[37]|cwo]|2, - From arguments as in the proof of Lemma , we have

T— K . K 2
/ vr | L /| (t =) ()] < Tlaollerer IKIE ) )
h

U ,30 Cg nh

Combining the bounds (]4.40]) and (4.41) and with the fact that h™! < n, we obtain
that

B log(pn*)
E[||c, — anl5,1(%)] < C (7, ¢r, s, [|aollooyrs [Bol 1 Be By [ K |1, [| K| |2, 8) —=—=.

(4.42)
O
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4.4.9 Proof of Lemma 4.6

In order to calculate P(€27), let us begin by study the set Q) defined by (4.23).
Let us introduce the two following sets

= {w :Vu € (0,7, 1Sn(u, B) = Su(u, Bo)| < BePRe2PI%h O (s) —log%’”k) } ,

e {“ V€ [0,7], Su(u Bo) — S(u, Bo)| < BePRPIAli0(s) %} |

We have Qg D Q1 N Qy. We begin to calculate P(£27). By definition, we have

Su(,8) = S, Bo)] = |5 (75 — 2y )
=1

< eB|ﬁ0|1‘eB|ﬁA*ﬁo|1 _ 1|

Under Assumptions [£.1] and [£.2] from Proposition [L.1] there exists a constant ¢ > 0

such that, with probability larger than 1 — cn™F,

log(pn*)
.

1B — Bol < C(s)

k

So, with probability larger than 1 — en™", using that |e” — e¥| < |z — y|e™ ¥ for all z,

y, we have

’Sn(U,B) — Sn(u,ﬁo)‘ < eB\ﬁollB|B . BoheB\B—ﬁoh

k
n

We deduce that
P(Q5) < en™. (4.43)

To calculate P(£25), we remark that

n

n(S(u, Bo) — S(u, 80)) = Y (% 4Yi(u) — B %)),

i=1

As0 < eﬁgzlYl(u) < eBlPoli we apply a Hoeffding inequality:

2 2
P (\Sn(u,ﬁo) — S(u, Bo)| = %) < Zexp (——neﬁam) )
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and with y = BeBRe2BIFoliC(s5)/nlog(pnk)/2, we finally get

n

IP><|Sn<uﬁo> — S(u, Bo)| > C(s)BePFe2BlBoh M)

2B2e2BReABIFoL 02 () log(pn*)
S 2€Xp (_ 623|ﬁ0|1

< —.

We conclude that there exists a constant ¢; > 0 such that

P(Q5) < ern™". (4.44)
Gathering (4.43]) and (4.44)), we obtain
P(Qf,,) < P(QF) +P(Q5) < en”", (4.45)

where ¢ > 0 is a constant. It remains to calculate P(Q2g ), with Qg defined by (4.24),
to obtain P(£2¢). We decompose

Sn(u7 B) - S(U, BO) = Sn(ua B) - Sn(“fa /60) + Sn(ua /60) - S(“’? /60)
On Ql N QQ,

Sn(u7 Ié) - Sn(”aﬂO) > _2BeBRe2B|BO‘1C(S) M € (_0070)

So for n large enough, we have that S, (u, B) — Sy (u, Bo) > —cg/2. For n large enough,
Qi Ny C an, and

P(Q§, ) <P(Q) +P(Q3) < en k. (4.46)
Gathering (4.45) and (4.46)), we finally obtain for n large enough that P(Q5) < con™*,
where ¢, is a constant depending on B, |Bo|; and s. O
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Appendix

A Technical lemma

In this appendix, some classical technical lemmas and a theorem needed for the
proofs of the two main theorems of the chapter, are listed. We do not give the proofs
of these well-known results but we give the references where to find their proofs.

A.1 A Cauchy-Schwarz Inequality

The following lemma gives a useful inequality concerning integrals with respect to
the counting process N.

Lemma 4.7 (Cauchy-Schwarz). For all function g bounded on [0, ],

N [t = (|

T1 T1

T2

2
g(s)AN(Gs)), 0<m<m <7
We refer to Bouaziz et al.| (2013) for the proof of this lemma.

A.2 Young Inequality

The following lemma provides an inequality that bounds a norm of the convolution
product of two functions by a product of norms of each function.

Lemma 4.8 (Young Inequality). Let p,q € [1,+00) such that 1/p + 1/q > 1. If
s € L’(R) andt € LY(R), then s and t are convolable. Moreover, if 1/r =1/p+1/q—1,
then f+g e L"(R) and

[Is = ¢l < [Islp[It]]q

This convolution inequality is proved in Hirsch & Lacombe| (1999) (Theorem 3.4
p.149).
A.3 Talagrand Inequality

The following Talagrand Inequality is a concentration inequality that allows to
control the supremum of an empirical process.

Theorem 4.3 (Talagrand Inequality). Let &1, ...,&, be independent random wvalues,
and let

melf) =+ S 47(6) ~ ELE)}
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Then, for a countable class of functions F uniformly bounded and > 0, we have

4 nir? M?  _2de(unn
E supung(f) —2(1 + 2u*)H? < = (Kedﬂzvﬂ{/ + Le e Af) :
feF . d\n

dn®¢?(p)

with p(p) = /1 +p?>—1,d=1/6 and

supl| fllee < M, ]E[supyn }<H, sup Var[f
Sup |11l vne ()] fe]-'nz

This theorem is a useful corollary from the classical Talagrand established by
(1996)). The proof of Theorem [4.3] can be found in [Comte et al| (2008) (Lemma
6.1). The proof of the theorem follows from a concentration Inequality in
and arguments that can be found in Birgé & Massart| (1998)).

B Unbounded case

We do not assume anymore that N;(¢) is bounded for every t € [0,7] and

i€ {1,..,n} (see Assumption [.3|[(iv)).
Theorem 4.4. Under Assumptions and . zf

H,, is a finite discrete set of bandwidths such that [}.5 - are satisfied and ¢ =
max{h : h € H,}, then there exists a constant k such that a 5 defined by and

(-) with

Tl [1K]15

Vin) = Cg nh

Y

satisfies :

N . ., dog®(n)log(n
E[6%, — aoll3) < C inf {Jlan — aollL + V() + 0/(o) E B )

n

)

l|olloors €s: || K |1, || K|l2, s the sparsity index of Bo and Ky a constant from the
Biirkholder Inequality (see Theorem i Appendiz .

where C'is a numerical constant, and C'(s) a constant depending on 7, B, |Bol1, R

Let us detail the important changes in the proofs of Theorem [£.4]in the unbounded
case. The steps of the proof of Theorem [4.2] are similar. The only differences lie in the
way we bound the variance of the pseudo-estimator and in the proof of Lemma
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B.1 Bound on the variance of the pseudo-estimator in the un-
bounded case:

Let us detail how we bound the variance of the pseudo-estimator in the unbounded
case.

Var[ay(t)] = %Var

/Kh<t - U)S(u;ﬁo)d]vl(u)]

(/Kh = Bo)le(u)>2]'

Instead of using the Cauchy-Schwarz Inequality (see Lemma [4.7]), we apply the follo-

wing Doob-Meyer decomposition N; = M; 4+ Aq:
2
Kh (t — U)
———=dM; (u
( / S(“? /80) 1< )>
2
Kh t - u ,BTZ
0“1y (u)d
RN (-
Then, we have
2
Kp(t —u) K3 (t — u)
E / ———2dM —_
( S(u. Bo) 1) S2(u, Bo)
and using the standard Cauchy-Schwarz Inequality, we finally get that
2
Kh (t — u)
E / ——2dM
( S(U, ﬁ()) )
Thus, in the unbounded case, the variance term of the pseudo-estimator is bounded

by

Varlan(t)] < %IE

<E

ap(u)e® ZlYl(u)du] ,

E[e*%6 2]|| a2, 7 || K] |2
% h

2|l 0o0.T K 2
Var[@h(t)] < HO—J’(E[eB[{Z] + HO‘0| ’OOJ_E[GZBS"Z]T) || ||2’
Cs nh
which gives a bound of the same order 1/nh, than the one obtained in the bounded

case (see Inequality (4.34))). O

B.2 Proof of Lemma 4.3 in the unbounded case:

We have to control the supremum of v, ,(f) defined by (4.33) over the ball
B.(h) = {f € L*[h,7 — h)]),||f|l2» = 1}. In the unbounded case, we can not di-
rectly apply the Talagrand Inequality: we have to introduce a truncation (see Chagny
(2014) for a close approach). Let us define for a constant c,

c vn

logn’

Rp =
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and we decompose v, j, as

v (f) = V0 (F) + 8 (f),

where
1 n T—h K -
Vr(:i)z(f) ~ Z/h f(t) / %ﬂ{m(fxnn}d]\@(u)dt
i=1 )
I~ [ Kn(t —u)
and

_ %zn; /h T / %mmmm}dm(u)dt
—%i/}:_hﬂﬂ/ Eult —w)

S(u, Bo)

We follow the lines and the notations of the proof of Lemma (see Subsection
4.4.4).

e Control of Vfll,)L(f)
As in the proof of Lemma , we can apply a Talagrand Inequality to ufll,)l( f), which
is bounded, with the following bounds:

— Determination of the constant M:
Using the Doob-Meyer decomposition and the Cauchy-Schwarz Inequality, we
have for f € B;(h)

K, t —u)
/ / A ]l{Nl(T)Snn}dM1 (w)dt

T— h
K, t —u)
/ h 1{N1(T)§Hn}dN1 (u)dt

T7—h
K t— U T
+ ft / A Lin, () <rnyo(w)e® 21Y) (u)dudt

S(u, Bo)

o

/ (/ Ki(t {]Zzi )5:;}04 o(w)eo 1Y (u)dudt

Bl|Bol1

< 12

+{1fl2.n

< MK IMOLwm el 1K :
-~ Vh cs Vh cs
KB ool Ve
cS\/_ cs log nvh
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— Determination of the constant H:
Kp(t —u)
E / { ]l{Nl(T)SFin}dMl (u)] dt

(1) 2 V
fi%wwﬁﬂs / SN

< - / [(/K’“‘J;}: dMl(u)>2] at

Tl oo K13
cs nh

< = H*

We have H? = V(h;)/k. Then we set u?> = 1/2 and £ = 40 in order to have
21+ 22) H? = V(hy)/10 = O(-).

— Determination of the constant W:
From Young Lemma [£.8] we have

K t—u
/ / 2 ]l{Nl(T)SHn}dMI(U/)dt]

2
T— h K t _ u
= (/ / o ]l{Nl(T)Snn}dM1 (w)dt

<E ﬂ{Nm)Snn}(/%dMl(w) ]

<F /Mao(u)eﬁgzlyl(u)du]

B S2(u7ﬁ0)
Ky, = f|[3 el
<M ), < Bl
Cs Cg

Then, from Assumptions [L.5[(D}(ii)} we deduce that

191 1 % 1
E su 1/721 , —V{(h;)/10 < — e o4~ o Vslogn
> {ﬂﬁj%),mﬁﬂ (hy)/ }+ 2> (n T

j,hj EHn j,hj EHn

S

Y

S|

with )
Tllo|oor [1 K15

Ccg nh
From Assumptions and , we obtain for a constant ¢ > 0, that

> E

j7hjeHn

V(h) =k

{Sw<4iuw—V%ww}]§§
+

feBr(hy)
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e Control of 1/752,)1(]‘")
(2)

Now, let us focus on the second unbounded term 1,7, (f). Let us consider the process

U(t) defined as

K t—u
Dl

so that 1/7(12})L(f) = th*h f(&)¥(t)dt. Using Cauchy-Schwarz inequality, we get

/h w \I!Q(t)dt]

K t—u
/ / a ]1{N1<T)>nn}dM1(U)] dt

2
Kp(t —u)
SV ({3 Tm—

Applying the Biirkholder Inequality (see Theorem in Appendix , we obtain
that

/Kh t—u) (U ,BO)H{N (T)>Iin}dM( )]]

E| sup (vC)(f))?

feB-(h)

| /\

Kp K
Bl swp 000)7?| < BB g, (21130
feB-(h) €s M
_ o K IBEN, ()7
~ & nh Kh '

From Assumption [4.5}|(ii), we deduce that for p large enough

> E

B[N ()]

n

sup (Vo) (f))?| < C

feB.(h)

It remains to verify that E[N(7)P*!] is bounded. Using the fact that for all a > 0,
b>0and p>1, (a+0b)P <207 (a? 4 b*) and from the Biirkholder Inequality, we can
easily show by recurrence that for all p € N*, E[N(7)?] < C,. Thus, we conclude that
for a good choice of p,

E
jvhjEHn

sup () (f))?

feB.(h)

<

)

S1Q

for a constant C' > 0, which ends the proof. n
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Abstract. The aim of this chapter is to study the practical performances of the es-
timators proposed in Chapters [3]and [d With the model selection approach of Chapter
we obtain a penalized contrast estimator. The approach of Chapter 4| provides an
adaptive kernel estimator. In addition to these two estimators, we also consider the
usual kernel estimator of the baseline function, with a bandwidth selected by cross-
validation, which we refer to as "cross-validated kernel estimator". We describe how
we implement the three estimators by decomposing the estimation procedures. We
then apply these procedures to simulated data to illustrate the behavior of these three
estimators. We then compare theirs respective performances by calculating different
Mean Integrated Squared Errors (MISE). Lastly, we apply the three procedures to
a real dataset on breast cancer, to compare the baseline functions for two groups of
patients, the treated and the untreated, and to draw informations on the lifetime in
these two groups.

Résumé L’objectif de ce chapitre est d’étudier les performances pratiques des es-
timateurs obtenus dans les chapitres |3| et . A partir de Papproche par sélection de
modeles du chapitre[3| nous obtenons un estimateur par contraste pénalisé. L’approche
du chapitre [4 nous a permis d’obtenir un estimateur a noyau adaptatif. En plus de
ces deux estimateurs, nous considérons aussi 1’estimateur a noyau usuel du risque de
base avec une fenétre choisie par validation croisée, que nous appelons « estimateur a
noyau cross-validé ». Nous décrivons comment nous implémentons ces trois estimateurs
en décomposant les procédures d’estimation. Nous appliquons ensuite ces procédures
a des données simulées pour illustrer le comportement de ces trois estimateurs par
rapport au vrai risque de base simulé et nous les comparons les uns aux autres en cal-
culant des erreurs quadratiques moyennes intégrées (MISE) et en tragant leurs courbes
sur un méme graphe. Enfin, nous appliquons les trois procédures & un jeu de données
sur le cancer du sein pour comparer les risques de base pour deux types de patients,
les patients traités et les patients non-traités, et pour obtenir des informations sur la
durée de survie dans ces deux groupes.



5.1. Simulated data 181

In this chapter, we describe the implementation of the estimation procedures des-
cribed in Chapters [3| and [4] to estimate the two parameters of the Cox model.

The chapter is organized as follows. In Section [5.1] we describe how we generate
simulated data in the context of right censoring. In Section [5.2] we propose four
different estimation procedures for the regression parameter (Bg. In Section [5.3] we
describe the implementation of the different procedures to estimate the baseline
function «g: first, we explain how we compute the model selection procedure in an
histogram basis and in a trigonometric basis, and then we specify the implementation
of the kernel estimator and the selection of the bandwidth with cross-validation and
with the Goldenshluger and Lepski method. Section [5.4] is devoted to the definitions
of three different Integrated Squared Errors (ISE) that we consider to measure the
quality of the estimators. In Section [5.5] we present the results for the estimations
of the regression parameter and for the baseline function. Section [5.6] ends the study
with the application of the implemented procedures to a real dataset on breast cancer.
Appendix [A] describes the Rectangle method, which allows to approximate integrals,
Appendix Bl explains how we calibrate some constants in our procedures and Appendix
[C] gives some details on the real dataset on breast cancer.

This simulation study has been implemented with the software R. The programs
are available on request.

5.1 Simulated data

In this section, we describe data generation process in the right censoring framework
(as described in the introduction of Part [T, see Remark [2.10]). Recall the Cox model:

Xolt, Zi) = ap(t)eP8 % fori=1,...n (5.1)

where Z; = (Z;1, ..., Ziyp)T is the vector of covariates of individual i.

Sample size and number of covariates. We consider a cohort of size n and p
covariates. In the simulation study, several choices of n and p have been considered.
The sample size n takes the values n = 50, n = 200 and n = 500 and p varies as
follows:

— p =5 < n, referred to as the small dimension case,
— p=+/n, being 7, 15 and 22 respectively and referred to as the intermediate case,

— p > n, being 50, 100, 200, 500 and 1000 respectively and referred to as the
high-dimension case.
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Regression parameter in the Cox model. The true regression parameter 3 is
chosen as a vector of dimension p, defined by By = (0.1,0.3,0.5,0,...,0)7 € R, for
various p > 3.

Matrix design. For each n and p, the design matrix Z = (Z; j)1<i<n1<j<p i simu-

lated independently from a uniform distribution on [—1,1].

Survival times and baseline function. We consider two forms for the true base-

line function oy depending on the distribution of the survival time.

(1)

(ii)

If the survival times are distributed according to a Weibull distribution W(a, \),
the baseline function is of the form ag(t) = a\?®"!, where a and \ are two
positive parameters. From the relation between the conditional survival function
and the conditional hazard rate function, we have for : =1, ..., n,

t
S(b Zz) = exXp [ - / /\O(S, Zi)ds] = exp(_/\ataeﬁgZi)‘
0

We simulate n uniform random variables Y; ~ U([0, 1]), for ¢ = 1, ..., n. Inverting
the conditional survival function, one gets an explicit expression of the survival
times T;:

1 T 1/a
T, = X<—eﬁozi10g(1 _Yi)> '

We implement T; from this expression. We simulate three Weibull distributions
for the survival times: W(1.5,1), W(0.5,2), W(3,4).

If the survival times are distributed according to a log-normal distribution
In V(X a), the baseline function is of the form

1 (log t—\)?
aV/2mt exXp < o g2a2 )
1 — (I)<logt—)\> ’

a

(67} (t) =

where ® is the cumulative distribution function of the standard normal distri-
bution. The associated survival time 7; is defined for ¢ = 1, ..., n, by

T, = exp (aq>—1 (1 — exp <M>) + A) ., where Y; ~ U([0,1]).

eﬂg Zi

We simulate three log-normal distributions for the survival times: In A/(0.25,0),

In N (1,0), In N (10, 0).

From the different distributions considered, we obtain several different forms for the
baseline hazard function aq (see Figure [1.0.1)).
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0T \
—— LogN(1/4,0)
— LogN(1,0) ©w
< 4 LogN(10,0)
S o o 3
2 8 o |
o o -
© ©
~ 4
— W(1.5,1)
— W(0.5,2)
0 | W(3,4)
A o
o -
T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 15
grille_temps grille_temps

FIGURE 1.0.1 — Plots of the baseline hazard function for different parameters of a log-normal
distribution (left) and of a Weibull distribution (right).

Censoring times. We set a rate of censoring of the form 1/~E[T}], where v > 0 is
a constant to be adjusted to the rate of censorship. We consider two different rates of
censoring:

— a large rate of censoring of 50% by taking v = 1.2,
— a moderate rate of 20% of censorship by taking v = 4.5.

The censoring times (C;)1<;<,, are simulated independently from the survival times via
an exponential distribution £(1/~E[T}]), with rate parameter 1/vE[T7].

Time interval of the study. The time 7 of the end of the study is taken as the
quantile at 90% of (1; A C;)i=1... . We consider in the following that 7 is non-random.
A theoretical study with a random 7 is beyond the scope of the present study.

Observed times and censoring indicator. Fori =1,...,n, we compute the obser-
ved times X; = min(7;, C;), where C; = éi/\T, and the censoring indicators §; = 11,<¢;.
The definition of C; ensures that there exist some ¢ € {1,...,n} for which X; > 7, so
that all estimators are defined on the interval [0, 7|, and it prevents from certain edge
effect.

Each sample (Z;,T;,C;, X;,0;,i = 1,...,n) is repeated N, = 100 times (we consider
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N, = 500 for some experiments but it takes too much time to rise N, to 500 in each
one).

5.2 Step 1: Estimation of the regression parameter

Bo

We implement four procedures to estimate the regression parameter Bq: the clas-
sical minimization of the opposite of the partial log-likelihood, the classical Lasso
procedure, a procedure that performs a Lasso procedure and a minimization of the
partial log-likelihood on the covariates selected from the Lasso, and lastly the adaptive
Lasso procedure. These algorithms are all based on the Cox partial likelihood ,
which can be rewritten in the censoring case by

BT Z; T
25 log X8 where S,(3, X;) Z P 2, (5.2)

ki Xp> X,
Let us describe these four different strategies.

1. The maximum Cox partial log-likelihood estimation: According to ([5.2)),
the maximum Cox partial log-likelihood estimator is defined by

~ML

B = argmax{l;(8))}.
B

This procedure is implemented in R with the coxph function, located in the
survival library in R (see |Andersen & Gill (1982) and Therneau & Grambsch
(2000) for theoretical and practical details about this procedure). The obtained
estimator is consistent (see Tsiatis (1981) and Andersen & Gill (1982))) and
asymptotically efficient. The maximum Cox partial log-likelihood procedure
works well when the number of covariates p is not too large compared with
n. When p increase, the estimations become wrong and when p is really too
large, the procedure does not converge anymore. In theory, the high-dimension
is reached when p is of order n, but in practice the coxph algorithm can no
longer be used as soon as p exceeds /n. Thus, we consider the cozph algorithm
only in the cases when p < /n.

2. The Lasso: Recall that the Lasso estimator, introduced by [Tibshirani (1997)),
is defined by

~Lasso

B, = arggnin{—li(ﬁ) + plBl1}, (5-3)

where p > 0 is a regularization parameter.
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The problem is convex (see [Huang et al. (2013) for example) and imple-
mentable. The Lasso procedure for the Cox model has been implemented in R
by Simon et al.| (2011) with the glmnet function (located in the glmnet library
in R). This algorithm is based on a cyclical coordinate descent. The idea is the
following: one minimizes on one coordinate a quadratic approximation of the
Cox partial log-likelihood. This amounts to consider in the hessian only one
non-zero coordinate on the diagonal. We obtain a gradient descent, to which we
apply a soft-threshholding operator (associated with the ¢; penalty). One does
this procedure in every directions. As proposed by Tibshirani| (1996) and imple-
mented in the glmnet procedure, the regularization parameter p is chosen via
cross-validation. The Lasso procedure is defined for all p, in particular it
is adapted to the case p > n. The resulting estimator is sparse and thus easily
interpretable.

One limitation of the Lasso procedure is that it is in general biased (see Zhang
& Huang (2008a)) and in some case inconsistent for variable selection (see [Zou
(2006)). To overcome these problems, we consider two other procedures (see
Paragraph |3| for a procedure that corrects the bias of the Lasso and Paragraph
for a procedure that provides a consistent estimator).

3. A Lasso associated to a maximum Cox partial log-likelihood estima-
tion: In order to correct the bias of the Lasso procedure, we propose a two-step
estimation procedure, which combines the two previous procedures. First, we
select the non-zero coordinates of B¢ with the glmnet procedure, we obtain the
Lasso estimator B Second, to the Cox model with those selected variables, we
apply a coxph procedure. To be more precise, let define the sparsity set of ,é by
J(B) = {j € {1,...,p} : B; # 0} and its sparsity index by |.J(8)| = Card J(B).
Let also consider Z the vector of covariates such that Z;, = Z; when j € J (B)
and Zj = (0 otherwise. The resulting estimator is then defined by

~Lasso+ ML . T
/6 = arg mln{_ln</8)}7
BeRIIB)
where
Tk ]_ L e'@TZz ﬂTZ
L(B)==) dilog——— and S,(X;,8)= » o %
ne3 n( i75) BXp>X;

This procedure is not always defined. Indeed, when the number of selected
covariates with the Lasso procedure is still too large (i.e. larger than /n), the
minimization of the opposite of the Cox partial log-likelihood is not possible. In
this case, we only consider a Lasso procedure, without adding the second step
with the coxph procedure.
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4. The adaptive Lasso: The Lasso problem, interesting for its stability, convexity
and sparse properties, has inspired lots of works, which address the problem of
providing interpretable estimators with selection consistency (i.e. estimators that
select covariates with nonzero coefficients with probability converging to one).
From the practical point of view, this problem deals with improving the selective
and predictive performances of the Lasso. The adaptive Lasso, introduced by [Zou
(2006)) in the linear regression, provides an estimator both sparse and consistent.
It has been extended by Zhang & Lu (2007) to the Cox model. The adaptive
Lasso is a two-step method. First, one calculates a preliminary estimator B € RP,
which can be the maximum Cox partial log-likelihood estimator when p is not
too large or any other estimator. Then, the preliminary estimator B is used to
fit the penalty imposed on each regression parameter of the adaptive Lasso as
follows

et _ argmm{ —I*(B) + T, Z ex 15;] } (5.4)

BEeRP

In this Zvork we propose to use the Lasso estimator as the preliminary estimator
asso

,3 =3 . This leads to a penalty of the form

pen(@) =3 AL (5.5)

Lasso
j=1 | j | +e
where ¢ is the minimum of the |37***°| that are non-zeros and the procedure is
then
B\AdapL

= arg;nin{l:;(ﬁ) + pen(B)}.

This procedure can be obtained by using the function glmnet in R. Indeed, glm-
net admits optional parameters, that allows to consider other forms of penalties
such as this defines by . The resulting estimator ﬁAdapL has the advantage
to be consistent in selection under ad hoc conditions, but is more biased than
the Lasso (see [Zoul (2006])).

The maximum Cox partial log-likelihood procedure and the Lasso associated to
a maximum Cox partial log-likelihood procedure do not work when the number of
covariates is too large compared to n. Thus, we consider the following different regimes:

— the classical setting, also called the small-dimension case (generally when
p < y/n), in which all the estimators described above are well defined,

— the moderate high-dimension setting, when the classical maximum Cox partial
log-likelihood procedure to estimate Bg does not work anymore (generally from
v/n) and when we consider either the Lasso associated to a maximum Cox partial
log-likelihood procedure, the Lasso or the adaptive Lasso,
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— the high-dimensional setting, when p > n, for which only the Lasso and the
adaptive Lasso work.

Even without reaching the ultra high-dimension, as defined by [Verzelen| (2012), the
algorithms, such as the Lasso or the adaptive Lasso, are performing poorly when
p > n. In this case, one proceeds to a preliminary screening to reduce the number of
covariates to be entered in the multivariate model (see Section for details on the
screening and application to a real dataset on breast cancer). Generally, one attempts
to obtain a p of order n.

5.3 Step 2: Estimation of the baseline function «

We now describe the implementation of the two strategies to estimate the baseline
hazard function: the model selection and the kernel estimation. We implement the
model selection in two different bases of functions and for the kernel estimation, we
implement two procedures to select the bandwidth. The resulting estimators are the
following:

B

1. The penalized contrast estimator dm

5 obtained by model selection, in
(i) Histogram basis
(ii) Trigonometric basis

2. The kernel estimator with a bandwidth selected by
(i) Cross-validation,

(ii) The Goldenshluger and Lepski method,

the resulting estimators are denoted by ds 5 and ab. respectively.

B
cv h

Note that all the three estimators of the baseline function depends on the estimator

~

B implemented in the first step. Let us precise how we implement all the procedures.

5.3.1 Penalized contrast estimator and model selection

We refer to Chapter [3] for a detailed description of the procedure and briefly recall
it.

The model selection method is based on the minimization of a contrast. This
contrast in our context is defined for a function a € (IL> N1L*>°)([0, 7]) by

n

Co(a, B) = ‘EZ a(X;)6; + ﬁz/o o?(t)e? Zidt. (5.6)
=1

i=1
Let M,, be a set of indices and {S,,,m € M, } be a collection of models:
Sm={a:at)= Z ay'@i'(t), aj" € R},

J€JIm
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where (¢")je,, is an orthonormal basis of (L*NIL>)([0, 7]) for the usual Ly(P)- norm.
We denote D,, the cardinality of S,,, i.e. |J,,| = D,,. From Assumption ., one
must have D, < /n/logn for all m € M,,. Associated to the collection of models,
we define the sequence of minimum contrast estimators (& )err, with

dg = argmin{C,(a, B)}.

OéESm

The relevant space is automatically selected by using following penalized criterion

P = arg min{Cn(dfi, B) + pen(m)}, (5.7)
meMn
with
Dy,
pen(m) := k(1 + HOKOHOO,T)T’ (5.8)
The penalized contrast estimator is then dfn 5

Implementation of the minimum contrast estimators &g

By definition, for m € M, (3451 belongs to the model S,,. Thus, there exists
AE@ = (d]@ )jes, such that, for (¢7);cs,, an orthonormal basis of (IL* N 1L>)([0,7])
and

aB)y=""alort), vtelo,r] (5.9)

J€Im

is the solution of the equation
G2 AP -1, (5.10)

where G’fn and I, are respectively defined by
=y [Mamawemvoa) (5.11)
n<=Jo (k)

eJz,

We implement &3 in two different bases of (IL2 N 1L*°)([0, 7]): the histogram basis and
the trigonometric basis, both described in Chapter [3] Example [3.1]

(5.12)

J€JIm

(i) Histogram basis (see Chapter [3| Example [3.1][1]). In this case,

G-V gt
PR

\/F

1
e (t) = —2’”/2]1[ >(t), for j=1,...,2™,
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(ii)

such that D,, = 2™ < /n/logn, according to Assumption . We take in
the program m = 0, ..., |log(n/log(n))/log(2))]. The solution of Equation ({5.10))
satisfies

A 1 2m/2

- Z (X;).

T, iy G-Dr V7 [t )
5D (i (3 7) — Fgat) vo) :

i=1

(5.13)

For m = 0, ..., |log(n/log(n))/10g(2))], we compute the candidates a2 for the
estimation of ag using relation (/5.9)).

Trigonometric basis (see Chapter , Example . Recall that

Sal(t) = \/2/_7—7
po(t) = \/2/Tcos(2mjt/T), forj>1,
paj11(t) = \/ﬂsin(Qﬂjt/T), for j > 1.

For this model, D,, = m < y/n/logn according to Assumption .. In the
program, we add two models by taking m = 1, ..., [/n/log(n) 4+ 2|. In practice,
it is classic to consider more models than what the theory authorizes (see [Brunel
et al.[ (2010) for example). Then, to solve Equation (.10]), we compute the Gram
matrix Gﬁ and the vector I'y,, by calculating the mtegrals defined in and
- ) for all possibilities: let g # r in N*,

; 1 < 47
GP N B8 Zz'XZ,
(G)ia — ?1 e ;

5 V2 &~ Ty sin(2mgX;/7)
(GP)19q = - Zeﬁ z; 22\ AR T

2mq

Y

(G2 )19g11 = \/__Z ATz, (21 cos(2mqX; /T)>’

mq 2mq

4 2 57z, [ cos(2mqX; /7' sin(2mgX;/7) X
(G )2112‘1 Z q _l_ 27_

(Ggm)2q+172q+1 - Z dk

(
(

_Zemz, ( (2r(q X/T> sm<27r<q+r>xi/f>>7
“(

Xi  cos(2mgX;/T)sin(2mqX;/7)
T dmq 7

G? \
(G 2gsr2re1 = Are(q — ) Am(q+r)

(G2 )agor = = Z

sin(2m (g + 1) X;/7) N sin(2m(q — ) X;/7)
Am(q+) 4e(q—r) ’
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4 2 & B2 sin?(m(q +7r)X; /1) sin®(w(q —r)X;/7)
(Crhagrior =52 < 2m(q +7) 2m(q —1) )

5 2 «~ grg sin?(2mqX;/7)
B i B Z; ?
(Gn)2gr120 = E_l:e g

and

1 n
T,); = Lix crs—11,
( )1 n\/FZZI {X1§ 104 1}

12 1
(Tn)og = 5\/;;51 cos(2mqX;), (Ty)ogi1 = \/>Z(5 sin(2mqX;).

From these relations, we get the Gram matrix Ggm and the vector I',,,
so that Equation can be solve by inverting Gf’; . Thus, for each
m € {0,...,|v/n/log(n) + 2|}, we obtain a solution Aﬁi and the candidates
@ﬁ for the estimation of oy are implemented by using relation 1)

Implementation of the model selection procedure

The estimator of the baseline function aq is obtained via the model selection pro-
cedure (5.7), where M,, = {1, ..., |log(n/log(n))/log(2))]} in the histogram case and
M, ={1,...,|v/n/log(n)+2|} in the trigonometric case. The contrast is implemented
from definition . Applying the rectangle method (see Appendix [A| for details on
this method), the contrast is approximated by

~B 3 _z @B BT Zi B (u2-L
Cnllm, B) = Z Z 2 @y,
where N = 100, and (u;),;=1,.n are grid points evenly distributed across [0, 7].
The penalty defined in Equation involves the unknown quantity ||| -. This
problem occurs occasionally in penalization procedures, see for instance |(Comte, (2001)),
Lacour| (2007)) or |[Comte et al.| (2011)). The solution is to replace it by an estimator:

Dy,

BEI(m) = (1 + 116 o) (5.14)

where £ is a numerical constant and &° is an estimator of oy computed on the

max(m)
arbitrary larger space Smax(m). The constant x in the penalty term is a universal
numerical constant. From several tests, the constant « is tuned to x = 5. We refer to
Appendix [B for the details on the procedure to choose k.

We compute mB from 1} and the resulting estimator is a [3 being alternately
~ML ~Lasso sLasso+ML ~AdapL

B .8 .0 , B
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5.3.2 Kernel estimators and bandwidth selection

Implementation of the kernel estimator df

Let recall the definition of the usual kernel estimator of the baseline function,
introduced by Ramlau-Hansen (1983b), in the specific case of right censoring: for a
kernel function K : R +— R with integral 1 and a bandwidth A > 0,

t— X,
K( ) (5.15)
ot Y s (5

Among the classical kernel function used in kernel estimation, we choose to work with

the Epanechnikov kernel, defined by

K(u) =~

1
. A . A ~Lasso ALasso—i-ML
Estimator (b.15)) has been calculated for 3 being alternately B , ﬁ , B

~ AdapL

1 —u?) 1<y

Implementation of the bandwidth selection

We propose two data-driven procedures to select the bandwidth: the cross-
validation and the Goldenshluger and Lepski method.

(i) Implementation of the cross-validation
Cross-validation is a popular and readily implemented heuristic for selecting
the bandwidth in kernel estimation. The cross-validation method for the multi-
plicative intensity model for counting processes has been suggested by Ramlau-
Hansen (1981). The cross-validated bandwidth is chosen to minimize an estimate
of the Mean Integrated Squared Error (MISE) as a function of h, and defined by

MISE(h) = E / "B ()2t — 2K / "B (Bao(t)dt + / " a2(t)dt

The last term does not depend on h and the first term is estimated according
to (5.15). Ramlau-Hansen| (1981)) showed that an approximatively unbiased es-
timator of the second term is the "cross-validation" estimate

1/ Xi— X;\ AN(X;) AN(X;)
_2;5}(( h >}7(XZ-) Y(X;) '

where the sum is over i and j such that i # j and 0 < X; < 7 and Y =
Y i Lix,>n. In this case, the bandwidth selected by cross-validation is

s [ ora- o (S S0}
" i#] i

J
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(ii) Implementation of the Goldenshluger and Lepski method
In this paragraph, we describe the implementation of the adaptive Goldenshluger
and Lepski method (described in Chapter [4)) to select an adaptive bandwidth for
the kernel estimator ([5.15]).

Let us recall few outlines of the Goldenshluger and Lepski method. For H,, a
discrete set of bandwidths specified in the following, we have for h > 0

AP(h) = sup {llaf, — Rl - V(R)} .
H

h'etn +
e oo 111
Q0| |oo,r 2
V(h) = i —————= 5.16
() = w10l (5.16)
for some numerical constant " > 0 to be specified later, and
Ay (t) = K % 64 (1), (5.17)

for any ¢ > 0 and h,h’ two positive real numbers. From these definitions, the
selected bandwidth is:

W = arg min{A’é(h) +V(h)},
heHn

and the resulting kernel estimator is denoted dg 5

In order to implement the adaptive bandwidth selection method, we consider a
grid of bandwidths #,, defined by

H, = {1/2% k =0,..., [log(n)/log(2)]}.

This grid satisfies the theoretical conditions required to establish the non-
asymptotic oracle inequality (see Example in Chapter [4]). The auxiliary esti-

mates df,h' defined by (|5.17) are easily computed by the rectangle method (see
Appendix [A| for details about this approximation method):

N
~ B ~ B T
() = > Kyt — Uj)af(uj)ﬁa
j=1

and the standard L?-norm in Aﬁ(h) is then approximate by

N
~B ~B N 3 T
165 — 008 ~ 36 ) — 62 ()
kj=1

where N = 100, and (u;); are grid points evenly distributed across [0, 7].
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The variance term V/(h) defined by (b.16) involves the unknown quantity
|| 0] |0, Following Bouaziz et al. (2013)), we propose to replace the true unknown
function by an estimator and to consider rather:

a2,

00,T K 5
P . L

nh ’

(5.18)

where x’ is a numerical constant and é‘i ax(n) AL estimator computed for the
largest bandwidth A in the grid #H,,. The constant x’ is a universal constant that
we tuned from different tests detailed in Appendix [Bl We take ' = 1.

Finally, we select hB such that

WP = argmin{AP(h) + VA(h)}. (5.19)
heHn

We compute o?'fé from ([5.15) and ([5.19)).

5.4 Measuring the quality of the estimators

The performances of the different estimators of the baseline hazard function and
of the complete hazard function are evaluated via Mean Integrated Squared errors
(MISEs). Let first define the three Integrated Squared Errors (ISEs) considered for
some function a € L%([0,7]) and some parameter 3 € RP: the standard ISE, the
random ISE more adapted to the Cox model and the total ISE are respectively defined
by

[SEstand(«) = /T((x(t) — ap(t))?dt,
[SErand(«, 3) = Z/ ao(t))?e? Zidt, (5.20)
ISEtotal(«, B) = Z/ )P % — g (t)e %)t

Remark 5.1. In Chapter , we have introduced a random norm defined by in

Section [3.2] This explain why we introduce the ISErand which is inspired by the ran-

dom norm. In addition the ISErand is more adapted to Cox model than the standard

ISE. We also introduce the ISEtotal to measure the quadratic error of the estimator

A(t, Z;) = 6P (t)eB"Z: of the whole intensity A in the Cox model, for &2 being either
B ~B

Qs 5 Q5 OF éz'g 5- 1t is close to the quadratic norm considered in Chapter .
CcVv
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All these ISEs are implemented via the rectangle method (see Appendix). With
this approximation method, we compute:

ISEstand(«

Mz

.
— Qo u3>>2N7

n

iZW’ > (alu) — o(u)) 5 (5.21)

Jiuj <X

]:
ISErand(a, B) ~ —

1 n N

T 7. T 7. T
[SEtotal(a, 3) ~ - ZZ(a(uj)eﬁ Zi _ g (u;)e Z,)2N’

i=1 j=1

where N = 100, and (u;),=1,. n are grid points evenly distributed across [0, 7].

-----

The associated Mean Integrated Squared Errors are defined by MISEg(a) =
E[ISEg(a)], for g=stand, rand or total, where the expectation is taken on (T, C;, Z;)
(for sake of simplicity, we write MISEg(«) even if the MISE depends on 3). We ob-
tain an estimation of the different MISEs by taking the empirical mean for the N,
replications (N, = 100 or 500 in some cases).

Ne

1
MISEZ:, (0) = 5 D _(ISEg(ay)),
e j=1
Ne
Var ey (MISE? () = - D (ISEg(a;) — ISE;, (2))?
e j=1

with g=stand, rand or total, k = ML, Lasso, Lasso + M L or AdapL, o = dﬁ ab.

i, s
or &Zé and a; = (&':B ), (& ':B) or (&Zé)j corresponds to the estimator obtained at

cv

the jth experiment.
We refer to Section for the detailed results and the comparison of the MISEs
of all estimators.

5.5 Results in the case of simulated data

5.5.1 Results for the regression parameter estimation

We compare the estimation errors | 8- Bo| and the prediction errors |Z B-2 Bol,
where Z = (Z;;) is the design matrix for ¢« = 1,..,n and j = 1,...,p, obtained
from each procedures (see Tables [5.1.1] and [5.1.2)). We have plotted the first and the
third quartiles and the median of the /;-norm and />-norm of errors between the true

A AdapL
regression parameter By and its estimators 3 > (see Figure |5.1.1)) for different sizes
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of n and p. All the regimes are represented : the small dimension for p = 5, the
intermediate case for p = y/n and the high-dimension for p = n or p = 2n.

ML | Lasso | AdapL

n=200|p=5 B~ Pol | 0586 | 0502 | 0508
18— Bol> | 0.115 | 0.103 | 0.116
=500 | p—5 1B =Boli| 0350 0.324 | 0.306
18— Bola | 0.043 | 0.043 | 0.042

ML | Lasso | AdapL
18— Bol | 1.750 | 0.690 | 0.818
18— Bol2 | 0.353 | 0.149 | 0.216
18— Bol1 | 1.67 | 0.556 | 0.692
18— Bol> | 0.203 | 0.072 | 0.112

n=200|p=15

n=>500| p=22

ML | Lasso | AdapL
18— Bol | NA | 0.984 | 1.62
18— Bol> | NA | 0.276 | 0.541
18— Bol1 | NA | 0.808 | 1.67
18— Bol> | NA | 0.161 | 0.361

n =200 | p = 200

n =500 | p =500

TABLE 5.1.1 — ¢1-norm and ¢2 norm of estimation errors of the estimators BML, ,éLasso and
~Ad
B ok for n =200 and p = 5,15,200, and n = 500 and p = 5, 22, 500.

Comments on Table Table and Figure [5.1.1

On Figure [5.1.1] we plot the three quartiles (the first and the third quartiles repre-
sented by a cross (x) and the median represented by a bullet (o)) of the ¢;-norm (on
the left) and the fo-norm (on the right) of the estimation errors for the maximum Cox
partial log-likelihood estimator (see [5.1.1a] and [5.1.1b]), for the Lasso estimator (see
5.1.1c|and [5.1.1d)) and for the adaptive Lasso estimator (see [5.1.1¢|and [5.1.1¢]) of the
regression parameter By for different values of n and p. In blue, we plot the quartiles of

the estimation errors of the three estimators for n =50 and p =5, p =7, p = 100; the
red color corresponds to the quartiles of the estimation errors of the three estimators
for n = 200 and p = 5, p = 15, p = 500; the green color corresponds to the quartiles of
the estimation errors of the three estimators for n = 500 and p = 5, p = 22, p = 1000.
The dotted lines just help in interpreting the trends in the graphs.

As expected, we observe that the larger the sample size n is, the smaller the ¢;-
norm and ¢y-norm of the estimation and prediction errors of the estimators of By are;
and inversely the higher the number of covariates is, the greater the estimation and
prediction errors of the estimators of 3y are. The maximum Cox partial log-likelihood
estimator BML is not defined for p > /n. From Tables [5.1.1] and [5.1.2] it seems that
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ML | Lasso | AdapL

=200 p—5 | |1ZB=ZPol1 | 0148 | 0.139 | 0.14
|ZB — ZBol> | 0.036 | 0.033 | 0.036
n =500 | p=5 | |1ZB = ZBol | 0.09 | 0.088 | 0.087
|ZB — ZBo|» | 0.013 | 0.013 | 0.013

ML | Lasso | AdapL
|ZB — ZBol1 | 0.259 | 0.170 | 0.200
|ZB — ZBoly | 0.108 | 0.047 | 0.069
|ZB — ZBol1 | 0.200 | 0.118 | 0.144
|ZB — ZBol, | 0.063 | 0.022 | 0.036

n=200|p=15

n =500 |p=22

ML | Lasso | AdapL
|ZB — ZBo|1 | NA | 0.231 | 0.315
|ZB — ZBol, | NA | 0.083 | 0.181
|ZB — ZBo|1 | NA | 0.170 | 0.255
|ZB — ZBols | NA | 0.046 | 0.118

n =200 | p = 200

n =500 | p =500

AML AL
TABLE 5.1.2 — £1-norm and €5 norm of prediction errors of the estimators 3, ,3 “° and

B for n = 200 and p = 5,15,200, and n = 500 and p = 5, 22, 500.

the Lasso performs better than the Adaptive Lasso in estimation and in prediction.
The reason for this is that the adaptive Lasso estimator is more biased than the
Lasso estimator. However, the adaptive Lasso performs better in selection since it sets
more coefficients to zero. In order to explain this effect more precisely, we compute
specificities (SPEC) and sensitivities (SENS) for each method for n = 200 and p = 200.
For an estimation 3,,, the false (FP) and true (TP) positives are defined as

FP(ﬁm) = Card (j e{l,...p}: ij # 0 and By, = O)

TP(Bm) = Card <j e{l,...p}: ij # 0 and By, # O)

and false (FN) and true (TN) negatives are defined by exchanging = and # in the
above definitions. The specificity and sensibility of a method are defined over the
N, = 50 replications as

1 Qe 8,)
SPEC = — .
N, ZTN +FP(Bm)

€

N:l
_ - By
SENS = Z +FN(B 3

From Table|5.1.3] the adaptive Lasso has the best spe(zlﬁclty7 but has a lower sensitivity
than the Lasso. This is a consequence of the fact that the adaptive Lasso sets more
coefficients to zero.
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SPEC | SENS
Lasso 0.97 0.36
AdapL | 0.98 0.35

TABLE 5.1.3 — Specificities (SPEC) and sensitivities (SENS) for the Lasso and the adaptive
Lasso (AdapL) for n =200 and p = 200.

We would have also expected that the maximum Cox partial likelihood estimator
performs better than Lasso estimator when p is small, but it does not. This can been
explained from the calculation of the /;-norm of the estimation error on the support
of B, defined by J(Bo) = {j € {1,...,p} : o, # 0}, and on its complementary J(Bo)°.

(B = Bo) o)l | 1(B = Bo) o)
ML 0.36 1.37
Lasso 0.53 0.21

1

TABLE 5.1.4 — £1-norm of the estimation errors on the support of Bg and its complementary
for the mazximum Cox partial likelihood and the Lasso estimators for n = 200 and p = 15.

From Table [5.1.4] it follows that the maximum Cox partial likelihood estimator
is better than the Lasso estimator on the support of By, but since the maximum
Cox partial likelihood estimator sets no coefficient to zero, its estimation error on
the complementary of the support of By is much higher than the one of the Lasso
estimator. This explains why the estimation errors in Table are better for the
Lasso estimator than for the maximum Cox partial likelihood estimator.

5.5.2 Results for the baseline function estimation

Comments on Figure [5.2.1

Figure[5.2.1|represents in the case of a log-normal distribution In N'(1/4,0), the plots
of the true baseline function «q, the kernel estimator with a bandwidth selected by
cross-validation, the kernel estimator with a bandwidth selected by the Goldenshluger
and Lepski method and the penalized contrast estimator in a histogram basis (see
Figure and in a trigonometric basis (see Figure .

First of all, Figure shows that all procedures seems to estimate suitably
the true function (in red). The curves of the kernel estimators with a bandwidth
selected by cross-validation and by Goldenshluger and Lepski are close to each other.
The penalized contrast estimator seems to have comparable performances to those
of the two other estimators for small ¢, but performs less well after ¢ = 0.8. This
is probably related to the chosen bases and form of the true function. Indeed, the
penalized contrast estimator in a histogram basis is a piecewise function whereas the
true function to be estimated is continuous and the form of the penalized contrast
estimator in a trigonometric basis does not fit exactly the true function oy because of
the periodicity of the basis. We confirm these first visual impressions by comparing
the different MISEs of these estimators.
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(a) Histogram basis. (b) Trigonometric basis.

FIGURE 5.2.1 — Plots of the true baseline function (in red), the cross-validated kernel estimator
(in green), the penalized contrast estimator (in blue) and the adaptive kernel estimator (in

black). The plots have been obtain for: n =500, p = [\/n], ap ~InN(1/4,0), d = 4.5

Comments on Figure [5.2.2

On Figure , we plot the three quartiles (the first and the third quartiles repre-
sented by a cross (x) and the median represented by a bullet (o)) of the empirical
random MISEs of the kernel estimators with a bandwidth selected either by cross-
validation or by the Goldenshluger and Lepski method, and of the penalized contrast
estimator in a histogram basis and in a trigonometric basis of the true baseline func-
tion in the case of a Weibull distribution W(1.5, 1) for different values of n and p. In
blue, we plot the quartiles of the MISErands of the four estimators for n = 50 and
p=>5, p="Tand p = 100; the red color corresponds to the quartiles of the MISErands
of the four estimators for n = 200 and p = 5, p = 15 and p = 500; the green color
corresponds to the quartiles of the MISErands of the four estimators for n = 500 and
p=>5, p =22 and p = 1000. The dotted lines just help in interpreting the graphs.

As expected, the random empirical MISEs are smaller, when the sample size
increases, and are degraded when the number of covariates p increases. In additions,
it seems that the two kernel estimators perform better than the penalized contrast
estimators. The kernel estimator with a bandwidth selected by the Goldenshluger and
Lepski method seems to have the smallest MISEs for all n and p, and the penalized
contrast estimator in a trigonometric basis the worst.
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FIGURE 5.2.2 — Median, first and third quartiles of the random MISEs of the kernel estimator
with a bandwidth selected by cross-validation , of the kernel estimator with a bandwidth
selected by the Goldenshluger and Lepski method , of the penalized contrast estimator
in the case of histograms and of the penalized contrast estimator in the trigonometric
case , with the adaptive Lasso estimator of the regression parameter in the case of a

Weibull distribution W(1.5,1).
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Comments on Table [5.2.1]

Table |5.2.1] gives the three empirical MISEs of the kernel estimator with a band-
width selected by the Goldenshluger and Lepski method and of the penalized contrast
estimator in a histogram basis for an adaptive Lasso estimator of the regression pa-
rameter and survival times that are distributed from W (1.5, 1), in different censoring
situation. We consider the results for two rates of censoring: a usual rate of 20% of
censoring and large rate of 50% of censoring.

For a fixed censure, the better results (i.e the smallest values) are obtained for
the random MISE and the worst results for the total MISE, which seems consistent,
since the total MISE measures the performances of the complete intensity estimators,
whereas the two other MISEs measures the performances of the estimators of the
baseline function.

Intuitively, one would expect that the MISEs would be degraded when the censoring
rate increases. This is not what we observe on Table [5.2.11 The reason for this is that
the time interval of the study [0, 7] is smaller for a large rate of censoring. Indeed, the
time 7 is the quantile to 90% of the observed times (X;);=1._,. We calculate its value
on one experiment, we obtain 7 = 1.48 for 20% of censoring and 7 = 1.19 for 50% of
censoring. More precisely, if we take the example of the standard ISE, we have

[SEqggy () = / (at) — ap(t))?dt  for 20% of censoring,
0

T2
ISE50% (o) = / (at) — ap(t))?dt  for 50% of censoring.
0

Thus, the ISE for 20% of censoring is obtained from the one of 50% by adding

T1
/ (a(t) — ap(t))?dt.
T2
This explains why the MISEs obtained for a higher rate of censoring seem better. In
order to compare the MISEs in different censoring situations, we could have calculate
the MISEs on the same time interval.

In most cases, the results are better for the kernel estimator with a bandwidth
selected by the Goldenshluger and Lepski method than for the penalized contrast esti-
mator in a histogram basis, unless for the total empirical MISEs in a high-dimensional

setting (n = 200 and p = 500), i.e. when we consider the estimator of the complete
intensity (¢, Z) = aP(t)ef" 2.
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w 20% 50%
Dimensions
MISEstand | MISErand | MISEtot | MISEstand | MISErand | MISEtot
" — 200 p=15 0.069 0.018 0.442 0.05 0.01 0.45
p = 500 0.44 0.07 7.35 0.33 0.053 9.01
" — 500 p =22 0.03 0.009 0.20 0.022 0.006 0.16
p = 1000 0.13 0.02 1.38 0.02 0.004 0.10

(a) MISEs of the kernel estimator of the baseline function with a bandwidth selected by the Goldenshluger and
Lepski method and an adaptive Lasso estimator of the regression parameter.

w 20% 50%
Dimensions
MISEstand | MISErand | MISEtot | MISEstand | MISErand | MISEtot
 — 200 p=15 0.16 0.07 0.49 0.10 0.04 0.45
p = 500 0.36 0.11 5.48 0.16 0.05 3.88
= 500 p =22 0.10 0.05 0.28 0.07 0.03 0.21
p = 1000 0.17 0.06 1.27 0.04 0.03 0.15

(b) MISEs of the penalized contrast estimator in a histogram basis of the baseline function with an adaptive

202

Lasso estimator of the regression parameter.

TABLE 5.2.1 — Random empirical MISE of the kernel estimator with a bandwidth selected by the Goldenshluger et Lepski method
and of the penalized contrast estimator in a histogram basis (5.2.1b) obtained from an adaptive Lasso estimator of the regression parameter
given two rate of censoring: 20% and 50% of censoring.
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Comments on Table [5.2.2]

Table allows to compare the random MISE of the kernel estimator with a band-
width selected by the Goldenshluger and Lepski method and of the penalized contrast
estimator in a histogram basis, with an adaptive Lasso estimator of the regression
parameter, for different distributions of the survival times.

In both tables, the results are the worst for a Weibull distribution with parameters
a =3 and A = 4. This can easily be explained from Figure [1.0.1} the baseline hazard
function associated to a W(3,4) has the most complicated form to be estimated
because it increases steeply. Otherwise, the previous comments on the influences of n
and p on the MISEs are still the same: the results are better for a large n and a small
p. Lastly, the MISEs are better in the case of the kernel estimator with a bandwidth
selected by cross-validation than in the case of the penalized contrast estimator in
a histogram basis for the Weibull distribution W(1.5,1), but the penalized contrast
estimator in a histogram basis performs better for the Weibull distributions W(0.5, 2)
and W(3,4), for which the true baseline function is harder to estimate.

Distributions
qum) W(0.5.2) | W3.4)

B =15 0.018 0.83 7.38
n =200 » = 200 0.04 0.79 10.41
B =22 0.009 0.56 791
n =500 b = 500 0.02 0.69 10.23

(a) MISEs for the kernel estimator with a bandwidth selected by the Gol-
denshluger and Lepski method with an adaptive Lasso estimator of the re-
gression parameter.

Distributions
qum) W(0.5.2) | W3.4)

B p=15 0.07 0.65 5.40
n =200 » =200 0.09 0.66 6.51

B p=22 0.05 0.41 5.32
n =500 » =500 0.06 0.42 6.15

(b) MISEs for the penalized contrast estimator in a histogram basis, with
an adaptive Lasso estimator of the regression parameter.

TABLE 5.2.2 — Random empirical MISE for the kernel estimator with a bandwidth selected
by the Goldenshluger and Lepski method and for the penalized contrast estimator in
a histogram basis , with an adaptive Lasso estimator of the regression parameter, for
three different Weibull distributions of the survival times.
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Comments on Table [5.2.3l

Lastly, we compare the random MISEs of the four implemented estimators of the
baseline function, in the case of an adaptive Lasso estimator of the regression parameter
and for a Weibull distribution W(1.5, 1).

As observed on Figure [5.2.1] the best estimator of the baseline function is the
kernel estimator with a bandwidth selected by the Goldenshluger and Lepski method.
The kernel estimator with a bandwidth selected by cross-validation performs a little
bit less, then comes the penalized contrast estimator in a histogram basis and lastly
the penalized contrast estimator in a trigonometric basis gives the poorer MISEs.

Dimensions
m n = 200 n = 500

p=15p=200] p=22|p=500

KernelCV 0.023 | 0.045 | 0.010 | 0.023

KernelGL 0.017 | 0.044 | 0.009 | 0.022
MShist 0.073 | 0.080 | 0.051 | 0.059
MStrig 0.178 | 0.110 | 0.059 | 0.06

TABLE 5.2.3 — Random empirical MISE of the kernel estimators with a bandwidth selected by
cross-validation (KernelCV) and by the Goldenshluger and Lepski method (KernelGL) and
of the penalized contrast estimators in a histogram basis (MShist) and in a trigonometric
basis (MStrigo) for an adaptive Lasso estimator of the regression parameter and a Weibull
distributions W(1.5,1) for the survival times.

Conclusion

This study reveals known classical results: the estimations of both parameters are
degraded for large number of covariates p or when the sample size is too small. We
have not been able to highlight the impact of the rate of censoring on the estimation
of the baseline function, but we have provided an explanation, which leads us to
believe that the estimation of the baseline function performs less for a large rate
of censoring. We observe also that the random MISEs allows to obtain the better
results for all estimators and that the form of the true baseline function influences
its estimation. Lastly, from a practical point of view, it seems that for a very regular
true baseline function (in the case of a Weibull distribution W(1.5,1) for example)
the best procedure to estimate the baseline hazard function is the kernel estimation
with a bandwidth selected with the Goldenshluger and Lepski method. In the case
of baseline functions with brutal changes in their derivatives, we have seen that the
contrast penalized estimator in a histogram basis performs better than the kernel
estimator with a bandwidth selected by the Goldenshluger and Lepski method.
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5.6 Application to a real dataset on breast cancer

In this section, we apply the proposed method to study the relapse free survival
(RFS) from breast cancer adjusted on high-dimensional covariates in two groups of
patients. We consider a Cox model to link the RF'S to the covariates. We aim
at answering the two questions of the introduction concerning the biomarkers that
influence the RFS and the prediction of the RFS for each individual. The dataset is
available on the website www.ncbi.nlm.nih.gov/geo/query/acc.cgi?acc=
GSE6532.

The dataset consists of 414 patients in the cohort GSE6532 collected by |Loi et al.
(2007) for the purpose of characterizing Estrogen Receptor (ER)-positive subtypes
with gene expression profiles. Estrogen receptors are a group of proteins found inside
cells, which is activate by the hormone estrogen. There are different forms of the
estrogen receptors, referred to as subtypes of estrogen receptors. When they are over
expressed, they are referred to as ER-positive. The dataset has been studied from
a survival analysis point of view in Tian et al.| (2012)). Following them, we apply
our procedures to the same survival time of interest (the RFS). Excluding patients
with incomplete informations, as it is done by |Loi et al.| (2007)), there are 142 patients
receiving Tamoxifen and 104 untreated patients. It should be underlined that we should
do better to handle the missing data, but in this study we also exclude the patients
with missing data. In addition to clinical informations such as the age or the size of
the tumor (the complete clinical informations are listed in Table in Appendix
C]), we have 44 928 gene expression measurements for each of the 246 patients. Two
different survival times are available in this study: the time of relapse free survival and
the time of distant metastasis free survival. We are interested in this study in the time
of relapse free survival, which subjects to right censoring due to incomplete follow-up.
There are 60% of censorship in the group of the untreated patients and 66% in the
group of patients receiving Tamoxifen. Our goal is to compare the baseline functions
in the two groups of patients: the patients receiving Tamoxifen and the untreated
patients.

We start by a preliminary variable selection among the 44928 levels of gene expres-
sion. This corresponds to a screening step (see Fan et al.| (2010)). This preliminary
variable selection is based on the score statistics of each Cox model considered for each
variable separately. We only keep the variables which score statistics are superior to a
threshold. The difference from the procedure proposed by [Fan et al.| (2010) is that we
fix the number of covariates we want to keep and then we tune a threshold to select
this number of covariates. We define four different thresholds. The first one is defined
as the 95" percentile of a Chi-squared distribution with 1 degree of freedom, so that
996 probesets have been selected and with the clinical covariates we have p = 1000. We


www.ncbi.nlm.nih.gov/geo/query/acc.cgi?acc=GSE6532
www.ncbi.nlm.nih.gov/geo/query/acc.cgi?acc=GSE6532
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then take 3 other thresholds such that we can work alternatively with p = 6, p = 10
and p = 100 covariates.

We refer to Appendix [C] for a detailed description of the data contained in R
workspace.

5.6.1 Variable selection

Comments on Table [6.1.1]

Table recapitulates the variables that have been selected by the one step Lasso,
the one step Lasso associated to a maximum Cox partial log-likelihood procedure and
the adaptive Lasso associated to a maximum Cox partial log-likelihood procedure
procedure for different values of p in the two groups of patients.

p - — = —
Group of patien p=6|p=10 p = 100 p = 1000

Untreated size size size+2 g.e. size+15 g.e.
size+3g.e. | adap: size+18 g.e.
Tamoxifen grade | grade 10 g.e. 24 g.e.

adap: 9 g.e. adap: 38 g.e.

TABLE 6.1.1 — Selected variables in the two groups of patients. We precise the name of the
clinical selected variables and only give the number of selected genes (e.g.=gene expression).

In the group of untreated patients, the covariate "size", which corresponds to the
tumor size in centimeter, is the only clinical variable selected for all considered p.
When p > /n the procedures select also some genes that explain the time of relapse
free survival: 2 probesets when p = 100 and 15 probesets when p=1000 (18, for the
adaptive Lasso procedure).

Concerning the patients receiving Tamoxifen, when p < y/n, the clinical variable
"grade", which corresponds to histologic grade (Elston-Ellis) category, is the only
variable that seems explain the time of relapse free survival and when p > n some
probesets are also selected.

We have considered two different models for each treatment group, we now inves-
tigate if one model could be fitted for all the cohort with the treatment as a covariate.

5.6.2 Estimation of the baseline hazard function

Comments on Figures and
Figures [6.2.1] and [6.2.2 show the graphs of the estimators of the baseline function

via the kernel estimator with a bandwidth selected by cross-validation, the kernel
estimator with a bandwidth select with the Goldenshluger and Lepski method and the
penalized contrast estimator in histogram and trigonometric bases respectively, in the
two groups of patients for p = 10, 100, 1000.
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FIGURE 6.2.1 — Kernel estimators with a bandwidth selected either by cross-validation (in
green) or by the Goldenshluger and Lepski method (in black) and by model selection estimator
in the histogram basis (in blue). The first column is associated to the group of untreated
patients and the second column corresponds to the group of Tamoxifen patients for p = 10
(first line), p =100 (second line) and p = 1000 (third line).
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A first remark is that on Figures [6.2.1d| and [6.2.11] the plots of the kernel esti-
mators with a bandwidth selected either by cross-validation or by the Goldenshluger

and Lepski method are overlaid. This means that the two estimators give the same
estimations of the baseline hazard ratio. Then, we observe that the more the time goes
by, the more the baseline function is high for the untreated patient compared with
those receiving tamoxifen. Indeed at time 10 the estimators of the baseline function
for the untreated patients are exploding whereas those of the Tamoxifen patient are
bounded and tend to decrease. This leads us to believe that the treatment has a posi-
tive influence on the survival time. Then, for p = 10 and p = 100, the baseline function
in the two groups of patients are not proportional and thus, we can not consider a
Cox model with a mix of the two groups of patients. But, for p = 1000, it seems
that the baseline hazard functions are proportional. In this case, we could therefore
consider a Cox model by grouping all the patients and adding the treatment to the
model as a covariate to study the effect of the treatment on the survival time. As the
sets of selected variables in the two groups of patients are different (in particular the
selected probesets are not the same), a more interesting work would be to consider an
interaction model to investigate potential crossed effects of the treatment and some
genes.
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Appendix

A The rectangle method

The rectangle method computes an approximation of a definite integral of a func-
tion f, made by covering the area under the graph of f with a collection of rectangles
whose heights are determined by the values of the function. Specifically, the interval
(a,b) over which the function f is to be integrated is divided into N equal subintervals
of length h = (b — a)/N. The rectangles are then drawn so that either their left or
right corners, or the middle of their top line lies on the graph of the function, with
bases running along the x-axis. The approximation to the integral is then calculated
by adding up the areas of the N rectangles, giving the formula:

b N
[ #ads=nd fw)

where h = (b —a)/N and x,, = a + nh.

The formula for x,, above gives x,, for the top-right corner approximation.

As N gets larger, this approximation gets more accurate. In fact, this computation
is the spirit of the definition of the Riemann integral and the limit of this approximation
as n — oo is defined and equal to the integral of f on (a,b) if this Riemann integral
is defined. Note that this is true regardless of which top line is used, however the
midpoint approximation tends to be more accurate for finite n.

B Calibration of the constants

B.1 In model selection

The penalty term in model selection is defined by ([5.14)), where  is a universal
constant. To determine this constant, we consider a grid of constants k = (K1, ..., Kk ).
For k = 1,..., K, we determine mP(k;,) = argmin{C, (a2, 3) + pen(m, )}, where

m

_— N D
pen(m, K“k) = ’%k<1 + Hagax(m)HOO,T)Tm7 for k=1,.., K,
and we obtain K estimators (o?i B ))k:Lm’K. Then, we compute, for each estimator,
k

the random Integrated Squared Error (ISErand) defined and approximated via the
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rectangle method by

_ IR ’ B 2 BT z; _
ISErand(sy) — 52 /0 (25,,(0) — 00(0)) " #Yi(0)dr, for k=1, K.

Q

n N
1 ATZ‘ N 2 T

- P (O‘Za(nk)WJ) - ao(“j)) Lixizuy

i=1 j=1

where N = 100, and (u;); are grid points evenly distributed across [0, 7]. Lastly, we
conduct a new Monte Carlo study with N, = 500 replications and approximate the
empirical random Mean Integrated Squared Errors (MISErand) for each x in the grid:

fork=1,..., K,
Ne

MISErand®™ (ky) = Nie ;(ISErand(,%k))j. (5.22)
We finally choose the constant x that minimizes the empirical MISErand“™” ([5.22)).
Since the constant x is universal, we should obtain the same k for different dis-
tributions of the survival time. In order to observe this, we iterate all the proce-
dure for three Weibull distributions with different parameters (W(0.5,1), W(1,1) and
W(3,1)). We consider the grid x = (0.1,0.5,1,2,5,8,10) in the case of histograms and

k=(0.1,0.5,1,2,5,8,10, 15,20) in the trigonometric case.
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FiGURE B.1.1 — Plots of the empirical random MISEs of dfnré

case of histograms.

as functions of K in the
(Kk)

Figures |B.1.1| represents graphically the empirical random MISEs of éyﬂi B(y) O
mP (kg

functions of x in the case of histograms (we proceed similarly in the case of a trigono-
metric basis). On Figure |B.1.1} we observe clearly the U-form in the cases of W(0.5,1)
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and W(3, 1) distributions, it is less visible for the YW(1, 1) distribution. In this case, we
could have considered a largest grid H,, with greatest values, but from the constraint
of the two other cases, we choose for the three distributions the fifth value, which
seems to be the more suitable intersection. This corresponds to the choice of kK = 5.

B.2 In Goldenshluger and Lepski method

The variance term V'(h) in the Goldenshluger and Lepski method is defined by
, where «’ is a universal constant. The principle to determine this constant is
close to the one in model selection to determine the universal constant in the penalty
term, so that we explain the procedure more briefly in this case.

We consider a grid of constants ' = (107%,0.1,1, 10, 1000). We calculate for each
constant kj, k =1,..., K’

BB BN 4 TR o e e KT
hP (k) = argmin{A”(h) + VP (h,k},)}, where VP(h,k}) = K}, )
heMy, nh

Then, we compute the random Integrated Squared Error (ISErand) defined for k =
1,..., K’ by

, I~ [T/.5 2 a1,
ISErand(s}) = - > /0 (6, () = a0(t)) F#¥i(0)a (1)
=1

N
=1

1 i AT - 2 7_
~ B Z; ~3
Tn Z;e Z (aﬁﬁ(n;)(“j) B O‘O(ua‘>> ]1{Xi2uj}ﬁ,

J

where N = 100, and (u;); are grid points evenly distributed across [0, 7] and the
approximation comes from the rectangle method (see Appendix. Lastly, we conduct
a new Monte Carlo study with N, = 500 replications: for k =1, ..., K’,

1 &

MISErand(x},) = - > " (MISErand(x},));. (5.23)

e ]:1

We finally choose the constant " that minimizes (5.23)) for three Weibull distributions
with different parameters (W(0.5,1), W(1,1) and W(2,1)). This study leads to choose
K =1.

C Description of the real data

Demographics file containing the clinical information for the untreated
patients (137) and the tamoxifen treated patients (277).
The clinical information are listed in Table (C.0.1)).
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Notations Definitions
samplename unique id for the patient
id original id for the patients
(id given by the institution,
useful to look for intersection between multiple datasets)
series arbitrary name to specify the institution
age age in years
grade histologic grade (Elston-Ellis) category
size tumor size in cm
er estrogen receptor status
pgr progesterone receptor status
node nodal status
t.rfs time of relapse free survival
e.rfs event of relaps free survival
t.dmfs time of distant metastasis free survival
e.dmfs event of distant metastasis free survival
treatment type of treatment (none/tamoxifen)

TABLE C.0.1 — Table of the clinical information
R workspace containing the following objects:

data.untreated: matrix of gene expressions with the untreated patients in rows
(137) and the affy probesets in columns (44928). The probesets are all the probsets
from the chip hgul33a and the chip hgul33b (with some probesets being renamed
with " 2" because of same name than in hgul33a chip). RMA normalization was
performed separately for each population ("series" in demo) and all the probesets
were median centered.

demo.untreated: matrix with clinical information concerning the untreated pa-
tients (137).

annot.untreated: annotations of all the probesets (44928).

data.tam: matrix of gene expressions with the tamoxifen treated patients in rows
(277) and the affy probesets in columns (44928). The probesets are all the probsets
from the chip hgul33a and the chip hgul33b (with some probesets being renamed
with " 2" because of same name than in hgul33a chip). The chip hgul33plus2 was
used for "GUYT" series and only the common probesets with hgul33a/b were kept
for further analysis. RMA normalization was performed separately for each population
("series" in demo) and all the probesets were median centered.



214 Chapitre 5. Simulations

demo.tam: matrix with clinical information concerning the tamoxifen treated
patients (277).

annot.tam: annotations of all the probesets (44928).



Conclusion

Les travaux présentés dans cette thése portent sur l'estimation de l'intensité
d’un processus de comptage dans un modeéle a intensité multiplicative d’Aalen en
présence d'un grand nombre de covariables. Nous avons envisagé plusieurs approches
pour différents modeéles. Dans la Partie [, nous avons considéré lintensité comme
fonction non-paramétrique du temps et des covariables et nous ’avons estimée par
une fonction satisfaisant un modéle de Cox non-paramétrique. Nous avons proposé
une procédure Lasso spécifique a la grande dimension pour estimer simultanément
les deux paramétres du modéle de Cox. Dans la Partie [l nous avons supposé que
I'intensité vérifiait un modeéle de Cox. Pour estimer les deux paramétres du modéle,
nous avons alors opté pour des procédures en deux étapes, permettant d’estimer
le paramétre de régression associé aux covariables a l'aide d'une procédure Lasso,
spécifique a la grande dimension, et de proposer des procédures d’estimation du risque
de base, fonction du temps, par des procédures usuellement utilisées en estimation
non-paramétrique, mais non spécifiques a la grande dimension. Nous avons établi des
inégalités oracles non-asymptotiques pour l'estimateur de l'intensité compléte (Partie
1) et pour les estimateurs du risque de base obtenus par sélection de modéles et par
I’estimation & noyaux avec un choix de fenétre par la méthode de Goldenshluger et
Lepski (Partie . Ces résultats sont les premiers résultats non-asymptotiques obtenus
dans un cadre de grande dimension pour les covariables. Nous avons de plus montré
que les procédures pour estimer le risque de base a la Partie [[I sont pertinentes
en pratique et sont au moins aussi performantes que les procédures existantes. Ces
travaux, considérés dans le cadre général des processus de comptage, ont été motivés
par la question pratique de la prédiction de la durée de survie d’un individu pour une
maladie donnée. En cela, les procédures proposées, ainsi que les résultats théoriques et
pratiques permettent de répondre a cette question. Il reste tout de méme différentes
pistes de recherche a envisager afin de poursuivre I’étude que nous avons menée et de
I’étendre a d’autres types de problémes.

Perspectives de recherche

Dans les deux parties de cette thése, nous avons établi des inégalités oracles pour
les estimateurs obtenus. Les vitesses de convergence obtenues pour ces estimateurs
impliquent la taille de ’échantillon, comme c’est classiquement le cas, mais aussi un
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terme de 'ordre du logarithme du nombre de covariables, spécifique au cadre de la
grande dimension étudié. Nous ne pouvons pour l'instant nous permettre d’affirmer
I'optimalité de cette vitesse au sens minimax. Une perspective immédiate consiste
donc & étudier la borne inférieure pour le risque minimax associé sur des boules
d’espaces de Besov.

Dans la Partie [, nous avons considéré le critére de la vraisemblance empirique
totale de maniére a estimer simultanément les deux paramétres du modéle de Cox
non-paramétrique. Ce critére n’est pas le critére usuellement considéré dans le modéle
de Cox, puisque la procédure habituelle consiste d’abord a estimer le paramétre de
régression a l'aide de la vraisemblance partielle de Cox et ensuite & considérer un
estimateur a noyau du risque de base. A notre connaissance, les algorithmes existants a
ce jour pour estimer le paramétre de régression du modéle de Cox en grande dimension,
tels que les algorithmes glmnet ou penalized dans R, sont programmeés a partir de la
vraisemblance partielle de Cox. Cependant, pour une fonction

Noa(t, Zi) = exp (3 wi(t) + Z:B) (5.24)

avec les notations de la Partie[l} la log-vraisemblance empirique définie par

Colhom) =~ {

i=1

| 080 8. Z0)aNi0) = [ Aaott zmwdt},
0 0

est de la forme de celle associée & la régression poissonnienne. En effet, si vy, ..., 1,
sont n variables aléatoires de loi de Poisson de paramétre A, alors la log-vraisemblance
associée a cet échantillon est définie par

n

1 1
——log £()) = —— > (vilog A = ).

=1

Or la régression poissonnienne est implémentée dans les packages glmnet (pour des
sauts positifs) et penalized de R. On pourrait donc utiliser ces algorithmes basés sur
une descente de coordonnées cycliques pour implémenter la procédure d’estimation
de la Partie [l L’algorithme SPAMS implémenté sous MATLAB est un algorithme de
type FISTA permettant aussi de considérer une procédure Lasso pour une régression
poissonnienne. Cependant, le gradient de la vraisemblance n’étant pas Lipschitz, on ne
connait pas de résultat théorique garantissant la convergence de ces trois algorithmes.
Cela donne néanmoins une possibilité de mise en pratique de notre procédure et
dans un futur proche, nous nous attacherons a l'implémenter a l'aide d’'un de ces
algorithmes. Cela permettra d’une part de vérifier les performances pratiques de
I’estimateur Lasso de l'intensité que nous proposons, et d’autre part d’introduire les
poids que nous obtenons et de comparer les procédures avec et sans les poids. De plus,
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une fois la procédure de la Partie [[] implémentée, nous pourrons effectuer une étude
comparative des procédures proposées dans les Parties [[| et [[] de cette these.

Ensuite, une perspective naturelle, sera de s’intéresser & une des généralisations
classique et trés utilisée en pratique qui consiste a considérer des covariables et un
coefficient de régression qui dépendent du temps. Ainsi, nous avons par exemple ré-
cemment amorcé un travail, en collaboration avec Mokhtar Alaya et Agathe Guilloux,
dans lequel nous considérons un modéle de Cox avec un paramétre de régression qui
dépend du temps : pour tout ¢t > 0,

N(t, Z) = a(t) exp(Bo(t) T Z),

on Z = (Z,..,Z,)7 est un vecteur de covariables p-dimensionnel et
Bo(t) = (Bo,(t), ..., o, (t))" est un vecteur de fonctions du temps p-dimensionnel.
L’idée est alors d’approximer chaque coordonnée du paramétre de régression [Bo(t)
par des histogrammes. Plus précisément, nous considérons des fonctions candidates
de la forme de , en supposant que les fonctions 6, sont des histogrammes, i.e.
0 = 1, pour k = 1,...,N, ou [} est un intervalle, et en approximant B¢ (t) par une
combinaison linéaire de ces mémes histogrammes. Nous obtenons donc des fonctions
candidates de la forme

Mgy (t, Z) = exp <Z Wl (8)+ > By, (t)Za) -

j=1 k=1

Nous étudierons alors les aspects algorithmiques et théoriques des procédures qui
estiment des histogrammes pénalisés par leurs variations totales.

Dans la partie [T} nous avons mené une étude sur une base de données sur le cancer
du sein. Nous avons ainsi montré que pour 1000 covariables les courbes du risque de
base semblent avoir la méme forme dans les deux groupes de patients considérés. Le
modeéle de Cox étant un modéle a risque proportionnel, si les risques de base estimés
dans les deux groupes de patients ont la méme forme, nous pouvons regrouper les
individus et considérer un nouveau modeéle de Cox en ajoutant la variable traitement.
De plus, les ensembles des variables sélectionnées dans les deux groupes de patients
sont différents. Il se peut donc que certaines variables sélectionnées aient un effet en
intéraction avec le traitement. Il serait donc intéressant dans notre étude d’étudier un
modéle de Cox en considérant la variable traitement comme une variable explicative et
en ajoutant des termes d’interaction pour mettre en évidence I'effet combiné du traite-
ment et de certaines variables, lesquelles sont alors appelées chimio-sensibilisantes. Ce
type d’étude mettant en évidence la relation d’interaction entre des facteurs génétiques
et le traitement fait partie des grandes questions statistiques en analyse de survie pour
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la médecine personnalisée (voir |Collura et al.| (2014) pour un exemple de mise en évi-
dence d’une interaction entre une anomalie au niveau du génome et le traitement).

De plus, des travaux récents portent sur le Lasso dans des modéles & interaction (voir
Bien et al.| (2013) par exemple). Il serait donc intéressant d’approfondir notre étude

en considérant ces modéles.
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A.1 Un peu de théorie sur les processus de comp-
tageH:

Processus stochastiques et notions de base

Tous les phénomenes étudiés dans ce travail se déroulent en temps continu. Fixons,
pour la suite, un intervalle 7 = [0, 7[ de R, qui indexera le temps. Soient (2, F,P)
un espace probabilisé, ot F une o-algébre et IP une mesure de probabilité définie sur
F. On appelle filtration une famille (F;);e7 croissante et continue a droite (cad) de
sous-tribus, c¢’est-a-dire telle que :

(i) F, C F; pour tout s <t dans T (croissante)

(i) Fs =)=, F¢ pour tout s € 7 (cad).

Un processus stochastique W est alors une famille de variables aléatoires (v.a.)
{W(t),t € T} indexées par le temps. On dira que W est adapté a la filtration (F;)ier
si pour tout ¢ dans T, la v.a. W (t) est F;-mesurable. Pour un w dans €2, on appellera
trajectoire de W la fonction ¢ — W(t,w). Le processus W est alors dit cadlag si
P-presque toutes ses trajectoires appartiennent a ’espace D(7) des fonctions cadlag
(continues & droite, limites a gauche) sur T, appelé espace de Skorohod dans la théorie
de la convergence faible (voir Billingsley| (1968))). Il est dit prévisible si, en tant que
fonction de (t,w) € T x €, il est mesurable par rapport a la tribu sur 7 x € engendrée
par les processus cag et adaptés.

A tout processus W cadlag, on peut, grace au résultat de (Courrége & Priouret
(1965)), associer une filtration « historique » (F;);e7 telle que, pour tout ¢ dans 7', la
sous-tribu Fy; = o{W(s),s <t € T} est engendrée par le passé a t du processus. Cette
famille peut étre complétée en ajoutant les négligeables a la tribu F{ sans qu’elle perde
sa propriété de filtration. Par construction, le processus W est adapté a (F)er-

On appellera temps d’arrét une v.a. T & valeurs dans 7 = [0,7] telle que les
événements {1T' < t} sont Fi-mesurables pour tout ¢ dans 7. Une suite localisante de
temps d’arrét est une suite (7),) croissante de temps d’arrét telle que :

P(T, >t) — 1,
— 00

n

pour tout ¢ dans 7. On dira qu’un processus vérifie localement une propriété s’il existe
une suite localisante (7},) telle que le processus I({T;, > 0})X7T la vérifie, on X7 est
le processus arrété a T' tel que

XT()=X(AT).

Martingales & temps continu :

Une martingale M par rapport a la filtration (F;) est un processus stochastique
continu a droite avec limite a gauche tel que :

1. Nous nous sommes inspirés de la thése de |Guilloux| (2004) pour écrire cette annexe
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(i) M est Fi-adapté
(ii) E|M(t)| < oo for all s <,
(iii) E(M(¢)|Fs) = M(s) for all s <t

Une martingale M est dite de carré intégrable si :

supE (M (1)?) < oc.

teT
Un processus M est une martingale locale s’il existe une suite localisante (7;,) de temps
d’arrét telle que, pour tout n, le processus I({T;, > 0})M™ soit une martingale. Une
martingale locale est un processus cadlag et adapté. Si, de plus, la suite (7,,) peut étre
choisie de telle sorte que I({T;, > 0})M™ soit de carré¢ intégrable, alors M est une
martingale locale de carré intégrable.

Nous donnons maintenant une version du célébre Théoréme de décomposition de
Doob-Meyer.

Définition A.1 (Décomposition de Doob-Meyer). Pour un processus W cadlag et
adapté, on définit, s’il existe, son compensateur comme [’unique processus 1% Prévi-
sible, cadlag, a variation finie et tel que le processus W — W soit une martingale locale
nulle en zéro.

En particulier, si M est une martingale locale de carré intégrable, il existe un
unique processus prévisible, cadlag, a variation finie et nul en zéro, noté (M, M) ou
(M), tel que M?* — (M, M) soit une martingale locale. On appelle (M) la variation
prévisible de M. Si la variation prévisible est une fonction déterministe, on parlera alors
de fonction de variance de M. On introduit aussi le processus de variation optionnel
de M, noté [M, M] ou [M] et défini pour ¢t € T, par [M], = > ,(AM(s))?, avec
AM = M(t) — M(t). -

Théoréme A.1. Soient M une martingale locale de carré intégrable et a variation
finie et H un processus prévisible localement borné. L’intégrale stochastique fHdM
définie pour tout t dans T et presque tout w dans §) par :

/Ot H(w, s)dM(w, s)

est alors une martingale locale de carré intégrable et a variation finie. On a de plus :

< / HdM> - / H2(M)  and [ / HdM} - / H2d[M].

Processus de comptage :

En notant (£, F,IP) 'espace probabilisé filtré par F = (F;)e7 sur lequel on tra-
vaille, on dira que N = (Ny, ..., V,,) est un processus de comptage s’il est adapté et tel
que :
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(i) les applications t — N;(t), pour ¢ = 1,...,n, sont cad, étagées, nulles en zéro et
admettent un nombre dénombrable de sauts de longueur +1;

(ii) deux processus N; et N;, pour i # j, ne peuvent sauter en méme temps.

On suppose de plus que, pour tout i = 1,...,n, la v.a. N;(t) est p.s. finie pour tout
t positif. Pour le processus N, les instants de saut T = inf{t : D"  N;(t) > k}
sont des (F;)-temps d’arrét. On pose Ty, = 7 si k > > | N;(7). Les composantes NN,
pour ¢ = 1,...,n, sont des processus adaptés, cadlag, croissants et localement bornés
(0 < N (t) < n). Ils admettent des compensateurs notés A; croissants tels que, pour
tout i = 1,...,n, le processus :

soit une martingale locale de carré intégrable dont le processus de variation prévisible
est donné par (M;) = A; — [ AA,;dA;. De plus, on a (M;, My) = — [ AN;dAy pour
i # 4. On a pour tout t € T et i = 1,...,n, E[N;(¢t)] = E[A;(t)]. De plus, dans le cas
continu, il existe, pour ¢ = 1, ..., n, des processus prévisibles f;, appelés intensités, tels
que

A(t) = /0 f(s)ds.

On dit que les processus N; sont des processus de comptage & intensité.
Par définition, le processus de variation optionnel de M; = N; — A; est défini par
[M;] = N; et par unicité du compensateur, le processus de variation prévisible est

défini par (M;) = A,.

Cas général : les processus de comptage marqué

Les processus de comptage marqués sont une généralisation des processus de comp-
tage. L’idée est la suivante : au lieu de ne considérer que les instants 7T}, auquel se pro-
duit un événement spécifique comme c’est le cas pour les processus de comptage, nous
observons aussi une variable supplémentaire Z; a chaque instant 7}. Plus précisément,
fixons un espace mesurable (E, &) appelé espace marqué, et supposont que

(i) (Zg, k > 1) est une suite de variables aléatoires dans F,

(ii) la suite (7}, k > 1) constitue un processus de comptage

N(t) =Y Tine<n
k

La suite de couple (T}, Zi) est appelée processus ponctuel marqué, ou les Z; sont les
marques. Pour tout A € £, nous pouvons définir le processus de comptage

N(A) => Linenlizeay
k

qui compte le nombre de sauts avant ¢t dont les marques sont dans A.
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Une inégalité classique : I’inégalité de Biirkholder

L’inégalité de Biirkholder permet de relier un martingle a son processus optio-

nel. Nous renvoyons a Liptser & Shiryayev]| (1989) p.75, pour la démonstration de ce
résultat.

Théoréme A.2 (Inégalité de Biirkholder). Si M est une (F;)-martingale, alors pour
tout b > 1, il existe des constantes universelles 7y, et Ky (indépendentes of M) telles
que pour toutt > 0

WV IMIlo < [[Millo < wllv/TM]ellb,

ot [M]; est la variation quadratique de M,. Les constantes v, et ky peuvent étre définie
par

v = [186%2/(b— )7L, Ky = 18632 /(b — 1)Y/2.
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A.2 Construction de la vraisemblance de Cox

Soient Ny, ..., N, des processus de comptage i.i.d., vérifiant le modéle & intensité
multiplicative d’Aalen et pour i = 1,...,n, la fonction de risque A(., Z;) est définie
selon le modele de Cox ([L.1)). On observe O,, = (Z;, N;(t),Yi(t),i =1,..,n,0 < ¢t < 7)
I’ensemble des observations. Pour tout i et tout ¢ € [0, 7], d’aprés la décomposition de
Doob-Meyer, nous avons

AN;(t) = ag(t)e® ZiY;(t)dt + dM; (),

ou M; est une martingale locale de carré intégrable. Pour + = 1,...,n, comme les NV,
sont des processus de comptage indépendants, le processus agrége N = > " | N; est
encore un processus de comptage qui vérifie

1 gr _
AN(t) = ap(t)= Y P ZiY,(t)dt + dM (¢
(t) ao()n;e (t)dt +dM(2),
avec M =" M;. Pour tout B € RP, notons

nSa(t,B) = »_ % %y(1),
=1

et définissons Yo (t) = a(t)Sn(t, Bo). Avec ces notations nous avons
dN(t) = yo(t)dt + dM(t).

D’aprés la formule de Jacod (voir Andersen et al.| (1993))), la log-vraisemblance pour les

processus de comptage basée sur les observations O = (N(t),Y(t),0 <t < 7) vérifie :

£(4;0) = / "log(1(£)dN (t) - / " ()dt (A1)

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 7y, est alors défini formellement par

= arg?ax{ | ostrienan - [ Tv(t)dt}.

D’aprés (A.1)), la log-vraisemblance pour estimer les deux paramétres du modeéle de
Cox vérifie

£(0,8:0,) = %Z{

i=1 0

/ ' log(au(t)e? %) dN;(t) — /O ' a(t)e'BTZiY,-(t)dt},
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que 'on peut décomposer en

ef}TZ T
L(a,B:0,) Z/ log< (t, B) <’ﬂ)>dNi(t)—/O a(t)S,(t, B)dt

Le terme (|A.3) correspond a la vraisemblance (A.1) pour ~v(¢) = «(t)S,(t,3). On
définit alors le terme ({A.2)) comme la vraisemblance partielle de Cox :

n T BTz,
- %Z/ log (SG:LT) dN;(t)
. el@ 2, ﬁg i 1 n T e,BTZz
1 Z/ log ( )ao(t)e Ziy(t)dt + g;/() log (Sn(t,ﬁ)

' )dMi(t).

ou le deuxiéme terme est centré.
Nous pouvons construire un estimateur de type Breslow. Toujours, d’apres la dé-
composition de Doob-Meyer, nous avons

2 [l Sy [T

Le deuxiéme terme de droite en dM; est centré peut étre interprété comme un bruit

aléatoire. En By, on peut écrire I’approximation suivante

—Z/ tﬁo /OTao(t)dt,

on dit que 37" dN;(t)/S,(t,Bo) «estime » ap(t)dt. Dans le cas particulier de la
censure aleatmre a droite, cela revient a dire que %(2 /S (X, Bo) « estime » a(X;).
On retrouve une justification de I’estimateur de Breslow et de Ramlau-Hansen| (1983b)).

Dans le cas de la censure aléatoire a droite, la vraisemblance partielle de Cox se

—Z/ 1Og< AT Z ) Zélog( ﬂxfm)

.....

de N; deﬁnle par eBO ’an(t), on devrait donc avoir

I [T P Zi
n ;/0 o8 (Sn@, B)) AN

réécrit

(t)dt,




226 A. Appendices

N PN . . . T 7. .
ot le deuxiéme terme est nul. On est bien en train d’estimer a(t)ePo % par maximum
de vraisemblance. En effet, la fonction de perte naturelle associée a la vraisemblance

1 & eBo
) n;/ log< tﬁo))dNi(t)]

partielle de Cox est définie par :

203 [

qui se décompose par Doob-Meyer en

(8B, Bo) =

1 [ BT Z; S, (t, Bo T2,
_EZE_/O log (Sn(t,ﬂ) ) )ao(t) Yi(t)dt

1 [ T eﬁTZi Sn(t,,g()
LR /0 o (Sn(t,ﬁ) A3 )dM"(t>]

ol le deuxiéme terme est nul. La fonction de perte s’écrit donc

BT z; T

/8 ﬂO :__ZE Sn<t,,6) Bt Z;

On retrouve la fonction de perte en kullback introduite par Castellan et Letué (voir
Letué| (2000)).
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A.3 Quelques inégalités de concentration

A.3.1 Inégalité de Bernstein standard

Nous rappelons I'inégalité de Bernstein standard (voir Proposition 2.9 dans le livre
de Massart| (2007)).

Théoréme A.3. Soient (1, ..., (,, n variables aléatoires réelles indépendantes. Suppo-
sons qu’il existe des constantes positives v et ¢ telles que pour tout entier m > 2

ZEHQM < mlve™ 2, (A.4)

Pour tout réel positif x, nous avons

n 2

PGB 22) Sew (- 5 ) (A.5)

%

Lorsque les variables ¢; sont bornées, |(;| < b pour tout i € {1,...,n}, alors 'hypo-
these (A.4]) est satisfaite avec

v = iE[Qf] et ¢=10/3.
i=1

A.3.2 Inégalité de Bernstein pour les martingales

Rappelons 'inégalité de Bernstein pour les martingales (voir ivan de Geer| (1995),
Lemme 2.1).

Théoréme A.4. Soit {M;}i>0 une martingale localement de carré intégrable par
rapport a la filtration {F}i>0. Définissons le processus prévisible de {M;} par
Vi= (M, M), t >0, et ses sauts par AM; = M, — M. Supposons que |AM,;| < K
pour tout t > 0 et un certain K tel que 0 < K < oo. Alors, pour tout a > 0, b > 0,

2

P(M,; > a,V, < b* pour un certain t) < exp {—m} )

A.3.3 Inégalité de Talagrand

L’inégalité de Talagrand est une inégalité de concentration qui permet de controler
le supremum d’un processus empirique sur une classe de fonctions. Plusieurs formes
de cette inégalité existent. Nous donnons ici celle qui nous a servi dans cette these.
On peut trouver une preuve de ce théoréme chez Comte et al.| (2008) (Lemme 6.1).
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Théoréme A.5. Soit F une classe dénombrable de fonctions uniformément bornées.
Sotent &1, ..., &, des variables aléatoires indépendantes, et pour f € F, on définit

el = + S {I(E) ~ Bl (@)}

Alors, pour e >0, on a

E —e W ————e V2

n dn?p?(e)

2 2\ 772 4
{supyn’g(f) —2(1+2%H } ] < p
n

(W _ge2nH? 98 M2 _2de(o)e nH)
M )
fer

avec p(e) =vV1+e?2—1,d=1/6 et

n

1
sup|[flloe < M, E[suplvne(f)l] < H, sup->" Varlf(€)] < W
feF feF feFn ]
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Title Estimation for counting processes with high-dimensional covariates

Abstract We consider the problem of estimating the intensity of a counting process adjus-
ted on high-dimensional covariates. We propose two different approaches. First, we consider
a non-parametric intensity function and estimate it by the best Cox proportional hazards
model given two dictionaries of functions. The first dictionary is used to construct an ap-
proximation of the logarithm of the baseline hazard function and the second to approximate
the relative risk. In this high-dimensional setting, we consider the Lasso procedure to es-
timate simultaneously the unknown parameters of the best Cox model approximating the
intensity. We provide non-asymptotic oracle inequalities for the resulting Lasso estimator. In
a second part, we consider an intensity that rely on the Cox model. We propose two two-step
procedures to estimate the unknown parameters of the Cox model. Both procedures rely on a
first step which consists in estimating the regression parameter in high-dimension via a Lasso
procedure. The baseline function is then estimated either via model selection or by a kernel
estimator with a bandwidth selected by the Goldenshluger and Lepski method. We establish
non-asymptotic oracle inequalities for the two resulting estimators of the baseline function.
We conduct a comparative study of these estimators on simulated data, and finally, we apply
the implemented procedure to a real dataset on breast cancer.

Keywords Survival analysis, Cox model, Aalen multiplicative intensity model, counting
process, high-dimension, Lasso, non-asymptotic oracle inequalitie, Bernstein inequalities, mo-
del selection, kernel estimator, Goldenshluger and Lepski method.

Titre Estimation pour les processus de comptage avec beaucoup de covariables

Résumé Nous cherchons a estimer l'intensité de sauts d’un processus de comptage en
présence d’'un grand nombre de covariables. Nous proposons deux approches. D’abord, nous
considérons une intensité non-paramétrique et nous l'estimons par le meilleur modéle de
Cox étant donné deux dictionnaires de fonctions. Le premier dictionnaire est utilisé pour
construire une approximation du logarithme du risque de base et le second pour approximer
le risque relatif. Nous considérons une procédure Lasso, spécifique a la grande dimension, pour
estimer simultanément les deux paramétres inconnus du meilleur modéle de Cox approximant
I'intensité. Nous prouvons des inégalités oracles non-asymptotiques pour l'estimateur Lasso
obtenu. Dans une seconde partie, nous supposons que l'intensité satisfait un modéle de Cox.
Nous proposons deux procédures en deux étapes pour estimer les paramétres inconnus du
modéle de Cox. La premiére étape est commune aux deux procédures, il s’agit d’estimer le
parameétre de régression en grande dimension via une procédure Lasso. Le risque de base est
ensuite estimé soit par sélection de modéles, soit par un estimateur & noyau avec une fenétre
choisie par la méthode de Goldenshluger et Lepski. Nous établissons des inégalités oracles
non-asymptotiques pour les deux estimateurs du risque de base ainsi obtenus. Nous menons
une étude comparative de ces estimateurs sur des données simulées, et enfin, nous appliquons
les procédures implémentées a une base de données sur le cancer du sein.

Mots-clés Analyse de survie, modéle de Cox, modéle & intensité multiplicative d’Aa-
len, processus de comptage, grande dimension, procédure Lasso, inégalité oracles non-
asymptotique, inégalités de Bernstein, sélection de modéles, estimateur & noyaux, méthode
de Goldenshluger et Lepski.
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