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2007 - 2008 : Post-doctorat
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Titre : Fonctions de forme étendues pour la mécanique €élasto-plastique de la rupture par
méthode X-FEM.

Encadré par le Pr. A. Combescure et le Dr. A. Gravouil.

Ecole doctorale Mécanique, Energétique, Génie civil et Acoustique, INSA-Lyon - Ecole
Normale Supérieure de Cachan.
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Ecole Normale Supérieure de Cachan.
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2 Activités d’enseignement

2.1 Période 2008-2013

J’ai été recruté en tant que Maitre de Conférences au ler septembre 2008 et affecté pour
mes activités d’enseignement a 50% au sein du Département Premier Cycle (classe préparatoire
intégrée INSA) dans le Groupe Conception Production et & 50% au sein du Département Génie
Mécanique Conception dans ’équipe pédagogique Procédés de Fabrication. Au sein de GMC,
mes enseignements sont destinés aux étudiants des filieres Génie Mécanique Conception, Gé-
nie Mécanique Procédés Plasturgie et Génie Mécanique Innovation Produit (filiere GMC par
apprentissage). J'interviens par ailleurs depuis 2012 au sein de ’équipe pédagogique Modélisa-
tion Mécanique des Solides Déformables du département GMC. Il est a noter que j’interviens
depuis 2012 dans la filiere internationale SCAN au PC. Celle-ci s’adresse & des étudiants étran-
gers et frangais (répartis a part égale) ayant un trés bon niveau d’anglais. La quasi totalité des
enseignements dans la filiere sont réalisés en anglais avec des supports pédagogiques adaptés.

IL’ensemble de mes activités pédagogiques sont classées par niveau au sens de la LMD, avec
une indication du type d’enseignement, du nombre d’heures par étudiant ainsi que le nombre
d’étudiants encadrés et enfin la période concernée.
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— Niveau L1 —

Initiation a la Conception (en anglais) | Cours/TD | 42h | 2012-2014 | 25 étudiants
Cours/TD | 56h | 2014- 25 étudiants

Contenu : Bases du dessin technique (projections, perspectives, ...), initiation a la CAO,
analyse technique et schématisation, cotation et ajustements, reconception de systemes simples
contenant des liaisons a un degré de liberté au plus (encastrement, pivot, glissiere).

Remarques : cet enseignement est réalisé en anglais pour les étudiants de la filiere SCAN
du PC. Cet enseignement est réalisé en autonomie : ’enseignant ayant en charge le cours magis-
tral et les travaux dirigés sur support papier ou informatique. Les deux enseignants de la filiere
SCAN (il y a deux groupes de premiére année depuis 2012-2013) ayant en charge la traduction
en anglais des sujets de Devoir Surveillé pour le 1°7 et le 2°™¢ semestre.

— Niveau L2 —

’ Construction métallique TP ‘ 20h \ 2008- \ 8 étudiants

Contenu : ces travaux pratiques constituent une initiation a la construction métallique et en
particulier a I'utilisation de différents moyens disponibles a I'atelier du PC : débit et déformation
de toles (découpe plasma, cisaillage, pliage, ...) et assemblage (soudage a I’arc électrique, rivetage,
soudage par point, ...).

Remarques : Une partie des séances de travaux pratiques est constitué de "cours magistral”
(3h étudiant) qui est assurée par roulement pour deux groupes en méme temps.

Meécanique des solides rigides TD 30h | 2012-2014 | 25 étudiants
(en anglais)

Contenu : introduction aux torseurs, cinématique et statique des solides indéformables,
étude de systemes en boucle ouverte et en boucle fermée, équations de fermeture de chaine.
Remarques : cet enseignement est réalisé en anglais pour les étudiants de la filiere SCAN

du PC.

— Niveau L3 —
Usinages non conventionnels Cours/TD | 10h | 2008-2011 | 25 étudiants
Cours 9h | 2012- 160 étudiants
TD 3h | 2012- 12 étudiants

Contenu : ce cours s’adresse aux étudiants de 1°¥ semestre de 3°™¢ année du département
GMC pour les étudiants des filieres GMC, GMPP et GMCIP. 1l s’agit d’une sensibilisation aux
procédés de fabrication mécanique dits non-conventionnels, c’est & dire aux procédés autres que
le tournage, fraisage, percage et meulage. Apres l'introduction d’une méthode de classification
des procédés et d’une grille d’analyse générale de ceux-ci, on s’intéresse en détail aux procédés les
plus couramment rencontrés : électro-érosion, découpe par jet d’eau, procédés électro-chimiques,
procédés utilisant des lasers de puissance.

Remarques : depuis de nombreuses années cet enseignement a été dispensé séparément
pour chaque groupe de TD des trois filieres concernées alors qu’il s’agit essentiellement d’un
enseignement de cours magistral. J’ai donc impulsé a partir de 'année 2012 une modification
de la pédagogie de I'enseignement de fabrication au 1°* semestre de 3*™¢ année (voir plus loin).
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Depuis cette réforme, le cours magistral est assuré en une seul fois a I’ensemble de la promotion
de 3°™¢ année complété par des séances de TD sous forme de démonstrations et études de pieces
en demi-groupe de TD.

Usinages TP | 16h | 2009-2010 | 12 étudiants

Contenu : étude pratique des procédés d’usinage par outil coupant. Analyse des parameétres
d’entrée et sortie des procédés, étude de la physique mise en oeuvre lors de 'usinage : étude de
la rugosité en tournage, étude de la rugosité en fraisage, efforts de coupe en percage, usure des
outils de coupe en tournage, étude de la puissance en tournage.

Remarques : cet enseignement est réalisé sous la forme de quatre séances, avec manipula-
tion lors des trois premieres séances. Compte tenu du nombre de sujet de TP, chaque étudiant
ne peut tous les mettre en pratique lors des trois séances, la derniere est donc consacrée a des ex-
posés : chaque binome présente 'un des TP qu’il a réalisé, ce qui permet d’aborder pour tous les
étudiants I’ensemble des concepts qui peuvent étre mis en oeuvre dans les différents TP proposés.

] Usinages non conventionnels TP ‘ 12h ‘ 2008- 12 étudiants

Contenu : ces travaux pratiques concernent 1’étude des procédés d’usinage non convention-
nels. Compte tenu de la relative lenteur des procédés étudiés, il s’agit de TP "longs”, c’est a
dire que les étudiants passent ’ensemble des 12h sur un seul et méme TP. Ceux-ci sont donc
beaucoup moins guidés que pour des TP d’une seule séance et doivent construire a partir de
leurs connaissances (issues du cours du 1°" semestre) et de la documentation fournie, leur propre
étude du procédé considéré.

Remarques : lors de mon arrivée au sein de I’équipe pédagogique, une phase d’investis-
sement important dans le renouvellement du matériel expérimental (machines d’usinage) était
en cours. J’ai personnellement piloté la procédure de marché public pour I'achat de la derniere
machine de ’équipe (découpe par jet d’eau haute pression). L’installation de celle-ci a entrainé
le déménagement d’une partie des moyens expérimentaux existants pour la partie usinages non-
conventionnels que j’ai également piloté depuis 2011.

— Niveau M1 —

| Eléments finis TD | 28h | 2012-2013 | 25 étudiants

Contenu : mise en pratique du calcul par éléments finis a I'aide d’un logiciel commercial :
Abaqus®. Modélisation d’un probleme réel avec la mise en donnée associée, application aux
problemes non-linéaires et multi-physiques : analyse vibratoire, élasto-plasticité, non-linéarités
géométriques, contact, thermo-mécanique, flambage, ...

| Eléments finis Cowrss | 14h | 2014- 10 étudiants

Contenu : notion de base de la méthode des éléments finis. A partir du principe des travaux
virtuels, la formulation intégrale du probleme permet d’introduire les méthodes de Rayleigh-
Ritz et de Galerkin. Les aspects techniques introduisent ensuite la problématique des types
d’éléments, fonctions de forme et la construction des matrices gradient, de raideur, de masse, ...
L’étude de quelques éléments finis 1D et 2D est ensuite menée.
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2.2 Période 2002-2008 (pré-recrutement MCF)

Avant mon recrutement en tant que Maitre de Conférences & I'INSA-Lyon, j’ai été vacataire
(au cours de mon DEA et de mon post-doc) et moniteur au sein de 'INSA-Lyon.

— Niveau L1 —

Initiation & la conception | Cours/TD | 50h | 2003-2006 | 25 étudiants
— Niveau L2 —

Automatique TP 14h | 2003-2004 | 8 étudiants

Mathématiques TD 45h | 2002-2003 | 25 étudiants
— Niveau M1 —

Mécanique des solides TP 12h | 2004-2006 | 8 étudiants

2007-2008

2.3 Tableau récapitulatif

Je dispense en moyenne 220h de face & face pédagogique (hors encadrement de PFE/master
et suivi de stage) constitué en majorité de TP depuis 2009 et la mise en place du nouveau mode
de prise en compte des heures de TP dans le service statutaire (le coefficient de 2/3 est toujours
appliqué a 'INSA en dehors du service statutaire avec une annualisation du volume d’heures de
TP). Compte tenu de ancien mode de calcul et du déficit en enseignants de 1’équipe procédés
de fabrication GMC j’ai enseigné plus de 300h de face a face pédagogique lors de ma premiere
année. Le tableau récapitulatif de ’ensemble des enseignements que j’ai réalisé au cours de ma
carriere est présenté dans le Tableau 1.

Matiere Type Niveau | Heures par étudiant
Initiation a la conception Cours/TD L1 50h puis 42h puis 56h
Mécanique des solides rigides TD L2 28h
Construction métallique TP L2 20h
Mathématiques TD L2 45h
Automatique TP L2 14h
Usinages Cours L3 11h

TD L3 3h

TP L3 16h + 12h
Mécanique des solides TP L3 12h
Eléments finis Cours M1 14h

TD M1 28h

TABLE 1 — Tableau récapitulatif des enseignements.
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3 Responsabilités collectives

3.1 Enseignement
3.1.1 Animateur de Centre d’Ingénierie

De 2009 a 2013 j’ai eu la charge au sein du département GMC pour la filiere Conception
du Centre d’Ingénierie (CI) PROcédés de MIse en FORMe. Le département comprend 8 CI qui
organisent le dernier semestre de la filiere Conception avec des cours de spécialisation et un
Projet de Fin d’Etudes. Chaque CI organise entre 50h et 100h de cours, certains étant communs
entre plusieurs CI et/ou labelisé cours du master recherche MEGA. Chaque CI compte environ 12
étudiants qui effectuent leur PFE seul ou en binome, certains d’entre eux effectuant en parallele
de leur derniere année le master recherche MEGA, leur stage de master faisant alors office de
PFE.

J’ai organisé I'emploi du temps du CI, en collaboration avec mes collegues des CI Choix
Matériaux et Modélisation Mécanique des Solides Déformables pour les deux cours que nous
avons en commun, ainsi que les soutenances mi-parcours et finale. J'ai également géré ’appel a
sujet de PFE aupres des collegues enseignants susceptibles d’intervenir dans le CI, ainsi que la
mise a disposition des descriptifs des sujets sur I'intranet. Lors de la semaine de répartition dans
les CI, jorganisait également une présentation des cours qui y sont dispensés et des différents
sujets de PFE qui peuvent étre proposés. Dans le cas de sujets avec un partenaire industriel
avec rétribution financiere au CI, je faisais si nécessaire 'interface entre I'entreprise et la filiere
de valorisation de I’établissement.

3.1.2 Responsable pédagogique

Depuis 2011, je suis responsable pédagogique de I'équipe Procédés de Fabrication du dé-
partement GMC. L’équipe est aujourd’hui constituée de 7 Maitres de Conférences, d’'un assistant
ingénieur et d’une dizaine de vacataires. Je gere ’emploi du temps de I’ensemble des interventions
de l’équipe pédagogique, recherche et forme (avec certains collegues permanents de I’équipe) les
vacataires, et assure la gestion avec le responsable TP des deux plateformes de Travaux Pratiques
dont dispose ’équipe. Le département possede a ce jour deux centre d’usinages trois axes a com-
mande numérique (achat 2008), deux tours trois axes & commande numérique (achat années 90
et 2010), un tour conventionnel, un centre d’usinage cinq axes & grande vitesse (achat 2006), une
machine d’électro-érosion a fil (achat 2007), une machine d’électro-érosion a enfoncage (achat
1992), une machine de découpe par jet d’eau haute pression (achat 2011), une machine d’usinage
électrochimique (conception et fabrication INSA-Lyon). L’ensemble du renouvellement du parc
machine a été réalisé grace au soutien (environ 50%) de la Région Rhone-Alpes dans le cadre
du Schéma Régional de I’Enseignement Supérieur sur la période 2006-2011. Ceci représente un
investissement total d’environ 800k€, j’ai personnellement piloté I'achat de la derniére machine
(rédaction des différents documents techniques dans la procédure de marché public, examen
technique des dossiers, réponse technique argumentée au recours d’'un candidat, ...) en lien avec
la cellule achat public de I’établissement.

En tant que responsable pédagogique de I’équipe, j’ai depuis 2011 mis en place une réforme
progressive de ’ensemble des enseignements et moyens de 1’équipe. L’équipe étant actuellement
en fort renouvellement avec des collegues jeunes (moyenne d’age inférieure a 35 ans en 2013,
je suis actuellement I’enseignant permanent le plus ancien), il nous a semblé, au dela de cadre
budgétaire contraint que vit actuellement 1’établissement, qu'une remise a plat de nos enseigne-
ments pourrait permettre d’améliorer ceux-ci et de tester de nouvelles techniques pédagogiques.

8



3. Responsabilités collectives

La mise en place de la filiere GMCIP par apprentissage nous ayant servit de laboratoire d’expé-
rimentation pour ces nouvelles méthodes pédagogiques.

— La premiere phase de cette réforme a consisté en la rationalisation de nos plateformes
expérimentales. En effet, nos machines étaient réparties pour diverses raisons sur trois
plateformes (atelier usinage, hall d’essai AIP, atelier UNC) a la surface disponible réduite.
J’ai donc mis a profit ’achat de la derniére machine (découpe par jet d’eau haute pression)
pour regrouper les moyens non-conventionnels en un seul et méme lieu et mis en place en
TP les nouveaux moyens en UNC a partir de 2011 (découpe jet d’eau et par électro-érosion
a fil).

— La seconde phase consiste a rationaliser les interventions de "cours magistral” de I’équipe.
En effet plusieurs modules d’enseignement dans lequel 1’équipe intervient ne dispose que
de séquences pédagogiques de type TD/TP alors qu’une part importante de ceux-ci est
constituée de cours magistral. Compte tenu du nombre de groupes de TD dans les filieres
GMC et GMPP (8 au total en geme année) ceci complique la gestion de I’'emploi du temps
et est assez coliteux en moyens humains et en heures consommées. A partir de la rentrée
2012, j’ai donc mis en place pour le module usinage de troisieme année un cours magistral
en amphi, associé a des travaux dirigés pour la partie usinage par outil coupant et a des
séances de démonstrations en demi-groupes pour la partie usinages non-conventionnels.
Une modification similaire a été mise en place en 2014 en 4°™°
A l'injection plastique et est en projet en 3*™¢année pour l'enseignement de Bureau des
Méthodes.

— La derniere phase consiste en une remise a niveau tant au niveau contenu que du point de
vue de la méthode pédagogique de I'enseignement de Fabrication Assistée par Ordinateur
qui est dispensé en 4°™¢ année pour la filiere Conception. En effet cet enseignement est
aujourd’hui assuré exclusivement par des vacataires avec un volume horaire non compa-
tible avec les objectifs pédagogiques annoncés et les moyens mis en oeuvre. Grace aux
économies réalisées dans la phase 2, nous avons pu augmenter le volume horaire dis-
ponible pour cet enseignement, y développer 'autonomie encadrée grace au soutien de
I’assistant ingénieur particulierement compétent en FAO et systématiser I'utilisation de
moyen expérimentaux dans un enseignement en groupe de TD.

année pour l'initiation

3.1.3 Membre élu au conseil de département

Depuis 2008 (2°™¢ mandat en cours), je suis élu college B (Maitre de Conférences / PRAG) au
Conseil de Département GMC. Nous représentons, avec mes trois autres collegues élus, ’ensemble
des membres du college lors des conseils du département (3-4 par an). Je participe également a
des groupes de travail, par exemple sur la mise en place des Parcours Adaptés proposés par les
départements de spécialité dans la réforme du 1" cycle INSA actuellement en cours.

3.1.4 Réforme du 1°F Cycle : projet de Parcours Adapté

En 2013, le CA de I’établissement a décidé d’une réforme de la 2°™¢ année du 1 Cycle
avec la mise en place de parcours adaptés destinés a une ouverture vers les thématiques des
départements de spécialité. Ces parcours représentent un volume de 200h étudiant sur le semestre
4 du 1¢" Cycle avec une part importante de projet et seront réalisés a parité par les enseignants
du 1°F Cycle et des départements de spécialité.

En tant que membre du CD du département GMC, j’ai mis en place plusieurs réunions au
sein du college B du département pour que ceux-ci soient force de proposition pour plusieurs
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projets de parcours. De plus je me suis personnellement impliqué dans la mise au point d’'un
projet avec nos collegues du département Génie Industriel dont le theme est “ Réingénierie pour
I'industrialisation ”.

3.2 Recherche
3.2.1 Membre élu au Conseil Scientifique INSA-Lyon

Depuis 2010, je suis élu college “autres docteurs” au Conseil Scientifique de PINSA-Lyon. Je
participe régulierement aux réunions et missions du CS : dispositifs Bonus Qualité Recherche,
Professeurs invités de 'INSA-Lyon, avis du CS sur les demandes de CRCT, délégation CNRS,
titularisation des Maitres de Conférences, etc...

3.2.2 Laboratoire

Depuis 2008, je suis membre au laboratoire du groupe de travail “retour-info”. Celui-ci a été
mis en place suite aux fusions successives de laboratoires formant aujourd’hui le Lamcos afin de
faciliter la mise en oeuvre des moyens informatiques du laboratoire. Le groupe est constitué de
deux membres par équipe de recherche (un permanent et un doctorant) et de deux informaticiens
du laboratoire. Les missions principales du groupe de travail sont de faire I'interface entre les
chercheurs/enseignants-chercheurs et informaticiens du laboratoire afin de faciliter I’achat et
la mise en place de matériel informatique, le dépannage, etc... A ce titre je fais régulierement
I'interface dans I’équipe pour l'aide a ’achat de nouveaux matériels informatiques. Il est a noter
que le groupe de travail a été fusionné avec la commission informatique au 01/06/2014, je suis
depuis cette date membre permanent représentant 1’équipe MSE dans la commission.

De 2008 a 2013, j’ai eu la charge au sein de 1’équipe de recherche Mécanique des Solides
et des Endommagements des séminaires de celle-ci. Ces séminaires ont lieu une fois par mois
et sont principalement mis en place pour les doctorants. Une & deux présentations sont faites
a chaque séminaire par des doctorants, post-doctorants, nouveaux arrivants et ponctuellement
des personnes extérieures au laboratoire. Ces séminaires ont pour vocation d’étre relativement
informels et ainsi de permettre aux doctorants de présenter des travaux pas nécessairement
finalisés afin de solliciter ’aide ou ’avis des autres membres de 1’équipe.

Depuis 2010, j’ai la charge de la gestion de la publitheque de ’équipe MSE. J’ai mis en place
a la demande du responsable de I’équipe un base de donnée locale au format Bibtex regroupant
I’ensemble des publications dans des journaux a comité de lecture de I’équipe. L’objectif est
de disposer a tout instant de cette information notamment lors de la rédaction du bilan du
laboratoire lors de I’évaluation AERES. Les tutelles du laboratoire nous imposant 1'utilisation
de HAL afin de stocker et de quantifier la publitheque du laboratoire, il a fallut mettre en
place un moyen de convertir les données d’une base a l'autre. J’ai donc encadré un stagiaire
d’IUT informatique sur une durée de trois mois qui a mis au point une série de scripts python
permettant de convertir les entrées de la base locale BIBTEX au format XML propre a HAL
pour faire une saisie en masse dans celle-ci. Cet outil, bien que rudimentaire nous permet de
faire le transfert de publications en quelques minutes depuis la base BIBTEX vers HAL. Je
travaille actuellement a sa stabilisation ainsi qu’a son intégration avec les technologies web afin
de pouvoir 'utiliser depuis une interface web et de le coupler avec une base de données de site
web (mySQL par exemple) pour affichage sur le site internet du laboratoire.
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3. Responsabilités collectives

3.3 Jury de recrutement

J’al participé depuis ma titularisation aux comités de sélection pour plusieurs postes de
Maitre de Conférences et ATER au sein de I'INSA-Lyon :

ATER 0353 section 60, Expérimentation/modélisation des procédés pour des matériaux mé-
talliques, concours 2014.

MCF 0564 section 60, Biomécanique, conception, production, concours 2014.

MCF 0352 section 60, Rhéologie-Mécaniques des interfaces lubrifiés - Usinage, concours
2013.

MCF 0077 section 60, Changement d’échelle en mécanique des matériaux, concours 2013.

MCF 0016 section 60, Simulation/modélisation des procédés pour des matériaux métal-
liques, concours 2013.
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Synthese des activités d’encadrement
et de recherche

1 Activités d’encadrement

Depuis mon arrivée a 'INSA-Lyon, j’ai eu l'occasion d’encadrer 6 Masters Recherche /
Projets de Fin d’Etude, 7 theéses (dont 4 soutenues) et un post-doctorat. J'ai également ajouté
les stages de PFE en lien avec mes thémes de recherche. Les themes de recherche sont numérotés
ainsi :

1. mécanique de la rupture,

2. analyse isogéométrique,

3. identification de modeles de comportement.

Le Tableau 1 récapitule I’ensemble de mes encadrements en précisant les théemes, 'année
ainsi que le(s) co-encadrant(s) (les noms en italique sont les encadrants industriels dans le cas
de partenariat).

Titre Nom de I’étudiant Thémes | Années Co-encadrants
Post-doctorat | Guillaume Pacquaut 2 2010-2012
These David Haboussa 1,3 2009-2012 | A. Combescure, B. Leblé
Muhibullah 2,3 2009-2012 | A. Combescure, J. Réthoré
Romains Pelée de Saint Maurice 1 2010-2014 | A. Combescure, V. Faucher
Robin Bouclier 2 2011-2014 | A. Combescure
Alexandre Chemin 2 2012-2015 | A. Gravouil
Hassan Al Akhras 2 2013-2016 | A. Gravouil, M. Rochette
Yannick Jan 1 2013-2016 | A. Combescure, B. Leblé
Master/PFE | Romains Pelée de Saint Maurice 2 2009-2010 | M. Coret
Luc Berger-Vergiat 1,2 2010-2011 | J. Réthoré
Florian Maurin 2 2010-2011 | A. Duval
Hassan Al Akhras 2 2011-2012 | A. Duval
Jinxin Wang 1,2 2012-2013 | J. Réthoré, A. Duval
Matthieu Occelli 2 2013-2014 | L. Moranc¢ay

TABLE 1 — Tableau récapitulatif des encadrements.

1.1 Masters et Projets de Fin d’Etude

2009-2010 : Romains Pelée de Saint Maurice (Master INSA-Lyon), Simulation efficace de
matériaux a coefficient de Poisson négatif par éléments finis de poutre NURBS.
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Synthese des activités d’encadrement et de recherche

2010-2011 : Luc Berger-Vergiat (Master INSA-Lyon, TFE ENTPE), Méthode originale
pour la simulation et ['observation de la geneése de fissures dans les milieur ductiles.
2010-2011 : Florian Maurin (Master INSA-Lyon, PFE INSA-Lyon), Développement d’élé-
ments finis isogéométriques NURBS dans le code de calcul Abaqus.

2011-2012 : Hassan Al Akhras (PFE INSA-Lyon), Développement d’outils dédiés auz élé-
ments finis isogéométriques NURBS dans le code de calcul Abaqus.

2012-2013 : Jinxin Wang (PFE INSA-Lyon), Modéle d’endommagement régularisé utilisant
les NURBS : implémentation et identification.

2013-2014 : Matthieu Occelli (Master INSA-Lyon, PFE INSA-Lyon), Développement d’élé-
ments finis isogéométriques dans le code de calcul de dynamique rapide Radioss d’AL-
TAIR.

1.2 Theéses de doctorat

Toutes les theses sont présentées de facon identique, avec un “chapeau” constitué de la fagon
suivante :

Nom de I’étudiant, situation apres la these.

Le titre de la thése date de soutenance ef-
fectuée ou prévue

Type de bourse directeur, co-encadrant Publications A, C, S
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1. Activités d’encadrement

David Haboussa, ingénieur de recherche, EDF R&D.

Modélisation de la transition traction-cisaillement des métaur sous | soutenue le 22/11/2012
chocs par la X-FEM.

CIFRE DCNS Alain Combescure (33%), Thomas Elguedj Afll, 11], C[39, 42, 15,
(33%), Bruno Leblé (33%, DCNS) , 48]

Contributions :

— critere de propagation de fissure en cisaillement,

— algorithme de basculement automatique du critére de propagation traction/cisaillement
en fonction de I’état plastique et de la vitesse de déformation,

— méthode d’identification des parametres du modele de propagation.

Résumé :

Dans un contexte de vulnérabilité militaire des sous-marins, les ingénieurs et chercheurs
doivent étre capables de prédire le comportement des structures fissurées. Cet aspect devient
essentiel des lors que les batiments militaires sont sujets a des attaques extérieures, telles que
des explosions. Ainsi, la modélisation de la transition des changements de modes de propagation
de fissure (cisaillement-traction et inversement) des métaux sous sollicitations extrémes devient
un outil important.

Apres un état de I'art relatif & ’étude de la rupture dynamique d’un point de vue théorique,
numérique et expérimental, des criteres tridimensionnels de direction de propagation de fissure
développés pour une rupture par cisaillement ou par traction sont exposés. Des formules de
direction de propagation semi-analytiques et analytiques, fonctions des facteurs d’intensité des
contraintes et du coeflicient de Poisson, sont ainsi proposées. Une étude du probléme en deux
dimensions est également développée, proposant une formule analytique du critére en cisaille-
ment. De plus un algorithme automatique de transition cisaillement-traction a été implémenté
dans le code de calcul de dynamique explicite Europlexus. Une méthodologie d’identification des
parametres du modele pour un matériau donné et pour un cas quasi-statique a été proposée.
Confronté a I'interprétation de deux expériences connues de propagation dynamique (expériences
de Kalthoff et de Ravichandran), le modele proposé a montré sa pertinence.

De plus, afin de mieux connaitre le comportement & rupture de ’acier a Haute Limite Elas-
tique Soudable, utilisé pour concevoir les coques de sous-marin, deux études expérimentales dé-
diées au suivi de la propagation dynamique d’un front de fissure (corrélation d’images et jauges
de propagation) ont été développées. Il s’agit d’essais de rupture sous chargement quasi-statique
(machine conventionnelle de traction-compression) et dynamique de type choc (dispositif aux
barres de Hopkinson). Cette étude expérimentale a permis d’observer que les branchements de
fissures, relevés sur les essais sous chargement quasi-statique, n’apparaissent plus sous charge-
ment dynamique et pour des sollicitations en mode I pur. Sous chargement quasi-statique, les
branchement de fissures observés semblent causés par une précontrainte quasi-statique élevée
avant la rupture dynamique.

Partenariat :

Cette these, financée par une contrat CIFRE avec DCNS, s’insere dans un programme de
recherche PEA plus vaste entre DCNS et la DGA COMECNAV : Comportement Mécanique
des Structures Navales, auxquels ont également participé 'TONERA centre de Lille (réalisation
d’essais expérimentaux) et le CEA Saclay (développements numériques réalisés dans EURO-
PLEXUS).
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Synthese des activités d’encadrement et de recherche

Muhibullah, post-doctorant, Pays-Bas.

Computational Ezperimental DIC Hybrid Strategy for Robust 3D | soutenue le 27/11/2012
Ductile Plastic Law Identification.

Bourse = ministé- | Alain Combescure (33%), Thomas Elguedj A[12], C[13]
rielle (33%, co-direction reconnue par le CS
INSA-Lyon), Julien Réthoré (33%)

Contributions :
— algorithme d’identification de loi de comportement non-linéaire a partir de mesure de
champs.

Résumé :

L’objectif principal de la these est de proposer une stratégie robuste d’identification de loi de
comportement a partir de mesure de champs prenant en compte les effets tridimensionnels. La va-
lidation de modeles a partir d’une réponse globale (typiquement une courbe effort-déplacement)
d’essai sur éprouvette ou structure a de nombreux désavantages qui peuvent étre contournés
par 'utilisation de techniques de mesure de champs. Ces techniques permettent d’obtenir une
grande quantité d’information expérimentale, ce qui peut s’avérer tres utile dans le contexte de
I'identification de lois de comportement. La technique de mesure de champs la plus populaire
est la corrélation d’images numériques.

Les techniques d’identification qui s’appuient sur la mesure de champs sont essentiellement la
méthode des champs virtuels, la méthode de ’écart a 1’équilibre, ’erreur en relation de compor-
tement et la méthode de réciprocité. Néanmoins, celles-ci sont globalement limitée a 'utilisation
de la corrélation d’images numériques 2D. Dans le cas d’échantillons d’épaisseur finie, les effets
tridimensionnels ne peuvent étre négligés. De plus, dans le cas de la plasticité, le taux de triaxia-
lité joue un role important ; son effet doit donc étre pris en compte dans la modélisation via la
loi de comportement.

Ansi, les travaux proposés dans cette these consistent en une méthodologie d’identification
des parametres de comportement d’une loi élasto-plastique pour laquelle une cinématique 3D
est envisagée. Nous montrons que la stratégie proposée est robuste vis a vis du bruit de me-
sure, pratiquement indépendante du choix des parametres initiaux et du niveau de finesse du
maillage et permet ainsi de différentier tel ou tel modele de comportement grace a ’erreur de
corrélation et ce méme si ces modeles permettent d’obtenir la méme réponse globale. La tech-
nique d’identification s’avere efficace qu’on utilise une ou plusieurs caméras pour filmer ’essai
réalisé. L’approche proposée a été essentiellement testée sur un acier inoxydable 304L a partir
d’éprouvettes trouées sollicitées en traction. L’identification a été effectuée avec de nombreux
jeux de parametres initiaux et a dans tous les cas montré une bonne convergence vers le méme
jeu de parameétres finaux. Ceux-ci permettent par ailleurs d’obtenir un tres bon accord sur la
réponse globale que ce soit a partir d’images obtenues avec une seule caméra (mono-corrélation)
ou de plusieurs caméras (stéréo-corrélation).
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1. Activités d’encadrement

Romains Pelée de Saint Maurice, en recherche d’emploi.

Extension de l'approche X-FEM en dynamique rapide pour la pro- | soutenue le 25/02/2014
pagation tridimensionnelle de fissure dans des matériaur ductiles.

CFR CEA Alain Combescure (33%), Thomas Elguedj A[1], C[34, 37]
(33%), Vincent Faucher (33%, CEA)

Contributions :
— technique d’évolution des fonctions de niveaux explicite par méthode géométrique en 3D,
— simulation de propagation dynamique 3D de fissure non plane en dynamique rapide.

Résumé :

Le développement actuel de I'industrie vise a prévoir 'intégrité des structures dans le temps
ou dans le cas de sollicitations extrémes. Les risques liés a la propagation des fissures dans le
cas de chocs ou d’impacts sont encore difficiles & prévoir. Les codes de calcul dans ce domaine
regroupent plusieurs méthodes de simulation au sein d’'un méme outil. Dans la premiere partie
de ces travaux, nous présentons la bibliographie, puis notre apport aux méthodes de simulation
numérique en ’appliquant au cas de la propagation de fissure dynamique et enfin les résultats
obtenus a partir des méthodes proposées. Nous comparons ces simulations a des résultats expé-
rimentaux ou a des simulations 2D trouvées dans la littérature.

A travers la bibliographie, nous présenterons la théorie de la mécanique de la rupture pour
arriver a un critere de propagation de fissure adapté a la dynamique transitoire. Ce critere a
déja été utilisé pour la fissuration dynamique en 2 dimensions. Nous décrirons la méthode des
éléments finis étendus utilisée jusqu’ici principalement en quasi-statique. Nous donnerons les
avantages mais aussi les limites de mise en oeuvre de cette méthode, notamment a travers le
choix des enrichissements et de I'intégration des éléments coupés par la fissure. La méthode des
level-sets est ensuite présentée : elle permet de décrire et faire évoluer la fissure indépendam-
ment de la structure. On met en évidence le besoin de robustesse pour faire évoluer la fissure en
dynamique explicite.

La seconde partie est consacrée au développement et a ’extension de la méthode en 3D.
Apres avoir rappelé le critere de propagation en 3D fragile et avec plasticité, on cherche a pro-
poser des schémas d’intégration spatiale moins coliteux. Une nouvelle stratégie de propagation
des level-sets basé sur la géométrie est proposée pour la dynamique explicite 3D.

Enfin dans la troisieme partie, nous appliquerons les méthodes a des cas de propagation de
fissure bi-dimensionnelle puis tridimensionnelle. Nous simulerons dans un premier temps des cas
2D en mode I puis en mode mixte, afin de vérifier la stabilité des résultats par rapport aux
simulations 2D. Enfin, des simulations de propagation tridimensionnelle de fissure avec arrét et
redémarrage de la fissure sont présentées.

Tous ces développements on été implémentés dans le code de calcul de dynamique explicite
EUROPLEXUS, co-propriété du CEA et de la Commission Européenne.

Partenariat :
Cette these a été financée par un contrat d’accompagnement avec le CEA en sus de la bourse
de these.
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Synthese des activités d’encadrement et de recherche

Robin Bouclier, post-doctorant Institut Clément Ader, Toulouse.

Développement d’éléments finis NURBS coque massifs pour la rup- | soutenance prévue le

ture dynamique de tissus biologiques. 30/09/2014

Bourse  ministé- | Alain Combescure (50%), Thomas Elgued;j A2, 8-10], C[26, 27, 31,

rielle (50%) , 36, 38]
Contributions :

— méthode B de suppression du verrouillage en poutre courbe NURBS,
— éléments massif coque NURBS en linéaire et non linéaire géométrique,
— méthode mixte et B de correction du verrouillage pour éléments massif coque.

Résumé :

Avec lintroduction de I’Analyse IsoGéométrique (IGA), le calcul de structures coques est
devenu possible en utilisant la géométrie exacte quelque soit la finesse du maillage. Pour cela, les
polynémes de Lagrange sont remplacés par les fonctions NURBS, technologie la plus courante en
Conception Assistée par Ordinateur. De plus, ces fonctions possedent continuité supérieur ce qui
offre une meilleure précision pour un méme nombre de degrés de liberté comparé aux éléments
finis. Bien que développée pour les modeles de structure coque, 'IGA n’a été jusqu’a maintenant
que tres peu envisagée avec les modeles massif coque. Pourtant, cette deuxieme approche est
tres utilisée par 'ingénieur car elle permet de calculer des structures minces a 1’aide d’éléments
continus 2D, c’est a dire en faisant intervenir uniquement des inconnues en déplacements.

La difficulté en calcul de coque est de faire face au verrouillage qui conduit a une dégrada-
tion de la convergence. Le cadre NURBS ne permet pas de palier simplement ce probleme. La
meilleure précision de 'approximation NRUBS ne peut donc étre atteinte sans le développement
de techniques particulieres pour supprimer le verrouillage. C’est 1'objectif de la these dans le
cadre éléments finis massifs coque isogéométriques.

Le premier travail a consisté, sur un probleme de poutre courbe, a étendre les méthodes sans
verrouillage habituelles au contexte NURBS. Deux nouvelles stratégies ont alors été développées
pour les NURBS : la premiére est basée sur une technique d’intégration réduite tandis que la
seconde fait appel & une projection B . Le formalisme général des méthodes B semblant plus
adapté, c’est celui-ci que nous avons envisagé ensuite pour les éléments massif coque. Plus pré-
cisément, nous avons mis en place une formulation mixte de laquelle nous avons pu dériver la
projection B équivalente. Cette démarche constitue d’un pointe de vue théorique le résultat prin-
cipal du travail : une méthode systématique pour construire une projection B mathématiquement
consistante est de passer par une formulation mixte.

D’un point de vue mise en oeuvre, I’idée principale pour traiter le verrouillage des éléments
massif coque a été de modifier I'interpolation de la moyenne dans 1’épaisseur de la coque du
tenseur des contraintes. Du controle d’hourglass a aussi été ajouté pour stabiliser I’élément dans
certaines situations. L’élément obtenu est de bonne qualité pour de bas degrés polynomiaux et
des maillages grossiers : la version quadratique semble plus précise que des éléments standards
NURBS de degré élevé. Néanmoins la méthode proposée conduit & une matrice de rigidité de
petite taille mais pleine. Ce probleme est inhérent aux fonctions NURBS. I a pu étre limité ici en
utilisant une procédure de moindre carrés locaux pour approcher la projection B . Finalement,
I’élément mixte a été étendu avec succes au non linéaire géométrique, ce qui témoigne du potentiel
de la méthode pour mener des simulations complexes.
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1. Activités d’encadrement

Alexandre Chemin.

Analyse isogéométrique multiéchelle a précision contrélée soutenance prévue
09/2015.
Bourse ASN Anthony Gravouil (50%), Thomas Elgued;j A[3], C[28, 29, 33]
(50%, co-direction reconnue par le CS
INSA-Lyon)
Contributions :

— opérateurs de prolongation et restriction géométriques exploitant le produit tensoriel pour
Multigrille isogéométrique NURBS,

— algorithme Full MultiGrid a raffinement local et précision controlée pour éléments iso-
géométriques NURBS.

Résumé :

Les algorithmes Full Multigrid avec raffinement automatique font partie de la famille des
solveurs itératifs capable d’atteindre des taux de convergence tres intéressant. Ils ont été intro-
duit initialement dans les années 1980 en mécanique des fluides couplés aux différences finies
avant d’étre étendus a la mécanique des solides couplés aux éléments finis une décennie plus
tard. Couplés aux éléments finis, ces algorithmes sont tres efficaces mais souffrent d’une perte
de performance lorsqu’il sont appliqués a des géométries courbes. En effet, le maillage récursif
d’une frontiere courbe avec des éléments finis linéaires ne peut converger vers la bonne géométrie
qu’en s’appuyant sur la géométrie initiale issue de la CAO.

Nous proposons dans cette these de résoudre ce probleme en s’appuyant sur ’analyse iso-
géométrique, celle-ci se basant sur la représentation exacte de la géométrie CAO a 'aide de
contions NURBS. Les algorithmes de raffinement de maillage en IGA préservant la géométrie
initiale exacte, la méthode permet intrinsequement de résoudre le probleme précédent. Bien que
le couplage de 'IGA avec les techniques multigrille ait deja été proposé, nous exploitons ici une
approche différente dans laquelle le maillage final fin n’est pas connu a ’avance. Celui-ci dépend
du probleme qu’on souhaite résoudre et de la précision numérique demandée sur le résultat du
calcul.
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Synthese des activités d’encadrement et de recherche

Hassan Al Akhras.

Techniques de réduction de modéles efficaces pour la modélisation | soutenance prévue
isogéométrique des structures non-linéaires — application a la bio- | 06/2016.
mécanique.

CIFRE ANSYS Anthony Gravouil (33%), Thomas Elgued; All], C[25]
(33%), Michel Rochette (33%, ANSYS)

Contributions :

— mailleur automatique multipatch trivariate NURBS pour géométrie complexe a partir de
la surface CAO,

— opérateur de projection de solution de calcul numérique vers une discrétisation NURBS
quelconque,

— morphing de maillage NURBS 3D en fonction de parametres géométriques,

— réduction de modele efficace sur discrétisation NRUBS de problémes multiphysiques.

Résumé :

Les techniques de réduction de modeles permettent un gain important en temps de calcul
pour les simulations numériques de problemes dont un ou plusieurs parametres peuvent varier.
C’est le cas notamment des études paramétriques ou l'utilisateur souhaite connaitre le plus ra-
pidement possible le résultat d’une simulation pour une grande plage de valeur d’un parametre
géométrique, de conditions aux limites, de chargement ou de loi de comportement. Quelle que
soit la méthode numérique utilisée pour résoudre la physique sous jacente, les méthodes clas-
siques de réduction de modele (SVD, etc...) ne sont vraiment efficaces que si elles peuvent étre
employées sur une discrétisation identique entre toutes les configurations. Dans le cas de pa-
rametres géométriques variables, ceci implique qu’il soit possible de morpher le maillage entre
toutes les configurations souhaitées, ce qui s’avere en pratique difficile voir impossible pour des
formes complexes.

A partir de ce constat, nous proposons dans cette thése une approche originale qui consiste
a utiliser pour réaliser la réduction de modele une discrétisation qui rende possible le morphing
entre toutes les configurations. L’analyse isogéométrique semble posséder les bonnes propriétés
afin d’atteindre cet objectif. La chaine numérique proposée afin de réaliser ceci est décomposée
comme suit :

1. génération d’un maillage NURBS volumique de la configuration géométrique de référence,
2. création d’'un maillage NURBS volumique raffiné cible pour la réduction de modele,

3. morphing du maillage NURBS de référence vers chaque configuration géométrique calcu-
lée (snapshot),

4. mapping des résultats de simulation pour chaque configuration vers la discrétisation
NURBS correspondante,

5. application des outils de réduction de modele.

Partenariat : Cette these a été financée par un contrat d’accompagnement avec la société
ANSYS en sus de la bourse de these CIFRE.
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1. Activités d’encadrement

Yannick Jan.

Modélisation de la propagation de fissure sur des structures minces, | soutenance prévue
soumises des sollicitations intenses et rapide, par la méthode X- | 04/2016
FEM.

CIFRE DCNS Alain Combescure (33%), Thomas Elgued;j
(33%), Bruno Leblé (33%, DCNS)

Contributions :

— développement d’éléments finis de coque enrichis pour la fissuration dynamique de struc-
tures minces sous chocs,

— extension de modeles de transition de propagation en traction/cisaillement en fonction
des conditions de température et de vitesse de déformation en pointe de fissure

Résumé :

La méthode X-FEM actuellement développée dans le code de calcul EUROPLEXUS permet
de traiter des problématiques de propagation de fissure sur des structures de petite taille et
volumiques. La propagation sur des grandes longueurs avec des modeles volumiques demande
toutefois une puissance de calcul importante, souvent inaccessible dans le cadre industriel. C’est
pourquoi DCNS souhaite regarder le probleme d’un maniere différente en s’intéressant a la pro-
pagation de fissure avec des éléments finis étendus sur des structures minces dont la cinématique
est pilotée par la théorie des coques. Une premiere fissure sera déja présente et traversante.

Des premiers développements existent sur le sujet mais s’intéressent principalement a des
sollicitations statiques. A la suite des travaux de these de David Haboussa, dans lesquels un
critere de propagation et d’arrét a été établi et 'identification sur des matériaux de type acier
de construction navale a été réalisé, DCNS souhaite poursuivre et approfondir les recherches
pour des structures minces et de sollicitations dynamiques. La modélisation et 'implémentation

des travaux de recherche envisagés dans cette these seront réalisés dans le code de recherche
EUROPLEXUS.

Partenariat :

Cette these, financée par une contrat CIFRE avec DCINS, s’insere dans un programme de
recherche PEA plus vaste entre DCNS et la DGA INFISCO : influence et nocivité des fissures
de coques, auxquels participent TONERA centre de Lille (réalisation d’essais expérimentaux)
et le CEA Saclay (développements numériques réalisés dans EUROPLEXUS).
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2 Rayonnement scientifique

2.1 Collaborations internationales

A la suite de mon post-doctorat au sein de I’équipe du Pr. Thomas J.R. Hughes en 2006-2007,
j’ai effectué deux séjours lors des étés 2008 et 2009 au sein de son équipe qui ont chacun donné
lieu & une publication A[7, 15] et plusieurs conférences C[36, 41, 50]. Un de mes doctorants
(Robin Bouclier) a également effectué un séjour de trois mois a ’hiver 2013 au sein de I’équipe
du Pr. Hughes.

2.2 Collaborations nationales

Depuis septembre 2013, je participe a la these de Zhen Lei, actuellement en these de doctorat
au LTDS de I’Ecole Centrale de Lyon sous la direction du Pr. Louis Jézéquel et du Dr. Frédéric
Gillot. Ces travaux ont donné lieu & une conférence C[30] et une publication soumise A[(].

2.3 Prix et distinctions

— Prix de theése de I’Association Francaise des Ingénieurs en Appareils a Pression, sponsorisé
par Total. Prix décerné lors de la conférence Furopean Symposium On Pressure Equipment
(Paris, France), 2007.

— Lauréat du programme Initiative Post-doc 2007. Le programme “Initiative Post-doc” a
pour but d’encourager et de faciliter le retour en France des meilleurs post-doctorants
francais en poste a ’étranger en vue de leur insertion professionnelle au sein du systeme
national de recherche et innovation. Programme organisé conjointement par le Ministere
de la Recherche et I’Académie des Sciences.

2.4 Relecteur pour revues internationales a comité de lecture

Je suis régulierement relecteur pour les revues internationales suivantes :

— Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering depuis 2007 (impact factor
2.617).

— International Journal for Numerical Methods in Engineering depuis 2011 (impact factor
2.068).

— International Journal for Computational Methods in Engineering Science and Mechanics
depuis 2011.

— Finite Element in Analysis and Design depuis 2011 (impact factor 1.389).

— Computational Mechanics depuis 2011 (impact factor 2.432).

— International Journal of Mechanical Science depuis 2013 (impact factor 1.613).

— European Journal of Mechanics - A/ Solids depuis 2013 (impact factor 1.592).

— Journal of the Mechanical Behavior of Biomedical Materials depuis 2010 (Impact factor
2.368).

— Algorithms depuis 2009.

2.5 Organisation de conférences

J’ai participé a lorganisation de la conférence XFEM2013 (chairmen Anthony Gravouil,
Alain Combescure, Yves Renard) qui a eu lieu a Villeurbanne en septembre 2013. Cette confé-
rence thématique ECCOMAS a regroupé environ 80 participants sur le théeme des méthodes
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éléments finis enrichis. J’ai eu en charge la gestion et la mise en place du site web, ainsi que la
gestion éditoriale (réception des résumés, distribution aux relecteurs, etc...).

2.6

Publications et communications

Article dans des revues a comité de lecture

19 articles ont été acceptés, 5 sont en phase de finalisation ou de relecture.

1]

2]

[3]

Hassan Al-Akhras, Thomas Elguedj, Anthony Gravouil, and Michel Rochette. Volumetric
NURBS parameterization from CAD boundary representations for isogeometric analysis.
Computer Aided Geometric Design, in preparation, 2014.

Robin Bouclier, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. An isogeometric locking-free
NURBS-based solid-shell element for geometric nonlinear analysis. International Journal
for Numerical Methods in Engineering, accepted, 2014.

Alexandre Chemin, Thomas Elguedj, and Anthony Gravouil. Localised multigrid isogeo-
metric analysis with controlled accuracy. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, submitted, 2014.

Alain Combescure, Romains Pelée de Saint Maurice, Thomas Elguedj, Vincent Faucher,
and Benoit Prabel. 3D dynamic crack growth simulation using X-FEM. International
Journal of Fracture, in preparation, 2014.

Thomas Elguedj, Arnaud Duval, Florian Maurin, and Hassan Al-Akhras. Abaqus User
Element implementation of NURBS based IsoGeometric Analysis. Advances in Engineering
Software, in preparation, 2014.

Zhen Lei, Frédéric Gillot, Thomas Elguedj, and Louis Jézéquel. A new isogeometric Reiss-
ner Mindlin degenerated shell based on mixed grid. Finite Element in Analysis and Design,
submitted, 2014.

Thomas Elguedj and Thomas J.R. Hughes. Isogeometric analysis of nearly incompres-
sible large strain plasticity. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
268(1) :388-416, 2014.

Robin Bouclier, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. Efficient isogeometric NURBS-
based solid-shell elements : Mixed formulation and B-bar method. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 267 :86-110, 2013.

Robin Bouclier, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. On the development of NURBS-
based isogeometric solid shell elements : 2D problems and preliminary extension to 3D.
Computational Mechanics, 52(5) :1085-1112, 2013.

Robin Bouclier, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. Locking free isogeometric formu-
lations of curved thick beams. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
245-246 :144-162, 2012.

David Haboussa, Thomas Elguedj, Bruno Leblé, and Alain Combescure. Simulation of
the shear-tensile mode transition on dynamic crack propagations. International Journal
of Fracture, 178(1-2) :195-213, 2012.
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[12]

[13]

[14]

[15]
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Julien Réthoré, Muhibullah, Thomas Elguedj, Michel Coret, Philippe Chaudet, and Alain
Combescure. Robust identification of elasto-plastic constitutive law parameters from digi-
tal images using 3D kinematics. International Journal of Solids and Structures, 50(1) : 73—
85, 2012.

Thomas Elguedj, Julien Réthoré, and Aurelien Butéri. Isogeometric analysis for strain field
measurements. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 200(1-4) :40-56,
2011.

David Haboussa, David Grégoire, Thomas Elguedj, Hubert Maigre, and Alain Combescure.
X-FEM analysis of the effects of holes or other cracks on dynamic crack propagations.
International Journal for Numerical Methods in Engineering, 86(4-5) :618-636, 2011.

Scott Lipton, John A. Evans, Yuri Bazilevs, Thomas Elguedj, and Thomas J.R. Hughes.
Robustness of isogeometric structural discretizations under severe mesh distortion. Com-
puter Methods in Applied Mechanics and Engineering, 199 :357-373, 2010.

Julien Réthoré, Thomas Elguedj, Pierre Simon, and Michel Coret. On the use of NURBS
functions for displacement derivatives measurement by digital image correlation. FExperi-
mental Mechanics, 50(7) :1099-1116, 2010.

Thomas Elguedj, Anthony Gravouil, and Hubert Maigre. An explicit dynamics extended
finite element method. Part 1 : mass lumping for arbitrary enrichment functions. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, 198 :2297-2317, 2009.

Anthony Gravouil, Thomas Elguedj, and Hubert Maigre. An explicit dynamics exten-
ded finite element method. Part 2 : element-by-element Stable-Explicit/Explicit dynamic
scheme. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 198 :2318-2328, 2009.

Thomas Elguedj, Yuri Bazilevs, Victor M. Calo, and Thomas J.R. Hughes. B-bar and
F-bar projection methods for nearly incompressible linear and non-linear elasticity and
plasticity using higher-order NURBS elements. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, 197 :2732-2762, 2008.

Thomas Elguedj, Yuri Bazilevs, Victor M. Calo, and Thomas J.R. Hughes. F-bar projection
method for finite-deformation elasticity and plasticity using NURBS-based isogeometric
analysis. International Journal of Material Forming, 1 :1091-1094, 2008.

Thomas Elguedj, Anthony Gravouil, and Alain Combescure. A mixed Augmented La-
grangian - eXtended Finite Element Method for modeling elastic-plastic fatigue crack
growth with frictional contact. International Journal for Numerical Methods in Enginee-
ring, 71(13) :1569-1597, 2007.

Thomas Elguedj, Anthony Gravouil, and Alain Combescure. Appropriate extended func-
tions for X-FEM simulation of elastic-plastic crack growth with frictional contact. Furopean
Journal of Computational Mechanics, 15(1-2-3) :155-166, 2006.

Thomas Elguedj, Anthony Gravouil, and Alain Combescure. Appropriate extended func-
tions for X-FEM simulation of plastic fracture mechanics. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 195 :501-515, 2006.
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[24]

Thomas Menouillard, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. Mixed-mode stress inten-
sity factors for graded materials. International Journal of Solids and Structures, 43 :1946—
1959, 2006.

Conférences internationales avec et sans actes

[25]

Hassan Al-Akhras, Thomas Elguedj, Anthony Gravouil, and Michel Rochette. Volumetric
NURBS parameterization from CAD boundary representations for isogeometric analysis.
In 11th World Congress on Computational Mechanics, Barcelona, Spain, 20-25 July 2014.

Robin Bouclier, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. An isogeometric locking-free
NURBS-based solid-shell element for geometric nonlinear analysis. In Isogeometric Ana-
lysis : Integrating Design and Analysis (IGA 2014), Austin, Texas, USA, 8-10 January
2014.

Robin Bouclier, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. An isogeometric locking-free
NURBS-based solid-shell element for geometric nonlinear analysis. In 11th World Congress
on Computational Mechanics, Barcelona, Spain, 20-25 July 2014.

Alexandre Chemin, Thomas Elguedj, and Anthony Gravouil. Localised multigrid iso-
geometric analysis with controlled accuracy. In 11th World Congress on Computational
Mechanics, Barcelona, Spain, 20-25 July 2014.

Thomas Elguedj, Alexandre Chemin, and Anthony Gravouil. A multigrid based local refi-
nement strategy for isogeometric analysis with controlled accuracy. In Sixth International
Workshop on High-Order Finite Element and Isogeometric Methods, Frauenchiemsee Is-
land, Germany, 15-18 July 2014.

Zhen Lei, Frédéric Gillot, Thomas Elguedj, and Louis Jezequel. An isogeometric Reissner-
Mindlin shell with Lagrange basis. In 11th World Congress on Computational Mechanics,
Barcelona, Spain, 20-25 July 2014.

Robin Bouclier, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. Développement d’éléments finis
isogéométriques NURBS massif poutre et coque pour I'analyse de structures minces et
épaisses : gestion du verrouillage. In 717éme colloque National en Calcul de Structure,
Giens, France, 13-17 Mai 2013.

Robin Bouclier, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. Efficient isogeometric NURBS-
based solid-shell elements : mixed formulation and B-bar method. In 12th U.S. National
Congress on Computational Mechanics, Raleigh, North Carolina, USA, 22-25 July 2013.

Alexandre Chemin, Thomas Elguedj, and Anthony Gravouil. Multiscale isogeometric ana-
lysis with controlled accuracy. In 12th U.S. National Congress on Computational Mecha-
nics, Raleigh, North Carolina, USA, 22-25 July 2013.

Romains Pelée de Saint Maurice, Vincent Faucher, Thomas Elguedj, Alain Combescure,
and Benoit Prabel. Propagation de fissures en 3 dimensions et en dynamique rapide. In
11éme collogue National en Calcul de Structure, Giens, France, 13-17 Mai 2013.

Arnaud Duval, Hassan Al-Akhras, Florian Maurin, and Thomas Elguedj. Implémenta-
tion d’éléments isogdémétriques dans Abaqus et développement d’outils de pré- et post-
traitement dédiés. In 11eme colloque National en Calcul de Structure, Giens, France,
13-17 Mai 2013.
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[36]

[37]

[41]

[42]

[43]
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Thomas Elguedj, Robin Bouclier, Alain Combescure, and Thomas J.R. Hughes. Locking
free isogeometric analysis : application to incompressibility and thick beams/shells. In Ad-
vances in Computational Mechanics : a conference celebrating the 70th birthday of Thomas
J. R. Hughes, San Diego, California, USA, 24-27 February 2013.

Romains Pelée de Saint Maurice, Thomas Elguedj, Alain Combescure, Benoit Prabel, and
Vincent Faucher. Dynamic simulation of crack propagation in 3D by X-FEM method.
In XFEM 2013. XFEM, GFEM and fictitious domain methods : recent develoments and
applications, Lyon, France, 11-13 September 2013.

Robin Bouclier, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. Locking free isogeometric for-
mulations of curved thick beams. In 6th European Congress On Computational Methods
In Applied Sciences And Engineering, Vienna, Austria, 10-14 September 2012.

Alain Combescure, David Haboussa, Thomas Elguedj, and Bruno Leblé. 3D crack propa-
gation in complex situations. In International Conference on Fatigue Damage of Structural
Material I1X, Hyannis, USA, 16-21 September 2012.

Arnaud Duval, Thomas Elguedj, Florian Maurin, and Hassan Al-Akhras. Abaqus user
element implementation of NURBS based isogeometric analysis. In 6th European Congress
On Computational Methods In Applied Sciences And Engineering, Vienna, Austria, 10-14
September 2012.

Thomas Elguedj and Thomas J.R. Hughes. Isogeometric analysis of nearly incompressible
large strain plasticity. In 6th Furopean Congress On Computational Methods In Applied
Sciences And Engineering, Vienna, Austria, 10-14 September 2012.

David Haboussa, Thomas Elguedj, Bruno Leblé, and Alain Combescure. X-FEM simula-
tion of the shear-tensile mode transition on dynamic crack propagations. In 10th World
Congress on Computational Mechanics, Sao Paulo, Brazil, 8-13 July 2012.

Muhibullah, Julien Réthoré, Thomas Elguedj, Michel Coret, Philippe Chaudet, and Alain
Combescure. Robust identification of elasto-plastic constitutive law parameters from di-
gital images using 3d kinematics. In 8th Furopean Solid Mechanics Conference, Graz,
Austria, 9-13 July 2012.

Thomas Elguedj, Romains Pelée de Saint Maurice, and Michel Coret. Isogeometric analysis
of curved thin beams. In Isogeometric Analysis 2011 : Integrating Design and Analysis,
Austin, Texas, January 13-15 2011.

Alain Combescure, Thomas Elguedj, David Haboussa, Fabien Cazes, and Anita Simatos.
Modeling damage brittle ductile fracture transition with combined X-FEM cohesive zone.
In XFEM 2011. Partition of unity enrichment : recent developments and applications,
Cardiff, UK, 29 June - 1 July 2011.

Alain Combescure, David Haboussa, Fabien Caleyron, and Thomas Elguedj. A meso scale
approach of dynamic fracture of structures. In International Conference on Computational
Modeling of Fracture and Failure, Barcelona, Spain, 6-8 June 2011.

Thomas Elguedj, Anthony Gravouil, and Hubert Maigre. An explicit dynamics extended
finite element method with standard critical time step. In XFEM 2011. Partition of unity
enrichment : recent developments and applications, Cardiff, UK, 29 June - 1 July 2011.
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mulation of dynamic crack propagation. In International Conference on Computational
Modeling of Fracture and Failure, Barcelona, Spain, 6-8 June 2011.

David Haboussa, Thomas Elguedj, and Alain Combescure. Modélisation de la transition
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Giens, France, 9-13 Mai 2011.

Thomas Elguedj. Robustness of projection methods for the simulation of elastic and
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nique for X-FEM explicit dynamics simulations. Application to 2D and 3D dynamic crack
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2009.
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Introduction

L’analyse non-linéaire des structures par éléments finis est aujourd’hui dominée par 1'uti-
lisation d’éléments finis de bas degré polynomial dont les capacités de représentation tant du
point de vue géométrique que des gradients des grandeurs mécaniques solution du probleme
posé restent relativement pauvre. D’autre part, des contraintes fortes telles que la limitation du
colt de calcul, la résistance aux verrouillages, la représentation de discontinuité, ... ont abouti
a des adaptations plus ou moins sophistiquées afin de repousser les limites de ces éléments a
de nouveaux cas d’application. Si une telle approche peut paraitre séduisante, notamment pour
I'utilisateur de codes commerciaux qui continue a utiliser les éléments a priori “bien connus”, elle
conduit dans un certain nombre de cas & d’obscures parametres que l'utilisateur méme averti
ne peut souvent que qualifier péjorativement de “bidouilles” ou “bricolages” (cf. par exemple
Figure 1) et dont I'implication sur le résultat du calcul n’est pas forcément connu.

St R ==

Element Library Family
Plane Stress
Geometric Order Pore Fluid/Stress

1« [

© Linest © Quadratic | Themmal Electric

Quad | Tri

[T Hybrid ] Reduced ] modes

Element Controls
Hourglass stiffness:
Viscosity: © Use default © Specify
Second-order accuracy: ©) Yes © No
Distortion control: © Use default © Yes © No
01
Hourglass control: @ Use default () Enhanced () Relaxstiffness () Stiffness © Viscous ©) Combined
05
Element deletion: © Use default © Yes © No
Max Degradation: © Use default © Specify

Scaling factors: 1  Linear bulk viscosity: 1 | Quadratic bulk viscosity: 1

CPE4R: A4-node bilinear plane strain quadrilateral, reduced integration, hourglass control.

Note: To select an element shape for meshing,
select "Mesh->Controls” from the main menu bar.

F1GURE 1 — Choix des options pour un élément quad 2D déformations planes dans Abaqus® Im-
plicit.

On pourrait ainsi s’attendre aujourd’hui apres presque 50 ans de développement des tech-
niques éléments finis a disposer d’approches d’ordre élevé simples, efficaces, robustes et utilisées
couramment dans les applications industrielles, ce qui est loin d’étre le cas.

On g’intéresse dans les travaux développés dans ce mémoire a la mise au point de méthodes
numériques issues de la méthodes des éléments finis dont la caractéristique principale visée est
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la robustesse. En effet 'objectif final dans la mise au point de ces méthodes est leur applicabilité
a grande échelle pour des problemes industriels et & terme leur intégration au sein de codes
commerciaux non spécialisés. Il est donc essentiel d’assurer a 'utilisateur qu’avec un choix mi-
nimal de parametres du modele numérique et un maillage suffisamment grossier ou peu ajusté,
le résultat obtenu soit le plus pertinent possible. Ces travaux ont été réalisés au sein de I’équipe
Mécanique des Solides et des Endommagements (groupe Intégrité des Structures sous sollicita-
tions Extrémes) du LAboratoire de Mécanique des COntacts et des Structures de 'INSA de
Lyon, France et de I'Institute for Computational Engineering and Sciences de I'Université du
Texas a Austin, USA. Deux classes de problemes et donc deux méthodes numériques innovantes
ont été abordées depuis la fin de ma these de doctorat en septembre 2006 et constituent ainsi les
deux grands themes de ce mémoire : la modélisation de la rupture dynamique 3D par la méthode
des éléments finis étendus X-FEM et ’analyse isogéométrique IGA pour les simulations robustes
non verrouillantes.

Modélisation de la rupture dynamique 3D par la méthode des éléments finis éten-
dus X-FEM Les méthodes numériques permettant la simulation de propagation de fissure en
3D sont désormais relativement bien établies. La plupart des travaux tant académiques qu’in-
dustriels s’appuient essentiellement sur des techniques poussées de remaillage (cf . par exemple
Z-set®[90]), la méthode des éléments finis étendus X-FEM (cf. par exemple Abaqus®][2!1],
VirFac/Morfeo®[107], LMS Samtech®][!91] Code_Aster [91]) et les méthodes sans maillage (cf.
par exemple EPX [067]). La méthode qui semble la plus aboutie pour les simulations 3D de
propagation de fissures non planes est la méthode X-FEM couplée aux fonctions de niveaux.
Néanmoins, la littérature et les applications dans les codes commerciaux cités plus haut est
quasi exclusivement centrée sur les problemes de fissuration en fatigue ou de type déchirure. La
situation est cependant assez différente dans le cas de simulation de propagation en dynamique
rapide. Bien que l'on trouve un certain nombre de références dans la littérature basées sur les
méthodes citées précédemment, les résultats numériques présentés sont essentiellement des cas
académiques 2D calculés en 3D. Le lecteur intéressé pourra par exemple se référer a Duarte et al.
[85], Rabczuk et al. [165], Radovitzky et al. [L70], Ruiz et al. [188].

Les difficultés principales dans le cas de propagation 3D non plane sur de grandes longueurs
sous chargement de type impact sont nombreuses. L’efficacité numérique est primordiale étant
donné que les maillages employés doivent étre assez fin afin de bien représenter les propaga-
tions d’ondes a des vitesses souvent assez importantes. L’emploi d’algorithmes explicites avec
diagonalisation de la masse, bien que limités en terme de pas de temps par le critere de sta-
bilité, permettent des gains importants de ce point de vue, notamment dans le cas de calculs
paralleles. La seconde difficulté, qui est déja présente lors de simulations élastiques linéaires,
est liée a la physique elle méme : les propagations d’ondes successives au cours du calcul font
fortement varier les champs mécaniques dans la structure et influencent donc tres fortement le
trajet de fissuration. Celle-ci peut alors se propager dans des directions contre intuitives par
rapport au cas statique (cf. par exemple cas de I'interaction entre deux fissures ou avec un trou
étudié par Haboussa et al. [117]), ou s’arréter puis redémarrer (cf. par exemple dans la these de
Grégoire [113]). Les outils numériques, en plus d’étre le moins cotiteux possible, doivent donc
étre robustes notamment ceux utilisés pour représenter et faire évoluer la fissure dont la forme
peut étre complexe et évoluer fortement sur de petites distances et sur des temps tres courts. Les
méthodes classiques d’évolution des fonction de niveaux, tout a fait satisfaisantes pour les simu-
lations en fatigue, sont alors mises en défaut et des alternatives plus robustes et moins cotiteuses
doivent étre proposées. La question des modeles de rupture est également un point important
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dans le cas considéré. En effet, le comportement des matériaux en volume et en pointe de fissure
peut évoluer en fonction de la vitesse de chargement en plus des conditions de température. Ces
variations n’étant pas toujours limitées au cours de la propagation, il peut s’avérer nécessaire de
changer de modele de propagation au cours d’une méme simulation. Les outils proposés doivent
donc permettre de détecter ces situations et basculer automatiquement en cours de calcul d’un
modele a 'autre de facon transparente.

Les travaux développés dans la premiere partie de ce mémoire sont donc concentrés d’une
part sur I’adaptation et la mise au point de méthodes et outils afin de proposer une méthode X-
FEM en dynamique explicite pour la simulation de fissuration dynamique 3D. D’autre part nous
avons également proposé un modele de rupture relativement simple avec peu de parametres a
identifier qui permet de basculer d’une rupture en traction a une rupture en cisaillement de fagon
automatique au cours du calcul. Ces travaux sont principalement issus de mon post-doctorat
au laboratoire et des travaux de these de David Haboussa, Romains Pelée de Saint Maurice et
Yannick Jan menés en collaboration avec DCNS, DGA, ’TONERA de Lille et le CEA Saclay. Nos
partenaires ou nous méme développons et réalisons les expériences associées afin d’identifier nos
modeles et de valider nos simulations numériques.

Analyse isogéométrique IGA pour les simulations robustes non verrouillantes. La
méthode éléments finis d’ordre supérieur dite p-FEM bien qu’utilisée dans le monde académique
et ayant été introduite dans certains codes commerciaux comme Ansys souffre d’'un manque de
robustesse lorsqu’elle est appliquée dans les cas fortement non-linéaires avec des propagation de
front d’ondes comme c’est le cas en calcul d’impacts. Bien que les raisons impliquant ce constat
ne soit pas totalement expliquées, on a pu constater en analyse vibratoire et propagation d’onde
(cf Cottrell et al. [71], Hughes et al. [132]) que les modes d’ordre supérieur de la méthode p
divergent lorsque p augmente. Ainsi, bien que la précision globale augmente, le gain est limité
aux modes basses fréquences et les modes hautes fréquences empirent avec ’augmentation de p.
Ceci semble expliquer pourquoi la robustesse diminue avec p.

Une alternative d’ordre supérieur est apparue il y a une dizaine d’années sous la forme de
I'analyse isogéométrique IGA proposée par Hughes et al. [125]. En effet le raffinement & ainsi
introduit permet d’atteindre des discrétisations a ’aide de polynomes de degré p de classe de
continuité CP~1. On a pu constater que de tels espaces de discrétisation se comportent totalement
différemment aux hautes fréquences et permettent d’obtenir un spectre qui converge avec p sur
I’ensemble des modes décrits. Le gain potentiel en terme de robustesse parait donc évident et
permet d’entrevoir une méthode robuste et a précision d’ordre supérieur.

Néanmoins, la caractéristique premiere d’IGA qui a été imaginée a sa création est plutot a
chercher du coté de la description géométrique. En effet, Hughes et al. [125] ont fait le constat
que pour faire le lien entre Conception Assistée par Ordinateur et Calcul, un ingénieur passe le
plus clair de son temps & construire un maillage de qualité compatible avec la géométrie CAO.
Il apparait alors intéressant de construire une méthode numérique dont la représentation géo-
métrique soit identique a celle utilisée en CAQO. Une analyse rapide des modeleurs géométriques
du marché a alors permis de s’orienter vers les B-splines et leur version rationnelle NURBS
(Non Uniform Rational B-splines), cf. par exemple Cohen et al. [64], Farin [98], Piegl et Tiller
[164], Rogers [186]. Les détails techniques ainsi que l'utilisation des technologies splines dans
un code éléments fini seront présentées par la suite, mais il parait important de préciser des
maintenant les limites de la technologie a ’heure actuelle.

La difficulté principale, bien que Hughes et al. aient imaginé pouvoir la résoudre a priori,
consiste en la compatibilité de la géométrie CAO et IGA. En effet la quasi totalité des mo-
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deleurs géométriques utilisent le mode de représentation de frontiere BREP ou seuls les bords
de la géométrie sont discrétisés. On voit immédiatement qu’il sera nécessaire de convertir une
discrétisation surfacique en une représentation volumique afin de pouvoir effectuer un calcul 3D
volumique sur celle-ci. De plus les géométries méme les plus simples sont pratiquement toujours
construites a ’aide d’opérations booléennes ce qui produit des courbes dites de trim qui limitent
la géométrie et introduisent ainsi de nouvelles frontieres. La prise en compte de ces courbes de
trim dans la conversion surface/volume est dans le cas général une barriére infranchissable a
I'heure actuelle (cf. Cohen et al. [63]). Une seconde limitation pénalisante pour faire des calculs
a colit numérique controlé est lié au raffinement de maillage. En effet, les B-splines exploitent
une structure de type produit tensoriel similaire & ce qui peut étre rencontré en différences finies.
Il en résulte ’absence de techniques simples de raffinement local ce qui peut pourtant paraitre
évident en éléments finis traditionnels. Plusieurs possibilité existent aujourd’hui pour contour-
ner cette limitation, on pourra citer les T-splines proposées par Sederberg (cf. Bazilevs et al.
[17], Scott et al. [197], Sederberg et al. [198, 199]), les LR-splines (cf. Dokken et al. [30]) et les
B-splines hiérarchiques ou multi-niveau (cf. Forsey et Bartels [103], Kraft [112], Vuong et al.
230]).

Malgré cela, la régularité supérieure des fonctions splines permet d’aborder des problemes
complexes avec des formulations simples (par exemple lorsque les équations aux dérivées par-
tielles a résoudre sont d’ordre supérieur a deux) mais également d’améliorer sensiblement la
qualité de solution lorsque la quantité d’intérét est un champ dérivé! ou pour des problemes
fortement non-linéaires ou les hautes fréquences sont prépondérantes. Néanmoins, il nous parait
important de ne pas tomber dans ’écueil de la méthode p-FEM évoqué plus haut pour résoudre
le probleme de verrouillage, c’est a dire augmenter inconsidérément le degré polynomial des
fonctions. Il est donc relativement intéressant de proposer une approche fiable qui atteint des
bons résultats pour un colit numérique maitrisé. Nous avons donc mis au point des méthodes de
projection de la déformation adaptées au formalisme de 'IGA (et donc indépendantes du degré
polynomial choisit) qui nous permettent d’effectuer des simulations robustes avec des maillages
grossiers. La méthode a été appliquée a un grand nombre de problemes ou le verrouillage est
présent : incompressibilité en petites et grandes déformations, poutres courbes épaisses, coques
épaisses.

Ces travaux constituent I'essentiel de ce qui sera abordé dans la seconde partie du mémoire.
Il s’agit en grande partie des travaux effectués au cours du mon post-doctorat & UT Austin
(poursuivit par une collaboration avec le Pr. Hughes & le suite de celui-ci) puis au court des
theses de Robin Bouclier, Alexandre Chemin ainsi que des masters recherche de Florian Maurin
et Hassan Al Akhras. Les résultats issus de travaux en collaboration avec mon collegue Julien
Réthoré sur I'utilisation de 'IGA en corrélation d’image, ainsi que les travaux de la these de
Muhibullah et de Hassan Al Akhras, des masters de Romains Pelée de Saint Maurice, Luc
Berger-Vergiat, Jinxin Wang et Matthieu Occelli ne seront pas présentés par soucis de concision
ou parce que les objectifs finaux ne sont pas encore atteints.

1. On rappellera ici par exemple que tout bon mécanicien des solides s’intéresse essentiellement au champs de
contrainte et non de déplacement !
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Modélisation de la rupture
dynamique 3D par la méthode des
éléments finis étendus X-FEM

1 Introduction

La méthode des éléments finis étendus X-FEM a été introduite par Black et Belytschko [35]
puis Moés et al. [157]. Elle s’appuie sur les travaux de Babuska et Melenk [11] relatifs a la
partition de I'unité. L’idée directrice consiste a enrichir I'approximation éléments finis classique
la ou cela est nécessaire, a 'aide de fonctions bien choisies, par une partition de I'unité locale.
X-FEM est en cela identique a la méthode des éléments finis généralisés GFEM introduite
par Strouboulis et al. [217]. Ces méthodes d’enrichissement de ’approximation éléments finis
ont comme avantage premier d’introduire plus de physique dans l’espace d’approximation ou
la solution du probléme est recherchée. Les fonctions d’enrichissements (ou handbook fonctions
comme définit par Strouboulis et al. [218]) sont construites par exemple & partir de solutions
analytiques d’un probleme de référence. Le cas le plus couramment rencontré dans la littérature
est celui de l'enrichissement asymptotique en pointe de fissure issu des solutions asymptotiques
de Westergaard (cf. Black et Belytschko [38]).

La méthode X-FEM permet des gains significatifs dans le cas de problémes avec interface ou
discontinuité mobile. Les fonctions d’enrichissement adhoc permettent en effet de ne pas mailler
explicitement l'interface : un maillage conforme relativement fin traditionnellement nécessaire
pour résoudre les gradients a proximité de 'interface n’est plus indispensable. D’autre part il n’est
plus nécessaire de remailler lors de ’évolution de l'interface. On pourra citer (sans étre exhaustif,
une recherche d’articles comprenant le mot clé X-FEM dans Web Of Science renvoie plus de 500
références a ce jour) comme applications de la méthode le cas de propagation de fissure en fatigue

2D [83, 157) et 3D [112, 158, 220], rupture dynamique [95, 117, 180, , 214, 237], changement de
phase [62, 68, 82, 135], écoulements multiphasiques [60, 61, , 238], interaction fluide-structure
[145, ) |, milieux poreux [181, , |, mécanique des fluides incompressibles [119, ],
écoulement a surface libre [159], etc.

On s’intéresse essentiellement dans cette partie a la problématique de la simulation numé-
rique robuste de la propagation de fissure 3D en dynamique rapide. La méthode des éléments
finis étendus, compte tenu de ses avantages cités précédemment, est a fortiori un tres bon can-
didat pour atteindre cet objectif. Compte tenu du type d’application que 'on souhaite étudier,
notamment la propagation dynamique de fissure 3D non-plane sous chargement d’impact, les
algorithmes d’intégration en temps explicites semblent étre pertinents. Bien que ceux-ci soient
limités par la condition de stabilité, le temps caractéristique des phénomenes que ’on souhaite
observer étant tres faible, ceci n’est pas une contrainte forte. L’application de la X-FEM a la dy-
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namique explicite pose plusieurs difficultés. La problématique de la diagonalisation de la masse
et du calcul du pas de temps critique a été évoqué en premier par de Borst et al. [75]. L’ap-
proche proposée pour éviter que le pas de temps critique ne tende vers zéro lorsque la fissure
se rapproche du bord d’un élément consistait & empécher la fissure de se rapprocher du bord
des éléments. Les travaux de Menouillard et al. [155, ] ont permis d’introduire une technique
de diagonalisation de la masse pour ’enrichissement de Heaviside et ainsi obtenir une valeur
conservative du pas de temps critique en 2D et 3D pour différents types d’éléments. Les travaux
que nous avons proposé dans Elguedj et al. [95], Gravouil et al. [111] ont permis de généraliser
cette approche a tout type de fonction d’enrichissement et a I’aide d’un schéma d’intégration en
temps élément par élément de retrouver un pas de temps critique identique a celui d’un élément
fini non enrichi.

Dans le cas de propagation de fissure 3D non plane, la robustesse et la qualité de la représen-
tation de la fissure est essentielle afin de disposer d’un outil de simulation robuste notamment
dans le cas de propagation sur de grandes longueurs. La méthode des fonctions de niveau,
traditionnellement utilisée conjointement avec X-FEM, permet une représentation simple de fis-
sures complexes. Cependant, les techniques classiquement utilisées dans la littérature (cf. Duflot

[86], Gravouil et al. [112], Moés et al. [158], Prabel et al. [166], Rannou et al. [171]) ne sont pas
assez robustes pour atteindre les objectifs donnés plus haut. La littérature récente (cf. Duflot
[86], Fries et Baydoun [105], Menouillard [154], Prabel et al. [I1(67]) et les travaux que nous avons
pu développer dans la these de Pelée de Saint Maurice [163] ont montrés que les méthodes hy-

brides permettent de résoudre en partie le probleme de robustesse tout en réduisant les temps
de calcul.

Puisque l'on s’intéresse a la propagation de fissures dans les métaux, la prise en compte de la
plasticité pose également un certain nombre de problemes qu’il faut résoudre. D’un point de vue
numérique, l'intégration des éléments enrichis doit étre adaptée aux comportements non-linéaires
pour éviter toute projection de champs. Les travaux qui avaient été initiés lors de ma these de
doctorat (cf. Elguedj et al. [93, 91]) continuent d’étre exploités ici. L’autre point clé & aborder
concerne les modeles de rupture adéquats aussi bien dans le cas de plasticité peu étendue (ou
la fissure se propage en traction comme dans le cas d’une rupture fragile) que lorsque celle-ci
s’étend et que la propagation par bandes de cisaillement devient prépondérante. Si les criteres
de propagation en traction sont bien établis dans la littérature, ceux utilisés dans le cas des
bandes de cisaillement sont plus variés. On pourra notamment citer dans ce cas les travaux de
Areias et Belytschko [10], Armero et Linder [11], Crété et al. [72], Daneshyar et Mohammadi
[73], Samaniego et Belytschko [190], Song et al. [211]. Cependant, la difficulté de ces approches
réside dans la transition d’un mode de rupture a I’autre puisqu’elles se basent sur des concepts
théoriques différents de ceux mis en oeuvre pour la rupture fragile. Les travaux développés dans
la these de Haboussa [ 15] permettent de mettre sous le méme formalisme un critére de rupture
pour les deux situations d’intérét et de basculer de 'un a 'autre en fonction des conditions a
chaque instant au cours de la simulation.

Les développements numériques présentés dans cette partie ont été effectués d’une part dans
le code ELFE_3D développé au laboratoire et dédié aux simulations numériques par méthode
X-FEM et d’autre part dans EUROPLEXUS dans le cadre d’un partenariat avec le CEA.
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2 Equations constitutives et hypotheses fondamentales

2.1 Formulation continue

La formulation forte du probléme aux limites d’élastodynamique d’un solide 2 peut s’écrire
de la fagon suivante (cf, e.g., Hughes [124]) :

Soient f : Ox]0; T[— R3, g : Tyx]0; T[— R3, et h : ', x]0; T[— R3, trouver u : Q — R3 tel
que :

2

u .
PoE = dive + f sur 2x]0; T, (1)
u=g sur I'yx]0; 77, (2)
oc-n=h sur I, x]0; T'[, (3)
u(x,0) = ug(x) x € Q, (4)
0 .
a—ltl(x, 0) = p(x) x € (), (5)

ol n est la normale unitaire sortante le long du contour I' de €2, g est le déplacement imposé
sur I'y et h l'effort imposé sur I';, qui forment ensemble la frontiere I' = I'y, UT'; d’Q), f étant la
force volumique. ug et g sont les déplacements et vitesses initiaux. Le tenseur des contraintes
o est donné en fonction du tenseur des petites déformations € par la loi de Hooke :

1
e=Vu= i(Vu + vu?l), (6)
o=c:E€. (7)
L’Equation (1) est I'équation du mouvement, les Equations (2) et (3) sont les conditions aux

limites de Dirichlet et Neumann et les Equations (4) et (5) les conditions initiales. On définit les
espaces test et solution comme suit :

Sy ={u(-,t) | u(x,t) =g(x,t), x €'y, u(-,t) € HY(Q)}, (8)
V= {u(,t) | u(x,t) =0,x €Ty, u(-,t) € H(Q)}. 9)

La formulation faible correspondante aux Equations (1) a (5) peut s’écrire de la fagon suivante :
Soient f, g, h, ug et 0y, trouver u(t) € S, t € [0; 7], tel que pour tout w € V' :

(w, pit) + a(w,u) = (w,f) + (w,h)r, (10)
(W7 pu(O)) = (W7 puO)J (11)

ol les notations classiques pour le produit scalaire selon la norme L? ont été utilisées :

(w, pil) = /Qw - pudo?, (13)

a(w,u) = /Qeij(w)cijklskl(u)dﬁ, (14)

(w,h)p, = w - hdl'. (15)
I'n
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2.2 Formulation discrete

La formulation semi-discrete de Galerkin pour 1’élastodynamique est :
Soient f, g, h, ug et Wy, trouver u” = v* 4+ g, u”(t) € S! tel que pour tout w" € V" :

(wh, pi}h) + a(wh, Vh) = (wh, f) + (wh, h)r, — (Wh, pgh) — a(wh, gh), (16)
(Wh7pvh(0)> = (whv pllo) - (Wh7pgh<0))7 (17)
(w", pv"(0)) = (w", piag) — (w", pv"(0)). (18)

En utilisant les Equations (16) & (18) et Dinterpolation éléments finis classique pour u” et

w’, on obtient le probleme matriciel suivant :

MU+ KU =F t €)0; T, (19)
U(0) = Uy, (20)
U(0) = U, (21)

ou M et K sont les matrices classiques de masse et raideur, I est le vecteur des efforts appliqués
et U,U,U sont les vecteurs accélération, vitesse et déplacement.

2.3 Discrétisation temporelle : schéma dynamique explicite de la différence
centrée

L’équation précédente constitue un systeme couplé d’équations différentielles ordinaires qui
doivent étre intégrées dans le temps. On utilise ici (dans un premier temps) un schéma d’inté-
gration temporel de Newmark :

. 1 . ..
Upyr = Un + AtU,, + At2(§ — AU, + At*BU,, 41, (22)
UnJrl = Un + At(l - ’Y)Un + At’YUn+1a (23)

ou v et 5 sont les deux parametres du schéma. La stabilité ainsi que 'ordre de convergence du
schéma dépendent des valeurs prises par ces deux parametres.

La stabilité peut étre étudiée par exemple par la méthode énergétique (cf. Hughes [124,
Chapitre 9]). Celle-ci peut se résumer de la facon suivante :

<vy<B stabilité inconditionnelle,
<~et23<~y stablesi At < —1 (24)

Wmaz\/ v/2—p ’

Ol Wynqz €st la plus grande pulsation propre du systeme. Le schéma est du second ordre si v = %
Dans ce qui suit, on utilisera le schéma explicite de la différence centrée qui est équivalent

au schéma de Newmark pour v = % et 8 = 0. Celui-ci est explicite du second ordre et condi-

tionnellement stable. Les équations discrétisées en espace sont :

[T I

. A2 ..
MUpi1 = Foy1 — FIMY, (26)
. . At .. ..
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Pour un matériau élastique linéaire, on a Fg’jfl = KU,+1, pour un matériau non-linéaire, les
forces internes doivent étre calculées a partir du tenseur des contraintes. Le schéma étant condi-
tionnellement stable, le pas de temps doit étre choisit en accord avec la condition de Courant-
Freidrich-Lewy :

2

Wmazx

At < At = (28)

On peut constater en observant I’Equation (25) que la mise a jour des déplacements ne re-
quiert que des variables connues & partir du pas de temps précédent. Ainsi, la résolution du
théoréme de la résultante de ’équation d’équilibre donnée par I'Equation (26) ne requiert pas
d’itérations une fois que les forces internes ont été calculées lorsque 1’on consideére un comporte-
ment non-linéaire. Enfin, si la matrice de masse est diagonalisée (i.e., remplacée par une version
diagonale de celle-ci) la résolution de I'Equation (26) est directe.

2.4 Discrétisation spatiale : la méthode des éléments finis étendus X-FEM

La méthode des éléments finis étendus X-FEM a été introduite pour la premiere fois par
Black et Belytschko [38], Moés et al. [157]. Basée sur une partition de 'unité locale (cf. Babuska
et Melenk [14]), elle se présente sous la forme d’une méthode éléments finis dans laquelle on
introduit des fonctions d’enrichissement supplémentaire dans I'approximation. Si on considere
un ensemble de 7y, fonctions d’enrichissement v, (x), ’approximation des déplacements s’écrit :

x)= > uNAx)+ > nimbB NE ()1 (x), (29)
AeN BeNenr a=1

ol V est I'ensemble des noeuds du maillage considéré, N4(x) est la fonction de forme éléments
finis classique associée au noeud A, u est la zeme composante du degré de liberté associé, Ney,
est ’ensemble des noeuds enrichis et bfz est la ™M composante du degré de liberté enrichi associé
au noeud B et & la a®™° fonction d’enrichissement.

La méthode X-FEM a déja été utilisée dans de nombreuses applications ou des fonctions
d’enrichissement adhoc ont été proposées, par exemple a partir de solutions analytiques. L’ap-
plication la plus courante permet de modéliser des discontinuités en espace comme des fissures
pour lesquelles ont utilise généralement deux types d’enrichissement. Les éléments qui sont com-
pletement tranchés par la fissure sont enrichis par une fonction discontinue, telle que la fonction
de Heaviside généralisée ou la fonction de saut de Heaviside :

+1 sixz>0

—|—1 six Z O, = Y,
et Hgpep(z) = { ) (30)

-1 sixz<O. 0 sixzx<O.

Hgen(x) = {

Les éléments qui contiennent une pointe de fissure sont eux enrichis a l'aide de fonctions
permettant de représenter la solution asymptotique. Dans le cas élastique linéaire, ces fonctions

sont dérivées des solutions de Westergaard (voir par exemple Black et Belytschko [33], Fleming
et al. [101]) :
0 0 6 0
Yo (X) = V1 [sin 29008 2,sinZsimG,cos2sir16?} , (31)

ou r et 0 sont les coordonnées polaires centrées sur la pointe de fissure.
Dans le cas de matériaux élasto-plastiques suivant une loi de comportement en puissance,
des fonctions d’enrichissement issues d’une décomposition en série de Fourrier des champs de
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Hutchinson-Rice-Rosengren ont été proposées dans Elguedj et al. [93], Rao et Rahman [175] :
Ya(x) = P |sin 0 cos —, sin —sin @, cos b sin 0, sin b sin 36, cos 0 sin 36 (32)
« - 2 b 2 ) 2 b 2 b 2 ) 2 )

ou n est 'exposant de la loi puissance.

2.5 Stabilité numérique en temps

Y crack tip at time t

discontinous
enrichment t_

singular
enrichment t_

Y crack tip at time t

discontinous
enrichment t

singular
enrichment t

FIGURE 1 — Représentation espace-temps de la fissure, des éléments et noeuds enrichis. Les “an-
ciens” enrichissement (t,) sont conservés et les nouveaux (¢,41) ajoutés en fonction du nouveau
segment de fissure.

Dans le cas de simulations dynamiques ou la discontinuité est mobile, comme par exemple
dans le cas de la propagation dynamique de fissures, la stabilité numérique est essentielle étant
donné que 'enrichissement évolue avec le temps. Ainsi, les degrés de liberté associés a cet enri-
chissement peuvent éventuellement étre créés ou disparaitre. Nous proposons ici de suivre I'ap-
proche proposée par Réthoré et al. [185] : ensemble des champs cinématiques sont enrichis. Le
probleme discrétisé peut ainsi s’écrire commun probléme éléments finis dynamique traditionnel
tel que présenté dans les Equations (25) & (27).

Réthoré et al. [185] ont démontré que pour satisfaire la conservation de 1’énergie et la stabilité
numérique lorsque la fissure propage, la stratégie suivante doit étre adoptée. Des que le critere
de rupture est atteint, tous les anciens degrés de liberté enrichis sont conservés et les nouveaux
associés a 'avancée de fissure calculée sont introduits. Cette idée est présentée schématiquement
a la Figure 1 ou une représentation espace temps de ’enrichissement est adoptée : lorsque la
fissure avance dans un nouvel élément, de nouvelles fonctions d’enrichissement singulieres sont
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introduites pour les noeuds de I’élément contenant la nouvelle pointe de fissure. Des enrichisse-
ment discontinus sont ajoutés aux noeuds dont le support devient entierement tranché par la
fissure et n’en possédant pas déja.

On introduit la notation suivante, étant donné un tenseur d’ordre un noté V' : V)" représente
la valeur de V' au temps t,, exprimé sur la discrétisation au temps t,,,. La conservation de I’énergie
ainsi que la stabilité numérique sont obtenus en utilisant la méthode du retour a ’équilibre (cf.

Réthoré et al. [185]). Les énergies potentielles et cinétiques sont ainsi conservées lorsque la fissure
se propage :
1T gn+1 1 T
U AU = Uy T ALY, (33)

ou A est la matrice de masse ou de raideur. Pour obtenir ce résultat, les valeurs des anciens
degrés de liberté enrichis sont conservées et les nouveaux degrés de liberté enrichis sont initialisés
a zéro, soit :

ur un ur
)= | D e [on]=| 0| e [ 39
0 0 0
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3 X-FEM en dynamique explicite : vers un pas de temps critique
indépendant de I’enrichissement

3.1 Diagonalisation de la masse et pas de temps critique lié a ’enrichissement
3.1.1 Cas général a partir de I’énergie cinétique

Afin d’obtenir une expression générale de la masse diagonalisée pour une fonction d’enrichis-
sement quelconque, on adopte la méme stratégie que celle proposée par Menouillard et al. [155].
On considere donc un élément fini linéaire en dimension quelconque qui est enrichi avec une
fonction arbitraire ¥ en chaque noeud. Le déplacement en tout point de I’élément est donné par
IEquation (29). On recherche une expression de la masse diagonalisée de 1’élément qui conserve
I’énergie cinétique des modes rigides et du mode dit d’enrichissement. Pour les degrés de liberté
standards, on utilise les techniques de diagonalisation de la masse classique, telle que la méthode
dite de sommes des lignes (cf. par exemple Hughes [124]). Pour les degrés de liberté enrichis,
on procede de la fagon suivante. La fonction d’enrichissement 1 est imposée comme condition
en vitesse de Dirichlet partout dans 1’élément. Les énergies cinétiques exacte et discrete sont
données par

1 2 h 1. T :
T = 5 /Qe p°dQ. and T" = iUx_femMU:c—fem‘ (35)

Si on remplace la matrice de masse consistante M par sa forme diagonale M7, I'énergie cinétique

discrete devient :
nnode

Th= 03 (), (36)
=1

¢ noeud et nnode est le

ou my,; sont les coefficients diagonaux de My, x; est la position du jem
nombre total de noeuds de 1’élément.

On fait maintenant ’hypothese que tous les termes diagonaux sont identiques (mp; =
mp, Vi), c’est a dire que tous les noeuds enrichis ont la méme masse enrichie. La conserva-

tion de I’énergie cinétique nous permet alors d’obtenir 1’équation :

nnode

| pitae=mi Y v, (37)
e =1

qui nous permet ainsi d’obtenir I’expression générale de la masse diagonale enrichie pour un
fonction d’enrichissement arbitraire 1 :

1

= — 2dQe.
ML St 2 ) [ (38)

Remarque 1 Si on choisit pour fonction d’enrichissement ¢ la fonction de Heaviside généra-
lisée comme a U’Equation (30), la masse diagonale enrichie est donnée par la formule :

mp=—— | p12dQ
S o

Meit

_ 1 2
~ nnode mes(Qe) /Qe yrdide, (39)

qui est identique a [’expression proposée par Menouillard et al. [155] dans ce cas particulier.

44



3. X-FEM en dynamique explicite : vers un pas de temps critique indépendant de l’enrichissement

Ceci montre que la formule générale obtenue a I’Equation (38) est en accord avec des résultats
publiés précédemment dans le cas particulier d’enrichissement discontinu et nous permet de
construire la matrice masse diagonalisée pour n’importe quelle fonction d’enrichissement. Dans
ce qui suit, on s’intéressera en particulier au cas de ’enrichissement asymptotique en pointe de
fissure et de bords libres.

3.1.2 Cas de l’enrichissement asymptotique en pointe de fissure

On s’intéresse tout d’abord au cas de la mécanique élastique linéaire de la rupture, ou les
fonctions d’enrichissement classiques sont données par I’Equation (31). Ces fonctions sont deux
roles : d’une part introduire la solution analytique du probleme dans 1’espace des solutions
(et donc rapprocher celui-ci de la physique du probléme considéré) et d’autre part localiser la
fissure a lintérieur d’un élément fini contenant la pointe de celle-ci. Cette derniere tache est
assurée essentiellement par la fonction d’enrichissement /7 sin g, puisque c’est la seule fonction
discontinue au passage des levres de la fissure.

On étudie dans cette partie le pas de temps critique obtenu a l'aide de la technique de
diagonalisation de la masse vu précédemment en fonction de la position de la pointe de fissure a
l'intérieur d’un élément fini lorsque ’on ne considére que la fonction d’enrichissement /7 sin g.
Comme présenté a la Figure 2, on s’intéresse au cas d’une fissure fixe (c’est & dire avec une seule
pointe de fissure dans un élément) dans un élément linéaire quadrangulaire ou triangulaire. On
étudie également le cas d’une fissure mobile, c’est a dire qu’on considére deux positions de pointe
de fissure successives avec chacune leur enrichissement dans un méme élément. Ce cas est une

étude simplifiée de ce qui peut se produire au cours de la propagation si la fissure se propage
a lintérieur d’'un méme élément. Celui-ci contient alors deux jeux de fonctions d’enrichissement
associés a chaque position successive de la pointe de fissure.

(=1, +1) b (41, +1)
<$tz’p> yn'p)” L

(717y0) ./.

u
<_1v _1)

(a) (b) ()

FIGURE 2 — Position de la fissure dans chaque élément parent enrichi. (a) élément Q4 avec une
fissure fixe, (b) élément T3 avec une fissure fixe, (c) élément Q4 avec une fissure mobile.

On choisit de réaliser cette étude dans un élément parent de type triangulaire ou quadrangu-
laire par soucis de simplicité. On fait varier la position de la pointe de fissure dans ’ensemble de
I’élément et on fait également varier la position d’entrée de la fissure dans un bord de 1’élément
(par symétrie on s’intéresse a un unique bord). On calcule dans chacun des cas le pas de temps
critique obtenu avec la matrice de masse consistante et diagonalisée avec la formule proposée
précédemment. Les résultats peuvent étre tracés dans différents graphiques, par soucis de conci-
sion ceux-ci ne seront pas donnés ici, mais ils sont présentées en détail dans Elguedj et al. [95].
On peut néanmoins observer dans le Tableau 1 une synthese des résultats donnant les valeurs
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mini et maxi du pas de temps critique obtenu dans chaque configuration testée, ceux-ci étant
rapporté au pas de temps critique élément fini standard du méme élément. On peut constater
que le pas de temps critique obtenu avec la matrice de masse diagonalisée est bien supérieur
a celui obtenu avec la matrice de masse consistante. De plus, si on utilise la matrice de masse
diagonalisée le pas de temps critique X-FEM est toujours supérieur ou égal a deux tiers du pas
de temps critique élément fini classique du méme élément A2 /<™ > %Atz " Ceci nous permet
donc d’obtenir une formule similaire & celle proposée par Menouillard et al. [155] dans les cas
d’un enrichissement asymptotique en pointe de fissure.

Dans le cas d’une fissure mobile, notre étude a montré que le coefficient 2/3 est a remplacer
par un coefficient 1/2, soit A= em > %Atécem. On propose donc dans le cas général d'une simu-
lation de propagation de fissure en dynamique explicite par méthode X-FEM avec enrichissement

asymptotique d’utiliser la regle suivante :

Atfem
A= fem — 2 (40)
Valeur mini pour Valeur maxi pour
Atu;c—fem/Atgem Atcg—fem/AtZem
diagonalisée consistente diagonalisée consistente

Q4 coupé a (—1;0) 0.66 0.15 0.82 0.32
Q4 coupé a (—1;0.75) 0.66 0.12 0.82 0.28
T3 coupé a (0;0.5) 0.8 0.2 0.95 0.26
T3 coupé a (0;0.1) 0.86 0.15 0.98 0.25
Q4 propagation 0.58 0.14 0.68 0.165

TABLE 1 — Valeur mini et maxi du pas de temps critique X-FEM normalisé pour un enrichisse-
ment asymptotique en pointe de fissure.

3.1.3 Cas des bords libres

Le cas des bords libres a déja été étudié en dynamique explicite pour les éléments a défor-
mation constante, soit les triangles et tétraedres linéaires, par Rozycki et al. [187]. La différence
principale avec ce qui a été vu dans le paragraphe précédent est que le champ de déplacement ne
comporte qu’une contribution enrichie. Ainsi, on ne peut exploiter directement I’analyse précé-
demment décrite : le mode d’enrichissement est inclus dans les modes de corps rigide. On impose
donc une fonction unitaire V' comme une condition en vitesse de Dirichlet dans I’ensemble de
I’élément dans les deux directions. Les énergies cinétiques discretes et continues sont données
par :

1 ~ 1. )
T /Q . P20, and T = UL 10 MU, fem, (41)
e void

ol 2,44 set la partie d’(), en dehors de la matiere. Si on remplace M par sa variante diagonale
M, Iénergie cinétique discrete devient :

Th =2 " mV2(x). (42)
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On fait a nouveau 'hypothese que les termes diagonaux sont identiques my; = my, Vi, c’est
a dire que tous les noeuds ont une masse identique. La conservation de I’énergie cinétique nous
permet d’obtenir 1’équation suivante :

nnode

/ pV2dQe = my, Z V3(x;), (43)
Qe

i=1

a l'aide de laquelle on obtient la forme générale de la masse diagonale enrichie pour ce cas

particulier :
Melt

my = 44

nnode’ (44)

N fﬂe\ﬂ d df . . 5212 ..

ou €= # est la proportion de matiere dans I’élément et m.;; 1a masse totale de celui-ci.
Qe

En observant I’Equation (44), on peut noter qu’il est possible d’obtenir la matrice de masse
diagonalisée de n’importe quel élément fini linéaire enrichi pour les bords libres en multipliant
par la fraction de matiere de 1’élément la matrice de masse diagonalisée non enrichie de celui-ci :

Myrem — epplem, (45)

Ceci est une généralisation de la formule proposée par Rozycki et al. [187] pour les éléments
linéaires triangulaires et tétraedraux au cas des éléments linéaires quadrangulaires et hexaedraux.

Il est important de noter, comme présenté par Rozycki et al. [187], que la matrice de raideur
d’'un élément a déformation constante enrichi peut étre obtenu de la méme facon a partir de
celle du méme élément non enrichi :

Kot = eKJS™  and KT = KIS (46)

Le pas de temps critique ainsi obtenu est donc identique a celui du méme élément non enrichi.
Dans le cas des éléments quadrilatéraux et hexaédraux, I’Equation (46) n’est pas vérifiée. 11 est
donc nécessaire d’étudier en détail le pas de temps critique en fonction de la fraction volumique
de ces éléments comme cela a été fait dans le cas de ’enrichissement en pointe de fissure. On
a donc mené une étude sur un élément quadrangulaire coupé de différentes facons par deux
segments comme présenté a la Figure 3. On calcule pour chaque cas le pas de temps critique
avec une matrice de masse consistante et diagonalisée normalisé par le pas de temps critique
du méme élément non enrichi. L’étude est présentée en détail dans Elguedj et al. [95], on ne
présentera ici, comme dans le cas précédent, qu’un tableau récapitulatif des résultats obtenus

Valeur mini pour Valeur maxi pour
NN Atz Aglem
(fraction volumique) (fraction volumique)
diagonalisée consistante diagonalisée consistante

cOtés opposés 0.85 (~ 0%) 0.1 (~0%) 1 (~100%) 0.5 (~ 100%)
cotés adjacents 1 | 0.97 (~ 50%) | 0.35 (~ 50%) 1 (~100%) 0.55 (~ 100%)
cotés adjacents 2 0.7 (~ 0%) 0.05 (~ 0%) 0.9 (~ 50%) 0.25 (~ 50%)

2 segments 0.965 (~ 50%) | 0.3 (~ 50%) 1 (~75%) 0.4 (~ 75%)

TABLE 2 — Valeures minimales et maximales du pas de temps critique normalisé pour un
enrichissement de bord libre et fraction volumique correspondante.
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FIGURE 3 — Position du bord libre dans un élément parent Q4. (a) élément coupé par un seul
segment aux cotés opposés, (b) élément coupé par un seul segment aux cotés adjacents, (c)
élément coupé par deux segments.

Ainsi, la conclusion de cette étude numérique est obtenue a l’aide des trois premiers résultats.
Avec la technique de diagonalisation proposée, le pas de temps critique X-FEM est supérieur ou
égal a 2/3 du pas de temps critique du méme élément fini non enrichi :

Atm—fem >

¢ hole

Atfem, (47)

Wl N

Si la fraction volumique des éléments coupés est d’au moins 50%, le coefficient peut étre augmenté
a 0, 88.

3.2 Schéma dynamique par éléments : AtZ~/em = Atfem
3.2.1 Un schéma dynamique explicite inconditionnellement stable

Depuis les premiers travaux appliquant les schémas d’intégration en temps explicites aux si-
mulations par éléments finis en dynamique transitoire (cf. par exemple Bathe et Wilson [16], Be-
lytschko et Schoeberle [26], Krieg et Key [113]), de nombreux auteurs ont tenté d’améliorer les
propriétés des ces schémas, que ce soit en terme d’équations d’équilibre (théoréme de la résul-
tante, théoreme du moment, conservation de 1’énergie, etc...), ordre de convergence, distorsion en
période ou erreur d’amplitude. La généralisation des stratégies explicites ont également été pro-
posées, notamment a l’aide d’algorithmes de sous cyclage (cf. par exemple Daniel [74], Smolinski
et al. [212], Smolinski et Wu [213]), algorithmes mixtes multi-temps (cf. Belytschko et Mullen
[24], Belytschko et Smolinski [27], Belytschko et al. [29], Sotelino [215]), ou d’algorithmes mixtes
duaux multiéchelles en temps (cf. Combescure et Gravouil [65], Gravouil et Combescure [110]),
a la fois pour des applications linéaire et non-linéaires. Nénamoins, on a vu apparaitre dans des
travaux récents des schémas explicite réellement inconditionnellement stables avec les travaux
de Chang [55, 56] d’une part et Sha et al. [200], Tamma et al. [224] d’autre part. De tels inté-
grateurs en temps explicites ont des propriétés tres attractives puisqu’ils permettent d’utiliser
des pas de temps plus grands que le pas de temps critique standard. Cependant, compte tenu
des phénomenes haute fréquence qui ont lieu dans les problémes de dynamique transitoire, un
ordre de grandeur de plus que le pas de temps critique standard est suffisant en pratique afin
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d’obtenir une modélisation de qualité. L’extension de ces schémas a également été proposée au
cas élastoplastique, et aux comportements nonlinéaires en dynamique des structures par Chang
[57], Zhou et al. [235].

Nous avons fait le choix dans cette partie d’exploiter le schéma proposé par Chang qui peut
étre résumé de la fagon suivante pour un comportement linéaire sans amortissement :

MUpi1+ KUpyy = Fpy1, (48a)
Unt1 =Un + By 'AtU, + B3 AU, (48b)

. . 1 . .
Un+1 == Un + §At(Un + Un+1), (48C)

avec
_ 1 2771
B = I+ APME), (49a)
R

Byt =58t (49b)

ou U, U , U correspondent respectivement aux champs discrétisés de déplacement, vitesse et
accélération au temps t, ou t,+1, M et K étant les matrices de masse consistante et de raideur.

Ce schéma d’intégration en temps peut étre qualifié d’explicite compte tenu du fait que le
champ de déplacement peut étre calculé a I'aide de I’Equation (48b) avant la résolution de 1’équa-
tion d’équilibre Equation (48a). Dans une seconde étape, le champ d’accélération est calculé a
Paide de Equation (48a), et finalement le champ des vitesses est obtenu par I'Equation (48c¢).
On peut remarquer que le calcul du champ de déplacement nécessite de déterminer deux opé-
rateurs constants notés 1 et By. Ceci impose donc de définir un systéme linéaire préliminaire
nécessaire au calcul du champ de déplacements. Cette étape constitue la différence majeure
avec les schémas explicites classiques pour lequels il n’est pas nécessaire de résoudre un systeme
linéaire (sauf dans le cas ou I'on utilise des multiplicateurs de Lagrange). Le schéma incondition-
nellement stable de Chang a déja été étudié en détail par Chang [55, 56, 57], que ce soit en terme
de stabilité (i.e. de matrice d’amplification), convergence (du second ordre en temps), absence
de dissipation numérique et effet de dépassement en déplacement et vitesse (cf. Goudreau et
Taylor [108], Hilber et Hughes [119] pour la définition de ces termes). Nous proposons donc ici
de retrouver ces propriétés en utilisant la méthode énergétique introduite par Hughes [124], en
utilisant la notation suivante :

1
[(X] = Xns1 = X et <X >= 5 (Xnp1 + Xn). (50)

Nous ferons I'hypothese classique d’absence d’efforts externes dans cette étude de stabilité.
A partir de la différence des équations d’équilibre aux temps t,, et t,41 multipliée par [U], on
obtient :

[T M[U) + [U)FK[U] = 0. (51)

On peut déduire les relations suivantes & partir des Equations (48a) & (48c) :
) 1 . ) .
BilU] = At (Un + §At Un> et [Ul=At<U >, (52)

qui peuvent étre combinées comme suit :

Bi[U] = At << 0> —%At [U]) . (53)
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A partir de la définition de I'opérateur 31 donné a I’Equation (49a), on peut écrire :

U] = At (< U > —iAt [U]) - iAtQM_lK[U]. (54)

La différence des équations d’équilibre aux temps t,41 et t, donne :

En combinant les Equations (53) et (55), on obtient alors :
U]=At<U >. (56)

Enfin, la combinaison des Equations (51), (52) et (56) donne :

<U>T MU+ < U >T K[U] = 0. (57)

En suivant la méthode proposée par Hughes [124], on constate que la derniére équation est
une somme de termes quadratiques sans dissipation numérique. L’Equation (57) est identique
a celle obtenue pour le schéma inconditionnellement stable de I’accélération moyenne, c’est a
dire le schéma de Newmark avec § = 1/4 et v = 1/2. Ceci confirme a l’aide de la méthode
énergétique que le schéma explicite de Chang est également inconditionnellement stable. On
peut donc retenir en conclusion que les propriétés générales du schéma inconditionnellement
stable de Chang sont identiques a celle du schéma implicite de I’accélération moyenne mais dans
un cadre explicite.

3.2.2 Un stratégie par élément “explicite-stable / explicite ”

L’idée proposée ici est de coupler les schémas explicites de la différence centrée d’une part
et de Chang d’autre part. On propose pour cela d’exploiter la stratégie élément par élément
développée par Hughes et Liu [129]. On rappellera brievement ici la méthode originale appliquée
au couplage implicite-explicite avec prédicteur-correcteur pour le schéma de Newmark :

MUpi1 + KUpy1 = Fopn, (58a)

Unt1 = Uy, + AtU,, + Atz(% — B)U,, (58b)
U1 = Uy + At(1 — )0, (58¢)

Ups1 = Upy1 + A2 U, 41, (58d)

Uit = U1 + AU 1. (58¢)

Dans un second temps on partitionne le maillage en un ensemble d’éléments implicites et expli-
cites :

MU, 1 + KPU, 1+ KU,y = Foya, (59a)
Ot = Un + At + AtQ(% — B)i, (59b)
U1 = Up + A1 — 7) U, (59¢)

Ups1 = Ups1 + A2 BU, 41, (59d)

Unit = Uni1 + AtyUn i1, (59¢)
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oll
M=M +MF et K=K +K¥ et F=F'+FF (60)
Dans I’Equation (60), M est la matrice de masse consistante de la partie implicite et M¥ est

la matrice de masse diagonalisée de la partie explicite. De la méme facon on introduit dans ce
qui suit un schéma explicite - explicite stable en exploitant les Equations (59a) a (59e) :

MUn+1 + KUn—H n+17 (61&)
E B AtQ 2

Un+1 UE L AtUP + =0k (61b)
UES = UPS + gt AtUES + Bl UES (61c)

. At
Upg1 =Up + = (U + Un+1) (61d)

avec les définitions suivantes :
M=MP+M" et K=K"+K" et F=FF+F" (62)
1

Br = (I + AL (M) TLEEE), (63)

ol les superscripts SE et E font référence respectivement au schéma explicite de Chang et au
schéma de la différence centrée. En suivant une fois encore la méthode proposée par Hughes [124],
on peut étudier les propriétés de stabilité du schéma couplé a I'aide de la méthode énergétique.

Remarque 2 Il est important de préciser a ce stade, comme vu précédemment, que le cout
numérique du schéma de Chang est supérieur a celui de la différence centrée. En effet, il est
nécessaire d’assembler et d’inverser l'opérateur 81 au début de la boucle en temps. Une fois que
l’on a obtenu /Bfl (ou simplement factorisé 1), il est nécessaire d’effectuer un produit matrice
vecteur a chaque pas de temps pour obtenir le nouveau champ de déplacements comme présenté
a Z’Equation (48b). L’intérét premier de la création d’un schéma élément par élément est donc
de limiter la tailler du groupe d’élément SE afin de limiter le coit numérique supplémentaire du
a lutilisation du schéma de Chang.

Afin d’obtenir les conditions de stabilité du schéma explicite-stable/explicite, on rappelle
tout d’abord la méthode énergétique appliquée au schéma de Newmark sans amortissement :

UL AUt + UL KU = UL AU, + UL KU, — (27 — 1)UL AU, (64)
ou
A=M+ A (B —~/2)K. (65)

Pour obtenir les conditions de stabilité, on doit uniquement déterminer si A est définie positive
(cf. par exemple Gravouil et Combescure [110]). Pour le schéma de Newmark, on retrouve alors
les propriétés de stabilité classique :

{1 /2<~y<28 stabilité inconditionnelle, (66)

1/2<~y et 28<x stabilité conditionnelle.
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De plus, la méthode énergétique a déja été appliquée aux algorithmes implicite/explicite exploi-
tant une stratégie élément par élément (cf. Hughes et Liu [129]). On peut donc procéder de la
méme fagon afin d’étudier la stabilité de notre schéma :

U7 (ASE 4 AP)0ir + U7, KUpsr = UT(ASE + AFYO, + UT KU,

— (27 = D)[U]"(ASF + AP)[T,] (67)
ASE = MSE 4 A3 (B — v/2) K5, (68)
AP = MP + A (B —~/2)KF. (69)

Ainsi, la démonstration de stabilité est identique au théoréme précédent en remplacant A par
AES 4 AP avec B = 0 et v = 1/2 (cf. Hughes et Liu [129]). Ceci signifie que la stabilité globale du
schéma est préservée en fonction des propriétés de stabilité dans chaque partition. Puisque 1’on
a démontré précédemment que le schéma explicite de Chang a les mémes propriétés de stabilité
que le schéma de 'accélération moyenne, que 'on utilise le méme pas de temps dans les deux
partitions et qu’il n’y a aucune dissipation numérique a Uinterface entre les deux partitions, on
obtient donc la stabilité du schéma uniquement en fonction des conditions de stabilité du schéma
de la différence centrée dans la partition explicite. Il s’agit désormais d’exploiter ce schéma dans
un cadre X-FEM pour la simulation numérique de la propagation de fissure.

3.2.3 AtZfem = Aplem

Comme détaillé précédemment, ’objectif de cette partie est de proposer une méthode per-
mettant d’effectuer des simulations numériques de propagation de fissure en dynamique explicite
a l'aide d’X-FEM avec un pas de temps critique identique a celui obtenu avec une méthode élé-
ments finis classique sur le méme maillage. On s’appuiera pour cela sur deux points développés
dans les parties précédentes. Il s’agit donc d’une part d’utiliser la technique de diagonalisation
de la matrice masse proposée dans la partie 3.1 dans le cas d’un enrichissement singulier ou de
Heaviside et d’autre part d’utiliser le schéma explicite stable - explicite en intégrant tous les
éléments enrichis et de transition dans le groupe explicite stable. Le choix de ce partitionnement
des éléments nous assure que les éléments enrichis et de transition n’influent pas sur la stabilité
et limite au maximum le surcout numérique lié a 'utilisation du schéma inconditionnellement
stable de Chang. En pratique, ceci nous permet d’assurer que la taille du probléeme & résoudre
dans le groupe SE est équivalent a un probleme inférieur d’une dimension, c’est a dire que pour
un probléme global 2D, le systéme linéaire a résoudre dans le groupe SE est équivalent a celui
d’un probleme 1D.

Dans la Figure 4, nous illustrons 'application de ce partitionnement avec différents types
d’enrichissement fixes (fissure, trou, bord libre, ...). La stabilité globale du schéma élément
par élément avec X-FEM peut étre démontrée exactement comme précédemment. Cependant,
I'intéréet d’utiliser X-FEM est de modéliser des discontinuités mobiles dans le temps. Dans le cas
d’un seul schéma d’intégration en temps, il a été montré par Combescure et al. [66], Réthoré
et al. [134, 185] que 'introduction de nouveaux enrichissements en conservant les anciens garanti
la conservation de I’énergie et la stabilité globale du schéma d’intégration considéré. On peut
exploiter la méme stratégie avec notre algorithme élément par élément.

Dans le cas d’une discontinuité mobile et donc d’un enrichissement évolutif en temps, le par-
titionnement doit lui aussi évoluer avec le temps pour suivre la discontinuité et I’enrichissement.
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3. X-FEM en dynamique explicite : vers un pas de temps critique indépendant de l’enrichissement
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FIGURE 4 — Partitionnement explicite stable / explicite. Les éléments entierement & l'intérieur
du trou sont supprimés.

Lorsque la discontinuité se déplace d’un élément a ’autre, de nouveaux éléments enrichis sont
ajoutés dans le groupe SE comme présenté a la Figure 5. Ceci a plusieurs implications sur les
matrices du systeme. Tout d’abord, les matrices de masse et de raideur du groupe SE voient
leur taille augmenter puisque de nouveaux enrichissements sont ajoutés que donc de nouveaux
éléments sont ajoutés dans le groupe SE. Ensuite, puisque des éléments passent du groupe E
au groupe SE, les matrices du groupe E voient leur taille diminuer. Enfin, 'opérateur 5 du
schéma de Chang voit lui aussi sa taille augmenter et il doit donc étre recalculé et réinversé. Le
colit numérique de cette derniere opération est ce qui motive I'utilisation du schéma élément par
élément. La taille du groupe SE doit étre limitée autant que possible ainsi que son augmentation
au cours du calcul.

3.3 Exemple d’application : fissure semi-infinie en mode 1

On s’intéresse dans cet exemple au cas d’'une fissure semi-infinie en mode I dans un milieu
infini soumis a une onde de traction. La solution analytique du facteur d’intensité des contraintes
dynamique a été obtenue par Freund [104]. On modélise ce probléeme par une géométrie finie
présentée a la Figure 6, on ne peut donc comparer les résultats avec la solution analytique que
jusqu’a ce que I'onde de traction se réfléchisse sur la face inférieure, puis atteigne la pointe de
la fissure a nouveau. Le temps nécessaire a I’onde pour atteindre la pointe de fissure la premiere
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FIGURE 5 — Mise a jour du partionnement des éléments explicite stable/explicite dans le cas
d’une fissure mobile.
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FIGURE 6 — Fissure semi-infinie en mode I : géométrie et parametres matériaux.

fois est 7. = g, ou ¢4 est la vitesse des ondes de traction. Le temps total de la simulation est

ainsi limité & t < 37, = 1.009 x 10735 avec les parametres matériaux donnés & la Figure 6.
Lorsque 'onde de traction atteint la pointe de fissure, le facteur d’intensité des contraintes
dynamique en mode I pour une fissure fixe est donné par :

200 [eqt(l—2p)
1—pu s

KM™(0,t) = , (70)

ou u est le second coefficient de Lamé. Pour une fissure mobile, le facteur d’intensité des
contraintes dynamique en mode I est donné par :

KM (a,t) = k(a) K™ (0,1), (71)
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FIGURE 7 — Facteur d’intensité des contraintes normalisé en mode I pour une fissure semi-infinie
fixe : solution analytique, résultats avec un maillage de 40 x 80 éléments avec le schéma de la
différence centrée et la régle de pas de temps du paragraphe 3.1.2 (At = At./2), résultats avec
un maillage de 40 x 80 éléments et le schéma explicite stable / explicite élément par élément
(At = At,).
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FI1GURE 8 — Facteur d’intensité des contraintes normalisé en mode I pour une fissure semi-infinie
fixe : solution analytique, résultats avec un maillage de 60 x 120 éléments avec le schéma de la
différence centrée et la reégle de pas de temps du paragraphe 3.1.2 (At = At./2), résultats avec
un maillage de 60 x 120 éléments et le schéma explicite stable / explicite élément par élément
(At = At,).
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Modélisation de la rupture dynamique 3D par la méthode des éléments finis étendus X-FEM

ou k est une fonction universelle de la vitesse de propagation de la fissure a. k peut étre approximé

par ’expression suivante :
) 1—a/e,
k(a) = ————— 72
(@)= 4 /p (72)

ou ¢, est la vitesse des ondes de Rayleigh. On peut finalement écrire :

200 [eqt(l—2p) 1—a/c,

dyn /.
K t) = .
(@) 1—p T 1—a/2c,

(73)

On utilise tout d’abord un maillage de 40 x 80 éléments Q4 avec le schéma classique de la
différence centrée avec un pas de temps critique de AETem — Agfem /2 =T7.5us (i.e. un calcul
avec 134 pas de temps) et le schéma élément par élément explicite stable / explicite avec un pas
de temps critique de Atf /™ = Atl°™ = 15us (i.e. un calcul de 67 pas de temps). On compare
le facteur d’intensité des contraintes dynamique normalisé en mode I K;ly" /oovH en fonction
du temps normalisé ¢/7, obtenu avec le schéma explicite classique et le schéma proposé ainsi
qu’avec la solution analytique.

Les résultats peuvent étre observés a la Figure 7. On peut observer que I’ensemble des
résultats est cohérent avec la solution analytique. La solution obtenue avec le schéma explicite
de la différence centrée montre des oscillations alors que la solution obtenue avec le nouveau
schéma explicite montre des oscillations atténuées. A partir de ¢ ~ 27, le résultat ne présente
plus d’oscillations et est identique a la solution analytique. Ceci montre que pour une fissure fixe
en mode I, le schéma d’intégration explicite proposé permet d’éliminer une partie des oscillations
obtenues lorsque le pas de temps critique pour I’ensemble du maillage est limité par celui des
éléments enrichis.

Le méme calcul a également été effectué avec un maillage plus fin de 60 x 120 éléments Q4 avec
les deux schémas explicites. Pour le schéma de la différence centrée AE—fem — Sus ~ Atlem /2
(200 pas de temps au total) et pour le schéma élément par élément AETem = A¢fem = 10.99us
(91 pas de temps au total). On peut observer a la Figure 8, que les deux cas sont tres proches de
la solution analytique et la encore le schéma élément par élément présente moins d’oscillations
et atténue celles-ci a partir du temps ¢ > 27,.

Comme cela a déja été proposé par Belytschko et Chen [22], Belytschko et al. [23], Duarte
et al. [25], Menouillard et al. [155], Réthoré et al. [184, 185], on consideére désormais le cas d’une

fissure fixe puis mobile. La fissure reste fixe pour 0 < ¢t < 1.57. puis se propage en mode I a
vitesse constante @ = 1500m.s~! pour ¢t > 1.57.

On considere les deux cas déja étudiés précédemment. A la Figure 9, on compare les résultats
obtenus avec un maillage de 40 x 80 éléments Q4 avec le schéma explicite de la différence centrée,
un pas de temps critique ALY /™ = At{®™ /2 = 7.5us (134 p as de temps au total) et le schéma
lément par élément avec un pas de temps critique A% = At = 155 (67 pas de temps
au total). Les résultats sont relativement proches de la solution analytique bien qu’ils présentent
tous les deux des oscillations lorsque la fissure se déplace d’un élément a ’autre, comme cela a été
obtenu dans des simulation équivalentes dans la littérature Belytschko et al. [23], Menouillard
et al. [155], Zi et al. [237]. 11 est intéressant de remarquer ici que nous n’avons pas appliqué de
filtrage sur les résultats contrairement a ceux présentés dans les références ci dessus. On peut
également constater que le nouveau schéma d’intégration présente moins d’oscillations avec une
amplitude plus faible qu’avec le schéma de la différence centrée. Ceci montre que la précision
est améliorée avec le nouveau schéma d’intégration en temps. A la Figure 10, nous comparons
les mémes cas avec un maillage de 60 x 120 éléments Q4. On observe sensiblement les mémes
résultats, les oscillations étant moins importantes qu’avec le maillage plus grossier.
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FIGURE 9 — Facteur d’intensité des contraintes normalisé en mode I pour une fissure semi-infinie
fixe puis mobile : solution analytique, résultats avec un maillage de 40 x 80 éléments avec le
schéma de la différence centrée et la regle de pas de temps du paragraphe 3.1.2 (At = At./2),
résultats avec un maillage de 40 x 80 éléments et le schéma explicite stable / explicite élément
par élément (At = At,.).
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FI1GURE 10 — Facteur d’intensité des contraintes normalisé en mode I pour une fissure semi-infinie
fixe puis mobile : solution analytique, résultats avec un maillage de 60 x 120 éléments avec le
schéma de la différence centrée et la regle de pas de temps du paragraphe 3.1.2 (At = At./2),
résultats avec un maillage de 60 x 120 éléments et le schéma explicite stable / explicite élément
par élément (At = At,.).
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Modélisation de la rupture dynamique 3D par la méthode des éléments finis étendus X-FEM

4 Criteres de rupture en traction et en cisaillement et transition
automatique.

4.1 Modes de rupture fragile/ductile et traction/cisaillement

L’étude de la rupture des pieces mécaniques est essentiellement décomposée dans la littéra-
ture en deux classes de problemes : d’une part la mécanique de la rupture au sens du mécanicien,
qui se concentre principalement sur la rupture fragile élastique linéaire d’une macro fissure et
I’étude de la rupture ductile avec des approches globales ou locales, modélisant explicitement
une fissure sous forme de discontinuité forte et faible par des modélisations de type endom-
magement. De nombreux travaux tentent néanmoins de faire le lien entre ces deux classes de
probleme pour disposer d’outils applicables dans toutes les situations ou afin de pouvoir pré-
dire des comportements différents d’une méme structure selon le chargement ou le matériau
considéré.

La distinction entre la rupture fragile et la rupture ductile peut étre faite au sens du mé-
canicien par I’absence (rupture fragile) ou la présence (rupture ductile) de plasticité étendue
autour de la fissure, cf. par exemple Bui [53]. On peut également aborder cette problématique
du point de vue des matériaux en observant a 1’échelle microscopique le facies de rupture. Dans
les matériaux métalliques, la rupture dite fragile se produit essentiellement par clivage alors
que la rupture ductile montre un facies recouvert de cupules, caractéristique de la germination,
croissance et coalescence de cavités amorcées sur les défauts microstructuraux. D’autre part,
des parametres tels que la vitesse de chargement ou la température ont une influence forte sur
la transition. A amplitude de chargement fixée, un métal pourra se rompre fragilement avec
un chargement rapide et ductilement avec un chargement lent. A chargement fixé, un métal
pourra se rompre fragilement a basse température et ductilement a température ambiante. De
plus, ces deux effets étant couplés, on peut observer une baisse de la température de transition
fragile/ductile lorsque la vitesse de déformation augmente.

En mettant de coté I’analyse de la science des matériaux, on constate autour de la tem-
pérature de transition fragile/ductile lorsque le comportement de la structure est globalement
élastique une transition entre un mode en traction et un mode en cisaillement. Ceci se produit
lorsque le chargement (amplitude et vitesse) induit une plasticité non négligeable mais qui n’est
pas encore étendue a ’ensemble de la structure. Il y a alors compétition entre la dissipation liée
a la propagation de la fissure et la dissipation due a la plasticité autour de la pointe de fissure.
Lorsque la transition est franchie, la dissipation est pilotée par la plasticité, la fissure se propage
donc dans la direction dictée par celle-ci c’est a dire la ou le cisaillement est maximum. Ce type
de comportement a été observé expérimentalement par Kalthoff et Winkler [137] et Zhou et al.

[234]

4.1.1 Expérience de Kalthoff

Cette expérience, réalisée par Kalthoff et Winkler [137], consiste & impacter une éprouvette
rectangulaire possédant deux entailles initiales identiques et paralléles par un projectile dont la
vitesse varie. La géométrie et les conditions expérimentales sont schématisées Figure 11. Deux
modes de rupture différents, un mode de cisaillement et un mode de traction, sont observés selon
la vitesse d’impact du projectile V. Pour des faibles vitesses, ’expérience montre une rupture
dirigée par la traction caractérisée par un angle de propagation moyen d’environ 70° par rapport
a l'axe de 'entaille initiale. Pour des vitesses d’impact élevées, une bande de cisaillement est
observée et la fissure s’initie avec un angle quasi nul. Sur la Figure 12, on peut oberver les résultats
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4. Critéres de rupture en traction et en cisaillement et transition automatique.

expérimentaux pour un acier X2 NiCoMo 1895 . D’autres aciers ont été testés dans la littérature
tel que l'acier Maraging 18Ni1900. Les trajets de fissures expérimentaux sont représentés ainsi
que I’état de surface post-mortem. Nous pouvons observer que pour les cas ou la vitesse d’impact
est élevée, la rupture consomme une quantité d’énergie importante comparée a la fissuration par
ouverture. Ceci est lié a I’état plastique en pointe de fissure et explique 1’état de surface chahuté
des facies de rupture observés sur la Figure 12. Nous pouvons remarquer qu’aucune analyse
microscopique des facieés ne permet de savoir s’il y a ou non de cupules.

impacteur impacteur

50mm
200mm
50mm
200mm

50mm > & 50mm
£ £
p ~
100mm 100mm
Fissuration par ouverture Fissuration par cisaillement

FIGURE 11 — Schéma de principe des conditions d’essai de I’expérience de Kalthoff.

4.1.2 Expérience de Zhou-Rosakis-Ravichandran (ZRR)

L’expérience ZRR (voir Zhou et al. [231]) est une variante de 1’expérience de Kalthoff. En
effet I’éprouvette impactée ne possede qu’une seule entaille. La géométrie et les conditions expé-
rimentales sont schématisées Figure 13. L’aspect remarquable de 'expérience ZRR réside dans
le fait que I'on peut observer une transition entre fissuration par ouverture et fissuration par
bandes de cisaillement au cours du méme essai. En effet, pour une vitesse d’impact suffisamment
grande (supérieure & V.) on observe une rupture de I’éprouvette par propagation de fissure en
cisaillement, telle que relevée dans ’expérience de Kalthoff, mais pour des vitesses d’impact plus
faibles, la fissure se propage d’abord dans une bande de cisaillement, avec un angle quasi nul,
puis bifurque en mode de traction avec un angle d’environ 35°. Sur les Figures 14 et 15, on peut
oberver les résultats expérimentaux pour un acier C-300 (acier Maraging 18Ni1900).

4.2 Directions de propagation en traction et en cisaillement en 2D et 3D

Un critere de propagation de fissure doit étre capable de répondre aux questions suivantes :
la fissure se propage-t-elle? Si oui de combien et dans quelle direction? Les criteres les plus
couramment utilisés en mécanique de la rupture se basent sur le calcul du taux de restitution
de I’énergie G en général par l'intégrale de Rice J ou sur les facteurs d’intensité des contraintes.
Cette approche est tout & fait pertinente en absence de plasticité. Lorsque celle-ci se déve-
loppe suffisamment autour de la pointe de fissure, il devient beaucoup plus délicat d’utiliser ces
concepts en continuant de respecter les hypotheses qui y sont associées. Nous utiliserons donc
dans la suite une approche alternative qui s’inspire de 'approche locale proposée entre autres
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FIGURE 12 — Fissurations par ouverture et par bande de cisaillement observées sur de I'acier X2
NiCoMo 1895, d’apres Kalthoff et Winkler [137].
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FIGURE 13 — Schéma de principe des conditions d’essais de I’expérience ZRR.

par Pineau [165]. Il s’agit ici d’une vision trés numérique de la méthode qui a été utilisée notam-
ment par Menouillard et al. [156], Prabel et al. [166], Remmers et al. [179, 180], Wells et Sluys
[232]. Une identification expérimentale permet de déterminer le ou les critéres de rupture et on
évalue numériquement au cours du calcul des grandeurs équivalentes en pointe de fissure qui
représentent les champs élémentaires locaux et qui nourrissent le critere de rupture. Le modele
que nous proposons d’exploiter dans la suite se base sur le calcul du tenseur des contraintes
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C300, Vp=25 ms~!, V,,=595 ms~!
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FIGURE 14 — Fissuration par bande de cisaillement puis par ouverture sur de 'acier C-300,
d’apreés Zhou et al. [234].
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FIGURE 15 — Fissuration par bande de cisaillement sur de l'acier C-300, d’apres Zhou et al. [2341].

équivalent en pointe de fissure, celui-ci étant calculé par intégration numérique autour du front
de fissure (cf. Figure 16) par la formule suivante :

o fQ waij(M) dV]y[
YT fqwdVa

(74)

ou 0;; sont les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy et w est la fonction poids qui
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domaine d'intégration e points de Gauss

(b)

FIGURE 16 — Domaines d’intégration centrés en pointe de fissure : sphere en 3D (a) disque en
2D (b).

peut se mettre sous la forme :
2

7. (75)

w(ry=e

Afin d’obtenir un critére permettant de définir la direction de propagation en traction et en
cisaillement avec les mémes outils, nous nous inspirons des travaux de Schollmann et al. [195].
Nous considérons une fissure quelconque en 3D et nous nous donnons le champ asymptotique
élastique des contraintes en pointe de fissure. Celui-ci est exprimé dans un repere paramétré par
les angles 0 et ¢ comme présenté a la Figure 17. A partir du champ asymptotique des contraintes
dans le repere cylindrique (identique au repere prime de la Figure 17), le champ analytique des
contraintes dans le repere double prime est donné par les équations suivantes :

FIGURE 17 — Repéere sphérique paramétré par 0 et .
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1

g1 = O0Opr,

09y = 0 sin? () + 2 cos(y) sin(w)og, + ogg cos? (),

053 = 022008°(p) — 2cos(p) sin(p) oy + ogg sin® (),

012 = opsin(p) + o cos(yp),

093 = (022 — 099)sin(ip) cos(p) + op2(2 cos’ () — 1),

oy = O cos(p) — o9 sin(p). (76)

Les résultats en terme de direction de propagation dépendent des trois facteurs d’intensité des
contraintes. Nous visualiserons donc les résultats a 1’aide des facteurs d’intensité des contraintes
normalisés et de diagrammes exploitant les coordonnées barycentriques (cf Haboussa [115],
Schollmann et al. [195] pour plus de détails) :

K " K1 n Kirr

Ky — KT = KT, = .
D™ Ki+ |Kr| + | K| T Kr + K| + | K] I K7+ K| + | K111l

(77)

4.2.1 Direction de propagation en traction

Pour définir la direction de propagation en traction ou en cisaillement, nous cherchons a
partir de ces champs la direction qui maximise la contrainte principale ou bien la contrainte de
traction :

/ 1"
do Jdo
=0, =0,
ou (78)
82 / 82 "
St < 0. 3 < 0.
Nous avons observé dans Haboussa [1 15] que la résolution numérique de ces deux équations donne

le méme résultat. Les figures 18(a) et 18(b) montrent 1’évolution des deux angles dépendant de
la mixité tri-dimensionnelle des modes de sollicitations. Remarquons que lorsque nous sommes
en mode I pur, . = 0° et ¢, = 0°, en mode I pur, 0. ~ 70° et . = 0° et en mode I1] pur,
0. = 0° et . = 45°; ce qui est cohérent avec les travaux de Schollmann et al. [195] et de Lazarus
et al. [111]. A partir de ces résultats et en intégrant la dépendance au coefficient de Poisson,
nous avons pu obtenir une expression semi-analytique des deux angles, cf. Haboussa [115].

Pe = 45°

Mode-I11T
Mode-1T1

Mode-111

Mode-11

0. = —70.595°

FIGURE 18 — Directions angulaires : (a) 0. et (b) ¢.
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4.2.2 Direction de propagation en cisaillement

Dans le cas tri-dimensionnel, nous décidons de prendre naturellement comme mesure du
cisaillement la contrainte équivalente au sens de von Mises. Il s’agit donc de trouver les angles
(OYM VM) pour lesquels 0 est maximal. Le systéme & résoudre est donc :

ag;q (97 90) =0, (79)
Jolead
83@ (67 SO) = O'

VM = 70.53°

VM _ qq 7o g
0. =307 Mode-T |

VM _ _g5e

Kimr
— Mode-111

Mode-1

Mode-1T

(a) (b)
FIGURE 19 — Direction angulaire : (a) Y. (b) ¥ M

Les figures 19(a) et 19(b) montrent ’évolution des deux angles dépendant de la mixité tri-
dimensionnelle des modes de sollicitations. Il apparait qu’en Mode I pur, HXM ~ T70° et QDXM =
45°, en mode I1 pur, HXM =0° et @XM = 45° et en mode 1] pur, OXM = 45° et gol/M ~ 30°.
Comme pour le cas précédent, nous avons pu obtenir des expressions semi-analytiques donnant
les deux angles de propagation en cisaillement en fonction de la mixité des modes.

4.2.3 Cas bi-dimensionnel

En comparaison des paragraphes précédents, le cas bidimensionnel est beaucoup plus simple,
les composantes du tenseur des contraintes étant moins nombreuses et les équations plus facile
a obtenir. Le cas en traction en 2D est identique au critére bien connu de la contrainte circon-

férentielle maximale dit critére d’Erdogan et Sih [97], définit & partir du champ des contraintes
dans un repere cylindrique centré en pointe de fissure :
Oogg (0)
——=0. 80
20 (80)

Le cas de la propagation en cisaillement s’écrit naturellement de fagon identique au cas précé-

dent :
0o, (0)

00
La résolution de ces deux équations permet d’obtenir les formules analytiques et semi-analytiques
suivantes :

~0. (81)

1 Kdyn J
egoop = 2arctan 1 Zyn — sign <Kﬁm>
KII
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) . (83)

4.3 Algorithme automatique de transition traction/cisaillement

dyn
K I

dyn
KII

4
gshear — gion (K?}m) % arctan (19ﬁ

Puisque nous disposons a présent de deux criteres permettant de déterminer les directions de
propagation en traction et en cisaillement, il est indispensable a ce stade de proposer un moyen
de sélectionner le critere correspondant a une sollicitation donnée et le cas échéant de basculer
de 'un a 'autre de fagon automatique. Compte tenu du fait que la propagation dans la direction
du cisaillement maximal est observée lorsque la chargement est plus intense que dans les cas en
traction, on propose d’utiliser un mesure de l'intensité de la déformation (totale ou plastique)
en pointe de fissure. Comme pour la contrainte équivalente en pointe de fissure, on introduit le
tenseur équivalent des déformations en pointe de fissure par I’équation :

2

~ fHDisk eia%Sij(M)dVM

81.7 - a d2
—QR2
fHDisk e = dVM

(84)

On calcule ensuite une déformation équivalente notée ., qui s’appuie sur les deformations prin-
eq
cipales de traction

Eeg = V(< Er >)2 + (< é1 >)2, (85)

ou < &; >, pour i allant de 1 & 2 (pour les problemes plans), représentent respectivement les
parties positives de é; et £7;. Si cette déformation équivalente est inférieure a un certain seuil
ghoop 1a, direction sera pilotée par le mode de rupture en traction (cf. Equation (82)). Si au
contraire cette déformation est tres élevée (supérieure a £7¢97) la direction sera donnée par le
cisaillement (cf. Equation (83)). Dans les cas intermédiaires on appliquera une loi des mélanges

entre les deux directions (voir figure 20).

Oc Oc Oe
I | I I
Transit Transition!  gshear Mransition |
I Regior Region ! c
| S
J t t : Shear fracture
| | regime
Tensile fracture! 1sile fi ! T
regime : ne : N
ghoop : :
C |
| |
| |
———. - = L =~ L | ~
~Hoop Eeq xShear ‘ 5eq éHoop ' xShear 5eq

F1GURE 20 — Influence de la déformation équivalente pour choisir la direction de propagation.
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L’algorithme détaillé de la procédure est décrit ci dessous.

Algorithme 1 : Algorithme automatique de transition cisaillement-traction

1. Calculer les quantités équivalentes en pointe de fissure,

— O'ldQ — ldQ ~ ~ ~ ~ ~ ~
Oij = fg}sg()r)ég y Eij = fs}:q(&);;m y 0= max(017011)7 €eq = \/(< €I >)2 +(<én >)2'

2. Determiner si la fissure se propage,

o <or(¢) a=0 pasde propagation,
>o07.(é) a#0 propagation.
ou o.(€) est la contrainte critique.

3. Determiner la vitesse de propagation estimée en utilisant la formule de Kanninen
(identique pour les deux cas).

d:cR(l—U’CT(é))

ol cp est la vitesse des ondes de Rayleigh.

4. Calculer les directions de propagation,

012 g12

__ 2
0ho°P — 2arctan (}1 [922 — sign (012) /8 + (%> ] ,

shear _ o: ~\ 4 022
93" = sign (012) Farctan <Eﬁ {|712\D,
s _=h - _Zh
gtrans — (1 Ceg—¢€ oor HhOOP ( €eg—¢€ oor Qshear
c - ( _é‘shearighoop) c + ésheariéhoop) c .

5. Déterminer la direction de propagation appropriée.

hoop . ~ ~h
0. Si e < EMOP,
0. = thear si éeq > gshear’

girans  dans les autres cas.

4.4 Exemple d’application en 2D : identification et simulation

Le modele précédemment introduit nécessite d’identifier, pour une taille de maillage et un
matériau donné, les grandeurs £7°%P, £5h¢9" et g, La méthode d’identification proposée dans
Haboussa et al. [116] nécessite de connaitre un grand nombre d’informations expérimentales,
notamment 1’évolution spatio-temporelle du trajet de fissure. On propose ici de s’intéresser aux
expériences de Kalthoff et Winkler [137] et Zhou et al. [2341] pour lesquelles on ne dispose pas
de ces informations mais uniquement :

— des parametres du matériau utilisé pour ces deux essais (cf. Tableau 3),

— de la vitesse d’impact critique de transition traction-cisaillement (V. = 25m.s~!) pour

I'expérience ZRR,

— delalongueur du trajet postmortem observé pour 'expérience ZRR et pour V, = 25m.s~ .

En simulant successivement l'expérience de ZRR a basse, moyenne et haute vitesse pour
lesquelles on observe différents comportements, on peut obtenir une assez bonne estimation
des trois parametres du modele. La procédure complete est présentée dans Haboussa [115], les
résultats sont donnés dans le Tableau 4.
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Module d’Young E 1.99 GPa
Coeff. de Poisson v 0.3
Masse volumique p 8000 kg.m 3
Vitesses des ondes de Rayleigh cg | 2799.2 m.s~!
Limite élastique oy 190 M Pa
Module tangent E; 1600M Pa

TABLE 3 — Parametres matériau de I'acier Maraging 18Ni1900.

contrainte critique oy, 250 MPa
seuil en cisaillement £57¢%" [ 0,01075
seuil en traction Hoop 0,00875

rayon de la zone locale 7y, | 0,003 m

taille de maille en pointe . | 0.001m

TABLE 4 — Acier Maraging - Parametres pour le modele de transition cisaillement-traction.

Il est possible de simuler les deux expériences en utilisant notre unique modele, permettant
de représenter les phénomenes de transition cisaillement-traction, dont les parametres ont été
précédemment identifiés (cf. Tableau 4). Les résultats numériques obtenus pour les expériences
ZRR et Kalthoff sont détaillés ci-dessous.

4.4.1 L’expérience de ZRR

Le maillage et les conditions aux limites sont montrés sur la Figure 21(a). La taille de maille
est de 1mm. Concernant les conditions limites, nous imposons une vitesse initiale horizontale
d’impact Vjy,;, sur le coté gauche de I'éprouvette. Le matériau est un acier Maraging 18Nil1900
dont les parametres élastoplastiques avec un modele isotrope de von Mises sont donnés dans le
Tableau 3. On fait 'hypothese des déformations planes. Le pas de calcul est choisi automati-
quement en utilisant la formule de Menouillard et al. [155] (ALETe™ =A™ /2). Deux vitesses
d’impact (25m.s~! et 30m.s~!) sont choisies. La Figure 22, montre le champ de contrainte de von
Mises et la forme de la fissure lors de sa propagation pour la petite vitesse d’impact (~25m.s~ 1) :
on observe un changement de mode de rupture lorsque la fissure a traversé environ la moitié du
ligament. La Figure 23 montre divers états de propagation de fissure pour une vitesse d’impact
de 30m.s~'. On observe un mode de propagation par cisaillement pur.

Ces calculs a une échelle assez grossiere rendent bien compte des divers modes de rupture
possibles mais aussi des changements de mode en cours de propagation. Les résultats sont tres
similaires aux observations expérimentales. De plus, nous pouvons également estimer numéri-
quement la vitesse de transition. Sur les Figures 21(b) et 21(c) sont représentés les trajets de
fissures associés aux différentes vitesses d’impact. Une estimation numérique de la vitesse de

transition d’impact se situe entre 25m.s~! et 26m.s L.
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200 T T T 200 T T
—Vimp= 20ms—! —Vimp= 25ms 1t
80N - =~ Vipp= 21, 25ms ! 7 180 — -~V p = 26, 25ms ! J
== Vimp=30ms~}
160} B
1401 , i
.
.
1201 J B
100 B
801 - 801 -
601 - 60 e
40 B a0 B
201 - 201 -
0 L L L L 0 Il Il L L
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
(b) (c)

FIGURE 21 - ZRR - maillage et conditions limites (a), trajets de fissure suivant la vitesse d’impact

(b) et (c).

0. UUe+UU 24 UUe+U9 2.40e+09

FIGURE 22 — ZRR - évolution des contraintes de von Mises pour Vi, = 25m.s~ ! et t = 34pus,
t=37.5us, t =40us et t = 48.5us.

4.4.2 L’expérience de Kalthoff

Le maillage et les conditions aux limites sont donnés sur la Figure 24(a). Seule la moitié
supérieure de ’éprouvette est modélisée compte tenu de la symétrie du probleme. La taille de
maille est de 1mm. Le pas de calcul est choisi automatiquement en utilisant la formule de
Menouillard et al. [155] (AtS/“™ = At/°™/2). Nous imposons une vitesse initiale d’impact Vp
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0.00e+00 2.00e+09 240e+09
HH\I‘HHI IHHHH‘HHHIH‘HI\HH

FIGURE 23 — ZRR - évolution des contraintes de von Mises pour Vj,,,, = 30m.s~! et t = 23us,
t =32us, t =43us et t = 50us.
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FIGURE 24 — Expérience de Kalthoff : maillage et conditions limites (a), trajets de fissure suivant
la vitesse d’impact (b)

sur le coté gauche de I’éprouvette. Deux cas de calcul sont présentés : le premier avec une vitesse
d’impact lente de 16.5m.s~! et le second avec une vitesse d’impact de 32m.s~'. Le matériau est
un acier Maraging 18Nil1900 dont les parametres élastoplastiques avec un modele isotrope de
von Mises sont donnés dans le Tableau 3. On fait I’hypotheése des déformations planes.

La Figure 25 montre pour une vitesse d’impact égale & 16m.s~! I’évolution de la propagation de
la fissure dans la piéce : le trajet obtenu est typique d’une rupture fragile, d’une fissure sollicitée
en mode II (angle 70°). Le trajet est trés proche des résultats expérimentaux. La Figure 26
donne le trajet obtenu avec le méme maillage, les mémes parametres matériau mais avec une
vitesse d’impact de 32m.s~!. On a typiquement une propagation pilotée par le cisaillement pour
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2.40e+09 2.80e+09

FIGURE 25 — Kalthoff - Evolution des contraintes de von Mises pour Vi, = 16m.s et t = 10us,
t =28us, t = 38us t =45us t = 55us et t = 60us.

0.00e+00

-

‘UUe+‘U£‘i ‘Q‘U‘Ue-#Ug 2.40e+09 2.80e+09

FIGURE 26 — Kalthoff - Evolution des contraintes de von Mises pour Vi, = 32m.s Lett = 10us,
t =28us, t =38ust =45us t = 5d5us et t = 60us.

une fissure sollicitée en mode II. La encore les résultats expérimentaux sont tres bien prévus.
La Figure 24(b) montre la synthese de ces calculs.
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5 Propagation tridimensionnelle de fissure en dynamique

5.1 Passage d’un modele 2D a un modele 3D

Le passage d’un modele bi-dimensionnel a un modele tri-dimensionnel utilisant la méthode
X-FEM nécessite avant toute chose de définir précisément le moyen de représenter la fissure.
Contrairement au cas 2D ou la pointe de fissure est représentée par un point et la fissure par
une courbe que I'on peut discrétiser, le cas général de fissure courbe non plane 3D impose de
représenter le front de fissure par une courbe et la fissure par une surface courbe (& priori
non plane). L’utilisation d’un maillage spécifique pour représenter la fissure, comme cela a été
utilisé en 2D des les débuts de la méthode X-FEM (cf. Black et Belytschko [38], Moés et al.
[157]), est plus délicate et contraignante pour construire les enrichissements 3D, notamment les
fonctions singulieres. Les premiers travaux exploitant la méthode X-FEM en 3D sont ceux de
Sukumar et al. [220] qui n’adressaient que le cas de fissure plane, la représentation géométrique
utilisée pour décrire la fissure étant assez peu détaillée. L’extension & la propagation et aux
fissures non planes ont été rendu possible par I'utilisation d’une représentation implicite de la
surface de la fissure a l'aide des fonctions de niveau. On pourra citer notamment les travaux de
Gravouil et al. [112], Moés et al. [158], Stolarska et al. [216], Sukumar et al. [219]. La méthode
des fonctions de niveau permet de représenter de maniere implicite une surface I'. Il s’agit d’une
représentation implicite puisque I'on ne définit pas la surface en elle méme mais un champ dans
I’espace représentant la distance signée a cette interface I, cf. Equation (86). La surface peut étre
reconstruite en déterminant 1’iso-zéro du champ distance signée, cf. Equation (88). La Figure 27
illustre la représentation d’un cercle en 2D & I’aide d’une fonction de niveau.

o(x,t) = sign((x —xr).n).|r — xr|, (86)
Vol = 1, (87)
't = {z ¢(zt)=0} (88)

1
0.5 -
2
§ 0.5
2
> 0
0
0
-0.5 -0.54
1
0
1
-1 0
-1 -0.5 0 0.5 vy 11
X v X

(a) (b)

FIGURE 27 — Réprésentation d’un cercle en 2D centré en (0.25,0.25) sur le domaine {—1;1} x
{—1;1} par la méthode des fonctions de niveau.

La représentation d’une fissure nécessite d’utiliser deux fonctions de niveau : 'une pour
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représenter la surface de la fissure ¢; et l'autre ¢, pour représenter le front de fissure par
intersection des deux fonctions. Il est donc nécessaire que ces deux fonctions soient orthogonales
en tout point.

Si 'on veut modéliser la propagation de la fissure a I'aide des fonctions de niveau, il est
nécessaire de faire évoluer celles-ci. Il existe plusieurs méthodes numériques pour cela, la plus
couramment utilisée consiste a résoudre des équations au dérivées partielles telles que les équa-
tions d’Hamilton-Jacobi. Dans le cas de propagation de fissure, les différentes étapes permettant
de faire évoluer la fissure sont les suivantes :

Algorithme 2 : Algorithme d’avancée du front de fissure

1. La vitesse d’avancée du front de fissure et donc les vitesses des deux fonctions de niveau
sont calculées par la mécanique de la rupture, on a donc en entrée Vy, et Vy, aux
noeuds du maillage autour du front de fissure.

2. Extension des vitesses a ’ensemble du maillage.

V. (¢¢)mg, . VVE =0 fn (bn)ns, V'V, =0
or 1)T¢; - ¢ — or n)1¢n - on — U
puis
ov; ) 1%
8—? + 31gn(¢n)ﬁ¢n.VVgt =0, 8¢" + sign(¢¢)ng, - V'V, = 0.
3. Modification de la vitesse du plan de fissure,
onH (¢n) <1>t
v
bt At V¢n V.
4. Actualisation de la surface et du front de la fissure,
8¢t o ¢n
V=0, [ VulV, =
5. Ré-initialisation du plan de fissure,
0 .
214 sign(6) (1961~ 1) = 0.

6. Orthogonalisation du front de fissure,
Opn .
%0 4 sign(00)n, Vn = 0

7. Ré-initialisation du front de fissure,

Dt sign(on) (IV6all = 1) =0

La méthode vue dans son ensemble pose plusieurs difficultés. Les équations d’Hamilton Jacobi
sont difficiles & résoudre, les schémas numériques utilisés sont essentiellement basés sur des
différences finies ou des éléments finis stabilisés, le cout de calcul de ces méthodes et de leur
implémentation numérique n’est pas négligeable. Les deux fonctions de niveau ne peuvent étre
en chaque situation parfaitement orthogonales et initialisées a la distance signée simultanément :
il en résulte donc un cumul d’erreurs numériques a mesure que la fissure évolue. D’autre part
nos propres travaux ont pu montrer que lors de propagations longues et chahutées comme c’est
le cas en dynamique, la robustesse de la méthode ne peut pas étre garantie et il est difficile de
faire converger une simulation sur un grand intervalle de temps, cf. Pelée de Saint Maurice [163].

L’illustration de ces problemes de robustesse est présentée a l'aide de I’exemple 3D de la
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(a) Représentation de la fissure et des angles de (b) Fonctions de niveau avant I'étape d’orthogon-
propagation imposés le long du front, salition de ¢y,

(c¢) Fonctions de niveau apres ’étape d’orthogonsa- (d) Fonctions de niveau aprés 1'étape de ré-
lition et avant la ré-initialisation de ¢, initialisation de ¢y, .

F1GURE 28 — Déplacements de la fonction de niveau ¢, entre lorthogonalisation et la ré-
initialisation de ¢,.
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Figure 28. On s’intéresse au cas d’une fissure initialement plane dans une structure de forme
parallelépipédique qui se propage de facon non plane : sur une face, la fissure tourne de +50°
et sur la face opposée elle tourne de —50°, ’évolution intermédiaire de ’angle de propagation
étant linéaire.

La Figure 28 montre les iso-valeurs des fonctions de niveau au début de 1’étape d’orthogonali-
sation, a la fin de I'orthogonalisation et a la fin de la ré-initialisation. L’iso-zéro de ¢; est en rouge
et I'iso-zéro de ¢,, est en bleu. On réalise d’abord I’étape d’orthogonalisation jusqu’a satisfaire le
critere d’erreur (1072), puis on réalise I’étape de ré-initialisation. On peut remarquer que ¢,, se
déplace beaucoup lors de I'orthogonalisation (le déplacement est illustré par les fleches dans la
figure 28(b)) et une fois orthogonalisée, I’étape de ré-initialisation re-déplace ¢,, dans I’autre sens
(illustré par les fleches dans la figure 28(c)). Des déplacements aussi importants des fonctions de
niveau lors de I'orthogonalisation ne sont pas utiles car ils seront inversés lors de 1’étape suivante
de ré-initialisation. Ceci provient du fait que, pour une fissure non plane, les fonctions de niveau
ne peuvent vérifier simultanément la propriété d’orthogonalité (V¢,.Vé, = 0) et de distance
signée (||[Vén| = 1). Une des deux étapes doit étre privilégiée cependant la convergence de la
solution de 'une des équations éloigne la seconde de sa solution.

Des méthodes alternatives ont donc été proposées afin de s’affranchir de ces problemes. Elles
sont essentiellement de deux types : les méthodes implicites-explicites et les méthodes géomé-
triques. Les méthodes implicites-explicites consistent a utiliser a la fois un maillage surfacique
pour représenter la fissure et les fonctions de niveau, cf. Fries et Baydoun [105], Prabel et al.
[167]. Les méthodes géométriques consistent & décomposer la structure en zones et a définir
dans chacune une équation simple d’évolution des fonctions de niveau qui peut étre résolue
directement, cf. Duflot [86], Menouillard [154].

La méthode géométrique que nous avons choisit d’utiliser est l’extension en 3D de celle
proposée par Menouillard [154], les détails étant précisés dans Pelée de Saint Maurice [163], on
donnera juste ici le découpage en zone et les équations a satisfaire dans chacune.

Zone 2 gbt
. /0
2 VG \ _________ ¢(t)
Zonel . Zone3
EZone 4

FIGURE 29 — Définition des zones de mise a jour des fonction de niveau.
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Zones Zone 1 Zone 2 Zone 3 Zone 4
Définitions | —tan(0)¢? > ¢V | —tan(0)¢? < @0 | —tan(0)¢Y < ¢2 | —tan(0)d) > ¢
¢ <0 ¢ <0 ¢h >0 ¢p >0
o o Equation (91) Equation (92) Equation (93)
On Equation (94)

TABLE 5 — Définition des zones et des équations de mise a jour des fonctions de niveau.

V.
0 = arctan <Vj,i> , (89)

a=,/V3 +VZ, (90)

¢ = min([[ (@) ], [[(¢f cos(8) — ¢, sin(8))])-sign(¢}), (91)
¢ = Y cos(0) — ¢V sin(8), (92)

dr = V/(67)? + (¢9)?sign(47), (93)

On = (¢, cos(0) + ¢f sin(0)) — aAL. (94)

5.2 Exemple d’application : expérience de propagation dynamique 3D de
Grégoire et al.

On s’intéresse dans cet exemple a la simulation d’une des nombreuses expériences de propaga-
tion dynamique de fissure sous impact réalisée au cours de la these de Grégoire [ 13]. L’expérience
consiste, a l'aide d’un dispositif aux barres d’Hopkinson, a faire propager une onde dans une
éprouvette pré-fissurée en PMMA afin de faire propager, s’arréter puis redémarrer une unique
fissure. Le dispositif utilisant des barres dites de compression, I’éprouvette comporte un trou en
amont de la fissure afin de convertir ’onde incidente de compression en onde de traction pour
provoquer la propagation de la fissure. Un certain nombre de capteurs présents sur le dispositif
expérimental permettent d’obtenir le déplacement ou l'effort sur la zone de contact entre les
barres et I’éprouvette ainsi que la position de la pointe de fissure au cours du temps. On peut
observer une représentation schématique du dispositif expérimental a la Figure 30 et le détail
de la géométrie de ’éprouvette ainsi que les conditions aux limites utilisées pour la simulation
a la Figure 31. On s’intéresse ici a lessai réalisé en Février 2008 - EP052 qui comporte une
fissure inclinée dans ’épaisseur afin d’obtenir une propagation non plane en mode I+III. Les va-
leurs numériques des différents parametres de géométrie, comportement, etc. sont donnés dans
le Tableau 6. Le chargement imposé par la barre entrante est modélisé par le signal en vitesse,
convertit en déplacement imposé par intégration temporelle ; la barre sortante est modélisée par
une condition d’impédance.

On peut observer sur la Figure 32 des images de 1’éprouvette post-mortem qui permettent
d’apprécier le trajet de fissure expérimental. On constate que la fissure tourne pour se positionner
dans le plan de symétrie de I’éprouvette : elle rejoint donc le centre de 1’éprouvette et tend vers
une fissure plane. Le début de la propagation pour lequel le mode III est important nous permet
d’observer la segmentation du front de fissure caractéristique d’un mode I+1I1I, et compte tenu
des réflexions d’ondes, on observe une phase d’arrét/redémarrage de la fissure.

On peut observer sur les Figures 34 et 35 les champs de déplacement et de contrainte de
Von Mises sur la géométrie déformée a différents instants au court de la propagation. On ob-
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FIGURE 30 — Schéma du banc d’essai aux barres de Hopkinson, d’apres Grégoire [113].
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FI1GURE 31 — Géométrie de ’éprouvette et conditions aux limites utilisées pour la simulation.

serve bien que la fissure tourne pour se replacer dans le plan de symétrie, avec un champ de
contrainte caractéristique d’une propagation de fissure. On trace également a la Figure 33 I’évo-
lution temporelle de la longueure de fissure expérimentale et numérique. On peut constater que
le démarrage de la fissure est correctement prédit ainsi que la vitesse lors de la premiere phase
de propagation. L’arrét de la fissure se situe un peu plus tard dans la simulation mais la durée
obtenue est correct par rapport a ’expérience. Cette différence est vraisemblablement due au
fait, comme expliqué en détail dans Pelée de Saint Maurice [163], que le chargement utilisé n’est
pas celui de cette expérience mais d’une similaire. Bien que le dispositif expérimental permette
une certaine répétitivité du chargement, il est évident que le signal expérimental de I’essai simulé
est différent de celui que nous avons utilisé. Malgré cela, on constate que le trajet de fissure est
qualitativement cohérent avec le résultat de ’expérience et que la comparaison quantitative est
prometteuse.

76
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Parametre Notation Valeur

Hauteur de I’éprouvette H

Hauteur barre entrante he
Rayon du trou R 30mm
Hauteur barre sortante hg 40mm
Emplacement du trou L, 45mm

L

ao

ep

E

P

v

70mm
40mm

Longueur de I’éprouvette 140mm

Longueur de fissure 15mm

Epaisseur de I’éprouvette
Module de Young
Masse Volumique

15mm
2.4GPa
1180kg.m—3

Coefficient de Poisson 0.42
Vitesse des ondes de Rayleigh Cr 800m.s~ 1
Impédance 1D VpE 1.9 x 10%kg.m=2.s71
Taille du maillage XFEM 1.4mm
Maillage différences finies 100 x 50 x 18
Taille du maillage différences finies 1mm x Imm X Imm
Ténacité a 'initiation ajlc 7.0M Pa
Ténacité pour 'arrét et le redémarrage o7, 2.8M Pa
Longueur locale R omm
Parametre des moyennes en temps Trnoy 0.5
Parametre des moyennes en espace R0y 6mm

TABLE 6 — Valeurs numériques des parametres géométriques, matériau et du modele numérique
pour la simulation de I'expérience de Grégoire.
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FIGURE 32 — Trajet de fissure post-mortem obtenu par Grégoire [113] dans I'expérience Février
2008 - EP052.
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FIGURE 33 — Evolution temporelle expérimentale et numérique de la longueur de fissure pour
I’expérience Février 2008 - EP052 en 3D.
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Déplacement (en m)

4.00ﬁe-ﬁ 8.0009{')4 (1 1.22;?9-03

0.000e+00 1.300e-03

FIGURE 34 — Evolution des déplacements et de la fisssure a t = Ous, t = 200us, t = 225us,
t = 250us et t = 275us pour la simulation de I'expérience Février 2008 - EP052 de Grégoire
[113].
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Conftraintes de Von Mises (en Pa)
4.000e+06 8.000e‘+(‘)6| 1.200e+07

0.000e+00 1.300e+07

FiGURE 35 — Contraintes de Von Mises a t = Ous, t = 200us, t = 225us, t = 250us, t = 275us
pour la simulation de 1’expérience Février 2008 - EP052 de Grégoire [113].
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6. Conclusions

6 Conclusions

6.1 Bilan

Nous nous sommes intéressés dans cette partie a la modélisation de la propagation de fissure
non plane en dynamique explicite 2D et 3D dans des cas de propagation en traction et en
cisaillement sous chargement d’impact. Les aspects essentiels qui ont été abordés peuvent étre
regroupés de la facon suivante :

— techniques de diagonalisation de la matrice de masse pour des fonctions d’enrichissement

quelconques,

— regles empirico-numériques de calcul du pas de temps critique pour des éléments enrichis,

— schéma d’intégration en temps explicite par éléments permettant de retrouver un pas de

temps critique éléments-finis classique,

— criteres de propagation de fissure 3D non plane en traction et en cisaillement et algorithme

de transition,

— méthode géométrique de propagation des fonctions de niveau en 3D.

L’ensemble de ces points ont permis d’améliorer les outils de simulation ainsi que les modéles
de propagation. La these de David Haboussa a notamment permis de proposer les critéres en
traction et en cisaillement sous le méme formalisme ce qui permet de basculer de I'un a 'autre
tres facilement. Des essais expérimentaux ont également été développés et réalisés (travaux non
présentés ici) afin d’identifier les parametres du modele.

Les travaux relatifs au cas 3D ont permis de mettre en lumiére un certain nombre de points
délicats a traiter pour étre capable de réaliser des simulations réalistes de propagation de fissure
non planes. La these de Romains Pelée de Saint Maurice a pu résoudre certains d’entre eux et
aboutir a des premieres simulations tres encourageantes qui correspondent bien aux résultats
expérimentaux dans le cas de rupture en traction. Des essais expérimentaux sont en cours de
finalisation au CEA Saclay pour des cas en traction et en cisaillement dans des matériaux
métalliques afin de disposer d’autres moyens de valider nos outils et modeles en plus de ceux
réalisés dans la these de Grégoire [113].

6.2 Perspectives

Bien que nous ayons pu lever un certain nombre de verrous pour mettre au point 'outil
numérique robuste et performant souhaité, certains d’entre eux doivent encore étre traités. C’est
notamment le cas de 'intégration numérique des éléments tranchés en 3D qui possedent a I’heure
actuelle 512 points d’intégration afin d’intégrer suffisamment correctement la discontinuité dans
le calcul des forces internes. L’approche utilisant des sous cellules développée lors de ma, these
qui était raisonnable en 2D ne 'est clairement pas en 3D si ’on souhaite effectuer des calculs
sur de grandes structures avec des maillages assez fins. Une approche qui semble pouvoir ré-
soudre ce probleme consisterait en l'utilisation de fonctions d’enrichissement régularisées ou de
polynémes équivalents comme proposé par Ventura [228] et récemment amélioré par Benvenuti
et al. [34]. Une autre possibilité serait d’exploiter une implémentation de type noeuds fantémes
de la méthode X-FEM, cf. Song et al. [211], en utilisant un seul point d’intégration par élément
avec du controle d’hourglass.

D’autre part, malgré la finesse de maillage utilisé dans nos simulations, la propagation d’une
fissure initialement bien définie (droite par exemple) peut produire une description facetisée du
front de fissure courbe et ainsi perturber les champs mécaniques utilisés pour déterminer la
propagation a venir de la fissure. Les simulations réalisées a ce jour montrent une instabilité
du trajet de fissure prédit sur de grandes distances qui peut étre causée par cette description
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crénelée du front. Pour lever ce verrou, nous envisageons de proposer et de tester de nouveaux
types d’enrichissement permettant de localiser la pointe de fissure a I'intérieur d’un élément. Les
travaux initiés lors de mon post-doctorat et les différents approches proposées dans la littérature
(cf. par exemple Rabczuk et al. [169], Zi et Belytschko [236]) serviront de base pour cela.

La modélisation de structures navales, principal domaine d’application des travaux présentés
dans cette partie puisqu’étant financés par DGA et DCNS, est en grande partie dédiée aux
structures minces. La these de Yannick Jan récemment débutée a pour but d’étendre les outils
et méthodes développés ici au cas des structures coques fissurées. Deux éléments finis de coque
enrichis X-DKT et X-Q4+24 sont actuellement en développement dans EUROPLEXUS. Un tel
outil pourra permettre & terme de simuler la propagation de défaut dans des structures modeles
de batiment de surface ou sous marins.

Néanmoins, la compréhension fine et donc le choix des modeéles de propagation pertinents
dans le cas de structures métalliques relativement minces peut nécessiter de représenter le com-
portement de la fissure dans I’épaisseur. Des essais d’explosion sur plaques et cylindres entaillés
réalisés conjointement par DCNS et DGA ont récemment montré des faciés de rupture caracté-
ristique d’une propagation en mode I+I1II en cisaillement dans I’épaisseur. Il est donc important
pour comprendre ces phénomenes de continuer a améliorer 'outil de simulation 3D. Au dela de
I’amélioration des points numériques évoqués plus haut, il semble pertinent d’étudier d’autres
approches pour les critéres de propagation. Celle proposée dans les travaux de Crété et al. [72],
bien que mettant en oeuvre des modeles de comportement plus complexes, semble permettre une
description plus fine des mécanismes physiques dans le cas d’une propagation en cisaillement.
Il s’agira donc d’étendre son implémentation numérique au cas 3D et de comparer celle-ci au
modele développé dans la these de David Haboussa. Un modele simplifié pour structures coque
pourra également étre mis au point a partir d’'une analyse des résultats 3D avec I'un de ces
criteres. Ces points seront abordés dans une these financée & 100% par la DGA démarrant a la
rentrée 2015 et pour laquelle un financement a déja été obtenu.
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Analyse isogéométrique IGA pour
les simulations robustes non
verrouillantes

1 Introduction

De nombreuses techniques existent aujourd’hui pour traiter le cas du verrouillage incom-
pressible ou en cisaillement ; une discussion détaillée des premieres technologies développées est
présentée dans Hughes [123, Chapitre 4]. Les formulations de Galerkin mixtes sont les plus com-
munes car elles permettent de réduire le nombre de contraintes de verrouillage. Cependant le
choix de 'ordre d’approximation des variables primales et duales (déplacement et pression par
exemple) doit étre réfléchit. En effet, afin d’étre mathématiquement bien construite, et donc de
résoudre correctement le probleme considéré, la méthode doit vérifier la condition LBB. La stabi-
lité et la convergence optimale peuvent alors étre démontrées (cf. Brezzi et Fortin [17, 18], Szabd
et Babuska [221]) ce qui garanti une méthode efficace. Une autre approche consiste a utiliser des
techniques de stabilisation afin d’utiliser une plus grande variété d’ordres d’approximation, la
plus évidente étant le méme ordre pour toutes les variables. Ces techniques de stabilisation ont
été développées depuis une trentaine d’années principalement en mécanique des fluides, les plus
courante étant Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG, voir par exemple Brooks et Hughes
[19], Hughes et al. [127]) et Galerkin Least Squares (GLS, voir par exemple Hughes et al. [128]).
On notera plus récemment l'intérét de la communauté mécanique des solides pour ces méthodes
avec plus ou moins de succes (cf. par exemple Klass et al. [110], Maniatty et al. [152], Ramesh
et Maniatty [171]). Une autre forme de stabilisation utilisée avec I'intégration réduite a été in-
troduite principalement par les travaux de Belytschko sur la stabilisation dite de “hourglass” (cf.
par exemple, Belytschko et al. [25], Flanagan et Belytschko [100], Reese et al. [177, D-

Une méthode alternative qui remonte également a de nombreuses années et celle des modes
incompatibles proposée par Wilson et al. [233] qui a été généralisée en tant que méthode En-
hanced Assumed Strain par Simo et Armero [204], Simo et Rifai [208]. On pourra rapprocher
celle-ci des méthodes Assumed Natural Strain plus en vogue dans le cas des structures minces
et utilisée entre autres par Bathe et Dvorkin [15], Bucalem et Bathe [50].

A notre sens, si 'on se place du point de vue de 'ingénieur, une formulation en déplacement
pure est a privilégier. Ceci élimine de facto les méthodes mixtes sauf dans le cas ot une conden-
sation statique des variables secondaires permet d’éliminer celles-ci numériquement et donc de
les masquer a l'utilisateur. L’approche la plus simple consiste alors a utiliser une formulation
en déplacement pure standard et a augmenter le degré polynomial jusqu’a faire disparaitre le
verrouillage, il s’agit de la méthode p-FEM (cf. Szabé et Babuska [221], Szabé et al. [222]). Le
verrouillage est effectivement atténué a mesure que p augmente jusqu’a disparaitre totalement.
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La difficulté est de connaitre la valeur de p adéquate qui peut dépendre du type de probleme a ré-
soudre. On trouve néanmoins dans la littérature un chiffre de I'ordre de 6 en petites déformations
(verrouillage en cisaillement ou volumétrique : cf. Ashwell et Callengher [12], Meck [153], Rank
et al. [172]) mais bien plus élevé dans le cas hyperélastique, de 'ordre de 12 (cf. Diister et al.
[87], Heisserer et al. [118]). Il est néanmoins observable que la précision de la solution pour un
degré polynomial donné n’est pas optimal. De plus de nombreuses expérimentations numériques
ont montré que les éléments de haut ordre sont souvent plus fragiles que ceux de bas degré, ce
manque de robustesse étant flagrant dans les cas de dynamique rapide non-linéaire.

Ainsi, Papproche la plus simple (et de fait la plus utilisée dans les codes commerciaux)
remonte aux années 1970 avec 'introduction des techniques d’intégration réduite et sélective
aussi appelées méthode B et proposées par Hughes [123]. L’intérét principal de ces méthodes,
et qui fait leur robustesse, est I’existence de théoremes d’équivalence avec les méthodes mixtes
(cf. Hughes [122], Hughes et Malkus [130], Malkus et Hughes [151]). De bonnes propriétés ma-
thématiques peuvent donc étre assurées tout en disposant d’une méthode simple, robuste et
facile a programmer. Néanmoins les désavantages de ces méthodes sont d’une part l’absence
de théoreme d’équivalence aux cas axisymmeétriques, et d’autre part la difficulté de généralisa-
tion simple aux grandes transformations; la réinterprétation de ces techniques sous la forme de
techniques de projection de la déformation (voir par exemple Hughes [123, ]) permet heu-
reusement une généralisation bien plus aisée. On pourra ainsi mettre sous le méme formalisme
I’approche intégration sélective B, la formulation de la dilatation moyenne de Nagtegaal et al.
[160], ou l'approche Discrete Shear/Strain Gap de Bischoff et Bletzinger [37], Bletzinger et al.
[10], Koscnick et al. [141].

L’approche que nous proposons ici consiste en une généralisation de la méthode B, d’une part
a des fonctions de degré polynomial quelconque et d’autre part au cas du verrouillage incom-
pressible en grandes transformations et dans les structures minces. Elle se base également sur
I'utilisation de I'analyse isogéométrique IGA. L’IGA a été introduite il y a une dizaine d’année
par Hughes et al. [125]. Il s’agit d’'une méthode de type éléments finis qui s’appuie fortement
sur les concepts issus de la Conception Assistée par Ordinateur. L’idée principale de 'IGA est
I'utilisation des outils CAO pour la représentation de la géométrie et I’espace d’approximation
des champs solution du probleme considéré. La géométrie peut alors étre représentée de maniere
exacte quelque soit le niveau de finesse du maillage et le lien avec les outils de CAO actuels est
supposé étre grandement simplifié. De plus les propriétés de continuité supérieure des fonctions
splines utilisées en IGA permettent de traiter de fagon plus simple (et donc plus robuste) de
nombreux probléemes qu’ils mettent en oeuvre des équations aux dérivées partielles d’ordre supé-
rieur ou non. On pourra citer de maniére non exhaustive (une recherche d’articles comprenant le
mot clé isogeometric dans Web Of Science renvoie plus de 400 références a ce jour) 'utilisation

de la méthode pour les problemes de vibration [71, 132], écoulements turbulents [0, 18], inter-
action fluide-structure [19, 20], structures minces [31, 32, 13, |, modeles de second gradient
[150, 229], modeles de champ de phase [11, 79], électromagnétisme [52], optimisation de forme
[39, 231], etc.

La problématique de la gestion du verrouillage en IGA concentre I’essentiel des travaux qui
seront présentés dans cette partie. Néanmoins, on s’intéresse également en ouverture a deux
aspects : I'intégration de la méthode dans les codes commerciaux et la problématique du raffine-
ment local en IGA. Pour le premier de ces points, la littérature (et la communauté) ne présente
que peu de référence sur le sujet. Le livre de Cottrell et al. [69] présente plusieurs éléments clés
permettant d’introduire 'ITGA dans un code existant. Les travaux concernant I'extraction de
Bézier de Borden et al. [12], Scott et al. [197] permettent de simplifier le probléme en déportant
la difficulté de calcul des fonctions NURBS dans le pré-traitement (et donc sans pour autant
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I’éliminer). Néanmoins, & ce jour, seuls des codes orientés recherche proposent la technologie (cf.
par exemple de Falco et al. [76], Rypl et Patzak [189]) ou de manieére encore assez limitée comme
pour LS-DYNA (cf. Benson [30]).

Concernant le raffinement local, la difficulté essentielle vient de la structure de produit ten-
soriel utilisé pour construire des B-Splines et NURBS 2D et 3D. Différentes alternatives ont été
proposées a ce jour, on pourra citer parmi elle les T-splines [17, 84, , 199], les LR~splines [130)]
et les B-splines hiérarchiques [103, , |. Nous proposons une approche alternative basée sur
les techniques multigrilles développées au laboratoire depuis de nombreuses années.

2 Les bases de I’analyse isogéométrique

Cette partie présente de fagon succincte 'analyse isogéométrique basée sur les fonctions de

type NURBS. Une description plus détaillée peut étre trouvée dans Cottrell et al. [69], Hughes
et al. [125]. Les fonctions NURBS sont un standard en CAO pour décrire et modéliser courbes et
surfaces comme présenté en détail par Cohen et al. [64], Farin [98], Piegl et Tiller [164], Rogers

[186].

2.1 B-Splines

Les fonctions NURBS sont basées sur les fonctions B-Splines. Les B-Splines sont des courbes
polynomiales par morceaux composées de combinaisons linéaires de fonctions B-Spline. L’espace
paramétrique des B-Splines est localisé sur des “patchs” contrairement aux éléments finis pour
lesquels 1’élément & sa propre paramétrisation. Les patchs peuvent étre vus comme des sous-
domaines.

2.1.1 Vecteurs de noeuds

Un vecteur de noeuds ou knot vector en dimension unitaire est un ensemble de coordon-
nées dans ’espace paramétrique écrit :

E:{gla"'7€n+p+l}v (1)

olt & € R est le i° noeud, i est 'index du noeud, i = 1,2,....,n+ p + 1, p est le degré
polynomial de la B-Spline et n est le nombre de fonctions de la base lui correspondant. Les noeuds
partitionnent ’espace paramétrique en éléments, et I'intervalle [£1, {,4p+1] forme un patch. Un
vecteur de noeuds est dit uniforme si ses noeuds sont uniformément espacés et non-uniforme
autrement. Les valeurs des noeuds peuvent étre répétées, c’est a dire que plus d’un noeud peut
prendre une valeur donnée. Les multiplicitées des noeuds ont des implications importantes sur la
continuité des fonctions B-Spline associées. Un vecteur de noeuds est dit ouwvert si son premier
et dernier noeuds sont répétés p + 1 fois. Dans la suite, nous employons systématiquement des
vecteurs de noeuds ouverts. Les fonctions formées & partir d’'un vecteur de noeuds uniforme et
ouvert sont interpolantes aux extrémités de l'interval paramétrique [&1,&n4p+1], mais ne sont
pas, en général, interpolantes aux noeuds intérieurs. Des vecteurs noeuds ouverts permettent
d’assembler les patchs de facon équivalente a ’assemblages des éléments en éléments finis.
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2.1.2 Base de fonctions

Les fonctions B-Splines sont définies récursivement en commencant par les constantes par
morceaux (p = 0) ; soit un vecteur de noeud Z,

(2)

0 sinon.

Ni,o@):{l Sl & S &< G,

Pour p > 1, elles sont définies par :

g_&&Ni,pl(ﬁ) + MN@'H@A(@- ®)

Nip(&) = Sitpt1 — Sit1

£i+p -
Un exemple pour un vecteur de noeuds uniforme est présenté sur la Figure 1. On peut noter que
pour p =0 et p =1, la base de fonctions est identique aux constantes et linéaires par morceaux
utilisées classiquement en éléments finis.

N
10 N Nia
Y1 2 3 4 3 Y 1 5 3 4 3 1 2 3 4 3
1 I 1
Nyo N, Nyo
1 2 3 4 Y1 2 3 4 1 2 3 4 3
1 1 1
N,
30 N3 1 N
1 2 3 4 3 1 2 3 4 3 1 2 3 4 3

FIGURE 1 — Base de fonctions d’ordre 0, 1,2 pour un vecteur de noeuds ouvert uniforme = =
{0,1,2,3,4,...}.

Un exemple de base de fonctions quadratiques pour un vecteur de noeuds non-uniforme est
présenté sur la Figure 2. On peut noter que les fonctions sont interpolantes aux extrémités de
I'intervalle et également pour £ = 4, qui est la position du noeud répété, ou les fonctions sont
uniquement de classe C°. Les fonctions d’ordre p ont p — m; dérivées continues au noeud &;, ot
m; est la multiplicité de la valeur &; dans le vecteur de noeuds. Quand la multiplicité d’un noeud
est exactement p, les fonctions sont interpolantes a ce noeud. Quand la multiplicité d’un noeud
est de p + 1, la base est discontinue et le patch est séparé en deux.

FIGURE 2 — Base de fonctions quadratiques pour un vecteur de noeuds ouvert non-uniforme
£€=140,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}.

Une propriété importante des bases de fonctions B-Spline formées a partir d’un vecteur de
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noeuds ouvert est qu’elles constituent une partition de I'unité, c’est a dire, V & € [£1, Enqpr1] -

ZNi,p(f) =1 (4)
i=1

Cette propriété est également partagée par les éléments finis et les méthodes sans maillage. Une
autre propriété intéressante est que le support de chaque fonction N;, est compact et compris
dans I'intervalle [&;, §1p+1]. Enfin, on peut noter que chaque fonction de la base est non-négative
sur la totalité du domaine de définition : N; , > 0V £. Ceci implique que toutes les entrées de la
matrice de masse seront positives, ce qui a des implications pour développer des techniques de
diagonalisation ou “lumping” (cf. Cottrell et al. [71] pour un étude préliminaire sur le sujet).

2.1.3 Courbes B-Spline

Les courbes B-Spline dans R? sont construites & partir de combinaisons linéaires de fonctions
B-Spline. Les coefficients a valeurs vectorielles de la base de fonctions sont appelés points de
contréle. 1ls sont I’analogue des coordonnées nodales en éléments finis. Cependant, la nature
non-interpolante des fonctions de la base ne permet pas d’obtenir la méme interprétation géome-
trique des points de controéle. L’interpolation linéaire par morceaux des points de controle forme
le filet de contréle. Soit n fonctions, N;,, i = 1,2,...,n, et n points de controle correspondants
B; € R? i=1,2,...,n, une courbe B-Spline polynomiale par morceaux est définie par :

C(&) =) Nip(&)B:. (5)
=1

Un exemple est proposé a la Figure 3 pour la base quadratique présentée précédemment a la
Figure 2. On peut noter que la courbe est interpolante aux premiers et derniers points de controle,
une propriété classique des courbes construites a partir de vecteurs de noeuds ouverts. La courbe
est également interpolante au sixieéme point de controle. Ceci est du au fait que la multiplicité
du noeud & = 4 est égale au degré polynomial, c’est a dire ms = p = 2. On peut également noter
que la courbe est tangente au polygone de controle aux premier, sixieme et dernier points de
controle. Cette courbe est CP~1 = C! partout sauf au noeud répété & = 4 ot elle est CP~™5 = CV.

(a) Courbe et points de controle (b) Courbe et maillage représenté par la position des
noeuds

FIGURE 3 — Courbe B-Spline quadratique par morceaux dans R?. a) La position des points de
controle est donnée par @. b) Noeuds, définissant le maillage en découpant la courbe en éléments,
représentés par H.
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Les propriétés des courbes B-Spline découlent des propriétés de leur base de fonction. Par
exemple, elles ont des dérivées dont le degré de continuité est p — 2 en ’absence de noeuds ou
points de contréle répétés. Répéter un point de contréle ou un noeud k fois diminue le nombre
de dérivées continues de k. Une transformation affine d’'une courbe B-Spline est obtenue en
appliquant la transformation aux points de controle. Ceci s’avere étre une propriété garantissant
le passage des “patchs-tests”, comme évoqué dans Hughes et al. [125]. Cette propriété est appelé
covariance affine.

2.1.4 Raffinement h et p : insertion de noeuds et élévation d’ordre.

L’analogue du raffinement h est I’insertion de noeuds. Des noeuds peuvent étre insérés
sans changer la courbe paramétriquement ni géométriquement. Soit un vecteur de noeuds = =
{€1, ..., &nipi1}, et soit € € [k, Ex11] un nouveau noeud. La nouvelle base de n + 1 fonctions est
formée récursivement en utilisant les Equations (2) et (3), avec le nouveau vecteur de noeuds
E={&, &, & &1, Entpi1 ). Les nouveaux n + 1 points de contréle {By, ..., By4+1} sont
formés & partir des points de controle originaux {Bj, ..., B, } par

B;=a;B; + (1 — ;) B;_1, (6)
ou
1 si 1<i<k—p,
ai={ gl sl k—p+l<i<k, (7)
0 si k+1<:<n+p+2.

Les noeuds déja présents dans le vecteur de noeuds peuvent étre répétés. Cependant, ceci
réduit d’autant la continuité de la base de fonctions aux noeuds en question. La continuité de
la courbe est préservée en choisissant les points de controle en utilisant les Equations (6) et (7).

Le mécanisme pour implémenter le raffinement p est 1’élévation d’ordre. Le degré polynomial
des fonctions peut étre augmenté sans changer la courbe paramétriquement ni géométriquement.
On peut noter que chaque valeur dans = doit étre répétée afin de préserver la discontinuité des
dérivées de la courbe dont on éleve 'ordre. Le nombre de nouveaux points de contréle dépend
de la multiplicité des noeuds existants. Comme pour I'insertion de noeuds, I’espace des solutions
définit par la base élevée contient l'espace définit par la base originale. Ainsi, il est possible
d’élever I'ordre sans changer la géométrie ni la paramétrisation d’une courbe B-Spline (cf. Piegl
et Tiller [164], Rogers [186] pour plus de détails).

Un exemple de raffinement h et p est présenté a la Figure 4. La courbe originale est composée
de fonctions B-Spline quadratiques avec pour vecteur de noeuds = = {0,0,0,1,1,1}. La courbe
originale, le vecteur de noeuds et les fonctions de la base sont présentés sur la gauche. Un nouveau
noeud est inséré en £ = 0.5. Les nouveaux vecteurs de noeuds, courbe et fonctions de la base
sont présentés au centre de la figure. On peut observer que la courbe est inchangée mais que les
fonctions et points de controle sont différents ; il y a un de plus de chaque. Ensuite, ’ordre de la
courbe est élevé une fois ; la nouvelle courbe, les nouveaux points de controéle et fonctions peuvent
étre observés sur la droite de la figure. Cette fois la multiplicité des noeuds est augmentée de
un. La position et le nombre de points de contrdle change, mais la courbe reste identique. Il y
a maintenant quatre fonctions cubiques. Bien qu’il y ait le méme nombre de fonctions, on peut
observer que les positions des nouveaux points de controle obtenus a partir de raffinement h et
p sont différentes.
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raffinement A raffinement p
1 L1 insertion de noeuds 1 ¢élévation d’ordre
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
courbe
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0
o 1 0 0.5 1 0 T
vecteur - - - -
de noeuds ==4{0,0,0,1,1,1} ==4{0,0,0,0.5,1,1,1} ==140,0,0,0,1,1,1,1}
1 1 1
0.8 0.8 0.8
. 0.6 0.6 0.6
fonctions
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 \
0 0 0!l
0 1 0 0.5 1 0 1

F1GURE 4 — Courbe, points de controle, vecteur de noeuds et fonctions de la base apres une
insertion de noeud et une élévation d’ordre pour une courbe quadratique. Les points de controle
sont représentés par @.

2.1.5 Raffinement k : ordre et continuité supérieurs

Le paragraphe précédent a présenté les analogues des raffinements h et p : l'insertion de
noeuds et 1’élévation d’ordre. Pour étre totalement identique au raffinement h, l'insertion de
noeuds doit étre effectuée de telle sorte que chaque noeud ait une multiplicité égale au degré
polynomial de la base, afin d’assurer une continuité C° & chaque noeud. De la méme facon, si on
part d’un maillage ot toutes les fonctions sont déja C°, 1’élévation d’ordre coincide exactement
avec la notion classique de raffinement h utilisée en éléments finis. Cependant, I'insertion de
noeud et I’élévation d’ordre nous permettent d’envisager d’autres possibilités (cf. Cottrell et al.
[70])-

Une stratégie alternative d’ordre plus élevé est possible; elles tire parti du fait qu’insertion
de noeuds et élévation d’ordre ne commutent pas. Si un unique noeud & est inséré entre deux
noeuds distincts dans un courbe de degré polynomial p, le nombre de dérivées continues des
fonctions de la base & & est p — 1. Si, par la suite, on éleve 'ordre jusqu’a g, la multiplicité de
chaque noeud est augmentée pour maintenir une continuité CP~! des fonctions au noeud &. Si
A la place on éleve l'ordre jusqu’a ¢ et qu’ensuite on insére un unique noeud &, la base possede
q — 1 dérivées continues au point &. Cette stratégie est appelée raffinement k; elle n’a pas
d’analogue en éléments finis classiques.

Le concept de raffinement k est important en ce sens que ’analyse isogéométrique est fon-
damentalement une approche d’ordre supérieur. Dans la stratégie traditionnelle de raffinement
p, on observe une structure inhomogene des matrices et vecteurs due aux différentes fonctions
associées aux surfaces, arrétes, sommets et noeuds intérieurs. De plus, le maintient de la conti-
nuité CY lors du processus de raffinement implique la prolifération du nombre de noeuds. Dans
le raffinement k, la structure de chaque patch est homogene et I'augmentation du nombre de
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Sept fonctions quadratiques ¢V

insertion 08 élévation s
Deux fonctions de noeuds o d’ordre 06
linéaires Y £=1/3,2/3 o p=1—p=2
1 PR——- 0.2 > 0.2
08 i /3 23 1 % 13 2/3 1
==1{0,0,1/3,2/3,1,1} ==10,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1}
0.6 p=1 p=2
0.4
0.2 1 1
ok . ¢lévation insertion s
==1{0,0,1,1 3
{,, oLl d’ordre 0 de noeuds
p=1—=p=2 04 2:1/372/3 o4
02 02
g 1 % 173 23 1
=={0,0,0,1,1,1} ==1{0,0,0,1/3,2/3,1,1,1}
p=2 p=2

Cinq fonctions quadratiques C!

FIGURE 5 — Non commutativité des raffinements h et p. On part d’un élément linéaire. Raffi-
nement p classique : I'insertion de noeud suivie par 1’élévation d’ordre produit sept fonctions
quadratiques de classe C°. Nouvelle stratégie d’ordre supérieur de raffinement k : 1’élévation
d’ordre suivie d’insertion de noeud produit cing fonctions quadratiques de classe C'.

variables de controle est limitée (cf. Cottrell et al. [70]).

Un exemple du processus de raffinement k& et sa comparaison avec le raffinement p classique
est présenté a la Figure 5. Cet exemple montre que le raffinement £ produit moins de fonctions
ayant une classe plus élevée, il en résulte un nombre moindre de variables de controle et donc
de degrés de liberté. Si on commence avec p 4+ 1 fonctions, 'insertion de n — (p + 1) noeuds
(i.e., pour obtenir n degrés de liberté), suivit par r élévations d’ordre, on obtient (r + 1)n — rp
fonctions de classe CP~!. En utilisant le raffinement k, c’est & dire en effectuant r élévations
d’ordre suivies par I'insertion de n — (p + 1) noeuds, on obtient n + r fonctions de classe C" TP~
Ceci est présenté plus en détail dans Cottrell et al. [70, 71], Hughes et al. [125]. Si on garde a
I’esprit que ces chiffres sont élevés a la puissance d en dimension d, il est clair que la stratégie
de raffinement k£ produit moins de degrés de liberté que le raffinement p pour un maillage et un
ordre d’approximation identiques.

Dans le procédé de raffinement k sur un maillage fixe, les noeuds sont ajoutés aux positions
extrémes, ceci augmentant leur multiplicité, mais aucun noeud n’est ajouté a l'intérieur de
I'intervalle. Il est intéressant de noter que dans le cas périodique, pour lequel il n’y a aucune
extrémité, puisque 'on n’utilise pas de vecteur de noeuds ouvert (cf. Bazilevs et al. [18]), le
raffinement k& n’engendre aucunes fonctions supplémentaires.

2.1.6 Surfaces et solides B-Spline

Si on considere un filet de contréole {B; ;},i=1,...,n,j =1,...,m et les vecteurs de noeuds
=={&, ., &nrpt1}s et H ={m, ..., fm+p+1}, une surface B-Spline de type produit tensoriel est
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définie par :

S&n) = Z > Nip(€)M;q(n)Bij, (8)

ou N;;, et M, sont des fonctions B-Splines. Afin de réaliser I'intégration numérique des matrices
et vecteurs construits a partir de B-Splines, des “éléments” sont construits a partir des intervalles
entre deux noeuds, c’est a dire [§;, &1] X [j, Nj+1], comme présenté dans le cas uni-dimensionnel
sur la Figure 3. Comme présenté dans Hughes et al. [125], les intégrales sont transportées dans
I’élément parent par une formule de changement de variable classique, et des regles d’intégration
de Gauss usuelles sont utilisées comme en éléments finis (cf. par exemple Hughes [124, Chapitre
3]). Des travaux récents de Auricchio et al. [13], Hughes et al. [133] proposent des regles d’in-
tégration exactes ou quasi exactes mais leur utilisation dans le cadre d’un code éléments finis
traditionnel est délicate.

De facon analogue, on peut construire des solides B-Spline de type produit tensoriel, étant
donné un filet de controle {B;;r},i=1,...,n,7 =1,...,m,k =1,...,1 et des vecteurs de noeuds

E={&, s naprrts H=A{m, s hmips1} and Z2 ={C, ..., Gapr1}

n m

l
SEN O =D Nip(&)M;g(n) Ly s ($)Bijns 9)

i=1 j=1 k=1

2.2 B-Splines rationnelles

Comme présenté précédemment, les fonctions NURBS sont contruites a partir de B-Splines.
Plus spécifiquement, les entités NURBS dans R? peuvent étre construites & partir de transfor-
mations projectives d’entités B-Splines dans RT!. En particulier, les sections coniques, telles
que les cercles et ellipses, peuvent étre construites de fagcon exacte a partir de transformations
projectives de courbes rationnelles quadratiques par morceaux.

Pour obtenir une courbe NURBS dans R?, on part de B{,i=1,...,n, un ensemble de points
de controles (“points projectifs”) pour une courbe B-Spline dans Rdﬂ avec le vecteur de noeuds
=. Les points de controle pour la courbe NURBS sont définis par :

(Bi); = %, j=1,...,d, (10)

W;

ou (B;); est la j9™¢ composante du vecteur B; et w; = (BY¥)ay1 est appelé i¢™¢ poids. Les
fonctions rationnelles et la courbe NURBS sont définis par :

Nz,p(g)wz
> imy Nip(§wi’

n

&) => RY(¢)B.. (12)
=1

RY(§) =

Les surfaces et volumes rationnels sont définis de facon analogue en terme de fonctions
rationnelles ; cf. Hughes et al. [125], Piegl et Tiller [164], Rogers [186] pour plus de détails :
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P, _ Nip(§) M q(n)wi;
Ri,j (5’ 77) - Z?:l Z;n:1 Ni,p(g)Mj,q(n)wiJ” (13)
szﬁ:’:(,g, n,¢) = Niyp(g)ijlI(n)Lk,r(C)wi,j,k (14)

O Sy Nip(€)M; () Lo (Qwi g

Dans la liste suivante, on présente les propriétés principales des fonctions NURBS

— Les fonctions NURBS construites a partir d’'un vecteur de noeuds ouvert forment une
partition de 'unité.

— La classe et le support des fonctions NURBS sont identiques a celles des fonction s B-
Splines.

— Les fonctions NURBS possedent la propriété de covariance affine.

— Si tous les poids sont égaux, les fonctions NURBS deviennent des fonctions B-Splines.

— Les surfaces et solides B-Splines sont des transformations projectives d’entités polyno-
miales par morceaux de type produit tensoriel.

2.3 Les fonctions NURBS comme base pour ’analyse isogéométrique

Analyse par Eléments Finis Analyse Isogéométrique
Noeuds Points de controle
Variables nodales Variables de controle
Maillage Noeuds
La base interpole tous les La base n’interpole pas tous
points et variables nodales les points et variables de
controle
Géométrie approximée Géométrie “exacte”
Fonctions polynomiales Fonctions NURBS
Phénomene de Gibbs “Variation diminishing”
Sous-domaines Patchs
Support compact
Partition de I'unité
Concept isoparamétrique
Covariance affine
Satisfait les patch tests

TABLE 1 — Comparaison des propriétés de I’analyse par éléments finis et de ’analyse isogéomé-
trique.

L’analyse isogéométrique basée sur les fonctions NURBS possede les propriétés suivantes :

— Le maillage d’un patch NURBS est définit comme le produit des vecteurs de noeuds. Par
exemple, en dimension trois, un maillage est donné par = x H x Z.

— Les intervalles entre noeuds divisent le domaine en “éléments”.

— Le support de chaque fonction est constitué d’un petit nombre d’éléments.

— Les points de controle associés a la base de fonctions définissent la géométrie.
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(a) (b) (c)

FIGURE 6 — Exemple de modélisation géométrique volumique 3D pour un tube coudé : (a)
géométrie et maillage de controle, (b) maillage de NURBS quadratique minimal pour une re-
présentation exacte de la géométrie, (c) maillage raffiné pour le calcul et représentation des
directions paramétriques.

— Le concept isoparamétrique est invoqué. Les coefficients associés aux fonctions de la base
sont les degrés de liberté ou variables de contréle.

— Trois stratégies de raffinement sont possibles : les équivalents aux raffinements h et p,
ainsi qu’un nouveau raffinement d’ordre supérieur, le raffinement k.

— Les matrices et vecteurs associés aux éléments construits a partir de NURBS isopara-
métriques sont assemblés dans les matrices et vecteurs globaux de la méme facon qu’en
éléments finis (cf. Hughes [124, Chapitre 2]).

— Les conditions aux limites de type Dirichlet sont appliquées aux variables de controle.
Les conditions homogenes sont satisfaites point par point. Dans le cas de conditions in-
homogenes, les conditions aux limites doivent étre approximées par des fonctions incluse
dans ’espace des fonctions NURBS ; la condition est alors satisfaite de fagon “forte” mais
approximative. On peut également envisager d’imposer ces conditions de facon “faible”
(cf. par exemple Bazilevs et al. [21]). Les conditions de Neumann sont satisfaites naturel-
lement et de fagon tres similaire aux éléments finis standards (cf. Hughes [124, Chapitres
1 et 2]).

Le Tableau 1 résume les similitudes et différences entre I’analyse isogéométrique et les élé-

ments finis. Un exemple de modele géométrique 3D volumique avec représentation du maillage
NURBS, de contréle et raffiné pour le calcul est présenté a la Figure 6.
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3 Meéthode de projection de la déformation pour lever les ver-
rouillages numériques

3.1 Généralités et idées directrices

De nombreuses méthodes permettant de lever le verrouillage existent dans la littérature ; un
certain nombre d’entre elles ont été évoquées dans 'introduction a cette partie. La méthode que
nous proposons ici s’appuie sur les éléments suivants :

— formulation uniquement en déplacement,

— indépendance de la méthode vis & vis du degré polynomial des fonctions de forme,

— équivalence avec une formulation mixte.

Ces trois éléments clés nous permettent d’obtenir une méthode facile a utiliser par I'ingénieur,
générale et donc utilisable de fagon transparente avec des éléments de degré variable (NURBS,
Lagrange, ...) et mathématiquement fondée.

D’autre part, la stratégie proposée peut étre décomposée de fagon relativement simple en
cing étapes et est généralisable a priori a n’importe quel type de verrouillage comme nous le
verrons par la suite. La décomposition est la suivante :

1. identification de la mesure de déformation responsable du verrouillage,

2. décomposition du tenseur de déformation en une partie verrouillante et une partie non-
verrouillante,

3. projection L? de la déformation verrouillante sur 'espace polynomial @p — 1 pour un
champ de déplacement approximé sur ’espace polynomial Qp,

4. introduction du tenseur de déformation modifié, composé de la contribution non ver-
rouillante et de la contribution verrouillante projetée, dans 1’énergie potentielle que ’'on
qualifiera de modifiée,

5. dérivation des équations variationnelles afin d’obtenir la forme faible modifiée.

L’équivalence avec les méthodes mixtes peut étre démontré comme dans le cas de 'intégration
sélective. Ceci nous permet de construire des formulations qui devraient satisfaire la condition
LBB ou tout du moins en étre suffisamment proches pour garantir de bons résultats et étre
robustes. Nous verrons également dans le cas des éléments solide-coque que le passage par une
méthode mixte peut permettre d’aboutir & la formulation B mathématiquement satisfaisante
pour le probleme considéré, méme si cette étape n’est pas indispensable dans le cas général.

D’un point de vue numérique, la difficulté principale de la méthode est la structure de la
matrice de raideur obtenue dans le cas du degré polynomial supérieur ou égal a deux. En effet, la
projection sur un espace non discontinu introduit un couplage entre tous les points de controle
d’un patch, et résulte donc dans le cas général en une matrice pleine par patch. Il existe néan-
moins plusieurs fagons de s’affranchir de ce défaut. La premiere consiste a ne jamais assembler la
matrice de raideur pleine mais & la décomposer en une succession de produit d’opérateurs sparse.
En couplant cette approche avec 'utilisation d’un solveur itératif, il est uniquement nécessaire de
calculer ’action de la matrice de raideur sur un vecteur résidu. C’est I'approche que nous avons
suivit dans Elguedj et al. [92], le point technique étant le développement d’un solveur adhoc et
la difficulté d’utiliser un préconditionneur. Une autre possibilité consiste en la dégradation de
la projection afin de limiter le couplage. On pourra pour cela dégrader 'opérateur de projec-
tion soit en diagonalisant la matrice de masse du projecteur L?, soit en utilisant la technique
de projection locale proposée par Govindjee et al. [109] comme nous I’avons fait dans Bouclier
et al. [11]. L autre possibilité consiste a utiliser un espace de projection de degré plus faible ou
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discontinu 1a encore afin de limiter le couplage comme cela a été proposé par Taylor [225], ce
qui risque néanmoins de dégrader la convergence de la méthode.

3.2 Incompressiblité en petites déformations
3.2.1 Formulation faible

On utilise ici I'approche B en exploitant la décomposition additive du tenseur des déforma-
tions linéarisé en sa partie deviatorique et volumétrique :

e(u) = &% (u) + €"(u), (15)
ot 1 0uy

— RS 1

1
e"l(u) = 3 (divu) I ou e%ql(u)
et I est le tenseur identité d’ordre deux.
Pour lever le verrouillage lié a I'incompressibilité, on remplace la partie volumétrique par sa

version projetée a l'aide de I'opérateur linéaire 7 :

gl(u) =« <€V°1(u)) . (17)

Ont peut également écrire les mémes relations a partir de la matrice déplacement déformation
B:
B = Bdev + Bvol, (18)
avec
B =B - B". (19)

Afin d’écrire la formulation faible modifiée, on part tout d’abord de la formulation faible
standard. On définit les espaces test et solution S = {u |u e H'(Q),ulp, =gl et V={w|we
HY(Q), w|p, = 0}. L’énergie potentielle est donnée pour u € S par :

II(u) = / U(e(u))d —/ u - fdQ) — u - hdl', (20)
Q Q T,
ou Y est la densité d’énergie de déformation :
1
U(e(u)) = §Cijkl5ij(u)5kl(u). (21)

La minimisation de ’énergie potentielle donne la solution de ’équation variationnelle ou formu-
lation faible, soit pouru € S, w € V et € € R,

aﬂ(“ajew) o= 0 < a(w,u) = (w, ) + (w, h)p,, (22)
a(w7u)_/Qgij(w)cijklgkl(u)an (23)
(w,£) = / u - £dQ, (24)
Q
(w,h)p, :/F u - hdl'. (25)
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On écrit ensuite I’énergie potentielle en fonction du tenseur des déformations linéarisé modifié

N (u) = /Q\II(é(u))dQ /Qu -£dQ) — /Fh u - hdl, (26)

et, en considérant que & est un opérateur linéaire, on peut également écrire :

E(u+ew)) = &(u) + eg(w). (27)

Ainsi, la dérivée directionnelle de la densité d’énergie de déformation modifiée est donnée par :
0V (e(u+ ew)) ov _

T ‘620: agij (E(u)) Ei]’(W), (28)

ce qui nous permet de définir le tenseur de contraintes de Cauchy modifié :
Oij = Cijki€ki- (29)

Finalement, la minimisation de I’énergie potentielle modifié s’écrit :

0= / Eij (W)Cz’jklgkl(u)dg - / w - fd) — w - hdl’, (30)
Q Q I'n
qui est équivalent & I’équation variationnelle de la méthode B . La premiere intégrale dans
I’Equation (30) est une forme bilinéaire qui peut s’écrire de la fagon suivante :

a(w,u) :/Qe_ij(w)cz‘jklgkl(u)dﬂa (31)

la formulation variationnelle B peut donc s’écrire

Trouver u € S, tel que Yw € V
a(w,u) = (w,f) + (w,h)r,. (32)

3.2.2 Exemple d’application en petites déformations

On considere comme exemple d’application une plaque trouée infinie en traction en défor-
mations planes. Cet exemple a été étudié de nombreuses fois en IGA comme dans Hughes et al.
[125] mais dans sa variante élastique linéaire compressible. Cet exemple est intéressant d’une
part du point de vue géométrique puisque des NURBS quadratiques permettent de représenter
exactement le trou circulaire, et d’autre part car on dispose d’une solution analytique qui per-
met d’étudier la convergence de la méthode sans approximation géométrique. Si cet exemple est
trés courant dans le cas élastique linéaire compressible, sa variante quasi incompressible est plus
rare dans la littérature. Quelques résultats sont néanmoins disponibles dans Dolbow et Belyt-
schko [$1], Huerta et Fernandez-Mendez [121] ou le probleme est résolu avec une méthode sans
maillage. On représente classiquement la plaque infinie par un modele fini de quart de plaque,
la solution analytique (cf. Timoshenko et Goodier [226, pp. 90-93]) est calculée a la frontiere du
domaine et appliquée comme condition aux limites de Neumann.

La solution exacte est donnée par les équations suivantes :

T., R T R* _R!
O'm»(’l”,tg) = ?(1—7‘72)"‘7(1—47”724—317) COS29, (33)
P R R
0'99(?”,9) = 7(14_?)_7(1_‘_37’7) COS29, (34)
T, R* _R!
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FIGURE 7 — Plaque trouée infinie : géométrie, conditions aux limites, et parametres matériau.

Le modele géométrique, les conditions aux limites ainsi que les parametres matériaux sont
précisés a la Figure 7. R est le rayon du trou circulaire, L est la longueur du quart de plaque et
T, l'intensité de la contrainte de traction imposée a 'infini. La valeur du coefficient de Poisson
v est choisie trés proche de 0.5 afin d’étudier la convergence de la méthode B dans un cas sévere
tres proche de I'incompressibilité pure. La famille de maillages obtenus par raffinement A utilisée
pour l'analyse de la convergence est donnée a la Figure 8.

FI1GURE 8 — Plaque trouée infinie : famille de maillage obtenu par raffinement h.

Le maillage initial représente la géométrie de facon exacte & l’aide de fonctions quadratiques
NURBS et compte deux éléments. Le détail de la paramétrisation est donné par exemple dans
Elguedj et al. [92].

On définit classiquement 'erreur relative comme l’erreur normalisée par la valeur corres-
pondante pour la solution exacte. Les courbes de convergence pour 'erreur relative en norme
L? du déplacement, de la contrainte de Cauchy et en norme énergétique sont données & la Fi-
gure 9. Les résultats sont présentés avec et sans B pour des fonctions NURBS de continuité
maximale quadratiques, cubiques et quartiques. Le parametre de maillage h est défini comme
la distance maximale dans ’espace physique entre deux knots diagonalement opposés. Comme
on peut le voir sur la figure, la méthode B permet d’obtenir de trés bons résultats avec une
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FIGURE 9 — Plaque trouée infinie : courbes de convergence pour I'erreur relative en norme L?
du déplacement, de la contrainte de Cauchy et en norme énergétique avec et sans B .

convergence quasi optimale quelque soit le degré polynomial, et ce méme pour des maillages
grossiers. En comparaison, on peut constater que la formulation en déplacement pure sans B
souffre de verrouillage et nécessite des maillages trés fins pour atteindre une convergence qui
semble tendre vers I'optimal. Ceci est particulierement flagrant pour l'erreur en contrainte de
Cauchy. Il est important de noter que bien que la formulation standard permette d’atteindre
pour des maillages tres fin la convergence optimale, ceci se fait au détriment de l'erreur. En
effet, si on prend l'exemple de lerreur en contrainte, lorsque les deux méthodes ont atteint la
convergence optimale, il y a quatre ordres de grandeur d’écart en faveur de B! Il nous semble
donc que cet exemple montre bien qu’obtenir la convergence optimale n’est pas une fin en soit
et que la valeur de l'erreur est également tres importante pour juger de la robustesse et de la
qualité d’une méthode.

3.3 Incompressibilité en grandes déformations
3.3.1 Définition de F

L’idée principale pour 'extension aux grandes déformations est, comme dans le cas linéarisé,
de décomposer le tenseur mesure de la déformation en une partie déviatorique et une partie
volumétrique. Dans le cas hyperélastique, c’est le tenseur gradient de la transformation F qu’on
utilise et la décomposition est multiplicative et non plus additive. Cette décomposition a déja
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été exploitée par Flory [102], Hughes et al. [131], Simo et Taylor [209], Simo et al. [210] et
plus récemment par de Souza Neto et al. [77, 78] dans une formulation F alternative. Le travail
présenté dans cette partie est proche de ces méthodes, mais celles-ci sont néanmoins limitées aux
éléments de bas degré. Nous pensons que la méthode que nous proposons est plus générale et
que celle-ci repose sur des bases théoriques claires contrairement a certaines des méthodes citées
plus haut.

On écrit donc la décomposition multiplicative du gradient de la transformation :

F — FYIpdev, (36)
ol
detF = J = detF" et detFd®’ =1, (37)
ce qui nous permet d’obtenir :
Flev = J=13F et F¥o! = JY/3L. (38)

On définit ensuite le gradient de la transformation modifié¢ F en fonction de la partie dévia-
torique du gradient de la transformation F4¢V et de la version modifiée de la partie volumétrique
du gradient de la transformation F¥O! :

F — FVOleeV’ (39)

Fvol — ﬂ,(Fvol) _ 71.({]1/3)1 = ml, (40)

oll m est un opérateur de projection linéaire identique a celui utilisé précédemment. On peut
finalement écrire en utilisant la notation “bar” pour la projection :

F = oF, (41)
J1/3

On considére pour la suite un comportement hyperélastique homogene isotrope pour lequel
on dispose d’une expression analytique de la densité d’énergie libre ¥ qui dépend du tenseur de
Cauchy-Green gauche C = FTF et qui permet d’obtenir le second tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff par dérivation :
0¥ (C)

ocC
De plus, on utilise la décomposition additive classique de ¥ (cf. par exemple Simo et Hughes
[207]) en sa partie volumétrique qui dépend uniquement de J et en sa partie déviatorique :

S=2

(43)

U(J,C) = U¥l(J) 4+ ¥'°(J,C) (44)

3.3.2 Formulation faible

On considere un solide de configuration de référence B et de configuration déformée B’. On
introduit un mapping ¢ : B — B’ qui transporte un point de coordonnées X € B en un point
de,coordonnées x = ¢(X) € B'. Le déplacement d’une particule depuis sa position initiale X &
sa position finale x est donné par

uX) = ¢(X) - X =x - X. (45)
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Le gradient de la transformation est le tenseur d’ordre deux donné par :

_ 99(X)

F(X)=V'¢(X) = X (46)

Le probleme aux limites en grandes transformations élastiques du solide de configuration de
référence B est :

Etant donné F : B — R, ¢ 0sB — R3, et H : OyB — R3, trouver ¢ € S tel que :

VX.P+F=0 dans B, (47)
¢=¢ sur 0488, (48)
P-N=H sur Oy BB, (49)

ol N est la normale unitaire & la frontiere OB de B, ¢ est la déformation imposée sur 0sB
et H est la traction de Piola imposée sur OyB qui constituent ensemble la frontiere de B :
OB = 048 U 0y B. F est la force volumique imposée et S est 'espace des déformations admissibles
définit par

S={¢: Q=R | det(V¥¢) >0, ¢lo,5 = b}, (50)

et P set le premier tenser des contraintes de Piola-Kirchhoff :
P =FS. (51)

De fagon équivalente a ce qui a été fait précédemment, on écrit ’énergie potentielle étant
donné le mapping ¢ € S :

H(¢)_/B\I/(E(¢)) dV—/B¢-}'dV— ¢ - H dT, (52)

ouB

ou E = %(FTF —I) est le tenseur des déformations de Green-Lagrange. La stationnarité de
I’énergie potentielle permet d’obtenir ’équation variationnelle (cf. par exemple Simo et Hughes

[207]).

On introduit ensuite I’énergie potentielle modifiée

fi(¢) = / U(E(6)) dV—/cb-}' av— [ ¢ -Har, (53)
B B oy B
ol le tenseur modifié des déformations de Green-Lagrange est exprimé en fonction du gradient

de la transformation modifié : )

E = 5(FTF —1). (54)
On écrit ensuite la stationnarité de I’énergie potentielle modifiée :
Oll(¢p + eW
(qb(?e) l—o= 0, (55)

Of1¢€S,W€V={W:B—>R3|W|a¢520}et€€R.
Il est donc nécessaire de calculer la dérivée directionnelle de la densité d’énergie de déforma-
tion modifiée, en considérant la encore que 'opérateur de projection est linéaire :

OU(E(¢ + ¢W)) OV (E) OBr;(¢ + W) | 0)

L | TR e (2 (56)
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Le calcul complet est donné dans Elguedj et al. [92], le résultat étant :
OE(¢p + €W _
%)6:0 = DEIJ(¢) -W
€
1/3gz . o
_ 1 <7T(J Ve W) —VQC.W) FTF
3 J1/3
+a (FTV¥W), (57)

oll v est définit & I'Equation (42).
On définit ensuite le second tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff modifié :

_ _ OV(E) —
S12(6) = S1(B(9) = 5 (), (58)
et I'Equation (56) devient
_ _ - 1 (7(JY3V* . W) x ST BT o X
S[JDE[J(d))-W:S[J g T—V - W FF—i—a(FV W) . (59)
1J

ot V¥ - W = tr(VXWF 1) (cf. Elguedj et al. [02]).
On peut également définir le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff modifié :

Py = F;;S1,, (60)
et en introduisant la notation suivante
S— 1 (I3 - W) .
Wz,] = OéWz,I + g <Jl/3 -V*'-W | Fy, (61)

il est possible de réécrire I'Equation (59) comme
S11DEy(¢) - W = PyyWi . (62)

On définit enfin le tenseur des contraintes de Cauchy modifié et on transporte I'Equation (62)
sur la configuration déformée :

1___
& = —FSFT, (63)
J
PyW; = J&;wi ;, (64)
ou
1 [(#(JV3v" w) .
Wi ;= Wi  + g ( ﬁ - V*.w (Sij (65)

Remarque 3 I est important de noter que pour toute transformation géométrique on utilise
J = detF et non detF.
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La partie symétrique de I’Equation (65) peut étre écrite en notation intrinseque comme

—  svm 1/3 T
(wa) o (VEwW)™™ 4 1 (M — V’”.w) I,

3 T/

= e(w) + 5 (tr[e(w)] — tr[e(w)]) L.

= e(w) 4 &% (w) — e"(w),

=&(w). (66)

Enfin, la stationnarité de I'énergie potenticlle modifiée donnée & 'Equation (55) peut étre
transportée sur la configuration déformée :

0= [ ou@ewo— [ wifidv— [ winiar, (67)

ou fop = F, et (hop)dy = HdT. Ceci est le pendant grandes transformations de I’Equation (30),
et nous permet d’obtenir la formulation variationnelle suivante pour la méthode F :

Trouver ¢ € S, tel que Yw € Vy
a(w,¢) = (w,f) + (w,h)y,m, (68)

ol a(w, ¢) est la premicre intégrale dans I’Equation (67) et V= {wogp: Q — R3| woe|g,5 = 0}
est 'espace tangent a S en ¢.

3.3.3 Opérateur linéarisé

La résolution du probleme non-linéaire issu de la formulation variationnelle précédente né-
cessite I'obtention de 'opérateur linéarité consistant (cf. Hughes et Pister [131], Simo et Hughes
[206]) que 'on utilisera dans l'algorithme itératif de Newton adhoc. En s’inspirant de l'opéra-
teur linéarisé du cas hyperélastique compressible d’une part et de la matrice de raideur dans le
cas infinitésimale B , on pourrait s’attendre & obtenir 'opérateur linéarisé classique exprimé en
fonction de quantités projetées :

/ (Wi; Cijrl Uk + Wk 0ij Uk,;) dv. (69)

Cependant, comme cela a pu étre observé par Simo et al. [210], nous trouvons que 'opérateur
linéarisé consistant contient les termes précédents ainsi que des termes supplémentaires non
prévus.

L’obtention de 'opérateur tangent nécessite de calculer la dérivée directionnelle du travail
des efforts internes donné par la premiere intégrale dans I’Equation (67) dans sa version exprimée
sur la configuration déformée ou a I’Equation (59) dans sa version sur la configuration initiale :

[ 0[S1,(¢ + WDEL(G+ V)W) (70)
B

Oe

Les calculs étant assez fastidieux, on se contentera de donner ici le résultat, le détail étant
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précisé dans Elguedj et al. [92] :
/ wi,jéijklmdv +/ wk,jc_rijukvidv
B’ B’

j 1 —
-I-/B, Oij (g(V’” -u—V*. u)wi,j + g(Vl” -w— V7. w)ui,j

+ - (VZ-u—V* - u)(VZ-w -V w)j;;

_l’_

+ gtr [VPuV*w — VFuViw (5ij) dv. (71)

(VZ-u V¥ w—V?.u V?. w)Jj;;

— O = O] =

Remarque 4 On pourra noter que contrairement a l’approche F de de Souza Neto et al. [77, 75],
notre méthode conduit a un opérateur tangent symétrique.

3.3.4 Exemple d’application en grandes déformations

On choisit pour cet exemple d’application le cas du pincement d’un solide toroidal similaire
a celui proposé par Chavan et al. [53]. Comme pour le cas de la plaque trouée, des fonctions
NURBS quadratiques permettent de représenter exactement la géométrie.

y

FI1GURE 10 — Tore pincé : géométrie, maillage du modele simplifié et conditions aux limites.

La géométrie, le modele simplifié ainsi que le maillage et les conditions aux limites sont
précisés a la Figure 10, les parametres matériaux sont quand a eux donnés dans le Tableau 2.
Le modele de comportement est de type néo-Hookéen suivant une décomposition additive de la
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Module de cisaillement 5.67 MPa
Module volumiquex 2.8333 10 MPa
Rayon intérieur r 8 m
Rayon extérieur R 10 m
Pression de référence pg 0.195 MPa
Conditions aux limites dans le plan x =0 Uy =0
Conditions aux limites dans le plan y = 0 Uy =0
Conditions aux limites dans le plan z = 0 u, =0

TABLE 2 — Tore pincé : parametres matériaux et conditions aux limites.

fonction énergie libre donnée a I’Equation (44). Les parts déviatoriques et volumétriques de W
sont (cf. par exemple Simo et Hughes [207]) :

U(J,C) = U(J) + ¥ (J2/3C) (72)
1 (1, .,
U(J) = 5k <2(J ~1)—In J> (73)
T (J2/3C) = %u (J*2/ 341[C) — 3) (74)

Pour des raisons de symétrie, seul un quart de la structure est modélisé. Le maillage utilisé
comporte 4 X 16 x 2 éléments (c’est & dire 4 éléments dans la “grande” direction circonférentielle,
16 éléments dans le petite direction circonférentielle, et 2 éléments dans la direction radiale) est
présenté sur la Figure 10; on s’intéresse aux résultats avec des fonctions NURBS quadratiques
et cubique sur ce maillage.

Les composantes o, et 0., du tenseur des contraintes de Cauchy sur la configuration finale
déformée avec et sans F pour des fonctions NURBS quadratiques de classe C' et cubiques de
classe C? sont présentées sur la Figure 11. Les différences observées sur la configuration finale
montrent que Q9 sans F souffre de verrouillage. Bien que F Q2/Q1 et Q3 sans F produisent des
résultats similaires, on peut voir que F Q3/Q2 améliore un peu plus les résultats. Les isocontours
de la composante 0., du tenseur des contraintes de Cauchy montrent les oscillations typiques
dues au phénomene de verrouillage pour Qo sans F. Ces oscillations ne sont pas visibles dans
les trois autres cas pour cette composante. Cependant, on peut voir sur la partie basse de
la Figure 11, qu’on retrouve ces oscillations pour les fonctions quadratiques et cubiques sans
I'utilisation de F pour la composante o, du tenseur des contraintes de Cauchy. Au contraire,
on peut observer que pour les deux degrés d’approximation et les deux composantes aucune
oscillation n’est présente lorsque I’on utilise F : les contraintes sont tres régulieres et tres similaires
entre Q2/Q1 et Q3/Q2.

Le déplacement vertical du point A pour des fonctions NURBS quadratiques et cubiques avec
et sans F en fonction du pas de chargement est présenté sur la Figure 12. On peut également
observer sur ce résultat que Qs souffre de verrouillage et que la différence au chargement final
entre Q2 and Q2/Q1 est d’environ 50%. L’augmentation du degré d’interpolation sans F permet
d’obtenir des résultats qui convergent vers ceux obtenus avec Q2/Q1. On peut cependant observer
que F Q3/Q2 améliore encore un peu plus les résultats. Enfin, on notera que le raffinement h du
maillage dans la direction circonférentielle, c’est a dire I'utilisation d’un maillage de 8 x 16 x 2
éléments, avec F Q2/Q1 nous permet d’obtenir exactement les méme résultats qu’avec F Q3/Q2
sur le maillage plus grossier.
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F Q2/Q

0ya/MPa

00 F Q3/Q>

00 F Qs/Q

(b)

FIGURE 11 — Tore pincé : composante (a) o, et (b) 0., du tenseur des contraintes de Cauchy
sur la configuration déformée avec et sans F pour des fonctions NURBS quadratiques de classe
C! et cubiques de classe C? (I’échelle a été réduite afin de mieux rendre compte des résultats).
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FIGURE 12 — Tore pincé : déplacement vertical du point A en fonction du pas de chargement

avec et sans F pour de fonctions NURBS de degré d’interpolation varié obtenues par raffinement
k.

3.4 Extension a ’hyper-élasto-plasticité

Dans cette partie, on s’intéresse & l’extension de la méthode F décrite précédemment au cas
de ’hyper-élasto-plasticité. On va donc considérer un modele de comportement élastoplastique
en grandes déformations basé sur la notion d’une configuration intermédiaire libre de contrainte.
Par soucis de concision, les bases théoriques ainsi que les algorithmes utilisés ne seront pas
rappelés ici. Le lecteur pourra se référer par exemple & Simo [202, | ou Simo et Hughes [207,
Chapitre 9] pour plus de détail.

L’exemple d’application choisit ici consiste en I’étude du phénomene de localisation dans
un barre cylindrique 3D. Celui-ci a été étudié entre autre par Agelet de Saracibar et al. [7],
de Souza Neto et al. [77, 78], Simo et Armero [204]. On modélise un essai de traction d’une barre
cylindrique et compte tenu des symétries, on ne prend en compte qu’'un huitieme de celle-ci
comme présenté a la Figure 13. Afin de déclencher la localisation (le modele de comportement
ne modélisant pas explicitement celle-ci) on réduit tres légerement le rayon du cylindre dans sa
partie centrale & 98,2% du rayon a l'extrémité de la barre. On utilise pour cette étude deux
niveaux de maillage comportant 4 x 4 x 10 et 8 x 8 x 20 éléments avec une zone plus fine au
centre de ’éprouvette (cf. Figure 13). La déformation de la barre est pilotée par 'imposition
d’un déplacement vertical a ses deux extrémités jusqu’a une valeur de 9 mm. On notera que,
dans la littérature, le chargement maximal imposé est limité a 7 mm seulement. Nous avons
choisit d’augmenter celui-ci afin de bien distinguer 1’écart entre la formulation en déplacement
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12.826 mm

symmetry -> 1/8
is modelled

1.8% reduction

53.334 mm

X The geometry is exact

with quadratic NURBS

imposed displacement of 9 mm

FIGURE 13 — Localisation 3D necking : modélisation du probleme et maillage utilisé.

pure et la formulation F .

Dans les Figures 14 et 15, on trace pour le maillage grossier la composante o,, du tenseur
des contraintes de Cauchy sur la configuration déformée pour un déplacement imposé de 7 mm.
On a utilisé sur le méme maillage des fonctions NURBS quadratiques et cubiques de continuité
maximale avec et sans F . Bien que le calcul ait été effectué sur un huitieme de 1’éprouvette, les
résultats ont été symétrisés pour faciliter leur observation. L’échelle a été adaptée pour chaque
calcul afin de bien discerner les écarts. On peut clairement observer sur les Figures 14(a) et 14(b)
des oscillations dans le cas non-F alors que le champ de contrainte est bien lisse dans le cas F .
De telles oscillations ne sont pas visibles pour la déformation plastique équivalente mais on peut
observer que les valeurs minimales et maximales sont assez différentes entre les cas F et non-F .

A la Figure 16 on trace I’évolution du déplacement de localisation ainsi que I'effort de réaction
en fonction du déplacement imposé. Les mémes cas que précédemment sont considérés, et on a
également tracé pour leffort de réaction les résultats obtenus avec I’éléments Q1/P0 de Simo
et Armero [204] afin de comparer les résultats. On peut observer que jusqu’a un chargement de
6 mm, la cas Q2 produit des résultats raisonnables. C’est également le cas pour Q3 jusqu’a un
chargement de 7 mm, ce qui explique que nous ayons considéré un chargement plus important.
Lorsque celui-ci augmente, on peut observer que la solution obtenue dans les cas non-F devient
de plus en plus raide et dévie de la solution de référence. On peut également constater que
les deux calculs avec F sont relativement proches 'un de I'autre. On peut faire sensiblement la
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FIGURE 14 — Localisation 3D , maillage grossier. Composante o,, du tenseur des contraintes de
Cauchy sur la configuration déformée pour un déplacement imposé de 7 mm. (a) Q2, (b) Q3,
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(c) F Q2/QL, (d) F Q3/Q2.
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3. Méthode de projection de la déformation pour lever les verrouillages numériques
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FIGURE 15 — Localisation 3D, maillage grossier. Déformation plastique équivalente « sur la
configuration déformée pour un déplacement imposé de 7 mm. (a) Q2, (b) Q3, (c) F Q2/Q1, (d)
F Q3/Q2.

109



Analyse isogéométrique IGA pour les simulations robustes non verrouillantes

méme analyse lorsque ’on observe le graphe de 'effort de réaction. On peut néanmoins constater
que Q3 est treés proche de Q2/Q1 jusqu’a l'effort maximal et que la différence entre Q2/Q1 et
Q3/Q2 est plus marquée que pour le déplacement de localisation. On peut enfin observer que les
résultats F se compare trés bien avec les résultats Q1/P0 issus de la littérature alors que ceux-ci
ont été obtenus avec un maillage comportant six fois plus d’éléments.

Q2 —-- ———
Q3 oot T S
FbarQ2/Q1 —— 7
5 | Fbar Q3/Q2 0 / N
, N
4 60 - N
E 4 sl \
= Vs £ 50
5 Ptod 2
S 3 % 2 2 40
a 4 s N
@ Vs 2 ~o
S 8 -
s 30 <
g 8 X
8 SSee
20 \\i
Q2 ———-
1 Q3 -
-~ 10 Q1/PO 1
R FbarQ2/Q1 ——
FbarQ3/Q2

I i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
imposed vertical displacement / mm imposed vertical displacement / mm

(a) (b)

FIGURE 16 — Localisation 3D, maillage grossier. (a) Déplacement de localisation en fonction du
déplacement imposé. (b) Effort de réaction en fonction du déplacement imposé. Le cas Q1/P0
est calculé avec un maillage comportant six fois plus d’éléments et est issu de Simo et Armero

[204].

On trace enfin sur les Figures 17 et 18 les maillages déformés pour un déplacement imposé de
7 mm et 9 mm avec et sans F pour le maillage grossier avec des NURBS cubiques et le maillage
fin avec des NURBS quadratiques. On peut observer que pour un déplacement imposé de 7 mm
tous les cas sont tres proches les uns des autres comme observé précédemment sur le déplacement
de localisation. Bien que de fortes oscillations du tenseur des contraintes soient présentes dans les
cas non-F on peut voir que les configurations déformées et les maillages associés ne présentent pas
de déformations parasites comme c’est souvent le cas pour des simulations verrouillantes avec des
éléments linéaires. Pour un déplacement imposé de 9 mm, on peut constater que la déformation
est trop localisée dans la premieére rangée d’éléments et qu’il est difficile d’obtenir une solution
précise. On peut néanmoins observer que, comme c’était déja le cas pour le déplacement dans la
zone de localisation, les résultats sans F produisent une réponse plus raide que les résultats F .
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(b)

FIGURE 17 — Localisation 3D, maillages déformés pour u = 7 mm. (a) Q3 maillage grossier, (b)
Q2 maillage fin, (c) Q3/Q2 maillage grossier, (d) Q2/Q1 maillage fin.

(c)

FIGURE 18 — Localisation 3D, maillages déformés pour u = 9 mm. (a) Q3 maillage grossier, (b)
Q2 maillage fin, (c) Q3/Q2 maillage grossier, (d) Q2/Q1 maillage fin.

(a) (d)
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4 Structures minces de type poutre

4.1 Probléeme de référence et notations

On s’intéresse dans cette partie aux structures minces de type poutre courbe dans le plan
prenant en compte les déformations de membrane, cisaillement transverse et flexion. On considere
donc pour cela une poutre courbe de Timoshenko sous I’hypotheése des petites perturbations
élastiques. La poutre est de longueur L et est paramétrée par la coordonnée curviligne s (cf.
Figure 19). L’ensemble des positions de G(s), centre de gravité de la section droite S(s) défini la
ligne moyenne de la poutre. Son rayon de courbure local en G est noté R ; on introduit également
la coordonnée normée ¢ le long de la direction circonférentielle par £ = 7. La base de Frénet
(t, n, b) est enfin utilisée pour définir les variables du probléme poutre. Par simplicité, on
suppose que celle-ci est soumise a un déplacement nul a 'extrémité de coordonnée curviligne
s = 0 et a un effort F, = (Nz, Tp, 0)7 et un moment My, = (0, 0, Mp)" appliqué a
I’autre extrémité de coordonnée curviligne s = L. On considere également qu'une force répartie
£(s) = (fi(s), fn(s), 0)T et qu'un moment réparti m(s) = (0, 0, m(s))? sont appliqués le long
de la poutre.

FIGURE 19 — Probleme de référence poutre.

Le probleme a résoudre consiste donc a trouver les variables cinématiques d’une part ; c’est
a dire le déplacement de la ligne moyenne u(s) et la rotation de la section 0(s) :

u(s) = (u(s), un(), 00" 5 O(s) = (0,0,6,(s))", (75)
et les efforts généralisés d’autre part : la force T(s) et le moment M(s) :
T(s) = (N(5),T(s5),0)" ; M(s) = (0,0, M(s))", (76)

avec s € [0, L] qui vérifient :
— les conditions aux limites :

u(0)=0 ; 6(0)=0, (77)
— les équations d’équilibre :
T +f=0 dans [0,L] ‘ T(L) = F, (78)
M+m+t®T=0 dans [0,L] ’ ML) =M
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ol t ® T est le produit vectoriel dans R? entre les vecteurs t et T,
— les relations de comportement :

N = ESe,,, T =uSys, M= FEIyy, dans [0,L], (79)

ol €, Vs €t xp sont les déformations de membrane, cisaillement transverse et flexion définie par

; Un
m — - 5 80
em = Uy~ (80)
e = % Tl — 6, (81)
X = Oy (82)

Le prime (’) sur une variable indiquant sa dérivée par rapport a la coordonnée curviligne (s). 1
est le moment d’inertie selon le vecteur b.
Si on définit ’espace

. g 3]2 312
v={w.oe [0 = [[©.20)] w0 =000 —of . (s3)
la formulation faible du probléme peut s’écrire : trouver (u,8) € V tel que :
b((u,0),(u*,0%)) =1(u",6%) V(u",0%) €V, (84)

ou la forme bilinéaire b(-,-) et la forme linéaire I(-) sont données par :

{ b((u,0), (u*,0%)) = fo (ESemes, +uSmS + Elxpx;) ds,

(u*,0%) fo s)-u*(s)ds + fo )-0"(s)ds + Fr -u*(L) + My, - 0*(L). (85)

4.2 Formulation éléments finis isogéométriques

On commence par construire la géométrie de la ligne moyenne a ’aide d’une paramétrisation
NURBS avec les fonctions N;,i € {1,2,...,n} auxquelles on associe les points de controle P; de
coordonnées (z;,y;) :

G=z()x+y)y avec z=Y Nz et y=> Ny (86)
=1 =1

La coordonnée curviligne s, le jacobien J = s ¢ représentant la transformation entre I’espace
paramétrique de variable £ et ’espace physique de variable s et le rayon de courbure local R
sont donnés par :

§o=¢ 1 T
— . _ _ . _ TeYee  Yeree
A N T S s
(57)

De facon classique, on cherche I’approximation éléments finis (ul’, n,Hh) de la solution
(ug, un, Bp) sous la forme :

uf = STNi©ui 3wl =T Ni©ul, 5 0 =Y Ni(©)h, (88)
i i=1 =1

o u}, uf, and ¢¢ sont les variables de controle correspondantes a (ul!, u?, o1).
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4.3 Formulation faible B

Comme expliqué précédemment, on commence par séparer la forme bilinéaire donnée a
I’Equation (85) en regroupant les termes de membrane, cisaillement et flexion. Les termes de
membrane et cisaillement transverse sont responsables du verrouillage et sont donc remplacés
par leur version projetée :

En=7(em) ; Vs=7(7s)- (89)

L’énergie potentielle modifiée devient donc :
- L
T(,6)) = [ ¥ (67 ) ds — U, 0), (90)
0
avec I(-,-) donné par PEquation (85) et ¥ la densité d’énergie de déformation :

(ESE, + uS2 + EIx?) . (91)

N | —

\Ij(ema Vs Xb) =

En gardant en mémoire le fait que les déformations sont linéaires de méme que 'opérateur de
projection, on a
€n ((u,0) +n(u*,0%)) =€, (u,0) + né, (u*,0%),
s ((u,0) +n(u*,07)) =7, (u,0) + 77, (u*, %), (92)
xo ((u,0) +n(u*,0%)) = xp (u,0) + nxp (v, 07).

La dérivée directionnelle de I’énergie de déformation modifiée s’écrit alors :

OV (€m, Vs Xo((0,0) + n(u*,0%))) 0¥ _ _ _ kg
877 ‘n:(] - 8€m (€m7757Xb(u7 0>)€m(u 70 )
ov * ¥
+ 8’}’5 (€m7737Xb(u7 0))&3(“ 70 )
ov * %
+ P (Em7757Xb(ua 0)))([,(11 70 )7 (93)
Xb

ce qui nous permet de définir les efforts généralisés modifiés :
N =ESe,, ; T=uSy,. (94)

La minimisation de I’énergie potentielle modifiée nous permet finalement d’aboutir a la formu-
lation faible B : trouver (u,0) € V tels que :

b((u,0),(u*,0%) =1(u",0") VY(u",0") eV, (95)
ott la forme bilinéaire b(-,-) est donnée par :

L
b((w,0), (u",60°)) = / (ESemt, + uS7.3 + EIpx]) ds. (96)
0

Comme c’est le cas pour l'incompressibilité en petites déformations, on peut montrer en
écrivant la forme discrétisée de la formulation faible donnée ci dessus, d’une part que la méthode
permet bien d’obtenir la solution du probleme défini par les déformations non modifiées et que
la méthode passe le patch test (cf. Bouclier et al. [13]).
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4.4 Exemple d’application : poutre courbe soumise a un moment réparti
sinusoidal

L’exemple d’application choisit ici s’inspire de celui proposé par Echter et Bischoff [35] dans
le cas des poutres droites : la poutre est encastrée en s = 0 et soumise & un moment réparti
sinusoidal m(6g) = h3sin g ot fy = (x, —n) est I’angle entre la normale & la courbe en un point
et un vecteur de référence qui permet le paramétrage de celle-ci (ds = Rdfy). La géométrie de
la poutre est donnée a la Figure 20, il s’agit d'un quart de cercle de rayon R = 100mm, de
section rectangulaire d’épaisseur b = lmm et de hauteur h variable, les parametres matériaux
sont ¥ = 10000MPa et v = 0. Le chargement choisit permet d’obtenir un état de flexion pure
sans membrane ni cisaillement transverse et est donc tres sensible ou verrouillage de ces deux
composantes. Le chargement est proportionnel au cube de la hauteur h afin que celui-ci soit
proportionnel a la raideur en flexion. Les déplacements et rotations sont ainsi indépendants
de cette épaisseur.La géométrie exacte peut étre obtenue a ’aide d’un unique élément NURBS
quadratique. La solution analytique du probleme peut étre obtenue a 'aide des formules de
Bresse :

FI1GURE 20 — Poutre de Timoshenko courbe et chargement en moment réparti sinusoidal

100
—&— 2" order
- &0 —6— 3% order =
o o
<, —*— 4" order <,
-~ 60 -
@ @
= 40 =
<] <l
5] 5]
20
0 B
10° 10’ 10° 10° 10’ 10°

number of elements number of elements

(a) Erreur en fonction du nombre d’éléments pour (b) Erreur en fonction du nombre d’éléments pour
différents ordres d’approximation Q2, Q3, Q4. une poutre mince et épaisse avec Q2.

FIGURE 21 — Erreur selon la norme L? de u” en fonction du nombre d’éléments pour différents

cas.
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FIGURE 22 — Erreur selon la norme L? de u” en fonction de 1’élancement de la poutre pour Q2,

Q3 et Q4.
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FIGURE 23 — Comparaison des résultats obtenus avec et sans B .

ugt = —% [00 cos By + % (cos Oy sin 20 — sin Oy cos 20y — 3 sin 00)] ,
ult = % [90 sin 6y + % (sin O sin 20y + cos Hy cos 20y — cos 90)] , (97)
g5 = 21 sin 6.

On s’intéresse pour cet exemple aux résultats en terme de déplacement normal a la poutre
uy. Les autres composantes de la solution u; et 6, montrant les mémes tendances en terme
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d’évolution des résultats, cette analyse nous parait suffisante. On s’intéresse a la convergence de
la solution numérique 1! le long de la poutre en tracant I’erreur selon la norme L? par rapport
a la solution exacte. Les discrétisations successives employées possedent toutes une continuité
maximale CP~! le long de la poutre. On trace sur les Figures 21 et 22 la solution classique sans
B pour différents degrés d’approximation en fonction du nombre d’éléments et en fonction de
I’épaisseur de la poutre. Le phénomene de verrouillage est bien observé ici avec une importance
d’autant plus grande que la poutre est mince et une prépondérance du verrouillage d’autant
plus grande que le degré d’approximation est bas. Les Figures 23(a) & 23(d) montrent les mémes
résultats mais obtenus avec la formulation B . On constate bien que la solution est indépendante
de I’élancement et converge toujours vers la solution exacte de la méme facon. En augmentant
le degré d’approximation, ’erreur obtenue diminue drastiquement jusqu’a devenir tres faible.
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5 Structures minces de type coques

5.1 Probléeme de référence

On s’intéresse désormais au comportement élastique linéaire d’un structure mince de type
coque d’épaisseur h définie par sa surface moyenne A dans R? (cf Figure 24). Le volume occupé
par la coque est noté €, et on définit le repere local en un joint M de 2 par la base orthonormée
directe (e1,ez,e3) ol e; et ez sont deux vecteurs tangents a la surface moyenne et eg est la
normale a celle-ci. On emploiera par la suite le terme épaisseur dans la direction eg et longueurs
pour les deux autres directions. La coordonnée locale dans ’épaisseur est appelée Z (Z € [—%, %} ).
Les coordonnées normalisées &, ) et x sont également introduites dans le plan et selon I’épaisseur.
On considere que la coque est soumise & une force volumique f ainsi qu’a un effort de surface F
sur le bord I'r et a un déplacement imposé Uy le long du bord I',, qui sont tels que 'y NT'p = @
et I'y Ul'p = 0. Le matériau constitutif de la coque est considéré comme élastique, homogene

et isotrope.

z
l iy Midsurface A Thickness h

X

FIGURE 24 — Probleme de référence de la modélisation coque

Plus tot que de résoudre un probleme coque selon les hypotheses de Kirchhoff-Love comme
Benson et al. [32], Kiendl et al. [138, 139] ou de Reissner-Mindlin comme Benson et al. [31], Echter
et al. [39], on propose d’utiliser une approche solide-coque similaire a celle employée par Abed-
Meraim et Combescure [1, 2], Alves de Sousa et al. [7, 8], Reese [170]. Il s’agit ainsi d’adopter un
modele 3D complet de la coque en ne considérant qu’une seule rangée d’élément dans I’épaisseur.
Cette approche 3D complete permet de représenter simplement le comportement dans 1’épaisseur
avec un cott numérique limité, ce que ne peuvent faire simplement les modeles coques habituels
cités ci dessus.

5.2 Formulation éléments finis isogéométriques

On introduit brievement dans cette partie les notations utilisées ainsi que la formulation
classique 3D pour la coque. Le déplacement U défini dans le repere global en un point M de la
coque est donné par

u={u v w}&y’z) . (98)

On définit ensuite les déformations linéarisées e, et les contraintes de Cauchy o, a 'aide de la
notation de Voigt :

T
Ew:{grpx Eyy Ezz \/ﬁgxy \/igyz \/ing} ) (99)
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T
Uwz{gzm Oyy Ozz \/iaa:y \/iayz \/iamz} ) (100)

On considere pour la coque un comportement élastique linéaire isotrope en petites perturbations,
la loi de comportement étant donnée par 'opérateur D tel que o, = De, :

A2 A A0 0 0

A A+24 X 0 0 0

oA A A+2 0 0 0
D= 0 0 0 2u 0 0 | (101)

0 0 0 0 2u 0

0 0 0 0 0 2u |
N vE E
ol A = y1-20) ° H = 3050
On définit ensuite les espaces fonctionnels

3 3

U= {V e [H'(Q)]®, VI, = ud} L V= {V e [H'()]*, V|, = o}, (102)

qui nous permettent d’écrire la formulation faible du probleme de référence : trouver u € U tel
que
by (w,u*) =1(u*) VYu* eV, (103)

ou la forme bilinéaire by (-, -) et la forme linéaire I(-) sont données par :

by (u,u*):/sw(u*)TDsz(u)dQ ; l(u*):/u*deQ—i—/ w T Fdlp. (104)
Q o Q I'r

L’approximation éléments finis isogéométrique u” du déplacement u est obtenue & I’aide des
fonctions NURBS N4, A € {1,2,..,n} :

uh = Z NA(ga 7, X)qA7 (105)
A=1

ot g4 = {uA v wA}T est le vecteur des variables de controle de u” au point de controle

A. L’espace d’approximation correspondant est noté @4, et décrit par les fonction NURBS
Na, A €{1,2,..,n} de degré polynomial p dans la direction &, ¢ dans la direction 7 et r dans la
direction . L’équation précédente peut étre mise sous la forme suivante :

Ny O 0
u' =3, Ng? avec N4 = 0 Ns O |. (106)
0 0 Ny
On peut ensuite définir les déformations par dérivation :
[ NA)I 0 0 i
0 N,y 0
0 0 Ny,
h n A A A
€' = B avec B* = 1 1 , 107
x ZAflz q p— \/ENAay %QNAﬂD ) O ( )
0 ﬁNA’Z ﬁNAvy
L %NAW; 0 %NAMJ ]
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ce qui, une fois introduit dans la formulation faible donnée a I’Equation (103), permet d’aboutir
au systeme linéaire que 1’on doit résoudre afin de déterminer u”. En notant {q} le vecteur des
composantes de q4, A € {1,2,..,n}, on obtient le systéme suivant :

(K] {q} ={F}, (108)

ou la matrice de raideur [K] et le vecteur force {F'} sont donnés par :

(K] = / BTD BdQ ; {F}= / NT£dQ + / NTFdT . (109)
Q- T Q I'r

F

Les opérateurs globaux B et NN contiennent les contributions des points de controle éA,A €
{1,2,..,n} et QA,A € {1,2,..,n} respectivement :

B=[B'|B*---|B"] ; N=[N'IN?|---|N"]. (110)

L’intégration numérique utilise les régles de Gauss standard avec (p+1)* (g + 1) * (r+ 1) points
par élément.

Afin d’obtenir des composantes du tenseur des déformations plus facilement interprétable
dans le cas d’'un modele coque (i.e., pour exprimer les contribution de membrane, cisaillement
et flexion) il est préférable de travailler dans le repere local en tout point de la coque. Celui-ci
est donné par la base (e1,ez,e3) qui peut étre obtenue directement par la géométrie NURBS
grace aux deux vecteurs tangents t; et to,

n n
ON 4 ON 4
A=1 Az 9N
et au vecteur normal a la coque n,
n=+t; xtg. (112)
On choisit alors
2 b X (113)
e3 = ; e1 = ; ez =egXxe
|~ 62l ’
oll - x - est le produit vectoriel entre deux vecteurs de R?, et || - || est la norme Euclidienne

classique. Dans cette nouvelle base, les vecteurs contraintes de Cauchy et déformations linéarisées
s’expriment par :

T
€t={€11 e €33 V2e1a V2e3 \/5613} : (114)

T
Ut={011 oo2 033 V2012 V2093 \/50'13} ; (115)

IIs sont obtenus a ’aide de leur expression dans le repere global par changement de base exprimé
plus facilement a partir de leur écriture sous forme de tenseurs d’ordre deux :

€t = £T€x P et o= gTﬂ P avec la matrice de passage P =[e1 ez es], (116)

ce qui nous donne 'opérateur de passage suivant en notation de Voigt :

P]zl P§1 P;§1 V2P11 Py V2Py1 P31 V2Py11 P31
P]22 Paz P:Ez V2P12 P2 V2Py3 P33 V2P13 P33
R= Pfy P3y P3, V2P13Pa3 V2Py3 P33 V2P13Ps3 (117)
= V2P11 P12 V2P22P1 V2P31P3a  (P11Pa2 + Pa1P12)  (P21P3a + P31 Paa)  (Pr1Ps2 + P31 Pi2)
V2P12P13  V2Pa2Pp3  V2P332P33  (P12P23 + PaaPi3)  (Pa2P33 + P3pPa3)  (P12Ps3 + P32 P13)
V2P11 P13 V2P21P23  V2P31P33  (P11P23 + Pa1P13)  (P21P33 + P31Pa3)  (Pi1Ps3 + P31Pi3)
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tel que e; = Re, et oy = Ro, P étant le terme de la jeme ligne et jéme colonne de P. Finalement,

on peut remplacer le terme [, S;Tgsxdﬂ par [, SZTQEtdQ dans la formulation faible donnée

A l'équation Equation (103), ce qui nous permet d’obtenir la formulation faible du probléeme
solide-coque : trouver u € U tel que :

by (w,u’) =1 (u*) Yu* eV, (118)

ou la forme bilinéaire b;(-,-) est donnée par :
by (u, u") = / e (u*)! De, (w)d€. (119)
0 ==

Par expérimentation numérique que nous ne montrerons pas ici mais qui peuvent étre vues
dans Bouclier et al. [11], nous avons pu constater qu’il n’est pas nécessaire d’augmenter le degré
polynomial des fonctions de forme dans ’épaisseur au dela de 2. Autrement dit, des fonctions
quadratiques en fonction de x sont suffisantes pour obtenir une tres bonne précision. Ceci semble
cohérent avec I'approximation classique qui est faite pour établir les modeles de coque, c’est a
dire ’hypothese d’évolution linéaire des contraintes et déformations dans I’épaisseur. On utilise
donc dans ’ensemble de ces travaux des fonctions NURBS quadratiques dans 1’épaisseur, ’espace
d’approximation ainsi construit est donc @ 42. Néanmoins, I’éléments solide-coque ainsi proposé
reste sujet aux verrouillages classiques observés en coques, il est donc nécessaire de traiter ceux-
ci.

5.3 Elément solide-coque isogéométrique non verrouillant

5.3.1 Approche non verrouillante par formulation mixte

En conservant les notations identiques a celles utilisées précédemment, le probleme mixte
consiste & chercher simultanément u € U et oy € S; 'espace des contraintes S est donné par :

S = {at % (Q)]G}, (120)

u et o4 minimisant la fonctionnelle suivante dans V& S :

Hmixed (u7 Ut) == /

Q

1
O'tTEtdQ — 2/ O'tTQ_lo'tdQ —1 (u) . (121)
Q

Nous allons utiliser des espaces d’approximation différents pour les efforts généralisés qui sont
responsables du verrouillage en cisaillement transverse et en membrane. Pour notre élément
solide-coque, les efforts généralisés associés aux effets de membrane sont donnés par la moyenne
dans 'épaisseur des contraintes o1 et og2. De la méme fagon, les effets de cisaillement sont
donnés par la moyenne dans ’épaisseur de o15 pour le cisaillement plan, et g93 et 013 pour le
cisaillement anti-plan.

En plus du verrouillage en membrane et cisaillement rencontrés classiquement dans les mo-
deles de coque, les éléments de type solide-coque peuvent se déformer dans I’épaisseur et ainsi
présenter un verrouillage en pincement. Ces déformations sont liés a la contrainte o33 qui est
liée a celle de membrane par 'effet Poisson. Ceci nous impose donc de traiter cette composante
comme celles de membrane. Au final, il apparait raisonnable de traiter de facon identique ’en-
semble des composantes du tenseur des contraintes et donc de projeter la moyenne du tenseur
complet. Nous décomposons celui-ci de la fagon suivante :

o = CI'tanL + O'tan, (122)
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ol o+*'® est la moyenne du tenseur des contraintes dans l’épaisseur et O'ta"gl est le terme
complémentaire. a'ta"gL peut étre obtenu directement a partir du champ de déplacement et de
la relation de comportement :
N 1 h/2
o™ = Dey (u) — 7 De¢ (u(2)) dzZ = Deg (u) — DMID (e¢), (123)
= hp = = =

ou la notation MID (eg¢) est utilisée pour exprimer la moyenne du tenseur des déformations dans
I’épaisseur :

h/2
MID (e) = /_ e uE)a (124)

On peut ainsi réécrire 'Equation (121) :
1
Minized (1, 0¢™) =7 / [etTQst — MID (g;)" DMID (et)} dQ + / MID (&)” o,*8dQ)
Q T T Q

1
-3 / (0:%)T D~y ™Ed) — [ (). (125)
Q

Il s’agit désormais de préciser les espaces d’approximation pour les deux variables u et o?¥8.
De facon similaire a ce qui est couramment utilisé dans les méthodes mixtes et en cohérence avec
ce qui a déja été proposé pour la méthode B , les contraintes seront interpolées avec un degré
polynomial n—1 si les déplacements ont interpolés avec un degré polynomial n. Compte tenu des
notations préalablement utilisées, et en se rappelant que I’on cherche UP dans (p,q,2, on cherchera
o-ta"gh dans l'espace Qp—1,4—1,0 & 'aide de fonctions de forme notées Na A € {1,2,..,n}. Ces
fonctions sont bien évidemment constantes dans I’épaisseur par construction puisque O'ta"gh I’est.
La classe de continuité des fonctions NURBS Ny sera choisit comme présenté précédemment
dans le cas B classique.

Ainsi, on cherche & minimiser la fonctionnelle donnée & I'Equation (125) avec un déplacement
UP de la forme donnée & l’Equation (106) et une contrainte moyenne dans 1’épaisseur Uta"gh de
la forme :

7
O'tavgh = ZQA&A avec QA = diag [NA] . (126)
A=1

NI ~ ~ ~ ~ ~ ~ T . A
ot 64 = {Uﬁ G4y Gh V261 V264 \@aﬁ} est le vecteur des variables de controle de
08" au point de controle A. En notant {5} le vecteur des composantes 54, A € {1,2,..,7},
la formulation discrétisée nous permet d’aboutir au systéeme linéaire suivant :

[ [[ﬁ(qu]] EI?;(},T} } { % } - { {{ﬁ}} } , (127)

1 [hi2 T 1 rh/2
B'pB— (1 / BGaz| D+ / B(3)dz )| do
2 227\ L2 2\nLap

o ; (128)

avec
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Le systeme linéaire obtenu précédemment peut étre réduit aux seules variables cinématiques
par la condensation statique des inconnues en contrainte. Néanmoins, compte tenu des espaces
d’approximation choisis pour les contraintes qui sont continus d’un élément a l’autre, cette
condensation se fait sur ’ensemble du patch :

(K5 {q} — [Ka5] {0} = {0} (129)

Cette opération nous permet alors d’écrire la matrice de raideur globale du systéme uniquement
en déplacement :
[Kmia:ed] = [qu] + [K& ]T [K&&]il [K& ] . (130)

Remarque 5 L’opérateur de comportement D étant symétrique défini positif et les fonctions
NURBS étant positive en tout point, l'opérateur [Kszs| est symétrique défini positif et donc in-
versible.

5.3.2 Approche B

Dans ce paragraphe, on s’intéresse & la mise en oeuvre de la formulation B équivalente & la
formulation mixte proposée dans le paragraphe précédent. On introduit comme précédemment
I’opérateur de projection linéaire II afin de projeter la moyenne des déformations dans I’épaisseur
de la coque :

MID (e;) = I1 (MID (e;)) (131)

On peut alors écrire la formulation faible : trouver u € U tel que :

by (u,u*) =1 (u") Vu* eV, (132)

ot la forme bilinéaire b; (-, -) est donnée par :

by (u,u*) = / [eITQEt—MID (s;‘)TQMID (st)} dQ + / MID (s;)TQMID (€¢)dQ. (133)
Q o o Q o

On choisit pour opérateur II la projection par norme L? de la moyenne des déformations sur
I'espace (p—1,4—1,0 identique a celui utilisé pour approximer la moyenne des contraintes dans le
paragraphe précédent. On obtient ainsi :

i — A

MID (ef') = > NaMID (ef) (134)

b
ﬂ.

7A ~
ou MID (sf) est la projection de MID (s?) sur Ny, soit :
— n ~ ~ n ~ ~
MID (&) =" Nig) (Np,MID (&) =3 iz / NpMID () 2. (135)
B=1 | Q

En adoptant la notation matricielle et en utilisant ’approximation u® de u dans @p,q,2, ON

aboutit a :
1 [h/2
— B(z)dz
h /—h/2 B@)

[l=v

MID (eg) =N M /vaT a0 {q}, (136)
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ou ﬂ est la pseudo matrice de masse de la base “tilde” , i.e., :

= (N, Q)Q - QQTQdQ. (137)

En substituant I’expression de la projection de la déformation moyenne donnée a I’Equation (136)
dans la formulation faible donnée & ’'Equation (132), on obtient la matrice de raideur globale
du systeme sous la forme :

T 1 [h2 T 1 2
[KE] = /Q B DB- <h /h/QB(Z)dZ> D (h /h/2B(z)dz> dQ +
T

5] = [l + (el 52" | [ 57D | 51 (). (139
Q
Enfin, en observant que
~ T - L T .~ ~ -1
[Ks5) " = [/N D! NdQ] =M [/N DNdQ} M, (140)
Q- - - o T — -
on retrouve 1’équation [KE} = [Kpized), c'est & dire I’équivalence entre la méthode mixte pré-

cédemment décrite et la méthode B proposée dans cette partie.

Remarque 6 L’égalité donnée a Z’Equation (140) peut étre facilement démontrée en utilisant
la notation indicielle, cf Bouclier et al. [//].

5.4 Extension de 1’élément en non linéaire géométrique
5.4.1 Version continue

De facon simple, on peut ré-utiliser en non linéaire géométrique la méme démarche que dans
le paragraphe précédent pour aboutir a ’extension de la formulation faible du probleme mixte
Equation (125) en non linéaire géométrique. En utilisant les notations introduites précédemment,
la formulation variationnelle mixte traduisant 1’équilibre en non linéaire géométrique devient :
trouver u € U et II € S tels que :

/ [E¢*C E; — MID (Ey*) C MID (Ey)] dQg (141)

/ ) IIdQo + [ I1T MID (Ey) d€ (142)
Qo

/ g Qo =I(u"), Yu*eV et VII €8. (143)
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Comme en petites perturbations, contraintes et déformations sont écrites dans le repere local a
la coque. ¢ et & sont remplacés respectivement, par E¢ et I1. E; est le tenseur des déformations
de Green-Lagrange et IT constitue la moyenne dans I’épaisseur du tenseur de Piola-Kirchhoff II.
Le travail des efforts extérieurs /(u*) est calculé comme dans I'Equation (104) mais cette fois-ci
sur la géométrie de référence €2y. Le tenseur des déformations de Green-Lagrange exprimé dans
la base locale (e1,ez,es) s’obtient en fonction du champ de déplacement comme suit :

1
E; = R(Ex) avec E,=¢e,(u)+ 558 (u,u). (144)
€y est la déformation linéarisée pour les petites perturbations et 58 (u,u) est la déformation
quadratique qui s’exprime en fonction du gradient des déplacements dans (x,y,z) :

Ouy, Ou
Q _ T T k k
e (u,u) = Vxu' Vyxu ou en indiciel e E Gaci P (145)

La déformation virtuelle E¢* s’écrit quant a elle :

E* = R(Ey") avec E " =gy (u') +eQ(u,u"). (146)

5.4.2 Version discreéte

Dans la version discrétisée de la formulation en non-linéaire géométrique, on va chercher une
approximation de la solution en déplacement u” dans (p,q,2 €t une approximation de la partie
b

effort TI® dans Qp—1,4—1,0- On écrit en discret :

E/ =R (BL + BNL) (U} (147)
" = R(B" +B"") (U} (148)
i = N {TT}, (149)

L’opérateur QN L est introduit pour traduire I’Equation (145) en discret. Le systéeme mixte a

résoudre obtenu par substitution des Equation (149) dans la forme variationnelle Equation (143)

B (0] )

avec comme expressions des différents opérateurs :

[KNL LL BNL] |:BL BNL:| dQO

1 [h/2 T 1 [h/2 1
—/ / [BY+BNtaz| D / [BL+BNL} dz | dQy
o \PJonpe = = =\hJowp = 27

h/2 T .
(K] = / (i / [BY + BN'] dz) RTNAQ, (151)
Qo 7 -

—h/2

NL N N LS R PN
KM= | N'R(S BE+ 5BV dz)d
Qo —h/2

(KN = / N DN A0,
Qo

prend la forme :
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Ensuite, on réalise une condensation statique comme dans I'Equation (129) :

(KN Uy = KR {1} = {0} (152)
ce qui conduit finalement a la matrice de rigidité globale en non linéaire géométrique suivante :

NL NL NL NL1=L r4-NL

[Kmixed] = [Kuu ] + [Kuﬁ' ] [Kfrﬁ' ] [Kﬁ'u ] . (153)

Cette matrice, de méme que la matrice en petites perturbations Equation (130), est pleine a cause

de l'inversion de 'opérateur [K ?;L] Avec ceci, on peut écrire I’équilibre discret en fonction du
déplacement uniquement :

[Kmizea) {U} = {F}. (154)

mixed

5.5 Exemples d’application
5.5.1 Série d’exemples “shell obstacle course”

La premiere série d’exemples que 'on propose d’étudier est constituée de trois cas typique-
ment étudiés pour vérifier la performance des éléments coques. Ce jeu d’exemples a été introduit
pour la premiere fois par Belytschko et al. [28], MacNeal et Harder [118] et repris par de nom-
breux auteurs dans la littérature. Il s’agit du toit de Scordelis-Lo, de I’hémisphere pincé et
du cylindre pincé. La modélisation géométrique, les conditions aux limites et les différents pa-
rametres de ces trois exemples sont donnés aux Figures 25 a 27 ol on présente également la
configuration déformée amplifiée calculée avec 1’élément solide coque basique NURBS cubique
et un maillage de 8 éléments par coté.

Toit de Scordelis-Lo Cet exemple est constitué d’une portion de coque cylindrique fixée a
ses deux extrémités a l'aide de diaphragmes rigides (, i.e., u = w = 0), les deux autres cotés
étant laissés libres. Cette coque est soumise a son poids propre. Compte tenu de la symétrie
du probleme, seul un quart de la coque est modélisée (cf. Figure 25(a)). On s’intéresse au
déplacement vertical du point milieu du co6té libre, la valeur de référence issue de la littérature
est petites perturbations est u,.y = 0.3024.

4.32 x 108
0.0

25

50

0.25

40°

90

0.3024

(a) (b)

FIGURE 25 — Toit de Scordelis-Lo : (a) géométrie et parametres, (b) configuration initiale
(maillage) et déplacement U, sur la géométrie déformée (amplifiée 20 fois).
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Hemisphere pincé Pour ce cas, on considere une coque hémisphérique pincée par application
de deux forces ponctuelles opposées aux deux antipodes de son équateur; le reste de I’équateur
étant libre. La aussi, compte tenu de la symétrie du probléme, seul un quart du probléeme
est représenté, le déplacement vertical du sommet de la sphere étant bloqué pour éliminer les
mouvements de corps rigide (cf. Figure 26(a)). Ce probleme est difficile & résoudre compte tenu
d’une part de la double courbure de la géométrie qui le rend tres sensible au verrouillage et
d’autre part du fait du chargement par forces concentrées qui génerent un fort gradient dans le
champ de déformation. On s’intéresse au déplacement radial d'un des points d’application de la
force et la solution de référence en petites perturbations est u,.; = 0.0924.

6.825 x 107
0.3

10

0.04

1

0.0924

(a) (b)

FIGURE 26 — Hemisphere pincé : (a) géométrie et parametres, (b) configuration initiale (maillage)
et déplacement Uy sur la géométrie déformée (amplifiée 10 fois)

Cylindre pincé On considére pour ce cas un cylindre supporté par deux diaphragmes rigides
a chaque extrémité et soumis a deux forces ponctuelles verticales en son centre. L’exploitation
des symétries nous permet de ne modéliser qu’un huitieme du probleme (cf. Figure 27(a)). La
quantité d’intérét est le déplacement vertical au point d’application de la force, la valeur de
référence étant u,.; = 1.8248 x 1075, Comme pour I'exemple précédent, 1'utilisation d’une force
ponctuelle créé un fort gradient de déformation qui rend celui-ci trés sensible au verrouillage
numérique.

Résultats Les courbes de convergence des déplacements en fonction du nombre de points de
controle par coté sont données a la Figure 28 pour chaque cas. En plus de la solution de référence,
on présente les résultats obtenus avec la formulation sans projection “Basic” pour des NURBS
de degré 2, 3 et 4 ainsi que les résultats obtenus avec la formulation mixte proposée “Mixed”
pour les mémes degrés polynomiaux. On peut constater que la formulation proposée permet
d’obtenir de tres bon résultats avec des NURBS quadratiques et un maillage tres grossier. Le
gain en terme de qualité de solution pour une discrétisation donnée par rapport a la formulation
classique est d’autant pus prononcé que I’exemple étudié est sensible au verrouillage. De plus,
on constate par ailleurs qu’avec la formulation B proposée, I'utilisation de fonctions NURBS
quadratique permet do’btenir le meilleur compromis cott/qualité de résultat.
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= 3.0x 108

0.3

300

600

3.0

0.25

1.8248 x 10~°

(a) (b)

FIGURE 27 — Cylindre pincé : (a) géométrie et parametres, (b) configuration initiale (maillage)
et déplacement Uy, sur la géométrie déformée (amplifiée 3.10° fois)
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FIGURE 28 — Convergence du déplacement vs nombre de points de contrdle par coté pour (a)
toit de Scordelis-Lo, (b) hémisphere pincé, (c) cylindre pincé.
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5.5.2 Hémisphere troué pincé

L’exemple suivant consiste en 1’étude d’une coque hémisphérique mince avec un trou au
sommet est soumise a sa base libre & quatre charges concentrées (voir Figure 29). Le probleme
étant symétrique, on modélise seulement un quart de la structure et on choisit pour éliminer le
mouvement de corps rigide restant de fixer suivant z le point sommet & gauche (point C') du
huitieme de sphere. Ce cas test a été énormément utilisé (voir, par exemple parmi les premiers
travaux Buechter et Ramm [51], Simo et al. [205]) pour vérifier ’absence de verrouillage en
membrane et la bonne représentation des mouvements de corps rigides. La charge maximale
Praz vaut 100. On prend un pas de chargement AF = 5 pour le calcul. Habituellement, on
s’'intéresse a la courbe du chargement P en fonction du déplacement suivant la direction et au
niveau de effort au point A (u) au cours du calcul. La solution correspondante fournie dans
Hosseini et al. [120] qui repose sur I’élément fini traditionnel coque S4R d’ABAQUS avec un
maillage 16 x 16 est reprise ici comme référence pour les comparaisons.

R

h

E

v
Pnu'n,lin,

max

10
0.04
6.825 x 107
0.3
100

free

FIGURE 29 — Hémisphere troué pincé : description et données du probleme.

FIGURE 30 — Configuration déformée (facteur d’échelle de 1, déplacement en valeur absolue
suivant x) pour I’hémispheére troué pincé en fin de calcul non linéaire géométrique avec "mixed
2”7 et 8 x 8 éléments.

La Figure 30 montre la configuration déformée de I’hémisphere obtenue a la fin du calcul
avec I’élément "mixed 2” et un maillage 8 x 8. Ensuite, on présente a la Figure 31 les solutions
P/Ppar = f(u) pour les différents éléments et différents maillages (4 x 4, 8 x 8, et 16 x 16). On
retrouve les méme tendances que pour les exemples précédents. On constate toujours que :

1. Augmenter le degré pour les éléments basiques permet d’améliorer la solution, mais pour
l'ordre 3 et 4, une bonne approximation nécessite tout de méme 16 x 16 éléments. Les
solutions de maillages plus grossiers sont trop raides a cause du verrouillage ;
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2. Adopter une stratégie mixte permet d’obtenir une bonne approximation de la solution
pour un ordre 2 et un maillage plus grossier (4 x 4). Le verrouillage semble éliminé avec
cette stratégie conférant a 1’élément mixte développé une tres bonne précision pour des
maillages tres grossiers.
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FIGURE 31 — Courbes chargement-déplacement P/P,.,; = f(u) pour 'hémisphére troué pincé
en non linéaire géométrique. (a) Elément “basic 2”7, (b) élément “basic 37, (c) élément “basic 47,

(d) élément "mixed 2”.

On compare ensuite a la Figure 32 les solutions de ’élément “mixed 2” avec les solutions de
I’élément SLSBEZ 3. Cet élément a été récemment proposé par Hosseini et al. [120] et est présenté
comme un élément “solid-like shell Bézier” utilisant des fonctions d’approximation NURBS. Il
apparait qu’'un maillage 16 x 16 est nécessaire pour obtenir une solution correcte avec “SLSBEZ
3”. Ce maillage est donc & comparer au maillage 8 x 8 (voir 4 x 4) pour “mixed 2”. Ceci est fait
dans le tableau 3 qui donne le nombre de degrés de liberté (DDLs) et le nombre de points de
Gauss associés a ces maillages. Ces résultats confirment la performance de 1’élément “mixed 2”
développé ici. Il apparait plus précis vis-a-vis du nombre de degrés de liberté et du nombre de
points de Gauss que ’élément “SLSBEZ 3”.

5.5.3 Etirement d’une coque cylindrique libre

Dans sa version non linéaire, le cylindre Figure 33 est étiré jusqu’a application d’une charge
maximale P,,q,; = 10000 pour le huitieme de probleme. Ce chargement avec les conditions aux
limites fait subir au cylindre des rotations considérables, combinant des effets de flexion et
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FIGURE 32 — Comparaison des solutions “mixed 2” avec les solutions “SLSBEZ 3” de Hosseini

O  Reference
— — SLSBEZ 3 4*4
— — —SLSBEZ38'8
O SLSBEZ316*16
+ mixed 2 hg 4*4
mixed 2 hg 8*8 |/

0 0.5 1 1.5 2
Displacement at A (u)

25

3 3.5

et al. [120] sur 'hémisphere pincé.
Maillage SLSBEZ 3 16 x 16 mixed 2 4 x 4 mixed 2 hg 8 X 8
Nombre de DDLs 2527 324 900
Nombre de points de Gauss 4096 432 1728

TABLE 3 — Comparaisons pour 'hémisphére : nombre de DDLs et de points de Gauss pour les
différents maillages utilisés pour ’étude de convergence.

R = 4953
L = 1035
h o = 0.094
E = 105x10°
v = 03125
plin = 25
pponlin 10000

F1GURE 33 — Cylindre avec bords libres : description et données du probleme.

membrane, ce qui le rend trés délicat a résoudre numériquement. Pour cette raison, ce cas test
est devenu tres populaire (on peut citer ici Gruttman et al. [111], Sze et al. [223] si 'on se
réduit uniquement a deux références). Un pas de chargement AF = 100 est considéré pour le
calcul. Les relations effort P déplacements radiaux W (A), —U(B) et —U(C) sont intéressantes
a montrer au cours du calcul (voir, encore, Figure 33 pour la localisation des points A, B et ().
Pour étudier la convergence, on a considéré les maillages 8 x 8, 16 x 8 et 16 x 16 (la premiere
direction £ étant la direction circonférentielle et la deuxieme 7 étant la direction longitudinale).
La convergence pour I'élément “mixed 2” semblant déja atteinte pour 8 x 8 éléments, on présente
uniquement les résultats pour le maillage le plus grossier. Ces solutions sont aussi comparées
aux solutions de référence données dans Sze et al. [223] qui utilise I’élément coque traditionnel
S4R avec notamment des maillages 24 x 16 et 36 x 24.

Des configurations déformées au cours de calcul obtenues avec I’élément “mixed 2” sont mon-
trées Figure 35 et les courbes (effort normalisé)-(déplacement) sont tracées Figure 35. Concernant
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FIGURE 34 — Configuration déformée (facteur d’échelle de 1, déplacement suivant z pour le
cylindre étiré au cours de calcul non linéaire géométrique avec “mixed 2” et 8 x 8 éléments : (a)

P = 4000, (b) P = 6000, (c) P = 10000.
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FIGURE 35 — Courbes chargement-déplacement P/Py0 = f(W(A)), P/Ppaz = f(—U(B)) et
P/Praz = f(=U(C)) pour le cylindre étiré (maillage 8 x 8) en non linéaire géométrique. (a)
élément “basic 27, (b) élément “basic 3”7, (c) élément “basic 47, (d) élément “mixed 2”.

le comportement de ce cas test, les résultats révelent la présence de deux régimes : le premier
est dominé par les effets de flexion et est caractérisé par des grands déplacements et de grandes
rotations, alors que ce sont principalement des effets de membrane qui sont présents dans le
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5. Structures minces de type coques

second régime. De plus, on peut noter I'apparition d’un phénomene de ”snap-through” lorsque le
chargement atteint une valeur critique proche de P = 5000. A cet instant, le point C' change son
sens de déplacement. D’un point de vue qualité de la solution, on retrouve une précision équi-
valente pour “basic 4” et “mixed 2”. Il semble que pour ce maillage grossier seules ces solutions
soient en mesure d’approcher convenablement la solution de référence du probleme.

Enfin, on compare sur ce probléeme les résultats de 1’élément “mixed 2” avec les éléments
“SLSBEZ 3”7 et “SHB8PS 1”7 (voir Figure 36). Il semble que le maillage de convergence pour
“SLSBEZ 3” soit composé de 16 éléments par coté et il est dit dans Abed-Meraim et Combescure
[2] qu'un maillage 30 x 20 est nécessaire pour avoir convergence avec 1’élément "SHBSPS 1”.
Le Tableau 4 donne les caractéristiques de ces maillages avec celles du maillage 8 x 8 pour
I’élément “mixed 2”. De nouveau, on peut constater la compétitivité de 1’élément “mixed 2”
vis-a-vis de I’élément “SLSBEZ 3”. On peut également noter que les stratégies NURBS sont
meilleures en terme de nombre de DDLs mais moins intéressantes en terme de nombre de points
de Gauss. Cette constatation est classique. Le phénomene néfaste d’un trop grand nombre de
points d’intégration pour les fonctions NURBS est bien connu aujourd’hui dans 'IGA. La regle
de prendre (p + 1) points de Gauss par élément pour des fonctions de degré p est loin d’étre
optimale et ce d’autant plus que p est grand et le maillage et fin. Des techniques d’intégration
permettant de limiter le probleme ont vu le jour. Par exemple, on pourrait certainement ici
appliquer les reégles d’intégration plus optimales de Auricchio et al. [13], Hughes et al. [133]
, ou encore envisager des regles d’intégration réduite et contréler, si besoin, le hourglass en
suivant le formalisme classiquement utilisé en éléments finis. Ceci devrait permettre de réduire
drastiquement le cout de l'intégration numérique de 1’élément NURBS mixte proposé dans ce
travail.

O reference
091 - — sLsBEZ38'8 o
0gl| O SLSBEZ316*16 "3
+ SHB8PS 13020 s
mixed 2 hg 8*8 1 ‘;’

Vertical displacement W(A)

F1GURE 36 — Comparaison des solutions “mixed 2” avec les solutions “SLSBEZ 3” de Hosseini

et al. [120] et "SHB8PS 1”7 de Abed-Meraim et Combescure [2] sur le cylindre pincé.
Maillage SLSBEZ 3 16 x 16 mixed 2 8 x 8 SHB8PS 1 30 x 20
Nombre de DDLs 2527 900 3906
Nombre de points de Gauss 4096 1728 1200

TABLE 4 — Comparaisons pour le cylindre : nombre de DDLs et de points de Gauss pour les
différents maillages de convergence.
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6 Vers une utilisation industrielle et efficace de 'IGA

6.1 Démonstrateur abgnurbs
6.1.1 Implémentation

L’implémentation d’éléments NURBS a été réalisée au sein du code de calcul Abaqus par le
biais d’une subroutine permettant a l'utilisateur de formuler ses propres éléments. Une subroutine
nommée UELMAT (User ELement with abaqus MATerial), disponible a partir de la version 6.9
d’Abaqus [211], permet en outre d’utiliser la bibliotheque de lois de comportement proposée par
le logiciel pour I'implémentation d’éléments utilisateur dans sa version Implicit.

Un calcul de structure a ’aide d’éléments NURBS nécessite des données d’entrée supplé-
mentaires par rapport a un calcul par éléments finis (voir tableau 5). A partir de l'indice d’une
fonction de forme et d’une direction paramétrique, le tableau INC renvoie la coordonnée NURBS
(cf. Cottrell et al. [69]). Le tableau IEN renvoie 'indice global de la fonction de forme a partir de
I’indice local et du numéro d’élément. Enfin, le tableau ID retourne la position dans 1’équation
matricielle en fonction de I'indice de fonction de forme global et du numéro du degré de liberté
considéré. Ainsi, si les coordonnées des points de contréle du maillage NURBS et la table de
connectivité IEN peuvent étre passés via les fichiers d’entrée classiques d’Abaqus, les poids des
points de controle ainsi que les vecteurs knot sont entrés dans un fichier supplémentaire, dont la
lecture et la gestion des données sont effectuées par une seconde subroutine utilisateur nommée
UEXTERNALDB, appelée préalablement & ’exécution du calcul. Le tableau IEN est construit
lors du pré-traitement a l’aide de la matrice INC. Lors du calcul de la matrice de raideur, seules
certaines composantes de INC sont nécessaires. On peut des lors se contenter de passer ces
composantes via le fichier d’entrée supplémentaire sous la forme d’un tableau NIJK.

Analyse par éléments finis Analyse isogéométrique NURBS
Coordonnées nodales coordonnées des points de controle
Type d’élément degré polynomial
connectivité des éléments (ID, IEN, LM) | connectivité des éléments (ID, IEN, LM, INC)
regle d’intégration numérique regle d’intégration numérique
Poids des points de controéle
Vecteur knot

TABLE 5 — Données nécessaires a un calcul EF ou IGA. Les données d’entrée supplémentaires
figurent en gras

La Figure 37(a) montre le déroulement d’un calcul pour une structure composée d’un seul
patch NURBS. Les blocs verts indiquent les différences par rapport a calcul EF classique. Les
blocs bleus sont identiques, qu’il s’agisse d’analyse isogéométrique ou d’analyse par éléments
finis. La Figure 37(b) montre la proposition de Cottrell et al. [69] d’implémentation d’un calcul
faisant intervenir plusieurs patchs. Celle-ci implique une boucle supplémentaire sur les patchs
qui n’a pas d’équivalent en éléments finis. Cette stratégie est donc impossible & mettre en place
dans un code existant pour lequel 'acces au code source est limité. Par simplicité, nous nous
contentons d’un couplage C? entre les patchs. Le collage C¥ est identique au collage C° utilisé en
éléments finis (Figure 38). Le couplage C! ne pose toutefois pas de difficulté supplémentaire en
terme de structure de données. Les étapes de mise en données d’un calcul multi-patchs sont les
suivantes :

— le pré-traitement est réalisé pour chaque patch séparément ;
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Loop through patches

Read patch
input data

Loop through elements
on the current patch

K°=0 and F°=0

Read global
input data

Build connectivities and allocate
global arrays

K=0 and F=0

Loop through elements
K°=0 and F°=0

Loop through quadrature
points
Evaluate basis functions
- - and derivatives
Evaluate basis functions
and derivatives

v

Add contributions to
Ke and F¢

Read input
data

Loop through quadrature
points

Build connectivities and allocate
global arrays

K=0 and F=0

Add contributions to

K¢ and F¢
v
Solve Kd=F

Assemble Ke—»K

Write and F*—F
Assemble K*—»K output data

and F*—F
H

(a) (b)

Write
output data

FIGURE 37 — Déroulement d’un calcul par éléments NURBS dans le cas d’un unique patch (a)
et d’une géométrie multi-patchs (b) (d’apres Cottrell et al. [69]).

— une renumérotation globale des points de controle et des éléments est effectuée en fusion-
nant les points de controle identiques aux interfaces entre patchs;

— les fichier .inp est généré pour I'ensemble du domaine comme s’il s’agissait d’un unique
patch ;

— les informations propres & chaque patch (vecteur knot, etc.) sont passés dans le fichier
.NB.

Les Figures 39 et 40 donnent des exemples de fichiers d’entrée .inp et .NB pour une analyse

isogéométrique multi-patchs.

6.1.2 Pré- et post-traitement

La construction de géométries NURBS complexes ne peut étre faite qu’a ’aide d’outils dédiés.
Pour ce faire, des extensions du logiciel Rhino ont été développées afin de pouvoir imposer des
conditions aux limites sur une géométrie, créer des géométries NURBS 3D volumiques (Rhino
étant a la base un outil dédié au rendu, il ne peut, en standard, modéliser que la peau d’une
géométrie 3D) et générer les fichiers de données nécessaire au calcul Abaqus. Une extension au
logiciel GeoPDEs [76] a également été développée afin de créer les fichiers d’entrée nécessaires a
Abaqus en ligne de commande.

Les résultats du calcul étant définis sur des éléments NURBS, ils ne peuvent étre visualisés
directement par l'interface graphique Abaqus CAE, cette derniére ne gérant que les éléments
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M M

FIGURE 38 — Collage C° entre deux patchs.

disponible en standard dans le code de calcul. Un script de post-traitement a donc été développé
afin de projeter les résultats calculés sur un maillage NURBS vers un maillage éléments finis.
Chaque élément NURBS est subdivisé en un maillage éléments finis, les fonctions de forme
NURBS étant utilisées pour interpoler les grandeurs définies aux points de contréle du maillage
NURBS (forces et déplacements) vers les noeuds du maillage EF projeté. Les grandeurs définies
aux points de Gauss des éléments NURBS (contraintes, déformations, ...) sont quant a elles
préalablement projetés par une méthode de moindres carrés globale aux points de controle
NURBS. Cette étape est colteuse en temps de calcul car elle fait intervenir I’assemblage et
I'inversion de la matrice de masse du maillage NURBS. L’interface de programmation C—++
d’Abaqus a donc été privilégiée par rapport a Uinterface de programmation Python également
disponible pour garantir un temps raisonnable de post-traitement.

6.1.3 De la mise en donnée a la visualisation des résultats

La création de la géométrie est réalisée avec le logiciel Rhino. Les géométries complexes
sont réalisées par assemblage de plusieurs patchs (Figure 41(a)). Les outils développés au sein
du logiciel Rhino permettent de raffiner le maillage NURBS obtenu. La maillage est d’abord
raffiné dans un patch donné (par augmentation du degré des fonction d’interpolation ou par
insertion de knots) puis propagé aux patchs voisins de I’assemblage multi-patchs (Figure 41(b)).
La définition de I’analyse se fait & I’aide d’un plugin Rhino (Figure 41(c)) permettant de définir
des conditions limites sur la structure, soit en déplacement, soit en effort (Figure 41(d)) et de
stipuler des parameétres matériau et enfin de générer les fichiers d’entrée nécessaire & Abaqus.
(Figure 41(e)) Le lancement du calcul se fait de fagon interactive dans Abaqus CAE par le biais
d’une boite de dialogue ou 'utilisateur doit saisir le chemin de ses fichiers d’entrée (Figure 41(f)).
Une fois le calcul achevé, une phase de post-traitement doit étre lancée depuis Abaqus CAE
afin de projeter les résultats obtenus sur le maillage NURBS vers un maillage éléments finis
exploitable par le module de visualisation fourni avec Abaqus (Figure 41(g)). Pour ce faire,
l'utilisateur doit préciser le chemin des fichiers de résultat (fichier .fil) et les options nécessaires
a la projection (densité du maillage élément fini, utilisation des grandeurs définies aux points de
Gauss et méthode de fusion des nceuds redondants). Un fichier de résultat standard au format
.odb est alors obtenu, directement exploitable depuis l'interface Abaqus CAE. La projection
sur le maillage éléments finis étant réalisée indépendamment pour chaque élément du maillage
NURBS, l'option d’affichage « feature edges » d’Abaqus permet d’afficher les résultats en ne
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*HEADING

**xJob name:test.txt

*%abgNURBS - Laboratoire de Mecanique des Contacts et des Structures - INSA-Lyon
*Part, name=Piece

*USER ELEMENT, NODES=ncpelt, TYPE=Up, COORDINATES=d, variables=size of SVARS, INTEGRATION=ngelt,
TENSOR=PSTRAIN or THREED

1,2 for 2D, 1,2,3 for 3D

*Node ,nset=A11Node ->list of control points

cpndb, X-coordinate, Y-coordinate, Z-coordinate

*Element, type=Up, elset=A1l1Els -> list of elements

eltnb, CP1, CP2, CP3,

*ELSET,ELSET=E1tPAtchl -> set of all the elements

list of elements nb

*NSET ,NSET=SetCPFacei -> set of control points used for Dirichlet BC
list of control points lying on the i-th face

*ELSET, ELSET=SetEltFacei -> set of elements used for Neumann BC
list of elements belonging to the i-th face

*UEL PROPERTY, ELSET=EltPatchl, MATERIAL=MAT

->assign the material to the set of all elements

*End Part

** ASSEMBLY

*Assembly, name=Assembly

*Instance, name=I1, part=Piece

*End Instance

*End Assembly

**MATERIAL

*MATERIAL ,NAME=MAT

*Elastic

Young’s modulus value, Poisson’s ratio value

*STEP, extrapolation=NO,NLGEOM=YES or NO

*Static

** BOUNDARY CONDITIONS ->list of Dirichlet boundary conditions
*Boundary

I1.SetCPFacei, direction of the imposed BC, direction of the imposed BC, wvalue imposed.
*% LOADS ->list of Neumann boundary conditions

*Cload

I1.SetFacei, key for selecting element face, wvalue imposed.

*% QOUTPUT REQUESTS

*node file, frequency=1

U,RF,CF

*el file, frequency=1

SDV

*End Step

FIGURE 39 — Exemple de fichier .inp pour une analyse isogéométrique basée sur les fonctions
NURBS.

faisant figurer que les arétes correspondant au maillage NURBS (Figure 41(h)).

6.1.4 Exemples d’application

La Figure 42 illustre les résultats obtenus pour un calcul effectué sur une géométrie 3D
constituée d’un seul patch. La comparaison porte sur les valeurs de la composante o33 du tenseur
des contraintes. Les résultats obtenus a l'aide des éléments NURBS implémentés dans Abaqus
concordent bien avec ceux obtenus par Hughes et al. [125].

L’implémentation réalisée permet de prendre en compte différents types de non-linéarités :
géométriques par le biais de la formulation des éléments qui permet la prise en compte des
grands déplacements et matériau grace a 'utilisation de la bibliotheques de lois de comportement
d’Abaqus. Ainsi, la Figure 43 représente un calcul en déformations planes d’un cylindre sous
pression, dans le cas d’un matériau élastique ou parfaitement plastique.
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*DIMENSION

2o0r 3

* total nb of elements

nelt

*nb of patches

nbpatch

*nb of elements per patch

neltpl, neltpZ2,

*data for patch i

number of knots for parametric direction j

knot vector for parametric direction j

*NIJK array based on global domain element numbering
eltnb, nijkl, nijk2, nijk3

*list of CP weights based on global domain CP numbering
CPnb, weight

F1GURE 40 — Exemple de fichier .NB pour une analyse isogéométrique basée sur les fonctions
NURBS.

6.2 Analyse isogéométrique multiéchelle a précision controlée
6.2.1 Généralités

On se propose dans cette partie de repartir du constat fait dans l'introduction relatif au
probleme de localisation du maillage avec 'IGA utilisant des NURBS. Comme dit précédemment,
la structure de produit tensoriel identique a ce qu’on observe en différences finis rend quasiment
impossible tout raffinement localisé en utilisant les algorithmes classiques de géométrie. Les
alternatives telles que les T-splines ou B-splines hiérarchiques permettent de lever cette difficulté
en introduisant un raffinement local. Celui-ci se fait soit par construction dans le cas des T-
splines, on utilise alors un vecteur de noeud local limité & quelques éléments ce qui permet
d’introduire des jonctions T identiques dans l'idée aux hanging nodes classiques en éléments
finis. Dans les cas des B-splines hiérarchiques, on supprime les fonctions de forme du nouveau
grossier pour les remplacer localement par des fonctions associées a un sous maillage plus fin.
Ces deux approches si on les associe a des indicateurs d’erreur permettent de faire des calculs
avec adaptivité, comme proposé par Dorfel et al. [31] par exemple. Néanmoins, une fois que
la grille raffinée a été construite, il est nécessaire de recalculer la solution sur l’ensemble du
domaine, le cotit numérique de cette opération n’étant pas négligeable. Nous proposons donc ici
de nous inspirer des travaux de Biotteau et al. [35, 306], Cavin et al. [51] basés sur les méthodes
multigrilles géométriques. En utilisant les algorithmes multigrilles géométriques localisés couplés
a un indicateur d’erreur on complete la solution grossiere par la contribution localisée sur une
grille plus fine sous-jacente localisée.

On ne détaillera pas ici les aspects techniques liés aux méthodes multigrille en général et en
particulier leur adaptation aux éléments finis, le lecteur pourra par exemple se tourner vers la
theése de Rannou [173]. Les techniques multigrilles ont été introduites initialement pour la réso-
lution d’équations aux dérivées partielles elliptiques, principalement en mécanique des fluides.
L’idée principale est d’exploiter les propriétés de lissage des solveurs itératifs en utilisant plusieurs
grilles imbriquées que 'on fait communiquer grace a des opérateurs de changement d’échelles.
Les premiers travaux sont a mettre au crédit de Fedorenko [99], mais c¢’est Brandt [15, 46] qui
décrit les fondements des techniques multigrilles tel qu’exploité aujourd’hui; enfin la premiere
exploitation dans le cadre de la méthode des éléments finis a été proposé dans les années 1990 par
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(a) Définition d’une géométrie (b) Raffinement du maillage
multipatch

(c¢) Création d’une nouvelle analyse (d) Création des conditions li-
mites

|| Enter the path of the file with .inp extension:

| C:fTemp/Equerre_CSMAinp

Enter the path of the file with .NB extension:

| Cu/Temp/Equene_CSMANB

(e) Création des fichiers d’entrée pour Abaqus (f) Lancement interactif du calcul depuis Abaqus

The Post - ith odb B— jith filand .NB

Enter the path of the file with il extension:

I=2

Enter the path of the file with .NB exension:
C:/Temp/Equerre CSMANB |

Advanced Options

© Defautt © Custom

Note: 9

Nurnber of divisions:

© Usedefault

® Specify

(g) Projection des résultats sur un (h) Visualisation des résultats sur le maillage
maillage éléments finis NURBS

FIGURE 41 — Différentes étapes d’une analyse isogéométrique basée sur les NURBS. 139
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3.6e+06
3.040406
—2.47e+06

—191e406

(a) Chargement en u (b) Solution de Hughes et al. [125] (¢) Solution abgNURBS

F1GURE 42 — Exemple de calcul 3D sur une géométrie de type « fer a cheval » constituée d un seul
patch NURBS. Comparaison entre le résultat obtenu par Hughes et al. [125] et la solution obtenue
a ’aide des éléments implémentés dans Abaqus. La vue isocouleur représente la composante o33
du tenseur des contraintes.

SMISES SMISES
+3.344e+02 +2.011e+02
+3.137e+02 +1.940e+02
+2.929e+02 +1.869e+02
+2.722e+02 +1.798e+02
+2.514e+02 +1.727e+02
+2.307e+02 +1.656e+02
+2.099e+02 +1.584e+02
+1.892e+02 +1.513e+02
+1.684e+02 +1.442e+02
+1.477e+02 +1.371e+02
+1.269e+02 +1.300e+02
+1.062e+02 +1.229e+02
+8.542e+01 +1.158e+02

F1GURE 43 — Contrainte de Von Mises dans le cas d’un cylindre soumis a une pression interne.
R=2m,r =1m, P =145 MPa, £ = 200 000 MPa, v = 0, 3. La figure de gauche illustre le cas
élastique et celle de droite le cas parfaitement plastique (oy = 200M Pa).
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Parsons et Hall [161, |. L’intérét essentiel des solveurs multigrilles par rapport aux solveurs
itératifs classiques est leur complexité : elle est de O(nlog(n)) alors qu'elle est de O(n?) pour
Gauss-Seidel et O(n3/2) pour un Gradient Conjugué préconditionné.

6.2.2 IGA et multigrille global et local

On se propose ici d’exploiter l'algorithme dit Full MultiGrid (cf. Lubrecht et Venner [117]),
basé sur 'algorithme Correction Scheme. On initialise la solution a partir d’une résolution exacte
sur la grille grossiere, puis on exécute a V-cycles sur n grilles jusqu’a obtenir convergence sur
la grille la plus fine; enfin 'indicateur d’erreur nous permet de définir les éventuelles zones a
raffiner et on construit alors une grille n + 1 plus fine et on recommence (cf. Figure 44).

fine

coarse

coarse

FIGURE 44 — Algorithme Full MultiGrid : (a) cas général démarrant avec 2 grilles et raffiné deux
fois, (b) détail de la résolution pour trois grilles.

La difficulté majeure rencontrée dans le cas éléments finis isoparamétriques est la construction
de grilles hiérarchiques dans le cas des formes complexes telles les bords courbes : il est nécessaire
de revenir a la géométrie CAO pour positionner les nouveaux noeuds et le transfert d’information
sur les éléments de bords est plus délicat. L’idée d’exploiter les technologies a base spline est ici
évident : la géométrie reste exacte lors du raffinement. Il n’est alors plus nécessaire de revenir
a la géométrie pour raffiner le maillage et le transfert d’information est identique dans tous les
éléments. Ceci est présenté sur un exemple simple pour la MEF et 'IGA sur la Figure 45.
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Ry
) R B

FIGURE 45 — Maillages récursifs d’'un quart de disque : éléments finis en haut, NURBS en bas.

Afin d’adapter aux éléments isogéométriques ce qui est fait en éléments finis traditionnels,
il s’agit en fait principalement de construire les opérateurs de changement d’échelle. Ces deux
opérateurs sont appelés prolongation P pour transférer les quantités primales de la grille grossiere
a la grille fine et restriction R pour transférer les quantités duales de la grille fine a la grille
grossiere. Ceux ci doivent étre construit de maniere a conserver le travail des forces internes
entre les deux grilles, ils doivent donc étre transposé 1'un de I'autre R = PT. 1l existe plusieurs
techniques de construction de ces opérateurs, la plus simple utilisant les fonctions de formes.
Cette technique est particulierement intéressante dans le cas des NURBS car la structure de
produit tensoriel nous permet de construire ’opérateur 2D ou 3D par composition des opérateurs
1D comme présenté sur la Figure 46 : P = P: o Py

0 0.5 1 § 0 0.5 1 é’ 0 0.5 1 é’
grid 1 grid 2

F1GURE 46 — Construction de 'opérateur de prolongation 2D entre deux grilles par composition
des opérateurs 1D.

L’indicateur d’erreur est construit de facon classique (cf. par exemple Cavin et al. [51])
par comparaison des solutions convergées entre deux grilles successives comme présenté sur la
Figure 47. Nous utilisons un indicateur en énergie par élément qui assure la convergence méme
lorsque la solution présente une singularité.

La méthode permettant d’effectuer un raffinement local des zones ou 'indicateur d’erreur ne
satisfait pas la précision donnée par I'utilisateur est donnée dans Chemin et al. [59].
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Raffinement si le critere
est non satisfait

Indicateur d'erreur entre
fine les deux grilles fines

(v

-
coarse | (@)
o)

FIGURE 47 — Indicateur d’erreur entre deux grilles successives.

6.2.3 Exemple ’application

On s’intéresse comme exemple d’application & une plaque trouée semi-infinie comme étudié
précédemment en incompressibilité, cf. Figure 48. L’existence d’une solution analytique permet
de vérifier comment 'algorithme se comporte selon que 'on utilise un indicateur d’erreur ou
Ierreur par rapport a la solution exacte. On compare sur cet exemple le raffinement global et
local.

§> Ty R2 Ty R2 R4
D e\ Teon o= (1o 55) 5 (145 35 oo
§> v=20.3 T R2 . y

r=10"'m X .
§> R=4.10"1m ooo(r, 0) = > (1+ r_2> Y <1+ 3r_4> cos 26,

X R2 4
T R r r
PANVANVANVAN

FIGURE 48 — Géométrie, données et solution analytique pour ’exemple de la plaque trouée.

Les grandeurs utilisées pour quantifier la performances des deux algorithmes sont :
— évolution de l'erreur selon la norme énergétique en fonction du nombre total de degrés
de liberté. Pour un ensemble de grilles (Q1,8s,...,Q%), ile nombre total de ddls est

k
Naop = Y dof (),
=1

— le nombre de cycles multi grilles nécessaire a la résolution pour chaque niveau, qui est

directement relié au cott de calcul.

Le maillage initial utilisé pour lancer le calcul est directement issu de la CAO (Figure 49(a)).
Les maillages finaux pour l'algorithme global et et avec localisation sont présentés sur les Fi-
gures 49(b) et 49(c)

On peut observer & la Figure 50(a) quer l'algorithme avec localisation permet d’obtenir une
meilleur solution avec moins de ddls que I’algorithme global. De plus, on peut observer a la
Figure 50(b) que lalgorithme avec localisation nécessite moins de cycles multigrille et est donc
de fait moins cotliteux.
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(a) maillage inital issu de la CAO.
bal.

(b) Maillage final, algorithme glo-

localisation.

FIGURE 49 — Maillages initiaux et finaux.
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(a) Evolution de I'indicateur d’erreur pour les deux

algorithmes.

F1GURE 50 — Comparaison de la convergence et des performances des deux algorithmes.
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(c) Maillage final, algorithme avec
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(b) Nombre de cycles multirgille versus nombre de
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7. Conclusions

7 Conclusions

7.1 Bilan

Les travaux proposés dans cette partie ont été principalement dédiés a la mise au point de
méthodes de projection de la déformation afin de supprimer les verrouillages présents dans la
MEF et 'IGA. La méthode que nous avons proposée présente I'avantage d’étre applicable & tout
type de verrouillage, d’étre indépendante du degré polynomial utilisé et d’étre équivalente a une
formulation mixte.

Nous avons pu appliquer la méthode au verrouillage incompressible en petites déformations
en généralisant la méthode B de Hughes [122] et étendue celle-ci au cas des grandes déformations
en introduisant la méthode F. Nous avons également appliqué celle-ci aux verrouillages présents
dans les structures minces de type poutres et coques. La méthode nous permet ainsi d’obtenir
des éléments peu sensibles au verrouillage et capables de converger vers une solution de bonne
qualité avec des maillages grossiers et donc un coit numérique réduit. Ceci nous permet d’en-
visager une utilisation dans I'industrie de ces méthodes, le maillage ne devant pas étre adapté
particulierement par 'utilisateur pour converger vers un résultat satisfaisant.

Dans la derniére partie, nous avons présenté une premiere approche pour ouvrir la méthode
vers l'industrie a travers une suite d’outils logiciels intégrant la technologie dans un code com-
mercial. Bien que cette implémentation ne soit pas optimisée, elle est un démonstrateur utilisable
facilement et permet donc de tester la technologie sur des cas d’application concrets en R&D. On
pourra noter par exemple, au dela des collaborations avec des éditeurs de logiciels commerciaux
permises par cette vitrine, 1'utilisation de la suite dans le cadre d’un stage de PFE chez EADS
IW.

Enfin, il faut également mentionner que les travaux concernant l'utilisation de 'lGA dans
le cadre de la corrélation d’images numériques réalisés en collaboration avec (entre autres) mon
collegue Julien Réthoré n’ont pas été présentés ici. Ces travaux ont montré I'intérét d’utiliser des
fonctions spline de continuité supérieure pour la mesure par CIN de champs dérivés (déformation,
courbure, etc.)[96, 183].

7.2 Perspectives

La technique de projection de la déformation que nous avons proposé pour supprimer les
verrouillages n’avait jusqu’a tres récemment pas été étudiée du point de vue mathématique.
Nos expérimentations numériques semblaient montrer que la méthode telle que nous ’avons
construite est sans doute stable ou proche de la stabilité au sens de la LBB (ou du moins la
formulation mixte équivalente). Les travaux tres récents de Antolin et al. [9] ont pu démontrer
la stabilité de la méthode en modifiant I'espace de projection : chaque élément de ’espace de
projection doit contenir au moins p + 1 éléments de ’espace des déplacements si celui-ci est de
degré p et 'espace de projection doit étre discontinu d’un élément a l'autre. La stabilité ainsi
obtenue permet d’assurer la qualité de la méthode au dela de I'expérimentation numérique que
nous avons pu faire jusqu’a ce jour. Néanmoins, une étude systématique quand a 'optimalité de
la méthode ainsi modifiée doit étre faite pour s’assurer que I’élément permet toujours d’atteindre
des niveaux d’erreur faibles. De plus, 'avantage apporté par cette construction de I’espace de
projection est le découplage des termes d’un éléments de l'espace de projection a l'autre : la
matrice de raideur du systeme n’est plus pleine, le cotit numérique est donc réduit. Il est donc
intéressant d’adapter nos travaux, notamment dans le cas des coques et poutres a cette forme
stable de la méthode de projection.
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Une autre perspective, qui prend racine dans nos travaux sur les structures minces, est celle de
lintégration numérique. En effet, la quasi totalité des travaux en IGA utilisent une intégration
de Gauss qui géneére trop de points d’intégration et ce d’autant plus que le degré augmente.
Les premiers travaux de Hughes et al. [133] sur une reégle optimale n’exploitent pas la notion
d’éléments et sont donc difficilement utilisable en pratique bien que des régles quasi optimales
s’appuyant sur la notion d’éléments dans les travaux de Auricchio et al. [13] aient amélioré ce
point. Une autre approche relativement en vogue ces deux derniéres années a consisté a utiliser
des regles de Gauss classiques en faisant varier le nombre de points d’intégration d’un élément a
lautre, cf. par exemple nos travaux dans Bouclier et al. [13] repris a 'identique dans le cas des
poutres puis généralisés aux plaques et coques par Adam et al. [3, 1] ou en exploitant des regles
éléments finis plus exotiques qui limitent le nombre de points d’intégration et/ou d’évaluation
de fonctions par Schillinger et al. [194]. Nous avons pu constater par exemple dans le cas des
poutres avec des éléments quadratiques C! quun seul point de Gauss par élément est suffisant
si on stabilise la matrice de raideur soit ajoutant un point par élément de bord (ce résultat est
celui retrouvé dans Adam et al. [3, 1], Schillinger et al. [191]) soit en utilisant une stabilisation
de Hourglass comme proposé par Belytschko et al. [25] dans un seul élément du maillage. En
effet, grace a la continuité supérieure des fonctions, la stabilisation des modes d’hourglass se
transmet naturellement d’un élément a l'autre. Dans la perspective d’une utilisation industriel
de la méthode au sein de codes commerciaux (et donc de réduction des colts numériques au
maximum) cette approche semble trés prometteuse.
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Les travaux présentés dans ce mémoire ont été réalisés depuis la fin de ma these en septembre
2006 et ont été réalisés a ' Institute for Computational Engineering and Sciences, University of
Texas at Austin, USA et au Laboratoire de Mécanique des Contacts et des Structures de PINSA
de Lyon. Ces travaux, bien que décomposés en deux grandes parties, ont pour fil conducteur
le développement et 'amélioration de méthodes numériques innovantes dans le but de proposer
des outils robustes applicables et appliqués dans un contexte industriel. Les travaux passés, en
cours et a venir se font donc en lien étroit avec les développeurs et éditeurs de logiciels recherche
et commerciaux. Méme si une telle approche peut étre critiquée par les puristes, théoriciens et
certains mathématiciens appliqués car étant sujette a approximations, simplifications, ... pour
assurer une utilisation simple et a cout numérique réduit, la pertinence d’une technologie dé-
veloppée dans notre communauté académique de la mécanique numérique est & mon sens bien
souvent liée a son introduction dans les codes commerciaux et in fine a son utilisation réguliere
par les utilisateurs.

Les perspectives de recherche envisagées a moyen et long terme dans les deux grands themes
développés dans ce mémoire sont précisées ci-dessous.

Rupture dynamique. Il est essentiel de continuer & améliorer la robustesse et 'efficacité de
notre outil numérique pour pouvoir se concentrer sur la physique de la rupture dynamique dans
les matériaux métalliques d’applications militaires. L’essentiel des points a aborder ainsi que les
solutions envisagées pour améliorer I'outil numérique ont déja été présentés dans la conclusion
partielle de la premiere partie du mémoire. Comme c’est le cas dans la majorité des themes de
recherches développés au sein de I’équipe MSE a laquelle j’appartient, la compréhension de la
physique ne se limite pas a ’outil numérique et aux modeles théoriques mais passe également
par le développement, 'instrumentation et la réalisation d’expérimentations fines qui nous per-
mettront de nourrir notre connaissance des phénomenes étudiés. Il s’agira donc de continuer
a travailler avec nos partenaires actuels que sont TONERA Lille, le CEA Saclay, DGA TN et
DCNS Research mais également en élargissant nos interactions notamment avec I’équipe MS2M
de l'Institut Clément Ader de Toulouse et en particulier Patrice Longere qui collabore avec
DCNS et DGA sur la rupture des métaux sous chocs depuis de nombreuses années.

Analye isogéométrique. En ce qui concerne 'IGA, il semble important de continuer & tra-
vailler sur son utilisation dans un cadre industriel. Au dela de la poursuite du développement
de notre démonstrateur abqnurbs, les problématiques de la dynamique rapide et de la pro-
pagation d’onde constituent des domaines d’intérét prometteurs pour la méthode. En ce qui
concerne la dynamique rapide, la littérature, essentiellement restreinte au travaux de Benson
et al. [31, 32, 33] et Gao et Calo [106], a démontré la pertinence et la robustesse de I'IGA dans
ce cadre. Une collaboration avec I’équipe de développement de Radioss d’Altair sur ce sujet
entamée récemment est déja tres prometteuse. Des problématiques telles que les techniques de
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diagonalisation de la masse, intégration numérique, le calcul du pas de temps critique et le dé-
veloppement d’algorithmes de contact adaptés seront abordés au cours de ces travaux. D’autre
part, la qualité de représentation des hautes fréquences obtenus avec les fonctions splines (cf.
par exemple Cottrell et al. [71], Hughes et al. [120, 132]) nous permet d’envisager 'utilisation de
I'IGA d’une part pour les problemes de propagation d’ondes, notamment en génie civil a travers
une collaboration avec le laboratoire LGCIE et d’autre part pour mettre au point de nouveaux
éléments finis espace-temps d’ordre supérieur, ces travaux ayant été initiés lors du séjour de
Robin Bouclier dans I’équipe du Pr. Hughes.

Par ailleurs, deux perspectives scientifiques encore peu explorées avec 'IGA et qui constituent
a mon sens deux projets de recherche forts & moyen et long terme sont d’une part 1'utilisation de
la méthode pour la réduction de modele et I'optimisation de forme sous contraintes dynamiques.
Le premier point est initié dans la these d’Hassan Al-Akhras réalisée en partenariat avec Ansys.
L’approche proposée consiste a transporter les résultats d’'un calcul mono- ou multi-physiques
sur une discrétisation isogéométrique qui supportera une tres grande variation des parametres
géométriques et donc de distortion du maillage sans probleme particulier. Les techniques clas-
siques de réduction de modele telles que la SVD pourront alors étre efficacement appliquées sur
un maillage a connectivité fixée, 'application & des études paramétriques étant principalement
visée. La robustesse aux distorsions de maillage et a la variation de la paramétrisation géomé-
trique & connectivité fixée de 'IGA est également tres intéressante dans le cadre de 'optimisation
de forme. Les travaux initiés par mes collegues du LTDS de ’Ecole Centrale de Lyon (cf. Troian
et al. [227]) sont trés encourageants et nous ont amenés a débuter une collaboration au travers de
la these de Zhen Lei et sous la forme de réponses a des appels a projets régionaux et nationaux.

Enfin, on pourra évoquer d’autres perspectives moins avancées ou encore en suspend faute
de temps/moyens avec d’autres collegues du laboratoire ou d’autres établissements telles que
la rupture des matériaux architecturés a l’aide de modeles a gradient, la dynamique des ma-
chines tournantes, le développement de modeles éléments finis biofideles, de modeles numériques
mésoscopique de mise en forme de composites, etc.

THE END
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Résumé

On s’intéresse dans les travaux développés dans ce mémoire a la mise au point de méthodes
numériques issues de la méthodes des éléments finis dont la caractéristique principale visée est
la robustesse. En effet 'objectif final dans la mise au point de ces méthodes est leur applicabilité
a grande échelle pour des problemes industriels et a terme leur intégration au sein de codes
commerciaux non spécialisés. Il est donc essentiel d’assurer a 1'utilisateur qu’avec un choix mini-
mal de parametres du modele numérique et un maillage suffisamment grossier ou peu ajusté, le
résultat obtenu soit le plus pertinent possible. Ces travaux ont été réalisé au sein de I’équipe Mé-
canique des Solides et des Endommagements (groupe Intégrité des Structures sous sollicitations
Extrémes) du LAboratoire de Mécanique des COntacts et des Structures de 'INSA de Lyon,
France et de U'Institute for Computational Engineering and Sciences de ’Université du Texas a
Austin, USA. Deux classes de problemes et donc deux méthodes numériques innovantes ont été
abordées depuis la fin de ma these de doctorat en septembre 2006 et constituent ainsi les deux
grands themes de ce mémoire : la modélisation de la rupture dynamique 3D par la méthode des
éléments finis étendus X-FEM et I'analyse isogéométrique IGA pour les simulations robustes
non verrouillantes.

Les travaux développés dans la premiere partie de ce mémoire sont concentrés sur I’adaptation
et la mise au point de méthodes et outils afin de proposer une méthode X-FEM en dynamique
explicite pour la simulation de fissuration dynamique 3D. D’autre part nous avons également
proposé un modele de rupture relativement simple avec peu de parametres a identifier qui permet
de basculer d’une rupture en traction a une rupture en cisaillement de fagon automatique au
cours du calcul.

La deuxieme partie du mémoire détaille la mise au point de méthodes de projection de
la déformation adaptées au formalisme de 'IGA (et donc indépendantes du degré polynomial
choisit) qui nous permettent d’effectuer des simulations robustes avec des maillages grossiers sans
verrouillage. La méthode a été appliquée a un grand nombre de problemes ol le verrouillage est
présent : incompressibilité en petites et grandes déformations, poutres courbes épaisses et coques
épaisses.
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