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Introduction générale

Les méthodes d’homogénéisation ont pour objectif de déterminer le compor-
tement macroscopique de matériaux dont la microstructure est hétérogene a une
échelle inférieure, souvent associée a une échelle microscopique. A cette échelle,
des informations sont supposées connues sur la morphologie et le comportement
des différents constituants. L’homogénéisation est d'un intérét fondamental en
ingénierie et science des matériaux, car elle permet ainsi de prévoir le compor-
tement de matériaux complexes associés aux composites, au béton ou aux ma-
tériaux cimentaires pour le génie civil, ou aux tissus biologiques. Par rapport
a des caractérisations expérimentales entierement macroscopiques, les approches
micromécaniques, reliant les propriétés des constituants de ces matériaux et leur
arrangement avec les propriétés macroscopiques permet d’améliorer la compré-
hension des mécanismes conférant les propriétés a ces matériaux, en vue d’en
concevoir de nouveaux avec des performances améliorées.

Les méthodes d’homogénéisation analytiques ont permis d’établir des bornes
et des estimations pour un tres grands nombres de cas, en particulier pour les cas
ou le comportement est linéaire (voir par exemple [72, 97, 66, 79]). Dans le cas non
linéaire, les difficultés inhérentes a la non validité du principe de superposition,
a la dépendance a des variables internes et a la difficulté de résoudre analyti-
quement les problemes locaux non linéaires limitent les approches proposées a
des cas restreints sur le comportement et les morphologies de microstructures.
En vue de pouvoir prédire le comportement de matériaux hétérogenes non li-
néaires plus complexes, et dont la microstructure est décrite plus finement, des
approches numériques ont été développées récemment. Ces approches se classent
en deux grandes catégories : a) les approches concourantes, ou couplant des cal-
culs & deux échelles simultanément (voir par exemple [22]), qui permettent de
prendre en compte des comportements arbitraires au niveau microscopiques, y
compris des changements de microstructure, mais au prix de cotits de calculs
prohibitifs ; b) les approches séquentielles, dans lesquelles des quantités sont éva-
luées par le biais de calculs préliminaires sur la microstructure, et permettant
ensuite, sans retour a cette échelle de construire le comportement pour 1’échelle
macroscopique. Ces techniques permettent ainsi des gains de calculs importants
lors du calcul de structure a ’échelle macroscopique, mais sont restreintes a des
cas spécifiques. Cependant de nombreuses avancées ont été proposées récemment
et permettent aujourd’hui de traiter une large gamme de comportements locaux,
tels que la viscoplasticité, la viscoélasticité, et 1'élasticité non linéaire. Dans ce
mémoire de these, nous proposons une contribution a cette seconde famille de
méthode d’homogénéisation numérique. Le plan du mémoire est le suivant.

Nous présentons dans un premier chapitre un état de I'art des méthodes d’ho-
mogénéisation pour les problemes non linéaires. Les méthodes analytiques et semi-
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analytiques sont rappelées. Ensuite, plusieurs méthodes sont présentées, telles que
la méthode des Eléments Finis multi niveaux (méthode "FE?”), la méthode NTFA
(Non Uniform Transformation Field Analysis) et une méthode récente baptisée
méthode de potentiels numériques. Les différentes difficultés et verrous actuels de
ces techniques sont mis en évidence.

Dans le second chapitre, nous proposons une méthode d’homogénéisation nu-
mérique originale étendant la méthode NTFA au cas des matériaux élastoplas-
tiques. L’approche introduite est basée sur un algorithme de type prédiction-
correction ("return-mapping”) permettant I’actualisation des variables internes
macroscopiques. Dans le cadre de la NTFA, le champ élastoplastique local est
décomposé en une somme finie de modes plastiques, calculés sur un Volume Elé-
mentaire Représentatif (VER) par des calculs Eléments Finis. En utilisant le
principe du maximum de dissipation plastique, nous développons un algorithme
associé permettant de construire la loi de comportement homogénéisé pour un
état de déformation macroscopique donné et un ensemble de variables internes
associées aux modes plastiques. Une technique de représentation de la fonction
d’écoulement en variables séparées permet d’éviter d’avoir recours a des calculs
de post-traitement sur le VER lors du calcul de structure.

Dans le troisieme chapitre, nous appliquons la méthode développée dans le cha-
pitre précédent a des exemples de composites élastoplastiques. Nous appliquons
tout d’abord la méthode pour un composite stratifié unidirectionnel dont la so-
lution analytique est disponible dans la littérature. Nous appliquons ensuite la
méthode pour des composites périodiques en chargements cycliques, dont la solu-
tion de référence est donnée par un calcul élément finis pour des microstructures
plus complexes et anisotropes.

Dans le quatrieme chapitre, nous proposons une deuxieme méthode, se basant
sur la méthode des potentiels numériques, pour I’homogénéisation des composites
non linéaires élastiques en petites et grandes déformations. La méthode initiale-
ment proposée dans [101, 103] était jusqu’a présent limitée pour des problemes
en deux dimensions en raison du tres grand nombre de calculs préliminaires a
effectuer pour construire le potentiel effectif du composite. Pour lever ce verrou,
nous introduisons une approximation de type "réseaux de neurones” permettant
a partir d'un échantillonnage de valeurs discretes dans 1’espace paramétrique de
reconstruire le potentiel & partir d'un nombre plus faible de points que par les tech-
niques d’interpolation classiques. Apres avoir rappelé les principes de la méthode
des potentiels numériques, nous testons la qualité de 'approximation par réseaux
de neurones et ’appliquons sur plusieurs exemples numériques, incluant des cal-
culs d’homogénéisation de VERs tridimensionnels, et dont le comportement et
la microstructure peuvent étre paramétrés, impliquant des espaces paramétriques
de dimensions de I’ordre de 10.

Nous présentons enfin des conclusions et tragons quelques perspectives pour
ce travail.
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Notations

a Scalaire

a Dérivée temporelle de a,a = da/dt

A a Tenseurs du second ordre, matrices et vecteurs
A Tenseur du quatrieme ordre

AT Transposé de A

Moyenne spatiale sur un domaine €2 associé au VER
Moyenne spatiale sur un domaine w

Opérateur gradient

Opérateur divergence

Produit tensoriel (a ® b)ij = a;b;

(ABB),;,, = 5 (AwBj + AuBj)

Produits scalaire a - b = a;b;

Produit doublement contracté A : B = A;; B;;
Dérivée de Gateaux dans la direction v

Opérateur trace d'un tenseur du second ordre : Tr(A) = Ay
Fonction caractéristique associée a la phase r

telle que X" (x) = 1 dans la phase 7 et zéro ailleurs
Tenseur identité du second ordre

Tenseur identité du quatrieme ordre

Tenseur des contraintes de Cauchy microscopiques
Tenseur des contraintes de Cauchy macroscopiques
Tenseur des déformations microscopiques

Tenseur des déformations macroscopiques

Tenseur des propriétés élastiques locales

Tenseur des propriétés élastiques homogénéisées
Tenseur des déformations plastiques microscopiques
Tenseur des déformations plastiques macroscopiques
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Chapitre 1

Etat de ’art : méthodes
d’homogénéisation pour les
problémes non linéaires

Dans ce chapitre introductif, nous présentons plusieurs méthodes dont l’objectif
est de déterminer la réponse effective de matériaux hétérogénes dont les phases
sont décrites par un comportement non linéaire. Dans un premier temps, nous
établissons un bref rappel des techniques analytiques et semi-analytiques. Nous
présentons ensuite des méthodes d’homogénéisation numériques, qui permettent
de dépasser les limitations des méthodes analytiques.

1.1 Introduction

Les tissus biologiques, les polymeres renforcés ou les matériaux cimentaires
sont des exemples de matériaux hétérogenes dont les phases sont décrites par un
comportement non linéaire. L’homogénéisation de leur comportement est d’un
intérét considérable pour les applications en ingénierie et pour la conception de
nouveaux matériaux, mais représente un défi sur le plan scientifique pour les rai-
sons suivantes : (i) dans le cas non linéaire, il n’est pas possible, connaissant le
comportement de chaque phase, de définir a priori la forme de la loi de comporte-
ment effective; (ii) le principe de superposition ne s’appliquant plus, les théories
et approches proposées dans le cas linéaire ne sont plus applicables; (iii) dans
le cas de comportements dissipatifs, la loi constitutive macroscopique dépend
des champs anélastiques locaux dans la microstructure, et cette loi est associée
théoriquement a I’histoire d’une infinité de variables internes. Le probleme d’ho-
mogénéisation non linéaire a entrainé un nombre d’étude considérables aux cours
des dernieres décennies, avec des progres récents importants rendus possibles no-
tamment par les méthodes basées sur les simulations numériques.
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1.2 Meéthodes d’approximation analytiques et semi-
analytiques

Les approches analytiques qui ont été proposées depuis les travaux pionniers de
Hill [36] ont pour objectif d’estimer ou de borner le comportement des matériaux
hétérogenes non linéaires. Dans le cas des matériaux non linéaires en petites dé-
formations, des extensions au cas non linéaire de certaines techniques classiques
dans le cadre linéaire ont été proposées (voir par exemple Nemat-Nasser & Hori
[72] ; Torquato [97] ; Milton [67]), les travaux de Willis [100], Dvorak [20], Qiu and
Weng [78], Ponte Castaneda [75], Hu [41], Milton et Serkov [67]. Dans le cas des
grandes déformations, plusieurs auteurs ont également étendu certaines approches
d’homogénéisation analytiques issues du cadre linéaire pour des cas spécifiques.
Dans une série de travaux, (voir par exemple [18, 1, 32] entre autres), des estima-
tions et des solutions exactes pour certaines classes de composites hyperélastiques
ont été dérivées. Ponte-Castaneda [77] a proposé une méthode d’homogénéisation
du second ordre pour déterminer la loi de comportement effective de matériaux
composites non linéaires poreux et renforcés, suivi par plusieurs autres auteurs
(voir par exemple [50, 48, 7]).

1.2.1 Méthodes incrémentales

Les méthodes d’homogénéisation incrémentales sont des extensions de la for-
mulation proposée par Hill [36] dans lesquelles les contraintes et les déformations
sont reliées par une loi sous la forme :

a(t)=C(t):&(t) (1.1)

oll & est le taux de contraintes macroscopiques, E(t) le taux de déformations et
C(t) est un opérateur tangent dépendant de I'état de déformation et de I’histoire
du chargement. Pour le probleéme linéarisé, il est possible d’appliquer le principe
de superposition et de calculer le module tangent C(¢) a chaque itération, connais-
sant la loi de comportement non linéaire dans chaque phase et la déformation a
Iitération précédente.

Pour un schéma d’homogénéisation donné (Mori-Tanaka, modele auto-cohérent,
etc.), connaissant l'incrément de déformation A appliqué sur le VER a un ins-
tant t", il est possible d’évaluer les modules tangents associés aux modeles non
linéaires dans chaque phase (voir [42], [3], [85]) qui sont utilisés pour calculer le
module effectif & 'instant "*1. Un schéma, proposé par Doghri et al. [42], consiste
a chercher, pour un instant "', la déformation moyenne dans les inclusions. Un
algorithme itératif est nécessaire pour calculer cette déformation moyenne. Soit
(Ag),, = A€ l'incrément de déformation, noté a l'instant t*, (Ae,),, = Ag€,. On
définit la matrice comme étant associée a l'indice 0 et les inclusions a l'indice 1.
On note (Ae)q, et (Ag)q, les déformations moyennes dans la matrice et dans les
inclusions, respectivement. Pour une prédiction de (Ae,)q , on peut évaluer la
moyenne dans la matrice (Ag),, grace a la relation :

At = (Ae)q, (1 = fi) + [1{Ag)q, (1.2)

avec f1 la fraction volumique d’inclusions. A partir des modules tangents calculés
dans chacune des phases, le tenseur d’Eshelby £ peut étre évalué (voir par exemple
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FI1GURE 1.1 — Approche d’homogénéisation non linéaire incrémentale.

[19]). On peut alors calculer le tenseur de concentration B¢ permettant de relier
la déformation moyenne dans chacune des phases a la déformation macroscopique
par :

(Ae)g, = [AB + (1 - f)I 7" : 5, (1.3)
(Ae)g, =B : [AiB + (1— f)I " &, (1.4)

ou B¢ est exprimé par
B = {I+&:[Cot:C—1]} 7, (1.5)

avec Cy et C; les modules tangents associés au probleme non linéaire dans chaque
phase, et enfin le module effectif (tangent), donné par :

C=[fiCy : B+ (1 — f1)Cq| : [fiB + (1 — f)I]*. (1.6)

Pour un schéma de Mori-Tanaka, un algorithme, proposé par Doghri et al.
[42], est décrit ci-dessous. Soit un intervalle de temps [t,, t,11]. Connaissant &, et
A€, et les variables d’histoire dans les phases au temps ¢,, le probleme consiste
a déterminer la contrainte &, et le module tangent C,, ., ou n + a désigne le
temps t"t* = t" + aAt. Les étapes de 1'algorithme sont les suivantes :

— Initialisation (€),, = Ag,.

— Tant que |R|| > TOL , ou TOL est une tolérance numérique

— 1. Connaissant (g,)q, et (Ag), , calculer a partir du modele non linéaire

de l'inclusion le module tangent C;.

2. Calculer la déformation moyenne dans la matrice grace a (1.2) :
B Agn — fl <A€>Q1
L=h '

3. Connaissant (g,)q, et (Ag)q, , calculer a partir du modele non linéaire
de la matrice le module tangent C,.

(Ag)q, (1.7)
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4. Extraire la partie isotrope Ci¥° de Cy (voir justification et détails dans
[42]).
5. Calculer le tenseur d’Eshelby pour le module Ci°

6. Calculer les valeurs a t,,, des modules Cy et C; :

C; =(1-o)C; . +aC i=0,1, a€]0,1]. (1.8)

i(nta) (n+1) i(n)

7. Calculer le tenseur de concentration B¢ avec (1.5).

8. Vérifier la compatibilité de la déformation moyenne dans l'inclusion en
calculant le résidu :

R=B:[iB + (1+ f)I] " : Ag — (Ag),, . (1.9)

9. SI ||R|] < TOL ALORS FIN des itérations

10. SINON aller en (1) avec la nouvelle déformation moyenne dans l'inclu-
sion

(Ae)ort = (Ae)p, +ER, €€]0,1] (1.10)

— A convergence, calculer le module tangent C, ., et la contrainte macrosco-
pique par :

Chta=[/iCie : B+ (1= fi)Co,,]  [AB + (1 — )07, (L11)
AT = C, 1, : AF, (1.12)
Thia = (1 —a)F, + aAT. (1.13)

1.2.2 Méthode de second ordre

La méthode d’homogénéisation non linéaire du second-ordre, proposée par
Ponte-Castanieda dans (voir par exemple [76]), est une approche dans laquelle
la loi de comportement non-linéaire est de la forme

ou(o)
da ’

ot la fonction de densité d’énergie u du matériau est obtenue par le probleme de
minimisation :

mI
I

(1.14)

u(e) = inf Zc <u (o,x)), (1.15)

oek(o)

ott u" est le potentiel convexe associé au comportement non-linéaire d’une phase
(r). Ce type de loi permet de décrire la plasticité dans le cadre de la théorie de
la déformation (chargements monotones sans retour élastique), ou de la visco-
plasticité. Dans ce cas, & et € sont remplacés par leurs dérivées temporelles T et
g, respectivement. La méthode du second ordre [76] consiste a approximer (o)
sous la forme :
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N
u(e) = Argmin {fLT <ﬁ, &), M(()s)> — Z Iy ) (&(T), I\\/JI(()T)) } : (1.16)
r=1

M

Dans (1.16), ur est le potentiel effectif d’'un composite linéaire de comparaison
avec la méme microstructure que le composite non linéaire, et ou M(()T) sont des
tenseurs de souplesse d’ordre 4 constants dans chaque phase (inconnus), et ou

V() est une fonction d’erreur. Les tenseurs &) sont des contraintes résiduelles
uniformes par phase (a choisir). La fonction erreur est telle que :

v (&(”, Mg”) — Argmin {aT (&, &, Mff’) — <&<">)} (1.17)

a.(?“)

ou

oun ;N ou N o
oo <U( )> o (U( )) - M(()) <U( -5 )> ' (1.18)

L’Eq. (1.16) donne des relations supplémentaires reliant les variables 6" aux

variables &) et ME)T) dans le composite linéaire de comparaison. La relation (1.16)
peut étre réécrite comme :

i) = 3 [0 (6) = 27 (o) (50 o]

Le choix de M(()T) est discuté, par exemple dans [43]. Les équations (1.18) et
(1.16) permettent de déterminer les variables inconnues &) et Mér) pour tout
choix de tenseur de référence 6. Dans [76] il est suggéré de choisir ) = &),

ou, pour éviter certaines difficultés évoquées dans le meéme article, " = 7.
Cette méthode nécessite d’évaluer le tenseur de souplesse effectif du matériau
linéaire de comparaison, avec une méthode d’homogénéisation linéaire analytique
(Mori-Tanaka, modele auto-cohérent, etc.).

1.3 Méthodes d’homogénéisation numériques

Dans le cas des matériaux non linéaires, les estimations de comportement et les
bornes analytiques sont d’'une grande importance théorique et pratique lorsque
celles-ci sont applicables. Cependant, en raison des difficultés inhérentes a la réso-
lution des problemes locaux non linéaires, ces solutions sont en général obtenues
pour des hypotheses assez restrictives sur la morphologie de la microstructure
et sur les lois de comportement utilisées, et sont insuffisantes pour étre utilisées
dans des calculs de structures, pour des chargements complexes arbitraires. Les
méthodes d’homogénéisation numériques, développées depuis quelques années,
permettent de dépasser ces limitations. Nous présentons ci-dessous quelques mé-
thodes représentatives de cette classe de techniques d’homogénéisation.

21



k<« k+1

Conditions aux limites
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4 Résolution du probléme
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Résolution Eléments Finis Lincaire

FIGURE 1.2 — Représentation schématique de la méthode (FE?).

1.3.1 Méthodes multi échelles couplant des calculs a deux échelles
(méthodes de type "FE?")

La premiere classe de méthode est parfois désignée dans la littérature sous
le nom de "Méthode d’Eléments Finis au carré” (FE? method) [22], ou "Elé-
ments Finis multi-niveaux”. L’idée de ce type de méthode est de coupler des
problemes mécaniques a deux échelles simultanément, les uns a 1’échelle micro-
scopique, l'autre a I’échelle macroscopique. Ce type de méthode suppose une
séparation des échelles, ce qui signifie que les longueurs d’onde caractéristiques
associées aux champs de déformations macroscopiques sont beaucoup plus grandes
que la longueur caractéristique des hétérogénéités a 1'échelle microscopique. Le
calcul macroscopique (a I’échelle de la structure) fournit les champs de déforma-
tions aux différents points de Gauss du calcul Eléments finis, a une itération de
Newton-Raphson, permettant de définir des conditions aux limites pour tous les
VER (Volume Elémentaires Représentatifs) correspondants (voir figure 1.2). La
résolution de tous les problemes non linéaires en chaque point de Gauss fournit
par moyenne des contraintes les contraintes macroscopiques et permet de définir
implicitement une relation de comportement contraintes/déformations a 1’échelle
macroscopique, pour des comportements et des microstructures arbitraires. Il est
également possible de prendre en compte des microstructures dont la morpho-
logie évolue. La méthode, nommée FE? par F. Feyel dans [22], a été proposée
de fagon indépendante par un certain nombre d’autres auteurs (voir par exemple
[81],[86],[96],[25]). Des extensions ont été proposées récemment pour les cas de
I’homogénéisation du second ordre [46, 47] ou encore pour la réduction des cal-
culs locaux en combinant cette méthode avec des techniques de réduction de
modele par POD [102, 68].
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Cette procédure ne nécessite pas de spécifier la loi de comportement macro-
scopique qui est déduite des non-linéarités dans le comportement de la micro-
structure associée. Les ingrédients de la méthode sont résumés ci-dessous :

1. Une modélisation du VER a I’échelle microscopique

2. Des conditions aux limites imposées sur le VER en fonction des déformations
macro en chaque point d’intégration

3. Une résolution complete du probleme non linéaire sur le VER en chaque
point d’intégration, pour calculer par moyenne la contrainte macroscopique.

4. une résolution de type Newton-Raphson au niveau macro.

La résolution du probleme macroscopique non linéaire nécessite d’évaluer 1’opé-
rateur tangent en chaque point d’intégration. Une facon d’évaluer ce tenseur est
d’utiliser une méthode de perturbation (différences finies) a partir des calculs de
contraintes moyennes sur le VER [22] :

L (g + 0e*)) — 5 (€)
ijkl — Ag(kl)
ot 08*) désigne une perturbation sur la composante (ki) et Ae®) Tamplitude
de la perturbation. Ce point est une difficulté de la méthode car cette évaluation
induit une augmentation importante du nombre de calculs locaux non linéaires a
effectuer.

Les méthodes de type FE? offrent ’avantage de fournir un cadre général pour
tout type de comportement ou de morphologie, sans restriction. La méthode est
tres largement répandue, et a été récemment introduite dans des codes éléments
finis généraux tels qu’Abaqus [92]. L’inconvénient majeur reste cependant la com-
plexité des calculs numériques. En effets, le nombre de calculs non linéaires a
effectuer dépend du nombre de points d’intégration de Gauss, et donc de la taille
du maillage macroscopique. Pour cette raison, les calculs 3D sont prohibitifs a
I’heure actuelle, et les problemes mettant en jeu plus de deux échelles ne sont
pas aujourd’hui envisageables. Pour ces raisons d’autres approches, dites séquen-
tielles, ont été proposées. Bien que beaucoup plus spécifiques a certaines classes
de comportements, celles-ci nécessitent des calculs préliminaires sur un VER, puis
le comportement macroscopique est construit a posteriori a partir d’informations
extraites de ces calculs. Des exemples de ce type de méthodes sont présentées par
la suite.

(1.20)

1.3.2 Méthodes séquentielles
1.3.2.1 Méthode NTFA (Non Uniform Transformation Field Analysis)

Dans cette approche, les constituants sont supposés étre des matériaux stan-
dards généralises (voir [28] ou [24]). En tout point de chaque matériau, le com-
portement est décrit par ’état de déformation infinitésimal € et un ensemble de
variables internes a décrivant les phénomenes irréversibles tels que la plasticité
ou 'endommagement. Les contraintes et forces thermodynamiques sont données
par les relations

— (g, ). (1.21)
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L’évolution des variables internes est donnée par

— i — (9_(,0(a)

o= a7’
ou ¢ et 1 sont des potentiels duaux convexes. Nous décrivons dans un premier
temps brievement la méthode TFA (Transformation Field Analysis), proposée
initialement par Dvorak [20]. On considere les équations suivantes associées au
probleme local défini sur le VER défini dans un domaine ouvert €2 contenant des
interfaces désignées collectivement par I :

6! (), ou = (1.22)

V-o(x) =0 dans Q\I, (1.23)
(e(x)) =€ (1.24)
o(x) =C(x): (e(x) — e"(x)) (1.25)

ou (1.24) est associée a des conditions aux limites sur le bord du VER, pour
une déformation macroscopique donnée € (voir Egs. (2.10)-(2.11) dans le cha-
pitre 2) et ot C(x) est le tenseur élastique, et €**(x) un champ de déformations
anélastiques, dues aux phénomenes dissipatif (plasticité, endommagement, etc.).
En introduisant (1.25) dans (1.23) et en considérant (1.24), la solution en défor-
mation du probleme linéaire (1.23), (1.24), (1.25) peut étre exprimée, grace au
principe de superposition, comme :

e(x) =A(x): g+ /Q]D(x, y): e (y)dy. (1.26)

Dans (1.26), D est une opérateur de Green du quatrieme ordre défini sur €2 et dy
désigne une intégration par rapport a la variable y. Sous cette forme, en utilisant
(1.25) et en exprimant la moyenne des contraintes & = (o(x)), on aboutit a
une expression dépendante du champ local anélastique complet €**(x) au niveau
microscopique, correspondant a un nombre infini de variables internes pour la
loi de comportement a 1’échelle macroscopique. L’idée de la méthode TFA est de
réduire ce nombre de variables internes en décomposant €**(x) sous la forme

e (x) =Y ey (x) (1.27)

ot x"(x) est une fonction caractéristique telle que x(”)(x) = 1 dans la phase r
et 0 dans le reste du domaine, et € un champ de déformations libres uniforme
dans chaque phase.

En introduisant (1.27) dans le probleme (1.23), (1.24), (1.25), e(x) peut étre
décomposé comme :

e(x) = Ax) 1+ Y Dy(x): el (1.28)

ou D, (x) sont des tenseurs du quatrieme obtenus en résolvant le probleme (1.23),
(1.24), (1.25) pour € = 0 et pour des composantes unitaires de " (voir plus de
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détails dans le chapitre 2.4). En utilisant (1.25) et en prenant la moyenne spatiale
sur €2, on obtient la loi de comportement macroscopique suivante :

=C:g+)» D, :er (1.29)
C = (C(x): A(x)) (1.30)

et
D, = (C(x) : {D,(x) — HX(T)(X)}> (1.31)

avec I le tenseur identité du quatrieme ordre. La loi de comportement dépend a
présent d’un nombre fini N de variables internes, dont 1’évolution est donnée par
(voir [65]) :

‘ o —p . (‘w(r) —an =8
an __ =an = — =an = 1.32
= 2@z, =2 (), (132)
Ofl (r)
:gn =0, — Xru Xy ’ (;jaan) (E?n) ) <133>
:f = —% (5T) ; Op = <U(X)>Q(r> : (1‘34)

Il a été montré que la méthode TFA donnait des résultats peu précis en pratique
[89]. Une solution pour améliorer la qualité de 'approximation est de subdiviser
les sous-domaines associés aux champs de déformations anélastiques uniformes,
mais au prix d'un accroissement important du nombre de variables internes.

La méthode NTFA (Non Uniforme Transformation Field Analysis) proposée
par Michel et Suquet [65] remplace la décomposition (1.27) par une décomposition
ot les champs de déformations libres anélastiques sont non uniformes :

eM(x) =) e (x)ay. (1.35)

Cette décomposition est complétée par plusieurs hypotheses sur les modes
anélastiques, comme l'incompressibilité des modes plastiques (tr (7" (x)) = 0),
I'orthogonalité des modes ((€%"(x) : €9 (x)) = 0, s # r) et la normalité de ceux-

ci (<(s§f")eq = 1), avec (.)., désignant la partie déviatorique d'un tenseur du

second ordre. Plus de détails sont fournis dans le chapitre 2.4.

Un modele a été proposé dans [65] pour décrire I’évolution des variables in-
ternes. Les modes anélastiques €¢"(x) peuvent étre déterminées par simulations
numériques en appliquant des chargements représentatifs sur le VER. Une mé-
thode efficace pour la sélection des modes est la méthode POD (Propper Ortho-
gonal Decomposition) [39], qui permet de sélectionner les modes orthogonaux les
plus représentatifs a partir d’une collection de modes échantillonnés [82]. L’évolu-
tion des variables internes est un point clé et délicat. Dans le cas élastoplastique
parfait avec retour élastique, la méthode NTFA n’a a notre connaissance pas été
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développée, en particulier avec une méthodologie permettant de décrire 1’évolution
des variables internes macroscopiques pouvant décrire 1’évolution d’un domaine
élastique macroscopique. Ce point fera 'objet du chapitre 2.4 de cette these.

1.3.2.2 Méthodes d’interpolation de bases de données

D’autres approches ont été proposées, dans 'objectif de construire des mé-
thodes multi échelles numériques séquentielles ne nécessitant pas de retour a
I’échelle microscopique lors des calculs macroscopiques de structures hétérogenes.
Plusieurs auteurs ont notamment introduit des méthodes séquentielles ou des
bases de données pré-calculées sur un VER sont utilisées pour déduire la loi de
comportement a 1’échelle macroscopique [95, 91, 93, 94, 101, 98, 15].

Dans [101, 103], une méthode a été proposée, baptisée méthode de potentiels
numériques, dont 'idée est de représentater numériquement le potentiel effectif
associé a la loi de comportement homogénéisée du matériau hétérogene non li-
néaire. Nous développons plus en détails cette méthode dans le chapitre 4.5 et en
proposons des extensions pour les problemes d’homogénéisation non linéaires élas-
tiques dont les parametres de la microstructure (fraction volumique, parametres
du comportement des phases) peuvent évoluer.

1.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre plusieurs méthodes, analytiques et numé-
riques, pour réaliser I’homogénéisation des matériaux hétérogenes non linéaires.
Bien que ces méthodes soient de plus en plus développées, un certain nombre de
points restent bloquants pour des applications en calcul des structures :

1. Les méthodes analytiques et semi-analytiques restent limitées a des cas
simples de comportement et de morphologies de microstructures.

2. Les méthodes numériques de type FE? sont extrémement cofiteuses en
temps de calcul et ne permettent que de traiter des problemes de petite
taille et pour deux échelles au plus.

3. Les méthodes numériques séquentielles permettent de lever la difficulté des
colits numériques en séparant les calculs micro (préliminaires) des calculs
macroscopiques de structures. Cependant celles-ci sont généralement spé-
cialisées pour un type de comportement donné et entrainent un nombre de
calculs numériques locaux tres important lorsque les espaces des parametres
décrivant le comportement, défini par les déformation macroscopiques et a
d’autres coefficients associés aux phases, est grand.

4. Dans le cadre de la méthode NTFA, il n’a pas été proposé, a notre connais-
sance, de méthode permettant 'actualisation des variables internes pour
des composites élastoplastiques permettant de décrire un domaine élastique
macroscopique avec de possibles cycles de charge et décharge.

Motivés par ces constats, nous proposons dans le cadre de cette these des exten-
sions a deux méthodes séquentielles numériques. Premierement, nous étendrons
la méthode NTFA au cadre élastoplastique parfait. En effet dans la littérature
la méthode n’a été développé jusqu’a présent que pour les cas viscoplastiques
[82] ou viscoélastiques [23] et ne prend pas en compte un domaine élastique ma-
croscopique. Deuxiemement, nous proposerons une extension a la méthode des

26



potentiels numériques [101, 103] permettant de traiter les problemes 3D, aujour-
d’hui limités par le nombre de calculs préliminaires, associés a un domaine défini
dans un espace de dimension 6 et pour des parametres microstructuraux pouvant
évoluer.
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Chapitre 2

Homogénéisation des composites
élastoplastiques : une méthode NTFA
avec domaine élastique

2.1 Introduction

Les méthodes incrémentales, telles que celles présentées dans le chapitre 1.4,
restent basées sur des schémas analytiques limités a des morphologies de mi-
crostructures simples, avec des hypotheses restrictives, entrainant une qualité
parfois faible vis-a-vis de solutions de références calculées par éléments finis sur
des VER. D’un autre coté, la méthode NTFA sous sa forme actuelle a été lar-
gement développée dans le cas viscoplastique [65] et plus récemment dans le cas
viscoélastique [23]. Dans les différents cas, I'actualisation des variables internes
associées aux champs anélastiques microscopiques est une étape délicate. Nous
développons dans ce chapitre une nouvelle méthodologie pour 'actualisation des
variables internes, permettant de traiter le cas de 1’élastoplasticité parfaite avec
retour élastique. Contrairement aux approches précédemment proposées, nous dé-
veloppons un algorithme de type prédiction-correction ("return-mapping”) basé
sur le principe de dissipation plastique maximum, dans le cadre de la NTFA.
Nous présentons dans un premier temps les détails de la méthode NTFA. Nous
introduisons ensuite 1’algorithme d’actualisation des variables internes macrosco-
piques et le calcul pratique des différents opérateurs. De plus, nous proposons
une représentation réduite de la fonction d’écoulement macroscopique, évitant le
retour sur la microstructure pour évaluer celle-ci.

2.2 Le probleme d’homogénéisation élastoplastique

221 Le probleme de localisation

On considere un matériau hétérogene dont la microstructure est caractérisée
par un volume élémentaire représentatif (VER), défini dans un domaine fermé
Q Cc RY, d étant la dimension de I’espace. Pour simplifier, on supposera par la
suite que la microstructure est périodique (voir figure 2.1).

Les interfaces entre les phases sont supposées parfaites et désignées collective-
ment par I'. Le domaine ouvert associé a €2 est désigné par €2 et son bord par 0f2.
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a) Microstructure périodique b) VER

FIGURE 2.1 — Matériau périodique et Volume Elementaire Représentatif (VER).

On considere ici que le comportement des différentes phases est élastoplastique
parfait. On définit les différentes quantités macroscopiques par :

g = (e(x)) (2.1)

7= (o(x)) (2.2)

avec (.) = ﬁ Jo,(1)dQ Topérateur de moyenne sur le volume du VER. Le pro-
bleme d’homogénéisation consiste, connaissant € et une déformation plastique
eP(x) Vx € Q, a déterminer le champ de déformations locales £(x), pour pouvoir
construire la loi de comportement macroscopique reliant &, € et e?(x). Les équa-
tions du probleme local en déformations, appelé ici probleme P¢, sont données
par :

V-o(x)=0sur Q\I, (2.3)

o(x) = C(x) : (e(x) — eP(x)), (2.4)

et
(e(x)) =¥, (2.5)

[[c(x)]]n(x) =0, [[u(x)]]=0surT. (2.6)

Considérant que P(x) est une déformation libre, le probleme (P¢) possede une
solution unique si la solution est définie dans un espace fonctionnel approprié et
si les hypotheses classiques sont faites sur la symétrie, la coercivité et le caractere
borné de C [90].

Dans les équations ci-dessus, o, C, € et €P représentent les contraintes de
Cauchy, le tenseur élastique du quatrieme ordre, les tenseurs du second ordre des
déformations linéarisées et plastiques, respectivement.

Les déformations locales peuvent étre décomposées comme :

e(x) = + &(x) (2.7)

30



ou € est la partie fluctuante des déformations, dues aux hétérogénéités dans la
microstructure. La condition (2.5) peut étre traduite par des conditions aux li-
mites sur le bord du VER 09Q. Pour le montrer, en utilisant (2.7) et en prenant
la moyenne sur €2 on obtient :

1 1
(e(x)) = — / e(x)dQ =+ — [ &(x)dS. (2.8)
€2 Ja 2 Jo
En utilisant le théoreme de la divergence on a :

1
(e(x)) =€+ — [ n®u+ua®ndl. (2.9)
219 Jaq

On vérifie donc I'égalité (2.5) si le terme [,,n ® 14 0 ® ndl est nul, satisfait
pour les deux conditions suivantes :
u(x) =0 sur 09, (2.10)

ou
u(x) périodique sur Q\T. (2.11)

Ces conditions correspondent, repectivement, aux conditions aux limites sui-
vantes sur le bord du VER :

u(x) = &x sur of) (2.12)
ou
u(x) = ex +u(x) sur dQ, 1(x) périodique sur Q. (2.13)
La densité d’énergie élastique est donnée par
1
w(x, e,e’) = 5 (e—€P):C(x): (e —€P). (2.14)
En utilisant
e=¢e"+¢f (2.15)
et (2.14) on peut écrire :
ow
= —. 2.16
o= (2.16)

Soit k(x) I'ensemble de tous les tenseurs de contraintes tels qu'un point x € 2\0f2
reste dans un état élastique. Le domaine élastique et la surface d’écoulement de
ce point correspondent & l'intérieur et au bord de k(x), respectivement. Dans
ce travail, on suppose k(x) convexe et caractérisé par une fonction d’écoulement
f(x, o) telle que :

k(eP) = {f(x,eP) <0 Yxe O\I'}. (2.17)

Si 'on note par € le taux de déformation et en adoptant une loi normale
d’écoulement, on a :
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ock(eP) et [o—0a']: P >0Vo' € k(). (2.18)

On définit alors la densité de dissipation plastique par

U (z,e?) = sup {o:€P}.
(z,€") aeﬁ(@{ h (2.19)

Dans le cas ou f(x, o) est dérivable par rapport a o, (2.18) est équivalente a

épzxg, A>0, f<0, A =0, (2.20)

ou A est un multiplicateur de Lagrange défini sur Q\I". Les phases sont supposées
dans ce travail élastoplastiques parfaites (sans écrouissage) :

f=04-0) <0 (2.21)

ol 0., est la contrainte équivalente de von Mises, 0., = \/3/20p :0p, op =
o — 1/3Tr(o)1. Chaque phase du domaine Q) est telle que Q = [J, Q") est

associée a des propriétés élastiques et plastiques constantes par phase C) et de

limite élastique ag(f) :

Cx) =Y xX7ECT , o,x) =) x"(x)a}", (2.22)

ot x"(x) est une fonction caractéristique associée a la phase Q) soit égale a 1
dans Q) et zéro ailleurs.

Le probleme P étant linéaire, la solution en déformation peut étre exprimée
comme

e(x) =A(x): g+ /Q]D)(X, y) : eP(y)dy = A(x) : € + €°(x). (2.23)

ou D est la fonction de Green obtenue en résolvant le probleme P¢ avec € = 0.
Dans (2.23), €°(x) est le champ de déformation total induit par la déformation
eP(x) et A(x) est le tenseur de localisation classique en homogénéisation (voir
détails pour le calcul pratique dans la partie 2.3.3).

2.2.2 Relations macroscopiques
2221 Formulation continue

En considérant (2.4) et (2.23), on a :

o(x) =C(x): A(x) : €+ C(x) [/QID)(x,y) : eP(y)dy — eP(x) (2.24)

o(x) =C(x): A(x) : €+ oP(eP(x)) (2.25)

avec
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o¥(x) = C(x) [ [ By ety - e (2.26)

En prenant la moyenne de (2.25), on obtient la loi de comportement macro-
scopique suivante :

o(x) = (0(x)) = C: €+ o7(e”(x)) (2.27)
C=(C(x): Ax)) (2.28)
et
o’ = (a?(x)) . (2.29)
On peut rééerire (2.27) comme :

o(x)=C: (g —¢") (2.30)

ou €” est identifiée comme :
& =-C :ov (2.31)

Les énergies élastiques w et la dissipation plastique ¥ étant des quantités addi-
tives, on peut définir les quantités macroscopiques associées comme leur moyenne
volumique sur le VER :

((e(x) —e"(x)) : C(x) : (e(x) — €"(x))) (2.32)

N | —

@ = (w(x)) =
et

U = (o(x): °(x)) . (2.33)

2.2.2.2 Définition du domaine élastique associé au matériau homogénéisé

Un domaine élastique k et une surface d’écoulement f macroscopiques peuvent
étre définis [31] pour le matériau homogene équivalent, associés a tous les états
de contrainte macro telles que la déformation plastique e?(x) reste inchangée.
Suivant cette définition et en considérant (2.32), ® est déterminé comme :

Rr(e?) ={f(x,e?) <0 Vxe Q\I'}. (2.34)

ou de facon équivalente,

Reh) = ) {olf(x) <0}. (2.35)

x€Q\I'

Géométriquement, £ peut étre interprété comme l'intersection de tous les en-
sembles k (o (x,€P)). Il a été montré dans [31] que & est issu de trois trans-
formations géométriques : (a) une translation du domaine micro k(x); (b) une
transformation linéaire non-uniforme de k(x); (c) % est Uintersection de tous les
ensembles k(x).

33



(a)

FIGURE 2.2 — Interprétation géométrique de la construction du domaine élastique
macroscopique % : (a) VER; (b) domaines élastiques associés a trois points du
VER et domaine macroscopique élastique associé a ces trois domaine. Le domaine
R est constitué de l'intersection de tous les domaines k(x) de tous les points x
dans le VER (le domaine réel % est I'intersection de l'infinité de domaines associés
aux points x € Q)

Comme la convexité d’un ensemble est conservée par une transformation affine
et que l'intersection de deux ensembles convexes donne un ensemble convexe [31],
nous pouvons en déduire que si k(x)Vx € Q\I' est convexe alors K est aussi
convexe. Une illustration de 'interprétation géométrique de & est fournie dans la
figure 2.2.

Mandel [55, 56] et Hill [35, 37] ont montré de maniére indépendante que la loi
normale d’écoulement microscopique implique que le milieu homogénéisé est as-
socié a une loi d’écoulement macroscopique normale également. Plus précisément,
(2.18) implique que

G ci(e) and [ —&]: & >0V €R(eP). (2.36)

2.2.2.3 Formulation discrete par NTFA

On suppose a ce stade (cadre de la méthode NTFA [65]), que le champ de dé-
formations plastiques peut étre décomposé en une combinaison linéaire de modes
non uniformes tels que

e (x,t) ~ > e (x)au(t) (2.37)

k=1

ou «y, sont des coefficients scalaires. Nous en déduisons I'expression de la défor-
mation (en omettant d’indiquer la dépendance au temps par la suite) :

e(x) =A(X) g+ > Dip(x)y (2.38)
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ou Dg(x) est le tenseur du second ordre de déformations obtenu en résolvant le
probleme (P°) avec oy, = 1, o; =0, j # k, j = 1,..., M et € = 0. En utilisant
(2.4), on obtient 'expression des contraintes locales :

o(x) = C(x) : (e(x) - €"(x)),

=C(x): |Ax): 8+ Dp(x)ar — Y _eh(x)] . (2.39)

La loi de comportement macroscopique est alors obtenue en prenant la moyenne
des contraintes sur {2 :

M
c=C:e+) ol (2.40)
k=1

avec C le module effectif décrit en (2.28) et

o), = (C(x) : [Dy(x) — €(x)]) - (2.41)
ou encore comime B
g=C: (-2 (2.42)
ou P est identifiée comme
M 1
=Y &, g&=-C :o} (2.43)
k=1

2.2.3 Sélection des modes plastiques par la POD

Le choix des modes plastiques dans la décomposition (2.37) est un point clé
dans la procédure visant a réduire le nombre de variables internes. En effet, les
modes étant non uniformes, une infinité de possibilité s’offrent pour définir ces
modes, et leur pertinence a reproduire les champs réels lors d’un chargement quel-
conque est critique pour la qualité de 'approximation. Dans les travaux d’origine,
Michel et al. [65] ont proposé de définir ces modes comme des champs plastiques
échantillonnés a partir de simulations pour quelques cas de chargement sur un
VER. Dans ce cas, les modes résultants ne sont malheureusement pas orthogonaux
et il est difficile de déterminer comment les sélectionner pour réduire au maxi-
mum le nombre de modes. Dans [82], les mémes auteurs ont proposé d’utiliser une
procédure de type POD (Propper Orhtogonal Decomposition) pour sélectionner
ces modes. Cette méthodologie permet non seulement de construire des modes
orthogonaux, mais également de sélectionner le nombre optimal de modes. La
méthode POD est décrite en détails ci-dessous.

2.2.3.1 Laméthode POD

La méthode de décomposition orthogonale [53] est obtenue par une procédure
datant des travaux pionniers de Pearson [73] et Schmidt [84], et qui a été réin-
ventée sous une multitude de noms, telle que la Transformée de Karhunen-Loeve
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[44, 52], I’Analyse par Composantes Principale [40], les Valeurs Propres Ortho-
gonales propres [51], ’Analyse des Facteurs [29], et les Moindres Carrés Totaux
[26]. La Décomposition en Valeurs Singulieres (SVD) [26] est un point clé dans la
compréhension de ces méthodes.

L’idée principale de la POD est de détecter la corrélation entre des ensembles
de données, en permettant d’extraire I'information pertinente. L’un des traits re-
marquables de cette méthode est son optimalité. Elle fournit le moyen de capturer
les phénomenes dominants dans un ensemble de variables de grande dimension
avec un nombre faible de modes. La méthode est tres liée a la décomposition
de Karhunen-Loeve issue de la théorie des probabilités, a ’analyse de compo-
sants principaux utilisée dans le domaine des statistiques et a la décomposition
en valeurs singulieres.

Les applications de cette approches sont extrémement nombreuses dans les
disciplines en mécanique et ingénierie et physique, comme l'analyse de variables
aléatoires, le traitement d’image, la compression de données, les procédés d’identi-
fication et le controle en chimie, en océanographie, etc [39]. La POD a été utilisée
pour obtenir des modeles réduits approximés, pour la description des écoule-
ments turbulents [39, 53], l'analyse des vibrations et les systemes dynamiques
chaotiques [21]. En particulier, la méthode POD a été utilisée récemment pour
définir des méthodes multi échelle de type FE? avec réduction des temps de calculs
par construction de modeles réduits associés aux problemes non linéaires locaux
microscopiques [102]. Enfin, une discussion critique de la méthode dans le cas
dynamique linéaire peut étre trouvée dans [83].

Nous considérons un solide défini dans un domaine w C R” dont I'évolution
est gouvernée par un ensemble fini de r parametres ¢ = {71, 72, ..., 7} pouvant
étre associés aux conditions aux limites, aux propriétés matérielles, a des ca-
ractéristiques géométriques, etc. Soit q un vecteur a valeurs réelles décrivant la
réponse du systeme et contenant par exemple les composantes des déplacements
de N points du solide discrétisé. Dans ce cas, q € RPY. L’idée principale est de
projeter les équations du problemes non linéaire sur une base de taille réduite
® = {¢,,b9,.... 0}, ¢, € RM avec M << DN. La solution approximée est
alors exprimée par

a¢) =D Pntm(<) (2.44)

ou &,(¢) sont des parametres arbitraires. Dans les problemes de chargements
quasi-statiques, nous substituons la discrétisation temporelle habituellement uti-
lisée par des parametres liés a I’évolution du chargement mécanique. Soit un
espace de Hilbert H dans RY équipé d'un produit scalaire (.,.) et d’une norme

définie par ||9] = +/(¥, ) pour ¢ € H. La métrique associée est définie par
A, ) = ||vp — || pour ¥,¢p € H. Dans le cadre de la POD, un vecteur
q(¢) € RPN donné par (2.44) est supposé minimiser la fonctionnelle :

1
J:

|

s
> lla¢,) —a)l (2.45)
i=1
sous les contraintes :

(@i ;) =0y - (2.46)
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Dans I'Eq. (2.45), S est le nombre de vecteurs échantillonnés. La résolution du
probleme d’optimisation sous contrainte précédant conduit au probleme aux va-
leurs propres

Dans (2.47), Q est la matrice de covariance définie par :
1
Q= §UUT , (2.48)

ou la matrice U est une matrice (DN x §) dont les colonnes sont constituées des
vecteurs définis par

U = {q(¢1),a(¢s), - a(Cs)} - (2.49)

Notons que la matrice Q est définie semi-positive, et ses valeurs propres A; sont
rangées par ordre décroissant : Ay > Ay > .. Ay > ... > Apy > 0. En pra-
tique, les valeurs propres décroissent rapidement, comme nous l'illustrerons par
la suite. On peut définir 'erreur introduite par cette approximation par rapport
a 'approximation complete éléments finis par

S DN 1/2
() = ¢ " la(¢,) - ale)l = ( )3 AZ) LD

i=M+1

ou M est le nombre de fonctions de base. Une base réduite ® = {¢,, ¢, ..., o5/}
peut alors étre construite en ne retenant qu'un nombre restreint M de fonctions
de base dans I’équation (2.44) par le critere :

(ZZD:]X/[JA )‘i> v
(=)

ou ¢ est un parametre de tolérance, petit devant un.

<4, (2.51)

2.2.3.2 Calcul numérique des modes plastiques

En vue de construire les modes POD associés aux champs de déformations plas-
tiques représentatifs, la procédure pratique suivante est adoptée, résumée dans le
cadre 2.2.3.2. Premierement, un ou plusieurs trajets de chargements sont défi-
nis, associés a des conditions aux limites imposées sur le VER. Dans ce travail,
nous choisissons des trajets de chargements cycliques. Ces choix sont discutés
plus en détails dans les exemples du chapitre 3.4. Pour chaque pas de temps t"
de la simulation, les champs plastiques des N points d’intégration du maillage
microscopique sont stockés dans un vecteur sous la forme

7 = {2 (22), (), (1), e Dy (an), plon) plan)}T (252)

On définit alors la matrice U comme :

U= [71'(1); 7@ 77(5)} (2.53)
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Cadre 2.2.3.2. Résumé de la procédure pour le calcul des modes plastiques
représentatifs par POD.
1. POUR chaque trajet de chargement ¢
2. POUR chaque pas de temps t"
Résoudre la probleme élastoplastique sur le VER pour trouver
les déformations plastiques €, (x).
Construire le vecteur
7l = {51171(*%1)7 612)2(1’1), 6]1)2(‘%1)7 ) 51171(17\/)’ Ez272(‘%'1\7)7 811)2<CCN)}
Collecter le vecteur dans la matrice U = [71); 7@ 7w(9)]
FIN
FIN
3. Résoudre le probleme aux valeurs propres
%UUTqbk = A\ @y,
Sélectionner les M modes associés aux valeurs propres
les plus grandes suivant le critere (2.51).

T

ou S désigne le nombre de pas de temps de la simulation. Les vecteurs propres
de la matrice de covariance %UUT sont alors calculés comme défini dans le para-
graphe précédent et les M modes les plus représentatifs suivant le critere d’erreur
(2.51) sont sélectionnés. Les modes plastiques représentatifs sont alors fournis
par les vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres dans les points
d’intégration du maillage :

T
¢, = {5211(951)7512‘0,22(951)75?12(551)7 -'-7512‘0,11(95N>>515,22(55N)75§12($N)} . (2.54)

2.3 Un algorithme de type return-mapping pour le
calcul des composites élastoplastiques

2.3.1 Algorithme général

Sous les hypotheses de décomposition du champ de déformation plastique en un
nombre fini de modes (2.37), le probleme est a présent paramétré par un nombre
fini de coefficients ay, identifiés comme des variables internes macroscopiques,
regroupés dans un vecteur noté o = {ay, g, ..., apr}. Le matériau homogénéisé
doit satisfaire le principe de dissipation maximum avec la condition de consis-
tance (f < 0). Ainsi, pour une déformation macroscopique donnée, I’ensemble
des parametres a identifiés comme variables internes macroscopiques est solution
du probleme

sup (T (€, a, &)
10, (2.55)
F(Twm)=<o

avec 9 la dissipation macroscopique. Sur la base du principe de dissipation plas-
tique maximum ci-dessus, nous proposons un algorithme de type prédiction-
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correction "return-mapping” (voir Annexe A.2) pour actualiser les variables in-
ternes «, pour une déformation macroscopique donnée. Nous définissons 1'ap-
proximation en temps suivante (en rappelant que le temps est ici associé a une
évolution du chargement, mais que le probleme est supposé quasi-statique) :

n+1 n
a9 (2.56)
At

ot n indique l'indice associé & l'instant t" et At = t"*1 — ¢" est le pas de temps,
supposé constant. Une procédure classique de type prédiction-correction, en sui-
vant les algorithmes classiques de type return-mapping (voir par exemple [85]),
est développée ici pour transformer le probleme (2.55) en un probléme de minimi-
sation sous contrainte. A chaque pas de temps ¢!, une contrainte de prédiction
(ou test) o* est calculée par :

M
ot =C: g+ ) Fho;. (2.57)
k=1

avec o, défini dans 'Eq. (2.41). Le critere de plasticité macroscopique

est alors testé. Dans le cas ou 7* < 0, le chargement est alors purement élastique
et I’ensemble des variables internes reste inchangé :

"t =am (2.59)
Dans le cas ou 7* > 0, un pas de correction doit alors étre effectué pour vérifier

(= ~nt+l
Sup y(& ). (2.60)

f=0
Le probleme (2.60) peut étre classiquement résolu par une méthode de multiplica-

teurs de Lagrange et réécrit comme un probleme de minimisation sans contrainte
comme

inf —$E &™) + X (E o). (2.61)
antt

La contrainte est alors donnée par
En+1 = @ . §n+1 —|— ZEﬁQZ—H. (262)
k

Une illustration du schéma de prédiction-correction proposé est décrit dans la
figure 2.3. En raison de l'associativité des lois locales, comme discuté précedem-
ment, la loi effective est également associative, et I'algorithme obtenu est donc du
type retour sur la surface d’écoulement par la distance minimale (closest-point
return-mapping algorithm, voir [85] pour une présentation plus générale de ces
algorithmes).
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\\\ ///// 7n+1(5, an—|—1) —0

F1GURE 2.3 — lustration du schéma de prédiction-correction.

2.3.2 Détails et expression des différents opérateurs

En utilisant 'approximation (2.56) et(2.39) la dissipation macroscopique a
I'instant ¢"*! est exprimée par :

La solution du probleme (2.61) est donnée par :

aE”JFl n+1 aT"Jrl n+1l yn+l1
:Q_?n+1 +A Jantl Ri(@™,A") =0 (2.64)

f — Rz(anJrl’ >\n+1) =0

Le probleme (2.64) est non linéaire et doit étre résolu de maniere itérative.
Par la suite, une procédure de linéarisation de type Newton-Raphson est utilisée.
Pour cela, un développement de Taylor au premier ordre de (2.64) par rapport a

et & AP A une itération k donne :

R an+1’>\n+1 R an+17>\n+1
R (o], Apfd) = Ra (ot ety + 2R Ing + PG 2 A
1 yntly +1 yntly | ORe(QF AR ORp (T A
Ry (T A o Ry(at!, apth) o ZR2lQ N ) N g PRl A ) A )
(2.65)

En égalant les termes de gauche de I’'Eq. (2.65) a zéro, on obtient le systeme
suivant d’équations, écrit sous forme matricielle comme :

8an+1
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OR1 (O AT aRa (0t ar Ao Ry (at, Aot

o N =—| Sk TR (2.66)
OR2(QTH AT ORp (T AT A\ Rg(a’,?“ 7)‘Z+)

aan+l o\n+1

Les variables internes et les multiplicateurs de Lagrange sont actualisés comme :
{“Zi% = a4+ Ae,
+1 _ yntl
AT =TT AN,

jusqu’a ce qu’un critere de tolérance soit atteint. Dans la suite, nous développons
les différentes expressions pour le résidu et la matrice tangente dans (2.76). Le
premier ensemble d’équations dans (2.64) est exprimé par

(R1):}+1 _ <(C(x) :Dy(x) : € (X)M>

(2.67)

>3

At

=3 (e s ef s S Yt (2.68)
k=1

qui peut étre réecrit sous forme compacte comme :

M
RZ]_ _ Z <ﬁ’6k‘ + Fkl _ 71]6 _ 7k‘l> az_i_l

k=1

M
] — afrtt
+Z(Jk—Hk> ap 45z

2 Oa)tt
— <(C(x) : Dgc) : €§(X)>7 (2.69)
ik _ <C(x) : sff;) €Z(X)> ’ (2.70)
et
5= (C(x) : Alx) : €X(x). (21)

Le calcul de Ry = 7”“ est précisé dans le paragraphe 2.3.4.
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Dans le systeme matriciel (2.76), les différents opérateurs matriciels sont dé-
taillés par la suite. La premiere sous-matrice K dans le systeme (2.76) est exprimée
par

(9(R1)7-1+1 ik ki —ij  —ji i1 o2
- i —J’ = (g L — 2.72
Ky = = (B +H" =77 = 7") + Gariga (2™
Le vecteur G est exprimé par
o0(R);™ _ of
G, = ST = ot (2.73)
0 (Ry);™ of
dartT = 1T e 27
et
a R ’f‘l"rl
((9 Ai)il _o (2.75)
Nous obtenons finalement le systeme linéarisé :
{%‘G}{Aa}: F%mﬁaw?> (2.76)
G" 0 ][ Ax Flog™ )

avec K et G exprimés par (2.72) et (2.73), respectivement. La fonction f est
une fonction implicite par rapport a a et €, dont le calcul ainsi que celui de
ses dérivées doit étre réalisé numériquement, comme précisé dans le paragraphe
(2.3.4). Notons que les dérivées partielles 9 f/0a;0cr; étant symétriques, seule
la partie triangulaire supérieure de la matrice Hessienne nécessite d’étre évaluée.
Pour résumer, les différentes étapes de l'algorithme sont décrites ci-dessous : ci-
dessous.
Résumé de l’algorithme

1. Calculer les modes POD eP(x) : Effectuer des simulations sur le VER sui-
vant des trajets de chargement pré-définis. Stocker les valeurs de eP(x,t).
Calculer et sélectionner les M modes POD en utilisant la procédure décrite
dans la section 2.2.3.2.

2. Calculer les opérateurs locaux et macro C, §;, Tk, Fik, a7, Di(x), A(x),
i=1,..,M, k=1,.., M (voir paragraphe 2.3.3).

3. Calculer la réponse du matériau élastoplastique effectif en utilisant 1’algo-
rithme décrit dans le cadre 2.3.2.

2.3.3 Calcul numérique des différents opérateurs
2.3.3.1 Opérateur A(x)

Les composantes de A(x) sont données par

Aira(x) = e} (x), (2.77)

J
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Cadre 2.3.2. Algorithme de prédiction-correction pour 'actualisation des variables
internes macroscopiques
1. POUR chaque pas de temps t"!, connaissant ", a” :

2. Calculer ?*’nﬂ (voir paragraphe 2.3.4)
3.8I " <o

Pas élastique : el = "

ot =C:eg"tl 4+ Y, ohal

Aller en 1.

—x,n+1

4. SI f >0
Pas plastique : Résoudre le probleme (2.64) en utilisant la procédure
de Newton-Raphson décrite dans la section 2.3.4 pour trouver a™*!
Calculer la contrainte o™ = C : g"*! + 3, oha} ™
Aller en 1.
FIN

ol 55?1) (x) est le champ de déformations obtenu en résolvant le probleme (P¢) pour

eP(x) =0 et € =1 (e, ® €, + € ® €;). En considérant un cas 2D en déformations
planes, les champs de déformation élémentaires macroscopiques sont donnés par

100 0 00 0 1/2 0
eW=1l0oo00|, &®=(010], eEP=]1/2 0 0
000 000 0 0 0
En écrivant les déformations sous forme vectorielle, on a :
{1} =1 &b |. (2.79)
25’fl2
En utilisant une approximation classique d’éléments finis, on a
{e"} =B (x)ul™, (2.80)

ou B¢(x) est une matrice de dérivées de fonctions de forme ou ul™ est la solution
en déplacements dont e*)(x) dérive, dans les nceuds de 1'élément e. La forme
matricielle associée a A(x) est donc donnée, en 2D et déformations planes, par :

A(x) = B(x) ugll); ufz); uéw) = B%(x) U*° (2.81)
NG NG S~~~
3x3 3x2n  L2nx1 2nx1 2nxl 3x2n 2nX3

avec n le nombre de nceuds par élément.
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2.3.3.2 Opérateur D;(x)

Les champs de déformation D;(x) sont obtenus en résolvant le probleme P*

pour € = 0 et a; = 1, a; = 0. Soit ul® la solution nodale en déplacement du
probléme, on peut écrire D;(x) sous la forme vectorielle :

{DZ (X)} = Be(x) u?i * 2 82
3Ix1 3x2n 2nx1

2.3.3.3 Opérateur C
Soit C(x) la forme matricielle associée a C(x) :
Chini(x) 01122(X) Chi12(x)

C(x) = | Cuzn(x) Camn(x) Cun(x) |. (2.83)
01112() 02212(X) 01212(X)

La forme matricielle C associée & C est donnée classiquement par :

C = (C(x)B%(x)) U* (2.84)
qui est évaluée numériquement par

znt

\(;/ T Ae ZZC ) B (x;) U wi A, (2.85)

3x3 ><3 3x2n 27’L><3

ol e est le nombre d’éléments dans le maillage associé au VER, N;,,; est le nombre
de points d’intégration par élément, x; est la position d’'un point d’intégration
dans un élément, w;, est le poids de Gauss associé a un point d’intégration et A°
est 'aire d’un élément.

2.3.3.4 Opérateur 5;(x)

De la méme maniere, en mettant §;(x) sous la forme vectorielle

(gi)n
{six)} = (§i>22 (2.86)
(5i) 12
{si(x)} —< (x )BG(X)> w” (2.87)
3><1 ?;; 3x2n ;;1/

avec uf® la solution en déplacements associée au mode POD e?(x). On peut
évaluer numériquement {s;(x)} par :

5} = 2%4 503 OB (el (2.89)
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2.3.3.5 Opérateurs " etT"

De méme, on a :

s 1 wilT er I T 1 el pe
H" = m;;{ue }{B(x")} C(x")B(x")wAul”, (2.89)

7= zj Ar Z Z {ug} " {Be(x)} OB (K wAnet,  (2.90)

qui doivent étre évalués pour ¢ = 1,.... M, k = 1,...., M. 1l est a noter que ces
calculs préliminaires sont linéaires et peu cotuiteux a effectuer.

2.3.4 Evaluation numérique de f et de ses dérivées

Une solution pour définir f associée au domaine élastique macroscopique % est
de prendre la valeur maximale des fonctions f(x) associées aux points matériels
dans le VER :

f= Sup (f(x,€,7(e))) (2.91)

ou encore, en considérant un maillage par éléments finis du VER et k points
d’intégration de Gauss :

F = Sup (fV(E 7)) (2.92)

ot f® sont les valeurs de la fonction d’écoulement associée a un point d’in-
tégration k£ dans le maillage. La fonction construite f possede bien un bord &
satisfaisant la définition (2.35). Une illustration est fournie dans la figure 2.4.

2.3.4.1 Evaluation directe par post-traitement sur le VER

Une premiere méthode consiste, lors du calcul macroscopique, & évaluer f par
(2.92) en faisant pour toutes les fois ou la fonction doit étre évaluée, une boucle
sur tous les éléments du maillage microscopique. Le calcul ne nécessite pas de
résoudre un systeme d’équations mais simplement d’évaluer numériquement les

fonctions f(k) en utilisant la relation de localisation (2.39) par post-traitement,
connaissant € et av dans tous les éléments du VER. Le temps de calcul associé a
cette évaluation croit donc linéairement avec le nombre d’éléments dans le VER.
L’évaluation des dérivées est réalisée par différences finies :

of (x,&, ) N f (x5, a+déa®) - f(x,E a)

2.93
Oay, oo ( )

ou
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FIGURE 2.4 — Illustration de la construction de la fonction f.

sat) = | sa | «—k (2.94)

0

avec 6a'®) une perturbation et do un parametre scalaire tel que |[da| << 1. De
méme, en notant f (x,€,a) = f(a) on peut estimer la dérivée seconde par :

Ffla)  fla+da® +5a™) - fla—da® +5a™) - fla+da®)
ook, 4502

fla—da® —sa™) - fla+ia® — 5a™)

ey (2.95)

+

2.34.2 Méthode accélérée par représentation de f en variables séparées

Pour accélérer les calculs lors de la mise en ceuvre de ’algorithme de return-
mapping, nous proposons ici une deuxiéme méthode pour représenter f, qui est
une fonction scalaire multidimensionnelle de € et a, comme une représentation
en variables séparées stockées a partir de calculs prélinaires réalisés sur le VER.
Nous supposons que la fonction f peut étre approximée par :

R

FE o)=Y f(En) 2 (En) [2(Ewn) [0 (ar) X o x ff (an). (2.96)

r=1
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Les fonctions f," (Z;;) et f%(a;) sont des fonctions unidimensionelles, qui peuvent
étre calculées par la méthode PARAFAC [45]. Les détails sur la fagon de calculer
les différentes fonctions de cette approximation a partir de valeurs pré-calculées
sont précisé dans le chapitre 4.5. Le nombre de calculs préliminaires pour pou-
voir calculer f dans cette méthode est important, de ordre de N3@—D+M  ayec
d la dimension du probléeme et m le nombre de modes, N étant le nombre de
points d’achantillonnage suivant chaque axe de I’espace multidimensionnel et M le
nombre de modes. Cette technique est donc restreinte pour un nombre 3(d—1)+M
faible. Ces calculs préliminaires peuvent néanmoins étre réalisés en parallele, car
tous indépendants. L’avantage est qu'une fois les fonctions fr7(g;;) et f%i ()
calculées, il n’est plus nécessaire de ré-effectuer des calculs de post-traitement sur
le maillage du VER pour évaluer la fonction f, qui est calculée simplement par
interpolation dans les vecteurs discrets associés a f;"7 (g;5) et f% () :

@) Y for (B11) fean (B22) for (Br2) fo (1) X oo X fay, (cunr) (2.97)

avec

e B11) ZN €n {fau} (2.98)

ou {fsu} est une valeur discrete de f.,, fournie sous forme de vecteur par la
i

méthode PARAFAC et N; une fonction d’interpolation C!. Par exemple, des
fonctions d’interpolation de type spline sont utilisées dans ce travail. De méme,
les dérivées sont simplement exprimées par :

_ R o
%(g,a) ~ Z.];11(511)f522(522>f512(512>fa1(Oél) X M % .];aM(aM)
- (2.99)
et
027 _ R . o o o
80@80@ (E,O{) = ; 611(511>f522(522>f512(512>fa1 (041) X ...
mafa,.(ai)mafaj(aj)mXfaM(aM) P4 (2100
Q; %
2 R i i ~ Vi )
g J;(e o) ~ Zf 1 (B11) fens (B22) fora (B12) far (Q01) X %2(%) X fon, (@ar) 7= J.

7

(2.101)
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2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une premiere contribution originale consis-
tant en une méthode d’homogénéisation pour les composites élastoplastiques,
étendant le cas de la méthode NTFA pour ce cas. La méthodologie consiste,
apres avoir sélectionné des modes de déformation élastoplastiques représentatifs
par une approche de type POD, a définir une procédure d’actualisation des va-
riables internes macroscopiques associées aux modes plastiques par le biais d'un
algorithme de type prédiction-correction (return-mapping), permettant de consi-
dérer des cycles de charge et de décharge et la définition d’'un domaine élastique
macroscopique. Enfin, nous avons proposé plusieurs techniques numériques per-
mettant d’évaluer la fonction d’écoulement macroscopique avec ou sans retours
au VER au cours du calcul macroscopique pour ’évaluation des contraintes. Dans
le chapitre suivant, nous appliquons cette méthode et évaluons la qualité associée
au travers de plusieurs exemples numériques.
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Chapitre 3

Applications de la méthode NTFA en
homogénéisation élastoplastique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthodologie décrite précédemment a
plusieurs exemples associés a des composites hétérogenes dont les phases sont
élastoplastiques. Nous présentons dans un premier temps un exemple de stratifié
dont les phases sont élastoplastiques, et pour lequel une solution analytique peut
étre établie et permettre une comparaison avec la solution numérique. Dans une
deuxieme partie, nous testons la qualité de la méthode pour des exemples im-
pliquant des microstructures périodiques bidimensionnelles, associées a des ma-
tériaux contenant des inclusions ou des pores. Des chargements cycliques avec
charge et décharge sont appliqués, et la solution obtenue par la méthode d’homo-
généisation présentée dans le chapitre précédent est comparée avec une solution
de référence fournie par un calcul éléments finis direct.

3.2 Composite stratifié élastoplastique

Dans ce premier exemple, un composite stratifié est considéré, comme repré-
senté dans la figure 3.1. Celui-ci est constitué de couches d’épaisseur finie, infinies
dans le plan (eq, e3) des couches et associés a des matériaux élastoplastiques sup-
posés homogenes par phase. Pour ce cas, une solution analytique a été fournie
dans [32], que nous rappelons ci-dessous. Nous comparons ensuite la solution
analytique avec un calcul numérique de réponse homogénéisée en appliquant le
schéma décrit dans le chapitre précédent.

3.2.1 Solution analytique
3.2.1.1 Définition du probleme et équations associées

Soit une base orthonormale {ej, €2, €3} avec n = e3 la normale au plan consti-
tuant les empilements du composite, et P et P+ des opérateurs de projection dans
le plan normal aux couches et suivant la normale au plan :
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oy,

F1GURE 3.1 — Composite stratifié composé de phases élastoplastiques : géométrie.

€11 €12 0 0 0 o3
Pe = €921 €292 0 s ]P)LO' = 0 0 0923 , (31)
0 0 0 031 032 033

avec
P=I-N)®(I—-N)=I-NgI-IgN + NaN

et N=n®mn, P =1 —P. On considere les conditions aux limites mixtes
suivantes pour prévenir les effets de bord libre de le VER :

u(x) = Pex sur 9, et on = (P+&)n sur 00, (3.2)

ou 08, et Q1 désignent les bords de Dirichlet et de Neumann, associés respecti-
vement aux bords supérieurs et inférieurs, et aux faces latérales, respectivement
(voir figure 3.1).

3.2.1.2 Tenseur de localisation de contraintes et de déformations

La loi de comportement est donnée dans chaque phase par :

o(x) = C(x) : (e(x) — eP(x)), (3.3)

avec

C=2uIRI+ N ®1. (3.4)

En adoptant un critere de von Mises
2
fix,o)=Ve:H:e— \/;yg(x) <0, (3.5)
ou H=IRI-I®1/3 et yo(x) la limite elastique. On définit :

1
F = (P-CPH) ™! = ﬂ(IEDL — N ®@N) (3.6)

et
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G=(PC™'P)! = 24 [P + n(I - N) @ (I - N)] (3.7)
doun =N/ (A+2u)=v/(1+v). On a donc :

1 1
<F>:§<u‘1>PL—§<u‘1n>N®N, (3.8)
<G>=2<pu>P+2<up>IT-N)® (I-N). (3.9)
On obtient aussi 'inverse de F et G de maniere explicite par :
2 <pln>
<F>l= = (P4 ] N ® N) (3.10)
<p >t <pt>—<putn>

et

1 < >
<G>"'= P— il
2<pu> <p>42<un >

I-N)oI-N)|. (3.11)

On aboutit aux relations suivantes entre les tenseurs microscopiques et macro-
scopiques :

e=(SG+F<F>"'<FC>)g+FCe’ ~F<F>'<FC>e (3.12)
c=(CF+G<G>"'"<GS>E-Ge" +G<G>"'<Ge’>. (3.13)
Nous identifions les tenseurs de localisation de contrainte et déformation :

A=SG+F<F>"'<FC > (3.14)
B=CF+G<G>"'<GS > (3.15)

et les tenseur de deformation et de contrainte residuelles :

g0 =FCe? —F <F >"' < FCe? > (3.16)
0,=—Ge"+G <G> <Ge? > . (3.17)

3.2.1.3 Expressions des quantités effectives

Le tenseur de rigidité effectif est obtenu par :

C=<G>+<CF><F>"'!<FC>
=C\P+CyPH+CO3(1-N)® (I-N)

=C4N@I-N)+(I-N)@N]+C;NeN (3.18)

avec
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2

Ci=2<p> Cy=—"—— 3.19
1 % 2 <> ( )
— 2 <n>?
Cs=2<pun> 3.20
3 e P (3.20)
— 2<n>
= 3.21
4 <pl>—<pultn> ( )
et 5 .
— <pu n>
Cs = —— S — (3.22)
<pt>(<pt>—<pun>)
On obtient également le tenseur de localisation pour les contraintes :
B=P'+8P+pI-N)®@I-N)+3I-N)oN (3.23)
avec
p <> =< > p
ﬁ1_<u>’ b <pu>(<p>+2<pun>) (3.24)
et

<p>Mm=<n>)+2n(<un>—<pu><n>)
Bs = . (3.25)
<> H2<un >

Le tenseur des contrainte résiduelles est calculé par :

2 <pu>n—< >) < utr(PE,) >
b — M <uPEp>—2u1P’Ep+2u[( p>n— < pun >) < ptr(PEy)

< p> <p>(<p>42<pn>)

(1+2n) < untr(PE,) >
<> +2< un >
Le critere de von Mises peut alors étre ré-écrit sous la forme :

— ntr(PE,)|(I = N). (3.26)

f(x,7,eP) = \/E H:5+20. :B:o+0d.:0. —1/=y(x) <0 (3.27)
avec
f = BTHE = P4 + B3P — 5 (87 — 262 — 2616) (1~ N) ® (1 - N)
- %(/81 + 2By — 183 — 23233) [N® (I — N) + (I — N) ® NJ (3.28)
- %(1 + 46y — 463 — 685 N® N
et S/ = HS,. Le domaine macroscopique elastique est alors donné par :

R(ep) = {o]f(x,7,6p) <0 Vx € Q} (3.29)
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FI1GURE 3.2 — Réponse du composite stratifié élastoplastique : les trois états A, B
et C correspondent respectivement a un état ou les deux phases sont élastiques,
un état ou l'une des phases est plastifiée, et un état ou les deux phases sont
plastifiées.

3.2.2 Résultats numériques

Nous testons ici la solution fournie par la méthodologie décrite dans le chapitre
précédent. Pour cela, un VER associé a la microstructure stratifiée est considéré.
Apres un chargement représentatif appliqué sur le VER, les modes POD sont
extraits par la technique décrite dans le paragraphe 2.2.3.2. Les parametres des
phases sont les suivants : £y = 2000 GPa, Fy = 4000 GPa, et les limites élastiques
sont choisies comme : a; =1 GPaet 05 = 3 GPa. La figure 3.2 fournit la réponse
effective du composite associé, pour trois états caractéristiques décrits par les
points A, B et C, correspondant respectivement a un état ou les deux phases sont
élastiques, un état ou I'une des phases est plastifiée, et un état ou les deux phases
sont plastifiées. Nous avons représenté ici a la fois la solution analytique fournie
ci-dessus, et le résultat d'un calcul numérique direct. Les états de déformation
dans la direction normale aux couches sont fournies dans les figures 3.3, 3.4 et
3.5.

La courbe de réponse obtenue par la méthode d’homogénéisation présentée
dans le chapitre précédent est comparée avec la solution analytique dans la figure
3.6. Nous constatons des différences entre les deux solutions pour de grandes
valeurs de la déformation. Cette différence peut étre expliquée par les conditions
aux limites appliquées pour le cas de la solution analytique (contraintes effectives
imposée sur les bords latéraux) et les conditions utilisées lors de la simulation
numérique (déformation macroscopique uniforme sur tous les bords). Cependant,
la contrainte limite est bien capturée par le modele homogénéisé.
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FI1GURE 3.3 — Etat de déformation dans le composite stratifié pour 1’état corres-
pondant au point A (les deux phases sont élastiques).
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FIGURE 3.4 — Etat de déformation dans le composite stratifié pour 1’état corres-
pondant au point B (I'une des phases est plastifiée).
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FI1GURE 3.5 — Etat de déformation dans le composite stratifié pour 1’état corres-
pondant au point C (les deux phases sont plastifiée).
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FIGURE 3.6 — Comparaison NTFA /solution de référence.
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3.3 Composites avec hétérogénéités périodiques

Dans cette série d’exemples, nous considérons plusieurs microstructures, dé-
crites dans les figures 3.7, 3.14 et 3.18 et pour lesquels le modele éléments finis
associé est également représenté. Pour chacun de ces cas, que nous décrivons
séparément par la suite, nous appliquons la démarche décrite dans le chapitre 2 :

1. (Etape préliminaire) Nous effectuons des trajets de chargement et calculons
les modes plastiques par POD, comme décrit dans le paragraphe 2.2.3.2.

2. (Etape préliminaire) nous calculons les différents opérateurs énumérés dans
la section 2.3.3.

3. (Etape préliminaire) Nous calculons des valeurs discrétes de la fonction f
et calculons les fonctions associées a sa représentation en variables séparées
comme décrit dans le paragraphe 2.3.4.

4. Nous appliquons ensuite un chargement cyclique, et calculons la réponse
homogénéisée par l'algorithme décrit dans le paragraphe 2.3.1.

Pour les différents cas, les propriétés suivantes sont choisies pour les phases.
La matrice possede une limite élastique inférieure a celle des inclusions. Pour le
cas du matériau poreux, les propriétés sont celles de la matrice.

Phase Module de Young  Limite élastique  Coeff. de Poisson
Inclusion  Ej,. = 4000N/m?*  0yine = 2000N/m? Vine = 0,3
Matrice  Epq = 2000N/m?  oyma = 1300N/m? Vpmat = 0,3

Pour tous les exemples suivants de ce chapitre, on fera 'hypothese des petites
perturbations en déformations planes.

3.3.1 Composite avec inclusions rigides

Nous considérons le composite décrit par le VER de la figure 3.7. Les inclu-
sions sont circulaires, disposées sur un réseau hexagonal et la fraction volumique
d’inclusions est de f = 0.21.

Pour ce premier cas, le champ de déformations macroscopiques imposé pour
calculer les modes POD et pour évaluer la réponse homogénéisés est décrit dans
la figure 3.8. Dans ces premiers exemples, ces chargements sont identiques. Nous
testerons la méthode pour des chargements différents dans I'exemple décrit dans
le paragraphe 3.3.3.

Les champs plastiques extraits par la méthode POD sont représentés dans la
figure 3.9.

La courbe de convergence des valeurs propres associées a chaque mode est
décrite dans la figure 3.10. On peut constater que les valeurs propres décroissent
rapidement, indiquant qu’un nombre faible de modes est suffisant pour représenter
la solution du champ de déformations plastique. Une erreur de § ~ X\;/ Ao =
1079 peut étre atteinte pour seulement 6 modes.

Nous appliquons ensuite le chargement macroscopique décrit dans la figure
3.8 et utilisons l'algorithme décrit dans le paragraphe 2.3.1 pour calculer les
contraintes macroscopiques correspondantes. Nous utilisons dans un premier temps
la méthode décrite dans le paragraphe 2.3.4.1 pour évaluer la fonction f. Les
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F1GURE 3.8 — Chargement de déformations macroscopiques imposées au cours du
calcul.
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F1GURE 3.10 — Valeurs propres associées aux modes de déformations plastiques
pour le composite 1.

résultats, présentés dans la figure 3.11, ne sont pas satisfaisants. Bien que 1’algo-
rithme de Newton-Raphson converge en quelques itérations, la solution se dégrade
lorsque le nombre de modes augmente par rapport a la courbe de référence.

Nous appliquons ensuite la méthode décrite dans le paragraphe 2.3.4.2 pour
I’évaluation de f, en utilisant la réprésentation en variables séparées. Les résultats,
présentés dans la figure 3.12 montrent dans ce cas un bon accord avec la solution
de référence et une convergence avec le nombre de modes, méme si des écarts
existent. Pour des raisons de temps, il n’a pas été possible de déterminer les causes
de la divergence de la solution dans le premier cas. Une analyse complémentaire
sera nécessaire pour mieux comprendre ce phénomene.

La méthode permet de décrire le domaine plastique macroscopique comme le
niveau zéro de (2.91), en utilisant les relations (2.39), (2.39) et (2.42), connaissant
les valeurs des variables internes «ay, associées a un état admissible des contraintes,
par l'utilisation de l'algorithme de prédiction-correction présenté dans le cha-
pitre précédent. Nous représentons quelques évolutions du domaine macrosco-
pique pour cet exemple au cours du chargement dans la figure 3.13.

3.3.2 Composite anisotrope

Nous considérons a présent le composite anisotrope décrit dans la figure 3.14.

Les inclusions sont ici ellipsoidales, avec des valeurs de demi-axes de a = 0.3,
b = 0.1, pour une longueur de VER carré L = 1 mm. Les propriétés sont celles
de Vexemple précédent. Le chargement macroscopique utilisé a la fois pour le
calcul des modes POD et de la réponse macroscopique, est identique au cas pré-
cédent. Les modes POD obtenus sont décrits dans la figure 3.15, et la courbe de
convergence associée dans la figure 3.16.

Nous avons constaté le méme type de divergence encore ici lorsque la méthode
directe décrite dans le paragraphe 2.3.4.1 est utilisée pour évaluer f dans le calcul
macroscopique. Nous présentons les résultats en utilisant la deuxieme méthode
(paragraphe 2.3.4.2), dans la figure 3.17.
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FIGURE 3.11 — Réponse (contrainte effective) du composite pour un chargement
cyclique, comparaison entre un calcul direct (référence) et la réponse donnée par
I’algorithme de return-mapping proposé, pour une évaluation directe de de f
(paragraphe 2.3.4.1). On constate une divergence de la solution avec le nombre
de modes.
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FIGURE 3.12 — Réponse (contrainte effective) du composite pour un chargement
cyclique, comparaison entre un calcul direct (référence) et la réponse donnée par

I’algorithme de return-mapping proposé, pour une évaluation de f en variables
séparées.
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FI1GURE 3.13 — Evolution du domaine élastique macroscopique & au cours du
chargement pour le composite a inclusions rigides.

FI1GURE 3.14 — Volume élémentaire représentatif associé au composite anisotrope :
(a) géométrie; (b) maillage.
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F1GURE 3.16 — Convergence des valeurs propres pour les champs de déformation
plastiques POD pour le composite anisotrope.
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FIGURE 3.17 — Réponse (contrainte effective) du composite anisotrope pour un
chargement cyclique, comparaison entre un calcul direct (référence) et la réponse

donnée par ’algorithme de return-mapping proposé, pour une évaluation de f en
variables séparées.
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FIGURE 3.18 — Volume élémentaire représentatif associé au milieu poreux : (a)
géométrie; (b) maillage.

Nous constatons encore ici un assez bon accord entre la solution de référence
et le calcul des contraintes obtenues par application de ’algorithme proposé. A
noter que cet exemple représente un cas difficile pour les méthodes analytiques
ou semi-analytiques, ou des schémas associés a des comportements effectifs sont
généralement utilisés.

3.3.3 Milieu poreux a matrice élastoplastique

Dans ce nouvel exemple, nous étudions un milieu poreux dont la matrice est
élastoplastique parfaite, et dont la microstructure est décrite dans la figure 3.18.
Les pores sont de forme cylindrique et de fraction volumique f = 0.25. Les pro-
priétés de la matrice sont celles de la matrice du composite 1.

Dans un premier temps, nous appliquons le méme chargement macroscopique
pour le calcul des modes POD et de la réponse macroscopique que précédemment.
Les modes POD obtenus sont décrits dans la figure 3.19.

La courbe de convergence des modes est décrite dans la figure 3.20.

Les résultats du calcul macroscopique obtenus en appliquant I’algorithme décrit
dans le paragraphe 2.3.1 avec une évaluation de f en variables séparées sont
donnés dans la figure 3.21.

Ici encore, un bon accord avec la solution est observé. Une illustration de
I’évolution du domaine élastique macroscopique est présentée dans la figure 3.22
pour ce cas.

Nous appliquons ensuite un chargement plus complexe, combinant alternati-
vement traction et cisaillement. Pour ce cas, deux chargements, I'un en traction
et 'autre en cisaillement, sont appliqués au préalable pour le calcul des modes
POD. Le chargement en déformations macroscopiques décrit dans la figure 3.23
est ensuite appliqué pour le calcul de réponse macroscopique. Trois modes sont
utilisés pour la simulation.

Les résultats sont présentés dans la figure 3.24.

On peut constater pour ce trajet plus complexe qu’en début de simulation le
modele homogénéisé calculé est en bon accord avec la solution, mais qu’en fin
de chargement, des différences apparaissent. Ces différences peuvent étre liées au
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POD pour le matériau poreux.
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F1GURE 3.20 — Convergence des valeurs propres pour les champs de déformation
plastiques POD pour le matériau poreux.
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FIGURE 3.21 — Réponse (contrainte effective) du composite pour un chargement
cyclique, comparaison entre un calcul direct (référence) et la réponse donnée par

I’algorithme de return-mapping proposé, pour une évaluation de f en variables
séparées pour le milieu poreux.
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F1GURE 3.23 — Déformations macroscopiques imposées, trajet de chargement cy-
clique complexe.
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FIGURE 3.24 — Réponse (contrainte effective) du composite pour un chargement
cyclique complexe (figure 3.23), comparaison entre un calcul direct (référence)
et la réponse donnée par l'algorithme de return-mapping proposé pour le milieu
poreux.

défaut des modes pré-calculés a reproduire les modes plastiques issus de I’histoire
complexe du chargement.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des applications de la démarche d’homo-
généisation numérique proposée pour les composites élastoplastiques. Nous avons
dans un premier temps traité un composite stratifié, pour lequel une solution
analytique existe. Dans un deuxieme temps, nous avons traité des microstruc-
tures plus complexes périodiques bidimensionnelles, pour lesquelles une solution
de référence a été déterminée par un calcul par éléments finis direct. Dans chaque
cas, les solutions obtenues par l'algorithme proposé ont été comparées avec les
solutions de références et la qualité de I'approximation obtenue discutée. Nous
établissons les constats suivants :

1. Pour un pas de chargement en déformations macroscopiques, ’algorithme
de Newton-Raphson proposé converge en quelques itérations;

2. L’algorithme diverge pour une évaluation directe de f (voir paragraphe
2.3.4.1) en fonction du nombre de modes. Par contre, celui-ci donne des
résultats satisfaisants pour une évaluation de f par interpolation dans un
base de donnée (représentation séparée, voir paragraphe 2.3.4.2). Dans I'état
actuel de ce travail, nous n’avons pas pu déterminer la raison de ces dif-
férences dans 'algorithme. Des études complémentaires seront nécessaires
pour éclaircir ce point.
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3. La seconde méthode pour I'évaluation de f est plus cotteuse lors des cal-
culs préliminaires, car nécessite 1’évaluation de celle-ci pour ce nombreuses
valeurs des déformations macroscopiques et des variables internes macrosco-
piques. Cependant, lors du calcul macroscopique, les calculs sont énormé-
ment accélérés, car il n’est plus nécessaire de revenir au VER pour évaluer
f.

4. La méthode permet d’obtenir une estimation satisfaisante du comporte-
ment effectif pour les composites élastoplastiques avec des microstructures
arbitraires, possiblement anisotropes, a un cott bien moindre que dans les
méthodes de type FE2. En effet, dans la méthode FE2, un probléme non
linéaire doit étre résolu en chaque point d’intégration du maillage de la
structure, et toutes les variables internes associées aux éléments de tous les
maillages microscopiques doivent étre stockées, représentant des cotts en
temps de calcul et en place mémoire énormes pour de grands maillages.
Dans le cadre de la méthode proposée ici, seules les variables internes asso-
ciées aux champs de déformation plastiques représentatifs (POD) doivent
étre stockées (de l'ordre de 2 ou 3 par éléments), et tous les opérateurs
nécessaires pour 1’évaluation du comportement macroscopique peuvent étre
calculés dans une phase préliminaire au calcul de structure. Bien que des
études soient encore nécessaires pour déterminer la cause de certains pro-
blemes de divergence des calculs mentionnés plus haut, la méthode semble
donc prometteuse.
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Chapitre 4

Homogénéisation des composites
non linéaires élastiques en petites et
grandes déformations dans des
espaces paramétriques de grandes
dimensions

4.1 Introduction

L’homogénéisation des matériaux non linéaires élastiques et hyperélastiques
non linéaires est d’un intéret majeur pour la modélisation des structures consti-
tuées de matériaux biologiques ou de polymeres renforcés. Les lois non linéaires
élastiques peuvent également permettre de modéliser des comportements élasto-
plastiques pour des chargements monotones sans décharge élastique (théorie de la
déformation), ou viscoplastiques, si les déformations et les contraintes sont repla-
cées par leurs dérivées temporelles. Dans ce cas, la loi de comportement peut étre
entierement définie par un potentiel unique, qui permet de simplifier les méthodes
numériques pour I’homogénéisation des matériaux associés. Dans ce chapitre, les
méthodes numériques d’homogénéisation proposées exploitent ce principe. Nous
rappelons dans un premier temps les principes de la méthode des "potentiels nu-
mériques” [101, 103] dans laquelle le potentiel effectif associé au comportement
effectif est représenté numériquement par une interpolation de valeurs discretes,
pré-calculées sur un VER. Nous montrons que cette technique possede ses limites
pour des grilles d’échantillonnage régulierement réparties dans 1’espace paramé-
trique, pour des problemes tridimensionnels ou des problemes ou d’autres para-
metres tels que la fraction volumique ou des caractéristiques matérielles peuvent
varier. Nous introduisons alors une nouvelle méthode d’interpolation basée sur des
"réseaux de neurones” permettant de construire des modeles de potentiels pour
des espaces paramétriques plus grands et en se basant sur des nuages de points
distribués aléatoirement dans l’espace paramétrique, en nombre plus faible que
pour des échantillonnages dans des grilles régulieres. Nous introduisons la mé-
thode numérique d’homogénéisation associée et analysons sa qualité au travers
d’exemples sur des volumes élémentaires représentatifs en en calcul de structures.
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4.2 Homogénéisation des composites non linéaires élas-
tiques

42.1 Homogénéisation des composites non linéaires élastiques
en petites déformations

Nous considérons ici le probleme d’homogénéisation des matériaux hétérogenes
dont les phases possedent un comportement non linéaire élastique, en petites dé-
formations. Nous supposons que la microstructure est entierement caractérisée
par un volume élémentaire représentatif (VER) 2 composé de N phases homo-
geénes. Le sous-domaine  est composé de phases r € {1,2,..., N} associés & des
sous-domaines notés Q, , décrits par une fonction caractéristique ) telle que
X" (x) = 1 pour x € Q, et X" (x) = 0 pour x ¢ ,. Nous notons (.)  la moyenne

sur Q, et (.) la moyenne sur Q. La fraction volumique de la phase r est donnée
par ¢ = <X(’”)>. Les interfaces sont supposées parfaites et notées collectivement

I'. Le bord de € est désigné par 02 et le domaine ouvert associé §2. Soit une
fonction de densité d’énergie donnée w associée au composite sous la forme

w(x,e) =Y x"(x)w(e), (4.1)

ott w" est la fonction de densité d’énergie de la phase r. Nous supposons par la
suite que chaque fonction de densité d’énergie w'") est convexe mais pas nécessai-
rement quadratique par rapport a €. La loi de comportement locale du composite
est donnée par

o = Julx.e) (4.2)
Oe

ol o est le tenseur des contraintes de Cauchy qui doit satisfaire les équations
d’équilibre (2.3) en 'absence de forces de volume.

Les quantitiés macroscopiques (effectives) pour les déformations € et les contraintes
o sont définies comme leur moyenne volumique, Egs. (2.1) et (2.2).

Les conditions aux limites considérées ici peuvent étre de I'une des formes
suivantes :

(a) conditions statiquement uniformes :

on=on sur O (4.3)

ou n est le vecteur normal unitaire sortant par rapport a la surface 9€1;
(b) conditions cinématiquement uniformes :

u=¢ex sur O (4.4)
(c) conditions périodiques :
u — gx est périodique et on est anti-périodique sur 0f2. (4.5)

Les équations (2.3)-(4.2) associées a l'une des conditions aux limites (4.3)-
(4.5) formulent le probleme aux limites non linéaire pour déterminer la relation
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de comportement effective du composite. Le probleme peut étre mis sous une
forme variationnelle. Par exemple, lorsque les conditions (4.4) sont imposées, la
fonction de densité d’énergie effective w du composite est obtenue en résolvant le
probleme de minimisation :

w(e) = inf (w(xe(v))) (4.6)

vek(€)

ou KC(€) est 'espace de tous les déplacements v définis sur 2 et vérifiant les
conditions aux limites u = &x sur 9{2. On peut montrer que w est une fonction
convexe de € si w est convexe par rappport a € [74]. De plus, la loi de comporte-
ment effective est donnée par (voir par exemple [35]) :

Ow(e)
0g

o= (4.7)

L’idée de base des méthodes numériques développées par la suite est de pro-
poser une représentation numérique de w a partir de laquelle il sera possible
d’évaluer la loi de comportement. Les formes faibles en vue de la résolution par
éléments finis de ce probleme sont classiques et fournies dans 'annexe A.1.1.1,
ainsi que la discrétisation associée.

422 Homogénéisation des composites non linéaires élastiques
en grandes déformations

4221 Formulation du probléme d’homogénéisation

Nous formulons ici le probleme d’homogénéisation pour un composite en grandes
déformations hyperélastiques. Soit un point matériel dont la position dans la confi-
guration actuelle est notée x et X dans la configuration de référence. Ces quantités
sont reliées par

x=X+u, (4.8)

ol u est le vecteur déplacement. Le tenseur gradient de déformation F en X est
défini par

0x

Fzg—le—i—VX(u), (4.9)
ou 1 est le tenseur identité du second ordre et Vx(.) est 'opérateur gradient par
rapport a la configuration de référence. Le matériau est ici supposé composé de
phases hyperélastiques occupant comme précédemment des sous-domaines ().
Le comportement des phases est caractérisé par une fonction densité d’énergie, ou
potentiel élastique W) dépendant du tenseur des déformations de Cauchy-Green
droit C = FTF. Ainsi, la fonction de densité d’énergie locale du composite peut
étre exprimée par

(X, C)=> x"(X)v)(C). (4.10)

r=1
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Les fonctions de densité d’énergie W) (C) satisfont automatiquement le prin-
cipe d’objectivité. L’impénétrabilité du matériau impose la condition ¥ — oo
lorsque det(C) — 07. Dans une description Lagrangienne, la loi de comportement
locale est donnée par

ov
S=2—(X,C), 4.11
e(X.C) (a.11)
ou S est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Une régularité
suffisante de W par rapport a C est supposée. D’autres quantités utiles peuvent

étre définies :

1
J=det(F), P=FS, o= jPFT, (4.12)

ou J est le Jacobien et P le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff.
Le tenseur élastique tangent du quatrieme ordre est défini par :

0?0 (X, C)
L=4—17—"—. 4.13
0CoC (4.13)
A T’échelle macroscopique, les quantités cinématiques sont définies comme suit :
F=(F), J=det(F)#({J), (4.14)
— —T= — 1 —
C=(F)F#(C) , E:§(C—1)7é<E>. (4.15)

Une extension du Lemme de Hill-Mandel en grandes déformations postule que
si le VER est soumis a des conditions aux limites cinématiquement uniformes ou
périodiques (4.27), alors

(P:F)=(P):(F). (4.16)
Une conséquence du Lemme de Hill est que le premier tenseur des contraintes
de Piola-Kirchhoff peut étre défini par :
= v (F)
P=(P)= —— 4.17
)= (1.17)
ot ¥'(F) définit la fonction de densité d’énergie (ou potentiel) associée avec le
matériau homogeme équivalent, déterminé par

N
T(F)= Inf (WXF)= Inf > O (@0O@E)H", (4.18)
Fek*(F) FeK*(F) p—1
ou K* est I'ensemble des tenseurs des déformations compatibles. On peut montrer
que U est objective. De plus, V(C) = b (F). On peut noter que seuls F et P
peuvent étre définis comme leur contrepartie microscopique. De plus nous avons
les relations suivantes :

PF # (o). (4.19)
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Une relation similaire & (4.17) peut étre établie pour relier S et C. En utilisant
(4.17), nous avons

5 _ 0T (F) 0¥ (F)aCy 0¥(C)aCy

y AN M T — (4.20)
OF; 0Cy OFy; 0Cy OF;
et
oC 0 - —= OF e — — OF,,
_kl:T( mk ml): —kal+kaTl
= OmiOp ot + kafsmi@j = Fz‘l(Skj + Fz’kélja (4.21)
ce qui conduit a
— = - —40Y(C) — — oU(C
Saj — FaiPij = Fm.l—_( ) (Filékj + Fikélj) = # (5a15kj + 5ak5lj> . (422>
8C’kl ackl

Apres quelques simplifications et en utilisant la symétrie de C on obtient

_ U(C
8228 (_C) (4.23)
0C
Ainsi, la fonction de densité effective U du composite peut étre définie comme
N
U(C) = inf (U(X,C)= inf Y " (W"(C)) (4.24)
CeK(C) CeK(C) r=1

ol K est I’ensemble des tenseurs des déformations admissibles pour C. En d’autres
termes, pour un état de déformation macroscopique C, la valeur correspondante
de ¥(C) est obtenue par moyenne des potentiels locaux ¥(X,C), ou C(X) est
un champ de déformations admissible. De la méme maniere, le tenseur élastique
tangent L peut étre exprimé par

0*¥(C)

oc”

A T’échelle microscopique, les contraintes doivent vérifier les conditions d’équi-
libre local :

L=4 (4.25)

Vx - (FS)=0 sur Q\I. (4.26)

L’Eq. (4.26) doit étre complétée par des conditions aux limites. Comme en pe-
tites déformations, plusieurs types de conditions aux limites peuvent étre définis.
Dans ce travail, nous utilisons les conditions aux limites uniformes cinématiques,
définies dans le cas des grandes déformations par

u(X) = (F - DX +a(X) =u4(X) sur 09, (4.27)

ot 1(X) est un champ de déplacements périodique sur Q.
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Dans le cas des grandes déformations, comme le probleme aux limites a pour
but de déterminer le potentiel W(C), il est désirable de définir des conditions aux
limites sur le VER en fonction de C. Nous verrons également par la suite que la
réprésentation de W(C) dans un espace paramétrique associé aux composantes du
tenseur des déformations de Cauchy-Green droit C permet de réduire la dimension
de cet espace par rapport & une description en fonction du tenseur F, qui lui n’est
pas symétrique. La fonction ¥ ne dépendant pas de la rotation R, nous pouvons
choisir parmi tous les choix possibles de R le tenseur unité R = 1 qui conduit a

F =T = C"”. Les conditions aux limites (4.27) peuvent alors étre réexprimées
par

uX) = (€7 - 1)X +a(X) sur Q. (4.28)
A T’échelle macroscopique, les équations d’équilibre doivent étre vérifiées :
Vx - (FS)=0 sur Q, (4.29)
avec les conditions aux limites sur le bord du domaine :

a(X) = a(X) sur 89Q,, PN =F sur 9Qp, (4.30)
ou u, X, 09,, 00, Fet N représentent les déplacements macroscopiques, les
coordonnées macroscopiques dans la configuration de référence, le bord ou les
conditions de Dirichlet sont imposées, le bord ou les conditions de Neumann sont
imposées, la force externe appliquée et le vecteur normal unitaire sortant a 0f2.
42.22 Forme faible pour le probleme hyperélastique

la forme faible associée au probleme (4.26)-(4.28) est donnée par :
Trouver u € D, D = {v|v(x) = u’(x) on 99, v € S} tel que :

/ S(u) : 0E(u,0u)dQ2 =0 Vou € Dy, (4.31)
Q

ou Dy = {v|v(x) =0o0n 09, v €S}, S étant un espace des fonctions suffi-
samment régulieres, et JE est exprimé par :

SE(u; du) = % (Vx (60" F(u) + F(u)"Vx(5u)). (4.32)

Le probleme (4.31) étant non linéaire, une procédure itérative est nécessaire
pour sa résolution. Par exemple, en utilisant une méthode de Newton-Raphson,
on peut utiliser le probleme linéarisé a chaque itération k :

/5E(uk,5u) L(uf) : 6E(uf, Au)dQ + / S(u*) : AE(Au, 6u)df
Q Q

__ / S(ut) : SE(u", su)de, (4.33)
Q

ol u* est I'incrément de déplacement tel qu’a l'itération k + 1 nous avons u*t! =

u’ + Au et
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AE(Au, 6u) = = (Vx(Au)"Vx(du) + Vx(6u)" Vx(Au)). (4.34)

DN | —

La forme faible du probleme macroscopique (4.29)-(4.30) est similaire a (4.32)
en remplacant les quantités macroscopiques par des quantités microscopiques. La
forme linéarisée associée possede également la méme forme que (4.33) en rempla-
cant les quantités macroscopique par les quantités microscopiques.

4.3 Méthode de potentiels numériques

43.1 Idées de base

La méthode des potentiels numériques introduite dans [101, 103] et étendue au
cadre stochastique dans [14, 15], est une méthode d’homogénéisation numérique
dans laquelle le potentiel effectif w(g), et W(C), pour les petites et grandes dé-
formations, respectivement, est évalué numériquement et interpolé dans l’espace
des composantes des déformations macroscopiques lors du calcul de structure par

W(E) ~ Z N,@w; Y(C)~ Z N;(C)¥,, (4.35)

ou N; sont des fonctions d’interpolation dans I’espace des déformations macrosco-
piques. Pour obtenir les valeurs discretes du potentiel, des calculs éléments finis
(utilisés ici, bien que toute autre méthode de résolution numérique locale, XFEM
[69], FFT [64], etc. puissent étre choisies sans modification de la méthode) sont
menés sur un VER en chaque point d’un sous-domaine dans l'espace des défor-
mations macroscopiques. Pour chacun de ces points, les conditions aux limites
correspondantes sont imposées sur le bord du VER et le probleme non linéaire
correspondant est résolu. Une fois calculées et stockées, ces valeurs discretes de
la fonction potentielle macroscopique (w; ou W;) peuvent étre interpolées et dé-
rivées pour évaluer les contraintes @ et S (respectivement en petites et grandes
déformations) par

7))~ 8]\;25) w;, S(C)=~2 Z aN—@E (4.36)

- oC
Finalement, le tenseur élastique tangent désigné par M dans le cas des petites
déformations et par IL pour les grandes déformations, et nécessaire en chaque
point du maillage macroscopique pour résoudre numériquement le probleme au
niveau de la structure, est calculé par

- PNi(E)_ 92N, (C)—

Les étapes principales de la méthode sont résumées ci-dessous.

1. Définir un VER associé a la microstructure du matériau hétérogene.
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2. Un domaine A C R® pour un probléme 3D ou A C R3 pour un probleme
2D est défini, associé a l'espace des composantes des déformations macro-
scopiques (€.

3. Le domaine A est discrétisé en un nombre fini de noeuds. Pour chaque neceud,
les valeurs correspondantes de € sont utilisées pour définir des conditions
aux limites sur le VER. Le probleme est alors résolu numériquement. A
partir de I'état de déformations a I’équilibre, le potentiel macroscopique
w(€) (ou ¥(C) pour les grandes déformations) est calculé. L’opération est
répétée pour tous les noeuds.

4. Un schéma d’interpolation approprié est appliqué pour construire une re-
présentation continue du potentiel a partir de la base de donnée, consistant
en une collection de valeurs discretes scalaires du potentiel et associées a
des valeurs des composantes des déformations macroscopiques. Durant le
calcul de structure a 1’échelle macroscopique, les composantes du tenseur
des contraintes et le tenseur élastique tangent sont évalués par interpo-
lation et dérivation de l'approximation continue en utilisant les relations
(4.36)-(4.37). Pour les points situés en dehors du domaine de déformations
macroscopique, une méthode d’extrapolation peut étre utilisée [103].

4.3.2 Construction de potentiels avec échantillonnage dans des
grilles régulieres

Une premiere approche directe pour construire une interpolation est de définir
une grille de points régulierement espacés dans un sous-domaine £ dans I’espace
des déformations macroscopiques. Cette technique a été adoptée par exemple dans
[101, 103].

Nous rappelons dans cette section le cadre de la méthode pour le cas des petites
déformations. Pour les grandes déformations, les déformations infinitésimales €;;
doivent étre remplacées par le tenseur des déformations de Cauchy-Green droit
C;j et les contraintes de Cauchy o;; par le second tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff S;;.

Par la suite, la notation de Voigt est utilisée pour les indices des composantes
des tenseurs du second ordre des déformations et des contraintes. Dans ce cas,
chaque axe &, associé avec la déformation macroscopique &, avec a = 1,2, ....d
est uniformément discrétisé. La valeur d représente le nombre de composantes de
déformation indépendantes (3 en 2D et 6 en 3D dans le cas compressible), plus
d’éventuels parametres supplémentaires (stochastiques, parametres associés a la
microstructure, etc.). Des valeurs minimum ™" et maximum %% doivent étre
choisies. Dans le cas des petites déformations, ces valeurs peuvent étre choisies en
respectant '’hypothese des petites déformations. Le choix de ces valeurs dans le cas
des grandes déformations est plus délicat, et discuté dans [103]. Une discrétisation
uniforme de l'axe &, sur U'intervalle [e™" £M%X] peut étre obtenue en introduisant
un ensemble de points {£, &5, ..., €%} tels que &0 = £F < &£} < ... < &5 = En™
et {f =& = &8 =& = ... = &5, — &2 1. Ainsi, le sous-domaine A = [, &P x
[ghin gmax] s x [gmin gmax] de £ est discrétisé en une grille uniforme. Un nceud
de A est un point ( }1, 32, - fil) avec 0 < i, < m,. Dans ce travail, nous posons
mi+1=my+1=..=mg+1=p tels que A contienne p? noeud.

Ensuite, il faut évaluer w en chaque nceud de A par Eléments finis. Plus pré-
cisément, étant données les composantes du tenseur des déformations effectives
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(1 2 d
i19 Sigr 00 Siy

quons la méthode des Elements Finis pour résoudre le probleme aux limites non
linéaire sur le VER Q. Soit u(x; &}, &2, ... Zd) la composante des déplacements
correspondant obtenus par un calcul FEM L’évaluation de w au noeud iyiy...74
est donnée par

) correspondant au noeud iis...74 avec 0 < i, < p — 1, nous appli-

w(f’i’gi? ot f;fi) = <'(,U[X, E( (X 51175127 gzd>>]> : (438>

Pour la suite, la valeur de w évaluée au nceud ;45...14 est désignée par w;,4,. i,
via

Wirig..ig = W(EL, &, EL). (4.39)

De plus, nous introduisons une "hypermatrice” W dont les composantes sont
constituées de tous les éléments w;,;, i, (1 < i, < my,), et notée symboliquement

W = [wilig...ie] . (440)

Apres avoir résolu p? problemes non linéaires par FEM, les estimations Wiyig.. iy
de w sont obtenues pour p? nceuds. Ces estimations constituent une représenta-
tion discrete de w. En interpolant des valeurs nodales w;,;,.;, par une méthode
appropriée, pour 0 < 7, < p — 1, nous obtenons une approximation continue de
w*. Pour un probleme 2D d = 3 (3 composantes de déformations symétriques
indépendantes) et en 3D d = 6. D’autres parametres peuvent étre ajoutés et
augmentent dans ce cas la taille d de ’espace, comme des valeurs de coefficients
associés a la microstructure. Dans la suite, nous décrivons deux techniques pour
réaliser cette interpolation, qui doit étre effectuée efficacement en vue d’un calcul
de structure ou cette opération sera répétée un tres grand nombre de fois. La
premiere technique utilise des fonctions splines multidimensionnelles. La seconde
permet d’accélérer 'opération d’interpolation par réduction de la base de donnée
Wi, 4y..is PAr une méthode de représentation en variables séparées.

43.2.1 Méthode d’interpolation spline en grandes dimensions

Dans ce paragraphe, nous décrivons une méthode d’interpolation directe de la
base de données w;,;, ;, par l'utilisation d’une technique d’interpolation de type
spline multidimensionnelle. Pour satisfaire a la condition que ’approximation
continue w* de w soit de continuité C?, nous choisissons des fonctions spline
cubiques. Nous rappelons brievement l'interpolation par splines cubliques en une
dimension pour des nceuds régulierement espacés dans ’annexe C.

Pour le cas multidimensionnel, on peut appliquer la procédure décrite en détails
dans [27]. Une fois réalisée la discrétisation décrite ci-dessus du domaine A de € et
les estimation nodales w;,;,. i, de w, nous cherchons a construire I’approximation
w* de w telle que

w*(§317§i227 RS 266> - wi1i2~--i67 0 S iOA S p - 1 (441)

Ceci est accompli en interpolant les valeurs nodales w;,;,. ;, par le biais des
fonctions splines cubiques :

p+2 p+2

(81,82, 0 86) = D0 D Ci. zGqu (4.42)

i1=1 ig=1
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Dans cette expression, les fonction splines cubiques (bg]_ sont définies par

: g; —gpin
3 (E) =@ (—J L2 z'j) (4.43)
J hj
ou hj = (é}“in - é?lax)/mj et
(2—1[t)?, 1<t <2
(1) = 4— 6L+ 31, <1 (4.44)
0, sinon.

Les coefficients ¢;,4,. i, sont obtenus en vérifiant les conditions (4.41). Le nombre
d’inconnues du probleme est de H?Zl(mj + 3). Un algorithme efficace pour dé-

terminer les coefficients ¢;,;, i, est fourni dans [27]. De nombreuses routines sont
disponibles pour construire des fonctions spline cubiques. Par exemple, la routine
Matlab®) (fonction "interpn.m” avec ’argument "spline”).

On peut alors exprimer la relation contraintes-déformations sous la forme :

_ 0w (e, &, .., &)

0z},

p+2 p+2 6 4 o k(=
- e {H ¢ <a-j>} % - (4.45)

i1=1 =1 JF#k

5']:(?;:1, 8_2, ey 86)

Le module tangent effectif peut alors étre calculé par I'Eq. (4.37) avec

2 — — — —
0 w*(€1,52, ceny 86)
01,08

M,:l(gl,ég, ...,56) =

&l

p+2  pt2 6 k(= l(=
D S { I1 ¢ (a}»)} a¢g;§k) aqbg_(gl) sik#1 (4.46)

p+2 p+2 6 2400 (=
S Sy {H 4, <ej>} T k=1
, — 1

La convergence de telles approximations par rapport au nombre de nceuds p
est garantie par la théorie classique des approximations polynomiales et est par
exemple discutée dans [5]. Pour des problemes 2D faisant intervenir 3 compo-
santes indépendantes de la déformation, cette premiere méthode est tres rapide,
méme pour des grilles de discrétisation relativement fines. Cependant, pour des
problemes 3D ou 6 composantes du tenseur des déformations interviennent, la
détermination des coefficients ¢;,;,. ;, implique la résolution d'un systeme d’équa-
tions de tres grande taille et nécessite des ressources en temps de calcul et en
mémoire gigantesques. Dans la suite, une technique alternative est proposée pour
éviter ces inconvénients.
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4.3.2.2 Meéthode d’interpolation basée sur une approximation en variables sé-
parées

La décomposition de tenseurs de grands ordres en produits tensoriels de vec-
teurs est une technique efficace de compression des données et de reconstruction de
modeles a partir de description réduites. Ce type de techniques remonte aux tra-
vaux de Hitchkock [38]. Celles-ci ont été redécouvertes de maniere indépendante
et renommé & plusieurs reprises sous les noms de facteurs paralleles (PARAFAC)
[30],[45] ou encore décomposition canonique [10]. Une autre décomposition simi-
laire est la décomposition en valeurs singulieres de grands ordres (Higher-Order
Singular Value Decomposition, HOSVD) [49]. Par rapport a la décomposition
PARAFAC, la HOSVD fait intervenir un tenseur de coeur dans le produit ten-
soriel (voir [99]). Muti et Bourennane [71] ont utilisé la HOSVD pour des ana-
lyses de signal multidimensionnel. Beylkin et Molhenkamp [6] ont élaboré des
algorithmes basés sur une représentation en variables séparées pour résoudre des
systemes linéaires de grandes dimensions et ont discuté les problemes de condi-
tionnement dans ce cadre. Les mémes auteurs ont également développé des al-
gorithmes pour résoudre les problemes impliquant des fonctions antisymétriques,
qui interviennent par exemple dans la résolution de I’équation de Schrodinger en
mécanique quantique.

_ Dans cette deuxieme approche (appelée NEXP2 par la suite), I'hypermatrice
W définie par (4.40) est approximée par sa représentation en variables séparées

U:

R

r=1
ou ¢, (i =1,...,6) est un vecteur a valeurs réelles associé avec les composantes
du tenseur des déformations macroscopiques &; et R est un entier. En notation
indicielle I'Eq. (4.48) est donnée par :

R
Wiyiy...ig ~ Ui1i2~~-i6 = Z {dlﬂ}zl {¢g}12 {¢g}16 ) (449)
r=1

ou {gb;} . Teprésente la k-ieme valeur du vecteur ¢7. Les vecteurs ¢} dans (4.48)
sont déterminés numériquement en résolvant le probleme de minimisation suivant
pour R donné :

R
inf HW—Z¢1®¢§®...®¢Q yr=1,.,R, j=1,...,6,  (4.50)
; r=1

b

ot ||.|| est la norme de Frobenius. Pour réaliser une précision donnée, R peut étre
augmenté tel que :

R
HW—Z%@%@...@% <4, (4.51)
r=1

ou § est un parametre de tolérance. Le probleme (4.50) étant non linéaire par
rapport aux vecteurs inconnus @}, une procédure itérative est nécessaire pour
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sa résolution. Un algorithme efficace est I'algorithme de point fixe des moindres
carrés alternés [10, 30, 104], dans lequel a chaque itération le probleme n’est
résolu que par rapport a une dimension, toutes les autres variables associées étant
fixées. De nombreuses routines ont été développées depuis plusieurs années et sont
disponibles, comme par exemple la routine Matlab®) "parafac.m”, pouvant étre
obtenue librement sur [4].

Une fois U calculé, une valeur arbitraire de w peut étre approximée en in-
terpolant les valeurs discretes unidimensionnelles d);f. Ainsi, nous obtenons une
représentation en variables séparées de w* sous la forme :

R

W(E1, &, ..y Eg) A W (EL, &2, -, E6) = Z&q(él)ﬁgg(@)--ﬂ;g(gﬁ) ; (4.52)

r=1

ol é;(a_j) sont les valeurs interpolées de @/

Z Ni(g5) {#7}, - (4.53)

Dans I'Eq. (4.53), Ny est une fonction d’interpolation unidimensionnelle de
continuité C? associée avec le nceud k, et n représente le nombre de noeuds asso-
ciées a la fonction de forme Ny (¢;) dont les valeurs en &; sont différentes de zéro.
Comme précédemment, la contrainte peut étre exprimée par

ACIENNENES ' ({H&,;(ek)} 8@?) , (4.54)

r=1 k#i

——2 {7}, - (4.55)

Enfin, approximation M* de M est évaluée par :

Mi(81,82, ., 56) = D ({ 1T &2(@)} agbégi) 8¢g§-)> si i#j, (4.56)

r=1 k#i,5

M;(81,8,.086) = Y ({Hgs;;(gk)} 82?:;(2 >) sii=7, (4.57)

r=1 k#i

avec

T o ) 1on, (4.58)

i k=1
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Pour un domaine de déformations macroscopique en dimensions 6, cette ap-
proche nécessite seulement de réaliser la transformation PARAFAC décrite pré-
cédemment, puis d’évaluer les coefficients de spline cubiques unidimensionnelles,
réduisant les cotits liés d'une part au calcul de ces coefficients, puis a I’évaluation
de linterpolation (seulement des interpolations unidimensionnelles sont néces-
saires) lors du calcul de structure. Ces techniques ont été appliquées pour des
calculs de structures composites non linéaires en petite et grandes déformations
dans [101, 103]. Cependant, avec ce type de technique, le nombre de valeurs (cal-
culs locaux) a effectuer, méme s’il reste faible par rapport a un calcul & deux
échelles type FE? (voir une analyse dans [101]), reste tres important en 3D (p°
calculs non linéaires a réaliser) et devient impraticable pour des ensembles para-
métriques encore plus grands, par exemples pour des problemes stochastiques ou
des problemes ou des parametres tels que la fraction volumique ou des propriétés
matériaux peuvent varier, dans des objectifs d’optimisation. Dans le cas des pro-
blemes stochastiques, une extension de la méthode des potentiels a été proposée
dans [15] ou le potentiel est directement développé sous forme de chaos polyno-
miaux. Pour les problemes 3D et incluant plus de parametres, nous proposons
dans cette these une nouvelle extension de la méthode des potentiels numériques,
ou 'approximation du potentiel est basée sur des réseaux de neurones.

4.4 Homogénéisation non linéaire pour des espaces
paramétriques de grandes dimensions

441 Approximation de fonctions multidimensionnelles par ré-
seaux de neurones artificiels

La représentation de fonctions dérivables dans des espaces de grandes dimen-
sions joue un role tres important en sciences de l'ingénieur et en sciences phy-
siques. Par exemple, la problématique de représenter des surfaces de réponse pour
I’analyse de la rupture des structures est un enjeu crucial en génie civil et en in-
génierie. La représentation de fonctions de densité de probabilité est également
largement utilisée pour identifier des modeles probabilistes dans la représentation
des incertitudes dans les modeles. L’identification de potentiels d’interaction pour
la dynamique moléculaire est également une activité de recherche intensive en chi-
mie théorique [8], [60]. Nous nous intéressons ici aux schémas d’approximation
associés pour la représentation de telles fonctions dans l'objectif de construire
des potentiels numériques dans des espaces paramétriques de grandes dimensions
en vue de construire des modeles de comportement homogénéisé pour les maté-
riaux non linéaires élastiques. Les principales difficultés de la représentation de
ces fonctions interviennent lorsque les espaces paramétriques sont de grandes di-
mensions, pour les raisons suivantes : (a) le nombre de valeurs échantillonnées ou
calculées augmente exponentiellement avec la dimensionnalité; (b) la définition
de schémas d’interpolation en grande dimension et dans des nuages de points
aléatoires est délicate; (c) La définition d’une approximation en présence de don-
nées échantillonnées non uniformément réparties dans l'espace ou partielles n’est
pas triviale. Des schémas d’interpolation ont été proposés, comme par exemple
(parmi beaucoup d’autres : les splines multidimensionnelles décrites ci-dessus ou
les méthodes de moindres carrés mobiles [17]). D’autres représentations existent,
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comme la décomposition en sommes de produits de fonctions unidimensionnelles
en variables séparées [6, 2|, comme par exemple utilisée dans la méthode PGD
(Propper Orthogonal Decomposition) [33, 34, 13]. Les approximants de type ré-
seaux de neurones (Neural Networks, ou NN [58]) et que nous présentons par la
suite ont I'avantage de permettre la définition d’approximants en grandes dimen-
sions avec un nombre de fonctions et de points d’échantillons plus réduit, ceux-ci
pouvant etre répartis aléatoirement dans l’espace paramétrique. Nous rappelons
ci-dessous les principes de la méthode.

Une représentation tres utilisée par exemple en mécanique atomistique et en
chimie pour I'approximation de potentiels d’interaction est 'approximation dite
"multi-modes” [11, 12], donnée sous la forme :

D Ch
fan,aa,ap) = fo+ Y [ @) + > £ (@) +
n=1 1<j=1
cn (4.59)
+ Z fi(:l?g,..,in(thIiQ? 23 Izn) + ...+ fl(QD’.).’D(l’l, T, .., ZL’D)
11,125-+5tn
ou CJZ: W Des approximations de ce type ont été généralisées dans [87,
80], ou celles-ci sont appelées HDMR (High-Dimensional Model representation).
Si une fonction est a identifier en utilisant la représentation (4.59), il est nécessaire
d’utiliser des ensembles de données différentes pour identifier chaque fonction f.
Le nombre de fonctions f augmentant de fagon combinatoire avec D et d, il devient
impossible en pratique d’appliquer ces méthodes pour des dimensions importantes
(de 'ordre de D = 10), ou les termes d’ordre d = 3 deviennent nécessaires.

Dans [80], la méthode HDMR aléatoire a été introduite, permettant en principe
d’identifier toutes les fonctions f a partir d’'un méme ensemble de points aléatoi-
rement distribués dans ’espace. Il est alors nécessaire de minimiser I’erreur dans
tout 'espace et d’évaluer des intégrales multidimensionnelles ce qui peut s’avérer
extrémement cotteux.

Dans une série de travaux [58, 57, 61, 59, 60, 63, 62] Manzhos et al. ont proposé
une méthode d’approximation de fonctions en grandes dimensions basées sur des
techniques de représentation multimodales dites de "réseaux de neurones” a partir
de données partielles et permettant d’accomplir une réduction significative de la
représentation en terme de données discretes a calculer.

Une autre difficulté est que quel que soit le choix des fonctions f, il est né-
cessaire de construire C'% fonctions D—dimensionnelles. Une facon de réduire le
nombre de fonctions est d’utiliser de nouvelles coordonnées, obtenues a partir
des coordonnées initiales par une transformation linéaire [60, 59]. Ainsi, on peut
montrer [59] qu’il existe une transformation linéaire des coordonnées permettant
d’obtenir une qualité arbitraire dans le contexte de la HDMR pour un ordre de
développement k (d’apres le théoreme d’approximation universel [16]) :

EIA,b:y:Ax—l—b

fHDMR(Y) = f0+Zfl( +Zf11,l2 (yu 7yz2 )

11,12
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Input Layer of Neurons

output

FIGURE 4.1 — Réseau de neurones a une couche cachée.

k
+ Z fz1,12,, <yzl,y,(2),..,,yfk)>

(y) - f(x)| <e ,Vk>1

Avec ces deux ingrédients, il est possible de représenter des fonctions dans
des espaces de grande dimension en maintenant le nombre de fonctions et de
points d’échantillonnage faible au regard de I'augmentation de la dimensionnalité
[59, 60] & condition que la fonction possede une certaine régularité. La nouvelle
représentation est exprimée par :

L
f(xlyx% "'7$D) = f(xlax% ...,I'D) = ZfZNN (yLy;? 7y2l) (460)
i=1

ot les fonctions fNV (yi, vi,...,v%), d < D sont appelées fonctions "réseaux de
neurones” (NN) et

y' = A'x + b’ (4.61)

oll A est une matrice rectangulaire. Les représentation par réseaux de neurones
utilisent des fonctions appelées neurones dont les arguments sont des combinaisons
linéaires des coordonnées ;. Un réseau simple de neurones dit a une couche cachée
(voir [57, 54, 88]) est représenté schématiquement dans la figure 4.1 et est exprimé
par :

WE

LN s, o) = Y g (W -y + d,) + dg (4.62)

n=1
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ou la fonction g est la fonction d’activation. Une fonction d’activation sigmoide
g(z) = 2(1 +e72*)71 — 1 est utilisé dans ce travail, bien que toute fonction lisse
non linéaire puisse étre utilisée. Par exemple, la fonction exponentielle g(z) = e*
produit f sous la forme [62] :

N d

PN (s, w) = D ea [T + dy- (4.63)
=1

=1

Cette représentation possede des avantage pour 'intégration et la dérivation
en grandes dimensions. Au final, pour L, N, d et M fixés, les parametres A%, b%,
¢, wi et djy doivent étre identifiés, en minimisant la fonctionnelle :

1/2

7= %fi (f () - o <y’“‘>) . (4.64)

7

Les M points d’échantillonnage x* peuvent étre répartis aléatoirement dans
I'espace paramétrique. Identifier simultanément tous les parmetres des fonctions
NN induit un cofit en temps et en mémoire prohibitif. Pour alléger les coiits, un
algorithme de type point-fixe est proposé dans [62], en identifiant les parametres
de chaque fonction indépendamment en fixant ceux des autres a chaque itération.
Pour d donné, on peut améliorer la qualité de ’approximation soit en augmentant
le nombre de fonctions L soit en augmentant le nombre de termes NV, soit en aug-
mentant le nombre de points échantillonnés M. Un exemple de code permettant
l'identification des différents parametres du schéma (4.64) a partir d’un nuage de
points aléatoire peut étre trouvé dans [63].

442 Tests numériques : fonctions analytiques en grandes di-
mensions

Dans cette série de test, nous évaluons la qualité de 'approximation NN en
considérant des fonctions analytiques que nous cherchons a reproduire par des
valeurs échantillonnées aléatoirement dans un hypercube [—1; 1]D, avec D la di-
mension. Les fonctions testées sont les suivantes :

D

FA =3 "a? D=6;8;10; (4.65)
=1

FB) — o= Zilimi D = 6:8: 10; (4.66)

D
S a2 D=6:8;10. (4.67)

=1

Pour chaque cas, les coefficients A%, b}, ¢;,, wi' et dj de I'approximation NN
(4.60)-(4.62) sont identifiés. Une analyse de convergence est réalisée par rapport :

1. au nombre M de points échantillonnés

2. au nombre L de fonctions de base dans (4.60)
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FIGURE 4.2 — Fonction f) = Zle 2?2, D = 6. Le parametre N = 4 est fixé, L
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de l'erreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.

3. au nombre N de fonctions d’activation dans (4.62)

Le nombre d dans (4.60) est fixé a d = 3 pour tous les exemples étudiés. Les
résultats sont présentés dans les figures 4.2-4.7 pour la fonction f), dans les
figures 4.8-4.13 pour la fonction f¥) et dans les figures 4.14-4.19 pour la fonction
f©) . Pour les courbes tracées, le nombre de points d’échantillonnage a été fixé a
M = 10° valeurs.

Ces différents résultats permettent de conclure sur les points suivants :

1. Des nombres de fonctions f¥V et de termes d’approximations L de l'ordre

de 4 et 4, respectivement doivent étre choisis pour obtenir des qualités
suffisantes d’approximation pour les exemples traités.

2. La qualité de I'approximation peut étre maintenue a un niveau satisfaisant
pour un nombre de points d’évaluation M n’augmentant pas exponentiel-
lement avec la dimension D, permettant d’envisager des applications pour
des dimensions de 1'ordre de 10.

Nous notons que cette approximation permet de reproduire des fonctions com-
plexes, telle que la fonction f(©), qui présente une discontinuité de dérivées a
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FIGURE 4.3 — Fonction ) = Z?zl z?, D = 8. Le parametre N = 2 est fixé, L
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour z; = Z3... = zp; (b) Convergence de l'erreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.4 — Fonction f(A) =5

¢ 22, D =10. Le paramétre N = 4 est fixé, L

varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation

pour x; = Zy...
points échantillonnés.
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FIGURE 4.5 — Fonction f() = Z?Zl z?, D = 6. Le parametre L = 4 est fixé, N
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation

pour r; = Zs...
points échantillonnés.
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FIGURE 4.6 — Fonction ) = Z?Zl z?, D = 8. Le parametre L = 4 est fixé, N
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour 1 = Z3... = zp; (b) Convergence de lerreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.7 — Fonction f4) = Zle z?, D = 10. Le parametre L = 4 est fixé, N
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour 1 = Z3... = zp; (b) Convergence de lerreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.8 — Fonction f¥) = e~ Z?:l“”, D = 6. Le parametre N = 4 est fixé, L
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de l'erreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.9 — Fonction f¥) = e~ Zf:l‘“, D = 8. Le parametre N = 4 est fixé, L
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de l'erreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.10 — Fonction f(F) = e~ Zilxi, D = 10. Le parametre N = 4 est fixé, L
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de l'erreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.11 — Fonction f#) = e~ Zi’;lf"i, D = 6. Le parametre L = 4 est fixé, N
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de l'erreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.12 — Fonction fB) = e~ Zi’;lf"i, D = 8. Le parametre L = 4 est fixé, N
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de l'erreur par rapport au nombre de

points échantillonnés.
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FIGURE 4.13 - Fonction f¥) = e~ Sl *i D = 10. Le parametre L = 4 est fixé, N
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de l'erreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.14 — Fonction f(©) = \/Zle x?, D = 6. Le parametre N = 2 est fixé, L

varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de lerreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.15 — Fonction f(©) = \/Zle x?, D = 8. Le parametre N = 2 est fixé, L
varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation

pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de lerreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.16 — Fonction f(©) = \/Zle z2, D = 10. Le parametre N = 2 est fixé,

L varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de lerreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.17 — Fonction f(©) = \/Zle x?, D = 6. Le parametre L = 2 est fixé, N

varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de lerreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.18 — Fonction f(©) = /3% 42, D = 8. Le paramétre L = 2 est fixé, N

varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approximation
pour ;1 = Z3... = zp; (b) Convergence de lerreur par rapport au nombre de
points échantillonnés.
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FIGURE 4.19 — Fonction f(©) = \/2?21 2?2, D = 10. Le parametre L = 2 est fixé,

N varie, le nombre de points d’échantillonnage est de M = 10°; (a) Approxima-
tion pour z; = xs... = zp; (b) Convergence de l'erreur par rapport au nombre
de points échantillonnés.
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FIGURE 4.20 — Microstructure and VER du matériaux composites périodique

I'origine. Ce type d’approximation est difficile approximer avec des schémas d’in-
terpolation continus tels que les splines multidimensionnelles qui possedent une
continuité C?. De plus, le nombre de points d’échantillonnage pouvant étre réalisé
aléatoirement dans I'espace paramétrique, et ce nombre n’augmentant pas expo-
nentiellement avec la dimensionnalité, cette approximation permet de considérer
des problemes dans des espaces paramétriques de dimension de 'ordre de la di-
zaine, ce qui n’est pas concevable par les approximations basées sur des grilles
régulieres, comme présentées dans le paragraphe 4.3.2.

443 Homogénéisation d’'un composite non linéaire compres-
sible en petites déformations paramétré par des coefficients
microscopiques

L’objectif de cet exemple est de construire un potentiel w associé a la loi de
comportement effective d’un composite non linéaire. On considere un VER tri-
dimensionnel comme représenté sur la figure 4.20. Des spheres périodiques sont
réparties régulierement sur un réseau cublique. Le comportement, supposé ho-
mogene dans chaque phase, est décrit par un potentiel de type loi puissance
compressible de la forme :

9 L0
(r) — 2.2 0 00 Eeq\14m™
R S I g (Eém) ' (4.68)
Dans cette équation, &, = tr(€)/3; g = \/2(ca : €4)/3 avec g4 = € — &,,1 et

1 est le tenseur identité du second odre. Les parametres numériques sont choisis
comme suit : 5 =1 MPa, e = 1, m" = 0.2, k" = 20 MPa. La relation contrainte-
déformation est donnée par :
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o (r) 2 (r) . .
oo 20 KO Tr(e)1 4+ 220 (Seaymt g (4.69)
Oe 3 8(()7") gér)

En plus de décrire le potentiel dans 'espace des déformations macroscopiques
g, 1 =1,...,6 (en notation de Voigt), nous proposons de décrire le comportement
en fonctions de trois autres parametres : la fraction volumique f, 'exposant m et
le coefficient o2 associé a la matrice. Le potentiel construit est donc défini dans

un espace de dimension D = 9. On pose :

X = {fl,fg, ...,fg} = {51,52, -'-7567 f, m, O'g} . (470)
Le potentiel effectif @ est approximé par des fonctions de type réseaux de

neurones :

L
0 (51,82 Bos Sy, 00) = Y FY (U1 Y3 W) (4.71)

i=1

La contrainte macroscopique est alors exprimée par :

8_ € J PR ) ) bl 2 .
g; (51732,---,?6,f»m70§) = CIGH" 6;6 f,m, o) i=1,..,6. (4.72)

Le module tangent effectif M est exprimé par :

— 0*6 (81,82, ..., & 2
Mz] (g1752,..-7€6;f7m,0-3) - w<€1’€28’§'é;6"f’m’00) ’L’] = 1’“_’6, (473)
=]

En utilisant I’approximation (4.60), (4.62), nous pouvons exprimer les dérivées
de 'approximation NN de la facon suivante. En posant :

h'(y') =clg (W" Syt 4 d;) (4.74)

on a .

of ("‘) - EL: f: on” ayk" (4.75)

ox; — Jy;. Ox;
On aboutit a I'expression des contraintes :
7= 2009 iizﬁl cupal, ST 6 )
T, = = chwy Ay, —, i=1,.., )
axi =1 =1 & k= Tk (1+6—2wn.y1)2

De maniere similaire, on obtient les composantes du tenseur élastique tangent
comme les dérivées secondes de I’approximation :
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L N

Vi 0%h
Mi; = cwpwp AL AT
AR RRNF AR
1=1,2,...,6, 7=1,2,...6 (4.77)
avec
O2h" —4(Wn.yi+dil) _Q(Wn,yi+d;il>
- = 16— g - (4.78)
dy; Oy, (14 e 2w y)? (14 2wy

Pour la construction du potentiel, nous avons choisi d = 3, L = N = 6 et
M = 7.10° points aléatoires. Nous présentons dans la suite des comparaisons entre
I’évaluation des composantes des contraintes effectives et de 'opérateur tangent
effectif obtenues a ’aide du potentiel numérique construit par approximation NN
et la solution de référence, produite par un calcul direct sur le VER. Dans un
premier exemple, nous fixons : o2/o} = 10; m = 0.3, f = 0.035. On impose un
étirement uniaxial en faisant varier la composante 11 seule. Les résultats, présen-
tés dans la figure 4.21, montrent un tres bon accord entre la solution évaluée et
la solution de référence, a la fois pour les contraintes et les composantes de 1'opé-
rateur tangent effectif, ce qui est tres important pour la convergence des calculs
de structures associés au modele homogénéisé dans un schéma de résolution de
type Newton-Raphson.

Dans un deuxieme cas, nous imposons un chargement plus complexe combinant
étirement et cisaillement. Les parametres 02/a3; m et f = 0.035 possedent les
mémes valeurs que précédemment, mais nous faisons ici varier simultanément z1;
et €1o. Les résultats sont présentés dans la figure 4.22, montrant encore ici un tres
bon accord avec la solution de référence.

Par la suite, nous exploitons la description explicite du potentiel par rap-
port aux parametres microstructuraux m, f et Jg / 05. Nous fixons 17 = g5 =
1073, toutes les autres composantes de déformations macroscopiques nulles, fixons
o2/ob =10, f = 0.035 et faisons varier l'indice m. Les résultats sont présentés
dans la figure 4.23, montrant ici encore un tres bon accord avec la solution de
référence.

Dans le cas suivant, nous fixons m = 0.55, f = 0.035 et gardons les mémes va-
leurs que précédemment pour les autres parametres, et faisons varier le parametre
de 'inclusion o3. Les résultats sont présentés dans la figure 4.24.

4.4.4 Calcul de structure hétérogene non linéaire

Dans cet exemple, nous utilisons le potentiel construit précédemment pour
réaliser un calcul de structure. Le matériau est supposés associé au modele ho-
mogénéisé décrit par le potentiel précédent. La géométrie et les conditions aux
limites du probleme sont illustrés dans la figure 4.25 a). Les dimensions de la
structure sont H = 3 m, L = 2 m, w = 1 m, a = 1 m. Lors du calcul non
linéaire, les contraintes et composantes du tenseur élastiques nécessaires pour ré-
soudre le probleme dans l'algorithme de Newon-Raphson sont fournies par les
relations (4.76) et (4.77). Les parametres sont op /oy = 10; m = 0.3, f = 0.035.
Les déformations de la structure sont indiquées dans la figure 4.27, démontrant la
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F1GURE 4.21 — Contraintes et composantes du tenseur élastique effectifs pour un
étirement uniaxial (g1 varie, 02 /g = 10; m = 0.3, f = 0.035).
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FI1GURE 4.26 — Calcul de structure utilisant le modele homogénéisé construit par
potentiel numérique : déformée de la structure et champ de déformations.

faisabilité de cette méthode pour le calcul de structures hétérogenes non linéaires

tridimensionnelles.

445 Exemples en grandes déformations

On considere finalement un exemple d’homogénéisation en grandes déforma-
tions hyperélastiques. Un VER tridimensionnel est considéré, dont la géométrie
est identique a celle présentée dans la figure 4.20. Les lois de comportement lo-
cales sont supposées étre de type Néo-Hookéen, décrite par un potentiel sous la

forme
1 9 1
W(C) = 5A(log (J))* — plog (J) + 5 (T (C) ~ 1) (4.79)
et conduisant a ’expression suivante pour les contraintes :
S=MNog(J)C'+pu(1-C™) (4.80)

Les parametres des phases sont les suivants : E,, = 500 MPa, v, = 0.4,
E; = 5000 MPa, v; = 0.4, les indices correspondant a la matrice et aux in-
clusions, respectivement. Nous construisons le potentiel effectif en utilisant une
approximation par réseaux de neurones a partir de calculs préliminaires, en utili-
sant la procédure décrite précédemment. Pour chaque valeur des composantes de
déformations macroscopiques C, les conditions aux limites (4.27) sont appliquées
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et le probleme (4.26) résolu par éléments finis. Le potentiel, ici défini en fonction
des composantes de déformation macroscopiques C, est défini dans un espace de
dimension D = 6. La valeur du potentiel effectif est déterminée par (4.24). Pour
évaluer la qualité du modele homogénéisé construit, nous évaluons le potentiel et
les contraintes effectives pour plusieurs trajets de chargements. Pour le premier
chargement, la seule composante C'; varie entre 0.8 et 1.2, C'y = C'3 = 1, et toutes
les autres composantes sont maintenues a zéro, correspondant a un étirement uni-
axial. Les résultats sont présentés dans la figure 4.27, et montrent un tres bon
accord entre la solution obtenue par le modele issu du potentiel numérique et la
solution de référence, obtenue par un calcul direct. L

Dans un second exemple, un étirement biaxial est étudié. Pour cela, Cy = Cs
varient entre 0.8 et 1.2, C's = 1 et toutes les autres composantes sont maintenues
a zéro. Les résultats sont présentés dans la figure 4.28, et montrent a nouveau
un tres bon accord entre la solution obtenue par le modele issu du potentiel
numérique et la solution de référence..

4.5 Conclusion

Dans cette section, nous avons introduit une seconde contribution nouvelle,
consistant en une méthode d’homogénéisation numérique pour les composites non
linéaires élastiques, basée sur la construction de potentiels numériques associés
au comportement effectif, en utilisant une approximation de type réseaux de neu-
rones artificiels. Cette approximation possede les avantages suivants par rapport
a des méthodes d’interpolation basées sur des grilles régulieres multidimension-
nelles : (a) les points d’échantillonnage peuvent étre répartis aléatoirement dans
I'espace paramétrique; (b) pour une erreur fixée, le nombre de points d’échan-
tillonnage n’augmente pas exponentiellement avec la dimension, et permet de
traiter des problemes paramétrés dans des espaces de dimensions de l’ordre de
la dizaine. La forme de 'approximation obtenue est analytique et compacte, et
son évaluation est d'un cout négligeable. Enfin, 1’évaluation de ses dérivées se
fait de maniere analytique. Nous avons montré au travers d’un grand nombre
d’exemples la qualité de cette méthode et ses potentialités. En particulier, nous
avons appliqué la technique a la construction de potentiels associés a des VER
3D dont les comportements sont non linéaires élastiques, en petites et grandes
déformations. Nous avons de plus construit des potentiels paramétrés par rapport
aux valeurs des coefficients locaux matériaux (fractions volumiques et propriétés
locales), permettant d’envisager des optimisations de microstructures par rap-
port a la réponse non linéaire de structures associées, ce qui a notre connaissance
n’a encore jamais été réalisé. La méthodologie proposée constitue donc une réelle
avancée dans le cadre des méthodes d’homogénéisation numériques.
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Conclusion et perspectives

45.1 Conclusion

Dans cette these, nous avons proposé principalement deux contributions aux
méthodes numériques pour ’homogénéisation des matériaux hétérogenes non li-
néaires, dans les cas élastoplastiques et non linéaires élastiques en petites et
grandes déformations.

La premiere contribution est une extension de la méthode NTFA au cas des ma-
tériaux hétérogenes avec des phases élastoplastiques parfaites. Nous avons proposé
un nouveau schéma permettant ’actualisation des variables internes macrosco-
piques associées a des champs plastiques microscopiques représentatifs. Ce schéma,
est basé sur le principe de dissipation plastique maximum pour I’échelle macrosco-
pique, ou le probleme de maximisation sous contrainte d’inégalité est remplacé par
un schéma itératif mettant en jeu un probleme de minimisation sous contrainte
a chaque itération. Le schéma proposé, qui utilise des calculs éléments finis pour
extraire les champs plastiques représentatifs par le méthode POD sur un VER as-
socié a la microstructure, permet des approximations de qualité satisfaisante pour
un faible nombre de modes, pour des microstructures périodiques dont la mor-
phologie peut étre complexe ou anisotrope. Nous avons testé la qualité de cette
méthode au travers d’exemples mettant en jeu des microstructures périodiques
avec inclusions rigides ou des pores, et pour des microstructures anisotropes.
Une technique de représentation de la fonction d’écoulement macroscopique a
été introduite pour éviter de réévaluer celle-ci par post-traitement sur le modele
élément fini associé au VER au cours du calcul macroscopique. Bien que les ré-
sultats soient satisfaisants en terme de qualité pour certains cas, des problemes
d’instabilité du schéma numérique proposé subsistent. Des analyses complémen-
taires seront nécessaires pour déterminer la cause de ces instabilités et déterminer
une solution. Nous avons constaté que 'utilisation de la fonction d’écoulement en
représentation atténuait ces problemes. Par rapport a une méthode de type élé-
ments finis multi-niveaux (FE?), il n’est plus nécessaire de résoudre dans chaque
point d’intégration du maillage macroscopique un probleme non linéaire, ni de sto-
cker toutes les variables internes associées a chaque élément de tous les maillages
microscopiques des VERs. Dans la méthode proposée, seules les variables internes
associées aux champs de déformations plastiques représentatifs extraits par POD
doivent étre stockées dans les points d’intégration (de l'ordre de 2 ou 3), et tous
les opérateurs nécessaires pour évaluer le comportement macroscopique peuvent
étre évalués lors de calculs préliminaires. Bien que des études soient encore néces-
saires pour déterminer la cause de certains problemes de divergence des calculs,
la méthode semble donc prometteuse.

La seconde contribution de cette these est le développement d’une technique de
représentation de fonctions en grandes dimensions en utilisant des approximations

115



basées sur des réseaux de neurones artificiels, pour 'homogénéisation des com-
posites non linéaires élastiques. Ces approximations utilisent un changement de
coordonnées couplé avec un développement sous forme de fonctions particulieres
pouvant décrire dans certaines applications les fonctions d’activation présentes
dans la description des réseaux de neurones. Nous introduisons cette approxi-
mation dans le but de décrire numériquement des potentiels dans le cadre de
I’homogénéisation numérique des matériaux élastiques non linéaires en petites et
grandes déformations. En effet, cette représentation a permis, a partir d'un en-
semble de valeurs discretes associées a la solution du potentiel ou des contraintes
homogénéisées, d’évaluer une représentation continue de celles-ci, pour a la fois
fournir une loi de comportement "numérique” a 1’échelle macroscopique sans re-
tour nécessaires a 1’échelle microscopique, mais également pour pouvoir évaluer
I'opérateur tangent macroscopique pour le calcul de structure associé. La repré-
sentation par réseaux de neurones introduite dans ce travail de these permet de
décrire des fonctions dans des espaces paramétriques allant jusqu’a des dimen-
sions de l'ordre de 10 avec seulement des centaines de milliers de points d’échan-
tillonnage de valeurs discretes aléatoirement disposés dans ’espace paramétrique,
constituant un gain considérable par rapport a des approches ou les points sont
échantillonnés dans des grilles régulieres, pour lesquels le nombre de calculs locaux
croit avec la puissance de la dimension. Nous avons ainsi pu construire des po-
tentiels tridimensionnels pour des matériaux hétérogenes non linéaires élastiques,
et ou une dépendance explicite a différents parametres microscopiques tels que
la fraction volumique, ou des parametres matériels de la matrice sont incorporés.
La technique a été testée au travers d’un grand nombre d’exemples et un calcul
de structure a pu étre mené avec cette technique. La méthode a également été
appliquée au cadre des grandes déformations hyperélastiques.

4.5.2 Perspectives

Les méthodes développées dans cette these et les résultats obtenus permettent
d’envisager de nombreuses perspectives, dont les suivantes :

La méthode d’homogénéisation non linéaire pour le cas des matériaux élas-
toplastiques parfait pourrait étre étendue a un cadre plus général d’écrouissage
isotrope et cinématique pour les phases, ainsi qu’a la plasticité polycristalline.
L’extension de cette approche aux grandes déformations pourrait faire 'objet de
travaux, qui pourraient étre menés en couplant cette technique avec les méthodes
de potentiels également développés dans ce mémoire. Enfin, ’application de cette
technique a des calculs de structure est directe, et sa mise en ceuvre permettrait
des applications a des cas industriels plus complexes.

La technique d’approximation en grandes dimensions permettant de traiter
des fonctions paramétrées dans des espaces de dimensions de l'ordre de 10, I'in-
troduction de parametres liés a la microstructure dans la loi de comportement
pourrait permettre I'optimisation de ces parametres en vue de concevoir des ma-
tériaux optimisant une fonction objectif associée a la réponse de la structure faite
du matériau composite non linéaire. D’autres applications a des microstructures
évolutives, ou des parametres associés a cette évolution (décrivant par exemple
I'anisotropie) pourraient étre introduits, pour des applications telles que les pro-
cédés de mise en forme par exemple, ou la microstructure évolue au cours du
procédé. Enfin, de nouvelles approches a deux potentiels pour les milieux stan-
dards généralisés pourraient étre envisagées dans ce cadre, pour lesquelles les deux
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potentiels pourraient étre décrits par des fonctions numériques de type réseaux
de neurones.
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Annexe A

Résolution par éléments finis des
problémes locaux non linéaires

Dans cette annexe, nous rappelons les principales formulations permettant la
mise en ceuvre des calculs éléments finis locaux effectués sur le VER, notamment
pour I’élasticité non linéaire en petites déformations et en élastoplasticité. Les
dérivations permettant d’aboutir aux opérateurs tangents sont fournis ainsi que
les formes faibles et les discrétisations éléments finis.

A.1 Elasticité en petites déformations non linéaire, loi
puissance

A.1.1 Comportement compressible

Les matériaux non linéaires en petites déformations compressibles, caractérisés
par une loi en puissance sont décrits par un potentiel de la forme :

(") _(r) Lm(®)
9 T T .
w(e) = —kMe2 + S0 90 [ Een . (A1)
5 T+ m® \ 20

Dans cette équation, k() est le module de compressibilité de la phase 7 ;
em = Tr(e)/3 est la partie hydrostatique des déformations; ., est la déformation

équivalente définie par €., = \/2€4 : €4/3 avec €4 = € — £,,1 et 1 est le tenseur

identité du second ordre. Dans I'Eq. (A.1) m{") est un parametre d’écrouissage
de la phase r tel que 0 < m < 1; O'(()T) et 58” sont les contraintes d’écoulement
et déformations de référence pour la phase r, respectivement. Ce modele permet
de représenter un nombre important de comportements non linéaires mécaniques.
En particulier, m") = 0 et m{") = 1 correspondent & des comportements rigides
parfaitement plastiques et linéaires élastiques.

La loi de comportement est donnée par (4.2). On a :

0 4 Oe

il — o —m A2

Oe (em) =2 e ™ (A4:2)
o .. 20Tr(e)
il i A3
Oe (€m) 3 e ™ (A.3)
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En utilisant la propriété :

JTr(A)
— ]_ 9 A.4
0A (A.4)
A étant un tenseur du second ordre, on obtient :
0 2 2
A présent nous dérivons le second terme de (A.1) :
1+m
e e I e AT (A6
OJe |[14+m \ g L+mey™0e =
:__EL_"Qqu
(1+m)eOe - 1

Calculons le terme :

On a:

d’ou

On obtient alors :

86[1 1
Zd 1 1@1 |, A7
e 519 (A7)
avec I est le tenseur identité du quatrieme ordre. On a :
0 1
% . aEd — &g — gTr(ﬁsd)l = &y,
Comme par définition 7r(e,) = 0. Alors :
Oe, 2
8€q B gEdEqu (A-8)
Nous obtenons :
(r) m=1
204 e
o=rTr(e)l+ —% 6(;’) €4 (A.9)
3 o o
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Le probleme étant non linéaire, la résolution par éléments finis nécessite d’éva-

donne

On obtient finalement :

luer le tenseur élastique tangent, défini par :
D*w(e)
M(e) =
() Oede
En utilisant la propriété
d(aA)  Oda 0A
— "9 A ki
B B "T'B
nous obtenons :
T 1 T
O(kTr(e)1) _ O(T7(e)) ©1—rl®l.
Oe Oe
A présent calculons :
0 20’0 66(1 m—ls o 2 o1y) 8 [gm_ls }
Oe | 3¢9 \ g0 d ~ 3erde - -
On a :
9 m— m— m— agd
% [f‘:eq €d} = % [56(] 1} ®€d+6eq 1@
Le terme
88?_1 O0€eq o
ai = ( - 1) aEq eq ? (m - 1)§5d5€q15€q ’
Jem=1
82 = =(m —1)eli  eq
On a alors :
a [87@71_166!} 2 m—3 m—1 1
—55 :(m—l)géeq €d®€d+€eq (H_§1®1) .

4
M:n1®1+—@(m—1)
9ey

1
m—1
56(1 {(H—g].@l

) +E4X sda;f}
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A.1.1.1 Forme faible et discrétisation éléments finis

On suppose ici que les conditions sont des conditions de type Dirichlet (4.4).
La forme faible est donnée comme suit.

Trouver u(x) € D(Q), D(2) = {ulu=u? on 9Q,u € H*(Q)}, tel que
/ o(e(n)) : e(du))d =0 = R(u) You € H}(Q) (A.19)

avec H}(2) = {ulu=0on 9Q,u € H'(Q)} ot u? est le champ des déplacements
vérifiant les conditions aux limites de Dirichlet. Pour résoudre ce probleme non
linéaire, il est nécessaire d’appliquer une procédure itérative telle que la méthode
de Newton-Raphson qui nécessite une linéarisation des équations. Un dévelop-
pement de Taylor au premier ordre du résidu R par rapport a l'incrément de
déplacement Au”, k indiquant I'indice de I'itération, conduit & :

R(u* + Au"™) =~ R(u*) + Dageri R(u"). (A.20)

ot D indique la dérivée de Gateaux. Comme on cherche & annuler R(u” +
Au**t1) A chaque itération k on obtient le probleme linéaire :

DagrriR(u") = —R(u). (A.21)

k+1

Par la suite on pose Au”"" = Au par souci de clarté. On obtient :

Dau ( /Q o(e(u)) : e(éu))dQ) — /Q Dauo : e(0u))dQ (A.22)

_ / O - Daule(w)) : e(w)do (A.23)
_ / e(dw)) : L : e(Au)de. (A.24)

La forme faible associée au probleme linéarisé est donnée par :

/Q e(0u) : L(ub) : e(Aub)d0 = — /Q e(5u) : o (ub)do. (A.25)

En utilisant une discrétisation par EF, on obtient le systeme linéaire d’équa-
tions :

KrAu"™ = —R(u"), (A.26)

ou

Ky = / B L(u*)Bd (A.27)

est la matrice tangente, B est une matrice de dérivées de fonctions de forme

éléments finis, M(u*) est la forme matricielle du tenseur du quatrieme ordre
L(u*) et

R(u") = /Q B” [o(u¥)] d2 (A.28)

122



olt [o(u”)] est la forme vectorielle associée & o(u*). L'algorithme itératif est
donné par :
Pour chaque incrément de déformation macroscopique :

TANT QUE |R(u*)| > TOL : Connaissant u*

1. Calculer et assembler K(u*), R(u")

2. Résoudre le systeme d’équations linéaires (A.26), calculer Au**!

3. Actualiser les déplacements : u**! = u* + Au**! and set u* = u**!
4. ALLER EN (1)

A.1.2 Comportement incompressible

Pour les matériaux incompressibles, le potentiel est donné par :

() () Lm(")
W) = 20 <ﬁ> . (4.29)
1+m £
avec la contrainte :
Tr((e)) =0. (A.30)

La forme faible est obtenue en formulant le probleme de minimisation sous
contraintes suivant :

€ = Argmin /w(r)dQ. (A.31)
s.c.Tr(€)=0 Q

En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, On peut exprimer le
Lagrangien associé au probleme comme :

L= / w (e)dQ + / pTr(e)dS, (A.32)

ou p est le multiplicateur de Lagrange, qui peut étre interprété comme une pres-
sion hydrostatique. La stationnarité de £ donne :

D§u£ = 07
Ds,L = 0.

Exprimons tout d’abord (A.33;) :

(A.33)

DsoL = Dsy { /Q w (e)dQ + /Q pTT(s)dQ} (A.34)

Hw™
= 5 :D(;u(s)dQ+/pD5u(Tr(s))dQ.
o O€ Q

Comme T'r(.) est un opérateur linéaire, on obtient :

Dsu(Tr(g)) = Tr(e(ou)).
D’ou :
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Dyl — /Q & e(5u)dQ + /Q pTr(e(50))d = Ry (u, p), (A.35)

avec

3 6(()7") 6(()7’)

7‘) m(r)fl
5o 200 (2) e, (A.36)

voir le paragraphe précédent). A présent exprimons (A.33;) :
g

DspL = D, { /Q w()dQ + /Q pTr(a)dQ}

_ / SpTr(e(u))dw = 0 = Ra(u). (A.37)
Q
Finalement la forme faible est donnée par :

{ Jo & :e(ou)dQ + [, pTr(e(du))d =0,
Jo, 0pTr(e(u))dQ = 0.

Comme précédemment, une procédure itérative est nécessaire pour résoudre le
probleme, impliquant une linéarisation des équations. En exprimant le dévelop-
pement de Taylor au premier ordre des résidus Ry (u”, p*) et Ry(u*, p*) connus a
I'itération k par rapport & la perturbation (Auf*!, Ap**1) = (Au, Ap) on aboutit
a :

(A.38)

Ry(u* + Au, p* + Ap) ~ Ry (0", p*) + Dagerr R (0¥, p*) + Dager By (0¥, p"),
(A.39)

Ro(u” + Au, p* + Ap) = Ry(u”, p*) + Dayerr Ro(u”, p*) + DApk+1R2<uk,pk).
(A.40)
En cherchant Ry (u*,p*) = 0 et Ry(u*,p*) = 0 a l'itération k£ on aboutit au
probleme linéaire suivant :

DAuRl(ukvpk) + DApRl(uk7pk) = _Rl(ukvpk>7 (A 41)
DauRa (0¥, p*) + DapRo(u*, p¥) = —Ry(u, p"). '
On a
Dy R (uF, pF) = / Tr(e(6u)) ApdQ), (A.42)
Q
DapRo(u*, p*) =0, (A.43)
DauRy(u”, pF) = / SpTr(e(Au))ds, (A.44)
Q
DpuRi(u”,p") = | — : e(Au) : €(du))dQ
Q 38
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= / e(0u)) : L : e(Au)dQ, (A.45)

avec
L=L-xk1®1. (A.46)

A.1.3 Discrétisation Eléments Finis

En utilisant une discrétisation éléments finis appropriée (satisfaisant les condi-
tions Inf-Sup [9]), nous obtenons un systeme linéaire d’équations sous la forme :

Sl e
K= /Q BTLBdQ, (A.48)
) G = /Q NPBUdS). (A.49)

Le probleme doit étre complété par des conditions de Dirichlet pour aboutir a
un systeme modifié ot le terme de droite dans (A.47) est non nul.

L’algorithme itératif est donné comme suit.

Pour chaque incrément de déformation macroscopique :

TANT QUE |R(u*)| > TOL : Connaissant u*

1. Cacluler et assembler la matrice du systeme (A.47)
2. Résoudre le systéme linéaire (A.26), trouver Au**1 Aph+!

3. Actualiser les déplacements et les pressions u*™! = u* + Auft!, pitl =

pk + APkH et poser uk = uk+17 pk — pk+1

4. ALLER EN (1)

A.2 Problemes élastoplastiques

Dans le cas de matériaux élastoplastiques, le probleme permettant de détermi-
ner la loi de comportement et d’actualiser les variables internes peut étre résolu
par un algorithme général de type prédiction-correction (return-mapping) [85]. Le
probleme a résoudre est, connaissant la déformation €, de déterminer la contrainte
o telle que f(o) <0, f étant la fonction d’écoulement. Pour une prédiction de
contrainte élastique, si f* > 0, alors la correction doit étre calculée telle que

f=0 (A.50)
et la loi d’écoulement pour une loi de plasticité associative donne :
RN (A51)
Jo
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Dans la suite, nous supposons une loi d’écoulement normale (associative). Pre-
mierement, une discrétisation en temps est appliquée. Les deux conditions sont
alors résolues itérativement au temps (n+ 1). Les deux équations sont exprimées
au temps n + 1 par

far1 = flon41), (A.52)

Ofn
Ro=e,1— &) — Ay g;l' (A.53)

Ces équations étant non linéaires en général, celles-ci sont résolues encore une
fois par une procédure de Newton-Raphson. La linéarisation des équations est
fournie ci-dessous.

Nous avons les relations :

i1 =C: (€np1 — €l ), (A.54)

er, =¢eb 4+ Ael . (A.55)

La linéarisation des équations (A.53)-(A.52) est obtenue par un développement
de Taylor au premier ordre de chaque équation :

Ro1(Ay + 67,60 +Aepyy)

IRy IR 41

far1(Ay + 67,6011 + Aepyy) =
afn—i—l afn—i—l
fn+1<A’y7 €£+1) + aA’}/ 5")/ + a€£+1 : Asﬁ-ﬁ-l' (A57>
Le terme Ael ,, est lié & Ao, par :
Al  =-C': Aoy (A.58)

Le systeme linéaire résolu pour 6 et Ao, peut étre exprimée par :

ORpir . DRy

y -C':Ag,.1 =-R, A.59
aA,)/ eﬁ—"_l +1 +1 ( )
afnJrl afn+1 -1

————0y — C Ao = — fog )
('3A’y 8 65124_1 Ont1 f +1 (A 60)

Comme 85”2:1 = 0 on a pour le second teme de (A.60) :

8fn+1 afn+1 80‘n+1 afn+1
- . = : C )
Oeb ., 0ony1 Oeb,, 00,4 (A.61)

L’Eq. (A.60) devient :
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afn-i—l

8‘Tn-i-l

P AOn1 = — fat1 (A.62)
En utilisant :

OR,11 Ofna

= A.63
Ay O (4.83)
et :
a]-:{'n-i-l 0 afn-‘rl 8‘Tn-i-l
=-I1+A A.64
R Rl = {80’n+1 e (A-64)
2
=-I+ AWM . C (A.65)
30‘n+130'n+1
nous pouvons écrire :
IR, _
B 8:—:1’: 1CT Aoy =
2
= (H — A’yaa% : C) - C7L Ao,
On+100 41
2
0'n+180'n+1
Dans la suite, on pose = = C1 — Ay%. Finalement le systeme d’équations
linéarisé est donné par :
Ofn —
%57 + = AO'»,H_l = —Rn+1 s <A67)
n+
Ofn
8:5 +11 Ani1 = —fui1 | (A.68)
n+

A chaque itération k + 1, on résout le systeme (A.67)- (A.68) pour trouver évy
et Ao, 1. L'incrément de déformation plastique est donnée par

Al  =—-C': Ao (A.69)

Les différentes quantités sont actualisées par :

eh " =l WAl (A.70)
A1 ®tD = Ay, 1B 4 6. (A.71)
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FIGURE A.1 — Vue schématique de I'algorithme de prédiction-correction (return-
mapping) avec projection normale sur le domaine élastique.
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Annexe B

Solution analytique : fibre
cylindrique revétue avec un matériau
élastoplastique

Dans cette annexe, nous présentons la solution analytique associée a la réponse
d’une fibre cylindrique élastique isotrope revétue par une couche de matériau iso-
trope élastoplastique satisfaisant le critere de Tresca, fournie dans [70] et dont la
géométrie est fournie dans la figure B.4. On considere un systeme de coordonnées
polaires cylindriques (r, 6, z). A Uinstant ¢, la fibre occupe une région r < a(t), et
la couche une région a(t) < r < b(t).

B.1 Formulation du probléeme

Les composantes des déplacements radiaux et axiaux sont désignés par u, w
respectivement. Nous considérons une extension uniforme du systeme, dans lequel
u ne dépend que de r et t, w étant donné par :

w = az; (B.1)

ou « ne dépend que du temps. Dans ces conditions, les seules composantes de
contraintes non nulles sont les composantes normales a la surface de coordonnées

F1GURE B.1 — Fibre revétue par une couche élastoplastique.
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(r,0,z); celles-ci sont désignées par o,, gy, 0,. Les déformations associées ne
dépendent que de r et t. On suppose les forces de volume négligeables. Dans ce
cas, I’équation d’équilibre est donnée par :

do, o, — 0y

or r

On suppose que la surface r = b est libre, d’ou :

—0. (B.2)

o, =0 quand r = b. (B.3)

On considere la continuité de u et o, a travers I'interface r = a. Considérant
une loi élastique isotrope pour la fibre, on a :

op =N +20) 3+ N g% + %—’ﬁ’;)
og = (N +2u)% + N (54 + 92) (B.4)
S R
ou X et u' sont les constantes de Lamé de la fibre. En considérant le critere de
Tresca dans la fibre, on a :

o1 — o3 < 2k (B.5)

ou o0y et o3 sont les valeurs la plus grande et la plus petite des contraintes
principales, et k£ est la limite d’élasticité du matériau. En considérant 1’absence
d’écrouissage, k est constante. Pour o1 — 03 < 2k, la matériau est élastique.
Les trois composantes de déformation non nulles sont notées ¢,, ¢, €., avec les
exposants e et p indiquant les parties élastiques et plastiques.

0
er=¢, el =%
cg=c5g e, =1 (B.6)
e.=el+eb =% =q

Les contraintes sont liées aux déformations élastiques par :

or = (\+ 240)et + A(2§ + )
op = (A +2p)ef + A6 +€5) (B.7)
or = (\+ 240)et + A(e + 1)

ou A et u sont les constantes de Lamé de la couche. L’état plastique est suppposé
incompressible, d’ott

e+l +ef=0 (B.8)

Dans ce probleme, 'analyse est considérablement simplifiée en tenant compte

du fait que o,,09,0, sont les composantes principales de la contrainte et que
€, €9, €, sont les composantes principales de la déformation. Un certain nombre
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(0’9’0'9)

2k

o,
FI1GURE B.2 — Critere de Tresca.

de cas peuvent se présenter en fonction des grandeurs relatives des composants
des contraintes principales. Ces cas sont illustrés dans la figure B.4, qui représente
une section de la surface de Tresca dans l'espace (o0,,0p,0,) dans le plan gy. On
a les relations suivantes : Coté AF

o, —0, =2k, o0,>09>0, (B.9)
B = P, =0 (B.10)
Coté CD

o, — o0, =2k, 0,> 0> 0, (B.11)
= P >0, =0 (B.12)

Sommet F
o, =09 =0, + 2k (B.13)
>0, e8>0, E£+ef+2=0 (B.14)

Sommet C
o, =09 =0, — 2k (B.15)
0 <0, b <0, &P +eb+eP =0 (B.16)

B.2 Phase élastique

Pour des valeurs suffisamment petites de «, définies dans (B.1), la fibre et
la couche sont dans un état élastique. Dans ce cas, la solution qui satisfait
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(B.2),(B.4),et (B.7) les conditions de continuité & r = a, et la condition v — 0
lorsque r — 0 est donnée par :

o, =09 =aXN =20 (N + )
o, = a(N +2mu’) —26'N 0<r<a (B.17)
u=—03r

op = aX = 2B(A+ p) — 2yu/r’
o9 = aX —2B8(\+ p) + 2yu/r?
0, = a(A+ 2mu) — 26\
u=—P0r+~/r

a<r<b (B.18)

d’ou

6/ . a(N (A+p)+FAut+p? (N =N
T 2((V A rmu) (A p) o2 (N = A+ —p)p)
_ QN +p'+p)+p2 (N =Np (B.19)
2((V+p/+mw) (A+p) +p2 (N = A+ —p) ) ‘
_ a(A =N p)a?
7T AT m) ) R VA i — @)

etp = a/b. Nous notons que lorsque 0 < p < 1, §’ et 8 sont toujours positifs si
AN, et oo sont positifs. Ensuite, il résulte de (B.18) et (B.19) que o, > gy >
o, dans la couche pour a > 0, donc le matériau atteint 1’état plastique quand
0, — o0, = 2k. A partir de (B.18), on a :

Oy = O0p = 2”(0'/ + ﬂ + ’7/7“2) (B2O)

Pour o donné, o, — o, atteint son maximum en r = a, a l'interface entre la fibre et
le revétement. Donc le revétement devient plastique lorsque a+8+7/a? = k/mu,
ou, utilisant (B.18), quand a = «ay),

Qo
2k((A + )N + o+ ) — ppP A+ = N — ')

~ (BN 2) (N )+ (= Npp) — pp(BA+ 2 — 3N — 241
(B.21)

B.3 Premier régime plastique

Comme o, > 0y > o0,, quand le revétement devient plastique, il est naturel
pour un état suivant de la déformation de chercher des solutions dans lesquelles
un état plastique correspondant au coté CD de ’hexagone de Tresca se forme
dans le revétement adjacent a la fibre. Nous avons supposé que pour une valeur
de o > ag, une région plastifiée correspondant au coté CD occupe une région
a <r <c,dou c depends de a. Dans ce cas, la région ¢ < r < b reste élastique.
Donc, dans le fibre et dans partie du revétement restée élastique, les solutions
sont encore sous la forme (B.17) et (B.18), mais (', 3, ne sont plus données par
(B.19). Dans la zone plastifiée les équations sont (B.2) et (B.11). Comme il n’y
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a pas de déformations plastiques quand a = ag, on a les relations suivantes dans
la région (a <1 < c) :

e =—eP>0, =0. (B.22)

A partir des équations (B.6),(B.7), (B.8), on a :

0
o+ 09+ o0, =3\ + Q,u)(a—:f + % + a). (B.23)

La solution des équations (B.2), (B.11) et (B.23) est donnée par :

o = a(3N+2u) — 2k(A 4+ p) /1w + 01 + erd

o9 = a(3N+2u) — 2k(A + p)/p+ (p+ 1)0r? + (g + 1)er? (B.24)
o, = o, + 2k
d’ou
2
p=—ltm g=—l—z; o= |22 (B.25)

A+

et d,e sont constantes. Pour déterminer les constantes (', 3,7, 0, ¢, ¢, on utilise
les conditions de continuité de o, et de u en r = a et r = ¢, et les conditions
o, = 0 enr = b. En exprimant les conditions aux limites, on obtient les différentes
constantes.

o= (l4(d2C_p + dgc_q) — d4(CL2 + CL302> (B26)
aq (dgc_p + dgc_q> — d1 ((IQ + CL3€2>

( 6 _ a(Ab2+2uc?)—2kc?
T 2((Mtp)bE—pc?)
_ —ab?c? (3A+2u)+2kb2 2 (M) /1
7= (N )62 —pc?)
0= (2u—q\)c P ?y/x (B.27)
e=—(2u—p\c "y /a
_ k _ (ptp(Atp))aPd+(utq(Atp))ale
( f'=—a+ wo 1(3A+2p)

Cette phase de déformation se termine lorsque l'interface r = ¢ atteint la surface
extérieure r = b. La valeur correspondante a; de « est obtenue par la substitution
¢ = b dans (B.26).

B.4 Deuxieme régime plastique

Dans cette partie, on fournit les solutions pour lesquelles tout le revétement
est plastifié et dans un état de contrainte correspondant au c6té CD du polygone
de Tresca. Les équations restent inchangées dans la fibre et on considere a présent
les équations (B.2), (B.11) (B.23) dans le revétement. La solution est a nouveau
exprimée par (B.17) dans la fibre et par (B.24) dans le revétement. Les constantes
B',0,¢ sont a présent déterminées par les conditions de continuité de u et o, en
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r = a par les conditions o, = 0 en r = b. En appliquant les conditions aux limites,
on trouve que [’ est toujours exprimée par (B.27), mais que 0, € sont a présent
donnés par :

5 _ (63a1+qu1)a—(63a4+qu4)
- e3bPteabd

e = — (62a1+bqjl)a—(gega4+qu4) (B28)
- e3bP+eqbd

B.5 Troisieme régime plastique

Le cas 0, = gy se produisant pour = b a la fin de I’étape précédente correspond
au sommet C de I’hexagone de Tresca. Dans cette nouvelle étape, nous fournissons
les solutions pour lesquelles il existe deux régions plastifiées séparées par une
surface r = d, ou d est supposé diminuer de b a a. La région plastifiée intérieure
a < r < dest dans un état de contraintes correspondant au co6té CD de I’hexagone
de Tresca, et la région externe d < r < b a I’état qui correspond au sommet C de
I’hexagone de Tresca. La forme de la solution dans la fibre est a nouveau donnée
par (B.17), et la solution dans la région intérieure plastifieé est une fois de plus
de la forme B.24. Les valeurs des coefficients different bien stur de leurs valeurs
précédentes. Dans la région plastifiée extérieure, la contrainte est déterminée par
I'équation d’équilibre, avec les conditions (B.2) et (B.15). On obtient :

o, = 2%k (B.29)
o, =09p=0 (B.30)

quand d < r < b. Le déplacement dans la région extérieure est donné par (B.23),
avec (B.29), on obtient :

1 kr f
=—= —+ = B.31
“ 2™ + 3N+ 2p + r ( )

d’ou la coefficient f peut étre déterminé par la condition de continuité de u en
r =d. A partir de (B.24) et (B.31), on a :

B Bk(A+p) | pApA+p) p+q(A+p)
= d*{= — SdP dl. B.32
= = T aear o Ut e o4 (B32)

Le coefficient 3’ est déterminé par la condition de continuité de u en r = a,
B’ et la fonction § et e, donnée par 1'(B.27). Pour déterminer §, € et d, on utilise
d’abord la condition de continuité de o, en r = a et r = b. A partir de (B.29),
on a 0, = 0 quand 7 = d — 0. De plus, le matériau sur a proximité de la surface
r = d va devenir une partie de la région plastifiée extérieure. En posant = d et
o, = 09 = 0 dans (B.24), § et ¢ sont déterminés comme suit :

{ 0= %qd_p(&(?’)‘ +2u) = 2k(A + p)/p) /@ (B.33)
e = —3pd~ a3\ +2p) — 2k(A + p) /) [ ‘

Avec ce résultat, 1'(B.32) devient :

I= G ) @34
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F1GURE B.3 — Réponse de la fibre revetue. Les points A, B, C' et D indiquent la
fin du régime élastique, des premier, deuxieme et troisieme régime plastique.

La formation de cet état se termine lorsque d = a. La valeur correspondante de
« est alors :

2NN + 1)

T N (B + 2u). (B-35)

a3

Quand a = ag, ’état de contrainte dans le composite est tres simple, la seule
composante de contrainte non nulle étant o, qui prend une valeur constante
ap (BN +2u') /(N + 1) dans la fibre et 2k dans le revétement.

B.6 Calculs numériques

Nous illustrons ici la solution analytique pour une extension de la fibre et
comparons cette solution avec un calcul numérique obtenu a partir d’'un modele
3D par éléments finis du systeme fibre/revétement. Une fibre d’aluminium revétue
de silice est considérée. Les coefficients correspondants sont, pour la fibre : X' =
1.7.10°GPa, ;/ = 3.1.10°GPa. On suppose que :

av’

- 1—a(l+v)

«Q
11—«

fla) = Eo( )+ Ex( )% g(a) (B.36)

1l —«

d'ou By = 7.3.10%, B, = 43.6.10> GPa, v/ = 0.177. Pour le revétement, les
coefficients sont : A = 5.85.10? GPa, u = 2.62 x 10> GPa et b/a = 3/2.

Dans la figure B.3, nous présentons la réponse de la fibre revétue calculée par
la solution analytique. Nous fournissons, pour comparaison, la réponse obtenue
par un calcul numérique, montrant le tres bon accord entre la solution analytique
et le calcul numérique.
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FIGURE B.4 — Modes POD associés au modele fibre.

Pour illustration, nous avons calculé les modes POD associés aux champs de
déformation élastoplastiques dans le systeme pour ce méme chargement et les
avons reporté dans la figure B.4.
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Annexe C

Interpolation de type spline cubique

Soit un ensemble de n points {&, &1, ..., & dans R tels que a = & < & < ... <
En<bety—&E=&—-& =...=& —&,—1 = h. Nous notons A C R un domaine
unidimensionnel. Les coordonnées des points sont données par & = a + ih. Soit
y; des données discretes, y; € R, ¢+ = 0,...,n. Pour une distribution arbitraire
de noeuds, une spline cublique est un polynome cubique par morceaux, qui peut
étre déterminé par une formule récursive [27]. Pour des nceuds équidistants, les
fonctions d’interpolation s(§) € S3(A) peuvent étre écrites comme

n+3

5(6) = 3 cunl®) (C.1)

k=1

olt S3(A) est 'espace de degré trois et de continuité C? sur la grille A(a,b). Dans
I'Eq. (C.1), ¢ sont des coefficients et uy € S3(A) une fonction de base. Un choix
possible pour wu; est

uk(g):qp(f;a k) k=1,..,n+3 (C.2)

avec ®(t) donné par I'Eq. (4.44). Dans la figure C.1, 'ensemble des fonctions de
base U = {uy, ug, ..., Uny3} est représenté.

Il est nécessaire d’avoir n + 3 conditions d’interpolation pour déterminer les
fonctions splines de maniere unique. Cependant, les conditions s(&;) = y;, i =
0,...,n n’en spécifient que n + 1. Il est donc nécessaire d’ajouter deux conditions
qu’il est possible d’appliquer soit sur les dérivées premieres soit sur les dérivées
secondes. L’écriture des n + 3 conditions définit le systeme linéaire d’équations :

chuk 51 =Y [ = \‘glgaJ +]-a Z.:Oa"wn (C3)

k=l
/ - / / ga —a
(6a) =D arti(a) = v 1= |>5—|+1, (C4)
(€p) = ) cwur(€p) =vh, 1= @T—a + 1, (C.5)
k=l L .
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FIGURE C.1 — Base de S3(A). Fonctions de base uy, us, ..., u,3 de espace des
fonctions splines S3(A) sur U'intervalle [a, b] pour des noeuds équidistants.

avec m = min(l + 3,n + 3) et ou |.| représente la fonction seuil. Le systeme
linéaire peut étre ré-écrit comme :

Ac=y (C.6)

ou la matrice A est symétrique et tridiagonale et c est le vecteur des coefficients
inconnus.
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Résumé

Les méthodes d’homogénéisation numériques permettent de lever les limita-
tions associées aux approches analytiques ou semi-analytiques pour prédire le
comportement des matériaux hétérogenes dont les phases sont décrites par un
comportement non linéaire, en particulier pour des morphologies de géométries
complexes, ou des comportements dépendant de I’histoire, ou en grandes défor-
mations. Dans ce travail, plusieurs contributions aux méthodes d’homogénéisa-
tion numériques pour traiter les problemes non linéaires sont proposées. Dans
une premiere partie, nous introduisons une méthode permettant de réaliser 1'ho-
mogénéisation des matériaux dont les phases sont élastoplastiques parfaites. La
technique est une extension de la méthode Non Uniform Transformation Field
Analysis (NTFA) dans laquelle un algorithme de type prédiction-correction est
introduit pour actualiser les variables internes. Dans une seconde partie, une mé-
thode pour réaliser I’homogénéisation des composites non linéaires élastiques en
petites et grandes déformations est proposée. Celle-ci se base sur la construction
de potentiels associés au comportement effectif sous forme d’une base de donnée
composée de valeurs discretes interpolées a partir de valeurs discretes obtenus par
calculs élements finis réalisés sur un Volume Elementaire Représentatif (VER).
Un schéma original d’interpolation est introduit, utilisant la notion de réseaux
de neurones artificiels pour limiter le nombre de valeurs pré-calculées et choisir
les points aléatoirement dans l'espace du chargement et des parametres. Il est
possible d’introduire des parametres associés a la microstructure dans le compor-
tement tels que la fraction volumique ou des parametres de comportement des
phases, en vue de possible optimisation de la réponse associée des structures non
linéaires.
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Abstract

Computational homogenization methods allow circumventing issues associated
to analytical or semi-analytical approaches, for predicting the effective behavior
of heterogeneous materials whose phase are described by a nonlinear behavior,
more precisely when microstructures have complex morphologies or a history-
depedendent behavior, or when considering finite strains. In this work, several
contributions to computational homogenization methods for modeling nonlinear
heterogeneous materials are proposed. In a first part, we introduce a method for
homogenizing meterials whose phases are perfectly elastoplastic. The technique
extends the Non Uniform Transformation Field Analysis (NTFA) method by dé-
velopping a return-mapping algorithm to update macroscopic internal variables.
In a second part, a method is introduced for the homogenization of nonlinear
composites whose phases are nonlinearly elastic, at both small and finite strains.
The approach is based on the construction of potentials associated to the ef-
fective behavior in the form of a database whose discrete values are computed
through Finite Element Computations realized on a Representative Volume Ele-
ment (RVE). An original interpolation scheme is introduced, which is based on
artificial Neural Networks to reduce the number of computed values which can
be distributed randomly in the parameter space. It is then possible to introduce
parameters associated to the microstructure in the constitutive law, such as vo-
lume fraction or constitutive parameters of local phases, for optimization of the
related non linear structure response.
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