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Università degli Studi di Padova
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M. Adrian Iovita (Università degli Studi di Padova)





Motivation

Soit K∞/K une Zp-extension d’un corps des nombres K et soit K ⊂ Kn ⊂ K∞ la
sous-extension de degré n. K. Iwasawa a montré dans [Iwa59] que la puissance exacte de p
divisant l’ordre du groupe de classes Xn de Kn est donnée pour n assez grand par la formule

(0.0.1) λn+ µpn + ν

où λ ≥ 0, µ ≥ 0 et ν sont entiers. Peu après, J.-P. Serre a remarqué dans [Ser95] que
ce résultat découle de deux principes généraux: en premier lieu, la limite inverse X∞
du Xn par rapport à l’application de norme est un module de torsion de type fini sur
Λ = Zp[[Gal(K∞/K)]] (un anneau régulier de dimension 2); en second lieu, il existe un
élément spécifique ωn tel que Xn soit égal à X∞/ωn. Comme l’ordre du groupe de classes est
lié par la formule de nombre de classes de Dirichlet pour les valeurs spéciales de la fonction
zeta, ces résultats suggèrent que la variation du groupes de classes en Zp-extension pourrait
être liée à une fonction L p-adique et, de fait, le fonction zeta de Kubota-Leopoldt a reçu
une nouvelle construction en termes de Zp-extensions cyclotomique dans [Iwa69]. Dans
[Maz72], B. Mazur a montré que la formule (0.0.1) admet une extension à la croissance
du groupe de Tate-Shafarevich des variétés abéliennes en Zp-extensions et il a proposé une
généralisation audacieuse de ces faits à la cohomologie galoisienne de la cohomologie étale des
variétés sur Q. Toutefois, dans le contexte déjà de variétés abéliennes, un fait remarquable
est que le théorème de contrôle qui relie le groupe de Selmer sur Λ au groupe de Selmer
sur Z[Gal(Kn/K)] n’est vrai qu’à un terme d’erreur d’origine locale près; les termes d’erreur
dans les places sur p étant parfois sans limite avec n. L’analogie mentionnée ci-dessus avec
l’interpolation p-adique des valeurs spéciales des fonctions L peut peut-être expliquer le com-
portement étrange en p, tout comme il ne faut pas s’attendre à être en mesure d’interpoler
les valeurs spéciales des fonctions L sans enlever d’abord un facteur d’Euler en p, il ne faut
probablement pas s’attendre à interpoler p-adiquement des modules de cohomologie galoisi-
enne, sans modification en p. La pertinence (le cas échéant) des termes d’erreur en d’autres
places, d’autre part, reste élusive.

Dans les années 80 et au début des années 90, plusieurs améliorations théoriques ont
complètement changé notre approche de ces questions classiques. Tout d’abord, R. Green-
berg a proposé dans [Gre89, Gre91] que le cadre approprié pour l’étude de la variation
p-adique des valeurs spéciales des fonctions L et des modules de Selmer est la déformation
universelle d’une représentation galoisienne d’origine géométrique. Deuxièmement, les con-
jectures formulées par Bloch et Kato dans [BK90, Kat93] ont considérablement approfondi
notre compréhension du comportement des valeurs spéciales des fonctions L. En particulier,
elles ont clairement indiqué que les valeurs spéciales des fonctions L devraient être liées à une
base entière dans le déterminant du complexe de cohomologie galoisienne des motifs à coeffi-
cients. Vu de ce double point de vue, la bonne extension du théorème classique d’Iwasawa et
de contrôle de Mazur devrait être que la spécialisation d’une base entière de la cohomologie
galoisienne d’un motif à coefficients dans une anneau de déformation universelle en un point
arithmétique x doit être égale à la base entière du déterminant de la cohomologie galoisienne
du motif sur Q correspondant à x provenant des conjectures sur les valeurs spéciales des
fonctions L. Comme dans [Kat04], on peut vérifier, par exemple, que cette formulation ap-
pliquée sur le motif Q(1) redonne exactement le théorème de contrôle d’Iwasawa et qu’aucun
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nombre premier ` 6= p ne peut faire une contribution au terme d’erreur dans le cas des Zp-
extensions. Toutefois, même dans le plus simple exemple de familles p-adique universelles
des motifs de rang 2, celui des familles p-adique de formes propres ordinaires paramétrées par
l’algèbre de Hida-Hecke, même un formulation précise de la forme conjecturale du théorème
de contrôle a été fait défont jusqu’ici .

Les raisons pour cela sont doubles. Pour commencer, les anneaux de déformation uni-
verselles ne sont généralement pas connus pour être des anneaux réguliers, donc les com-
plexes de cohomologie galoisienne de familles p-adique avec des coefficients dans les anneaux
de déformation universelles ne sont généralement pas connus pour être des complexes par-
faits, ce qui exclut la possibilité de prendre sans condition leurs déterminants. Même dans la
formulation plus classique de Greenberg ([Gre91]), il faut considérer l’idéal caractéristique
de certains modules et cela nécessite au moins l’anneau d’être normal. Cet exemple est prob-
ablement la raison pour laquelle [EPW06] (par Emerton, Pollack et Weston) ne contient
pas de définition d’une contrepartie algébrique à la fonction L p-adique analytique pour les
familles de Hida. En outre, même lorsque les complexes sont connus pour être parfaits, le
terme d’erreur omniprésent dans les théorèmes de contrôle depuis [Maz72] peut être très
difficile à contrôler de manière explicite dans la déformation universelle. C’est ce qui se
passe par exemple dans [Och06, FO12] (par Fouquet et Ochiai) et est liée à la variation
des invariants sous l’inertie en familles.

Dans ce manuscrit, nous prouvons un théorème de contrôle parfait aux points arithmétiques
sur un branche d’une famille de Hida pour GL2(Q) et pour les groupes unitaires définis avec
aucune hypothèse sur la nature de l’anneau universelle de déformation, et ainsi construisons
inconditionnellement une fonction L p-adique algébrique pour les représentations galoisiennes
attachées à ces familles de Hida. L’outil fondamental permettant ce progrès est la reconnais-
sance du rôle crucial joué par la conjecture de monodromie-poids dans la variation des valeurs
spéciales des fonctions L (une idée que nous avons apprise de Nekovár̆ [Nek06] et Ochiai
[Och06]). La philosophie derrière la conjectures de Bloch, Kato, Fontaine, Perrin-Riou
([BK90, FPR94]) est que les valeurs spéciales des fonctions L doivent encoder les exten-
sions des motifs qui ne sont pas trop ramifiées. Cela implique que les conditions locales en
` 6= p qui l’on pense devoir apparâıtre dans la définition des fonctions L p-adiques algébriques
doivent impliquer la ramification. La conjecture de monodromie-poids permet de relier les in-
variants sous l’inertie de modules purs avec les valeurs propres du Frobenius et ceci permet à
la fois de définir inconditionnellement une fonction L p-adique algébrique ainsi que de preuver
qu’elle satisfait un théorème de contrôle aux points arithmétiques. Nous remarquons que la
conjecture de monodromie-poids est connue dans de nombreux cas par de travaux de Bla-
sius, Caraiani, Carayol, Clozel, Harris, Scholze, Shin, Taylor, Yoshida et. al. (voir [Car86,
Théorème A], [Bla06, Theorem 2], [HT01, TY07, Shi11, Car12, Sch12, Clo13] par
exemple).

Énoncé des résultats

Dans cette section, nous résumons les résultats obtenus dans les [Sah, chapter 1, 3, 4].
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Pureté pour le représentation galoisienne à coefficients dans un anneau de
grande dimension. 1 Soit p un nombre premier et K une extension finie de Q` pour ` 6= p.
Soit R un anneau intègre de charactéristique zero contenant Zp comme une sous-algèbre.
Notons le corps des fractions de R par K et nous fixons une clôture algébrique K de K.

Notons la clôture intégrale de R dans K par OK. On remarque que tout homomorphisme
d’anneaux ψ de R dans un corps Ω algébriquement clos de caractéristique zero s’étend à
OK[1/p] qui sera notée ψ par abus de notation. Remarquons que Q est contenue dans
OK[1/p]. Supposons que GK = Gal(K/K) agit sur un R-module libre T de rang fini de sorte
que son action est monodromique (i.e., un sous-groupe de indice fini de IK agit à travers ses
Zp-quotient par l’exponentielle d’une matrice nilpotente, voir [Sah, Definition 1.1.1]). Soit
M• la filtration sur T associée à son monodromie. Notons la GK-représentation T ⊗RK par
V . La paramétrisation de Weil-Deligne de une GK-représentation V est notée par WD(V ).
Pour une représentation de Weil-Deligne V , son Frobenius-semisimplification est notée V Fr-ss.

Théorème A (Pureté pour le représentation galoisienne à coefficients dans un anneau de
grande dimension 2). Supposons que λ : R → Qp est un morphisme de Zp-algèbres tel que la
GK-représentation

Vλ := T ⊗R,λ Qp

est pur de poids w. Soit pλ le noyau de λ. Soit Mλ,• la filtration sut Vλ associée à son
monodromie. Alors, les énoncés suivants s’avèrent.

(1) Après les avoir localisé à pλ, les termes et gradués de M• deviennent libres sur Rpλ

et pour tout i ∈ Z, l’application λ induit les isomorphismes

Mi ⊗R,λ Qp 'Mλ,i,

GriM• ⊗R,λ Qp ' GriMλ,•

de WK-modules.

(2) Il existent
(a) un entier J ≥ 1,
(b) des entiers 0 ≤ t1 < · · · < tJ ,
(c) un entier I ≥ 1,
(d) (i) des caractères non ramifiées

χ1 : WK → O×K , · · · , χI : WK → O×K
(ii) des représentations Frobenius-semisimples irréductibles

ρ1 : WK → GLd1(Q), · · · , ρI : WK → GLdI (Q)

avec l’image finie et
(e) des entiers nij ≥ 0 pour 1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J

de sorte que les propriétés suivantes sont satisfaites.

1“Purity for big Galois representations” en anglais.
2“Purity for big Galois representations” en anglais.
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• Il existent des isomorphismes de représentations de Weil-Deligne

WD(V)Fr-ss '
I⊕
i=1

J⊕
j=1

Sptj(χi ⊗ ρi)
nij

/K ,

WD(Vλ)
Fr-ss '

I⊕
i=1

J⊕
j=1

Sptj(λ ◦ (χi ⊗ ρi))
nij

/Qp
.

• L’image de la représentation

λ ◦ (χi ⊗ ρi) : WK → GLdi(Qp)

est contenue dans GLdi(Q) pour chaque 1 ≤ i ≤ I.
De plus, les entiers I, J, ti, nij et les représentations χi, ρi dépendent de V, mais pas
de λ.

(3) La λ-spécialisation des sommandes centrales irréductibles de WD(V)Fr-ss (considérées
sur OK[1/p]) sont strictement pur de poids w.

(4) Le polynôme Eul(V)−1 a des coefficients dans OK ∩ Rpλ, son λ-spécialisation est
Eul(Vλ)

−1, i.e.,
λ(Eul(V)−1 = Eul(Vλ)

−1.

(5) Les Rpλ-modules T IKpλ , Tpλ/T
IK
pλ sont libres et l’application λ induit un isomorphisme

T IK ⊗R,λ Qp ' T IKpλ
⊗Rpλ

,λ Qp ' V IK
λ .

Par conséquent, le complex [T IK φ−1−−→ T IK ] concentré en degré 0, 1 descend par-

faitement au complexe [V IK
λ

φ−1−−→ V IK
λ ] concentré en degreé 0, 1, i.e.,

[T IK φ−1−−→ T IK ]
L
⊗R,λQp ' [V IK

λ

φ−1−−→ V IK
λ ].

Pour une version plus générale, nous faisons appel au [Sah, theorem 1.2.4] qui est
le résultat principal du [Sah, chapter 1]. La caractéristique principale de pureté pour
le représentation galoisienne à coefficients dans un anneau de grande dimension est que
l’utilisation de celui-ci peut montrer des théorèmes de contrôle à spécialisations pur pour
les (facteurs locaux en dehors de p des) fonctions L p-adiques algébriques que nous constru-
isons dans le [Sah, chapter 3, 4]. En utilisant le même outil et [Ber13, Lemma 5.5], nous
espérons également construire un fonction L p-adique algébrique au long des composantes
irréductibles de variétés de Hecke. En fait, nous espérons que l’utilisation de la pureté
pour le représentation galoisienne à coefficients dans un anneau de grande dimension, un
fonction L p-adique algébrique peut être construit pour toute la famille de représentations
galoisiennes et les pseudo-représentations qui interpoler représentations galoisiennes sur Qp,
dont la restriction à des groupes de décomposition aux places en dehors de p sont purs.
Nous nous référons à l’introduction du [Sah, chapter 1] pour une discussion détaillée sur
un contexte approprié de la pureté pour le représentation galoisienne à coefficients dans un
anneau de grande dimension, une esquisse de la preuve, les conséquences et l’explication de
l’inévitabilité de la hypothèse que R est un anneau intègre.
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Théorème A ci-dessus est obtenu à partir des deux théorèmes suivants.

Théorème B. Supposons que λ : R → Qp est un morphisme de Zp-algèbres tel que la
GK-représentation

Vλ := T ⊗R,λ Qp

est pur de poids w. Soit pλ le noyau de λ. Soit Mλ,• la filtration sut Vλ associée à son
monodromie. Alors, les énoncés suivants s’avèrent.

(1) Après les avoir localisé à pλ, les termes et gradués deM• deviennent libres sur Rpλ.
(2) Pour tout i ∈ Z, l’application λ induit les isomorphismes

Mi ⊗R,λ Qp 'Mλ,i,

GriM• ⊗R,λ Qp ' GriMλ,•

de WK-modules.

Théorème C. Supposons que λ : R → Qp est un morphisme de Zp-algèbres. Posons

Vλ := T ⊗R,λ Qp.

Soit pλ le noyau de λ. Soit Mλ,• la filtration sut Vλ associée à son monodromie. Supposons
que

(I) après les avoir localisé à pλ, les termes et gradués de M• deviennent libres sur Rpλ et
(II) pour tout i ∈ Z, l’application λ induit les isomorphismes

Mi ⊗R,λ Qp 'Mλ,i,

GriM• ⊗R,λ Qp ' GriMλ,•

de WK-modules.

Alors, les énoncés suivants s’avèrent.

(1) Il existent
(a) un entier J ≥ 1,
(b) des entiers 0 ≤ t1 < · · · < tJ ,
(c) un entier I ≥ 1,
(d) (i) des caractères non ramifiées

χ1 : WK → O×K , · · · , χI : WK → O×K
(ii) des représentations Frobenius-semisimples irréductibles

ρ1 : WK → GLd1(Q), · · · , ρI : WK → GLdI (Q)

avec l’image finie et
(e) des entiers nij ≥ 0 pour 1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J

de sorte que les propriétés suivantes sont satisfaites.

5



• Il existent des isomorphismes de représentations de Weil-Deligne

WD(V)Fr-ss '
I⊕
i=1

J⊕
j=1

Sptj(χi ⊗ ρi)
nij

/K ,

WD(Vλ)
Fr-ss '

I⊕
i=1

J⊕
j=1

Sptj(λ ◦ (χi ⊗ ρi))
nij

/Qp
.

• L’image de la représentation

λ ◦ (χi ⊗ ρi) : WK → GLdi(Qp)

est contenue dans GLdi(Q) pour chaque 1 ≤ i ≤ I.
De plus, les entiers I, J, ti, nij et les représentations χi, ρi dépendent de V, mais pas
de λ.

(2) Le polynôme Eul(V)−1 a des coefficients dans OK ∩ Rpλ, son λ-spécialisation est
Eul(Vλ)

−1, i.e.,

λ(Eul(V)−1 = Eul(Vλ)
−1.

(3) Les Rpλ-modules T IKpλ , Tpλ/T
IK
pλ sont libres et l’application λ induit un isomorphisme

T IK ⊗R,λ Qp ' T IKpλ
⊗Rpλ

,λ Qp ' V IK
λ .

Par conséquent, le complex [T IK φ−1−−→ T IK ] concentré en degré 0, 1 descend par-

faitement au complexe [V IK
λ

φ−1−−→ V IK
λ ] concentré en degreé 0, 1, i.e.,

[T IK φ−1−−→ T IK ]
L
⊗R,λQp ' [V IK

λ

φ−1−−→ V IK
λ ].

Nous montrons également la proposition suivante.

Proposition A. Supposons que λ : R → Qp est un morphisme de Zp-algèbres. Posons

Vλ := T ⊗R,λ Qp.

Alors, les énoncés suivants s’avèrent.

(1) Le polynôme Eul(V)−1 a des coefficients dans OK.
(2)

dimK VIK ≤ dimQp V
IK
λ .

Fonctions L p-adiques algébriques pour la famille de Hida pour GL2(Q). Les
résultats obtenus dans le [Sah, chapter 3] sont résumés ici.

Nous construisons fonctions L p-adiques algébriques Lalg
p,Gr(−), Lalg

p′,Gr(−), Lalg
p,Kato(−). En

utilisant de [Sah, theorem 1.2.4] et la pureté des représentations galoisiennes modulaires,
nous montrons qu’elles satisfont des théorèmes de contrôle à spécialisations arithmétiques
(sous certaines hypothèses). Nous relions aussi notre construction avec groupe de Selmer

6



stricte de Greenberg (en utilisant [Kat04, Theorem 17.4], [Nek06, Theorem 7.8.6]). Main-
tenant, nous enonçons ces résultats se référant au [Sah, chapter 3] pour plus de détails.

Soit

hord
∞ = lim←−

r≥1

hord
2 (Np∞;Zp) ' lim←−

r≥1

hord
k (Np∞;Zp)

l’algèbre de Hida-Hecke et a un idéal premier minimal de hord
∞ . Posons

R(a) = hord
∞ /a.

Supposons que la composition d’applications

hord
∞ � R(a) ↪→ Frac(R(a))

est minimal dans le sens de [Hid88, p. 317]. Notons T (a) la représentation galoisienne de
Hida de GQ,S sur R(a), où S désigne un ensemble fini de places de Q contenant p et la place
à l’infini. Supposons que la représentation résiduelle ρ associé à la GQ,S-représentation T (a)
est absolument irréductible (ce qui dit [Sah, hypothesis 3.2.4]).

Pour une spécialisation arithmétique λ de R(a), posons

Oλ = Imλ

et notons Tλ la GQ,S-représentation T (a)⊗R(a),λ Oλ.

On désigne

T (a)Iw = T (a)⊗̂ZpZp[[Gal(Q∞/Q)]],

Tλ,Iw = Tλ ⊗Zp Zp[[Gal(Q∞/Q)]]

la déformation cyclotomique de T (a) et Tλ respectivement, où Q∞ désigne les Zp-extension
cyclotomiques de Q.

Posons

ΛOλ = Oλ ⊗Zp Zp[[Gal(Q∞/Q)]],

R(a)Iw = R(a)⊗̂ZpZp[[Gal(Q∞/Q)]].

Dans la [Sah, definition 3.3.4], nous définissons Lalg
p,Gr(T (a)Iw), Lalg

p′,Gr(T (a)Iw), Lalg
p,Kato(T (a)Iw),

Lalg
p,Gr(Tλ,Iw), Lalg

p′,Gr(Tλ,Iw), Lalg
p,Kato(Tλ,Iw), où λ désigne une spécialisation arithmétique de

R(a).

Théorème D. Soit λ une spécialisation arithmétique de R(a). Ensuite, les isomorphismes
dans les [Sah, propositions 2.1.2, 2.2.1, 2.2.3] induisent un isomorphisme

Lalg
p,Gr(T (a)Iw)⊗R(a)Iw, λ ΛOλ

∼= Lalg
p,Gr(Tλ,Iw)
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lorsque ρ est p-distingué. Ils induisent également les isomorphismes

Lalg
p′,Gr(T (a)Iw)⊗R(a)Iw, λ ΛOλ

∼= Lalg
p′,Gr(Tλ,Iw),

Lalg
p,Kato(T (a)Iw)⊗R(a)Iw, λ ΛOλ

∼= Lalg
p,Kato(Tλ,Iw).

Théorème E. Soit λ une spécialisation arithmétique de R(a) telle que Oλ est un anneau de
valuation discrète. Le complexe de Selmer RΓf (Tλ,Iw) défini par rapport à la condition locale
de Greenberg ([Sah, definition 2.2.2]) est un complexe parfait de ΛOλ-modules et l’application
iΛOλ

(−,−,−) (comme dans [Sah, equation 2.1.4]) induit un isomorphisme

Lalg
p,Gr(Tλ,Iw) '

(
detΛOλ

RΓf (Tλ,Iw)
)−1

.

Pour tout entier i < 1 et i > 2,

H̃ i
f (Tλ,Iw) = 0.

Supposons que p ne divise pas le niveau de la forme ordinaire associé à λ. Alors

H̃2
f (Tλ,Iw)⊗ΛOλ

Frac (ΛOλ) = 0

et
H̃1
f (Tλ,Iw) = 0.

L’application surjective

H̃1
f (Aλ,Iw) � SelstrAλ,Iw

comme dans le [Sah, lemma 3.4.4] induite une application injective

(0.0.2) DP

(
SelstrAλ,Iw

)
↪→ H̃2

f (Tλ,Iw)

avec conoyau fini. Par conséquent, nous obtenons un isomorphisme canonique

Lalg
p,Gr(Tλ,Iw) ∼= (charΛOλ

DP (SelstrAλ,Iw), 0)

en utilisant les [Sah, equations 2.1.3, 2.1.5, 3.4.2].

Les deux théorèmes ci-dessus correspondent aux [Sah, theorem 3.3.7] (resp. [Sah, theo-
rem 3.4.5]). Les ingrédients essentiels de la preuve sont [Sah, theorem 1.2.4] et la pureté des
représentations galoisiennes modulaires (resp. [Kat04, Theorem 17.4], [Nek06, Theorem
7.8.6]).

Dans [Sah, §3.5], nous montrons que tous les modules de cohomologie du complexe
C•Gr(T (a)Iw) sont nuls, sauf peut-être le deuxième, qui est de torsion sur R(a)Iw ([Sah,
proposition 3.5.6]). Ce résultat permet de construire des fonctions L p-adiques algébriques
de deux variables L alg

p (a) ∈ Frac(R(a)Iw) dont l’image par réduction mod p engendrent l’idéal

caractéristique de la duale de Pontrjagin du groupe Selmer strict SelstrAλp,Iw pour p parcourant

un sous-ensemble dense de Specarith(R(a)) (ici λp désigne une spécialisation arithmétique de
R(a) dont le noyau est p). D’une part, ces idéal caractéristiques sont engendrent par les
fonctions L p-adiques analytiques fλp (calculés par rapport à un période canonique), qui
sont interpolées par un élément Lan

p (a) de R(a)Iw (construit dans [EPW06]). Ceci suggère
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un lien entre L alg
p (a) et Lan

p (a), ce qui conduit à la conjecture ci-dessus.

Conjecture A. L’élément L alg
p (a) de Frac(R(a)Iw) appartient à R(a)int

Iw et

L alg
p (a)R(a)int

Iw = Lan
p (a)R(a)int

Iw .

Dans ce qui précède, R(a)int désigne la clôture intégrale de R(a) dans son corps de
fractions et

R(a)int
Iw = R(a)int⊗̂ZpZp[[Gal(Q∞/Q)]].

En supposant que la conjecture de Greenberg sur la disparition des µ-invariants de formes
modulaires (avec représentation résiduelle absolument irréductible et p-distinguée), nous
montrons cette conjecture dans [Sah, theorem 3.5.22].

Fonctions L p-adiques algébriques pour la famille de Hida pour groupes uni-
taires définis. Les résultats obtenus dans le [Sah, chapter 4] sont résumés ici.

Dans ce chapitre, nous construisons des fonctions L p-adiques algébriques Lalg
p′,Gr(−), Lalg

p,Kato(−).
En utilisant de [Sah, theorem 1.2.4] et la pureté de représentations galoisiennes associées
aux représentations automorphes (qui sont de poids dominant et stable) pour les groupes
unitaires définies, nous montrons qu’elles satisfont des théorèmes de contrôle à spécialisations
arithmétique de poids dominant régulier, dont les représentations galoisiennes associées sont
cristallines à chaque place au-dessus de p et représentations automorphes associées sont sta-
bles. Maintenant, nous enonçons ce résultats se référant au [Sah, chapter 4] pour plus de
détails.

Soit R(a) une normalisation partielle (comme défini dans [Sah, §4.3]) du quotient de
l’algèbre de Hida-Hecke

hΣ,ord
λ,{χv}(U(p∞),OK) := lim←−

c≥1

hΣ,ord
λ,{χv}(U(pc,c),OK)

par un idéal premier minimal a (ici K désigne une extension finite de Qp). Notons T (a)
la représentation galoisienne de Hida de GF,S sur R(a) où S désigne un ensemble fini des
places d’un corp F avec CM contenant les places au-dessus de p et les places à l’infini.
Supposons que la représentation résiduelle ρ associé à la GF,S-représentation T (a) est ab-
solument irréductible ([Sah, hypothesis 4.3.1]). Pour une spécialisation arithmétique ζ de
R(a), posons

Oζ = Imζ

et notons Tζ la GF,S-représentation T (a) ⊗R(a),ζ Oζ . Notons la représentation automorphe
associée à ζ par πζ .

Soit

T (a)Iw = T (a)⊗Zp Zp[[Gal(F∞/F )]],

Tζ,Iw = Tζ ⊗Zp Zp[[Gal(F∞/F )]]
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la déformation cyclotomique de T (a) et Tζ respectivement, où F∞ désignent le Zp-extension
cyclotomique de F . Notons

ΛOζ = Oζ ⊗Zp Zp[[Gal(F∞/F )]].

Dans la [Sah, definition 4.3.3], nous définissons Lalg
p′,Gr(T (a)Iw), Lalg

p,Kato(T (a)Iw), Lalg
p′,Gr(Tζ,Iw),

Lalg
p,Kato(Tζ,Iw), où ζ désigne une spécialisation arithmétique de R(a) de poid dominant régulier

tel que Vζ |GFw est cristalline pour tous les places w de F au-dessus de p. D’après [Sah, lemma
4.3.5], les noyaux de ces spécialisations forment un sous-ensemble dense de Spec(R(a)).

Théorème F. Soit ζ une spécialisation arithmétique de R(a) de poid dominante régulière tel
que πζ est stable et Vζ |GFw est crystalline pour tous les place w de F au-dessus de p. Ensuite,
les isomorphismes dans les [Sah, propositions 2.1.2, 2.2.1, 2.2.3] induisent les isomorphismes
suivants

Lalg
p′,Gr(T (a)Iw)⊗R(a)Iw, ζ ΛOζ

∼= Lalg
p′,Gr(Tζ,Iw),

Lalg
p,Kato(T (a)Iw)⊗R(a)Iw, ζ ΛOζ

∼= Lalg
p,Kato(Tζ,Iw).

Le théorème ci-dessus correspondent au [Sah, theorem 4.3.6]. L’ingrédient essentiel de
sa preuve est le [Sah, theorem 1.2.4] et la pureté des représentations galoisiennes associées
aux formes automorphes (qui sont de poids dominant et stable) pour les groupes unitaires
définis. Bien que ces représentations galoisiennes ne sont pas connus pour être motiviques,
dans [Pin92, Conjecture 5.4.1], ils sont conjecturés satisfaire des propriétés similaires à des
représentations motiviques. Par exemple, la conjecture de monodromie-poids, qui est connue
par [Car12] dans ce cas.

Organisation

Cette thèse est disposé en quatre chapitres.

Le premier chapitre est le cœur technique de ce manuscrit. Ici, nous développons un outil
([Sah, theorem 1.2.4]) pour comprendre la variation des invariants sous l’inertie (en tant que
module de Frobenius) dans une famille, que nous appelons 3

pureté pour le représentation galoisienne à coefficients dans un anneau de grande dimension.

Il décrit la paramétrisation de Weil-Deligne d’une spécialisation pur d’un représentation
galoisienne à coefficients dans un anneau de grande dimension en termes de la paramétrisation
de Weil-Deligne de la représentation galoisienne à coefficients dans un anneau de grande
dimension et donc décrit la variation de invariants d’inertie de spécialisations purs. Cela
permet de montrer des théorèmes de contrôle pour (les facteurs locaux en dehors de p de la)
fonctions L p-adiques algébriques que nous construisons dans les [Sah, chapter 3, 4].

Le deuxième chapitre rappelle la notion de complexes de Selmer et la notion de foncteurs
déterminants comme introduits dans [Nek06, KM76] respectivement.

Dans le troisième chapitre, nous construisons des fonctions L p-adiques algébriques au
long de composantes irréductibles de la famille de Hida des formes paraboliques ordinaires
et montrons qu’ils satisfont de théorèmes de contrôle parfait à spécialisations arithmétiques.

3“Purity for big Galois representations” en anglais.
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Nous relions aussi notre construction avec le groupe de Selmer stricte de Greenberg. Dans la
dernière section, nous conjectorons un lien entre notre construction et la fonction L p-adique
analytique construite dans [EPW06].

Dans le quatrième chapitre, nous construisons fonctions L p-adiques algébriques au long
de composantes irréductibles de la famille de Hida pour les groupes unitaires définis et
montrons qu’ils satisfont théorèmes de contrôle parfait à spécialisations arithmétiques qui
sont de poids dominant régulier et dont représentations galoisiennes associés sont cristallines
à tous les places au-dessus de p.

Notations

Pour chaque corps E de caractéristique zero, nous fixons une clôture algébrique E et
le groupe de Galois absolu Gal(E/E) par GE. Nous fixons également des plongements

C i∞←↩Q
ip
↪→Qp.

Soit F un corps de nombres et v un place finie de F . Ensuite, le groupe de décomposition
et le groupe d’inertie de F en v seront désignés par GFv , IFv respectivement. Lorsque is
ne se pose pas de confusion, ils seront désignés par Gv, Iv respectivement. Le Frobenius
géométrique dans Gv/Iv est notée par Frv.

Tout au long de ce manuscrit, l’isomorphisme de réciprocité de la théorie du corps de
classes locale est normalisé en laissant uniformisateurs correspondre à des éléments de Frobe-
nius géométriques.
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[Nek06] Jan Nekovář, Selmer complexes, Astérisque (2006), no. 310, viii+559. MR 2333680 (2009c:11176)
[Och06] Tadashi Ochiai, On the two-variable Iwasawa main conjecture, Compos. Math. 142 (2006), no. 5,

1157–1200. MR 2264660 (2007i:11146)
[Pin92] Richard Pink, On l-adic sheaves on Shimura varieties and their higher direct images in the Baily-

Borel compactification, Math. Ann. 292 (1992), no. 2, 197–240. MR 1149032 (93c:11042)
[Sah] Jyoti Prakash Saha, An algebraic p-adic L-function for ordinary families, date prévue de soute-
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