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Sylvain ARGUILLERE

Géométrie sous-riemannienne en dimension infinie et
applications a ’analyse mathé-matique des formes

Résumé : Cette these est dédiée a I’étude de la géométrie sous-riemannienne en dimension
infinie, et a ses applications a ’analyse des déformations par difféomorphismes. La premiere
partie du manuscrit est un résumé détaillé des travaux effectués. La seconde compile les
articles rédigés pendant ces trois dernieres années de travail. On commence par étendre
a la dimension infinie le cadre de la géométrie sous-riemannienne classique, en établissant
notamment des conditions assurant ’existence d’un flot géodésique. Puis, on applique ces
résultats aux structures sous-riemanniennes fortes et invariantes a droite sur le groupe des
difféomorphismes d’une variété a géométrie bornée. On définit ensuite rigoureusement la no-
tion d’espaces de formes, jusqu’alors assez vague dans la littérature. Il s’agit de variétés de
Banach sur lesquelles un groupe de difféomorphismes a une action satisfaisant certaines pro-
priétés. On construit ensuite diverses structures sous-riemanniennes sur ces espaces de formes
grace a cette action, structures que nous étudierons en détails. Enfin, on ajoute des contraintes
aux déformations possibles et on formule les problemes d’analyse de formes dans un cadre
relevant de la théorie du contréle optimal en dimension infinie. On démontre un principe
du maximum de type Pontryagin adapté a ce contexte, permettant d’établir les équations
géodésiques contraintes. Des algorithmes pour la recherche de déformations optimales sont
ensuite développés et appuyés par des simulations numériques dans le chapitre [7] Ils unifient
et étendent des méthodes précédemment établies pour 'analyse de formes dans le domaine
de I'image.

Abstract : This manuscript is dedicated to the study of infinite dimensional sub-Riemannian
geometry and its applications to shape analysis using diffeomorphic deformations. The first
part is a detailed summary of our work, while the second part combines the articles we
wrote during the last three years. In the first two chapters, we extend the framework of sub-
Riemannian geometry to infinite dimensions, establishing conditions that ensure the existence
of a Hamiltonian geodesic flow. In the third chapter, we apply these results to strong right-
invariant sub-Riemannian structures on the group of diffeomorphisms of a manifold. We then
define rigorously the abstract concept shape spaces. A shape space is a Banach manifold on
which the group of diffeomorphisms of a manifold acts in a way that satisfy certain pro-
perties. We then define several sub-Riemannian structures on these shape spaces using this
action, and study these structures in Chapters [4] and [5] Finally, in Chapters [6] and [} we
add constraints to the possible deformations, and formulate shape analysis problems in an
infinite dimensional control theoritic framework. We prove a Pontryagin maximum principle
adapted to this context, establishing the constrained geodesic equations. Algorithms for fin-
ding optimal deformations are then developped, supported by numerical simulations. These
algorithms extend and unify previously established methods in shape analysis.
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Introduction

Le but de cette these est de définir et d’étudier le concept de variété sous-riemannienne de
dimension infinie, afin de 'appliquer a diverses constructions apparaissant dans le domaine
de I'image.

Le manuscrit est composé de deux parties. La premiere, constituée de sept chapitres,
fournit un résumé complet des travaux effectués. La seconde regroupe les articles rédigés
durant les trois derniéres années, avec quelques modifications mineures permettant d’unifier
les notations. Dans cette derniere, le lecteur trouvera des détails et des preuves qui n’ont pas
été insérés dans la premiere partie dans un souci de lisibilité.

Commencons par donner une bréve vue d’ensemble du domaine de ’analyse mathématique
des formes afin de voir ou la géométrie sous-riemannienne de dimension infinie intervient.

Analyse mathématique des formes

L’analyse de formes et de déformations d’images a recu une attention croissante au cours
des dernieres années. Il s’agit de donner un cadre géométrique au probléme afin de per-
mettre, par exemple, I’analyse statistique d’images et d’objets déformables. Ce point de vue
a été utilisé avec succes dans de nombreux domaines, et plus particulierement en anatomie
computationnelle. Cette derniére consiste & comparer des images d’organes (généralement
des IRM de cerveaux) de différents patients, dans le but de prévoir a 'avance ’apparition de
certaines maladies dégénératives [DGMI8, (GMI8, MTY02, MTY0G].

La source du probléme est que deux formes (par exemple des courbes planes), peuvent
représenter des objets similaires pour un observateur humain, mais étre tres différentes au
niveau de la liste de points qu’un ordinateur utilisera pour les représenter. Il faut donc, pour
les comparer, trouver des méthodes qui prennent en compte leur géométrie. Plusieurs fagons
de résoudre ce probleme en utilisant des concepts mathématiques rigoureux ont été proposées
avec succes.

Pour cela, il faut tout d’abord définir un espace de formes S sur lequel on puisse travailler.
Il faut ensuite trouver une maniere de comparer deux formes ¢y et g; dans S.

Une des premiéres solutions a été proposée par Kendall [Ken84]. Il s’agit de définir I’espace
des formes discrétes & n points dans R? comme I’ensemble des n-uplets de R?, pour n € N,
quotienté par 'action des rotations et des translations. On peut alors estimer la différence
entre deux formes qop = (x1,...,2y) et ¢1 = (y1,...,yn) en calculant le carré de leur distance
a isométrie pres :

n
inf {Z |T(z;) —yi)? | T : R — R4 isométrie} .
i=1

Plus généralement, on peut considérer une attache aux données g, c’est-a-dire une fonction
a valeurs réelles sur (R%)" qui compare la différence entre une forme donnée ¢ et la cible ¢; :

inf {g(T(q)) | T:R* — R? isométrie} .

5



6 TABLE DES MATIERES

On prend généralement g(q) = d(q,q1)? ou d est une distance qui peut étre différente de la
distance euclidienne. Ce cadre a été le point de départ de plusieurs méthodes pour I'analyse
des déformations [DMIS8, [KBCL99. [Sma96]. Toutefois, elles sont tres restrictives. On ne peut
pas, par exemple, étudier des familles de courbes : il faut d’abord trouver un moyen efficace
de les discrétiser. Un probléme plus important est que ce modele ne prend pas en compte
toutes les propriétés géométriques des formes discrétisées. Par exemple, deux formes ¢g et ¢1
découlant I'une de I’autre par une déformation lisse (par exemple un difféomorphisme de RY)
devraient étre "plus semblables” que si ¢; est un déplacement plus aléatoire de ¢o.

Transformation par difféomorphismes. Une méthode efficace pour tenir compte de ces
considérations est d’étudier des transformations induites par des difféomorphismes. En ef-
fet, les formes étudiées sont généralement des objets plongés dans une variété M (le plus
souvent, M = Rd). Le groupe des difféomorphismes de M agit alors naturellement sur 'es-
pace des formes par (¢, q) — ¢ - q. Par exemple, si ¢ est une courbe paramétrée de M, un
difféomorphisme ¢ agit sur ¢ par composition a gauche, tansformant ¢ en une nouvelle courbe
Y- q = @oq. On estime alors la différence entre deux formes par

inf {F(¢) + g(¢ - qo) | ¢ difféfomorphisme de M},

ou F(p) est un cott défini sur le groupe des difféomorphismes, et g une attache aux données
estimant une distance entre la forme transformée ¢ - gg et une forme cible ¢;.

Flots de champs de vecteurs. Vient alors le probleme de définir un colit F' avec un bon
comportement. Pour cela, on se restreint a des difféomorphismes engendrés par des flots

8tg0X(t,$) = X(t,<pX(t,x)), (t,z) € [0,1] x M,

de champs de vecteurs X dépendant du temps sur M. Un tel flot X est une déformation de
I'espace ambiant M, et induit une déformation t — q(t) = ¢(t) - go d’une forme initiale gg.
Un champ de vecteurs X induit donc une déformation infinitésimale X - g d’une forme ¢, qui
s'integre en une déformation de q.

Notons I'(T'M) ’espace des champs de vecteurs de M. L’ensemble des déformations infi-
nitésimales autorisées est alors défini comme un ensemble de champs de vecteurs X apparte-
nant & un certain sous-espace pré-hilbertien (V, (-,-)) de I'(T'M). Les éléments de V sont en
général des champs de vecteurs lisses.

La différence entre deux formes gg et ¢ est alors mesurée par la minimisation, sur ’en-
semble des champs de vecteurs t — X (¢) € V, d’une fonctionnelle de la forme

J(¢*) = J(X)_ ;/01 (X (1), X)) dt + g(* (1) - q0) = AX) + g(¢* (1) - q0)- (1)

Le premier terme mesure 'action A(X) (ou énergie) de la courbe de difféomorphismes définies
par le flot X de X. Celle-ci induit une déformation de 1’état initial go. Le second terme est
une attache aux données qui mesure la différence entre ’état déformé final ¢(1)-go et la forme
cible ¢;. Pour le choix de 'espace (V, (-, -)), on rencontre deux tendances dans la littérature
existante.

Méthode 1 : métriques riemanniennes faibles. On prend pour V D’ensemble des
champs de vecteurs de classe C*® a support compact. On choisit ensuite une norme pré-
hilbertienne (généralement une norme Sobolev) pour (-,-). C’est une approche utilisée par
exemple dans [BHM11, BHM12, MMO7].

1. Remarquons qu’il y a correspondance bijective entre les champs de vecteurs X et les déformations ¢~ .
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Un tel point de vue engendre naturellement une métrique riemannienne dite “faible”
(voir [Cla09]), invariante a droite sur le groupe de Lie (modelé sur un espace de Fréchet) des
difféomorphismes de classe C* a support compact, de distance associée dg. L’action d’une
déformation t € [0, 1] — X () engendrée par un champ de vecteurs ¢ — X (t) € V est alors
donnée par

AN =3 [ xO.xO =3 [ (6¥0 0¥ 07 ¢ W0 (0

On peut également définir une longueur pour cette courbe, et une distance dg comme sur les
variétés riemanniennes de dimension finie. Minimiser la fonctionnelle J de (1)) revient alors &
minimiser 1
2
§dR(IdM790) +9(¥ - q0)

parmi les difféomorphismes de classe C*° & support compact.

Méthode 2 : espaces de Hilbert & noyau reproduisant. On choisit un espace de
Hilbert (V; (-, -)) engendré par un noyau reproduisant K(z,y) : Ty M — T, M [Tr095]. Un tel
noyau permet d’effectuer trés rapidement certains calculs nécessaires a la minimisation de J.
Ce point de vue permet de travailler sur le groupe D*(M) des difféomorphismes de classe de
Sobolev H?®, qui est une variété de Hilbert et un groupe topologique, plutét qu’une variété
de Fréchet comme dans le cas précédent. Son espace tangent en l'identité est I’espace des
champs de vecteurs de classe de Sobolev H?.

Ce cadre, qui est celui adopté dans cette these, offre de nombreux avantages d’un point
de vue numérique. En plus de préserver de nombreuses propriétés géométriques des formes
étudiées, il a permis le développement d’une famille d’algorithmes efficaces de comparai-
son de formes : les méthodes LDDMM (Large Deformation Diffeomorphic Metric Matching)
[BMTY05, DGMI8, IGTY], [GTY06, TM0O0, MTY02, MTY06, Tro95].

Toutefois, on ne prend généralement pas V égal a tout I'espace des champs de vecteurs
de classe de Sobolev H?®, on prend un espace bien plus petit, souvent constitué de champs de
vecteurs analytiques. En conséquence, la géométrie invariante a droite engendrée par V n’est
pas riemannienne mais sous-riemannienne. Les auteurs des méthodes LDDMM n’étaient pas
familiers avec la géométrie sous-riemannienne, et ont traité le sujet du point riemannienﬂ

Géométrie sous-riemannienne sur les difféomorphismes. Une structure sous-rieman-
nienne est un triplet (M, A, g), ou M est une variété, A C T'M est un sous-fibré du fibré
tangent, dit sous-fibré horizontal, et ¢ est une métrique riemannienne sur A. On peut alors
définir les courbes horizontales, qui sont les courbes tangentes a A en tout point, puis une
notion de longueur, d’action et de distance sous-riemanniennes de facon analogue au cas
riemannien [Mon02, BR96].

Si on revient au cas des flots de champs de vecteurs sur M appartenant & un espace de Hil-
bert (V,(-,-)), V induit sur le groupe des difféomorphismes une structure sous-riemannienne
forte et invariante a droite. En effet, il suffit de définir I’espace horizontal en ¢ par ’ensemble
des X o pour X € V. Cette structure se projette alors en une structure sous-riemannienne
forte sur les espaces de formes gréace a I'action des difféomorphismes. Cette construction nous

2. Cette confusion a été possible pour deux raisons. Tout d’abord, les auteurs travaillaient généralement
sur des espaces de formes de dimension finie, auquel cas la structure sous-riemannienne projetée est, de fait,
généralement riemannienne. Ensuite, méme en dimension infinie, les méthodes étaient basées sur I’équation ha-
miltonienne des géodésiques et la théorie du contrdle qui, contrairement aux équations géodésiques classiques,
peuvent étre appliquées de maniére identique en géométrie riemannienne et sous-riemannienne. C’est encore
plus vrai lorsque la distribution horizontale est dense dans I’espace tangent, comme c’était généralement le
cas.
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conduit a étudier la géométrie sous-riemannienne en dimension infinie et ses applications en
analyse de formes.

Résumé des travaux

Les objectifs de cette these sont les suivants :

1. Définir une notion générale de géométrie sous-riemannienne en dimension infinie adaptée
aux espaces de formes. Décrire les équations géodésiques.

2. Etudier les structures sous-riemanniennes fortes invariantes a droites sur le groupe des
difféomorphismes d’une variété, et plus particulierement celles qui peuvent étre utilisées
dans les méthodes LDDMM.

3. Donner une définition a la fois rigoureuse, générale, et facilement utilisable de la no-
tion d’espace de formes. Etudier la structure sous-riemannienne induite par ’action du
groupe des difféomorphismes sur un tel espace.

4. Etendre ce cadre & des problemes d’analyse de formes avec contraintes dans le cadre
du contréle optimal en dimension infinie, de fagon & obtenir de meilleurs modeles des
objets étudiés. Développer des algorithmes pour étudier ce nouveau probleme.

Le premier point sera étudié dans les chapitres [I] et [2] le second dans le chapitre [3] et le
troisitme dans les chapitres [4] et

Pour mieux comprendre le quatriéme point, supposons qu’on veuille étudier le mouvement
d’un cceur lors d’une contraction. Le cadre de déformation par difféomorphismes ne prend
pas en compte la mécanique derriere ce mouvement, ce qui permet d’obtenir des algorithmes
simples mais pose un probleme de modélisation. Pour tenir compte des spécificités du mou-
vement, on peut par exemple astreindre le cceur a se déformer uniquement le long de ses
fibres musculaires. Toutefois, comme ces fibres sont alors elles-mémes déformées, I’espace des
déformations infinitésimales autorisées doit changer en fonction de la position du coeur. On
peut modéliser ce probleme dans le cadre des LDDMDMs en rajoutant des contraintes linéaires
sur la vitesse des points du coeur, ce qui requiert un point de vue plus général, développé
dans les chapitre [6] et [7]

Chapitres[I] et [2] : Géométrie sous-riemannienne en dimension finie et infinie

On donne tout d’abord une définition générale de structure sous-riemannienne sur une
variété M, introduite par Agrachev, Boscain et al. dans [ABCT 10|, permettant de prendre en
compte des distributions horizontales a rang variable. Il s’agit d’un triplet (H, &, g), ou (H, g)
est un fibré vectoriel riemannien sur M et £ : H — T'M est un morphisme de fibrés vectoriels.
On dit que (H, &) est un fibré tangent relatif sur M. Les courbes horizontales ¢ — ¢(t) sont
les courbes telles qu'il existe un controle t = u(t) € Hgyy) tel que ¢(t) = Eypyu(t). Un tel
couple t — (q(t),u(t)) est appelé un systéme horizontal. On définit ensuite la longueur et
I’action d’un tel systéme respectivement par

La.0) = [ oo, u@)dt, Al = 5 [ gy wle), ule)ar,

et on en déduit une distance sous-riemannienne, ainsi que la notion de géodésique sous-
riemannienne, comme dans le cas habituel.

En dimension finie, on sait qu’il existe deux types de géodésiques, données par le principe
du maximum de Pontryagin. On définit les hamiltoniens H', H? : T*M @& H — R par

2 el 0). (2)

HA(Q?ZL u) = pgqu - 9
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En (q,p,u) € T*M & H fixé, si 0,H(¢,p,u) = 0, ce hamiltonien possédent un gradient
symplectique partiel V¥ H )‘(q, p,u) en (g, p) pour la forme symplectique canonique w de T*M.

Théoréme 0.1. (Pontryagin [PBGMG6|]) Soit q : [0,1] — M wune géodésique sous-
riemannienne issue d’un systéme horizontal (q,u). Alors il existe (p,\) # (0,0), ot p :
[0,1] — T*M est de classe de Sobolev H', et A\ =0 ou 1 tels que

{ 0 = OuHMa(t), p(t), u(t))
(1), p(t) = VHMq(t),p(t), u(t)).

Si A =0 la trajectoire q est singuliére (ou anormale). Elle est dite géodésique normale
st A =1.

3)

On peut de plus obtenir toutes les géodésiques normales en intégrant le flot du gradient
symplectique V¥h du hamiltonien normal h : T*M — R défini par

h(q,p) = max <p§qu - ;ng,u)) : (4)

Gréce a ce dernier, on peut montrer ([Mon02, [AS04]) que réciproquement, si (¢(-),p(+)) sa-
tisfait (3), alors, quand A =1, ¢(-) est bel et bien une géodésique. Lorsque A = 0, ¢(-) est un
point singulier de 'application point final E qui & un systéme horizontal (¢(-),u(:)) associe
son point final ¢(1) = (q(-), u()). Cette application est étudiée plus en détails en section[I.4.2]

Passons au cas de la dimension infinie. La géométrie riemannienne en dimension infinie
est un sujet connu et étudié en analyse sur les variétés [KMIT, [(Omo74, [Cla09]. Elle se scinde
en deux cas : les géométries fortes, dont les topologies induites par la métrique riemannienne
et celles induites par la structure de variété coincident, et qui sont trés similaire au cas de la
dimension finie, et les géométries faibles, ou les topologies ne coincident pas. Le cas faible est
plus compliqué, car la connection de Levi-Civita et I’application exponentielle n’existent pas
toujours. Toutefois, plusieurs variétés riemanniennes faibles ont été abordées avec succes, avec
a la clé de nombreuses applications inspirées de travaux d’Arnold [Arn66], comme 'existence
et I'unicité de solutions pour de nombreuses équations aux dérivées partielles conservatives.
C’est le cas de I’équation d’Euler des fluides incompressible sur des variétés compactes [EM70],
ou de I’équation KdV (voir [KW09] et ses références pour de nombreux autres exemples). En
analyse de formes, ces structures ont été particulierement étudiées par Michor, Mumford et
Bauer [BHM11, BHM12l, MMO07].

La géométrie sous-riemannienne en dimension infinie, en revanche, est encore méconnue.
On a bien un résultat de contrélabilité approché [DS80] dans le cas général, et de controlabilité
exacte sur le groupe des difféomorphismes d’une variété compacte engendrés par des flots de
champs de vecteurs appartenant & un certain C°>°(M)-module [AC09]. Un preprint [GMV12]
présente également un équivalent a I’équation hamiltonienne des géodésiques dans un cas tres
restreint.

Méme la géométrie sous-riemannienne forte de dimension infinie est déja trés différente
du cas de la dimension finie. En effet, I’ensemble des points accessibles est le plus souvent
un sous-ensemble dense d’intérieur vide, ce qui implique que I'image de la différentielle de
I’application point final E est aussi dense d’intérieure vide. En conséquence, il est impossible
d’établir un principe du maximum de Pontryagin tel que le théoréme (0.1} c’est-a-dire de
donner des conditions nécessaires complétes pour qu’une courbe soit une géodésique en toute
généralité.

En revanche, on peut se contenter d’une réciproque partielle du principe de Pontryagin qui,
elle, reste valide en dimension infinie. Cela permet, a défaut de trouver toutes les géodésiques,
d’en produire un grande quantité. On montre en effet le résultat suivant.
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Proposition 0.1. Soit (q,u) un systéme horizontal dont la trajectoire q est simple. Supposons
qu’il existe (p,\) # (0,0), ot p: [0,1] — T*M est de classe H' avec p(t) € T;(t)M pour tout
t et A€ {0,1} tel que

{ 0 = 3uHa(t),p(t) u(t)),
(), p(t) = V*HMa(t), p(t), u(t)),

ot les hamiltonien H» sont définis comme en dimension finie.

= 5i A = 0, alors l'image de dE,,) est contenue dans un sous-espace fermé strict de
Ty)M.
- Si A =1, alors (q,u) est un point critique de Uaction A a extrémités firées. On dit que

q est une géodésique normale.

L’étape suivante est d’obtenir un flot géodésique afin de montrer que, comme en dimension
finie, les géodésiques normales sont bel et bien des géodésiques au sens usuel. Cela demande
de résoudre les équations hamiltoniennes sur T*M. Le probleme est qu’a priori, cela n’est
possible que si la métrique g est forte sur H car dans le cas contraire,

1
h(q,p) = max <p§qu — —gq(u, u)) = +00
u€Hq

2

si p n'est pas de la forme g4(u,-). Il faut donc restreindre h a un sous-fibré dense du fibré
cotangent 7* M, appelé fibré cotangent relatif adapté, sur lequel h est bien défini. Remarquons
que la restriction de la forme symplectique canonique a 7*M est encore une forme symplec-
tique.Dans le cas riemannien, H = T'M, et on peut simplement prendre 7*M = g(T'M,-).

Pour pouvoir ensuite définir et résoudre 1’équation hamiltonienne des géodésiques, il faut
ensuite que h admette un gradient symplectique suffisamment régulier sur 7* M E|

Le théoréme principal du chapitre est alors le suivant.

Théoréme 0.2. Si le gradient symplectique de h est C?, alors la projection t — q(t) € M de
courbes intégrales t — (q(t),p(t)) € T"M du champ de gradients symplectiques de h est une
géodésique locale[]

Chapitre[3]: structures sous-riemanniennes invariantes a droite sur le groupe
des difféomorphismes

Ce chapitre est un résumé de la premiere partie de |AT], reproduit en partie [I| dans la
section

On commence par détailler la structure du groupe D*(M), s > dim(M)/2 + 1, des
difféomorphismes de classe de Sobolev H® d’une variété M a géométrie bornée. Il s’agit
a la fois d’une variété de Hilbert lisse et d’un groupe topologique. Ce n’est toutefois pas un
groupe de Lie car la composition a gauche n’est pas différentiable. La composition a droite,
elle, est de classe C*.

Soit alors (V(:,-)) un sous-espace de Hilbert de 1’ensemble des champs de vecteurs sur
M avec inclusion continue dans lespace des champs de classe H*T* pour k € N. On peut
alors définir sur D*(M) une structure sous-riemannienne (H, ¢, g) invariante a droite par

Hgozvv &p(X):XOSO7 g(X,X):<X,X>,

3. Dans le cas riemannien, cette hypothese équivaut a ’existence d’une connection de Levi-Civita et d’une
application exponentielle [Cla09].

4. Une géodésique locale est une courbe ¢ — ¢(t) qui minimise l'action en temps court et a extrémités
fixées sur ’ensemble des courbes horizontales qui restent au voisinage de q. On sait que c’est le mieux qu’on
puisse espérer en général : il existe des tructures riemanniennes sur lesquelles certaines géodésiques locales ne
sont pas de véritables géodésiques [Cla09].
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ou ¢ € D5(M), X € V. On en déduit une action, une longueur, et une distance dgg sous-
riemannienne sur D*(M). On montre alors le résultat suivant.

Théoréme 0.3. Tout couple de points (@,1)) € D5(M)? tels que dsr(p, 1) < oo peuvent étre
joints par une géodésique minimisante. De plus, 'espace métrique (D*(M),dsg) est complet.

Le probleme suivant que l'on étudie est celui de ’accessibilité. En s’inspirant d’un résultat
d’Agrachev et Caponigro [AC09], on montre que dans un cas tres particulier, on a un résultat
de contrdlabilité eracte. C’est un théoreme remarquable car, comme on 1’a mentionné plus
haut, c’est tres rare en dimension infinie.

Théoréeme 0.4. Soit M une variété compacte munie d’une structure sous-riemannienne lisse
(HY,£9,6%) complétement non-intégmbleﬂ Supposons que V' soit ’ensemble des champs de
vecteurs sur M tangents a E°(HY) et de classe H®.

Alors la topologie induite par la distance sous-riemannienne sur D*(M) coincide avec sa
topologie intrinséque de variété. En conséquence, tous o, € D*(M) appartenant a la méme
composante connexe peuvent étre joints par une courbe horizontale.

Le reste du chapitre est dédié a I’étude des équations géodésiques.
Comme V a une injection continue dans l’espace des champs de vecteurs de classe C, il
possede un noyau reproduisant

(z,y) = K(z,y) € L(T,;M, T, M),

ou L(E, F) est 'espace des opérateurs linéaires continus entre deux espaces de Banach E et
F', tel que
pX(z) = (K(,2)p,X), (2,p)€T°M, XeV.

On en déduit en particulier une forme relativement simple de I’équation hamiltonienne des
géodésiques sur une courbe t — (p(t), P(t)) € T*D*(M) :

oup(t,a) = [ K((t,a). ol ) Pt y)dy
OP(tx) = ~Plta) [ 0K (plt,a). o(t. ) P(t.y)dy.

Ces équations ont précédemment été obtenues dans [TY11l [Youl0], dans les cas M =
R? en supposant implicitement que la structure sous-jacente était riemannienne. Comme
I’équation hamiltonienne des géodésique a la méme formulation dans les deux cas, et comme
les espaces V utilisés étaient denses dans les champs de vecteurs de classe H®, les résultats
étaient tout de méme valides. Nous obtenons ici I’équation des géodésiques dans un cadre
général.

Chapitres 4] et |5 : structures sous-riemanniennes sur les espaces de formes

Ces chapitres résument respectivement la deuxiéme et la troisieme partie de [AT], repro-
duit en partie | dans les sections et

La notion d’espace de formes est assez vague dans la littérature. Il peut s’agir d’un espace
de points [JMO00Q, [Youl0], de courbes [MMOT7, [Youl0], ou de sous-variétés immergées [BHM11,
BHM12]. Tous ces espaces ont un point commun : le groupe des difféomorphismes a une action
de groupe naturelle sur ces espaces. Cette action est de plus compatible avec la structure
particuliere de D*(M). Nous nous servons de cette observation pour définir un espace de
formes abstrait dans une variété M a géométrie bornée.

5. C’est-a-dire que tout vecteur tangent est & M est une combinaison linaire de crochets de champs de
vecteurs horizontaux pour cette structure.



12 TABLE DES MATIERES

Définition 0.1. Soit S une variété de Banach métrisable modelée sur un espace de Banach
B, muni d’une distance compatible D. On suppose que D*(M), ot s > dim(M)/2 + { et
{ € N*, a une action continue sur S via

(p.q) = 9-q,  (p,q) €D(M) xS.

On dit que S est un espace de formes d’ordre { si les trois conditions suivantes sont
satisfaites :
1. L’action est semi-lipschitzienne.
2. Pour tout q dans S fizé, lapplication Ry : ¢ — @ o q est lisse. Sa dérivée en Idys est
notée &, .
3. Pour tout k dans N, les applications

R:SxDtF(M) — S, £:SxTHH(TM) — TS, 5)
(2:¢) — 9q (¢, X) — X

sont de classe Ck. On dit que q € S est a support compact si ¢ o q ne dépend que de la
restriction de ¢ a un compact fizé.

Cette définition permet 1’étude de nouveaux types d’espaces de formes, qui peuvent étre
trés utiles pour la modélisation d’objets. Par exemple, le fibré tangent T'S d’un espace de
formes S d’ordre ¢ a une structure naturelle d’espace de formes d’ordre £+1 par la différentielle
de I'action. On peut se servir de cela pour étudier le mouvement de fibres sur une forme, par
exemple les fibres musculaires d’un coeur.

Soit alors (V,(-,-)) un sous-espace de Hilbert de I'(T'M) avec inclusion continue dans
'espace des champs de vecteurs de classe H5% pour k € N*. On déduit de Paction de
D3(M) sur S une structure sous-riemannienne forte sur S et invariante par cette action,
définie par le triplet

(S x V¢, <" >)

Les courbes horizontales pour cette structure sont les solutions de

q(t) = &y X (1), X(t) eV,
et sont exactement de la forme
a(t) = ™ (1) - 4(0),
ot X est le flot de X. On note d¥ la distance sous-riemannienne correspondante.

Théoréme 0.5. Soient qo € S a support compact, et Oy, l'orbite de qo, c’est-a-dire [’ensemble
des états q € S tels que ds(q,qo) < 00. Alors, pour tous q,q" € Og,, il existe une géodésique
minimisante reliant g a ¢'. De plus, (Oy,, d®) est un ensemble métrique complet.

On donne ensuite I’équation hamiltonienne des géodésiques pour cette structure. On men-
tionne également un exemple tres utilisé d’espace de formes : I’espace des plongements conti-
nus d’une méme sous-variété. Ces résultats unifient dans un cadre bien plus général des
résultats antérieurs [TY11] Youl0].

Dans le chapitre[5] on définit une autre sorte de structure sous-riemannienne sur un espace
de formes : les structures relevées par des submersions équivariantes. Il s’agit d’un analogue
aux structures sous-riemanniennes définies par une connection de Ehresmann sur un fibré sur
une variété riemannienne [Mon02].

Il s’agit 1a d’'un cadre nouveau pour ’analyse des déformations, qui admet de nombreux cas
applicatifs inédits en permettant la modélisation de formes ”d’ordre supérieur”. Un exemple
de submersion équivariante est donnée par la projection canonique 7 : T'S — S. La structure
relevée a T'S par m, par exemple, peut étre utilisée pour étudier comment la déformation
d’un objet déforme des fibres sur cet objet. On peut donc utiliser ce cadre pour modéliser la
contraction d’un coeur.
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Chapitres [6] et [7] : espaces de formes contraintes et algorithmes de minimi-
sation

Ces chapitres résument [ATTY13], reproduit en partie [Ilfau chapitre On travaille dans
le cadre simplifié suivant : M = R%, S est un espace de formes d’ordre ¢ € N* dans R et un
ouvert d’un espace de Banach B.

Rappelons qu’en analyse des déformations, on veut minimiser une fonctionnelle

2/ t)) dt + g(* (1) - qo) 2/ t)) dt + g(q(1)),

ot X(t) € V un espace de Hilbert de champs de vecteurs, ¢(t) = )X (t) et ¢(0) = qo € S.
De nombreuses techniques ont été développées pour minimiser J dans diverses exemples
d’espaces de formes. Toutefois, 'idée d’ajouter sur les déformations possibles des contraintes
qui varient avec la forme est nouvelle. Le seul papier la mentionnant est [Youl2], et il s’agit
de contraintes tres particulieres, essentiellement utilisées en dimension finie.

On souhaite donc étendre notre cadre a des espaces de formes avec contraintes. Autrement
dit, minimiser J sur les champs de vecteurs t — X (t) tels que

pour presque tout t, ou Cy € L(B,Y). On voit tout d’abord que sous des hypotheses tres
faibles, un minimiseur contraint de J existe toujours.

Théoréme 0.6. Si V a une inclusion continue dans H*+t1 (R4, RY) avec s > d/2 + ¢, et si
q — Cy est continue, g est semicontinue inférieurement et bornée inférieurement, et qo est a
support compact, alors J posséde au moins un minimiseur contraint.

On prouve également que dans la plupart des cas, on peut approcher le minimiseur
contraint de J par une suite de minimiseurs contraints sur des espaces de formes dimen-
sion finie.

Le résultat principal de ce chapitre est une version adaptée a la dimension infinie du
principe du maximum de Pontryagin avec contraintes. Pour cela, notons KV : V* — V
l'isométrie induite par (-,-), et K, = quVg;; : TyM — TyM. L'opérateur K, se calcule
facilement a I’aide du noyau reproduisant de V. On définit le hamiltonien du probléme h :
T*S — R par

, 1
h(q,p) = xé?fc {pﬁqX —5 (X, X>}-
er Cy

Théoréme 0.7. Supposons que pour tout q € S, Cy soit surjective. Soit X € L?(0,1;V) un
minimiseur de J le long des contraintes. Alors il existe p € H'(0,1; B*) et A\ € L?(0,1;Y™)
tels que

p(1) +dg(q(1)) =0

et
{cj(t)— Ophl(a(t),p(t)) = Kyuyp(t) = &gy K" CrpAt),

B(t) = =9gh(q(t), p(t)) = — Oq(K o)X (1)) p(t) + 9g(Coy X (£))"A(2)
presque partout sur [0,1], ot le multiplicateur de Lagrange )\ est donné par

Cyy K Can \(t) = Cyny KV Eyp (1),

et

X(t) = KV (&p(t) = Crp A1)
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Dans le chapitre 7, on développe et on compare deux types d’algorithmes pour la mini-
misation de J, a la fois dans le cas avec contraintes et le cas sans contraintes. La premiere
méthode consiste & minimiser directement J sur I'espace total des controles L?(0,1;V). La
deuxieme, appelée méthode du tir, utilise le principe du maximum de Pontryagin pour se
restreindre aux géodésiques partant de go, paramétrées par T, S.

Le premier algorithme requiert le calcul du gradient de .J sur I’espace L?(0,1;V). On
obtient

VIX)(0) = X(0) - KV Eup(t), X € 12(0,1;V),

ot §(t) = & X (t), et p € H'(0, 15 B¥) tel que p(1)+dg(q(1)) = 0 et p(t) = =50, (p(t) Koy (1))
presque partout. Un algorithme du gradient permet alors d’obtenir un minimiseur sans
contraintes.

Il s’agit d’une formule connue, utilisée avec succes sur de nombreux exemples dans les
méthodes LDDMM [TY11l Youl0|]. L’avantage de notre version est qu’elle est valide pour
tous les espaces de formes, et méme pour des problémes de controle optimal plus généraux.

S’il y a des contraintes, c’est plus compliqué, et comme les formes contraintes n’ont jamais
été étudiées, nous avons appliqué la méthode du lagrangien augmenté [IKO§|. Plus précisément,
il s’agit minimiser successivement des fonctionnelles de la forme

1
TAGX ) = 5 [ (XX 0) = M0C,0 X0+ 51 XOIR ) e+ gla(1),
oit A, € L?(0,1;Y) et y, > 0. On obtient, par exemple en utilisant un algorithme du gradient,
un contréle optimal X, sans contraintes et une trajectoire ¢, associée qui minimisent cette
fonctionnelle. On met ensuite a jour A\py1 = A, — iCqTXT et prr1 < pp. Alors, sous des
hypotheses appropriées, la suite X, converge vers un contrdle optimal contraint X, et la suite

A vers le multiplicateur de Lagrange associé a ces contraintes.

Le second algorithme développé, la méthode du tir, utilise notre version du principe du
maximum de Pontryagin [PBGM64, [AS04. [Tré08§], selon lequel un minimiseur contraint de J
satisfait

Ipe H'(0,1;B%), (d(1),p(t)) = V¥h(q(t), p(t)) = (Fph(a(t), p(1)), —0gh(a(t), p(t)).

Cette équation différentielle a une unique solution maximale a condition initiale pg € Ty, S =
B* fixée. Si une telle courbe est définie sur [0,1] entier, alors il existe un contréle X €
L?(0,1;V) de trajectoire associée g, tel que

J(X) = 3 (a0, o) + 9(a(1)) = J(po).

Minimiser J revient donc & minimiser J sur B*. Il suffit, 1 encore, de calculer le gradient de
J, que 'on peut ensuite minimiser. Cela s’effectue par la résolution d’une équation adjointe.

Le calcul du gradient de J est plus lent que celui des fonctionnelles J4, mais permet
une satisfaction totale des contraintes, plutot qu'une satisfaction approchée. Des simulations
numériques de ces algorithmes sont ensuite fournies, sur des exemples ayant des applications
en anatomie computationnelle.

L’analyse des déformations avec contraintes promet de trés nombreuses applications. La
plus importante semble étre la modélisation de multi-formes : I’étude simultanée d’objets
indépendants, chacun étant déformé par un flot de champ de vecteurs distinct, mais possédant
des intéractions les uns avec les autres. Par exemple, pour étudier simultanément ’hypotha-
lamus et 'hippocampe de différents cerveaux humains, il préférable de les modéliser comme
deux objets distincts. Toutefois, ces objets sont immergés dans un milieu continu (le cerveau
lui-méme), ce qui les empéche de se toucher. On peut modéliser cette configuration par des
contraintes sur des multi-formes, voir section [6.2]
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Chapitre 1

Géométrie sous-riemannienne en
dimension finie

On commence par rappeler quelques résultats de géométrie sous-riemannienne en dimen-
sion finie. Cela permettra de mieux comprendre les difficultés qui se posent en dimension
infinie.

Une variété sous-riemannienne est une variété lisse sur laquelle on astreint les vitesses
des courbes & appartenir a un sous-fibré du fibré tangent, appelé le fibré horizontal. De telles
courbes sont dites horizontales. Ce sous-fibré est également équipé d’une métrique, qui
permet de définir les notions usuelles de longueur, d’action, de distance et de géodésique
comme sur une variété riemannienne.

Apres avoir rappelé la définition usuelle d’une structure sous-riemannienne, on en donnera
une version plus générale, tirée de [ABCT10] que nous utiliserons dans la suite du manuscrit.
Elle permet d’étudier des cas ou la dimension des fibres horizontales peut varier de points
en points, et est particulierement adaptée a une généralisation en dimension infinie. On
évoquera ensuite le théoreme de Chow-Rashevski, qui donne une condition suffisante pour
que tout couple de points d’une variété sous-riemannienne puissent étre joints par une courbe
horizontale.

Nous définirons ensuite I’application point final E, qui a une courbe horizontale associe
son point final. Cela nous permettra d’énoncer le principe du mazimum de Pontryagin (ou
PMP). Celui-ci établit quune géodésique qui n’est pas une courbe singuliére pour E satisfait
I’équation hamiltonienne des géodésiques. On formulera ce principe a l'aide des gradients
symplectiques du hamiltonien de la structure.

Nous finirons en donnant une réciproque partielle au principe du maximum : les courbes
satisfaisant ’équation hamiltonienne des géodésiques sont effectivement des géodésiques.

1.1 Premiéres définitions
Définition 1.1. Une variété sous-riemannienne est un triplet (M, A, g), avec M une variété
lisse de dimension finie, A C T M un sous-fibré du fibré tangent, et g une métrique rieman-
nienne sur A. [Mon02, [ BR96]
Remark 1.1. Lorsque A =TM, (M, g) est une variété riemannienne.

On appelle A la distribution horizontale, et on note k la dimension de ses fibres. Un objet
tel qu’un champ de vecteur ou une courbe absolument continue est dit horizontal s’il est

tangent a A presque partout.
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On procede ensuite comme sur une variété riemannienne. On définit la longueur L(q)
d’une courbe horizontale ¢ : I — M par

Lia) = [ g d(e),d(0)dt

On définit ensuite la distance sous-riemannienne d(qo, q1), go,q1 € M :

d(qo, q1) = inf L(g), (1.1)

ou l'infimum est pris sur I’ensemble des courbes horizontales entre qg et q.

Définition 1.2. Une courbe horizontale q : [a,b] — M telle que L(q) = d(q(a),q(b)) est
appelée une géodésique minimisante.

Une géodésique est une courbe q : I — M, I intervalle, qui est une géodésique mi-
nimisante sur des sous-arcs suffisamment petits : pour deuxr temps tyg < t1 assez proches,
d(q(to), q(t1)) = L(q|t9,111) OU Q1,11 €St la restriction de q au sous-intervalle [to, t1].

On peut également définir [’action d’une telle courbe horizontale par

A@) = 5 [ 1) B (1.2

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que, pour une courbe paramétrée telle que t +—
14(%)l4(¢) soit constante, minimiser I’action a extrémités fixées revient a minimiser la longueur.
En conséquence, pour trouver les géodésiques sous-riemanniennes, il suffit de trouver les
courbes qui minimisent de l'action. Celle-ci a généralement de meilleure propriétés que la
longueur.

Ces définitions ne comprennent toutefois pas certaines structures plus générales que nous
souhaitons étudier dans la suite de cette these. Par exemple, le cas ou la dimension de la fibre
A4 peut varier est ici exclus.

Un exemple classique est celui du plan de Grushin, dont la structure est dite presque
riemannienne sur R?, avec Az, V'espace engendré par les vecteurs a% et xa%.

1.2 Un cadre plus général

Par la suite, si E — M est un fibré vectoriel sur M, on notera I'(E') I'espace des sections
e: M — FE de ce fibré.

1.2.1 Fibrés tangents relatifs

Pour étudier des cas ou la dimension de A est variable, Agrachev, Boscain et al. ont
introduit dans [ABC™10] une définition plus générale, reposant sur la notion de fibré tangent
relatif.

Définition 1.3. Un fibré tangent relatif sur une variété M est la donnée d’un couple
(H,§), oum:H — M est un fibré vectoriel lisse sur M, et & : H — T M est un morphisme
de fibrés lisses au-dessus de M. L’image A = §(E) C TM de ce morphisme est appelée la
distribution horizontale.

Bien qu’Agrachev, Boscain et al. n’utilisent pas le terme de "fibré tangent relatif”, il
s’agit d’une notion bien connue dans 1’étude des algébroides de Banach-Lie (voir par exemple
[Mac05]). Les définitions de champ de vecteurs horizontal et de courbe horizontale sont
adaptées a ce cadre comme suit.
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Définition 1.4. Soit (H,&) un fibré tangent relatif sur une variété M. Un champ de vecteur
X € I(TM) est dit horizontal s’il existe une section u € I'(H) telle que X = &u.

Une courbe horizontale est une courbe absolument continue q : I — M au-dessus de
laquelle il existe une application mesurable (q,u) : I — H telle que

q(t) = &uu(t),  pp.tel

On appelle le couple (q,u) un systéme horizontal de trajectoire q, et de contréle u.

1.2.2 Structure sous-riemannienne sur une variété, systémes horizontaux

Définition 1.5. Une structure sous-riemannienne sur une variété M est un triplet (H,&, g),
ot (H, &) est un espace tangent relatif sur M, et g est une métrique riemannienne sur le fibré
vectoriel H.

On définit alors la longueur d’un systéme horizontal (q,u) : I — H par

Ligsw) = [ /a0 () u(®)dt,

Alaw) = 5 [ gaou®). u(®)it.

On peut ensuite définir, comme dans la section [I.I] qui précéde, la distance sous-riemannienne
d entre deux points de M comme l'infimum des longueurs de systémes horizontaux dont la
trajectoire connecte ces deux points. De plus, minimiser la longueur revient ici encore a
minimiser 1’action.

et son action par

1.2.3 Longueur et action des courbes horizontales

Si € n’est pas injective, une méme courbe horizontale g peut étre la trajectoire de plusieurs
systemes horizontaux, car plusieurs contrdles u peuvent engendrer la méme trajectoire.
Pour définir directement ’action et la longueur d’une courbe horizontale g, il faut prendre

AM(q) = inf A(q,u),  LM(q) = inf L(q,u),

ou I'infimum est pris sur ’ensemble des systémes horizontaux de trajectoire q.
On peut calculer AM et LM d’une fagon un peu plus directe. Notons A, = &,(H,) C T,M,
pour ¢ un point de M. Alors &, induit une norme euclidienne sur A, par

2 .
= f .
Hqu ue?{ql,nﬁqu:w gq(u’ U)

On obtient alors, pour toute courbe horizontale g : I — M,

A =3 [y @) = [ 130 o

Remark 1.2. En utilisant cette définition, on peut montre facilement qu’il existe un unique
controle u, tel que
AM(Q) - A(Q7 uq)-

Il est caractérisé pour presque tout ¢ par les conditions

Yu € Howy,  Gqe)(ug(t),u) = 0.

La distance sous-riemannienne entre deux points de M est donc aussi égale a I'infimum
des longueurs des courbes horizontales. On définit alors les géodésiques et les géodésiques
minimisantes comme dans la section [L.1l

Toutefois, comme on le verra plus loin, 1'espace des systémes horizontaux (q,u) a une
meilleure structure que celui des courbes horizontales. On travaillera donc sur les systemes
(g, u) plutét que sur les courbes q.
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1.3 Orbite et théoréme de Chow-Rashevski

Dans toute la suite, M désigne une variété lisse, et (H, £, g) une structure sous-riemannienne
lisse sur M. On notera également A = £(H) C T'M la distribution horizontale, et k la di-
mension des fibres de H.

Il n’est pas acquis que deux points puissent toujours étre joints par une courbe horizontale.

Définition 1.6. Soit ¢ un point de M. L’ orbite de q, noté Oy, est ’ensemble des points ¢’
qui peuvent étre joints d q par une courbe horizontale.

Notons que ¢’ € Oy si et seulement si Oy = Oy si et seulement si d(q,q’) < +o0.

Désignons également par A a la fois I'image £(H) C T'M de & et les champs de vecteurs de
classe C*° et horizontaux. Comme ces deux objets se déduisent naturellement 'un de I'autre,
il n’y a pas de confusion. Le crochet de Lie de champs de vecteurs permet alors de définir la
sous-algebre de Lie £ C T'(T'M) de champs de vecteurs engendrée par A.

En tout point ¢ de M, on en déduit un sous-espace £, C T, M définit par

Ly ={X(q), X € L}.
On a alors le théoreme suivant, dii & Sussmann.

Théoréme 1.1. Théoréme de l'orbite de Sussmann [Sus73] Pour tout q¢ dans M, O,
est une sous-variété lisse immergée de M, et L, C T,O04. St H et £ sont analytiques, on a
méme Lq = T,0,.

On en déduit le théoreme de Chow-Rashevski.

Théoréme 1.2. Théoréme de Chow-Rashevski [Mon02, |BR96, [AS04, [Tré08] Si, pour
tout q¢ dans M, L, = T,M, alors tout couple de points de M peuvent étre joints par une
courbe horizontale.

1.4 Structure de ’ensemble des courbes horizontales, appli-
cation point final et adjoint

Pour trouver une géodésique reliant deux points gy et g de M, il faut minimiser la
fonctionnelle d’action A sur ’ensemble sz-c[),ql des systemes horizontaux a extrémités fixés
qo et q1. Il convient donc de chercher les points critiques de A sur cet ensemble. Pour une
variété riemannienne, cela conduit aux équations géodésiques habituelles. Pour une variété

sous-riemannienne, un autre cas peut se présenter.

1.4.1 Espace des courbes horizontales

Commencons par définir I'ensemble H' x L?(0,1;H) comme l’ensemble des applications
mesurables (q,u) : [0,1] — H de classe L? (dans une trivialisation) et dont la projection
q:[0,1] — M est de classe de Sobolev H!. Dans ce cas, si (gnu) est un systéme horizontal,
alors

1
/0 Gqe) (u(t), u(t))dt < +oo.

Cela découle du fait que I'image de ¢ est compacte. Rappelons que H' x L2(0,1;H) est une
variété lisse modelée sur un espace de Hilbert (voir par exemple [EMT70, Mon02]). C’est méme
un fibré vectoriel d’espaces de Hilbert au-dessus de la variété de Hilbert H'(0,1; M).

Notons qu’une courbe horizontale (q,u) : [0,1] — H d’action A(q,w) finie appartient a
H!' x L%(0,1;H). On a alors le théoréme suivant, dii & Bismut [Bis84].



1.4. ENSEMBLE DES COURBES HORIZONTALES 21

Théoréeme 1.3. L’ensemble QZ'(‘) des courbes horizontales (q,u) : [0,1] — H d’action finie, et
de point initial ¢(0) = qo, est une sous-variété de H' x L?(0,1;H).

Preuve. Nous nous contentons de prouver le résultat plus faible suivant : si (g, u) est un
systéme horizontal avec ¢ simple, alors on peut trouver une paramétrisation lisse de Q?I'é au
voisinage de (g, ) par un ouvert de L2(0,1; H) ou H est un espace vectoriel isomorphe & une
fibre de H. Pour la preuve complete incluant le cas ot ¢ a des intersections, voir I’appendice
D de [Mon02].

On fixe (q,u) € Q;'é,
U un voisinage de im(q) que 'on peut identifier, grace & une carte, & un ouvert de R?, ou d
est la dimension de M. Un tel ouvert sera appelé un systéme de coordonnées au voisinage de
im(g), et I'identification d’un tel ouvert avec un ouvert de R sera sous-entendue.

On peut alors définir une trivialisation H|;y ~ U x H de H au-dessus de U, ou H est un
espace vectoriel isomorphe a une fibre de H. Dans cette trivialistion, on peut identifier £ a
une application U — L(H,R%). On peut également identifier 4 & un élément de L?(0,1; H).

Dans ces coordonnées, on a toujours

Q(t) = fq(t)a(t)’ p.p. t € [Oa ”'

Les théorémes usuels de Cauchy-Lipshitz & parameétres dans le cas d’un champ de vecteur
intégrable en temps et lisse en espace (voir par exemple [Mon02|], appendice D, ou [Tré08§])
impliquent alors l'existence d'un voisinage U de u dans L?(0,1; H) tel que le probléme de
Cauchy

et on suppose que la trajectoire q est simple. On peut donc considérer

q(t) = Egpyul(t), q0)=q, uvel
ait une unique solution ¢ + q(¢, ), appartenant & H'(0,1;U). On appelle u + q(-,u) Uappli-
cation trajectoire. De plus, application U — H' x L?(0,1;H) définie par
uwel — (q(-u),u))

est lisse, injective et d’image localement fermée.
Dans le systéme de coordonnées U, la dérivée de l'application trajectoire u +— ¢q(-,u) en
u dans la direction du € L?(0,1; H), notée

0q = du(q(-,@)du € H'(0, 1 RY),
est donnée par la solution du probléeme de Cauchy linéaire sur [0, 1] suivant :
dq(t) = 0q(&q(ryu(t))dq(t) + &gy dul(t), dq(0) = 0. (1.3)

Notons qu'a u € H fixé, ¢ — 9y(&,u) est une application a valeur dans I'espace £(R?,RY) des
endomorphismes linéaires de R9.

La méthode de variation de la constante montre que la solution de cette équation est
donnée par

5q(t) = R(t) /0 " R(s) ey 0 0u(s)ds, (1.4)

ou R est la résolvante du systeme homogene, c’est-a-dire la courbe sur [0, 1] & valeurs dans
My (R) solution du probléme de Cauchy

R(t) = 04(&yuu(t))R(t), R(0) = I,

avec Iz la matrice identité.
On obtient finalement a la fois une paramétrisation locale et une carte d’un voisinage de
q dans sz). On a prouvé que Qg'é est localement une sous-variété immergée. On admettra que

Q;'é est bien une véritable sous-variété au sens global (pas d’auto-intersections par exemple).
O
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Remark 1.3. Cette preuve reste vraie telle quelle dans le cas de structures sous-riemanniennes
sur une variété M de dimension infinie, modelée sur un espace de Banach B. Il suffit de rem-
placer chaque occurrence de R? par B.

L’esprit de la preuve reste le méme lorsque ¢ n’est pas une courbe simple, mais certaines
difficultés techniques doivent étre surmontées, voir [Mon02]. Toutefois, la méthode pour sur-
monter ces difficultés ne se généralise pas a la dimension infinie.

Cela dit, les géodésiques minimisantes sont toujours simples, et les courbes horizontales
avec auto-intersection ne sont donc pas intéressantes quand il s’agit de calculer la distance
sous-riemannienne entre deux points. On travaillera donc uniquement au voisinage de courbes
horizontales simples a partir de maintenant.

Pour un systéeme U de coordonnées au voisinage de im(q), avec (¢, u) € Q?I'é fixé, on appelle
espace de controle induit par U une carte

UcL*0,1;H)
de Q;'é au voisinage de (g,u) obtenue comme dans la preuve ci-dessus.

Remark 1.4. Le choix d’un repeére (e, ..., ex) de M7, orthonormé par rapport a la métrique
sous-riemannienne g, permet d’identifier 2/ & un ouvert de L?(0,1; R¥), sur lequel

1 k 1 ; 1 k 1
Alg(-,w)) = 2;/0 (' (1))2dt = 2;/0 w®Tu(t)dt, weld C L2(0,1;RF).

Dans la derniére égalité, on a considéré u(t) € R¥ comme une matrice colonne de taille d de

transposée u(t)T.

1.4.2 Application point final

Définissons maintenant 'application point final, notée E, qui & un systéme horizontal
(q,u) € Q;'é associe le point final de sa trajectoire ¢(1). Cette application est lisse.
Pour ¢; élément de M, on note Q?z-é,zn = E7'({q1}) I'ensemble des systémes horizontaux
dont les trajectoires joignent qg et q1. Les géodésiques minimisantes de gy & g; sont alors
exactement les minimiseurs de A sur Q?]ém. Il est donc logique de chercher les points critiques
de la restriction de A a Q?z-é,qr

Toutefois, contrairement au cas riemannien, F n’est pas forcément une submersion de
Q?I'é sur M en tout point. Cela signifie que Q;-é,‘h n’est pas forcément une variété lisse, et que
I’'on ne peut pas appliquer le théoréme des extrema liés tel quel pour obtenir tous les points

critiques possibles : on doit rajouter la possibilité de points critiques, ou anormauz.

Lemme 1.1. Soient M une variété de Banach, F: M — R et G : M — M deuz applications
de classe C1. Soient q1 € M et u un élément de M qui minimise F sur I’ensemble G~ ({q1}).

Alors il existe py € T, M tel qu’au moins l'une des deuz possibilités suivantes soit satisfaite :

1. dF(u) = dG(u)*p1. On dit que py est le multiplicateur de Lagrange du probléme en wu.

2. dG(u)*p1 = 0 avec p1 # 0. Dans ce cas, u est un point critique de G, et G~ ({q1}) n’est
peut-étre pas une sous-variété réguliére au voisinage de u.

En effet, si on n’est pas dans le cas 2, dG(u) est surjective et on peut appliquer le théoréme
des extrema liés.

Nous nous intéressons bien entendu au cas M = Q%, F = A, et G = E. Pour utiliser
le lemme il nous faut donc calculer I’adjoint de dE. Pour cela, on a le résultat crucial
suivant. De nombreux résultats de cette these sont conséquences de variantes en dimension

infinie de la proposition suivante.
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Proposition 1.1. Soit (q,u) € Q;'é un systéme horizontal dont la trajectoire est simple. Soit
p1 € T;(I)M. On définit P € T(’; U)Q% par

P(6Q7 6“) = (qu7u)*p1 (6(]’ 6“) = p15Q(1)7 (6(15 6“) € T(q,u)Q;-é'

Soit U un espace de controles induit par un systéme de coordonnées U au voisinage de im(q),
identifié & un ouvert de RY.
Alors, dans ces coordonnées, on a

1
(dE, )" p1(5q, 6u) = /0 p(£)E, o ult)dt,

ou (q,p) € H' x HY(0,1;T*M) et p est l'unique solution sur [0,1] du probléme de Cauchy
linéaire adjoint

B(t) = 04(Eg(yu(®))"p(t) = =p(t)0y(§qryu(t)), p(1) = pr, (1.5)
ot on a identifié p(t) da une matrice ligne de taille d.

Remark 1.5. L’équation (1.5 dépend de la trivialisation H;;; = U x H choisie et du systeme
de coordonnées U. Ce lemme n’a donc de sens qu’en coordonnées.

Preuve. La preuve est une application directe de (1.4). En effet, si (dq, du) € Tiy ) Q?;é, alors

3q(t) = Og(&yyu()da(t) + Eypydu(t), pp.t€[0,1],  dq(0) =0.

De plus, dE(4,,(dq, du) = dq(1).

En conséquence,

1
(Oua(L,w)"PEw) = [ pIRORE gydult)dt,
ou R:[0,1] — My(R) est la solution du probléme de Cauchy linéaire
R(t) = 8(&qqryu(t))R(t),  R(0) = Ia.

Or p est solution de (1.5) si et seulement si p(t) = p1R(1)R(t)~!, ce qui implique notre
proposition. ]

Soit done U € L?(0,1;R*) un espace de contrdle induit par un systéme de coordonnées

U au voisinage de Im(q) et un repere othonormé (e1, ..., ex) de H ;. Soient aussi qo, 1 € M
H
et (q,u) € Q¢ . Dans ce cas, on a
IR
Alg.w) = Aw) = 53 [ @ v)ar
i=1

L’action A est donc lisse, de dérivée directionnelle

0

dA(u)6u = Xk: /0 () (1) dt = / ()T Su(t)dt.
1=1

En appliquant le lemme [I.T] et la proposition [I.I} on obtient une condition nécessaire pour
que la trajectoire ¢ de (g, u) soit une géodésique minimisante.



24 CHAPITRE 1. GEOMETRIE SOUS-RIEMANNIENNE EN DIMENSION FINIE

Lemme 1.2. Soit (q,u) un systéme horizontal dont la trajectoire q est simple et minimise
Uaction A sur Q?thql. Soit U C L*(0,1;R¥) un espace de contréles au voisinage de (q,u)
induit par un systeme de coordonnées U au voisinage de im(q) et un repére orthonormé de
Hy. Alors il existe p : [0,1] — T*M au-dessus de q et de classe H', tel que pour presque
tout t dans [0, 1],
p(t) = —p(t)9q(&qyult)),
et tel qu’au moins l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite.
1. Pour presque tout t,
u(t)” = & yp(t)-
En particulier, u(t) = (ul(t),...,u*(t)) € R¥ est enticrement déterminé par p(t), avec
u'(t) = p(t)€qm ei(a(t))-
2. p(0) # 0 (ce qui implique p(t) # 0 pour tout t), et p(t)§qr) = 0. Autrement dit,
Eqty(Hq)) = Agr) C kerp(t) pour tout t. Le systéme (q,u) est alors un point critique
de E. On dit que q est une trajectoire singuliére.

Remark 1.6. Bien que ce ne soit pas le sujet principal de cette these, les courbes anor-
males sont des objets tres étudiées en géométrie sous-riemannienne depuis que Montgomery
a montré [BRI6| l'existence de géodésiques singuliéres minimisantes qui ne satisfont pas
I’équatin hamiltonienne des géodésiques. Citons par exemple [CJT06], ou il est montré que,
génériquement, si la dimension de la distribution horizontale est au moins égale a 3, aucune
courbe singuliére n’est une géodésique. En revanche, si la dimension de cette distribution
est égale a 2, alors génériquement, I’ensemble des géodésiques singuliéres ne satisfaisant pas
I’équation hamiltonienne est un sous-ensemble de dimension d — 4 [L.S95].

Un probleme dans cette formulation est qu’elle dépend du choix de ’espace de controle.
Une formulation hamiltonienne, décrite dans la section[I.5] permet de donner une autre forme
a ces conditions, a la fois indépendante du repere et plus compacte.

1.5 Formulation hamiltonienne

1.5.1 Forme symplectique canonique, gradient symplectique

Définition 1.7. Une forme symplectique sur une variété N est une 2-forme différentielle
fermée w telle que
V(g,w) € TN, Jw' € TN, w(w,w') # 0.

L’espace cotangent T*M d’une variété M est équipé d’une forme symplectique canonique
w [Arn89]. Toute fonction f : T*M — R différentiable en (g,p) posséde alors un gradient
symplectique en (q,p), noté V¥ f(q,p) € TiqpT*M et défini implicitement par

Wigp) (V¥ f(a:p),-) = df (¢, p).

Soit U est un systéme de coordonnées dans lequel on note ¢ = (x!,...,2%). Alors U induit
un systéme de coordonnées canoniques

(¢,p) = (', ...,2% p1,...,pa) € U x (RH)*
sur 1" M|y. Dans ces coordonnées, on a
w(q,p) = dz* Ndpy + -+ + dz? A dpy.

On en déduit

V¥ f(a:p) = 9pf (¢,p), =4 (4, p)) € RY x (RT)".
Remarquons que 0,f est un élément de (R%)** | qui s’identifie canoniquement & R Ecrire
que O,f(q,p) € R? a donc bien un sens.
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Gradient symplectique partiel. Considérons maintenant un cas légerement plus com-
pliqué. Soit £ — M un fibré vectoriel sur M, et notons T*M @ & le fibré sur M dont la fibre

M
en g € M est la somme directe de Ty M et de &;. Soit f: T"M & & — R différentiable en un
M
point (qo, po, €o), et telle Je f(qo, po, €0) = 0 (rappelons qu'une dérivée partielle le long d’une
fibre peut bien étre définie de fagon invariante).

On peut alors définir un gradient symplectique partiel de f par rapport aux variables (g, p)
n (qo, po, €0). En effet, considérons une section lisse (¢, p) — e(q,p) du fibré

T"M & —T'M
M

au voisinage de (qo,po) telle que e(qo, po) = ep. Alors 'application f(q,p) = f(q,p,e(q,p))
est différentiable en (qg, po), et posséde donc un gradient symplectique. Celui-ci est donné en

coordonnées canoniques par
VO = (Opf + OcfOpe, —0yf — OefOye).
Comme aef(Q()?pOa 60) = 07

V¥ f(q0,p0) = (0pf (g0, Po, €0), — g f (g0, Po, €0)),

qui ne dépend pas de la section e. On note V¥ f(qo,po, e0) € T
Pappelle le gradient symplectique partiel de f en (qo, po,€o)-

%
a.p0) LM ce vecteur, et on

1.5.2 Hamiltonien

Définissons maintenant les hamiltoniens H* : T*M & H — R, avec A égal & 0 ou 1, par
M

A
Hq,p,u) = péeu — o 9a(t, ).

Soit alors un systéme de coordonnées U sur M identifié & un ouvert de R%, et eq,..., e, un
repere orthonormé de H ;7. Dans ces coordonnées, on a

Ma,p,u Z u'péqei(q
De plus, dans des coordonnées canoniques sur 7 M)y, on peut écrire
8qH)\(q7p7 U) :paq(fqu) € (Rd)*
3pH’\(q,p, u) = &qu e T,M
8uH)\(Q7p7u) :é.(}kp_uT S H;
Remark 1.7. En particulier, ,H® = 0,H" et 9,H° = 9,H".

On en déduit la reformulation suivante du lemme qui est un cas particulier du fameux
principe du maximum de Pontryagin [PBGM64].

Théoréme 1.4. Soit (q,u) un systéme horizontal minimisant l'action A sur qu q - Alors, il
existe (p, \) # (0,0), o p:[0,1] — T*M de classe H' et A\ =0 ou 1 tels que
{ 0 = 8uH)\(Q(t)’p(t)7u(t))a
(), p() = VYHMq(t),p(t), u(t)).
SiA=0, alors p(t) # 0 et Ay = &gy (Hq(r)) C kerp(t) pour tout t et (q,u) est un point
singulier de E : la trajectoire q est szngulzere (ou anormale).
Si A = 1, alors u est enticrement déterminé par p, de telle sorte que gy (u(t), ) =

§g(t)p(t). On dit que la courbe (q,u) est une géodésique normale.

Cette formulation, elle, est indépendante du systeme de coordonnées et du repere.
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1.5.3 Réciproque partielle

Le principe du maximum ne se généralise pas a la dimension infinie, car, comme on
I’évoquera dans la section le lemme [1.1] n’est pas vrai en dimension infinie. En revanche,
ce lemme admet la réciproque partielle qui, elle, reste vrai en dimension infinie. Commencons
par une définition.

Définition 1.8. Soit M une variété de Banach, D C M, et F : M — R de classe C*. On
dit que u € M est un point critique de F' sur D si, pour toute courbe s — ugs € D dérivable

en 0 et telle que ug = u, on a
d

£F(us)|‘9:0 = 0
Le résultat suivant est trivial.
Lemme 1.3. Soient M, M’ deuz variétés de Banach, F : M — R, G : M — M’ deux

applications de classe C', qi un élément de M’ et u un élément de M.

1. Sl existe p1 # 0 € T;l./\/l’ tel que dG(u)*p1 = 0, u est un point singulier de G, au
sens o dG(u) n’est pas surjective, et G=1({q1}) n'est donc peut-étre pas une variété au
votsinage de u.

2. S’il existe py € Ty M’ tel que
dF(u) = dG(u)*p1,
alors u est un point critique de F sur G=1({q1}). On dit que p; est le multiplicateur de
Lagrange du probleme en u.
Appliqué a notre cadre, on obtient la proposition suivante.

Proposition 1.2. Soit (q,u) : [0,1] — H un systéme horizontal. Supposons qu’il existe
(p,A) # (0,0), ot p: [0,1] = T*M, de classe H' avec p(t) € Tq*(t)M, et A =0 ou 1, tels que
{ 0 = 3uHa(t),p(t), u(t)),

(@), p(1) = VHq(t), p(t), u(t)),

Alors, si A =0, p(t) # 0 pour tout t et (q,u) est un point singulier de E.

Si A =1, alors (q,u) est un point critique de A sur QZOM(I)'

Les géodésiques normales sont donc des points critiques de I'action & extrémités fixées.

1.6 Hamiltonien réduit et équation hamiltonienne des géodési-
ques

Dans cette section, on va voir que les géodésiques normales minimisent l'action & extrémités

fixées, c’est-a-dire que ce sont bien des géodésiques. De plus, en utilisant le hamiltonien nor-

mal (ou, plus simplement, le hamiltonien), on va voir pouvoir donner toutes les géodésiques

normales en résolvant une équation différentielle sur T M.
Soit (gq,p,u) € T*M & H. Alors I'équation 0, H'(q,p,u) = §qp — gq(u,-) = 0 admet une
M

unique solution u(q, p), lisse en (g, p). On obtient g,(u(q,p),u(q,p)) = p&eu(q,p), ce qui nous
permet de définir le hamiltonien normal h : T*M — R par la formule

h(g,p) = H'(q,p,u(q,p)) = %péqU(q,p)-

Dans ce cas, V¥h(q,p) = V¥H(q,p,u(q,p)), qui est bien défini car 9, H'(q,p,u(q,p)) = 0.
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Remark 1.8. Comme H' est strictement concave par rapport a u & (g, p) € T*M fixé, on a

1
Mg, p) = max H'(q,p,u) = max (péqu — 5.9(u, ).
Théoréeme 1.5. Géodésiques normales.
Soit (qo,po) € T*M. Il existe une unique courbe mazimale (q,p) : I 5 0 — T*M de classe
Hlloc, telle que
(4(t),p(t)) = V¥h(q(t),p(t))  p.p. t€10,1].

Alors q est la trajectoire du systéme horizontal (q,u(q,p)), et est une géodésique : elle mini-
mise localement la longueur a extrémités fixes. De plus,

t = gy (ula(t), p()), ula(t), (1)) = ld(t)l50

est constante.
On dit que (q,p) satisfait I’équation hamiltonnienne des géodésiques.

La preuve est assez longue, et on ne la détaillera pas car nous allons prouver une version
plus générale en dimension infinie. Pour des preuves en dimension finie, voir le chapitre 1 de
[Mon02] pour le cas ou £ est injective, et le chapitre 17 de [AS04] pour le cas général.
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Chapitre 2

Géométrie sous-riemannienne en
dimension infinie

Dans ce chapitre, nous décrivons nos travaux les plus récents. Comme le papier correspon-
dant est encore en cours de rédaction, nous fournissons les preuves completes des résultats
nouveaux énonces.

Le but principal est d’étendre la géométrie sous-riemannienne a la dimension infinie. Pour
des applications & venir, nous voulions considérer un cas trés général. Par exemple, il était
important d’avoir la possibilité d’étudier une distribution A de sous-espaces tangents qui ne
soit pas fermée dans le fibré tangent.

Pour cela, nous commencons par définir les structures sous-riemanniennes par le biais
de fibrés tangents relatifs, comme dans la section Puis, apres avoir mentionné une
généralisation déja connue du théoréeme de Chow-Rashevski, nous donnerons des exemples
simples qui montrerons quelques-unes des difficultés qui peuvent apparaitre en dimension
infinie.

On s’attaquera ensuite a la recherche des géodésiques. Les structure sous-riemanniennes
faibles posent particulierement probléme, car I'équation 9,H' = 0 n’a pas toujours de so-
lution, et le hamiltonien normal n’est donc pas défini sur tout l’espace cotangent de notre
variété. Il nous faudra introduire des sous-fibrés vectorielles dense dans celui-ci, appelés fibrés
cotangents relatifs, sur lesquels 9, H! = 0 a toujours des solutions. On devra se restreindre &
de tels fibrés pour résoudre ’équation hamiltonienne des géodésiques.

On prouvera ensuite notre résultat principal : les courbes satisfaisant cette équation hamil-
tonienne sont des géodésiques locales. On appliquera ces résultats & un exemple de géométrie
sous-riemannienne faible sur le groupe des diffSomorphismes de R? de classe de Sobolev H?,
s>144d/2.

Quelques exemples de structures sous-riemanniennes fortes sont traités plus en détails
dans les prochaines parties et dans les preprints [ATTY13| [AT].

2.1 Définitions

En dimension infinie, alors que la géométrie riemannienne est tres étudiée [EM70, [KM97,
Cla09], avec par exemple des applications en mécanique des fluides [EM70, MP10], le cas
sous-riemannien est un domaine tres peu exploré. On a tout de méme quelques résultats
de contrdlabilité dans le groupe des difféomorphismes par Agrachev et Caponigro [AC09|.
Une pré-publication de Grong, Markina et Vasil’ev, disponible sur arxiv [GMV12], calcule
certaines géodésiques dans le cas particulier d’une distribution réguliere A de sous-spaces
tangents fermés, admettant un fibré supplémentaire lisse et fermé, et dont la métrique est la
restriction d’une métrique riemannienne faible admettant un flot géodésique.

29
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2.1.1 Structure sous-riemannienne sur une variété de Banach

Soit donc M une variété de Banach. On définit une structure sous-riemannienne sur M
de facon analogue a la dimension finie (définition [1.5)).

Définition 2.1. Une structure sous-riemannienne sur une variété de Banach M est un
triplet (H,&,g), ou H est un fibré vectoriel lisse de Banach sur M, £ est un morphisme lisse
de fibrés vectoriels de H sur M (donc (H,&) est un espace tangent relatif sur M), et g est
une métrique riemannienne lisse sur H, c’est-a-dire que g définit sur chaque fibre Hq une
forme bilinéaire symétrique définie positive.

Une premiére différence avec la dimension finie est la dichotomie entre le cas des structures
dites fortes, et celui des structures faibles.

Définition 2.2. Une structure sous-riemannienne (H,&,g) sur une variété de Banach M
est dite forte si la topologie intrinseque des fibres Hy coincide avec la topologie définie par
gq pour tout ¢ € M. Dans ce cas, (hq,gq) est un espace de Hilbert. Elle est dite faible dans
le cas contraire.

Remark 2.1. C’est une dichotomie bien connu dans les variétés riemanniennes de dimension
infinie [KM97, [Cla09]. Comme nous le verrons plus tard, un des principaux obstacles pour
obtenir des géodésiques est que, pour une métrique faible, I’équation

gq(u,) = &p (2.1)

n’a pas toujours de solution, puisque I'opérateur u — g4(u,-) n’est pas forcément surjectif de
Hq sur Hy.

Dans toute la suite, on fixe M une variété de Banach lisse équipée d’une structure sous-
riemannienne (#,§, g). On notera également A = {(H) C T'M.

2.1.2 Courbes horizontales, action et longueur

Pour faire plus simple, on va se restreindre aux courbes horizontales de classe de Sobolev
H'. Une courbe ¢ € H'(I; M), I intervalle, est horizontale s’il existe (q,u) € H' x L*(I; H)
au-dessus de ¢ tel

q(t) = &uyult), p.p-tel

Remark 2.2. Lorsqu’on note (q,u) € H' x L?(I; H), cela signifie que u est de carré intégrable
pour la topologie de Banach intrinséque sur H, et non au sens de la métrique g.

On appelle un tel couple t € I — (q(t),u(t)) € H un systéme horizontal, ¢ sa trajectoire
et u son contrdle. On définit également la longueur

Ligw) = [ \Jaqo (@), u)dt,

et I'action 1

Alg:u) =5 [ 9o (u(t), u(t))dt

d’un tel systeme, ainsi que ’action

AM(q) = inf A(q,u),

u, (g,u) horizontal

et la longueur
LM(g) = inf  L(q,u)

u, (q,u) horizontal

de toute courbe horizontale, comme en section (1.2
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Remark 2.3. Il n’existe pas forcément de contrdle u tel que AM (q) = A(g,u), contrairement
a ce qu'il se passe en dimension finie. Toutefois, si un tel u existe, il est unique, déterminé
pour presque tout ¢ par

Yv € ker fq(t), gq(t)(u(t), ’U) =0.
Pour étre assuré de 'existence d’un tel u, il faut que ker £ admette un fibré supplémentaire
orthogonal (ker £)*. C’est par exemple vrai pour une structure forte, ou si & est injective.

2.1.3 Distance sous-riemannienne

On peut de méme définir la distance sous-riemannienne d(qp,q1) comme 'infimum des
longueurs des systémes horizontaux dont la trajectoire relie qo et ¢q1. Toutefois, d n’est a
priori qu’une semi-distance lorsque la structure est faible : on peut éventuellement avoir

d(qo,q1) =0 et qo # q1.

Proposition 2.1. Pour une structure forte, la topologie induite par d est plus fine que la
topologie intrinséque de M. En conséquence, c’est une vraie distance :

Vago #q1 € M, d(qo,q1) > 0.

Preuve. Soient qo € M et U un systéeme de coordonnées au voisinage de qp, identifié & un

ouvert d’un espace de Banach (B, || -||g) dans lequel gg est identifié a 0. Il faut montrer qu’il
existe C' > 0 tel que pour tout £ > 0 assez petit, et pour tout ¢; € U tel que ||q1]|p = ¢,
d(07 ql) Z Ce.

On trivialise H |y ~ U x H au-dessus de U. Comme ¢ est continue, il existe alors g, C' > 0
tels que

V(gu) eUxH, |dl<eo = Clléullp < /gq(u,u) (2.2)

Soit ¢1 tel que ||q1]|B = € < €0. On va montrer que tout systéme horizontal dont la trajectoire
relie qp et g1 a une longueure supérieure a Ce.

Soit I = [a, b] un intervalle de R, et (¢,u) : I — H un systéme horizontal tel que g(a) = qo
et ¢(b) = ¢1. Comme q est continue, il existe au moins un ¢ € [a, b] tel que ||q(t)||p = . Soit .
le premier d’entre eux. Pour tout ¢ € [a, t.], on obtient ||q(t:)||p < &. On peut donc appliquer

(2.2) et obtenir
le
Ce=Cla(t)ls < | Clléyu(t)dt|dt

< [ oo Ot atl s
< L
< I

Ha,te]vu\[a,tg])

q
q,u).

2.1.4 Géodésiques locales

On définit un nouveau type de géodésiques n’ayant d’intérét qu’en dimension infinie et
pour des structures faibles.

Définition 2.3. Une géodésique locale est une courbe horizontale q : I — M telle que,
pour to < t1 assez proches, il existe un voisinage U de q([to, t1]) tel que q|, 4, minimise la
longueur parmi toutes les courbes horizontales a valeurs dans U reliant qy et q1.

Dans le cas d’une structure faible, une géodésique locale n’est pas forcément une géodésique
au sens habituel, méme dans le cas riemannien [Cla09]. En revanche, si la structure est forte,
on voit facilement que les deux notions coincident en utilisant la méme méthode que dans la
preuve de la proposition [2.1
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2.2 Un équivalent au théoreme de Chow-Rashevski

Dans toute la suite, on fixe M une variété de Banach lisse équipée d’une structure sous-
riemannienne (H,§, g). On notera également A = {(H) C TM.

Soit g9 € M. L’orbite Oy, de qo est I'ensemble des points qui peuvent étre joints a g
par une courbe horizontale. Autrement dit, Oy, = {q € M, d(qo,q) < +o0}. Bien entendu,
q1 € Oy, si et seulement si Oy, = Oy, .

Soit L I'algebre de Lie des champs de vecteurs sur M engendrée par les champs de vecteurs
tangents a A en tout point. On définit pour ¢ € M

L,=1{X(q), X € L} C T,M.

Pour un sous-ensemble quelconque D de M, on définit T;,D l'ensemble des vitesses initial
possibles de courbes C!' sur M partant de ¢ et qui restent dans D. On vérifie facilement, par
la méme méthode qu’en dimension finie, que £, C T,0,.

Toutefois, comme O, n’est a priori pas une sous-variété immérgée, on ne peut pas en
déduire que £, = T; M pour tout g dans M implique Oy = M. Ce théoreme serait de toute
facon peu utile : comme L est défini de fagon algébrique par récurrence, il est trés rare que
Lg soit fermé dans T, M. Par contre, il a été montré le résultat de controlabilité approché
suivant.

Proposition 2.2. [DS8(] Si Lyest dense dans Ty M pour tout q, alors toutes les orbites sont
denses dans M.

2.3 Un exemple de structures sous-riemannienne forte : le
produit de groupes de Heisenberg

On rappelle [Mon02, [CDPT07, BR96] que le groupe de Heisenberg H est égal & R? muni
de la structure sous-riemannienne (R3 x R? ¢, g), ou

9q(u, v;u,v) = u? +0%, (¢, u,v) € R3 x R?,

et
0 o 1 B
5(967?;,2) (u7 ’U) - U% + 'Uaiy + E(Ux — uy)a

On note A™ laction associée sur les courbes horizontales, et d' la distance sous-riemannienne
induite. On a

1
S 47+ [2]) < d(0, (2,,2)) < C® + 97 + |2])

pour un certain C' > 0 (voir [Mon02, BR96]).

On consideére maintenant M = ¢?(N,R?) I’espace des suites de triplets ¢ = (2, Yn, 2n)nen
réels de carré sommable. C’est un espace de Hilbert pour la norme ¢2.

On définit sur M la structure sous-riemannienne (H,&, g) suivante : H = M x H, ou
H = (%(N,R?) est l'espace des suites © = (uy, Vn)nen de couples réels de carré sommables,

o
gq(u,u) = Z u% + vTZL,
n=0

et

> 0 0 1 0
Equ = Zun% + Unaiyn + 5(1)”%” - unyn)g

i=0 n n
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Les champs de vecteurs horizontaux sont des C*°(M )-combinaisons (de carré sommable en
chaque point) des champs X, Yy, ..., ou

0 1 0 0 1 0

Xn= — — 2y Y= g
" Oy, Qyn&zn’ " 8yn+2$n8zn’

n € N.

De plus, Z,, = [X,,Y,] = %, donc L, > Xo(q), Yo(q), Zo(q), - . ., est dense dans T, M. Donc
toutes les orbites sont denses.

Toutefois, si ¢ = (Zn, Yn, 2n)nen : [0,1] — M est une courbe horizontale, alors ¢, =
(T, Yn, 2n) : [0,1] — R3 est une courbe horizontale pour la structure sous-riemannienne
usuelle du groupe de Heisenberg H sur R3. De plus, on a

A () = 3 A% (g ).

n=0
On en déduit aisément que, pour tout ¢ = (zn, Yn, 2n)nen € M,

1 [ee] [ee]
e (Z 2 +y2 + |an> <d(0,9)? <C (Z 22 +y2 + |an> :

Cela implique que Oy = £2(N,R?) x £}(N,R), qui est un sous-espace stricte de ¢?(N,R?). De
plus, la topologie induite par d sur Oy coincide avec celle de £2(N, R?) x /(N,R), qui est plus
fine que celle induite par M.

Remark 2.4. La structure (H, &, g) se restreint en une structure sous-riemannienne lisse sur
M' = 2(N,R?) x /}(N,R). En se restreignant & M’, on grossit I'espace cotangent, puisque

((N,R?) x 1(N,R))* = £2(N,R?) x (~°(N,R) D /*(N,R?)*.
On trouvera donc "plus” de géodésiques normale en se restreignant a M.

Remark 2.5. Si on procéde de la méme maniére dans M = ¢2(N, R*), avec une structure de
produit infini de groupes de Engel (voir [Mon02]), variété sous-riemannienne E de dimension
4 sur laquelle la distance d® vérifie

1
@y Tl + [w*?) < d*(0, (2,9, 2))* < C'(2® + 4 + 2] + [w]*?),

on trouve que, sur M,

1 oo oo
o (Z To + Yn + 2l + \wn|2/3> <d(0,9*<C (Z To + Yn + 2l + lwn|2/3> -
n=0 n=0

On obtient donc Oy = (2(N,R?) x (1(N,R) x £2/3(N,R), et la topologie coincide avec celle
induite par d®. Dans ce cas, I'orbite n’est donc méme pas un espace localement convexe.

2.4 Application point final en dimension infinie

Dans toute la suite, on fixe M une variété de Banach lisse équipée d’une structure sous-
riemannienne (#,£, g). On notera également A = £(H) C T M.

Rappelons que Qzlf) est ’ensemble des systémes horizontaux sur [0, 1] partant de gg. On a
vu qu’en dimension finie, Q;“é est une sous-variété de H' x L2(0,1;H), elle-méme dotée d’une
structure de variété de Hilbert. Toutefois, ce n’est plus forcément le cas en dimension infinie.
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L’espace H' x L%(0,1;H) n’est pas toujours muni d’une structure naturelle de variété.
En effet, pour construire une telle structure, il faut que M admette une ”addition locale” :
un difféomorphisme lisse d’un voisinage de la section nulle dans T'M sur un voisinage de la
diagonale dans M x M qui envoit la section nulle sur la diagonale. C’est le cas, par exemple,
lorsque M admet une métrique riemannienne possédant une connection de Levi-Civita lisse.
Voir [KM97] pour plus de détails. Pour la méme raison, Q;'é n’est pas forcément muni d’une
structure de variété.

En revanche, dans le cas ou la trajectoire ¢ de (¢, u) € Qzlf) est simple, on peut reprendre
mot & mot la construction décrite dans la preuve de la proposition|1.3] remplagant simplement
chaque occurrence de R? par l'espace de Banach B sur lequel est modelé M. Cela permet de
définir un espace de contrdle U qui donne une paramétrisation lisse de Qg’é au voisinage de
(g, w), induit par un systeme de coordonées U au voisinage de im(q). Dans cette construction,
U est identifié & un ouvert de L?(0,1; H), ot H est un espace de Banach isomorphe aux fibres
de H.

De plus, on obtient une application trajectoire lisse 4 — H'(0,1;U), qui au controle
u € U associe la trajectoire ¢(-,u). La dérivée en u dans la direction du € L?(0,1; H) de
cette application, notée dq, est donnée par 1'unique solution sur [0, 1] du probléme de Cauchy
linéaire _

Balt) = 0u(Eyu(t)da(t) + Eyqpdult),  59(0) = 0.
Dans ce cas, dire que la restriction de F & U est lisse a bel et bien un sens, et on peut 'utiliser
pour déterminer les courbes minimisant ’action a extrémités fixées et dont la trajectoire reste
dans U. On obtient ainsi les mémes formules pour ’application adjointe de sa différentielle.

Proposition 2.3. Soit (q,u) € Q?I'é avec q est simple. On considére un certain p1 € T;(l)M.

On définit P € T(Z,U)sz-é par

P(0q,0u) = (dEq.)"p1(dq, du) = p1dq(1).

Soit un espace de contréole U induit par un systéme de coordonnées U au voisinage de im(q)
correspondant.
Alors on a

1
(dE(gu))"P1(3¢,0u) = /0 P(t)Eg)ult)dt,

ou (q,p) € H' x HY(0,1;T*M) et p est l'unique solution sur [0,1] du probléme de Cauchy
linéaire adjoint
P(t) = 9y(&qyu())"p(t),  p(1) = p1. (2.3)

La preuve est identique a celle du lemme (1.1

2.5 Absence de principe du maximum en dimension infinie

En dimension infinie, le lemme donnant des conditions nécessaires de minimisation
contrainte est fausse : il faut rajouter une troisieme possibilité. En effet, soient M et M
deux variétés modelées sur des espaces de Banach. Soit G : M — M et F': M — R, deux
applications de classe C!. Soit 1 € G(M) C M, et u € G~ ({q1}), minimiseur de F sur
G 1({q1}). Dans ce cas, application Q : v € M — (G(u),F(u)) € M x R est également
de classe C!, et sa différentielle en @ n’est pas surjective (sinon, comme @ serait alors une
submersion en %, on pourrait trouver (¢i,a) € Q(M) avec a < F(u)). Il y a alors deux
possibilités : soit im(dQ(u)) est dense dans Ty, M x R, soit elle est incluse dans un sous-
espace strict fermé de T, M x R (on dit qu’il est de codimension positive). Le premier cas est
équivalent a dire que ker(dQ(u)*) = {0}, est n’est possible que si M est de dimension infinie.



2.6. GEODESIQUES NORMALES ET COURBES SINGULIERES 35

Dans le second cas, il existe (p1,A) # (0,0) € T;; M x R tel que A\dF'(u) = dG(u)"p1, et on

1

peut normaliser (pi, A) A de telle sorte que A € {0, 1}.

Lemme 2.1. Soient M wune variété de Banach, et ' : M — R et G : M — M deux
applications de classe C*. Soient q1 un élément de M et u un élément de M qui minimise I
sur l’ensemble contraint G=1({q1}). Alors une et une seule des deux possibilités suivantes est
satisfaite :

1. L’image de (dG(u),dF(u)) est incluse dans un sous-espace fermé strict de Ty, M x R.
1l (p1, A) # (0,0)tel que
dG(u)*p1 = AdF (u).

Si A =1, on dit que u est un minimiseur normal, et p1 est appelé le multiplicateur de
Lagrange associé d w. Si A = 0, im(dG(u)) de codimension positive : on dit que u est
un minimiseur singulier.

2. L’image de (dG(u),dF(u)) est un sous-espace strict dense de Ty, M x R. On dit que u
est un minimiseur élusif de F sur G=({q1}).

Le deuxiéme cas n’apparalt qu’en dimension infinie. Il s’agit d’une difficulté connue en
contrble optimal de dimension infinie, qui explique I’absence de principe du maximum de
Pontryagin. Voir par exemple [LY95].

Il est intéressant de remarquer que méme dans les exemples (non-triviaux) les plus simples,
comme dans le cas d’un produit infini de groupes de Heisenberg (section , I'image de
la différentielle de l'application point final est toujours un sous-espace dense strict. En
conséquence, toutes les courbes horizontales qui ne sont pas des géodésiques normales sa-
tisfont la condition 2. Cette condition ne donne donc aucune information particuliere sur un
minimiseur qui est dans le cas 2.

Il est donc inutile d’espérer utiliser ce résutat pour obtenir un principe du maximum
comme le théoréme pour donner de bonnes conditions nécessaires pour qu’une courbe
soit une géodésique.

Remark 2.6. Ce probleme est lié a un défaut topologique de M : la topologie finale induite
par I sur Oy, est souvent plus fine que la topologie héritée de M. T M n’est donc pas assez
7gros”.

Une maniere de rajouter de rendre normaux ou singuliers certaines géodésiques élusives
est de considérer une sous-variété de Banach M’ — M dense, avec ¢y € M’ sur laquelle
A, C TyM' C T;M. Dans ce cas, /4, C M’ et (H|ap, &y, 0 9pp,, ) €st une structure sous-
riemannienne sur M’. Comme U'inclusion T,M" < T, M est dense et continue, la topologie de
T, M’ est plus fine que celle de Ty M, et il est donc "plus difficile” d’étre un sous-espace dense
de T;M' x R, ce qui nous permet d’obtenir plus de minimiseurs normaux et singuliers avec
la condition 1. Dans le cas du produit infini du groupe de Heisenberg, Oy lui-méme est une
sous-variété immergée dense, avec en plus une topologie qui coincide avec celle induite par la
distance sous-riemannienne.

2.6 Hamiltoniens, géodésiques normales et courbes singulieres

Malgré I'absence d’un principe du maximum de Pontryagin, on peut donner des conditions
suffisantes pour qu'une courbe horizontale soit singuliere ou soit un point critique de 'action
a extrémités fixées. En effet, rappelons que la réciproque partielle du lemme [I.1], donnée dans
le lemme [1.3] reste valable en dimension infinie. Grace a la proposition [2.3] on en déduit
immédiatement le résultat suivant, comme en dimension finie.

Cela va nous permettre de généraliser la proposition [I.2] & la dimension infinie.
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2.6.1 Forme symplectique faible sur 7% M

Sur une variété de Banach, il y a deux catégories de formes symplectiques : les formes
symplectiques fortes et les formes symplectiques faibles.

Définition 2.4. Une 2-forme w sur une variété de Banach N est dite symplectique faible
si elle est fermée et si lopérateur v — wq(v,-) est injectif de TyN sur TyN pour point
tout ¢ € N. Elle est dite symplectique forte lorsque cet opérateur est également surjectif
|KM97).

Un vecteur v est le gradient symplectique d’une fonction f en un point ¢ si on a df (¢q) =
wq(v,-). Si w n’est pas forte, contrairement & la dimension finie, une fonction différentiable
en ¢ n’admet pas forcément de gradient symplectique.

L’espace cotangent T*M a une variété de Banach M modelé sur un espace de Banach
B possede une forme symplectique faible canonique w. En coordonnées canoniques (¢q,p) €
B x B* on a

Wigp) (00, p; 8¢, 8p") = dp(6q") — dp' (3q).

Remark 2.7. En particulier, la forme symplectique canonique w sur T*M est forte si et
seulement si B est reflexif.

Ainsi, une fonction f : T*M — R différentiable en (qo,po) € T*M admet un gradient
symplectique V¥ f(qo,po) si et seulement si 9, f(q,p) appartient a T, M a travers l'identifica-
tion Ty M = j(T,M), ot j : TyM — Ty*M est I'injection canonique de 7;M dans son bidual.
Dans ce cas, dans un systéme de coordonnées canoniques, on obtient

V¥ f(q0,p0) = (Opf(q0,10); —0qf(qo,P0))-

Soit maintenant £ un fibré vectoriel sur M et f : T*M @ & est différentiable en (qo, po, €0). Si
M

Oc f(qo,p0,€0) =0

et
apf(Q(]apOa 60) € T(qo,po)Ma

alors, comme en dimension finie, f possede un gradient symplectique partiel V¥ f(qo, po, €o) €

T4 ,po LM, donné dans un systeme de coordonnées canoniques par

V¥ f(q0,po, €0) = (9pf(qo, Po, €0), —0qf (g0, po, €0)) € B x B*.

2.6.2 Hamiltoniens

Soit A € {0,1}. On définit les hamiltoniens H» : T*M @ H — R par
M

A
H)\(qap7 U) = Hl(q7p7 U) = pfqu - qu(u7 U)
Alors H?* est lisse, et
3pH/\(q,p, u) = §qu € Ty M.

Donc 0,H Mg, p,u) s'identifie toujours & un élément de T,M a travers l'injection canonique
TyM < Ty*M. En particulier, des que 0, H (g, p,u) = 0, H posséde un gradient symplectique
partiel en (q,p, u).

En utilisant rigoureusement le méme raisonnement que dans le cas de dimension finie,
c’est-a-dire en combinant les lemmes et les valeurs des dérivées partielles de H*, on
obtient le résultat suivant.
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Proposition 2.4. Soit (q,u) un systéme horizontal dont la trajectoire q est simple, et U un
espace de contriles au voisinage de (q,u). Supposons qu’il existe (p, A) # (0,0), oup: [0,1] —

T*M est de classe H' avec p(t) € T;M pour tout t et A € {0,1} tel que

{ 0 = 8uH)\ q(t),p(t),u(t)),
(1), p(t) = VHMq(t), p(t), u(t)),

—- Si A =0, alors, pour tout t € [0,1], p(t) # 0, §;(t)p(t) = 0 et l'image de dE g, est
contenue dans un sous-espace fermé strict de TyqyM. On dit que q est une courbe
singuliere.

- Si A =1, alors (q,u) est un point critique de A sur QZ,{(O) (1) NU. On dit que q est une

b
q
géodésique mormale.

2.7 Espaces cotangents relatifs

L’étape suivante est de montrer que les géodésiques normales sont des géodésiques locales
(voir définition [2.3]). Le probléme est que cela requiert I'utilisation d’'un hamiltonien normal,
qui lui-méme nécessite de résoudre en u 1’équation

aqu(q’p7 u) = f;P - gq(u7 ) =0

pour tout (q,p) € T*M. Or, si la structure est faible, cette équation peut ne pas avoir de
solution. Pour remédier & ce probléme, on est obligé de restreindre H' & un sous-fibré dense
de T* M, appelé fibré cotangent relatif adapté, sur lequel cette équation peut se résoudre.

2.7.1 Fibré cotangent relatif

Définition 2.5. On appelle fibré cotangent relatif un fibré vectoriel d’espaces de Banach
T*M sur M qui est aussi un sous-fibré dense de T* M avec inclusion continue.

On note encore H' la restriction du hamiltonien a 7*M, qui est toujours lisse. On dit
que T*M est adapté a la structure (H,§,g) si I'équation en u

OuH (q,p,u) = &p — gqlu, ) = 0.

a une solution pour tous (q,p) € 7M. Dans ce cas, cette solution est unique, et on la note
u(q,p). Cela nous permet de définir le hamiltonien normal h : T*M — R correspondant par

h(g,p) = H'(¢,p,u(g,p)) = %quU(q,p) = %gq(U(q,p),U(q,p))-

Remark 2.8. Supposons que H soit un sous-fibré fermé de TM et & V'inclusion, et que g
soit la restriction d’'une metrique riemannienne faible g sur TM. Alors, si H admet un fibré
un supplémentaire orthogonal fermé, 7*M = T'M avec 'injection TM — T*M définie par
v — g(v,-) est un fibré cotangent adapté.

Dans ce cas, u(q,g(v,-)) = u(q,v) est la projection orthogonale de v sur #H,. C’est ce qui
est utilisé de fagon implicite dans [GMV12], et de facon explicite dans [MMO7] pour certaines
structures riemanniennes sur des espaces de sous-variétés.

Remark 2.9. Bien entendu, pour une structure forte, 7*M lui-méme est un fibré cotangent
relatif adapté.
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2.7.2 Forme symplectique canonique faible sur 7*M et gradient symplec-
tique

Fixons un fibré cotangent relatif 7*M sur M. Alors la forme symplectique canonique w
sur T* M se restreint a une forme symplectique sur 7M.

Lemme 2.2. La restriction de la forme symplectique canonique w de T*M da 7™M, c’est-
a-dire son tiré en arriere par linclusion 7™M — T*M, est une forme symplectique faible,
encore notée w.

Preuve. La restriction de w a 7*M est fermée car w est fermée. De plus, pour tout (gq,p) €
"M, Tiqp7 M est dense dans Ty ,T*M par définition d’un fibré cotangent relatif. Donc si
W(g,p)(0q,6p; -, +) s’annule sur Ty, ,7* M, elle s’annule sur T, ,7*M et donc (dq,dp) = 0. O

Une fonction f : 7*M — R différentiable en (q, p) posséde alors un gradient symplectique
si et seulement si

1. la dérivée partielle 0, f(q, p) s’identifie & un vecteur tangent de T, M a travers 'injection
canonique de Ty M dans T,*M C (7*M)*.

2. Dans un systéme de coordonnées canonique U C B x B* autour de (g,p) dans T*M,
la dérivée partielle 9, f(q,p), appartient au sous-espace dense 7, M de Ty M. Si 7" M =
T*M, comme dans le cas d’une structure forte, cette condition est toujours vérifiée.

De méme, une fonction f : 7*M & H — R admet un gradient symplectique partiel en
M

(q,p,u) si et seulement si les deux conditions précédentes sont satisfaites et si 9, f(q, p, u) = 0.

2.7.3 Le cas du hamiltonien

On a déja vu que 8pH1 (g, p, u) peut toujours s’identifier au vecteur ,u. Ainsi, H' possede
un gradient symplectique partiel sur 7*M en un point (q,p,u) tel que 9, H(q,p,u) = 0 si et
seulement si

1
OgH' (a9, 1) = 5 0q0q () — Og(Equ)'p € 75 M.

Dans ce cas, le hamiltonien réduit » admet également un gradient symplectique, donné par

V¥h(q,p) = V*H'(q,p,u(q,p)) = (éqU(q,p), %ang(U(q,p% u(q,p)) — 3q(§qU(q,p))*p) :

2.8 Equation hamiltonienne des géodésiques normales sur un
espace cotangent relatif adapté

On a maintenant tous les outils nécessaires a la preuve de notre résultat principale sur
les géodésiques sous-riemanniennes en dimension infinie. Commencons par la proposition
suivante, conséquence im-médiate de la proposition

Proposition 2.5. Géodésiques normales Soit 7*M un espace cotangent relatif adapté
a (H,€,9) sur M. On suppose que Uapplication (q,p) — u(q,p) est de classe Ct, et que le
hamiltonien réduit h : 7™M — R posséde un gradient symplectique V“h en tout point, et que
ce champ de gradient est de classe C'.

Soit (qo,po) € 7M. Alors il existe une unique courbe mazximale (q,p) : I >0 — T*M de
classe H}. ., avec I un intervalle, telle que (q(0),p(0)) = (qo,po) et (q,p) satisfasse I’équation
hamiltonienne des géodésiques

(a(t), p(t) = V=h(q(t), p(t)).
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Alors q est une géodésique normale, et donc point critique de l'action a extrémités fizées. De
plus, t — Hu(tj(t),ﬁ(t))”?j(t) est constante.

On dit que (q,p) satisfait I’équation hamiltonnienne des géodésiques sur 7M.

Preuve. Le fait que ¢ soit géodésique normale dans le cas ou le champ de gradients est de
classe C! est évident. De plus,

t = u(@(t), () lI5) = 2h(a(2), B(1))

est constante égale & 2h(qo, po) car une fonction est constante le long des trajectoires de son
gradient symplectique (voir 'appendice de [Mon02]). O

Lorsque le gradient symplectique de h est plus régulier, on peut montrer que les géodésiques
normales sont bien des géodésiques locales. C’est le résultat principal de cette partie.

Théoréme 2.1. Géodésiques normales. Supposons que le champ de gradients symplec-
tiques V¥h soit de classe C? sur 7* M. Soit (qo,po) € T*M, tel que im(&q,) ne soit pas incluse
dans ker po, et soit (q,p) : I 20 — 7"M la solution mazimale de l’équation hamiltonienne
des géodésiques telle que (q(0),p(0)) = (qo, po)-

Alors q est une géodésique locale. Si la structure est forte, c’est donc une géodésique.

Remark 2.10. Ce théoréme implique le théoréme [1.5] sur les géodésiques normales en di-
mension finie.

Remark 2.11. L’espace cotangent relatif adapté n’est pas forcément unique. Selon celui que
I’on choisit, on peut obtenir plus ou moins de géodésiques normales.

Remark 2.12. Dans le cas d’une structure forte, 7" M est toujours adapté, et le hamiltonien
réduit admet toujours un gradient symplectique lisse. On a donc une unique géodésique
normale de point initial gg et et de covecteur initial py pour tout (qo,po) € T*M.

Preuve. La preuve s’inspire a la fois du cas riemannien classique et du cas sous-riemannien
de dimension finie. On commence par choisir un voisinage de coordonnées U de gy dans M,
qu’on identifie & I'espace de Banach B sur lequel M est modelé.

Il reste donc & montrer le point principal, ¢’est-a-dire que si V¥h est de classe C2, alors ¢
est une géodésique locale. Autrement dit, que pour 0 < t; assez petit, il existe un voisinage
U de ([0,t1]) tel que pour tout systéme horizontal (¢,u) : [0,1] — H,i avec q(0) = qo et
q(1) = q(t1), on ait

L(q,u) < L(q,u).

Soit U un systéme de coordonnées au voisinage de ¢g, que 'on identifiera & un ouvert
d’'un espace de Banach B. On va travailler sur une trivialisation 7"M © H;; ~ B X G x H,
M

olt G est isomorphe a 7, M et H a H,.

On va montrer qu’on peut trouver une calibration de la trajectoire t — ¢(t) au voisinage
de qg. C’est-a-dire une 1-forme fermée 0 telle qu’il existe une constante ¢ > 0 pour tout ¢
assez proche de 0,

0u (G(1)) = e/ h(a(t), B(1)) = e/ gqge) (w(@(t), 5(1)), u(@(t), 5(t)))

et telle que pour tout (q,u) € H avec g au voisinage de qo,

0q(&qu) < Cy/ gq(u, u).
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Une fois 0 trouvée, quitte a réduire le voisinage, on peut supposer que 6 est exacte. Soit
(q,u) € Q?Jf) tel que ¢ reste au voisinage de qo, g0 = ¢q(0) et g(t1) = q(1), avec t; > 0 assez
petit. Alors

1 1
Lla.w) = [ oo (®.u@)de = 3 [ 6,0

—

1
§q(t)u(t))dt = */9
€Jq
=4(t)

Puisque 0 est exacte, on a

/9:/ 0.
q 4)[0,t1]
On obtient donc

1 1 . 1 _ _ _ _
L(g,u) > *ﬁ 0=—[ 0(q(t))dt = / \ 9ae (@(t), w(t))dt = L(q|o.4,], U[o,e1])
€ Jq)0,¢1) ¢Jo 0

ou on a noté u(t) = u(q(t),p(t)) : (¢,u) est bien une géodésique locale au voisinage de qo.

Il reste a construire la forme 6. On va utiliser le flot ® du champ de gradient symplectique
de h. En effet, comme V*h est, par hypothése, un champ de vecteurs C? sur 7*M, il possede
un flot local, soit une application

O = (Ppy, Dr) ] —e,e[xUp x Vo — Uy x Vi,

de classe C?, avec Uy et U des voisinages de qg dans B, Vj et V; des voisinages de py dans G, et
e>0.Atfixé (q,p) — ®(t, q,p) est un difféomorphisme sur son image, avec ®(0, ¢,p) = (¢, p).

D’un autre coté, pg s’identifie & un élément de B*. On note Uj = kerpy N Uy. On peut
alors définir I'application ¢ :] — e, e[xUy — Uy par

o(t,q) =Py (t,q, m}m) :

Pour faire plus court, on notera n(q) = 4/ %. Ce nombre est un facteur de normalisation :

Vq € U, h(q,n(q)po) = h(qo, po).

Notons que un tel ¢, la courbe ¢t — ¢(t,q) est la projection sur M de la géodésique normale
de condition initiale (¢, n(q)po) dans nos coordonnées locales.
On prouve alors le lemme suivant.

Lemme 2.3. Quitte a réduire U} et , ¢ est un difféomorphisme de | — e,e[x U sur Uy =
90(] - €,€[XU6)

Preuve. En effet, pour tout dg dans ker pg, on obtient
99¢(0,q0)dq = 0g(® (0, g0, p0))dq = dq.
Mais 9y (0, qo) = ¢(0) = &gu(qo, po). Comme im(&,,) € ker pg, u(qo, po) est non nul. Donc
1
h(g0,p0) = 5P0o€aot(d0, Po) # 0,

d’ou le fait que 9;¢(0,qo) n’appartienne pas a ker py. Donc dp(0, qp) est un isomorphisme
linéaire. Le théoréeme d’inversion local implique termine la preuve. ]
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On écrira, pour ¢ dans Us, ¢ '(q) = (t(q), qo(q)). Cela nous permet alors de définir sur
Us la 1-forme
0g = ©-(tq,90(9),n(q0(q))po) € T4 M C T3 M.

Autrement dit, 6, est le moment en t, de la géodésique hamiltonienne partant de go(g) et de
moment initial n(go(q))po. Cette remarque a plusieurs conséquences :
— On a 0g) = p(t) pour tout ¢, d’on

Oaw)d(t) = Bt a(t) = g(a(t), a() =/ 2h(q0, P0)\/ Ga(e) (8(t), 0 (1)).

— Pour tout (q,u) dans Us x H,

Ouqt = gq(u(q, 0),u) < \/gq(u(q, 0q), u(g, 03)) /g (u, w). (2.4)

De plus, comme le hamiltonien est constant le long des trajectoires de son gradient, on
obtient

9q(u(q, 0q),u(g, 04)) = 2h(q,04) = 2h(q0, n(q0(q))Po) = 2h(qo; po)-

En injectant cette remarque dans (2.4)), on obtient

Og€qu < \/2h(QO,po)\/gq(u, u).

On en déduit que si 8 est fermée, c’est bien une calibration de ¢ sur un voisinage de qq.

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer que 6 est effectivement fermée sur Us. Comme ¢
est un difféomorphisme sur Uy, il suffit de montrer que ¢*0 est fermée.

Maintenant, fixons (¢, q) dans | — &, e[xU|. Pour tout (dt,dq) € R x ker pg, on a

0" 01,4(0t,0q) = O,(1,q) (Op(t, q)3t + Dgp(t, 4)6q)
= ®-(t, ¢, n(@)po) (Brp(t, ¢)5t + Dgip(t, 4)dq)
= p(t)(Brp(t, q)0t + Byp(t, 4)0q),
ou p(t) est telle que la courbe t — (q(t),p(t)) soit la solution de I’équation géodésique de

condition initiale (g,n(q)po) sur | —€,¢[ (on a alors (t,q) = q(t) et p(t) = Oy())-
Mais comme ¢(t,q) = ¢(t), on obtient d:p(t,q) = ¢(t), d’ou

p() (B (t, q)0t) = p(t)€q) (u(q(t), (1)), ula(t), p(t))) = 2h(q(t), p(t)) = 2h(g0, Po)-
Il reste & calculer p(t)(9y¢(t, q)dq).
Lemme 2.4. On a p(t)(0qp(t,q)dq) = 0.
Preuve. Commencons par calculer d,¢(t, ¢)dg. On pose, pour un réel s assez proche de 0, et
r dans [0,¢], ¢s(r) = ¢(r, ¢ + sdq). Remarquons que ¢(r) = go(r) pour tout r.

L’application (s,t) + gs(t) est de classe C2, et chaque courbe 7 +— ¢4(r) est une la
trajectoire géodésique normale et vérifie

4s(r) = qu(r)ur (s),

ol uy(s) = u(qs(r), 0, () est de classe C'. On notera ug(r) = u(r). Enfin, toutes ces courbes

ont la méme action
A(gs, us) = h(qo, po)t.

On a également 0,¢(t, ¢)6q = 0s(qs(t))s=o0-
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Pour plus de simplicité, on va noter

95(gs(r))s=0 = dq(r),  r<[0,1],

et
Os(us(r))s=o = du(r), r € [0,t].

Comme les dérivées partielles commutent, on obtient
SQ(T) = 8q(‘£q(r)u(r))6Q(T) + gq(r)(su(r) (2'5)
D’un autre c6té, dsA(qs, us)s—=o = 0, donc

0= ot ;8 (9qry (ulr), u(r))3q(r) + goer) (u(r), dulr))dr. (2.6)

Or, r — p(r) vérifie
p(r)dq(r) = —04h(q(r), p(r))dq(r)
= —0,H(q(r),p(r),u(r))dq(r)
= 304550 (), u()3a(r) = P, €y (r)

En injectant cette expression dans (2.6), et en utilisant successivement 1'égalité p(t),) =

Gqet)(u(t),-) puis (2.5 on obtient

0= [ r3a(r) + prIOEgeyulra(r) + gy (ulr), Sutr))dr
-/ tp(mqm +5(0) (O4{€goyulr))Sa(r) + Egydutr) dr
_ / + p(r)Sq(r)dr
= [ wha)r)dr = p(0)3a(t) ~ p(0)34(0).

Autrement dit, la quantité ¢ — p(t)dq(t) est conservée le long de la trajectoire. Comme
6q(0) = dq € kerpg et p(0) = n(q(0))po, on a p(0)dq(0) = 0, d’ou

p(t)oq(t) = p(t)04p(t,q)dq = 0.

Finalement,
¢*01.4(3t,6q) = 2h(qo, po)dt,
d’ou
©"b,q = 2h(qo, po)dt.

La 1-forme ¢*6 est bien fermée, et 6 est donc une calibration de g sur Us. U
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2.9 Exemple d’application sur le groupe des difféomorphismes
de R?

Les exemples qui suivent sont une variante sous-riemannienne de certaines métriques
étudiées par Ebin et Marsden dans [EM70]. Dans la suite, on identifiera les éléments v d’un
espace vectoriel R™ & des vecteurs colonnes de taille n, et on notera v’ leur transposée.

Soit d un entier strictement positif. On note e = Idgs. On considere, pour s un réel
strictement supérieur & d/2 + 1, espace D*(R%) des difféomorphismes ¢ de classe C! tels que
© — e appartienne a I'espace de Sobolev H S(Rd,Rd). Il s’agit d’un ouvert de 'espace affine
H, (R4, RY) = e + H*(R? R?), et donc d’une variété de Hilbert. La structure des groupes de
difféomorphismes de classe H® d’une variété sera plus précisément définie dans la section

2.9.1 Structures sous-riemanniennes

Considérons une structure sous-riemannienne (H°,£°,¢%) sur R?, avec H? = R? x R¥,
€0 RY — L(RFR?) de classe C* dont les dérivées sont bornées & tout ordre, et g0 (u, u) = u’ u.

Alors, pour tout entier r € {0,..., s}, la structure (H, &, g,) suivante définit une structure
sous-riemannienne de classe C* sur D*(R%) :

— H est le fibré trivial D*(RY) x H*(R?, R¥).

— Pour (p,u) € H, &u € T,D3(RY) = HS(RY, R?) est donné par

(Epu)(z) = &l myul2).

Remarquons que comme &0 est lisse et bornée & tout ordre, & est bien de classe C™, et
I'application (£° o )u appartient bien & H*(R% RY) = T,,(D*(R%)) (voir [EMT70, [ES96]
Sch04]).

— La valeur de g, ,(u,u) = g,(u,u) ne dépend pas de ¢, et est donnée par le carré de la
norme de Sobolev H" de u :

k
gr(u,u) = /Rd Lyu(z) u(z)de = ; /]Rd Lyu'(z)u'(z)dz, (2.7)

ot L, : H*(R%) — H*"2"(R%) est Popérateur 1 + (—A)" si 7 > 1 avec A le laplacien
euclidien usuel, et et Lyg = 1. L, est un opérateur symétrique et elliptique d’ordre 2r,
donc un isomorphisme linéaire et continu [BBIO1].

Remark 2.13. Si s — 2r est négatif, (2.7)) reste valide, mais est & comprendre au sens des
distributions.

Remark 2.14. Une courbe ¢ — ¢(t) de difféomorphismes est horizontale si et seulement si
pour tout z € R%, la courbe t +— o(t,2) est horizontale sur R? pour (H°,£0, ¢°). En effet,
notant u un contréle pour ¢ et x(t) = ¢(t,x), on a

i(t) = @, 2) = (Epyu(t)(2) = Eayult, ) = Eult,2),

qui est bien de la forme #(t) = fﬁ(t)v(t), pour v(t) dans R¥. De plus, I'action Ay de cette
courbe pour la métrique gg est donnée par

= ;g/ﬂl (/Rd(ui(t,x))de) dt
— /Rd (; g/()l(ui(t,x))th> dx

AO(QO(~,I),”LL(~,$))
> 2 [ dp(0,2). (01, 2)) o
2 Jrd
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ott A% et d° sont respectivement I’action et la distance sous-riemannienne sur R?. En particu-
lier, la distance sous-riemannienne correspondant & la métrique go sur D*(R?) est une vraie
distance. De plus, si, pour tout z, t — o(t, ) est une geodésique minimisante sur R?, alors ¢
en est une sur D*(RY). Il est aussi intéressant de remarquer que le probléme est trés similaire
A celui de transport optimal de masse sur la variété sous-riemannienne R? avec la structure

(H?,¢% ¢%) [FR10).

Remark 2.15. Il découle de la remarque précedente que toutes les distances d,- correspondant
aux métriques g, sont de vraies distances, pas simplement des semi-distances.

Par la suite, on va noter X; le champ de vecteur = +— &;, ou (eq,...,ex) est la base
canonique de R¥. On peut alors écrire en coordonnées

k

(Epu)(z) = Y ui(2)Xi(p(2)).

=1

Chaque X; est de classe C*°, et est borné a tout ordre.

2.9.2 Espace cotangent adapté
On a
T*DS(Rd) — Ds(Rd) % H_S(]Rd, (Rd)*),
ol
I{—S(Rd7 (Rd)*) _ HS(Rd,Rd)*.

Un élément p de I'espace H~*(RY, (R%)*) peut étre vu comme un champ de 1-formes p =
(p1,...,pq), identifié & un champ de matrices lignes, dont les coefficients p; sont des distri-
butions appartenant & H~*(R). On dit que p est un co-courant d’ordre s.

Pour un champ de vecteurs X = (X1!,..., X d) dans H? (]Rd, Rd), on a alors les notations

d ) d )
P =X = (o X)iore = [ pla)X (w)de = > [ pi@)X @y = > e

Le hamiltonien du probleme H : D%(R?) x H—*(R%, (R%)*) x H*(R?,R¥) — R est donc

H(p.p.u) = péou = 5o:(w) = 3 [ (@) Xip(a)u'(w) = 5 Lot (2)u(x)da

On en déduit que 9, H (¢, p,u) = 0 si et seulement si, pour tout ¢ dans {1,...,k},

L' =pXjop=p X/ op+ - +pXloep.
~——
EHs—27(R4R) €H—*(R%R)

Remarquons que comme les X; sont lisses de dérivées bornées a tout ordre, les produits des
X7 o ¢ par les distributions p; d’ordre s sont bien définis.

Cette équation n’a de solution que si chaque plXil + o+ def est en fait une fonction
de classe de Sobolev au moins H*72". C’est le cas, par exemple, si

pE HS—QT(Rd’ (Rd)*)
Cela nous pousse a prendre I'espace cotangent relatif

T*Ds(Rd) _ DS(Rd) % HszT(Rd’ (Rd)*)
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Comme 7*D*(R?) est dense dans T*D*(RY), la discussion qui précéde montre que 7°D*(R?)
est adapté a la structure (H,&, g).
Dans ce cas, si (¢,p) € D¥(R?) x H*72"(R% RY), on a u(p,p) = S5, u'(p,p)e;, o

u'(p,p) = L (pXi 0 ).
Remarquons que (¢, p) — u(gp,p) est de classe C*°, et on obtient le hamiltonien réduit

k

ner) =Y [ pe)Xi(e@) Ly (0Xi 0 ) ().

Remark 2.16. Sir > d/2, alors L' est obtenu par convolution avec un noyau G : R — R
[EvalQ], d’ou

w(pp)a) = [ Gla—pp)Xilew)dy.

2.9.3 Equation hamiltonienne des géodésiques

Il nous faut maintenant calculer

Oph(p,p) = 0,H (@, p, u(p,p)) € H*(R?, (RY)*),

et vérifier qu'elle appartient & H*~2" (R4, (R?)*).
On a, pour tout dp € H*(R%,RY), et tout (p, p,u) € 7*D*(R?) x H*(R?, RF),

k
o H(p,p,u)dp = 0y (§pu) " pdep = Z/RdP(f)TdXi(90(36))5@(96)U’($)d$-
i=1
On peut donc écrire

k
O, H(p,p,u) = Z u'pdX; o .
i=1
Or, chaque u;dX; o ¢ est un champ de matrices a coefficients dans H?®, et p appartient a
H*~2"_ On a bien que O H(p,p,u) € H*~2" De plus, comme les matrices dX; sont de classe
C* et bornées a tout ordre et, on voit que (¢, p,u) — 0, H(p,p,u) est de classe C™.
On obtient finalement le gradient symplectique de h :

k
Oph(i0,p) () = Eu(ulep,p))(x) = D L (0" Xi 0 ) () Xi(p(z)) €H*(RY,RY),
i=1
k
~9ph(p,p)(x) = =Y Ly (0" Xi 0 9)(2)(dXi((x))) p(x) eH* ¥ (R, RY),
=1

de classe C*™ sur 7*D*(R%). On en déduit, en appliquant le théoréme les équations des
géodésiques normales.

Proposition 2.6. Soit (g,po) € D¥(RY) x H3=2"(R% RY), et considérons (o,p) : I —
D*(R?) x H*~21(RY, R?) une solution mazimale de I’équation différentielle

k
Opp(t,x) = Ly (p(t) Xi o (1)) (2) Xs(o(t, 2)),
VreRY tel, i=1k
Op(t,x) == L (p(t) Xi 0 o(t))(@)p(t, x)dX;(o(t, x)).
=1

Alors o est une géodésique locale pour (H, €, gr) sur D*(R?).
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Remark 2.17. Si r = 0, on remarque que (¢, p) satisfait 'équation des géodésiques si et
seulement si, pour tout z dans R%, ¢t — (p(t,2),p(t,z)) € R x (R?)* satisfait 1’équation
hamiltonienne des géodésiques sur R? pour (H?, &9, ¢%).



Chapitre 3

Géométries sous-riemanniennes
invariantes a droite sur les groupes
de difféomorphismes

Dans cette section, nous décrivons les résultats de la premiere partie de [AT], reproduite
en section dans laquelle seront données les différentes preuves, ainsi que quelques détails
supplémentaires. Il s’agit d’étudier les structures sous-riemanniennes fortes et invariantes a
droite sur un groupe de difféomorphismes d’une variété M a géométrie dite bornée [ES9G,
Sch04].

On commence par rappeler brievement la structure du groupe D*( M) des difféomorphismes
H? sur une telle variété M de dimension d, pour s un entier plus grand que d/2+ 1. On définit
ensuite les structures sous-riemanniennes fortes invariantes a droite sur un tel groupe.

On montre ensuite que sur de telles structures, deux difféomorphismes d’une méme or-
bite peuvent toujours étre joints par une géodésique minimisante. De plus, la distance sous-
riemannienne induite est toujours complete.

On finit par I’étude des géodésiques et des courbes singulieres. Une des difficultés qui
apparaitra est que ces structures ne sont a priori pas lisses. Cela vient du fait que le groupe
des difféomorphismes, bien que munit d’une structure naturelle de variété de Hilbert, n’est
pas un groupe de Lie pour cette structure. Plus précisément, on va voir que pour que la
structure invariante & droite engendrée par un espace de Hilbert V' de champs de vecteurs
soit de classe C*, il faut supposer que posseéde une inclusion continue de V dans l’espace
[s+E(TM) des champs de vecteurs sur M de classe de Sobolev H**F.

On pourra alors appliquer les théorémes du chapitre|2} et donner ’équation hamiltonienne
des géodésiques.

3.1 Groupe des difféomorphismes

3.1.1 Variété a géométrie bornée

Définition 3.1. [ES96, |Sch04] Une variété lisse riemannienne (M, g) de dimension finie d
est dite a4 géométrie bornée lorsque son rayon d’injectivité inj(M) est non nul et que l'une
des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite.

1. Le tenseur de courbure et toutes ses dérivées covariantes sont uniformément bornées.

2. Pourtouti € N, il existe une constante C; > 0 telle que dans toute carte exponentielle de
rayon inj(M)/2, les dérivées d’ordre i des coefficients de g sont uniformément bornées
par C;.

47
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Une telle structure riemannienne permet de généraliser a des variétés non compactes des
résultats classiques dans les variétés compacts [ES96), [Sch04].

Pour le reste du chapitre, on fixe une variété (M, g) de dimension finie d a géométrie
bornée.

3.1.2 Espace H(M, M)

Pour tout entier s et tout fibré vectoriel riemannien (€, ¢’) sur M de fagon invariante, on
peut définir 'espace de Banach I'*P(€) des sections de classe de Sobolev W*P p € [1, +o0]. 11
suffit de considérer la connection V induite sur € par g et ¢’. Alors I'*P(£) est la complétion
de I'espace des sections de classe C*° pour la norme

S

I, = 37 (da(V" f(2), V7 f(2)))""? dvol(z) < oo,

r=0

ol on a noté dvol la forme volume sur M. Alors

(TPE) N - Mls.p)

est un espace de Banach, et méme de Hilbert si p = 2. Voir [ES96 [Sch04] pour plus de détails.
Dans la suite, on notera simplement I'*2(£) = T'8(&).

Fixons maintenant s € N et notons exp : TM — M l'application exponentielle rieman-
nienne. On définit e = Id;; et

HE(M, M) = {expoX, X € *(TM)}.

Exemple 3.1. Si M = R%, alors H$(RY, RY) = e + H*(R% R?), ot H*(RY, R?) est I'espace
des champs de vecteurs de classe de Sobolev H® sur R%.

On peut voir [ES96, [Sch04] que si s > d/2 + 1, HS(M, M) est muni d’une structure de
variété de Hilbert. De plus, les injections de Sobolev habituelles

HS(M,M) — C“(M, M), s>d/2+¢,

sont définies et continues.
Pour le voir, on note pour f € HS(M, M)

TyHS(M, M) ={X : M - TM)| X oo~ ' € T5(TM)} = T*(f*TM).

L’application X — exp oX, définie sur Ty HZ (M, M) définit une carte lisse de HZ(M, M) d'un
voisinage de la section nulle sur un voisinage de f, et il est facile de voir que les changements
de cartes sont de classe C*°. On peut alors définir la distance compléte

ng(M,M)(fug) = inf{H‘XVHSQ)a X e Fs(f*TM)> 9= eXpOX}.

Remarquons que TeH (M, M) = I'*(TM), et que son dual I'*(T'M)*, noté I'*(T*M),
s’identifie a l’ensemble des 1-formes P sur M a coefficients dans H*(M), aussi appelés
co-courants d’ordre s sur M. On peut alors écrire, pour tout X dans I'*(TM),

P(X) = / P(a) X (2)dvol(z),
M
qui se calcule, par exemple, grace a des partitions de 1'unité.

Remark 3.1. L’application (f, X) +— (f,expoX), définie sur THS (M, M), définit une addi-
tion locale lisse sur HS(M, M). Cela permet de munir des espaces telles que H'(0, 1; H*(M, M))
d’une structure de variété, voir [KM97].



3.1. GROUPE DES DIFFEOMORPHISMES 49

3.1.3 Groupe des difféomorphismes de classe H*

A partir de maintenant, on fixe s > d/2+1. On note Diff (M) 'ensemble des difféomorphismes
de classe C! de M. Alors

D*(M) =Diff(M)NHS (M, M)
est un ouvert de H(M, M), appelé groupe des difféomorphismes de classe H® sur M.

Remark 3.2. Il y a d’autres applications considérées comme des difféomorphismes de classe
H? sur M dans la littérature [ES96, [Sch04], mais nous ne nous intéresserons qu'a ceux qui
font partie de D%(M). Il s’agit de la composante connexe de I'identité dans I'espace total de
ces difféomorphismes.

Proposition 3.1. [ES96, |Omo7), |Sch04] Le groupe D*(M) est un groupe topologique pour
la composition (p,1) — @ o1p. De plus, la multiplication a droite Ryp — @ o est de classe
C*, de dérivée en e = Idyr donnée par dRy(e)X = X o, X € I'*(T'M).

Enfin, pour tout entier k, l’application

D(M) x TTH(TM) — TD*(M).
(p, X) = Xoop

est de classe CF.

Remark 3.3. Il est important de signaler que D*(M) n’est PAS un groupe de Lie. Les
applications de composition et d’inversion sont continues, mais pas différentiables.

La suite décroissante (D*(M)),sq/241 définit en revanche sur son intersection D (M)
une vraie structure de groupe de Lie de Fréchet, qui a la particularité d’étre une structure de
groupe de Lie Limite Inverse d’espaces de Hilbert, ou LIH [Omo74) [Sch04].

On définit alors ’ensemble des champs de vecteurs invariants a droite sur D*(M) comme
I'espace des champs de vecteurs X € I'(TD*(M)) tels que,

Yo € D*(M), X(p) = X(e)op.

Comme pour les groupes de Lie, cet espace s’identifie naturellement a T.D*(M) = I'S(T'M).

3.1.4 Dérivée logarithmique

Soit ¢ : I 3 0 — D*(M) une courbe de classe de Sobolev H} . sur D(M). Alors pour
tout t dans I on a

p(t) = o™ (t) 0 (0),

ot X est le flot du champ de vecteurs X sur M dépendant du temps et donné par
X(t)=¢(t)op Ht) e T¥(TM), tel,
c’est-a-dire que X satisfait X (0) = e et
(1) = X (1) 0 ™ (1).

De plus, un tel X est unique. On appelle X : I — I'*(T'M) la dérivée logarithmique de .
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3.2 Structures sous-riemanniennes invariantes a droite

3.2.1 Construction

A partir de maintenant, on fixe (M, g) une variété de dimension d & géométrie bornée, et
on note e = Idys. On pose également s le plus petit entier tel que sg > d/2, et s > so+ 1 un
autre entier. Une structure sous-riemannienne (H, ¢, g) sur D*(M) est invariante a droite si :

— Le fibré H est de la forme H = D*(M) x V, ou (V, || - ||v) est un espace de Banach de

champs de vecteurs sur M avec une inclusion continue V' C I'*(T'M). De plus, £ X = X
pour tout X € V.
~ A X dans V fixé, le champ de vecteurs ¢ — §,X est invariant a droite :

E@X: (geX)OSOZXo‘P-
— La métrique g est indépendante de ¢ :
Go(X,Y) =(X,Y),

ou (-, ) est une application bilinéaire symétrique définie positive sur V.

Une telle structure est entierement déterminée par ’espace de champs de vecteurs V et le
produit scalaire (-, -). Réciproquement, pour tout espace de Banach de champs de vecteurs V'
muni d’un produit scalaire (-, -), il existe une unique structure sous-riemannienne invariante
a droite, appelée structure sous-riemannienne induite (ou engendrée) par (V, (-, -)).

11 faut toutefois faire attention : cette structure n’est pas forcément lisse ! Plus précisément,
la proposition montre que & n'est de classe C* que si V' C I'**(T'M) avec inclusion
continue.

3.2.2 Structures invariantes continues équivalentes a des structures lisses

On dit que deux structures sous-riemanniennes (H,¢,g) et (H', £, g’) sont équivalentes
lorsqu’il existe un isomorphisme de fibrés vectoriels f : H — H' telsque & = Eof, et g = f*q'.
Dans ce cas, les courbes horizontales et la distance sous-riemannienne sont identiques pour
les deux structures.

Il existe des structures lisses sur D*(M) qui sont équivalentes & certaines structures inva-
riantes a droites non lisses. C’est par exemple le cas lorsque V' =TI'*(T'M) (on est donc dans
le cas riemannien), et que

XY= [ LX) (@), Y (@)

ott L, : T$(TM) — T572"(TM) est un opérateur différentiel linéaire, symétrique, elliptique,
a coefficients lisses et uniformément bornés a tout ordre sur M. La structure induite est
équivalente & (T'M,1d, g’), avec

G(X,Y)=(Xop You )= /M 9o(Lr(X (971 (2)), Y (¢ (2)))da,

pour X,Y € I'*(T,M).

Bien que l'inversion ¢ +— ¢~ soit seulement continue, un changement de variable x = ¢(y)
permet de voir que g’ est bien lisse. Voir [BV13, IMP10] pour plus de détails.

C’est par ce changement de structure qu’Ebin et Marsden ont montré dans [EMT70]
Iexistence et I'unicité des solutions de I’équation d’Euler sur les fluides incompréssibles

sur des variétés compactes. Dans ce cas, la structure invariante a droite est donnée par
V = ker(div) NT*(T'M) et L, = 1.

1

Remark 3.4. Les structures sous-riemanniennes définies en section 2.9 ne sont pas équivalentes
a des structures invariantes a droite.
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3.2.3 Courbes horizontales, action, longueur et distance

Considérons une structure invariante a droite sur D*(M) induite par (V, (-,-)). On note k
le plus grand entier tel que V soit continuement inclus dans I'**¥(TM). Pour cette structure,
une courbe t — ¢ de classe de Sobolev H'! est horizontale s'il existe t — X (t) € V de carré
intégrable tel que

p(t) = X(t)op(t),  pp.t.
En conséquence, ¢ est horizontale si et seulement si sa dérivée logarithmique X = ¢ o ¢~
est dans V' et de carré intégrable. De plus, ¢ o 1 est horizontale pour tout 1 fixé de D*(M).

On dira parfois que le flot d’un champ de vecteurs X € L?(0,1;V) est une déformation
de M.

Les théoremes généraux sur les équations différentielles montrent que, réciproquement,
pour tout X € L2(0,1;V), on a

1

t — sup (g.(X(t,x), X(t,x))
zeM
intégrable, et donc X est complet sur [0,1] : X admet bien un unique flot o~ défini sur tout
[0,1] x M. On en déduit que dans le cas particulier des structures invariantes a droite, ng
a une structure de variété lisse avec seule carte globale L?(0,1;V) — QZ}O (voir lemme .
L’action et la longueur d’une courbe horizontale ¢ : [0,1] — D*(M) prennent les formes
simplifiées suivantes

AP0 () = Alg, X) = A0X) = 3 [ 0x(0), x(0)
1

5 ,
O JIX (), X(8)dt.

On déduit aisément des observations qui précedent que la distance sous-riemannienne dgpr
est invariante a droite : pour tous ¢, dans D*(M),

dsr(p, ) = dsr(e,p o™,
L’orbite O, de l'identité est donc un sous-groupe de D*(M).

L0 () = L, X) = L(X) =

3.2.4 Complétude dans le cas fort

A partir de maintenant, on considere uniquement des structures fortes. Cela signifie que
(V,{-,-)) est un espace de Hilbert, et donc L?(0,1; V) aussi.

Théoréme 3.1. Dans le cas d’une structure forte, la distance sous-riemannienne est une
véritable distance. De plus, tout couple de points (p,1)) € D*(M)? tels que dsr(p,) soit finie
peuvent étre joints par une géodésique minimisante. Enfin, 'espace métrique (D*(M),dsg)
est complet.

La preuve, donnée en section [9.1.2] repose sur le lemme suivant, prouvé en section
C’est une conséquence simple du théoreme d’Arzela-Ascoli. On commence par définir
dyswa) (@, V), pour U C M, ¢,¢ € D¥(M) et s > d/2+ 1 par

inf { | X]|ps(porow) | X € T (Tp(U)), iy = expoX | .

Lemme 3.1. Soit (X,)nen une suite bornée de Uespace de Hilbert L?(0,1;V), et (on)nen

la suite de flots associée. Alors il existe une sous-suite (Xp;)jen qui converge vers X €
L?(0,1;V) de flot ¢ tel que Xn; converge faiblement vers X et, pour tout domaine borné U
de M,

sup  dps—1 Oniu(®),p(t) — 0.
te0,1], zec ¢ CEURTUOR ] )J—>+oo
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3.3 Etude de Dorbite de ¢

Ici, (V,(:,-)) est un espace de Hilbert de champs de vecteurs avec inclusion continue
dans I'*(T'M), et on consideére la structure sous-riemannienne invariante a droite associée sur
D3 (M), et on note dgpr la distance sous-riemannienne associée.

Le but de cette section est de donner des conditions pour obtenir un théoreme de Chow-
Rashevski, c’est-a-dire des conditions pour que l'orbite O, de e soit dense dans (voire égal &)
la composante connexe Dj(M) de e dans D*(M).

3.3.1 Controlabilité approchée

Comme on I’a vu en section il existe quelques résultats qui assurent la densité de O,
dans Dj(M).

Proposition 3.2. Si V est dense dans I'*(T'M), alors O, est dense dans D§(M).

Un résultat plus général peut étre déduit du résultat de controllabilité d’Agrachev et
Caponigro [AC09] lorsque M est compact.

Proposition 3.3. (Agrachev-Caponigro) Supposons que M soit compact et soient X1, ..., X,
des champs de vecteurs de classe C*° sur M tels que tout couple de points de M peuvent étre
joints par une courbe horizontale pour la structure sous-riemannienne sur M induite par les
X;.

Enfin, supposons que

{Zule ‘ ULy ooy Up ECOO(M)} cV.
i=1

Alors O, contient la composante conneze de e de l’ensemble D*°(M) des difféomorphismes
de M de classe C*°. En particulier, O, est dense dans D§(M).

Le résultat principal de [ACQ9| est en fait plus fort. Il implique que si M est compact et
si tout couple de points x,y € M peuvent étre reliés par une courbe horizontale sur M pour
la structure sous-riemannienne induite par les X, alors

dm e N, Vo € D°(M), Jui,...,um € CO(M), i1,...,0m € {1,...,7}

p = "N (1) o0 ptmNim(1).

3.3.2 Controlabilité exacte

Comme on I’a vu au chapitre [2] il n’est en général pas possible d’obtenir des résultats
de controlabilité exacte en géométrie sous-riemannienne. Toutefois, le théoreme d’Agrachev
et Caponigro [AC09] est remarquable car il fait exactement cela : sous certaines conditions
naturelles, tout difféomorphisme lisse peut étre connecté a e par une courbe horizontale.

Nous allons généraliser ce théoreme au cas des difféomorphismes H*. Mieux encore, nous
allons voir que si V' est 'ensemble des champs de vecteurs horizontaux de classe H?® sur
M compact pour une structure sous-Riemannienne lisse sur M qui satisfait les conditions
de non-intégrabilité usuelles, alors la topologie induite par dgr sur D*(M) coincide avec sa
topologie intrinseque.

Soit M une variété compacte de dimension d, et soit (H, £, g) une structure sous-riemannienne
lisse sur M. On suppose que ’algebre de Lie £ engendrée par les champs de vecteurs hori-
zontaux sur M pour cette structure satisfait £, = T, M pour tout x.
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Soit alors eq, ..., e, des sections C* engendrant H entier, et notons X1 = ey, ...

X, —
) '
&e,r. On peut peut alors trouver m € N et des familles Iy, ..., I, avec I; = {i},... '}, ou
g1 < Ji+1, telles que pour tout z € M,

Ty M = vect (X, (%))ieq,....m}
ou X7, est le crochet de Lie itéré des Xill, ... ,Xijl.
l
Theorem 3.1. On conserve le cadre décrit ci-dessus, et on suppose que V est I’ensemble des
champs de vecteurs de classe H® et horizontauzx pour la structure (H, &, g) sur M, et que (-,-)
nduit une norme de Hilbert équivalente a la morme HS.

Alors il existe une application ¢ : H*(M,R™) — D*(M) de classe C' avec ¢(0) = e et
une constante C > 0 telle que

dsne: §(ur...un)) < O3 il
=1

En particulier, O. = D{(M) et la topologie induite sur D*(M) par dsr coincide avec sa
topologie intrinséque

La preuve, donnée au chapitre 0] Il s’agit d’une variante du cas de la dimension finie.

3.4 Espaces de Hilbert a noyau reproduisant

3.4.1 Définition

Un espace de Hilbert & noyau reproduisant de champs de vecteurs de M [Youl(] est un
espace de Hilbert (V, (-,-)), avec V. C T'(T' M) et une inclusion continue de V' dans ’espace des
champs de vecteurs continus sur M. On note alors K" : V* — V la réciproque de I'isométrie
V — V* donnée par X — (X, -) [BBIOI].

Dans un tel cas, pour tout (z,p) € T*M, la forme linéaire p ® §, définie par

PR 5x(y) = pY(LE), YeV

est continue sur V, et appartient donc a V*. Il existe alors un unique champ de vecteur
X =K"p®§, de V tel que, sur V,

De plus, p — KVp @ 6, est linéaire pour tout . En notant K(y,z)p = K"p ® 0,(y), on
obtient une section K de T'M ® T'M, appelée le noyau reproduisant de V', ou

TM @ TM = {(z,y,A) € M x M x T,M @ T,M = L(T; M, T,M)}.

On a noté L(A, B) l'espace des applications linéaires continues entre deux espaces de Banach
A et B. De plus, y — K(y,x)p appartienne & V et

p(Y(z)) = (K(,2)p,Y), (z,p)€T"M, Y eV
Remark 3.5. Comme K(z,y) € T, M ® T,M, on peut également considérer que K(x,vy)
appartient a L(T; M, T, M) plutét que L(T,; M, T M). On appelle cette application la trans-
posée de K(x,y), et on la note K(x,y)T. Elle vérifie, pour tout p; dans T M et py dans
T M,
pLE (2, y)p2 = p2 K (z,y) p1.
€T M ETyM
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Alors on voit facilement que K (z,y)” = K(y,z). En effet,

P (z,y)p2 = (K (-, 2)p1, K(-,y)p2) = p2 K (y, 2)p1
On dit que K est une section symétrique de TM & T'M.

De plus, si V s’injecte continuement dans I'*(T'M), on vérifie facilement (voir section
10.1.1)) que pour tout co-courant P d’ordre s, 'élément KV P € V tel que P = <KVP > est
donné par la convolution

KVP(z /ny y)dy, x € M.
€T M
En particulier, pour tous co-courants P, P’ de classe H %,
(KYP,KYP') = P(KVP') = P'(KVP) = // Pz P'(y)dydz.
MxM

En conséquence, K est au moins de classe H?.
Remark 3.6. On en déduit que pour toute 1-forme lisse a support compact P sur M, on a

/ / P(a )P(y)dydz > 0,

MxM

avec égalité si et seulement si le champ de vecteurs Ky P donné par
KV P(x / K(z,y)P(y)dy,

est nul pour tout x dans M. On dit que K est une section définie positive.

L’espace V est entierement déterminé par son noyau reproduisant.

3.4.2 Construction d’espaces a noyau reproduisant

Réciproquement, soit K une section symétrique définie positive de TM®T M de classe H?®
pour s un entier plus grand que d/2 + 1. Alors il existe un unique espace de Hilbert (V (-,))
de champs de vecteurs de classe H® admettant K comme noyau reproduisant [Youl(, [Aro50].

En effet, V' est donné par la complétion de l'espace préhilbertien (Vp, (-,-)), ou Vj est
I’ensemble des champs de vecteurs de la forme

KVP(") / K(- y)dy,
ou P est une 1-forme lisse a support compact, et
(KVP,EVP) / / P(z)K (z,y)P (y)dydz.

M x M

Cette construction permet de définir directement un noyau K, et de travailler uniquement
avec celui-ci sans jamais expliciter V.

C’est une méthode tres utilisée en analyse des déformations. Un tel noyau permet en effet
de résoudre facilement et explicitement les problemes d’interpolation de splines sur V' (voir
[TY05) par exemple).[]

1. On rappelle quun probléeme d’interpolation de splines sur V est celui de trouver, pour
(z1,v1), ..., (Tn,vn) dans TM fixés, le champ de vecteurs X de norme minimale dans V' tel que pour tout i
dans {1,...,n}, X(z;) = v;.
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3.5 Hamiltonien, géodésiques normales et anormales

On reprend les notations de la section [3.2] et note k le plus grand entier tel que V' ait une
inclusion continue dans I'*T*(T'M). On supposera que k > 1.

3.5.1 Hamiltoniens
Les hamiltoniens H* : T*D*(M) x V — R, A € {0, 1}, de notre systéme sont donnés par

H*p,P,X)=P(X o) — % (X,X)=dR,P(X) — % (X, X).

Les H? sont de classe C*. On peut trouver les géodésiques normales et les courbes singulicres
en appliquant la proposition On rappelle que, dans notre cas, QZ;‘O est une variété lisse
que 'on peut identifier & I'espace de controles L2(0,1; V) par X 0~ 0, et que E désigne
I’application point final.

Proposition 3.4. Soit ¢ : [0,1] — D*(M) une courbe horizontale de contréle associé X €

L?(0,1; V). Supposons qu’il existe (P,)\) # (0,0), ot (¢, P) : [0,1] — T*D*(M) est de classe
Let A =0 ou 1 tel que

{ 0 = OxHMe(t), P(t), X(t)),
(@(t), P(t)) = VHMe(t), P(8), X (1)),
~ 8iA =0, alors, pour tous t € [0,1], P(t) # 0 et Vo C ker P(t). L’image de dE(g, est

incluse dans un sous-espace fermé strict de T,1yD*(M) : ¢ est une courbe singuliere.

- SiA=1, (¢, X) est un point critique de A d extrémités fizées : ¢ est une géodésique
normale.

(3.1)

Etudions plus en détails les conséquences de ces équations. Dans un systeme de coor-
données canoniques, on a

OpHMp, P)(2) = X(p(2)), =€ M,

et
—0HMNp, P, X)(2) = —0,(X (p(2))" P(z) = —P(2)dX (p(x)), z € M.

Remark 3.7. Cette derniére équation est un abus de notation : elle signifie que pour tout
d¢ dans T, D*(M),
—0,H(p, P, X)J / P(z)dX (¢ ))550( )dz.
<z>M

En conséquence, dans la proposition le support de t — P(t) reste constant.

3.5.2 Hamiltonien réduit

Dans le cas A =1,
OxH' (p,P,X)=0

si et seulement si

X = X(¢,P) = KVdR,P

Cela permet de calculer le hamiltonien normal

1 *
h(, P) = H'(p, P, X (¢, P)) = §P(KVdR¢P) °p
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On définira, pour plus de simplicité, 'opérateur KZ : T,;D%(M) — T,D°(M) par Kg =
dR,K VdRZ;, de sorte que

1
h(p, P) = 5PK},{P.

Remark 3.8. Grace au noyau, on peut écrire

X(eP)@) = [ K@.ow)Pu)dy, = €M,

meP) =5 [ [ P@R(@). o) Po)dyds.
MxM

3.5.3 Equation hamiltonienne des géodésiques

Rappelons qu’on a supposé que V a une inclusion continue dans PSHC(T M), k € N*. Dans
ce cas, les H* et h sont de classe C¥. De plus, h posseéde un champ de gradients symplectiques
de classe CF~1.

Ce champ de gradient est donné dans un systéme de coordonnées canoniques par
vwh(SD?P) = (BPH(SDaP’X)a *apH(QD»PaX) = (X °p, —PdX o SD)a

ot X = KVdR%P.

Le gradient symplectique est facile a calculer si on connait le noyau reproduisant K de
V. En effet, dans un systéeme de coordonnées canoniques, et en utilisant la symétrie de K, on
obtient pour tout x dans M,

dph(p, P)(z) = KVdR,P = | K@), (W) Py)dy

et

—0ph(p, P)(z) = —P(x) - K (p(z),0(y))P(y)dy,

ou I K(p(z),p(y)) désigne la dérivée de K au point (¢(x),¢(y)) par rapport a la premiere
variable.

Remark 3.9. Cette équation est aussi un abus de notation : elle signifie que pour tout dy
dans T,,;D*(M),

~0,h(p, P)ig = — [ [ P@) (0K (o(@), 0(0)3e(2)) Ply)dyds.

MxM

On peut maintenant appliquer le théoréme Comme la structure sous-riemannienne
considérée est forte, on peut prendre 7*M = T*M.

Théoréme 3.2. E’quation hamiltonienne des géodésiques pour des structures in-
vartantes a droite.

Supposons que (V, (-,-)) posséde une inclusion continue dans T*TF(TM), avec k un entier
supérieur ot égal & 2. Soit (po, Py) € T*D*(M), tel que dR,(V') ne soit pas inclus dans
ker Py. Il existe une unique courbe mazimale (¢, P): 130 — T*D*(M) de classe H} ., avec
I un intervalle, telle que (p(0), P(0)) = (o, Po) et pour presque tout t dans I,

(6(t), P(t)) = V=h(p(t), P(1)).
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Dans un systéme de coordonnées canoniques, cette équation s’écrit, pour tout (t,z) dans
IxM,

op(t,a) = [ K(p(t,a). olty)) P(ty)dy

(3.2)
OP(tw) = —P(t) [ K (p(t ). ot ) P(t.u)dy.
Alors ¢ est une géodésique normale, et donc cette courbe est un point critique de [’action
a extrémités fixées pour la structure sous-riemannienne invariante a droite induite par V. sur
D3 (M).
De plus, si k > 3, ¢ est une géodésique pour cette structure, c’est-a-dire qu’elle minimise
la longueur entre p(ty) en p(t1) pour to et t1 assez proches l'un de l'autre.

Enfin, t — <Kg(t)P(t),K¥(t)P(t)> est constante.
Remark 3.10. Une conséquence particulierement intéressante de la formule est que le
support de P(t) ne dépend pas de t : le flot géodésique hamiltonien conserve le support de la
variable duale.

De méme, si on a Py € T (T*M), avec ' € {—s,...,s}, alors P(t) € I'* (T*M) pour
tout ¢. De méme, si Py est une 1-forme a coefficients dans les mesures de Radon, P(¢) en
est également une pour tout ¢. Autrement dit, le flot géodésique hamiltonien conserve la
régularité de la variable duale.

3.5.4 Forme réduite des équations hamiltoniennes sur un groupe de Lie

Les résultats décrits dans cette section sont prouvés dans [MR99]. Soit G un groupe de Lie
de dimension finie, d’élément neutre e, et d’algebre de Lie des champs de vecteurs invariants a
droite (g, [-,-]). On définit 'application moment y : T*G > g* par u(g,p) = dR;p, ou R, est
la multiplication a droite par g. Considérons un hamiltonien lisse sur h : T*G — R invariant
a droite, c’est-a-dire tel que

h(g,p) = h(e, (g, p)) =: he(u(g,p))-

La fonction h, : g* — R est la restriction de h a g* ~ T)G. Soit une courbe intégrale
t — (q(t),p(t)) de V¥h, et notons u(t) = u(g(t),p(t)). Alors u(t) satisfait

fi(t) = —adgy, () 1(1)- (3.3)

Ici, pour v dans g, ad, : g — g est I'application ad,(w) = [v, w], et

*

dhe(v) € g =g, veg.

L’équation différentielle [3.3] est appelée équation hamiltonienne réduite, ou équation des mo-
ments.

Réciproquement, soit go € G un point fixé, et t — p(t) une courbe absolument continue
sur g* satisfaisant (3.3). Définissons alors une courbe t — (g(t),p(t)) sur T*G de classe H.,
par

9(0) = g0,  9(t) = dRypydhe(p(t)), p(t) = dRyqy-1pu(t), p.p-t.

Dans ce cas, cette courbe est une courbe intégrale de Vh, la seule telle que g(0) = go et
p(t) = p(g(t), p(t)) pour tout ¢.
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3.5.5 Equation des moments sur Ds(M)

Les mémes résultats s’appliquent dans le cas du hamiltonien normal d’une structure sous-
rieman-nienne invariante a droite sur D*(M). Toutefois, comme D*( M) n’est pas un groupe de
Lie, ’équation des moment perd de sa régularité. On suppose que la structure est induite par
un espace de Hilbert de champs de vecteurs sur M avec inclusion continue dans I'**1(T'M). On
définit sur 7*D*(M) I'application moment p(p, P) = dR;P. Cette application est continue,
mais pas forcément différentiable.

Soit alors ¢ — (p(t), P(t)) satisfaisant I’équation des géodésiques, et définissons u(t) =
p(e(t), P(t)). On note également X (t) = KVdR:’;(t)P(t) = () o p(t)~L. Soit enfin Y dans
DsTY(TM). Alors on a

% (L()Y) = P(t)(Y 0p(t)) + P()(dY o o(t)(4(1))

= —P(t)(dX(t) o p(t)(Y (£) 0 p(t)) + P(t)(dY o @(t)(X(t) 0 ¢(t)))
= P(t)([X(1), Y (t)] o p(t))
= p()([X (), Y ()]).
Or, le crochet de Lie des champs de vecteurs s’identifie a I’opposé des crochets de Lie induits

sur DTH(T M) par la structure de groupe D¥(M) (voir par exemple [Omo74] ou [KM97]). On
obtient donc

fut) = —ad (g p(t).

Enfin, h(e,v) = 3vK" v pour tout v € T=(T* M), donc
Ophle, u(t)) = KV u(t) = KV dR} ;) P(t) = X(t).
Finalement, on a bien I’équation des moments
fut) = —adjev ) m(t).

Remarquons que fi(t) n'est définie que sur I'*TH(T'M), et n’appartient donc pas forcément
a = *(T*M) = T;D*(M) : il y a une perte de régularité. En conséquence, pour s’assurer
que I'équation des moments a une solution, il faut passer par la transformation inverse qui
envoit ¢ — u(t) sur une courbe ¢t — (p(t), P(t)) qui satisfait alors ’équation hamiltonienne
des géodésiques décrites dans le théoreme (3.2

3.6 Quelques exemples

Dans cette section, on donne quelques exemples d’espaces de champs de vecteurs a noyaux
reproduisants sur M = R?, ainsi que les équations géodésiques correspondantes sur D*(R?),
s> d/2+1. Un élément de (R?)* est identifié & une matrice ligne. Tout 2 € R est identifié &
une matrice colonne de transposée 2. On note |z| = VaZz la norme euclidienne canonique
de z.

3.6.1 Noyau diagonal

On considere une fonction ~ telle que v € C*°(R) N H"(R) pour tout entier . On définit
le noyau K : R? x RY — £((R%)*, R?) par

K(z,y)p=(lz —y|))p’, =,y €R% pe (RY*
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On suppose que K est un noyau symétrique défini positif, c’est-a-dire que pour tout P €
C'(R?, (R%)*) & support compact,

| [ px wyde = [ [ (2~ ) Pla)P(y) dydo > 0.

R4 xR4 R4 x R4
avec égalité si et seulement si

vz € RY, /Rd K(w,y)P(y)dy = /Rd Y|z =y P(y)" dy = 0.

Dans ce cas, K est le noyau reproduisant d’un unique espace de Hilbert de champs de vecteurs
(V,(-,-)) sur R? avec inclusion continue dans tous les H"(R% R9), r > 0. Par exemple,
~(t) = exp(—t) convient.

Soit s > d/2+1 un entier. On équipe D*(R%) de la structure sous-riemannienne invariante
a droite associée. Cette structure est forte, et de classe C*°.

L’équation des géodésiques est alors donnée par

oup(t.a) = [ Alle(ta) = ot p))P(ty)dy,

O P(t,x) = —2P(t, x) /Rd 7 (lp(x) = o(t,y) P) Pt y)" (p(t, ) — p(t,y))" dy,
eR EMg,q(R)

pour tout z et t.

Par exemple, prenons P(0) = p(0) ® ., p(0) € (RY)* et 29 € R? fixés. On sait que le flot
géodésique préserve le support et ordre de régularité, donc P(t) est forcément de la forme
p(t) ® 6z, pour tout ¢. On obtient p(0) = 0 et donc, pour tout z et tout ¢,

Orp(t, ) = (le(t, ) — @(t, 20)[*)p(0).

3.6.2 Noyau adapté A une structure sous-riemannienne sur R?

On considere v : Ry — R comme précédemment. Soient Xi,..., X, des champs de
vecteurs lisses et bornés a tout ordre. On définit le noyau K : R? x RY — £((RY)*,RY) par
k
K(z,y)p =Y (|2 — y)pXi(y) Xi(2).
i=1

Supposons qu’il s’agisse d’un noyau symétrique défini positif. C’est le cas si v(t) = exp(—t)
(voir section pour une preuve). L’équation hamiltonienne des géodésiques est alors
donnée pour tous x et t par

k
et ) = Z ([, 7e(t.2) = o(t.0) PP 5) XiColt, 1)y ) XiCot ),
k
0P (t,x) = —2P(t,x Z/ (le(t, 2) = ot y)P) Pt y) Xi(o(t, 1)) (0(t ) — o(t,9)" Xi(p(t )dy
=1

k

23 ([, 1(06(t.2) = oltn) PIP(t. ) Xi(olt,y)dy ) dXs(i(t. ).

i=1

Dans le cas o P(0) = p(0) ® dzg, on obtient pour tous x et ¢

k
Bup(t, ) = D A(le(t,z) — o(t,20)[*)p(t) Xi((t, 20)) Xi((t, ),
i=1

k

B(t) = —p(t) Y_1(0)p(t) Xi(p(t, 20))dXi(t, xo).
1=1
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Remark 3.11. On voit que si (p, P) satisfait une telle équation des géodésiques, alors chaque
courbe t — (t, z) est horizontale sur R? pour la structure sous-riemannienne induite par les
champs de vecteurs X;. Si de plus P(0) = pp ® d4,, en supposant que v(0) = 1, la courbe

t — (p(t,x0),po) vérifie '’équation hamiltonienne des géodésiques pour cette structure.
Exemple 3.2. Plagons-nous dans le cas du plan de Grushin. On a d = 2, X; = % et
Xy = 8% On prend 7 tel que v(0) = 1. Pour

P(O) = p(O) ® 5(Io,yo) = (pl (O)ap2(0)) ® 6(1’0,3/0)7

on notera
P(t) =p(t) ® 5(ff0,y0) = (p1(?), p2(t)) ® 5($0,y0)'
Posons alors (zo(t), y0(t)) = ¢(t, (20, y0)). On obtient

Eo(t) = p1(t),

9o(t) = pa(t)zo(t),
pi(t) = —zo(t)p3(t),
p2(t) =0,

d’ott pa(t) = p2(0) = po, et
zo(t) = 20 + - sin(pat),
D2
p1
yo(t) = yo — —(cos(pat) — 1),
D2
p1(t) = p1 cos(pat).

Finalement, pour toute courbe (x(t),y(t)) = ¢(t, (z,y)), on a

2 2
i(t) =~ ((55(75) — X0 — % Siﬂ(M)) + (y(t) —yo + %(COS(Pzt) - 1)> > p1 cos(pat),

(
§(t) = ((z(t) ot Pintean)) -+ (u(0) ~ o 2 costpar) - 1))2> (20-+ 2 sinpat))

D2 D2



Chapitre 4

Espaces de formes et analyse des
déformations

Ce chapitre est un résumé de la deuxiéme partie de 'article [AT], reproduit en section
9.2

La littérature ne donne pas de sens précis au terme d’espace de formes plongées dans une
variété M. De nombreux exemples d’espaces de formes ont été donnés [Youl0, [TY05], tel
que 'espace des courbes fermées continues sur M [MMO7], ou encore 'ensemble Emb* (S, M)
des plongements d’une variété compacte S dans M [BHMI11, BHM12], sur lesquels les difféo-
morphismes agissent par composition a gauche. Toutefois, ces définitions nous privent de
possibilités plus générales, telle que des variétés munies de fibres pour modéliser du tissu
musculaire.

Il ressort cependant des exemples qu’un espace de formes dans une variété lisse a géométrie
bornée M est, moralement, une variété de Banach & sur lequel le groupe difféomorphismes
de M a une action compatible avec sa structure de groupe.

Une notion générale et abstraite d’espace de formes n’a jamais été définie. Un des buts
de cette these est de donner un cadre rigoureux et général a cette notion. Dans cette section,
on commencera en donnant la définition d’un espace de formes S dans M englobant tous les
exemples connus, comme un espace muni sur lequel D*(M) agit d’'une maniére particuliére,
compatible avec sa structure de groupe de Lie LIH [Omo74].

On continuera sur I’étude de la structure sous-riemannienne sur S induite par une struc-
ture sous-riemannienne forte invariante a droite sur D*(M) et par son action sur S. On
montrera ensuite des résultats de complétude pour la distance, et que deux points a distance
finie peuvent étre reliés par une géodésique minimisante. On donnera alors, comme dans les
cas précédents, des conditions pour qu'une courbe horizontale soit une géodésique normale
ou une courbe singuliere, puis on donnera ’équation hamiltonienne des géodésiques.

Dans toute la suite, on fixe M une variété lisse de dimension d a géométrie bornée. On
notera également sg le plus petit entier strictement plus grand que d/2.

4.1 Définition d’un espace de formes
Un espace de formes S dans M est une variété lisse modelée sur un espace de Banach
sur lequel un groupe de difféomorphismes D*(M) a une action continue et compatible avec

la structure de groupe décrite dans la proposition

Définition 4.1. Soit S une variété de Banach métrisable modelée sur un espace de Banach
B, muni d’une distance compatible D. On suppose que D*(M), ot s = so + £ et £ € N*, agit
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continiment sur S via action

(e, q) —~¢-q, (v, €D (M) xS.

Alors S est un espace de formes d’ordre { si les trois conditions suivantes sont satis-
faites :

1. L’action est semi-lipschitzienne : pour tout q € S fizé, il existe v > 0 tel que
V1,02 € D*(M), D(p1-q,92-q) < vdgsn)(P1, 92)- (4.1)

2. Pour tout q dans S fizé, l'application Ry : ¢ — ¢ - q est de classe C*°. Sa différentielle
en e est notée & : I'°(T'M) — T,S, et est appelée l’action infinitésimale de I'S(TM)
en q.

3. Pour tout k dans N, les applications

R:Sx Dt (M) — S, £:SxT*tH(TM) — TS,

(a,0) — pq (¢, X) — &y(X) (4.2)

sont de classe C*.

En particulier, laction de D%(M) sur lui-méme par composition en fait un espace de formes
d’ordre £.

Les éléments de S sont généralement appelés des états.

Définition 4.2. Un état q d’un espace de formes d’ordre £ est dit 4 support compact s’il
existe un sous-ensemble compact U de M tel que (4.1) dans la condition 1 de la définition
puisse étre remplacée par

V1,2 € D(M), D(p1-q,902-q) < vdgsw,an (1, p2)-

Exemple 4.1. Soit S est une variété compacte. Alors I'ensemble S = Emb!(S, M) des
plongements C! de S dans M est un espace de formes d’ordre 1 dont tous les états sont a
support compact pour la composition & gauche par des éléments de D*(M).

Un cas particulier, le plus étudié dans les applications [YoulQ] puisqu’étant de dimension
finie, est celui ou S est de dimension 0. Alors S = {s1,...,s,} est un ensemble fini, et
S = CY(S, M) est diffeomorphe & I'espace de formes Lmk, (M) des n landmarks sur M

Lmk,(M) = {(z1,...,2,) e M" | i # j = x; # x5},
sur lequel un difféomorphisme ¢ agit diagonalement :

o (z1,. ., xn) = (@(x1), ..., 0(xn)) € Lmky(M).

Dans ces exemples, I'action infinitésimale {; X de X € I'(T'M) est le champ de vecteurs le
long de ¢ donné par la composition a gauche X og: S — TM.

Remark 4.1. Soit t — X(t) € I'*(TM) un champ de vecteurs dépendant du temps, et
qo € S. Pour t — X () le flot de X, on définit la courbe q : t +— q(t) = ¢X (t) - go. Alors on a

q(t) = EqX(t) pp-t.

Réciproquement, si t — q(t) € S est une courbe telle qu’il existe t — X (¢) € T*T(T'M) avec
q(t) = &)X (t) presque partout, alors q(t) = ¢~ (t) - ¢(0).
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4.2 Structures sous-riemanniennes induites

Soit S un espace de formes d’ordre ¢ dans M, s = sy + £ comme défini dans la section
précédente.

4.2.1 Définition de la structure induite

Soit (V, (-, -)) un espace de Hilbert a noyau reproduisant de champs de vecteurs sur M avec
inclusion continue dans I'**1(TM). Alors (S x V, &, (-, -)) est une structure sous-riemannienne
forte sur S : c’est la structure sous-riemannienne induite par V sur §. On en déduit une
notion de courbe horizontale ¢, d’actions A(q, X) et AS(q), de longueurs L(q, X) et L°(q),
et de distance sous-riemannienne d°. Une courbe ¢ : I 5 0 — S est horizontale pour cette
structure si et seulement si il existe un controle X : I — V' tel que ¢(t) = ;) X (¢) presque
partout. En notant ¢ le flot de X, on obtient q(t) = X (t) - ¢(0).

On appellera parfois une telle courbe horizontale une déformation de 1’état initial ¢(0).
Comme o~ est horizontale sur D*(M) pour la structure invariante & droite engendrée par
V', on en déduit qu'une courbe t 3 I +— ¢(t) est horizontale si et seulement si il existe ¢y € S
fixé et une courbe de difféomorphismes horizontaux telle que

q(t) = o(t) - qo, p-p-t.
De plus,
A(g, X) = Ap, X) = /1 (X (1), X (t)) dt.

Une telle courbe ¢ est appelée un relevé horizontal a D*(M) de la trajectoire q.

4.2.2 Action d’une trajectoire et reléevement minimal

Une méme trajectoire ¢ peut correspondre & de nombreux systémes (¢, X), et donc ad-
mettre plusieurs relévements horizontaux (¢, X). Rappelons que l'action d’une courbe hori-
zontale ¢ (indépendemment de tout contrdle associé), est donnée par

AS(q) = inf Alg, X).
(9) xeraoil smex (¢, X)

On en déduit que pour tout relevé horizontal ¢ de ¢ associé au contrdle X,
A%(q) < A(p, X) = AT M)(o).

Il convient alors de se demander s’il existe, pour une trajectoire ¢ fixée, un relévement
minimal, ¢’est-a-dire un relevement d’action minimale. Pour cela, notons A = (S x V). Alors
€, munit son image Ay = £, (V) d'un produit de Hilbert (-, -), défini par la formule

w,w), = inf X, X).
w, >‘1 Xev, wzgqx<  X)
De plus, si {,X = w, on a une décomposition unique X = Xy + Xy, avec {,Xo = 0 et
X; € (ker&,)*. On a alors
<w’w>q = <X17X1> ’

et on en déduit que la restriction de &; a (ker &)’ est une isométrie sur son image A, (voir
sections et pour plus de détails).

On notera fq_l : A, — (ker &)t l'inverse de cette image. 11 s’agit en fait du pseudoinverse
de &, non de son inverse, mais on s’autorisera cet abus de notation. Le produit Hilbertien
sur A, permet de définir calculer 'action AS(q) d'une courbe horizontale ¢ : I — S. On a en
effet

A(q) = 5 [ {0,400 .
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Proposition 4.1. Soit q : [0,1] — S une courbe horizontale sur S. Alors q a un unique
relévement minimal t — @(t) tel que ¢(0) = e, qui vérifie

AP OD() = 4%(q).

De plus, le contréle associé X(t) = ¢ - ¢~ appartient a (kerfq(t))l pour presque tout t, ce
qui équivaut a dire que -

X(t) =& pd(t) pp-tel0,1].
Voir section pour plus de détails.

En d’autres termes, la déformation d’un état ¢ se reléeve a une unique déformation ¢ mi-
nimale de ’espace M tout entier. En utilisant cette propriété, on peut montrer la complétude
de la métrique sous-riemannienne d° dans le cas d’états & supports compacts.

Théoréme 4.1. Soient qy dans S da support compact, et Oy, lorbite de qo, c’est-a-dire
I’ensemble des états a distance finie de qqg. Alors, pour tous q,q' € S, il existe une géodésique
minimisante reliant g a ¢'. De plus, (Oy,, d®) est un ensemble métrique complet.

Voir section pour la preuve.

4.2.3 Point de vue dual

Trouver le reléevement minimal d’une courbe horizontale donnée est difficile, car 'opérateur
inverse £ 1 est trés difficile & calculer en pratique. II plus simple de construire directement
un champ de vecteurs dans (ker fq)J-, qui est automatiquement le relévement minimal de la
courbe horizontale correspondante par la proposition On travaille pour cela sur 1’espace
cotangent T*S.

Lemme 4.1. Soit (q,p) € T*S. Alors KV&*p appartient a (ker&,)*, et
(KVe, KV ggp) = p&, KV ;.

On notera K, = quVS;‘ 1 T5S = T5S.

C’est un opérateur symétrique (i.e., p1Kypos = paKyp1), semi-défini positif (i.e., pKqp >
0). L’opéra-teur K, définit un morphisme de fibrés vectoriel T*S — T'S de classe CF, otk est
le plus grand entier tel que V ait une inclusion continue dans FS““(TM). Voir les sections

et pour plus de détails.

Remark 4.2. I1 peut donc étre utile, lors de la recherche de géodésiques, de considérer
simplement des controles de la forme X (t) = K V&;( " p(t). On n’obtient pas toutes les courbes
horizontales de cette facon (sauf si A, est fermé dans T, M), mais les courbes ¢ obtenues
satisfont alors

A3(0) = 5 [ POK op(0)t

De plus, le relevement minimal de ¢ est le flot de X. On verra en particulier dans la section
suivante que toutes les géodésiques normales sont de cette forme.

4.3 Equation hamiltonienne des géodésiques sur un espace de
formes

On se place dans le cadre suivant : on prend & un espace de formes d’ordre £ dans M,
on pose s = so + £, et on considére un espace (V, (-,-)) de Hilbert a noyau reproduisant de
champs de vecteurs sur M avec injection continue dans I'***(T'M), k € N*. On considére la
structure sous-riemannienne induite par V sur S.
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4.3.1 Hamiltoniens du systéme

Les hamiltoniens H j; :T*S x V — R, A € {0,1}, du systéme sont donnés par

A

Hs(g,p, X) = p&gX — 5 (X, X).

les H §‘ sont de classe C*. On peut donc appliquer la proposition

Proposition 4.2. Soit q : [0,1] — D*(M) une courbe horizontale, de contrile associé X €
L?(0,1; V). Supposons qu’il existe (p, \) # (0,0), ot p: [0,1] — T*S est de classe H et A\ =0
ou 1 tels que

{ 0 = OxHMa(),p(t), X(1) = &up(t) = A(X(1),"), (4.3)
(4(t)

D)= VEHMNg(8),p(1), X(1) = (&4 X (2), —0g(Egny X (£)) P(2)-

— 8i A =0, alors, pour tout t € [0,1], p(t) # 0, et Ayyy C kerp(t) : q est une courbe
singuliere.

- SiA=1, (¢,X) est un point critique de A a extrémités fizées : q est une géodésique
normale.

On a donc dx H'(q,p, X) = 0 si et seulement si &op = (X, ), autrement dit si X = val}kp.

Remark 4.3. En particulier, les géodésiques normales sont bien de la forme décrite en
remarque [4.2]

Le hamiltonien normal h° : T*M — R vaut alors
1 Voes 1
h(q,p) = SP& KT Ep = SpKqp.

On en déduit facilement son gradient symplectique, donné dans un systeme de coordonnées
canoniques par

1
V¥h(q,p) = (quv *§aq(quP>)-

4.3.2 Equations géodésiques

En appliquant alors le théoreme [2.1] et on obtient directement le

Théoréme 4.2. Géodésiques normales sur les espaces de formes.
Soit (V,(-,-)) un espace de Hilbert a4 noyau reproduisant K de champs de vecteurs sur une
variété M lisse d géométrie bornée. On suppose que V' a une inclusion continue dans T*T*(T M),
avec k un entier supérieur ot égal a 2 et s = s+ £, £ € N*. Soit S un espace de formes dans
M d’ordre £, et (S x V,&,(-,-)) la structure sous-riemannienne engendrée par V sur S.

Soit (qo,po) € T*S, tel que Ay, = & (V) ne soit pas inclus dans kerpg. Il existe une
unique courbe maximale (q,p) : I 2 0 — T*S de classe Hlloc, avec I un intervalle, telle que
(¢(0),p(0)) = (qo,po) et pour presque tout t dans I,

(q(t),p(t)) = V=h(q(t), p(t))-

Dans un systeme de coordonnées canoniques, cette équation s’écrit
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Alors q est la trajectoire du systéme (¢, X) = (q, vaa‘p), et ce systéme est un point critique
de laction a extrémités fixées. Le relévement minimal de q est le flot de t — Kvﬁg(t)p(t). De
plus, st k est au moins égal a 3, q est une géodésique pour cette structure, c’est-a-dire qu’elle
minimise la longueur entre q(to) et q(t1) pour to et t1 assez proches l'un de l'autre.

Enfin,
te (KY€ p(t), KY€ pt)(t)) = p(t) Ky(up(t)

est constante, égale a 2h(qo, po)-

Gréce a I’équation des moments sur D*(M ), on obtient aussi le résultat suivant.
Proposition 4.3. Sit — (q(t),p(t)) satisfait I’équations géodésique sur T*S, alors
X
t (97 (1), §uyp(t)) € T*D* (M),
ou X(t) = vag‘(t)p(t), satisfait I’équations géodésique sur T*D*(M), ot ¢ est le relévement
minimal de q.

Autrement dit, le relevevement minimal d’une géodésique normale est une géodésique
normale.

4.4 Cas des variétés immergées dans R?

On prend M = R%. On peut alors identifier le noyau K d’un espace de Hilbert & noyau
reproduisant de champs de vecteurs sur R? & une application K : R x R — E((Rd)*, Rd). On
considere S une variété lisse compacte et S = C%(S,R%). S est un espace de formes d’ordre 1
pour l'action donnée par la composition & gauche. On a T*S = S x C°(S, R%)*, et

C°(S,RY)" = M(S) @ (R,

ou M(S) désigne ’ensemble des mesures de Radon sur S.
En utilisant les propriétés de K, on voit que pour ¢ : S — R? continue, z € R?, et
p € M(S) ® (RY)*,

KVep(e) = [ K@ as)dp(s),
S

d’ou

Kipls) = [ K(a(s). a(s))dp(s)

pis= [ [ap(s)K (als),als)dpls)

SxS

En utilisant le fait que K (x,y)” = K(y, ) pour tous z,y € R? on obtient la forme suivante
pour I’équation normale des géodésiques :

oa(t,s) = [ Klalt,).a(t.5)dp(t. )

(4.5)
Oip(t, s) = —p(t, ) /S 01K (q(t,5), q(t, s'))dp(t, s").

La encore, le support et la régularité de p sont conservés. Dans le cas d’un espace de landmarks
S ~ Lmk,(R?), avec

Lmk,(RY) = {(x1,...,2,) € RN |i £ j = x; # ),
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ona q(t) = (x1(t),...,xn(t)), p(t) = (p1(t),...,pn(t)) € TS = ((R4)*)™, et on obtient

n

ai(t) =Y K (xi(t), z;(t)p; (1), i=1,....n,
= (4.6)

pi(t) = —pi(t) Z@lK(xi(t),xj(t))pj(t), i=1,..., n.
i=1
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Chapitre 5

Structures sous-riemanniennes
relevées sur un espace de formes

Dans cette section, on décrit un autre type de structure sous-riemannienne, appelée struc-
ture relevée. 1l s’agit d’une variante de la construction permettant de doter une fibration sur
une variété riemannienne d’une structure sous-riemannienne grice a une connection d’Ehres-
mann (voir [Mon02], chapitre 11). On peut utiliser de telles structures pour étudier comment
la déformation d’un état gy appartenant a un certain espace de formes S peut engendrer une
déformation d’un état go plus "gros”.

Par exemple, soit S = S x S’ un produit d’espaces de formes d’ordre ¢ dans une variété
a géométrie bornée M. Alors S est un espace de formes d’ordre ¢ pour l'action diagonale

0 (0,d)=(p-q9-d), (¢,d)eS=8xS".

Soit maintenant un espace de Hilbert de champs de vecteurs a noyau reproduisant V avec
inclusion continue dans [*t1(TM), ott s > £ + d/2 avec d = dim(M). On munit S, S et S’
des structures sous-riemanniennes induites.

Soit o = (go,qy) € S. Considérons une déformation ¢ : [0,1] — S du premier terme
du couple (qo, q(). Alors ¢ a un unique relévement minimal ¢ : [0,1] — D*(M), de controle
X(t) = {q_(%)Q(t). Ce relévement induit & son tour une déformation ¢ : [0,1] — S de I’état
total par

q(t) = ¢(t) - 4o = (o(t) - 90, (1) - q0),

et on a

Cj(t) = (Q(t)vgq’(t) gqi(%)Q(t) )
—
E(kerﬁq@))i

C’est la seule courbe horizontale partant de gy sur S dont la projection sur S soit égale a ¢
et dont I’action AS (q) soit égale a celle de q : c’est le relévement minimal de q partant de go
a travers la projection canonique 7 : S x 8’ — S. La structure relevée sur S A travers T sera
alors une structure pour laquelle les courbes horizontales seront exactement les relevements
minimaux de courbes horizontales sur S.

On se placera dans le cadre plus général ot on a une submersion équivariante 7 : $8
entre deux espaces de formes. Apres avoir étudié quelques propriétés d’une telle application,
on définira la structure sous-riemannienne relevée induite par 7 sur S, puis on donnera une
équation hamiltonienne des géodésiques sous certaines hypotheses.

Toutes les preuves sont détaillées dans la troisieme partie de [AT], reproduit en section
[9.3] avec plusieurs exemples explicites d’équations géodésiques.
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5.1 Applications équivariantes

Soient S et S deux espaces de formes d’ordre ¢ € N* dans M une variété & géométrie
bornée, et soit s > d/2 + £. On suppose qu’on a une submersion lisse 7 : S — S qui est
équivariante sous l'action de D*(M) :

A

V(p,q) e D*(M) x5,  7(e-q)=¢-m(q).

Soit (V, (-, -)) un espace de Hilbert & noyau reproduisant de champs de vecteurs sur M avec in-
clusion continue dans I'**% (TM), k € N*. On équipe S et S des structures sous-riemanniennes
induites par V.

Définition 5.1. Un relévement horizontal au travers de w d’une courbe horizontale q :
[0,1] — S est une courbe horizontale § : [0,1] — S telle que ¢ = 7o q.

A

Si(q,X):1350— 8 xV est un systeme horizontal tel que ¢(0) € 7(S), alors pour tout
do € 7 1({q(0)}), ©X - Go est un relévement horizontal de g. Réciproquement, une courbe
horizontale est un reléevement de la courbe horizontale To§: I — S, et on a

AS(n(§)) < A%(@),
car dmg&q X = &g X (voir section [9.3.1)).

Lemme 5.1. Soit § € S et ¢ = 7(q). Notons (kerdm; N Ag)* lorthogonal de ker dry dans
Ay = &;(V) pour le produit scalaire (-, -)Q induit par &g.
Alors la restriction
drmy : (kerdmg N AG)T — A, = &,(V),

est une isométrie, d’inverse

dmyt = &80
En particulier,

I = &3¢, ' dmg
est la projection orthogonal de A sur (kerdmg N Ag)~L.

Voir section pour la preuve.

Proposition 5.1. Soit 4o € S, qo = 7(4o), et ¢ : I 2 0 — S une courbe horizontale avec
q(0) = qo. Cette courbe admet un unique relévement horizontal G : I — S tel que §(0) = Go et

A%(g) = A%(q).
Ce relévement, appelé relévement minimal de q partant de §y, est déterminé par
Q(t) = Euéndt), pptel (5.1)

Pour l'existence, on voit que ¢t — X (t) = g;(;{)q(t) appartient bien & L?(0,1; V), et I'unique
solution de (5.1) est donc donnée par § = ¢~ - §y. Le reste du résultat est conséquence
immédiate du lemme 5,11

Exemple 5.1. On prend S = Lmk, (M), S =TS, et 7: TS — S la projection canonique.
Sig=(z1,...,2n) €S, alors w € TS s’écrit

w = (wi,...,wp) € Tpy, M x --- x Ty M.
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Alors S et S sont des espaces de formes d’ordre 1 pour les actions respectives

@ - (‘Tla cee 75671) = (@(xl)’ BREE) @(mn))7

et

O (1, T W, wy) = (1), -y o(Tn); de(T1)wr, - . . dp(zn)wy,),
pour (z1,...,%,) € M™ et w; € T, M pour tout i = 1,...,n. L’application 7 est équivariante :
on a bien

o (1, xn) =7(@- (T1,..., Ty W1, ..., Wy)).

5.2 Structure sous-riemannienne relevée

La structure sous-riemannienne relevée induite sur S par (V, (-,-)) et 7 est une structure
pour laquelle les courbes horizontales sur S sont exactement les relevements minimaux de
courbes horizontales sur S. Elle est définie par (S x V,(, (-, -)), avec

Cq = Mg&4,

ou
I = &éx, dmg

est la projection orthogonale sur (ker dmﬁAq)L comme introduit dans le lemme L’action
et la longueur des courbes coincident avec celles de la structure sous-riemannienne non relevée.

Remark 5.1. L’application ¢ — ¢, n’a aucune raison d’étre réguliere. Méme en dimension
finie, il suffit que le rang de &;(4) varie pour que ¢ ne soit pas continue en g.

Proposition 5.2. Le relévement minimal d’une géodésique minimisante est une géodésique
minimisante pour la structure sous-riemannienne relevée (voir section @

Comme II,; est difficile a calculer directement, on utilise généralement un point de vue
dual pour trouver des relevements minimaux.

Lemme 5.2. Soient € S, q = m(q), et u € T;S. Alors
GV Eu =KV .

En particulier, un reléevement minimal a S d’une courbe t — q(t) sur S telle que ¢(t) =
Kyu(t) presque partout satisfait

q(t)

Cette courbe est donc horizontale pour la structure relevée.

S K Epult),  pp.t.

Voir section pour la preuve.
Exemple 5.2. On suppose que M = R%. Soient S = Lmk,(R%), S =TS, et 7 : TS — S.
Soit
do = (g0, wo) = (71,05 -+, Tn,0; W10, -, Wno) €TS.

En utilisant un point de vue dual pour une courbe horizontales t — ¢(t) = (z1(t),...,zn(t))
partant de gog sur S, on obtient pour tout temps ¢ des vitesses de la forme

:L'Z(t) :ZK(l'i(t),ibj(t))Uj(t), 1€ {1,...,71}

j=1
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et
u(t) = (ur(t), ..., un(t)) € TyyS =T5 M x - x T M.

De plus,

KV ult)() = 37 K (a,a;(0)u; (¢).

=1

Donc, I'unique relévement minimal ¢ — §(t) = (q(t), w(t)) & S de la courbe ¢ partant de go
est donné par la solution de I’équation différentielle

ai(t) = D K (wilt), 2;(t))u; (t)

5.3 Equation hamiltonienne des géodésiques

5.3.1 Hamiltonien et hamiltonien réduit
On va se restreindre a la recherche de géodésiques normales. Considérons le hamiltonien
H}:T*S x V — R défini par
1/~ A ~ 1
H(q,9, X) = pGX — 5 (X, X).
Alors
0= 8XH7F((jaﬁa X) = Cfﬁ - <X7 >

équivaut a
X =KY¢p=KVEp.

Le hamiltonien réduit est donné par
R SR S
ha(q,p) = 5PG K" CGp.

A premiére vue, ce hamiltonien (et ses dérivées éventuelles) est extrémement difficile & cal-
culer. Dans [AT], on lui a donné une forme un peu plus simple sous certaines conditions, qui
nous a permis de prouver la version suivante de I’équation hamiltonienne des géodésiques.
Elle s’appuie sur le lemme [5.2

Proposition 5.3. Supposons que ( soit lisse, et que l’équation linéaire en u € T:(q)S sut-
vante :

Kr(gyu = &n) KV 65D,

ait au moins une solution u pour tout (4,p) € T*S. Alors, pour un tel u,

Soit maintenant
(4,p,u) € H' x H' x L*(0, 1, T*S @ 7°T*S)
S
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tel que, pour presque tout t,

DY Enp(t)

Koy u(t) = &g
q(t) = &K Véﬂqt u(t),
p(t) = —(p(t) — sdmyu(t)) (g K yydmy Ju(t)
- ((t) - d7r "payu(t)) Kgw) (Ogdmgey ) u(t).

Alors § est une géodésique pour la structure relevée par m sur S.

Voir section [9.3.4] pour la preuve. Dans la section on utilise cette forme de ’équation
hamiltonienne pour donner quelques exemples de géodésiques dans des espaces de formes
relevés de dimension finie.

Remark 5.2. On peut également modéliser les structures relevées en rajoutant des contraintes
de la forme C3X = 0 plutoét qu’en définissant une nouvelle structure sous-riemannienne. On
va étudier ce type de probleme dans la section suivante, et on trouvera des équations tres
similaires a celles de la proposition
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Chapitre 6

Espaces de formes avec contraintes

Les résultats de ce chapitre sont tirés des deux premiéres parties de [ATTY13], reproduit
dans les sections [0l et [0.21

La structure d’espace de formes peut étre utilisée pour faire des études statistiques sur
une famille d’objets déformables. Par exemple, en anatomie computationnelle, on les utilise
pour comparer les cerveaux de différents patients les uns avec les autres. L’avantage d’uti-
liser les espaces de formes pour modéliser les déformations d’'un objet physique est que les
algorithmes de minimisation sont relativement simples a implémenter. Beaucoup plus, par
exemple, que des modeles se basant sur une analyse des lois qui régissent la dynamique de
I’objet a modéliser. En contrepartie, on perd en qualité de modélisation. Les déformations par
difféomorphismes préservent tout de méme des aspects géométriques locaux et globaux des
objets étudiés (nombre d’intersections, régularité) qui rendent souvent ces pertes acceptables.

L’ajout de contraintes sur les déformations possibles permettrait d’améliorer la modélisation.
Par exemple, si on veut étudier plusieurs objets indépendants, plongés dans un milieu continu,
de maniere simultanée, cela n’a pas de sens de les déformer tous a ’aide d’un méme difféomorphisme :
il faut utiliser un difféomorphisme différent pour chaque objet, et un pour le milieu. Toute-
fois, si on veut conserver les propriétés du systeme, il faut ajouter des contraintes forcant les
frontieres des objets a coincider avec celles du milieu ambiant.

Pour résoudre un tel probleme, nous allons utiliser le language de la théorie du controéle
optimal [AS04] [Tré08] plutdt que celui de la géométrie. De plus, on travaillera dans R? plutos
que dans une variété a géométrie bornée quelconque, et sur un espace de formes S qui est un
ouvert d'un espace de Banach B. C’est dans ce contexte qu’est écrit [ATTY13].

On va commencer par poser rigoureusement le probléme de contréle optimal contraint. On
conserve les notations des deux chapitres précédents. On cherche & comparer deux états qq, g1
d’un méme espace de formes. Si S est de dimension infinie, il est trés rare d’avoir g1 € Oy,.
Donc, plutét que de chercher une géodésique horizontale reliant gy & q1, on va minimiser une
fonctionnelle de la forme

T = A X) + gla(1) = [ (X0, X0) b+ 965 (1) 0.

Dans la formule ci-dessus, on a pris X € L2(0,1;V) avec V un espace de champs de vecteurs
a4 noyau reproduisant, X le flot de X, et t — ¢(t) = ¢~ (t) - qo la courbe horizontale
correspondante sur S partant de gp. La fonction g : § — R est une fonction d’attache aux
données mesurant la différence entre o (1) - go et un état cible ¢, voir [GTY] VG05] pour
des exemples de telles foncitons.

Pour ajouter des contraintes, on définit également C' : S — L(V,Y), avec Y espace de
Banach, et on minimisera J sur le sous-ensemble des X tels que, pour presque tout ¢ € [0, 1],

Cy X (t) = 0.
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Une fois le cadre correctement posé, on voit que sous des hypotheses tres faibles, ce
probléme contraint admet bien une solution. On verra également que, dans la plupart des
cas, les solutions du probleme de minimisation avec contraintes sur un espace de formes de
dimension infini peuvent étre approchées par une suite de solutions de probléemes sur des
espaces de formes de dimension finie.

On donne ensuite une variante en dimension infinie du principe du maximum de Pon-
tryagin qui donne des conditions de minimisation au premier ordre sur les controles. Un des
avantages de minimiser une fonctionnelle J(X) = A(X)+g(¢X(1)-qo), plutét que de minimi-
ser 'action a extrémités fixées est que tous les minimiseurs satisfont un équivalent contraint
de I’équation hamiltonienne des géodésiques. On n’aura pas a s’inquiéter des minimiseurs
singuliers ou élusifs par exemple (voir section .

6.1 Position du probléme, existence de solutions

6.1.1 Cadre et Notations

Dans tout ce chapitre, on prendra d un entier strictement positif et S un ouvert d’'un
espace de Banach B qui est également un espace de formes dans R? d’ordre £ € N* pour une
action

(907 Q) = @-q, (80,(]) € DS(Rd) X 57

dont 'action infinitésimale sera notée
(¢, X) = &X, (¢, X) €S xT¥(TRY) =8 x H*(RY,RY),

avec s le plus petit entier strictement supérieur a d/2 + £. On fixe également un état initial
qo dans S. On définit ensuite V' C CO(R?%, R?) un espace de Hilbert de champs de vecteurs sur
R & noyau reproduisant avec inclusion continue dans H*(R% R?). On notera K = R x RY —
L((R4)* R?) son noyau.

On prendra des contraintes C' : § — L(V,Y), ou L(V,Y) est I'ensemble des opérateurs
linéaires continus de V dans Y, avec Y un espace de Banach. Enfin, on fixera une attache
aux données g : § — R.

6.1.2 Premiére formulation
Notons H(}O(O, 1;8) ={q€ H(0,1;8), q(0) = qo}-
Probléeme 1. Minimiser la fonctionnelle

1 r1
(@ X) =5 [ (X0, X0) dt +gla(1)

sur l’ensemble des couples
(¢,X) € H) (0,1;8) x L*(0,1;V),
tels que
qt) = gq(t)X(t)v Cq(t)X(t) =0, ppte [07 1]

Il s’agit d’un probleme de controle optimal avec contraintes. Un cas particulierement
intéressant est celui de contraintes cinétiques, c’est-a-dire de contraintes de la forme

C'(1)q(t) = Copéqny X (1) = 0.

Par exemple, des contraintes d’état pures C(q(t)) = 0, pour C : S — Y une application
différentiable, sont équivalentes aux contraintes cinétiques dC(q(t))&y)X () = 0, et ce cas
est donc compris dans le probleme
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Remark 6.1. On peut équiper § d’une structure sous-riemannienne pour laquelle les courbes
horizontales ¢ sont exactement celles pour lesquelles il existe un contrdle X tel que (g, X)
satisfasse les contraintes. Il suffit de remplacer &, par {11, ¢ € S, ou Il est la projection or-
thogonale sur ker Cy;. Dans le cas ot ker C est un sous-fibré de S x V', on peut tout simplement
considérer la structure (ker C,¢&, (-, -)).

Théoréme 6.1. SiV a une inclusion continue dans Hs+1(Rd,Rd), si q — Cy est continue,
si g est semicontinue inférieurement et bornée inférieurement, et si qy est a support compact,
alors Ji posséde au moins un minimiseur.

6.1.3 Formulation duale

Comme on définit généralement V par son noyau, on connait rarement explicitement
tous ses éléments. Il peut étre préférable de considérer une formulation duale en utilisant les
résultats de la section Rappelons que pour (¢,p) € S X B, on a

(KV&ip, KVép) = pKyp,
ou KV : V* = V est Popérateur inverse de 'isométrie de Riesz
X = (X,
et
K,=¢K"¢ : B* - B.
Cela nous pousse a considérer le probléme suivant.

Probléme 2. Minimiser la fonctionnelle

o

Jalg.u) = Dla, K € = 5 [ u®Kqyu(t)dt + g(a(1)

sur l’ensemble des couples
(¢,u) € H, (0,1;8) x L*(0,1; B¥),

tels que

Q(t) - Kq(t)u(t)7 Cq(t)Kvgg(t)u(t) =0, ppte [07 1] (61)

Dans le cas de contraintes cinétiques Cy = C’L’ng, (6.1) devient
Q(t) - Kq(t)u(t)7 C;(t)K;(t)u(t) =0, pp-te [07 1]

Bien siir, on se prive de certaines possibilités, il faut donc se demander dans quels cas les
problémes [T] et 2] sont équivalents.

Proposition 6.1. Supposons que pour tout ¢ € S, ker§, C ker Cy, et que Ag = ,(V) soit
fermé. Alors les problémes (1| et |2 sont équivalents au sens ou inf J; = inf Jy. De plus, si
(q,u) minimise Jo, alors (q, KVgga) minimise Jo, et, réciproquement, si (g, X) minimise Jy
il existe u tel que X = vaqﬂ.

Voir fin de la section section pour la preuve. Ces conditions sont toujours vérifiées
si S est de dimension finie et si les contraintes sont cinétiques. Cela dit, en dimension infinie,
A, n’est presque jamais fermée. Toutefois, le principe du maximum nous permettra de donner
un autre cas ou il y a équivalence.

Proposition 6.2. Supposons que V ait une inclusion continue dans HS“(Rd,Rd), que les
contraintes sont cinétiques, de classe C', et que Cy(V) =Y pour tout q¢ dans S. Alors pour
tout point critique (q, X) de J1, il exviste u € L?(0,1; B*) tel que X = Kvgg‘u. En conséquence,
les problémes[1] et[q sont équivalents.
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6.2 Un exemple : espaces de multi-formes

Les problemes d’analyses de formes demandent parfois d’étudier simultanément plusieurs
objets avec des propriétés tres distinctes les uns des autres. Dans ce cas, il est plus logique
que chaqua forme se déplace grace a son propre espace de champs de vecteurs.

On considére Si,...,S; des espaces de formes dans R? ouverts d’espaces de Banach
By, ..., Bg. On considére également V1,..., Vi des espaces de Hilbert de champs de vecteurs
sur R? & noyau reproduisant avec inclusions continues dans H*(R? R%), ot s > d/2+ 1. Pour
i € {1,...,k}, on note & 4, X; l'action infinitésmale de X; € Vj sur ¢; € S;. On cherche a
minimiser

1 1
iz/o (Xi(t), X;(t)) dt + g(qr(1), ..., qu(1))
=1

sur tous les X = (X1,...,Xy) € L2(0,1; V1 x --- x V), ot ¢;(1) = chi(l) - g0, avec g0 € S;
fixé, i € {1,...,k}. Du point de vue dual, on peut a la place minimiser

1 !
ZZ/Q wi(t) K gui(t)dt + g(qi(1),...,qk(1))

sur tous les u = (uy,...,ux) € L?(0,1; Bf x -+ x B}), ot ¢;(0) = g0 et
4i(t) = K; g,(0ui(t)

presque partout sur [0,1], avec Kjq4 = & ¢ K Vi ;i g Bien entendu, si on n’ajoute pas de
contraintes, il n’y a presque aucune différence avec le fait d’étudier séparément chaque espace
de formes S; : la seule interaction possible vient de I'attache aux données g.

Prenons 'exemple de deux objets immergés dans un milieu continu, représentés par des
ouverts U; et Us de R% & bords lisses. Chaque objet est déformé par un espace de Hilbert de
champs de vecteurs a noyau reproduisant, respectivement noté Vj et V5. Pour modéliser un
tel cas de figure, on considere alors deux états q1,0 = Idpy, et g2 0 = Idsy, dans leurs espaces
de formes respectifs S; = C*(0U1, R?) et Sy = C1(OUs, R?), ou1 1 et So sont des hypersurfaces
de RY. Les états q1,0 et q2,0 représentent les bords des ouverts respectifs Uy et Uz de R,

Le milieu continu dans lequel ces objets sont immergés est alors repéré par le complémentaire
Us = (U3 UUsz)®. 11 est déformé par des flots de champs de vecteurs d’un troisieme espace de
Hilbert de champs de vecteurs V3. On consideére alors un troisieme état g3 o qui représente le
bord de ce milieu continu. On peut écrire g3 = (¢3,¢3) € S3 = S1 x Sa.

Une déformation de ce systéeme

1 2

te (), 2(t),a3(1), 3(1) = (0 () qr. 9™ (£)a,0™(t)q), X;€L*0,1;V;),i=1,23,

représente la facon dont chaque bord OU; est déformé par le flot o,

Pour que cette déformation conserve la configuration voulue, il faut imposer que le bord
du milieu se déplace avec les bords des deux objets, ce qui revient a imposer pour tout temps
les contraintes suivantes :

ai(t) = gs5(t),  a(t) = @)

On parle de contraintes collées. On peut utiliser ce modele pour étudier des déformations
d’objets indépendants qui ne doivent pas se rencontrer, puisque la transformation

x <,0Xi (t,x) lorsque = € U;

est alors un homéomorphisme de R? pour tout t.
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Si on veut que la satisfaction des contraintes ne dépendent pas de la paramétrisation ¢;
du bord de U; tout au long de la déformation, il faut laisser les bords glisser les uns sur les
autres. Autrement dit, on doit imposer

3f; € DIfF(OU;),  qi(t) - f =g5(t), i=1,2.

On parle alors de contraintes glissées.

6.3 Approximation par des espaces de formes de dimension
finie

On suppose que V a une inclusion continue dans H SH(Rd,Rd), et que qg est a support
compact. Soient alors (Y),ecn une suite d’espaces de Banach, C" : § — L(V,Y™) une suite de
contraintes, et (¢") une suite de fonctions S — R semicontinues inférieurement et possédant
une borne inférieure indépendante de n. Pour tout entier n, on considere le probleme P"
suivant : minimiser

0. X) =5 [ (X0, XO)dt+g"(q(1)
sur I’ensemble des couples (¢, X) € HC}O(O, 1;S) x L?(0,1; V) tels que

Q(t) = gq(t)X(t)v g(t)X(t) =0, pp-te [07 1]

Par le théoreme P"™ admet au moins une solution (¢", X™). Alors, sous certaines condi-
tions, on peut extraire de la suite (¢, X™) une sous-suite qui converge vers une solution du

probléme

Proposition 6.3. Supposons que V ait une inclusion continue dans HSH(Rd,Rd), et que
pour tout q € S, la suite (ker Cg)neN soit décroissante pour linclusion et satisfasse

ﬂ ker C’g = ker Cj.
neN

On suppose également que g™ converge vers g sur tout compact de S, et que qo est a support
compact. Alors la suite (X™)nen et bornée dans L?(0,1;V), et tout point d’adhérence X de
cette suite pour la topologie faible sur L*(0,1; V), (¢, X) = (¢~ -qo, X) satisfait les contraintes
et minimise Ji.

Plus précisément, pour toute sous-suite (X");jen faiblement convergente vers un certain
X € L*(0,1; V), la suite de courbes (q" )jen converge uniformément vers la courbe ¢ = o™ -q,
Cq—(t)X(t) = 0 presque partout, et

J7(qY, X" —  Ji(g, X) = inf J;.
J—+oo

On peut utiliser ce résultat pour approcher une solution du probléme [I] sur un espace
de formes de dimension infinie S par une suite de solutions au probléme [I| sur des espaces
de formes de dimension finie. En effet, soit (S™) un suite d’espaces de formes d’ordre ¢ de
dimension finie, et supposons qu’il existe des applications équivariantes 7" : & — S" et
S — S™ telles que w7 = 1™ pour tous m > n € N. On note ¢ = 7"(qp). On définit
alors des contraintes C™ : 8" — Y™ et des attances aux données §" : S” — R sur les espaces
de formes de dimension finie S™.

Soit (¢, X™) une solution du probléme [I| sur S avec contraintes C™ et attache aux
données §". Alors (X" - go, X™) est une solution du probléme P" sur S ci-dessus avec

contraintes Cf = C;Ln( g) €t attache aux données g"” = §" o ™. On trouve donc des solu-

tions aux probléemes P" en résolvant le probléme (1] sur des espaces de formes de dimension
finie.
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Exemple 6.1. Soient S! le cercle unité, et S = C'(S!,R%) I'ensemble des courbes fermées
de RY. C’est un espace de formes d’ordre 1 sur lequel D*(R%) agit par composition. On prend
I’attache aux données

9(0) = [ (as) = ()" (als) ~ ().

pour ¢; une courbe cible. Soit F € C!(RY, £L(R?, R¥)). On définit des contraintes C, €
L(V,C1 (S, R¥) par
CyX(s) = F(a(s)X(a(s)), se S

Soit alors (s,,)nen+ une suite dense sur S*.
On peut alors définir S™ = (R%)",
m™(q) = (a(s1), -, a(sn)),  m(@1, ..o am) = (21, @)

avec m >n € N et (x1,...,2,) € 8™, ainsi que

CloramyX = (Fx)X(21),..., Fxn) X (2n)), (x1,...,2,) € (RY)"

(z1,...
et

g (z1, ... xn) =

Z(xz‘ - Q1(Sz'))T(fUz‘ —q1(s1))-
i=1

Alors, pour g" = g" - 7" et Cf = C’;‘n(q), on a bien que (ker C™),en est croissante, que

ﬂ ker C = ker Cy,
neN

et que ¢g" converge vers ¢ uniformément sur tout compact.

6.4 Principe du maximum avec contraintes

6.4.1 Enoncé du théoréme

On se place dans le cadre suivant, qui englobe celui des espaces de formes avec contraintes.
On considere V' un espace de Hilbert, S un ouvert d’'un espace de Banach B, et Y un espace
de Banach.

Soient £ : SxV — Bet C:S8 xV — Y, deux applications de classe C' linéaires par
rapport a la seconde variable. On définit des fonctions L : SxV — RdeclasseClet g: S = R
de classe C!. On suppose que L satisfait, pour des fonctions continues 7o : R — R valant 0
en 0et v : B — R fixées,

|dL(q', X") — dL(q, X)||B=xv+ < (¢ — dllB) + (¢ — QI X" — X||v, (6.2)

pour tous (q,¢', X, X’) € S? x V2, out on note || - || la norme d’un espace de Banach E.
Fixons q¢ dans M.

Probleme 3. Minimiser
1
Ja.X) = [ L) XO)dt +g(a(1)
sur tous les couples (q,v) € H;O (0,1;8) x L?(0,1;V) tels que

Q(t) = gq(t)X(t)v Cq(t)X(t) =0, pp.te [07 1]
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Remark 6.2. Les estimées ((6.2)) sont des conditions suffisantes pour que J soit différentiable,
de dérivée

1
dJ(g,x)(0g,6X) :/o 9qL(q(t), X (t))dq(t) + Ox L(q(t), X ()6 X (t)dt + dg(q(1))dq(1).
Pour cela, on définit le hamiltonien augmenté H : S x B* x V x Y* — R par
H(qap7 X7 >\) = pé-qX - L(q7X) - )\CqX

On peut alors donner le principe du maximum de Pontryagin (PMP) suivant.

Théoréme 6.2. Supposons que pour tout ¢ € S, Cy soit surjective. Soit (¢, X) € quo( ,1;S)x
L?(0,1; V) une solution du probléme @ Alors il existe p € HY(0,1; B*) et A\ € L*(0,1;Y*)

tels que p(1) +dg(q(1)) =0 et

0=0dx H(Q(t),p(t),X(t% At)),
q(t) ) (6.3)
p(t)

pour presque tout t € [0,1]. De plus, \ est unique, appelé le multiplicateur de Lagrange
du probléme.

Plusieurs variantes du PMP en dimension infinie sont disponibles dans la littérature,
par exemple pour des problemes de contrdle d’EDP, mais ces variantes sont généralement
dépourvues de contraintes. Des versions du PMP avec contraintes sont nombreuses en dimen-
sion finie, mais peu d’entre elles concernent la dimension infinie, et méme celles-la demandent
des contraintes telles que ker Cy soit de codimension finie. La preuve fournie dans [ATTY13]
contient certaines subtilités qui font du théoreme une extension non triviale du PMP
habituel.

En effet, une des premieres étapes de la preuve usuelle est de construire notre p dans
(L?(0,1; B))*. Lorsque B est reflexif, comme en dimension finie, (L?(0, 1; B))* = L?(0,1; B*)
[Bou83|, et on peut alors montrer que p est en fait de classe H'. Toutefois, lorsque B n’est pas
refléxif, on n’a pas forcément (L%(0,1; B))* = L?(0,1; B). Il a donc d’abord fallut montrer
que I'on pouvait identifier p & un élément de L2(0, 1; B*).

6.4.2 Equation des géodésiques contraintes sur les espaces de formes

On revient aux notations habituelles pour la résolution du probléme Dans ce cas,
L(q,X) = 3 (X, X). La condition

8XH(Q7p7 X? )‘) =0
est donc vérifiée si et seulement si X = KV (Egp — CyA). Ainsi, Cy X = 0 si et seulement si
Co KV Cix = C KV <.

Or, lorsque Cj est surjective pour tout g, cette équation a une unique solution A(g,p), de
méme régularité que &, et Cy. Donc X = X(¢,p) est également déterminé par (g, p). Cela
nous permet de définir le hamiltonien normal h : S x B* — R par

h(q,p) = H(q,p, X(q,p), Mg, D)),

ainsi que le résultat suivant.
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Théoréme 6.3. Supposons que &, C et g sont de classe C?, et que Cy est surjective pour tout
q dans S. Soit (¢, X) € H;O(O, 1;8) x L?(0,1;V) une solution du probléme . Alors il existe
p € HY(0,1; B*) tel que (q,p) satisfasse les équations géodésiques avec contraintes

{ q(t) = Oph(q(t),p(t)) = &gy X (1) = Kouyp(t) — Eqy K Cn A1),

6.4
p(t) = =09gh(q(t), p(t)) = = 04(Kquy X (£))"p(t) + 04(Coy X (1))" A1), (o4

sur [0,1], ou le multiplicateur de Lagrange est donné par
Cay Y CapA(t) = Coy KV E50yp(8),

et
X(t) = KV (&p(t) — CopAlt).

De plus, la propriété "C, surjectif pour tout ¢” est une condition suffisante pour que
(ker C, &, (-, -)) soit une structure sous-riemannienne lisse, ou ker C' est le fibré sur S dont la
fibre au-dessus de g est ker Cj;. On voit alors facilement que h est aussi le hamiltonien normal
de cette nouvelle structure. On peut donc appliquer le théoreme [2.1

Proposition 6.4. Si C et £ sont de classe C?, alors h aussi, et I'équation des géodésiques
contraintes a une unique solution mazimale (q,p) : I 3 0 — S X B avec condition initiale
(go,po) € S X B* fixée. La courbe q est alors un point critique de l’action sur les courbes
horizontales contraintes da extrémités fizées. De plus, si C et € sont C3, alors q minimise
laction sur l’ensemble des courbes horizontales contraintes a extrémités fizées.

Remark 6.3. Dans le cas de contraintes cinétiques Cyé, X = 0, en notant p(t) = p(t) —
C;(t))\(t), les équations se simplifient en

1 (6.5)

P(t) = =505 (KqyP())"D(t) + 9g(Coe) KqyP(£)) " A(R),

{ q(t) = Kqup(t),
2

Dans le cas de contraintes d’états pures, c’est-a-dire le cas o I’on remplace les contraintes

Coypy X (t) = 0 par dC(q(t)) X (t) = 0 presque partout, avec C': § — Y de classe C2, on peut

également réécrire I’équation

{ q(t) = Kqup(t),
B(t) = =04 (Kquyp())*B(t) + dC(q(1))*A(2).

Dans ce cas, ’équation pour le multiplicateur de Lagrange A\ devient

dC(q)quC(q)*S\ = %%(Kqﬁ)*ﬁ - dzC(q)(Kqﬁ, Kqp) — dC(q)0q(Kqp) Kgp.



Chapitre 7

Algorithmes de minimisation

On conserve les notations du chapitre précédent.

Dans ce chapitre, résumé des sections 4 et 5 de [ATTY13], on donne des algorithmes
développés pendant cette these permettant de calculer approximativement des minimiseurs
contraints de J;. On décrit les deux principales méthodes : la minimisation sur ’espace
des controles, qui s’effectue dans L?(0,1;V), et la minimisation par tir. Celle-ci s’appuie
sur le principe du maximum (théoréeme , qui assure que les minimiseurs de J; sont des
géodésiques normales contraintes. Il suffit donc de minimiser J; sur I'espace des géodésiques
partant de go, qui sont paramétrées par la condition initiale p(0) € T, %S+ On réduit donc
dans ce cas le probléme a la minimisation d’une fonction sur 7 S. Les différentes preuves,
ainsi que quelques précisions, sont données en section [10.3

On finit par la description d’une variante de l'algorithme de quasi-Newton qui permet
d’effectuer plus rapidement certains calculs nécessaires a la méthode du tir. Il s’agit d’un
résumé rapide de [Argl3], reproduit au chapitre

7.1 Minimisation sur ’espace des controéles par P’algorithme
du gradient

On commence par calculer le gradient sans contraintes de la fonctionnelle J;. Ensuite, on
rappelle la méthode du lagrangien augmenté pour minimiser une fonctionnelle sous contraintes,
et on calcule le gradient correspondant pour cet algorithme.

7.1.1 Gradient sans contraintes

Il s’agit d’'une méthode bien connue et déja utilisée dans des exemples classiques d’es-
paces de formes [BMTYO05, [DGM98| [GTY] IGTYO06, [JM00, MTY02, MTY06, [Tro95]. Nous
la généralisons au cadre décrit en section : on considere un espace de Banach B, § un
ouvert de B, et V un espace de Hilbert. On prend également une fonction & : S — L(V, B)
telle que (¢, X) — &, X soit de classe C?, et un lagrangien L : S x V — R de classe C? qui
satisfait les estimées On définit enfin g : S — R de classe C', et on fixe ¢y € S. On veut
minimiser

76X = [ La(0), X0t + 9(a(V),

sur ensemble des (¢, X) € H, (0,1;8) x L?(0,1; V) tels que G(t) = &, X () presque partout.

On sait (voir par exemple [Tré08] ou l'appendice D de [Mon02]) que pour tout contrdle
fixé X dans un ouvert & de L%(0,1;V), il existe une unique courbe ¢(-, X) = ¢* horizontale
partant de g telle que ¢X(t) = §gx (X (t). De plus, I'application X ¢* est de méme

83
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régularité que £ (voir les sections et . On peut donc identifier J a la fonctionnelle
X = J(X,qX) définie sur I'ouvert U. Enfin, le hamiltonien H est défini sur S x B* x V par

H(q,p, X) = p§X — L(q, X).

Proposition 7.1. La différentielle en X € U de J est donnée par
1
475X = = [ OxH (@ (1), p(0), X)X (e, b € L2017,
0

otp € HY(0,1; B*) est la solution du probléme de Cauchy adjoint p(t) = 0,H (¢ (), p(t), X (t))
avec condition initiale p(1) + dg(g* (1)) = 0. On obtient ainsi

dI(X)5X = /0 LTI (8), 6X () dt,
VJ(X)(t) = —KYox H(q¥ (t),p(t), X ().

Dans le cas des espaces de formes, L(q, X) = % (X, X), et OxH(q,p, X) = §p — (X, ),
d’ou
VIa(X)=X-K"¢p, X eL*0,1;V).

Remark 7.1. Une remarque particulitrement intéressante est que pour u € L?(0,1; B*),
\% \%4
V(K" §u) = K" & (u—p).
On en déduit aisément que V.Jy(u) = u — p est un gradient de

1 1
Ja(u) = ol ) = 5 [ ul)K oty + g(q" (1)

ou ¢* satisfait ¢“(t) = Kguu(t) presque partout, par rapport a la forme bilinéaire semi-
définie positive

1
(ul,ug)»—>/0 ul(t)Kqu(t)UQ(t)dt.

Cela permet de travailler directement dans L?(0, 1; B*).

7.1.2 Meéthode du lagrangien augmenté pour le cas contraint

On travaille dans le cadre d’un espace de formes de dimension finie (B = R" et Y = RF),
avec des contraintes cinétiques de la forme Cy;¢ = 0 presque partout. En particulier, on
identifie les éléments des espaces R?, a € N, a des matrices colonnes de taille a, ceux de (R%)*
a des matrices lignes, et on note |w| la norme euclidienne d’un vecteur w € R%.

Alors, par la proposition le probléeme [1| est équivalent au probléme [2| consistant a
minimiser L

Talw) = Ta(a"0) = /0 w(t) K (Hu(t)dt + (" (1))
sur 'ensemble des u € L?(0, 1; (R™)*) tels que ¢“(0) = qo, et, presque partout, on ait
qu(t) = Kqu(t)u(t), Cqu(t)Kqu(t)u(t) =0.

Définissons alors le lagrangien augmenté L : S x V x (RF)* x Ry — R par
1 1 9
LA(Q: Uy A, ,u) = §UKq’U, + )\CqKqu + ﬂ\CqKqu] .

L’algorithme du lagrangien augmenté est défini par récurrence comme suit.
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1. On prend un contrdle ug € L%(0,1; (R™)*) (par exemple ug = 0). On fixe également \g
dans L?(0, 1; (R¥)*) (par exemple Ao = 0), et o > 0. On pose r = 0 et on note ¢" = ¢*°.

2. On minimise par rapport a u € L%(0,1; (R™)*) la fonctionnelle sans contrainte

wi— Ja(q", u, Ary pir) = /01 La(q“(t),u(t), \r(t), pr)dt + g(q" (1)),

par exemple an partant du point initial u,, et en utilisant un algorithme du gradient.
Le minimiseur obtenu est noté u,1.

3. On met a jour ¢"+1 = g+ et

)\7«+1 = )\7» - ;qu+1qu+1ur+1.
T

On fixe ensuite py4+1 < ppr. On remplace enfin r par » + 1 et on reprend ’étape 2.

Sous des hypothéses appropriées, si, a partir d’un certain r, u, est plus petit qu’une cer-
taine constante, la suite de contrdles u, converge vers un contrdle optimal . Plus précisément,
un théoréme du chapitre 3 de [IK08] permet d’assurer la proposition suivante.

Proposition 7.2. ([IK08, Chapitre 3]) Supposons que toutes les applications apparaissant
dans l’algorithme du lagrangien augmenté soient de classe C? et que CyK, soit surjective
pour tout q dans S. Soit u un contréle optimal contraint de trajectoire associée q, et de
multiplicateur de Lagrange associé \. On suppose qu’il existe ¢ et yu des constantes strictement
positives telles que

Véu € L?(0,1; (R™)*),  92J(q, 1, \, p)(du, du) > CH(SUH%Q(O’I;(Rn)*).

Alors il existe un voisinage U de @ dans L?(0,1; (R™)*) tel que, si le controle initial ug de
Valgorithme du lagrangien augmenté appartient a U, et si on prend p, < p pour tout r, alors
la suite (ur)ren (Tesp. (Ar)ren) obtenue converge fortement vers u (resp. \).

Pour appliquer I’algorithme, il ne manque plus qu’a calculer le gradient en u de J4(q%, u, A, u)
pour A et p fixés. La section [10.3.2] nous donne la formule suivante.

Proposition 7.3. Pour u € L?(0,1; (R™)*), et pour la forme bilinéaire semi-définie positive

1
(u1,uz) '—>/0 ur () Kguyua(t)dt, w1, ug € L?(0,1; (R™)*),

on a
1
Viuda(g" us A, p) = u—p+ ACqu + pquuc’{quu,

avec

p(t) = <u(2t) — P(t)) Oq(Kgu(yu(t)) + A(t)9q(Cyu () Kgupyu(t)) + 21M6Q|Cq”(t)Kq“(t)u(t)’2'

presque partout et p(1) + dg(qg*(1)) = 0.

Remark 7.2. Le calcul de V,J4(q", u, A, pt) est relativement rapide. En effet, une fois une
discrétisation en temps effectuée, K, a généralement une forme suffisamment simple pour que
I’expression

u(t 1
((2) —p(t)> Og(K quyu(t)) + A(t)0q (Cyu(ry Kgu(pyu(t)) — ﬂaq,cq“(t)Kq“(t)u(t)‘Q

soit calculable avec un nombre de multiplications de I'ordre de n? (on rappelle que n est la
dimension de S). En revanche, un treés grand nombre d’itérations est nécessaire pour que les
contraintes soient approximativement satisfaites.
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7.2 Minimisation sur le moment initial par la méthode du tir

On se place, ici encore, dans le cas d’un espace de formes de dimension finie, de telle
sorte que B = R"™. Alors le principe du maximum implique que minimiser J; sous contraintes
revient & minimiser

J1(po) = J(q,§;p) = %pquopo + g(q(1)),

ou (g,p) : [0,1] = S x (R™)* satisfait I’équation des géodésiques

q = 8ph(Q7p)7 p = _8qh(Q7p)

sur [0,1], avec h le hamiltonien normal défini en section . Autrement dit, plutdét que de
minimiser J; sur 'espace des contrdles, on se restreint a ’espace des géodésiques contraintes
partant de qo et identifi¢ & (R")* = T; S. 1l faut alors calculer un gradient de Ji. On utilise
la proposition bien connue suivante, prouvée en section

Proposition 7.4. Soit X : R? — R? un champ de vecteurs de classe C', et zq € R? tel que
le flot o de X soit défini sur [0,1] x U, avec U un voisinage de xo. On définit G : U — R
par G(z) = g(¢X(1,2)), ot g : RY — R est de classe C*. Alors G est aussi de classe C' et
dG(xzo) = Z(1), ou Z(0) = dg(p(1,x0)), et

vte[0,1],  Z(t) = Z(t)dX (p(1 —t,x0)).

Au niveau algorithmique, cette méthode a un défaut : pour calculer ZdX il faut calculer
toutes les dérivées partielles de X. Le calcul de ZdX7T aura donc une complexité d fois
supérieure a celui de X. Une exception a cette regle survient lorsque X est un champ de
gradient, auquel cas dX est symétrique, et ZdX = (dXZT)". Le calcul de ZdX est alors du
méme ordre de complexité que celui de X, en utilisant par exemple une différence finie

ZdX (z) = (dX(2)Z1)T ~ = (X(z 4+ hZT) — X(z)).

> =

Dans notre cas, on a E = R" x (R")* et X(q,p) = V¥h(q,p). Calculer X(q, p) requiert un
nombre de multiplications de 'ordre de n? + k28, ot k = dim(Y) est la dimension de 'espace
des contraintes. Le terme en k%® provient de la résolution du systéme linéaire

CoKV CiX = CKV &,

nécessaire pour le calcul de h. Donc, & chaque étape de temps, le calcul de Z nécessite un
nombre de multiplications de l'ordre de n? 4+ nk?®, ce qui est beaucoup trop important si k
est du méme ordre de grandeur que n.
Toutefois, comme on est dans le cas d’'un champ de gradient symplectique, une simplifi-
cation similaire a celle du cas ou dX est symétrique est possible, et on obtient
(Zdeh)T — <8P(aqh>z§: - alI(aqh)a;:) 7
Op(Oph)z" — 0g(Oph)cx

dont le calcul est d’'une complexité du méme ordre que celui de V¥h (voir section10.3.2| pour
plus de détails). Ces formules permettent de calculer le gradient de J; avec une complexité
de l'ordre de n? + nk>%, et donc de minimiser J; par la méthode du tir.

Remark 7.3. Lorsque le nombre de contraintes k£ est du méme ordre de grandeur que la
dimension n de l'espace de formes, le calcul du gradient de J; est sensiblement plus long que
celui du gradient de la fonctionnelle J4 pour la méthode du lagrangien augmenté. En revanche,
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le nombre d’étapes nécessaires est bien moindre, car les contraintes sont par construction
toujours satisfaites avec une grande précision : on ne travaille qu’avec des courbes contraintes
dans la méthode du tir.

Lorsque le nombre de contraintes est petit, la méthode du tir est supérieure, alors que
les deux méthodes ont tendance a se valoir dans le cas général si on ne demande pas aux
contraintes d’étre satisfaites avec une trop grande précision. En revanche, la matrice CgK,Cy
peut étre tres mal conditionnée dans certains cas pratiques. Il est alors préférable d’utiliser
la méthode du lagrangien augmenté.

7.3 Simulations numériques

7.3.1 Courbes englobant une aire constante

Commencons par considérer un probléme avec des contraintes trés simples. On prend
S = Emb! (5!, R?),

’espace des courbes simples fermées de classe C' dans le plan. On considére I’espace & noyau
reproduisant V' associé au noyau gaussien

r— 2
K(z,y)p = exp <—|2y|> p’.

Une courbe g € S est le bord d’un domaine compact U(q) dont aire est donnée par

AU @) = [ a)is)ds.

Soit o € S un point initial fixé, g; une cible telle que A(U(q1)) = A(U(q)), et g: S — R
avec

9(q) = ds(q,q1)?,

ou dgs est une distance sur 1’espace des courbes avec de bonnes propriétés (voir [VGO5, [GTY],
GTYO06] pour des exemples de telles distances).
On fait une implémentation numérique de la minimisation de J; sous les contraintes

A(U(q(t)) — A(U(q0)) = 0.
Pour cela, on discrétise S en 'espace des landmarks Lmk, (R?), dont les éléments

q = ((xlayl)v SR (-Tnayn))

représentent une discrétisation d’une courbe simple fermée. L’aire est alors celle du polygone

U(q) de sommets (21,y1),-- -, (Tn, yn), calculée a laide du polynéme
1
AU(q)) = §($1y2 —Toy1 + -+ Tpy1 — T1Yn)-

On a pris go un cercle de centre (0,0) et de rayon 1 et ¢; un cercle de centre (3,0) et de rayon
1. La figure [7.3.1] compare la trajectoire optimale sans contraintes et la trajectoire optimale
avec contraintes de volume constant. Enfin, la figure montre le difféomorphisme final sous
contraintes.
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M

FIGURE 7.1 — Trajectoire optimale sans contraintes (& gauche) et avec volume constant (sur
la droite).

F1GURE 7.2 — Difféomorphisme correspondant a la trajectoire optimale. Figure gauche : condi-
tion initiale (en bleu) et cible (en rouge). Figure droite : difféomorphisme résultant.

7.3.2 Cas des multiformes

On consideére maintenant un probleme de multiformes. On prend S; = So = Emb! (5!, R?)
et S3 = §1 X S2. On considere également trois noyaux Kp, Ko et K3 correspondant a des
espaces de Hilbert de champs de vecteurs sur R?. On définit g : S; x Sy x S3 — R par

2

9(a1,q2, 63, 03) = Y d(gi, q)” + (g5, q0))
=1

ou les q(;) € S; sont des courbes cibles fixées.

Les courbes ¢; et g2 représentent le bord de domaines respectifs U(q;) et U(gz) dans
R?, tandis que g3 = (g3, ¢3) représente celui du milieu continu (U(g1) U U(gz2))¢ dans lequel
on les suppose plongés. On veut conserver cette configuration le long d’une déformation
t > (q1(t), q2(t), g3(t)) induite par des flots de champs de vecteurs X; € L?(0,1;V;), i = 1,2, 3.

On regarde deux types de contraintes : les contraintes collées, qui s’écrivent ¢;(t) = ¢4(t),
i =1,2,t € [0,1], et les contraintes glissées, qui signifient que ¢4(t) se déduit de g;(t) par
une reparamétrisation f;(t) € Diff(S1) dépendant du temps : ¢i(t) = qi(t) o fi(t), i = 1,2,
t € [0, 1]. Ces contraintes sont équivalentes au fait que

Vo €im(gi(t)), te€0,1], (Xi(t,z)— X3(t,z)) vs(t,z) =0, i=1,2,
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ou v;(t, x) est la normale a Im(g;(¢)) en x.

Pour l'implémentation numérique, on a discrétisé ¢; en (@ 1,...,z;,) € (R*)" pour i =
1,1 In, 21 2
1,2, et g3 en (3°,...,23"25",...,25") € (R*)?". On peut alors calculer la normale v;

approchée en z; a la courbe discrétisée ¢; en prenant un vecteur unitaire orthogonal a
Lik+1 — Lik—1-

La figure [7.3] montre la configuration initiale en bleue et la cible en rouge. La figure
[7-4 montre le résultat final, aprés avoir appliqué un algorithme de minimisation par lagran-
gien augmenté. Les trois difféomorphismes correspondant sont également représentés. Cette
méthode se généralise facilement au cas de surfaces triangulées dans R3.

FIGURE 7.3 — Multiformes : états initiaux (en bleu) et cible (en rouge).

FIGURE 7.4 — Multiformes : contraintes collées (a gauche) et glissées (a droite).
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7.4 Un algorithme de quasi-Newton

Les résultats de cette section sont prouvés dans [Argl3], reproduit dans le chapitre [].

Le probléeme principal au niveau de la complexité de calcul de la méthode du tir est la
résolution du systeme linéaire permettant d’obtenir le multiplicateur de Lagrange associé aux
contraintes, qui est de la forme

AN=¢c, M\ceRF,

avec A une matrice symétrique définie positive. Le but de cette section est de donner une
méthode plus rapide permettant de résoudre ce systéme de maniére approximative a chaque
étape de gradient.

La méthode est inspirée des algorithmes dits de quasi-Newton. Une fagon efficace de
minimiser une fonction f: R — R de classe C? est de construire par la méthode de Newton
une suite (xy)ren par la relation de récurrence

Ty1 = 2k — e H(f) " @) Vi (2),

ou H(f) est la hessienne de f, Vf son gradient, et hy > 0 est le pas. Toutefois, des cas
ou le calcul de H(f) est trop compliqué ont conduit & introduire des algorithmes dits de
quasi-Newton : il s’agit de construire xxy1 par la relation de récurrence

o1 By 'V (),

ou (By) est une suite de matrices symétriques définies positives de taille d x d telles que

Bry1(vpg1 — ox) = Vf(2py1) — V(2r),

de telle sorte que

Bii1(wg41 — ox) = H(f)(2r) (Tp41 — 7).

11 existe de nombreuses fagons de construire de maniére simple les matrices By, [DMT77, [DS96,
GMWR]]. Toutefois, il a été prouvé dans |[CGTI1) [Sch74] que certaines de ces méthodes
permettent de construire une suite de matrices (By) qui approchent la suite de matrices
H(f)(zy) dans toutes les directions plutét que dans une seule (la direction (xg41 — xg)), si
on suppose en plus que la suite des

Sk = Tk+1 — Tk
est uniformément linéairement indépendante (voir définition [7.1]). Par exemple, en posant

T
TETr
Yk = AgSk, Tk =Yk — BpSk, Bry1 = Bp + rTs];’ (7.1)
k

avec

1
A = /0 H(f)(xy + tsg)dt,

on obtient, sous la condition que la suite (x) converge vers un certain z, que (By) a la méme
limite que (Ag), c’est-a-dire H(f)(z) [CGTI1].

Toutefois, la suite (By) peut étre définie pour toutes suites (Ay) de matrices symétriques
et (s3) de vecteurs dans R?. Notre résultat montre alors que, sous certaines hypotheses, la
suite (By) obtenue converge vers la méme limite que la suite (Ag).



7.4. UN ALGORITHME DE QUASI-NEWTON 91

7.4.1 Cadre, définitions et énoncé du résultat

Commencons par introduire le cadre de notre probléme et quelques notations. On définit
d’abord une suite (Ag)ren de matrices symétriques et inversibles de taille d x d. On suppose
que cette suite converge vers une limite A,, également symétrique et inversible. On note alors
pour k € N

Ny = sup || A; — Agll,

ou || - || est la norme d’opérateur.
Soit également (s;)ren une suite de vecteurs de R?. On fixe By une matrice carrée de
taille d x d symétrique définie positive, et pour k € N, on définit

yr = Asg, 1 = (Ax — Bi)sp = yr — Bisi,

ou (By) est calculée par la méthode dite de mise d jour de rang 1, qui correspond a la

récurrence .
Byt1=Bp+ 7,

avec r,{sk # 0 pour tout k.

Définition 7.1. La suite (si)ken est dite (m, 3)—uniformément linéairement indépendante,
pour m > d € N* et >0, si

VEEN,Ik+1<hk < <kg<k+m, a<3’“1 Sl ) > B,
|5k | |5kl

ot o(M) est la plus petite valeur singuliére d’une matrice M.

On rappelle que les valeurs singulieres d’une matrice M sont les racines des valeurs propres
de MTM.

Remark 7.4. Cela signifie que pour tout k, on peut trouver k+1 <k <--- < kg <k+m

tels que le volume du parallélépipede formé par les ;zf‘ soit minoré par une constante positive

indépendante de k.
Notre résultat est le suivant.
Théoréme 7.1. Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que
Vk € N, IrE sk > crrl|s-
Alors, pour tout (m, ) € NxRY tel que (sy) soit (m, §)-uniformément linéairement indépendante,

on a
2+ c>m+1) Vd
c

Vk € N, | Bigm — Asl| < (1 + ( 5 e

En particulier, By tend vers Ay quand k tend vers l’infini.

7.4.2 Application au calcul d’une suite d’inverses

On peut utiliser cet algorithme pour approcher une suite d’inverses de matrices (A,;l). 1l
suffit pour cela de poser

1
Sk = Agekmodd, Yk = AL Sk = €kmodds
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ot les (eg, ..., eq_1) est la base canonique de R%, et kmodd est le reste de la division eucli-
dienne de k par d.

On peut alors utiliser la méthode de mise a jour de rang 1 pour ces deux suites pour obtenir
une suite (By) de matrices symétriques qui converge vers (A,)~!. En effet, la suite (s;) sera
bien (d, 8)-uniformément linéairement indépendente a partir d’un certain rang, puisque la
famille (sg41,...,5k1q) convergera vers (Ayeq, ..., Aseq_1), qui est une base de R%. On peut
donc appliquer le théoreme et montrer que By, converge bien vers A;! quand k tend vers
I’infini.

Dans [Argl3], reproduit dans le chapitre de nombreuses simulations numériques ont été
effectuées pour tester l'efficacité de cet algorithme. Il en ressort qu’il fonctionne extrémement
bien dans le cas ou la matrice limite A, est bien conditionnée, mais peut nécessiter de nom-
breuses itérations dans le cas contraire.

On peut utiliser cette variante pour calculer plus rapidement des valeurs approchées du
multiplicateur de lagrange. Les détails sont donnés en section [11.



Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Dans cette these, on a d’abord défini la géométrie sous-riemannienne en dimension in-
finie dans un cadre treés général (distribution horizontale non fermée, et équivalent d’une
distribution & rang variable), on a obtenu plusieurs résultats sur 1’équation géodésique. On
a également donné une idée de la difficulté du sujet par rapport au cas sous-riemannien de
dimension finie et au cas riemannien de dimension infinie. On a également procédé a une
étude complete des structures sous-riemanniennes fortes sur le groupe des difféomorphismes
D*(M) d’une une variété (M, g) a géométrie bornée, pour lesquelles I’équation géodésique
a une forme particulierement simple si on utilise le noyau reproduisant du sous-espace de
champs de vecteurs qui engendre la structure.

On a ensuite donné une définition des espaces de formes qui englobe les exemples connus
dans la littérature, unifiant et généralisant les méthodes usuelles. On a de plus construit des
structures sous-riemanniennes particulieres sur ces espaces de formes, les structures relevées,
qui promettent de nouvelles applications. Enfin, on a ajouté des contraintes dépendant de
I’état sur ’ensemble des transformations possibles, prouvé un nouveau principe du maximum
de Pontryagin adapté a ce probleme, et développé des méthodes LDDMM a ce nouveau cadre,
elles-mémes appuyées par des simulation numériques sur des exemples ayant de nombreuses
applications potentielles.

Ce travail de these débouche sur les perspectives suivantes.

Etude des structures sous-riemanniennes fortes

Soit (H, £, g) une structure sous-riemannienne forte sur une variété de Hilbert M. Plusieurs
questions fondamentales peuvent se poser.

Comportement de la distance au voisinage d’un point. Il s’agit de décrire I'allure de
I'orbite O, au voisinage de ¢ € M. Pour mieux situer la question, rappelons qu’en dimension
finie, le théoreme de la boule emboitée nous donne une bonne description de la distance sous-
riemannienne d & un point : autour de chaque point ¢, il existe C, C' > 0 et des coordonnées
1 k 1 Ey
qg=(xq,...,20", .., Xy, 2T

™
zl T

centrées en gy = 0 telles que
r . r .
c> |22 < d(go, q)* < 'y |2,
i=1 i=1

La premiere partie de 'inégalité se prouve heuristiquement de la facon suivante : on prend
X,Y des champs de vecteurs horizontaux et normés, de flots X, ¢Y, et on note Z = [X,Y].

93
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Alors pour t > 0,

eV (V) o X (VE) 0 " (VE) 0 X (V)(2) = tZ(q) + o(t).

t—0

Intuitivement, en coordonnées, on peut donc joindre ¢ et g+tZ(q) par une courbe horizontale
de longueur 4/t. En itérant le procédé, on voit que si Z; = [X;,Y;], i = 1,...,1, avec les X;
et Y; horizontaux et normés, on peut joindre q et ¢ +t1Z1(q) + - - - + t;Z;(q) par une courbe
de longueur 41 3L, /%, et en déduire le théoréme de la boule emboitée si = 2. On peut
généraliser tres facilement ce raisonnement pour r plus grand.

On a vu que dans le cas d’un produit infini de groupes de Carnot, ce résultat reste vrai
au voisinage de l'origine. Toutefois, dans un tel espace, la distribution horizontale A est
engendrée par des champs de vecteurs X tels que dim([X,A]/A) < ¢, ou ¢ € N fixé. On
voit facilement que la méthode décrite devrait encore marcher, avec quelques subtilités. Mais
qu’en est-il sur des variétés sous-riemanniennes plus générales ?

Dans ce cas, on doit donc a priori effectuer un raisonnement similaire avec une infinité de
Z;. En conséquence, en suivant la méme méthode, pour pouvoir atteindre

(o]
q+ > tiZi(q)
i=0
avec une courbe de longueur finie, il faut que
(o]
YoVti<4oo = (ti)ien € [A(NR).
i=1

La méthode ne donne donc pas un résultat optimal (appliquée telle quelle au produit infini
de groupes de Heisenberg, on obtient seulement ¢*(N,R?) x £/2(N,R) c Op). Il faut donc
développer de nouveaux outils pour répondre a ce probléme.

Recherche du ”bon” espace cotangent pour la formulation d’un principe du maxi-
mum de Pontryagin. Rappelons que 'apparition de géodésiques élusives (au sens du
lemme est diie a un défaut de multiplicateurs de Lagrange : comme on I’a vu en remarque
dans le cas sous-riemannien fort, ’espace cotangent n’est pas trop gros (contrairement
au cas faible, qui nécessite de trouver un sous-fibré adapté), mais trop petit : en restreignant
la structure & une sous-variété dense et stable de ’espace ambiant, on obtient de nouveaux
covecteurs initiaux qui "normalisent” certaines des géodésiques élusives. Cela amene naturel-
lement & se demander s’il existe un espace cotangent suffisamment gros pour obtenir tous les
multiplicateurs de Lagrange possibles, c’est-a-dire pour lequel il n’existe pas de géodésique
élusive.

Dans un produit infini de groupes de Heisenberg, la distance sous-riemannienne sur I'orbite
de 0 est équivalente & la distance du sous-espace dense £2(N,R?) x /(N,R) C ¢?(N,R3). On
voit alors aisément qu’une fois que I'on se restreint & ce sous-espace, dont le cotangent en 0
est £2(N,R?) x (N, R), toutes les géodésiques sont normales : £2(N,R?) x £>°(N,R) est le
"bon” espace cotangent pour cette structure sous-riemannienne.

En revanche, dans le cas d’un produit infini de groupe de Engel, la distance (et 1'orbite)
est équivalente a celle d’un espace vectoriel topologique qui n’est pas localement convexe,
et la méme méthode ne fonctionne pas, car le dual topologique d’espaces non localement
convexes est en général "trop petit” par rapport a ce qu’on voudrait (Il en existe d’ailleurs
dont le dual topologique est nul [Day40]).
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Groupe nilpotent libre d’ordre 2 sur un espace de Hilbert Pour commencer a
répondre partiellement a ces deux questions, on pourrait pour commencer étudier des exemples
simples mais moins triviaux. Par exemple, M = H x AS(H), (H, (-,-)) un espace de Hilbert
séparable et AS(H) les opérateurs anti-symétriques de Hilbert-Schmidt sur H, muni de la
structure (M x H, ¢, (-,-)) avec

1
§ga)u = (U, 24/ ).

Il s’agit d’une structure invariante a gauche pour la loi de groupe de Lie
1
(4:4) (¢ A) = (g +d A+ A+ 5and).

C’est une extension a la dimension infinie des groupes nilpotents libres d’ordre 2 [Mon02,
Chapitre 6], étudiés en détails en dimension finie dans [MPAMO06].

Applications a Panalyse mathématique des formes

Réduction des équations géodésiques sur un espace de formes. Un autre sujet

que nous n’avons pas abordé, et qui est tres naturel a étudier, est celui de la réduction des
équations géodésiques dans le cas ou il existe des symétries dans la structure. Un exemple
simple est celui d’un espace de courbes dans R? : on prend S! le cercle unité, et S =
Emb!(S!,R%) Iensemble des arcs paramétrés C!, réguliers, fermés, et simples dans R%. On
considére (V, (-, -)) un sous-espace de champs de vecteurs avec inclusion continue dans H*+2(R¢, R%)
avec s > d/2+ 1, et on munit S de la structure sous-riemannienne habituelle (S x V, &, (-, -)),
oupour g € Set X €V, X = X oq e CH(SLRY).

Alors, pour tout difféomorphisme 1 de classe C' de S', la transformation ¢ — ¢ o 1
est une isométrie pour la structure sous-riemannienne. Cela signifie, essentiellement, que
cette transformation envoie toute courbe horizontale sur une courbe horizontale de méme
longueur et de méme action. Elle conserve donc la distance sous-riemannienne. De plus, on
voit aisément que le groupe Diff! (M) des difféomorphismes C! de S! est une variété de Banach
et un groupe topologique dont 1’espace tangent en l'identité est T''(T'S1).

Pour ¢ € S, p € M(S') ® (RH)* T;S, définissons n(q, p) € ' (T'S*)* par

wap)Y = [ 0.4(5)Y (9)dp(s).

Alors on peut voir ([MMO7, TY11]) que si t — (q(t),p(t)) satisfait ’équation hamiltonienne
des géodésiques avec p(0) € M(S') @ (R?)*, alors, pour tout t, p(t) € M(S) @ (R?)* et

Notons qu’il s’agit essentiellement du théoréme de Noether sur les systemes mécaniques a

symétries. On obtient ainsi des lois de conservation le long des géodésiques, ce qui permet de

mieux comprendre leur structure, et d’étudier leur caractére intégrable au sens de Liouville.
En particulier, pour minimiser

1

1
5 [ XO.X@)dt+ gl o),

lorsque g(g o v) = g(g) pour tous ¢ € S,v € Diff'(M), on peut voir que le covecteur initial
p(0) de la géodésique est tel que n(qo,p(0)) = 0. Cela permet de restreindre ’espace dans
lequel il faut choisir le moment initial dans la méthode du tir.
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Formes contraintes et espaces de multiformes. La puissance des méthodes LDDMM
est de produire de fagon générique des structures (sous)-riemanniennes induites sur des es-
paces de formes treés variés avec un minimum d’a priori. La construction de cartes exponen-
tielles autour d’un état initial fixé permet ensuite le déploiement de systémes de coordonnées
pour la modélisation de la variabilité sur lequel une approche statistique va pouvoir par
exemple estimer une densité de probabilités ou des approches de type machine learning pour
construire des fonctions de discriminations.

Cependant cette approche ne considere pas la nature physique des formes sous-jacentes
mais plutot de I’espace qui les contient, et n’est pas toujours un point de départ suffisant pour
construire un systeme de représentation qui soit assez proche des données. L’introduction de
contraintes comme au chapitre [6] permet de conditionner un modele dans une situation parti-
culiere par des connaissances a priori. Nous en avons donné un exemple tres simple par la prise
en compte d’une contrainte globale de volume constant sur les courbes horizontales, qui génére
des trajectoires géodésiques tres différentes du cas sans contraintes. Le conditionnement sur
une courbe d’englober un volume prescrit tout au long de sa déformation peut d’ailleurs étre
tres utile dans I’étude de phénomenes d’évolution dans les situations ot un méme patient est
observé sur plusieurs échelles de temps dans des modélisations de phénomeénes de croissance.
D’autres contraintes locales décrivant des contraintes sur I’évolution d’un objet au cours du
temps peuvent étre prises en comptes, comme par exemple des contraintes isométriques entre
certains points de la forme. De tels contructions ne peuvent étre obtenues par les modeéles
génériques invariants & droite. Enfin la situation des multi-objets que nous avons décrite dans
les chapitres [6] et [7]montre la richesse potentielle de telles approches en terme de modélisation
pour I'étude de complexes de formes, qui sont pourtant des situations courantes en anatomie
computationnelle pour étudier simultanément plusieurs parties du cerveau lors de processus
neurodégénératifs. L’optimisation du choix des contraintes dans une situation particuliere a
partir d’une base de données reste un sujet encore trés largement ouvert qui pourrait passer
par la compréhension de la géométrie des modeles induits.

De plus, on n’a pas étudié le cas de contraintes non-linéaires, ni de contraintes d’inégalités.
Ces dernieres tout particulierement meneraient a encore plus d’applications intéressantes,
comme imposer au volume de courbes de diminuer au cours de la transformation plutot
que de rester constant, afin de mieux modéliser des phénomenes de dégénération du cerveau
d’un patient atteint de certaines maladies neurologiques. Il s’agit toutefois (pour le moins en
dimension infinie) d’un cas tres difficile & étudier, bien plus que les contraintes d’égalités.

Un exemple d’application des structures relevées : modélisation d’un muscle.
Les formes relevées sont trés utiles pour la modélisation de mouvement de muscles. Plus
précisément, on peut actuellement étudier un tel mouvement de deux facons. La premiere
utilise un point de vue dynamique, et consiste a modéliser avec précision la fagon dont le
muscle bouge par un systeme d’équations aux dérivées partielles. Il s’agit d’un procéssus
extrémement compliqué, développé dans le cas du coeur dans [BCFT13| par exemple. Les
algorithmes nécessaires sont tres cotiteux, et il est difficile d’utiliser de tels modeles pour une
analyse statistique comparant le mouvement du muscle de différents patients. La deuxieme
maniere est de procéder par une méthode classique d’analyse de formes (comme la méthode
LDDMM). Toutefois, les mouvements obtenus ne cadrent alors pas du tout a ceux observés
en pratiques, car aucun des aspects dynamiques du mouvement a modéliser n’est pris en
compte. Pour remédier a ce probleme, on peut utiliser des structures relevées.

En effet, pour discrétiser une forme (notre muscle) dans R?, on prend un ensemble fini de
points ¢ = (z1,...,7,) € (RH)" = S. Le groupe D*(RY), s > d/2 + 1 agit diagonalement sur
S par

p-q=(p(x1),. s p(xn)).
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Soit (V,(-,-)) un espace de Hilbert de champs de vecteurs de classe H**? et K son noyau
reproduisant. Les équations hamiltoniennes pour la structure sous-riemannienne associée sur
S sont données sur une courbe

t = (a(t),p(t) = (@1(0), ..., 2a(t), p1(1), ..., pa(t) € T*S = (RY)" x ((RT))"

par
ii(t) = 3 K (wilt), z;()pilt), i=1,...,n,

j=1
pl(t) = zn:pi(t)alK(fL‘i(t), ."L‘j(t))pj(t), 1= 1, B

1

J

Pour modéliser un muscle, ion va alors ajouter en chaque x; un vecteur w; représentant
la direction de la fibre musculaire :

i=(q,w) = (21,..., T, w1,..., W) €S = TRH" = (RY)" x (R)™.
Le groupe D51 (R?) agit sur S par
@ q=(p(x1),...,p(xn), de(z1)w, . .., dp(zn)wn).
L’action infinitésimale d’un champ de vecteur X € H*(R? R?) est donc

&jX = (X(xl), PN ,X(:L’n), dX(JJl)’wl, ey dX(.I'n)’wn)

Si on releve la géodésique ¢ — (g(t), p(t)) ci-dessus & S, on obtient
Wilt) = 3 (K (i(0), a; (0)pi(D)ws, i = 1,...,m.
j=1

Or, un muscle agit sur lui-méme en contractant ses fibres, c’est-a-dire en exercant une force
en x; dans la direction w;. Cela se traduit par I'ajout d’un terme parallele a wiT dans la
dérivée du covecteur p; :

pl(t) = Zpi(t)ﬁlK(fL‘i(t), {L‘j(t))pj(t) + ui(t)wi(t)T, ul(t) S R, = 1, ey
j=1

On modélise finalement le mouvement d’un muscle par le systeme de controle

B0 = 3 K(aa(t), 23 ()it =1, m,
=1

pl(t) = Zpi(t)alK(l’i(t), l’j(t))pj(t) + ui(t)wi(t)T, 1= 1, N N
j=1

i) = 3 00 (K (ai(), a5 (6))pa() s, i=1,..m.
j=1

Ce modele, inspiré d’une remarque de [TV12], pourrait permettre d’étudier, par exemple, le
battement d’un coeur. Il permet en effet une meilleure modélisation du mouvement au cours
du temps, tout en restant simple et peu coliteux du point de vue algorithmique.
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Géométries sous-riemanniennes lisses sur un groupes de difféomorphismes
et application a la recherche de solutions d’équations conservatives

Structures invariantes a droites lisses et faibles. Il reste plusieurs problemes que
nous n’avons pas abordés concernant les structures sous-riemanniennes invariantes a droite
sur le groupe des difféomorphismes d’une variété a géométrie bornée (M, g). Par exemple,
si le sous-espace de champs de vecteurs V a une inclusion continue dans I'***(M), k € N*,
il semble plus logique d’étudier la structure sous-riemannienne forte et invariante a droite
induite sur D***(M) plutét que celle sur D*(M). Le probléme est que cette structure est
seulement continue, et I’équation hamiltonienne des géodésiques n’a donc pas forcément de
solution. Nous avons également négligé le cas des structures invariantes a droite faibles, qui
est plus compliqué, car il peut étre difficile de trouver un espace cotangent relatif adapté qui
soit lisse.
Toutefois, ces deux problemes peuvent étre abordés dans le cas ou :

1. V est engendré par des champs de vecteurs Xi,..., Xy € I'*(TM) de classe C* et
bornés a tout ordre, comme dans la section Autrement dit,

k
V= {ZuiXi, u; € HS(M,R)}.

i=1

Dans ce cas, V est un sous-espace fermé de I'*(T'M). On définit alors le sous-fibré
H' C TD5(M) par

k

,H:p = {ZuzXZ oY, U; € HS(M)} .
i=1

En prenant l'inclusion pour ' : H' — T'D*(M), on obtient alors un espace tangent relatif

de classe C*°. De plus, l'application H = D5(M) x V — H' définie par X — X o ¢ est

un isomorphisme continu d’espaces tangents relatifs.

2. On remplace la norme de Hilbert sur V par la norme pré-hilbertienne
(XX, = [ 9L (0@, X (@)da.

ot L : T5(TM) — T=2"(TM) est un opérateur différentiel linéaire, symétrique, ellip-
tique a coeflicients lisses et uniformément bornés a tout ordre. On a une structure forte
lorsque r = s. Sinon la structure sera faible. On définit alors, pour (¢, X) € TD*(M),

90, (X0 = [ ga(Lo(X 007 (). X 07 (@)do.

Le changement de variable z = ¢(y) montre que g est en fait de classe C*.

Dans ce cas, (H',£,gr,) est une structure sous-riemannienne sur D*(M) équivalente a la
structure sous-riemannienne invariante a droite engendrée par (V, (-,-)p ).

On peut alors travailler avec cette nouvelle structure pour appliquer les théoremes de
la section |2l Un candidat d’espace cotangent en e adapté serait ['*~2"(T*M), comme dans
la section En plus de s’inscrire naturellement dans la continuation de nos travaux, les
structures faibles invariantes a droite sur des groupes de difféomorphismes ont des applications
naturelles dans la recherche de solution d’équations conservatives (équation d’Euler des fluides
parfaits, équations de Burgers, KdV...), voir [EM70, BV13, IMP10] et leurs références par

exemple. Nous donnons un exemple d’application possible au paragraphe suivant.
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Fluides incompressibles dans des variétés sous-riemanniennes. L’équation des fluides
incompressibles d’Euler sur une variété compacte orientable (M, g) est donnée par

{ X (1) + VY X (1) = VIp(t),

divX(t) = 0, (8.1)

ou X(t) € T*(TM), p: M — R et V9 est la connection de Levi-Civita. On sait depuis
les travaux d’Arnold |Arn66|, puis d’Ebin et Marsden [EMT70], que c’est la forme réduite de
I'équation des géodésiques sur D?*(M) (i.e. ’équation des moments, voir section [3.5.4]) pour
la métrique riemannienne faible

o (X, X) = /M Go(e)(X(2), X(2))dz, X € T,D5(M),
sous la contrainte d’état pure
div(X op™1) =0.

Cette condition, qui est continue seulement en ¢, devient lisse lorsqu’on la remplace par la
condition équivalente
div(X o <p_1) o =0.

La structure

(H/7§,79g0,1)7 pr:kercwa 5;(X)=X, ‘PEDS(M)7

se restreint & D (M), le groupe des difféomorphismes qui préservent la forme volume. Cette
restriction est équivalente & la structure invariante a droite sur D3, (M ) engendrée par I’espace
pré-hilbertien (V, g14,,.1), ol

V =kerdivNnIT*(T'M),

de la méme maniére qu’on a vu que gy, était lisse dans la discussion précédente, et ce car ¢
préserve la forme volume. Ebin et Marsden ont ensuite prouvé que cette métrique admettait
une connection de Levi-Civita et un flot géodésique, ce qui a montré 'existence locale et
I'unicité des solutions a I’équation d’Euler pour toute condition initiale X (0) € I'*(T'M),
s> dim(M)/2 + 1.

Il est alors naturel de se demander comment ce comporte un fluide incompressible sur une
variété sous-riemannienne. Un des développements possibles de cette these est la démonstration
d’un résultat similaire d’existence et d’unicité des solutions a une telle équation. Considérons
(H°,£0, ¢%), une structure sous-riemannienne sur une variété M compacte de dimension fi-
nie. Supposons, pour simplifier, que H° soit trivialisable, et soit alors (e1,...,ex) un repére
orthonormé global de H'. Soit également X; : 2 — &%¢;(x), champ de vecteurs horizontal de
classe C*° sur M.

On considére, comme dans la section la structure sous-riemannienne (#,¢,g) sur
D3 (M) définie par

k k
H= D (M) x EORY, €)= Y wXiop, gluw) =Y. [ wd@)ds, (o) M
=1 i=1

On rajoute les contraintes C, : HS(M,R*) — H*~}(M,R) définies par

Cpu = div((&pu) o o t) o .

Cette structure, de classe C*°, se restreint & D (M) en une structure équivalente a une

structure sous-riemannienne faible et invariante a droite.
L’objectif est alors de trouver un espace cotangent relatif adapté sur lequel le hamiltonien
possede un gradient symplectique suffisemment régulier, et expliciter ce gradient. Cela peut
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se faire en étendant les résultats de la section [ au cas des métriques faibles. Le but serait
alors d’écrire la forme réduite de I'équation associée pour obtenir 1’équation d’Euler des
fluides incompressibles sur une variété sous-riemannienne, ainsi qu’un espace de conditions
initiales pour lesquelles elle admet une unique solution locale. En plus d’étre un probleme tres
naturel de géométrie sous-riemannienne, ces considérations ouvrent naturellement la voie a
des considérations de fluides incompressibles & mouvements contraints.

Equation d’Euler avec contraintes. Il s’agit d’ajouter au fluide des contraintes de la
forme

C@X(t)(px(t) =0, ppt,

oi1 o~ représente le mouvement du fluide, c’est-a-dire le flot du champ de vitesse de déplacement
X du fluide sur la variété M. On obtient alors le mouvement d’un fluide contraint en cherchant
I’équation des géodésiques contraintes sur D*(M) pour la norme

/ (/M gz(X(x),X(x))dx> dt

pour X (t) € V = ker divnI'*(T'M) en combinant les résultats des chapitres[3|et[6] & condition
bien sur de les généraliser au cas ou (-,-) est une métrique pré-Hilbertienne sur V', plutot
qu’une métrique forte. Un tel point de vue ouvre de nombreuses applications potentielles.

Le cadre des multiformes, par exemple, semble particulierement adapté a I’étude d’une
intéraction solide-fluide (ou méme une intéraction entre deux fluides inhomogenes). En ef-
fet, on peut repérer un solide compact par un domaine compact Uy C M, plongé dans un
fluide parfait repéré par le complémentaire U§. On peut alors étudier le mouvement qu’une
déformation du solide, modélisée par la restriction a Uy d’une courbe ¢ — ¢1(t) € D*(M),
induit sur le fluide. Ce mouvement est repéré par la restriction a Uj d’une seconde courbe
t— @o(t) € D(M).

Par exemple, on peut imposer des contraintes collées

p1(t,x) = pa(t,x), x € Il
pour tout £, ou, plus logiquement, des contraintes glissés,
©1(0U0) = ¢2(0U0),

ce qui laisse la possibilité au fluide de glisser le long du solide.
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Chapter 9

Sub-Riemannian geodesic equations
on groups of diffeomorphisms and
shape spaces

The contents of this chapter were presented in Chapters [3], [4] and

Abstract

In this paper, we define and study strong right-invariant sub-Riemannian
structures on groups D*(M) of Sobolev diffeomorphisms of class H*, of a manifold
M of bounded geometry, s > dim(M)/2+ 1, and their applications to mathemat-
ical shape analysis. We derive the Hamiltonian geodesic equations for normal
geodesics and singular curves for such structures. We then define a shape space
in M as an infinite-dimensional manifold & on which the group of diffeomor-
phisms of M has an action that is compatible with the particular group structure
of D*(M), and investigate the invariant sub-Riemannian structures induced on S
by this action and a right-invariant sub-Riemannian structure on D*(M). Then,
we introduce a new kind of structure on shape spaces: sub-Riemannian that
are lifted through equivariant submersions between shape spaces. We give the
geodesic equations in each case, along with several examples.

Introduction

The general purpose of shape analysis is to compare several shapes while keeping track of
their geometric properties. This is done by finding a deformation, mapping one shape onto
the others, which minimizes a certain action that depends on the properties of the shape.
This implies that an action has been assigned to every possible deformation of a shape, the
design of this cost function being a crucial step in the method. This technique has been used
in the analysis of anatomical organs from medical images (see [GM98]).

A recent approach represents deformations as flows of diffeomorphisms generated by time-
dependent vector fields [DGM98], Tro95, Tro05]. Indeed, when considering the studied shapes
as embedded in an ambient manifold M of dimension d, diffeomorphisms induce deformations
of the shape itself. Such deformations preserve local (such as the smoothness) and global (such
as the number of self-intersections) geometric properties of the shape. The set of all possible
deformations is defined as the set of flows of time-dependent vector fields on the space of
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“infinitesimal transformations”, which is a subset of the space of all vector fields on M of
Sobolev class at least H*t1 where s is the smallest integer such that sq > d/2. Then,
defining a pre-Hilbert norm on those vector fields that are infinitesimal transformations, the
total action of the final deformation is given by the time-integral of the squared norm of the
time-dependent vector field by which it is generated.

In order to define the space of infinitesimal transformations and the corresponding norm,
two ways are classically considered in the existing literature.

The first, used in [BHM11, BBHM13, MMO07], consists of considering C* vector fields with
compact support, and weak H* norms with & € N. The resulting structure is then a weak
right-invariant Riemannian structure on the Fréchet Lie group of smooth diffeomorphisms
with compact support on M.

The second, that we will use in this paper, consists of considering a Hilbert space (V, (-, -))
of vector fields on M with continuous injection in the space of H*0*1-vector fields. This frame-
work has led to the development of the so-called Large Deformation Diffeomorphic Metric
Mapping (LDDMM) method (see [AG04, BMTYO05, JM00, MTY02, MTY06]). Actually, in
this framework, we will show that the group of diffeomorphisms of class H*0T! becomes a
sub-Riemannian manifold, equipped with a right-invariant sub-Riemannian structure (pro-
vided this group can be equipped with a manifold structure compatible with its group law),
under the additional assumption that M has bounded geometry (see [Sch04]). In this case,
all groups of diffeomorphisms of class H®, s > sy + 1, are both Hilbert manifolds and topo-
logical groups such that composition on the right is smooth, while composition on the left
is only continuous. By projection, the shape space inherits of a sub-Riemannian structure
in the sense of [ABCT10] thanks to the restriction of the infinitesimal action to the space
of infinitesimal deformations. In the existing literature, most authors were not familiar with
sub-Riemannian geometry, and the subject was actually treated from the point of view of
Riemannian geometry. This was possible because of two facts: firstly, they mostly focused on
finite-dimensional shape spaces (spaces of landmarks) on which the structure induced by the
infinitesimal action is indeed Riemannian. Secondly, even when that was not the case, they
used the Hamiltonian characterization of geodesics, which does not show that a structure
might not be Riemannian, especially when the horizontal distribution is dense.

The first purpose of this paper is therefore to establish in a complete way the point of
view of sub-Riemannian geometry applied to the study of shapes, and then to determine the
Hamiltonian geodesic equations on the group of diffeomorphisms and on shape spaces. This
approach provides an appropriate geometric point of view for shape deformation analysis and
yields new interesting examples. In the last section of this paper, we will also introduce a
new category of shape spaces: the lifted shape spaces, obtained by lifting the deformation
on a small shape to a bigger shape space. This new approach to shape analysis explicitly
requires the use of sub-Riemannian geometry.

Recall that a sub-Riemannian manifold is a triple (M, H, h), where M is a finite-dimensional
manifold and (#, k) is a smooth Riemannian subbundle of the tangent space TM of M, called
horizontal distribution, equipped with a Riemannian metric h. Horizontal curves are defined
as curves on M with velocity in H. Their length can be defined according to the metric h,
which leads to define the corresponding sub-Riemannian distance between two points. We
refer the reader to [BR96, Mon02] for a survey on sub-Riemannian geometry in finite di-
mension. Note that, in [ABCT10], rank-varying horizontal distributions are considered by
including horizontal distributions of the form {(F), where E is a vector bundle on M and
£: FE — TM is a vector bundle morphism, which is rather the point of view that we need
here.

Since the shape spaces we are dealing with are infinite dimensional, we need here to
consider infinite-dimensional sub-Riemannian manifolds. To the best of our knowledge, sub-
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Riemannian geometry has been very much unexplored in the infinite-dimensional context.
Probably, the first result established in an approaching context is the controllability result on
diffeomorphisms obtained in [AC09]. We also mention the recent preprint [GMV12] in which
the authors establish the geodesic equations for infinite-dimensional weak sub-Riemannian
geometries. In this reference, however, while the manifolds considered are modeled on more
general convenient spaces (see [KM97]), only closed horizontal distributions with closed com-
plement are considered, which does not include the dense distributions that usually emerge
in shape deformation analysis. Whereas there is no canonical way to define the concept of
sub-Riemannian geometry in infinite dimension, and whereas a systematic study of infinite-
dimensional sub-Riemannian geometries is still to be done, in this paper we will define and
develop all corresponding geometric notions that we think appropriate in order to model and
investigate shape spaces in this context.

We will characterize the geodesics, which are critical points of the action A between two
end-points. Contrarily to the finite-dimensional setting where any minimizer of the action is a
critical point, in infinite dimension a serious difficulty emerges, due to the fact that the range
of the differential of the end-point mapping need not be closed. This problem is particularly
accurate in our shape analysis setting, because the horizontal distribution itself is never closed
in general. In this paper, instead of deriving necessary conditions for minimizing the action,
we will provide sufficient conditions for being a critical point of the action, showing that any
solution of certain Hamiltonian equations is a critical point of the action.

The paper is organized as follows.

In Section we recall some results on manifolds of bounded geometry and on their
groups of diffeomorphisms, and we define strong right-invariant sub-Riemannian structures on
these groups. We establish the metric and geodesic completeness for the corresponding sub-
Riemannian distance. We compute the derivative and the adjoint of the end-point mapping,
and we infer the Hamiltonian geodesic equations. We provide several examples and comment
on the difficulty of finding reasonable necessary conditions for optimality.

In Section[9.2], we consider general shape spaces and investigate the sub-Riemannian struc-
ture induced by the action of the group of diffeomorphisms. We establish the Hamiltonian
geodesic equations and give some examples.

Finally, in Section we define lifted shape spaces, which are shape spaces on which
the sub-Riemannian structure is induced by lifting that of another shape space through
an equivariant mapping. The corresponding Hamiltonian geodesic equations are harder to
establish in general, but we will provide a simpler version by using a slightly different point of
view. We establish the Hamiltonian geodesic equations on some finite-dimensional examples.

9.1 Sub-Riemannian structure on groups of diffeomorphisms

Let d € N*, and let (M, g) be a smooth oriented Riemannian manifold, where M is a
smooth manifold of dimension d equipped with a Riemannian metric g. We assume that M
has bounded geometry, that is, we assume that its global injectivity radius inj(M) is positive
and that one of the following equivalent conditions is satisfied:

1. For every i € N, the Riemannian norm of the i-th covariant derivative of the curvature
tensor of M is bounded.

2. For every i € N, there exists C; > 0 such that |d’g| < C; in every normal coordinate
chart (defined by the Riemannian exponential map of M) of radius inj(M)/2 on M.

In this section, we are going to define a sub-Riemannian structure on the manifold D*(M),
which is the connected component of the neutral element of the group of diffeomorphisms of
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M of Sobolev class H®. We will then derive Hamiltonian equations for normal geodesics of
this sub-Riemannian manifold, and provide several examples with M = R<.

9.1.1 Definition of the manifold D*(M)

Let us first settle some notations and recall some results about the manifold structure of
the space H*(M, N) of mappings from M to N of Sobolev class H®, for s large enough. Here,
(N, h) is another smooth Riemannian manifold with bounded geometry.

Let f: M — N be a smooth mapping. Its differential is a section of the vector bundle
T*M@p f*TN, where f*T'N = {(z,v) € MXTN | v € T, N}. The Levi-Civita connections
on M and N induce a Riemannian connection on T* M ® f*T N, which allows us to set |df|? =

5 o Ju IV f(z)?dx, for every integer s > d/2 + 1. Then, we define the set C°**(M, N) of
smooth functions from M to N of Sobolev class H? as that of smooth functions from M to N
such that [df|? < +oc. The tangent space TyC**(M, N) at f is defined as the set of smooth
sections X of f*T'N such that

X2 = Z/ IViX ()2 dz < +o0. (9.1)
i—0/M

The norm | - |, is a pre-Hilbert one. Note that any X € TyC°>**(M, N) is bounded and there
exists C' > 0 such that h,(X(x), X(z)) < C|X| for every z € N.

For § < inj(N)/2, we say that two elements f; and fo of C°*(M,N) are d-close if
there exists X € T C**(M, N) such that |X|; < 0 and fo = expy oX, where expy is the
Riemannian exponential map on N. We denote Vs the set of all such couples.

It is known (see [ES96, [Sch04]) that the set {Vs | 0 < § < inj(N)/2} is a basis for a metriz-
able uniform structure on C°**(M, N), with distance dys (s, ). Its completion H*(M, N) is a
smooth Hilbert manifold, with Ty H*(M, N) = {X € H*(M,TN) |Vz € M g(z) € TN},
and on which the norm |- |5 defined by is a Hilbert norm.

If s > d/2 + £, then we have a continuous inclusion H*(M, N) < C*(M, N). Moreover, if
M is compact, then the inclusion H*t (M, N) — H¥+1 (M, N), s’ < s, is compact.

Taking s > d/2 4+ 1 and M = N, we are now in a position to define D*(M). We denote
by H§(M, M) the connected component of e = idys in H*(M, M), and by Diff (M) the set of
C! diffeomorphims on M.

Definition 9.1. For every integer s > d/2+ 1, we define D*(M) = H§(M, M) NDiff (M) as
the connected component of the space of diffeomorphisms of class H® on M.

The Hilbert manifold D*(M) is an open subset of H*(M, M). In what follows, we denote
by I'S(TM) = T.D*(M) the tangent space of D*(M) at e = idys, which coincides with the
space of vector fields of class H® on M.

The set D*(M) is a topological group for the composition (p, 1) — ¢ o1, and for every
Y € D*(M), the right multiplication Ry, : ¢ — ¢ 01 is smooth. Moreover, for every k € N,
the mapping (¢,v) € DSTF(M) x D3(M) + p o) € D*(M) is of class C¥. The derivative of
Ry is given by dRy,.X = X o4 (and this, at any point ¢). Similarly, the derivative of the left
multiplication is given by dL,.X = dp(¢).X whenever ¢ is of class H*™! (see [ES96, [Sch04]).

Using the smoothness of the right multiplication, we define the set of right-invariant vector
fields on D*(M) as the set of vector fields X : D*(M) — T'D*(M) that satisfy X (¢) = X (e)op.
The set of right-invariant vector fields is therefore identified to T,D*(M) = I'*(T'M).

Note that D*(M) is not a Lie group because, although the right multiplication is smooth,
the left composition in D*(M) is only continuous. It can however be noticed that the set
D>®(M) = Ng>q/2+1D*(M) is a Lie group; more precisely, endowed with the inverse limit
topology, it is an inverse limit Hilbert Lie group, which is a particular type of a Fréchet Lie
group (see [OmoT74]).
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Curves on D*(M). For every ¢(-) € H'(0,1;D%(M)), the time-dependent vector field
X()=p()op(-)~t € L3(0,1;T5(TM)) is called the logarithmic velocity of ¢(-). Note that,
by definition, we have ¢(t) = X (t) o ¢(t) for almost every ¢ € [0, 1].

Such curves of diffeomorphisms are flows of time-dependent right-invariant vector fields
on D*(M) whose norm is square-integrable in time. Conversely, thanks to a generalized
version of the Cauchy-Lipschitz theorem (see [Tré08]), any time-dependent vector field X (-) €
L%(0,1;T%(TM)) generates a unique flow @2 (-) € H'(0,1;D*(M)) such that ¢X (0) = e, and
therefore defines a unique curve X (-) = X () 0 @g for any fixed g € D(M).

In other words, for any fixed ¢y € D*(M), there is a one-to-one correspondence X () <>
©* () between time-dependent vector fields X(-) € L?(0,1;T°(TM)) and curves ¢(-) €
H'(0,1;D*(M)) such that »(0) = .

9.1.2 Sub-Riemannian structure on D*(M)

A sub-Riemannian manifold is usually defined as a triple (M, A, h), where M is a man-
ifold and (A, h) is a smooth Riemannian subbundle of the tangent space TM of M, called
horizontal distribution, equipped with a Riemannian metric h.

Here, keeping the framework and notations of the previous section, we take M = D*(M),
and we are going to define a (right-invariant) horizontal distribution on the manifold D*(M),
endowed with a (right-invariant) Riemannian metric, that is, to define a (right-invariant)
sub-Riemannian structure on the infinite-dimensional manifold D*(M).

Let s and § be integers such that § > s > d/2 + 1. In what follows, we consider a Hilbert
space (V, (-,-)) of vector fields of class H® on M such that the inclusion V < T'5(TM) is
continuous.

Definition 9.2. We consider the subbundle H* of TD*(M) defined by H, = R,V =V oy
for every p € D*(M), endowed with the (fibered) metric (X,Y), = (X 0o o1, Y 0 o7 1).
This subbundle induces a sub-Riemannian structure on D*(M), that we refer to as the strong
right-invariant sub-Riemannian structure defined by V' on D*(M).

Note that the mapping (¢, X) — X o ¢ gives a parametrization of H* by D*(M) x V.
This parametrization is of class C¥ with k = § — s.

Note that, if s < s < 3, then the restriction of H* to D¥ (M) coincides with H*. In
particular, for a fixed diffeomorphism ¢ € DS/(M ), we have He, = ’Hg = V o p. Hence H;,
does not depend on s and we will simply write it as H.,,.

Example 9.1. The simplest example of such a structure on the group of diffeomorphisms is
obtained by taking V = I'(T M) and

(X,Y) = ; /M 0:(ViX (2), V'Y (2)) da.

Then # is the space of X € H*(M,TM) such that X (x) € T,,;)M and X op~" € I*(T'M).
For s = §, we have H;, = TD*(M) and we obtain a Riemannian structure on D*(M).
Moreover, using a careful computation and the change of variable x = ¢(y) in the integral,
we can see that the Riemannian structure is smooth.
Such metrics have been studied in [BHM11, BBHM13| MMO07], seen as "weak” Riemannian
metrics on the group of smooth diffeomorphisms (in contrast with ”strong” metrics as in
[BV13]).

Example 9.2. Let A be a smooth subbundle of T'M, endowed with the restriction of the
metric g to A. We define the space V ={X e I'*(TM) |V € M X (zx) € A} of all horizon-
tal vector fields of class H®. Then H, is the space of H*® mappings X : M — TM such that



108 CHAPTER 9. RIGHT-INVARIANT SUB-RIEMANNIAN GEODESIC EQUATIONS

X (z) € Ay(z). Note that, although the parametrization (X, ) + X o ¢ is only continuous,
‘H is a smooth subbundle of TD*(M) (indeed the subbundle A iself is smooth).

These examples show that the parametrization (X, ) — X o ¢ may not be the most
appropriate one in some particular situations. We will however keep this general point of
view throughout the paper.

Remark 9.1. In Definition [9.2] we consider ”strong” sub-Riemannian structures. We can
define "weak” sub-Riemannian structures on D*(M), for which the norm induced by (-, ")
on V is not complete. This allows to deal with more general metrics such as the L? norm
on vector fields, (X,Y) = [; 9.(X(2),Y (x)) dVoly(x), where Vol, is the canonical volume
form on (M, g). When V is the set of volume-preserving vector fields, this metric induces a
smooth Riemannian metric on the group of volume-preserving diffeomorphisms of M, whose
geodesics are the solutions of the Euler equations on M (see [EMT70]).

Remark 9.2. Any Hilbert space V' of vector fields of class at least H®, with s > d/2, has
a reproducing kernel. This means that the operator V* — V given by the inverse of the
isometry X — (X,-), is the convolution with a section K of the bundle L(T*M,TM) =
TM @TM — M x M, called the reproducing kernel of V.

Any element P of the dual I'"*(T*M) of I'*(T'M) can be represented by a one-form
with (distributional) coefficients of class H~*, so that P(X) = [,, P(x)(X(z)) dz, for every
X € I'(T M) (the integral is computed in coordinates by means of a partition of unity). Such
a P is called a co-current. By restriction, any co-current P € I'"5(T*M) belongs as well to
the dual V* of V. In particular, for any (x,p) € T*M, the linear form p® d, : X — p(X(x))
belongs to V*, and the unique element Y such that (Y, ) = p®J, on V is denoted by K (-, z)p.
Then K(x,y) is a linear mapping from TyM to Ty M, that is an element of Ty, M ® T, M.
Moreover, for every co-current P € I'"5(T*M), the unique element Y such that (Y,:) = P
on V is given by Y (z) = [, K(z,y)P(y) dVoly(y). In particular, K is of class at least H® on
M x M.

We are now in a position to consider horizontal curves on D?(M) for the strong right-
invariant sub-Riemannian structure induced by V', and to define the associated concept of
sub-Riemannian distance.

Horizontal curves.

Definition 9.3. An horizontal curve for the strong right-invariant sub-Riemannian structure
induced by (V,(-,-)) on D5(M) is a curve ¢(-) € HY(0,1;D5(M)) such that p(t) € H* for
almost every t € [0,1]. Equivalently, it is a curve with logarithmic velocity X (-) € L?(0,1;V).

For every ¢g € D*(M), we define (0, as the set of all horizontal curves () € H(0,1; D*(M))
such that (0) = pg. We define the mapping @, : L2(0,1; V) — Quy by @y (X (1)) = 0% (),
where X (+) is the unique solution of the Cauchy problem X (-) = X (-) o™ (-), X (0) = .
We have Qy, = ®,,(L?(0,1;V)).

Lemma 9.1. We assume that k = § — s > 1. For every pg € D*(M), the mapping
D, - L?(0,1;V) — Qg is a Ck diffeomorphism, and the set Qg is a CF submanifold of
HY(0,1;D%(M)).

Proof. Using the correspondence ¢(-) <» X(-) explained in Section (for ¢o fixed), it
suffices to prove that the graph in H'(0,1;D*(M)) x L?(0,1;V) of the C¥ mapping X (-) ~
©X(+) is a C*¥ manifold, globally parametrized by X (-) — (X (), X () 0 X (-)).

We denote by H&OO(O, 1;D%(M)) the set of ¢(-) € H(0,1;D%(M)) such that ¢(0) = ¢q.
We define Héo x L%(0,1;TD*(M)) as the fiber bundle over H;O(O, 1;TD*(M)) defined by
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{(¢(-),00()) € H} (0,1;D5(M)) x L*(0,1; TD5(M)) | 6¢(t) € Tp1yD5(M) for a.e. t € [0,1]}.
We consider the affine vector bundle morphism C : H'(0,1; D%(M)) x L*(0,1;V) — HJ x
L?(0,1; TD*(M)) defined by C(p(-), X ())(t) = ¢(t) — X(t) o p(t). Then C is of class C*
and Q,, = C71({0}). In coordinates on D*(M), we have 9,C(¢(-), X(:)).0¢(:) = 6¢(-) —
d(X(-) o (+)).0¢(+), which is a continuous linear differential operator of order one, and the
linear Cauchy-Lipschitz theorem in Banach spaces implies that it is an isomorphism. The
lemma follows from the implicit function theorem. ]

Definition 9.4. For every ¢g € D*(M), the end-point mapping endy,, : Qy,, — D*(M) is
defined by endy, (¢()) = p(1), for every ¢(-) € Q.

The end-point mapping is of class C*, with k = 5 — s > 1.

Definition 9.5. An horizontal curve () € H'(0,1;D(M)) is said to be singular whenever
the codimension of Range(dendy,(¢(+))) in T, D*(M) is positive.

Remark 9.3. An horizontal curve ¢(-) € H'(0,1;D*(M)) is singular if and only if there
exists Py, € Ty D*(M)\ {0} such that (dendg,(¢(-)))*. Py, = 0. Examples of singular curves
can be built by considering a sub-Riemannian manifold M on which there exists a nontrivial
singular curve 7(-) (such manifolds do exist, see, e.g., [Mon02]), and by taking V as the set of
horizontal vector fields of class H® on M, as explained in Example Then any autonomous
vector field X such that X o~(-) = () generates a singular curve.

Note that, in Theorem further, we provide an Hamiltonian characterization of singular
curves.

Given g and ¢1 in D*(M), we consider the set Q. ,, = end;ol({wl}) of horizontal curves
steering ¢g to ¢1.

Remark 9.4. The set (), ,, need not be a submanifold of €,;, due to the fact that end,
need not be a submersion. In the finite-dimensional context a singularity of this set is exactly
a singular curve, that is a critical point of the end-point mapping, or equivalently, a projection
of an abnormal extremal (see [CJT06, [Mon02]). In infinite dimension the situation is more
complicated because of the possible existence of proper subsets that are dense. More precisely,
since we are in infinite dimension, we can have either of the three following possibilities:

1. Range(dendy,(¢(-))) = T, D*(M);

2. the codimension of Range(dend,,(¢())) in T,,, D*(M) is positive;

3. Range(dendy,(¢(+))) is a proper dense subset of T, D*(M).
In finite dimension, only the two first possibilities do occur. In the first case it is usually said
that o(-) is regular, and in that case Q0 ,, is locally at ¢(-) a submanifold of €.

However, in the present infinite-dimensional framework (adapted to shape analysis), since
the horizontal distribution H itself is not closed in TD*(M), actually the first possibility
never occurs, and in particular we have to deal with the third possibility. In the context

of controlled partial differential equations, this third possibility corresponds to a situation
where the control system is approximately controllable but not exactly controllable.

Sub-Riemannian distance and action.

Definition 9.6. The sub-Riemannian length L(p(+)) and the sub-Riemannian action A(p(+))
of an horizontal curve p(-) € H'(0,1;D%(M)) with logarithmic velocity X (-) = ¢(-)op(-)~1 €
L?(0,1;V) are respectively defined by

Let) = [ XOXOpat and ae0) =1 [ 0, x@)ar
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The sub-Riemannian distance dsg between two elements ¢o and @1 of D*(M) is defined as
the infimum of the length of horizontal curves steering pg to @1, with the agreement that
dsgr(po, p1) = +oo whenever there is no horizontal curve steering @o to ¢1.

An horizontal curve ¢(+) : [0,1] — D*(M) is said to be minimizing if dsr(p(0),p(1)) =
L(p(:))-

We have dsr (o, 91) = dsr(e, p1 0 ¢g'), that is, dsg is right-invariant. Concatenation
and time-reversals of horizontal curves are horizontal as well, hence dgg is at least a semi-
distance, and the subset {¢1 € D*(M) | dsgr(e, 1) < oo} is a subgroup of D*(M) that does
not depend on s (it is proved in Theorem m further that dggr is a distance). Moreover,
it follows from the Cauchy-Schwarz inequality that L? < 2A, and therefore dgg (g, 1) is
equal to v/2 times the infimum of the action over all horizontal curves steering g to 1.
Therefore, minimizing the length over horizontal curves between two end-points is equivalent
to minimizing the action over this set.

Theorem 9.1. The sub-Riemannian distance dgr is indeed a distance (taking its values in
[0, 4+00]), that is, dsr(po, 1) = 0 implies oo = p1. Moreover, any two elements po and 1
of D¥(M) with dsr(po,p1) < +0o0 can be connected by a minimizing horizontal curve, and
(D*(M),dsgr) is a complete metric space.

Proof. The proof follows, in the context of sub-Riemannian geometry, some arguments of
[Tro95].

Firstly, in order to prove that dsr(@o, 1) = 0 implies 9 = 1, since dgr is right-
invariant, it suffices to prove that ¢; # e implies dgr(e, 1) > 0. Let ¢(-) € Q¢ be an
horizontal curve such that ¢(0) = e and p(1) = @1 # e, and let X(-) be its logarithmic
velocity. Let € M such that ¢1(z) # z. Setting z(t) = ¢(t, z), we have &(t) = X (¢, z(t)),
and then, 0 < dy(x, 1(z))? < fol Ga(t) (X (t, 2(1)), X (¢, 2(t))) dt, where d) is the Riemannian
distance on M. Since there exist positive constants Cy and Cy such that g, (Y (y),Y (y)) <
Cl||YH12"S(TM) < CoY,)Y), for every y € M and for every Y € V, it follows that 0 <

dyr(z, 01(2))% < Co fol (X(t),X(t))dt = 2C2A(¢(+)). Since this inequality is true for every
horizontal curve ¢(-) steering e to ¢1, we get that 0 < dys(z, p1(z)) < dsr(e, ¢1) (note by
the way that this inequality holds true for every z € M).

Secondly, since the structure is right-invariant, it suffices to prove that any ¢, € D%(M)
such that dgg(e, 1) < 0o can be reached from e by a minimizing horizontal curve. In order to
prove this fact, we will use the following lemma, which itself mainly follows from the Sobolev
embedding theorem (see [ATTY13] for the proof).

Lemma 9.2. Let (X™(-))nen be a bounded sequence of L?(0,1;V), consisting of logarith-
mic velocities of horizontal curves (¢™(-))nen such that ¢™(0) = e = idpy;. Then there
exist X(-) € L*(0,1;V), corresponding to the horizontal curve @(-), and an increasing se-
quence (n;)jen of integers such that (X" (-))jen converges weakly to X(-), and such that
SUPyeo,1) dis—1(w,an) (9™ (1), §(t)) converges to 0 as j tends to +oo, for every compact subset
U of M.

Let (X™(+))nen be a minimizing sequence of L?(0, 1; V), associated with horizontal curves
(©™(*))nen, for the problem of minimizing the action over all horizontal curves steering e to
1. By Lemma up to some subsequence, the sequence (X" (+)),en converges weakly to
X (+), associated with an horizontal curve (-) such that @(1) = @1 (note that § — 1 > d/2).
Hence ¢(+) is an horizontal curve steering e to 1, and by lower semi-continuity of the action,
we have A(@(-)) = 3 [1(X(t), X (t))dt < liminf, L [(X™(), X"(t))dt, and hence @(-) is a
minimizing horizontal curve steering e to ;.

Let us finally prove that (D*(M),dsg) is complete. Let (¢} )nen be a Cauchy sequence of
D*(M). Then (¢})nen is a Cauchy sequence as well in CY(M, M) for the metric topology of
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uniform convergence on compact subsets, which is complete, and therefore converges to some
@1 € CO(M, M). To conclude, it suffices to prove that ¢; € D(M) and that dsr(¢}, 1) — 0
as n — +oo.

For every integer m > n, let X™™(-) be the logarithmic velocity of a minimizing horizontal
curve "™ (-) steering ¢} to ¢T'. For every n, the sequence (X™"(-))m>n (indexed by m)
is bounded in L?(0,1;V), and hence from Lemma up to some subsequence it converges
weakly to some X"(-) € L2(0,1; V), which is the logarithmic velocity of an horizontal curve
@"(+). Moreover 7" = ¢™™(1) — @"(1) in C°(M, M) as m — +oo. But since ¢7* — @1,
it follows that ¢"(1) = ¢1. In particular, ¢; € D*(M) and @}(-) is an horizontal curve
steering ¢ to @;. By weak convergence of X™™(-) to X™(-) as m — 400, and by lower
semi-continuity, we infer that

dsn(pu,ef)? < 2406"0)) = [ (X"(0), X7(0) i

1
P n,m(t) n,m N T MY — Tin n ,_m\2
< liminf | (X7, () dt = liminf 24(p™™ (1)) = liminf dsr(ef, ¢1")".
The equality in the last part is due to the fact that ¢™™(-) is a minimizing horizontal curve
steering T to ¢". Since (¢])nen is a Cauchy sequence, the right-hand side of the above
inequality tends to 0 as n — +o00, and hence dsr(@1, ¢}) — 0 as n — +oo. O

9.1.3 The accessibility property on D*(M)

In the rest of this section, (V,(:,-)) is a Hilbert space of vector fields of class H® on a
manifold M of bounded geometry and dimension d. We consider the corresponding right-
invariant sub-Riemannian structure (#?, (-,-)) on D*(M) as in Definition

The purpose of this section is to give conditions on V ensuring the approximate accessibil-
ity or (resp. exact accessibility) property from e. This means, giving conditions ensuring that
the set DM, defined in Theorem is dense in (resp. equal to) the connected component
D§(M) of e in D*(M).

Approximate accessibility There are some general results of approximate accessiblity in
infinite dimensional sub-Riemannian geometry, though they cannot be applied directly here
because our structures are not smooth. The property of exact accessibility from a given
point in infinite dimensional sub-Riemannian manifolds, however, is almost never satisfied.
Therefore, in most cases, we cannot expect to have better than approximate accessibility.
For example, we have the following result.

Proposition 1. If V is dense in T°(TM) then D™ is dense in DE(M).

Proof. The assumption implies that H? is dense in 7D*(M). The proof of [DS80] then implies
the result. 0

A more general result can be deduced from a result by Agrachev and Caponigro [AC09)
in the case where M is compact.

Proposition 2. (Agrachev-Caponigro) Assume that M is compact and let Xi,..., X, be
smooth vector fields on M.

Assume that any two points x,y € M can be connected by a smooth curve t — xz(t) € M
whose velocity belongs to the span of (X;(z(t)))i=1,..r for every t.

Finally, assume that

{ZUZXZ ‘ ULy ooy Up GCOO(M)} cV.
=1
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Then DM contains the set D§°(M) of all smooth diffeomorphisms of D§(M). In particular,
it is dense in D§(M).

Proof. The main result of [AC09] is actually stronger. It says that, if M is compact and if
any two points x,y € M can be connected by a smooth curve ¢t — x(t) € M whose velocity
belongs to the span of (X;(z(t)))i=1,.., for every ¢, then

dm e N, Yo € D°(M), Jui,...,um € C(M), i1,...,0m € {1,...,7}

p =@ X (1) oo ptmtim (1),
This directly implies the result. O

Remark 9.5. It is straight-forward to generalize the results of [AC09] to the case where

.
{ZuzXl ‘ ULy e ooy Up EHS(M)} cV,
=1

to obtain exact controllability. However, we found a shorter and simplerproof for the slightly
less general case where the family (Xi,...,X,) is bracket-generating, which we give in the
appendix. The main interest of this new proof is that it also lets us give estimates similar to
that of the ball-box theorem, see [Mon02] for the ball-box theorem, and the next section for
a complete statement and implications of this new result.

Exact controllability As mentionned, exact accessibility is very rare in infinite dimen-
sional sub-Riemannian manifolds. However, there is a special case for which we do have
DM = D§(M). For this, we will first need to define the notion of a bracket-generating family
of smooth vector fields.

Let (M,g) be a riemannian manifold with bounded geometry and dimension d. Let
X1,...,X, be smooth vector fields on M, bounded at every order.

Remark 9.6. The family (X,...,X,) defines a rank-varying sub-Riemannian structure A
on M (see [ABCT10]).

Define the following space of vector field
V={Xel*(TM)|Vz e M, X(z) € span(X;(z),..., X, (2))},

on which we define a Hilbert product (-, -) whose norm is equivalent to the H*-norm defined in
Section Note that V is a H*(M)-module generated by Xj,..., X, so that any X € V

can be written

.
X=> u'X;, u=(u',... u")eH MR,
=1

and .
(X, X) < ;Hui!\%swy

In this section, we consider the right-invariant sub-Riemannian structure (#?, (-,-)) induced
by the Hilbert space (V, (-,-)) on D*(M), and denote by d the corresponding sub-Riemannian
distance. Note that we have

H, = {Zuiochogo]uiGHS(M)}.

=1
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Remark 9.7. It is easy to see that a curve t + o(t) € H'(0,1; D(M) is horizontal if and
only if each curve t — @(t,z) € M, with € M, is horizontal for the sub-Riemannian
structure A on M generated by (X1,...,X,).

Recall that we defined D™ as the set of diffeomorphisms ¢ € D*(M) with finite sub-
Riemannian distance from e = Idj;, that is, those that can be connected to e through a
horizontal curve ¢ — ¢(t).

Definition 9.7. The family (X1,...,X,) is said to be bracket-generating if, for every
xeM,

TIM:span{[Xil[...,[Xijprij]...](:C) |jEN*, 1<iy,....i; §r}.

In other words, if any tangent vector at x € M 1is a linear combination of Lie brackets of
Xi,..., Xy [Mon02].

In this case, any two points of M can be connected by a curve whose velocity is a linear con-
bination of the vector fields (X7, ..., X,;) at each time. This is the so-called Chow-Rashevski
theorem [Mon02, BRI6].

Recall that we took the X; to be smooth, so that their iterated Lie brackets are well-
defined. For more simplicity, if I = (i1,...,4;) with 1 <i4y,...,i; < r, we shall denote

Xy = [Xa[- [Xi 00 X))o (9.2)

When M is compact, it is well-known [Mon02), BR96] that (X1, ..., X,) is bracket-generating
if and only if one can find an integer m > dand Iy, ..., I,,,, with I; = (i}, ... ,i;l) cAl,..., r}jl

such that for every x € M,
TpM = span(Xy, (x),..., Xy, (z)).

In particular, in this case, for every X € I'S(T'M), we can write

m
X =) u'Xg, (u'...,u™) € H(MR™)
=1

with
m .
X012 <> 1|2,
i=1

Theorem 9.2. Suppose that M is compact and that the family (X1,...,Xy) is bracket-
generating. Then there exists a C'-mapping ¢ : H¥(M,R™) — D*(M) with ¢(0) = e and a
constant C > 0 such that

dsn(e: $(ur,..um) < O3 il
=1

In particular, D" = D§(M) and the topology induced by the sub-riemannian distance dsr
coincides with the intrinsic manifold topology on D*(M).

Remark 9.8. This theorem is an H? version of [ACQ09]. The part about the induced topology,
however, is completely new and could not be easily deduced from Agrachev and Caponigro’s
proof. This theorem is of particular interest in the context of sub-Riemannian geometry in
infinite dimensions. Indeed, it is known that, in almost every cases, only a dense subset can
be reached from a given point through horizontal curve, and the topology does not coincide.
Indeed, the bracket-generating condition is an algebraic condition, and therefore, in infinite



114 CHAPTER 9. RIGHT-INVARIANT SUB-RIEMANNIAN GEODESIC EQUATIONS

dimensions, the linear combinations of all brackets of horizontal vector fields is only dense in
the tangent space to the manifold. However, in our particular case, we will see that we can
adapt the finite dimensional proof, although it will require a bit of care.

Also of note, this theorem and more was proved in [BV13] for the right-invariant Rieman-
nian case (V =I*(T'M)), even in noncompact manifolds.

Proof. The proof follows a method similar to that of Chow-Rashevski’s theorem from [Mon02],
with a few extra tricks.
— Step 1: Reduction to a neighbourhood of e = Id,.
The first step is a consequence of the following result, which is an immediate conse-
quence of the right-invariance of the sub-Riemannian distance.
Lemma 9.3. D™ is a subgroup of the connected component D§(M) of e in D*(M).

Proof. Let @, € D*. Then ¢ o1)~! € DM since

dsr(pov ™ e) = dsr(e,¥) < dsr(p,e) + d(1h, ) < +oo.
O

Then, to prove that D" = Dg(M), we just need to show that D* contains a neighbour-
hood of e.

The distance being right-invariant, to prove that the topologies coincide, it is sufficient
to show that, inside any sub-Riemannian ball centered at e is included a neighbourhood
of e for the intrinsic topology. This would also prove that D7t contains a neighbourhood
of e, and therefore finish the proof.

— Step 2: Smooth parametrization of the horizontal distribution. The next problem we
need to settle in order to apply the method of the proof for the finite dimensional case
from [Mon02], compared to the finite dimensional case, is that our parametrization of
‘H, which we recall is given by

(0, X) € D*(M) x V = X 0 p € T,D*(M)

is only continuous. This makes it impossible to blindly compute Lie brackets of hor-
izontal vector fields on D*(M) (recall that a vector field X : D¥(M) — TD*(M) is
horizontal if X(p) € H,, for every ¢).

Remark 9.9. One should be careful not to confuse vector fields on M and vector
fields on D*(M). To avoid any confusion, we will write vector fields on the infinite
dimensional manifold D*(M) using emboldened letters, as above.

Lemma 9.4. The mapping D*(M) x H*(M,R") — TD*(M) defined by

T
(pruls o u") = Xp) =Y u'X;o0p
=1

is smooth, and its range is equal to H. In particular, any ¢ — X“(p) is a smooth
horizontal vector field on D*(M).

Proof. The smoothness is obvious: in the expression i_; u’X; o ¢, only the terms
X; o depend on ¢, and those are smooth because we assumed the X;s were smooth.
Moreover,

T

T
ZuiXiogoz Z(uiogo_l)Xi ocpeVop="=H,,
=1 =1

cHs (M)
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so that any X" is indeed horizontal. Conversely, if Y, € H,, we can write

T

Y == ZUZ [©] QOXZ (¢] Sp = Xuo@(sp)'
i=1

The range of the map is indeed H. O

Step 3: Length of integral curves of smooth horizontal vector fields.

A consequence of Lemmal[9.4]is that each X* has a unique local flow (¢, ¢, u) — ®(t, ugp)
on D*(M), which is smooth. Moreover, if ¢t — ¢(t) = ®(¢,up(0)) is an integral curve
of this flow, it is a smooth horizontal curve for the right-invariant sub-Riemannian
structure induced by V. Moreover, we can estimate the length of this curve as follows.
Lemma 9.5. On any open subset U of D*(M) small enough, there is a constant C > 0
such that, for every u € H*(M,R") and p € U

T T T
<Z uio @ ' Xy, Yy o <P1Xz‘> <CY uills.
i=1 i=1 i=1

Consequently, the length of the curve t € [0,1] — ®(t,u, ) is bounded from above by

O\ il
=1

Proof. Indeed, the mapping D*(M) x H*(M,R") — H*(M,R") defined by (p,u) —
uop t = R,-1u is continuous. This implies [Omo74] that the map ¢ + R,-1, defined
on D*(M) with values in the space of continuous linear operators on H*(M,R") is
locally bounded, though it may not be continuous. Since the Hilbert norm on V is
equivalent to the H® norm, this immediately yields the result. O

Step 4: Lie brackets of horizontal vector fields.
Forie {1,...,r}, and u € H*(M), let X} be defined by X¥(¢) = uX;(¢), so that

XU — X(O,...,O,U,O,...,O)
i .
Each X} is a smooth vector field for every u € H%(M). We can then compute the Lie

bracket of X3 with X7. First of all, for every (p,dp) € TD*(M), and i € {1,...,7},
we have

dX{ (p)dp = 0, (uX; 0 p) (p)0p = u'(dX; 0 p)dep.
Hence, for every ¢ € D*(M), u,v € H*(M), and i,j € {1,...,r},
(X1, X5 (i) = X5 (0) X2 () — dX} ()X ()
= v(dXj o p)(uXj o ) —u(dX; o p)(vXj 0 )

Since for every x € M,

dXi(p(x))(v(x)X;(p(2))) = v(2)dX;(p(2))X;(p(x)),
we obtain
(X2, X2] () = o (d; (p(@)) X)) — dXi(p(@)) X; (0()
= uv[Xi,Xj] oY
= UUXZ'J o .

A trivial induction reasoning yields the next lemma.
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Lemma 9.6. Let j € N*, I = (i1,...,4i;) € {1,...,7}, ¢ € D(M), and u*... vl €
H*(M). Then
[X?llv [ "a[Xuj_l Xuj] } (30) = Ujy - "uinI °®,

ti—17 "

where the smooth vector field X1 on M was defined in (9.2)) as
Xp =X, [0 X0 X))

In particular, the Lie bracket is a continuous, multilinear operator with j entries with
respect to (u1,...,u;).

— Step 5: Taylor expansions of commutators of horizontal flows and corresponding length.
For i € {1,...,7}, and u; € H*(M), let (¢, — @} (t,) denote the flow of X on
D*(M). Moreover, for j € N* and I = (iy,...,i;) € {1,...,7}, we shall denote

@, (1) 00 B (1) 0 @ (1) 0+ 0 DU (1) = Dyt un, ).

]

Remark 9.10. Lemma [9.5] implies that, for every ¢, there exists C' > 0 such that,
for small enough uy,...,u;j, ¢ and ®7(1,u1,...,u;j)(p) can be connected by a curve of
length at most 2C(||uy||ms + - - - + |||/ ). In particular,

dsr(e; @r(Lun, . u;)(p)) < 2C(luallas + -+ -+ llujll as)-

Our key lemma is the following.
Lemma 9.7. Let p € D(M), j > 2, and I = (i1,...,ij) € {1...,r}/. Then

(1, ur,. .., u)(0) =@+ ur...ujXr oo+ o[ (u1, ..., uj)|e),

as (u1,...,uj) go to 0.
Proof. It is well-known that, for fixed u1,...,u; and for small ¢ € R,
Or(t,u, ... uj)(p) = @+t [X;‘;, [ XX } (©)+o(t)) = p+tiuy ... uj Xop+o(tI1).

But, since we clearly have tX;* = Xf:”“ for each k,

r(t,ur, ... ui)(0) = (1, tu, . .. tuj) ().

As a consequence, if ®7"7" (1, ¢) admits a Taylor expansion in (uy,...,u;), this ex-
pansion is given by

Qr(1,ur,...,u)(@) =@ +ur...u; X og0+0(H(u1,...,uj)Hj s)

We already know that the term on the left is smooth in (¢, u), so it does admit a taylor
expansion in u of order j. Hence we obtain our result. O

— Step 6: Proof of the theorem.
First of all, recall that, since the family (X, ..., X, ) is bracket-generating, there exists
Li,..., I, families of elements of {1,...,7} of increasing cardinal, such that any X €
I'*(T'M) is an H®-combination of Xy ,..., Xy, . Then, for k € {1,...,m} and jj the

size of I}, consider the map ¢y, defined from a neighbourhood of (0, e) in H*(M)xD?*(M)
onto a neighbourhood of e in D*(M) given by

l—jk
i, p) = B, (1, lull 7% u, ruuffik,...,uurm/z'“) ().
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This map is smooth in u outside of 0, and it is of class C' around 0 since Lemma
shows that for every ¢ € D*(M),

Pk (u, ) = ¢ + uXp, o v+ o(u)

as ||u||gs — 0. Moreover, Remark shows that, for every ¢, there exists a constant
C > 0 such that for small u,

dsr (e, dr(u,9)) < Cllul 12" (9.3)

Finally, consider the map ¢ from a neighbourhood of 0 in H*(M,R™) into D*(M),
defined by

P(uts - s um) = ¢(um) o -+ -0 d(ur)(e).

Then ¢ is of class C! around 0, and its derivative is given by

dp(0)(ur, ..., 0um) = > wpXy, €T(TM), (Sus,...,0um) € H*(M,R™),
k=1

and is therefore surjective, as we assumed that (Xp,,..., X, ) generated all of TM.
The submersion theorem proves that the image through ¢ of any neighbourhood of 0
in H°(M,R™) is a neighbourhood of e in D*(M). Let € > 0 be small enough that ¢
is defined and smooth on the ball B of center 0 and radius /= in H*(M,R™). Then,
there exists a neighbourhood U. of e in D*(M) such that

U C ¢(B(0,€7m))).
But, for € small enough, (9.3) also implies that there is a constant C' > 0 such that for
every (ui,...,uy) € B(0,&/m),
dsr(e,d(ur,...,um)) <2C 3 Jupl i < 2mCe.
k=1

Hence any sub-Riemannian ball of center e contains a neighbourhood U of e for the
intrinsic topology. Thanks to our reasoning in Step 1, this concludes the proof.
O

9.1.4 Geodesics on D*(M)

We keep the framework and notations used in the previous sections.

Definition 9.8. A geodesic ¢(-) is an horizontal curve which is a critical point of the action
mapping A restricted to Qg)p1)- In other words, for any C! family of horizontal curves s €

(_67

g) = ©°(+) € Qu(0),0(1), with e > 0 and ¢°(-) = ¢(-), we have dA(p(-)).050%(-)js=0 = 0.

With a slight abuse of notation, we will denote by T, )82, (0),(1) the set of all such infinites-
imal variations 0s¢°(+)|s=o-

A geodesic ¢(-) is said to be minimizing if L(p(-)) = dsr(¢(0), ¢(1)).

Note that, obviously, any minimizing horizontal curve is a geodesic.
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Preliminary discussion: Lagrange multipliers. In finite dimension, the critical point
property usually leads to a Lagrange multipliers relation, which provides a first-order nec-
essary condition for optimality, itself allowing us to derive Hamiltonian geodesic equations.
Here, since we are in infinite dimension, the situation is more complex and we do not have
necessarily a nontrivial Lagrange multiplier. Let us be more precise with this important
difficulty, because it justifies the point of view that we are going to adopt in the sequel. The
discussion goes as follows.

Let ¢(-) € HY(0,1;D%(M)) be a minimizing horizontal curve steering ¢y € D*(M) to
w1 € D*(M). Then ¢(-) is a geodesic, that is, a critical point of the action A restricted to
Qoo = end;ol({gpl}). Defining the mapping E,, : L?(0,1; V) — D*(M) by the composition
E o = endy, o P, and defining the mapping F,, : L?(0,1; V) — D*(M) x R by

Fipo (X () = (B (X (), A(@4 (X ()))) = (endigy (¢ (), Al™ (1)),

it follows that the logarithmic velocity X(-) of ¢(-) is a critical point of F,,; or, in other
words, the differential dFy (X (-)) is not surjective, that is, Range(dFy,(X(-))) is a proper
subset of T,,, D*(M) x R. Then, there are two possible cases:

1. either the codimension of Range(dF,,(X(-))) in T,,, D*(M) x R is positive, which is
equivalent to the fact that ker((dF,,(X(-)))*) # {0},

2. or the space Range(dF,,(X(-))) is dense in T, D*(M) x R, which is equivalent to the
fact that ker((dF,,(X(-)))*) = {0}.

The first case means that we have a nontrivial Lagrange multiplier, and the second case
means that there does not exist any nontrivial Lagrange multiplier. Note that the second
case can never occur in finite dimension. Here, since we are in infinite dimension, we have to
face with this additional difficulty.

Since d®, : L%(0,1;V) — T, (€24, is an isomorphism, it follows that, for the geodesic
©(-) = ¢X(-), there are two possible issues:

1. There exists (P,,,p%) € Tj; D5(M) x R\ {(0,0)} such that

(dendg, (9()))"- Py, +p dA(p()) = 0. (9.4)

This is a Lagrange multipliers relation. In finite dimension, only this first possibility
does occur, and leads to the Pontryagin maximum principle (see, e.g., [Tré08] for this
point of view). Note that the Lagrange multiplier (P,,,p°) is defined up to some
multiplying scalar, and usually it is normalized by distinguishing between two subcases:

(a) Normal case: p° # 0. In that case, we normalize the Lagrange multiplier so that
p’ = —1. Then (9.4) implies that dA(¢(+)) = (dendy,(¢(-)))*. Py, and in that

case we will then derive the so-called normal geodesic equations.

(b) Abnormal case: p° = 0. In that case, implies that (dendy,(¢(+)))*.Pp =0

(and for instance we can normalize the Lagrange multiplier by normalizing P, ).
This is equivalent to saying that the corank of dendy,(¢(-)) is positive: in other
words, according to Definition ©(+) is a singular curve. In that case, we will
then derive the co-called abnormal geodesic equations, which are the Hamiltonian
characterization of singular curves.
Remark 9.11. If ¢(-) is a singular curve, then there exists P, € T;;, D*(M)\ {0}
such that (dendy,(4(-)))*. Py, = 0. In other words, there exists an abnormal La-
grange multiplier. This Lagrange multiplier is not necessarily unique (up to some
multiplying scalar), and the dimension of the space of such Lagrange multipliers is
usually called the corank of the singular curve (see [CJT06, [CJTO8| where generic
properties are established for singular curves in finite dimension).
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2. The mapping (dF,,(X(-)))* is injective, that is, if we have (9.4) for some (P,,,p°) €
T3, D¥(M), then (P,,,p%) = (0,0).
This case is peculiar to the infinite-dimensional setting, and can never occur in finite
dimension. In that case a necessary condition for optimality in the form of a Pontryagin
maximum principle cannot be derived (see [LY95, Chapter 4]).

Definition 9.9. A geodesic p(-) € H'(0,1;D%(M)) is said to be elusive whenever the mapping

(dFp (X ()
18 injective.

In what follows, we are going to state a Pontryagin maximum principle for non-elusive
geodesics (that is, for the first case of the above discussion), and derive the normal and
abnormal geodesic equations.

Remark 9.12. The concept of elusive geodesic is new, and is specific to the infinite dimen-
sion. What is important to understand is that elusive geodesics escape to the dual analysis
in terms of Lagrange multipliers, due to the topology of the ambient space.

As it follows from the definition of an elusive curve, a Lagrange multiplier cannot exist
because, although the mapping dF, (X (-)) is not surjective, its range is however dense in
the target space Ty, D*(M) x R. This difficulty, which is specific to the infinite-dimensional
setting, is actually well known in constrained optimization. In [Kur76] the author provided
some weak regularity conditions under which the existence of Lagrange multipliers can be
established for a general nonlinear programming problem. He showed that the topology of
the target space plays an important role, and he established a connection between the choice
of suitable function spaces and the existence of Lagrange multipliers.

Before commenting on this choice, let us first provide an easy way to exhibit elusive
geodesics. The idea relies on the fact that V' is not closed in I'*(T'M) = T.D*(M), which
results in “missing” some initial momenta. For example, if g = e and if § > s + 3,
then restricting H*® to DST1(M) gives new initial momenta P,, namely, those belonging to
T=s=1(T*M) \ T=5(T* M) (where [~*(T* M) is the dual of T*(T'M) = T.D*(M)).

Based on this idea, the method to exhibit elusive geodesics consists of “decreasing the
order” of the cotangent space, in the following sense. The Hilbert space (V, (-, -)), with V' =
[s+t3(TM), induces a right-invariant sub-Riemannian structure on D**(M). Anticipating
a bit, let t — (o(t), P(t)) be a normal geodesic on T*D*1 (M) with (0) = e and P(0) €
P=s=YT*M)\ T=5(T*M). Then, we claim that ¢(-) is an elusive horizontal curve for the
sub-Riemannian structure induced by (V, (-,-)) on D*(M).

Indeed, it is clear horizontal curves starting at e coincide for both structures. Let us
prove that o(-) can have neither a normal nor an abnormal Lagrange multiplier, in the
sub-Riemannian structure on D*(M). If there would exist a normal Lagrange multiplier,
then the corresponding initial momentum P’(0) € T'™5(T*M) would satisfy P(0) = P’(0)
on V = I'*"3(TM) which is dense in I'¥(TM), and we would have P’(0) = P(0), which
is impossible. There cannot exist an abnormal Lagrange multiplier, because the range of
dende(e(+)) contains M,y = Ty, D*H3(M), which is dense in T, D*(M). This proves the
claim.

Conversely, we can get new normal geodesics for a right-invariant sub-Riemannian struc-
ture on D*(M) induced by a Hilbert subspace of vector fields with continuous inclusion in
[$T3(T M), by restricting it to DST1(M), adding extra initial momenta by increasing the or-
der of the cotangent bundle. In such a way, some elusive geodesics become normal geodesics.
Note that it may happen that some elusive geodesics become abnormal curves because of the
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increased range in the choice of momenta. However, note also that this simple process does
not turn every elusive geodesic into either a normal or an abnormal geodesic.

We conclude that, in accordance with [Kur76], the choice of the cotangent space (and thus,
the choice of the topology of the target space) is important. The stronger is the topology
in the target space, and the larger is the dual, but then Lagrange multipliers become more
and more irregular. It is therefore reasonable to avoid choosing a too strong topology in the
target space.

In our setting there does not seem to exist a best possible choice for the cotangent bundle
(better in the sense that, by adding new possibilities for the initial momenta, we would turn
every possible elusive geodesic into either a normal or an abnormal geodesic). The question of
finding a “good” space of initial or final momenta (implying the absence of elusive geodesics)
is open and seems quite difﬁcult.lﬂ For instance, the authors found examples of Hilbert Lie
groups (more precisely, £2(N,R*), with R* equipped with the Engel group structure) for which
the natural space of momenta is not even locally convex.

Following this preliminary discussion, we are now going to derive the normal and abnormal
geodesic equations, which are Hamiltonian characterizations of non-elusive geodesics. We
stress again that, in general, no such Hamiltonian characterization can be derived for an
elusive geodesic.

We will prove that any solution of the normal geodesic Hamiltonian equations, if it is well
defined on [0, 1], projects onto a geodesic (critical point of the action). Therefore, instead of
giving necessary conditions to minimize the action, we are rather going to provide sufficient
conditions under which we have a non-elusive geodesic.

Hereafter, we first establish the normal geodesic equations, then the abnormal geodesic
equations, and we finally provide necessary conditions for optimality. The three theorems are
then proved together.

Normal geodesic equations. Let KV : V* — V be the inverse of X — (X, -). We define
the C* vector bundle morphism Ky, : T3D*(M) — T,D%(M) by Ky, = dR, K" dR}; for
every ¢ € D*(M).

Definition 9.10. We define the normal Hamiltonian h : T*D*(M) — R by
1
h(@a P) = §P(K'H¢P)a (95)

for every (¢, P) € T*D*(M).

The expression ({9.5) means that, as in classical sub-Riemannian geometry (see [Mon02]),
h(¢, P) is the squared norm of P for the cometric induced on T*D#*(M) by the sub-Riemannian
structure. This is the usual way to define the normal Hamiltonian. Any element P €
T3D*(M) of the cotangent bundle is called a momentum.

1. Note that these difficulties are also due to the fact that the sub-Riemannian problem consists of min-
imizing the action A(¢(-)) over all horizontal curves ¢(-) such that end,,(p(-)) = ¢1, that is, of minimizing
a functional under an infinite number of constraints. Assume that, instead, we consider the problem of min-
imizing the penalized functional J(X(-)) = f01 (X (), X (t)) dt + G(end,, (¢ (-))) over the set L?(0,1;V), for
some C! function G. Then, we claim that, if G is bounded below then this (unconstrained) penalized prob-
lem has at least one solution X(-) € L?(0,1;V), and there exists a momentum mapping ¢ — P(t) such that
P(1)+dG,1y = 0 and such that (o(-), P(+)) is solution of the normal geodesic Hamiltonian geodesic equations
. This claim follows from an easy adaptation of the proofs of the results in the present paper (see also
[ATTY13]). This framework can be used in order to “approach” a target diffeomorphism ¢ with an horizontal
curve, by choosing a smooth penalization function G.
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In canonical coordinates, we have Ky, P = X (¢, P) o ¢, with X (¢, P) = KV (dR,)*.P,

and hence 1

h(e, P) = SP(X (5, P) o) = £(X(p, P), X(p, P)).

Note that (¢, P) = X (¢, P) is of class CF.

Denoting by w the canonical strong symplectic form on T*D? (M), the symplectic gradient
V¢h : T*D*(M) — TT*D*(M) of h (which is of class C¥71) is defined by the relation
dh = w(V¥h,-). In canonical coordinates, we have V“h = (dph,—0,h), where Oph €
T5*D*(M) = T,D*(M) thanks to the natural isomorphism between a Hilbert space and its
bidual space, and we have

Vh(p, P) = (K, P, —(0,Ky, P)".P) = (X(p, P) 0 ¢, =(05(X (¢, P) 0 ¢))".P).

Theorem 9.3. We assume that s > d/2+ 1 and k =5 — s > 2. For every vy € D*(M) and
every Py € Ty, D*(M), there is a unique absolutely continuous ﬁberedﬂ mapping (o(-), P(+)) :
I — T*D*(M), defined on a mazximal interval I C R with 0 € I, solution of the Cauchy
problem

(p(t), P(1)) = V¥h(p(t), P(t)), (9.6)
for almost every t € I, and (¢(0),p(0)) = (o, Po).
Moreover, if I C [0,1] then ¢(-) is a geodesic.

Definition 9.11. In the conditions of Theorem if I C [0,1] then ¢(-) is said to be a
normal geodesic.

Remark 9.13. In canonical coordinates, the normal geodesic equations are written as

pt) = Ko, P(t),  P(t) = —(9pKn,, P(t)".P(t).

w(t)

Note that t — h(g(t), p(t)) is constant and that, if I C [0, 1] then A(yp) = & fol h(p(t), P(t))dt =
3h(4(0), P(0)).

Remark 9.14. According to the notations above, the logarithmic velocity of any normal
geodesic ¢(+) is given by X (-) = X (¢(+), P()) = Kv(de(,))*.P(-).

Remark 9.15. If V has a continuous inclusion in I'*(T'M) for every s € N (which implies
that V' has a continuous injection in the Fréchet space of smooth vector fields), then, since
any compactly supported co-current P (that is, any one-form with distributional coefficients)
belongs to I'*(T* M) for some s € N it follows that any such P generates a locally minimizing
normal geodesic starting at e. Therefore, the Fréchet Lie group D*°(M) = Ngxq/941D° (M)
inherits of a strong right-invariant sub-Riemannian structure.

Remark 9.16 (Momentum formulation). We define the momentum map p : T*D*(M)
I'=5(T*M) by pu(e, P) = (dRy)*.P. Let us assume that k = § —s > 2. Let (¢(-), P(-))
a solution of the normal geodesic equations (9.6). We set u(t) = pu(p(t), P(t)) and X(t)
KY(dR,w)*-P(t) = KV pu(t).

Let Y € Y1 (T M) Cc I'S(TM). Then u(t)(Y) = P(t)(Y op(t)). Omitting the dependence
in ¢ for the readability, we have

1Y) =P (0p(Y op)(Xop) =0,(Xo0p)(Yoyp))=P(X,Y]op)=p(X,Y]) =adxu(Y).

In other words, ¢t — p(t) has a derivative fi(t) = ad}vﬂ(t),u(t) in the bigger space ' ~*~1(T*M).

g

Conversely, if a map t — pu(t) € I'"*(T'M) satisfies this equation, then the horizontal curve

2. This means, here, that P(t) € T} ,D*(M) for almost every .
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¢(-) with logarithmic velocity X (-) = K" u(-) such that ¢(0) = e is a normal geodesic with
initial momentum w(0).

We recover in such a way the classical formula for critical points of the action on Lie
groups (see [MR99]). The difficulty in this equation is due to the loss of a derivative. Indeed,
since ad}.v , is an unbounded operator on I'"*(T* M), it may be hard to prove the existence
of solutions of this differential equation without using a priori the result of Theorem

Abnormal geodesic equations. The abnormal geodesic equations actually provide a
Hamiltonian characterization of singular curves.

Definition 9.12. We define the abnormal Hamiltonian H® : T*D*(M) x V — R by
H(¢,P,X) = P(X o) = P(dR,.X). (9.7)

Since X is of class H*** it follows that H is of class C¥. We have ox H%(p, P, X) =
(dR,)*.P, where the partial derivative OxH® : T*D*(M) x V. — V* is understood as a
partial derivative along the fibers of a vector bundle. The symplectic gradient V¥HO :
T*D¥(M) x V. — TT*D*(M) of H°, defined by the relation dH® = w(V¥H?,.), is given in
canonical coordinates (¢, P) on T*D*(M) by V¥H (¢, P, X) = (X 0 p, —(9,(X 0 9))*.P).

Theorem 9.4. We assume that s > d/2+1 and k = 3 — s > 2. Let ¢(-) € H(0,1;D*(M))
be an horizontal curve with logarithmic velocity X (-) = ¢(-) o o(-)~L. Then o(-) is a singular

curve if and only if there exists an absolutely continuous mapping P(-) on [0,1] such that
P()€T>k (M) \ {0} and

(p(t), P(t)) = V¥H (o(2), P(1), X (1)),
Ox H°(ip(1), P(t), X (1) = (dRyp))"-P(t) = 0,

for almost every t € [0, 1].

Necessary conditions for optimality. The following result is a version of the Pontryagin
maximum principle, which is adapted to our infinite-dimensional setting.

Theorem 9.5. We assume that s > d/2+1 and k =3 — s > 1. Let ¢(-) € H(0,1;D*(M))
be a minimizing horizontal curve with logarithmic velocity X (-) = ¢(-) o o(-)~t. Then o(-) is
a geodesic, and:

— either ¢(+) is a normal geodesic, and in that case, there exists an absolutely continu-
ous mapping P(-) on [0,1] such that P(t) € T;(t)DS(M) and is satisfied almost
everywhere on [0, 1];

— or ¢(-) is a singular curve, and in that case, there exists an absolutely continuous
mapping P(-) on [0,1] such that P(t) € T Ds(M) \ {0} and (9.8)-(9.9) are satisfied
almost everywhere on [0,1];

— or ¢(-) is elusive.

Remark 9.17. In finite dimension, it has been established in [RT05] and in [Agr09] that
the set of end-points of normal geodesics is an open dense subset of the ambient manifold.
Although such a result is not established in our infinite-dimensional context (it is all the more
difficult than one has also to deal with elusive curves), it is however expected that, in some
appropriate sense, the ”generic” case of the above theorem is the first one (normal geodesics).
Besides, it has been established in [CJT06, [CJTO08] that, in finite-dimensional sub-Riemannian
geometry, for generic (in a strong Whitney sense) horizontal distributions of rank greater than
or equal to three, any singular curve cannot be minimizing. Although such a result seems
currently out of reach in our infinite-dimensional setting, we expect however that, since our
distribution is infinite-dimensional, there is no minimizing singular curve.
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Proof of Theorems and Let us first compute the adjoint of the derivative
of the end-point mapping.

Lemma 9.8. Let ¢(-) € Qy, be an horizontal curve with logarithmic velocity X (-) = ¢(-) o
o)7L We set p1 = (1) = endy,(¢(-)). For every P, € 15, D*(M), the pull-back
(dendy (¢(:))*. Py, of Py, by dendy,(¢(+)) is a continuous linear form on L*(0,1;V), and
can therefore be identified to an element of L*(0,1;)* = L%(0,1;*), given by

((dendypy(¢(-)))*- Py, ) (1) = Ox HO(p(t), P(1), X (1)) = (dRy(r)". P (1), (9.10)

for almost every t € [0,1], where (¢(-), P(-)) : [0,1] — T*D*(M) is the unique absolutely
continuous mapping solution of (¢(t), P(t)) = V¥H (¢(t), P(t), X (t)) on [0,1] and P(1) =

Py,.

Proof of Lemma[9.8. In local coordinates, the fibered part of the differential equation of
the lemma is P(t) = —(9,(X () o (t)))*.P(t), which is a linear differential equation. The
Cauchy-Lipschitz theorem for linear differential equations therefore ensures global existence
and uniqueness of a solution P(-) of class H! (and thus, absolutely continuous) such that
P(1) = P,,. Let us now prove the formula (9.10). The mapping X (-) — ¢~ (-) is of class C¥,
with k& > 1, and is defined implicitly by the differential equation ¢ (t) — X (¢) o™ (t) = 0 for
almost every t € [0, 1], with ¢X(0) = ¢o. To compute its derivative dp(-) = dpX (X (-)).6X (")
in the direction 6 X (-) € L?(0,1; V), we differentiate this differential equation in local coordi-
nates, and obtain that §¢(t) — 6X (t) o X (t) — 9,(X(t) 0 X (t)).0¢(t) = 0 for almost every

€ [0,1], with d¢(0) = 0. For every 6X(-) € L%(0,1;V), this Cauchy problem has a unique
solution d¢(-), and we have dendy,(¢(+)).0X () = d¢(1). Moreover, we have

[ ox o0, PO, X)X ()t = [ POGX D0 p(0)
) dt—/P 0,(X(£) 0 p(1)).80(t)) dt

Il
S— S
=

(P®)(6p0) + P(t) (50(1)) ) dt
1(0p(1)) = (dendy, ((-))" Py,

which yields (9.10)). O

Theorem follows from Lemma because ¢(+) is a singular curve if and only if then
there exists P, € T3, D*(M) \ {0} such that (dendy,(¢(+)))*.Pp, = 0.

Let o and ¢1 be two elements of D*(M), and let ¢(-) € Q0. Since Qg =
endspO ({1}), we have T,y Qy,0, C ker(dendy, (¢(+))) (see Definition [9.8| for the definition of
the set of all infinitesimal variations). Note that, if dend,,(¢(-)) were surjective, then Qg »,
would be, locally at ¢(-), a C*¥ submanifold of {2, and then T () Qpp,r = ker(dendy, (o(+)))-
But, as already said, in our context only the inclusion is true.

Since Tiy()pgp; C ker(dendy,(4(+))), if there is some Py, € T D*(M) such that
dA(p(+)) = (dendyy(o(+)))*. Py, then ¢(-) is a critical point of A restricted to Qg ., (and
hence ¢(-) is a geodesic steering ¢g to ¢1). Conversely, according to the discussion done at
the beginning of Section this Lagrange multiplier relation is satisfied whenever ¢(-) is
a geodesic steering ¢g to (1 which is neither singular nor elusive.

Besides, the differential dA(¢(+)) € L%(0,1; V*) is given by dA(¢)(t) = (X (t),-). It follows
from Lemma [9.8] that

(dA(p() = dendy, (9(-)"-Py,) (1) = (X (2), ) — Ox H((t), P(t), X (1)),

I
&V
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| — T*D*(M) is the unique solution of (p(t), P(t)) =
= P,,. Defining the total Hamiltonian by

for almost every t € [0, 1], where P(-) : [0,
VYHO(p(t), P(t), X (t)) on [0,1] and P(1

— =

R

H:T*D5 (M) x V
@, P(XOSD)_%<X7X>7

(o, P, X)

we have V¥H = V*H and (dA(p()) — (dendy, (¢(-)))*. Py, ) (t) = —0x H(p(t), P(t), X (t))
for almost every ¢ € [0,1]. We have obtained the following lemma.

—
—

Lemma 9.9. Let oo € D*(M). Let X € L*(0,1;V) be the logarithmic velocity of an horizon-
tal curve ¢(-) € HY(0,1; D5(M)) starting at wo. The two following statements are equivalent:
— There exists an absolutely continuous fibered mapping (¢(-), P(+)) : [0,1] — T*D*(M)
such that (p(t), P(t)) = VYH(p(t), P(t), X (t)) for almost every t € [0,1] and P(1) =

P, , and such that

0 =0xH(p(t), P(t), X(t)) = (dRy))"- P(t) — (X (1), ),

for almost every t € [0, 1].
— There exists Py, € T, D*(M)\ {0} such that dA(¢(-)) = (dendy, ((+)))* Py, -
Under any of those statements, ¢(-) is a (normal) geodesic.

For every fixed (¢, P) € T*D*(M), the equation dxH (¢, P,X) = 0 yields (X,:) =
(dR,)*.P, whose unique solution is given by X(¢,P) = K" (dR,)*.P. Then we obtain
the normal Hamiltonian h : T*D*(M) — R by setting

1 1
h(p, P) = H(p, P, X(p, P)) = 5 P(X(p, P) 0 ) = S{X(p, P), X(p, P)).
Theorems and follow.

9.1.5 Examples of geodesic equations in D(R?)

In this section, we assume that M = RY. Let sg be the smallest integer such that sg > d/2.
It is easy to prove that for every integer s > sg + 1, the group D*(R%) coincides with the
set of diffeomorphisms ¢ of R? such that ¢ — Idga € H*(R%,R%), and is an open subset of
the affine Hilbert space Idga + H*(R? R?) (endowed with the induced topology, see Section
9.1.1).

Since we are in RY, we have TD*(RY) = D*(R%) x H*(R4 R?) and T*D*(RY) = D*(R%) x
H—5(R%, (R%)*). Therefore, a momentum P € ;D¢ (R%) is a 1-form on R with distributional
coefficients in H~*(R%), denoted by P = Pyda' + --- + Pydax? = (Py,..., P;). For a vector
field X, we can also write X = X'e; +--- 4+ X%, = (X',..., X%), with (e;) the canonical
frame of R%.

The Euclidean inner product of two vectors v and w of R% is denoted by v - w. The
notation v’ stands for for the linear form w — c¢-w. Conversely, for a linear form p € (R%)*,
we denote by p” the unique vector v in R¢ such that p = v’

These notations are extended to vector fields and to 1-forms with distributional coeffi-
cients, by setting (Xtej +- -+ X%ey)T = X'da! +-- -+ X9dx? and (Pyda' + - - - + Pyda®)T =
Piey + -+ + Pyeq.

Spaces of vector fields with Gaussian kernels. Let V be the Hilbert space of vector
fields on R? associated with the reproducing kernel K : R? x R? — End((R?)*,R?) defined

lz—yl

by K(z,y)p = e(z,y)p’, for every p € (RY)*, with e(x —y) =e~ 2 , for some o > 0. This
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space is widely used in shape deformation analysis (see [T'Y05), [TY11) [Youl0]). Note that the
mapping (x,y) — e(x —y) is equal (up to a multiplying scalar) to the heat kernel at time o.

The elements of V' are analytic, and all their derivatives decrease exponentially at infinity,
hence V' C H*(R%,RY) for every s € N. Moreover, for every 1-form with tempered distri-
butional coefficients P, the vector field X such that (X,-) = P on V is given by X (z) =
Jra e(z—y)P(y)T dy, for every x € R?. For every (¢, P) € T*D%(R?) = D*(RY) x H*(R%, RY),
the solution of dx H(p, P, X) = 0 is X (¢, P)(z) = Jpae(x — ¢(y))P(y)T dy. Therefore, the
normal Hamiltonian is given by

W P) = 3P(X(pP)ow) = 3 [ elp(e) = ¢(0)Pla) - Ply) dyds.

Since e(z — y) = e(y — z) and de(z).v = —le(z)(x - v), we get that the normal geodesic

equations are written in the distributional sense as

op(ta) = [ elp(ta) = olt. ) Plt.y) dy.
R4
1 . (9.11)
OP(ta) = [ elpltin) — plty)) (p(t2) — plt.)" Plt.a) - Plt.y) dy.

0 JRIxRA
By inspecting the above equations, it is not difficult to prove that the support of 0P is
contained in that of P, and that, if P € H™* (R4, R%) for some s’ € N, then so is 9;P. In
other words, the Hamiltonian normal geodesic equations preserve the support and the order
of the distributional 1-form P.

A particularly simple example is when P = a ® 6,,, with a € (RY)* (that is, P(X) =

a(X(z0))). In that case, we have h(p, P) = 1a - a, hence 9, h(p, P) = 0 and therefore P is

_le(ta) —p(tzg)|
20

constant along the geodesic flow, and Jyp(t,x) = e a’'. Note that, in this case,

@(t,z0) = g + ta’ is a straight line with constant speed a - a.

Gaussian kernels for sub-Riemannian distributions in R?. Let X1, ..., X} be smooth
pointwise linearly independent vector fields on R?, with k < d, which are bounded as well
as all their derivatives. These vector fields generate a sub-Riemannian structure on R (see
[BRI6L Mon02] for this classical construction), with horizontal curves ¢ — z(t) satisfying the
differential equation &(t) = ;’?:1 u;(t)X;(z(t)) for almost every ¢, with u; € L*(0,1;R) for
every j = 1,...,k. We consider the kernel K (x,y)p = e(x,y) Z?Zl p(X;(y))X;(x).

Let us first prove that K is the reproducing kernel of a Hilbert space of vector fields V. For
any compactly supported 1-form P with distributional coefficients, an easy computation gives
K(x, )P = Y (Jrae(z — y)P(y)(X;(y)) dy) X;(x), where P(y)(X;(y)) = Pi(y)X}(y) +
o ~—|—Pd(y)XJd(y). The vector K (x,-)P is well defined since the vector fields y — e(x—y)X;(y)
are smooth and all their derivatives decrease exponentially at infinity, and P is a compactly
supported 1-form with distributional coefficients. Then we have

k
PE(AP) =3 [ ele = 5)P) (X, (1) P(a)(X,(2) dy da.

In order to check that K is the reproducing kernel of a Hilbert space of vector fields, it is
sufficient to check that P(K(-,-)P) > 0 for any such 1-form P, and P(K(-,-)P) = 0 if and
only if the vector field x — K(z,-)P is identically equal to 0 (see [Youl(]). For such a
P, we set p;j(z) = P(x)(X;(x)), for j =1,...,k. Then we have K(x,-)P = Z?:l Jrae(x —
y)pj(y) dy X;(x), and therefore P(K(-,-)P) = Z?:l Jra e(x—y)p;(y)pj(x) dy dz. Since (z,y) —
e(x —y) is the heat kernel at time o, it follows that [pqe(z —y)T(y)T(x)dydz > 0 for any
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distribution T on R%, with equality if and only if T' = 0. Therefore, P(K(-,-)P) is nonnega-
tive, and is equal to 0 if and only if py = -+ = px, = 0, in which case K(z,-)P = 0 for every
z in R%. We have thus proved that K is the reproducing kernel of a Hilbert space of vector
fields V.

Moreover, any element of V' can be written as = +— uy(z)X1(x) + - - - + ug () Xi(z) (and
is horizontal with respect to the sub-Riemannian structure on R¢ induced by the X;), where
the u;’s are analytic functions with all derivatives decreasing exponentially at infinity. In
particular, the inclusions V C H*(R? R%) are continuous for every integer s.

Remark 9.18. It could be more natural to replace e(x — y) with the sub-Riemannian heat
kernel associated with the sub-Laplacian X% + --- + X,%, but since such kernels are much
harder to compute, we will keep the Euclidean heat kernel.

For every (o, P) € T*D*(R%) = D(R?) x H~*(R?, R?), the solution of dx H (¢, P, X) =0

is X(p, P)(x) = K (2, 0()P = 51 (Jpa e(z — () P(y)(X;j(2(y))) dy) X(z). The normal
Hamiltonian is given by

k
;g L e(0@) = o) PO () P) (X, (o(2))) dy do.

We infer that the normal geodesic equations are written as

k

Ot ) :Z ([, ettt o) = ot ) Plt.) (X ol ) dy ) Xt )
Z [ €002 = ot ) ol0:2) = )P ) X 0D P 2) Xy o(0:0)
- Z [ (o0t 2) (1) P ) (X5 (00 P (AX o(0:)

Here, we have P(x)(dX;(e(t,x))) = Pi(x)dX] (o(t,2)) + - + Pd(a:)dXJd(cp(t, x)). It is easy
to check that this geodesic flow preserves the support of P and its regularity.
In the simple case where P = a ® 0,, with a € (R?)*, we have

k
X (i, P)(z) = e(z — p(x0)) Y a(X;(p(20)))X;(x).
j=1
Since e(0) = 1, we get h(p,a ® d;,) = %Z§:1 a(X;(p(z0)))?. It is interesting to note that
h(p,a ® 8y) = h2(p(x0),a), where h® is the normal hamiltonian for the sub-Riemannian
structure induced by the X;’s on R%. Now we have 9,h(p, a®6,,) = (Zf’le a(XT(go(xo)))a(er,¢(zO))> ®

8zy- We see that the subbundle D*(R%) x (R¥* ®6,,) C T*D*(RY) is invariant under the Hamil-
tonian geodesic flow. Hence, if ¢t — (¢(t), P(t)) is solution of the normal geodesic equations
and P(0) = a(0) ® 6,,, then there exists a curve t + a(t) € R? such that P(t) = a(t) ®
for every t. Denoting by z(t) = ¢(t, ) for z € R? and by zo(t) = ¢(t, 0), we finally obtain

k

k
i (t) = e(x(t) — zo(t)) D alt)(Xi(zo(t)X;(x(1)), - alX, Ja(dX;(zo(t)))-

j=1 7j=1

In particular, if z(0) = zg, we get

k k
= a(X;(@®)X;(z(t), a(t) == a(X;(z(t))aldX;(z(t))).

j=1 j=1
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We recover the equations satisfied by a normal geodesic in R for the sub-Riemannian struc-
ture induced by the X;’s on R%, with initial momentum a(0).

9.2 Shape spaces

9.2.1 Definition

Throughout the section, M is a smooth compact Riemannian manifold of dimension d.
Let so be the smallest integer such that sy > d/2. Shape spaces in M are spaces acted upon
by the group of diffecomorphisms of M in a way that is compatible with its inverse limit
Hilbert Lie group structure. The following definition is adapted from that of [ATTY13].

Definition 9.13. Let S be a Banach manifold modeled on a Banach space B, equipped with
a compatible complete distance ds. Assume that D*(M), with s = so + £ and ¢ € N*, acts
continuously on M, according to the action

D(M) xS — 8
(p,q) = woqg=Ry(p)

We say that S is a shape space of order £ in M if the following three conditions are satisfied:

1. The action is semi-Lipschitz, that is, for every q € M there exists v, > 0 such that
ds(10q,920q) < g dgsnn) (@1, 92) for all (o1, 2) € (D5(M))?.

2. For every q € S, the mapping ¢ — @ o q is differentiable at e. This differential is
denoted by &, or by - o q, and is called the infinitesimal action of I'*(T'M).

3. For every k € N, the mappings

R:SxDtF(M) — S E:SxI*tH(TM) — TS
(¢.9) — ¢ogq (0. X) — &((X)

are of class C*.

Note that, according to this definition, we have the following immediate properties:

— the semi-Lipschitz property implies that the operator &, : I'*(T'M) — TS is continuous;

— the mappings ¢ — ¢ o g and ¢ — & (X) are of class CF, for every ¢ in D*t*(M) and
bounded vector field X of class H5T*:

— the action by left composition of D*0*(M) on itself makes it a shape space of order .

Definition 9.14. We say that ¢ € S has a compact support if there exists a compact subset
U of M such that, in the first condition of Definition we have ds(¢1 0 q, 02 0q) <

Vg dirs (v, n) (P11 P21v)-

In other words, ¢ has a compact support if ¢ o ¢ depends only on the restriction of ¢ to
a compact subset of M.

Example 9.3. The most usual shape spaces are the manifolds of all differentiable (or even
just topological) embeddings ¢ : S — M of a compact Riemannian manifold S into M. In
this case, DT (M) acts on S by composition. This example motivates the notation ¢ o g
chosen above to denote the action of ¢ on q.

Indeed, let £ € N* and let S be a smooth compact Riemannian manifold. The space
S=_t (S, M) of embeddings of S in M is a Banach manifold. The group of diffeomorphisms
D (M), with s = sg + £, acts continuously on M by the left composition (¢, q) — ¢ o ¢, with
infinitesimal action (X, ¢q) — X og. Then S is a shape space (see [ATTY13]).
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Another example is given by S = H"0 (S, M), where rg is the smallest integer greater
than dim(S)/2. The restriction theorems for an element of H*0**(M, M) to a submanifold
show that S is also a shape space for the action by composition.

A particularly interesting case is obtained when taking S = (s1,...,s,), n € N, a finite
set (i.e., a zero-dimensional compact manifold). In that case, we obtain S = C*(S, M), which
is identified with the space Lmk, (M) = {(z1,...,2n) € M" | z; # x; if i # j}, called
the space of n landmarks in M. For ¢ = (z1,...,%,), the action of D0+ (M) is given by
woq=(p(x1),...,0(x,)). For a vector field X of class H***1 on M, the infinitesimal action
of X at ¢ is given by &,(X) = (X (x1),...,X(xy)). Spaces of landmarks are all shape spaces
of order 1 (see [ATTY13] for more details).

All elements of all shape spaces described in this example have compact support.

Remark 9.19. Let &1 and Sy be shape spaces of respective orders /1 and 5. Then the
space 81 X Sy is a shape space of order max(¢, ), with the diagonal action ¢ o (q1,q2) =

(poqi,poq).

Remark 9.20. Let S be a shape space of order £. Then T'S is a shape space of order £+ 1,
with the action of DH1+1(M) on T'S; defined by ¢ o (g,v) = (¢ 0 q,94(¢ © q)(v)).

Curves on S. We consider curves on S induced by curves on D*(M)) as follows. For every
shape qy € S, and for every ¢(-) € H(0,1;D5(M)), the curve of shapes q(-) = ¢(:) o qo
belongs to H'(0,1;S) and is solution of the Cauchy problem

4(t) = &gy X (1) = X(t) 2 q(t),  4(0) = o, (9.13)

where X (-) = ¢(-) o p(-)~ € L2(0,1;T%(M)) is the logarithmic velocity of (-). We say that
the curve ¢(-) € H'(0,1;D*(M)) is a lift of the curve q(-) € H'(0,1;S).

9.2.2 Sub-Riemannian structure on shape spaces

Let S be a shape space of order £ > 1 in M, and s = sg + ¢ as in Definition

Let § > s, and let (V, (-, -)) be a Hilbert subspace of I'¥(T'M) = T,D%(M) with continuous
inclusion. According to Section (see in particular Definition , we consider the strong
right-invariant sub-Riemannian structure induced by V' on D*(M).

This sub-Riemannian structure on D*(M) induces itself a sub-Riemannian structure on
S, via the infinitesimal action &, as follows. For every g € S, we set ”Hf ={Xogq| X eV}
The resulting distribution of subspaces H® = Uge MH‘qS is the horizontal distribution induced
by V on the shape space. The infinitesimal action X — X o ¢ = &,(X) induces a Hilbert
norm on ’H;Zs by

\|w||§[§ =inf{(X,X) |lw=Xoq, X eV} (9.14)

Indeed, if X = X+ X7 with X € ker¢, and X; € (ker&,)~, then HwH?_[g = (X1, X1), and
therefore || - ||7{;§ is a Hilbert norm on ’H}f with inner product (-, -),, and &, : (ker &)+ — ’Hf
is an isometry. With a slight abuse of notation, in what follows we will denote by & L. ”H,g —
(ker @)L the inverse of this isometry, which is actually the pseudo-inverse of §,. Note that
fq_lﬁq is the orthogonal projection onto (ker &,)=.

We have thus shown that the subbundle HS of T'S, equipped with the fibered Hilbert
metric , induces a sub-Riemannian structure on S.

Remark 9.21. The continuity of X — X o ¢ implies that the topology on 7—[;19 defined by
the norm (9.14) is finer than the one induces from the inclusion 7-[;? — T3S. The topologies
coincide if and only if 7-[:19 is closed.
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Definition 9.15. An horizontal curve on S is a curve q(-) € H'(0,1;S) such that §(t) € 'Hf(t)
for almost every t € [0,1]. Equivalently, it is a curve such that ¢(t) = &, X (t) = X (t) 0 q(t)
for almost every t € [0,1] for some X € L?(0,1;V).

The lift of an horizontal curve q(-) on S is an horizontal curve o(-) on D*(M), called
horizontal lift of q(-), satisfying q(-) = (-) o q(0).

Definition 9.16. The sub-Riemannian length LS (q(-)) and the sub-Riemannian action A°(q(-))
of an horizontal curve q(-) € H'(0,1;S) are respectively defined by

5GO) = [ WiOls, 4t and A5 =3 [ a0

The sub-Riemannian distance d‘gR between two elements qo and q1 of S is defined as the infi-
mum of the length of horizontal curves steering qo to q1, with the agreement that dsr(qo, q1) =
400 whenever there is no horizontal curve steering qo to q.

An horizontal curve q(+) : [0,1] — S is said to be minimizing if dSr(g(0),q(1)) = L(q(-)).

For all (qo,q1) € S?, we denote by Qfo the set of all horizontal curves ¢(-) € H'(0,1;S)

such that ¢(0) = qo, and by ngqu is the set of all curves ¢(-) € Q‘qso such that ¢(1) = ¢;.

Definition 9.17. A geodesic q(-) is an horizontal curve which is a critical point of the action
mapping AS restricted to Q‘qs(o) a(1)°

We have the following result.

Lemma 9.10. For every qo € S, for every q(-) € Q‘qso, for every horizontal lift () of q(-), we
have AS(q(-)) < A(p(-)). Moreover, for every ¢o € D3(M) such that pgoqo = qo, there exists
a unique horizontal lift ¢(-) € Qy, of q(+) such that AS(q(-)) = A(p(+)), and its logarithmic

velocity is given by X (-) = 57(1)q() It is called the minimizing lift of q(-) starting at pg.

Proof. For almost every ¢t € [0, 1], we set X(t) = f(;(%)q'(t) € V. This defines a measur-

able function. Since fq_l is an isometry onto its image, we have %f()l(X(t),X(t))dt =

%fol HQ(t)HHs( : dt = AS(q(-)) < oo, and therefore X(-) € L?(0,1;V), and for every ¢y €
q(t

D3 (M) there exists a unique horizontal curve ¢(-) € H(0, 1; D%(M)) with logarithmic veloc-
ity X (-). If g 0 go = qo then (+) is an horizontal lift of ¢(-) and satisfies AS(q(-)) = A(p(+)).

Conversely, let () be an horizontal lift of ¢(-) with logarithmic velocity X (-). Then
G(t) = X(t) o q(t) for almost every t € [0, 1], and ‘|Q(t)|’7-tf(t> < (X(t),X(t)), with equality

if and only if X (¢) = §&;d(t). Therefore, A(q) < A(y) with equality if and only if X (t) =
fq_(%)q'(t) for almost every ¢ € [0,1]. The lemma follows. =

A consequence is that the minimizing lift of a minimizing geodesic on S is a minimizing
geodesic on D*(M). The metric and geodesic completeness of S for d° follow (as in Theorem

0.1).

Theorem 9.6. The sub-Riemannian distance d‘gR is indeed a distance (taking its values in
[0, +00]), that is, d3r(q0, 1) = O implies qo = qi.

Moreover, for every qo € S with compact support, denoting by Sq, = {@oqo | ¢ € D*(M)}
be the orbit of qo, the metric space (S, ng) is complete and any two states q,q' € Sy, can
be connected by a minimizing horizontal curve.

Proof. Let (qo,q1) € S* with d‘gR(qo,ql) < oo, and let (¢"(*))neny be a minimizing se-
quence of horizontal curves in H'(0,1;S) such that ¢"(0) = go and ¢"(1) = ¢ for every
n, with AS(¢g"(+)) converging to 2dg(qo, q1)%. For every n, we define X"(-) = 5;,}(.)(%(.)) €
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L?(0,1; V), and we define ©"(-) = X" (-). For every n, ©"(:) is the ‘minimizing lift of ¢"(:)
such that ¢™(0) = e. Up to some subsequence, we have X™(-) = X(-) in L*(0,1;V). Let
@(-) = X (). Since 5 > s, Lemmaimplies that dgs ) (9" (1), (1)) — 0asn — +o00
for every compact subset U of M. Since gg has a compact support, defining the horizontal
curve ¢(-) = ¢(-) o qo in S, we get

ds(q1,q(1)) = ds(q"(1),q(1)) < vdgswan (@™ (L, (1)) — 0.
Therefore, ds(q1,q(1)) =0 and g(1) = ¢;. But

A5(g()) < ACX() < liminf AX"()) = liminf A%("()) = 2 5(00. 01)-

n—o0

The proof for the completeness of Sy, follows a similar line. 0

The momentum viewpoint As mentioned in Example if V is a Hilbert space with
continuous injection in I'*(T'M), then V' is uniquely characterized by a positive semi-definite
convolution kernel K, the reproducing kernel of V. K is a section of the vector bundle
End(T*M,TM) — M x M such that for any continuous 1-form p: M — T*M,

[ pa (K ap) dyde 20,
MxM

More generally, this kernel also allows the conversion of a continuous linear form P on V'
into the corresponding vector field X € V that satisfies P = (X, -): X is simply obtained by
convolution of P with K

X(@) = PUE(2) = [ P(K(2)dy.

For this reason, it is interesting to consider the problem of finding geodesics on a shape
space S from the dual viewpoint. Indeed, (Hq,(-,-)q) is a Hilbert space with continuous
inclusion i, : Hq < Ty M. Therefore, any continuous linear function (or momentum) p € T, M
restricts to a continuous linear form izp € H; which in turn corresponds to a unique horizontal
vector v such that i;p = (v, ). In the following result, we show how to compute this vector
v using the isometric operator K" : V* — V and the infinitesimal action &q-

Lemma 9.11. Let g € M and p € Ty M. The momentum map of the action of D*(T'M) on
S is defined by (¢,p) — §gp=poq € I*(TM)*. Then X = vag‘p belongs to (ker &), and
i;;p = <§qX7 '>q = <qu7 '>q‘

The operator in the right-hand side of this equality is defined as K, = §qKV§j; cTEM — Hy.
It is symmetric (i.e. p1(Kqp2) = p2(Kyp1)), positive semi-definite (p(Kqp) > 0), and

(X, X) = [[Kpl7 = p(Kqp).

The map (q,p) — Kyp is of class C37%.
Finally, when Hy is closed in TyM, K, is surjective.

Recall that s = so + £ and /£ is the order of § as a shape space.
Proof. Let X = Kvg(}"p and take Xy € ker(&;). Then
(X, Xo) = (K3,84p, Xo) = §p(Xo) = p(§gXo) = 0.

So X belongs to ker(§,)t. But we know that & is an isometry when restricted to the
orthogonal of its kernel, so for any v € Hg,

(Kqp,v)q = (&K €p,v)qg = (K 0,65 v) = p(§4€; Mv) = p(v).

Hence i;p = (Kgp,-)q- The rest follows immediately. ]



9.2. SHAPE SPACES 131

This lemma gives a nice way to build horizontal vectors from momenta on S.

Remark 9.22. The map ¢ — K| is the cometric associated to the sub-Riemannian metric
(-,-)q- In particular, as we will see in the next section, the reduced Hamiltonian on M is

h(q,p) = 5p(Kqp).

Example 9.4. Take S = Lmky(n). An element ¢ of S is given by an n-tuple ¢ = (x1,...,2y,)
with z; € M, and the infinitesimal action of X € T'¥(T'M) is

Xog=6X=(X(x1),...,X(zn)).

A 1-form on § is given by an n-tuple p = (a1, ..., ay) with o; € T, M, and

Now poq(X) =p(X oq) = 3 ai(X(;)). So

n
poqg=>Y a;® by,
=1

with 0, the usual dirac mass. Therefore, if (z,y) — K(y,z) is the reproducing kernel of the
Hilbert space V', we get

K¥poq(x) =poq(K(,2)) =3 K(wiz)a
and

n n
Kp=¢6K poq= (Z K(zi,x1)a,. .. ,ZK(SCZ',J/‘”)OQ> €Ty Mx---xT, M.
i=1 =1

9.2.3 Normal sub-Riemannian geodesic equations on shape spaces

We assume that S is a shape space in M of order ¢, and that D*(M), s = so+¢, is equipped
with a right-invariant sub-Riemannian structure H with continuous inclusion V'« T'¥(T'M),
5>s+1.

For gy € S, define the end-point map end‘qg0 : L?(0,1;V) — S by end‘g0 (X) =end.(X) o
qo = Ryy(end. (X)) = ¢q(1), where end is the end-point map from e on D*(M) as defined in
Section [9.1.2 emd‘qg(J is of class C°~* as a composition of the C5~* end, map with the smooth
map ng.

The previous section shows that to find the minimizing geodesics between two points
qo, q1 in M, we can just look for geodesics t — () in D*(M) starting at e and such that
©(1) o go = q1. This leads us to look for critical points of

A(X) = ;/OI(X(t),X(t»dt

with respect to the constraints end‘qs0 (X)=end(X)oqy=q.
Define the hamiltonian HS : T*S x V — R of the motion

HS(q,,X) = p(X 0.4) — 5{X, X) = p(&,X) — 5 (X, X).

Then we have the following lemma.
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Lemma 9.12. Let ¢ : [0,1] — S be an horizontal curve, and ¢ an horizontal lift with
logarithmic speed X = p o p~t. Let qo = q(0) and q1 = q(1). Let p1 € T, S. Then, for every
X € L*0,1;V),

AAx(5X) = (dend ) pa(5X) — [ O H gf6) o), X(O) X (1)
where p(t) € TyyM satisfies p(1) =p1 and

(d(t), p(t)) = VH® (q(t), p(t), X (1)) (9.15)

Proof. First of all, V¥HS(q,p, X) is the symplectic gradient of HS at (q,p), with fixed
parameter X, for the canonical symplectic form on T*M. It should be pointed out that,
since § is modeled only on a Banach space B, not a Hilbert space, w is just a weak symplectic
form and not every real map on T*M has a symplectic gradient. However, the function
(q,p) — HS(q,p, X) does admit a symplectic gradient for fixed X. This is very simple to
check: just consider a canonical coordinate system (g,p) € U x B* around (g, p). Then

Oy HSp x (8¢, 0p) = 6p(£,X) + 9g(p(£,X))(8q) = w((£4X, —04(£,X)*p), (64, 6p)),

so VHS(q,p, X) = (& X, —04(&4X)*p). In particular, the Cauchy problem has linear
coefficients in p, and so it does have a unique global solution.

The rest of the proof is precisely the same as that of Lemma First of all, p(t) exists
and is uniquely defined for fixed pi, since V¥H® (¢, p, X) is linear in p. Moreover, we have
d( endgo)x(éX) = dq(1), where, in a local trivialization,

0q(t) = Dg(Eg() X (1)) (9a (1)) + &gy (0X (1)),
with d¢(0) = 0. Then

1

[ ox HS (0,90, X@)6X W) dt = [ pl0)eyen 5X (1)t~ dAx (5).

But since &, (0X (1)) = 8a(t) — 0y(& X (1)) (3a(#)) we get

1

[ e xm)ar= [ poGwa - [ anem X016 d

0
-/ " p(t)(3a(t)) + p()(Ba(t))

= p1(dq(1)) = (dendy,)p1.

]

Corollary 9.1. Let q : [0,1] — S be an horizontal curve with end-points qo and g1, and X the
logarithmic velocity of an horizontal lift © of q. Then the following statements are equivalent

1. There exists p1 # 0 € Ty S such that dAx = (d end‘qgo)}pl. In particular, t — q(t) is a
geodesic.

2. There exists an absolutely continuous map t — p(t) € Tq*(t)S, with p(1) = p1, such that

for almost every t € [0, 1],

0 = OxH®(q(t),p(t), X(t)) = §P(t) — (X(8),)
X

( )
@(0),5(0) = VHS@(0),p(0), X(0) = (€ X(6), —0u(&an X O p(D). 10
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Such a curve is called a normal geodesic.

The first equation in ([9.16)) is satisfied if and only if
EyP(t) = (X (1), ),

if and only if X (¢) = Kvé’;(t)p(t). Moreover, we know that in this case, X = Kvégp always
belongs to (ker&,)~.

This means that if 5;‘(t)p(t) = (X (t), ) for almost every ¢, then ¢ — X (¢) is the logarithmic
velocity of a minimizing lift of the horizontal curve q.

We now define the maximized hamiltonian 2% : T*S — R by

L1 L1 1
h(q,p) = H(q,p, KV Elp) = §p(§qKV£qp) = 5p(Kqp) = §Hqu||§-

Remark 9.23. We have h°(q, p) = h(e, &,p), where h is the reduced Hamiltonian on 7*D*(M).

This is the same as the usual sub-Riemannian Hamiltonian defined in [Mon02]. It is of
class at least C5~° and has a well-defined symplectic gradient of class C5~*~!, given by

1
VhSg,p = (O, 0.0), -0 .0)) = (Kop, ~ 300(Kop)).

Theorem 9.7. Let S be a shape space of order £ in M, and H be a strong right-invariant
sub-Riemannian structure on D¥(M) such that £ : SxV — TS is of class C*. Then, for every
starting point qo € S and initial momentum po € Ty S, there is a unique normal geodesic
t — q(t) with corresponding momentum t +— p(t), defined on an interval I > 0, such that
(¢(0),p(0)) = (go,po) and the curve t — (q(t),p(t)) satisfies the usual hamiltonian geodesic
equation

Q(t) = 9h%(a(D),p(t) =  Kyuplt),
B(t) = —0,h% (a(t), p(1)) == 9y (P(O)(Kyp(®))) -

In particular, t — hS(q(t),p(t)) is constant and

I

=
%)

—

(=
—~
=)
~

=
—~~
(=)
~—
~—

A) = 5 [ (a0 p(0)

Moreover, q is locally minimizing, i.e. for any to € I and any t1 € I close enough to tg is
MINIMIzing.

Remark 9.24. It should be noted that the same discussion as that of the end of Section
[0.1.2] other geodesics may also exist. They may, again, come from the fact that & may be
a "bad” parametrization of HS, or be "abnormal” geodesics (critical points of the end-point
map), or exist for deeper reasons exclusive to infinite dimensional sub-Riemannian geometry.
However, just as is the case for D*(M), critical points of functionals of the form

J(q) = Alq) +g(q(1))

are always normal geodesics. This is very useful in practical applications, where finding the
exact minimizing geodesic between two shapes is impossible anyway.
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Minimizing lifts of normal geodesics are normal geodesics It is clear that for a
normal geodesic t — (q(t),p(t)) on a shape space S, the horizontal curve ¢t — ¢(t) in D*(M)
given by ¢(0) = e and logarithmic velocity X (t) = va:;(t)l’(t) is the minimizing lift of ¢(-).
Moreover, if ¢(-) is a minimizing geodesic, then so is ¢(-) as a straightforward consequence
of Lemma [9.70l

However, it is a well-known fact in dynamics [MR99] that ¢(-) itself satisfies the Hamil-
tonian geodesic equations in D*(M ), with initial momentum K Vf;(o)p(O). More precisely, we
have the

Proposition 3. Take (qo,po) € T*S and Py = £, po. Then the Hamiltonian geodesic on
D5 (M) starting at e with initial momentum Py is the minimizing lift of the Hamiltonian
geodesic on S starting at qo with initial momentum py.

In other words, the Hamiltonian flow on T*D*(M) preserves the subbundle Ry T*S.

Proof. Consider the mapping ¢ — u(t) = §g(t)p(t), where (q(t),p(t)) is the Hamiltonian

geodesic on S starting at o with initial momentum pg. Let X(¢) = KV pu(t), and Y €
[sTYTM). Then

pY) = p(aq(ﬁq(Y))(fq(X)) - 3q(§q(X))(£q(Y))) = p([£(X),&(Y)](9))
= p(&([X,Y])) = adip(Y).

Therefore, ¢ + u(t) satisfies the necessary and sufficient condition for X (t) = KV u(t) to
be the logarithmic velocity of a Hamiltonian geodesic (¢(t), P(t)) on D*(M) with initial
momentum p(0) = FPy. Since X(t) = 5;(t)p(t), @ is also the minizing lift of ¢ starting at
e. O

9.2.4 Some examples of geodesic equations on classical shape spaces
Just as before we consider shape spaces in M = R? to obtain simpler geodesic equations.

We keep the notations from Section[9.1.5

Spaces of continuous embeddings of compact manifolds and Gaussian kernels
Take the space Hilbert space V C H*(R%,R%) defined by the Gaussian kernel

_Jz—yl?
K(z,y)p=e 2 p’ =e(z—y)p’,

as in Section [0.1.5

We let S be a compact Riemannian manifold, and S = C°(S,R?), a Banach manifold
(and actually a Banach vector space). We have T*S = S x C°(S,R%)*, with the elements of
C%(S,RY)* being identified to maps S — (R?)* with coefficients in the space M(S) of Radon
measures on S, that is, elements of M(S) @ (R%)*.

Then, for ¢ : S — RY continuous and p = (py,...,pq) € M(S) ® (RY)*,

(K¥Ep)@) = [ elo = a()d" (s).
Hence, we have K,p € T,8 = C°(S,R?) given by
(Kap)(s) = | ela(s) = a(s)dp" ()

The reduced Hamiltonian is therefore

1

hS(q,p) = 2 o

dez () = 5 [ _elals) — a(s)ldp(s) - dp(s')
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Using e(z — y) = e(y — z) and de,(v) = —2(z - v)e(z), we get for any dg € T,S,

0418 (0.9)(60) =~ [ [(a(s) ~ a(s")) - Sals)leals) — a(s)) dp(s) - dp(s)]
In the end, the geodesic equations read

i(t,s) = /S e(qlt,s) — g(t, ))dp” (t, 5,

. 1
p(t,s) =~ /S e(q(t,s) — q(t,s))(g(s) — a(s)) " [dp(t, s') - dp(t, s)].
In the special case of landmarks, we can write S = (R%)", writing ¢ = (x1,...,,) and

p=(p1,...,pn) (R ~ (RY)", we get (omitting time for readability)

R W e g
€T = € c P
j=1
) 1=1,...,n
. 1 |zl T
pi=—) e 2= (pipj)lw—wx),
Uj:l

Remark 9.25. It is worthwile to note that in the neighbourhood of ¢ = (z1,...,z,) such
that ¢ # j implies z; # x;, the structure here is actually Riemannian instead of simply
sub-Riemannian.

An action of higher order In this paragraph, we keep our Gaussian kernel K as above
and S our compact Riemannian manifold, but we take the shape space S = TC°(S,R%) =
C(S,R?) x CO(S,RY), a shape space of order 1 for the action

o (q,0)(s) = (#(q(s)), dipg(s) (v(s)))-

The three conditions for a shape space of order 1 are easily seen to be true. The infinitesimal
action of a vector field X on R is

quU(X)(S) = (X(q(s))7 qu(s) (U(S)»

Now a momentum on S is a couple (p,1) of maps S — (R%)* with coefficients in M(S),
and

&0 D(X) = [ dp(s)(X(a(9) + [ A (AX,0(5)).

sV

Therefore,

KY€, (@) = [ ela = a(s)dp(s) = [ el = a(o)los) - (o = (sl ().

Writing fquVﬁ;‘,v(p, 1) = (w1, ws), and eg ¢ = e(q(s) — q(s')), we get

()= [ et~ [ easlols) - (als)  als AT,

= [ ewrlots) - (als) — (s ()

+ 2 [ eawlol) - (als) = al)les) - (als) — als AT ()
1 T/

E /Sess’ )]dl (S )

wa(s) = —
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The reduced hamiltonian is given by

1 , 1 / /
hS(Q,v,p,l) = 5 /stes,s’[dp(3> . dp(s )] — % ‘/stes’s,[v(s ) . U(S)Hdl(s) . dl(s )]
o [ eawl(0() - (a(s) — a(]i(s) - dp(s') + dp(s) - ()
+ % /stes,s/ [w(s') - (q(s) — q(sN][v(s) - (q(s) — q(s')][dL(s) - di(s")].

From there, the geodesic equations are easily deduced. For example
i(5)7 = =0, (0,007 (5) = [ curo(&)lU(s) - ()
+ oo [ esrlals) = a D) - dp(s") + pls) - ()
=25 [ eostale) ~ als NG - (als) — alIG) - i)

In the case of landmarks, we take ¢ = (z1,...,2,), v = (v1,...,0), p = (P1,-..,Pn), and
l=(ly,...,ly). Denoting z; ; = x; — xj,we get
- 1
i =) (Pj - My 'l“i,j]lj> e(ziy),
j=1
" 1 1 1
UlT = Z (—G[Ui . 5Ei,j]pj — ;[Uz . (mi’j)][vj . xi,j]lj —+ g[’U@ . ’Uj]lj) e(l‘i’j),
' ]1 1n Lo 1=1, ,N
== i lle(wij)v; + % > - pj + lipjle(wij)ai
J 11 . J=1
o2 ZI[U] i)l - Lle(wij)@iy
j=

pi = %Z ( i Dj 01,[ il - @il - 1] = %[Uz v;l[li - l]]> e(wi ;)i

=1
S ol ) oy -l LD e

j=1

t=1,...,n

- % Z (['Uz : $i,j”7)j . :L'Z',j”li . lj]) e(xi’j)mm

j=1
o S (il = Il ).

Remark 9.26. Again, in the case of landmarks, there is an open and dense subset of S on
which the sub-Riemannian structure is actually Riemannian.

The case of sub-Riemannian Gaussian kernels Here, we compute the sub-Riemannian
Hamiltonian geodesic equations for the shape space S = C°(S,RY), with S a compact Rie-
mannian manifold, and with V defined by the reproducing kernel

k

2 F
K yp=c 23 p(X, )X (z) = e(z,5) > p(X (1) Xo (),

r=1 r=1
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for X1,..., X} smooth bounded vector fileds on R? with bounded derivatives at every order,
linearly independent at every point z of R
Now for ¢ € S and p = (p1,...,pq) € T;S = M(S) @ (RY)*, we get

(KV e Z [, el = D)X ) X o),

where dp(s)(X,(q(s))) € M(S) is defined by X} (q(s))dpi(s) + -+ + X (q(s))dpa(s)-
Then we get

Kop(s) = KV €l Z [, elals) = Nans ) (Xals ) Xrla(),

and compute the reduced Hamiltonian

Z #1009 0 )ap(s) O {g(8))p(s sl

Then, reintroducing the notations e ¢ = e(g(s) — ¢(s")), we obtain
k
9qh® (g, p)(3q) = —% Z/SX es,[0q(s) - (q(s) — q(s"))]dp(s)(Xr(q(s)))dp(s') (X(q(s")))

+z / e, dp(8) (A X, 40 (59(5))dp(s") (X, (q(s'))).

SxS

In other words, as a Radon measure,

k
0415 (0.9)(5) = [ eardn) O a) (P AXrt) = 200 as) — als))T ).
r=1

Here, p(dX, ) in M(S) ® (R?)* is the (R%)*-valued Radon measure given by
dp(s)(dX,q5)) = dp1(s) ® AX} oy + -+ dpa(s) @ dX} ).

Therefore, the Hamiltonian geodesic equations are given by

Z ) 0l )apls (Xefalo ) Xola(s),

=§1 /S e (&)X (al5) (2P X0 a(s) — al )T = p(5)(AXe i)

g

In the case of landmarks, ¢ = (x1,...,2,) € (R)™ and p = (p1,...,pn) € (RH)™, and
denoting z; — x; = w;;, we obtain

k n
ii=Y Z e(wij)p; (Xr(z5)) Xr (i),
r=lj=1 (9.17)

k n 1
5 =30 Y el (X)) (SpiX (o))l ~ i) ).
r=1

=1j5=1
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Remark 9.27. An interesting fact is that e(z;;) — 0;; as 0 — 0, where §;; = 1 if i = j and
0 otherwise. Moreover, %e(xij)xij — 0 as 0 — 0 because z;; = 0. Therefore, as o goes to 0,
the geodesic equations become

X (i),

377, pz(er xl)

For each couple t — (x;(t),pi(t)) € T*RY, we recognize the hamiltonian geodesic equation
for the sub-Riemannian structure A induced on R% by X1, ..., X;: the dynamic is that of a
system of n points without interaction in (RY, A).

So Equations can be seen as a perturbation of such a dynamic by creating an
interaction between the points x;, which decreases exponentially with respect to the square
of the Eucliddean distances between the points.

9.3 Lifted Shape Spaces

In this section we introduce another geometry on a shape space S for which there exists
a smooth equivariant submersion m onto another shape space S§. This structure is obtained
by lifting the sub-Riemannian structure on S to S.

The geodesic equations obtained are more complex, but can be used to "keep track” of
additional information on a shape space, or to emphasize the importance of certain points in
the shape. Examples of applications of such structures have been given in [Youl2].

9.3.1 Lifted sub-Riemannian structure

We keep the notations from the previous sections.

Let us start with a simple case to clarify the concepts we wish to introduce. Let S and
S’ be two shape spaces of respective orders ¢ and ¢'. Then & x S’ =: § is a shape space
of order ¢ = max((, ') for the diagonal action of D*0t(M). Now take a right-invariant
sub-Riemannian structure H on D*0+¢(M) induced by a Hilbert space vector fields of class
He0tk with k > £. Tt also induces on S (resp. S’ and ) the sub-Riemannian structure HS
(resp. HS' and HS)

However, it is not the only such structure that one could equip on S. Indeed, let gy =
(g0, qh) € S and define ¢ : [0,1] — S an horizontal curve in S with ¢(0) = go. Then there is a
unique minimizing horizontal lift ¢ — ¢(t) in D*(M) of ¢ such that ¢(0) = e. Recall that its
logarithmic velocity X (t) = ¢(t) o ¢~ 1(t) is given by X (t) = fq(t) q(t).

This one-parameter family of diffeomorphisms, in turn, defines an horizontal curve

q(t) = o(t) o Go = ((t) 0 qo, ¢(t) © q5)

in S , and '
(1) = X (1) 0 4(t) = £ X (1) = & h a0
It is, in fact, the only curve starting at ¢y in S that projects on ¢ through the canonical
projection 7 : (¢, q’) — g whose total action is equal to that of ¢(-). In other words, it is the
unique minimizing lift of ¢(-) to S starting at do.
Such minimizing lifts are exactly curves of class H' in S with velocity belonging to

& (6 (M)
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which is a distribution of subspaces on S. We will denote
S -1 (448
1= U (600).
ges
This is a particular case of lifted sub-riemannian structures on shape spaces. We will now
give a more general description. Simply assume that S and S are shape spaces in M of orders

< €A, and that we have a map 7 : S — S that satisfies, for every ¢ € D80+Z(M) and § € 5',
m(poq) = pom(q).
We say that 7 is equivariant. A
The composition rule for derivatives shows that for every X € T'*0T¢(T'M), we have

dm(§qX) = dm(X 0 §) = X om(q) = &9 X

This implies that dw(’Hé) C HS for any sub-Riemannian structure induced by a Hilbert space
of vector fields V C T'$(TM), § > so + /.
Let us give a few examples.

Example 9.5. Additional landmarks: Take n < n € N* and § = Lmk,(M) and S =
Lmk;(M). We define 7 : Lmky (M) — Lmk, (M) by
7T($1, s axﬁ) = (xlv s 7mn)'
The mapping 7 is an equivariant submersion for the diagonal action of D0+ (M): for every
@ in DT (M),
m(po(x1,. .., wa)) = m(p(rr), ..., p(xa)) = (0(21), .., @(2n)) = pom(z1, ... Tn).

Example 9.6. Embeddings of submanifolds: Let S be a smooth compact Riemannian
manifold, S a sub-manifold of S without boundary, and let S = C°(S, M) and S = C%(S, M).
Then the map 7 : ¢ — §s is an equivariant submersion.

Example 9.7. Action on the tangent space: Let S be a shape space in M of order /.
Then S = TS is a shape space of order £ + 1 for the action of D*0H+1(M) given by the
differential of the action on S
po(gv)=(poqdypoq)(v)) € TpoyS.

Then the projection (g, v) = ¢ is an equivariant submersion for these actions.

In the case of landmarks, i.e. § = Lmk, (M), we can write (¢,v) = (Z1,...,Tn,V1,...,Un),
with v; € T),, M, and

¥ o (Q7 U) = (90(371), cee 790(:En)¢ dgﬂzl (Ul)7 s 7d<)0xn (Un))
We now have the following lemma for an equivariant map 7 : S—S.

Lemma 9.13. Let V be a Hilbert space of vector fields with continuous inclusion V C
[$(TM). Assume that 7 is an horizontal submersion, that is, for every 4 in S,

d7r(7-[q$) = 1S

m(§)*
Then the map w is also actually a sub-Riemannian submersion: for every § € S, the

restriction of dmg to the orthogonal of its kernel in the horizontal space ”H;js is an isometry.
Moreover, the inverse of this restriction, i.e. the pseudo-inverse of dmg, is given by

drg ' = &gy

5 s\ L
In particular, 11, = §q§;é)d7rq is the orthogonal projection H‘qs — (ker(dﬂq) N ’Hg) .
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Proof. Let ¢ € S and ¢ = 7(§). Also take w € Hg and Wy € Hq‘ﬁ such that dm () = 0.

To prove that the pseudo-inverse of dmy is 546;(1@, we need to check the following two
facts:

dmi&aéy ' (w) = w,
and
§ag ' (w) Labo, 1€ (w)
For the first one, recall that dm;&; = &r5) = &, 50 dﬂqfng_l(w) = fng_l(w) = w.
For the second fact, let us first note that X = £ L(w) belongs to ker(&;)L. Indeed, since

dmg€s = &, we have ker(&;)1 C ker(¢,)*, and therefore 5(]_1(10) € ker(¢,)t C ker(¢)*. In
particular,

qg= ‘w|q-

X =¢&16(X).
Let Xg = gq—l(wo). We then have 4;(Xo) = o, and therefore
&(Xo) = dméy(Xo) = dm(g) = 0.
Now, as both {;1 and £, I are isometries onto their images, we finally obtain

(€4(X), o)g = (X, Xo) = (w,&(X0))q = 0.

All that is left is to see that for w € ’Hf,
lwllg = [ldmg  wllg-

This is a trivial consequence of the fact that X = £, !(w) belongs to ker(&;)%, on which &; is
an isometry. O

This lemma has a few trivial but important consequences, similar to Lemma [9.10

Proposition 4. Sub-Riemannian lifts: Let 4o € S and qo = m(q). Let q:[0,1] — S
be an horizontal curve with q(0) = qo. Then for any horizontal curve t — {(t) such that
7w(G(t)) = q(t) (such curves are called horizontal lifts of q to S),

Alq) < A(Q).

Moreover, there is a unique such § starting at §o such that
Ag) = A(9)-

_l)q'(t). We call it the minimizing lift of q to S starting

Its velocity is given by q(t) = Sanéq

at qo.
In particular, when q is a locally minimizing geodesic, so is its the minimizing lift.

We can now define the lifted sub-Riemannian structure on S defined by .

Definition 9.18. Lifted sub-Riemannian structure: Let S and S be shape spaces in M
of respective orders ¢ < {. Let H be a right-invariant sub-Riemannian structure on Do+t (M)
induced by vector fields of class H01F, | > 0. Assume there is an equivariant smooth sub-
mersion T: S — S. )

The lifted sub-Riemannian structure HS on S is the structure for which horizontal curves
are exactly minimizing lifts of horizontal curves in S. In other words, it is the distribution
of subspaces on S defined by A

/Hf = U fﬁ (f;éj) (HS)> ’
ges

with the Hilbert norm ||wlg = || dmgid |l x(4)-
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Lifted shapes can be used for studying how the deformation of a given shape induces the
deformation of a "bigger” shape, i.e. one with more information.

We can then define horizontal curves for this new structure, the action A and length L
of such curves (which coincide with the action and length for H®), and the corresponding
sub-Riemannian distance df; onS.

We have the following result, a straightforward consequence of Proposition

Proposition 5. Let ¢ : [0,1] — S be a curve of class H', and define q : t — w(§(t)) its
projection onto S. Then
1. § is horizontal for ’H;S; if and only if it is the minimizing lift of q. In this case, A(G) =
A(q) and L(q) = L(q)-
2. If q is a geodesic (resp. a minimizing geodesic), so is § (for both sub-Riemannian
structures).

3. As a consequence, T is a lipshitz-1 map: for every g1, qs € M, d‘f((jl, G2) > d®(m(G1), 7(G2)).

9.3.2 The end-point mapping under an additional assumption

Recall that we took V' to have a continuous inclusion in FSOJFZH(T M). We also require
the following assumption, which will hold true for the rest of the section.
— The pseudo-inverse dr ! : T*HS — ’Hf is of class C!. In particular, so is the orthogonal
projection tensor II; = dﬂgldﬂq on Hf .

Remark 9.28. This assumption is automatically verified whenever the sub-Riemannian
structure HS on the base space S is a true fiber bundle of class C! over S. This is in
particular the case when this sub-Riemannian structure is actually a Riemannian structure.

In finite dimension, the converse is also true, and the authors do not know wether that is
the case in Banach shape spaces.

In this case, we can introduce another ”infinitesimal action” ( : S xV = TS of class C!
by
G(X) = I1&4(X).
Horizontal curves are those curves ¢ — §(t) of class H' for which there exists X € L%(0,1;V)
such that for a.e. t,

Q(t) = Cay (X (1) = Ty &aeey (X (1))

Remark 9.29. There is no reason for §(¢) to be equal to ¢ () o go. In fact, this is almost
never true.

We obviously get that 7—[7‘? is the image of (. Moreover, if 0 = (4(Y"), then

A

I

2 .
2 = Y,Y).
I Yev,r?;g/):@< Y

There exists a unique X such that this minimum is reached, given by X = Cé_lé(t), where
Cq_l is the pseudo-inverse of ¢, which is, of course, equal to the restriction of 5;1 to Hf 4

Therefore, for any curve t — ¢(t) in S, horizontal for Hf, there is a unique time-dependent
vector field ¢ — X (t) € V with minimal action such that §(t) = (4;)(X(t)) almost everywhere.

Remark 9.30. For this particular time-dependent vector field X, we have
S (X (1)) = &;(t)ﬁg&) (d() = 4(t) = G (X (1)),

so we do have §(t) = pX(t) 0 g(0) for every t.
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Let §o € S. Since C is of class C!, it is easy to see that so is the corresponding end-point

mapping .
endgo (L%(0,1;V) — S,

which to X associates ¢(1), where ¢ : [0,1] — S is the unique solution to the Cauchy problem
a(0) = do, ¢ =(g(X (1))

Therefore, just as in Section to find horizontal geodesics for the lifted structure
between §o and §; € S, we just need to find critical points of the action map A : L2(0,1; V) —
R with respect to the constraints endgo (X) =dq1.

9.3.3 The lifted Hamiltonian geodesic equations
Introduce the lifted Hamiltonian HS : T*S x V by

R . 1
H (4, X) = p(¢(X)) — S IX*
The exact same proofs as in the previous sections give the following results.

Lemma 9.14. Let § 3 [0,1] — S be an horizontal curve for the lifted structure, and X :
[0,1] = V such that ¢ = (4(X) almost everywhere. Let gy = ¢(0) and ¢1 = q(1). Let
p1 €Ty S. Then, for every 6X € L?(0,1;V),

1
AAX(0X) = (dendy)'pa(6X) = [ OxHS(@(0),5(0), X (D) (6X (1)) dt,
where p(t) € T7 )M satisfies p(1) =Py and

((t), (1)) = V¥ HS(4(t), (1), X (¢))- (9.18)
Corollary 9.2. Let ¢ : [0,1] — S be an horizontal curve for the lifted structure with end-
points §o and §1, and X as above. Then the following statements are equivalent
1. There exists py # 0 € Tglﬁ such that dAx = (d endgo)ﬁ(ﬁl. In particular, t — §(t) is a
geodesic.
2. There exists an absolutely continuous map t — p(t) € Tg(t)g, with p(1) = p1, such that
for almost every t € [0,1],

0 = OxHG(1),p(t), X (1)) = ConP(t) — (X (1), ),
(a(t),p(t)) = VH(q(t),p(t), X (1) = (ConyX (t), —04(Can X (1)) B(t))-
Such a curve is called a normal geodesic.

The first equation in (9.19) is satisfied if and only if
CoyP(t) = (X (1), ),

(9.19)

if and only if X (t) = KVC;(t)ﬁ(t).
As usual, we now take a look at the maximized hamiltonian h¢ : T*S — R, defined by
A A v . 1, . 1. _ T 1 TN
he(a,9) = H*(a,0, K" Gyp(t) = 5p(G K" GGp) = 5pldmy Kodmy Vp) = S| Kydmy pl5,

where ¢ = 7(g).

It is interesting to note that in the case where H® = TS, i.e. if the sub-Riemannian
structure on the smaller shape space is actually Riemannian, then dw;l*ﬁ is actually an
element of 7;/S, and we obtain

h(q,p) = hS(m (), dry *p).
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9.3.4 The momentum viewpoint and another form of the lifted geodesic
equations

As we saw in Section it can be difficult to compute & Lw, and, therefore, dwqfl. This
means we need an easy way to build horizontal vectors. For this, we use the same method as
in Section Recall that we denote, for ¢ € S and ¢ = 7(§),

Kg=&6KYE TS — HS

and
K, =&6KYE TS — HS.

Note that since {4 = dmgly, we have
Ky = dmgKydms.
Lemma 9.15. Let € S, g = m(q) and p € T;S. Let p = dnyp. Then
Kop = &KV Ep = dn; ' Kyp € HS.
In particular, Im(Kgdry) C Hf and

| Kgp

7 = 1K) = p(Kqp).
Proof. We know that {;1qu = Kvﬁj;p and dmy = quq*l, SO
dﬂgqup = quvél’l‘p.
Since dmg€; = &g, we have g = &Zdmy, hence {yp = £p and
dry  Kop = §KY &5 = K.

Moreover,

1Kapla = KY€ = 1KV Epl® = p(Kqp).

O]

Example 9.8. Take n < 7 € N*, and S = Lmk,(M) and S = Lmk;y(M). We define

7 Lmky(M) — Lmk, (M), as above, by w(z1,...,z3) = (z1,...,2,). Now let V be a hilbert

subspace of vector fields of class at least H*0"! with associated kernel K (z,v) : TyM — T, M.
Let ¢ = (x1,...,24) and ¢ = 7(§). Now take some

p=p1,.-,pn) € Ty Lmk,(M) =Ty M x ---x Ty M.
Then for x € M,
X(z)=K"Ep(x) = ZK(Z‘,%)M,

so we get
n

dﬂ'iqup = <Z xlaxz Di, - - ZK xnaxz z) .

On the other hand, we have p = dn*p = (p1,...,Pn,0,...,0), so we also get

qu— (ZKJULLUZ Diy - ZK xn) i z)-

=1
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Example 9.9. Take n € N*, S = Lmk, (M) and S = TLmk;(M). We take  : TLmk; (M) —
Lmky (M) the usual projection. Now let V' be a hilbert subspace of vector fields of class at
least H*"2, with associated kernel K (x,y) : TrM — T, M.

Let ¢ = (q,v) = (x1,..., %5, v1,...,0,), where ¢ = (x1,...,x,) and v; € T, M. Now take
some p = (p1,...,pn) € TyLmk,(M). Again, we have p = dn*p = (p1,...,Pn,0,...,0) €
T*T Lmk, (M), so we obtain

Kp = (wl,...,wn,w'l,...,w%),
with
n
w; = ZK(azi,xj)pj €Ty, M
j=1
and

J=1

which is well-defined as the derivative at x; of the map K V{;p : M — T M applied to v;.

These examples show that the easiest way to find horizontal vectors (and, hence, horizon-
tal curves) for the lifted structure is to consider those curves that are solution of the control
system

: 1%

In any local trivialization, this is a control system of class C' with respect to ¢ even if the
assumption from the previous sections that dm~! be of class C! is not satisfied. In particular,
it has a unique solution.

The action of such a curve is equal to

1 /11

2 /0 S u(t) (Kr(gqryul?)) dt.

Then, one can introduce yet another Hamiltonian H, but this time defined on the vector
bundle T*S @&y 7*T*S — S, by
A . 1
H(q,p,u) =p (&;K VSE(@)IL) — 5 Kr(gu)-

In this case, while 9, H(§,p,u) : T:( q)S — R is well-defined as a derivative along fibers, the
symplectic gradient
VYH (4, p,u) € TT*S

is defined indepently of the trivialization of #*T™*S if and only if 9, H(§,p,u) = 0, which is
equivalent to

Krgu = &K Ep. (9.20)
This inmplies in particular that dW;fu and p coincide on Hf e
Then .
H(q,pu) = Su(Knggyu) = h5(n(q),u) = h3(4,p).

which does not depend on u as long as K u = &g K ngj‘p. Therefore, assuming that ((9.20))
can be solved in u, we can define the corresponding reduced Hamiltonian, which coincides
with the reduced Hamiltonian hS defined in the previous Section.
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On the other hand, using the equalities K4 = dmgKzdm; and 5;((;) = zizdm;, we have,
in a local trivialization,

A A A~ * A~ * 1 * *
041 (q, b, u) = p((9gKg)dmgu) + p(Kq(9gdmg)u) — Suldmg(0gKg)dmgu) — u(dmgFg(94dmg)u)
o 1 * * A * *
= (p — 5dmgu)((94Kq)dmgu) + (p — dmgu)(Kq((9gdmg)u).
We deduce the following Hamiltonian geodesic equations

Kﬂ(@)u = E q Kvégfi
=, va o (9.21)
~(p— i) (O4 K g)myu) — (b — dmju) (Ky((Dgdmsu).

p

It is easy to check that when these equations admit a solution, this solution coincides
with that of the geodesic equations from the previous section. This is usually a better
form for the geodesic equations, because there is no need to compute the derivative of . The
first form was needed because this control system using lifted momenta has ”less” controls
than the one we wanted to study, that is, we might have

KV E o (ThS) G HS,

and therefore, we had to check that critical points of the action for the momentum point of
view were indeed true critical points of the action.

9.3.5 Some examples of lifted geodesic equations

We consider some simple cases of lifted shape spaces and compute their geodesic equations.
Note that, contrarily to examples from Section [9.2.4] even the landmark cases will be strictly
sub-Riemannian.

Extra landmarks with the Gaussian kernel Let n,m € N*, and consider S = Lmk, (R?)
and S = Lmky (R, with 7(21,...,Tpem) = (¥1,...,2,). Then T*S = Lmk,(R%) x
(RY)™, and T*S = Lmky,n(RY) x (RF)(m4m)x,

We assume that the reproducing kernel K of V' is the diagonal Gaussian kernel, as intro-
duced in Sections and Our goal is to compute the geodesic equations from

for this particular example. In other words, we first need to solve the linear system
Vv
Kagu =& K" &p-

Then, we shall compute 003 H (q, p, ) GKVE (@ and 0; i H(§,p,u) = (ﬁ—idﬂ’ u)((05Kq)dmzu).
Note that the term (p—dmju)(Kq((95dm;)u) does not appear in 93 H (g, p, u) because 0;(dry) =
0.

Here, K, can be identified to a nxn block matrix, with blocks of size dxd, and the (i, j)—th
bloc is given by e(z; —x )14, with I; the identity matrix. It is invertible (see[T'Y05]), and there
exists S = (S(x;,%;))i j=1,..n, & matrix of size n x n such that >°)'_; S(z;, zx)e(xy — x;) =1
ifi=jand 0ifi#j.

Then, for § = (z1,...,Tp+m), u = (U1,...,uy) and p = (p1, ..., Pnt+m), Wwe know that we
have

+
va Z e(x —x;)p
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Hence, if (vi,...,v,) = §qKV§;f]5, we obtain
n—+m
UJ:Ze(x]_$k)p£7 j:1>"'7n
k=1

So the equation K ;u = &4 va*p becomes

n n+m
Z e(x; — xk)u{ = e(x; — :ck)pT 1=1,....n
k=1 k=1
This linear equation is solved in u by
n n+m n n+m
=) Z (zi, z)e(zg, ar)pr =pi+ Y Y, Sz, xj)e(x), or)pr,
s j=1k=n+1

and therefore, if 9;H (g, p, u) = §,jKV§;‘u = (01,...,0ntm), we have

n n n n+m
= Z e(za, i)u; = Z e(za, zi)p; + Z Z S(wi, zj)e(x;, zk)pj -
i=1 i=1 1,j=1k=n+1

Noting that 0zdms = 0, we must now compute

AA A 1 * * A * A 1 * *
04H (4, p,u) = (p — idwqu)((%K@)dwqu) + (- dﬁqu) =~ §dﬁqu)((8riKé)d7TqU)~

If we denote p' = p — %dﬂgu = (p},. .- Phym) and write —95H(q,p,u)” = (a1, ..., Qntm),
we have
1 & / / T
du= Y elra— )bl ) )
i=1
1 n+m
+ — Z e(zq — i) [uq - P (za — 24)7T, a=1,...,n,
o i=n+1
1 & / T
g = ;Z e(rq — x;)[py - wil(xq — x43)", a=n+1,...,n+m.

On the other hand, p}, = p, — 2ua, hence, we obtain

1 X
Qq = ; Z e(xa - xi)[pa “U; + Ug - P — Uq - Ui](l’a - $i>T
=1
1 n+m
+ = Z e(xa x)[ua pz]( _l'i)T7 a=1,...,n,
g .
i=n+1
1 & T
Qo = P Z e(za — 74)[pa - wil(Ta — 75)", a=n+1,...,n+m.
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We can finally write the lifted geodesic equations on S

n n+m

g = paty, > Se wi)e(w; —xp)pr, a=1,...,n,
=1 k=n+1
n
i‘a: Ze(fﬁa_xz)UzT a=1,...,n+m,
i=1
1 n
Do = ; Z G(Ia_xi)[pa‘ui+ua'pi_ua'ui](xa_l‘i)T
i=1
1 n+m
+ = e(zq — o) [uq - pi)(xa — 23)", a=1,...,n,
g .
1=n-+1
) 1 & T
o= =Y elwa—a)lpa- wl(wa — )" a=n+1l,...,n+m.

Tangent spaces of landmarks with the Gaussian kernel In this example, we keep
our Gaussian kernel K as above and 8 = Lmk, (R%) but we take S = TS = S x (RY)" and
m(q,v) = q. We denote § = (q,v) = (1,...,ZTpn,v1,...,0). Again, we want to compute the
geodesic equations , first by solving

K7r HU = fﬂ((ﬁ)Kvé-;p’

then by computing 003 H (G, p, u) = §qKV§* wand 0gH (§,p,u) = (p— dwgu)((&qu)dﬂ;fu).
Again, the term (p—dmju)(Kq((94dmy;)u) does not appear in 03 H (g, p, u) because d;(dry) = 0.
- ln),

A momentum on S is denoted p = (p, 1) = (p1,---,Pn, 11 and we have

§0.0(2, 1) ij L (d X, (v5))-

Therefore we get

n 1 n
Zexfa:] —Z e(x — xj)] J:j)-vj]le.

Jj=1

KYE: (0, 1)(

q

Hence, the equation K gu = &g K Ve ;b becomes the linear problem

n

n
1
Z j = TR)U :Z€($]—l’k ;Z i — x| —:Uk)-vj]le, j=1...,n,

k=1 k=1
solved by
1 n
U =p; — — Z S(xi,xj)e(r; —xp)[(x; — xx) - vp)l, 1=1,...,n.
T jk=1
Then we compute §q,UKV§j;u = (Wi, ..o, wp, W, ..., W)

n
Wq = Z e(zq — zi)ul

=1

(: Ze(:z:a —x)pl — é Z e(xj —xp)|(xj — ) - ’Uk]lg) a=1,...,n.

1=

—
.
Eond
Il
—
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Now if we denote

R .1, 1 1
P =p——driu=(p),...,p, g,...,l;l):(p1—iul,...,pn—iun,ll,...,ln),

2 q
we obtain
. . n 1
P (Kgdr*a) = Y e(w; — ;) [p} - uj] — - > e(wi — xj) v - (wi — )]l - ).
ij=1 ij=1

Therefore, for —0;H (4, p,u) = (a1, ..., 0m,B1,-..,Bn), we get

on= L z< )P+ 0 el — )"

g Soelon -l )

N (j?j:zn:le(% = 25)[(wa — 25) - ([la - uslva — [l - ualvy)l(wa —25)", e
D S| A R

<
Il
-

Since p} = p; — %ui, [pe - uj + D) - ua] = [Pa - uj + pj - Ua — uj - ug] and we obtain the geodesic

equations
1 n
Uqg =Pg — — Z S(xq,xj)e(x; — xp)[(zj — xg) - villi,
T k=1
Tq = Ze(xa zi)ul a=1,...,n,
=1
) ——lie(a: x)[vg - (Tq — x;)]u
a — o Z:1 a (2 a a (] 7
and
. 1 / T
Pa = pu Ze(:ca—x])[pa~uj +p; Uq)(To — T5)
j=1
1 n
+ pu Ze(fa zj)([la - ujlvg — [l “a]%)
j=1
12 a=1,...,n
- > e(wa — x)[(wa — 5) - ([la - ujlva — [l - va]vj))(Ta — z5)7,




Chapter 10

Shape deformation analysis from
the optimal control viewpoint

The contents of this chapter were presented in Chapters [6] and7]

Abstract

A crucial problem in shape deformation analysis is to determine a deformation
of a given shape into another one, which is optimal for a certain cost. It has a
number of applications in particular in medical imaging.

In this article we provide a new general approach to shape deformation anal-
ysis, within the framework of optimal control theory, in which a deformation is
represented as the flow of diffeomorphisms generated by time-dependent vector
fields. Using reproducing kernel Hilbert spaces of vector fields, the general shape
deformation analysis problem is specified as an infinite-dimensional optimal con-
trol problem with state and control constraints. In this problem, the states are
diffeomorphisms and the controls are vector fields, both of them being subject
to some constraints. The functional to be minimized is the sum of a first term
defined as geometric norm of the control (kinetic energy of the deformation) and
of a data attachment term providing a geometric distance to the target shape.

This point of view has several advantages. First, it allows one to model general
constrained shape analysis problems, which opens new issues in this field. Second,
using an extension of the Pontryagin maximum principle, one can characterize the
optimal solutions of the shape deformation problem in a very general way as the
solutions of constrained geodesic equations. Finally, recasting general algorithms
of optimal control into shape analysis yields new efficient numerical methods in
shape deformation analysis. Overall, the optimal control point of view unifies and
generalizes different theoretical and numerical approaches to shape deformation
problems, and also allows us to design new approaches.

The optimal control problems that result from this construction are infinite di-
mensional and involve some constraints, and thus are nonstandard. In this article
we also provide a rigorous and complete analysis of the infinite-dimensional shape
space problem with constraints and of its finite-dimensional approximations.

Keywords: shape deformation analysis, optimal control, reproducing kernel Hilbert spaces,
Pontryagin maximum principle, geodesic equations.

AMS classification: 58E99 49Q10 46E22 49J15 62H35 53C17 53C22 58D05
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Introduction

The mathematical analysis of shapes has become a subject of growing interest in the
past few decades, and has motivated the development of efficient image acquisition and
segmentation methods, with applications to many domains, including computational anatomy
and object recognition.

The general purpose of shape analysis is to compare two (or more) shapes in a way that
takes into account their geometric properties. Two shapes can be very similar from a human’s
point of view, like a circle and an ellipse, but very different from a computer’s automated
perspective. In Shape Deformation Analysis, one optimizes a deformation mapping one shape
onto the other and bases the analysis on its properties. This of course implies that a cost
has been assigned to every possible deformation of a shape, the design of this cost function
being a crucial step in the method. This approach has been used extensively in the analysis
of anatomical organs from medical images (see [GM9S]).

In this framework, a powerful and convenient approach represents deformations as flows of
diffeomorphisms generated by time-dependent vector fields [DGM9S|, [Tro95, [Tro05]. Indeed,
when considering the studied shapes as embedded in a real vector space R¢, deformations of
the whole space, like diffeomorphisms, induce deformations of the shape itself. The set of all
possible deformations is then defined as the set of flows of time-dependent vector fields of
a Hilbert space V, called space of ”infinitesimal transformations”, which is a subset of the
space of all smooth bounded vector fields on R¢.

This point of view has several interesting features, not the least of which being that the
space of possible deformations is a well-defined subgroup of the group of diffeomorphisms,
equipped with a structure similar to the one of a right-invariant sub-Riemannian metric
[BR96L Mon02]. This framework has led to the development of a family of registration
algorithms called Large Deformation Diffeomorphic Metric Mapping (LDDMM), in which the
correspondence between two shapes comes from the minimization of an objective functional
defined as a sum of two terms [AGO04, BMTY05, [IM00, MTY02, MTY06]. The first term
takes into account the cost of the deformation, defined as the integral of the squared norm of
the time-dependent vector field from which it arises. In a way, it is the total kinetic energy
of the deformation. The second term is a data attachment penalizing the difference between
the deformed shape and a target.

An appropriate class of Hilbert spaces of vector fields for V is the one of reproducing
kernel Hilbert spaces (in short, RKHS) [Aro50], because they provide very simple solutions
to the spline interpolation problem when the shape is given by a set of landmarks [TY11]
Youl0|, which is an important special case since it includes most practical situations after
discretization. This framework allows one to use tools from Riemannian geometry [TY11],
along with classical results from the theory of Lie groups equipped with right-invariant metrics
[Arn66l, [Arn89, HMRIK, IMRI9, [Youl(]. These existing approaches provide an account for
some of the geometric information in the shape, like singularities for example. However, they
do not consider other intrinsic properties of the studied shape, which can also depend on
the nature of the object represented by the shape. For example, for landmarks representing
articulations of a robotic arm, the deformation can be searched so as to preserve the distance
between certain landmarks. For cardiac motions, it may be relevant to consider deformations
of the shape assuming that the movement only comes from a force applied only along the
fiber structure of the muscle. In other words, it may be interesting to constrain the possible
deformations (by considering non-holonomic constraints) in order to better fit the model.

In order to take into account such constraints in shape deformation problems, we propose
to model these problems within the framework of optimal control theory, where the control
system would model the evolution of the deformation and the control would be the time-
dependent vector field (see preliminary ideas in [TY11]).
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The purpose of this paper is to develop the point of view of optimal control for shape
deformation analysis as comprehensively as possible. We will show the relevance of this
framework, in particular because it can be used to model constrained shapes among many
other applications.

Indeed, a lot of tools have been developed in control theory for solving optimal con-
trol problems with or without constraints. The well-known Pontryagin mazximum principle
(in short PMP, see [PBGM64]) provides first-order conditions for optimality in the form of
Hamiltonian extremal equations with a maximization condition permitting the computation
of the optimal control. It has been generalized in many ways, and a large number of variants
or improvements have been made over the past decades, with particular efforts in order to be
able to address optimal control problems involving general state/control constraints (see the
survey article [HSV95] and the many references therein). The analysis is, however, mainly
done in finite dimension. Since shape analysis has a natural setting in infinite dimension
(indeed, in 2D, the shape space is typically a space of smooth curves in R?), we need to de-
rive an appropriate infinite-dimensional variant of the PMP for constrained problems. Such
a variant is nontrivial and nonstandard, given that our constrained shape analysis problems
generally involve an infinite number of equality constraints.

Such a PMP will allow us to derive in a rigorous geometric setting the (constrained)
geodesic equations that must be satisfied by the optimal deformations.

Moreover, modeling shape deformation problems within the framework of optimal control
theory can inherit from the many numerical methods in optimal control and thus lead to new
algorithms in shape analysis.

The paper is organized as follows.

Section is devoted to modeling shape deformation problems with optimal control. We
first briefly describe, in Section [I0.1.1] the framework of diffeomorphic deformations arising
from the integration of time-dependent vector fields belonging to a given RKHS, and recall
some properties of RKHS’s of vector fields. In Section we introduce the action of
diffeomorphisms on a shape space, and we model and define the optimal control problem on
diffeomorphisms which is at the heart of the present study, where the control system stands
for the evolving deformation and the minimization runs over all possible time-dependent
vector fields attached to a given RKHS and satisfying some constraints. We prove that,
under weak assumptions, this problem is well posed and has at least one solution (Theorem
. Since the RKHS is in general only known through its kernel, we then provide a kernel
formulation of the optimal control problem and we analyze the equivalence between both
problems. In Section we investigate in our framework two important variants of shape
spaces, which are lifted shapes and multi-shapes. Section [I0.1.4] is devoted to the study of
finite-dimensional approximations of the optimal control problem. Section contains a
proof of Theorem [10.1

Section is dedicated to the derivation of the constrained geodesic equations in shape
spaces, that must be satisfied by optimal deformations. We first establish in Section [10.2.1] an
infinite dimensional variant of the PMP which is adapted to our setting (Theorem . As
an application, we derive in Section the geodesic equations in shape spaces (Theorem
, in a geometric setting, and show that they can be written as a Hamiltonian system.

In Section we design some algorithms in order to solve the optimal control problem
modeling the shape deformation problem. Problems without constraints are first analyzed in
Section and we recover some already known algorithms used in unconstrained shape
spaces, however with a more general point of view. We are thus able to extend and generalize
existing methods. Problems with constraints are investigated in Section [10.3.2] in view of
solving constrained matching problems. We analyze in particular the augmented Lagrangian
algorithm, and we also design a method based on shooting.
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In Section we provide numerical examples, investigating first a matching problem
with constant total volume, and then a multishape matching problem.

10.1 Modelling shape deformation problems with optimal con-
trol

The following notations will be used throughout the paper. Let d € N fixed. A vector
a € R? can be as well viewed as a column matrix of length d. The Euclidean norm of a
is denoted by |a]. The inner product a - b between two vectors a,b € R? can as well be
written, with matrix notations, as a’ b, where a’ is the transpose of a. In particular one has
la?=a-a=a"a.

Let X be a Banach space. The norm on X is denoted by || - ||x, and the inner product
by (-,-)x whenever X is a Hilbert space. The topological dual X* of X is defined as the
set of all linear continuous mappings p : X — R. Endowed with the usual dual norm
IIpllx+ = sup{p(z) | x € X, ||z||x = 1}, it is a Banach space. For p € X*, the natural pairing
between p and w € X is p(w) = (p,w) x+ x, with the duality bracket. If X = R" then p can
be identified with a column vector through the equality p(w) = pTw.

Let M be an open subset of X, and let Y be another Banach space. The Fréchet derivative
ofamap f: M — Y at a point ¢ € M is written as df,. When it is applied to a vector w, it
is denoted by dfy.w or df,(w). When Y = R, we may also write (dfy, w)x- x.

We denote by W1P(0,1; M) (resp. H'(0,1;M)) the usual Sobolev space of elements of
LP(0,1; M), with 1 < p < +o00 (resp., with p = 2) having a weak derivative in LP(0,1; X'). For
qo € M we denote by quo’p(O, 1; M) (resp., by H;O(O, 1; M)) the space of all ¢ € WP(0,1; M)
(resp., ¢ € H, (0,1; M)) such that ¢(0) = go.

For every ¢ € N, a mapping ¢ : M — M is called a C’ diffeomorphism if it is a bijective
mapping of class C* with an inverse of class C’. The space of all such diffeomorphisms is
denoted by Diff*(M). Note that Diff®(M) is the space of all homeomorphisms of M.

For every mapping f : R? — X of class C* with compact support, we define the usual
semi-norm

3el+~-+edf(x)
ozt ... oxld

X

Hng—sup{‘ ‘ z € RY, (ﬁl,...,fd)ENd, €1+...+£d§£}.

We define the Banach space C§(R%, R?) (endowed with the norm || - ||;) as the completion
of the space of vector fields of class C¢ with compact support on R¢ with respect to the
norm || - [|o. In other words, C§(R?,R?) is the space of vector fields of class C* on R? whose
derivatives of order less than or equal to £ converge to zero at infinity.

We define Diff §(RY) as the set of all diffeomorphisms of class C* that converge to identity
at infinity. Clearly, Diff§(R?) is the set of all ¢ € Diff{(R?) such that ¢ — Idga € C§(R?, RY).
It is a group for the composition law (¢, ) — @ 0 1.

Note that, if £ > 1, then Diff§(RY) is an open subset of the affine Banach space Idga +
C{(RY,RY). This allows one to develop a differential calculus on Diff §(IRY).

10.1.1 Preliminaries: deformations and RKHS of vector fields

Our approach to shape analysis is based on optimizing evolving deformations. A defor-
mation is a one-parameter family of flows in R? generated by time-dependent vector fields on
R?. Let us define this concept more rigorously.
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Diffeomorphic deformations. Let ¢ € N*. Let
v:[0,1] — C§(RYRY)
t — ()
be a time-dependent vector field such that the real-valued function ¢ — ||v(t)||¢ is integrable.
In other words, we consider an element v of the space L'(0,1;C§(R%, R?)).

According to the Cauchy-Lipshitz theorem, v generates a (unique) flow ¢ : [0,1] —
Diff §(R?) (see, e.g., [AS04] or [Tré08, Chapter 11]), that is a one-parameter family of diffeo-
morphisms such that

0
S (t.2) = o(t, p(t,2),
0(0,2) =,
for almost every ¢ € [0,1] and every 2 € R%. In other words, considering ¢ as a curve in the
space Diff §(R?), the flow ¢ is the unique solution of

p(t) = v(t) o p(t),
»(0) = Idga.

Such a flow ¢ is called a deformation of R% of class C’.

(10.1)

Proposition 6. The set of deformations of R% of class C* coincides with the set
{ € WHH0,1; Diff§(R) | 9(0) = Tdga }

In other words, the deformations of R? of class C* are exactly the curvest — ¢(t) on Diff§(R?)
that are integrable on (0,1) as well as their derivative, such that ¢(0) = Idga.

Proof. Let us first prove that there exists a sequence of positive real numbers (D,,),en such
that for every deformation ¢ of R? of class C¢, with ¢ € N*, induced by the time-dependent
vector field v € L(0,1;C§(R4, R%)), one has

1
sup [[o(t) — Idgalli < Diexp(Di/ o)), (10.2)
t€[0,1] 0

for every i € {0,...,¢}.

The case i = 0 is an immediate consequence of the integral formulation of . Com-
bining the formula for computing derivatives of a composition of mappings with an induction
argument shows that the derivatives of order i of v o ¢ are polynomials in the derivatives of
v and ¢ of order less than or equal to 7. Moreover, these polynomials are of degree one with
respect to the derivatives of v, and also of degree one with respect to the derivatives of ¢ of
order i. Therefore we can write

ia’ip(ta )| < lo@)lildhe(t 2)| + v li—1 Pi(l0(t 7)), -, 10, o(t,2)]),  (10.3)

dt*
where P; is a polynomial independent of v and ¢, and the norms of the derivatives of the
dlp(t, x) are computed in the space of R%valued multilinear maps. The result then follows
from Gronwall estimates and from an induction argument on .

That any deformation of R? of class C* is a curve of class Wh! in Diff§(R?) is then a
direct consequence of and .

Conversely, for every curve ¢ on Diff§(R?) of class W', we set v(t) = @(t) o 1 (t),
for every t € [0,1]. We have ¢(t) = v(t) o ¢(t) for almost every ¢ € [0,1], and hence it
suffices to prove that ¢ — ||v(t)||s is integrable. The curve ¢ is continuous on [0,1] and
therefore is bounded. This implies that ¢ — ¢(t)~! is bounded as well. The formula for
computing derivatives of compositions of maps then shows that ||v(t)||, is integrable whenever
t — ||o(t)]|¢ is integrable, which completes the proof since ¢ is of class W1, O
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Reproducing Kernel Hilbert Spaces of vector fields. Let us briefly recall the defini-
tion and a few properties of RKHS’s (see [Aro50), [TY11] for more details). Let k € N* be
fixed.

Given a Hilbert space (V,(-,-)y), according to the Riesz representation theorem, the
mapping v — (v,-)y is a bijective isometry between V and V*, whose inverse is denoted
by Ky. Then for every p € V* and every v € V one has (p,v)y+y = (Kyp,v)y and
Ipll3- = | Evpli = (0. Kvp)v=v-.

Definition 10.1. A Reproducing Kernel Vector Space (RKHS) of vector fields of class C§ is
a Hilbert space (V,(-,-)v) of vector fields on RY, such that V C C§(RY,RY) with continuous
inclusion.

Let V be an RKHS of vector fields of class C§. Then, for all (b,y) € (R%)2, by definition
the linear form b ® &, on V, defined by b ® &,(v) = bTv(y) for every v € V, is continuous
(actually this continuity property holds as well for every compactly supported vector-valued
distribution of order at most ¢ on R%). By definition of Ky, there holds (b ® Sy, V)v=y =
(Ky(b® 8y),v)v. The reproducing kernel K of V is then the mapping defined on R? x R%,
with values in the set of real square matrices of size d, defined by

K(z,y)b = Ky (b® 6y)(x), (10.4)

for all (b, z,7) € (RY)3. In other words, there holds (K (-,y)b,v)y = blv(y), for all (b,y) €
(R%)? and every v € V, and K(-,y)b= Ky (b® §,) is a vector field of class C* in R?, element
of V.

It is easy to see that (K (-,z)a, K(-,3)b)y = a’ K(z,y)b, for all (a,b,z,y) € (RY)*, and
hence that K (z,y)” = K(y,z) and that K (z, x) is positive semi-definite under the assumption
that no nontrivial linear combination alv(z1) + - + alv(x,), with given distinct z;’s can
vanish for every v € V. Finally, writing Ky (a ® dy)(z) = K(z,y)a = [ga K(z,s)add,(s), we
have

Kvplw) = [ K@y dp(y) (10.5)

for every compactly supported vector-valued distribution p on R? of order less than or equal
to £.[1

As explained in [Aro50l [Youl0], one of the interests of such a structure is that we can
define the kernel itself instead of defining the space V. Indeed a given kernel K yields a unique
associated RKHS. It is usual to consider kernels of the form K(z,y) = (| — y|)Idga with
v € C*°(R). Such a kernel yields a metric that is invariant under rotation and translation.
The most common model is when v is a Gaussian function but other families of kernels can
be used as well [TY05, [Youl0].

10.1.2 From shape space problems to optimal control

We define a shape space in R? as an open subset M of a Banach space X on which the
group of diffeomorphisms of R? acts in a certain way. The elements of M, called states of the
shape, are denoted by ¢q. They are usually subsets or immersed submanifolds of R, with a
typical definition of the shape space as the set M = Emb!(S,R%) of all embeddings of class
C! of a given Riemannian manifold S into R¢. For example, if S is the unit circle then M
is the set of all parametrized C!' simple closed curves in R%. In practical applications or in

1. Indeed, it suffices to note that

b Kvp(z) = (b® 6, Kvp)ye yy = (p, Kvb®ds) = /

Rd

(K (y,2)b)"dp(y) = b" /d K (z,y)dp(y).
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numerical implementations, one has to consider finite-dimensional approximations, so that
S usually just consists of a finite set of points, and then M is a space of landmarks (see
[TY05, Youl0] and see examples further).

Let us first explain how the group of diffeomorphisms acts on the shape space M, and
then in which sense this action induces a control system on M.

The group structure of Diff§j(R?). Let ¢ € N*. The set Diff §(R?) is an open subspace of
the affine Banach space Idga 4 C§(RY, R?) and also a group for the composition law. However,
we can be more precise.

First of all, the mappings (¢, %) — @ o1 and ¢ — ¢~ are continuous (this follows from
the formula for the computation of the derivatives of compositions of mappings).

1

Moreover, for every ¢ € Diff §(R?), the right-multiplication mapping ¢ +— Ry (p) = @ o)
is Lipschitz and of class C!, as the restriction of the continuous affine map (Idgs + v)
(Idga + v) 0 9. Its derivative (dRy)ra, : C5(R%,RY) — C{(R?, RY) at Idga is then given by
v — v o . Moreover, (v,7) + v o1 is easily seen to be continuous.

Finally, the mapping

CSFL(RY, RY) x Diff§(R?) —  CY{(R?,RY)
(v,9) = wor

is of class C'. Indeed we have [[v o (¢ + §¢) — v ot — dvy.6¢|le = o(||6¢|), for every
61 € C5(R? R?). Then, using the uniform continuity of any derivative d’v of order i < £, it
follows that the mapping 1 — dvy, is continuous. These properties are useful for the study
of the Fréchet Lie group structure of Diff§°(R%) [Omo74].

Group action on the shape space. In the sequel, we fix £ € N, and we assume that the

space Di ffmax(l 2 (RY) acts continuously on M (recall that M is an open subset of a Banach

space X) according to a mapping

Difft MR M M

(p.q) = ¢-q, (106)

such that Idga - ¢ = g and ¢ - (¥ - q) = (p o) - q for every ¢ € M and all (¢,¢) €
(Diﬁmax(l,é) (Rd))2

Definition 10.2. M is a shape space of order ¢ € N if the action (10.6) is compatible with

the properties of the group structure of Dzﬁmax (1.4 (Rd) described above, that is:
— For every q € M fized, the mapping ¢ — ¢ - q is Lipschitz with respect to the (weaker
when £ =0) norm || - ||¢, i.e., there exists v > 0 such that

le1-a— @2 qllx < vller — e2]le (10.7)

for all (p1,p2) € (Dzﬁ”max(l 4 (R%))2.
— The mapping ¢ — ¢ - q is differentiable at Idga. This differential is denoted by & and

is called the infinitesimal action of Cmax(l g (R4, R%). From (10.7) one has

1€qvllx < yllolle,

for every v € Cg(Rd, RY), and if £ = 0 then &g has a unique continuous extension to the
whole space CJ(RY, R?).
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— The mapping
€: M x C§(RLRY) — X

(¢,0) — Ego (10.8)

is continuous, and its restriction to M x CSH(Rd,Rd) is of class Ct. In particular the
mapping q — &g is of class Ct, for every bounded vector field v of class cHt,

Example 10.1. For ¢ > 1, the action of Diff ﬁ(Rd) on itself by left composition makes it a
shape space of order ¢ in R%.

Example 10.2. Let £ € N and let S be a C* smooth compact Riemannian manifold. Consider
the space M = X = C*(S,R?) equipped with its usual Banach norm. Then M is a shape
space of order £, where the action of Diff (r)nax(l’e) (R9) is given by the composition p-q = oq.
Indeed, it is continuous thanks to the rule for computing derivatives of a composition, and

we also have
le1-q— w2 allx < vller — p2lle-

Moreover, given ¢ € M and v € C§(R4, R?), &,v is the vector field along ¢ given by &,(v) =
voq € CH{M,R?). Finally, the formula for computing derivatives of a composition yields

lvo(q+dq) —voq—dvg.dqllx = o(||dqlx),

for every dqg € M, and the last part of the definition follows. This framework describes most
of shape spaces.

An interesting particular case of this general example is when S = (s1,...,s,) is a finite
set (zero-dimensional manifold), X = (R%)™ and

M =Lmkg(n) = {(z1,...,2,) € RO | z; # x; if i # j}

is a (so-called) space of n landmarks in R%. For ¢ = (x1,...,,), the smooth action of order
0is ¢-q=(p(x1),...,0(x,)). For v € CJ(R% R?), the infinitesimal action of v at ¢ is given
by &4(v) = (v(z1),...,v(xy)).

Remarque 10.1. In most cases, and in all examples given throughout this paper, the map-
ping ¢ restricted to M x C5TF (R4, RY) is of class C¥, for every k € N,

Proposition 7. For every ¢ € M, the mapping @ — ©-q is of class C', and its differential at

@ is given by Ep.qdR,-1. In particular, given qo € M and given ¢ a deformation of R? of class

Co™™ 1,47 which is the flow of the time-dependent vector field v, the curve t — q(t) = ¢(t) - qo

is of class WH1 and one has
Q(t) = écp(t)-qo@(t) o 90(75)71 = éq(t)v(t)7 (109)
for almost every t € [0,1].

Proof. Let qo € M, fix ¢ € Diff§(RY) and take é¢p € T,Diff§(R?) = C§(R? R?). Then
@ + 6 € Diff§(R?) for ||6¢||¢ small enough. We define v = (dR,-1)p0¢p = dpo @t We have

(p+0p) q=(Idga +0) - (¢ @) =@ g+ E&pqv +0(v) =@ g+ Epgp o' +0(6p),

and therefore the mapping ¢ +— ¢ - ¢ is differentiable at ¢, with continuous differential
§p-qdR,-1. The result follows. O
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The result of this proposition shows that the shape q(t) = ¢(t) - qo is evolving in time
according to the differential equation , where v is the time-dependent vector field asso-
ciated with the deformation ¢.

At this step we make a crucial connection between shape space analysis and control theory,
by adopting another point of view. The differential equation can be seen as a control
system on M, where the time-dependent vector field v is seen as a control. In conclusion,
the group of diffeomorphisms acts on the shape space M, and this action induces a control
system on M.

As said in the introduction, in shape analysis problems, the shapes are usually assumed
to evolve in time according to the minimization of some objective functional [TY11]. With
the control theory viewpoint developed above, this leads us to model the shape evolution as
an optimal control problem settled on M, that we define hereafter.

Induced optimal control problem on the shape space. We assume that the action of
Diﬂ'glax(z’l) (R%) on M is smooth of order £ € N. Let (V, (-,-)1/) be an RKHS of vector fields
of class C§ on RY. Let K denote its reproducing kernel (as defined in Section [10.1.1)). Let YV’
be another Banach space. Most problems of shape analysis can be recast as follows.

Problem 1. Let qo € M, and let C : M xV —Y be a mapping such that v — C(q,v) = Cqv
is linear for every q € M. Let g : M — R be a function. We consider the problem of
minimizing the functional

1 rl
ha) =3 [ O dt+glaD) (10.10)

over all (q(-),v(-)) € Wg:'(0,1; M) x L*(0,1; V) such that (t) = &y uv(t) and Cypyo(t) = 0
for almost every t € [0,1].

In the problem above, gy stands for an initial shape, and C' stands for continuous con-
straints. Recall that the infinitesimal action can be extended to the whole space C§(R?,RY).

Note that if ¢ — w(t) is square-integrable then ¢ — ¢(t) is square-integrable as well.
Indeed this follows from the differential equation ¢(t) = £,(;)v(t) and from Gronwall estimates.
Therefore the minimization runs over the set of all (¢(-),v(-)) € Hp (0,1; M) x L*(0,1; V).

Problem [I] is an infinite-dimensional optimal control problem settled on M, where the
state ¢(t) is a shape and the control v(-) is a time-dependent vector field. The constraints C'
can be of different kinds, as illustrated further. A particular but important case of constraints
consists of kinetic constraints, i.e., constraints on the speed ¢ = ;v of the state, which are
of the form Cyy&ywv(t) = Cyp)g(t) = 0. Pure state constraints, of the form C(q(t)) = 0
with a differentiable map C': M — Y, are in particular equivalent to the kinetic constraints
qu(t).éq(t)v(t) =0.

To the best of our knowledge, except very few studies (such as [Youl2]), only uncon-
strained problems have been studied so far (i.e., with C' = 0). In contrast, the framework
that we provide here is very general and permits to model and solve far more general con-
strained shape deformation problems.

Remarque 10.2. Assume V is an RKHS of class C}, and let v(-) € L?(0,1;V). Then v
induces a unique deformation ¢ — (t) on R, and the curve t +— q,(t) = @(t) - qo satisfies
q(0) = qo and ¢y (t) = &g (pyv(t) for almost every t € [0,1]. As above, it follows from the
Gronwall lemma that ¢ € H, C}O (0,1; M). Moreover, according to the Cauchy-Lipshitz theorem,
if £ > 1 then ¢(+) is the unique such element of H;O (0,1; M). Therefore, if ¢ > 1 then Problem
is equivalent to the problem of minimizing the functional v ~ J1 (v, ¢,) over allv € L?(0,1; V)
such that Cy, v(t) = 0 for almost every ¢ € [0, 1].
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Concerning the existence of an optimal solution of Problem [I| we need the following
definition.

Definition 10.3. A state q of a shape space M of order £ is said to have compact support if
for some compact subset U of R?, for some v > 0 and for all (¢1,p2) € (Diﬁglax(g’l)(Rd))2,
we have

le1-q— @2 qll <All(er —w2)ulle,
where (p1 — p2)|y denotes the restriction of ¢1 — 2 to U.

Except for Diff glax(é’l) (RY) itself, every state of every shape space given so far in examples
had compact support.

Theorem 10.1. Assume that V is an RKHS of vector fields of class C*T' on R?, that q — Cy
is continuous, and that g is bounded below and lower semi-continuous. If qo has compact
support, then Problem[1] has at least one solution.

In practice one does not usually have available a convenient, functional definition of the
space V of vector fields. The RKHS V is in general only known through its kernel K, as
already mentioned in Section (and the kernel is often a Gaussian one). Hence Problem
formulated as such, is not easily tractable since one might not have a good knowledge (say,
a parametrization) of the space V.

One can however derive, under a slight additional assumption, a different formulation of
Problem [I] that may be more convenient and appropriate in view of practical issues. This
is done in the next section, in which our aim is to obtain an optimal control problem only
depending on the knowledge of the reproducing kernel K of the space V' (and not directly on
V itself), the solutions of which can be lifted back to the group of diffeomorphisms.

Kernel formulation of the optimal control problem. For a given ¢ € M, consider
the transpose §; : X* — V™ of the continuous linear mapping &, : V' — X. This means
that for every u € X* the element {fu € V* (sometimes called pullback) is defined by
(Equsv)vev = (u,§(v))x+ x, for every v € V. Besides, by definition of Ky, there holds
(Equ,v)v= v = (Ky&u,v)y. The mapping (q,u) € M x X* + {ru € V* is often called the
momentum map in control theory [MR99].

We start our discussion with the following remark. As seen in Example we observe
that, in general, given ¢ € M the mapping &, is far from being injective (i.e., one-to-one). Its
null space ker(§,) can indeed be quite large, with many possible time-dependent vector fields
v generating the same solution of ¢(0) = go and ¢(t) = y)v(t) for almost every ¢ € [0, 1].

A usual way to address this overdetermination consists of selecting, at every time ¢, a
v(t) that has minimal norm subject to &,;v(t) = ¢(t) (resulting in a least-squares problem).
This is the object of the following lemma.

Lemma 10.1. Let g € M. Assume that Range(&,) = &,(V') is closed. Then, for everyv € V
there exists u € X* such that {v = Ky & u. Moreover, the element Ky&§;u € V' is the one
with minimal norm over all elements v' € V' such that {gu' = Equ.

Proof. Let ¢ denote the orthogonal projection of 0 on the space A = {v' : {gv' = &u}, e,
the element of A with minimal norm. Then © is characterized by £,0 = {,v and ¥ € ker(fq)J-.
Using the Banach closed-range theorem, we have (ker(§,))t = KyRange({;), so that there
exists u € X* such that o = Ky&ju, and hence {v = Ky & u. O

Remarque 10.3. Note that the latter assertion in the proof does not require Range(,) to
be closed, since we always have Ky (Range(¢,)) C (ker(&,)4).
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Whether Range(¢,) = £,(V) is closed or not, this lemma and the previous discussion
suggest replacing the control v(t) in Problem 1} I by u(t) € X* such that v(t) = Ky &g pult).
Plugging this expression into the system ¢(t) = fq(t)v( ) leads to the new control system
q(t) = Kypyu(t), where

Ky =& Kvey, (10.11)

for every ¢ € M. The operator K, : X* — X is continuous and symmetric (i.e., (u2, Kqu1) x+ x
(u1, Kqua) x+ x for all (u1,up) € (X*)?), satisfies (u, Kqu)x+ x = [|[Ky&ull}, for every u € X
and thus is positive semi-definite, and (¢, u) — Kyu is as regular as (q,v) — &v. Note that
K, (X*) = &,(V) whenever £,(V) is closed.

This change of variable appears to be particularly relevant since the operator K, is usually
easy to compute from the reproducing kernel Ky of V', as shown in the following examples.

Example 10.3. Let M = X = C%(S,R%) be the set of continuous mappings from a Rieman-
nian manifold S to RY. The action of Diff’(R?) is smooth of order 0, with £v = v o q (see
Example|10.2 u Let V be an RKHS of vector fields of class C} on R?, with reproducing kernel

K. Every u € X* can be identified with a vector-valued Radon measure on S. Then

(0w = (wvo gy = [ ola(s) du(s)

for every ¢ € M and for every v € V. In other words, one has {yu = [g du(s)®0d4(5), and there-
fore, by definition of the kernel, we have Ky &§iu = [¢ Ky (du(s) ® 0q(s)) = [s K (-, q(s)) du(s).
We finally infer that

/ K(q(t), q(s)) dus).

Example 10.4. Let X = (RY)" and M = Lmky(n) (as in Example [10.2). Then &uv =
(v(z1),...,v(xy)), and every u = (uq, ..., uy) is identified with a vector of X by (u,w)x+ x =
it u?wj. Therefore, we get {yu = 371 u; ®0,;, and Ky&yu = 3774 K(xj,)u;. It follows
that

n n
Kou= |3 K(wr,a5)u;, Y K (w2, 25)uj, . ZK (s )15 |

J=1 j=1
In other words, K, can be identified with matrix of total size nd x nd and made of square

block matrices of size d, with the block (7, j) given by K (z;,z;).

Following the discussion above and the change of control variable v(t) = Kvéj;(t)u(t), we
are led to consider the following optimal control problem.

Problem 2. Let go € M, and let C : M xV —Y be a mapping such that v — C(q,v) = Cqv
is linear for every q € M. Let g : M — R be a function. We consider the problem of
minimizing the functional

o) = 3 [ (0l0) Kyggu(®)x-oxdt -+ 9la(1) = B@(o) +9(a()  (10.12)

over all couples (q(-),u(-)), where u : [0,1] — X* is a measurable function and q(-) €
WiH(0,1; M) are such that G(t) = Kypyu(t) and Cq(t)vag(t)u(t) = 0 for almost every
t € 0,1].

The precise relation between both problems is clarified in the following result.
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Proposition 8. Assume that ker(¢,) C ker(Cy) and that Range(§,;) = &,(V') is closed, for
every ¢ € M. Then Problems [1 and [3 are equivalent in the sense that inf J; = inf Jy over
their respective sets of constraints.

Moreover, if (q(-),u(-)) is an optimal solution of Problem|d, then (q(-),v()) is an optimal
solution of Problem (1|, with v(-) = vag(_)ﬁ(-) and q(-) the corresponding curve defined by
7(0) = qo and q(t) = Kgpu(t) for almost every t € [0,1]. Conversely, if (3(-),v(-)) is an
optimal solution of Problem |1| then there exists a measurable function u : [0,1] — X* such
that v(-) = Ky&gyul-), and u(+) and (q(-),u(-)) is an optimal solution of Problem @

Proof. First of all, if Ja(q,u) is finite, then v(-) defined by v(t) = Ky, u(t) belongs to
L?(0,1;V) and therefore, using the differential equation ¢(t) = &, (t) for almost every ¢
and the Gronwall lemma, we infer that ¢ € H;O (0,1; M). The inequality inf.J; < infJy
follows obviously.

Let us prove the converse. Let ¢ > 0 arbitrary, and let v(-) € L?(0,1;V) and q €
H(}O(O,l;M) be such that Ji(q,v) < infJ; + &, with ¢(t) = §v(t) and Cypv(t) = 0
for almost every ¢ € [0,1]. We can write v(t) = v1(t) + va(t) with vi(t) € ker(§y)) and
va(t) € (ker(Eyp))t = Range(Kv&) ), for almost every t € [0,1], with vi(-) and wva(-)
measurable functions, and obviously one has fOT |2 (8)]13 dt < fOT |lv(t)||?- dt. Then, choosing
u(+) such that vo(:) = va;(.)u(-), it follows that Jo(u) = Ji(ve) < Ji(v) < infJ; + e.
Therefore inf J5 < inf J;. The rest is obvious. O

Remarque 10.4. Under the assumptions of Proposition [§ and of Theorem [I0.1, Problem [2]
has at least one solution u(-), there holds min J; = min Js, and the minimizers of Problems
[[] and [2] are in one-to-one correspondance according to the above statement.

Remarque 10.5. The assumption ker(&,) C ker(Cj) is satisfied in the important case where
the constraints are kinetic, and is natural to be considered since it means that, in the problem
of overdetermination in v, the constraints can be passed to the quotient (see Lemma .
Actually for kinetic constraints we have the following interesting result (proved further, see
Remark , completing the discussion on the equivalence between both problems.

Proposition 9. Assume that V' is an RKHS of vector fields of class at least CSH on RY, that
the constraints are kinetic, i.e., are of the form Cy&qv = 0, and that the mapping (¢, w) — Cyw
is of class C1. If C4&, is surjective (onto) for every q € M, then for every optimal solution v
of Problem || there exists a measurable function w : [0,1] — X* such that v = Ky&u, and u
is an optimal solution of Problem[3

Note that this result does not require the assumption that Range(§,) = &,(V') be closed.

Remarque 10.6. It may happen that Problems[I|and [2|do not coincide whenever Range(;)
is not closed. Actually, if the assumption that Range(&,) is closed is not satisfied then it may
happen that the set of controls satisfying the constraints in Problem [2] be reduced to the zero
control.

Let us provide a situation where this occurs. Let v(q) € Range(Ky ;) \Range(Ky§;) with
|v(g)|lv = 1. In particular v(q) € (ker(¢,))t. Assume that C, is defined as the orthogonal
projection onto (Ru(q) @ ker(&,))* = v(g)* N (ker(&,))*. Then ker(C,) = Ru(q) @ ker(&,).
We claim that ker(Cy Ky ;) = {0}. Indeed, let u € X* be such that C;Ky&;u = 0. Then on
the one part Ky&;u € ker(Cy), and on the other part, Ky u € Range(Ky¢;) C (ker(&,))*.
Therefore Ky & u € ker(Cy) N (ker(&,))* = Ru(g), but since v(q) ¢ Range(Ky¢;), necessarily
u = 0.
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10.1.3 Further comments: lifted shape spaces and multishapes

In this section we provide one last way to study shape spaces and describe two interesting
and important variants of shape spaces, namely lifted shape spaces and multishapes. We show
that a slightly different optimal control problem can model the shape deformation problem
in these spaces.

Lifted shape spaces. Lifted shapes can be used to keep track of additional parame-
ters when studying the deformation of a shape. For example, when studying n landmarks
(z1,...,2,) in RY, it can be interesting to keep track of how another point z is moved by the
deformation.

Let M and M be two shape spaces, open subsets of two Banach spaces X and X respec-
tively, on which the group of diffeomorphisms of R¢ acts smoothly with respective orders ¢

and /. Let V be an RKHS of vector fields in R? of class C(r)n ax(t, Z) We denote by &, (respec-
tively &;) the infinitesimal action of V' on M (respectively M ). We assume that there exists
a C! equivariant submersion P : M — M. )

By equivariant, we mean that P(¢-4) = ¢-P(§), for every diffeomorphism ¢ € Diff ax(¢:0),1
and every ¢ € M. Note that this implies that dPy.§; = &g and {ZdP; = &;.

For example, for n < 7, the projection P : Lmky(n) — Lmky(n) defined by P(x1,...,24) =
(w1,...,2,) is a C! equivariant submersion. More generally, for a compact Riemannian man-
ifold S and a submanifold S C S, the restriction mapping P : Emb(g ,R%) — Emb(S,R%) de-

fined by P(q) = qisisaC ! equivariant submersion for the action by composition of Diff }(R?).

The constructions and results of Section [10.1.2] can be applied to this setting, and in par-
ticular the deformation evolution induces a control system on M, as investigated previously.

Remarque 10.7. Let V be an RKHS of bounded vector fields of class C(r)nax(e’e)ﬂ. Let g be
a data attachment function on M and let C' be a mapping of constraints. We set § = go P
and C’q = Cp(g)- Then a time-dependent vector field v in V' is a solution of Problem |1| for M
with constraints C and data attachment g if and only if it is also a solution of Problem [1] for
M with constraints C' and data attachment g. This remark will be used for finite-dimensional

approximations in Section [10.1.4

One can however define a control system of a different form, by lifting the control applied
on the smaller shape space M to the bigger shape space M.

The method goes as follows. Let go € M and §o € P~'(go). Consider a measurable map
u : [0,1] — X* and the corresponding curve g(-) defined by ¢(0) = qo and ¢(t) = K,u(t)
for almost every t € [0,1], where K, = §eKv&;. This curve is the same as the one induced
by the time-dependent vector field v(:) = Kvﬁl’;(,)u(). The deformation ¢ corresponding to

the flow of v defines on M a new curve §(t) = o(t) - §o with speed

() quvf t)u() KyydP; (t)“()

with K4 = §Kv&;. Note that P(G(t)) = q(t) for every ¢ € [0,1]. We have thus obtained a
new class of control problems.

Problem 3. Let §o € M, and let C : M x V — Y be continuous and linear with respect to
the second variable, with Y a Banach space. Let g : M — R be a real function on M. We
consider the problem of minimizing the functional

) = 3 [ (0, Kpiaopu(®)x xd + 9(a(0)

over all (G(-),u(-)), where u : [0,1] — X* is a measurable function and §(-) € quo’l(O, 1; M)
are such that §(t) = Kq(t)dPg(t)u(t) and Cqy KvEp 44, u(t) = 0 for almost every t € [0, 1].
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Note that, if g and C only depend on P(§) then the solutions u(t) of Problem (3| coincide
with the ones of Problem 2 on M.

Problemcan be reformulated back into an optimal control problem on V and on M, sim-
ilar to Problem [I} by adding the constraints Dsv = 0 where Djv is the orthogonal projection
of v on ker({p4))-

Some examples of lifted shape spaces can be found in [Youl2], where controls are used from
a small number of landmarks to match a large number of landmarks, with additional state
variables defining Gaussian volume elements. Another application of lifted shape spaces will
be mentioned in Section [10.1.4] where they will be used to approximate infinite-dimensional
shape spaces by finite-dimensional ones.

Multishapes. Shape analysis problems sometimes involve collections of shapes that must
be studied together, each of them with specific properties associated with a different space
of vector fields. These situations can be modeled as follows.

Consider some shape spaces M, ..., M}, open subsets of Banach spaces X1, ..., X}, re-
spectively, on which diffeomorphisms of R% acts smoothly on each shape space M; with
order ¢;. Let k; > 1, and consider Vi,..., Vi, RKHS’s of vector fields of R? respectively of
class Cg”k" with kernels K7,..., K, as defined in Section In such a model we thus
get k control systems, of the form ¢;(-) = & 4,(yvi(-), with the controls v;(-) € L*(0,1; Vi),
1 =1,...,k. The shape space of a multi-shape is a space of the form M = M7 x --- X M.
Let g0 = (q1,0,---,qk0) € M. Similarly to the previous section we consider the problem of
minimizing the functional

ko
121/0 [0 ()1, dt + g(qr (1), .- -, ax(1)),

over all time-dependent vector fields v;(-) € L?(0,1;V;), i = 1,...,k, and with ¢;(1) =
©i(1) - ¢io where ¢; is the flow generated by v; (note that, here, the problem is written
without constraint).

As in Section the kernel formulation of this optimal control problem consists of
minimizing the functional

2/, (ui(t), Ko, ),0wi(t)) xx x,; dt + g(q(1)). (10.13)
i—1

over all measurable functions u(-) = (u1(-),...,ux(:)) € L?(0,1; X} x --+ x X}), where the
curve q(-) = (q1(*)y .-, qx(+)) : [0,1] — M is the solution of ¢(0) = ¢p and

Q(t) = Kyyu(t) = (Ki g mu(t), - Kigoue(®) (10.14)

for almost every ¢ € [0,1], with K; 4, = & ¢, Kv;&],, fori=1,... k.

Obviously, without any further consideration, studying this space essentially amounts to
studying each M, separately, the only interaction possibly intervening from the final cost
function g. More interesting problems arise however when the shapes can interact with each
other, and are subject to consistency constraints. For example, assume that one studies a
cat shape, decomposed into two parts for the body and the tail. Since these parts have very
different properties, it makes sense to consider them a priori as two distinct shapes S7 and So,
with shape spaces M7 = C°(S1,R?) and My = C°(S2, R?), each of them being associated with
RKHS’s V1 and Vs respectively. Then, in order to take account for the tail being attached
to the cat’s body, the contact point of the body and the tail of the cat must belong to both
shapes and be equal. In other words, if ¢ € M; represents the body and ¢s € M the tail,
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then there must hold ¢1(s1) = ¢2(s2) for some s; € S; and sy € So. This is a particular case
of state constraints, i.e., constraints depending only on the state g of the trajectory.

Considering a more complicated example, assume that two (or more) shapes are embedded
in a given background. Consider two states q; and g2 in respective spaces My = C%(Sj, Rd)
and My = C°(S2,R?) of R?. Assume that they represent the boundaries of two disjoint
open subsets U; and U, of R4, We define a third space My = M; x M, whose elements
are of the form ¢z = (q3,¢3). This shape space represents the boundary of the complement
of Uy U Uy (this complement being the background). Each of these three shape spaces is
acted upon by the diffeomorphisms of R?. Consider for every M; an RKHS V; of vector
fields. The total shape space is then M = My x M x Mz, an element of which is given
by ¢ = (q1,92,93) = (q1,92,¢3,q3). Note that 9(Uy U Uy) = 9(Uy U Uz)®. However, since
(q1,q2) represents the left-hand side of this equality, and g3 = (g3, ¢3) the right-hand side,
it only makes sense to impose the constraints ¢; = q% and ¢o = q%. This model can be
used for instance to study two different shapes that are required not to overlap during the
deformation.

In this example, one can even go further: the background does not need to completely
mimic the movements of the shapes. We can for example let the boundaries slide on each
another. This imposes constraints on the speed of the shapes (and not just on the shapes
themselves), of the form Cy K, u = 0. See section for additional details.

Multi-shapes are of great interest in computational anatomy and provide an important
motivation to study shape deformation under constraints.

10.1.4 Finite dimensional approximation of optimal controls

The purpose of this section is to show that at least one solution of Problem [I] can be
approximated by a sequence of solutions of a family of nested optimal control problems on
finite-dimensional shape spaces with finite-dimensional constraints. We assume throughout
that ¢ > 1.

Let (Y™),en be a sequence of Banach spaces and (C™),en be a sequence of continuous
mappings C™ : M x V — Y™ that are linear and continuous with respect to the second
variable. Let (¢"),en be a sequence of continuous functions on M, bounded from below with
a constant independent of n. For every integer n, we consider the problem of minimizing the
functional

) =3 [ IR + o)

over all v(-) € L?(0,1;V) such that Canv(t) = 0 for almost every t € [0,1], where ¢(-) :
[0,1] — M is the curve defined by ¢(0) = go and ¢(t) = &,yv(t) for almost every ¢t € [0, 1].
It follows from Theorem that there exists an optimal solution v"(-) € L?(0,1;V). We
denote by ¢"(-) the corresponding curve.

Proposition 10. Assume that V is an RKHS of vector fields of class C’g“ on R® and that

the sequence (ker(Cy'))nen is decreasing (in the sense of the inclusion) and satisfies

() ker(Cy) = ker(Cy),

neN
for every q € M. Assume that g" converges to g uniformly on every compact subset of M.
Finally, assume that qo has compact support. Then the sequence (vV"(:))nen is bounded in
L?(0,1;V), and every cluster point of this sequence for the weak topology of L*(0,1;V) is an
optimal solution of Problem[1l More precisely, for every cluster point v(-) of (v"(-))nen, there
exists a subsequence such that (v (+))jen converges weakly to v(-) € L*(0,1; V), the sequence
(q"(-))jen of corresponding curves converges uniformly to q(-), and J17 (v") converges to
min J; = J1(0) as j tends to +oo, and 0(-) is a solution of Problem |1



164 CHAPTER 10. OPTIMAL CONTROL AND SHAPE DEFORMATION

Proof. The sequence (v™(-))nen is bounded in L2(0, 1; V) as a consequence of the fact that the
functions ¢g" are uniformly bounded below. Let v(-) be a cluster point of this sequence for the
weak topology of L?(0,1; V). Assume that (v"(+));en converges weakly to () € L?(0,1; V).
Denoting by q(-) the curve corresponding to v(-), the sequence (¢"7(-))jen converges uniformly
to g(-) (see Lemmal[10.2). Using the property of decreasing inclusion, we have C’é\fbj (V" ()=0
for every integer NV and every integer j > N. Using the same arguments as in the proof of
Theorem (See Section , it follows that Cgyv(-) = 0. Finally, since fol |o(t)]|3 dt <
lim inf fol [v™(¢)||3 dt, and since g" converges uniformly to g on every compact subset of M,
it follows that Jy(v) < liminf J;” (v").

Since every v € ker(C,) belongs as well to ker(Cy”), it follows that J;7 (v™) < J;" (v),
for every time-dependent vector field v(-) € L2(0,1;V) such that Cyyv(-) = 0, where g(-) :
[0,1] — M is the curve corresponding to v(-). Since g" converges uniformly to g, one has
J7 (v) = Ji(v) as n — +oo. It follows that limsup J;”7 (v™) < min Jj.

We have proved that Ji(v) < liminf J;" (v™) < limsup J;" (v") < min Jy, and therefore
J1(¥) = min Jy, that is, #(-) is an optimal solution of Problem |1} and J;"” (v™) converges to
min J; = J1(v) as j tends to +oo. O

Application: approximation with finite dimensional shape spaces. Let S' be the
unit circle of R?, let £ > 1 be an integer, X = C/(S*,R%) and let M = Emb*(S, R?) be the
space of parametrized simple closed curves of class C¢ on R?. We identify X with the space
of all mappings f € C/([0, 1], R?) such that f(0) = £(1), f(0) = f'(1), ..., fO0) = fO(1).
The action of the group of diffeomorphisms of R% on M, defined by composition, is smooth
of order ¢ (see Section . Let ¢ € M and ¢ > 0 fixed. We define g by

o(@) =< [ | la() = au(0) 2,

for every ¢ € M. Consider pointwise kinetic constraints C : M x X — C°(S',R™), defined
by (C4q)(s) = Fy5)q(s) for every s € St with F € CO(R?, My, 4(R)), where M, 4(R) is the
set of real matrices of size m x d.

Note that the multishapes constraints described in Section are of this form.

Our objective is to approximate this optimal control problem with a sequence of optimal
control problems specified on the finite dimensional shape spaces Lmky(2").

For n € N, let £" be the infinitesimal action of the group of diffecomorphisms on Lmk4(2"),

the elements of which are denoted by ¢" = (z¥,...,25.). Define on the associated control
problem the kinetic constraints Cgn&y v = (Fapv(a?), ..., Fyp, v(25)), and the data attach-

ment function o
~ c _
g"(q") = o S lar— @27
r=1
Let v™(-) be an optimal control of Problem [1] for the above optimal control problem specified
on Lmkg(2").

Proposition 11. Ewvery cluster point of the sequence (vV"(:))nen for the weak topology on
L%(0,1;V) is a solution of Problem |1| specified on M = Emb*(S',R%) with constraints and
minimization functional respectively given by C and g defined above.

Proof. Define the submersions P" : M — Lmky(2") by

Pg) = (a(27"),. -, a(27"r), -, q(1)).

Let g" = g" o P" and C} = C'pn(q)qu. In other words, g" (resp. C™) are the lifts of §"
(resp. C™) from Lmky(2") to M through P". Using Remark on lifted shape spaces,
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we infer that the optimal control v,(-) of Problem |[l] specified on the finite dimensional
space Lmky(2") with constraints C" and data attachment §" is also optimal for Problem
specified on the infinite dimensional set M with constraints C" and data attachment g¢".
Now, if v € ker(C") for every integer n, then F ) v(q(s)) = 0 for every s = 27"r with n € N
and r € {1,...,2"}. The set of such s is dense in [0, 1], and s — Fy(5v(q(s)) is continuous.
Therefore F5v(q(s)) = 0 for every s € [0,1], that is, Cy()&,)v(-) = 0. Since the converse
is immediate, we get ker(Cy(.)) = ,en ker(C q(.)). Finally, since ¢(-) is a closed curve of class

at least C* with ¢ > 1, it is easy to check that

9"(@) = 5 > la@ ") — @ (27")|
r=1

converges to g, uniformly on every compact subset of M. Therefore, Proposition [I0] can be
applied to the sequence (v"(-))nen, which completes the proof. O

Remarque 10.8. The same argument works as well if we replace S' with any compact
Riemannian manifold S, and applies to the vertices of increasingly finer triangulations of S.

10.1.5 Proof of Theorem [10.1]

Let (vn(-))nen be a sequence of L?(0,1; V) such that J;(v,) converges to its infimum. Let
(¢n)nen be the corresponding sequence of deformations and let (¢,,(+))nen be the sequence of
corresponding curves (one has g,(t) = ¢ (t) - go thanks to Remark[10.2)). Since g is bounded
below, it follows that the sequence (v, (-))nen is bounded in L?(0,1; V). The following lemma
is well known (see [Youl(]), but we provide a proof for the sake of completeness.

Lemma 10.2. There exist v(-) € L?(0,1;V), corresponding to the deformation @, and a
sequence (n;)jen of integers such that (v, (+))jen converges weakly to v(-) and such that, for
every compact subset U of R,

sup |[|(¢n, (¢, ) — ot NDwle . — 0.
te0,1] J—rtoo

Proof of Lemma[10.3. Since the sequence (vy,(-))nen is bounded in the Hilbert space L2(0, 1; V),
there exists a subsequence (vn,(+))jen converging weakly to some o € L?(0,1; V). Besides,
using for i = £+ 1 and the Ascoli theorem, we infer that for every compact subset U of
R?, the sequence (¢n;)jen is contained in a compact subset of the space C°([0,1],C5(U, RY)).
Considering a compact exhaustion of R? and using a diagonal extraction argument, we can
therefore extract a subsequence (@njk) ken with limit ¢ such that, for any compact subset U
of R,

sup ||(¢n,, (t,-) — @t )wlle — 0. (10.15)
te[0,1] k=00
To complete the proof, it remains to prove that ¢ is the deformation induced by v(-). On the
first hand, we have limy_ 1o ¢, (t,2) = @(t, 2), for every x € R? and every t € [0,1]. On
the second hand, one has, for every k € N,

_ ’/Ot (vnjk o on,y (5,2) — 70 G(s, x)) ds

t
Pn;, (t2) — 2 — / vop(s,x)ds
0

_|_

t
/ Un,, ©@(s,2) — Vo p(s,x)ds
0

t
< | [ oy @0, (@) = v, 0 Bl ds
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Set C' = suppey fiy |lvn(t)||1 dt, and define X[0,9¢(-2) € V™ by (X[0,405(.2)|V) £2(0,1:v) = Jovo
(s, z)ds. Then,

< C sup \sﬁn ( z) — p(s, )|

t
Pn;, (@) —x—/ vop(s,x)ds
0 s€[0,t]

+ \(X[o,t15¢<~,z)!vnjk —0)r2(0,13v)) »

which converges to 0 as j tends to 400 thanks to (10.15) and to the weak convergence Un,, ()
to v(-). We thus conclude that ¢(t,z) = = + fg v o @(s,x)ds, which completes the proof. [

Setting q(t) = @(t) - qo for every t € [0,1], one has q(t) = a0 (t) for almost every
t € [0, 1], and it follows from the above lemma and from the fact that go has compact support
that

sup [g(t) = an; (x> 0.
te[0,1] —too
The operator v(-) — Cg.yv(:) is linear and continuous on L*(0,1; V'), so it is also weakly
continuous [BBIO1]. We infer that the sequence C, n; (VR (+) converges weakly to Cgyv(+) in
L?(0,1;Y). Since anj(.)vnj(-) = 0 for every j € N it follows that Cg.yv(-) = 0. In other
words, the time-dependent vector field v(-) satisfies the constraints.

It remains to prove that v(-) is indeed optimal. From the weak convergence of the sequence
(U, ())jen to o(+) in L*(0,1; V), we infer that

1 1
|19 de < tminf [ o, (@)1 .

Besides, since g is lower continuous, liminf; |  g(gn, (1)) > g(g(1)). Since Ji(v,;) converges
to inf Jy, it follows that Ji(v) = inf J;.

10.2 Constrained geodesic equations in shape spaces

In this section, we derive first-order necessary conditions for optimality in Problem [I] We
extend the well-known Pontryagin maximum principle (PMP) from optimal control theory to
our infinite-dimensional framework, under the assumption that the constraints are surjective.
This allows us to derive the constrained geodesic equations for shape spaces, and we show
how they can be reduced to simple Hamiltonian dynamics on the cotangent space of the
shape space.

10.2.1 First-order optimality conditions: PMP in shape spaces

We address the Pontyagin maximum principle in a slightly extended framework, con-
sidering a more general control system and a more general minimization functional than in
Problem [l

Let V be a Hilbert space, and let X and Y be Banach spaces. Let M be an open subset
of X. Let £ : M xV — X and C: M xV — Y be mappings of class C'. Let L: M xV — R
and g : M — R be functions of class C'. We assume that there exist continuous functions
7 : R — R and 71 : X — R such that 7,(0) = 0 and

ldLg o — dLgu|lx+xv+ < v0(lld" = allx) +71(a = d)llv" = vllv, (10.16)

for all (g,q') € M? and all (v,v') € V2.
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Let go € M. We consider the optimal control problem of minimizing the functional

/ L(q(t), v(t)) dt + g(g(1)) (10.17)

over all (q(-),v(-)) € Hy (0,1; M) x L*(0,1; V) such that ¢(t) = &, (t) and Cypyv(t) = 0 for
almost every t € [0,1]. We define the Hamiltonian H : M x X* xV xY* — R by

H(q’pa v, )‘) = <p7 gq’U)X*,X - L(qv U) - <)\a CqU>Y*,Y- (1018)
It is a function of class C'. Using the canonical injection X < X**, we have OpH = &yu.

Remarque 10.9. The estimate on L is exactly what is required to ensure that
the mapping (q,v) — fol L(q(t),v(t))dt be well defined and Fréchet differentiable for ev-
ery (q,v) € HJ (0,1;M) x L*(0,1;V). Indeed, the estimate L(q(t),v(t)) < L(q(t),0) +
Y1(q(t), q(t))|lv(t)||# implies the integrability property. The differentiability is an immediate
consequence of the following estimate, obtained by combining with the mean value
theorem: for every ¢ € [0, 1], and for some s; € [0, 1], one has

ILq(t) + Sa(t), v(t) + 50(t)) — L(g(), (1) — dL(eyu(o)(0a(t). 50()|
< (ro(189(8)l1x) + 7 (seda(@)Iso()] ) (5alLx + [15u(t) ).

Theorem 10.2. Assume that the linear operator Cyyy = V — Y is surjective for every q € M.
Let (q(+),v(+)) € H;O (0,1; X) x L?(0,1; V) be an optimal solution of the above optimal control
problem. Then there exist p € H*(0,1; X*) and X € L*(0,1;Y*) such that p(1) 4 dgyq) = 0
and
q(t) = OpH (q(t), p(t), v(t), A(2)),
p(t) = —3 o H (q(t), p(t), U(t) At)), (10.19)
OuH (4(2), p(2), (1), A1)

for almost every t € [0,1].

Remarque 10.10. This theorem is the extension of the usual PMP to our specific infinite
dimensional setting. Any quadruple ¢(-),p(:),v(-), A(:) solution of the above equations is
called an ertremal. This is a "weak” maximum principle, in the sense that we derive the
condition 9, H along any extremal, instead of the stronger maximization condition
H(q(t),p(t),v(t), A(t)) = max  H(q(t),p(t), w, A(t))
weker(Cy )

for almost every t € [0,1]. Note however that, in the case of shape spaces, v — H(q,p,v) is
strictly concave and hence both conditions are equivalent.

Remarque 10.11. It is interesting to note that, if we set V = HYR% RY) with ¢ large
enough, and if L(g,v) = % [ga |v(z)|*dz and Cyv = divo, then the extremal equations given
in Theorem [10.2] coincide with the incompressible Euler equation. In other words, we recover
the well-known fact that every divergence-free time-dependent vector field minimizing its L?
norm (in ¢ and z) must satisfy the incompressible Euler equation (see [Arn66]).

Remarque 10.12. Note that the surjectivity assumption is a strong one in infinite dimen-
sion. It is usually not satisfied in the case of shape spaces when Y is infinite dimensional. For
instance, consider the shape spaces M = C%(S,R?), with S a smooth compact Riemannian
manifold. Let V be an RKHS of vector fields of class C{, acting on M as described in Section
Let T be a submanifold of S of class C*. Set Y = C%(T, R%), and consider the kinetic
constraints C': M X V — Y defined by Cyv = v o gp. If ¢ is differentiable along 7', then no
nondifferentiable map f € Y is in Range(Cy).
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Remarque 10.13. It is possible to replace C, with the orthogonal projection on ker(Cq)J-,
which is automatically surjective. However in this case the constraints become fiber-valued,
and for the proof of our theorem to remain valid, one needs to assume that there exists a
Hilbert space Vi such that, for every qp € M, there exists a neighborhood U of ¢y in M such
that ey ker(Cq) ~ U x V1.

Remarque 10.14. An important consequence of the surjectivity of Cj is that the norm
on Y is equivalent to the Hilbert norm induced from V' by Cy, for every ¢ € M. The
operator CKyCy : Y* — Y is the isometry associated with this norm. In particular ¥ must
be reflexive, and hence L%(0,1;Y*) = L?(0,1;Y)* (whereas we only have an inclusion for
general Banach spaces).

Remarque 10.15. Theorem withstands several generalizations. For instance it remains
valid whenever we consider nonlinear constraints C'(q,v) = 0 and a general Lagrangian L of
class C! without any estimates and a nonlinear control system ¢ = £(g,v), provided that & is
of class C! and that 9,C(q(t),v(t)) is surjective for every t € [0, 1]. However, this requires to
consider v € L*°(0,1;V) and makes the proof of the regularity of the Lagrange multipliers
slightly more involved.

Before proving Theorem it can be noted that many versions of the PMP can be found
in the existing literature for infinite-dimensional optimal control problems — for instance, with
dynamics consisting of partial differential equations, and however, most of the time, without
constraint on the state. Versions of the PMP with state constraints can also be found in the
literature (see the survey [HSV95]), most of the time in finite dimension, and, for the very few
of them existing in infinite dimension, under the additional assumption that the constraints
are of finite codimension. To the best of our knowledge, no version does exist that would
cover our specific framework, concerning shape spaces, group actions, with an infinite number
of constraints on the acting diffeomorphisms. The proof that we provide hereafter contains
some subtleties such as Lemma and hence Theorem [10.2]is a nontrivial extension of the
usual PMP.

Proof of Theorem [10.4. We define the mapping I' : Hy (0,1; M) x L?(0,1; V) — L*(0,1; X) x
L2(07 15 Y) by F(q7 U) = (Fl (Qa U)v FZ(Q7 U)) with F1 (Q7 ’U)(t) = q(t) _gq(t)v(t) and F2(Q7 ’U)(t) =

Cqyv(t) for almost every t € [0,1]. The mapping I' stands for the constraints imposed to

the unknowns of the optimal control problem.
The functional J : H;O(O, 1; M) x L?(0,1; V) — R and the mapping T are of class C', and
their respective differentials at some point (g, v) are given by

1
dJ(g,v)-(6g, 6v) :/0 ((0gL(q(t),v(1)), 0q(t)) x+x + (OuL(q(t),v(t)), dv(t))v=v) dlt
=+ <dgq(1)7 6Q(1)>X*,X>
for all (6q,6v) € HE(0,1; X) x L%(0,1;V), and dl(g,0) = (dT'1(g,0), AL2(q,)) With
(dT1 (g0 (6q, 60)) (1) = 0q(t) — Dy&qyv(£)-04(t) — Eqydu(t),
(dl2(g,0)-(q,60))(t) = 9qCy1yv(t)-6q(t) + Cyryou(2),

for almost every ¢ € [0, 1].

Lemma 10.3. For every (q,v) € HC}O(O, 1; M) x L?(0,1; V), the linear continuous mapping
dl (g0 = Hi(0,1;X) x L*(0,1;V) — L*(0,1;X) x L*(0,1;Y) is surjective. Moreover the
mapping 011 (g : H}(0,1; M) — L?(0,1; X) is an isomorphism.
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Proof. Let (q,v) € H(}O(O,l;M) x L%(0,1;V) and (a,b) € L?(0,1; X) x L?(0,1;Y). Let us
prove that there exists (6q,6v) € HZ(0,1; X) x L?(0,1; V) such that

a(t) = bq(t) — Dgbquyv(t)-0q(t) — &y ou(t), (10.20)
b(t) = 8qu(t)v(t).(5q(t)—f—C'q(t)év(t), (10.21)

for almost every t € [0, 1].

For every g € M, C3 : V — Y is a surjective linear continuous mapping. It follows that
Cyl(ker(Cy)) L (ker(Cj))t — Y is an isomorphism (note that V = ker(Cjgeq) @ (ker(Cj))*
since V' is Hilbert). We set A5 = (C(ﬂ(ker(cq))L)_l = Kv(Cj (C’qKVC’;If)_l. Note that § — Aj
is of class C! in a neighbourhood of ¢([0, 1]).

Assume for the moment that dg(-) is known. Then we choose dv(-) defined by dv(t) =

Aq) (b(t) — 04Cq1)-6q(t) ) for almost every ¢ € [0,1], so that (10.21) is satisfied. Plugging
‘

this expression into (10.20]) yields

3q(t) = Dybg(yv(1)-09(t) = &gy Agrry (B(E) = 0yCypyv(t).0a(t)) = a(t),

for almost every ¢ € [0,1]. This is a well-posed linear differential equation with square-
integrable coefficients in the Banach space X, which has a unique solution §q € Hg (0, 1; X)
such that d¢(0) = 0. This proves the statement.

Proving that the mapping 9,I'1 (4., : H(0,1; M) — L?(0,1; X), defined by (0411 (g0)-09)(t) =
Sq(t) — 04€q(tyv(t)-9q(t) for almost every ¢ € [0,1], is an isomorphism follows the same argu-
ment, by Cauchy uniqueness. O

Let (q,v) € H;O(O,I;M) x L%(0,1;V) be an optimal solution of the optimal control
problem. In other words, (¢,v) is a minimizer of the problem of minimizing the functional
J over the set of constraints T1({0}) (which is a C* manifold as a consequence of Lemma
and of the implicit function theorem). Since dI'(y,y is surjective (note that this fact
is essential since we are in infinite dimension), it follows from [Kur76, Theorem 4.1] that
there exists a nontrivial Lagrange multiplier (p,A) € L?(0,1; X)* x L?(0,1;Y)* such that
dJ (g +(dL (g0))"(p, A) = 0. Moreover since Y is reflexive one has L?(0,1;Y)* = L%([0,1],Y™),
and hence we can identify A with a square-integrable Y *-valued measurable mapping, so that
the Lagrange multipliers relation yields

0= <dJ(q,U) + (df(qu))*(p, A), (6q,6v))

= (p, 6q>L2(0,1;X)*,L2(0,1;X) — (P a<1§'17)"5q>L2(0,1;)()*,L2(0,1;X) — (P, g@“!(SU>L2(0,1;X)*,L2(0,1;X)

+ {0,La(t),v(0)) + OuCyou ) MO, 6a))

X*, X

[ (L0, ) + Cio N0, 500).,. i+ (g, BaD) .

)

(10.22)

for all (p, \) € L?(0,1; X)* x L%([0,1],Y*) and all (6q,6v) € H}(0,1; M) x L*(0,1; V). Note
that the space L?(0,1; X)* can be different from L?(0,1; X*) (unless X* satisfies the Radon-
Nikodym property, but there is no reason to consider such a Banach space X), and hence
a priori p cannot be obviously identified with a square-integrable X*-valued measurable
mapping. Anyway, in the next lemma we show that this identification is possible, due to a

hidden regularity property in (10.22)).
Lemma 10.4. We can identify p with an element of L*([0,1], X*), so that

1
<p’T>L2(0,1;X*),L2(0,1;X) :/0 <p(t)77’(t)>x*,x dt,
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for every r € L*(0,1; X).

Proof of Lemma[10.). For every r € L?(0,1;X), we define dg € HE(0,1;X) by dq(s) =
Jo r(t)dt for every s € [0,1] (Bochner integral in the Banach space X), so that r = dq.
Defining o € L?(0,1; X)* by

(o, f>L2 0,1;X)*,L2(0,1;X) = (P, 04&qv- f>L2(0 1,X)*,L2(0,1;X)

(10.23)
~ [ (@0, 00) + O,y N0

X* X
for every f € L?(0,1; X), and taking dv = 0 in (10.22)), we get

(7 201030 22(0.1:x) = (@ 09) 120 1.5+ L2 (0.1.) — (@9a(1)09(1)) 5+ x- (10.24)

Let us express ¢ in another way with respect to r. By definition, one has dq(s) = [ r(
for every s € [0, 1], and this can be also written as dg(s) = fo Xt,1)(8)r(t) dt, w1th X(t,1)(8 ) 1

whenever s € [t,1] and 0 otherwise. In other words, one has dq = fol X[t,1)7(t) dt (Bochner
integral). For every t € [0, 1], we define the operator A; : X — L?(0,1; X) by Az = X[t,1]7-
It is clearly linear and continuous. Then, we have dq = fol Ay(r(t)) dt, and therefore, using

(029,

1 1
(P 7) 201300 2200:x) = <0‘/0 Alr(®)) dt>L2(0,1;X)*,L2(O,1;X) ~ (050 /0 r(t)dt) . x-

Now, interchanging the Bochner integrals and the linear forms, we infer that

1 1
<p7 T>L2(0,1;X)*,L2(0,1;X) = /0 <aa At(r(t))>L2(0’1gx)*7[/2(0’1;)() dt - \/0 <dgq(1)’ T(t)>X*7X dt’

and then, using the adjoint A : L?(0,1; X)* — X*, we get

<p’r>L2(0,1;X) L2(0,1;:X) — / (Afor— dgq(1)=r(t)>x*,xdt'

Since this identity holds true for every r» € L?(0,1; X), it follows that p can be identified
with an element of L?(0,1; X*), still denoted by p, with p(t) = Afa — dgy(1) for almost every
t €10,1]. O

Still using the notation introduced in the proof of Lemma now that we know that
p € L?(0,1; X*), we infer from (10.23) that o can as well be identified with an element of
L2([0,1], X*), with

a(t) = (9gSquyv(1))"p(t) — 04 L(q(t), v(t)) — (04Cqryv ()" A(t),

for almost every t € [0,1]. Note that a(t) = 9,H (q(t), p(t), v(t), A(t)), where the Hamiltonian

H is defined by (|10.18]).
Since o € L?(0,1; X*), we have, for every x € X,

1
<A>tk047$>X*,X = <047X[t 1}x>L2(O,1,X*),L2(O,1;X) - /0 <O‘<3)7X[t,1}(s)x>X*,X ds

= [l xxds=( [Ca@asa)

)

and therefore Afa = [ a(s)ds for every t € [0,1]. Tt follows that p(t) = Afa — dge) =
ftl a(s) ds — dgy1y, and hence, that p € H(0,1; X*) and that p(-) satisfies the differential
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equation p(t) = —a(t) = —0,H(q(t),p(t),v(t), A(t)) for almost every ¢t € [0,1] and p(1) +

dgq(1) = 0.
Finally, taking dg = 0 in ((10.22) yields

[} @uEAat),0(0) + N0~ E5yple). S0 (O} dt = 0.

0

for every dv € L?(0,1; X), and hence 8, L(q(t),v v(t))+Cj i At) = &5 yp(t) = 0 for almost every
t € [0,1], which exactly means that 9, H (q(t), p(t),v(t), A(t)) = 0. The theorem is proved. [

10.2.2 The geodesic equations in a shape space

We use the notations introduced in Section[I0.1.2] and consider a shape space M of order
¢ € N, V an RKHS of vector fields of class C5™ on R?, and we set L(g,v) = HvlZ. We
assume that C' and g are at least of class C' and that Cq : 'V = Y is surjective for every
qge M.

In this context ¢ is of class C'. Let us apply Theorem We have 0,H(q,p,v,\) =
§ap—CyA—(v,-)v, and the condition 0, H (g, p,v, A) = 0 is equivalent to v = Ky (§5p—Cy ).
Then we have O,H = {v = { Ky (§5p — CyA) = Kgp — § Ky Cy A, where Ky = ,Kv¢; is
defined by . Besides, Cyv = CyKv§ip — CqKyCgA = 0 if and only if CoKyCiA =
CyKy&yp. Since O is surjective, it follows that Cy Ky Cy is invertible, and hence A = A, =
(CqKVC;)_quKVS;‘p. The mapping (g, p) — A, defined as such is of class C! and is linear
in p. In particular, v = vy, = Ky (§;p — C;Agp) is a function of class C! of ¢ and p and is
linear in p. We have obtained the following result.

Theorem 10.3 (Geodesic equations in shape spaces). Let (q(-),v(-)) € H1 (0,15 M) x
L?(0,1;V) be a solution of Probleml There exists p € H*(0,1; X*) such that

v(t) = g0y = Kv (E0p(1) = CopA®))
for almost every t € [0,1], and p(-) satisfies p(1) + dgqn) = 0 and the geodesic equations

(1) = Kqyp(t) — &y Kv CypAl),

p(t) = =0y (p(1). &0 ) . + 0 (MO, Cypo(t)) (10.25)

y*Y'’
for almost every t € [0, 1], with

At) = Ay o) = (Cqy KvCiny) ™ Cay Kv & nyp(8).

Moreover the mapping t — ||v(t)||* s constant, and one has

1
J(v) = §Hv(0)H%/ +9(q(1)).
Remarque 10.16. Defining the so-called reduced Hamiltonian A : M x X* — R by

h(Qap) = H(Qapa Vq,ps /\q,p)a

we have a priori Ogh = 0gH + 0y H (¢, P, Vg,p;s Ag,p) ©0q(Vg,p) +ONH (¢, P, Vg ps Agp) ©0q(Agp). But
since A, and v, are such that 0,H (g, p, vgp, Agp) = 0 and Cqugp = ONH (¢, D, Vgp, Agp) = 0,
it follows that 0yh(q,p) = OH (q, p, Vg ,p, Agp)- Similarly, we have ,h(q,p) = O, H(q, P, Vg,p, Ag.p)-
Therefore, in Theorem [I0.3] the geodesics are the solutions of the Hamiltonian system

q(t) = Oph(q(t), p(t)), P(t) = —04h(q(t),p(t)).
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Corollary 10.1. Assume that the mappings C and & are of class C2. Then h is of class C>
as well, and for every (qo,po) € M x X*, there exists € > 0 and there exists a unique solution

(g,p) : [0,¢] = M x X* of the geodesic equations ((10.25)) such that (¢(0),p(0)) = (qo, po)-

Note that for most of shape spaces (at least, for all shape spaces given as examples in this
paper), the mapping ¢ is of class C? whenever V is an RKHS of vector fields of class ct2,

Example 10.5. A geodesic (q(t),p(t)) = (z1(t), ..., zn(t),p1(t),...,pn(t)) on the landmark
space Lmkgy(n) must satisfy the equations

l\’)\»—t

K (i(t),2(8)p; (1), p;(t
1

PR CORCORIOION
j= =1
where K is the kernel of V.

Remarque 10.17. Assume that the constraints are kinetic, i.e., are of the form Cy§;v =0
with Cy : X — Y. Then ¢(t) = Ky (p(t) — C’;(t))\(t)) and Ay, = (C.K,Cy)"'C K p. Note
that even if K is not invertible, the assumption that Cy§, is surjective means that CyK,Cy
is invertible. In particular, minimizing controls take the form Ky & u, with u € L?(0,1; X*).
This proves the contents of Proposition |§| (see Section [10.1.2]).

Remarque 10.18. Let M (resp., M’), open subset of a Banach space X (resp., X'), be a
shape space of order ¢ (resp. of order ¢/ < £). Assume that there is a dense and continuous
inclusion X — X', such that M < M’ is equivariant (in particular we have X™* < X*). For
every qo € M C M’, there are more geodesics emanating from gg on M than on M’ (indeed
it suffices to consider initial momenta py € X* \ X™*). These curves are not solutions of the
geodesic equations on M’, and are an example of so-called abnormal extremals [AS04} [Tré08)].
Note that they are however not solutions of Problem [1] specified on X', since Theorem [10.2]
implies that such solutions are projections of geodesics having an initial momentum in X’*.

An example where this situation is encountered is the following. Let S be a compact
Riemannian manifold. Consider X = C**1(S,R%) and X’ = C*(S,R%), with actions defined
in Definition If p(0) is a £ + 1-th order distribution, then the geodesic equations on X
with initial momentum p(0) yield an abnormal geodesic in X”.

Remarque 10.19. Following Remark if the data attachment function g : X — RT
can be smoothly extended to a larger space X', then the initial momentum of any solution
of Problem (1| is actually in X"™* C X*.

For example, we set g(q) = [¢]q(s) — qmrget(s)|2ds, for some @iorger € X, with X =
C!(S,R%) and S a compact Riemannian manifold. Let X’ = L?(S,R%). Then the momentum
p:[0,1] = X* associated with a solution of Problem (whose existence follows from Theorem

10.3)) takes its values in X’* = L?(S,R%).

The case of pure state constraints. Let us consider pure state constraints, i.e., con-
straints of the form C(¢) = 0 with C : M — Y. Recall that, if C' is of class C!, then they can
be transformed into the mixed constraints dCy.¢ = dCy.&,v = 0. In this particular case, the
geodesic equations take a slightly different form.

Proposition 12. Assume that C : M — Y is of class C3, and that dCy.&y : 'V — Y s
surjective for every q € M. Consider Problem|] I with the pure state constraints C(q) = 0. If

v(-) € L?(0,1;V) is a solution of Probleml associated with the curve q(-) : [0,1] — M, then
there exists p : [0,1] — X* such that

q(t) = Kypyp(t), p(t) = —%&z@(t), Kyt x+ x + 04(Ag0) 50y, Ca(t))y= v,
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for almost every t € [0, 1], with
~ -~ 1 B B B B 5 5
Mg = (dCgKqdCy)™! <2d0q.anq<p, Kop)x+ x — d*Cy.(Kyp, Kgp) — dCy. (aq(qu).qu)> :

Moreover one has dCyy.Kyopo = 0 and dgyy + p(1) = dC;(l)I/ for some v € Y*.

Note that all functions involved are of class C'. Therefore, for a given initial condition
(go, Do) € Ty M with dCq,.Kgypo = 0, there exists a unique geodesic emanating from go with
initial momentum py.

Proof. The proof just consists in considering A(t) = A(t) and § = p — dCy .\, where p and
A are given by Theorem and then in differentiating C(g(t)) = 0 twice with respect to
time. O

Remarque 10.20. The mappings § and A can also be obtained independently of Theorem
as Lagrange multipliers for the mapping of constraints I'(¢,v) = (¢ — &v, C(q)), using
the same method as in the proof of Theorem under the assumptions that C': X — Y is
of class C? and dC,.&, is surjective for every q € M.

10.3 Algorithmic procedures

In this section we derive some algorithms in order to compute the solutions of the optimal
control problem considered throughout. We first consider problems without constraint in

Section [10.3.1] and then with constraints in Section [10.3.2)

10.3.1 Problems without constraints

Shape deformation analysis problems without constraint have already been studied in
[BMTY05, DGMI8, [GTY] IGTY06, [IM00, MTY02, MTYO06, Tro95] with slightly different
methods, in different and specific contexts. With our previously developed general framework,
we are now going to recover methods that are well known in numerical shape analysis, but
with a more general point of view allowing us to generalize the existing approaches.

Gradient Descent. We adopt the notations, the framework and the assumptions used in
Section but without constraint. For gy € M fixed, we consider the optimal control
problem of minimizing the functional J defined by over all (¢(+),v(-)) € H qlo(O, 1; M) x
L?(0,1;V) such that ¢(t) = &, v(t) for almost every ¢t € [0,1]. The Hamiltonian of the
problem then does not involve the variable A, and is the function H : M x X* x V — R
defined by H(q,p,v) = (p,&qv) x+ x — L(q,v).

We assume throughout that g € C'(X,R), that £ : M x V — X is of class C2, is a linear
mapping in v, and that L € C?(X x V,R) satisfies the estimate .

As in the proof of Theorem we define the mapping I : H;O (0,1; M) x L*(0,1; V) —
L?(0,1; X) by [(q,v)(t) = G(t) — & yv(t) for almost every t € [0,1]. The objective is to
minimize the functional J over the set E = I'"1({0}).

According to Lemma m the mapping 9,1, is an isomorphism for all (g, v) € E.
Therefore, the implicit function theorem implies that E is the graph of the mapping v — ¢,
which to a control v € L*(0,1; V) associates the curve ¢, € Hy (0,1; X) solution of ¢, (t) =
&g (1y0(t) for almost every ¢ € [0,1] and ¢,(0) = go. Moreover this mapping is, like I, of class
c2.

Then, as it was already explained in Remark in the case where L(q,v) = 3|[v||%,
minimizing J over E is then equivalent to minimizing the functional J;(v) = J(gy,v) over
L?(0,1;V).
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Thanks to these preliminary remarks, the computation of the gradient of J|g then provides
in turn a gradient descent algorithm.

Proposition 13. The differential of Jy is given by

o0 =~ [ 0uH (0, (),p(0),0(0) S0(0)

for every v € L?(0,1; V), where p € H*([0,1], X*) is the solution of p(t) = —0yH (qu(t), p(t), v(t))
for almost every t € [0,1] and p(1) + dgg,1) = 0. In particular we have

Vi(v)(t) = =Ky, H(gu(t), p(t), v(t)),
for almost every t € [0, 1].

Remarque 10.21. This result still holds true for Lagrangians L that do not satisfy (10.16)),
replacing L?(0,1; V) with L°°(0,1;V). The gradient is computed with respect to the pre-
Hilbert scalar product inherited from L?2.

Proof. Let v € L?(0,1;V) be arbitrary. For every év € L%(0,1;V), we have dJi,.0v =
dJ (g, v)-(6g,6v), with d¢ = dg,.0v. Note that (dq,dv) € T{4, , F (the tangent space of the
manifold E at (g,,v)), since E is the graph of the mapping v — ¢,. Since E = I'"}({0}), we
have <dP’(*qv7v)p, (8q,0v)) = 0 for every p € L?(0,1; X)*. Let us find some particular p such
that (dJ1(g, ) + L, )P (6g,0v)) only depends on dv.

Let p € H'([0,1], X*) be the solution of p(t) = —9,H (qy(t), p(t),v(t)) for almost every
t € [0,1] and p(1) + dgg, (1) = 0. Using the computations done in the proof of Theorem m
we get

(dJ1(gy ) T+ ALy, )P (3g, 00)) = /01 (<p(t)75.Q(t)>X*,X — (0 (qu (1), p(t), v(1)), 6q(t)) x= x

— (0uH (qu(£), p(t), 0()), 60(£))v- v ) dt + dgg, (1)-6,(1):

Integrating by parts and using the relations dg(0) = 0 and p(1) + dgg, (1) = 0, We obtain

(A1 (g ) + ATy, oy, (50, 50) t/)z911 (ao(t), (1), v(t)).60() dt

Since <dF2<qv 0P (6q,v)) = 0, the proposition follows. O

In the case of shape spaces, which form our main interest here, we have L(g,v) = [jv||3,
and then 0, H (q,p,v) = &p — (v,-)v and Ky 0,H(q,p,v) = Ky&;p — v. It follows that

VJl (’U) =V — va;vp.
In particular, if v = Ky &l u for some u € L*([0, 1], X*), then

v —hVJ1(v) = Ky (u— h(u — p)),

for every h € R. Therefore, applying a gradient descent algorithm does not change this
form. It is then important to notice that this provides as well a gradient descent algorithm
for solving Problem [2| (the kernel formulation of Problem (1)) without constraint, and this
in spite of the fact that L2(]0,1], X*) is not necessarily a Hilbert space. In this case, if
p € HY([0,1], X*) is the solution of p(t) = —9,H (qy(t),p(t),v(t)) for almost every ¢ € [0, 1]
and p(1) + dgqv(l) =0, then u — p is the gradient of the functional J» defined by with
respect to the symmetric nonnegative bilinear form By (u1,u2) = fol (ur(t), Kquyua(t))x- x dt.

This gives a first algorithm to compute unconstrained minimizers in a shape space. We
next provide a second method using the space of geodesics.
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Gradient descent on geodesics: minimization through shooting. Since the tools
are quite technical, in order to simplify the exposition we assume that the shape space M
is finite dimensional, i.e., that X = R” for some n € N. The dual bracket (p, w)x=~ x is
then identified with the canonical Euclidean product p’w, and Ky =§KvE : X* = X is
identified with a n x n positive semi-definite symmetric matrix. Theorem and Corollary
10.1] (see Section imply that the minimizers of the functional .J; defined by
coincide with those of the functional

A

Ji(po) = 398 Kagpo + 9(a(1) (10.26)

where v = Ky & p and (q(-),p(+)) is the geodesic solution of the Hamiltonian system ¢(t) =
8ph(q(t),p(t)), p(t) = _8qh(Q(t)7p(t))7 for almost every t € [07 1]1 with (Q(O)ap(O)) = (q()ap(])-

Here, h is the reduced Hamiltonian (see Remark|10.16)) and is given by h(q,p) = %(p, §KvE ) x-x =
%(p, Kgp)x= x. Therefore, computing a gradient of Ji for some appropriate bilinear sym-
metric nonnegative product provides in turn another algorithm for minimizing the func-

tional Ji. For example, if the inner product that we consider is the canonical one, then
VJi(po) = Kgpo + V(g0 q(1))(po). The term V(g o q(1))(po) is computed thanks to the
following well-known result.

Lemma 10.5. Let n € N, let U be an open subset of R™, let f : U — R™ be a complete
smooth vector field on U, let G be the function of class Ct defined on U by G(qo0) = g(q(1)),
where g is a function on U of class C' and q : [0,1] — R™ is the solution of ¢(t) = f(q(t))
for almost every t € [0,1] and q(0) = qo. Then VG(qo) = Z(1) where Z : [0,1] — R™ is the
solution of Z(t) = dqu(lft)Z(t) for almost every t € [0,1] and Z(0) = Vg(q(1)).

In our case, we have U = M x R" and f(q,p) = (Vph, —V4h) = (Kep, —3V4(p" Kqp)).
Note that we used the Euclidean gradient instead of the derivatives. This is still true
thanks to the identification made between linear forms and vectors at the beginning of
the section. We get V.Ji(po) = Kgpo + a(1), where Z(-) = (2(-),a(-)) is the solution of
Z(t) = df;p(l_t)’p(l_t)Z(t) for almost every ¢ € [0,1] and Z(0) = (2(0),«(0)) = (Vg(q(1)),0).

In numerical implementations, terms of the form dfTw, with f a vector field and w
a vector, require a long computational time since every partial derivative of f has to be
computed. In our context however, using the fact that the vector field f(q,p) is Hamiltonian,
the computations can be simplified in a substantial way. Indeed, using the commutation of
partial derivatives, we get

dff 7 = (Vq(f(q,p),Z)> _ (vq(vphT'Z thTa)> _ <8p( qh)-z — 9q( qh)-a)>
(@.p) Vo(f(g,p), Z) Vp(VphTz — V hTa) h h '

Replacing h with its expression, we get

afr 7= vq(pTqu) - %&z(vq(pTqu))-a
(@) Kz — 04(Kqp).a .

Therefore, instead of computing d(V,(p? K,p))T e, which requires the computation of all
partial derivatives of V, (pTKq), it is required to compute only one of them, namely the one
with respect to a.. Let us sum up the result in the following proposition.

Proposition 14. We have V.Jy(po) = Kyopo + a(1), where (2(-),a(-)) is the solution of

0) = V(o1 = 7 Ky1-02(0) = 50,(Ta(p(1 = )7 Ky_p(1 = 0))).(t),
a(t) = Ky 2(t) — 0g(Kqa—pnp(1 —t)).a(t)
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with (2(0),a(0)) = (Vg(q(1)),0), and (q(t),p(t)) satisfies the geodesic equations ¢(t) =
Kywyp(t) and p(t) = —5V(pt)" Kyuyp(t)) for almost every t € [0,1], with q(0) = qo and
p(0) = po-

A gradient descent algorithm can then be used in order to minimize J; and thus J;.

10.3.2 Problems with constraints

In this section, we derive several different methods devoted to solve numerically con-
strained optimal control problems on shape spaces. To avoid using overly technical notation
in their whole generality, we restrict ourselves to the finite-dimensional case. The methods
can however be easily adapted to infinite-dimensional shape spaces. We use the notation, the
framework and the assumptions of Section

Let X = R" and let M be an open subset of X. For every ¢ € M, we identify K, with
a n X n symmetric positive semi-definite real matrix. Throughout the section, we focus on
kinetic constraints and we assume that we are in the conditions of Proposition [9} so that
these constraints take the form CyK,u = 0. Note that, according to Proposition [8| in this
case Problems [I] and [2] are equivalent. Hence in this section we focus on Problem [2| and
thanks to the identifications above the functional Jy defined by can be written as

o) = 5 [ a0 Kegpute) dt + gla(1)

Note (and recall) that pure state constraints, of the form C(q) = 0, are treated as well since,
as already mentioned, they are equivalent to the kinetic constraints dCy. K u = 0.

The augmented Lagrangian method. This method consists of minimizing iteratively
unconstrained functionals in which the constraints have been penalized. Although pure state
constraints are equivalent to kinetic constraints, in this approach they can also be treated
directly. The method goes as follows. In the optimal control problem under consideration,
we denote by A : [0,1] — R¥ the Lagrange multiplier associated with the kinetic constraints
CyK u = 0 (its existence is ensured by Theorem. We define the augmented cost function

Tal 2 p) = [ " Lala(t), ult), At), 1) dt -+ g(a(L),

where L 4, called augmented Lagrangian, is defined by

1
La(q,u, A\, p) = L(q,u) — )‘TCqKq“ + E|CqKq“|2v

with, here, L(q,u) = %uTKqu. Let gy € M fixed. Choose an initial control ug (for example,
up = 0), an initial function Ag (for example, A\g = 0), and an initial constant pg > 0.
At step £, assume that we have obtained a control u, generating the curve ¢, a function
A 0 [0,1] — R* and a constant uy > 0. The iteration £ — £ + 1 is defined as follows.
First, minimizing the unconstrained functional u + Ja(u, A, p1g) over L?(0,1;R"™) yields a
new control ugyq, generating the curve gpiq (see further in this section for an appropriate
minimization method). Second, A is updated according to

A1 = A —

1
7CQ14+1K11£+1U€+1-

Finally, we choose psy1 € (0, u¢] (many variants are possible in order to update this penal-
ization parameter, as is well-known in numerical optimization).
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Under some appropriate assumptions, as long as py is smaller than some constant g > 0,
uy converges to a control u* which is a constrained extremum of Js. Note that it is not
required to assume that p, converge to 0. More precisely we infer from [IK08, Chapter 3] the
following convergence result.

Proposition 15 (Convergence of the augmented Lagrangian method). Assume that all in-
volved mappings are least of class C* and that Cy K, is surjective for every g € M. Let u* be
an optimal solution of Problem[d and let ¢* be its associated curve. Let \* be the Lagrange
multiplier (given by Theorem assoctated with the constraints. We assume that there
exist ¢ > 0 and p > 0 such that

(agJA)(u*,)\*,u)'(éuv 5“) > C”(SUH%Q(O,I;R")’ (10'27)

for every du € L?(0,1;R™). Then there exists a neighborhood of u* in L?(0,1;R™) such that,
for every initial control ug in this neighborhood, the sequence (ug)sen built according to the
above algorithm converges to u*, and the sequence (Ag)gen converges to X*, as £ tends to +oo.

Remarque 10.22. Assumption may be hard to check for shape spaces. As is well-
known in optimal control theory, this coercivity assumption of the bilinear form (92.J A) (w A% )
is actually equivalent to the nonexistence of comjugate points of the optimal curve ¢* on
[0,1] (see [BCTOT, BETO06|] for this theory and algorithms of computation). In practice,
computing conjugate points is a priori easy since it just consists of testing the vanishing of
some determinants; however in our context the dimension n is expected to be large and then
the computation may become difficult numerically.

Remarque 10.23. Pure state constraints C(¢) = 0 can either be treated in the above context
by replacing C,K, with dC,.K,, or can as well be treated directly by replacing CjK, with
C(q) in the algorithm above.

Any of the methods described in Section [10.3.1] can be used in order to minimize the
functional J4 with respect to u. For completeness let us compute the gradient in uw of J4 at
the point (u, A, p).

Lemma 10.6. There holds

1
Vada(u, A p) =u+ CIX+ EC’qTCqKqu —p,

where p(-) is the solution of
B(t) = =0 (p(t) Kyyu(t)) + gL aa(t), u(t), A(t), )

T
= 8q ((u(t) — p(t)) Kq(t)u(t)> + )\(t)TOqu(t)u(t) +

1
9 —8q (u(t)TKq(t)CgEt)Cq(t)Kq(t)u(t))

20
for almost every t € [0,1] and p(1) + dgg(1) = 0.

Remarque 10.24. For pure state constraints C'(¢) = 0, there simply holds V,J4 = u —p
and the differential equation in p is

T
p(t) = , ((““) - p<t>) Kq@u(t)) + ABTdC, + ic*(q(t))Tdcq(t).
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Proof of Lemma[10.6. We use Proposition [13| with L(q,u,t) = La(q,u, A(t), 1), with A and
p fixed (it is indeed easy to check that this proposition still holds true when the Lagrangian
also depends smoothly on t). The differential of J4 with respect to w is then given by

A a)du= [ (BuLala(®) ) X0, 10~ PO Kyo) bu (1029

where p(-) is the solution of p(t) = —8,(p(t)" Kyyu(t)) + 9;La(q(t), u(t), A(t), u) for almost
every t € [0,1] and p(1) + dgsq) = 0. To get the result, it then suffices to identify the
differential d(J4), with the gradient V.J4(u) with respect to the inner product on L?(0,1; R™)
given by (u1,us) 20,180 = Jo w1 ()T Kqqyua(t) dt. u

The advantage of the augmented Lagrangian method is that, at every step, each gradient
is “easy” to compute (at least as easy as in the unconstrained case). The problem is that, as
in any penalization method, a lot of iterations are in general required in order to get a good
approximation of the optimal solution, satisfying approximately the constraints with enough
accuracy.

The next method we propose tackles the constraints without penalization.

Constrained minimization through shooting. We adapt the usual shooting method
used in optimal control (see, e.g., [Tré08]) to our context. For (¢,p) € M x X* = M x R",
we define g, as in Theorem [10.3] by

-1
Agp = (CqKqCq) ™ CqKgp.
We also denote myp = p — Cg/\qﬁp. In particular, vy, = K mgp.

Remarque 10.25. A quick computation shows that m,p is the orthogonal projection of p
onto ker(Cy) for the inner product induced by K.

According to Theorem Corollary and Remark [10.17] (see Section [10.2.2)), the
minimizers of J, have to be sought among the geodesics (¢(-),p(+)) solutions of (10.25)), and

moreover p(0) is a minimizer of the functional

A

1 1
Ja(po) = 5””610@0”%/ +9(q(1)) = ipgﬂquqo”qopO +g(q(1)).

The geodesic equations ([10.25) now take the form
q(t) = Oph(q(t),p(t)) = Kquymqwp(t),
. 1
p(t) = —04h(q(t),p(t)) = _ip(t)Tﬂg(t)(VqKq(t))Wq(t)p(w + M) (VaCa) K gy Tap(t),

where h is the reduced Hamiltonian (see Remark [10.16]). It follows from Proposition (14| that
VJa(po) = ﬂ,%quﬂqopo + a(1), where Z(-) = (2(-), a(-)) is the solution of

2(t) = 0p(Vah(q(1 — 1), p(1 = 1))).2(t) — 9g(Vgh(q(1 — 1), p(1 - 1))).a(t)
a(t) = Gp(Vph(g(1 = t),p(1 = 1))).2(t) — 04(Vph(q(1 = 1), p(1 — 1))).a(t)

with (2(0),a(0)) = (Vg(q(1)),0). Replacing V,h and V,h by their expression, we get
2(t) = p(1 - t)TTF:}F(kt) (VoK y1—t)mq—)2(t) — A&l—t),p(l—t)(chq(l—t))Kq(l—t)ﬂ-q(l—t)z(t)
- aq(%p(l — ) "m0y (VoK -0 Tg—np(1 — 1)
= M- 506 (VaCa—) Ky—nmg—np(1 — 1)) -a(t)
at) = Ky—nTga—1)2(t) — 0g(Kq—nTg1—np(1 — t)).a(t))
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In practice, the derivatives appearing in these equations can be efficiently approximated using
finite differences.

This algorithm of constrained minimization through shooting has several advantages com-
pared with the previous augmented Lagrangian method. The first is that, thanks to the
geodesic reduction, the functional Jo is defined on a finite-dimensional space (at least when-
ever the shape space itself is finite dimensional) and hence V.Js (po) is computed on a finite-
dimensional space, whereas in the augmented Lagrangian method V,J4 was computed on
the infinite-dimensional space L?(0,1;R™).

A second advantage is that, since we are dealing with constrained geodesics, all resulting
curves satisfy the constraints with a good numerical accuracy, whereas in the augmented
Lagrangian method a large number of iterations was necessary for the constraints to be
satisfied with an acceptable numerical accuracy.

This substantial gain is however counterbalanced by the computation of Ay) (1), which
requires solving of a linear equation at every time ¢ € [0, 1] along the curve (indeed, recall that
Agp = (CeK,C)1CyKyp). The difficulty here is not just that this step is time-consuming,
but rather the fact that the linear system may be ill-conditioned, which indicates that this
step may require a more careful treatment. One possible way to overcome this difficulty
is to solve this system with methods inspired from quasi-Newton algorithms. This requires
however a particular study that is beyond the scope of the present article (see [Argl3] for
results and algorithms).

10.4 Numerical examples

10.4.1 Matching with constant total volume

In this first example we consider a very simple constraint, namely, a constant total volume.
Consider S = S9!, the unit sphere in R%, and let M = Emb'(S,R?) be the shape space,
acted upon with order 1 by Diff(R%). Consider as in [TYTI] the RKHS V of smooth vector

_Jz—y?

fields given by the Gaussian kernel K with positive scale o defined by K(z,y) =e¢ o2 .
An embedding ¢ € M of the sphere is the boundary of an open subset U(q) with total volume
given by Vol(U(q)) = [¢ ¢*w, where w is a (d — 1)-form such that dw = dx1 A--- Adzg. Let o
be an initial point and let ¢; be a target such that Vol(U(go)) = Vol(U(q1)). We impose as
a constraint to the deformation ¢(-) to be of constant total volume, that is, Vol(U(q(t))) =
Vol(U(qp)). The data attachment function is defined by g(q) = d(q,q1)?, with d a distance
between submanifolds (see [VG05)] for examples of such distances).

For the numerical implementation, we take d = 2 (thus S = S') and M is a space of
curves, which is discretized as landmarks ¢ = (x1,...,2,) € Lmks(n). The volume of a
curve is approximately equal to the volume of the polygon P(q) with vertices x;, given by
Vol(P(q)) = §(x1y2 — Y21 + -+ + Tny1 — Yn1).

If one does not take into account a constant volume constraint, a minimizing flow matching
a circle on a translated circle usually tends to shrink it along the way (see Figure . If
the volume is required to remain constant then the circle looks more like it were translated
towards the target, though the diffeomorphism itself does not look like a translation (see

Figure [[0.1(b]).
The implementation of the shooting method developed in Section [10.3.2]| leads to the
diffeomorphism represented on Figure [10.2]
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(a) Matching trajectories without constraints. (b) Matching trajectories with constant volume.

Figure 10.1: Matching trajectories.

Figure 10.2: Constant volume experiment. On the left: initial condition (in blue) and target
(in red). On the right: matching.

10.4.2 Multishape matching

We consider the multishape problem described in Section [10.1.3] We define the shape
spaces My, ..., My, by M; = Emb(Sj,]Rd) for every j € {1,...,k—1} and My = M; X --- X

M.y (background space). For every j € {1,...,k} we consider a reproducing kernel K; and
a reduced operator K ; for every q € M;.
In the following numerical simulations, each g; is a curve in R?, so that S; =--- = S}, =

S1, the unit circle. The function g appearing in the functional (10.13) is defined by

k—1
g(Qh SRR Qk) = Z (d(QJv q(J))z + d(Qi: q(]))2> )
j=1

where qr = (g}, .. ,qlljfl) and ¢V, ..., ¢~ are given target curves. The distance d is a

distance between curves (see [VGO05| for examples of such distances). We consider two types
of compatibility constraints between homologous curves g; and ¢j: either the identity (or
st‘itched) constraint ¢; = ¢j,, or the identity up to reparametrization (or sliding) constraint
qi = gj o f for some (time-dependent) diffeomorphism f of S1. Note that, since the curves
have the same initial condition, the latter constraint is equivalent to imposing that qi —gjof
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is tangent to qi, which can also be written as

(Uk(ta Qi) - Uj(ta Qi)) : V]z = 07

where v; = K jggj uj; and yi is normal to qi. In the numerical implementation, the curves
are discretized into polygonal lines, and the discretization of the control system and
of the minimization functional is done by reduction to landmark space, as described
in section [I0.1.4] The discretization of the constraint in the identity case is straightforward.
For the identity up to reparametrization (or sliding) constraint, the discretization is slightly
more complicated and can be done in two ways. A first way is to add a new state variable
yi which evolves while remaining normal to qi, according to

0 = —dvi(@) v,
which can be written as a function of the control u; and of the derivatives of Kj (this
is an example of lifted state space, as discussed in Section . A second way, which
is computationally simpler and that we use in our experiments, avoids introducing a new
state variable and uses finite-difference approximations. For every j = 1,...,k — 1, and
every line segment ¢ = [z, , zj] in ¢, (represented as a polygonal line), we simply use the
constraint vy - (v;(£) — vg(€)) = 0, where v, is the unit vector perpendicular of z,/ — 2, and
vj(0) = 3(vj(2;) +v;j(2])). Note that the vertices 2z, and z; are already part of the state
variables that are obtained after discretizing the background boundaries gy.

Figure 10.3: Multishape Experiment: Initial (blue) and target (red) sets of curves.

With these choices, the discretized functional and its associated gradient for the aug-
mented Lagrangian method are obtained with a rather straightforward — albeit lengthy —
computation. In Figure [I0.3] we provide an example comparing the two constraints. In this
example, we take k = 2 and use the same radial kernel K1 = Ky for the two shapes, letting

Ki(z,y) = (lz — y|/o1), with
() = (1 +t+2t2/5 +t3/15)e "

The background kernel is K3(x,y) = v(|z — y|/o3), with 01 = 1 and o3 = 0.1. The desired
transformation, as depicted in Figure[I0.3] moves a curve with elliptical shape upwards, and a
flower-shaped curve downwards, each curve being, in addition, subject to a small deformation.
The compared curves have a diameter of order 1.
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The solutions obtained using the stitched and sliding constraints are provided in Figures
[10.4(a){and [10.4(b)| in which we have also drawn a deformed grid representing the diffeomor-
phisms induced by the vector fields v1, vo and vs in their relevant regions. The consequence of
the difference between the kernel widths inside and outside the curves on the regularity of the
deformation is obvious in both experiments. One can also note differences in the deformation
inside between the stitched and sliding cases, the second case being more regular thanks to
the relaxed continuity constraints at the boundaries. Finally, we mention the fact that the
numerical method that we illustrate here can be easily generalized to triangulated surfaces
instead of polygonal lines.

(a) Stitched constraints. (b) Sliding constraints.

Figure 10.4: Multishape Experiment.

10.5 Conclusion and open problems

The purpose of this paper was to develop a very general framework for the analysis of
shape deformations, along with practical methods to find an optimal deformation in that
framework. The point of view of control theory gives powerful tools to attain this goal. This
allows in particular for the treatment of constrained deformation, which had not been done
before.

Now that a concrete setting has been fixed, many new developments can be expected.
First of all, the minimization algorithms in the case of constrained shapes are quite slow for a
very high number of constraints. Moreover, we did not study any of the geometric aspects of
shape deformation spaces. For example, we only briefly mentioned the infinite-dimensional
sub-Riemannian structure that the RKHS induces on both groups of diffeomorphism and
shape spaces. Sub-Riemannian geometry in infinite dimension and codimension is still a
very open subject with very few results. The sub-Riemannian geometry in this paper is
particularly difficult and interesting to study because the horizontal spaces may not be closed
in the ambient space. A key difference with finite dimension is that some geodesics might
exist that are neither normal nor abnormal.

More general control problems can be designed. One can, for example, use a second-order
approach, with a control system taking the form

G=0,H(q,p), p=—0,H(q,p)+ f(q,u)

in which the original state is lifted to the cotangent space (¢ — (¢, p)), and the new control is
u. These models have been introduced for shapes in [TV12], with f(q,u) = u, providing a way
to interpolate smoothly between multiple shapes. We are currently exploring applications of
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this approach to model muscle-like motions, with external forces constrained to being collinear
to the fibers.

Another glaring issue comes from the assumption of the surjectivity of the constraints in
Theorem Indeed, in most practical cases, such as multishapes in Section this
assumption fails. In finite dimension, problems can occur when the rank of C, changes with
q. They are usually solved by taking higher-order derivatives of C; on the sets on which it
is not maximal. This does not seem easily possible with Banach spaces. Another problem
comes from the incompatibility of topologies between the Hilbert space V and the Banach
space Y in which the constraints are valued: C; may not have a closed range, in which case
we could find "missing” Lagrange multipliers. If Cy(V') were constant, this could be solved
simply by restricting Y to Cy(V') equipped with the Hilbert topology induced by C; and V,
but since it is not constant, this might be impossible. It would be very interesting, both for
control theory in general and for shape deformation analysis in particular, to find a way to
address this problem.
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Chapter 11

Symmetric rank-one update

The contents of this chapter were presented in Section

Abstract

The symmetric rank-one update method is well known in optimization for its
applications in quasi-Newton algorithms. In particular, Conn, Gould, and Toint
proved in 1991 that the matrix sequence resulting from this method approximates
the Hessian of the minimized function under a suitable linear-independence as-
sumption. Extending their idea, we prove that symmetric rank-one updates can
be used to approximate any sequence of symmetric invertible matrices, which has
applications to more general problems, such as the computation of constrained
geodesics in shape analysis imaging problems. We also provide numerical simula-
tions for the method and some of these applications.

11.1 Introduction

Let d be an integer and f : R* — R a C? function. We consider the problem of minimizing
f over R%. A well-known efficient algorithm to numerically solve this minimization problem
is Newton’s method: starting at some point xg, it considers the sequence

Thi1 = 2 — he H(f) 2!V f(ar),

with V f the gradient of f, H(f) its Hessian, and hjy > 0 some appropriate step length.

However, very often the Hessian of f is too computationally demanding difficult to com-
pute, leading to the introduction of so-called quasi-Newton methods. The methods define a

sequence
Tpp1 = o — b By 'V f(21),

where (By) is a sequence of symmetric matrices such that

Biy1(wp1 — 2x) = Vf(@p11) — Vf(2k). (11.1)
Indeed, since
1
V(i) = V(zg) = (/0 H(f)a:kth(karlxk)dt) (Th1 — @k) = H(f)ay (Th41 — 1),

we get
Byy1(zpr1 — ox) = H(f)zy, (Thy1 — Tk)-

185
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It is reasonable to expect By to be close to H(f),, in the direction s = k11 — zx (see
[DMT77, [DS96) IGMWSI]).

There are many ways to build a matrix sequence (By) satisfying . However, it was
proved in [CGT91] and [Sch04] that some of these methods let By approximate H(f),, in all

directions instead of just one, i.e.,

1Bi~ H(f)ell 0
— 00

k

which implies
—00

with the additional assumption of the uniform linear independence of the sequence
Sk = Tk+41 — Tk,

a notion that will be recalled later. In [CGT91] for example, this is proved for the update of
Bk by

T
rEr
Uk = Vf(xrs1) — V(o) = Apsp, 7% = yr — Brsk, Bry1 = Br + TTS];’ (11.2)
k

with .
Ak: = A H(f)$k+t(l‘k+1—$k)dt'

In this paper, our aim is to generalize the approach in [CGT91] by defining the above
symmetric rank-one algorithm for any sequence of symmetric matrices (Ax) and vectors (si),
and derive a convergence result, opening a wider range of applications.

For instance, if a sequence Ay converges to an invertible matrix A, then we can use the
above algorithm to approximate the inverse A;! of the limit A,. Indeed, let (eq,...,eq_1)
be the canonical vector basis of RY. We define the sequence (s;) in RY by

Sk = Ag€kmodds Yk = Alzlsk = €kmodd- (11.3)

This sequence is uniformly linearly independent, hence the sequence By, defined by ([11.2]) will
converge to A, '. The rate of convergence depends on the dimension d and on the rate of
convergence of Ay, but By is much easier to compute than A;l.

One of the motivating applications is the computation of geodesics constrained to em-
bedded submanifolds of Riemannian spaces. Indeed, to obtain a geodesic between two fixed
points of a submanifold, we need to find a converging sequence of maps t — A (t) given
implicitly by an equation of the form

Ak (t))\k (t) = Ci (t),

where Ag(t) is a convergent sequence of symmetric, positive definite matrices of high dimen-
sion (see [ATTY13]). The Ay are the Lagrange multipliers induced by the equations of the
submanifold. It may be very computationally demanding to solve such a linear system for
every time ¢ and every step k. Instead, we can take

)\k(t) = Bk (t)ck.(t),

with By(t) obtained by applying the symmetric rank-one algorithm described in the previous
paragraph. This is particularly useful in Shape Spaces, where the studied manifolds have a
very high dimension and a very complex metric.E

1. The present article was actually motivated by such a problem appearing in shape analysis, investigated
in [ATTY13].
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This paper is structured as follows. We give the general framework in Section then
state the main result after recalling two equivalent definitions of the uniform linear indepen-
dence of a sequence of vectors in Section[I1.3] Then, Section[I1.4]is dedicated to intermediate
results that will, along with notions developed in Section lead to the proof of our the-
orem. Section presents numerical simulations for approximating random matrices and
their inverse. Finally, in Section [11.7] we describe the shape deformation problem for which
the algorithm was introduced, and apply the symmetric rank-one update method to some
simple examples, comparing it to the classical method described in [ATTY13].

11.2 Notations and symmetric rank-one algorithm

Consider a sequence (Ag)gen of real square symmetric d x d matrices. Assume that this
sequence converges to some matrix A,, i.e.,

[ Ak — Asll — 0,
k—o00

where || - || is the operator norm on the space My(R) of d x d matrices induced by the canonical
Euclidean norm | - | on R%. Then define

My = sup [|[A; — Ag|l, and . =sup ||A; — Al
k<i<l i>k

for all £ <1 € N. Note that
Vk<leN, mnp; <« and M« — 0 as k — oo.

Now let (s3)pen be a sequence of vectors in R?.

The objective is to find a somewhat simple sequence (Bj)ren of symmetric matrices such
that B, — A,, using only s, and y = Agsy.

We use the symmetric rank-one update method from [CGT91]. Start with By = I, the
d x d identity matrix. Define for k € N

Yp = Apsk, 1 = (Ar — Bi)sk = yr — Bgsk,

and compute
T
Bigy1 = B+ 7.

It is of course required that r} s;, # 0 for every k.

11.3 Main Result

For every k, we have
Bit18k = Bisk + 1% = Brsk + Yk — Brsk = Yr,
S0
Agsk = Biy15k.

The main idea is that if Ag, Agi1, ..., Agrm are not too far from each other (which is the
case for k large enough), we expect By Sk to be close to Agipmsk4i for i < m. Then, if we
can extract from every finite subsequence (sg, ..., Si4m) a vector basis of R?, we will obtain
the desired convergence.

For a more precise statement, we next define the notion of uniform linear independence.
The most intuitive and geometric definition is the following.
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Definition 11.1. Take a sequence s = (Sk)ken of vectors in R?, d € N*, and let m > d be an
integer. Then s is said to be m-uniformly linearly independent if there exists some constant
a > 0, such that for all k € N, there are d integers k+1 < k1 < --- < kg < k +m such that

|det (sk?17“ . 7Skd)| > a|8k1| |Skd|'

In other words, from every finite segment of (si) of length m, we can extract a linear
basis sy, ,. .., sk, that will, once normalized, form a parallelepiped that does not become flat
as k goes to infinity.

Remark: A sufficient condition for s = (si)ken to be m-uniformly linearly independent
is the following. If the sequence of subsets ({Sg+1,-..,Sk+tm})keN converges to a subset
{Ss15- -y S}, with m’ <'m a positive integer, that generates R?, then, for some integer kg
large enough, (Sk,+k)ken is m-uniformly linearly independent. This is an obvious consequence
of the continuity of the determinant.

Another definition was given in [CGT91] after [OR00] as follows.

Definition 11.2. A sequence s = (si)rken of vectors in R?, d a positive integer, is said to be
(m, B)-uniformly linearly independent, where d < m € N and § > 0, if for all k € N, there
are d integers k+1 < ky < --- < kg < k+ m such that

Sk Sk
A L., — >0,
Sk, | |Skq]

where A\(M) is the singular value of the square matrix M of smallest magnitude.

Remark: A sequence s = (s;) in R? is (m, 3)-uniformly linearly independent for some
m > d and § > 0 if and only it is m-uniformly linearly independent in the sense of Definition

11.1] Indeed, let v1,...,vq € R? and denote V = ( Ul vd) I IA(V)|] > B > 0, then

[or] """ Judl
det(V) > ¢, which proves the first part of the equivalence. On the other hand, we know

that the eigenvalue of V' with largest modulus has modulus less than Vd max }Skl; =d.
1=1,...,d |Sk,
Now, assume that det(V) > a > 0. Then |A(V)| > —+, ensuring the second part of the
=z
equivalence.
Theorem 11.1. Let (Ag), (sk), (yk), (i) and (By) be defined as in Section[11.9, with (Ay)
having a limit A.. Assume that there exists a constant ¢ > 0 such that for every integer k,

Il si| > clryl|skl.

Then, for every 8 > 0 such that (sx) is (m, B)-uniformly linearly independent in the sense of
Definition we have for every k € N the quantitative estimates

24 ¢ m+1 \/&
! > )5%*' (11.4)

| B — A < (1 + (

The next two sections are dedicated to the proof of this theorem.

11.4 First estimates

In this section, we give upper bounds on

Sk
(Bitm — Ag) 71,
£
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and deduce estimates on
(Br+m — A

|z|
for a particular set of z € R%.

Proposition 16. Let (Ap)ren be a sequence of real symmetric matrices in My(R), d € N,
and (sy) be any sequence in R®. Define yy, By and ri, as above. Assume that there exists a
constant 0 < ¢ <1 and for every k € N,

rEs, > clril|skl-

Then, for everyl > k+1,

R
|(Ar — Bp)si| < ( . ) Mhe,1—1|5k|-

Proof: We prove this inequality by induction on [, with k£ € N fixed. For [ = k + 1, we
know that Byi1s; = AxSk = Yk, hence

|(Ax — Biy1)sk| = 0.

24 ¢\l
TH(I) :( . ) Nk 11|k

where ITH stands for Induction Hypothesis. Now, assume the result to be true for some
I>k+1, e,

We will use the notation

2+4c

I—k—1
|(Ax — Bi)si| < < ) Nki—1|sk| = TH(I). (11.5)
Let us prove that

24+c¢

-k
(= Byl < (F55) s = TH{+ D).
Note that
TlTlT
T?Sl
T‘l"r’lTSk ‘
T

e (11.6)
|7”l||7"z S|

|(Ag — Big1)sk| = |Agsy — (B + )kl

= |Agsy, — Bys, —

< |(Ax — By)si| +
(A = Bl + )

T

clsi|

T
Let us find a bound for ‘Z;T', the second term of the right-hand side. First we have

r{ skl = |yl sk — s/ Bisil
<yl sk — s yrl + 1] (yr — Busi)|
= [y sk — s] y| + |s] (Ar — Bi)sil
< |yl sk — 51 yil + |si| TH (D).

However, since A; is symmetric and y; = A;s,

i sk — st ykl = |sf (A1 — Ag)si| < nialsil|skl,
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from which we deduce
] skl < mealsillsi| + TH(D)] s

Using (|11.6)), we get

T
(A, — Buya)se| < TH(D) + Iri skl

c|si]

1 1
< TH() + —mwalsel + —TH()

1 1
=(1+ E)IH(Z) + Emc,l!é’k\

1+c(2+c
c

I—k—1 1
) Mo 1—1|Sk| + =M 1] k|
C C

24 ¢\ 7k
S( c ) nk’l’8k|:HI(l+1),

where the last inequality comes from the simple fact that n; ;1 < ;. O

This proposition shows that if Ay, Agy1,..., A; are close to one another (i.e., if 7y is
small), then Bjsy stays quantifiably close to Agsg.

Now, note that |4, — Ag|| < ng«, and 7 . decreases to 0 as k goes to infinity. Keeping
the same assumptions, we obtain the following result.

Corollary 11.1. Take m,k € N, and let x € R? be in the span of s, ..., Skem. If

T )‘Zﬂv )\07"'7)\77’LGR7
|$’ i=0 |Sk+i’

By 1x — Azl 24 c\™\ &
‘ +m+| ‘ < Mo (1-1- ( ) >Z|)‘l|
z ¢ i=0

-

then

Proof: First, it follows from Lemma, [16] that

Bk r— Az i Ai
‘ 4+m1 * ’ < Z ‘ z‘ |Bk+m+13k+i — A*Sk_t,_i‘
« =0 Iseil

m
>\.
<> lkl‘ | (’Bk+m+15k+i = AptiSiril + [AsxSkgm — Ak+i5k+i|>
. +i

- 24 ¢\’
ﬁZ\M(( . >77k7k+m+77k7* :

= (14 C2))

|Bitmi17 — Asz|

~
I
o

Define

and, using 1 jm < ks, We get

< nk,*c(m) Z |Ail.
|| 5

The result follows. OJ

m
In particular, if we can let k£ go to infinity while keeping Z |Ai| bounded, then we obtain
i=0
Biymx — Asz. Thus, if we can do it for all z € RY, we will have proved that By — A,.
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Thus, if we prove that every normalized vector z € R is a uniformly bounded linear
combination of sg,...,Sg1m as k goes to infinity, we have proved our theorem. In the next
section of this paper, we will define a third notion of uniform linear independence of a sequence
directly related with this property and prove that it is equivalent to the previous definitions.

11.5 Uniform m-span of a sequence and applications

In order to investigate the subspace on which By — A,, we need a notion that is more
general than uniform linear independence, that of a uniform span of a sequence of vectors.

Definition 11.3. Let s = (s)r>0 be a sequence in R?, and let m € N. We say that a vector
x in RY is uniformly in the m—span of s if for some fized v, > 0,

VEEN, oo Am€R = SONTH gng 3 ] < (11.7)
2l = skl i=0

|s

We denote by USp,(s) the set of all such vectors.
USn(s) is a vector sub-space of R™. Moreover, there exists a constant v > 0 such that

Property (L1.7)) holds for all x € US,,(s) with v, =, i.e.,

Iy>0, VkeN, xeUSy,(s), FNo,...,A\m €R,

x n Sk+i n

— = )\i and Ai S’y.

R 2 Al
(11.8)

To prove the existence of v in ((11.8), it suffices to consider an orthonormal basis (x;);
of USy(s), associated with some constants (7, )1<i<d, in Property (11.7)). Then we can just
take v = vz, + o0 Yy

o0

Remark: There holds US,,(s) C ﬂ span(sg, - - ., Sktm)-
k=0

Example: Define the sequence s = (si) by
{ €x[d] when kmodd # d — 1 modd,
S =

1
eq + Eed_l when kmodd=d— 1modd,
Then
0} if 0<m<n-2
USsa(s) = { (O 1 0smEn-2
span(eq, ..., e4_2) otherwise.
Using this definition, a simple application of Corollary gives the following result.

Proposition 17. Let (Ax), (sk), (yx), (rx) and (By) be defined as in Section|11.2, assuming
that (Ag) has a limit A, and that |rfsg| > c|ry||sk| for some fized constant ¢ > 0.
Then, for every m € N

| Be+m+12 — Asz|

sup
€U Sm (7) |£C|

where vy is taken from (11.8) and

< C(m) 1., (11.9)
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Finally the main result is a consequence of this proposition and of the following lemma.

~—

Lemma 11.1. Let s = (si)k>0 be a sequence in R%, and let m € N. Then s is (m,f3

=S

uniformly linearly independent if and only if USy(s) = R Moreover, we can take v =
in (I13).

Proof: Let vy,...,vq be linearly independent elements of R? and define the invertible

matrix
v
V= (1”4)
|v1] |vdl

Let A = (\1,...,Aq)T € RY, be such that £ = VA has |z| = 1. Then

d _ Vd
; Xl < VA = V|V lz| < Yl

This proves that if a sequence s = (s;) in R? is (m, 8)-uniformly linearly independent, then
US,(s) = R? and we can take 7,,(s) = %.

On the other hand, take a unit vector € R? such that

vty =1y =

A(V)?

Then, denoting (A1, ..., )T = A =V"lz,

d

NG AXWIIVHTV ) = AV)IVTTA < AL <D A,
i—1

1 1
I = MO

which proves the converse. [J

Our main result is proved.

11.6 Numerical simulations

In this section, after running numerical simulations of our algorithm on random symmetric
matrices, we check that the sequence of inverses of a sequence of matrices can indeed be
approximated.

All simulations were done using Matlab on a standard desktop computer.

11.6.1 Approximation of a sequence of matrices

Here we test the algorithm on random symmetric matrices with coefficients generated by
a normalized Gaussian law.

Let d € N* and define a square symmetric matrix A, = %(M + MT), where the entries
of the d x d matrix M were chosen at random using the normalized Gaussian law. Then, fix
0 < A < 1, and define the sequence (Ag)ren of symmetric matrices obtained by perturbating

A, as follows
k

A

where M}, is a matrix with random coefficients taken uniformly in [—1,1]. This gives || M| <
d. Obviously, Ay — A, linearly as k — co. More precisely, we have

|Ap — Ayl < dXF,
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£(1,10,k, ) | k=10 | k=20 | k=50 | k=100
A=0.9 6.5e4 | 2.3e5 960 5.0
A=0.5 6.5e4 63 5.9e-8 0
A =0.1 6.5e¢4 | 6.4e-6 0 0
Table 11.1: Estimates from Theorem [11.1]
k=10 k=20 k=50 k=100
mean(dy) | max(dg) || mean(dg) | max(dx) || mean(d) | max(dg) || mean(dg) | max(dx)
A =0.9 14 4700 7.5 3800 0.18 8.0 le-3 0.1
A=0.5 2.7 1700 6.4e-4 3.e-2 7.4e-13 5.3 e-11 0 0
A =0.1 0.068 7.0 8.3e-12 2.1e-9 0 0 0 0
Table 11.2: Simulation results for symmetric rank-one update
SO Mg < d\k.

Remark: While the Gaussian law is better suited to generati random real numbers, we
wanted to have clear bounds on the norm of the perturbations %(Mk + M}I). This is why
we only took coefficients with absolute value less than one for each M.

We define the (d, 1)-uniformly linearly independent sequence of unit vectors (si)ken by
the formula

Sk =€k mod d, Kk EMN,

where (eg,...,eq_1) is the canonical basis of R?. Then we apply the symmetric rank-one
update to obtain a sequence of symmetric matrices (By)ken, starting with By = ;. If we
assume that there exists ¢ > 0 such that |[r sg| > c|ry||sk| for every k € N then we can apply
Theorem with m =d, 3 =1, and obtain

||Bk+d - A*H < 8(67 d7 kv )‘)

1 d+1
e(d, kN, ) = <1 n ( +C> >d3/2/\k.

where

C

Remark: In the algorithm, the term r{ sy = el . (Ax — Bk)ekmodd is just the k mod d-
th diagonal term of (Ay — By). It is difficult to give an a priori estimate on the term ¢ in
Theorem For example, if the diagonal terms of the A; are equal to one, since By = Iy,
r,{sk = 0 for every k and Bj will never be updated.

Table computes the best (i.e., the smallest) upper bounds £(c,d, k, \) possible for
d = 10 for different values of k£ and A. They are obtained by taking ¢ = 1. This will
let us compare the rates of convergence of our simulations with the best possible estimates
obtainable by Theorem A zero corresponds to a numerical value smaller than the
machine epsilon 2.2e-16.

We computed the final distance d; = ||By, — A.|| between By, and A, for d = 10, various
values of A, and various numbers of steps k. We repeated the simulation 1000 times for each
value of A\ and k, each time with new random values for both A, and every My, k € N. Table
gives the mean value and the maximum value of d;, over these 1000 simulations for each
number of steps and each A.

Comparing the two tables, we see that the numerical convergence rate is even better
than the best possible one given by Theorem These simulations strongly support the
theoritical results.
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k=10 k=20 k=50 k=100
mean(d;,) | max(dy) || mean(d,) | max(dy) || mean(d,) | max(dy) || mean(dy) | max(dy)
A =0.9 65 2.4e4 20 4500 35 2.4e4 0.22 91
A =0.5 33 1.3e4 2.5 1800 2.8e-8 2.8 e-5 2.8e-9 2.6e-6
A =0.1 14 6700 4.8e-9 1.9e-6 3.7e-11 2.8e-8 2.2e-12 1.4e-10

Table 11.3: Simulation results for symmetric rank-one update on inverses

11.6.2 Approximation of a sequence of inverses

As mentioned in the introduction, our algorithm lets us compute the inverse A;! of the
limit A, provided A, is invertible.

Indeed, consider the following sequences for the symmetric rank-one algorithm

sk = AkCh mod ds Yk = Ag 'Sk = €k mod d- (11.10)

In other words, s is the £ mod d-th column of Ag. Then the sequence (si)ren is (d, 5)-
linearly independent for some S > 0 starting at some kg large enough since, as k goes to
infinity, the finite set {sg,..., Sk+d—1} = {Ak€k mod ds - - - » Ak+d—1€k+d—1 mod 4 Will converge
to the generating set { Axep, . .., Aseq—1}, and the sequence (Sg,+1)ken is therefore d-uniformly
linearly independent for some kg big enough. The smallest singular value of the matrix

(Sk _ Sk+d—1> (11.11)
sel” 7 Skra—1]
will converge to that of
( Aseq Aseq_1 )
|Aveol” 7 |Avea—1] )’

which depends only on A,, which gives an insight on the correct value of 3. The value of ¢
in Theorem however, cannot be guessed here either.

Take the sequence (By)ren obtained by applying the symmetric rank-one update method,
with starting point By = I and using the sequence (si)gen defined by (11.11)). Assuming
that there exists ¢ > 0 such that |r] s,| > c|rg||sg| for every k € N, this sequence converges to
A;! by Theorem The rate of convergence depends on the dimension d and the rate of
convergence of Ax. Note that By is much easier to compute than A,;l. Indeed, the complexity
for the computation of the inverse of a d x d matrix is greater than the O(d?) complexity
required in each symmetric rank-one update. This can be useful when solving approximately
converging sequences of linear equations, as we will show in the next section.

In our numerical simulation, we computed the distance §, between By and A; ' for dif-
ferent values of k and A. We used the same sequence (Aj) with random coefficients as in
the previous section, with (Ag) converging linearly to a random (but invertible) symmetric
matrix A, with rate 0 < A < 1. For each number of steps and each value of A considered, we
repeated this simulation 1000 times for different A, and different random matrices Aj. Table
11.3| gives the mean value and maximum value of §j, over these 1000 simulations.

We see that §, = || B — A, !|| does decrease to zero, but with a slower rate than that of the
approximation of A, itself given in Table Moreover, the maximal value is significantly
larger than the mean value for this distance. A reasonable explanation for both discrepancies
is that A, can be ill-conditioned when generated in such a random way. This can cause them
to be almost singular, which would have two consequences. First, the rate of convergence of
(A, Dgen to A7 is slower than that of (A, !)ren to A.. Therefore, the 7y, . from Theoremm
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k=10 k=20 k=50 k=100
mean(d;) | max(d;) || mean(d;) | max(dy) || mean(d;) | max(dy) || mean(d;) | max(d;)
A =0.9 23 2300 11 2200 0.25 25 2.3e-3 1.2
A =0.5 2.8 220 1.2e-3 0.16 1.3e-12 4.8e-10 1.5e-15 8.7e-12
A =0.1 0.36 38 7.4e-12 7e-9 1.1e-14 4.8e-12 8.2e-15 1.4e-12

Table 11.4: Simulation results for inverses of matrices with singular values in [0.5,1.5]

k=10 | k=20 | k=50 | k=100
A=0.9 83 o6 47 12
A=0.5 85 29 1.0e-4 | 1.2 e-7
A =0.1 o4 2.1e-4 | 3.7e-7 | 1.0e-9

Table 11.5: Simulation results for inverses of matrices y; randomly generated

is larger than in the case described in Section [11.6.1] Second, the sequence sp = Apegmodd
is less uniformly linearly independent.

To test this hypothesis, we tried the simulation again but this time we forced A, to have
a good conditioning. This will make the sequence of matrices A uniformly well-conditioned.
This kind of sequence can appear in certain numerical simulations of PDEs, in cases where
the Aj are discretized versions of a positive-definite self-adjoint operator.

For the simulation, we took A* so that its singular values all belong to [0.5,1.5]. For
this, we used A, = OTDO, where D is a diagonal matrix of size 10 x 10 with diagonal
coefficients randomly generated using the uniform law on [0.5,1.5], and O was obtained by
orthonormalizing the columns of a random matrix Z, whose coefficients were generated using
a Gaussian law. Leaving the rest of the process unchanged, we performed 1000 simulations
for the same values of A\ and k as those from Table [[1.3 and obtained Table [IT1.4l

As expected, the numbers on Table show that the sequence (Bj)gen converges to
A7 much faster than in the case of a purely random A,. In fact, the convergence is almost as
good as the one shown by Table in the previous section. This confirms that the method
is more effective with sequences of matrices that are well scaled.

We also did an extra simulation in the case of a purely random A,: since the sequence
(Sk)ken in has no reason to be particularly good (i.e., uniformly linearly independent
with a nice constant), we applied our algorithm this time by taking a new sequence for
(yk)ken, letting each yy be a random vector with coefficients taken along a normal Gaussian
law at each step. We still set sp = Apyr. This is done in the hopes that, on average, the
sequence s could be more uniformaly linearly independent. We computed the mean values
for &, = || B — A;!|| over 1000 repetition of this simulation. They are given in Table

This experiment shows that taking a random sequence of vectors (yx)ren is not as effective
as taking the g, periodically equal to the canonical basis of R,

For large values of d, as k goes to infinity, this method gives us an approximation of
the whole sequence (A;l)keN and is faster than computing the inverse of A, at every step.
Indeed, the complexity of one rank-one update is only in O(d?).

Remark: This method does not allow for better computations of inverse of a badly
scaled matrix A by setting A; = A for every k. A quick Matlab simulation showed that the
command inv(A) gives more precise results.
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11.7 An application: optimal deformations of constrained shapes

The main problem of shape deformation analysis is to find an optimal deformation from
one shape to another. From the numerical point of view, a shape is usually a collection of
distinct points ¢7 = (xlT, . ,xZ) where n is a positive integer and each x; is an element of
R?. They are usually a discretization of the boundary of a certain domain in R?. The space

of such shapes is called the space Lmkq(n) of n landmarks in R?, i.e.,

rrn

Lmkg(n) = {qg= (z1,...,aD)T e R™ i # j = x; # 2;}.

A deformation of an initial shape g, with ¢l = (a:lT,O, ... ,xZ;O), is a curve t — ¢(t) with

q(0) = qo, of Sobolev class W12, that is, an absolutely continuous curve with square-integrable
speed.

11.7.1 Large deformation diffeomorphic metric mapping.

The so-called LDDMM (Large Deformation Diffeomorphic Metric Mapping) setting for
studying deformations of landmarks is used in computational anatomy [BMTY05, DGMO8,
Tro05].

We start by considering a Reproducing Kernel Hilbert Space V' of smooth vector fields
on R? that is, a subspace V of C*°(R? R?) equipped with a Hilbert product (-, -}y such that
the inclusion V' < C* (Rd, R%) is continuous. For such a space, there exists a matrix-valued
reproducing kernel K : R x R? — My(R?) such that, for any z,v € R?, and every X € V,

(K (-, x)v, X)y = v X ().

Such a space V is completely determined by its reproducing kernel K. The kernel we use in

this example is given by
_le—yl?

K(z,y)=e" 2 Iy,

for some o > 0.
Then, one considers deformations ¢ — ¢(t) € Lmkg(n) of the form

Q(t)T = (‘PX(t) ’ qo)T = (@X(tv xLO)Tv ) @X(tv zn,O)T)v

where (@X(t))te[()’l] is a family of diffeomorphisms of R?, flow of a time-dependent vector
field t — X(¢,-) € V on R? such that ¢ + || X(¢,-)||v is square-integrable. The optimal
deformation ¢ € [0,1] — ¢X(t) - o from a starting shape qo to a target shape g is the one
such that the total energy 1 fol (X (t), X(t))y dt is minimal. The reason of using such a setting
is that it actually provides an optimal deformation of the full space R¢ thanks to the flow
o

In particular, it preserves the fact that ¢(0) is the discretization of the boundary of a
certain domain U of R?%: ¢(t) will then be a discretization of the boundary of the deformed
domain U(t) = ¢(t,U).

Since it is extremely hard to determine this minimum, one usually considers the penalized
functional

s 1 !
JX) =5 [ XXy dt+ 90 ).

where g : R — R is a smooth data attachment term, minimal at ¢;. A classical result
[YoulO], consequence of the solution to the spline interpolation problem for vector fields in
V', is that minimizing J is equivalent to minimizing the functional

1 1L w007 T 5 d .
0 ;=1
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where q(t) = (z1(t), ...,z (t)) satisfies the control system
g (8)— ; (£)]2
q(0) = qo, %i(t) = Ze 20 wu(t) ae tel0,1], i=1,...,n.
j=1

We can retrieve the corresponding flow ¢~ by integrating the vector field

We can write this differential equation as ¢(t) = Kg(t)u(t), where K¢ is the bloc matrix of

|5 (1)~ (1)]2
size nd x nd consisting of blocks of size d X d, with the (i, j)-th block is equal to e 2o ds

and v = (uf,...,ul)T € (RY)™. This is a symmetric, positive-definite matrix for every ¢ in
Lmkg(n), and we also have
n 2
|117:cj\
e 20 wuluj = uTKgu.

1,j=1

In this form, this an optimal control problem in finite dimension. It has an optimal solu-
tion which satisfies certain Hamiltonian equations, and can be solved numerically (see]ATTY13,
Tro05l Youl(]).

11.7.2 Shapes with constraints.

The shape deformation problem which motivated the symmetric rank-one update de-
scribed in this paper is an extension of the one described in the previous section, aimed at
studying several shapes simultaneously. Let n',n? be two positive integers. Assume that
we have two different starting shapes ¢} and ¢2, belonging to different landmarks spaces
Lmkg(n') and Lmky(n?), each one being a discretization of a different domain U! and U?
with U N U? = 0.

Usually, one would just consider the total shape to be the union of those two shapes, and
deform it using a single diffeomorphism. However, the objects we want to model should be
considered as two independent shapes, as in the case of images of different parts of the brain.

This is why, instead, we would like to model a deformation of ¢} and ¢Z such that they
evolve independently from one another (each one being deformed by a different diffeomor-
phism), but are immersed in a deformable background (deformed by a third diffeomorphism),
whose boundary coincides with the union of the boundaries of U' and U?: one obtains
a discretization ¢* of this boundary by concatenation (¢3)T = ((¢})7, (¢3)T) € Lmky(n?),
where n® = n'! + n?. The total shape ¢ = ()7, ()7, q3)T) belongs to the space
Lmkg(n') x Lmkg(n?) x Lmkq(n?).

The main reason for considering constrained shape deformation is to model such a system
[ATTY13]. Indeed, to model a deformation ¢(t)T = (¢* ()T, ¢*(t)T, ¢*>(t)T) of the total shape,
we can use the control system

1 2 3

9(0) = qo, ' (t) = KJpyu'(t), ¢*(t) = KLpyu?(t), ¢>(t) = Khpyu'(t), ae tel0,1],

where u’ € L?(0, 1;Rdni),i = 1,2,3. This control system can be written ¢(t) = K,uu(t),
where

K% 0 0
g 2
K,=| 0 K5



198 CHAPTER 11. SYMMETRIC RANK-ONE UPDATE

Note that the matrix K, is symmetric and positive definite for every ¢ € Lmkg(n') x
Lmkg(n?) x Lmkgy(n?®). The functional we want to minimize is therefore given by

= 3 [l Kyttt + gla1).

K, is a symmetric positive definite matrix. However, one also needs to preserve the condition
AT = ((¢"@)7T, (¢?(t)T) for every t € [0,1] (that is, the boundary of the deformed
background coincides with the boundaries of the deformed domains). This means that we
should impose on our control system the constraints (¢3)” = ((¢")7, (¢*)7), i.e.,

0'3 O'l 0'2
qu(t)u:)’(t) = ((qu(t)ul (t))T, (KqQ(t)U2(t))T)T a.e. t € [O, ].]
These linear constraints can be as written CK,u(t) = 0, with
C=(Is —ILs).

In conclusion, we wish to find a minimum of J(u) = 3 fol u(t)T Kyyu(t)dt + g(q(1)) over all
square-integrable functions u : [0,1] — (]R“’/)”IJF"Q*”3 such that ¢(0) = ¢qo and, for almost
every t in [0,1], ¢(t) = Kyyu(t) and CKy %
Now, define for ¢ € Lmkg(n') x Lmky(n
n? x n3 matrix Ay = CKqC’T.
Then, according to an appropriate version of the Pontryagin Maximum Principle ([ATTY13]
Tré08]), if u is optimal for our constrained minimization problem, and ¢ is the curve such
that ¢(0) = go and ¢ = Kyu, then there exists an absolutely continuous curve p : [0,1] €

X Lmkd (n!+n?) the symmetric positive definite

(}Rd)’"°1+”2Jm3 with square-integrable speed such that p(1) 4+ Vg,1) = 0, and, for almost every
t in [0, 1],

u(t) = (p(t) = CT AL} CKyyp(t))

Q(t) = Ky (p(t) = CT AL CKyp(t)) (11.12)
§(1) = —5 (pt) — O AL O p(1)) Vo) (pl) — OT AL CE pl).

Here, we used the notation a’V, Kb for the gradient of the map ¢ — a’ K b at ¢, for
a,b € (}R‘i)"lJF"QJF”3 fixed. Since this is a differential equation with smooth coefficient, it has
a unique solution for fixed (qo, po)

Remark: The system ([11.12]) actually consists of the Hamiltonian geodesic equations on
the submanifold defined by C' = 0 for the Riemannian metric whose cometric tensor is K.

Moreover, in this case, t — u(t)” K ;yu(t) is constant. Hence, the minimization of .J
reduces to the minimization of

~ 1 _ T _
J(po) = 5 (po = CT AL CEyypo) Ko (po — CT AL CEyopo) + g(a(1))

with respect to the initial momentum py = p(0). Note that this reduction is fundamental in
our approach.

The computation the gradient of J requires solving an adjoint equation with coefficients
depending on the derivatives of the right-hand side of . This is described in more
details in [ATTY13].

All operations involved in the computation of this gradient have a number of multipli-
cations have complexity in O((n! + n?)?) at each time step, for some constant m > 0, with
the distinct exception of the computation of the inverse of A, (or, at least, the resolution of
linear equations of the form Aja = b which appear both in and several times in the
associated adjoint equation), whose complexity is higher.
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11.7.3 Implementation of the symmetric rank-one update.

One of the most time-consuming aspects of this method is the computation, at each time
step, of the inverse of A,. Therefore, we can try to speed things up by applying a symmetric
rank-one update as follows.

Let fo,..., fami+n2)—1 be the canonical vector basis of Rdn'+dn®  For any k € N, define

Yk = €k mod d(nl+n2)-

We start with the initial momentum py = 0, and let By(t) = A_' for each t € [0,1]. The
computation of A;)l is necessary to compute the different gradients anyway, so this does not
add any extra time, and gives a better initial conditioning of the matrix. Then, assuming we
have constructed an initial momentum p; and a family of matrices By(t), t € [0,1], we use
to compute a trajectory zy(t), replacing A, ! by Bi(t). Finally, at each time ¢, we
define

sk(t) = Ag,(t)Uks

7% (t) = Bi(t)sq(t) — y,

re(t)rf (t)
By11(t) = Bi(t) + —"—=.
ri (t)sk(t)
We can then compute the gradient of J with an adjoint equation, where any directional
derivative

_ _ — n3 n1 'rL2 n3
0y(Agyny@) 1 (0) = —A_1 0(Ag)) (D) A pa, @ €R™, be (R)M

is replaced with — By (t)0; Ay, 1) (v) Br(t)a. This lets us perform the minimization of J using
gradient descent or a regular quasi-Newton algorithm.

Aslong as the algorithm gives a converging sequence of initial momenta py, the trajectories
qr(t) will also converge to a trajectory g«(t), making each Ay ), with ¢t € [0,1] fixed, a
converging sequence, with invertible limit A,(¢). Therefore, each By(t), for ¢ € [0,1] fixed,
converges to A, (t) as k — oo. In other words, as k — oo, we are indeed computing the true
gradient of J.

11.7.4 Numerical simulations

We consider the shapes qé and qg as an equidistant discretization of n! = n? = n points

of circles of radius 1 in R?, centered at (—1,0) (resp. (2,0)), and we try to match them
with circles of radius 1 (resp. 0.9) centered at (—0.75,0) (resp. (1.5,0)). This is actually a
difficult matching to perform without the context of constrained shape deformation, because
deforming two separate shapes into targets that are so close to each other is very difficult using
a single diffeomorphism. Constrained multiple shapes provide an appropriate framework for
finding such a matching.

The following values are taken for the constants: o' = 0.5, 02 = 0.3 and 02 = 0.1. We
used 10 time steps, with step length At = 0.1.

The first thing that we compared is the time necessary to accomplish one gradient step
thanks to the adjoint equations to as described in [ATTY13]. Then we measured the
time required to complete the algorithm with the same stopping condition on the gradient
algorithm. Finally, we compare how much the constraints are satisfied in the final deformation
obtained thanks to the gradient algorithm. This is done by computing the total value of the
lack of satisfaction of the constraints

Y(u() = \/ /0 1 |C K yyu(t)|2dt.
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Number of points

n=30

n=60

Method used Regular method | Rank-one update | Regular method | Rank-One update
Time for one gradient 3.3 1 9.8 2.6
Total time 63 23 69 23
~y(u(+)) l.e-15 0.66 l.e-15 1.1

Table 11.6: Comparison of the time necessary to perform a gradient descent algorithm and
satisfaction of constraints

We obtain Table It gives a comparison between the regular method of computing
the exact solutions of any linear system A,a = b appearing in the adjoint equations, and the
one using the symmetric rank-one update method described in the previous paragraph.

As expected, the symmetric rank-one algorithm is much faster. However, since the regular
method computes the exact solutions for satisfying the constraints, those are satisfied with
great precision. This is not the case when using the rank-one update method where we obtain
v(u(-)) = 1.1 in the case n = 60. However, this value is actually quite small, since we are
computing an Fuclidean norm in R +n? = R120, Indeed, Figure is a picture of the final
deformation obtained by the rank-one update.
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Figure 11.1: Multiple shape experiment: matching circles with the rank-one update method.

In Figure there are four circles (two of which coincide), one for each of the two shapes,
and two for the background. Since we are in the framework of LDDMM, the deformations
are induced by diffeomorphisms, showcased by their action on a grid. In fact, there are three
diffeomorphisms: one for the deformation of the first shape (circle on the left), shown by
the grid deformation in the left disk, one for the deformation of the second shape (circle
on the right), represented by the grid deformation on the disk on the right-hand side, and
the diffeomorphism acting on the background. This one is represented by the deformation it
induces on the rest of the grid.

The constraints forced the two circles on the left-hand side to coincide. The difference
between the two circles on the right shows that the constraints are only approximately satis-
fied. Note that while visible, the difference is rather small. We could force the constraints to
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be better satisfied by increasing the number of gradient steps. In fact, we obtained numbers
as small as le-4 by taking a great many number of steps (around 2000 or so). However, in
this case, it is faster to use the regular method.

11.8 Conclusion

The symmetric rank-one update used in quasi-Newton methods for minimizing real func-
tions can be generalized to a more abstract framework. The algorithm this paper obtained
can be used to approximate sequences of symmetric matrices. This opens several possible
applications, one of which is the computation of the sequence of inverses of a sequence of
invertible matrices. This can be applied to compute constrained optimal controls for which
the computation of the inverse of the constraints is too computationally demanding. This is
particularly useful when tackling problems of shape deformations, where the number of con-
straints can be quite large. We are hopeful that other applications of the symmetric rank-one
update method can be given.

However, some limitations remain. In particular, the rate of convergence may be low,

. . . . . 14c m+-1
since, in higher dimensions, the term (T)

in the main theorem will be quite large,
because m is at least equal to the number of columns in the matrices of the sequence and
is therefore large in high dimensions. Moreover, just as for the classical quasi-Newton algo-

rithms, there is no clear way to find a lower bound for ¢, even in the more simple cases.
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