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✉♥❡ ❜♦♥♥❡ 3♦❜✉,+❡,,❡ ♠&❝❛♥✐5✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❧❡ ♣❧♦♠❜ ❝♦♥+❡♥✉ ❞❛♥, ❧❡, L❩❚ ❢❛✐+ ❧✬♦❜✲

❥❡+ ❞✬✉♥❡ ❧✐♠✐+❛+✐♦♥ ❞✬✉+✐❧✐,❛+✐♦♥ ❡♥ ❊✉3♦♣❡ 6 ❝❛✉,❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐3❡❝+✐✈❡ ❡✉3♦♣&❡♥♥❡✱ ❘♦❍❙

✭✷✵✵✷✴✾✺✴❈❊✮✳ ◆♦+3❡ 3❡❝❤❡3❝❤❡ ✈✐,❡ ❞♦♥❝ 6 +3♦✉✈❡3 ❞❡, ♠❛+&3✐❛✉① ❞❡ ,✉❜,+✐+✉+✐♦♥ ❛✉①

L❩❚ ✉+✐❧✐,&, ,♦✉, ❢♦3♠❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡, ♠✐♥❝❡,✳

◆♦✉, ❛✈♦♥, ❝❤♦✐,✐ ❞❡ +3❛✈❛✐❧❧❡3 ,✉3 ❧❡ ❝♦♠♣♦,& ♣✐&③♦&❧❡❝+3✐5✉❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛,✐+❡ ▲❛ 3●❛5❙✐❖14✳

❊♥ ❡✛❡+ ❝❡ ♠❛+&3✐❛✉ ♥❡ ❝♦♥+✐❡♥+ ♥✐ ♣❧♦♠❜ ♥✐ ❛✉❝✉♥ ❛✉+3❡ &❧&♠❡♥+ +♦①✐5✉❡✳ ❈❡ ♠❛+&3✐❛✉✱

5✉✐ ♥❡ ♣3&,❡♥+❡ ❛✉❝✉♥❡ +3❛♥,✐+✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛,❡ ❥✉,5✉✬6 ,❛ +❡♠♣&3❛+✉3❡ ❞❡ ❢✉,✐♦♥ 6 ✶✹✼✵ ➦❈✱

♣❡3♠❡+ ❞✬❡♥✈✐,❛❣❡3 ❞❡, ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥, ♦3✐❣✐♥❛❧❡, 6 ❤❛✉+❡ +❡♠♣&3❛+✉3❡✳

L♦✉3 +❡♥+❡3 ❞❡ 3&♣♦♥❞3❡ ❛✉① ❜❡,♦✐♥, ❞❡ ♠✐♥✐❛+✉3✐,❛+✐♦♥ ❞❡, ▼❊▼❙✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❞♦♥❝

❝❤♦✐,✐ ❞❡ +3❛✈❛✐❧❧❡3 ,✉3 ❧✬&❧❛❜♦3❛+✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡, ♠✐♥❝❡, ❝&3❛♠✐5✉❡, ♣✐&③♦&❧❡❝+3✐5✉❡, ❞❡

❧❛♥❣❛,✐+❡ +❡①+✉3&❡,✳ ▲❛ +❡①+✉3❛+✐♦♥ ♣❡3♠❡++3❛ ❛✉ ✜❧♠ ❝&3❛♠✐5✉❡ ❞✬❛♣♣3♦❝❤❡3 ❧❡, ♣3♦♣3✐&+&,

♣✐&③♦&❧❡❝+3✐5✉❡, ❞✉ ♠♦♥♦❝3✐,+❛❧✳ ▲❡ ,✉❜,+3❛+ ✐♥✐+✐❛❧❡♠❡♥+ ❝❤♦✐,✐ ❝♦♠♠❡ ,✉♣♣♦3+ ❞❡ ❧❛

✶



✷ ■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❧❛♥❣❛$✐&❡ ♣♦✉+ ❧✬-&✉❞❡ ❡$& ❧❡ ♥✐❝❦❡❧ ❞♦♣- ❛✈❡❝ ❞✉ &✉♥❣$&2♥❡ 3 ✺✪✱ 7✉❡ ♥♦✉$ ♥♦&❡+♦♥$

◆✐❲✳ ❈✬❡$& ✉♥ $✉❜$&+❛& $♦✉♣❧❡ ❢❛❝✐❧✐&❛♥& $♦♥ ✐♥&-❣+❛&✐♦♥ ♣♦✉+ ❞❡ ❢✉&✉+❡$ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥$✳

◆✐95❲5 -&❛♥& $❡♥$✐❜❧❡ 3 ❧✬♦①②❞❛&✐♦♥✱ ✐❧ ❛ -&- ❞-✈❡❧♦♣♣- ❛✉ ❧❛❜♦+❛&♦✐+❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ &❛♠♣♦♥

♣+♦&❡❝&+✐❝❡ ❞❡ ▲❩❖ ✭▲❛2❩+2❖7✮✳ ❈❡&&❡ ❝♦✉❝❤❡ ❡$& -♣✐&❛①✐-❡ ♣❡+♠❡&&❛♥& ❞✬❡♥✈✐$❛❣❡+ ✉♥❡

+❡♣+✐$❡ ❞❡ ❝+♦✐$$❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛$✐&❡✳ ▲❛ ❢❛❜+✐❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡& ❡♠♣✐❧❡♠❡♥&✱ ◆✐95❲5✴▲❩❖✱ ❡$&

❜✐❡♥ ♠❛✐&+✐$-❡ 3 ❧✬✐♥$&✐&✉& ◆-❡❧✳ ■❧ ❡$& ✉&✐❧✐$- ♣♦✉+ ❧❛ ❢❛❜+✐❝❛&✐♦♥ ❞❡ +✉❜❛♥$ $✉♣+❛❝♦♥❞✉❝&❡✉+$

❞❡ ❞✬❨❇❛❈✉❖ ✭❨❇❛2❈✉3❖7✮ ❞-♠♦♥&+❛♥& $❛ ✜❛❜✐❧✐&- ❝♦♠♠❡ $✉❜$&+❛& ❬✶✱ ✷✱ ✸❪✳

Q♦✉+ ❢♦+♠❡+ ❧❡$ ❝♦✉❝❤❡$ ❝-+❛♠✐7✉❡$ ❞❡ ❧❛♥❣❛$✐&❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❝❤♦✐$✐ ❞❡ +-❛❧✐$❡+ ♥♦$

❞-♣R&$ ♣❛+ ❝❤✐♠✐❡ ❞♦✉❝❡✳ ❈❡&&❡ &❡❝❤♥✐7✉❡ ♥♦✉$ ♣❡+♠❡& ❞✬❡♥✈✐$❛❣❡+ ❞❡$ ❞-♣R&$ ❛✈❡❝ ✉♥❡

♠✐$❡ ❡♥ S✉✈+❡ $✐♠♣❧❡✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ❞♦♥❝ &+❛✈❛✐❧❧- ❞❛♥$ ✉♥ ♣+❡♠✐❡+ &❡♠♣$ $✉+ ❧❛ $②♥&❤2$❡ ❡&

❧❛ ❝❛+❛❝&-+✐$❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛$✐&❡ ♦❜&❡♥✉❡ $♦✉$ ❢♦+♠❡ ❞❡ ♣♦✉❞+❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝&✐❢ ❡$& ❞❡ ❢♦+♠❡+

✉♥ $♦❧ ❝♦♥❞✉✐$❛♥& 3 ❧❛ ❧❛♥❣❛$✐&❡ ♣✉+❡ ❛♣+2$ &+❛✐&❡♠❡♥& &❤❡+♠✐7✉❡✳ ❈❡ $♦❧ ❞♦✐& U&+❡ $&❛❜❧❡

❞❛♥$ ❧❡ &❡♠♣$ ♣❡+♠❡&&❛♥& ❧❡ ❞-♣R& ❞❡ ❧❛ $♦❧✉&✐♦♥ ♣❛+ ❞✐♣ ♦✉ $♣✐♥ ❝♦❛&✐♥❣✳

❆♣+2$ ❛✈♦✐+ ♠❛✐&+✐$- ✉♥❡ $②♥&❤2$❡ ❢♦+♠❛♥& ✉♥❡ $♦❧✉&✐♦♥ $&❛❜❧❡ ❡& ❤♦♠♦❣2♥❡ ❝♦♥❞✉✐$❛♥&

3 ❧❛ ❧❛♥❣❛$✐&❡ ♣✉+❡✱ ♥♦✉$ ♥♦✉$ $♦♠♠❡$ ✐♥&-+❡$$-$ ❛✉① ❞-♣R&$ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡$ ♠✐♥❝❡$ ❞❡ ❧❛♥❣❛✲

$✐&❡ $✉+ ◆✐95❲5✴▲❩❖✳ ▲❛ $❡♥$✐❜✐❧✐&- ❞❡ ❝❡ $✉❜$&+❛& 3 ❧✬♦①②❞❛&✐♦♥ ♥♦✉$ ❛ ❝♦♥❞✉✐&$ 3 &+❛✲

✈❛✐❧❧❡+ ❡♥$✉✐&❡ $✉+ ❞❡$ $✉❜$&+❛&$ ♠♦♥♦❝+✐$&❛❧❧✐♥$ ♣❧✉$ $✐♠♣❧❡$ 3 -&✉❞✐❡+✳ ◆♦✉$ ♥♦✉$ $♦♠♠❡$

✐♥&-+❡$$-$ 3 ❞❡$ $✉❜$&+❛&$ ♣+-$❡♥&❛♥& ❞❡$ ❝❛+❛❝&-+✐$&✐7✉❡$ ❝+✐$&❛❧❧♦❣+❛♣❤✐7✉❡$ ♣+♦❝❤❡$ ❞❡

◆✐95❲5✴▲❩❖ ❞❡ &②♣❡ ❙✐ ✭✶✵✵✮ ♦✉ ▼❣❖ ✭✶✵✵✮✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ -❣❛❧❡♠❡♥& -&✉❞✐- ❞❡$ $✉❜$&+❛&$

♣❧✉$ ❢❛✈♦+❛❜❧❡$ 3 ❧❛ ❝+♦✐$$❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛$✐&❡ &+✐❣♦♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡$ ♠♦♥♦❝+✐$&❛✉① ❝✉❜✐7✉❡$

❝♦✉♣-$ $❡❧♦♥ ✭✶✶✶✮ ♣❡+♠❡&&❛♥& ❞✬❡♥✈✐$❛❣❡+ ✉♥❡ ❝+♦✐$$❛♥❝❡ -♣✐&❛①✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛$✐&❡ $✉✐✈❛♥&

❧✬❛①❡ &❡+♥❛✐+❡ ❞✉ $②$&2♠❡ ❝✉❜✐7✉❡✱ ✐❧ $✬❛❣✐& ❞❡ ▼❣❖ ✭✶✶✶✮ ❡& ▼❣❆❧2❖4 ✭✶✶✶✮✳

❈❡ ♠❛♥✉$❝+✐& ❡$& ❝♦♥$&✐&✉- ❞❡ ✺ ❝❤❛♣✐&+❡$ ✿

▲❡ ❝❤❛♣✐&+❡ ✶ ♣+-$❡♥&❡ ❧❛ ♣✐-③♦-❧❡❝&+✐❝✐&- ❡& ❧❡$ ❞✐✛-+❡♥&❡$ ❣+❛♥❞❡✉+$ ♣❤②$✐7✉❡$ ❝❛+❛❝✲

&-+✐$&✐7✉❡$✳ ➚ ❧✬❡①❝❡♣&✐♦♥ ❞❡$ ♠❛&-+✐❛✉① ❜✐♦$♦✉+❝-$✱ ❧❡$ ❞✐✛-+❡♥&❡$ ❢❛♠✐❧❧❡$ ❞❡ ♠❛&-+✐❛✉①

♣✐-③♦-❧❡❝&+✐7✉❡$ $♦♥& ❞-❝+✐&❡$ ❛✐♥$✐ 7✉❡ 7✉❡❧7✉❡$✲✉♥❡$ ❞❡ ❧❡✉+$ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥$✳

▲❡ ❝❤❛♣✐&+❡ ✷ ❡$& ❝♦♥$❛❝+- 3 ❧❛ ♣+-$❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $&+✉❝&✉+❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝+✐$&❛❧❧♦❣❡♥2$❡ ❡&

❞❡$ ♣+♦♣+✐-&-$ ❞✉ ❝♦♠♣♦$- ❧❛♥❣❛$✐&❡ ▲❛3●❛5❙✐❖14 ❡& ❞❡ ❞✐✛-+❡♥&$ ♠❛&-+✐❛✉① ✐$$✉$ ❞❡ ❝❡&&❡

❢❛♠✐❧❧❡✳ ❯♥❡ -&✉❞❡ ❜✐❜❧✐♦❣+❛♣❤✐7✉❡ ❞❡ ❧❛ $②♥&❤2$❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛$✐&❡ ❡$& ♣+♦♣♦$-❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐&+❡ ✸ ♣+♦♣♦$❡ ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡$ &❡❝❤♥✐7✉❡$ ❞❡ ❞-♣R& ❞❡ ❝♦✉❝❤❡$ ♠✐♥❝❡$ ♣✉✐$ ✉♥❡

-&✉❞❡ ♣❧✉$ $♣-❝✐✜7✉❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡$ ♠✐♥❝❡$ ♣✐-③♦-❧❡❝&+✐7✉❡$✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉$ ♣+-$❡♥&❡+♦♥$ ❧❡$

❝♦✉❝❤❡$ ♠✐♥❝❡$ ❞❡ ❧❛♥❣❛$✐&❡ +-❛❧✐$-❡$ $✉+ ❞✐✛-+❡♥&$ $✉❜$&+❛&$ +❡♣♦+&-❡$ ❞❡ ❧❛ ❧✐&&-+❛&✉+❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐&+❡ ✹ ♣+-$❡♥&❡ ❧❡$ &+❛✈❛✉① ❞❡ $②♥&❤2$❡$ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛$✐&❡ ♣❛+ ❝❤✐♠✐❡ ❞♦✉❝❡ 3

♣❛+&✐+ ❞❡ ❞✐✛-+❡♥&$ ♣+-❝✉+$❡✉+$ ❛②❛♥& ❞♦♥♥- ❞❡$ +-$✉❧&❛&$ ✐♥&-+❡$$❛♥&$✳ Q♦✉+ ✜♥✐+ ✉♥ ❜✐❧❛♥

❞❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ $②♥&❤2$❡$ ♠❡♥-❡$ ❡$& ♣+♦♣♦$-✳

▲❡$ ❞✐✛-+❡♥&❡$ ♣❛+&✐❡$ ❞✉ ❝❤❛♣✐&+❡ ✺ ❝♦++❡$♣♦♥❞❡♥& ❛✉① ❞✐✛-+❡♥&$ &②♣❡$ ❞❡ $✉❜$&+❛&$ 7✉❡

♥♦✉$ ❛✈♦♥$ &❡$&-$ ❧♦+$ ❞❡ ♥♦$ -&✉❞❡$✳ ◆♦✉$ ❝♦♠♠❡♥❝❡+♦♥$ ♣❛+ ❧❡$ ❞-♣R&$ $✉+ ◆✐ 95❲5✴▲❩❖

❝♦++❡$♣♦♥❞❛♥& 3 ❧✬♦❜❥❡❝&✐❢ ✐♥✐&✐❛❧ ❞❡ ❝❡ &+❛✈❛✐❧✳ ❊♥$✉✐&❡ ♥♦✉$ ♣+-$❡♥&❡+♦♥$ ❧❡$ &+❛✈❛✉① ♠❡♥-$



✸
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♣♦✉* ❧✬❡✛❡/ ✐♥❞✐*❡❝/ ✿

S =
△ℓ

ℓ
= d× E ✭✶✳✷✮
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Di = diklTkl + ε
T
ijEj ✭✶✳✸✮
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Sij = dkijEk + sEijklTkl

sEijklTkl sijkl

Pa−1 dkij

33

ij

Di = dikTk + ε
T
ijEj

Si = dkiEk + sEilTl



✶✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ♣✐+③♦+❧❡❝%&✐❝✐%+

▲❡ "❡♥$❡✉& ❞❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥"$ ♣✐-③♦-❧❡❝"&✐0✉❡$ ❡♥ ❝❤❛&❣❡ ♣❡✉" ❛❧♦&$ $✬-❝&✐&❡ $♦✉$ ❢♦&♠❡ ❞❡

♠❛"&✐❝❡✳ ❊♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✉ ❝&✐$"❛❧ ❝♦♥$✐❞-&-✱ ❧❡$ -❧-♠❡♥"$ ❞❡ $②♠-"&✐❡ ♣❡&♠❡""❡♥" ❞❡ $✐♠♣❧✐✜❡&

❝❡$ ♠❛"&✐❝❡$ ❡♥ &❡♥❞❛♥" ✉♥ ❝❡&"❛✐♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥"$ ♥✉❧$✳

=♦✉& ❧❛ ❧❛♥❣❛$✐"❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡ 0✉❛&"③ ❛♣♣❛&"❡♥❛♥" ❛✉ ❣&♦✉♣❡ ♣♦♥❝"✉❡❧ ✸✷ ✭$②$"A♠❡ "&✐✲

❣♦♥❛❧✮✱ ♦♥ ♦❜"✐❡♥" ❧❡ "❡♥$❡✉& ❞❡$ ♣&♦♣&✐-"-$ ♣✐-③♦-❧❡❝"&✐0✉❡$ $✉✐✈❛♥" ✿

dij =







d11 −d11 0 d14 0 0

0 0 0 0 −d14 −d11
0 0 0 0 0 0






✭✶✳✼✮

=♦✉& ❧❡$ =❩❚ ❝-&❛♠✐0✉❡$ ♦✉ ❧❡ =❱❉❋ ❧❡ "❡♥$❡✉& ♣✐-③♦-❧❡❝"&✐0✉❡ ❝♦&&❡$♣♦♥❞ M ❝❡❧✉✐ ❞✉

❣&♦✉♣❡ ♣♦♥❝"✉❡❧ ✻♠♠ ✿

dij =







0 0 0 0 d15 0

0 0 0 d15 0 0

d31 d31 d33 0 0 0






✭✶✳✽✮

✶✳✶✳✸ ●$❛♥❞❡✉$* ♣✐-③♦-❧❡❝2$✐3✉❡* ❝❛$❛❝2-$✐*2✐3✉❡*

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ -❧❡❝"&♦♠-❝❛♥✐0✉❡ kij ❡$" ✉"✐❧✐$- ♣♦✉& ❝❛&❛❝"-&✐$❡& ✉♥ ♠❛"-&✐❛✉

♣✐-③♦-❧❡❝"&✐0✉❡✳ ❈✬❡$" ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥" $❛♥$ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ❞♦♥" ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❡$" ❝♦♠♣&✐$❡ ❡♥"&❡ ✵ ❡"

✶✳

❯♥❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞-✜♥✐"✐♦♥ ❝♦♠♣❛&❡ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥" M ✉♥ &❡♥❞❡♠❡♥" ❬✾❪✳ kij ❡$" ❞-✜♥✐ ❛❧♦&$

❝♦♠♠❡ ❧✬-♥❡&❣✐❡ ❡♠♠❛❣❛$✐♥-❡ ❞❛♥$ ❧❡ ♠❛"-&✐❛✉ ♣♦✉& ✉♥❡ -♥❡&❣✐❡ ❛♣♣❧✐0✉-❡ ❞♦♥♥-❡✳ ■❧ &❡✲

♣&-$❡♥"❡ ❧❡ &❛♣♣♦&" ❞❡ ❧✬-♥❡&❣✐❡ ♠-❝❛♥✐0✉❡ ❡♠♠❛❣❛$✐♥-❡ ♣❛& ❧✬-♥❡&❣✐❡ -❧❡❝"&✐0✉❡ ❛♣♣❧✐0✉-❡

✭❡✛❡" ♣✐-③♦-❧❡❝"&✐0✉❡ ✐♥✈❡&$❡✮ ♦✉ ❧❡ &❛♣♣♦&" ❞❡ ❧✬-♥❡&❣✐❡ -❧❡❝"&✐0✉❡ $"♦❝❦-❡ ♣❛& ❧✬-♥❡&❣✐❡

♠-❝❛♥✐0✉❡ ❛♣♣❧✐0✉-❡ ✭❡✛❡" ♣✐-③♦-❧❡❝"&✐0✉❡ ❞✐&❡❝"✮✳

kij =
énergiemécanique emmagasinée dans la direction i

énergie électrique appliquée dans la direction j
✭✶✳✾✮

❖♥ ❞-✜♥✐" ♠❛✐♥"❡♥❛♥" kij ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❝❛&❛❝"-&✐$❛♥" ❧❛ 0✉❛❧✐"- ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡&✲

$✐♦♥ -❧❡❝"&♦♠-❝❛♥✐0✉❡ ❞❛♥$ ❧❡ ♠❛"-&✐❛✉ ♣✐-③♦-❧❡❝"&✐0✉❡ ♦✉ &-❝✐♣&♦0✉❡♠❡♥" ❧✬❛♣"✐"✉❞❡ ❞✬✉♥

♠❛"-&✐❛✉ M "&❛♥$❢♦&♠❡& ❧✬-♥❡&❣✐❡ -❧❡❝"&✐0✉❡ ❡♥ -♥❡&❣✐❡ ♠-❝❛♥✐0✉❡✳ ❯♥ ♠❛"-&✐❛✉ ♣✐-③♦-❧❡❝✲

"&✐0✉❡ ❡$" ❞✬❛✉"❛♥" ♣❧✉$ ❡✣❝❛❝❡ 0✉✬✐❧ ♣♦$$A❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ -❧❡❝✲

"&♦♠-❝❛♥✐0✉❡ ♣&♦❝❤❡ ❞❡ ✶✳ ▲❛ ❞-✜♥✐"✐♦♥ ❣-♥-&❛❧❡ $✬-"❛❜❧✐" M ♣❛&"✐& ❞✬✉♥ &❛♣♣♦&" ❞✬-♥❡&❣✐❡

❬✶✵❪ ✿

k =
UM√
UEUD

✭✶✳✶✵✮

❛✈❡❝ ❯M ❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥" M ❧✬-♥❡&❣✐❡ ❞✬✐♥"❡&❛❝"✐♦♥✱ ♦✉ ♠✉"✉❡❧❧❡✱ -❧❛$"♦✲❞✐-❧❡❝"&✐0✉❡ ❀ ❯E



✶✳✶ ❉#✜♥✐'✐♦♥) ✶✶

 ❡♣ #$❡♥&❡ #♥❡ ❣✐❡ #❧❛$&✐+✉❡ ❡& ❯D ❧✬#♥❡ ❣✐❡ #❧❡❝& ✐+✉❡✳

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐ ❡❝& ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❦ ♥✬❡$& ♣❛$ &♦✉❥♦✉ $ ♣♦$$✐❜❧❡ 6 ♣❛ &✐ ❞❡$ ✈❛❧❡✉ $ ❞✬#♥❡ ✲

❣✐❡ ♣❡✉ ❢❛❝✐❧❡$ 6 ♠❡$✉ ❡ ✳ ■❧ ❡$& ♣♦$$✐❜❧❡ ❞✬❡①♣ ✐♠❡ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡$ ❞✐✛# ❡♥&$

❝♦❡✣❝✐❡♥&$ ♣✐#③♦#❧❡❝& ✐+✉❡$✳ ❉❡$ ❡①❡♠♣❧❡$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧$ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥

❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ✈✐❜ ❛&✐♦♥ ❡& ❞❡ ❧❛ ❢♦ ♠❡ ❣#♦♠#& ✐+✉❡ ❞✉ ♠❛&# ✐❛✉ $♦♥& ♣ #$❡♥&#$ ✜❣✉ ❡ ✶✳✻✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✻ ✕ ❉✐✛# ❡♥&$ ♠♦❞❡$ ❞❡ ✈✐❜ ❛&✐♦♥ ❛$$♦❝✐#$ 6 ❧❛ ❢♦ ♠❡ ❣#♦♠#& ✐+✉❡ ❬✶✶❪

❯♥ ❛✉& ❡ ♣❛ ❛♠F& ❡ ♣ #$❡♥&# ❡$& ❧❡ ❢❛❝&❡✉ ❞❡ +✉❛❧✐&# ◗ ✭#+✉❛&✐♦♥ ✶✶✮✳ ■❧ ♣❡✉& J& ❡

♠❡$✉ # ♣❛ ✉♥❡ ♠❡$✉ ❡ ❞✬✐♠♣#❞❛♥❝❡ #❧❡❝& ✐+✉❡✳ ▲❛ ❢ #+✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡  #$♦♥❛♥❝❡ ❞✐✈✐$#❡



✶✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ♣✐+③♦+❧❡❝%&✐❝✐%+

♣❛" ❧❛ ❧❛"❣✉❡✉" ' ♠✐✲❤❛✉,❡✉" ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ "/0♦♥❛♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ◗✳ ❖♥ ❧❡ "❡,"♦✉✈❡

❞❛♥0 ❧✬❡①♣"❡00✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢"/:✉❡♥❝❡ ❞❡ "/0♦♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧❛♠❡ ♣✐/③♦/❧❡❝,"✐:✉❡ ❬✶✷❪✳

fn =
nv

e

(

1− 1

8Q2

)
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❛✈❡❝ fn ❞/0✐❣♥❛♥, ❧✬❤❛"♠♦♥✐:✉❡ ❝♦♥0✐❞/"/ ✭♥ ❂ ✶ ✿ ❢"/:✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥,❛❧❡✮✱ v ❧❛ ✈✐,❡00❡

❞❡ ♣"♦♣❛❣❛,✐♦♥ ❞✉ 0♦♥ ❞❛♥0 ❧❡ ♠❛,/"✐❛✉ ✭♠✴0✮✱ ❡ ❧✬/♣❛✐00❡✉" ❞❡ ❧❛ ❧❛♠❡ ✭♠✮ ❡, ◗ ❧❡

❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡ :✉❛❧✐,/✳

❈❡ ♣❛"❛♠H,"❡ ♣❡"♠❡, ❞✬❡0,✐♠❡" ❧❡0 ♣❡",❡0 ♣❛" ❢"✐❝,✐♦♥ ❞✬✉♥ "/0♦♥❛,❡✉" ❡, ❞❡ ♠❡0✉"❡"

❧✬❡✛❡, ❞✬❛♠♦",✐00❡♠❡♥, ❡♥ ❢"/:✉❡♥❝❡✳ J❧✉0 ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ◗ ❡0, /❧❡✈/✱ ♠♦✐♥0 ✐❧ ② ❛ ❞✬❛♠♦"✲

,✐00❡♠❡♥, ❡, ♣❧✉0 ❧❛ ❢"/:✉❡♥❝❡ ❞❡ "/0♦♥❛♥❝❡ "❡0,❡ 0,❛❜❧❡✳ ❈❡ ❢❛❝,❡✉" ❞❡ :✉❛❧✐,/ ❡0, ❛✛❡❝,/

♣❛" ❧❛ ♣"/0❡♥❝❡ ❞✬✐♠♣✉"❡,/0 ❛✉ 0❡✐♥ ❞✉ ♠❛,/"✐❛✉ :✉✐ ❢♦♥, ❝❤✉,❡" 0❛ ✈❛❧❡✉"✳ ▲❡0 ♠❛,/"✐❛✉①

♣"/0❡♥,❛♥, ❧❡0 ♠❡✐❧❧❡✉"0 ❝♦❡✣❝✐❡♥,0 ❞❡ :✉❛❧✐,/ 0♦♥, ❞❡0 ♠♦♥♦❝"✐0,❛✉① ❡①,"N♠❡♠❡♥, ♣✉"0✳



✶✳✷ ▲❡% ♠❛()*✐❛✉① ♣✐)③♦)❧❡❝(*✐3✉❡% ✶✸

✶✳✷ ▲❡% ♠❛()*✐❛✉① ♣✐)③♦)❧❡❝(*✐3✉❡%

■❧ ❡①✐%&❡ ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉%❡% ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥% ❜❛%1❡% %✉, ❧❡% ♣,♦♣,✐1&1% ♣✐1③♦1❧❡❝&,✐3✉❡% &❡❧❧❡%

3✉❡ ❧✬❛❧❧✉♠❡✲❣❛③✱ ❧❡ %♦♥❛,✱ ❧❡% ,1%♦♥❛&❡✉,%✱ ❧❡% ❝❛♣&❡✉,% ✭❙❆❲✱ ❛❝❝1❧1,♦♠<&,❡%✳✳✳✮✱ ❝❡,&❛✐♥%

❛❝&✐♦♥♥❡✉,% ✭♠✐❝,♦ ❡& ♥❛♥♦♣♦%✐&✐♦♥♥❡♠❡♥&✱ ❝♦♥&,?❧❡ ❞❡ ✈✐❜,❛&✐♦♥✮✱ ❞❡% ❞✐%♣♦%✐&✐❢% ❞❡ ,1❝✉✲

♣1,❛&✐♦♥ ❞✬1♥❡,❣✐❡ ♦✉ ❡♥❝♦,❡ ❧✬✐♠❛❣❡,✐❡ ✉❧&,❛ %♦♥♦,❡✳ ▲❛ ❞✐✈❡,%✐&1 ❞❡ ❝❡% ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥% ♠❡&

❡♥ ❥❡✉ ♣❧✉%✐❡✉,% &②♣❡% ❞❡ ♠❛&1,✐❛✉① ♣✐1③♦1❧❡❝&,✐3✉❡%✳

▲❡% ♠❛&1,✐❛✉① ♣✐1③♦1❧❡❝&,✐3✉❡% ♣❡✉✈❡♥& E&,❡ ❝❧❛%%1% ❡♥ ✹ ❢❛♠✐❧❧❡% ✿ ❧❡% ♣♦❧②♠<,❡%✱ ❧❡%

❝1,❛♠✐3✉❡%✱ ❧❡% ♠♦♥♦❝,✐%&❛✉① ❡& ❧❡% ♠❛&1,✐❛✉① ❜✐♦%♦✉,❝1%✳ ❈❡% ❞❡,♥✐❡,% ♣❡✉✈❡♥& E&,❡ ✐%%✉%

❞✉ ♠♦♥❞❡ ✈1❣1&❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜♦✐% ❬✶✸❪✳ ❉✬❛✉&,❡% ❢♦♥& ♣❛,&✐❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❛♥✐♠❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧❛

%♦✐❡ ❬✶✹❪ ♦✉ ❧❡% &❡♥❞♦♥% ❬✶✺❪✳ ◆♦✉% ♣,1%❡♥&❡,♦♥% ❞❡ ❢❛P♦♥ ♣❧✉% ❛♣♣,♦❢♦♥❞✐❡ ❞❛♥% ❝❡&&❡

♣❛,&✐❡ ❧❡% &,♦✐% ❛✉&,❡% &②♣❡% ❞❡ ♠❛&1,✐❛✉① ♣✐1③♦1❧❡❝&,✐3✉❡%✳ ❈❡% ❞❡,♥✐❡,% ♦♥& %❡❧♦♥ ❧❡✉,

♥❛&✉,❡ ❞❡% ❝❛,❛❝&1,✐%&✐3✉❡% ❞✐✛1,❡♥&❡% ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉%&,❡ ❧❡ &❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳ ❈❤❛3✉❡ ❣,❛♥❞❡

❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦%%<❞❡ ❞❡% ❝❛,❛❝&1,✐%&✐3✉❡% ❣1♥1,❛❧❡% ♣❛,&✐❝✉❧✐<,❡% 3✉✐ %♦♥& ❧✬❛,❣✉♠❡♥& ♣,✐♥❝✐♣❛❧

❞❡ ❧❡✉,% ✉&✐❧✐%❛&✐♦♥%✳ ▲❛ ♠✐%❡ ❡♥ ❢♦,♠❡ &,<% %✐♠♣❧❡ ❞❡% ♣♦❧②♠<,❡% ❡%& &,<% ✐♥&1,❡%%❛♥&❡✳ ▲❡%

❝1,❛♠✐3✉❡% ♣♦%%<❞❡♥& ❣1♥1,❛❧❡♠❡♥& ❞❡% ❝♦❡✣❝✐❡♥&% ♣✐1③♦1❧❡❝&,✐3✉❡% &,<% ✐♠♣♦,&❛♥&% ❡& ❧❡%

❝,✐%&❛✉① %♦♥& ❝❛,❛❝&1,✐%1% ♣❛, ✉♥ ❢❛❝&❡✉, ❞❡ 3✉❛❧✐&1 &,<% 1❧❡✈1✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ✕ ●,❛♥❞❡✉,% ❝❛,❛❝&1,✐%&✐3✉❡% ❞❡ 3✉❡❧3✉❡% ♠❛&1,✐❛✉① ♣✐1③♦1❧❡❝&,✐3✉❡% ❝♦✉,❛♥&% ✳

❚②♣❡ ▼❛&1,✐❛✉

dij kij ◗

Tlimite
❘1❢1,❡♥❝❡%

✭✶✵

−12
❈✳◆

−1
✮ ✭➦❈✮

[♦❧②♠<,❡

[❱❉❋ d11❂ ✷✸ k33❂ ✵✱✸✵ ✴ ✶✼✵✲✶✽✵ ❬✶✻❪

◆②❧♦♥✲✶✶ d31❂ ✸ ✴ ✴ ✼✵ ❬✶✷❪

❈1,❛♠✐3✉❡

[❩❚✽ d33❂ ✸✵✵ k33 ❂ ✵✱✻✹ ✶✵✵✵ ✸✵✵ ❬✶✼❪

❇❛❚✐3 d33❂ ✶✾✵ k33 ❂ ✵✱✺✵ ✸✵✵ ✶✶✺ ❬✾❪❬✶✼❪

❑◆❜❖3 d33❂ ✶✽✱✺ k33 ❂ ✵✱✹✵ ✼✻✵✵ ✹✶✼ ❬✾❪❬✶✼❪

▲✐◆❜❖3 d33 ❂ ✻ k33 ❂ ✵✱✶✻ ✶✵✵✵✵ ✶✶✺✵ ❬✶✼❪

▼♦♥♦❝,✐%&❛❧

❙✐❖2✭3✉❛,&③✮ d11❂ ✷✱✸✶ k11❂ ✵✱✵✾✷ 106 − 107 ✺✼✸ ❬✶✽❪

▲●❙

d14❂ ✵✱✼✸

k12❂ ✵✱✶✻ ✷✵✻✵✵ ✶✹✼✵ ❬✶✾❪❬✷✵❪

d11❂ ✲✻✱✶✻

❨❈❖❇ ❞26❂ ✶✵ ❦26❂ ✵✱✷✷ ✶✻✵✵✵ ✶✺✵✵ ❬✷✶❪

❉❛♥% ❧❛ %✉✐&❡ ❞❡ ❝❡&&❡ ♣❛,&✐❡✱ ♥♦✉% ♣,1%❡♥&❡,♦♥% ♣♦✉, ❝♦♠♠❡♥❝❡, ❧❡% ❝,✐%&❛✉①✱ ❡♥ &,❛✐✲

&❛♥& ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥& ❞❡% ❝,✐%&❛✉① ❛♣♣❛,&❡♥❛♥& ❛✉ ❣,♦✉♣❡ ❞✬❡%♣❛❝❡ [✸✷✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛%✐&❡✳

◆♦✉% ♥♦✉% ✐♥&1,❡%%❡,♦♥% ❡♥%✉✐&❡ ❛✉① ❝1,❛♠✐3✉❡% ❡& ♥♦✉% ✜♥✐,♦♥% ♣❛, ❧❡% ♣♦❧②♠<,❡%✳



α 2 1

α 2

β 2 4

Φ θ



GaPO4

β

3 5 14

α

3 5 14

4 3 3



✶✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ♣✐+③♦+❧❡❝%&✐❝✐%+

✶✳✷✳✷ ▲❡% ❝'(❛♠✐,✉❡%

❋✐❣✉$❡ ✶✳✾ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡+ ❢❡--♦.❧❡❝1-✐2✉❡+ ❞❡ ❝.-❛♠✐2✉❡+ ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ ❧✬.1❛1 ❞❡ ♣♦❧❛-✐+❛1✐♦♥

❬✸✹❪

▲❡+ ❝.-❛♠✐2✉❡+ ♣✐.③♦.❧❡❝1-✐2✉❡+ +♦♥1 ♣❛-♠✐ ❧❡+ ♠❛1.-✐❛✉① ♣✐.③♦.❧❡❝1-✐2✉❡+ ❧❡+ ♣❧✉+ ❡♠✲

♣❧♦②.+ ❞❛♥+ ❧✬✐♥❞✉+1-✐❡✳ ❋❛❝✐❧❡+ A ♣-♦❞✉✐-❡✱ ❡❧❧❡+ +♦♥1 ♦❜1❡♥✉❡+ ♣❛- ❢-✐11❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉❞-❡+

❞❡ ♠❛1.-✐❛✉① ♣✐.③♦.❧❡❝1-✐2✉❡+✳ ▲❡ ♠❛1.-✐❛✉ ✜♥❛❧ ❡+1 ❝♦♠♣♦+. ❞❡ ❣-❛✐♥+ ❡1 ❞❡ ❥♦✐♥1+ ❞❡

❣-❛✐♥+ ✭✜❣✉-❡ ✶✳✾✮✳ ❯♥❡ ♦-✐❡♥1❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛-✐+❛1✐♦♥ ❞❡+ ❣-❛✐♥+ ❡+1 ♥.❝❡++❛✐-❡ ♣♦✉- 2✉❡

❧❛ ❝.-❛♠✐2✉❡ +♦✐1 ♣✐.③♦.❧❡❝1-✐2✉❡ ❀ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞❡ ♠❛1.-✐❛✉① ♠❛++✐❢+✱ ✉♥❡ ♣♦❧❛-✐+❛1✐♦♥ -.❛✲

❧✐+.❡ ♣❛- ❧✬❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣ .❧❡❝1-✐2✉❡ ✐♥1❡♥+❡ ✭♣❧✉+✐❡✉-+ ❦❱✴♠♠✮✱ ♣❡-♠❡1 ❞✬♦-✐❡♥1❡-

❧❛ ♣♦❧❛-✐+❛1✐♦♥ ❞❡+ ❣-❛✐♥+ ❞❡ ❧❛ ❝.-❛♠✐2✉❡ ❞❛♥+ ✉♥❡ ❞✐-❡❝1✐♦♥ ♣-.❢.-❡♥1✐❡❧❧❡✳ ▲❡+ ♠❛1.✲

-✐❛✉① ♣✐.③♦.❧❡❝1-✐2✉❡+ .1❛♥1 ❛♥✐+♦1-♦♣❡+✱ ❧❡✉-+ ♣-♦♣-✐.1.+ +♦♥1 ❞.♣❡♥❞❛♥1❡+ ❞❡ ❧❛ ❞✐-❡❝✲

1✐♦♥✳ ▲✬♦-✐❡♥1❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛-✐+❛1✐♦♥ ❡+1 ❞♦♥❝ 1-O+ ✐♠♣♦-1❛♥1❡ ♣✉✐+2✉❡ 2✉✬❡❧❧❡ ❞.1❡-♠✐♥❡

❧❡+ ❝❛-❛❝1.-✐+1✐2✉❡+ ♠.❝❛♥✐2✉❡+ ❡1 ♣✐.③♦.❧❡❝1-✐2✉❡+ ❞❡ ❧❛ ❝.-❛♠✐2✉❡✳

▲❡+ ♣.-♦✈+❦✐1❡+ ❡1 ❡♥ ♣❛-1✐❝✉❧✐❡- ❇❛❚✐❖3 ♦♥1 .1. ❧❡+ ♣-❡♠✐O-❡+ ❝.-❛♠✐2✉❡+ ♣✐.③♦.❧❡❝✲

1-✐2✉❡+ A ❛✈♦✐- .1. ♣-♦❞✉✐1❡+ A ❧❛ ✜♥ ❞❡+ ❛♥♥.❡+ ✹✵✳ ❉✬❛✉1-❡+ ❝♦♠♣♦+.+ +♦♥1 ✉1✐❧✐+.+ ♣♦✉-

❧❡✉-+ ♣-♦♣-✐.1.+ ♣✐.③♦.❧❡❝1-✐2✉❡+ 1❡❧+ 2✉❡ ▲✐◆❜❖3 ♦✉ ❑◆❜❖3✳

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡+ W❩❚✱ W❜✭❩-x❚✐1−x✮❖3✱ ❡+1 ❛✉++✐ ❞❡ 1②♣❡ ♣.-♦✈+❦✐1❡✳ ❈❡ +♦♥1 ❧❡+ ❝♦♠♣♦+.+

❝.-❛♠✐2✉❡+ ❧❡+ ♣❧✉+ -.♣❛♥❞✉+ ❞❛♥+ ❧✬✐♥❞✉+1-✐❡ ♣✐.③♦.❧❡❝1-✐2✉❡✳ ❖♥ -❡1-♦✉✈❡ ❞❡+ W❩❚ ❞❛♥+

❞❡+ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥+ 1-O+ ❞✐✈❡-+❡+ 1❡❧❧❡+ 2✉❡ ❞❡+ ♣❡1✐1+ ♠♦1❡✉-+ ❬✸✺❪✱ ❞❡+ ♣❡1✐1+ ❣.♥.-❛1❡✉-+

❬✸✻❪ ♦✉ ❡♥❝♦-❡ ❞❡+ ❝❛♣1❡✉-+ ❞❡ ♣-❡++✐♦♥ ❬✸✼❪✳ ▲❡+ W❩❚ +♦♥1 1-O+ -.♣❛♥❞✉❡+ ❞✉ ❢❛✐1 ❞❡ ❧❡✉-+

❝♦❡✣❝✐❡♥1+ ♣✐.③♦.❧❡❝1-✐2✉❡+ 1-O+ ✐♠♣♦-1❛♥1+ ♠❛✐+ +♦♥1 ♥.❛♥♠♦✐♥+ -❡❧❛1✐✈❡♠❡♥1 ❧✐♠✐1.+ ♣♦✉-

❞❡+ ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥+ A ❤❛✉1❡ 1❡♠♣.-❛1✉-❡✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❧❡✉- 1❡♠♣.-❛1✉-❡ ❧✐♠✐1❡ ❞✬✉1✐❧✐+❛1✐♦♥ ❡+1
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❞✬❡♥✈✐%❛❣❡1 ❞❡% ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥% %♣,❝✐✜C✉❡%✳

✷✺



✷✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▲❛ ❧❛♥❣❛.✐%❡

✷✳✶ ❙$%✉❝$✉%❡

▲❛ ❧❛♥❣❛%✐'❡ ▲❛3●❛5❙✐❖14 ❝-✐%'❛❧❧✐%❡ ❞❛♥% ❧❡ %②%'0♠❡ '-✐❣♦♥❛❧✱ ❣-♦✉♣❡ ❞✬❡%♣❛❝❡ /✸✷✶

❛✈❡❝ ❧❡% ♣❛-❛♠0'-❡% ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ %✉✐✈❛♥'% ✿ ❛❂✽✱✶✼✻✭✹✮ ➴✱ ❝❂✺✱✶✵✽✭✸✮ ➴✱ ❱❂✷✾✺✱✼✭✶✮ ➴

3
✱ ❩❂✶

❬✹✺❪✳ ❈❡ ❣-♦✉♣❡ ❞✬❡%♣❛❝❡ ♥♦♥✲❝❡♥'-♦%②♠N'-✐O✉❡ ❧✉✐ ❝♦♥❢0-❡ ❞❡% ♣-♦♣-✐N'N% ♣✐N③♦N❧❡❝'-✐O✉❡%✳

▲❛ -❡♣-N%❡♥'❛'✐♦♥ ❞✉ ❣-♦✉♣❡ /✸✷✶✱ ❡①'-❛✐'❡ ❞❡% '❛❜❧❡% ✐♥'❡-♥❛'✐♦♥❛❧❡% ❞❡ ❝-✐%'❛❧❧♦✲

❣-❛♣❤✐❡ ❡%' ❞♦♥♥N❡ ❡♥ ✜❣✉-❡ ✷✳✶✳ ▲❡ %❝❤N♠❛ ❡♥ ❤❛✉' V ❣❛✉❝❤❡ ♠♦♥'-❡ O✉❡ ❧❛ %'-✉❝'✉-❡

♣-N%❡♥'❡ ✉♥ ❛①❡ ❞✬♦-❞-❡ ✸ ♣❛-❛❧❧0❧❡ V ❧✬❛①❡

−→c ✳ ▲❛ %'-✉❝'✉-❡ ♣♦%%0❞❡ N❣❛❧❡♠❡♥' ✸ ❛①❡%

❞✬♦-❞-❡ ✷ ♣❛-❛❧❧0❧❡% ❛✉① ❞✐-❡❝'✐♦♥% ❬✶✵✵❪✱ ❬✵✶✵❪ ❡' ❬11✵❪✳

▲❡ %❝❤N♠❛ ❡♥ ❤❛✉' V ❞-♦✐'❡ -❡♣-N%❡♥'❡ ❧❡% ♣♦%✐'✐♦♥% ❣N♥N-❛❧❡% NO✉✐✈❛❧❡♥'❡% ♦❜'❡♥✉❡%

♣❛- ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% %②♠N'-✐❡% ❞✉ ❣-♦✉♣❡ ❞✬❡%♣❛❝❡✳ ■❧ ② ❛ ✻ ♣♦%✐'✐♦♥% NO✉✐✈❛❧❡♥'❡% ♣♦✉- ❝❡

❣-♦✉♣❡ ❀ ❡❧❧❡% %♦♥' ❧✐%'N❡% ❛✉ ❜❛% ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✶✳

▲✬♦-❣❛♥✐%❛'✐♦♥ ❝-✐%'❛❧❧✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛%✐'❡ ♣❡-♠❡' ❞✬N❝-✐-❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦%N ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦-♠✉❧❛'✐♦♥

A3BC3D2O14✳ ▲❡% ❧❡''-❡% ❆✱ ❇✱ ❈ ❡' ❉ -❡♣-N%❡♥'❡♥' ❧❡% ❝❛'✐♦♥% ❧♦❝❛❧✐%N% ❞❛♥% ❞✐✛N-❡♥'%

%✐'❡% ❝-✐%'❛❧❧♦❣-❛♣❤✐O✉❡%✳

❆✐♥%✐✱ ❧❛ ❧❡''-❡ ❆ ❝♦--❡%♣♦♥❞ ❛✉① ❝❛'✐♦♥% ❞❡ ❧❛♥'❤❛♥❡ ✭▲❛

3+
✮ %✐'✉N% ❡♥ ♣♦%✐'✐♦♥ %♣N❝✐❛❧❡

✸❡ %✉- ✉♥ ❛①❡ ✷✳ ▲❡% ❝❛'✐♦♥% ❞❡ ❧❛♥'❤❛♥❡ ♣♦%%0❞❡♥' ✉♥ ❡♥✈✐-♦♥♥❡♠❡♥' ❞N❝❛N❞-✐O✉❡ ❝♦♠♣♦%N

❞❡ ✽ ❛'♦♠❡% ❞✬♦①②❣0♥❡✳

▲❛ ❧❡''-❡ ❇ ❝♦--❡%♣♦♥❞ V ✉♥ ❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❣❛❧❧✐✉♠ ✭●❛

3+
✮ %✐'✉N% ❡♥ ♣♦%✐'✐♦♥ ✶❛ V ❧✬✐♥'❡-✲

%❡❝'✐♦♥ ❞❡% ❛①❡% ✷ ❡' ✸✳ ▲❡% ❝❛'✐♦♥% ♣♦%%0❞❡♥' ✉♥ ❡♥✈✐-♦♥♥❡♠❡♥' ♦❝'❛N❞-✐O✉❡ ❝♦♥%'✐'✉N ❞❡

✻ ❛'♦♠❡% ❞✬♦①②❣0♥❡✳

▲❛ ❧❡''-❡ ❈ ❝♦--❡%♣♦♥❞ V ✸ ❝❛'✐♦♥% ❞❡ ❣❛❧❧✐✉♠ ✭●❛

3+
✮ %✐'✉N% ❡♥ ♣♦%✐'✐♦♥ %♣N❝✐❛❧❡ ✸❢ %✉-

✉♥ ❛①❡ ✷✳ ▲❡% ✸ ❝❛'✐♦♥% ❞❡ ❣❛❧❧✐✉♠ ♣♦%%0❞❡♥' ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❝♦♦-❞✐♥❛'✐♦♥ ❞❡ ✹✱ ❡' %♦♥' ❡♥

❡♥✈✐-♦♥♥❡♠❡♥' 'N'-❛N❞-✐O✉❡✳

▲❛ ❧❡''-❡ ❉ ❝♦--❡%♣♦♥❞ V ✷ ❝❛'✐♦♥%✱ ✉♥ ❞❡ ❣❛❧❧✐✉♠ ✭●❛

3+
✮ ❡' ✉♥ ❞❡ %✐❧✐❝✐✉♠ ✭❙✐

4+
✮ %❡

♣❛-'❛❣❡❛♥' ❞❡ ❢❛]♦♥ ❛❧N❛'♦✐-❡ ❧❡ %✐'❡ ✷❞✳ ❈❡% ❝❛'✐♦♥% %❡ '-♦✉✈❡♥' ❛✉%%✐ ❡♥ ❡♥✈✐-♦♥♥❡♠❡♥'

'N'-❛N❞-✐O✉❡✳

▲❡% ♣♦❧②0❞-❡% %♦♥' ♣-N%❡♥'N% ❞❛♥% ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛%✐'❡ %✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✷✳ ▲❛ ❝♦-✲

-❡%♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥'-❡ ❝❤❛O✉❡ ❧❡''-❡✱ ❛'♦♠❡✱ %✐'❡ ❡' ♣♦%✐'✐♦♥ ❣N♥N-❛❧❡ ❡%' ♣-N%❡♥'N❡ ❞❛♥% ❧❡

'❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✳



✷✳✶ ❙$%✉❝$✉%❡ ✷✼

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ●%♦✉♣❡ ❞✬❡,♣❛❝❡ )✸✷✶✱ ❡①2%❛✐2 ❞❡, 2❛❜❧❡, ✐♥2❡%♥❛2✐♦♥❛❧❡, ❞❡ ❝%✐,2❛❧❧♦❣%❛♣❤✐❡



✷✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▲❛ ❧❛♥❣❛.✐%❡

✭❛✮ #♦❧②'❞)❡ ❆ ❝♦♥.❡♥❛♥. ❧❡ ❝❛.✐♦♥ ❧❛♥.❤❛♥❡

▲❛

3+

✭❜✮ #♦❧②'❞)❡ ❇ ❝♦♥.❡♥❛♥. ✉♥ ❝❛.✐♦♥ ❣❛❧❧✐✉♠

●❛

3+

✭❝✮ #♦❧②'❞)❡ ❈ ❝♦♥.❡♥❛♥. ✉♥ ❝❛.✐♦♥ ❣❛❧✲

❧✐✉♠ ●❛

3+

✭❞✮ #♦❧②'❞)❡ ❉ ❝♦♥.❡♥❛♥. ❛❧.❡)♥❛.✐✈❡♠❡♥.

✉♥ ❝❛.✐♦♥ ❣❛❧❧✐✉♠ ●❛

3+
♦✉ ✉♥ ❝❛.✐♦♥ <✐❧✐✲

❝✐✉♠ ❙✐

4+

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❙❝❤&♠❛ )❡♣)&,❡♥.❛♥. ❧❡, ❞✐✛&)❡♥., .②♣❡, ❞❡ ♣♦❧②5❞)❡ ❞❡ ❝♦♦)❞✐♥❛.✐♦♥

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ✕ :♦,✐.✐♦♥, ❞❡, ❛.♦♠❡, ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛,✐.❡ ❞❛♥, ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❝)✐,.❛❧❧✐♥❡ /✸✷✶ ❬✹✺❪

▲❡..)❡ ❆.♦♠❡ ❙✐.❡ ❙②♠&.)✐❡ ❞✉ ,✐.❡ ❈♦♦)❞♦♥♥&❡,

❆ ▲❛ ✸❡ ✳✷✳ ✭✵✱✹✶✽✼✹✱ ✵✳✵✱ ✵✳✵✮

❇ ●❛ ✶❛ ✸✷✳ ✭✵✳✵✱ ✵✳✵✱ ✵✳✵✮

❈ ●❛ ✸❢ ✳✷✳ ✭✵✱✼✻✺✸✵✱ ✵✳✵✱

1/2✮
❉ ●❛✱ ❙✐ ✷❞ ✸✳✳ ✭

1/3✱ 2/3✱ ✵✱✹✻✽✷✵✮
❖ ❖1 ✷❞ ✸✳✳ ✭

1/3✱ 2/3✱ ✵✱✽✵✸✵✵✮
❖ ❖2 ✻❣ ✶ ✭✵✱✹✻✺✷✱ ✵✱✸✶✶✻✱ ✵✱✻✽✹✵✮

❖ ❖3 ✻❣ ✶ ✭✵✱✷✷✷✵✱ ✵✱✵✽✵✷✱ ✵✱✷✸✼✻✮

▲❛ ❧❛♥❣❛,✐.❡ ♣♦,,5❞❡ ✉♥❡ ,.)✉❝.✉)❡ .)✐❞✐♠❡♥,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❛❝.❡ ✭❉①❂✺✱✼✶✸ ❣✳❝♠

−1
✮✳

❈❡..❡ ,.)✉❝.✉)❡ ♣❡✉. R.)❡ ❞&❝)✐.❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥. ❛❧.❡)♥❛.✐❢ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡., ,❡❧♦♥ ❧✬❛①❡

~c ❡. ,✐.✉&, ❛✉① ❝♦.❡, ③❂✵ ❡. ③❂

1/2✳ ❆✐♥,✐ ✉♥ ♣)❡♠✐❡) ❢❡✉✐❧❧❡. ❞❡ ♣♦❧②5❞)❡, ❆ ❡. ❇ ,❡ ,✐.✉❡ U

③❂✵ ✭✜❣✉)❡ ✷✳✸❛✮ .❛♥❞✐, W✉✬✉♥ ,❡❝♦♥❞ ❢❡✉✐❧❧❡. U ③❂

1/2 ❝♦♥.✐❡♥. ❧❡, ♣♦❧②5❞)❡, ❈ ❡. ❉ ✭✜❣✉)❡

✷✳✸❜✮✳ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✺ ♣)&,❡♥.❡ ✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥. ❞❡ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❡,✳ ▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ,.)✉❝.✉)❡

❡,. )❡♣)&,❡♥.& ♣❛) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✹



✷✳✶ ❙$%✉❝$✉%❡ ✷✾

✭❛✮ ❋❡✉✐❧❧❡( ❝♦♠♣♦-. ❞❡- ♣♦❧②1❞2❡- ❆ ❡( ❇

✭❜✮ ❋❡✉✐❧❧❡( ❝♦♠♣♦-. ❞❡- ♣♦❧②1❞2❡- ❈ ❡( ❉

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ❋❡✉✐❧❧❡)* ❝♦♠♣♦*❛♥) ❧❛ ❧❛♥❣❛*✐)❡



✸✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▲❛ ❧❛♥❣❛.✐%❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥+ ❞❡ ✷ ❢❡✉✐❧❧❡+) ❆ ❡+ ❇✱ ❧❡) ♣♦❧②9❞'❡) ❞✉

❧❛♥+❤❛♥❡ ♥❡ )♦♥+ ♣❛) '❡♣'()❡♥+() ♣♦✉' ❢❛❝✐❧✐+❡' ❧✬♦❜)❡'✈❛+✐♦♥

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ❱✉❡ ❡♥ ♣❡')♣❡❝+✐✈❡ ❞✬✉♥ ❡♠♣✐❧❡♠❡♥+ ❞❡) ❢❡✉✐❧❧❡+) ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛)✐+❡ )❡❧♦♥ ❧✬❛①❡

−→c ✱ ❧❡) ♣♦❧②9❞'❡) ❞✉ ❧❛♥+❤❛♥❡ ♥❡ )♦♥+ ♣❛) '❡♣'()❡♥+() ♣♦✉' ❢❛❝✐❧✐+❡' ❧✬♦❜)❡'✈❛+✐♦♥



✷✳✷ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡* ❧❛♥❣❛*✐-❡* ✸✶

✷✳✷ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡* ❧❛♥❣❛*✐-❡*

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡( ❧❛♥❣❛(✐+❡( ,❡❣,♦✉♣❡ ❞❡( ❝♦♠♣♦(1( ❛♣♣❛,+❡♥❛♥+ ❛✉ ❣,♦✉♣❡ ❞✬❡(♣❛❝❡
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❣❛*✐'❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥ *✉. ❧❡* *②♥'❤)*❡* C ❜❛*❡ ❞❡ ♣./❝✉.*❡✉.* ♥✐'.❛'❡* ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✹ ❙②♥%❤12❡ 4 ❜❛2❡ ❞❡ ♣&8❝✉&2❡✉&2 ❛❝8%②❧❛❝8%♦♥❛%❡2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✹✳✶ ❙②♥'❤)*❡ ❡' ❝❛.❛❝'/.✐*❛'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✹✳✷ ❚.❛✐'❡♠❡♥'* '❤❡.♠✐<✉❡* *♦✉* ❛'♠♦*♣❤).❡* ✐♥❡.'❡ ❡' ./❞✉❝'.✐❝❡ ✳ ✾✷

✹✳✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥ *✉. ❧❡* '.❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❧❡* ♣./❝✉.*❡✉.* ❛❝/'②❧❛❝/'♦♥❛'❡* ✾✸

✹✳✺ ❘8❝❛♣✐%✉❧❛%✐❢ ❞❡2 2②♥%❤12❡2 ❡% ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✸



✺✹ ❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❙②♥%❤-.❡. ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛.✐%❡ ▲❛3●❛5❙✐❖14 ♣❛& ✈♦✐❡ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❞♦✉❝❡

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲❡ "❡#♠❡ ✓ ❝❤✐♠✐❡ ❞♦✉❝❡ ✔ ❡-" ❡♠♣#✉♥"0 1 ❧✬❡①♣#❡--✐♦♥ ✉"✐❧✐-0❡ ♣❛# ❏❛❝7✉❡- ▲✐✈❛❣❡✱ ❞❛♥-

✉♥ ❛#"✐❝❧❡ ❞✉ ❥♦✉#♥❛❧ ▲❡ ▼♦♥❞❡ ❞✉ ✷✻ ♦❝"♦❜#❡ ✶✾✼✼✳ ❈❡""❡ ✐❞0❡ ❡-" ✐--✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜-❡#✈❛"✐♦♥

❞❡ ❝❡ 7✉✐ -❡ ♣❛--❡ ❞❛♥- ❧❛ ♥❛"✉#❡✳ ❉❡- F"#❡- ✈✐✈❛♥"- ✉"✐❧✐-❡♥" ❞❡- ♠0"❤♦❞❡- ♦#✐❣✐♥❛❧❡- ♣♦✉#

❧❛ -②♥"❤H-❡ ❞❡ ♠❛"0#✐❛✉①✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❝♦✉#❛♠♠❡♥" ❝✐"0 ❝♦♥❝❡#♥❡ ❧❡- ❞✐❛"♦♠0❡-✳ ❈❡ -♦♥"

❞❡- ♠✐❝#♦❛❧❣✉❡- ✉♥✐❝❡❧❧✉❧❛✐#❡- ❝❛♣❛❜❧❡- ❞❡ ♣#♦❞✉✐#❡ ✉♥❡ ❝❛#❛♣❛❝❡ ♣♦#❡✉-❡ ❡♥ -✐❧✐❝❡ 1 ♣❛#"✐#

❞❡- -❡❧- ❞✐--♦✉- ❞❛♥- ❧✬❡❛✉✳ ➚ ♣❛#"✐# ❞❡ ❝❡ "②♣❡ ❞✬♦❜-❡#✈❛"✐♦♥-✱ ❧✬✐❞0❡ ❞❡ -②♥"❤0"✐-❡# ❞❡-

❝♦♠♣♦-0- ♦①②❞❡- ❡♥ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❛"♠♦-♣❤0#✐7✉❡ -✬❡-" ❞0✈❡❧♦♣♣0❡✳ ▲❡ ♣#♦❝0❞0 -♦❧✲❣❡❧ ❡-" ❧✬✉♥❡

❞❡- ✈♦✐❡- ❞❡ -②♥"❤H-❡ ♣❛# ❝❤✐♠✐❡ ❞♦✉❝❡✳

▲❛ "❡❝❤♥✐7✉❡ -♦❧✲❣❡❧ ❡-" ✉♥ ♣#♦❝0❞0 ❞✬0❧❛❜♦#❛"✐♦♥ ❞❡ ♠❛"0#✐❛✉① ♣❡#♠❡""❛♥" ❧❛ -②♥"❤H-❡

❞❡ ✈❡##❡-✱ ❞❡ ❝0#❛♠✐7✉❡- ❡" ❞❡ ❝♦♠♣♦-0- ❤②❜#✐❞❡- ♦#❣❛♥♦✲♠✐♥0#❛✉①✳ ❊❧❧❡ ♣❡#♠❡" ❞❡ #0❛❧✐-❡#

❞❡- ❝♦✉❝❤❡- ♠✐♥❝❡- ❝♦♥-"✐"✉0❡- ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥"- ❞❡ ♥❛♥♦♣❛#"✐❝✉❧❡- ❞✬♦①②❞❡- ♠0"❛❧❧✐7✉❡-✳ ❈❡

♣#♦❝0❞0 -✬❡✛❡❝"✉❡ ❞❛♥- ❞❡- ❝♦♥❞✐"✐♦♥- ❞♦✉❝❡-✱ ❝✬❡-" 1 ❞✐#❡ 1 ❞❡- "❡♠♣0#❛"✉#❡- ♥❡""❡♠❡♥"

♣❧✉- ❜❛--❡- 7✉❡ ❝❡❧❧❡- ❞❡- ✈♦✐❡- ❝❧❛--✐7✉❡- ❞❡ -②♥"❤H-❡✳ ❈❡- ❝♦♥❞✐"✐♦♥- ♦✛#❡♥" ❧❛ ♣♦--✐❜✐✲

❧✐"0 ❞✬❛--♦❝✐❡# ❞❡- ❡-♣H❝❡- ♦#❣❛♥✐7✉❡- ❡" ♠✐♥0#❛❧❡- ♣♦✉# ❢♦#♠❡# ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡- ❢❛♠✐❧❧❡- ❞❡

❝♦♠♣♦-0- ❤②❜#✐❞❡- ♦#❣❛♥♦✲♠✐♥0#❛✉①✱ ♣♦--0❞❛♥" ❞❡- ♣#♦♣#✐0"0- ✐♥0❞✐"❡-✳

▲❛ -②♥"❤H-❡ -♦❧✲❣❡❧ ❡-" ❣0♥0#❛❧❡♠❡♥" #0❛❧✐-0❡ 1 ♣❛#"✐# ❞❡ ♠♦❧0❝✉❧❡- ❞✬❛❧❝♦①②❞❡- ♠0✲

"❛❧❧✐7✉❡- ❞❡ ❢♦#♠✉❧❡ M(OR)n ❛✈❡❝ ♣❛# ❡①❡♠♣❧❡ ▼ ❂ ❙✐ ❡" ❘ ✉♥ ❣#♦✉♣❡♠❡♥" ♦#❣❛♥✐7✉❡

❬✶✵✶❪✳ ❈❡- ♠♦❧0❝✉❧❡- -✉❜✐--❛♥" ❞❡- #0❛❝"✐♦♥- ❞✬❤②❞#♦❧②-❡ ❡" ❞❡ ❝♦♥❞❡♥-❛"✐♦♥ ❢♦#♠❡♥" ✉♥❡

-✉-♣❡♥-✐♦♥ ❝♦❧❧♦S❞❛❧❡ ❞✬♦❧✐❣♦♠H#❡- ❝♦♥-"✐"✉❛♥" ❧❡ ✓ -♦❧ ✔✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥" ❞❡- #0❛❝"✐♦♥-

❞✬❤②❞#♦❧②-❡ ❡" ❞❡ ❝♦♥❞❡♥-❛"✐♦♥✱ ❧❛ "❛✐❧❧❡ ❞❡- ❛♠❛- ♣♦❧②♠0#✐7✉❡- ❝#♦✐"✱ ❛✉❣♠❡♥"❛♥" ❛✐♥-✐ ❧❛

✈✐-❝♦-✐"0 ❥✉-7✉✬1 ❞❡✈❡♥✐# ✐♥✜♥✐❡ ❀ ♦♥ ♦❜"✐❡♥" ❛❧♦#- ✉♥ ❣❡❧✳ ❖♥ ✉"✐❧✐-❡ ❣0♥0#❛❧❡♠❡♥" ❝♦♠♠❡

-♦❧✈❛♥" ❛❧❝♦♦❧✐7✉❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❧✐❣❛♥❞ ✕❖❘ ❞❡ ❧✬❛❧❝♦①②❞❡✱ ❛✜♥ ❞✬0✈✐"❡# ❞✬0✈❡♥"✉❡❧❧❡- #0❛❝✲

"✐♦♥- ❡♥"#❡- ❧❡- ❞✐✛0#❡♥"- ❝♦♠♣♦-❛♥"- -✉-❝❡♣"✐❜❧❡- ❞❡ ♠♦❞✐✜❡# ❧❡- ❝✐♥0"✐7✉❡- ❞❡ #0❛❝"✐♦♥✳

▲❛ #0❛❝"✐♦♥ ❞✬❤②❞#♦❧②-❡ ❞❡- ❣#♦✉♣❡♠❡♥"- ▼✭❖❘✮n ♣❛# ❛❞❞✐"✐♦♥ ❞✬❡❛✉ ❝♦♥❞✉✐-❛♥" 1 ❧❛

❢♦#♠❛"✐♦♥ ❞❡ ❣#♦✉♣❡ ❤②❞#♦①②❧ ▼✲❖❍ ❛✐♥-✐ 7✉✬1 ✉♥❡ ♣#♦❞✉❝"✐♦♥ ❞✬❛❧❝♦♦❧ ❘❖❍ ❡-" ♣#0-❡♥"0❡

❝✐✲❞❡--♦✉-✳

M(OR)n +H2O −→M(OH)(OR)n−1 +ROH

▲❛ ❢♦#♠❛"✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣#♦✉♣❡ ❤②❞#♦①②❧✱ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉# ♥✉❝❧0♦♣❤✐❧❡ 7✉❡ ❧❡ ❣#♦✉♣❡ ❛❧❝♦①②❞❡✱

♣❡#♠❡" ❧✬✐♥✐"✐❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞❡♥-❛"✐♦♥✳ ▲❡- #0❛❝"✐♦♥- ❞❡ ❝♦♥❞❡♥-❛"✐♦♥ ♣❡#♠❡""❡♥" ❧❛ ❢♦#✲

♠❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✐❛✐-♦♥- ▼✲❖✲▼ ♦✉ ▼✲❖❍✲▼ ❡" ❝♦♥-"#✉✐-❡♥" ❛✐♥-✐ ♣#♦❣#❡--✐✈❡♠❡♥" ❧❡ #0-❡❛✉

❞❡ ❧✬♦①②❞❡ ♠0"❛❧❧✐7✉❡✳ ■❧ ❡①✐-"❡ ✷ "②♣❡- ❞❡ #0❛❝"✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞❡♥-❛"✐♦♥✱ ✐❧- -♦♥" ♣#0-❡♥"0-

❝✐✲❞❡--♦✉- ❬✶✵✷❪✳

M(OR)n−1(OH) +M(OR)n−1(OR) −→ (RO)n−1M −O −M(OR)n−1 +ROH

✭❛❧❝♦①♦❧❛"✐♦♥✮



✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✺✺

M(OR)n−1(OH)+M(OR)n−1(OH) −→ (RO)n−1M −O−M(OR)n−1+H2O ✭♦①♦❧❛%✐♦♥✮

M(OR)n−1(OH2) +M(OR)n−1(OH2) −→ (RO)n−1M −O(H)−M(OR)n−1 +H3O
+

✭♦❧❛%✐♦♥✮

)♦✉+ ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉① ♠0%❛✉①✱ ❧❡2 ❛❧❝♦①②❞❡2 ♥❡ 2♦♥% ♣❛2 ❞✐2♣♦♥✐❜❧❡2✳ ❉❡2 2❡❧2 ♠0%❛❧❧✐8✉❡2

%❡❧2 8✉❡ ❞❡2 ♥✐%+❛%❡2 ♦✉ ❞❡2 ❝❤❧♦+✉+❡2 2♦♥% ❛❧♦+2 ✉%✐❧✐202✳ ❖♥ ♣❛+❧❡ ❞❛♥2 ❝❡ ❝❛2 ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡

✐♦♥✐8✉❡✳

▲❛ %❛✐❧❧❡ ❞❡2 ♣❛+%✐❝✉❧❡2 ❞✉ ✓ 2♦❧ ✔ ❡% ❧❡✉+ 2%+✉❝%✉+❡ ❞0♣❡♥❞❡♥% ❞✉ ♣❍ ❡% ❞✉ +❛♣♣♦+% ❞✬❤②✲

❞+♦❧②2❡ Rw = [H2O]
Si(OR)4

❬✶✵✸❪✳ ▲❛ ♠✐❝+♦2%+✉❝%✉+❡ ❞❡2 ❣❡❧2 ❡2% ❛✉22✐ %+H2 ❢♦+%❡♠❡♥% ❞0♣❡♥❞❛♥%❡

❞✉ ♣❍✳

▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡ ❝❡2 %+❛✈❛✉① ❡2% ❧❛ ❢♦+♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡2 ♠✐♥❝❡2 ❞❡ ❧❛♥❣❛2✐%❡✳ ▲❛ %❡❝❤♥✐8✉❡

+❡%❡♥✉❡ ❡2% ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ ❞♦✉❝❡ ♥♦✉2 ♣❡+♠❡%%❛♥% ❞✬❡♥✈✐2❛❣❡+ ❞❡2 ❞0♣K%2 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠✐2❡ ❡♥

L✉✈+❡ 2✐♠♣❧❡✳ ▲✬0%✉❞❡ ♣+02❡♥%0❡ ❞❛♥2 ❝❡ ❝❤❛♣✐%+❡ ❝♦♥❝❡+♥❡ ❧❛ ♠✐2❡ ❛✉ ♣♦✐♥% ❞✬✉♥❡ 2♦❧✉%✐♦♥

❝♦♥❞✉✐2❛♥% M ❧❛ ❢♦+♠❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛2❡ ❧❛♥❣❛2✐%❡ ♣✉+❡✳ ▲❛ 2♦❧✉%✐♦♥ ❞♦✐% N%+❡ 2%❛❜❧❡ ❞❛♥2 ❧❡

%❡♠♣2✱ ❡% ♣+02❡♥%❡+ ✉♥❡ ❝❡+%❛✐♥❡ ✈✐2❝♦2✐%0 ♣♦✉+ ♣❡+♠❡%%+❡ ❧❛ ❢♦+♠❛%✐♦♥ ✉❧%0+✐❡✉+❡ ❞❡ ✜❧♠2✳
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✸✵✵➦❈ ❡- ✹✵✵➦❈✳ ❯♥❡ ♣)❡♠✐G)❡ ❜❛♥❞❡ ♥♦-4❡ ❆1 7 ✸✼✵✵ ❝♠
−1
❡0- ♣)40❡♥-❡ ♣♦✉) ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0
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❆..3✐❜✉.✐♦♥ ❘7❢❡3❡♥❝❡

✭❝♠

−1
✮ ✭❝♠

−1
✮

❛ ✸✼✵✵ ❆1 ✸✼✵✵ ❖❍ ❬✶✵✹❪
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❞✬✉♥ ♣❛❧✐❡$ ❞❡ ✷ ❤ D ❝❡++❡ +❡♠♣*$❛+✉$❡✳
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✐❞❡♥'✐✜1 ❝♦♠♠❡ 1'❛♥' ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❝ ✐"'❛❧❧✐"❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛"✐'❡ ❛""♦❝✐1 ( ✉♥❡ ♣❡ '❡ ❞❡ ♠❛""❡

❞❡ ✽✪✳ ❊♥ ❡✛❡' ❧✬❛♥❛❧②"❡ ♣❛ ❞✐✛ ❛❝'✐♦♥ ❞❡"  ❛②♦♥" ❳  1✈5❧❡ ❧❡ ❝❛ ❛❝'5 ❡ ❛♠♦ ♣❤❡ ❞❡ ❧❛

♣♦✉❞ ❡  ❡❝✉✐'❡ ( ✼✵✵➦❈ '❛♥❞✐" >✉❡ ❧❛ ♣♦✉❞ ❡  ❡❝✉✐'❡ ( ✽✵✵➦❈ ❡"' ♣❛ ❢❛✐'❡♠❡♥' ❝ ✐"'❛❧❧✐"1❡

❡' ❝♦  ❡"♣♦♥❞ ( ✉♥❡ ♣❤❛"❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛"✐'❡ ♣✉ ❡✳ ❉✬❛♣ 5" ❧❛ ♠❡"✉ ❡ ❞❡ "♣❡❝' ♦♠1' ✐❡ ❞❡ ♠❛""❡✱

❧❛ ❝ ✐"'❛❧❧✐"❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛"✐'❡ "❡ ❢❛✐' ❛✈❡❝ ✉♥ ❞1❣❛❣❡♠❡♥' ✐♠♣♦ '❛♥' ❞❡ ❈❖2 ❡' ❞✬✉♥ ♣❡✉

❞❡ ❈❖✱ 1❧✐♠✐♥❛♥' ❛✐♥"✐ ❧❡" ❝❛ ❜♦♥❛'❡" ✐""✉" ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✉"'✐♦♥ ❞❡" ❧✐❣❛♥❞" ♦ ❣❛♥✐>✉❡"✳
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❞✉ ❧✐;✉✐❞❡ ♦❜/❡♥✉ 2 ✶✵✵➦❈ ♣❡#♠❡/ ❞✬✐❞❡♥/✐✜❡# ✉♥✐;✉❡♠❡♥/ ❧❛ ♣#-&❡♥❝❡ ❞✉ ♣♦❧②-/❤②❧6♥❡
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✹✳✹✳✷ ❚$❛✐'❡♠❡♥'+ '❤❡$♠✐-✉❡+ +♦✉+ ❛'♠♦+♣❤1$❡+ ✐♥❡$'❡ ❡' $2❞✉❝✲

'$✐❝❡

◆♦✉# ❛✈♦♥# '(✉❞✐' ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡# ❛(♠♦#♣❤34❡#✱ ✐♥❡4(❡ ♦✉ 4'❞✉❝(4✐❝❡✱ ♣♦✉4 ❧❡# (4❛✐(❡✲

♠❡♥(# (❤❡4♠✐7✉❡# ❞❡ ❝❡# ♣♦✉❞4❡# 4'❛❧✐#'❡# #❡❧♦♥ ✉♥❡ 4❛♠♣❡ ❞❡ ♠♦♥('❡ ❡♥ (❡♠♣'4❛(✉4❡

❞❡ ✶✵➦❈✴♠✐♥ ❥✉#7✉✬= ✶✹✺✵➦❈ #✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥ ♣❛❧✐❡4 ❞❡ ✷ ❤ = ❝❡((❡ (❡♠♣'4❛(✉4❡✳ ▲✬❛(♠♦#♣❤34❡

❞❛♥# ❧❡ ❢♦✉4 ❡#( ❝♦♥(4D❧'❡ ♣❛4✱ #♦✐( ✉♥ ✢✉① ❝♦♥(✐♥✉ ❞❡ ◆2 ♣♦✉4 ✉♥❡ ❛(♠♦#♣❤34❡ ✐♥❡4(❡✱

#♦✐( ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❆4 ❛✈❡❝ ✺✪ ❞❡ ❍2 ♣♦✉4 ✉♥❡ ❛(♠♦#♣❤34❡ 4'❞✉❝(4✐❝❡✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡# (4❛✐(❡✲

♠❡♥(# (❤❡4♠✐7✉❡# ❧❡# ♣♦✉❞4❡# 4❡❝✉✐(❡# #♦✉# ❛(♠♦#♣❤34❡ 4'❞✉❝(4✐❝❡ ♦✉ ✐♥❡4(❡ ♣4'#❡♥(❡♥(

❞❛♥# ❧❡# ❞❡✉① ❝❛# ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉4 ❣4✐#❡✱ #✉❣❣'4❛♥( 7✉❡ ❧❛ ♣♦✉❞4❡ ❝♦♥(✐❡♥( (♦✉❥♦✉4# ❞✉ ❝❛4❜♦♥❡

♣②4♦❧②(✐7✉❡✳ ❈❡# ❛(♠♦#♣❤34❡# ♥❡ #❡♠❜❧❡♥( ❞♦♥❝ ♣❛# ♣❡4♠❡((4❡ ❧❛ ❞'❣4❛❞❛(✐♦♥ (♦(❛❧❡ ❞❡#

♣4'❝✉4#❡✉4#✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②#❡ ♣❛4 ❞✐✛4❛❝(✐♦♥ ❞❡# 4❛②♦♥# ❳ ❞❡# ♣♦✉❞4❡# 4❡❝✉✐(❡# = ✶✹✺✵ ➦❈ ♥❡

♠♦♥(4❡ ❛✉❝✉♥ ♣✐❝✱ ❧❡# ♣♦✉❞4❡# ❣4✐#❡# 4❡#(❡♥( ❞♦♥❝ ❛♠♦4♣❤❡#✳

❯♥❡ ❛♥❛❧②#❡ (❤❡4♠♦✲❞✐✛'4❡♥(✐❡❧❧❡ ❝♦✉♣❧'❡ = ✉♥❡ ❛♥❛❧②#❡ (❤❡4♠♦✲❣4❛✈✐♠'(4✐7✉❡ ❡#( 4'❛❧✐✲

#'❡ #♦✉# ✉♥❡ ❛(♠♦#♣❤34❡ ✶✵✵✪ ❆4 ❛✈❡❝ ✉♥❡ 4❛♠♣❡ ❞❡ ♠♦♥('❡ ❡♥ (❡♠♣'4❛(✉4❡ ❞❡ ✶✵ ➦❈✴♠✐♥

❥✉#7✉✬= ✶✺✵✵➦❈✳

▲❛ ❝♦✉4❜❡ ❆❚❉✲❚● ❡#( ♣4'#❡♥('❡ ❡♥ ✜❣✉4❡ ✹✳✸✷✳ ▲❛ ❝♦✉4❜❡ (❤❡4♠✐7✉❡ ❞✐✛'4❡♥(✐❡❧❧❡ ❡#(

❝♦♠♣♦#'❡ ❞✬✉♥ ♣4❡♠✐❡4 ♣✐❝ ❡♥❞♦(❤❡4♠✐7✉❡ ❡♥(4❡ ✷✵➦❈ ❡( ✸✺✵➦❈✳ ❈❡ #✐❣♥❛❧ ❡#( ❛##♦❝✐' =

✉♥❡ ♣❡4(❡ ❞❡ ♠❛##❡ ❞✬❡♥✈✐4♦♥ ✹✪✳ ❙✉4 ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ (❡♠♣'4❛(✉4❡ ❝♦♠♣4✐#❡ ❡♥(4❡ ✸✺✵ ➦❈ ❡(

✶✵✵✵➦❈✱ ♦♥ ♦❜#❡4✈❡ ✉♥ (43# ❧❛4❣❡ #✐❣♥❛❧ ❡①♦(❤❡4♠✐7✉❡ ❝♦♠♣♦#' ❞❡ ♣❧✉#✐❡✉4# ♣✐❝# ♣4'#❡♥(❛♥(

❞❡# ♠❛①✐♠❛ = ✹✷✵➦❈✱ ✺✺✷➦❈✱ ✻✹✼➦❈ ♦✉ ✽✹✵➦❈✳ ❈❡ ❞❡4♥✐❡4 ♣✐❝ = ✽✹✵➦❈ ♣♦✉44❛✐( ❝♦44❡#♣♦♥❞4❡

= ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ ❝4✐#(❛❧❧✐#❛(✐♦♥ #❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉① ♣✐❝# ❞❡ ❝4✐#(❛❧❧✐#❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛#✐(❡ ♦❜#❡4✈'#

♣4'❝❡❞❡♠❡♥(✳ ❙✉4 ❝❡((❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ (❡♠♣'4❛(✉4❡ ❡♥(4❡ ✸✺✵➦❈ ❡( ✶✵✵✵➦❈ ❧❛ ❝♦✉4❜❡ ❞❡ (❤❡4♠♦✲

❣4❛✈✐♠'(4✐❡ ♣4'#❡♥(❡ ✷ ♣♦✐♥(# ❞✬✐♥✢❡①✐♦♥ = ✺✺✵➦❈ ❡( ✼✾✵➦❈ ❛##♦❝✐'# = ❞❡# ♣❡4(❡# ❞❡ ♠❛##❡

#✉❝❝❡##✐✈❡# ❞✬❡♥✈✐4♦♥ ✾✪ ❡( ✹✪✳ ❆✉✲❞❡❧= ❞❡ ✶✵✵✵➦❈✱ ♦♥ ❞✐#(✐♥❣✉❡ ✷ ♣✐❝# ❡♥❞♦(❤❡4♠✐7✉❡# =

✶✵✸✽➦❈ ❡( = ✶✶✹✺➦❈ ❛##♦❝✐'# = ❞❡# ♣❡4(❡# ❞❡ ♠❛##❡ ❞❡ ✼✪ ❡( ✺✪✳ ❊♥(4❡ ✶✶✺✵➦❈ ❡( ✶✸✺✵➦❈✱
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*♦✉* ✜❣✉#❡ ❞ ❡*% ✉♥❡ ♠❡*✉#❡ ❞✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ✐❧❧✉*%#❛♥% ❜✐❡♥ ❧❡* ❝❛#❛❝%-#✐*%✐=✉❡* ❞❡ *✉#❢❛❝❡

%#O* ❞-❣#❛❞-❡*✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❝❡%%❡ -%✉❞❡✱ ♥♦✉* #❡%❡♥♦♥* =✉❡ ❧❡ ♣#♦%♦❝♦❧❡ ✶ ❝♦##❡*♣♦♥❞❛♥% > ✉♥❡

❝#✐*%❛❧❧✐*❛%✐♦♥ ❞✉ ✜❧♠ ❞❡ ❧❛♥❣❛*✐%❡ ❝♦✉❝❤❡ ❛♣#O* ❝♦✉❝❤❡ ♣❡#♠❡% ❧✬♦❜%❡♥%✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧♠ ♣#-✲

*❡♥%❛♥% ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉# -%❛% ❞❡ *✉#❢❛❝❡✳



✶✶✻ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❉+♣,%- ❞❡ ❧❛♥❣❛-✐%❡

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✺ ✕ ▼❡&✉(❡& ❆❋▼ ♦❜-❡♥✉❡ &✉( ✉♥ ✜❧♠ ❞❡ ❧❛♥❣❛&✐-❡ (❡❝✉✐- &❡❧♦♥ ❧❡ ♣(♦-♦❝♦❧❡ ✶✳

▼❡&✉(❡& ✺ ① ✺ ➭♠ ❡♥ ✭❛✮ -♦♣♦❣(❛♣❤✐❡ ❡- ✭❜✮ ❡♥ ♣❤❛&❡✳ ▼❡&✉(❡& ✷ ① ✷ ➭♠ ❡♥ ✭❝✮ ❡♥ ♣❤❛&❡

❡- ✭❞✮ ❡♥ ❛♠♣❧✐-✉❞❡✳



✺✳✸ ❉$♣&'( (✉* (✉❜('*❛' ▼❣❖ ✭✶✵✵✮ ✶✶✼

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✻ ✕ ▼❡'✉)❡' ❆❋▼ ♦❜.❡♥✉❡ '✉) ✉♥ ✜❧♠ ❞❡ ❧❛♥❣❛'✐.❡ )❡❝✉✐. '❡❧♦♥ ❧❡ ♣)♦.♦❝♦❧❡

✷✳ ▼❡'✉)❡' ✺ ① ✺ ➭♠ ❡♥ ✭❛✮ .♦♣♦❣)❛♣❤✐❡ ❡. ✭❜✮ ❡♥ ♣❤❛'❡✳ ▼❡'✉)❡' ✷ ① ✷ ➭♠ ❡♥ ✭❝✮ ❡♥

.♦♣♦❣)❛♣❤✐❡ ❡. ✭❞✮ ❡♥ ❛♠♣❧✐.✉❞❡









θ θ

θ θ



✶✷✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ✺✳ ❉+♣,%- ❞❡ ❧❛♥❣❛-✐%❡

▲❛ ❝♦✉%❜❡ ✈✐♦❧❡++❡ ✭♥➦✹✮ 0✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✺✳✷✵ ❡0+ ❧❛ ♠✐❡✉① %90♦❧✉❡✳ ▲✬9❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ ❝♦%%❡0✲

♣♦♥❞❛♥+ ❡0+ ❛❧♦%0 ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐0 ❛♥❛❧②09 ♣❛% ❞✐✛%❛❝+✐♦♥ ❞❡0 %❛②♦♥0 ❳ ❡♥ %9❛❧✐0❛♥+ ✉♥❡

♠❡0✉%❡ ❥✉0D✉✬E ✷θ ❂ ✽✵➦✳ ▲❡ ❞✐❛❣%❛♠♠❡ ❝♦%%❡0♣♦♥❞❛♥+ ❡0+ ♣%90❡♥+9 ❡♥ ✜❣✉%❡ ✺✳✷✶✳ ❖♥

♦❜0❡%✈❡ ❧❛ ♣%90❡♥❝❡ ❞❡ ✺ ♣✐❝0 ✐♥❞❡①90 ❞❛♥0 ❧❡ +❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✳
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♣✐❝$ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛$✐!❡ ❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥! ❛✉① ❛✉!&❡$ ♣❧❛♥$ ❞❡ ❞✐✛&❛❝!✐♦♥✳ ◆♦✉$ ❝❤♦✐$✐$$♦♥$ ❞❡

!&❛✈❛✐❧❧❡& ❛✈❡❝ ❧❡ ♣✐❝ ✭✶✶✶✮✳ ❖& ❝♦♠♠❡ ❞-♠♦♥!&- ♣&-❝-❞❡♠♠❡♥!✱ ❧❛ ♣&-$❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥!&❛✐♥!❡

❞❛♥$ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♥❡ ♥♦✉$ ♣❡&♠❡! ♣❛$ ❞❡ ❝♦♥♥❛V!&❡ ♣&-❝✐$-♠❡♥! ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞✐✛&❛❝!✐♦♥ ✷θ

❞✉ ♣✐❝ ✭✶✶✶✮✳ ■❧ ♥♦✉$ ❢❛✉❞&❛✐! &-❛❧✐$❡& ✉♥❡ $-&✐❡ ❞❡ $❝❛♥ θ✲✷θ " !♦✉$ ❧❡$ χ ❡! !♦✉$ ❧❡$ φ✳

❊♥ ❢❛✐$❛♥! ✉♥❡ ❛♥❛❧②$❡ " !♦✉$ ❧❡$ χ✱ ♥♦✉$ &-❛❧✐$♦♥$ ❧❛ ♠❡$✉&❡ ❝♦♥$✐❞-&❛♥! ❧✬♦&✐❡♥!❛!✐♦♥

♣&-❢-&❡♥!✐❡❧❧❡ " ❧❛ ❢♦✐$ ❞❡$ ♣❧❛♥$ ✭✶✵✶✮ ❡! ❞❡$ ♣❧❛♥$ ✭✶✶✵✮ ❞❡ ♥♦$ ✜❧♠$✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛&❡✐❧❧❛❣❡
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❞♦♥# ♥♦✉% ❞✐%♣♦%♦♥%✱ ✐❧ ❢❛✉❞,❛✐# ,-❛❧✐%❡, ❞✐✛-,❡♥#❡% ♠❡%✉,❡% ❡♥ ♠♦❞❡ θ✲✷θ %✉, ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡

✶✵➦ ❛✉#♦✉, ❞❡ ❧❛ ♣♦%✐#✐♦♥ ✷θ ❝❛❧❝✉❧-❡ ❞✉ ♣✐❝ ✭✶✶✶✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛% ❞❡ ✵✱✵✶➦ ❡# ✉♥❡ ❡①♣♦%✐#✐♦♥ ❞❡

✶✵ % ♣❛, ♣❛% ✭#❡♠♣% ♠✐♥✐♠✉♠ ♥-❝❡%%❛✐,❡ ♣♦✉, ♦❜%❡,✈❡, ✉♥ %✐❣♥❛❧ ♥❡#✮✱ %♦✐# ✉♥ %❝❛♥ ❞✉,❛♥#

✶✵✵✵✵ %✳ ❙✐ ♦♥ ❢❛✐# ✉♥ %❝❛♥ #♦✉% ❧❡% ✺➦ ❡♥ χ ❡♥#,❡ χ❂✵➦ ❡# χ❂✻✵➦ ❝❡❧❛ ❝♦,,❡%♣♦♥❞ A ✶✸ %❝❛♥%✳

C♦✉, ❢❛✐,❡ ❞❡% ♠❡%✉,❡% A #♦✉% ❧❡% φ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛% ❞❡ ✺➦ ❝❡❧❛ ❝♦,,❡%♣♦♥❞ A ✼✸ %❝❛♥%✳ ❯♥❡

❛♥❛❧②%❡ ❝♦♠♣❧G#❡ ❝♦,,❡%♣♦♥❞ ❞♦♥❝ A ❢❛✐,❡ ✾✹✾ %❝❛♥% ❞❡ ✶✵✵✵✵ % ❝❤❛❝✉♥✳ ❈❡❧❛ ,❡♣,-%❡♥#❡ ✉♥

#❡♠♣% #♦#❛❧ ❞✬❡♥✈✐,♦♥ ✶✶✵ ❥♦✉,% ❞❡ ♠❡%✉,❡% %❛♥% ❝♦♠♣#❡, ❧❡% ♠♦✉✈❡♠❡♥#% ❞❡ ❧✬❛♣♣❛,❡✐❧ ✦

❈❡##❡ ♠❡%✉,❡ ❡%# ❜❡❛✉❝♦✉♣ #,♦♣ ❧♦♥❣✉❡✱ ❞✬❛✉#❛♥# O✉✬✐❧ ❢❛✉❞,❛✐# ❢❛✐,❡ ❝❡ #②♣❡ ❞❡ ♠❡%✉,❡

♣♦✉, ❛✉ ♠♦✐♥% ✷ ♣❧❛♥% ❞✐✛-,❡♥#% ❛✜♥ ❞❡ ❝❛,❛❝#-,✐%❡, ❝♦♠♣❧G#❡♠❡♥# ♥♦% -❝❤❛♥#✐❧❧♦♥%✳

❙❛♥% %♦❧✉#✐♦♥ ,-❛❧✐%❛❜❧❡ ♣♦✉, ❛♥❛❧②%❡, ♥♦% ✜❧♠% ♣❛, ❞✐✛,❛❝#✐♦♥ ❞❡% ,❛②♦♥% ❳✱ ♥♦✉%

❝❤♦✐%✐%%♦♥% ❞❡ #,❛✈❛✐❧❧❡, ♣❛, ❞✐✛,❛❝#✐♦♥ ❞❡% -❧❡❝#,♦♥%✳

❊♥ ♣❧✉% ❞❡% ♣,♦❜❧G♠❡% ❝✐#-% ♣,-❝-❞❡♠♠❡♥#✱ ✉♥ ♣,♦❜❧G♠❡ ❞❡ ♠❡%✉,❡ ❡%# ❛♣♣❛,✉ ,-❣✉❧✐G✲

,❡♠❡♥#✳ ❆♣,G% ❧❡% ❞✐✛-,❡♥#❡% ❛♥❛❧②%❡% ❞❡ ❞✐✛,❛❝#✐♦♥% ♣❛, ✜❣✉,❡ ❞❡ ♣T❧❡ ♦✉ φ %❝❛♥ O✉✐ %♦♥#

❞❡% ❛♥❛❧②%❡% ❧♦♥❣✉❡%✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡% ♠❡%✉,❡% ❡♥ θ✲✷θ ♠♦♥#,❛✐❡♥# ❧❡ ♣✐❝ ❛✉#♦✉, ❞❡ ✷✶➦ ❞♦♥#

❧✬✐♥#❡♥%✐#- ❞❡✈❡♥❛✐# ❜✐❡♥ ♣❧✉% ❢❛✐❜❧❡ ✈♦✐,❡ ♠U♠❡ ♥✉❧❧❡ ❝❡ O✉✐ ❣U♥❛✐# ❝♦♥%✐❞-,❛❜❧❡♠❡♥# ❧✬❛♥❛✲

❧②%❡ ♣❛, ❉❘❳✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ♣❛, ❧❛ %✉✐#❡ ✐❞❡♥#✐✜- ❧❡ ♣,♦❜❧G♠❡ ❝♦♠♠❡ -#❛♥# ✉♥❡ ❞-❣,❛❞❛#✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛%✐#❡ ❡# ♥♦✉% ❡♥ ,❡♣❛,❧❡,♦♥% ❞❛♥% ✉♥ ♣❛,❛❣,❛♣❤❡ %✉✐✈❛♥# ✭✈♦✐, ♣❛,❛❣,❛♣❤❡ ✺✳✸✳✺

♣❛❣❡ ✶✸✷✮✳

❊$✉❞❡ (✉) ❧✬♦)✐❡♥$❛$✐♦♥ ✭✶✶✵✮ ❡$ ✭✶✵✶✮ ❞❡( ✜❧♠( ❞❡ ❧❛♥❣❛(✐$❡ (✉) ▼❣❖ ✭✶✵✵✮

C♦✉, #❡♥#❡, ❞❡ ❝♦♠♣,❡♥❞,❡ ❧✬❛,,❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡% ♣❧❛♥% ✭✶✶✵✮ ❡# ✭✶✵✶✮ ❞❡ ❧❛♥❣❛%✐#❡ %✉, ❧❡

%✉❜%#,❛# ▼❣❖ ✭✶✵✵✮✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ,❡❝❤❡,❝❤- ❧❡% ❞✐✛-,❡♥#❡% ,❡❧❛#✐♦♥% ♣♦✉✈❛♥# ❝♦♥❞✉✐,❡ A ❞❡%

❛❝❝♦,❞% ❡♥#,❡ ❧❡% ♣❛,❛♠G#,❡% ❞❡ ❝❡% ♣❧❛♥% ❡# ✉♥ ,-%❡❛✉ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡% ❞❡ ▼❣❖ ✭✶✵✵✮✳

❈♦♥%✐❞-,❛♥# ❧❡% ♣❛,❛♠G#,❡% ❞❡ ♠❛✐❧❧❡% ❤❡①❛❣♦♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛%✐#❡ ✭❛❂❜❂✽✱✶✼✻ ➴ ✱

❝❂✺✱✶✵✽ ➴✱γ❂✶✷✵➦✮✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝❛❧❝✉❧- ❧❡% ♣❛,❛♠G#,❡% ❞✉ ♣❧❛♥ ♣,✐%♠❛#✐O✉❡ ✭✶✶✵✮ ❞❡ ❧❛

❧❛♥❣❛%✐#❡✳ ❖♥ ♦❜#✐❡♥# ✉♥ ,❡❝#❛♥❣❧❡ ❞❡ ✶✹✱✶✻✺ ➴ ♣❛, ✺✱✶✵✽ ➴ ✐❧❧✉%#,- ✜❣✉,❡ ✺✳✷✺❛ ❡# ,❡✲

♣,-%❡♥#- ❡♥ ❥❛✉♥❡ ✜❣✉,❡ ✺✳✷✺❜✳ ❯♥❡ -#✉❞❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ✭✶✵✵✮ ❞✉ ▼❣❖ ♣❡,♠❡# ❞❡ ❞-✜♥✐, ✉♥

♣❛,❛❧❧-❧♦❣,❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ✶✺✱✶✼✽ ➴ ♣❛, ✺✱✾✺✵ ➴ ❛✈❡❝ ❞❡% ❛♥❣❧❡% ❞❡ ✶✵✶ ➦ ,❡♣,-%❡♥#- ❡♥

♦,❛♥❣❡ %✉, ❧❛ ✜❣✉,❡ ✺✳✷✺❜✳ ▲❡ ,-%❡❛✉ ❞-✜♥✐ ♣❛, ❝❡ ♣❛,❛❧❧-❧♦❣,❛♠♠❡ ♣❛,❛✐# ❛%%❡③ ❢❛✈♦,❛❜❧❡ A

❧❛ ❝,♦✐%%❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛%✐#❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞-%❛❝❝♦,❞ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ✻✱✼✪ ❞❛♥% ❧❛ ❣,❛♥❞❡ ❞✐,❡❝#✐♦♥

❡# ❞❡ ✶✹✱✷✪ ❞❛♥% ❧✬❛✉#,❡ ❞✐,❡❝#✐♦♥ ✱ ♥❡ ❝♦♥%-❞-,❛♥# ♣❛% ❧❛ ❞-❢♦,♠❛#✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐,❡✳

▲❛ ❢❛❝❡ ✭✶✵✶✮ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛%✐#❡ ✐❧❧✉%#,-❡ ✜❣✉,❡ ✺✳✷✻❛ ❝♦,,❡%♣♦♥❞ A ✉♥ ♣❛,❛❧❧-❧♦❣,❛♠♠❡ ❞❡

❞✐♠❡♥%✐♦♥ ✾✱✻✸✾ ➴ ❡# ✽✱✶✼✻ ➴ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ✶✶✺➦✳ ❯♥❡ -#✉❞❡ ❝♦♠♣❛,❛#✐✈❡ ❞❡ ❝❡##❡

❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ,-%❡❛✉ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ▼❣❖ ✭✶✵✵✮ ♣❡,♠❡# ❞❡ ❞-✜♥✐, ✉♥ ♣❛,❛❧❧G❧♦❣,❛♠♠❡ ❞❡

✾✱✹✶✹ ➴ ❡# ✽✱✹✸✹ ➴ ❡# ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ✶✶✻✱✺✻➦✳ ▲❡ ,-%❡❛✉ ❢♦,♠- ♣❛,❛✐# ♣❧✉% ❢❛✈♦,❛❜❧❡ A ❧❛

❝,♦✐%%❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛%✐#❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞-%❛❝❝♦,❞ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❡ %❡✉❧❡♠❡♥# ❞❡ ✷✱✷✪ ❞❛♥% ❧❛

❣,❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❡# ❞❡ ✸✱✶✪ ❞❛♥% ❧✬❛✉#,❡ ❞✐,❡❝#✐♦♥✱ ❧✬-❝❛,# ❞✬❛♥❣❧❡ ❡♥#,❡ ❧❡%

♣❛,❛❧❧-❧♦❣,❛♠♠❡% -#❛♥# ♥-❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳
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♦❜6❡♥✉* ♣❛3 ❣3❛66❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦✐♥6❡ ❞✐❛♠❛♥6✳ ❉❡* ✐♠❛❣❡* ❞❡ ❝❡* 8❝❧❛6* *♦♥6 38❛❧✐*8❡*

♣❛3 ▼❊❚ ❡6 *♦♥6 ♣38*❡♥68❡* ✜❣✉3❡ ✺✳✷✽✳ ❖♥ ♦❜*❡3✈❡ *✉3 ❝❡* ✜❣✉3❡* ✉♥❡ ❧❛3❣❡ ③♦♥❡ ❢♦♥✲

❝8❡ ❝♦33❡*♣♦♥❞❛♥6 C ❧❛ ❧❛♥❣❛*✐6❡ ♦J ❞❡✉① ③♦♥❡* ❞✐*6✐♥❝6❡* *♦♥6 ✈✐*✐❜❧❡*✳ ❈❡* ❞❡✉① ③♦♥❡*

❝♦33❡*♣♦♥❞❡♥6 C ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡* ❞❡ ❝3♦✐**❛♥❝❡ M✉✐ ♥❡ ♣38*❡♥6❡♥6 ♣❛* ❧❛ ♠N♠❡ ♦3✐❡♥6❛6✐♦♥✳

❯♥❡ ♣❡6✐6❡ ③♦♥❡ ❡*6 ♦3✐❡♥68❡ *❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ~c ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛*✐6❡✱ ♦♥ ❞✐*6✐♥❣✉❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛①❡ 6❡3♥❛✐3❡✳

▲❛ ♣❧✉* ❣3❛♥❞❡ ③♦♥❡ ♣38*❡♥6❡ ✉♥❡ ❛✉63❡ ♦3✐❡♥6❛6✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜*❡3✈❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣♦36✐♦♥ ❞❡ ✜❧♠

♣♦❧②❝3✐*6❛❧❧✐♥❡✳

◆♦* ❞8♣S6* *♦♥6 ❞♦♥❝ ♣♦❧②❝3✐*6❛❧❧✐♥* ❡6 ♣38*❡♥6❡♥6 ✉♥❡ ♦3✐❡♥6❛6✐♦♥ ❢♦36❡♠❡♥6 ♣38❢83❡♥✲

6✐❡❧❧❡ *❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐3❡❝6✐♦♥ M✉❡ ♥♦✉* ♥✬❛✈♦♥* ♣❛* ❞86❡3♠✐♥8 ❛✈❡❝ ❝❡36✐6✉❞❡✳
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✺✳✸✳✺ ❉$❣&❛❞❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛/✐)❡

✺✳✸✳✺✳✶ ❉&❣(❛❞❛+✐♦♥ ❞❡0 ✜❧♠0 ❞❡ ❧❛♥❣❛0✐+❡

❆✉ ❝♦✉$% ❞❡ ♥♦% )$❛✈❛✉① %✉$ ❧❡% ❝❛$❛❝).$✐%)✐0✉❡% ❝$✐%)❛❧❧♦❣$❛♣❤✐0✉❡% ❞❡% ✜❧♠%✱ ♥♦✉%

❛✈♦♥% .). ❝♦♥❢$♦♥).% 8 ❞❡% ❞✐✣❝✉❧).% ✐♠♣♦$)❛♥)❡%✳ ;♦✉$ ✉♥ ♠<♠❡ .❝❤❛♥)✐❧❧♦♥✱ %✉$ ❧❡%

❞✐✛$❛❝)♦❣$❛♠♠❡% ❡♥$❡❣✐%)$.% ❡♥ ♠♦❞❡ θ✲✷θ✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♦❜%❡$✈. ✉♥❡ ❜❛✐%%❡ ❞❡ ❧✬✐♥)❡♥%✐). ❞❡%

♣✐❝% ❞.)❡❝).%✳ ❊♥)$❡ ✷ ♠❡%✉$❡% ❡%♣❛❝.❡% ❞✬✉♥❡ %❡♠❛✐♥❡ ♦♥ ♦❜%❡$✈❡ ✉♥❡ ❜❛✐%%❡ %✐❣♥✐✜❝❛)✐✈❡ ❞❡

❧✬✐♥)❡♥%✐). ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ )❡①)✉$❡✳ ❆♣$C% ✉♥ ♠♦✐% ❡♥✈✐$♦♥ ❛✉❝✉♥ ♣✐❝ ♥✬❡%) ❞.)❡❝).✳ ❊♥ ❝♦♥%❡$✈❛♥)

♥♦% .❝❤❛♥)✐❧❧♦♥% ❡♥ ❞❡%%✐❝❝❛)❡✉$✱ ❧❛ ❞.❣$❛❞❛)✐♦♥ ❞❡% ♥♦% .❝❤❛♥)✐❧❧♦♥% .)❛✐) ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉%

❧❡♥)❡ ✿ ✉♥ ♣✐❝ ❞❡ ❞✐✛$❛❝)✐♦♥ ♣❡✉ ✐♥)❡♥%❡ ❛✉)♦✉$ ❞❡ ✷✶➦ .)❛♥) )♦✉❥♦✉$% ♣$.%❡♥) ❛✉ ❜♦✉) ❞✬✉♥

❛♥✳

▲❛ ❞✐♠✐♥✉)✐♦♥ ❥✉%0✉✬8 ❞✐%♣❛$❛)✐♦♥ ❞❡ )♦✉) ♣✐❝ ❞❡ ❞✐✛$❛❝)✐♦♥ ❝❛$❛❝).$✐%)✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡

❞❡ ❧❛♥❣❛%✐)❡✱ ♥♦✉% ❧❛✐%%❡ %✉♣♣♦%❡$ 0✉❡ ❧❡% ✜❧♠% %✬❛♠♦$♣❤✐%❡♥) ❛✉ ❝♦✉$% ❞✉ )❡♠♣%✳ ▲❡

%)♦❝❦❛❣❡ ❛✉ ❞❡%%✐❝❝❛)❡✉$ ♣❡$♠❡))❛♥) ❞❡ ♣$.%❡$✈❡$ ❧❛ ❝$✐%)❛❧❧✐♥✐). ❞❡% ✜❧♠% ✐♥❞✐0✉❡ 0✉❡

❧✬❤✉♠✐❞✐). ❞❡ ❧✬❛✐$ ❢❛✈♦$✐%❡ ❧❡✉$ ❞.❣$❛❞❛)✐♦♥✳

❆♣$C% ❧✬.)❛♣❡ ❞✬❛♠♦$♣❤✐%❛)✐♦♥ ❞✉ ✜❧♠✱ ♦♥ ❛ ❛♣♣❛$✐)✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤❛%❡ ❝$✐%)❛❧❧✐♥❡✳

▲❛ ✜❣✉$❡ ✺✳✷✾ ♣$.%❡♥)❡ ✉♥ ❞✐❛❣$❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐✛$❛❝)✐♦♥ ❞❡% $❛②♦♥% ❳ $.❛❧✐%. ❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡

$❛%❛♥)❡ 8 θ❂✵✱✹➦ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞.)❡❝)❡✉$✳ ❈❡ )②♣❡ ❞❡ %❝❛♥ ♣❡$♠❡) ❞✬❛♥❛❧②%❡$ ❧❛ %✉$❢❛❝❡

❞✬✉♥ .❝❤❛♥)✐❧❧♦♥✳ ❆✐♥%✐ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ♠✐♥❝❡ %❡✉❧ ❧❡ ✜❧♠ ❡%) ❛♥❛❧②%.✱ ✐❧ ♥✬② ❛

❛✉❝✉♥ %✐❣♥❛❧ ❞Q ❛✉ %✉❜%)$❛)✳

❯♥ ❣$❛♥❞ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ♣✐❝% ♣$.%❡♥)% %✉$ ❧❡ ❞✐❛❣$❛♠♠❡ ✺✳✷✾ ♣❛❣❡ %✉✐✈❛♥)❡ %♦♥) ✐♥❞❡①❛❜❧❡%

✭)❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸✮✳ ❖♥ ✐❞❡♥)✐✜❡ ❧❛ ♣❤❛%❡ ▲❛4.84●❛0.5❙✐2.5❖13 ✭;❉❋ ✿ ✵✹✲✵✶✻✲✼✺✶✷✮❬✶✶✵❪✱ ❞❡ )②♣❡

❛♣❛)✐)❡ ❞.❥8 ♣$.%❡♥).❡ ❞❛♥% ❧❡ ♣❛$❛❣$❛♣❤❡ ✹✳✸✳✻ ♣❛❣❡ ✽✷✳ ❈❡))❡ ♣❤❛%❡ ♥♦♥ %)`❝❤✐♦♠.)$✐0✉❡

❡%) ✉♥❡ %♦❧✉)✐♦♥ %♦❧✐❞❡ ❞.$✐✈❛♥) ❞❡% ♣❤❛%❡% ▲❛5●❛❙✐2❖13 ✭;❉❋ ✿ ✵✹✲✵✶✻✲✼✺✶✸✮❬✶✶✵❪✳ ❘❡✲

♠❛$0✉♦♥% 0✉❡ ❝❡% ♣❤❛%❡% ♣$.%❡♥)❡♥) ✉♥ ❞.✜❝✐) ❡♥ ❣❛❧❧✐✉♠ ♣❛$ $❛♣♣♦$) 8 ❧❛ %)`❝❤✐♦♠.)$✐❡

❞❡ ❧❛ ❧❛♥❣❛%✐)❡ ▲❛3●❛5❙✐❖14✳ ▲❡% ♣❤❛%❡% ▲❛3●❛5❙✐❖14 ♦✉ ●❛2❖3 ♥❡ %♦♥) ♣❛% ♣$.%❡♥)❡%

❞❛♥% ❧❡ ❞✐❛❣$❛♠♠❡✳



λ Kα1 θ

4.84 0.5 2.5 13

θ θ
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✺✳✸✳✺✳✷ ❉'❣)❛❞❛,✐♦♥ ❞❡1 1✉❜1,)❛,1 ❞❡ ❧❛♥❣❛1✐,❡

▲❛ ❞#❣%❛❞❛&✐♦♥ ❞❡+ ✜❧♠+ ❞❡ ❧❛♥❣❛+✐&❡ /✉❡ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ♦❜+❡%✈#❡ ❡+& 3 ♠❡&&%❡ ❡♥ ♣❛✲

%❛❧❧6❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞#❣%❛❞❛&✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦❝%✐+&❛✉① ❞❡ ❧❛♥❣❛+✐&❡ #&✉❞✐#+ ❛✉ ❧❛❜♦%❛&♦✐%❡ ❙❨▼▼❊

♣❛% ❚❤✐❡%%② ❆✉❜❡%&✳ ❉❡+ ♠♦♥♦❝%✐+&❛✉① ❞❡ ❧❛♥❣❛+✐&❡ ♦♥& #&# ♣❧❛❝#+ 3 ❤❛✉&❡ &❡♠♣#%❛&✉%❡

♣❡♥❞❛♥& ✉♥ ♦✉ ♣❧✉+✐❡✉%+ ❥♦✉%+✳ ❉❡+ ❞#❢❛✉&+ 3 ❧❛ +✉%❢❛❝❡ ❞❡+ #❝❤❛♥&✐❧❧♦♥+ ♦♥& #&# ❛❧♦%+

♦❜+❡%✈#+✳ ▲✬❛♣♣❛%✐&✐♦♥ ❞❡ ❞#❢❛✉&+ ❞#♣❡♥❞ ❞✉ &❡♠♣+ ❡& ❞❡ ❧❛ &❡♠♣#%❛&✉%❡ ❞✉ &%❛✐&❡♠❡♥&

&❤❡%♠✐/✉❡ ❛♣♣❧✐/✉#✱ ❡& ❞#♣❡♥❞ ❛✉++✐ ❞✉ +✉❜+&%❛&✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❞✬✉♥ ❢♦✉%♥✐++❡✉% 3 ❧✬❛✉&%❡ ❧❡+

+✉❜+&%❛&+ ❞❡ ❧❛♥❣❛+✐&❡ ♥❡ +❡ ❞#❣%❛❞❡♥& ♣❛+ ❞❡ ❧❛ ♠H♠❡ ❢❛I♦♥✳ ▲❛ /✉❛❧✐&# ❝%✐+&❛❧❧✐♥❡ ❞✉

+✉❜+&%❛& ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ ❞#❣%❛❞❛&✐♦♥ ❞❡+ +✉❜+&%❛&+✳

▲❛ ✜❣✉%❡ ✺✳✸✵ ♣%#+❡♥&❡ ♣❧✉+✐❡✉%+ ♣❤♦&♦❣%❛♣❤✐❡+ ▼❊❇ ♦❜&❡♥✉❡+ ♣❛% ❞#&❡❝&✐♦♥ ❞✬#❧❡❝✲

&%♦♥+ +❡❝♦♥❞❛✐%❡+ ❞✬✉♥ +✉❜+&%❛& ❞❡ ❧❛♥❣❛+✐&❡ %❡❝✉✐& 3 ✶✷✵✵➦❈ ♣❡♥❞❛♥& ✉♥❡ +❡♠❛✐♥❡✳ ❖♥

♦❜+❡%✈❡ +✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ❛ ❧❛ ♣%#+❡♥❝❡ ❡♥ +✉%❢❛❝❡ ❞✉ ❝%✐+&❛❧ ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉① ❞#❢❛✉&+ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛+✲

♣❡❝& ♣%♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ✐♠♣❛❝& +✉% ❞✉ ✈❡%%❡✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ❜ ♣%#+❡♥&❡ ✉♥ ❛❣%❛♥❞✐++❡♠❡♥& ✐♠♣♦%&❛♥&

❞✬✉♥ ❞❡ ❝❡+ ❞#❢❛✉&+✳ ❖♥ ♦❜+❡%✈❡ ❛❧♦%+ ✉♥ ❡♥❝❤❡✈H&%❡♠❡♥& ❞❡ ❝%✐+&❛❧❧✐&❡+ ❡♥ ❢♦%♠❡ ❞✬❛✐❣✉✐❧❧❡+✳

▲❛ ✜❣✉%❡ ❝ ♣❡%♠❡& ❞✬♦❜+❡%✈❡% ❞❡+ ❢❛❝❡&&❡+ +✉% ❧❡+ ❛✐❣✉✐❧❧❡+ ♣%♦✉✈❛♥& ❧❡✉%+ ❝❛%❛❝&6%❡+ ❝%✐+✲

&❛❧❧✐♥+✳ ▲✬❛♥❛❧②+❡ ❊❉❳ %#❛❧✐+#❡ ❡+& ♣%#+❡♥&#❡ ✜❣✉%❡ ✺✳✹✳ ❈❡+ ♠❡+✉%❡+ +♦♥& %#❛❧✐+#❡+ +❛♥+

%#❢#%❡♥❝❡+ ❡& ❧❡+ &❛✉① ♠❡+✉%#+ ❞♦♥❝ %❡❧❛&✐❢+ ❡& ♥♦♥ ❛❜+♦❧✉+✳ ▲❡+ ❝♦♠♣❛%❛✐+♦♥+ ❡♥&%❡ ❝❡+
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❆✳✸ ❆♥❛❧②'❡ ❞❡ ❞✐✛,❛❝.✐♦♥ ❞❡' ,❛②♦♥' ❳ ✶✺✼

❋✐❣✉$❡ ❆✳✹ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞❡ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❆❚❘ ✭❆55❡♥✉❛5❡❞ ❚♦5❛❧ ❘❡✢❡❝5✐♦♥✮

❆✳✸ ❆♥❛❧②'❡ ❞❡ ❞✐✛,❛❝.✐♦♥ ❞❡' ,❛②♦♥' ❳

▲✬❛♥❛❧②<❡ ♣❛- ❞✐✛-❛❝5✐♦♥ ❞❡< -❛②♦♥< ❳ ❡<5 ✉♥❡ 5❡❝❤♥✐?✉❡ ❞✬❛♥❛❧②<❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛5✐@-❡ ❝-✐<5❛❧✲

❧✐<'❡✳ ❈❡55❡ ♠'5❤♦❞❡ ✉5✐❧✐<❡ ✉♥ ❢❛✐<❝❡❛✉ ❞❡ -❛②♦♥< ❳ ?✉✐ -❡♥❝♦♥5-❡ ❧❡ ❝-✐<5❛❧ ♣-♦✈♦?✉❛♥5 ❧❛

❞✐<♣❡-<✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐<❝❡❛✉ ❧✉♠✐♥❡✉① ❞❛♥< ❞❡< ❞✐-❡❝5✐♦♥< <♣'❝✐✜?✉❡<✳ G❛- ❧❛ ♠❡<✉-❡ ❞❡< ❛♥❣❧❡<

❡5 ❞❡ ❧✬✐♥5❡♥<✐5' ❞❡< -❛②♦♥< -'❢-❛❝5'<✱ ✐❧ ❡<5 ♣♦<<✐❜❧❡ ❞✬♦❜5❡♥✐- ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ 5-✐❞✐♠❡♥<✐♦♥♥❡❧❧❡

❞❡ ❧❛ ❞❡♥<✐5' '❧❡❝5-♦♥✐?✉❡ ❞❛♥< ❧❡ ❝-✐<5❛❧✳

▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉- ❞✬♦♥❞❡ ❞❡< -❛②♦♥< ❳ '5❛♥5 ❞❡ ❧✬♦-❞-❡ ❞❡ ❣-❛♥❞❡✉- ❞❡< ❞✐<5❛♥❝❡< ✐♥5❡-✲

❛5♦♠✐?✉❡< ✭?✉❡❧?✉❡< ➴♥❣<5-L♠<✮✱ ❧❡< ✐♥5❡-❢'-❡♥❝❡< ❞❡< -❛②♦♥< ❞✐✛✉<'< ✈♦♥5 M5-❡ ❛❧5❡-♥❛5✐✲

✈❡♠❡♥5 ❝♦♥<5-✉❝5✐✈❡< ♦✉ ❞❡<5-✉❝5✐✈❡<✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐-❡❝5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡<♣❛❝❡✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❛✈♦✐- ✉♥

✢✉① ✐♠♣♦-5❛♥5 ❞❡ ♣❤♦5♦♥< ❳✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥5-❛✐-❡ 5-@< ❢❛✐❜❧❡ ❀ ❝❡< ✈❛-✐❛5✐♦♥< <❡❧♦♥ ❧❡< ❞✐-❡❝5✐♦♥<

❢♦-♠❡♥5 ❧❡ ♣❤'♥♦♠@♥❡ ❞❡ ❞✐✛-❛❝5✐♦♥ ❞❡< -❛②♦♥< ❳✳ ▲❡< ❞✐-❡❝5✐♦♥< ❞❛♥< ❧❡<?✉❡❧❧❡< ❧❡< ✐♥5❡-✲

❢'-❡♥❝❡< <♦♥5 ❝♦♥<5-✉❝5✐✈❡<✱ ❛♣♣❡❧'❡< ✓ ♣✐❝< ❞❡ ❞✐✛-❛❝5✐♦♥ ✔✱ ♣❡✉✈❡♥5 M5-❡ ❞'5❡-♠✐♥'❡< 5-@<

<✐♠♣❧❡♠❡♥5 ♣❛- ❧❛ ❢♦-♠✉❧❡ <✉✐✈❛♥5❡✱ ❞✐5❡ ❧♦✐ ❞❡ ❇-❛❣❣ ✿ nλ = 2dsinθ✱ ❛✈❡❝ ❞ ❂ ❞✐<5❛♥❝❡

✐♥5❡--'5✐❝✉❧❛✐-❡✱ ❝✬❡<5✲T✲❞✐-❡ ❞✐<5❛♥❝❡ ❡♥5-❡ ❞❡✉① ♣❧❛♥< ❝-✐<5❛❧❧♦❣-❛♣❤✐?✉❡<✱ θ ❂ ❞❡♠✐✲❛♥❣❧❡

❞❡ ❞'✈✐❛5✐♦♥ ✭♠♦✐5✐' ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥5-❡ ❧❡ ❢❛✐<❝❡❛✉ ✐♥❝✐❞❡♥5 ❡5 ❧❛ ❞✐-❡❝5✐♦♥ ❞✉ ❞'5❡❝5❡✉-✮✱

♥ ❂ ♦-❞-❡ ❞❡ -'✢❡①✐♦♥ ✭♥♦♠❜-❡ ❡♥5✐❡-✮ ❡5 λ ❂ ❧♦♥❣✉❡✉- ❞✬♦♥❞❡ ❞❡< -❛②♦♥< ❳✳

❆✳✸✳✶ ▲❛ ❞✐✛)❛❝+✐♦♥ .✉) ♣♦✉❞)❡

❯♥❡ ♣♦✉❞-❡ ❡<5 ❢♦-♠'❡ ❞✬✉♥ ❣-❛♥❞ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❝-✐<5❛❧❧✐5❡< ♦-✐❡♥5'❡< ❛❧'❛5♦✐-❡♠❡♥5 ❧❡<

✉♥❡< ♣❛- -❛♣♣♦-5 ❛✉① ❛✉5-❡<✳ ❈❤❛?✉❡ ❝-✐<5❛❧❧✐5❡ ❡<5 ✉♥❡ ❡♥5✐5' ♠♦♥♦❝-✐<5❛❧❧✐♥❡✳ ❯♥❡ ♠❡<✉-❡

❞❡ ❞✐✛-❛❝5✐♦♥ ❞❡< -❛②♦♥< ❳ ❡♥ <✉✐✈✐ θ✲✷θ ✭✜❣✉-❡ ❆✳✻✮ ♣❡-♠❡5 ❞❡ -'❝♦❧5❡- ❧❡< -❛✐❡< ❞❡

❞✐✛-❛❝5✐♦♥ T 5♦✉5❡< ❧❡< ❞✐<5❛♥❝❡< -'5✐❝✉❧❛✐-❡<✳ ❊♥ θ✲✷θ ♦♥ ♥❡ <❝❛♥♥❡ ?✉❡ ❞❛♥< ❧❛ ❞✐-❡❝5✐♦♥

❞✉ ✈❡❝5❡✉-

~Q ❝♦--❡<♣♦♥❞❛♥5 T ❧❛ ❞✐-❡❝5✐♦♥ ♣❡-♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐-❡ T ❧✬'❝❤❛♥5✐❧❧♦♥✳ ▲❛ ❞✐✛-❛❝5✐♦♥

❞❡< -❛②♦♥< ❳ <✉- ♣♦✉❞-❡ ♣❡-♠❡5 ❞✬✐❞❡♥5✐✜❡- ❞❡< ♣❤❛<❡< ❝-✐<5❛❧❧✐♥❡<✳

▲❡ ❧❛❜♦-❛5♦✐-❡ ❡<5 '?✉✐♣' ❞❡ ❞❡✉① ❞✐✛-❛❝5♦♠@5-❡< T ❣'♦♠'5-✐❡ θ✲✷θ ✿ ❧❡ ❙✐❡♠❡♥< ❉✺✵✵✵

❢♦♥❝5✐♦♥♥❛♥5 ❡♥ ♠♦❞❡ 5-❛♥<♠✐<<✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣'♥'-❛5❡✉- ■♥❡❧ ❳❘●✲✸✵✵✵ T ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉- ❞✬♦♥❞❡



✶✺✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ❆✳ ❚❡❝❤♥✐-✉❡/ ✐♥/%&✉♠❡♥%❛❧❡/

❋✐❣✉$❡ ❆✳✺ ✕ ▲♦✐ ❞❡ ❇*❛❣❣ ✿ nλ = 2dsinθ ❬✶✷✸❪

❋✐❣✉$❡ ❆✳✻ ✕ ▼❡5✉*❡ ❞❡ ❞✐✛*❛❝9✐♦♥ ❡♥ 5✉✐✈✐θ✲✷θ ❬✶✷✸❪

❞✉ ❝✉✐✈*❡ λ ❂ ✶✱✺✹✵✺✻ ➴ ✭❑α✶✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞E9❡❝9❡✉* ❧✐♥E❛✐*❡ ❡9 ❧❡ ❙✐❡♠❡♥5 ❉✺✵✵✵ ❢♦♥❝9✐♦♥✲

♥❛♥9 ❡♥ ♠♦❞❡ *E✢❡①✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣E♥E*❛9❡✉* ❙✐❡♠❡♥5 ❑✼✻✵ N ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉* ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❝♦❜❛❧9

λ ❂ ✶✱✼✽✽✾✼ ➴ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞E9❡❝9❡✉* N 5❝✐♥9✐❧❧❛9✐♦♥✳ ▲✬✐❞❡♥9✐✜❝❛9✐♦♥ ❞❡5 ♣❤❛5❡5 ❛ E9E *E❛❧✐5E❡

N ♣❛*9✐* ❞✬✉♥❡ ❜❛5❡ ❞❡ ❞♦♥♥E❡ ✿ ❧❛ V❉❋✸ ♣✉✐5 ❧❛ V❉❋✹✰✳

❆✳✸✳✷ ❉✐✛'❛❝*✐♦♥ ❞❡/ '❛②♦♥/ ❳ ♣♦✉' ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ♠✐♥❝❡

❉❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ♠✐♥❝❡ ❝*✐59❛❧❧✐♥❡ ❧✬♦*❣❛♥✐5❛9✐♦♥ ❞❡5 ❝*✐59❛❧❧✐9❡5 ❡♥ 5✉*❢❛❝❡ ♥❡

♣❡*♠❡9 ♣❛5 ❞✬❛✈♦✐* ✉♥❡ 59❛9✐59✐Y✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣9❛❣❡ EY✉✐✈❛❧❡♥9 N ✉♥❡ ♣♦✉❞*❡✳ ❉❛♥5 ❧❡ ❝❛5

❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ 9❡①9✉*E❡✱ 9♦✉9❡5 ❧❡5 ❝*✐59❛❧❧✐9❡5 5♦♥9 ♦*✐❡♥9E❡5 ❞❛♥5 ❧❛ ♠Z♠❡ ❞✐*❡❝9✐♦♥✳ ❯♥

5✐♠♣❧❡ 5❝❛♥ θ✲✷θ ♣❡*♠❡9 ❞❡ 5♦♥❞❡* ✉♥✐Y✉❡♠❡♥9 ❧❡5 ♣❧❛♥5 ❞❡ ❧✬E❝❤❛♥9✐❧❧♦♥ ♣❛*❛❧❧\❧❡5 ❛✉

5✉❜59*❛9 ❡9 ♥❡ ♣❡*♠❡9 ♣❛5 ❞❡ ❝❛*❛❝9E*✐5❡* ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ♠✐♥❝❡ 9❡①✉9*E❡ 9♦9❛❧❡♠❡♥9✳ ❆ ♣❛*9✐*

❞✬✉♥ ❞✐✛*❛❝9♦❣*❛♣❤❡ ✹ ❝❡*❝❧❡5 ✐❧ ❡59 ♣♦55✐❜❧❡ ❞❡ 5♦♥❞❡* ❧❡5 ❛✉9*❡5 ❞✐*❡❝9✐♦♥5✳ ❯♥ ♣❧❛♥ ❤❦❧

❞✐✛*❛❝9❡ N ✉♥ ❛♥❣❧❡ ✷θ ❡9 ✉♥ ❛♥❣❧❡ χ ✉♥✐Y✉❡✳ ❉✐✛E*❡♥95 9②♣❡5 ❞❡ ♠❡5✉*❡5 ♣❡✉✈❡♥9 Z9*❡

*E❛❧✐5E❡5✳



❆✳✹ ➱$✉❞❡ ❞❡ ❧✬*$❛$ ❞❡ ,✉-❢❛❝❡ ✶✺✾

❋✐❣✉$❡ ❆✳✼ ✕ ▼♦♥'❛❣❡ ❞❡ ❞✐✛.❛❝'✐♦♥ ✹ ❝❡.❝❧❡2 ✭♣❛❣❡ ✇✐❦✐♣❡❞✐❛ ✿ ❞✐✛.❛❝'♦♠9'.❡✮

❯♥ φ 2❝❛♥ ♣❡.♠❡' ❞❡ 2♦♥❞❡. ✉♥ =❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ♣♦✉. .❡❝❤❡.❝❤❡. ✉♥ ♣❧❛♥ ❤❦❧✳ θ✱ ✷θ ❡' χ

2♦♥' ✜①=2✱ ❧❡ 2❝❛♥ 2❡ ❢❛✐' ❡♥ ❢❛✐2❛♥' ✈❛.✐❡. ❧✬❛♥❣❧❡ φ ♣❡♥❞❛♥' ❧❡ 2❝❛♥✳

❯♥❡ ✜❣✉.❡ ❞❡ ♣F❧❡ ♣❡.♠❡' ❞❡ 2♦♥❞❡. ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣❧❛♥ ❤❦❧✳ θ✱ ✷θ 2♦♥' ✜①=2✱ ❧❡ 2❝❛♥

❡2' .=❛❧✐2= ♣❛. ✉♥ φ 2❝❛♥ G '♦✉2 ❧❡2 χ✳

❆✳✹ ➱$✉❞❡ ❞❡ ❧✬*$❛$ ❞❡ ,✉-❢❛❝❡

❆✳✹✳✶ $%♦✜❧♦♠*+%✐❡ ♦♣+✐/✉❡

▲❛ ♣.♦✜❧♦♠='.✐❡ ♦♣'✐I✉❡ ✭♠✐❝.♦2❝♦♣✐❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧❡✴✐♥'❡.❢=.♦♠='.✐❡✮ ❡2' ❜❛2=❡ 2✉. ✉♥❡ ♠=✲

'❤♦❞❡ G ✐♥'❡.❢=.♦♠='.✐❡ 2❛♥2 ❝♦♥'❛❝' 2✉. ✉♥❡ 2✉.❢❛❝❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡.♠❡' ❞✬♦❜2❡.✈❡. ❧❛ '♦♣♦❣.❛♣❤✐❡

❞❡ ❝❡''❡ 2✉.❢❛❝❡ 2✉. ❞❡2 ❣❛♠♠❡2 ❞❡ ♠❡2✉.❡2 ❛❧❧❛♥' ❞❡ I✉❡❧I✉❡2 ♥♠➨ G I✉❡❧I✉❡2 ♠♠➨✱ ❛✈❡❝

✉♥❡ .=2♦❧✉'✐♦♥ ❧❛'=.❛❧❡ ♦♣'✐I✉❡✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②2❡ ❝❧❛22✐I✉❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡2 ✐♠❛❣❡2 ❡♥ ✷❉ ❡' ❡♥ ✸❉

❞✬✉♥❡ 2✉.❢❛❝❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜.❡✉2❡2 2'❛'✐2'✐I✉❡2 ❞❡ .✉❣♦2✐'= ❡' ❧❡2 ❞✐♠❡♥2✐♦♥2 ❞❡2 =❧=♠❡♥'2✳

▲✬✐♥'❡.❢=.♦♠='.✐❡ ❡2' ❜❛2=❡ 2✉. ❧❛ 2=♣❛.❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛✐2❝❡❛✉ ❧✉♠✐♥❡✉① ❡♥ ❞❡✉① ♣❛.'✐❡2✱

❧✬✉♥❡ ❛♠❡♥=❡ 2✉. ❧❛ 2✉.❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬=❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❡' ❧✬❛✉'.❡ 2✉. ✉♥ ♠✐.♦✐. ❞❡ .=❢=.❡♥❝❡✳ ▲♦.2I✉❡

❧✬=❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ 2❡ '.♦✉✈❡ G ❞✐2'❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ❧❛ .❡❝♦♠❜✐♥❛✐2♦♥ ❞❡2 ❢❛✐2❝❡❛✉① .=✢=❝❤✐2 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡

✜❣✉.❡ ❞❡ ❢.❛♥❣❡2 ❞✬✐♥'❡.❢=.❡♥❝❡2✳ ❯♥ 2❝❤=♠❛ ❞❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❡2' ♣.=2❡♥'= ❡♥ ✜❣✉.❡ ❆✳✽✳

◗✉❛♥❞ ❧❛ ✜❣✉.❡ ❞✬✐♥'❡.❢=.❡♥❝❡ 2❡ '.♦✉✈❡ ❛✉ ♣♦✐♥' ❢♦❝❛❧✱ ✷ ♠♦❞❡2 ❞❡ ♠❡2✉.❡ ♣❡✉✈❡♥'

2✬❡✛❡❝'✉❡.✳

✲ ❊♥ T❙■ ✭T❤❛2❡ ❙❤✐❢' ■♥'❡.❢❡.♦♠❡'.②✮✱ I✉❡❧I✉❡2 ❞=♣❧❛❝❡♠❡♥'2 ✈❡.'✐❝❛✉① ❝♦..❡2♣♦♥❞❛♥'

G ❞❡2 ❞=♣❤❛2❛❣❡2 ❝♦♥♥✉2 2♦♥' ❛♣♣❧✐I✉=2 ❀ ✐❧2 ♣❡.♠❡''❡♥' ❞❡ .❡❝♦♥2'.✉✐.❡ ❧❛ 2✉.❢❛❝❡ ✭2✉.❢❛❝❡2

❧✐22❡2✱ =❝❤❛♥'✐❧❧♦♥2 ♣❡✉ .✉❣✉❡✉① ❛✈❡❝ ❞❡2 ♠❛.❝❤❡2 ❁ ✺✵ ♥♠✮✳

✲ ❊♥ ❱❙■ ✭❱❡.'✐❝❛❧ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ■♥'❡.❢❡.♦♠❡'.②✮✱ ✉♥ ❜❛❧❛②❛❣❡ ✈❡.'✐❝❛❧ ❡2' ❡✛❡❝'✉= ❡' ❧✬❡♥✲



✶✻✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ❆✳ ❚❡❝❤♥✐-✉❡/ ✐♥/%&✉♠❡♥%❛❧❡/

❋✐❣✉$❡ ❆✳✽ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞✬✉♥ ♣4♦✜❧♦♠7/4❡ ♦♣/✐8✉❡ 9 ❜❛❧❛②❛❣❡

✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡> ❢4❛♥❣❡> ❡>/ ♦❜>❡4✈'❡ ♣♦✉4 /4♦✉✈❡4 ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦44'❧❛/✐♦♥ ❡♥/4❡ ❧❡> ♦♥❞❡>

♦✉ ♣♦✐♥/ ❞❡ ❢♦❝❛❧✐>❛/✐♦♥ ✭'❝❤❛♥/✐❧❧♦♥> ❞❡ 4✉❣♦>✐/' ❛❧❧❛♥/ ❞❡ ✺✵ ♥♠ 9 ✶ ➭♠✱ ❤❛✉/❡✉4> ❞❡

♠❛4❝❤❡> >✉♣'4✐❡✉4❡> 9 ✶✷✵ ♥♠✮✳

❆✳✹✳✷ ▼✐❝'♦)❝♦♣✐❡ , ❢♦'❝❡ ❛/♦♠✐1✉❡

▲❡ ♠✐❝4♦>❝♦♣❡ 9 ❢♦4❝❡ ❛/♦♠✐8✉❡ ✭❆❋▼ ♣♦✉4 ❛/♦♠✐❝ ❢♦4❝❡ ♠✐❝4♦>❝♦♣❡✮ ❡>/ ✉♥ /②♣❡

❞❡ ♠✐❝4♦>❝♦♣❡ 9 >♦♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣❡4♠❡//❛♥/ ❞❡ ✈✐>✉❛❧✐>❡4 ❧❛ /♦♣♦❣4❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧❛ >✉4❢❛❝❡ ❞✬✉♥

'❝❤❛♥/✐❧❧♦♥✳

▲❛ /❡❝❤♥✐8✉❡ ❆❋▼ ❡①♣❧♦✐/❡ ❧✬✐♥/❡4❛❝/✐♦♥ ✭❛//4❛❝/✐♦♥✴4'♣✉❧>✐♦♥✮ ❡♥/4❡ ❧✬❡①/4'♠✐/' ❞✬✉♥❡

♣♦✐♥/❡ ❡/ ❧❡> ❛/♦♠❡> ❡♥ >✉4❢❛❝❡ ❞✬✉♥ '❝❤❛♥/✐❧❧♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡4♠❡/ ❞✬❛♥❛❧②>❡4 ❞❡> ③♦♥❡> ❛❧❧❛♥/

❞❡ 8✉❡❧8✉❡> ♥❛♥♦♠7/4❡> 9 8✉❡❧8✉❡> ♠✐❝4♦♥> ❞❡ ❝♦/' ❡/ ❞❡ ♠❡>✉4❡4 ❞❡> ❢♦4❝❡> ❞❡ ❧✬♦4❞4❡

❞✉ ♥❛♥♦♥❡✇/♦♥✳ ▲❡ ♠✐❝4♦>❝♦♣❡ 9 ❢♦4❝❡ ❛/♦♠✐8✉❡ ♣❡4♠❡/ ❞♦♥❝ ❞❡ ❜❛❧❛②❡4 ❧❛ >✉4❢❛❝❡ ❞✬✉♥

'❝❤❛♥/✐❧❧♦♥ ❣4N❝❡ 9 ✉♥❡ ♣♦✐♥/❡ /47> ✜♥❡✱ ♣♦>✐/✐♦♥♥'❡ 9 ❧✬❡①/4'♠✐/' ❧✐❜4❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝4♦✲❧❡✈✐❡4

✢❡①✐❜❧❡✱ ♣♦✉✈❛♥/ >❡ ❞'♣❧❛❝❡4 ❞❛♥> /♦✉/❡> ❧❡> ❞✐4❡❝/✐♦♥> ❞❡ ❧✬❡>♣❛❝❡✱ ❣4N❝❡ 9 ✉♥ /✉❜❡ ♣✐'③♦✲

'❧❡❝/4✐8✉❡✳ ▲✬❛♥❛❧②>❡ ❞❡> ✢❡①✐♦♥> ❞✉ ♠✐❝4♦✲❧❡✈✐❡4 ♣❡4♠❡/ ❞❡ ❞'/❡4♠✐♥❡4 ❧✬❡①❛❝/ ♣❛4❝♦✉4>

❞❡ ❧❛ ♣♦✐♥/❡✱ ❛✐♥>✐ 8✉❡ ❧❛ ♠❡>✉4❡ ❞❡> ❢♦4❝❡> ❞✬✐♥/❡4❛❝/✐♦♥> ✐♥/❡4✈❡♥❛♥/ ❡♥/4❡ ❡❧❧❡ ❡/ ❧✬'❝❤❛♥✲

/✐❧❧♦♥✳ ❈❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞'✜♥✐4 ❧❛ /♦♣♦❣4❛♣❤✐❡ ❞❡ >✉4❢❛❝❡✱ ❧✬❆❋▼ ❡>/ ❞❛♥> ❝❡ ❝❛> ❛>>✐♠✐❧❛❜❧❡ 9

✉♥ ♣4♦✜❧♦♠7/4❡✳



❆✳✹ ➱$✉❞❡ ❞❡ ❧✬*$❛$ ❞❡ ,✉-❢❛❝❡ ✶✻✶

❋✐❣✉$❡ ❆✳✾ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞❡ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞❡ ❧✬❆❋▼ ❬✶✷✹❪

▲❛ ♠✐❝;♦<❝♦♣✐❡ > ❢♦;❝❡ ❛/♦♠✐?✉❡ <❡ ❞'❝❧✐♥❡ <♦✉< /;♦✐< ♠♦❞❡< ♣;✐♥❝✐♣❛✉① ?✉✐ <♦♥/ ❧❡

♠♦❞❡ ❝♦♥/❛❝/✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❝♦♥/❛❝/ ✐♥/❡;♠✐//❡♥/ ✭❛♣♣❡❧' ❛✉<<✐ ♠♦❞❡ ❚❛♣♣✐♥❣✮ ♦✉ ❡♥❝♦;❡ ❧❡

♠♦❞❡ ♥♦♥ ❝♦♥/❛❝/ ✭❛♣♣❡❧' ❛✉<<✐ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❞❡ ❢;'?✉❡♥❝❡✮✳

▲❡ ♠♦❞❡ ❝♦♥/❛❝/ <❡ ❜❛<❡ <✉; ❧❡< ❢♦;❝❡< ;'♣✉❧<✐✈❡< ✿ ❧❛ ♣♦✐♥/❡ ❛♣♣✉✐❡ <✉; ❧❛ <✉;❢❛❝❡✱

❡❧❧❡ ❡</ ❞♦♥❝ ;❡♣♦✉<<'❡ ❞✉ ❢❛✐/ ❞✉ ♣;✐♥❝✐♣❡ ❞❡ J❛✉❧✐✱ ❡/ ❧❡ ❧❡✈✐❡; ❡</ ❞'✈✐'✳ ▲❛ ;'/;♦❛❝/✐♦♥

<✬❡✛❡❝/✉❡ <✉; ❧❛ ♠❡<✉;❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐;❡❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞'✈✐❛/✐♦♥✳

▲❡ ♠♦❞❡ ❚❛♣♣✐♥❣✱ ❞❡ ❧♦✐♥ ❧❡ ♣❧✉< ✉/✐❧✐<'✱ ❝♦♥<✐</❡ > ❢❛✐;❡ ✈✐❜;❡; ❧❡ ❧❡✈✐❡; > <❛ ❢;'?✉❡♥❝❡

♣;♦♣;❡ ❞❡ ;'<♦♥❛♥❝❡ ✭/②♣✐?✉❡♠❡♥/ ❞❡ ❧✬♦;❞;❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥/❛✐♥❡ ❞❡ ❦❍③✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡;/❛✐♥❡

❛♠♣❧✐/✉❞❡✳ ▲♦;<?✉❡ ❧❛ ♣♦✐♥/❡ ✐♥/❡;❛❣✐/ ❛✈❡❝ ❧❛ <✉;❢❛❝❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐/✉❞❡ ❞'❝;♦✐/ ✭♣❛;❝❡ ?✉❡ ❧❛

❢;'?✉❡♥❝❡ ❞❡ ;'<♦♥❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡✮✳ ▲❛ ;'/;♦❛❝/✐♦♥ <❡ ❢❛✐/ ❛❧♦;< <✉; ❧✬❛♠♣❧✐/✉❞❡ ❞✬♦<❝✐❧❧❛/✐♦♥

❞✉ ❧❡✈✐❡;✳

▲❡ ♠♦❞❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❞❡ ❢;'?✉❡♥❝❡ ❛ '/' ✐♥✐/✐❛❧❡♠❡♥/ ✉/✐❧✐<' ❛✈❡❝ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡< ❢♦;❝❡<

❛//;❛❝/✐✈❡<✱ ❛✈❡❝ ❞❡< ❡①❡♠♣❧❡< ❞❡ ;'<♦❧✉/✐♦♥ ❛/♦♠✐?✉❡✳ J❧✉< ❞'❧✐❝❛/ > ❣';❡;✱ ✐❧ ♣❡;♠❡/

❝♦♥/;❛✐;❡♠❡♥/ ❛✉ ♠♦❞❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐/✉❞❡ ❞❡ <'♣❛;❡; ❞✐;❡❝/❡♠❡♥/ ❧✬❡✛❡/ ❞❡< ❢♦;❝❡<

❝♦♥<❡;✈❛/✐✈❡< ❡/ ❞✐<<✐♣❛/✐✈❡<✳ ■❧ ❡</ ❡<<❡♥/✐❡❧❧❡♠❡♥/ ✉/✐❧✐<' <♦✉< ✈✐❞❡✳ ▲❛ ;'/;♦❛❝/✐♦♥ <✬❡✛❡❝✲

/✉❡ <✉; ❧❛ ❞'✈✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢;'?✉❡♥❝❡ ❞❡ ;'<♦♥❛♥❝❡✳



✶✻✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ❆✳ ❚❡❝❤♥✐-✉❡/ ✐♥/%&✉♠❡♥%❛❧❡/

❆✳✺ ▼✐❝&♦(❝♦♣✐❡(

❆✳✺✳✶ ▼✐❝'♦)❝♦♣✐❡ ,❧❡❝.'♦♥✐0✉❡ 2 ❜❛❧❛②❛❣❡

▲❛ ♠✐❝%♦'❝♦♣✐❡ *❧❡❝,%♦♥✐.✉❡ 0 ❜❛❧❛②❛❣❡ ✭▼❊❇ ♦✉ ❙❊▼ ♣♦✉% ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝,%♦♥ ▼✐❝%♦✲

'❝♦♣② ❡♥ ❛♥❣❧❛✐'✮ ❡', ✉♥❡ ,❡❝❤♥✐.✉❡ ❞❡ ♠✐❝%♦'❝♦♣✐❡ *❧❡❝,%♦♥✐.✉❡ ♣❡%♠❡,,❛♥, ❧✬♦❜,❡♥,✐♦♥

❞✬✐♠❛❣❡' ❡♥ ❤❛✉,❡ %*'♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '✉%❢❛❝❡ ❞✬✉♥ *❝❤❛♥,✐❧❧♦♥✳ ❈❡,,❡ ,❡❝❤♥✐.✉❡ ❡', ❜❛'*❡ '✉%

❧❡ ♣%✐♥❝✐♣❡ ❞❡' ✐♥,❡%❛❝,✐♦♥' *❧❡❝,%♦♥'✲♠❛,✐A%❡✳

❊♥ ♣*♥*,%❛♥, ❞❛♥' ❧✬*❝❤❛♥,✐❧❧♦♥✱ ❧❡ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❞✬*❧❡❝,%♦♥' ❢♦%♠❡ ✉♥❡ ♣♦✐%❡ ❞✬✐♥,❡%❛❝,✐♦♥

❝♦%%❡'♣♦♥❞❛♥, 0 ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✐♥,❡%❛❝,✐♦♥ ✭✜❣✉%❡ ❆✳✶✵✮✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ♣♦✐%❡ ❞*♣❡♥❞

❞✉ ♥✉♠*%♦ ❛,♦♠✐.✉❡ ✭❩✮ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬*❝❤❛♥,✐❧❧♦♥ ❡, ❞❡ ❧✬*♥❡%❣✐❡ ❞❡' *❧❡❝,%♦♥' ✐♥❝✐❞❡♥,'✳

❉❛♥' ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✐♥,❡%❛❝,✐♦♥✱ ❧❡' *❧❡❝,%♦♥' ❞✉ ❢❛✐'❝❡❛✉ ✈♦♥, ♣❡%❞%❡ ❧❡✉% *♥❡%❣✐❡ ♣❛% ❝♦❧✲

❧✐'✐♦♥' ♠✉❧,✐♣❧❡' ❛✈❡❝ ❧❡' ❛,♦♠❡' ❞✉ ♠❛,*%✐❛✉ ❣*♥*%❛♥, ❛✐♥'✐ ❞❡ ♥♦♠❜%❡✉① ♣❤*♥♦♠A♥❡'

'❡❝♦♥❞❛✐%❡'✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ❆✳✶✶ ✐❧❧✉',%❡ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' %❛❞✐❛,✐♦♥' ♣♦✉✈❛♥, K,%❡ *♠✐'❡' ❧♦%' ❞❡

❧✬✐♥,❡%❛❝,✐♦♥ ❡♥,%❡ ❧❡ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❞✬*❧❡❝,%♦♥' ❡, ❧✬*❝❤❛♥,✐❧❧♦♥✳ ❉❛♥' ❧❡ ❝❛' ♦L ❧❡ ✢✉① ❞✬*❧❡❝,%♦♥'

✐♥❝✐❞❡♥, ❡', ,%♦♣ ✐♠♣♦%,❛♥, ❡, .✉❡ ❧❡' *❧❡❝,%♦♥' *♠✐' ♥❡ '♦♥, ♣❛' *✈❛❝✉*'✱ ✐❧ '❡ ♣%♦❞✉✐, ✉♥

♣❤*♥♦♠A♥❡ ❞❡ ❝❤❛%❣❡ ✐♥❞✉✐'❛♥, ❞❡' ❞*♣❧❛❝❡♠❡♥,' ❡, ✉♥ ❜❧❛♥❝❤✐''❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ N♦✉%

*✈✐,❡% ❝❡' ♣%♦❜❧A♠❡'✱ ❧❡' *❝❤❛♥,✐❧❧♦♥' ✐'♦❧❛♥,' '♦♥, %❡❝♦✉✈❡%,' ❞✬✉♥ ❞*♣O, ❞❡ .✉❡❧.✉❡' ♥♠

❞❡ ♠*,❛❧ ❝♦♥❞✉❝,❡✉% ✭❆✉ ♦✉ ❈ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❉❛♥' ✉♥ ♠✐❝%♦'❝♦♣❡ *❧❡❝,%♦♥✐.✉❡ 0 ❜❛❧❛②❛❣❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡', ♦❜,❡♥✉❡ '*.✉❡♥,✐❡❧❧❡♠❡♥,

♣♦✐♥, ♣❛% ♣♦✐♥, ❡♥ ❞*♣❧❛P❛♥, ❧❡ ❢❛✐'❝❡❛✉ ❞✬*❧❡❝,%♦♥' ♣%✐♠❛✐%❡' '✉% ❧❛ '✉%❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬*❝❤❛♥✲

,✐❧❧♦♥✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡', ❝♦♥',%✉✐,❡ ❡♥ ✉,✐❧✐'❛♥, ❧❡ '✐❣♥❛❧ ❣*♥*%* ♣❛% ❧❡' ❞✐✛*%❡♥,' ❞*,❡❝,❡✉%' ♣♦✉%

♠♦❞✉❧❡% ❧❛ ❜%✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ,✉❜❡ ❝❛,❤♦❞✐.✉❡✳

▲❡ %❛♣♣♦%, ❡♥,%❡ ❧❡ ❢♦%♠❛, ❞❡ ❧✬*❝%❛♥ ❡, ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❜❛❧❛②*❡ '✉% ❧✬*❝❤❛♥,✐❧❧♦♥

❞*,❡%♠✐♥❡ ❧❡ ❣%❛♥❞✐''❡♠❡♥,✳

❋✐❣✉$❡ ❆✳✶✵ ✕ N♦✐%❡ ❞❡ ❞✐✛✉'✐♦♥



❆✳✺ ▼✐❝&♦(❝♦♣✐❡( ✶✻✸

❋✐❣✉$❡ ❆✳✶✶ ✕ ❘❛❞✐❛(✐♦♥+ ,♠✐+❡+ ❧♦0+ ❞❡ ❧✬✐♥(❡0❛❝(✐♦♥ ❡♥(0❡ ❧❡ ❢❛✐+❝❡❛✉ ❞✬,❧❡❝(0♦♥+ ❡(

❧✬,❝❤❛♥(✐❧❧♦♥

▲✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ♦0❣❛♥❡+ ❝♦♠♣♦+❛♥( ✉♥ ▼❊❇ +♦♥( ♣0,+❡♥(,+ ❞❛♥+ ❧❡ +❝❤,♠❛ ❡♥ ✜❣✉0❡

❆✳✶✷✳

▲❡ ❝❛♥♦♥ +❡0( ? ♣0♦❞✉✐0❡ ❧❡+ ,❧❡❝(0♦♥+ ♣0✐♠❛✐0❡+✳ ■❧ ❡+( ❡++❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥( ❝♦♥+(✐(✉, ❞❡

(0♦✐+ ❧❡♥(✐❧❧❡+ ,❧❡❝(0♦♠❛❣♥,(✐A✉❡+ ♣❡0♠❡((❛♥( ❞❡ ❢♦❝❛❧✐+❡0 ❧❡ ❢❛✐+❝❡❛✉ ♣0✐♠❛✐0❡ ❡♥ ✉♥ +♣♦(

♣♦♥❝(✉❡❧✳ ▲❡+ ♠❡✐❧❧❡✉0❡+ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡+ +♦♥( ♦❜(❡♥✉❡+ ❧♦0+A✉✬♦♥ ♣❡✉( ❢♦❝❛❧✐+❡0 ✉♥ ❝♦✉0❛♥(

✐♥(❡♥+❡ ❞❛♥+ ✉♥❡ (❛❝❤❡ ❛✉++✐ ♣❡(✐(❡ A✉❡ ♣♦++✐❜❧❡✳ ▲❛ ♠❛❥♦0✐(, ❞❡+ ♠✐❝0♦+❝♦♣❡+ ✉(✐❧✐+❡♥(

✉♥❡ (0✐♦❞❡ (❤❡0♠♦,❧❡❝(0♦♥✐A✉❡✳ ▲❛ ❝❛(❤♦❞❡ ❡+( ✉♥ ✜❧❛♠❡♥( ❞❡ (✉♥❣+(C♥❡ ❡♥ ❢♦0♠❡ ❞❡ ❱✳

■❧ ❡+( ❝❤❛✉✛, ? ❡♥✈✐0♦♥ ✷✼✵✵ ❑ ❡( ✐❧ ❛ ✉♥❡ ❞✉0,❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ ✹✵ ? ✶✷✵ ❤❡✉0❡+✳ ▲❡ ✜❧❛♠❡♥( ❡+(

♣❧❛❝, ❞❛♥+ ✉♥ ❝②❧✐♥❞0❡ ✭❧❡ ✇❡❤♥❡❧(✮ ❛✉ ❞❡++✉+ ❞❡ ❧✬❛♥♦❞❡ 0❡❧✐,❡ ? ❧❛ ♠❛++❡✳ ▲❡ ✜❧❛♠❡♥( ❡+(

0❡❧✐, ? ✉♥❡ ❤❛✉(❡ (❡♥+✐♦♥ ✭❡♥(0❡ ✶ ❑❱ ❡( ✸✵ ❑❱✮ ❀ ❧❡ ♣♦(❡♥(✐❡❧ ❞✉ ✇❡❤♥❡❧( ❞✐✛C0❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐

❞✉ ✜❧❛♠❡♥( ❞❡ A✉❡❧A✉❡+ ❝❡♥(❛✐♥❡+ ❞❡ ✈♦❧(+✳ ❈❡❧❛ ♣❡0♠❡( ❞❡ 0,❣❧❡0 ❧✬✐♥(❡♥+✐(, ❞✉ ❢❛✐+❝❡❛✉

,❧❡❝(0♦♥✐A✉❡ ❡( ❞❡ 0❛♠❡♥❡0 ❧❡+ ,❧❡❝(0♦♥+ ,♠✐+ +✉0 ❧✬❛①❡ ♦♣(✐A✉❡ ❢♦0♠❛♥( ❧❡ ✧❝0♦++✲♦✈❡0✧

A✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ 0U❧❡ ❞❡ +♦✉0❝❡ ✈✐0(✉❡❧❧❡ ❞✬,❧❡❝(0♦♥+✳ ▲❡+ ,❧❡❝(0♦♥+ +♦♥( ❡♥+✉✐(❡ ❛❝❝,❧,0,+ ✈❡0+

❧✬❛♥♦❞❡✳ ▲❡+ ♣❛0❛♠C(0❡+ ✐♠♣♦0(❛♥(+ +♦♥( ❧❛ ❜0✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐+❝❡❛✉ ✭❝❛♥♦♥✮ ❡( ❧❡+ ♣0♦♣0✐,(,+

♦♣(✐A✉❡+ ❞❡ ❧❛ ❞❡0♥✐C0❡ ❧❡♥(✐❧❧❡ ❢♦❝❛❧✐+❛♥(❡ ✭♦❜❥❡❝(✐❢✮✳ ▲❡+ ❜♦❜✐♥❡+ ❞❡ ❞,✢❡①✐♦♥ ❞❛♥+ ❧❛

❝♦❧♦♥♥❡ ♣❡0♠❡((❡♥( ❧❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡ ❧✬,❝❤❛♥(✐❧❧♦♥ ♣❛0 ❧❡ ❢❛✐+❝❡❛✉✳

❈❤❛A✉❡ (②♣❡ ❞✬,❧❡❝(0♦♥+ ,♠✐+ ♣♦++C❞❡ ✉♥ ❞,(❡❝(❡✉0 ♣0♦♣0❡✳ ▲❛ ❞,(❡❝(✐♦♥ ❞❡+ ,❧❡❝(0♦♥+

+❡❝♦♥❞❛✐0❡+ +✬❡✛❡❝(✉❡ ❣0W❝❡ ? ✉♥ ♣❤♦(♦♠✉❧(✐♣❧✐❝❛(❡✉0 ❝♦♥X✉ ♣❛0 ❊✈❡0❤❛0( ❡( ❚❤♦0♥❧❡② ❡♥

✶✾✻✵✳ ❈❡ ❞,(❡❝(❡✉0 ✉(✐❧✐+❡ ✉♥ ❞❡+ ♠❡✐❧❧❡✉0+ +②+(C♠❡+ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉0❛♥(✳ ▲❡+ ,❧❡❝✲

(0♦♥+ +❡❝♦♥❞❛✐0❡+ +♦♥( ❛((✐0,+ ♣❛0 ❧❡ ❝♦❧❧❡❝(❡✉0 ✭✰ ✸✵✵ ❱✮ ♣✉✐+ ❛❝❝,❧,0,+ ✈❡0+ ❧❡ +❝✐♥(✐❧❧❛(❡✉0
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✭✶✵ ❦❱✮ &✉✐ ❛❜+♦-❜❡ ❧❡+ 0❧❡❝2-♦♥+ ❡2 0♠❡2 ❞❡+ ♣❤♦2♦♥+✳ ❈❡✉①✲❝✐ ❛--✐✈❡♥2 ❞❛♥+ ❧❡ ♣❤♦2♦✲

♠✉❧2✐♣❧✐❝❛2❡✉- = 2-❛✈❡-+ ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡+✳ ❉❛♥+ ❧❡ ♣❤♦2♦♠✉❧2✐♣❧✐❝❛2❡✉-✱ ❧❡+ ♣❤♦2♦♥+ +♦♥2

❝♦♥✈❡-2✐+ ❡♥ 0❧❡❝2-♦♥+ &✉✐ ✈♦♥2 2-B+ ✈✐2❡ +❡ ♠✉❧2✐♣❧✐❡- ❣-C❝❡ = ✉♥❡ +✉❝❝❡++✐♦♥ ❞❡ ❞②♥♦❞❡+✳

▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝❡ ❞02❡❝2❡✉- ❡+2 ❞❡ ❧✬♦-❞-❡ ❞❡ ✶✵

6
✳

▲❡ ❞02❡❝2❡✉- ❞✬0❧❡❝2-♦♥+ -02-♦✲❞✐✛✉+0+ ❡+2 ❝♦♥+2✐2✉0 ❞❡ ❞✐♦❞❡+ +✐❧✐❝✐✉♠✳ ■❧ ❝♦♠♣♦-2❡ ❞❡✉①

+❡❝2❡✉-+ +❡♥+✐❜❧❡+ ❞❡ ♠H♠❡ +✉-❢❛❝❡ ✭❆❂❇✮✳ ❊♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦+✐2✐♦♥ ❆✰❇✱ ❧❡+ ✐♠❛❣❡+

+♦♥2 ♦❜2❡♥✉❡+ = ♣❛-2✐- ❞✬✉♥ 0❝❤❛♥2✐❧❧♦♥ ♣♦❧✐ ❡2 ♠❡22❡♥2 ❡♥ 0✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡+ ♣❤❛+❡+ &✉✐ ❧❡

❝♦♥+2✐2✉❡♥2✳ ❊♥ ♠♦❞❡ 2♦♣♦❣-❛♣❤✐❡ ❆✲❇✱ ❧❡+ +✐❣♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦+✐2✐♦♥ +✬❛♥♥✉❧❡♥2 ❡2 ♦♥

♦❜+❡-✈❡ ✉♥✐&✉❡♠❡♥2 ❧❛ 2♦♣♦❣-❛♣❤✐❡✳

▲❡ ❞02❡❝2❡✉- ❞❡ -❛②♦♥+ ❳ ❡+2 ✉♥ ❞02❡❝2❡✉- ❡♥ 0♥❡-❣✐❡✳ ■❧ +✬❛❣✐2 ❞✬✉♥❡ ❞✐♦❞❡ +✐❧✐❝✐✉♠

❞♦♣0 ❛✉ ❧✐2❤✐✉♠✳ ❈❤❛&✉❡ ♣❤♦2♦♥ &✉✐ ❛--✐✈❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❞✐♦❞❡ ✈❛ ♣-♦✈♦&✉❡- ❡♥ +♦-2✐❡ ✉♥❡

✐♠♣✉❧+✐♦♥ ❞❡ 2❡♥+✐♦♥ ♣-♦♣♦-2✐♦♥♥❡❧❧❡ = ❧✬0♥❡-❣✐❡ ❞❡ ❝❡ ♣❤♦2♦♥ ❳✳ ▲❡ +♣❡❝2-❡ ❳ ♦❜2❡♥✉ ❡+2

✉♥ ❤✐+2♦❣-❛♠♠❡ ❞✉ ♥♦♠❜-❡ ❞❡+ ✐♠♣✉❧+✐♦♥+ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉- ❤❛✉2❡✉- ✭❝✬❡+2✲=✲❞✐-❡ ❞❡

❧✬0♥❡-❣✐❡ ❞❡+ ♣❤♦2♦♥+ ❳✮✳ ▲❡+ ❛♥❛❧②+❡+ ❞❡ 2②♣❡ ❊❉❙ ✭❊♥❡-❣✐❡ ❉✐+♣❡-+✐✈❡ ❙♣❡❝2-♦+❝♦♣②✮ ♥❡

+♦♥2 ♣♦++✐❜❧❡ &✉❡ ♣♦✉- ❧❡+ 0❧0♠❡♥2+ ♣❧✉+ ❧♦✉-❞+ &✉❡ ❧✬♦①②❣B♥❡✳



❆✳✺ ▼✐❝&♦(❝♦♣✐❡( ✶✻✺

❋✐❣✉$❡ ❆✳✶✷ ✕ ❙❝❤(♠❛ ❞❡ ❢♦♥❝0✐♦♥♥❡♠❡♥0 ❞✉ ▼❊❇ ❬✶✷✺❪

❆✳✺✳✷ ▼✐❝'♦)❝♦♣✐❡ ,❧❡❝.'♦♥✐0✉❡ 2 .'❛♥)♠✐))✐♦♥

▲❛ ♠✐❝:♦;❝♦♣✐❡ (❧❡❝0:♦♥✐>✉❡ ❡♥ 0:❛♥;♠✐;;✐♦♥✶ ✭▼❊❚ ♦✉ ❚❊▼ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐; ♣♦✉: ❚:❛♥;✲

♠✐;;✐♦♥ ❊❧❡❝0:♦♥ ▼✐❝:♦;❝♦♣②✮ ❡;0 ✉♥❡ 0❡❝❤♥✐>✉❡ ❞❡ ♠✐❝:♦;❝♦♣✐❡ ♦E ✉♥ ❢❛✐;❝❡❛✉ ❞✬(❧❡❝0:♦♥;

❡;0 ✓ 0:❛♥;♠✐; ✔ I 0:❛✈❡:; ✉♥ (❝❤❛♥0✐❧❧♦♥ 0:K; ♠✐♥❝❡✳ ▲❡ ;❝❤(♠❛ ❞❡ ❢♦♥❝0✐♦♥♥❡♠❡♥0 ❞✬✉♥

♠✐❝:♦;❝♦♣❡ (❧❡❝0:♦♥✐>✉❡ I 0:❛♥;♠✐;;✐♦♥ ❡;0 ♣:(;❡♥0( ❡♥ ✜❣✉:❡ ❆✳✶✸✳

❯♥ ❢❛✐;❝❡❛✉ ❞✬(❧❡❝0:♦♥; ❡;0 ❡①0:❛✐0 ❞✬✉♥ ✜❧❛♠❡♥0 ♣❛: ❝❤❛✉✛❛❣❡ ♦✉ ❡✛❡0 ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ▲❡;

(❧❡❝0:♦♥; ;♦♥0 ❛❝❝(❧(:(; ♣❛: ✉♥❡ ❢♦:0❡ 0❡♥;✐♦♥ ✭❞❡ ❧✬♦:❞:❡ ❞❡ ✺✵✳✵✵✵ I ✸✳✵✵✵✳✵✵✵ ❱ ✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❞✉ ❝❛♥♦♥ ♣✉✐; ;♦♥0 ❢♦❝❛❧✐;(; ♣❛: ❞❡; ❝❤❛♠♣; ♠❛❣♥(0✐>✉❡; ❞❡ ❧✬♦:❞:❡ ❞✉ 0❡;❧❛✳ ▲❛ ❧❡♥0✐❧❧❡ ❧❛

♣❧✉; ♣:♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬(❝❤❛♥0✐❧❧♦♥✱ ♦✉ ❧❡♥0✐❧❧❡ ♦❜❥❡❝0✐❢ ✭❞✐;0❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦:❞:❡ ❞✉ ♠✐❧❧✐♠K0:❡

♦✉ ♠♦✐♥;✮ ❛;;✉:❡ ❧❡ ♣:❡♠✐❡: ❣:❛♥❞✐;;❡♠❡♥0✱ ❡0 ❞(✜♥✐0 ❞♦♥❝ ❧❛ >✉❛❧✐0( ✭❡;;❡♥0✐❡❧❧❡♠❡♥0 ✿ ❧❛

:(;♦❧✉0✐♦♥✮ ❞❡; ✐♠❛❣❡;✳

❙✉: ❧❡ ;❝❤(♠❛ ♣:(;❡♥0( ❡♥ ✜❣✉:❡ ❆✳✶✸ ;♦♥0 0:❛❝(;✱ ♣❛:0❛♥0 ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥0; ❞❡ ❧✬(❝❤❛♥✲

0✐❧❧♦♥✱ ❞❡; :❛②♦♥; ;❡ ♣:♦♣❛❣❡❛♥0 ;❡❧♦♥ ❞❡✉① ❞✐:❡❝0✐♦♥; ❞✐✛(:❡♥0❡;✳ ▲❡; :❛②♦♥; ❝♦♥✈❡:❣❡♥0
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✈❡"# ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧ ❡+ #✬❛##❡♠❜❧❡♥+ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉" ❞✐"❡❝+✐♦♥ ❞❡ ♣"♦♣❛❣❛+✐♦♥ ✐♥✐+✐❛❧❡

♣♦✉" ❢♦"♠❡" ✉♥❡ ✜❣✉"❡ ❞❡ ❞✐✛"❛❝+✐♦♥✳ ❈❡++❡ ✜❣✉"❡ ❡#+ ❝❛"❛❝+7"✐#+✐8✉❡ ❞❡# ♣"♦♣"✐7+7# ❣7♦✲

♠7+"✐8✉❡# ❞✉ ♠❛+7"✐❛✉✱ ♥♦+❛♠♠❡♥+ ❞❡ #❛ ♣7"✐♦❞✐❝✐+7✳

➚ ♣❛"+✐" ❞✉ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧✱ ❧❛ ♣"♦♣❛❣❛+✐♦♥ ❞❡# "❛②♦♥# ❧❡# "❡❝♦♠❜✐♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉"

♦"✐❣✐♥❡ ❣7♦♠7+"✐8✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡+✱ ❡+ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ #❡ ❢♦"♠❡ ❞❛♥# ✉♥ ♣❧❛♥ ❞♦♥+ ❧❛

♣♦#✐+✐♦♥ ❡#+ ❞7+❡"♠✐♥7❡ ♣❛" ❧✬♦♣+✐8✉❡ ❣7♦♠7+"✐8✉❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞✉ ❣"❛♥❞✐##❡♠❡♥+✳ ❈❡ ❞❡"✲

♥✐❡" ❡#+ ❣7♥7"❛❧❡♠❡♥+ ✜①❡ ♣♦✉" ❧❛ ❧❡♥+✐❧❧❡ ♦❜❥❡❝+✐❢ ✭❡♥✈✐"♦♥ ① ✺✵✮✱ ❧❡# ❧❡♥+✐❧❧❡# ✐♥❢7"✐❡✉"❡#

♣❡"♠❡++❛♥+ ❞✬✐♠❛❣❡" ✿

✲ #♦✐+ ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥+✐❧❧❡ ♦❜❥❡❝+✐❢ ♣♦✉" ❧❡ ♠♦❞❡ ✐♠❛❣❡

✲ #♦✐+ ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥+✐❧❧❡ ♦❜❥❡❝+✐❢ ♣♦✉" ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✐✛"❛❝+✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ❆✳✶✸ ✕ ❙❝❤7♠❛ ❞❡ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ ❞✉ ▼❊❚ ❬✶✷✻❪
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▲❛ ♠7+❤♦❞❡ ❞❡ ❇❡"❧✐♥❝♦✉"+ ❡#+ ✉♥❡ ♠7+❤♦❞❡ ❞❡ ♠❡#✉"❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♣✐7③♦7❧❡❝+"✐8✉❡
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♣"❡##✐♦♥ ♠7❝❛♥✐8✉❡✳

▲✬7❝❤❛♥+✐❧❧♦♥ U ♠❡#✉"❡" ❡#+ ♣❧❛❝7 ❡♥+"❡ ❞❡✉① ♣✐V❝❡# ♠7+❛❧❧✐8✉❡# ❡+ #♦✉♠✐# U ✉♥❡ ❝♦♥+"❛✐♥+❡
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d33✳
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✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡  ✉% ❧❡ %1 ✉❧"❛" ❞❡ ❧❛ ♠❡ ✉%❡✱  ❡❧♦♥ ❧❡ ♠❛"1%✐❛✉✳



✶✻✽ ❈❤❛♣✐%&❡ ❆✳ ❚❡❝❤♥✐-✉❡/ ✐♥/%&✉♠❡♥%❛❧❡/



❆♥♥❡①❡ ❇

▼❛'(✐❝❡+ ❞❡+ '❡♥+❡✉(+ ♣✐/③♦/❧❡❝'(✐3✉❡+

❚!✐❝❧✐♥✐&✉❡

❈❧❛##❡ ✶

dij =







d11 d12 d13 d14 d15 d16

d21 d22 d23 d24 d25 d26

d31 d32 d33 d34 d35 d36







▼♦♥♦❝❧✐♥✐&✉❡

❈❧❛##❡ ✷

dij =







0 0 0 d14 d15 0

0 0 0 d24 d25 0

d31 d32 d33 0 0 d36







❈❧❛##❡ ♠

dij =







d11 d12 d13 0 0 d16

d21 d22 d23 0 0 d26

0 0 0 d34 d35 0







❖!,❤♦!❤♦♠❜✐&✉❡

❈❧❛##❡ ✷✷✷

dij =







0 0 0 d14 0 0

0 0 0 0 d25 0

0 0 0 0 0 d36







❈❧❛##❡ ✷♠♠

dij =







0 0 0 0 d15 0

0 0 0 d24 0 0

d31 d32 d33 0 0 0







✶✻✾



✶✼✵ ❈❤❛♣✐%&❡ ❇✳ ▼❛%&✐❝❡, ❞❡, %❡♥,❡✉&, ♣✐0③♦0❧❡❝%&✐4✉❡,

❚!✐❣♦♥❛❧

❈❧❛##❡ ✸♠

dij =







0 0 0 0 d15 −d22

−d22 d22 0 d15 0 0

d31 d31 d33 0 0 0







❈❧❛##❡ ✸✷

dij =







d11 −d11 0 d14 0 0

0 0 0 0 −d14 −d11

0 0 0 0 0 0







❈❧❛##❡ ✸

dij =







d11 −d11 0 d14 d24 −d22

−d22 d22 0 d24 −d14 −d11

d31 d32 d33 0 0 0







❚()!❛❣♦♥❛❧❡

❈❧❛##❡ ✹

dij =







0 0 0 d14 d15 0

0 0 0 d14 −d14 0

d31 d31 d33 0 0 0







✳ ❈❧❛##❡ 4̄

dij =







0 0 0 d14 d15 0

0 0 0 −d15 d14 0

d31 −d31 0 0 0 d36







❈❧❛##❡ ✹✷✷

dij =







0 0 0 d14 0 0

0 0 0 0 −d14 0

0 0 0 0 0 0







✳ ❈❧❛##❡ ✹♠♠

dij =







0 0 0 0 d15 0

0 0 0 d15 0 0

d31 d31 d33 0 0 0







❈❧❛##❡ 4̄✷♠

dij =







0 0 0 d14 0 0

0 0 0 0 d14 0

0 0 0 0 0 d36









✶✼✶

❍❡①❛❣♦♥❛❧❡

✳ ❈❧❛$$❡ ✻

dij =







0 0 0 d14 d24 0

0 0 0 d24 −d14 0

d31 d31 d33 0 0 0







❈❧❛$$❡ 6̄

dij =







d11 −d11 0 0 0 −d22

−d22 d22 0 0 0 −d11

0 0 0 0 0 0







❈❧❛$$❡ ✻✷✷

dij =







0 0 0 d14 0 0

0 0 0 0 −d14 0

0 0 0 0 0 0







❈❧❛$$❡ ✻♠♠

dij =







0 0 0 0 d15 0

0 0 0 d15 0 0

d31 d31 d33 0 0 0







❈❧❛$$❡ 6̄✷♠

dij =







d11 −d11 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −d11

0 0 0 0 0 0







❈✉❜✐,✉❡

❈❧❛$$❡ ✷✸

dij =







0 0 0 d14 0 0

0 0 0 0 d14 0

0 0 0 0 0 d14









✶✼✷ ❈❤❛♣✐%&❡ ❇✳ ▼❛%&✐❝❡, ❞❡, %❡♥,❡✉&, ♣✐0③♦0❧❡❝%&✐4✉❡,
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❞❡ ▲❛3●❛5❙✐❖14

✶✼✸
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✵✶✷ ✷✱✸✾✻✽✶ ✸✼✱✹✾✸ ✷✸

✷✶✶ ✷✱✸✻✼✺✹ ✸✼✱✾✼✻ ✶✹✸
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❞ ✷θ(◦) ❉❘❳ ■♥4❡♥,✐45 ♠❡,✉(5❡

✭➴✮ ,✉( ♣♦✉❞(❡ ❻

✸✶✵ ✶✱✾✻✶✽✾ ✹✻✱✷✸✼ ✶✼✹

✷✷✶ ✶✱✽✾✺✹✹ ✹✼✱✾✺✼ ✷✻
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❬✷✷❪ ❏✳ ■♠❜❛✉❞✳ ➱✈❛❧✉❛3✐♦♥ ❞❡- ♣♦3❡♥3✐❛❧✐3I- ❞❡- ♠❛3I<✐❛✉① ❞✉ 3②♣❡ ❧❛♥❣❛-✐3❡ ♣♦✉< ❧❛ <I❛❧✐✲

-❛3✐♦♥ ❞✬♦-❝✐❧❧❛3❡✉<- ✉❧3<❛✲-3❛❜❧❡-✳ ❊3✉❞❡ ❡3 <I❛❧✐-❛3✐♦♥ ♣<I❧✐♠✐♥❛✐<❡- ❞✬✉♥ ♦-❝✐❧❧❛3❡✉<

❝<②♦❣I♥✐N✉❡✳ +❤❉ 2❤❡5✐5✱ ❯♥✐✈❡35✐2d ❞❡ ❋3❛♥❝❤❡ ❈♦♠2d✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✸❪ ❏✳❘✳ ❱✐❝✳ ◗✉❛<3③ ❈<②-3❛❧ ❘❡-♦♥❛3♦<- ❛♥❞ ❖-❝✐❧❧❛3♦<- ❢♦< ❋<❡N✉❡♥❝② ❈♦♥3<♦❧ ❛♥❞

❚✐♠✐♥❣ ❆♣♣❧✐❝❛3✐♦♥- ✲ ❆ ❚✉3♦<✐❛❧✳ ✷✵✵✼✳

❬✷✹❪ ◆✳ +3✉❞❤♦♠♠❡✱ ❱✳ ❋❧❛✉❞✱ +✳ +❛♣❡2✱ ❖✳ ❈❛♠❜♦♥❛✱ ❏✳ ❩❛❝❝❛3♦✱ ❛♥❞ ❆✳ ■❜❛♥❡③✳ ❉❡✲

5✐❣♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❢3❡f✉❡♥❝② GaPO4 ❇❆❲ 3❡5♦♥❛2♦35 ❜② ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡2❝❤✐♥❣✳ ❙❡♥-♦<- ❛♥❞

❆❝3✉❛3♦<- ❇✱ ✶✸✶ ✿✷✼✵✕✷✼✽✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✺❪ ❉✳ +❛❧♠✐❡3✱ ❆✳ ●♦✐✛♦♥✱ ❇✳ ❈❛♣❡❧❧❡✱ ❏✳ ❉h2❛✐♥2✱ ❛♥❞ ❊✳ +❤✐❧✐♣♣♦2✳ ❈3②52❛❧ ❣3♦✇2❤

❛♥❞ ❝❤❛3❛❝2❡3✐③❛2✐♦♥5 ♦❢ f✉❛32③✲❧✐❦❡ ♠❛2❡3✐❛❧ ✿ ❣❛❧❧✐✉♠ ♣❤♦5♣❤❛2❡ (GaPO4)✳ ❏♦✉<♥❛❧

♦❢ ❈<②-3❛❧ ●<♦✇3❤✱ ✶✻✻ ✿✸✹✼✕✸✺✸✱ ✶✾✾✻✳
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❬✷✻❪ ❏✳ ▼❡✐♥*❝❤✐❡♥✱ ❋✳❋❛❧❦✱ ❘✳❍❡4❣6✱ ❛♥❞ ❍✳ ❙6❛❢❛*6✳ ❉✐*6✐♥❝6 ♦4✐❡♥6❛6✐♦♥ ♦❢ ❛❧♥ 6❤✐♥ ✜❧♠*

❞❡♣♦*✐6❡❞ ♦♥ *❛♣♣❤✐4❡ *✉❜*64❛6❡* ❜② ❧❛*❡4 ❛❜❧❛6✐♦♥✳ ❆♣♣❧✐❡❞ '❤②1✐❝1 ❆✱ ✼✵ ✿✷✶✺✕✷✶✽✱

✷✵✵✵✳

❬✷✼❪ ❏✳❳✉✱ ❏✳❙ ❚❤❛❦✉4✱ ●✳ ❍✉✱ ◗✳ ❲❛♥❣✱ ❨✳❉❛♥②❧②✉❦✱ ❍✳❨✐♥❣✱ ❛♥❞ ●✳❲ ❆✉♥❡4✳ ❆♥❣✉❧❛4

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *✉4❢❛❝❡ ❛❝♦✉*6✐❝ ✇❛✈❡ ❝❤❛4❛❝6❡4✐*6✐❝* ✐♥ ❛❧♥ 6❤✐♥ ✜❧♠* ♦♥ ❛✲♣❧❛♥❡

*❛♣♣❤✐4❡ *✉❜*64❛6❡*✳ ❆♣♣❧✐❡❞ '❤②1✐❝1 ❆✱ ✽✸ ✿✹✶✶✕✹✶✺✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✽❪ ❑✳ ❚*✉❜♦✉❝❤✐ ❛♥❞ ◆✳ ▼✐✈♦*❤✐❜❛✳ ❩❡4♦✲6❡♠♣❡4❛6✉4❡✲❝♦❡✣❝✐❡♥6 *❛✇ ❞❡✈✐❝❡* ♦♥ ❛✐♥

❡♣✐6❛①✐❛❧ ✜❧♠*✳ ■❊❊❊ ❚4❛♥1✳ ❙♦♥✐❝1 ❯❧;4❛1♦♥✱ ❙❯✲✸✷ ✿✻✸✹✕✻✹✹✱ ✶✾✽✺✳

❬✷✾❪ ❆✳ ❆❜❛❜♥❡❤✱ ▼✳ ❆❧*✉♠❛❞②✱ ❍✳ ❙❡✐❞❡❧✱ ❚✳ ▼❛♥③❛♥❡]✉❡✱ ❏✳ ❍❡4♥❛♥❞♦✲●❛4❝➹❛✱ ❏✳▲✳

❙`♥❝❤❡③✲❘♦❥❛*✱ ❆✳ ❇✐66♥❡4✱ ❛♥❞ ❯✳ ❙❝❤♠✐❞✳ ❝✲❛①✐* ♦4✐❡♥6❛6✐♦♥ ❛♥❞ ♣✐❡③♦❡❧❡❝64✐❝ ❝♦✲

❡✣❝✐❡♥6* ♦❢ ❛❧♥ 6❤✐♥ ✜❧♠* *♣✉66❡4✲❞❡♣♦*✐6❡❞ ♦♥ 6✐6❛♥✐✉♠ ❜♦66♦♠ ❡❧❡❝64♦❞❡*✳ ❆♣♣❧✐❡❞

❙✉4❢❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✺✾ ✿✺✾✕✻✺✱ ✷✵✶✷✳

❬✸✵❪ ❨✳ ❍✉66❡❧❛✱ ❍✳ ●♦♠❡③❛✱ ❆✳ ❈❡❜♦❧❧❛❞❛❛✱ ●✳ ❆4♠❡❧❧❡*❛✱ ❛♥❞ ▼✳■ ❆❧♦♥*♦✳ ❊♣✐6❛①✐❛❧

❣4♦✇6❤ ♦❢ ❛❧♥ ♦♥ *❛♣♣❤✐4❡ ✭✵ ✵ ✵ ✶✮ ❜② *♣✉66❡4✐♥❣ ✿ ❛ *64✉❝6✉4❛❧✱ ♠♦4♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞

♦♣6✐❝❛❧ *6✉❞②✳ ❏♦✉4♥❛❧ ♦❢ ❝4②1;❛❧ ●4♦✇;❤✱ ✷✹✷ ✿✶✶✻✕✶✷✸✱ ✷✵✵✷✳

❬✸✶❪ ❏✳❆✳ ❘✉✛♥❡4✱ i✳●✳ ❈❧❡♠✱ ❇✳❆✳ ❚✉66❧❡✱ ❉✳ ❉✐♠♦*✱ ❛♥❞ ❉✳▼✳ ●♦♥③❛❧❡*✳ ❊✛❡❝6 ♦❢

*✉❜*64❛6❡ ❝♦♠♣♦*✐6✐♦♥ ♦♥ 6❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝64✐❝ 4❡*♣♦♥*❡ ♦❢ 4❡❛❝6✐✈❡❧② *♣✉66❡4❡❞ ❛❧♥ 6❤✐♥

✜❧♠*✳ ❙♦❧✐❞ ;❤✐♥ ✜❧♠1✱ ✸✺✹ ✿✷✺✻✕✷✻✶✱ ✶✾✾✾✳

❬✸✷❪ ❚✳ ❆✉❜❡46✳ ❈♦♥;4✐❜✉;✐♦♥ D ❧✬F❧❛❜♦4❛;✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣;❡✉41 1❛♥1✲✜❧✱ ♦♣F4❛♥; D ;4I1 ❤❛✉;❡

;❡♠♣F4❛;✉4❡ ✭✺✵✵✲✶✵✵✵➦❈✮✱ D ❜❛1❡ ❞❡ ❞✐1♣♦1✐;✐❢1 D ♦♥❞❡1 F❧❛1;✐O✉❡1 ❞❡ 1✉4❢❛❝❡ ✿ ❝❤♦✐①

❞❡1 ♠❛;F4✐❛✉① ❝♦♥1;✐;✉;✐❢1✳ i❤❉ 6❤❡*✐*✱ ❯♥✐✈❡4*✐6j ❞❡ ◆❛♥❝②✱ ✷✵✶✵✳

❬✸✸❪ ●✳ ❉♦✉❝❤❡6✱ ❋✳ ❙6❤❛❧✱ ❊✳ ❇✐❣❧❡4✱ ❛♥❞ ❘✳ ❇♦✉4]✉✐♥✳ ❆ ❝♦♠♣❛4✐*♦♥ ♦❢ ✈✐❜4❛6✐♥❣ ❜❡❛♠

4❡*♦♥❛6♦4* ✐♥ ]✉❛46③✱ GaPO4✱ LGS ❛♥❞ LGT ✳ ❙♦❧✐❞ ❙;❛;❡ ❙❝✐❡♥❝❡1✱ ✶✷ ✿✸✷✺✕✸✸✷✱

✷✵✶✵✳

❬✸✹❪ ❲♦❥❝✐❡❝❤ ❙③❧❛❜♦✇✐❝③✳ ❈♦♥64✐❜✉6✐♦♥ ❛✉ ❞✐♠❡♥*✐♦♥♥❡♠❡♥6 ❡6 ` ❧❛ 4k❛❧✐*❛6✐♦♥ ❞✬❛❝6✐♦♥✲

♥❡✉4 ♣✐k③♦k❧❡❝64✐]✉❡ ` 4♦6❛6✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡ ❢♦46 ❝♦✉♣❧❡ ♣♦✉4 ❛♣♣❧✐❝❛6✐♦♥* ❛k4♦♥❛✉6✐]✉❡*✳

▼❛*6❡4✬* 6❤❡*✐*✱ ■♥*6✐6✉6 ♥❛6✐♦♥❛❧ ♣♦❧②6❡❝❤♥✐]✉❡ ❞❡ ❚♦✉❧♦✉*❡✱ ✷✵✵✻✳

❬✸✺❪ ❚✳ ▼♦4✐6❛✱ ▼✐♥♦4✉ ❑✳ ❑✉4♦*❛✇❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ❍✐❣✉❝❤✐✳ ❆ ❝②❧✐♥❞4✐❝❛❧ *❤❛♣❡❞ ♠✐❝4♦ ✉❧64❛✲

*♦♥✐❝ ♠♦6♦4 ✉6✐❧✐③✐♥❣ ♣③6 ❛♥❞ 6❤✐♥ ✜❧♠ ❛♥❞ ✶✳✹ ♠♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡6❡4 ❛♥❞ ✺✳✵ ♠♠ ❧♦♥❣

*6❛6♦4 64❛♥*❞✉❝❡4✳ ❙❡♥1♦41 ❛♥❞ ❆❝;✉❛;♦41✱ ✽✸ ✿✷✷✺✕✷✸✵✱ ✷✵✵✵✳

❬✸✻❪ ❨✳❇✳ ❏❡♦♥✱ ❘✳ ❙♦♦❞✱ ❏✳ ❤✳ ❏❡♦♥❣✱ ❛♥❞ ❙✳✲●✳ ❑✐♠✳ ▼❡♠* ♣♦✇❡4 ❣❡♥❡4❛6♦4 ✇✐6❤

64❛♥*✈❡4*❡ ♠♦❞❡ 6❤✐♥ ✜❧♠ i❩❚✳ ❙❡♥1♦41 ❛♥❞ ❆❝;✉❛;♦41 ❆✱ ✶✷✷ ✿✶✻✕✷✷✱ ✷✵✵✺✳

❬✸✼❪ ❚✳ ❑❛♥❞❛✱ ❚✳ ▼♦4✐6❛✱ ▼✳❑✳ ❑✉4♦*❛✇❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ❍✐❣✉❝❤✐✳ ❆ ✢❛6 6②♣❡ 6♦✉❝❤ ♣4♦❜❡

*❡♥*♦4 ✉*✐♥❣ i❩❚ 6❤✐♥ ✜❧♠ ✈✐❜4❛6♦4✳ ❙❡♥1♦41 ❛♥❞ ❆❝;✉❛;♦41✱ ✽✸ ✿✻✼✕✼✺✱ ✷✵✵✵✳

❬✸✽❪ ❏✳ ❳✉✱ ▼✳❏✳ ❉❛♣✐♥♦✱ ❉✳ ●❛❧❧❡❣♦✲i❡4❡③✱ ❛♥❞ ❉✳ ❍❛♥*❢♦4❞✳ ▼✐❝4♦♣❤♦♥❡ ❜❛*❡❞ ♦♥

♣♦❧②✈✐♥②❧✐❞❡♥❡ ✢✉♦4✐❞❡ ✭i❱❉❋✮ ♠✐❝4♦✲♣✐❧❧❛4* ❛♥❞ ♣❛66❡4♥❡❞ ❡❧❡❝64♦❞❡*✳ ❙❡♥1♦41

❛♥❞ ❆❝;✉❛;♦41 ❆ ✿ '❤②1✐❝❛❧✱ ✶✺✸ ✿✷✹✕✸✷✱ ✷✵✵✾✳
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❛♥❞ ♠❛♣✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ,❡♣♦,6✱ ■♥♥♦✈❛6✐✈❡ ,❡B❡❛,❝❤ ❛♥❞ ♣,♦❞✉❝6B✱ ✐♥❝✱ ✷✵✶✸✳

❬✹✶❪ ▼✳ ❇✉❧❧♦✳ ▼♦❞;❧✐-❛3✐♦♥ ❡3 ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♠♦3❡✉/ ♣✐;③♦;❧❡❝3/✐?✉❡ @ ♦♥❞❡ ♣/♦❣/❡--✐✈❡ ✳

3❤❉ 6❤❡B✐B✱ ✉♥✐✈❡,B✐6S ♣♦❧②6❡❝❤♥✐T✉❡ ❢S❞S,❛❧❡ ❞❡ ❧❛✉B❛♥♥❡✱ ✷✵✵✺✳

❬✹✷❪ ❙✳❍✳ ❏✉♥✱ ❙✳▼✳ ▲❡❡✱ ❙✳❍✳ ▲❡❡✱ ❍✳❊ ❑✐♠✱ ❛♥❞ ❑✳❲ ▲❡❡✳ 3✐❡③♦❡❧❡❝6,✐❝ ❧✐♥❡❛, ♠♦✲

6♦, ✇✐6❤ ✉♥✐♠♦,♣❤ B6,✉❝6✉,❡ ❜② ❝♦✲❡①6,✉B✐♦♥ ♣,♦❝❡BB✳ ❙❡♥-♦/- ❛♥❞ ❆❝3✉❛3♦/- ❆✱

✶✹✼ ✿✸✵✵✕✸✵✸✱ ✷✵✵✽✳

❬✹✸❪ ❯♥✐6❡❞ ❙6❛6❡B 3❛6❡♥6 ❆♣♣❧✐❝❛6✐♦♥ ✷✵✶✵✵✵✹✺✷✹✶ ❆✶ ❋❡❜,✉❛,② ✷✺ ✷✵✶✵✳

❬✹✹❪ ❇✳ ▼✐❧❧✱ ❆✳ ❇✉6❛B❤✐♥✱ ●✳ ❑❤♦❞③❤❛❜❛❣②❛♥✱ ❊✳ ❇❡❧♦❦♦♥❡✈❛✱ ❛♥❞ ◆✳ ❇❡❧♦✈✳ ▼♦❞✐✜❡❞

,❛,❡ ❡❛,6❤ ❣❛❧❧❛6❡B ✇✐6❤ Ca3Ga2Ge4O14 B6,✉❝6✉,❡✳ -♦✈✐❡3 ♣❤②-✐❝- ❞♦❦❧❛❞②✱ ✷✼ ✿✹✸✹✕

✹✸✼✱ ✶✾✽✷✳

❬✹✺❪ ❊✳ ▲✳ ❇❡❧♦❦♦♥❡✈❛✱ ❙✳ ❨✳ ❙6❡❢❛♥♦✈✐❝❤✱ ❨✳❱✳ 3✐B❛,❡✈B❦✐✐✱ ❛♥❞ ❆✳❱✳ ▼♦B✉♥♦✈✳ ❘❡✜♥❡❞

B6,✉❝6✉,❡B ♦❢ La3Ga5SiO14 ❛♥❞ Pb3Ga2Ge4O14 ❛♥❞ 6❤❡ ❝,②B6❛❧✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ,❡❣✉❧❛,✐6✐❡B

✐♥ 6❤❡ B6,✉❝6✉,❡ ❛♥❞ ♣,♦♣❡,6✐❡B ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞B ♦❢ 6❤❡ ❧❛♥❣❛B✐6❡ ❢❛♠✐❧②✳ ❘✉--✳ ❏✳ ■♥♦/❣✳

❈❤❡♠✱ ✹✺ ✿✶✻✹✷✕✶✻✺✶✱ ✷✵✵✵✳

❬✹✻❪ ❉✳ ❋❛♥❣✱ ❏✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❲✳ ❈❤❡♥✱ ❡❞✐6♦,B✳ ❆♥❛❧②-✐- ♦❢ '✐❡③♦❡❧❡❝3/✐❝ -3/✉❝3✉/❡- ❛♥❞

❞❡✈✐❝❡-✳ ❍✐❣❤❡, ❡❞✉❝❛6✐♦♥ ♣,❡BB✱ ✷✵✶✸✳

❬✹✼❪ ❆✳❆✳ ❑❛♠✐♥B❦✐✐✱ ■✳▼✳ ❙✐❧✈❡B6,♦✈❛✱ ❙✳❊✳ ❙❛,❦✐B♦✈✱ ❛♥❞ ●✳❆✳ ❉❡♥✐B❡♥❦♦✳ ❙♣❡❝6,❛❧ ❧❛B❡,

❛♥❞ ❡❧❡❝6,♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣,♦♣❡,6✐❡B✳ '❤②-✐❝❛ ❙3❛3✉- ❙♦❧✐❞✐✱ ❙❡❝3✐♦ ❆ ✿ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❡-❡❛/❝❤✱

✽✵ ✿✻✵✼✕✻✷✵✱ ✶✾✽✸✳

❬✹✽❪ ❘✳ ❑♦♠❛6B✉✱ ❚✳ ❙✉❣❛✇❛,❛✱ ❛♥❞ ❙✳ ❯❞❛✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛, ♦♣6✐❝❛❧ ♣,♦♣,❡6✐❡❞ ♦❢ ❧❛♥❣❛B✐6❡

❝,②B6❛❧✳ ❏❛♣❛♥❡-❡ ❏♦✉/♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ '❤②-✐❝-✱ ✸✻ ✿✻✶✺✾✕✻✶✻✶✱ ✶✾✾✼✳

❬✹✾❪ ❏✳ ❙6❛❞❡✱ ▲✳ ❇♦❤❛6②✱ ▼✳❍❡♥❣B6✱ ❛♥❞ ❘✳❍❡✐♠❛♥♥✳ ❊❧❡❝6,♦✲♦♣6✐❝✱ ♣✐❡③♦❡❧❡❝6,✐❝ ❛♥❞

❞✐❡❧❡❝6,✐❝ ♣,♦♣❡,6✐❡B ♦❢ ❧❛♥❣❛B✐6❡ La3Ga5SiO14✱ ❧❛♥❣❛♥✐6❡ La3Ga5.5Nb0.5O14 ❛♥❞ ❧❛♥✲

❣❛6❛✐6❡ La3Ga5.5Ta0.5O14✳ ❈/②-3❛❧ ❘❡-❡❛/❝❤ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✸✼ ✿✶✶✶✸✕✶✶✷✵✱ ✷✵✵✷✳

❬✺✵❪ ❑✳ ▼❛,6②✱ ❱✳ ❙✐♠♦♥❡6✱ ❊✳ ❘❡BB♦✉❝❤❡✱ ❘✳ ❇❛❧❧♦✉✱ 3✳ ▲❡❥❛②✱ ❛♥❞ 3✳ ❇♦,❞❡6✳ ❙✐♥❣❧❡

❞♦♠❛✐♥ ♠❛❣♥❡6✐❝ ❤❡❧✐❝✐6② ❛♥❞ 6,✐❛♥❣✉❧❛, ❝❤✐,❛❧✐6② ✐♥ B6,✉❝6✉,❛❧❧② ❡♥❛♥6✐♦♣✉,❡

Ba3NbFe3Si2O14✳ '❤②-✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡33❡/-✱ ✶✵✶ ✿✶✼✼✽✕✶✼✽✶✱ ✷✵✵✽✳

❬✺✶❪ ❍✳❉ ❩❤♦✉✱ ▲✳▲ ▲✉♠❛6❛✱ 3✳▲ ❑✉❤♥B✱ ❆✳3 ❘❡②❡B✱ ❊✳❙ ❈❤♦✐✱ ◆✳❙ ❉❛❧❛❧✱ ❏ ▲✉✱ ❨✳❏ ❏♦✱

▲✳ ❇❛❧✐❝❛B✱ ❏✳❙ ❇,♦♦❦B✱ ❛♥❞ ❈✳❘ ❲✐❡❜❡✳ Ba3NbFe3Si2O14 ✿ ❛ ♥❡✇ ♠✉❧6✐❢❡,,♦✐❝ ✇✐6❤

❛ ✷❉ 6,✐❛♥❣✉❧❛, Fe3+ ♠♦6✐❢✳ ❈❤❡♠✐-3/② ♦❢ ▼❛3❡/✐❛❧-✱ ✷✶ ✿✶✺✻✕✶✺✾✱ ✷✵✵✾✳

❬✺✷❪ ▲✳◆ ❇❡③♠❛6❡,♥②❦❤✱ ❆✳❉ ❱❛B✐❧✬❡✈✱ ■✳❆ ●✉❞✐♠✱ ❛♥❞ ❱✳▲ ❚❡♠❡,♦✈✳ ❚❤❡ ❣,♦✇6❤ ❛♥❞

B6,✉❝6✉,❡ ♦❢ Pb3Ga2Ge4O14 ❛♥❞ Ba3Ga2Ge4O14 B✐♥❣❧❡ ❝,②B6❛❧B✳ ❑/✐-3❛❧❧♦❣/❛✜②❛✱

✹✾ ✿✸✷✺✕✸✷✽✱ ✷✵✵✹✳



❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊ ✶✼✾

❬✺✸❪ ❊✳▲ ❇❡❧♦❦♦♥❡✈❛✱ ❆✳❱ ❇✉3❛4❤✐♥✱ ▼✳❆ ❙✐♠♦♥♦✈✱ ❇✳❱ ▼✐❧❧✱ ❛♥❞ ◆✳❱ ❇❡❧♦✈✳ ❈=②43❛❧

43=✉❝3✉=❡ ♦❢ ❝❛❣❧❧♦❣❡=♠❛♥❛3❡ ♦❢ Ca3Ga2Ge4O14 = Ca3Ge[(Ga2Ge)Ge2O14] ❛♥❞ ✐$%

❛♥❛❧♦❣ Ba3Fe2Ge4O14 = Ba3Fe[(FeGe2)]Ge2O14✳ ❉♦❦▲❛❞② ❆❦❛❞❡♠✐✐ ◆❛✉❦ ❙❙❙❘✱

✷✺✺ ✿✶✵✾✾✕✶✶✵✹✱ ✶✾✽✵✳

❬✺✹❪ ❍✳ ❚❛❦❡❞❛✱ ❚✳ ◆✐%❤✐❞❛✱ ❙✳ ❖❦❛♠✉@❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ❙❤✐♦%❛❦✐✳ ❙②♥$❤❡%✐% ❛♥❞ ❝❤❛@❛❝$❡@✐③❛$✐♦♥

♦❢ Ba3MeGa3Si2O14✱ ✭Me = Nb5+✱ Ta5+✮ ❝@②%$❛❧✳ ❚0❛♥2❛❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ▼❛4❡0✐❛❧

❘❡2❡❛0❝❤ ❙♦❝✐❡4② ♦❢ ❏❛♣❛♥✱ ✷✽ ✿✶✽✶✕✶✽✹✱ ✷✵✵✸✳

❬✺✺❪ ❆✳❊✳ ▲❛♠✱ ▲✳❆✳ ●@♦❛$✱ ❛♥❞ ❚✳❙✳ ❊@❝✐$✳ ❚❤❡ ❝@②%$❛❧ %$@✉❝$✉@❡ ♦❢ ❞✉❣❣❛♥✐$❡✱

Pb3Zn3Te
6+As2O14✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ▼✐♥❡0❛❧♦❣✐24✱ ✸✻ ✿✽✷✸✕✽✸✵✱ ✶✾✾✽✳

❬✺✻❪ ❙✳ M❛@❦ ❛♥❞ ❉✳❆✳ ❑❡%③❧❡@✳ ❈❛$✐♦♥ ♦@❞❡@✐♥❣ ✐♥ ❧❛♥❣❛%✐$❡ %$@✉❝$✉@❡ $②♣❡%✳ ❙♦❧✐❞ ❙4❛4❡

❙❝✐❡♥❝❡2✱ ✹ ✿✼✾✾✕✽✵✷✱ ✷✵✵✷✳

❬✺✼❪ ❍✳ ❚❛❦❡❞❛✱ ❏✳ ❙❛$♦✱ ❚✳ ❑❛$♦✱ ❑✳ ❑❛✇❛%❛❦✐✱ ❍✳ ▼♦@✐❦♦%❤✐✱ ❑✳ ❙❤✐♠❛♠✉@❛✱ ❛♥❞ ❚✳ ❋✉✲

❦✉❞❛✳ ❙②♥$❤❡%✐% ❛♥❞ ❝❤❛@❛❝$❡@✐③❛$✐♦♥ ♦❢ Sr3TaGa3Si2O14 %✐♥❣❧❡ ❝@②%$❛❧%✳ ▼❛4❡0✐❛❧2

❘❡2❡❛0❝❤ ❇✉❧❧❡4✐♥✱ ✸✺ ✿✷✹✺✕✷✺✷✱ ✷✵✵✵✳

❬✺✽❪ ❆✳ M❛✈❧♦✈%❦❛✱ ❙✳ ❲❡@♥❡@✱ ❇✳ ▼❛①✐♠♦✈✱ ❛♥❞ ❇✳ ▼✐❧❧✳ M@❡%%✉@❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❤❛%❡ $@❛♥✲

%✐$✐♦♥% ♦❢ ♣✐❡③♦❡❧❡❝$@✐❝ %✐♥❣❧❡ ❝@②%$❛❧% ❢@♦♠ $❤❡ ❧❛♥❣❛%✐$❡ ❢❛♠✐❧② ✿ La3Nb0.5Ga5.5O14

❛♥❞ La3Ta0.5Ga5.5O14✳ ❆❝4❛ ❈0②24❛❧❧♦❣0❛♣❤✐❝❛ ❇✱ ✺✽ ✿✾✸✾✕✾✹✼✱ ✷✵✵✷✳

❬✺✾❪ ❆✳❆ ❑❛♠✐♥%❦✐✐✱ ❇✳❱ ▼✐❧❧✱ ❊✳▲ ❇❡❧♦❦♦♥❡✈❛✱ ❙✳❊ ❙❛@❦✐%♦✈✱ ❚✳❨✉ M❛%$✉❦❤♦✈❛✱ ❛♥❞ ●✳●

❑❤♦❞③❤❛❜❛❣②❛♥✳ ❈@②%$❛❧ %$@✉❝$✉@❡ ❛♥❞ %$✐♠✉❧❛$❡❞ ❡♠✐%%✐♦♥ ♦❢ La3Ga5.5Nb0.5O14 ✲

Nd3+✳ ❩❡✐42❝❤0✐❢4 ❢✉❡0 ❑0✐24❛❧❧♦❣0❛♣❤✐❡✱ ✷✶✽ ✿✶✽✼✕✶✾✷✱ ✷✵✵✸✳

❬✻✵❪ ❆✳❆ M✉❣❛❝❤❡✈❛✱ ❇✳❆ ▼❛❦%✐♠♦✈✱ ❇✳❱ ▼✐❧❧✱ ❨✉✳❱ M✐%❛@❡✈%❦✐✐✱ ❉✳❋ ❑♦♥❞❛❦♦✈✱ ❚✳❙

❈❤❡@♥❛②❛✱ ■✳❆ ❱❡@✐♥✱ ❱✳◆ ▼♦❧❝❤❛♥♦✈✱ ❛♥❞ ❱✳■ ❙✐♠♦♥♦✈✳ ●@♦✇$❤ ❛♥❞ %$@✉❝$✉@❡ ♦❢

La3Zr0.5Ga5Si0.5O14 ❝@②%$❛❧%✳ ❑0✐24❛❧❧♦❣0❛✜②❛✱ ✹✾ ✿✺✽✕✻✹✱ ✷✵✵✹✳
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1✐,8 ❞❡ ❚♦✉❧♦♥✱ ✷✵✵✽✳

❬✼✾❪ ❆✳▼✳ ❱♦✐❝✉❧❡1❝✉✱ ❙✳ ●❡♦6❣❡1❝✉✱ ❙✳ ◆❛1,❛1❡✱ ❈✳ ▼❛,❡✐✱ ❉✳ ❇❡6❣❡6✱ ❈✳ ▼❛,❡✐✱ ❛♥❞

❆✳ ❙,❡❢❛♥ ❛♥1 ❖✳ ❚♦♠❛✳ ❯♣❝♦♥✈❡61✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡1❝❡♥❝❡ ♦❢ Er3+✴Y b3+ ❝♦✲❞♦♣❡❞ ♥❛♥♦✲

❧❛♥❣❛1✐,❡ 1②♥,❤❡1✐③❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❡❝❤✐♥✐ 6♦✉,❡✳ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✲●❡❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✻✹ ✿✻✻✼✕✻✼✷✱ ✷✵✶✷✳

❬✽✵❪ ❙✳ ●❡♦6❣❡1❝✉❛✱ ❆✳▼✳ ❱♦✐❝✉❧❡1❝✉❛✱ ❖✳ ❚♦♠❛❛✱ ❙✳ ◆❛1,❛1❡❛✱ ❈ ▼❛,❡✐❛✱ ❛♥❞ ▼✳ ❖1✐❛❝❜✳

▲✉♠✐♥❡1❝❡♥❝❡ ♦❢ ❡✉✲❞♦♣❡❞ ❧❛♥❣❛♥✐,❡ ♥❛♥♦♣♦✇❞❡61 1②♥,❤❡1✐③❡❞ ❜② ❛ ❝✐,6❛,❡ 1♦❧✲❣❡❧

♠❡,❤♦❞✳ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ❆❧❧♦②: ❛♥❞ ❈♦♠♣♦✉♥❞:✱ ✺✵✼ ✿✹✼✵✕✹✼✹✱ ✷✵✶✵✳

❬✽✶❪ ❳✳ ❩❤❛♥❣✱ ❉✳❘ ❨✉❛♥✱ ❋✳- ❨✉✱ ❳✳▲ ❉✉❛♥✱ ❳✳❩ ❙❤✐✱ ❛♥❞ ❙✳❨ ●✉♦✳ ❙②♥,❤❡1✐1 ♦❢ ❛

♥♦✈❡❧ ❧❛♥❣❛♥✐,❡✲,②♣❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ La3Al5.5Nb0.5O14 ❜② ,❤❡ 1♦❧✲❣❡❧ ♣6♦❝❡11✳ ▼❛,❡.✐❛❧:

▲❡,,❡.:✱ ✻✶ ✿✺✶✺✵✕✺✶✺✷✱ ✷✵✵✼✳

❬✽✷❪ ❋✳- ❨✉✱ ❉✳❘ ❨✉❛♥✱ ▲✳▼ ❑♦♥❣✱ ❳✳▲ ❉✉❛♥✱ ❙✳❨ ●✉♦✱ ❳✳◗ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❳✳ ❩❤❛♦✳ ❋❧✉♦✲

6❡1❝❡♥❝❡ ♣6♦♣❡6,✐❡1 ♦❢ Dy3+ ❞♦♣❡❞ La3Ga5.5Nb0.5O14✳ ◆❛♥♦,❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✾ ✿✵✹✺✼✵✺✕

✵✹✺✼✵✾✱ ✷✵✵✽✳

❬✽✸❪ ❳✳ ❩❤❛♥❣✱ ❉✳ ❨✉❛♥ ❉✱ ❛♥❞ ❙✳ ●✉♦✳ ❙♦❧✲❣❡❧ ♣6❡♣❛6❛,✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✇✐,❤

Ca3Ga2Ge4O14 1,6✉❝,✉6❡ ✿ La3Al5.5Ta0.5O14✳ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ❝.②:,❛❧ ●.♦✇,❤✱ ✸✵✽ ✿✽✵✕✽✸✱

✷✵✵✼✳

❬✽✹❪ ❏✳❨✳ -❛❡❦✱ ■✳ ❈❤❛♥❣✱ ❏✳❍✳ -❛6❦✱ ❙✳ ❏✐✱ ❛♥❞ ❙✳❲✳ ❈❤❛✳ ❆ 1,✉❞② ♦♥ ♣6♦♣❡6,✐❡1 ♦❢

②,,6✐✉♠✲1,❛❜✐❧✐③❡❞ ③✐6❝♦♥✐❛ ,❤✐♥ ✜❧♠1 ❢❛❜6✐❝❛,❡❞ ❜② ❞✐✛❡6❡♥, ❞❡♣♦1✐,✐♦♥ ,❡❝❤♥✐e✉❡1✳

❘❡♥❡✇❛❜❧❡ ❊♥❡.❣②✱ ✻✺ ✿✷✵✷✕✷✵✻✱ ✷✵✶✸✳

❬✽✺❪ ❙✳❇✳ ❑6✉♣❛♥✐❞❤✐✳ ❋❡..♦❡❧❡❝,.✐❝ ❚❤✐♥ ❋✐❧♠: '.❡♣❛.❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❈❤❛.❛❝,❡.✐③❛,✐♦♥ ✳ ❆❝❛✲

❞❡♠✐❝ ♣6❡11✱ ✷✵✵✶✳

❬✽✻❪ ❆✳ -❡66♦♥❡✱ ❋✳ ●♦♥,❛❞✱ ❆✳ ▲♦6✉11♦✱ ▼✳ ❉✐ ●✐✉❧✐♦✱ ❊✳ ❇6♦✐,♠❛♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋❡66❛6✐♦✳

❈♦♠♣❛6✐1♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♣6♦♣❡6,✐❡1 ♦❢ -❜ ,❤✐♥ ✜❧♠1 ❞❡♣♦1✐,❡❞ ♦♥ ◆❜ 1✉❜1,6❛,❡ ✉1✐♥❣

,❤❡6♠❛❧ ❡✈❛♣♦6❛,✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉❧1❡❞ ❧❛1❡6 ❞❡♣♦1✐,✐♦♥ ,❡❝❤♥✐e✉❡1✳ ◆✉❝❧❡❛. ■♥:,.✉♠❡♥,:

❛♥❞ ▼❡,❤♦❞: ✐♥ '❤②:✐❝: ❘❡:❡❛.❝❤ ❙❡❝,✐♦♥ ❆ ✿ ❆❝❝❡❧❡.❛,♦.:✱ ❙♣❡❝,.♦♠❡,❡.:✱ ❉❡,❡❝,♦.:

❛♥❞ ❆::♦❝✐❛,❡❞ ❊=✉✐♣♠❡♥,✱ ✼✷✾ ✿✹✺✶✕✹✺✺✱ ✷✵✶✸✳

❬✽✼❪ ❆✳ ❆6♥♦✉❧,✳ ❉♦♣❛❣❡ ♣❛. ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❞✬❤-,-.♦:,.✉❝,✉.❡: ❞❡ :❡♠✐❝♦♥❞✉❝,❡✉.: ■■✲❱■

:❡♠✐♠❛❣♥-,✐=✉❡: ❡♥ -♣✐,❛①✐❡ ♣❛. ❥❡,: ♠♦❧-❝✉❧❛✐.❡:✳ -❤❉ ,❤❡1✐1✱ ❯♥✐1❡61✐,8 ❏♦1❡♣❤

❋♦✉6✐❡6✱ ✶✾✾✽✳

❬✽✽❪ ❍✳❖✳ -✐❡61♦♥✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦. ❞❡♣♦:✐,✐♦♥✳ ❲✐❧❧✐❛♠ ❆♥❞6❡✇ -✉❜❧✐1❤✐♥❣✱

✶✾✾✾✳

❬✽✾❪ ❈✳ ❑❧❡♠❡♥③✳ ❍✐❣♥✲e✉❛❧✐,② ❧❛♥❣❛1✐,❡ ✜❧♠1 ❣6♦✇♥ ✜❧♠1 ❣6♦✇♥ ❜② ❧✐e✉✐ ♣❤❛1❡ ❡♣✐,❛①②✳

❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ❈.②:,❛❧ ●.♦✇,❤✱ ✷✸✼✲✷✸✾ ✿✼✶✹✕✼✶✾✱ ✷✵✵✷✳



✶✽✷ ❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊

❬✾✵❪ ❨✳ ●✉♦✱ ❑✳ ❙✉③✉❦✐✱ ❑✳ ◆✐0❤✐③❛✇❛✱ ❚✳ ▼✐❦✐✱ ❛♥❞ ❑✳ ❑❛8♦✳ ❊❧❡❝8=✐❝❛❧ ♣=♦♣❡=8✐❡0 ♦❢

✭✶✵✵✮✲♣=❡❞♦♠✐♥❛♥8 BaTiO3 ✜❧♠0 ❞❡=✐✈❡❞ ❢=♦♠ ❛❧❦♦①✐❞❡ 0♦❧✉8✐♦♥0 ♦❢ 8✇♦ ❝♦♥❝❡♥8=❛✲

8✐♦♥0✳ ❆❝+❛ ▼❛+❡/✐❛❧✐❛✱ ✺✹ ✿✸✽✾✸✕✸✽✾✽✱ ✷✵✵✻✳

❬✾✶❪ ❙✳ ❏♦0❤✐✱ ▼✳▼✳ ◆❛②❛❦✱ ❛♥❞ ❑✳ ❘❛❥❛♥♥❛✳ ❊✛❡❝8 ♦❢ ♣♦08✲❞❡♣♦0✐8✐♦♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥

8=❛♥0✈❡=0❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝8=✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥8 ❛♥❞ ✈✐❜=❛8✐♦♥ 0❡♥0✐♥❣ ♣❡=❢♦=♠❛♥❝❡ ♦❢ ❩♥❖ 8❤✐♥

✜❧♠0✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙✉/❢❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✻ ✿✶✻✾✕✶✼✻✱ ✷✵✶✹✳

❬✾✷❪ ❘✳ ❇♦✉=❡❣❜❛✱ ●✳ \♦✉❧❧❛✐♥✱ ❇✳ ❱✐❧^✉✐♥✱ ❛♥❞ ❍✳ ▼✉==❛②✳ ❖=✐❡♥8❛8✐♦♥ ❝♦♥8=♦❧ ♦❢ 8❡①8✉✲

=❡❞ \❩❚ ❛♥❞ 8❤✐♥ ✜❧♠0 0♣✉88❡=❡❞ ❛♥❞ ♦♥ 0✐❧✐❝♦♥ 0✉❜08=❛8❡ ✇✐8❤ T iOx ❛♥❞ 0❡❡❞✐♥❣✳

'❡/❣❛♠♦♥ ▼❛+❡/✐❛❧; ❘❡;❡❛/❝❤ ❇✉❧❧❡+✐♥✱ ✸✺ ✿✶✸✽✶✕✶✸✾✵✱ ✷✵✵✵✳

❬✾✸❪ ❏✳ ◆♦0❡❦✱ ▼✳ ❙✉❧❝✱ ▲✳ ❇✉=✐❛♥♦✈❛✱ ❈✳ ❙♦②❡=❜✱ ❊✳ ❈❛88❛♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❘❡♠✐❡♥0✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛=

♣✐❡③♦❡❧❡❝8=✐❝ ♣=♦♣❡=8✐❡0 ♦❢ 8❤❡ 8❤✐♥ Pb(ZrxT i1−xO3) ✭\❩❚✮ ✜❧♠0 ❞❡♣♦0✐8❡❞ ♦♥ 8❤❡

0✐✲0✉❜08=❛8❡✳ ❏♦✉/♥❛❧ ♦❢ +❤❡ ❊✉/♦♣❡❛♥ ❈❡/❛♠✐❝ ❙♦❝✐❡+②✱ ✷✺ ✿✷✷✺✼✕✷✷✻✶✱ ✷✵✵✺✳

❬✾✹❪ ❑✳ ❯❥✐♠♦8♦✱ ❚✳ ❨♦0❤✐♠✉=❛✱ ❑✳ ❲❛❦❛③♦♥♦✱ ❆✳ ❆0❤✐❞❛✱ ❛♥❞ ◆✳ ❋✉❥✐♠✉=❛✳ ❈=②08❛❧

08=✉❝8✉=❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣✐❡③♦❡❧❡❝8=✐❝ ♣=♦♣❡=8✐❡0 ♦❢ 08=❛✐♥✲❝♦♥8=♦❧❧❡❞ ✭✵✵✶✮ BiFeO3 ❡♣✐✲

8❛①✐❛❧ 8❤✐♥ ✜❧♠0✳ ❚❤✐♥ ❙♦❧✐❞ ❋✐❧♠;✱ ✺✺✵ ✿✼✸✽✕✼✹✶✱ ✷✵✶✹✳

❬✾✺❪ ❆✳❚✳ ❚=❛♥✱ ❖✳ ❲✉♥♥✐❝❦❡✱ ●✳ \❛♥❞=❛✉❞✱ ▼✳❉✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❍✳ ❙❝❤❡❧❧❡✈✐0✱ ❛♥❞ \✳▼✳ ❙❛==♦✳

❙❧❡♥❞❡= ♣✐❡③♦❡❧❡❝8=✐❝ ❝❛♥8✐❧❡✈❡=0 ♦❢ ❤✐❣❤ ^✉❛❧✐8② ❆❧◆ ❧❛②❡=0 0♣✉88❡=❡❞ ♦♥ 8✐ 8❤✐♥ ✜❧♠

❢♦= ▼❊▼❙ ❛❝8✉❛8♦=0✳ ❙❡♥;♦/; ❛♥❞ ❆❝+✉❛+♦/; ❆ '❤②;✐❝❛❧✱ ✷✵✷ ✿✶✶✽✕✶✷✸✱ ✷✵✶✸✳

❬✾✻❪ ❲✳ ❩❤❛♥❣✱ ❏✳ ❲❛♥❣✱ ❩✳ ❏■✱ ❍✳ ▲✐✱ ❨✳ ▲♦✉✱ ❛♥❞ ❙✳ ❨❛♦✳ ❊✛❡❝80 ♦❢ ♦①②❣❡♥ ♣=❡00✉=❡ ♦♥

La3Ga5SiO14 8❤✐♥ ✜❧♠0 ❣=♦✇♥ ❜② ♣✉❧0❡❞ ❧❛0❡= ❞❡♣♦0✐8✐♦♥✳ ❏♦✉/♥❛❧ ♦❢ ❘❛/❡ ❊❛/+❤;✱

✷✽ ✿✹✷✵✕✹✷✸✱ ✷✵✶✵✳

❬✾✼❪ ❍✳ ❩❤❛♥❣✱ ◆✳❇✳ ❙✐♥❣❤✱ ❆✳ ❇❡=❣❤♠❛♥0✱ ❏✳❉✳ ❆❞❛♠✱ ❙✳❚✐❞=♦✇✱ ❛♥❞ ❈✳❋❛③✐✳ ▲✐^✉✐❞
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Résumé:

L’objectif de cette thèse est l’élaboration de couche mince piézoélectrique sans plomb pour des applications

mécatroniques. Le matériau piézoélectrique sélectionné est la langasite, La3Ga5SiO14, qui conserve ses

propriétés à haute température (Tfus = 1470°C). L’élaboration par chimie douce permet une mise œuvre simple

et économique. De nombreuses synthèses ont été réalisées variant précurseurs, ligands et solvants Des

analyses thermogravimétriques et thermiques différentielles complétées par des caractérisations par

spectroscopie infrarouge ont permis de comprendre les étapes de décompositions des précurseurs pour les

différentes synthèses. Ainsi les précurseurs chlorures ne permettent pas la formation de langasite pure

puisque restant dans la sphère de coordination du lanthane jusqu’à haute température. Nous avons retenu

une synthèse à base de précurseurs nitrates permettant la formation d’une solution stable, nécessaire pour la

réalisation de dépôts et conduisant à la formation de la langasite pure. Pour être piézoélectrique une couche

mince doit être texturée dans une direction correspondant à une direction piézoélectrique du matériau.

L’objectif de la thèse était au départ de déposer la langasite sur un substrat souple bitexturé de Ni95W5/LZO.

Tous les essais de dépôts ont conduit à l’oxydation de ce substrat, même sous atmosphère inerte, d’autres

substrats ont donc été étudiés. Les films obtenus ont essentiellement été caractérisés par diffraction des

rayons X en mode theta/2theta, phi scan et figures de pôles. Des études par microscopie électronique à

transmission ont également été menées. La morphologie des dépôts a été caractérisée par AFM. Les essais sur

MgO (111) ou Si (100) ont conduit à la formation d’une couche mince de langasite polycristalline. Le dépôt de

langasite sur MgO (100) possède une orientation préférentielle des plans (110) et (101). Des dispositifs SAW

réalisés sur plusieurs couches n’ont pas permis de mettre en évidence des propriétés piézoélectriques. La

dégradation de la langasite dans les films a ensuite été mise en évidence et peut expliquer ces résultats. Les

dépôts de langasite sur spinelle MgAl2O4, présentent une texture fibrée des plans (002). Les perspectives de

ces travaux concernent la mesure des coefficients piézoélectriques des dépôts sur spinelle ainsi que des essais

de dépôt d’une couche métallique sur la surface des films afin de les protéger et éviter ainsi leur dégradation.

Abstract:

The objective of this PHD is the development of piezoelectric thin layer without lead element. The selected

piezoelectric material is the langasite, La3Ga5SiO14, which keep his piezoelectric properties at very high

temperature (around 1470°C). The chosen langasite synthesis is a soft chemistry way which is economical and

easy to work. For that synthesis we have made many tests with different metal precursors, different solvents

and ligands. Infrared spectroscopy, X ray diffraction, differential thermal analysis and thermogravimetric

analysis were done to study the decompositions steps. Thus, the synthesis with chlorides precursors lead to

impure langasite due to chloride atoms which stay in the coordination sphere of lanthanum at high

temperature. We selected a based nitrate synthesis which is the only one allows the formation of stable

solution leading to pure langasite. To be piezoelectric, a thin layer must be a textured layer, and the the

orientation of the texture must be a piezoelectric direction. To deposit langasite on flexible substrate

bitextured of Ni95W5 / LZO is the first aim of this PHD. All deposit tests on that substrate led to the oxidation of

Ni95W5 /LZO. After that, further substrates were studied. The films were analyzed by X ray diffraction in theta

2theta, phi scan and pole figure. The morphology of the layers was studied with transmission electrons

microscopy and AFM. Tests on MgO (111) or Si (100) led to the formation of polycrystalline langasite thin

Layer. Deposition of langasite on MgO (100) led to preferred orientation of the (110) and (101) planes. SAW

electrodes on these layers don’t show any piezoelectric properties. The filing of langasite on spinel MgAl2O4 ,

presents a fibrous texture of the (002) planes . An important result of our study shows the degradation of our

langasite films. The prospects of this work concern the piezoelectric coefficients measurement of spinel

deposit. Deposit tests of a metallic layer which protects the films langasite from degradation should be

interesting.


