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Chapitre 1

Introduction

Dans cette thèse, nous étudions divers problèmes autour de la modélisation de l’écoule-
ment des eaux souterraines et du transport en milieu poreux ; nous effectuons des simulations
numériques au moyen de méthodes de volumes finis et prouvons des résultats de convergence
pour certains des algorithmes numériques sur lesquels nous nous appuyons.

1.1 Les modèles mathématiques

Le point de départ est l’étude de l’eau s’écoulant dans une nappe phréatique du sol. Il
s’agit d’un problème d’intérêt général, car dans le monde entier, l’eau potable est extraite des
nappes phréatiques. Si une nappe est polluée par un contaminant ou si elle est envahie par
de l’eau salée, son eau peut ne plus être buvable, ce qui représente un énorme problème pour
les villes et les villages environnants. Deux quantités essentielles que l’on doit calculer sont
la pression et la vitesse de l’écoulement. Dans ce but, nous appliquons la loi de Darcy, qui
exprime le fait que la vitesse est proportionnelle à l’opposé du gradient de la pression. Plus
précisément, la loi de Darcy est de la forme

V = −k
µ
∇p,

où V est la vitesse, p la pression, k la perméabilité et µ la viscosité dynamique. Dans de
nombreux cas, l’effet de la gravité doit également être inclus ; La loi de Darcy devient alors

V = −k
µ

(∇p− ρg),

où ρ est la densité du fluide et g la gravité. Nous définissons ensuite θ comme la saturation
dans le milieu poreux (un profil typique de saturation est donné dans la Figure 1) : θ est
une fonction strictement croissante pour les valeurs négatives de la pression et θ prend une
valeur constante pour les valeurs positives de la pression. L’équation pour le bilan de masse
est donnée par

∂

∂t
θ(p) + divV = 0.

En substituant la loi de Darcy dans l’équation du bilan de masse, on obtient l’équation de
Richards

∂

∂t
θ(p) = div

(k(θ(p))

µ
(∇p− ρg)

)
,

3



Figure 1.1 – A typical profile of saturation.

où l’on suppose que la perméabilité k dépend de la saturation de l’eau θ, ce qui s’exprime par
la relation k = k(θ(p)). On dit que l’équation de Richards est elliptique-parabolique, elliptique

dans les sous-domaines où p ≥ 0 si bien que
∂

∂t
θ(p) = 0 et parabolique dans les sous-domaines

où p < 0. Afin de calculer pression et vitesse, on résoud l’équation de Richards avec des
conditions aux limites et une condition initiale appropriées. Dans le cas où le domaine est
complètement saturé, c’est-à-dire si p ≥ 0 partout, il vient à résoudre l’équation stationnaire

div(
k

µ
(∇p− ρg)) = 0.

Résoudre l’équation de Richards ou l’équation stationnaire correspondante permet de calculer
la pression et la vitesse de déplacement du fluide dans l’aquifère. Dans le cas où des conta-
minants sont présents dans les eaux souterraines, par exemple parce s’ils ont été jetés dans
le sol par une entreprise chimique il y a un certain nombre d’années, il est essentiel de pou-
voir les localiser. Dans ce but, la méthode la plus classique consiste à résoudre une équation
de convection-diffusion-réaction parabolique, qui peut être dégénérée, pour le transport de
contaminants, comme par exemple

∂

∂t
β(c)− div(Λ∇c) + div(Vc) + f(c) = q,

où la fonction inconnue c représente la concentration des espèces dissoutes, qui diffusent et
sont transportées par l’eau souterraine. Un phénomène essentiel est le processus d’adsorp-
tion par le squelette poreux, que l’on peut supposer très rapide. On peut supposer que la
dissolution et l’adsorption des espèces sont en équilibre, ce qui est modélisé par la fonction
β, où β′ peut être infinie en plusieurs points. La matrice λ est donnée par un tenseur de
diffusion-dispersion qui peut être anisotrope et hétérogène, la fonction f représente les réac-
tions chimiques, et q est un terme source. Le couplage entre les équations pour la pression et
la vitesse et l’équation pour la concentration est limité dans le sens suivant : on peut d’abord
calculer, de façon indépendante, la pression et la vitesse de l’écoulement en s’appuyant sur
l’équation de Richards stationnaire ou instationnaire ; puis ou substitue la vitesse obtenue
dans l’équation d’évolution pour la concentration du contaminant.



Ces équations peuvent aussi intervenir sous une forme modifiée. Par exemple, on applique
souvent la transformation de Kirchhoff pour simplifier l’étude mathématique de l’équation de
Richards. Dans ce but, on définit

F (s) :=

∫ s

0
k(θ(τ))dτ,

et l’on suppose que F est inversible. Si l’on pose u = F (p) et

C(u) = C(F (p)) = θ(p),

on obtient l’équation transformée

∂

∂t
C(u) = 4u− div(

k(C(u))

µ
ρg)).

Ces équations peuvent également être couplées plus fortement ; un exemple typique est
le cas d’écoulements à densité variable, où la densité ρ et la viscosité µ dépendent de la
concentration c, si bien que ρ = ρ(c) et µ = µ(c). Un exemple de modèle est donné ci-dessous :

q = −k
µ

(∇p− ρ(c)g),

Φ
∂ρ(c)

∂t
+∇ · (qρ(c)) = Qρ,

Φ
∂(ρ(c)c)

∂t
+∇ ·

(
qρ(c)c− ρ(c)D∇c

)
= Q,

où la constante positive Φ est la porosité. Un système voisin, également couplé avec une
équation pour la température, permet de modéliser la récupération de la chaleur contenue
dans les aquifères, avec, par exemple, le but de chauffer des maisons ou de produire de l’eau
chaude. La densité ρ et la viscosité µ dépendent alors également de la température Θ si bien
que ρ = ρ(c,Θ) et µ = µ(c,Θ) ; dans ce cas, il est également nécessaire de résoudre une
équation de la forme

Kd
∂Θ

∂t
+∇ · (qΘ−D∇Θ) = QΘ.

1.2 Les méthodes numériques

Pour la résolution numérique, nous nous appuyons sur des méthodes de volumes finis, soit
la méthode des volumes finis standard soit la méthode de volumes finis généralisés SUSHI.
Ces méthodes appartiennent elles-mêmes à la classe plus large de méthodes appelées schémas
gradient.

Les schémas de volumes finis ont d’abord été développés par les ingénieurs afin d’étudier
des phénomènes physiques couplés complexes où la conservation de quantités extensives (telles
que les masses, l’énergie, l’impulsion ...) doit être soigneusement respectée par la solution ap-
prochée. Un avantage de cette famille de méthodes est qu’une grande variété de maillages peut
être utilisée. L’idée de base est la suivante : on intègre les équations aux dérivées partielles
dans chaque élément de volume et on définit des flux approchés à travers les frontières des
éléments de volumes.



Cependant, l’application de la méthode des volumes finis standard présente certains in-
convénients. On suppose que le domaine spatial est un sous-ensemble ouvert borné de IRd de
frontière polyédrale, qui est discrétisé à l’aide d’éléments de volume polyédriques. Une pre-
mière contrainte est liée au fait qu’une condition, appelée condition d’orthogonalité doit être
satisfaite : pour pouvoir appliquer la méthode des volumes finis standard, il est nécessaire
d’associer un point à chaque élément de volume et le segment joignant deux points corres-
pondant à deux éléments de volume voisins doit être orthogonal à l’interface entre les deux
éléments de volume. Ensuite, les éléments de volume doivent être compatibles, c’est-à-dire
qu’un côté d’élément de volume doit précisément coïncider soit avec un côté d’un élément de
volume voisin soit avec un segment de la frontière du domaine. Un autre problème est que
l’on ne peut pas appliquer la méthode des volumes finis standard à des équations aux dérivés
partielles où la matrice de diffusion est une matrice pleine, ce qui est souvent le cas pour les
équations paraboliques modélisant le transport de contaminants.

Ceci nous amène à appliquer le schéma de volumes finis SUSHI qui présente notamment
les avantages suivants : il n’est pas nécessaire d’imposer la condition d’orthogonalité, les élé-
ments de volume peuvent ne pas être compatibles et de plus, le tenseur de diffusion peut
avoir la forme d’une matrice pleine. Alors qu’un degré de liberté est associé à chaque élément
de volume dans le cas de la méthode des volumes finis standard, le schéma SUSHI nécessite
non seulement un degré de liberté par élément de volume mais également un degré de liberté
correspondant à chaque côté. Ce schéma est basé sur la définition d’un gradient discret qui
permet de définir une famille de flux numériques associés à une forme bilinéaire continue,
coercive, et symétrique. A son tour, le schéma SUSHI peut être considéré comme un cas par-
ticulier de la famille plus générale des schémas gradient.

1.3 Contenu de la thèse

Cette thèse comporte quatre chapitres. Le Chapitre 1 est composé de deux parties ; il
porte sur l’étude numérique des écoulements à densité variable en milieux poreux. Le Cha-
pitre 2 porte sur la discrétisation de l’équation de Richards à l’aide du schéma de volumes
finis généralisés SUSHI. Au Chapitre 3, nous étudions un schéma gradient pour le problème
de Signorini. Nous présentons au Chapitre 4 la résolution numérique d’un écoulement à den-
sité variable où les équations sont couplées avec une équation d’évolution pour la température.

1.3.1 Chapitre 1 : Ecoulements à densité variable en milieu poreux

Dans ce chapitre, nous considérons un milieu poreux contenant à la fois de l’eau douce
et de l’eau salée ; plus précisément nous étudions un système couplé décrivant l’interaction
entre l’écoulement et le transport dans un milieu poreux, dont la densité ρ est une fonction
strictement croissante de la concentration c de l’eau salée ; plus précisément, nous supposons
que ρ(c) = ρ0(1+αc) où α est une constante positive. Nous résolvons une équation parabolique
non linéaire de convection-diffusion pour la concentration de sel couplée à une équation qui
peut être perçue comme une équation elliptique en pression et que l’on déduit en substituant



la loi de Darcy (la première équation du système ci-dessous) dans la troisième équation
q = −k

µ
(∇p− ρ(c)g) dans Ω× (0, T ],

Φ
∂ρ(c)

∂t
+∇ · (qρ(c)) = 0 dans Ω× (0, T ],

Φ
∂(ρ(c)c)

∂t
+∇ ·

(
qρ(c)c− ρ(c)D∇c

)
= 0 dans Ω× (0, T ].

(1.3.1)

Nous résolvons ces équations avec les conditions aux limites
c = cD(x, t) sur ∂Ωc

D × (0, T ],
∂c

∂n
= c̄N (x, t) sur ∂Ωc

N × (0, T ],

p = pD(x, t) sur ∂Ωp
D × (0, T ],

q · n = q̄N (x, t) sur ∂Ωp
N × (0, T ],

avec ∂Ω = ∂ΩC
D

⋃
∂ΩC

N = ∂ΩP
D

⋃
∂ΩP

N où ∂ΩC
D et ∂ΩP

D correspondent à des conditions aux
limites de Dirichlet et ∂ΩC

N et ∂ΩC
N correspondent à des conditions aux limites de Neumann

pour la concentration et la pression respectivement. La fonction initiale est donnée par

c(x, 0) = c0(x) dans Ω.

La porosité Φ est le rapport des vides (espaces vides) sur le volume total. Dans la première
équation (0.3.1), à savoir, la loi de Darcy, q est le flux (débit par unité de surface), p la
pression, k la perméabilité, µ la viscosité dynamique, et g la gravité.

La première partie du Chapitre 1 est consacrée à l’application de la méthode des volumes
finis standard. Nous définissons u(x, t) = (ρ(c)c)(x, t), où la fonction ρ est strictement crois-
sante. Puisque la fonction u → c est inversible, nous pouvons réécrire la concentration en

fonction de u, soit c = r(u) et ρ(c) = ρ(r(u)) = R(u), où nous avons posé θ(c) =

∫ c

0
ρ(s)ds

de sorte que ∇ ·
(
D∇θ(c)

)
= ∇ · (Dρ(c)∇c) et défini ϕ(u) = θ(c) = θ(r(u)). Les équations en

u correspondantes sont données par
q = −k

µ

(
∇p−R(u)g

)
dans Ω× (0, T ],

Φ
∂R(u)

∂t
+∇ ·

(
qR(u)

)
= Qρ dans Ω× (0, T ],

Φ
∂u

∂t
+∇ · (qu)−∇ ·

(
D∇ϕ(u)

)
= Q dans Ω× (0, T ],

(1.3.2)

Dans la première partie du Chapitre 1, nous proposons un schéma semi-implicite de vo-
lumes finis correspondant au problème (0.3.1). Il est donné par les équations

c0
K =

1

|K|

∫
K
c0(x)dx, u0

K = ρ(c0
K)c0

K ,


Φ|K|
δt

(
R(un−1

K )−R(un−2
K )

)
+
∑
L∈NK

FKL(pn, un−1)R(ûn−1
KL ) = 0,

Φ|K|
δt

(unK − un−1
K ) +

∑
L∈NK

FKL(pn, un−1)ũnKL +
∑
L∈NK

QKL(un) = 0,



où FKL(pm, un) est le flux discret et QKL(un) est un terme de diffusion discret. Le terme
ûn−1
KL correspond à une discrétisation centrée et ũnKL à une discrétisation amont des termes de

convection.

Nous présentons des résultats numériques pour deux cas de test : le problème de Henry
qui correspond à l’avancée d’un front d’eau salée dans une nappe captive qui est initialement
chargée d’eau douce, et la rotation d’une interface entre eau douce et eau salée. L’eau salée,
qui est plus lourde que l’eau douce, a tendance à s’écouler vers le bas, tandis que l’eau douce
remonte vers le haut. Au temps initial, le rectangle de gauche est rempli d’eau de mer tandis
que celui de droite est rempli d’eau douce. L’interface entre les deux fluides pivote dans le
sens anti-horaire jusqu’à ce qu’il soit horizontal. Dans cette partie, nous utilisons une mé-
thode de volumes finis standard avec des mailles carrées uniformes pour simuler l’évolution
des solutions des deux problèmes décrits ci-dessus. Les résultats numériques sont comparés à
ceux obtenus avec le logiciel FEflow.

Cet article écrit en collaboration avec Danielle Hilhorst et Yushan Wang est publié dans
le ESAIM Proceedings 2012.

Dans la deuxième partie, nous combinons un schéma semi-implicite en temps avec la
méthode de volumes finis généralisés SUSHI pour la résolution numérique du système (0.3.2).
Afin d’appliquer la méthode SUSHI, nous réécrivons tout d’abord le système (0.3.2) sous la
forme, 

q = −k
µ

(
∇p− %(w)g

)
dans Ω× (0, T ],

Φ
∂%(w)

∂t
+∇ ·

(
q%(w)

)
= Qρ dans Ω× (0, T ],

Φ
∂m(w)

∂t
+∇ ·

(
qm(w)

)
−∇ · (D∇w) = Q dans Ω× (0, T ],

où w = ϕ(u), m = ϕ−1 et % = R(m). On remarque que m(w) et %(w) correspondent respec-
tivement à la fonction de masse ρ(c)c et à la fonction de densité ρ(c).

Une caractéristique essentielle du schéma SUSHI est qu’il permet d’utiliser des éléments
de volume qui ne se correspondent pas. En particulier, nous pouvons appliquer un maillage
adaptatif de carrés ou de cubes de différentes tailles dans les tests numériques. Les fonctions
inconnues varient fortement dans certaines parties du domaine alors qu’elles sont presque
constantes ailleurs. Nous raffinons le maillage dans les régions de fortes variations des fonc-
tions inconnues alors que nous fusionnons des éléments dans les zones où elles ne subissent
que de faibles variations. Ceci permet de réduire le nombre des inconnues (qui dépendent du
nombre d’éléments et de côtés d’éléments de volumes) et de diminuer le temps de calcul. Après
chaque raffinement ou déraffinement, nous devons nous appuyer sur de nouvelles données pour
le maillage et pour les fonctions inconnues.

Nous effectuons des simulations numériques non seulement pour le problème de Henry et
le problème de l’interface en rotation, mais aussi pour un autre cas test appelé problème de
saltpool en dimension trois d’espace.

La deuxième partie de ce chapitre est un travail en collaboration avec Danielle Hilhorst et
Yueyuan Gao.



1.3.2 Chapitre 2 : Le schéma volume fini généralisé SUSHI pour la discré-
tisation de l’équation de Richards

Dans ce chapitre, nous étudions l’équation de Richards en nous appuyant sur la transfor-
mation de Kirchhoff. Soit Ω un sous-ensemble ouvert borné polygonal de IRd (d = 1, 2 ou 3)
et soit T un nombre réel positif ; Nous considérons la forme suivante de l’équation de Richards
dans le domaine espace-temps QT = Ω× (0, T )

∂tθ(p)− div
(
kr(θ(p))K(x)∇(p+ z)

)
= 0, (1.3.3)

où p(x, t) est la pression. La fonction θ(p) est la saturation en eau, φ(x) la porosité, K(x) le
tenseur de perméabilité absolue et la fonction scalaire kr(θ) correspond à la perméabilité re-
lative qui dépend de la teneur en eau. Les coordonnées de l’espace sont définies par x = (x, z)
en dimension 2 et x = (x, y, z) en dimension 3.

Afin de pouvoir effectuer la transformation de Kirchhoff, nous définissons

F (s) :=

∫ s

0
kr(θ(τ))dτ,

et supposons que la fonction F est inversible. Nous posons ensuite u = F (p) et c(u) =
c(F (p)) = θ(p). La transformation de Kirchhoff conduit à l’égalité ∇u = kr(θ(p))∇p, et
l’équation (0.3.3) devient

∂tc(u)− div
(
K(x)∇u

)
− div

(
kr(c(u))K(x)∇z

)
= 0. (1.3.4)

Nous résolvons l’équation (0.3.4) avec une condition de Dirichlet non homogène et une
condition initiale prescrite. Nous appliquons la méthode SUSHI [7] pour la discrétisation en
espace combinée avec une discrétisation en temps totalement implicite.

Nous faisons tout d’abord une présentation détaillée du schéma SUSHI, qui a été proposé
par Eymard et. al. [7], avant de définir le problème approché (PD,δt). Nous établissons une
estimation a priori pour la solution approchée dans une norme discrète correspondant à une
norme dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)). C’est à l’aide de ces estimations et d’arguments basés sur le
degré topologique, que nous prouvons l’existence d’une solution du problème (PD,δt). Nous
établissons ensuite des estimations sur les différences de translatées en temps et en espace.
Ces estimations impliquent la compacité relative de suites de solutions approchées par le théo-
rème de Fréchet-Kolmogorov. Nous en déduisons la convergence forte dans L2 des solutions
approchées vers l’unique solution du problème continu (P ). Pour les démonstrations, nous
appliquons des méthodes inspirées de celles de [7] et [9]. Enfin, nous présentons des résultats
numériques pour des cas tests standard. Dans le premier cas test, le problème de Hornung
- Messing, les résultats sont comparés à la solution analytique. Nous calculons aussi l’ordre
numérique de la convergence de la solution. Nous montrons que le schéma est d’ordre un en
temps et d’ordre deux en espace. Dans le second cas test, le problème de Haverkamp, nous
comparons la solution numérique avec celle obtenue par Pierre Sochala à l’aide d’une méthode
d’éléments finis. Nous utilisons des maillages adaptatifs non conformes pour tous les cas tests
effectués dans ce chapitre.



1.3.3 Chapitre 3 : Un schéma gradient pour le problème de Signorini

Un sujet d’intérêt essentiel est le calcul de solutions de problèmes faisant intervenir des
conditions aux limites de type Signorini, appelées également conditions de débordement. Ces
conditions sont de la forme

V.n ≥ 0, u ≤ 0, V.n u = 0 sur ΓS ,

où Γs est la partie de ∂Ω où les conditions aux limites de Signorini sont imposées, et où la
vitesse V est donnée par la loi de Darcy

V = −K(x)∇u.

Nous négligeons ici la gravité. Les conditions de Signorini expriment le fait que (i) l’eau ne
peut pas rentrer dans le domaine ; (ii) la pression ne peut pas être positive sur ΓS ; (iii) l’eau
ne peut sortir du domaine que dans les parties de ΓS où la pression u est nulle.

Le problème elliptique associé est de la forme
−div

(
K∇u

)
= f dans Ω,

u = 0 sur ΓD,
u ≤ 0, −

(
K∇u

)
· n ≥ 0 sur ΓS ,(

K∇u
)
· n u = 0 sur ΓS ,

(1.3.5)

où Ω est un sous-ensemble ouvert borné polyédrale connexe de IRd, où d ∈ N \ {0}, et où
∂Ω = ΓD

⋃
Γs avec |ΓD| ≥ 0. Une solution faible de (0.3.5) est définie comme une fonction

u ∈ V telle que ∫
Ω
∇u ·K

(
∇v −∇u

)
dx ≥

∫
Ω
f(v − u) dx pour tous v ∈ V,

où V est défini par
V = {v ∈ H1(Ω), v|ΓD

= 0 et v|ΓS
≤ 0}.

Nous nous appuyons sur une discrétisation de type gradient pour la résolution numérique
de ce problème. Les schémas gradient sont des méthodes non conformes écrites sous une
forme variationnelle discrète et basées sur des approximations indépendantes des fonctions et
de leurs gradients. Des travaux antérieurs ont montré que plusieurs méthodes connues entrent
dans le cadre des schémas gradient, comme en particulier le schéma SUSHI. Il a été démontré
dans [4] que quatre propriétés, à savoir la coercivité, la consistence, la limite-conformité et
la compacité, sont suffisantes pour permettre de démontrer la convergence des schémas gra-
dient pour des problèmes elliptiques et paraboliques linéaires et non linéaires, ainsi que pour
certains problèmes non locaux. Ils ont également démontré que la famille de schémas mixtes
hybrides mimétiques, qui inclut notamment la méthode de volumes finis généralisée SUSHI,
peut être visualisée comme un schéma gradient avec ces quatre propriétés.

Les conditions aux limites de Signorini nous conduisent à modifier la notion de conformité
limite, l’une des propriétés standard des discrétisations gradient. Les discrétisations gradient
se caractérisent de la façon suivante : en s’inspirant de [4], on définit une discrétisation gradient
D du problème (0.3.5) par un espace vectoriel XD et un cone XS

D associé à la condition aux
limites de Dirichlet homogène et à celle de Signorini et par les deux opérateurs linéaires
introduits ci-dessous :



Definition 1 (Discrétisation Gradient). Une discrétisation gradient D pour les conditions aux
limites de Dirichlet homogène et de Signorini est définie par un triplet D = (XS

D,ΠD,∇D), où
— L’ensemble des inconnues discrètes XS

D est un cone négatif de l’espace vectoriel XD ;
— L’application linéaire ΠD : XS

D → L2(Ω) permet d’obtenir une fonction reconstruite ;
— L’application linéaire ∇D : XS

D → L2(Ω)d permet d’obtenir un gradient discret recons-
truit.

Nous supposons que ‖ · ‖D = ‖∇D · ‖L2(Ω)d est une norme sur XS
D.

Nous rappelons ci-dessous les notions qui caractérisent les schémas gradient [4], où nous
modifions la notion de conformité limite.

Definition 2. [Coercivité, consistence, conformité limite, compacité]

Coercivité : Soit D une discrétisation gradient du problème (0.3.5) au sens de la
Définition 1, et soit CD la norme de l’application linéaire ΠD, définie par

CD = max
v∈XS

D

‖ΠDv‖L2(Ω)

‖v‖D
.

Une suite (Dm)m∈N de discrétisations gradient est coercive s’il existe une constante
CP ≥ 0 telle que CDm ≤ CP pour tout m ∈ N.

Consistence : Soit D une discrétisation gradient du problème (0.3.5) au sens de la
Définition 1 et soit v ∈ V ; on définit

SD(v) = inf
v∈XS

D

(
‖∇Du−∇u‖L2(Ω)d + ‖ΠDv − v‖L2(Ω)

)
.

Une suite (Dm)m∈N de discrétisations gradient est consistente si pour tout v ∈ V ,
lim

m→+∞
SDm(v) = 0.

Conformité limite : Soit (Dm)m∈N une suite de discrétisations gradient du problème
(0.3.5) au sens de la Définition 1, et soit

(
vm ∈ XS

Dm

)
m∈N telle qu’il existe une constante

C positive telle que ‖ΠDmvm‖L2(Ω) + ‖∇Dmvm‖L2(Ω)d ≤ C. La suite est dite limite
conforme si

lim sup
m→∞

∫
Ω
{∇Dmvm · q + ΠDmvmdivq} dx ≤ 0 for all q ∈ W,

où l’espace W est défini par

W = {q ∈ (H1(Ω))d, q · n|ΓS
≥ 0}.

Compacité : Une suite de discrétisations gradient (Dm)m∈N est compacte si pour
toute suite vm ∈ XS

Dm
, m ∈ N telle qu’il existe C > 0 avec ‖∇Dmvm‖L2(Ω)d ≤ C pour

tout m ∈ N, alors il existe v ∈ L2(Ω) telle que

lim
m→+∞

‖ΠDmvm − v‖L2(Ω) = 0.



Nous démontrons la relation suivante entre les espaces V et W : soient G ∈ L2(Ω)d et
v ∈ L2(Ω) telles que∫

Ω
{G · q + v divq} dx ≤ 0 pour tout q ∈ W, alors v ∈ V et G = ∇v.

Nous définissons ensuite la solution approchée du problème (0.3.5) comme la solution de
l’inégalité variationnelle discrète∫

Ω
∇Du ·K

(
∇Dv −∇Du

)
dx ≥

∫
Ω
f(ΠDv −ΠDu) dx

pour tout v ∈ XS
D. Nous vérifions que ce problème possède une solution unique et montrons

qu’elle converge vers la solution unique du problème (0.3.5).

Il s’agit d’un travail en collaboration avec Konstantin Brenner et Danielle Hilhorst.

1.3.4 Chapitre 4 : Simulation numérique d’un écoulement à densité va-
riable couplé avec le transfert de chaleur en milieu poreux

Nous poursuivons l’étude du Chapitre 1 sur l’interaction entre l’écoulement et le transport
dans un milieu poreux en prenant également en compte le transfert de chaleur. La chaleur
peut être récupérée à partir de l’eau souterraine. Selon l’application, la chaleur récupérée
peut être utilisée pour la production de chaleur ou pour la production d’électricité. Le chauf-
fage géothermique permet à la fois de remplacer le chauffage conventionnel et la production
d’eau chaude. Nous étudions un système couplé décrivant l’interaction entre l’écoulement et
le transport dans un milieu poreux, où la densité et la viscosité dépendent de la concentration
des espèces à transporter, aussi bien que de la température. Plus précisément, nous résolvons
un système de trois équations paraboliques non linéaires pour la concentration de sel C, la
température Θ et la charge hydraulique h.
Nous présentons ci-dessous un système pour un écoulement à densité variable dans une nappe
aquifère, la concentration du soluté et le transport de la chaleur ainsi que les formules de la
densité du fluide et de la viscosité tels qu’ils sont donnés dans [18]. Il s’agit d’un système
linéarisé, posé sur un domaine Ω× (0, T ). L’équation pour l’écoulement à densité variable est
donnée par

Ssρ
∂h

∂t
+ θ

∂ρ

∂C

∂C

∂t
+∇ · (qρ) = qsρs dans Ω× (0, T ],

où ρ est la densité du fluide, θ la porosité, qs une source ou un puits de fluide de densité ρs,
SS est le stockage spécifique. La vitesse q est donnée par la loi de Darcy :

q(h, µ, ρ) = −µ0

µ
K0

(
∇h+

ρ− ρ0

ρ0
∇z
)
,

où µ est la viscosité dynamique et µ0 la viscosité de référence, ρ0 la densité du fluide à la
concentration de référence C0 et température de référence Θ0. K0 est le tenseur de conductivité
hydraulique du matériau saturé. L’équation de transport de soluté dans les eaux souterraines
est une équation d’advection-dispersion. Sa forme générale est donnée par

(1 +
ρbK

C
d

θ
)
∂(θC)

∂t
+∇ · (qC)−∇ ·

(
(θDC

m + a · q)∇C
)

= qsCs dans Ω× (0, T ],



où ρb est la densité apparente, KC
D le coefficient de distribution de la salinité, DC

m le coefficient
de diffusion et a est le tenseur de dispersivité. Ensuite, nous présentons une forme possible
de l’équation de transport de la chaleur, qui a été proposé par Thorne et al [21] pour mettre
en évidence la similitude avec l’équation de transport de soluté

(1 +
ρbK

Θ
d

θ
)
∂(θΘ)

∂t
+∇ · (qΘ)−∇ ·

(
(θDΘ

m + a · q)∇Θ
)

= qsΘs dans Ω× (0, T ],

où KΘ
d est le coefficient de distribution de la température et DΘ

m la diffusivité thermique.
Notre but est de calculer la charge hydraulique h, la concentration C et la température

Θ. Pour la discrétisation, nous présentons une méthode semi-implicite en temps basée sur la
méthode de volumes finis SUSHI. Nous nous référons à [2] pour l’étude d’un problème voisin.

Le code SEAWAT est un logiciel pour la simulation du transport d’un soluté multi-espèces
et du transport de chaleur [18]. Il combine les logiciels MODFLOW pour le calcul de l’écou-
lement et MT3DMS pour la résolution numérique des équations de transport de soluté. Le
couplage entre l’écoulement et le transport est effectué à l’aide de résolution successives de
l’équation pour l’écoulement par MODFLOW et de l’équation de transport par MT3DMS.
Les deux logiciels MODFLOW et MT3DMS s’appuient sur une méthode de différences finies
et la solution est donnée par les valeurs moyennes assignées au centre de chaque maille. Le
logiciel SEAWAT utilise également cette structure.

Nous proposons un code unique qui utilise la méthode de volumes finis généralisée fini
SUSHI. Les éléments de volume, en dimension d’espace deux ou trois, peuvent être très géné-
raux et la structure du programme est beaucoup plus simple puisqu’elle s’appuie sur un code
unique au lieu de deux codes couplés. Nous montrons les résultats de premiers tests numé-
riques en fin de chapitre. Nos calculs portent sur un modèle proposé dans la documentation de
SEAWAT. Le domaine spatial est donné par une section transversale bi-dimensionnelle d’un
aquifère captif côtier initialement saturé d’eau de mer relativement froide à la température de
5 oC. De l’eau douce plus chaude à la température de 25oC est injectée dans l’aquifère côtier
le long de la frontière de gauche pour représenter le flux d’eau provenant de l’intérieur des
terres. L’eau douce chaude s’écoule vers la droite jusqu’à atteindre la frontière avec l’océan. La
frontière de l’océan est soumise à des conditions hydrostatiques basées sur la densité de fluide
calculée à partir de la salinité de l’eau de mer à 5 oC. Des conditions de flux nul sont assignées
aux limites supérieure et inférieure du domaine. Ce problème est une représentation simplifiée
de ce qui pourrait se produire dans une plate-forme côtière de carbonate. Nos résultats sont
très proches de ceux de SEAWAT.
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