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Ce mémoire est une contribution à la résolution du problème d’équivalence pour les variétés
de Cauchy-Riemann en dimension inférieure ou égale à 5. Le problème d’équivalence, à biholo-
morphisme près, des hypersurfaces réelles des variétés complexes été formulé pour la première
fois par Henri Poincaré en 1906 de la manière suivante:

Etant données deux hypersurfaces (locales) réelles M,M ′ ⊂ C2, existe-t-il un bi-
holomorphisme de C2 qui envoie M sur M ′ ?

Poincaré a donné un argument heuristique montrant que la réponse à ce problème est négative en
général, mais la première preuve rigoureuse n’a été formulée par Elie Cartan qu’en 1932 [4, 5],
avec la construction d’une “connexion hypersphérique” sur les hypersurfaces de C2, en utilisant
la technique du repère mobile, connue aujourd’hui sous le nom de méthode d’équivalence de
Cartan.

Pour utiliser une terminologie moderne, étant donnée une variété M et une certaine structure
géométrique sur M , qui apparaît généralement comme une G-structure sur M (i.e. une réduction
du fibré des repères de M ), la méthode d’equivalence de Cartan vise à produire un fibré principal
P sur M , ainsi qu’un co-repère ω de 1-formes sur P adapté à la structure géométrique de M
au sens suivant: un isomorphisme entre deux structures géométriques M et M ′ se relève en un
unique isomorphisme entre P et P ′ envoyant ω sur ω′. Le problème d’équivalence entre M et
M ′ est ainsi ramené à un problème d’équivalence entre {e}-structures, dont la solution est bien
connue [20, 26].

Le concept de variété CR permet de reformuler le problème d’équivalence entre sous-variétés
réelles de Cn de manière intrinsèque. On rappelle [3] qu’une structure CR sur une variété M est
la donnée d’un sous-fibré L de C⊗ TM de rang pair 2n tel que:

• L ∩ L = {0}

• L est formellement integrable, i.e. [L, L] ⊂ L.

L’entier n est la dimension CR de M , et k = dimM − 2n est la codimension de M . Une
sous-variété réelle générique M ⊂ Cn est canoniquement munie d’une structure CR lorsque l’on
définit le fibré CR de M par L = T 1,0M .

Etant données deux structures CR, (M,L) et (M ′, L′), un difféomorphisme ϕ : M −→M ′

est un isomorphisme CR entre M et M ′ si ϕ envoie le fibré CR de M sur celui de M ′, i.e. si
ϕ(L) = L′. Le problème d’équivalence pour les variétés CR peut être reformulé comme suit:

Etant données deux variétés CR (locales) M , M ′, existe-t-il un isomorphisme CR
(local) entre M et M ′ ?

La réponse à cette question nécessite l’introduction du concept de forme de Levi [1, 3]. La
forme de Levi LFp d’une variété CR M en un point p ∈ M est la forme forme hermitienne
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antisymétrique définie sur Lp par:

LFp(X, Y ) = i [X̃, Ỹ ]p mod Lp ⊕ Lp,

où X, Y ∈ Lp et X̃ et Ỹ sont deux sections locales de M −→ L telles que X̃p = X et Ỹp = Y . Il
s’agit d’un invariant CR deM au sens où si ϕ : M −→M ′ est un isomorphisme CR entreM et
M ′, alors LF = ϕ∗LF ′. Il est bien connu [16] que si LF s’annule identiquement sur M , ce qui
signifie que le fibré L ⊕ L est involutif, alors M est CR-isomorphe à un produit M ∼= Cn × Rk.
Nous excluons ce cas dégénéré dans la suite de ce mémoire.

Un autre invariant CR joue un rôle central dans notre analyse. Soit (Ei)i≥1 la suite des sous-
fibrés de C⊗ TM définie par:

E1 := L⊕ L, Ei+1 := Ei ⊕ [L,Ei]⊕ [L,Ei],

et soit
ri := rangCE

i.

Par exemple, on a toujours r1 = 2n, où n est la dimension CR de M , tandis que r2 = r1 si et
seulement si M est Levi-plate. La suite r := (ri)i≥1 constitue un invariant CR de M . Celle-ci
étant croissante et bornée par la dimension de M , elle est stationnaire à partir d’un certain rang.
On adopte pour cette raison la convention de n’écrire que les premières valeurs distinctes de r:
on écrit par exemple (2, 3) au lieu de (2, 3, 3 . . . ).

Restreignons désormais notre analyse du problème d’équivalence aux variétés CR de dimen-
sion inférieure ou égale à 5. La dimension CR n et la codimension k doivent satisfaire l’inéquation
2n + k ≤ 5, ce qui, le cas des variétés totalement réelles ou totalement complexes mis à part, ne
laisse que 4 valeurs possibles pour (n, k):

(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1),

que nous désignons dans la suite comme étant le type de M .
L’analyse des valeurs possibles prises par la suite r et par le rang de la forme de Levi conduit

à l’identification de 6 classes différentes de variétés CR en dimension ≤ 5 (see [16]).
La classe I est constituée des variétés CR non Levi-plates de type (1, 1). Dans ce cas la forme

de Levi est de rang constant 1, et r = (2, 3). Le problème d’équivalence pour ce type de variétés
CR a été résolu par Elie Cartan [4, 5] dans l’article célèbre de 1932. Ce problème a été repris
récemment par Merker et Sabzevari [13], qui ont obtenu une expression explicite des invariants
CR de M en fonction d’une fonction graphante.

La classe II est constituée des variétés CR de type (1, 2) telles que r = (2, 3, 4). Elles sont
aussi appelées variétés de Engel. Le problème d’équivalence pour cette classe a été résolu par
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Beloshapka, Ezhov and Schmalz [2] en 2007. Une preuve alternative des résultats contenus dans
[2] figure dans [23], qui constitue le chapitre 2 de ce mémoire.

La suite r peut également prendre la valeur (2, 3) dans le cas des variétés non Levi-plates de
type (1, 2). Nous excluons cependant ce cas, qui doit être considéré comme dégénéré, car il est
bien connu [16] qu’une telle variété M est alors biholomorphe à un produit M ∼= N × R, où N
est une variété CR de la classe I.

Pour les variétés non Levi-plates de type (1, 3), les valeurs possibles de r sont (2, 3), (2, 3, 5)
et (2, 3, 4, 5). Le cas r = (2, 3) est dégénéré, car il correspond à un produit M ∼= N × R2, avec
N appartenant à la classe I [16]. Le cas r = (2, 3, 5) conduit à une classe de variétés CR que nous
appelons la classe III1. La methode de Cartan a été récemment employée par Merker and Sabze-
vari [14] pour cette classe, conduisant à la détermination d’un ensemble complet d’invariants CR.
Le troisième cas r = (2, 3, 4, 5) définit ce que nous appelons la classe III2. Cette classe de variétés
CR n’a encore jamais été étudiée à notre connaissance, et le chapitre 3 de ce mémoire propose
une solution au problème d’équivalence pour cette classe, avec notamment la construction d’une
connexion de Cartan [24].

Dans le cas des variétés CR non Levi-plates de type (2, 1), la suite r ne peut prendre que la
valeur (4, 5), et la distinction entre les classes de variétés de ce type repose sur les valeurs du rang
de la forme de Levi. Les variétés CR dont la forme de Levi est non-dégénérée constituent ce que
nous appelons la classe IV1, tandis que celles dont la forme de Levi est de rang constant égal à
1 constituent ce que nous appelons la classe IV2. On suppose également que les variétés CR qui
constituent cette dernière classe sont 2 non-dégénérées, i.e. que leur forme de Freeman est non
nulle (see [16], pp 70–94), car elles seraient dans le cas contraire biholomorphes à un produit
N × C, avec N appartenant à la classe I.

Le problème d’équivalence pour les variétés Levi non-dégénérées de codimension 1 a été
résolu en 1974 par Chern and Moser [6]. Le cas de la classe IV1 est donc couvert par les résultats
contenus dans [6]. En revanche, la classe IV2 a fait l’objet récemment d’importants efforts de
recherche. Ebenfelt a proposé une solution au problème d’équivalence pour cette classe en 2001
[7], mais celle ci s’est révélée n’être que partielle [8]. Isaev-Zaitsev [11], Medori-Spiro [15] et
Pocchiola [21] ont proposé indépendamment une solution à ce problème en 2013. La référence
[21] constitue le premier chapitre de ce mémoire.

Chacune de ces 6 classes de variétés CR contient une variété particulière, que nous appelons le
modèle, dont l’algèbre de Lie des automorphismes CR infinitésimaux est de dimension maximale.
Il joue un rôle central, car les variétés CR appartenant à la même classe peuvent généralement
être considérées comme des déformations de celui-ci, par le biais d’une connexion de Cartan.
La détermination de l’algèbre de Lie des automorphismes CR infinitésimaux des modèles peut
être réalisée via la méthode de Cartan, celle-ci fournissant d’ailleurs un guide pour le cas plus
complexe des variétés CR quelconques de la même classe, car une structure similaire de nor-
malisations des paramètres de groupe apparaît dans les deux cas. Pour cette raison, nous avons
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commencé la résolution du problème d’équivalence pour les classes II, III2 et IV2 par la détermi-
nation de l’algèbre de Lie des automorphismes CR infinitésimaux des modèles pour chacune de
ces trois classes. Ces modèles sont donnés respectivement par:

1. la cubique de Beloshapka dans C3:

B :
w1 = w1 + 2 i zz,

w2 = w2 + 2 i zz (z + z) ,

2. la sous-variété N ⊂ C4:

N :

w1 = w1 + 2 i zz,

w2 = w2 + 2 i zz (z + z) ,

w3 = w3 + 2i zz(z2 +
3

2
zz + z2),

3. le tube au-dessus du cône de lumière, LC ⊂ C3:

LC : (Re z1)
2 − (Re z2)

2 − (Re z3)
2 = 0, Re z1 > 0.

La détermination de leurs automorphismes infinitésimaux constitue le chapitre 4 de ce mémoire.

Pour résumer, ce mémoire comprend les parties suivantes:

• Le chapitre 1 contient deux versions de la solution du problème d’équivalence pour les
variétés CR 2 non-dégénérées de dimension 5 dont la forme de Levi est de rang constant
égal à 1, une version courte qui présente les résultats obtenus et donne les grandes lignes
des preuves, et une version longue qui contient tous les détails nécessaires.

• Le chapitre 2 propose une solution au problème d’équivalence pour les variétés de Engel,
avec explicitation des invariants CR en fonction d’une fonction graphante.

• Le chapitre 3 propose une solution au problème d’équivalence pour les variétés CR de la
classe III2.

• Le chapitre 4 contient la détermination, par la méthode de Cartan, de l’algèbre de Lie des
automorphismes CR inifinitésimaux des modèles pour les classes II, III2 et IV2.

Nous donnons à présent les énoncés des résultats obtenus.
Le chapitre 1 contient le théorème suivant, traitant du cas des variétés de la classe IV2:
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Théorème 1 Deux invariants fondamentaux, J et W , interviennent dans la résolution du prob-
lème d’équivalence pour les variétés CR de la classe IV2. Une telle variété CR M est localement
biholomorphe au tube au-dessus du cône de lumière,

LC : (Re z1)
2 − (Re z2)

2 − (Re z3)
2 = 0, Re z1 > 0,

dont l’algèbre de Lie des automorphismes infinitésimaux, autCR(LC), est de dimension 10, si et
seulement si:

J ≡ W ≡ 0.

Si J 6≡ 0, ou si W 6≡ 0, un parallélisme absolu est construit sur M . En particulier, l’algèbre de
Lie des automorphismes infinitésimaux de M satisfait:

dim autCR(M) 6 5.

Les variétés 2 non-dégénérées, de rang de Levi égal à 1, et qui sont de plus homogènes (i.e
ont un groupe d’automorphismes CR transitif), ont été classifiées en 2007 par Fels-Kaup [10].
Le théorème 1 confirme donc la baisse de la dimension du groupe d’automorphismes de 10 à
5 observée dans le cas particulier étudié par Fels-Kaup, et l’étend au cas des variétés CR non
homogènes.

La classe IV2 a été étudiée récemment par Isaev-Zaitsev dans [11], où un parallélisme absolu
est construit sur un fibré de dimension 10, et par Medori-Spiro dans [15], où une connexion de
Cartan est construite par une approche purement algébrique. Le résultat que nous proposons
retrouve celui proposé par Isaev-Zaitsev, et exhibe de plus la bifurcation:

(J ≡ W ≡ 0) or (J 6≡ 0 or W 6≡ 0) ,

qui caractérise l’équivalence locale au modèle. Une grande part de l’intérêt de ce résultat réside
dans l’explicitation de formules pour les invariants J et W , présentées sous forme compacte de
la manière suivante:

J =
5

18

L1

(
L1(k)

)2
L1(k)2

P +
1

3
P L1 (P )− 1

9

L1

(
L1(k)

)
L1(k)

P 2

+
20

27

L1

(
L1(k)

)3
L1(k)3

− 5

6

L1

(
L1(k)

)
L1

(
L1

(
L1(k)

))
L1(k)2

+
1

6

L1

(
L1(k)

)
L1(P )

L1(k)
− 1

6

L1

(
L1

(
L1(k)

))
L1(k)

P

− 2

27
P 3 − 1

6
L1 (L1 (P )) +

1

6

L1

(
L1

(
L1

(
L1(k)

)))
L1(k)

,
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et

W :=
2

3

L1

(
L1(k)

)
L1(k)

+
2

3

L1

(
L1(k)

)
L1(k)

+
1

3

L1

(
L1(k)

)
K
(
L1(k)

)
L1(k)3

− 1

3

K
(
L1

(
L1(k)

))
L1(k)2

+
i

3

T (k)

L1(k)
.

Insistons également sur le fait que le théorème 1 contient le corollaire crucial suivant:

Corollaire 1 Soit M une variété CR de la classe IV2. Si M n’est pas localement isomorphe au
modèle en un point p ∈ M , alors la dimension de l’algèbre de Lie de ses automorphismes CR
infinitésimaux au point p est bornée par 5, i.e.:

dim autp(M) ≤ 5

Le théorème suivant, contenu dans le chapitre 2, traite du cas des variétés de Engel:

Théorème 2 Soit M une variété CR appartenant à la classe II. Il existe un sous-fibré P du
fibré des co-repères C ⊗ F (M) de M et un co-repère ω := (Λ, σ, ρ, ζ, ζ) de P tel que tout CR-
difféomorphisme h de M induit un difféomorphisme h∗ de P satisfaisant h∗(ω) = ω. De plus, les
équations de structure de ω sur P sont de la forme:

dσ = 3 Λ ∧ σ + ρ ∧ ζ + ρ ∧ ζ,
dρ = 2 Λ ∧ ρ+ i ζ ∧ ζ,
dζ = Λ ∧ ζ + I1 σ ∧ ρ+ I2 σ ∧ ζ + I3 σ ∧ ζ + I4 ρ ∧ ζ + I5 ρ ∧ ζ,
dζ = Λ ∧ ζ + I1 σ ∧ ρ+ I3 σ ∧ ζ + I2 σ ∧ ζ + I5 ρ ∧ ζ + I4 ρ ∧ ζ,

dΛ =
i

2
I1 σ ∧ ζ −

i

2
I1 σ ∧ ζ −

1

3

(
I2 + I3

)
ρ ∧ ζ − 1

3

(
I2 + I3

)
ρ ∧ ζ

+ I0 σ ∧ ζ ,

où I0, I1, I2, I3, I4, I5, sont des fonctions sur P .

Le théorème suivant est contenu dans le chapitre 3, et traite du cas des variétés de la classe
III2:

Théorème 3 Soit M une variété CR appartenant à la classe III2. Il existe un sous-fibré P du
fibré des co-repères C ⊗ F (M) de M et un co-repère ω := (Λ, τ, σ, ρ, ζ, ζ) de P tel que tout
CR-difféomorphisme h de M induit un difféomorphisme h∗ de P satisfaisant h∗(ω) = ω. De
plus, les équations de structure de ω sur P sont de la forme:
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dτ = 4 Λ ∧ τ + J1 τ ∧ ζ − J1 τ ∧ ζ + 3 J1 σ ∧ ρ + σ ∧ ζ + σ ∧ ζ ,

dσ = 3 Λ ∧ σ
+ J2 τ ∧ ρ+ J3 τ ∧ ζ + J3 τ ∧ ζ + J4 σ ∧ ρ

− J1

2
σ ∧ ζ +

J1

2
σ ∧ ζ + ρ ∧ ζ + ρ ∧ ζ,

dρ = 2Λ ∧ ρ
+ J5 τ ∧ σ + J6 τ ∧ ρ + J7 τ ∧ ζ + J7 τ ∧ ζ + J8 σ ∧ ρ + J9 σ ∧ ζ

+ J9 σ ∧ ζ −
J1

2
ρ ∧ ζ +

J1

2
ρ ∧ ζ + i ζ ∧ ζ ,

dζ = Λ ∧ ζ
+ J10 τ ∧ σ + J11 τ ∧ ρ + J12 τ ∧ ζ + J13 τ ∧ ζ

+ J14 σ ∧ ρ + J15 σ ∧ ζ ,

dΛ =
∑
νµ

Xνµ ν ∧ µ , ν, µ = τ, σ, ρ, ζ, ζ,

où Ji, Xνµ, sont des fonctions sur P .

Enfin les trois théorèmes qui suivent donnent une description de l’algèbre de Lie des automor-
phismes infinitésimaux des modèles pour les trois classes de variétés étudiées dans ce mémoire.
Ils sont contenus dans le chapitre 4.

Théorème 4 La cubique de Beloshapka,

B :
w1 = w1 + 2 i zz,

w2 = w2 + 2 i zz (z + z) ,

possède une algèbre de Lie d’automorphismes CR infinitésimaux de dimension 5. Une base des
formes de Maurer-Cartan de autCR(B) est donnée par les 5 formes différentielles σ, ρ, ζ , ζ , α,
qui satisfont les équations de Maurer-Cartan suivantes:

dσ = 3 α ∧ σ + ρ ∧ ζ + ρ ∧ ζ ,
dρ = 2 α ∧ ρ + i ζ ∧ ζ ,
dζ = α ∧ ζ ,
dζ = α ∧ ζ ,
dα = 0.
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Théorème 5 Le modèle de la classe III2:

N :

w1 = w1 + 2 i zz,

w2 = w2 + 2 i zz (z + z) ,

w3 = w3 + 2i zz(z2 +
3

2
zz + z2),

possède une algèbre de Lie d’automorphismes infinitésimaux de dimension 6. Une base des
formes de Maurer-Cartan de autCR(N) est constituée par les 6 formes différentielles τ , σ, ρ, ζ , ζ ,
α, qui satisfaisant les équations de Maurer-Cartan suivantes:

dτ = 4 α ∧ τ + σ ∧ ζ + σ ∧ ζ ,
dσ = 3 α ∧ σ + ρ ∧ ζ + ρ ∧ ζ ,
dρ = 2 α ∧ ρ + i ζ ∧ ζ ,
dζ = α ∧ ζ ,
dζ = α ∧ ζ ,
dα = 0.

Théorème 6 Le tube au-dessus du cône de lumière:

LC : (Re z1)
2 − (Re z2)

2 − (Re z3)
2 = 0, Re z1 > 0.

possède une algèbre de Lie d’automorphismes infinitésimaux de dimension 10. Une base des
formes de Maurer-Cartan de autCR(LC) est constituée par les 10 formes différentielles ρ, κ, ζ , κ,
ζ , π1, π2, π1, π2, Λ, qui satisfont les équations de Maurer-Cartan:

dρ = π1 ∧ ρ+ π1 ∧ ρ+ i κ ∧ κ,
dκ = π1 ∧ κ+ π2 ∧ ρ+ ζ ∧ κ,
dζ = i π2 ∧ κ+ π1 ∧ ζ − π1 ∧ ζ,
dπ1 = i κ ∧ π2 + ζ ∧ ζ + Λ ∧ ρ,
dπ2 = π2 ∧ π1 + ζ ∧ π2 + Λ ∧ κ,
dΛ = i π2 ∧ π2 + Λ ∧ π1 + Λ ∧ π1.
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