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Introduction

En 1955, Berger [Ber55] montre que les seuls groupes d’holonomie
possibles pour une variété riemannienne localement irréductible et non-
symétrique sont les groupes : SO(k), U(k), SU(k), Sp(k), Sp(1) - Sp(k),
Go et Spin(7). L’holonomie SO(k) correspond au cas générique, U (k) aux
variétés kéhlériennes, SU (k) aux variétés de Calabi-Yau et Sp(k) aux varié-
tés hyper-kilériennes. Les cas Gy et Spin(7) n’apparaissent eux que pour des
dimensions particulieres (respectivement 7 et 8) [Bry87]. Restent alors les
variétés quaternion-kéhlériennes qui sont les variétés riemanniennes dont le
groupe d’holonomie est contenu dans Sp(1) - Sp(n) := Sp(1) x Sp(n)/{£1}.
C’est a cette catégorie que nous nous intéressons. Le théoreme principal de
cette these, que nous préciserons ultérieurement, construit une famille d’élé-
ments de cette catégorie :

Théoréme 1 Soit M une variété analytique réelle de dimension 5 et soit D
une distribution analytique réelle, générique de rang 2 sur M (c’est-a-dire
une distribution D telle que dim([D, D]) = 3 puis [D, [D, D]] = TM ), alors
un espace quaternion-kahlérien Q de dimension 8 est canoniquement associé
a cette distribution.

Cette construction s’inscrit dans la lignée des constructions de Le Brun
[LeB82, LeB&9| et de Biquard [Biq00, Biq07] pour lesquelles d'un c6té les
variétés quaternion-kahlériennes construites possedent un modele homogene
qui est un espace symétrique de type non-compact G/K, et d'un autre coté,
les données initiales peuvent s’interpréter comme étant des déformations d’un
bord de Furstenberg GG/ P ou P est un sous-groupe parabolique de G (cette in-
terprétation n’est pas décrite dans les articles précédents). Ces constructions
nous amenent ainsi a penser qu’il existe une correspondance générale entre
des déformations de bords de Furstenberg G/P et des variétés quaternion-
kéhlériennes dont les métriques ont un comportement similaire a la métrique
symétrique sur GG/K au voisinage de la frontiere de Furstenberg associée a
G/P. Le théoreme énoncé va dans le sens de l'existence d'une telle corres-
pondance. En effet, Cartan montre en 1910 que la donnée d’une distribution



générique de rang 2 sur une variété de dimension 5 est liée au groupe de Lie
G5 @ plus précisément, cette donnée correspond localement a une déforma-
tion de l'espace G5/ P, avec Pj le sous-groupe parabolique de G§ C SO(3,4)
stabilisant une droite isotrope de R3%.

1 Les espaces symétriques quaternion-
kdhlériens de type non-compact et leurs
bords de Furstenberg

1.1 Les espaces symétriques quaternion-kihlériens

Parmi les variétés quaternion-kéhlériennes se trouvent certains espaces
symétriques connus sous les noms d’espaces de Wolf et que nous retrouvons
par exemple dans [Bes08, p. 409] : pour chaque groupe de Lie simple com-
plexe G©, il existe un unique espace symétrique quaternion-kihlérien G/K
avec G le groupe de Lie réel compact associé & GC. Dans notre étude nous
nous intéressons aux duaux non-compacts de ces espaces de Wolf : nous
trouvons alors dans cette liste, les espaces symétriques de type non-compact
SO(4,k)/SO(4) x SO(k), SU(2,k)/S(U(2) x U(k)), Sp(1,k)/Sp(1) x Sp(k)
pour tout k > 1, G5/SO(4) et les espaces symétriques correspondant aux
autres groupes de Lie exceptionnels.

Une propriété remarquable des ces variétés est que la structure
quaternion-kahlérienne est reliée a un espace complexe nommé espace des
twisteurs [Sal82]. L’espace des twisteurs d’une variété quaternion-kéhlérienne
M apparait naturellement comme 1’espace total du fibré, au dessus de M,
des structures presque complexes de M : le point remarquable étant que
cette variété de dimension réelle 4k 4 2 possede en fait une structure presque
complexe intégrable et une structure de contact holomorphe.

Théoréme 2 (Salamon) Il existe une correspondance entre [’ensemble des
variétés quaternion-kihlériennes (M, g) de dimension 4k et l’ensemble des
variétés complezes N de dimension 2k+1 possédant une structure de contact
holomorphe et une famille de courbes rationnelles {Cy}renr dans N, trans-
verses a la distribution de contact et de fibré normal 2kO(1).

Ainsi pour construire une nouvelle variété quaternion-kahlérienne, nous
construirons une variété complexe munie d’une structure de contact holo-
morphe et munie d’une famille de courbes avec les propriétés du théoreme
précédent. Il nous restera alors a décrire le comportement de notre nouvelle
métrique quaternion-kéhlérienne. Dans notre idée de correspondance entre



des déformations de bords de Furstenberg G/P et des variétés quaternion-
kéhlériennes, le comportement de la métrique obtenue devrait étre celui que
nous allons décrire au chapitre suivant.

1.2 Les métriques quaternion-kihlériennes au voisi-
nage d’une frontiere de Furstenberg

Pour ces espaces symétriques de type non-compact G /K, différentes com-
pactifications existent. Ici nous nous intéressons aux frontieres de Furstenberg
qui sont indexées par les sous-groupes paraboliques de GG : une frontiere de
Furstenberg F', comme nous le verrons au chapitre 6.2, arrive comme 1'es-
pace total d'une fibration par un espace symétrique X de rang inférieur a
celui de G/ K, au dessus d'un espace homogene G/ P avec P un sous-groupe
parabolique de G

X —F— G/P.

Ainsi pour I'espace symétrique de type non-compact G5/SO(4), comme
celui-ci est de rang 2, nous avons trois sous-groupes paraboliques de G5. Nous
avons Pj le sous-groupe parabolique de G§ C SO(3,4) fixant une droite iso-
trope, Ry le sous-groupe parabolique de G§ C SO(3,4) fixant un plan tota-
lement isotrope et ()12 le sous-groupe parabolique fixant un plan totalement
isotrope et une droite de ce plan. Pour le sous-groupe Pi, la frontiere de
Furstenberg Fi est I'espace

Hi — F, — G/P,
et pour le sous-groupe R», la frontiere de Furstenberg Fy est ’espace
Hi — F, — G/R,

avec HE lespace hyperbolique réel de dimension 2. Pour le sous-groupe Q1 2
la frontiere de Furstenberg est simplement 'espace G5/Q1 2. L’espace symé-
trique G5/S0(4) se compactifie donc de la maniére suivante :

G3/Q1,2

F Fy
G5/S0O(4)

Les coordonnées polaires de X et de G/K fournissent un isomorphisme

(1.1) FxAY~G/PxXxA— (G/K)™,
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avec A un sous-groupe abélien de P et A sa partie réguliere. Ainsi lorsque
nous regardons la métrique standard de I'espace symétrique G/ K, dans des
coordonnées adaptées a I'isomorphisme précédent alors celle-ci est de la forme

k

(1.2) g=dr* +gx + Y _ sinh’(jr)y;.
j=1

avec gx la métrique symétrique de l'espace X et avec 7;, une métrique
dépendant du point x de la fibre X et qui est une métrique sur l’espace
tangent gradué

gr—i(T(G/P)) := (G xpp~ [p) /(G xpp~7 /p)
avec p' = P, p; et
g=pP 1D - BP_1DPpPoDBP1D---Dpi

la décomposition de g induite par la sous-algebre parabolique p.

1.3 Les constructions déja trouvées

Les constructions de Le Brun et Biquard [LeB82, LeB89, Biq00, Biq07]
possedent des modeles homogenes pour lesquels la donnée initiale est un
espace G/P avec P un sous-groupe parabolique de G et ou la métrique
reconstruite est la métrique standard de 'espace symétrique de type non-
compact G/ K. Cela nous permet de réinterpréter leurs constructions a ’aide
du formalisme des géométries paraboliques [CS09]. La donnée initiale de ces
constructions n’est plus un espace G/P mais une variété M munie d’une
géométrie parabolique de type (G, P), c’est-a-dire munie d’une P-structure
compatible avec le crochet de Lie des champs de vecteurs de M. Quant a la
métrique construite, celle-ci se comporte comme la métrique modele proche
de la frontiere de Furstenberg associée a P.

En 1982 [LeB82], Le Brun montre qu’une variété conforme M, analytique
réelle de dimension 3, est 'infini conforme d’une métrique autoduale (c’est
I'analogue en dimension 4 d’une métrique quaternion-kdhlérienne), unique
dans un voisinage de M. Notons que cette géométrie initiale sur X est la
donnée d’une géométrie parabolique de type (SO(4,1), P) avec P le para-
bolique fixant une droite isotrope de R*!. Ce résultat, Le Brun le généra-
lise en 1989 [LeB89, LeB83]. Notant N l'espace des géodésiques complexes
nulles d’une certaine complexification d’une variété M analytique réelle, mu-
nie d’une structure conforme [h] de signature (3,k — 1), il montre que cette



variété A\ est 'espace des twisteurs d’une variété quaternion-kihlérienne dont
le comportement de la métrique a 'infini est

(1.3) 9= — Tox+—5

avec gy la métrique symétrique sur X := SO(3,k—1)/SO(3) x SO(k—1) et
avec 7,5 une métrique nous redonnant la métrique conforme [h] sur 7'M a
I'infini. La encore, nous pouvons voir que la donnée initiale sur M correspond
a la donnée d'une géométrie parabolique de type (SO(4,k), P;) avec P le
sous-groupe parabolique de SO(4, k) fixant une droite isotrope dans R** et
que la frontiere de Furstenberg correspondant a ce parabolique est 1’espace
total de la fibration de SO(4,k)/P; par X.

En 2000 [Biq00], Biquard montre qu'une variété analytique réelle M de
dimension 4k —1 munie d’une structure de contact quaternionienne (ny, 12, 73)
(c’est-a-dire la donnée d'une géométrie parabolique de type (Sp(1,k), P)) est
le bord d’une variété analytique réelle unique Q telle que @ — M admet une
métrique quaternion-kihlérienne de la forme

dt?  mitmy Ay
(1.4) 9= "3 + 12 + r
vers le bord infini M.

Puis en 2007 [Biq07], Biquard montre qu'une variété CR strictement pseu-
doconvexe M, analytique réelle de dimension 3, est l'infini conforme d’une
métrique autoduale unique définie dans un voisinage de M. Ici la donnée
initiale est la donnée d’une géométrie parabolique de type (SU(2,1), P) avec
P le sous-groupe parabolique de SU(2, 1) fixant une droite isotrope de C3.

Dans ce dernier cas, l'espace des twisteurs de l’espace symétrique
SU(2,1)/U(2) peut se voir dans l'espace des twisteurs du dual compact
SU(3)/U(2). Ce dernier est 'espace SL(3,C)/P® avec P le méme sous-
groupe parabolique que précédemment. L’objectif pour construire 1'espace
des twisteurs en partant d’une géométrie parabolique de type (SU(2,1), P)
sur une variété M est donc de grossir la variété complexifié MC. Alors que
dans le cas d’une géométrie initiale de type (SO(4, k), Py), I'idée est de re-
trouver l'espace des twisteurs en mimant la double fibration du cas modele

e
N

G/P G/ Ry,



avec Q12 le sous-groupe parabolique de SO(4, k) fixant un plan totalement
isotrope de R** et une droite de ce plan et avec R, le sous-groupe parabo-
lique de SO(4, k) fixant un plan totalement isotrope de R**. L’idée est de
mimer cette double fibration parce que dans le modele, ’espace des twisteurs
de SO(4,k)/SO(4) x SO(k) est inclus dans SO(4 + k,C)/RS. C’est cette
construction faisant appel a différentes géométries paraboliques, que nous
allons chercher a généraliser.

2 Généralisation de la construction de
Le Brun

Dans la construction de Le Brun, la double filtration du modele homogene
précédemment citée, se généralise pour obtenir le schéma suivant :

M/ K/‘N,

avec M la variété initiale possédant une géométrie conforme, £ C P(T'M)
I'espace des directions nulles de TM (pour la structure conforme de M) et
N Tespace des géodésiques nulles de M.

Ainsi, pour une variété M munie d’une géométrie parabolique, si nous
disposons d'un fibré £ — M sur M pour lequel 'espace total E possede
un flot canoniquement relié a la géométrie parabolique de M (pour le cas
conforme, il s’agit des flots des géodésiques nulles), alors nous nommerons
espace de géodésiques nulles I'espace des flots précédents. La question que
nous nous posons est alors de savoir quelles sont les géométries paraboliques
sur M qui vont nous fournir un espace de géodésiques nulles N dont le modele
homogene complexifié est un espace de twisteurs d’un espace symétrique
quaternion-kahlérien.

Notons avant de commencer que certaines géométries paraboliques sont
rigides et qu’il n’existe pas de déformation du cas homogene G/P : cette
rigidité se lit, comme nous le verrons dans la premiere partie, sur 1'objet
algébrique H?(p_,g). En effet, si cette cohomologie n’a pas de composante
homogene strictement positive alors il n’existe pas de géométrie parabolique
réguliere de type (G, P) autre que le modele G/ P (la condition de régularité
étant une condition essentielle pour que la notion de géométrie parabolique
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soit définie sans ambiguité). Nous n’aurons donc pas d’espoir de trouver de
nouvelles constructions avec ces cas la.

Soit G/K un espace symétrique quaternion-kdhlérien de type non-
compact, nous verrons que l'espace des twisteurs de G/K est inclus dans
espace des twisteurs du dual compact G /K de G/K qui est de la forme
G®/RC avec R le sous-groupe parabolique de G’ donnant & G/R une struc-
ture de contact. Ainsi partant d’une géométrie parabolique réguliere de type
(G, P) sur une variété M, avec P un sous-groupe parabolique qui n’est pas le
sous-groupe parabolique R de (G, 'objectif est comme dans le cas conforme
de mimer une double fibration

L
AN
G/P G/R

avec () un sous-groupe parabolique de G inclus dans P et R. Nous allons
commencer par construire l'espace £ := G/@Q. Cet espace ne sera pas au-
tomatiquement muni d’une géométrie parabolique réguliere de type (G, Q).
Comme cela se détermine de maniere algébrique, nous avons ainsi une pre-
miere restriction algébrique a notre construction. Nous chercherons ensuite un
feuilletage de E (par des feuilles de dimension 1 comme dans le cas conforme)
mimant dans le cas homogene la fibration G/ — G/R. Ce feuilletage a
notre disposition, nous notons N l'espace des feuilles. En complexifiant cette
construction, nous obtenons alors le schéma suivant

E(C
% K
M€ NC.

La encore l'existence de ce feuilletage n’est pas assuré, mais elle dépend
d’une condition algébrique. Ces conditions algébriques, a la construction d’'un
espace des géodésiques nulles N dont le modele homogene est G/ R, réduiront
considérablement les candidats.

Théoreme 3 Les géométries paraboliques
— admettant des déformations du cas modeéle,
— fournissant des espaces de géodésiques nulles N
— de sorte que, dans le cas homogene, cet espace N soit la partie réelle
d’un espace de twisteurs d’un espace symétrique quaternion-kdhlérien,

11



sont les géométries conformes, les géométries paraboliques de type
(SO(4,3), P3) ou le sous-groupe Py est le parabolique fizant un 3-plan to-
talement isotrope de R*? et les géométries paraboliques de type (G5, P1) ot
le sous-groupe Py est le parabolique fizant une droite isotrope de R>*.

3 La construction de métriques quaternion-
kihlériennes a ’aide d’une distribution gé-
nérique de rang 2

Parmi les deux candidats ne correspondant pas a une géométrie
conforme, nous allons compléter, dans cette these, la construction de va-
riétés quaternion-kéihlériennes pour des géométries paraboliques initiales de
type (G5, Py).

Théoreme 4 Soit D une distribution analytique réelle, générique de rang 2
sur une variété analytique réelle M de dimension 5, alors il existe un fibré
en disques ouverts F au dessus de M (X — F — M) et une variété
Q de dimension 8 contenant F' de sorte que nous disposons d’une métrique
quaternion-kédhlérienne sur un voisinage W de F dans Q.

De plus, cette métrique quaternion-kdhlérienne au voisinage de la fron-
tiere F' s’écrit

2

ds Y. (dxy, dxo) d_.r?,, V3.0 (dxy, dzs)

g=—+gx+ 4 2y + hs
S S S

53
avec gx la métrique standard de 'espace symétrique hyperbolique X = HE,
avec ;, des métriques dépendant du point x de la fibre X et qui sont des
métriques sur l’espace tangent gradué gr(TM) et avec hs s’annulant pour
s =0.

En particulier, cela nous permet de retrouver la distribution générique D
sur M initiale.

Dans le modele homogene, F' est la frontiere de Furstenberg Fi et nous
retrouvons bien la métrique symétrique de G5/S0(4) au voisinage de Fj :

G3/Q12

W C G3/SO(4)

12



Notons que la face Fi est un fibré en disques ouverts : nous ne retrouvons
donc pas la métrique symétrique sur un voisinage de G3/Q12 (cet espace
étant le bord de notre fibré en disques ouvert F}).

L’écriture sous la forme précédente est intéressante car elle nous permet
de comprendre le lien entre une telle métrique et la géométrie parabolique
d’un bord. La frontiere F' correspond a I’hypersurface s = 0 et parmi les
éléments de cette frontiere nous pouvons voir que nous avons les éléments
génériques qui explosent en 532 (9,,,d,.). Toutefois dans le noyau H de s%g,
les éléments génériques explosent en s (J,,). Regardant alors dans le noyau
de s2g|y, les éléments génériques explosent en s'/2 (9,,,0,,). Ainsi lorsque
s tend vers 0, nous obtenons la distribution D, = Vect(0,,,0.,) C T.M.
Quant a la fibre X de F' — M, la métrique, sur X, reste lisse au voisinage de
F'. Nous retrouvons donc graduellement notre fibre X et la métrique standard
sur cet espace symétrique, puis la filtration de T'M

T'M:=DcCT*M:=[D,D] CT*M =TM,

engendrée par la géométrie parabolique sur M : nous obtenons d’abord
notre distribution de rang 2, D = Vect(dy,,0s,) et ensuite T2M =
Vect(0yz,, Oy, 0zy). Ici nous n’avons pas besoin de regarder l'allure de la
métrique sur la graduation gr(TM) car la donnée géométrique sur M est
simplement la filtration précédente.

3.1 L’espace des twisteurs

Soit M une géométrie parabolique réguliere de type (G35, P;) : cela revient
simplement a se donner une distribution générique de rang 2 sur M. Alors,
d’apres le théoreme 3, nous disposons d’un espace de feuilles N qui sera de
dimension 5, et nous disposons du schéma

M/ KJN.

Apres un travail de complexification de ce schéma, nous montrerons que
I'espace N := NC est en fait une variété complexe de dimension complexe 5.
Dans le schéma précédent, N ayant pris la place de G5 /RC, nous pourrions
penser que N va posséder une structure parabolique de type (G5, R®), mais
ce ne sera pas le cas. Nous montrerons cependant que l’espace N possede
une structure de contact.
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3.2 Les courbes twistorielles

Pour utiliser la correspondance citée au théoreme 2, il nous manque en-
core les objets important que sont les courbes twistorielles. A ce stade 13 nous
ne disposons sur N que des courbes v(p~!(x)) pour x € MC. Or nous verrons
que ces courbes sont tangentes a la distribution de contact qu’elles n’ont pas
le bon fibré normal et qu’elles peuvent rencontrer le lieu réel N C N. Heureu-
sement, nous ne nous attendions pas a avoir ces propriétés pour ces courbes
la, qui dans le modele homogene sont les limites de courbes twistorielles. Nous
allons donc déformer ces courbes. Le point crucial est que ces courbes sont
des courbes doubles dans N. En effet, le fibré normal des courbes réduites
associées a ces courbes est O(1) ® O & O & O. Déformer de telles courbes ne
nous fournirait qu'un espace de dimension 5 alors que l’espace de déforma-
tion des courbes doubles C,. est un espace Q de dimension 8. Cet espace de
courbes dans AV en poche, il nous reste a trouver un ouvert de cet espace pour
lequel les courbes correspondantes vont vérifier les conditions du théoreme 2.
Pour trouver un tel ouvert, les données algébriques d’une courbe C), ne nous
suffiront pas. Nous allons donc revenir sur le caractere parabolique de notre
donnée initiale, pour trouver cet ouvert.

3.3 Les coordonnées distinguées

La structure parabolique de notre variété initiale M nous permet de choi-
sir des coordonnées au voisinage d’un point x de M qui vont s’approcher au
plus pres du modele homogene. Ces coordonnées que nous nommons coor-
données distinguées,

Fip. —M

sont dans le modele homogene, les coordonnées données par l'application
exponentielle p_ — G composée avec la projection sur l'espace G/P. Nous
pouvons ainsi définir naturellement une dilatation parabolique ¥, sur un voi-
sinage U de z, donnée par W, (y) = t'y pour tout y € p_; avec i € {1,...,k}.
Nous observons alors, que lorsque nous tirons en arriere la géométrie parabo-
lique de Iespace W, (U), celle-ci tend vers la géométrie parabolique du modele
homogene. Nous montrerons méme dans la premiere partie, un résultat plus
fort :

Théoréme 5 Soit F : (xy1,...,2,) € p_ —> M des coordonnées distin-
guées de M. Soit & un champs de vecteurs dans le gradué gri(TM) pour
ie{-k,...,—1}.

Alors nous avons 4
e, =&+ O(t),
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lorsque t tend vers 0, avec 52 le champ de vecteurs du cas homogene corres-
pondant et avec B qui est égal a [’homogénéité minimale de la courbure de la
géométrie parabolique de M.

Comme notre construction de 'espace A est canonique, cette dilatation
sur M va engendrer une dilatation sur N et nous trouverons un ouvert de
courbes répondant aux conditions du théoreme 2 en déformant le cas modele
homogene. Utilisant alors la correspondance du théoreme 2, nous venons de
définir une variété quaternion-kahlérienne.

Notons que I’étude du cas homogene nous indiquera que nous n’avons
pas de métrique quaternion-kdhlérienne sur tout 'espace @ — M, ou Q est
I’espace de dimension 8 précédemment trouvé. En effet, nous devons éviter
dans Q les rayons provenant des courbes singulieres indexées dans le modele
par la frontiere de Furstenberg Fy : notant F' le fibré P(N(M C Q)) au dessus
de M, nous obtenons la métrique quaternion-kéahlérienne sur la partie grisée

w

3.4 La construction twistorielle inverse

Nous finirons cette these en donnant la construction twistorielle inverse
de notre métrique quaternion-kiahlérienne. Classiquement, nous retrouvons
les métriques quaternion-kéhlériennes de la maniere suivante : soit n la
forme de contact sur N, notons L le fibré en droite TN/ker(n), alors
g = wpwy avec H, = H°(C,, L'/?) (représentant 'action de Sp(1) sur Q),
E, = H°(C,, N, ® L™'/2) (représentant I'action de Sp(n) sur Q), et wy et
wg des formes symplectiques définies sur H par le wronskien et sur E par
dn. Cependant dans notre cas, la définition de L'/? sur les courbes doubles
pose probleme. Comme toute l'information que nous disposons repose sur
ces courbes doubles indexées par M, il nous faut une autre approche. Nous
allons reconstruire notre métrique g a 'aide des trois 2-formes sur Q asso-
ciées a une donnée I,J et K de structures presque complexes de Q vérifiant
les relations des quaternions. En effet, la connaissance de ces trois 2-formes
Br=g(l.,.), By=g(J.,.) et Bx = g(K.,.) suffisent pour retrouver dans un
premier temps par exemple la structure presque complexe I puis ensuite la

métrique ¢(.,.) = —Fr(1.,.).
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Nous retrouverons alors, localement, la métrique quaternion-kéhlérienne
dans des coordonnées adaptées a I'inclusion de M dans Q. Nous observerons
que le comportement de cette métrique est de la forme attendue

dt? Mo(dxy,dry)  dr?d 3.(dry, dos)
9= toxt+t——F———+t gt

avec gx la métrique standard de lespace symétrique hyperbolique X = HZ
et avec 7, , des métriques dépendant du point = de la fibre X et qui sont des
métriques sur I'espace tangent gradué gr(TM).

La premiere partie de cette these sera dédiée a 1’étude des géométries pa-
raboliques. Nous suivrons en grande partie la présentation du livre de Cap
et Slovak [CS09]. Nous commencerons par introduire la notion de géométrie
parabolique : nous verrons que deux approches sont possibles, I'une globale
et l'autre infinitésimale. Nous montrerons que ces deux approches coincident
dans la plupart des cas lorsque nous imposons une condition de normalité et
de régularité a nos géométries. Nous finirons cette premiere partie en présen-
tant les coordonnées distinguées et en montrant le théoreme 5.

Dans la deuxieme partie, nous chercherons a généraliser la construction
de LeBrun de métriques quaternion-kahlériennes a partir d'une géométrie
conforme. La premiere étape consistera a relever une géométrie parabolique
réguliere (p : G — M,w) de type (G, P) en une géométrie parabolique régu-
liere de type (G, Q) sur G/Q avec (Q C P. Nous aurons ainsi nos premieres
restrictions algébriques. Ensuite nous verrons quelles sont les conditions al-
gébriques pour avoir un feuilletage par des flots géodésiques de 1'espace G/Q.
Finalement, nous listerons les géométries paraboliques pour lesquelles nous
avons un tel feuilletage : il nous restera alors deux cas, autre que le cas
conforme. Pour le cas d'une géométrie parabolique de type (SO(4,3), P3),
nous verrons que l’espace des feuilles possede une structure de contact. Le
dernier cas sera traité dans la derniere partie.

Dans la derniere partie, nous donnerons la construction de métriques
quaternion-kdhlériennes avec pour donnée initiale des géométries parabo-
liques de type (G3, Py). Nous commencerons par construire l'espace des twis-
teurs N de notre futur espace quaternion-kihlérien en appliquant ce que nous
aurons vu a la deuxieme partie. Nous montrerons que cet espace est une va-
riété complexe de dimension 5 et qu’il possede une structure de contact. Nous
nous intéresserons ensuite aux courbes doubles C, que nous déformerons pour
avoir un espace de dimension 8 dans lequel va vivre notre nouvelle variété
quaternion-kahlérienne qui nous sera donnée en appliquant la correspondance
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du théoreme 2. L’étude de la construction twistorielle inverse nous fournira
alors le théoreme principal de cette these, le théoreme 4.
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Partie 1

Les géométries paraboliques
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Chapitre 1

Sous-algebres et sous-groupes
paraboliques

1.1 Sous-algebres paraboliques

Dans cette partie, nous allons essentiellement suivre la présentation de
Calderbank, Diemer et Soucek présente dans 'article [CDS05]. Leur approche
differe de celle de Cap et Slovak [CSOQ] uniquement par le fait que Cap et
Slovak fixent au préalable une structure de Weyl algébrique.

Soit g une algebre de Lie semi-simple. Notons ut I'orthogonal de u, un
sous-espace de g, pour la forme de Killing B(.,.).

Définition 6 Une sous-algébre p de g est dite parabolique si p est le nilra-
dical de p, c’est-a-dire son idéal nilpotent mazimal.

Rappel :

— Une algebre de Lie g est dite simple si g est non abélienne et ses seuls
idéaux sont {0} et lui-méme.

— Une algebre de Lie g est dite semi-simple si ¢’est une somme directe
d’algebres de Lie simples. Nous avons 1’équivalence suivante : g est
semi-simple si et seulement si sa forme de Killing est non dégénérée.

— Le radical d’une algebre de Lie g est 1'idéal résoluble maximal de g.

— Le nilradical d’une algebre de Lie g est I'idéal nilpotent maximal de g.

— Une algebre de Lie g est dite réductible si elle est la somme directe
d’une algebre de Lie semi-simple et d’une algebre de Lie abélienne.
Nous avons 'équivalence suivante : g est réductible si et seulement si
son radical est égal a son centre.

Ainsi pg := p/p* est une algebre de Lie réductible nommée le facteur de

Levi. Soit pt, (p)? := [pt,pt], ..., (pt)7 ™ := [pt, (p)7]... la suite centrale
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descendante de pt. Comme p* est nilpotent, il existe k > 0 tel que (p1)F+t =
0 et (p1)* # 0. De cette maniere pt possede une filtration (le cas k = 0
correspond & pt = 0 et p = g) et nous obtenons une filtration de g en posant
g/ = (p") et g7/ 7" = (¢’)" pour j > 1

g=gFog 5. og o =pogl=pto--.Dgt gt =0.

Cette filtration vérifie [g°, g’] C g™/ pour [, | le crochet de Lie de g. En
effet : par définition [g',g’] C ¢/™' pour tout j > 1. Puis pour j < —1,
soient X € g, Y € g/ et W € g7 alors B([X,Y],W) = B(Y,[W,X]) =0
et donc [X,Y] € g/~1. Et finalement pour j = 0, comme p* est un idéal de
p nous avons directement que [g°, g'] = [p,pt] C pT. Ainsi pour tout j €
{=k,...,k}, [¢*,9’] C ¢’"'. Nous obtenons ensuite le résultat par récurrence
en utilisant la relation de Jacobi. L’algebre g est donc une algebre de Lie
filtrée et nous pouvons définir son algebre de Lie graduée associée :

Définition 7 L’algebre de Lie graduée associée a g est donnée par
- Lalgebre gr(g) = @), gr;(g) avee gry(g) == ¢/ /o’ |
~ et le crochet [+, -] défini pour tout X + g™ € gri(g) et tout Y + ¢’ €

gri(g) par
X +g™ Y+ =X, Y]+ ¢ € griy (o)

avec le dernier crochet étant le crochet de Lie de g.
Une telle algébre de Lie est dite |k|-graduée.

Notons que gr(g)o est le facteur de Levi py.
Un point important des sous-algebres paraboliques est que les filtrations
précédentes sont scindées.

Lemme 8 Les suites exactes suivantes sont scindées (non canoniquement) :
0— gt — ¢/ — gri(g) = 0.

Ce qui induit un isomorphisme d’algébre de Lie entre g et gr(g).

Preuve du Lemme

Soit o une involution de Cartan, c¢’est-a-dire un automorphisme d’algebre
de Lie 0 : g — g vérifiant 02 = id et h(z,y) := —B(c(z),y) est définie posi-

tive. Pour j € {—F, ..., k} nous avons alors g; le supplémentaire orthogonal
pour h de g’ dans g/ qui fournit la section voulue. Montrons que nous avons
i+l

un isomorphisme d’algébre de Lie. Soit # € g un élément h-orthogonal & gi*!,
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c’est-a-dire o(r) € (gT!)t = ¢g7¢, et soit y € g/ un élément h-orthogonal a
g/l Alors [z,y] € g et o([z,y]) = [o(x),0(y)] € g7, donc [x,y] est
h-orthogonal & g“*/*1. La section induite par o donne donc un isomorphisme
d’algebre de Lie entre g et gr(g). O

Un tel isomorphisme d’algebres de Lie g — gr(g) est appelé structure
algébrique de Weyl. Une structure algébrique de Weyl n’est pas unique mais
ces structures sont bien controlées par I’élément de graduation présenté ci-
dessous.

Lemme 9 I/ existe un unique élément ey dans le centre de py = p/p* tel que
€0, x| = jx pour tout x € grj(g) et tout j € {—k,... k}.

Définition 10 Cet élément ey est nommé élément de graduation. Nous po-
sons o = {e € p : m(e) = e} Uensemble des relevés de ey a p, avec
o : P — Po la projection naturelle.

Preuve du lemme

Comme g¢r(g) est semi-simple, la dérivation u : x — jx pour x € gr;(g)
(i.e. u vérifie u([x,y]) = [u(x),y] + [z,u(y)]) doit étre intérieure, c’est-a-dire
égale a ad(ep) pour un €y € gr(g) qui est unique car Z(g) = 0. Puis [¢, 9] =0
et [eg, ] = 0 pour tout x € gro(g) donc €y est dans le centre de gro(g) = po.
]

Les éléments de tv sont exactement les sections induisant des isomor-
phismes d’algebres de Lie de g dans gr(g) : les isomorphismes sont donnés
par les décompositions en espaces propres de ad(e) pour € € to. Nous ap-
pellerons donc indifféremment une structure algébrique de Weyl, un élément
€ € o ou un isomorphisme € : g — gr(g). Cet espace to est un espace affine
modelé sur pt.

1.2 Sous-groupes paraboliques
Soit G' un groupe de Lie d’algebre de Lie g. Soit A C g, le normalisateur
de A est le sous-groupe Ng(A) = {g € G : Ad(g)(A) C A}. Soit p une

sous-algebre parabolique de Lie de g alors nous avons le résultat suivant.

k .
Lemme 11 L’ensemble P:= kNg(gZ) est un sous-groupe fermé d’algebre

de Lie p.
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Preuve du lemme

La sous-algebre g° est fermée dans g donc le normalisateur Ng(g') est
un sous-groupe fermé de G. Comme Ad(exp(X)) = e**) nous voyons que
l'algebre de Lie de P est q := {X € g: ad(X)(g") C ¢'}. Or la sous-algebre
de Lie p est clairement dans la sous-algebre de Lie q. Réciproquement : soit
X € q,comme X € g, il existe j € {—k,...,k} tel que X € g’ et X & g/TL.
Alors I'élément de graduation ¢, de p agit sur gr;(X) par l'action adjointe
et donne [eg, gr;j(X)] = jgr;j(X) # 0. Si nous prenons un élément de € € tv,
c’est-a-dire un relevé de €y dans g = p, alors gr;(ad(X)(e)) = gr;([X, €]) # 0.
Le nombre j est donc négatif ou nul car ad(X)(e) € g°. Ce qui signifie que
Xegl=p O

Définition 12 Un sous-groupe parabolique de G et d’algébre de Lie p est un

k .
sous-groupe vivant entre ﬂkNg(g’) et sa composante connexe de l'identité.
i=—

Montrons a présent que la donnée d’'une structure algébrique de Weyl
produit un relevé du groupe quotient Py := P/exp(pt) pour Iy : P — Py
avec I’hypothese supplémentaire que Py stabilise I’élément de graduation ¢y €
po (ce qui est automatique si Py est connexe).

Lemme 13 Le sous-groupe exp(p’) de P agit librement et transitivement
sur to.

Preuve du lemme
Soient v € pt et € € v, nous avons Ad(exp(y))(e) = exp(ad(y))(e) =
€+ [y, el + -+ ‘%k(y)(e). Le résultat est direct lorsque nous savons que
) adF .. . n .
Ve v = [v,€el 4+ - 4 % (7)(€) est une bijection sur p—. Or soit v € g;
ou g, est Iespace propre de valeur propre i de ad(e) et i@ > 0 nous avons
Ye(y) =iy + %7 +o %7 = (22:1 %)7 I1 est alors clair que 1. est une

bijection de pt car pt = @?:1 9. O

Ainsi le stabilisateur Gy de € € tv est un sous-groupe de P se projetant
de maniere isomorphe sur Fy. Ce sous-groupe est nommé sous-groupe de Levi
et est simplement le groupe {g € P : Ad(g)(g:) C g; Vi € {—k,...,k}}.
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Chapitre 2

Géométries paraboliques et
structures paraboliques
infinitésimales

Il existe deux approches de I'idée de géométrie parabolique qui donnent
deux définitions différentes mais avec de fort liens. Ces deux notions sont dé-
crites dans le livre de Cap et Slovak [CSO9], nous allons donc reprendre leurs
terminologies pour différentier ces deux notions de géométries différentielles :
— La premiere approche vise a mimer la géométrie globale de 1’espace
homogene G/P ou P est un sous-groupe parabolique de G. Or la par-
ticularité d'un espace homogene est que lors d’une étude locale, nous
pouvons nous ramener a un point base grace a ’action a gauche de GG sur
G/ P. Pour retrouver cette particularité, la premiere approche consiste
a se donner une P-fibration principale G sur M et une connexion de
Cartan sur G, objet qui dans le modele homogene est simplement 1'in-
verse de la fonction G x g — T'G donnée par (g, X) — Lx(g) avec Lx le
champ de vecteurs invariant a gauche sur G vérifiant Lx(e) = X € T.G.

— La seconde approche consiste a considérer le probleme infinitésima-
lement. C’est-a-dire a se donner les bons objets pour qu’en tout
point x de notre variété M, T, M mime le comportement du tangent
T.(G/P) = G xp g/p. Ces objets sont alors donnés par la filtration de
g/p et action du Levi sur g/p.

La premiere approche est plus forte que la seconde mais dans la plupart
des cas nous obtenons la méme chose.

Commencons par traiter la premiere notion qui selon la terminologie de
Cap et Slovdk se nomme géométrie parabolique.
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2.1 Géométries paraboliques

Commencons par définir les éléments qui vont nous permettre de définir
la notion de géométrie parabolique. Pour cela prenons P un groupe de Lie et
M une variété.

Définition 14 Un P-fibré principal est un fibré p : G — M muni d’une
action de P a droite sur l’espace total G, telle que l’action préserve les fibres
de p et soit simple et transitive. Autrement dit, les orbites de l’action de P
sont les fibres G, = p~(x) et chacune est isomorphe a P.

Fixons a présent G est un groupe de Lie semi-simple d’algebre de Lie g,
P C G un sous-groupe parabolique d’algebre de Lie p C g et M une variété
muni d’un P-fibré principal p: G — M.

Définition 15 Une connezion de Cartan w € Q'(G,g), est une 1-forme sur
G a valeur dans g vérifiant :

1. (r)*w = Ad(h™1) o w pour tout h € P avec r" l’action a droite de
h € P surg,

2. w(Cx(u)) = X pour tout X € p avec (x(u) = L]oroPtX)(y) le champ
de vecteurs fondamental associé a X,

3. w(u): T,G — g est un isomorphisme linéaire pour tout u € G.

Enfin nous pouvons définir ce qu’est une géométrie parabolique.

Définition 16 Une géométrie parabolique de type (G, P) sur une variété M
est la donnée (p : G — M,w), d’un P-fibré principal p : G — M et d’une
connexion de Cartan w.

A présent, observons un peu l'espace tangent de M lorsque nous le mu-
nissons d’une géométrie parabolique (p: G — M, w).

Propriété 17 Soit (p : G — M,w) une géométrie parabolique sur une va-
riété M. Alors Uapplication

Gxpg/p — TM

(2.1.1) [u, X +p] — Tup(w(u) (X))

est un isomorphisme.
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Preuve de la propriété

Soit (%, u) € G* et (X, X) € g tels que [u, X + p] = [@, X + p], alors
il existe h € P tel que u =@ -h et X +p = Ad(h~")(X) + p. Or d’apres la
P-équivariance de la connexion de Cartan w (la propriété 1) nous avons

Tup(w(u) (X)) = Tup(w() (X +p))
car ker(p.) = w™!(p) d’apres la propriété 2
= Tanp(w(i-h)"(Ad(h~")(X) +p))
= Tanp(Tar™(w(@) "' (Ad(h)(Ad(h~1)(X)))))
par P-équivariance de w
= Ta(por™)(w(@)~(X))
= Tap(w(a) ' (X)).

Notre application est ainsi bien définie et le caractere bijectif provient de la
derniere propriété de la connexion de Cartan. 0]

Nous voyons ainsi que la filtration sur g/p induit une filtration sur TM =
TkM > T 1M > ... > T7'M de la maniere suivante :

T'M = p.(w(g").

L’espace cotangent T* M est égal & G x ppt (car pt est isomorphe & (g/p)* par
la forme de Killing). C’est donc un fibré en algebres de Lie nilpotentes et le
fibré nilradical du fibré py; := G X pp. Le quotient prso := par/T*M = G X ppo
est alors un fibré en algebres de Lie réductibles. De plus nous disposons sur
le fibré pysp d'une section de graduation canonique Fj qui n’est autre que
G xp {eo} car € € pg est P-invariante. Nous pouvons ainsi a présent définir
la notion de structure de Weyl comme précédemment.

Définition 18 Soit (p: G — M,w) une géométrie parabolique sur M. Nous
définissons une structure de Weyl E sur M comme étant un relevé lisse de
la section de graduation Ey a une section de py;.

Une structure de Weyl revient donc a choisir en chaque point une struc-
ture de Weyl algébrique. Une structure de Weyl est alors une section d'un
fibré affine w); := G Xp . Ainsi des structures de Weyl existent toujours
et forment un espace affine de direction ’espace des 1-formes de M. Remar-
quons que cette définition dia a Calderbank, Diemer et Soucek s’avere étre
équivalente & celle de Cap et Slovék qui pour définir une structure de Weyl
fixent avant tout une structure de Weyl algébrique.
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Remarque 19 Faisons l’observation importante suivante : une construction
(pour un P-module filtré V') faite a partir de la donnée d’une structure algé-
brique de Weyl procure (pour le fibré associé G X p V') une construction faite
a partir d’une structure de Weyl. Par exemple une structure algébrique de
Weyl procure un isomorphisme g — gr(g), mais une structure de Weyl E
est la donnée P-équivariante d’une structure algébrique de Weyl en chaque
point de u € G, donc E fournit lui aussi un isomorphisme, l’isomorphisme

G xpg—gr(G xpg).

2.2 Structures paraboliques infinitésimales

Définition 20 Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie semi-simple g. Soit
P un sous-groupe parabolique de G d’algebre de Lie associé une sous-algebre
parabolique p C g. Une structure parabolique infinitésimale de type (G, P)
sur une variété M est la donnée :

1. d’une filtration TM = T=*M > --- D> T~'M du fibré tangent de M
telle que pour tout i € {—k,...,—1}, dim(T°M) = dim(g"/p) ;

2. et d’'une réduction de la structure de groupe du fibré gradué associé
gr(TM) a la structure de groupe Py = P/exp(pt) par rapport a 'ho-
momorphisme Ad : Py — GLg-(gr(g/p)).

Précisons ce que signifie la deuxieéme partie de notre définition. Nous
définissons de maniere naturelle le fibré gradué associé a T'M par gr;(TM) :=
T'M/T""*M pour tout i € {—k,...,—1}. Comme pour tout i, dim(T°M) =
dim(g’/p) nous avons dim(gr;(TM)) = dim(gr;(g/p)) = dim(gr;(g)). Nous
possédons donc le fibré P := GLg-(gr(g/p), gr(T'M)) au dessus de M. Une
réduction a la structure de groupe Fy correspond a la donnée d'un Fy-fibré
principal £ et d’une injection ® : £ — P respectant U'inclusion Ad : Py —
G Ly (gr(g/p)). Ce qui signifie que pour tout h € Py et tout u € £, ®(u-h) =
O(u) - Ad(h).

Nous allons voir qu’il existe une définition analogue en terme de 1-forme
sur le fibré £, adaptée a la filtration naturelle de I'espace tangent T'E. Don-
nons cette filtration : soit pg : &€ — M est un Py-fibré principal sur M, alors la
filtration de T'M engendre naturellement une filtration de 7€ de la maniere
suivante : T°E := ker(po,) et T°E = pi(T"M) pour tout i € {—k,...,—1}.
Par construction Tpy : TE — TM préserve les filtrations et chaque T°E est
stable par 'action de F, a droite. En effet, soit u € £, £ € T,E et h € P,

Tnqypo(& - h) = Trh(u)pO(Turh(f)) = Tu(po o M) (&) = Tyupo(€) car £ est un
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Py-fibré principal. Notant L(A, B) 'espace des applications linéaires entre A
et B, nous pouvons énoncer la proposition suivante.

Proposition 21 Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie semi-simple g.
Soit P un sous-groupe parabolique de G de sous-algébre parabolique de Lie
p C g. Soit M une variété. Alors la donnée d’une structure parabolique in-
finitésimale (po : € — M,{T"M},® : & — GLg(g9r(g/p), gr(TM))) est

équivalente a la donnée :
1. d’une filtration TM = T=*M > --- > T-'M du fibré tangent de M
telle que pour tout i € {—k,...,—1}, dim(T°M) = dim(g’/p) ;
2. d’un Py-fibré principal pg : € — M ;

3. et d’une collection 0 = (0_g,...,0_1) de sections lisses
0; € D(L(T"E, gri(g))).

Py-équivariantes dans le sens ot (r")*0; = Ad(h™')o0; pour tout h € P,
et telles que pour tout u € € et tout i € {—k,...,—1}, ker(6;(u) :
TiE — gri(g)) = T HE C TEE.

Preuve de la proposition

1) Etant donné les trois derniers points montrons que nous obtenons
bien une structure parabolique infinitésimale sur M. Nous possédons déja la
filtration du plan tangent de M et le Py-fibré principal. Il ne reste donc plus
qu’a trouver une inclusion ® : &€ = P = GLgy(gr(g/p), gr(T'M)) respectant
Ad: Py — GLg(gr(g/p)).

Soit u € &, 6;(u) : T.E — gri(g) est de noyau T €. Par dimension, cette
application linéaire induit donc un isomorphisme 6,(u) : T:E /T E — gri(g).
Par ailleurs, pg, préserve les filtrations et définit donc une application T,py :
gri(TLE) — gri(T, M) avec x = po(u) et i € {—k,...,—1}. Cette application
linéaire surjective est par dimension un isomorphisme. Nous pouvons donc
définir V'isomorphisme ;(u) = 0,(u) o (Tupo)~t : gri(TuM) — gri(g). La
collection O(u) = (6_g(u),...,0_1(u)) peut alors étre interprétée comme un
isomorphisme d’algebres graduées 8(u) : gr(T,M) — gr(g/p). Son inverse
désigne ainsi un élément de P. Nous obtenons de cette maniere ¢ : &€ — P
définie par u — 071 (u).

Vérifions a présent la Py-équivariance de ®. Soit h € Py et u € £ alors
O(u-h) = Ad(h™) 0 f(u) d’apres la propriété de Py-équivariance des ;. Nous
avons donc 071 (u-h) = 67 (u) o Ad(h) et finalement ®(u-h) = ®(u)- Ad(h).

2) Réciproquement, fixons-nous une structure parabolique infinitésimale
(po: &€ = M {T'M},® : & — GLy(gr(g/p), gr(TM))) sur M, alors nous
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possédons déja la filtration et le Py-fibré principal. Il ne nous reste plus qu’a

retrouver la collection des 1-formes 0 = (0_y,...,0_1). Soit © € M et v €
P., alors v est un isomorphisme d’algebres de Lie graduées v : gr(T'M) —
gr(T,M). Notons ¢ : P — M. Soit i € {—k,...,—1} et £ € T'P = ¢*(T"M),

notons [T,q(£)]; la classe de T,q(§) dans gr;(T,M) et posons :

0;(v)(€) = v ([Tuq(&)]) € gri(g/p) = gri(g)-

Nous venons de définir une 1-forme ©; € T'(L(T"P, gr;(g/p))) lisse, de noyau
ker(©;(v)) = TitP (car si & € TP, [€]; = 0 est équivalent a £ € T*M'P). De
plus ©; est GLy.(gr(g/p))-équivariante au sens suivant : soit ¢ un élément
de GL,.-(g9r(g/p)) alors (r¥)*©; = ¢! 0©,. En effet, pour v € P, £ € TP et
¢ € GL,(gr(g/p)) nous avons

(rY)©s(v)(§) = ©i(vop)((r?).€)
= ¢ lo U_l([TvowQ(Tvr¢(§))]Z)
= ¢ tov Y([Tha(§))

car gor?¥ = q.

Posons a présent 0; = &*0O,. Par construction des filtrations de TP et
de TE il est clair que T'® préserve ces filtrations : 6; ainsi défini est donc
un élément de T(L(T'E, gri(g))). La 1-forme 6; est lisse et vérifie ker§; =
O*T P = T E. Reste a vérifier la Py-équivariance. Soit u € £, £ € TiE et
h € Py nous avons :

(") 0:i(u)(§) = (r")(2*0:)(u)(§)
Oi(®(u - h))(Tn®(Tur™(£)))
= 0y(P(u) - Ad(h))(T,(P o r")(€))
car ® respecte Ad : Py — Gl -(gr(g/p))
— OBl A Ty 1, (6)
0

(rA40)* (2+0;) (u) (€)
= Ad(h™") 0 0;(u)(¢)
par la Gl (gr(g/p))-équivariance de ©;.

O

Tout comme précédemment nous allons observer ce qu'une telle structure
implique sur l'espace tangent a M. Notons qu’ici nous n’avons plus un P-
fibré principal G et une connexion de Cartan qui identifie tout g/p a T, M
pour un = € M fixé, nous avons seulement une collection 6 = (6_y,...,0_1)
qui identifie gr(g/p) a gr(T,M).
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Propriété 22 Soit (py : € — M, {T°M},{0;}) une structure parabolique
infinitésimale sur une variété M. Alors pour tout i € {—k,...,—1}, Uappli-

cation
€ xp, gri(a/p) — gri(TM)
[u, X + g+ = [Tupo(fi(u) (X))

avec [Y); la classe de Y € T'M dans gr;(TM), est un isomorphisme.

Preuve de la propriété

De la méme maniere qu’avec une connexion de Cartan, grace aux pro-
priétés analogues des #; nous voyons que ces applications sont bien définies
et sont méme des bijections. 0

Nous allons a présent voir qu'une géométrie parabolique induit une struc-
ture parabolique infinitésimale de maniere canonique.

2.3 Une géométrie parabolique procure une
structure parabolique infinitésimale

Munissons-nous d’une géométrie parabolique (p : G — M, w) sur M de
type (G, P). Pour montrer que M possede alors une structure parabolique
infinitésimale de type (G, P), nous allons explicitement donner notre struc-
ture infinitésimale sous la forme (py : € — M, {T"M},{6;}) car il nous sera
utile, pour la suite, de connaitre I’expression de ces 1-formes 6;.

Le sous-groupe P agit librement sur G, donc il en va de méme pour le sous-
groupe normal nilpotent P+ = exp(pt) = {g € P : Ad(g)(g’) C ¢g'™ Vi €
{=k,...,k}} de P. Nous pouvons alors définir £ par :

(2.3.1) £:=G/P+ =G xp P/P".

Nous obtenons ainsi un Fy-fibré principal py : &€ — M. Notons 7 : G — &
I’application naturelle allant de G a &.

Rappelons que nous avons une filtration naturelle de T'G, et de T'M, don-
née par la connexion de Cartan w : T°G := w™'(g") pour tout i € {—k, ..., k}
et T'M := p.(w™'(g%)) pour tout i < 0. Il est alors naturel de définir une
filtration de £ de la maniere suivante : T°E := ker(po,) et T°E := pi(T"M) =
m.(w™(g") pour tout i < 0. Les applications tangentes entre ces espaces
préservent donc bien les filtrations.
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La connexion de Cartan nous fournit les isomorphismes suivant :

TG ~ G xug,
TE ~ g X pL g/pl,
TM ~ Gxpg/p

et les relations équivalentes pour les filtrations : T°M ~ G xp g'/p... Re-
marquons que 7°G = G x p = ker(p,), T'G = G x pt = ker(m,) et
T°6 =G X p1 p = ker py,.

Retrouvons a présent notre collection 6 = (6_y,...,0_;) de 1-formes sur
la filtration de T'€. Pour cela, prenons u € G, i € {—k,...,—1} et £ e Tig.

Posons ug = 7(u) € € et { = T,7(§) € T,,,€. Nous définissons alors 0;(ug)(§)
comme étant la classe de w(u)() dans gr;(g) :

(2.3.2) i (u0) (€) = [w(w)(§)]:-

Proposition 23 Soit (p : G — M,w) une géomélrie parabolique sur une
variété M de type (G, P). Alors nous disposons d’une structure parabolique
infinitésimale (po : € — M, {T"M},{6;}) sur M avec

€:=G/P"=GxpP/P* et 0i(u)(€) = [w(u)(§)];

pour tout ug € €, u dans la fibre de m : G — & au dessus de ug, § € TE et
e (Tm) 1) et avec [-]; la classe de - dans gri(g).

Preuve de la proposition

Il nous reste a montrer que ces 6; sont bien définies et ont les compor-
tements voulus. Fixant le choix de u € G, soit 7 un autre relevé de ¢ alors
£ — 17 € ker(m,) = T'G, cest-a-dire w(u)(€ — 7)) € g*. Nous avons donc bien
[w(w)(E)]; = [w(u)(7)); car i < 0. Maintenant si nous prenons un autre point
v € G dans 7! (ug) alors il existe g € P+ tel que v = w - g. Or si nous
nous munissons d'un relevé & € T,G de € € T..E, alors T,r9 (é) € T,.,G
est aussi un relevé de £, avec r? l'action a droite de g sur G. L’équivariance

de w donne alors w(u - g)(T,r?(€)) = Ad(g™")(w(u)(§)). Ainsi si £ € T, €,

[w(ug)(Tur?(€))]i = [Ad(g™") (w(u)(§))]: = [w(u)(§)]: car Ad(g~")(g") C g
Nos 6; sont donc bien définies.

Montrons que ces 1-formes sont lisses. Soit ¢ une section locale de 7 :
G — &, considérons la fonction lisse f = [(0*w)|rigl;. Par définition, pour
tout ug € &€ et tout § € T, € nous avons f(&) = [w(o(u))(Tu,o(§))]i = 0;(€)
car T,,,0(§) est un relevé de § dans T, (,,)G. Nos 1-formes 6; sont donc lisses.

Soit ug € £, 1 € {—k,...,—1} et £ € T} & alors 6;(§) = 0 si et seulement
s'il existe un relevé € de € tel que w(€) € g't!, clest-a-dire si £ € TG, Or
ceci est équivalent au fait que £ € T"E = 7, (T G), donc ker(;) = TH'E.
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Enfin vérifions la Py-équivariance des ;. Comme le sous-groupe P~ est
un sous-groupe normal de P, la projection 7w : G — &£ est Py-équivariante.

Ainsi pour tout £ € Tiog , € un relevé de € dans T'G et tout g € Py nous
avons (en notant 9 les actions a droite de g sur G et sur &) :

0;(uo - g)(Tuy?(£)) lw(u - g)(T,r?(€))]; car 7 est Py-équivariante
[Ad(g™") o w(u)(€
= Ad(g7Y) o [w(u)(€)]; car g € Py

= Ad(g™") o i(uo)(§).

|; par P-équivariance de w

~ —

O

Nous avons montré qu'une géométrie parabolique induit bien une struc-
ture parabolique infinitésimale. Nous allons a présent montrer une réciproque,
c’est-a~dire qu’a partir d’une structure parabolique infinitésimale nous allons
reconstruire une connexion de Cartan. Le probleme étant, nous allons le voir,
que cette construction n’est pas canonique. Il nous restera alors du travail
pour établir un théoreme d’unicité.

2.4 Construction d’une connexion de Cartan
en partant d’une structure parabolique
infinitésimale

Donnons-nous, sur une variété M, une structure parabolique infinitési-
male (po : &€ — M,{T*M},{0;}). Nous cherchons & construire une connexion
de Cartan dont la structure infinitésimale induite est notre structure initiale.
Cependant une telle connexion n’est pas unique et notre construction va donc
nécessiter un certain nombre de choix.

Pour construire un P-fibré principal p : G — M il nous faut une inclusion
1 : Py — P afin de définir G par € x; P. De plus pour recoller les 6; entre eux
il va nous falloir un isomorphisme g — gr(g). Pour ces deux raisons notre
premier choix va étre celui d’une structure algébrique de Weyl € : g = gr(g).
Ensuite nous pouvons voir que méme recollées, les 6; ne définissent pas une
I-forme sur £ car il nous manque une 1-forme dans T'(L(T°E, g°%)) (ici se
situe le choix fondamental). Nous allons voir que ces deux choix vont étre
suffisants.

Fixons-nous alors une structure algébrique de Weyl € : g = gr(g). Cela
nous procure ainsi une inclusion ¢ : Py < P. Posons Gy = i(F) et définissons
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a présent le P-fibré principal p: G — M par G := € x; P = € X, P. Comme
nous avons fixé cette structure algébrique de Weyl, utilisons-la completement,
c’est-a~dire qu’en notant g = g_; @ - - - @ gx la décomposition de g associée a
notre structure algébrique de Weyl nous considérons les éléments 6; comme
étant a valeur dans g; et non plus dans gr;(g/p), nous considérons pg : £ — M
comme un Gy-fibré principal et non plus comme un Fy-fibré principal etc...

Maintenant choisissons une connexion sur pg : €& — M, c’est-a-dire
la donnée d'un espace horizontal HE invariant sous l'action principale de
Gy. Notons v € QY(&,g0), la projection sur VE = ker(py) parallelement
a HE dans TE. Cette 1-forme peut bien étre vue a valeur dans gy car
VE = ker(pg) = T°6 = {(x : X € po} avec (x le champ de vecteurs fonda-
mental associé & X. Nous avons donc y((x) = X pour tout X € gg et 'inva-
riance de HE se traduit sur  par une Gy équivariance : (r9)*y = Ad(g~') o~y
pour tout g € Gy.

Posons H'E := T'"ENHE pour tout i € {—k,...,—1}. Rappelons que T
est défini par p(T"M) lorsque nous nous donnons une structure parabolique
infinitésimale. Soit uy € &£, 'application T,,py induit un isomorphisme de
H,, — T,M avec x = py(up). Par construction, cet isomorphisme préserve
les filtrations.

Cet espace horizontal ainsi que notre structure algébrique de Weyl nous
fournissent des projections canoniques de T'E sur chaque H'E. Construisons
ces projections. Commengons par rappeler que gr(T'M) ~ £ xg, gr(g/p).
Ainsi notre structure algébrique de Weyl € : g — gr(g) induit un iso-
morphisme g/p — gr(g/p), Go-équivariant (car Gy est exactement le sta-
bilisateur de ¢ € t) et donc un isomorphisme ¥ : TM = gr(TM).
Comme Tpy respecte les filtrations nous avons méme un isomorphisme
U : HE = gr(HE). L'espace tangent TE se décompose donc comme
TE = VEBHE = VES @j_:l_k U~t(gr;(HE)). Nous pouvons ainsi na-
turellement définir les projections annoncées m; : TE — H'€ pour tout
i € {—k,...,—1} comme étant les projections sur H'€ parallelement &
VED @, U (gr; (HE)).

Posons a présent :

90 =

0; = Giom Vie{—k, ... —1}.
Avec notre structure algébrique de Weyl nous pouvons voir ces applications
dans g; et ainsi définir pour tout ug € & :

O(up) @ Tu,E —> 9- D go
& — 2

o
N
oun
782"
S~—

ol g = ;9
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Proposition 24 Soit (py : € — M, {T"M},{6;}) une structure parabolique
infinitésimale sur une variété M. Fizons en plus une structure algébrique de
Weyl e : g = gr(g) qui nous procure ainsi une inclusion i : Py — P et fivons
une connexion sur pg: E — M.

Alors nous avons un P-fibré principal sur M donné par G == € x; P et
la 1-forme 6 précédemment décrite ce prolonge en une unique connexion de
Cartan w sur le P-fibré principal G : nous disposons ainsi d’une géométrie
parabolique (p : G — M, w) sur M de type (G, P).

Preuve de la proposition
Commencons par énoncer le lemme suivant.

Lemme 25 La 1-forme 6 est une connexion de Cartan sur € de type
(P°?,Go) avec PP la composante connexe rencontrant Gy de {g € G :
Ad(g9)(gi) Cog-r@---Dgi Vie {—Fk,... k}}.

Preuve du lemme

Nous avons trois points & vérifier pour voir que 6 est une connexion de
Cartan sur £. Soit uy € £, montrons que é(ug) Ty = € — g- @ go est
un isomorphisme. Soit & € ker(f(ug)) alors v(ug)(€) = 0 donc & € HE est
un vecteur horizontal. Or sur HE, m_j est égal a l'identité donc 6_;(&) = 0
ce qui signifie que ¢ € T~*+1€. Répétons le méme argument qui provient de
observation que sur H'E, m; = id. Nous montrons ainsi que §{ € T = VE.
Finalement, £ € VENHE = {0}. Notre application 6 est alors injective donc
isomorphe par dimension.

Montrons ensuite que 0 reproduit les générateurs des champs de vecteurs
fondamentaux. Soit X € gg, le champ de vecteurs fondamental associé a X
est (x € T°£. Comme il est dans T°&, 6;(Cx) = 0 pour tout i < 0. Et par
définition de ~, éO(CX) =v(Cx) = X, donc é(CX) =X.

Montrons enfin que 6 est Go-équivariante. Comme Gy préserve la décom-
position g_p @ - - - D go, il suffit de vérifier la Gp-équivariance pour v et pour
les §; de maniere indépendante. Pour v cette équivariance est déja connue.
Soit i € {—k,...,—1}, up € &, € € T, ,€ et g € Gy alors

Oi(uo - 9)(Tuyr?(€)) = Osuo - 9)(mi(Toyr9(£)))
= Oi(uo - 9)(Tuyr?(mi(€)))

car comme (G préserve la décomposition g_, @ --- @ go et que la structure
algébrique de Weyl est Gg-équivariante, l'action de G préserve la décom-
position TE = VE & @, V' (gr;(HE)) et les projections m; sont donc
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Go-équivariantes. Reprenons le calcul :

(r*)*6:(uo)(€) = Biluo- 9) (T (mi(8)))
= Ad(g~ )OQ(Uo)(M(ﬁ))
= Ad(g™") 0 0;(uo)(§)-

La 1-forme 6 € QY(£,g_ @ go) est donc bien une connexion de Cartan.
O

Pour enfin obtenir une connexion de Cartan sur G comme souhaitée, il
faut remonter cette géométrie parabolique sur G = &£ x; P. Pour cela nous
allons invoquer la proposition suivante (qui est une version ciblée pour notre
probleme et non celle plus générale de Cap et Slovdk [CS09, p. 105]).

Lemme 26 Soient L un groupe de Lie d’algebre de Lie [, G C L et K C L
deuz sous-groupes fermés tels que la G-orbite de eK dans L/ K soit ouverte.
Posons H=GNK, eti: H < K. Notons ® : G — Leta=3":g— L
Soit (p: G — M,w) une géométrie de Cartan de type (G, H) sur une variété
M.

Alors il existe une unique connexion de Cartan w, € QG x; K, 1) de type
(L, K) telle que j*w, = aow € QYG, 1) avec j : G -+ G x; K qui au € G
associe la classe de (u,e) dans G x; K.

Ce lemme nous dit alors qu’il existe une connexion de Cartan w € Q'(G, g)
caractérisée par j*w = 0 ot j : £ < G est linclusion j(u) = [(u,e)]. Pour
finir, montrons que cette connexion de Cartan induit bien la structure pa-
rabolique infinitésimale initiale. Soit uy € &€ et £ € T,,,E alors j(ug) € G,
Tood (€) € Ti(ue)G et par caractérisation de w, w(Tp,(€)) = 0(€). Or si main-
tenant & € T°€ pour un i < 0, 6(§) = > i 05(m;(§)) et done [0(6)]; =
0:(m;(€)) = 6;(€). Reste simplement & observer que [0(€)]; = [w(Tuj ()i

définit justement la structure parabolique infinitésimale de w. 0

Pour conclure notre construction de la connexion de Cartan il ne nous
reste plus qu’a démontrer le lemme précédent.

Preuve du lemme

Pour étendre notre connexion de Cartan, trois propriétés de o : g — [
sont mises en évidence : elles sont primordiales et apparaissent clairement
dans le cas général traité par Cap et Slovak [CS09, p. 105] . Ces propriétés
sont directes dans notre cas et sont les suivantes. Pour tout h € H,

(2.4.1) a0 Ad(h) = Ad(i(h)) o a.
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En effet, comme la G-orbite de eK dans L/K est ouverte, I’application
¢ : G — L induit un difféomorphisme local & : G/H — L/K et nous avons
donc, par nature de I’action adjointe, la relation suivante Ad(®(h))(®'(X)) =
®'(Ad(h)(X)) pour tout X € g. Par définition de «, cette relation est exac-
tement celle recherchée. La deuxieme propriété souhaitée est que

(2.4.2) alg=1:h— ¢t

I1 est clair que nous avons bien cette propriété car i = ®|y et « = ¥’. La
troisieme propriété est que I’endomorphisme induit par «,

(2.4.3) a:g/h — [/t est un isomorphisme linéaire,

ce qui est le cas car a = Ty Q.

Ayant rappelées les propriétés utiles a o pour construire notre connexion
de Cartan sur G x; K, commencons donc cette construction. Notons ¢ :
G x; K — M. Soit u € G, 'espace tangent a Tj,)(G x; K) est engendré par
des vecteurs verticaux (c’est-a-dire les éléments de ker(gq,)) et des éléments
de T,j(T,G) : en effet, goj = p donc T} q(Tuj(T.G)) = Tup(10G) = TpwyM.
Nous définissons alors w,(j(u)) par :

(2.4.4) wa (J(w))(Tuj (§) + Cali(u))) == a(w(u)(§)) + A

pour tout £ € T,,G et tout A € € avec (4 le champ de vecteurs fondamental
engendré par A.

Montrons que w,(j(u)) est bien définie de cette maniere grace a la pro-
priété (2.4.2). Si T,7(&) est vertical alors T'q o T'j(§) = Tp(¢) = 0 donc il
existe X € b tel que & = (x(u). Or par définition de j, pour tout h € H,
ju-h) = j(u)-i(h). Posant h = exp(tX) et différenciant en ¢ = 0 nous
obtenons T3,j(Cx (1)) = Crx)(j(u)). Comme i" = afy,

wa (J () (Tuj (Cx (1)) = alw(u)((x(u))) = a(X) = @' (X).

Ainsi w,(j(u)) est bien définie.

A ce stade 13, wa(j(u)) : Tjw)(G x; K) — L reproduit les générateurs des
champs de vecteurs fondamentaux. Montrons que ¢’est un isomorphisme. Puis
nous prolongerons cette définition a tout G x; K de maniere a avoir la derniere
propriété manquante pour définir une connexion de Cartan et cette propriété
est la K-équivariance. Si wq (j(u))(Twj(€) +Ca(j(u))) = 0, alors projetant sur
[/€ nous obtenons 0 = a(w(u)(§))+t = a(w(u)(§)+h). Par la propriété (2.4.3)
cela nous assure que w(u)(§) = X € b c’est-a-dire que £ = (x. En conclusion
T.j(&) + Ca(j(u)) est un vecteur vertical. Or par construction w,(j(u)) est
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injective sur les vecteurs verticaux donc T,j(£) + Ca(j(u)) = 0. Nous avons
donc bien 'isomorphisme souhaité.

Etendons & présent la définition de w, a tout G x; K. Soit k€ K, u € G
et n € Tj)-x(G x; K) posons :

(2.4.5) walj(u) - k) () := Ad(k™")(@a (G () (Twr" ).

Montrons que w, définie ainsi est bien définie. Soit (u, @) € G2 et (k, k) €
K2 tels que j(u) -k = j(a) -k, alors il existe h € H tel que & = u- h. En effet,
j(u) = j(@)- (kk~") donc il existe h € H tel que kk~' = i(h~1) et alors j(u) =
j(@)-i(h™') = j(a-h~') d’ou la conclusion par injectivité de j. Comme nous
venons de voir nous avons aussi la relation k& = i(h)k. Revenant & w, nous
avons w, (j(@)-k) (1) = Ad(k™") o Ad(i(h) ™) (wa (j(u- 1) ) (T o Tr " ().
Ainsi w, est bien définie si pour tout n € T,y (G x; K) nous avons

Ad(i(h)(wa (1) (1) = walG(u - )T ).
Or si n est de la forme n = (4(j(u)) pour un A € ¢ alors

Ad(i(h))(wa(j(u))(n)) = Ad(i(h))(A) = a(Ad(h)(A))
grace a la propriété (2.4.1). Et par ailleurs,

wa ( (M) (T ™™ Ca (1)) = wa (G (1) (Cadenya) (3 (u-h)) = a( Ad(R)(A)).
Maintenant si 7 est de la forme n = T,,5(§) pour un £ € T,,G alors

Tiyr' ™™ () = Tu(r*'® " 0 §)(€) = Tun—13(Tur™ " (£)).
Ainsi,
wa(F(W)(Tr W™ () = a(w(u- ) (T,r"(€)))
= a(Ad(h)(w(u)(€)))
= Ad(i(h))(e(w(u)(€)))
grace a la propriété (2.4.1) et nous obtenons donc bien la relation souhaitée.
La 1-forme w, est donc bien définie sur tout G x; K. Par construction
elle est K-équivariante. Les autres propriétés qui définissent une connexion
de Cartan sont vérifiées sur T),)(G x; K) puis par équivariance sur tout

T(G x; K). 0

Avant de continuer sur notre identification entre géométrie parabolique
et structure parabolique infinitésimale nous allons définir une notion de ré-
gularité. En effet plus tard nous demanderons aux structures paraboliques
que nous regarderons de correspondre pleinement a la géométrie graduée de
I’espace filtré T'M.

36



Chapitre 3

Régularité

3.1 Définition de la régularité

La régularité est une relation entre les deux données qui définissent une
structure parabolique infinitésimale, c’est-a-dire entre la filtration du fibré
tangent et la réduction du groupe de structure a F,. En effet ces deux don-
nées engendrent chacune une géométrie graduée sur le fibré tangent de notre
variété.

Plus précisément, soit (py : € — M,{T"M},{6;}) une structure pa-
rabolique infinitésimale sur une variété M, alors nous avons gr(TM) =~
Exp,gr(g/p). Via cette identification, le crochet de Lie de g induit un crochet

{, }y:9r(TM) x gr(TM) — gr(TM).
En effet, l'identification gr(TM) ~ £ xp, gr(g/p) est la suivante : soit i €
{=k,...,—1},
U2 Expgri(g/p) — gri(TM)
[uo, X + ¢ = [Tugpo(§)];

avec £ € T,,E est tel que 6;,(§) = X + g't* et [n]; la classe de n € T"M
dans gr;(T'M). Grace a la propriété d’équivariance de 6; cette application est
bien définie et comme ker(6;) = T nous avons bien un isomorphisme. A
présent, prenons (i,j) € {—k,...,—1}* x € M, ug € p~ (), £ € gri(T,M)
et n € grj(T,M) et posons X € g' et Y € ¢/ tel que U1(E) = [(ug, X +¢"™)]
et U71(n) = [(uo,Y + ¢’™)]. Alors le crochet { , } est défini par

{&n} = ([ (uo, [X, Y] + g7 1)) € grigy(TM)

ou [X, Y] est le crochet de Lie de X et Y dans g. Notre crochet { , } est ainsi
bien défini et préserve la graduation, c’est-a-dire {gr;(TM),gr;(TM)} C
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griy+;(T'M). Cela procure alors a gr(TM) une structure d’algebre de Lie gra-
duée nilpotente. En résumé nous avons la définition suivante :

Définition 27 La donnée d’une structure parabolique infinitésimale (po :
E — M, {T°M},{6;}) sur une variété M procure une structure d’algébre de
Lie graduée nilpotente a gr(T'M) avec le crochet de Lie

{,}: gri(TM) x gry(TM) — grivj(TM)
([wo, X + @], [uo, Y + ¢'*']) +— [(uo, [X, Y]+ g7 )]

pour [X,Y] le crochet de Lie dans g.

Maintenant observons la structure d’algebre de Lie graduée donnée par la
filtration du plan tangent de M. Supposons que le crochet de Lie des champs
de vecteurs |, ] sur TM est compatible avec la filtration {T°M}, c’est-a-dire
que pour tout & € T(T'M) et tout n € T(T'M) alors [£,n] € T(T™M).
Remarquons que ceci est bien une condition sur la filtration et non sur la
variété M qui est fixée. Une variété munie d’une telle filtration est appelée une
variété filtrée. Notons que cette condition est automatiquement satisfaite si
le degré de notre filtration k est inférieure ou égal a 2. Soit i € {—k, ..., —1},
notons ¢; : T°M — gr;(T M) lapplication quotient et regardons

P(T'M) x D(TIM) — T(gri; (TM))
(5777) — q1+]<[§7n]>

Soit f € C*(M,R), nous avons [§, fn] = (§.f)n + f[§,n]. Or (§.f)n €
D(TVM) c T(T'M) C ker(giy;) car i < —1. L’application précé-
dente est donc fonctorielle et induit une application bilinéaire entre fibrés :
T'M x T'M — griyj(TM). De plus si £ € T""'M et n € TV M alors
[&,n] € THIH2M C T"H M C ker(gi1;). Notre application bilinéaire des-
cend donc a gri(T'M) x grj(TM) — grij(T'M). Nous obtenons ainsi un
crochet :

(3.1.1) L:gr(TM) x gr(TM) — gr(TM)

compatible avec la graduation. Ce crochet fournit lui aussi une structure
d’algebre de Lie graduée nilpotente a gr(T'M). Pour résumer énongons la
définition suivante.

Définition 28 1. Le crochet de Lie des champs de vecteurs sur T'M est
compatible avec la filtration de TM si pour tout & € T(T*M) et tout
n € T(T7M) nous avons [£,n] € T(T"M).

2. St le crochet de Lie des champs de vecteurs sur T'M est compatible avec
la filtration de T M, la variété M est dite filtrée.
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3. Sile crochet de Lie des champs de vecteurs sur T M est compatible avec
la filtration de TM, alors ce crochet définit un crochet sur gr(TM)
nommé crochet de Levi

L gri(TM) x gr;(TM) — griy;(TM)
(E+THM,np+TITM) —s [ n] +THHM

qui procure a gr(T M) une structure d’algébre de Lie graduée nilpotente.

4. Les éléments (gr(T, M), L) sont appelés symboles algébriques de la va-
riété filtrée M.

Nous pouvons alors définir la notion de compatibilité entre ces deux cro-
chets de Lie, c’est-a-dire la notion de régularité.

Définition 29 1. Une structure parabolique infinitésimale est dite réqu-
lvere si le crochet de Lie des champs de vecteurs sur T'M est compatible
avec la filtration donnée par la structure parabolique et si { , } = L.

2. Une géométrie parabolique est dite réguliére si sa structure infinitési-
male correspondante [’est.

Nous allons a présent caractériser cette notion de régularité.

3.2 Caractérisation de la régularité

Proposition 30 Soit (py : € — M, {T"M},{6;}) une structure parabolique
infinitésimale telle que (M, {T"M?}) soit une variété filtrée, c’est-a-dire que
la filtration est compatible avec le crochet de Lie des champs de vecteurs.

Alors la structure est réguliere si et seulement si pour tout i,j5 < 0 tels
que i +j > —k et pour tout £ € T(T'E) et tout n € T(T?E) nous avons

Oir; (1€, ) = {0:(€), 0;(n)}

avec | , | le crochet de Lie des champs de vecteurs sur TE.

Preuve de la proposition

Si € et i sont des relevés de champ de vecteurs € € T°M et n € T'M de M
alors [€, 7] est un relevé de [€, ). Comme (M, {T*M}) est une variété filtrée,
[€,n] € T M et donc [€, 7] € T™E. Pour € et i des champs de vecteurs de
& généraux et uy € & alors la classe de [€,7](ug) dans T,,&/TH7E ne dépend
que de &(ug) et n(uo) car i,j < 0, donc &(ug) et n(ug) sont dans T, €.
Finalement [£,n] € T(T"HE) et 6;4;([¢,n]) a du sens. Du fait que i,5 < 0
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nous en déduisons méme plus fortement que T°E et T7E sont contenus dans
THIHE Ansi 0;4;([€,n](uo)) ne dépend que de &(ug) et de n(ug). Ce point
est aussi vrai pour la partie droite de 'égalité recherchée, donc 6;,([¢,7]) =
{6:(€),0;(n)} pour tout champ de vecteurs & et 1 de & si et seulement si
cette égalité est vérifiée pour des champs de vecteurs £ et n de £ qui sont des
relevés de champ de vecteurs de M, £ € T°M et n € T9M.

Maintenant avec ¢ et n des relevés de champ de vecteurs de M,
£ € T'"M et 3 € T'M, la fonction 6;(§) représente la section ¢;(§) €
T(gr(TM)) et de méme pour 7 (rappelons que ¢; est I'application quotient
¢ : T"M — gr;(TM)). Ainsi la partie droite de I’égalité demandée repré-
sente {g;(£),¢;(n)}. Pour la partie gauche, [£, 1] se projette sur [£, 7] et donc
0i1;([,m]) représente g;y;([€,n]) qui n'est rien d’autre que L(q;(§),q;(n)).
Ainsi 6;;([¢,n]) = {6:(€), j_( )} pour tout champ de vecteurs € et n de & si
et seulement si {q;(§),q;(n)} = L(q(€),q;(n)) pour tout champ de vecteurs
§ et nde M. - - O

Nous allons a présent donner une caractérisation de la notion de régu-
larité d’'une géométrie parabolique avec une propriété sur la courbure de la
connexion de Cartan correspondante. Commencons par démontrer le lemme
suivant.

Lemme 31 Soit (p: G — M,w) une géométrie parabolique et ¢ : g — gr(g)
une structure algébrique de Weyl, c’est-a-dire une décomposition g = g_x B
@ g SoitueGetx=nplu)eM.
Alors il eziste un voisinage ouvert U de x € M, une section o : U — G
et un opérateur linéaire d’extension

.M — Y(U) = {champ de vecteurs sur U}
£ — &

ayant la propriété suivante : pour tout & et dans T, M, notons X et'Y les
uniques éléments dans g_ tels que T,p(w(u) (X)) =€ et Typ(w(u) 1(Y)) =
n alors

€,7(y) = Togyp(w(o(y)) (X, Y] = w(o(y))(X, Y)))

ou k est la fonction de courbure de w.

Avant de commencer la preuve de ce lemme nous allons rappeler la dé-
finition de la courbure d’une connexion de Cartan w. Cette courbure est
une 2-forme K € Q2%(G,g) a valeur dans l'algébre de Lie g définie par
K(&n) = dw(&,n) + [w(&),w(n)] pour tout £ et n dans T'G. Toute 'infor-
mation de cette courbure est en fait contenue dans la fonction de courbure

40



k: G — A?g* ® g définie par k(u)(X,Y) = K(w(u) Y(X),w(u) (Y)) =
(X, Y] — w(u)([wu) HX),wl) H(Y)]) pour tout u € G et tout (X,Y) € g2
Nous observerons cette fonction de courbure plus en détail dans le chapitre
suivant.

Preuve du lemme

Notons que X et Y sont bien définis car 'égalité T,p(w(u)™1(X)) =
Tp(w(u)~* (X)) implique X — X € {p = go @ g} Ng_ = {0}. Soit Z € g_,
posons Fl:fl(z)(u) € G le flot du champ de vecteurs w™'(Z) : ce flot est bien
défini si ¢ est suffisamment petit. Il existe donc un voisinage V' de 0 dans g_
sur lequel Iapplication ®(Z) := F lfﬁl(z) (u) est bien définie. L’application
tangente & po ® en 0 € V est alors donnée par Z — T,p(w(u)~(Z)) qui
est un isomorphisme. Ainsi quitte a réduire V', nous pouvons supposer que
¢ := po®P est un difféomorphisme de V' dans un voisinage ouvert U de x € M.
Posant alors 0 := ® 0o ¢! : U — G nous venons de définir une section locale
de p : G — M. L’application o(y) - g définit ainsi un difféomorphisme de
UxP—p ).

Soit &€ € T, M et X 1'élément de g_ correspondant, nous définissons un
champ de vecteurs & sur p~!(U) par :

E(a(y) - 9) = Toyr®(w(o(y) (X)) = wlo(y) - 9) 7 (Ad(g™") (X))

Nous posons alors £ := Tp(€) € Y(U).

Vérifions a présent la condition sur le crochet de Lie. Soit € et np dans T, M,
le champ de vecteurs €, 7] dans p~'(U) est un relevé de €, 7]. En particulier
cela implique que [£,7](y) = Tou)p([€,1](o(y))). Ainsi par définition de la
fonction de courbure

[éaﬁ](y) = Ta(y)p(Faﬁ](U( ))

Proposition 32 Soit (p : G — M,w) une géométrie parabolique. Notons
K € Q%(G,g) la courbure de w, k : G — A’g/p @ g sa fonction de courbure
et {T°MY} la filtration de TM induite par la géométrie parabolique.
Alors
1. (M, {T'M}) est une variété filtrée si et seulement si pour tout (i,j) €
{—k,...,k}* nous avons K(T'G,T'G) C g™ ce qui est équivalent a
pour tout (i,7) € {—k, ..., k}?, r(g', ¢’) C g™ ;
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2. la géométrie parabolique est réguliere si et seulement si pour tout (i,7) €
{—k,...,k}* nous avons K(T'G,T7G) C g™+ ce qui est équivalent a
pour tout (i,7) € {—k,...,k}?, r(g', ¢’) C g™+

Preuve de la proposition

1) Comme nous 'avons vu pour la construction du crochet de Levi, si
i,7 < 0mnous avons que T°M et T7 M sont des sous-espaces de T*/TL M. Ainsi
I'application T'(T"M) x T(T"M) — T(TM/TM) définie par (¢,7)
[€, 7] est fonctorielle et définit alors une application ®;; : T°M x T'M —
TM/T™M. Soit z € M, u € G tel que p(u) = x, £ € T'M, n € TIM
pour i,j < 0 et e : g = gr(g) une structure algébrique de Weyl. Alors
nous pouvons calculer ®; ;(£,n) grace au lemme précédent et donc grace aux
champs de vecteurs sur M, f et n:

(&) = [ 7)(x) = Tup(w(w) (X, Y] = w(u)(X,Y)))

avec X et Y les uniques éléments dans g_ correspondant a £ et n (g_ étant
donné par la structure algébrique de Weyl). Or la compatibilité du crochet
avec la filtration est équivalente au fait que pour tout ¢, 7 < 0, ®; ; est a valeur
dans T"H M /T M cest-a-dire que pour tout X € g; et tout Y € g; nous
avons [X,Y] — k(u)(X,Y) € g"™. D’ott le premier point de la proposition.

2) Si le crochet est compatible avec la filtration alors par construction de
®; ; et par définition de £, avec les mémes éléments que précédemment, nous
avons Gy (P ;(&,m) = L(q:(€),q(n) avec qx : T*M — gri(TM). Ainsi
L(qi(€),a;(n) = qivs(Tup(w(u) " ([X,Y] — £(u)(X,Y)))). Or a présent par
définition de { , }, gir;(Tup(w(uw) " ([X,Y]))) = {@:(£), ¢;(n)}. Donc

L(g:(€), () — {ai(&), ()} = =45 (Tup(w(w) " (5(u) (X, Y)))).

Le deuxieme point de notre proposition s’en déduit alors comme pour le
premier point. 0

3.3 Structure parabolique infinitésimale ré-
guliere

Pour finir cette partie nous allons faire la remarque suivante qui est tres
utile dans la pratique lorsque nous observons une structure parabolique par-
ticuliere c’est-a-dire relatif a une sous-algebre parabolique bien connue.
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Proposition 33 La donnée d’une structure parabolique infinitésimale régu-
liere est équivalente a la donnée :

1. d’une filtration {T*M} compatible avec le crochet de Lie et telle que le
fibré des symboles algébriques (gr(TM), L) est localement trivial et de

modele (gr(g/p), {, }),

2. et d’une réduction de

P = Auty(g9r(g/p), gr(TM))
= {f €GLy(gr(g/p),gr(TM)) :
V(X,Y) € gr(e/p)® LUf(X), f(YV)) = F{X,Y})}

a Py par rapport a Ad : Py — Aut g (gr(g/p)).

Preuve de la proposition

En se donnant ces deux données nous avons bien une filtration ainsi
qu’une réduction au groupe F, respectant I'action adjointe, donc une struc-
ture parabolique infinitésimale. De plus comme £ = {, }, cette structure est
réguliere.

Réciproquement, une structure parabolique infinitésimale réguliere four-
nit une filtration dont le symbole algébrique est comme nous le souhai-
tons d’ou le premier point. Une structure parabolique infinitésimale fournit
aussi une collection 6; € T'(L(T"E, gri(g/p))) avec i € {—k,...,—1}. Ainsi
d’aprés la proposition 30, 6;1;([&,n]) = {6:(£),0;(n)} pour tout & € T°E
et tout n € T7E. Reste alors simplement & observer que l'application
O : & — Gly(gr(g/p),gr(I'M)) construit dans la preuve de la proposition
21 est en fait a valeur dans Aut,, (gr(g/p), gr(TM)). Nous avons donc bien
la réduction voulue. O

Ainsi lorsque nous avons affaire & un parabolique |1]-gradué (c’est-a-dire
[p*,pt] = {0} ou encore g = g_1 @ go ® g1) alors la filtration est triviale
et toute l'information est contenue dans la réduction. A contrario, si Py =
Autg.(gr(g/p)) alors toute I'information est contenue dans la filtration et en
particulier dans le symbole algébrique induit par la filtration. C’est le cas par
exemple de la géométrie décrite par Cartan de la donnée d'une distribution de
rang 2 générique sur une variété de dimension 5 (nous reverrons cet exemple
en détail au chapitre 9.2). Cette égalité arrive assez souvent comme nous
le montre la proposition suivante que nous trouvons dans Cap et Slovak
(proposition 4.3.1 dans [CS09, p. 427]) :

Proposition 34 Soit g une algébre de Lie semi-simple et p une sous-algebre
parabolique telle qu’aucun idéal simple n’est inclus dans pg.
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1. Si H'(g_,9)° = 0 alors posant G = Aut(g), l'action adjointe induit un
isomorphisme Py — Auty,.(gr(g/p)).

2. La condition si dessus est vérifiée a moins d’étre dans un des quatre
cas sutvants :

(a) le parabolique est |1|-gradué;
(b) gr(g) possede une graduation de contact complexe ;

(c) g est de type A; avec | > 3 et la graduation de gr(g) correspond
a Y C Ay un sous-ensemble d’un systéme de racines positives tel
que ¥ = {a;, 0} aveci <jet (i=1ouj=1);

(d) g est de type C; avec | > 2 et la graduation correspond a ¥ =
{an, ai} C Ay

Cette proposition est donnée a titre indicatif mais la cohomologie H(g_, g)
et sa structure de graduation seront définies plus loin.
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Chapitre 4

Normalisation

Nous revenons a présent sur notre problématique d’associer a une struc-
ture parabolique infinitésimale, une unique géométrie parabolique. Pour cela,
comme pour pouvoir parler de connexion de Levi-Civita pour une métrique, il
nous faut une condition de normalisation des connexions de Cartan, autre ici
que sans torsion. Jusqu’a présent nous avons pu nous contenter des définitions
des connexions de Cartan et de leurs courbures. Cependant, il nous faudra
connaitre un peu plus la théorie des connexions de Cartan pour pouvoir par-
ler de normalité. Nous allons donc profiter de cette partie pour plonger un
peu plus dans la théorie des connexions de Cartan.

4.1 Les premieres propriétés de la théorie des
connexions de Cartan

4.1.1 Propriété fondamentale des fibrés associés a un
fibré principal

Soit P un groupe de Lie, rappelons qu'un P-fibré principal sur une variété
M est un fibré p : G — M muni d’une action de P a droite sur I'espace total
du fibré G, tels que I'action préserve les fibres de p et soit simple et transitive.
Ainsi les orbites de laction de P sont exactement les fibres P, = p~*(z). A
présent, si nous prenons une variété S munie d'une P-action a gauche alors
nous pouvons définir un nouveau fibré sur M de fibres isomorphes a S, que
nous nommons fibré associé, 'espace G X p S := G x S/ P ou I'action a droite
de P sur G x S est définie par (u,s) - g := (u-g,g°' - s). Nous noterons
[u,s] € G xp S Torbite de (u,s) € G x S. Nous avons alors la proposition
fondamentale suivante :

45



Proposition 35 Soit p: G — M un P-fibré principal sur une variété M, et
soit S une variété lisse munie d’une P-action a gauche.

Alors il y a une correspondance bijective naturelle entre I'(G xp S) les
sections s du fibré associé et C*(G,S)' les fonctions lisses f : G — S qui
sont P-équivariante c’est-a-dire telles que f(u-g) = g~' - f(u) pour tout
u € G et tout g € P. La correspondance est donnée par s(p(u)) = [u, f(u)]
pour tout u € G.

Preuve de la proposition

Soit f € C=(G, S)F, I'équivariance signifie que pour tout u € G, [u, f(u)]
ne dépend en fait que de p(u). Nous pouvons donc définir s : M — G xp S
par s(x) = [u, f(u)] pour u € p~'(z). Choisissant une section locale lisse o
de p: G — M nous obtenons s(x) = [o(z), f(o(z))]. Notre section s est donc
bien lisse.

Réciproquement, notant 7 : G xp .S — M, alors pour tout u € G et tout
Y € 7 (p(u)) il existe un unique y € S tel que Y = [u,y]. Ainsi si nous
prenons s € I'(G x p ), la fonction f : G — S est bien définie par 1’équation
s(p(u)) = [u, f(u)]. En prenant des sections lisses comme précédemment
nous voyons que f est lisse et que la P-équivariance arrive de la maniere
suivante : pour tout u € G et tout g € P nous avons s(p(u-g)) = [u-g, f(u-
9 =[u,(g7") " flu-g)]. or s(p(u)) = s(p(u - g)) done f(u) =g f(u-g).
O

Soit p : G — M un fibré sur une variété M, et soit u € G alors un vecteur
¢ € TG est dit vertical si T,p(€) = 0. De méme, une k-forme ® € QF(G) est
dite horizontale si pour tout vecteur vertical £ de G nous avons ¢® = 0.

Corollaire 36 Soit p : G — M un P-fibré principal sur une variété M,
p: P — GL(V) une représentation de P dans un espace vectoriel V.

Alors pour tout k, lespace (M, Gx pV') des k-formes sur M est en bijec-
tion avec [’espace des k-formes sur G qui sont horizontales et P-équivariantes,
c’est-a-dire les k-formes ® € QF(G, V) telles que pour tout g € P nous avons
(r9) @ = p(g~") o .

Preuve du corollaire
Soit a € QF(M,G xp S), u € G, x = p(u) et &,...,& € T,G alors il
existe un unique élément ®(u)(&y, ..., &) € V tel que

(4.1.1) a(p(w)(Tup(&r), - - Tup(&k)) = [u, ®(w)(&1, - - -, )]
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Ceci définit une k-forme ® € QF(G, V) qui est clairement horizontale. Soit
g € P alors por?d =p, donc T,,.4p(T,r?(&)) = Tup(&i) et ainsi

[u-g, ®(u-g)(Tur! (&), ..., Tur?(§)] = alp(u-g))(Tup(&r), - - -, Tup(&r))
= a(p(u)(Tup(&), - - Tup(&r))
= [u, @(u)(&, ..., & )]],

d’ou la P-équivariance de ®.

Réciproquement, étant donnée ® nous définissons « grace a 1’équation
(4.1.1) : soit © € M, {&} € T,M, u € p(z) et {&} € T,G des releve-
ments de {¢;}, alors nous définissons a(x)(&1,. .., &) par a(x)(&r, ..., &) =
[u, ®(u)(&y, ..., &)]. Cette définition est 1ndependante des relevements choi-
sis, car ® est horizontale et indépendante du point u € p~'(z) par P-
équivariance de P. O

4.1.2 La courbure d’une connexion de Cartan

Définition 37 Soit (p: G — M,w) une géométrie de Cartan de type (G, P)
sur un variété M, c’est-a-dire un P-fibré principal sur M et une connexion
de Cartan w € QY(G,g) ot g est l'algebre de Lie de G. Nous définissons alors
la courbure K € Q%(G,g) de notre connexion de Cartan w par

K(&m) = dw(§,n) + [w(&),w(n)]

pour tout & et n dans TG et |, | est le crochet de Lie sur g.

Observons que la connexion de Cartan trivialise TG = G x g. Ainsi chaque
forme différentielle sur G est déterminée par ses valeurs sur les champs de vec-
teurs constants w™!(X). Ainsi toute I'information sur K est en fait contenue
dans la fonction de courbure & : G — A?g* ® g définie par

Ku)(X,Y) = K(w(U)*l(X),w(U)*ll(Y)) 1
= [X Y] —w(w)([w(w) ™ (X), ww) = (Y)])
pour tout u € G et tout X et YV dans g, la deuxieme égalité provenant
simplement de la définition de la dérivation de w. Notons que dans le terme

de droite, le premier crochet est le crochet de Lie sur g tandis que le second
est le crochet de Lie des champs de vecteurs sur T'G.
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Propriété 38 La forme de courbure K € Q*(G,g) est horizontale. Ainsi la
fonction de courbure k peut étre vue comme une fonction k : G — A*(g/p)* ®

g.
De plus pour tout g € P nous avons
1. (r)*K = Ad(g') o K,
2. kord = ANg ') ok ou A\ est le produit tensoriel de l'action de A*Ad*
sur A*(g/p)* et de laction de Ad sur g.

Ainsi nous pouvons appliquer le corollaire 4.1.1 et voir la fonction de cour-
bure k € C*(G, A%*(g/p)*®g)" comme une 2-forme sur M, k € Q*(M, Gx pg).
Apres avoir démontré cette propriété nous étudierons donc un peu plus I'es-
pace G Xp g.

Preuve de la propriété

Soit X € p, notons (x = w™(X) le champ de vecteurs fondamental
engendré par X. Ainsi do ¢, w = d(X) = 0. De plus la version infinitésimale
de la P-équivariance de w, (r9)*w = Ad(g™!) ow, s’écrit Lo w = —ad(X) ow.
Nous avons donc que

—ad(X)ow=Lyw =1, 0dw~+do i, w=1c, 0dw.
Soit n € T'G nous avons alors
K(w™(X),n) = do(w 1(X),n) +[X,w(n)] = —ad(X)(w(n)) + [X,w(n)] = 0.

Notre 2-forme K est donc bien horizontale.
1) Soit g € P alors par équivariance de w et par compatibilité du tiré en
arriere avec la différentielle d nous avons :

(r)*K = (r9)" odw + [(r!) w, (r7)*w]

do (r)w+ [(r!) w, (r)"w]

= doAd(g ") ow+ Ad(g™") o [w,w]
= Ad(g ") o K.

2) Soit g € P, u € G et X et Y dans g alors, par équivariance de w nous
avons

Klu-g9)(X,Y) = K(w(u- g)" (X),w(u-g)"'(Y)



Puis si nous regardons a présent X et Y dans g/p, nous obtenons

plu-g)(X,Y) = Ad(g™") o k(u)(Ad(g)(X), Ad(g)(Y))
= Mg or(u)(X,Y).

4.1.3 Le fibré tractoriel

Etudions & présent le fibré AM := G xp g nommé le fibré tractoriel de
la géométrie de Cartan (p : G — M,w). Avec cette définition en main nous
allons voir quelques propriétés de notre fibré tractoriel.

1. L’application quotient g — g/p fournit une application surjective entre
fibrés IT : AM — TM.

2. Notre fibré AM ainsi défini possede une filtration AM = A*M D
- D AFM avec A'M := G x p g'. Nous observons que A°M =G xpp
et donc que

(4.1.2) AM/A°M =G xpg/p=TM
et que
(4.1.3) A'M =G xppt =G xp(g/p) =T"M.

De cette maniere nous obtenons aussi une filtration A'M > --- > AFM
de T*M. En fait, pour tout ¢ > 0 et tout x € M nous avons A° M =
{DeTiM: (&) =0VE e T, M}

3. Nous avons sur AM un crochet de Lie naturel :

{, }: AM x AM  — AM
([w, X1, [w. YD) — [, [X, Y]]

ou [, ] est le crochet de Lie sur g. Ce crochet est bien défini car le
crochet de Lie sur g est P-équivariant. Ce crochet est compatible avec
la filtration. Nous obtenons ainsi un crochet sur gr(AM)

{,}: gri(AM) x gr;(AM) R griv;(AM)
([w, X + ' [w, Y + ¢ — [u, [X, Y]+ g™

Notons que ce crochet coincide avec le crochet { | } sur gr(T'M) décrit
a la définition 27. Nous avons aussi au passage défini un crochet de
Lie sur T*M (respectivement sur gr(7T*M)) qui donne au fibré T*M
(respectivement au fibré gr(7T*M)) une structure de fibré en algebre de
Lie nilpotente (respectivement d’algebre de Lie nilpotente et graduée).
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4. Regardons a présent le fibré gradué AM :

pour 7 < 0, gri(AM) = gngi/giJrl = gri(TM),

pour i > 0, gri(AM) = Gxpg'/g"t = gri(T*M)
gr—i(TM),

pour i = 0, gro(AM) = G Xppo.

Or l'application adjointe fournit une injection pg — gl(gr(g/p)). Nous
pouvons alors voir gro(AM) comme un sous-espace de End(gr(TM)).
Notons alors Endy(gr(TM)) ce sous-espace. Nous avons ainsi

(4.1.4) gr(AM) = gr(TM) & Endy(gr(TM)) @ gr(T"M).

5. Observons a présent ce que nous n’avons pas : nous n’avons pas de
projection canonique AM™* — T*M ni de décomposition AM ~ TM &
G Xppo®dT*M. Cependant si nous nous donnons une structure de Weyl
alors nous possédons une projection AM* — T*M et un isomorphisme
AM ~TM®G X ppo®BT* M. En effet, si nous travaillons sur 'algebre g,
la donnée d’une structure algébrique de Weyl fournit une décomposition
g=g_1 D - ® g et donc naturellement une projection g — p* qui
est la projection sur p parallelement & g_, @ --- @ go et fournit un
isomorphisme g — g/p © po ® pL défini par g/p ~ g1 B - D g_1,
Po =~ go et pL >~ g1 DD g A présent rappelons qu'une structure
de Weyl est une donnée P-équivariante de structures algébriques de
Weyl en chaque point de G, ainsi la donnée d’une structure de Weyl
fournit bien une projection AM* — T*M et un isomorphisme AM ~
TM &G xXppoBT*M.

4.1.4 La dérivation fondamentale

Grace a la proposition 35 nous disposons d’une dérivation naturelle sur
tous les fibrés associés a une géométrie de Cartan qui est nommeée dérivation
fondamentale par Cap et Slovik [CSOQ, p. 86] et dérivation invariante par
Calderbank, Diemer et Soucek [CDS05, p. 70].

Définition 39 Soit (p : G — M,w) une géométrie de Cartan de type
(G, P) sur une variété M. Soit V. un P-module de fibré vectoriel associé
G xp V. Alors nous définissons la dérivation fondamentale sur G xp V,

Ve C®(G, V) = C>®G,g"®@V) par

% f(w) =T f(w(w) (X))
pour tout X € g, f € C°(G,V) et tout u € G.
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Cette application est P-équivariante et définit ainst une application V< :
C=(G, V)P — C=(G,g* @ V). Utilisant la proposition 35 nous avons alors
une dérivation

Ve C(M,G xp V) — CF(M, AM* @ (G xp V).

Vérifions la P-équivariance de V¥. Soit g € P, X € g, u € G et f €
C>=(G,V)F alors

Veort(f)(u, X) = Tuyf(w(u-g)~' (X))
= Tugf (Tur?(w(u) " (Ad(g)(X))))
= Tu(f or?)(w(u) " (Ad(g)(X)))
= Tu(g™"-f)(w(u) " (Ad(g)(X)))

-1

(
= (7 )VE()(w, X).
Observons a présent quelques propriétés de cette dérivation.

Proposition 40 1. Soit (p: G — M,w) une géométrie de Cartan de type
(G, P) sur une variété M. Soit V un P-module de fibré vectoriel associé

GxpV. Soit feC®G, V), XepetucG alors

(4.1.5) (V&) + X - fu) =

avec le dernier point correspondant a l’action a gauche de p sur V.
Cette equation signifie que la dérivation fondamentale est triviale ver-
ticalement.

Ainsi si P agit trivialement sur'V et f est une section de G xpV alors
V¥ f =df oll ou Il est l'application quotient 11 : AM — TM.

2. Soit Vy et Vy deux P-modules. Soit fi € C®(G, V)P et fo € C°(G, V)T

alors
(4.1.6) V(i ® f2) = (V1) @ fo+ 1 @ (V¥ fo).
3. Nous avons Uidentité de Ricci : soit f € C®(G, V) et X et Y dans g
alors
(4.1.7) VE(VYf) = VR(VRS) = Vi — Vian S

ou kG — A?g* ® g est la fonction de courbure de w.
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4. Nous avons lidentité de Bianchi : soit &, & et & dans T'(AM), la
fonction de courbure k € C(G,A’g* @ g) peut étre vue comme un
élément de T(A*AM* @ AM) et alors
(4.1.8)

D A& (6, 6)} — v({&, 63, &) + R(K(6, &), &) + (VER) (&, &) = 0

cycl

avec { , } le crochet de Lie sur AM vu précédemment et avec la som-
mation se faisant sur [’ensemble des permutations cycliques de {1,2, 3}.

Preuve de la proposition

1) Soit f € C=(G, V)P, X € p et u € G alors en différenciant la P-
invariance de f, g - (f(u-g)) = f(u) pour g € P, en l'identité id € P,
nous obtenons exactement X - (f(u)) + T, f(Cx(u)) = 0 ce qui est le résultat
recherché.

2) Ce résultat provient simplement de 1'égalité d(f; ® fo) = df1 ® fo +
f1 @ dfs.

3) Soit f € C°°(G,V)P, l'application V¥f : G — g* ® V est une com-
binaison linéaire d’éléments f; ® fo ot f; € C*(G,g*)F et fo € C°(G,V)F
ainsi d’apres le résultat 2), la dérivée fondamentale de V¥ f est

VHVRS) = VE(Tf(w (X))
= Tfw (V) w (X)) + T*f(w ' (Y),w (X))

pour (X,Y) € g* et donc
VE(VES) = VR (VES) = Tf([w (X),w  (V))).
Par ailleurs, w([w 1 (X),w 1(Y)]) = —#(X,Y) + [X, Y] donc
Tf(lw™ (X), 0™ (V)]) = Vixy) xS
d’ou le résultat.

4) L’expression (4.1.8) est linéaire pour les fonctions lisses sur les argu-
ments &;, nous pouvons donc vérifier notre égalité en un point. L’identité
demandée (4.1.8) devient alors

S K(X,Y), 2]+ 5(X, Y], Z) = K(5(X,Y), Z) — (w (2) - 6)(X,Y) =0

cycl
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pour tout X, Y, Z dans g avec s vue comme une application x : G — A%2g*®g.
Remarquons que comme ’évaluation en (X,Y’) est une application linéaire
nous avons (wH(Z) - k)(X,Y) = w (Z) - (k(X,Y)). Notons X = w(X),
Y =w ' (Y) et Z=w1(Z) alors par définition de & nous avons w([X,Y]) =
—k(X,Y) + [X,Y]. Regardons a présent K([X,Y],7) :

K(X,Y1.2) = dw(X,V].2) + [«(X,7]). 2] -
= 7 w((X,V]) + [X,Y]-w(Z) - (X, V], 2)
(X V), Z

Par ailleurs

K([vaLZ) = K(W([X,?]),M(Z)) = li([X’ Y]7Z) - ’%("{(X’ Y)’Z)

Puis lorsque nous sommons sur toutes les permutations cycliques nous obte-
nons

S KX, Y], 2) = K(5(X,Y), Z) = w™'(2) - ((X.Y)) + [K(X,Y), Z]
= Y (XY, 2) + [[X, Y], 2)- =0

La derniere égalité provenant des équations de Jacobi et du fait que nous
sommons sur les permutations cycliques. ([l

4.2 Recherche d’une condition de normalité

4.2.1 L’espace affine des connexions de Cartan

L’objectif de cette partie est d’étudier I'ensemble des géométries parabo-
liques (p : G — M,w) régulieres induisant la méme structure parabolique
infinitésimale. Munissons-nous d’un P-fibré principal p : G — M sur une va-
riété M et d’une connexion de Cartan w sur G et prenons une autre connexion
de Cartan @ € Q'(G, g) sur ce méme fibré. Alors ® = w—o € QY(G, g) vérifie

1. w—@(Cx) = 0 pour tout X dans P avec (x le champ de vecteurs
fondamental engendré par X, car w et @ reproduisent les champs de
vecteurs fondamentaux engendrés par les éléments de P. Ces égalités
reviennent a dire que ® est horizontale.
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2. & = w — @ est P-équivariante car w et @ le sont.

Ainsi par le corollaire 4.1.1 notre 1-forme ¢ peut étre vu comme une 1-forme
¢ sur M, € QY(M, AM).

Réciproquement si nous nous donnons w € Q2'(G, g) une connexion de
Cartan et ® € Q'(M, AM) alors ® peut étre vu comme un élément de
0Y(G, g) horizontal et P-équivariant. Nous pouvons ainsi définir @ € Q(G, g)
par 0 = w + ®. Cette 1-forme possede alors la propriété de reproduction
des champs de vecteurs fondamentaux engendrés par les éléments de P et la
propriété de P-équivariance. Ainsi w + ® est une connexion de Cartan si et
seulement si (w + ®)(u) : T,G — g est un isomorphisme pour tout u € G.

Observons V = {f € L(g/p, g) : id+ fom est un isomorphisme de g} avec
7 application quotient 7 : g — g/p. Cet espace V est un voisinage de 0 qui
est P-invariant. Nous pouvons alors définir son fibré associé V := G xpV qui
est un sous-fibré de L(T'M, AM) = GxpL(g/p, g). Or 'ensemble des sections
du fibré V est en fait T'(V) = {® € Q'(M,AM) C QY(G,9) : (w+ @)(u) :
T.G — g est un isomorphisme pour tout u € G} C Q' (M, AM). En effet,
soit u € G alors (w+ ®)(u) : T,G — g est un isomorphisme si et seulement
si (w+®P)ow(u)™ =id+ Pow(u)™!:g— g est un isomorphisme. Or ® €
0Y(G, g) est horizontale et w reproduit les champs de vecteurs fondamentaux
engendrés par les éléments de P, donc @ o w(u) "} (X +p) = & o w(u) 1 (X)
pour tout X € g : élément ® o w(u)~! s’écrit alors bien sous la forme
b ow(u)™t =id+ fom avec f € V. Nous en concluons que & = w + @ est
une connexion de Cartan si et seulement si ® € I'(V).

Remarquons que si f : g/p — g est homogene de degré supérieur ou égal
a 1, c’est-a-dire si f(g'/p) C g™ pour tout i < 0, alors id + f o7 est un
isomorphisme. En effet, soit « € ker(id+ for), alors 0 = gr_g(z+ f(7(z))) =
gr_x(z) donc z € g7** et gr ;1 (f(m(x))) = 0 car 7 est homogene de degré
0 et f est homogene de degré 1. Nous avons alors 0 = gr_j.1(x + f(7(z))) =
gr_p+1(7)... En rééditant cet argument nous trouvons que z € g° = p donc
f(m(x)) = 0 et nous avons x = 0. Notre application est donc injective et par
dimension bijective. Nous noterons Q! (M, AM)! les 1-formes sur M & valeurs
dans AM qui sont homogenes de degrés supérieurs ou égaux a 1, c’est-a-dire
® € QY (M, AM) telle que ®(T°M) C A" M pour tout ¢ < 0. Nous avons
alors QY (M, AM)' Cc T'(V) C Q(M, AM).

Proposition 41 Soit (p : G — M,w) une géométrie de Cartan de type
(G, P) et soitw € Q(G, g) une autre connexion de Cartan sur G. Nous posons
b =w—weQ(M,AM).

Alors
1. w et @ indwisent la méme filtration sur TM si et seulement si & €
QY (M, AM)°

o4



2. w et @ induisent la méme structure infinitésimale si et seulement si
b e QY M, AM) .

Preuve de la proposition

1) Pour i < 0, nous posons T°M = p,(T'G) avec T'G := w™*(g"). Ainsi w
et @ induisent la méme filtration sur T M si et seulement si w(T°G) C g’ pour
tout ¢ < 0 ce qui est équivalent & ®(7"G) C ¢° pour tout i < 0. Or & = O —w
s’annule sur 7°G = w1 (p) donc w et @ induisent la méme filtration sur TM
si et seulement si ®(T°G) C g’ pour tout i, cest-a-dire ® € Q(G,g) est
homogene de degré supérieur ou égal a 0.

2) La deuxiéme partie est directe lorsque nous nous souvenons de la
construction de la structure infinitésimale : soit i < 0 et & € T'M,
0:(€) = [w(€)]; out €& € T'G est un relevé de € et []; la classe de - dans
gri(g). Il est alors clair que w et @ induisent la méme structure infinitésimale
si et seulement si pour tout & € TG, w(é) et d)(é) ont la méme image dans
gri(g), c’est-a~dire si ® est homogene de degré supérieur ou égal a 1. [

L’espace des connexions de Cartan induisant la méme structure infinité-
simale que celle de w est donc un espace affine de direction Q(M, AM)*.

Nous allons maintenant observer la relation entre les courbures de deux
connexions de Cartan induisant la méme structure infinitésimale. L’idée étant
de relier la différence de la fonction de courbure k € Q*(M, AM) de w et de
celle & de w & la différence ® = w —w € Q'(M, AM). Nous avons donc besoin
pour cela d'une différentielle sur Q™ (M, AM ). Commengons donc comme a
I’accoutumé par regarder ce qu'’il se passe au niveau algébrique. Sur A"g*® g
nous avons naturellement la différentielle 0 : A"g* ® g — A""1g* ® g définie
par

IP(Xo,..., X)) = S (—1)Xi-(Xo, .., Koy, X)
+ 3 (CD)TO([X, X, Koy X, X, X

ou )A(l signifie 'omission du terme X; dans ®. Notre volonté est de définir
une différentielle sur A" (g/p)* ® g qui soit P-équivariante. Mais lorsque nous
regardons la définition de la différentielle précédente nous voyons que nous ne
pouvons pas définir 9 de la méme maniere car le crochet de Lie présent dans
la définition est le crochet de Lie sur g et nous nous n’avons qu’un crochet
de Lie sur gr(g/p). Pour résoudre cette difficulté deux voies sont possibles :
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1. Nous ne possédons pas de crochet de Lie sur g/p mais nous possédons
un crochet de Lie sur l'algebre graduée gr(g/p). Quitte a fixer une
structure algébrique de Weyl nous pouvons définir un crochet sur g/p
et donc une différentielle sur A"(g/p)* ® g. Cependant comme cette
structure algébrique de Weyl n’est pas P-invariante, notre différentielle
ne va pas etre P-équivariante. Tout ce que nous pouvons avoir ¢’est une
Py-équivariance, ce qui revient a dire qu’il faut se contenter de travailler
sur les gradués et que nous ne traitons par ce biais que des propriétés
liées a la structure infinitésimale sous-jacente. C’est cette approche dus
a Cap et Slovdk que nous allons traiter par la suite.

2. Calderbank, Diemer et Souc¢ek [CDS05] ne s’arrétent pas a cette étude.
L’opérateur 0 défini sur A™(g/p)* ® g grace a une structure algébrique
de Weyl n’est pas seulement Fy-équivariant mais est P°P-équivariant. Ils
se servent alors de cette information pour construire une différentielle
sur Q" (M, AM) et utilisent la théorie des suites de Bernstein-Gelfand-
Gelfand pour étudier cette différentielle.

Ici, nous nous contenterons de regarder ce qu’il se passe au niveau infini-
tésimal. Pour cela, rappelons un peu quels sont les objets gradués en notre
possession. Soit (p : G — M,w) une géométrie de Cartan de type (G, P).
Alors nous avons une filtration de TG, de TM et de AM et nous avons
donc les espaces gradués associés. Les espaces L(A"TM, AM) sont eux aussi
naturellement filtrés. En effet,

Définition 42 Soit m un entier, et ® € L(A"TM,AM) alors ® est dit
homogene de degré supérieur ou égal a m i

O(TM,. .., TM) C At tintmpyr

pour tout i1, ...,1, < 0.
L’espace des ces n-formes homogénes de degré au moins m est noté

L(A™TM, AM)™.
A présent si & € L(TM, AM)™ alors nous pouvons définir une application
grm(®) - gr(TM) — gr(AM)

par gr,(®)(& + THM) = [®(E)]4m pour tout & € T*M. Par définition
grm(®) = 0 signifie que ® est dans L(T M, AM)™ . Nous avons alors une
injection linéaire

gr(L(TM, AM)) — L(gr(TM), gr(AM))
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compatible avec les graduations. Si maintenant nous nous donnons une struc-
ture de Weyl alors nous avons des isomorphismes ¢ : TM — gr(TM) et 1 :
AM — gr(AM) et donc Papplication inverse : si ® € L(gr(T M), gr(AM))
alors 1) o ® o ¢ est dans gr(L(TM,AM)) et gr(¢) o ® o ¢) = &. Ainsi
gr(L(TM, AM)) = L(gr(TM), gr(AM)). Et de méme,

gr(L(A"TM, AM)) = L(A"gr(TM), gr(AM)) = € xp, L(A"gr(g/p), gr(9)),

avec £ = G/exp(pt) : cet espace ne dépend donc que de la structure infini-
tésimale.
Or sur L(A"gr(g/p), gr(g)) nous avons la différentielle

9 : L(A"gr(g/p), gr(g)) = LA™ gr(g/p), gr(9))

définie par :
(4.2.1)
0P(Xo, ..., Xn) = S (—1)PXi-(Xo, .., Xiy oo, X)
+ 3 ()X XY X, XL X X

avec X; dans g/p et ou X, signifie 'omission du terme X; dans . Remarquons
que comme gr;(g/p) = gri(g) pour tout i < 0, 'action de gr(g/p) sur gr(g) est
bien définie. Avec cette définition de notre différentielle O nous voyons que
0 est un Py-homomorphisme, c’est-a-dire qu’elle est FPy-équivariante. Nous
pouvons alors définir

0 gr(L(A"TM, AM)) — gr(L(A™'TM, AM)).

Soit &, ..., &, dans gr(TM) et ® dans gr(L(A"T M, AM)) alors
(4.2.2)

00 (&, -, 6) = Lio(—DH& (&0, G- 60))

A

"—Zi<j(_1)i+jq)<{£i7£j}7§07 R 751'7 v 7£j7 s 75”)

Notons que si @ est homogene de degré d alors 0® est aussi homogene et
du méme degré d.

Proposition 43 Soit (p : G — M,w) une géométrie de Cartan de type
(G, P) régulicre. Soit @ € QY(G,g) une autre connexion de Cartan sur G et
b =0—-weQ(MAM). Si ® € QY(M,AM)" pour un 1l > 1 fizé, alors
F—k:TMxTIM — ATIHDM et la fonction induite gri(k — k) = 0(gr)(®)).

Preuve de la proposition

Soit u € G fixé et x = p(u), alors ®(x) € L(TM, AM) =G xp L(g/p, 9).
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Nous pouvons donc choisir ¢(u) € L(g/p,g) tel que pour tout £ € T, M
et tout £ € T,G relevé de &, les applications ¢(u) et ®(z) sont reliées par
B(&) = [u, p(u)(w(u)(€) +p)] € A, M. En choisissant ¢ de maniere lisse nous
pouvons voir ¢ : G — L(g/p, g) comme un représentant de ®. Ainsi si u € G
et £ € T,,G nous avons

w(u)(§) = w(u)(&) + o(u)(w(u)(E)).

En différenciant cette relation nous obtenons

dw(&,m) = dw(&,n) + do(€)(w(n)) — do(n)(w(§)) + d(dw(€,n)).

Par ailleurs,

W), o] = [w(&),wn)] + [(w(E)), wmn)] + [w(&), dlw(n))]

Ainsi nous obtenons

K(&n) —K(&n) = do(€)(w(n)) — do(n)(w(€)) + ¢(dw (€, n)+
[p(w(€)), wn)] + [W(&), dlwn)] + [P(w(§)), dlw(n))].

Or ¢ et @ sont liés par ®(Tp(¢)) = w(p(w(&))) pour tout & € TG
et ® € QY M, AM)! signifie que si & € T'G alors ¢(w(§)) € g’ De
plus si ® est homogene de degré [, il en est alors de méme pour d¢(&)
et do(n) ainsi si &€ € T'G et n € TG avec 1,57 < 0 alors do(&)(w(n)) €
g/t gt et do(n)(w(€)) € gttt C g/t Ajoutons a cela la régula-
rité de w, nous avons alors ¢(dw(€,n)) € ¢(g"7) C g/t car dw(€,n) =
K (€,n) — [w(€), w(m)]. De plus, [p(w()), w(n)] et [(€), d(w(m))] sont dans
gt et enfin [p(w(€)), d(w(n))] € gt C g T car | > 0. En résumé,
comme i, < 0 et [ > 0 nous avons (K — K)(T'G, T'G) C g+ ce qui signi-
fie que K — K € Q%(G, )" et que la classe de (K — K)(£,7) dans gry;4(g)
coincide avec la classe de

¢(dw(&;m)) + [P(w(§)), w(n)] + [w(E), ¢(w(n))]-

Or par régularité, K € Q*(G, )" donc dw(&,n) = K(&§,n) — [w(§),w(n)] =
—[w(&),w(n)] modulo g1 Ainsi

97‘1+j+l((f( - K)(&mn) = 97"1‘+j+l( — o([w(§), wn)]) + [p(w(§)), w(n)]
+[w(&), p(wm)])-

Repassons a présent & @ et aux fonctions de courbure k € Q?(M, AM)
et & € Q*(M,AM). Soit x € M, & et n dans T, M alors (k — k)(&,n) =
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w(u)"H(K — K)(&,7)) pour u € p~(x) et £ et 7 des relevés dans T,G de &
et 1. Ainsi pour tout £ € T*M, n € T?M et £ et 77 des relevés dans TG de &
et 1 nous avons

griga((F=m)(Em) = grigu( —w (@), w(@)])
o ([B(w(€), (i) +w (@), s@@)))).

Or ®(Tp(€)) = w™!(¢(w(§))) donc
WM (@([w(©),w(@)]) = S(Tpw ™ ([w(€), w(@)])) = 2({&n})

par définition du crochet { , } sur gr(T'M). En faisant de méme pour les
autres termes nous obtenons alors

gri(k = k)(&n) = —gr(®@)({& n}) — {n, gr(®)(€)} + {& gri(®)(n)}
= A(gri(®))(&,m).

O

Revenons a présent a notre problématique. Nous recherchons une condi-
tion de normalisation pour les géométries paraboliques régulieres pour qu’a
une structure parabolique réguliere infinitésimale soit associée une unique
connexion de Cartan. Pour étre de nature géométrique, cette condition sur la
courbure doit correspondre a la requéte d’avoir la courbure a valeur dans un
sous-fibré naturel de A2T* M ®AM . Nous recherchons donc un P-sous-module
de A(g/p)* ® g. La proposition précédente semble nous indiquer que si nous
passons aux gradués alors changer de connexion de Cartan réguliere dans la
classe des connexion de Cartan induisant la méme structure infinitésimale
ne change la courbure que par un terme inclus dans im(9). Il s’agit alors de
trouver un Py-sous-module complémentaire & im(9) dans A%gr(g/p)* @ gr(g).
L’idée naturelle est alors de penser au noyau de ’application adjointe pour
un produit scalaire donné. Ce sous-espace va en fait nous étre fourni grace a
la théorie harmonique de Kostant.

4.2.2 Codifférentielle et décomposition de Hodge

Contrairement a notre différentielle 0 définie sur gr(L(A™(TM), AM)),
nous pouvons naturellement définir une codifférentielle sur I’espace non gra-
dué L(A"T'M,AM). Utilisant la forme de Killing nous avons les isomor-
phismes g* ~ g et (g/p)* ~ pT qui nous permettent de définir la codifféren-
tielle suivante.
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Définition 44 Nous définissons la codifférentielle de Kostant

O A" (g/p) g — A(g/p) ® g

par
(4.2.3)
O(Zo N ...\ Zy® A) :Z(—l)”“ZO/\...AZ}/\.../\Zn®[Zi,A]
i=0
+Y (~O)MZ, ZANZo N NDN L NDGN N2y ® A
i<j
pour tout Z; € (g/p)* = p* et tout A € g avec | , ] le crochet de Lie sur g

(ce qui est bien défini car p+ C g).

Propriété 45 1. La codifférentielle 0* préserve la filtration de [’espace
L(A"g/p,g) et est homogéne de degré 0.

2. La codifférentielle 0* est P-équivariante.

Grace a ces résultats nous avons une application induite

gro(8") : LA™ gr(g/p), gr(g)) — L(A"gr(g/p), gr(g))

qui est FPy-équivariante. Finalement nous pouvons donc définir sur ’espace
L(A"TM,AM) = G xp L(A™g/p,g) et sur I'espace gr(L(A"T'M,AM)) =
E xp, LA™ gr(g/p), gr(g)) les applications codifférentielles 9* (qui restent
homogene de degré 0) et gro(0*).

Preuve de la propriété

1) Un élément décomposable Z @ A de (g/p)* ® g = p* ® g avec Z € g
pour un i > 0 et A € ¢/ pour un j € {—k,...,k}, aura une homogénéité
i+ g :soit X € g' pour I < 0 alors

Z@AX) = 0sil>—i+1cest-a-diresi X € g7 = (g')*
€ g¢g'sil<—i.

L’élément Z ® A représente donc une application g/p — g qui est (7 + j)-
homogene. De la méme maniere si pour tout [ € {0,...,n} nous avons K; €
g aveci; > 0et A € ¢/ pour j € {—Fk, ..., k}, alors I'élément ZyA.. . NZ, Q@A
représente une application A""'g/p — g homogene de degré ig+ - - -+, + J.
Mais alors d’apres la définition de 0* et le fait que le crochet de Lie sur g
est homogene de degré 0, nous avons que 0*(Zy A ... A Z, ® A) représente
une application A"g/p — g homogene de degré i + --- + i, + j. Ainsi la
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codifférentielle 0* préserve bien la filtration de L(A"g/p, g) et est homogene
de degré 0.

2) Soit g € P, Zy,...,Z, € pt et A € g, le sous-groupe P agit sur
Zo N ...\ Z,® A de la maniere suivante :

G (Zo A NZy @A) = Ad(g)(Zo) A ... A Ad(9)(Z,) © Ad(g)(A).

Ainsi

(g (ZoA ... N Zn@ A)
= 3*(Ad( N Zo) A ... NAd(g)(Zn) ® Ad(g)(A))

_ Z D * Ad(9)(Zo) A A, A A Ad(g)(Zy) @ Ad(g)([Zi, A))

+) (Ad(g)([Zi, Z) NAd(g)(Zo) Ao A O A A A

A Ad(g)(Zn)> ® Ad(g)(A)
=g-0(ZoN...NZ, ® A).

O

Remarquons que la codifférentielle gry(9*) est définie par la méme formule

n

gro@ ) (Zo N .. N2y @A) =D ()M ZgN . NZi NN 2y @ {Zi, AY

=0
Y (V) ZLZY NN NZ N NN N2y ® A

1<j

avec { , } le crochet de Lie sur gr(g). De la méme maniére nous voyons donc
que gro(0*) est P-équivariante.

Définition 46 Nous définissons le Laplacien de Kostant par

0= 0ogro(97) +gro(9) 00 : L(A"gr(a/p), gr(g)) — L(A"gr(a/p), 9r(9))-

Ce Laplacien est Py-équivariant et définit alors un Laplacien

O:gr(L(AN"TM, AM)) — gr(L(A"TM, AM)).
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La Py-équivariance de O provient simplement de celles de 0 et de gry(0*).
Dans la partie 3.3.1. du livre de Cap et Slovak [CS09, p. 340], ceux-ci
construisent un produit scalaire de L(A"gr(g/p), V'), avec V une représenta-
tion de dimension finie de gr(g), pour lequel la différentielle 0 et la codiffé-
rentielle gro(0*) sont adjoints.

Proposition 47 Soit g une algébre de Lie semi-simple, p une sous-algebre
parabolique de g et € € o une structure algébrique de Weyl, c’est-a-dire un
relevé dans p de 'élément de graduation ¢y € p/pt. Notons g = g_ @ go @
gy = 0.1 D D gr la décomposition de g qui en découle. Alors il existe
un produit scalaire sur L(A"g_,g) pour tout n de sorte que les opérateurs
0 : L(A"g_,g) — L(A"'g_,g) et gro(9") : L(A""'g_,9) — L(A"g-,9)
sotent adjoints.

Preuve de la proposition

Rappelons que pour une involution de Cartan o sur g, la forme bilinéaire
h(X,Y) = —B(X,0(Y)) est un produit scalaire sur g avec B la forme de
Killing sur g. Montrons que l'involution ¢ peut étre choisie de sorte qu’elle
se restreigne en un isomorphisme linéaire p* = g, — g_ qui est exactement
I'isomorphisme entre g, et g} ~ g_ induit par h.

Soit ¢ une involution de Cartan. Dans une base de g adaptée a la dé-
composition fournie par notre structure algébrique de Weyl, nous voyons
clairement que ad(e) est diagonale et de valeurs propres réelles : € est donc
un élément hyperbolique de g. Nous pouvons alors compléter cet élément
pour obtenir une sous-algebre de g commutative formée d’éléments hyper-
boliques et maximale pour ces propriétés, c’est-a-dire en un sous-espace de
Cartan a. Par définition de 1’élément de graduation nous avons a C go. Or
tout sous-espace de Cartan est conjugué a un sous-espace de Cartan inclus

dans {X € g: 0(X) = —X}. Ainsi quitte a conjuguer notre involution ¢ par
I'élément adéquat, nous pouvons supposer que a C {X € g: o(X) = —X}
et en particulier o(e) = —e. De cette maniére nous avons o(g;) = g_; pour
tout i € {—k,...,k} et donc I'isomorphisme précédemment souhaité.

Nous disposons ainsi d’un produit scalaire sur 1’espace L(A"g_,g) pour
tout n et Iisomorphisme F entre L(A"g_,g), et L(A"gy,g*) induit par ce
produit scalaire est donné par la formule

(F(D)(Z1, -5 Zn))(v) = h(v,¢(0(Z1), -, 0(Zn))

pour ¢ € L(A"g_,g), Z; € g+ et v € g. Vérifions que 0 et gry(9*) sont duaux
pour ce produit scalaire. Soit ¢y = Zy A ... AN Z, ® A € L(A""'g_,g) et
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¢o € L(A"g_,g) alors

(062,61) = (F(062)(Zos .. Zu)(A) -
= (A, (=1)o( i)'(bg(O’(Zo),.A..,O'(X;L'),...,O'(Zn))
+Zi<j ( )Z+j¢2([ ( )>U(Zj)]’U(ZU)7'"vOi"‘"()j

d’apres I'expression (4.2.1). Or

h(o(X)-Y,Z) = —B([o(X),Y],0(2))
= B(Y,[0(X),0(2)])
_ B(Y,0(X-2))
= —hY, X 2),
donc
<8¢27 ¢1> = ZZL:O(_]')ZJrlh(ZZ ' A7 ¢2(U(ZO)7 s ’0-/()(\1')7 s 7OlZ\n)))
n h(A, Sy (V65 (0(Z0),0(Z)), 0(Z0)s - 0 (Z0), -,
,0(Z5),...,0(Z)))
= F(92)(gro(0)¢1)
= (P2, 970(0")¢1)
d’apres l'expression (4.2.3). O

Ainsi nous avons la décomposition de Hodge suivante

Théoreme 48 Soit g une algébre de Lie semi-simple, p une sous-algebre
parabolique de g et € € w0 une structure algébrique de Weyl, c’est-a-dire un
relevé dans p de 1’élément de graduation ey € p/p*. Notons g =g_ D goD g4
la décomposition de g qui en découle.

Alors pour tout n > 0, nous avons la décomposition de L(A"g_,g) en
somme direct de Py-sous-modules suivante

L(A"g_,g) = im(gro(0")) @ ker(d) @ im(0)

avec en plus ker(gro(0*)) = im(gro(0*)) @ ker(0) et ker(0) = ker(d) @im(9).

Preuve du théoreme

Soit 1) € ker(gro(0*)) Nim(0), alors il existe ¢ € L(A*g_, g) tel que ¢ =
Y. Or nous avons 0 = (gro(9*)0¢, ¢) = (D¢, D) car I = 1 € ker(gro(0*)) et
donc ¢ = ¢ = 0. Nous en concluons que ker(gry(9*)) Nim(d) = {0}. De la
méme maniére nous montrons que ker(9)Nim(gro(9*)) = {0}. Comme 9% = 0,
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im(9) C ker(0) et alors im(gry(0*)) Nim(9) C im(gro(0*)) Nker(0) = {0}.
Soit a présent ¢ € ker([J), alors 0o gro(0*)d = —gro(9*) 0d¢p € im(gry(0*)) N
ker(0) = {0}. Donc gro(0*)¢ € im(gro(0*)) N ker(d) = {0} et donc
¢ € ker(gro(0*)). De la méme maniere, ¢ € ker(9d) et nous avons ker([J) C
ker(9) N ker(gro(0*). L’inclusion réciproque est directe d’apres la définition
du Laplacien O et nous avons donc ’égalité ker([J) = ker(9) N ker(gry(0*)).
Nous avons alors ker(OJ) N (im(9) @ im(gro(9*))) = {0} et nous disposons
ainsi de la somme directe im(gry(0*)) @ ker(OJ) @ im(0). Il ne nous reste plus
qu’a montrer que cet ensemble est 'espace L(A™g_, g) dans sa totalité.

Notre Laplacien [J se restreint sur im(0) en un endomorphisme de im(9)
qui est bijectif car ker((J)Nim(0) = {0}. Notons @ I'inverse de cette fonction.
De la méme maniére la restriction de [J & im(gry(0*)) est un automorphisme
de im(gro(0*)) dont nous notons R l'inverse. Alors soit ¢ € L(A™g_,g), cet
élément se décompose comme ceci

¢ = Rgro(0%)0¢ + (¢ — Rgro(07)0¢p — QAgre(0%)d) + Qdgre(9”)o.
Or Rgro(0*)0¢ € im(gre(0)), Q0Ogro(0*)¢ € im(0) et
D(¢ — Rgro(07)9¢ — QAgro(9”)p) = Lo — gre(07)9¢ — dgro(97)¢ = 0.

Donc L(A"g_,g) C im(gro(0*)) @ ker(d) & im(0) et nous avons bien la dé-
composition de Hodge voulue.

Le dernier point vient du fait que ker(9) Nim(gro(0*)) = {0} alors que
ker(d) @ im(0) C ker(0) et les relations analogues pour gro(9*). O

De ce résultat nous déduisons le corollaire suivant

Corollaire 49 1. Pour toutn > 0, nous pouvons naturellement identifier
le Py-module cohomologique H"(g—,g) := ker(d)/im(0) a ker(O) C
L(A"g-,g).

2. Nous pouvons aussi identifier la cohomologie H™(g_,g) a ’homologie
ker(gro(0*))/im(gro(0*)), ce qui fournit une structure de P-module a
H"(g_,g). Avec cette structure de P-module, le sous-groupe exp(pt) C
P agit trivialement sur la cohomologie : cette structure de P-module
est donc simplement [’extension triviale de la structure de Py-module.

Preuve du corollaire
D’apres la décomposition de Hodge nous avons directement que

H"(g_,9) := ker(9)/im(9) = ker(d) = ker(gro(9*))/im(gro(0*)).
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Montrons & présent que l'action de exp(pr) sur la cohomologie est triviale.
Soit Z1,...,Z, dans p* = g,, A dans g et Zy € g; pour j > 0 alors nous
avons

+ 3 (“D{Zo, ZYN .. NZiN NZy® A
=1

=—Zy- (LLiN...NZ, R A).
Ainsi pour tout ¢ € L(A"g_, g) et tout Z € p- = g, nous avons
gro(0*)(Z N ¢) = ~Z N gro(0) () — Z - .

L’action de Z envoie donc ker(gry(9*)) sur im(gro(0*)) et ainsi 'action de
Z € ptsur
ker(gro(97))/im(gro(9")) = H"(g-, 9)

est triviale. O

4.2.3 Connexion de Cartan normale et courbure har-
monique

Apres avoir travaillé sur les algebres de Lie, revenons a nos fibrés T'M et
AM en rappelant que

A'T*M @ AM = G xp (Ag/p)* ®g),
et gr(A"T*M @ AM) = & xp, (Agr(g/p)* ® gr(g)).

D’apres la Py-équivariance de 0, nous avons la différentielle
9 :gr(N"T*M @ AM) — gr(A"1'T*M @ AM)
et d’apres la P-équivariance de 0* nous avons la codifférentielle
O A"T'T*M @ AM — A"T*M ® AM.

Cette derniere se décrit de la maniere suivante : soit ¢, .. ., ¢, dans Q'(M)
et s une section de AM alors nous avons
O (oA Non®@s) = D (=) Gg A AGi N A @ {0, s}

=0

~

Y (Db it Ado A AGIA NN NG @ s

i+j
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avec { , } le crochet de Lie sur AM. Notre codifférentielle 0* est 1a encore
compatible avec la filtration et méme homogene de degré 0 : nous avons alors

gro(0%) : gr(N"T'T*M @ AM) — gr(A"T*M @ AM)

qui peut étre définie comme la classe de 9* dans gro(A""'T*M @ AM —
A'"T*M ® AM) ou alors comme 1’élément correspondant a 'application FPp-
équivariante gro(9*) : A" gr(g/p)* @ gr(g) — A"gr(g/p)* ® gr(g), dans les
deux cas nous définissons le méme objet homogene de degré 0. Enfin nous
avons le Laplacien algébrique

O: L(A"gr(T™), gr(AM)) — L(A™gr(T™), gr(AM))

défini par O = do gry(9*) — gre(0*) 00 qui est comme 0 et gro(9*), homogene
de degré 0. Fixons-nous une structure algébrique de Weyl € : g — gr(g) alors
comme dans la partie précédente nous obtenons la décomposition de Hodge
suivante

(4.2.4) L(A™gr(T™), gr(AM)) = im(gr(0*)) ® ker(0) ® im(9).
Par construction nous avons la relation suivante : ker(O) ~ & xp, H"(g_, 9).

Remarques 50 1. Notons qu’il y a une assymétrie entre 0 et 0% car la
codifféretielle est définie sur tout A"T*M @ AM alors que la différen-
tielle est définie sur la graduation.

2. Les fibrés associés im(0*) C ker(0*) sont des sous-fibrés de ’espace
L(A™T*M, AM). Par le corollaire 49 nous avons que exp(pt) agit tri-
vialement sur ker(0*)/im(0*) : le quotient ker(0*)/im(0*) est donc na-
turellement associé au fibré principal €& — M

ker(0*)/im(0*) ~ & xp, H"(g—,9) = ker(0J).

La décomposition (4.2.4) nous permet alors de définir la condition de
normalité de la maniere suivante.

Définition 51 1. Une connexion de Cartan (p: G — M,w) est dite nor-
male si sa fonction de courbure k € Q*(M, AM) vérifie 0*(k) = 0.

2. Soit (p : G — M,w) une géométrie de Cartan normale, notons k €
QO*(M, AM) sa fonction de courbure. Nous définissons alors la courbure
harmonique kg comme étant ['tmage de la fonction de courbure k dans

le fibré € xp, H*(gr(g/p), gr(g)) = ker(9*) /im(9*).
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Remarquons ici que le fait que 0* soit définie sur L(A"T'M, AM) et pas
seulement sur les gradués nous permet de définir correctement la condition de
normalité qui est effectivement une condition sur la courbure totale k. Nous
obtenons bien la condition que nous recherchions, a savoir une projection sur
un supplémentaire de im(9) dans L(A"gr(T M), gr(AM)), ce supplémentaire
étant ker(gro(0*)) = gr(ker(9)).

Il est important de noter que dans le cas ou notre connexion de Cartan
w est normale alors la fonction de courbure k et la courbure harmonique kg
contiennent autant d’information 1'une et 'autre. Ceci est un résultat que
nous retrouvons avec Calderbank, Diemer et Soucek [CDS05] qui utilisent la
théorie des suites de Bernstein-Gelfand-Gelfand pour construire un opérateur
inverse nous redonnant la courbure « initiale. Nous allons ici démontrer un
résultat plus faible mais suffisant pour nous et présent dans le livre de Cap
et Slovék [CS09, p. 265].

Théoréeme 52 Soit (p : G — M,w) une géométrie de Cartan réguliére de
type (G, P) telle qu’il existe | > 0 tel que la fonction de courbure k soit
I-homogéne, c’est-a-dire k € Q*(M, AM)!. Alors la section induite gri(k)
vérifie (gri(k)) = 0.

St la connexion w est de plus normale alors
gri(k) € ker(O) C L(A*gr(TM), gr(AM))
et si nous notons ¢ l'isomorphisme ¢ : ker(CJ) = ker(9*)/im(9*), alors

o(gri(x)) = (km)i
la composante [-homogene de Ky .

En particulier si w est normale et réguliere ky = 0 est équivalent a xk = 0.

Preuve du théoreme

1) Soit iy,i9,i3 < 0 et & € [(gry,(T'M)) pour j = 1,2,3. Comme
gri,(TM) = gr;,(AM) il existe un représentant s; € I'(A%M) représen-
tant &;. Notant { , } le crochet de Lie sur AM, l'identité de Bianchi (4.1.8)
pour la connexion de Cartan w nous donne :

Y {r(s1,80), 85} + wl({s1, 52}, 83) — w(K(51, 52), 53) = V5, (R(s1,52)) = 0.

Or . . .
{"i(sla 32)7 53} + /1({81, 82}, 83) c F(_A’lJFZQerJrl]\/[>7

K(k(s1, 52), 83) € D(APH2HET2 1) o D(ADFiatiatl pp)
et V¥ (k(s1,82)) € (AT € D(AMHtiath),
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Regardons a présent la classe de la [-graduation de cette égalité. Les deux
derniers termes de la somme deviennent nul et nous avons alors

0 =Y gri({r(s1,52),55}) + gri(r({s1, 52}, 53))

cycl

= S {gn(R) (&1, &), &} + gri(k) ({61, 63, 6)

cycl

= {gr(r)(&1,62), &3 — {gmi(k)(§1,83), &2} + {gri(K) (€2, €3), 61}
+ gri(k) ({61, &2}, 63) — gri(w) ({1, 3}, &2) + gri(k) ({62, €31, 61)
= — 0(gri(k))(&1,62,&3)-

2) Si a présent w est en plus normale, 9*(k) = 0, comme 0* est compatible
avec I’homogénéité nous avons

0 = gri(0"(k)) = gro(07)(gri(k)).

Ainsi gry(k) € ker(gro(0*))Nker(9) = ker(O). D'un autre coté, la composante
homogene de degré | de Ky est par construction égale a 'image de gr(k) €

['(ker(gro(0*))) dans ker(9*)/im(0*). O

4.3 Existence et unicité d’une connexion de
Cartan

Apres avoir définie cette notion de normalité d’une connexion de Car-
tan, nous allons vérifier I’existence d’une connexion de Cartan normale dans
la classe des connexions de Cartan régulieres définissant la méme structure
infinitésimale puis vérifier si nous avons bien unicité d’une telle connexion.

4.3.1 Existence d’une connexion de Cartan normale

Proposition 53 Soit (p : G — M,w) une géométrie de Cartan réguliere de
type (G, P) et de fonction de courbure k € Q*(M, AM).

Alors il existe une connezion de Cartan @ € QY(G,g) normale de sorte
que & —w € QY (M, AM)*.

En particulier, pour toute connexion de Cartan réguliere w € Q*(G,g), il
existe une connezion de Cartan normale ayant la méme structure infinitési-
male que w.
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Preuve de la proposition

Montrons notre résultat par une récurrence finie. L’hypothese de ré-
currence pour [ > 1 étant qu’il existe une connexion de Cartan @ sur G
définissant la méme structure infinitésimale que w et telle que sa fonction de
courbure & vérifie 9* (&) € QY (M, AM)!. Comme Q(M, AM)" = {0} pour
n > 2k, nous aurons 0*(&) = 0 a partir d’un certain rang, ce qui signifie que
nous aurons trouvé notre connexion de Cartan normale.

L’initialisation se fait grace a la régularité : d’apres la proposition 32, la
fonction de courbure s appartient a QY(M, AM)! et par 0-homogénéité de
o, Ok € QY (M, AM).

Soient [ > 1 et w une connexion de Cartan réguliere telle que 0*(k) €
QY (M, AM)!, montrons qu’il existe une connexion de Cartan @ avec © —w €
QY M, AM)! telle que sa fonction de courbure & vérifie la relation 9*(k) €
QY (M, AM ). Une telle connexion de Cartan @ possede alors la méme struc-
ture infinitésimale que w d’apres la proposition 32 car 0 —w € QY(M, AM)' C
QY (M, AM)'.

Comme la codifférentielle 0* : A°T*M @ AM — T*M ® AM préserve les
homogénéités, cette codifférentielle induit une application entre les compo-
santes [-homogene. Or 9%k est [-homogene, il existe donc ¢ € Q?(M, AM)!,
c’est-a-dire une 2-forme [-homogene, telle que 0*¢ = 0*k. Ainsi

gri(0°r) = gri(0*¢) = gro(9")(gri(0)).

L’élément gr;(0*) appartient ainsi a I'(im(gr¢(0*))) C L(gr(T'M), gr(AM)).
Par ailleurs, nous avons ker(gro(9*)) @ im(9) = L(A2gr(TM), gr(AM)),
d’apres la décomposition de Hodge. L’application gry(9*) se restreint donc
a un isomorphisme im(0) — im(gro(0*)). Nous pouvons ainsi trouver ¢ €
I(L(gr(TM), gr(AM)) homogene de degré [ en chaque point tel que

gro(9)(9®) = gro(97)(gr(9)) = gri(9"k).
Soit W e I'(L(TM, AM)) I-homogene tel que gr (V) = &.

gri(0°k) = gri(9°k) + gro(97)(gri(k — k)
= gro(97)(9P) — gro(97)(0®)
= 0,

donc 9%k € QY M, AM )"+ et notre récurrence est démontrée. O
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4.3.2 Unicité des connexions de Cartan normales

Si(p: G — M,w) est une géométrie normale et ¥ : G — G un auto-
morphisme de P-fibrés principaux recouvrant l'identité sur M. Alors ¥*w
est une connexion de Cartan et U est un isomorphisme de la géométrie
(G, V*w) sur la géométrie (G,w) et la courbure de U*w est Kyx, = VUK.
Or 0*(V*k) = U*(0*k) = 0, donc la connexion ¥*w est normale elle aussi.
De plus si ¥ est I'identité sur la structure infinitésimale alors ¥*w induit la
méme structure infinitésimale que w. Nous allons voir que modulo une condi-
tion sur la cohomologie H'(gr(g/p), gr(g)) la liberté précédente est la seule
possible.

Avant d’énoncer la prochaine proposition, notons que la cohomologie
possede elle aussi une graduation. En effet, la différentielle 0 sur 'espace
L(A™gr(g/p),gr(g)) est homogene de degré 0 et procure ainsi une gradua-
tion a H™(gr(g/p), gr(g)) C L(A™gr(g/p), gr(g)). Sinous fixons une structure
algébrique de Weyl € : g = gr(g), nous avons alors une décomposition de
g sous la forme g = g_ @ go @ g, : nous pouvons ainsi noter H"(g_, g) la
cohomologie H"(gr(g/p), gr(g)). De plus nous avons la décomposition

Hn(g—vg) = @Hn<g—7g)l

Posons alors H"(g_,9)" = @,,5, H"(9-,8)m l'ensemble des n-formes au
moins [-homogenes.

Proposition 54 Supposons que H'(g_, g)! = 0 pour un certain | > 1.

Soit (p: G — M,w) une géométrie normale et régulicre. Soit o € Q(G, g)
une autre connexion de Cartan normale telle que © —w € QY(G, g)".

Alors il existe un automorphisme de fibrés principaur V : G — G indui-
sant lidentité sur la structure infinitésimale et vérifiant Vo = w.

Remarque 55 La condition H'(g_, g)" = 0 est une condition algébrique qui
ne dépend pas de la structure algébrique de Weyl choisie.

Preuve de la proposition

Posons ® = @ — w. D’apres la proposition 43, & — xk € Q*(M, AM)! et
gri(k — k) = 0(gri(®)). De plus w et @ sont normaux donc 9*(k — k) = 0
et alors 0 = gry(0*(k — k)) = gro(0*)(gri(k — k)). Ainsi gri(k — k) € imd N
ker(gro(9*)) = {0} et donc d(gr;(®)) = 0. Or comme H'(g_,g); = 0 le fait
que d(gry(®)) = 0 implique qu’il existe ¥ € T'(A'M) tel que (V) = —gr (D).

Sil > k, alors AAM = 0 et donc gr;(®) = 0 ce qui signifie que @ est
[ + 1-homogene. Par récurrence nous avons que ® € QY (M, AM)?**+t = {0}
et donc w = w.
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Si maintenant | < k, 'élément ¥ € T'(A'M) correspond & une fonction
Y G — ¢! vérifiant la P-équivariance ¢(u - g) = Ad(g~')(¢(u)) pour tout
u € G et tout g € P, grace a la proposition 35. Posons

A:G — G
u — u-exp((u)).

La P-équivariance de 1 implique que pour tout u € G et tout g € P
Alu-g) = (u-g)-exp(Ad(g™) (¥ (u)))

= u- (99 " exp(v(u))g)
= Au)-g.

Cela signifie que A est un automorphisme du fibré principal G recouvrant
l'identité sur M. L’application A*© € Q!(G,g) est ainsi une connexion de
Cartan normale. Montrons que A*© —w € QYG, g)" .

Soit u € G et € € TG observons

A (u)(§) = w(u - exp(ip(u))(TLA(E))-

Exprimons A*@ en fonction de . Soit ¢ une courbe dans G vérifiant ¢(0) = u
et ¢(0) = &, alors A*@(u)(§) = O(A(w))(L]o0A(c(t))). Or posant f = exp ot

Ae(t)) = e(t) - (f(w) - ((flu) " flelt)))) = rIO TN (I e(t)))

et donc p
(D) = TurT™(€) 4 Ca -1 et (T ().

ou (x est le champ de vecteurs fondamental engendré par X. Posant Z =
Llof(u)~" f(c(t)) € g' nous avons

AN O(u)(§) = D(Tr?(E)) + 0 (C2(Aw))).
Comme [ > 1 nous avons g' C p et donc
O(A(u)(Tre?(€)) = Ad(exp(—(u))) o @(u)(€)

0(Cz(A(u))) = Z € g' C p. Nous avons alors

A*w(u)(€) = Ad(exp(—(u))) o @(u)(§) mod gl C githi!
— ep(-ad@(w)@w(E)  mod g
= w(u)(§) = [¥(u), o) ()] mod gt
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Mais @(u)(§) = w(u) (&) + 2(u) (&) avec w(u)(§) € g’ et B(u)(§) € g™ donc

(A'@—w)(u)(§) = P(u)(§) = [P(u),®(u)(§)]  mod g**
O(u)(§) — [Y(u),w(u)(§)]  mod g*H.
Ainsi A*® —w € QY(M, AM)" et

grivi([¥(u),w@)(©)]) = {gr(d(u)), gri(w(u)(&))}
= —0(gri(¥))(gri(w(u)(€)))
donc gri(A*® — w) = gri(®) — d(gri(v)) = 0 ce qui signifie que A*® — w €
QY (M, AM ). Ttérant cet argument nous trouvons alors I'automorphisme
voulu. 0

Dans le cas ot H'(g_,g)1 # 0 nous n’avons plus I'unicité mais il persiste
tout de méme un résultat présent dans le livre de Cap et Slovak [CS09, p. 272]
au chapitre 3.1.15. Pour le cas ot H'(g_,g)! = 0, l'objectif de ce chapitre
est atteint :

Théoréme 56 Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie semi-simple g et
P un sous-groupe parabolique de G d’algebre de Lie associé une sous-algebre
parabolique p C g. Soit (py : € — M, {T"°M},{60;}) une structure parabolique
infinitésimale réguliere sur une variété M. Soit € : gr(g) — g une structure
algébrique de Weyl : cela induit une inclusion i : Py — P. Supposons de plus
que H'(g-,9)' = 0.

Alors il existe une unique connexion de Cartan normale et réguliére
sur G = &€ X; P induwisant la structure infinitésimale initiale, ['unicité
étant compris comme unicité modulo les automorphismes de fibrés princi-
paux W : G — G induisant l'identité sur la structure infinitésimale.

Preuve du théoréme

Partant d’une structure parabolique infinitésimale réguliere et d’une
structure algébrique de Weyl nous avons construit une connexion de Cartan w
sur G := & x; P induisant la structure parabolique de départ : cette connexion
est donc réguliere. Or nous avons vu que dans la classe des connexions de Car-
tan régulieres induisant la méme structure infinitésimale que w; il existe une
connexion de Cartan réguliere qui est normale. Puis si deux telles connexions
existent alors d’apres la proposition 4.3.2 et le fait que H'(g_,g)! = 0
ces deux connexions s’identifient via un automorphisme de fibré principal
VU : G — G induisant 'identité sur la structure infinitésimale. O
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Chapitre 5

Les coordonnées distinguées

Soit (p : G — M,w) une géométrie parabolique de type (G, P), nous
cherchons des coordonnées de M telles que celles-ci s’approchent au plus
pres du modele homogene. Notons g ’algebre de Lie de GG et p celle de P. En
nous donnant une structure algébrique de Weyl, nous disposons alors d’une
décomposition g

g = p_-Op
= gD - DY 1DPPGDG DGk

avec k > 1. Donnons nous des bases (fi,..., f;) des sous-espaces g_; pour
1 <4 < k. Et notons (e;)1<j<, la base de p_ obtenue en concaténant les
bases précédentes.

Définition 57 Soit vo € M et uy € G,,, nous disposons, sur voisinage V de
xo, de coordonnées nommées distinguées

F: p_ — UcM
(xlw'-axn) — po¢($1el+"'+$n€n)

avec ¢(Z) == FI&~ D (ug) pour tout Z € p_.

Avec ces coordonnées distinguées vient une section o du fibré G — M
définie par

(5.0.1) c=¢oF':VCM-—gG,
et des champs de vecteurs
(5.0.2) &i(z) = To@p(w(o(@)) ™ (e))

pour x € F(V)etie{l...,n}.
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A présent pour comprendre a quel point nous sommes proches du modele
dans ces coordonnées, il nous faut introduire la dilatation parabolique. Dans

ces coordonnées cette dilatation parabolique est naturelle et est définie par
U, =Fo®,0oF ! avec

Oy (xy, ... w2t ah ) = (tay, .. tha, P2, Rl ).
Théoreme 58 En notant, & les champs de vecteurs précédemment définis
dans le cas homogéne, alors les champs de vecteurs & pour une géométrie
parabolique de type (G, P) quelconque vérifient :

t@Owre, = €0+ O(t?),

lorsque t tend vers 0, avec a(i) < 0 Uentier vérifiant e; € gaqy et avec 8 qui
est égal a ’homogénéité de la fonction de courbure k € Q*(M, AM) de w.

Preuve du théoréme
Pour démontrer cette proposition nous allons démontrer que nous avons
I’égalité

(=P
Oy, (x) = Lx)P(EY),
0= 3 G e
en considérant les coordonnées (z1,...,x,) comme fixes, avec L¢ la dérivée
de Lie par rapport au champ de vecteurs ¢ et avec X = w(o(z)) ' (F~!(z)) =
1€ + -+ -+ 1,8, L'intéret de cette formule est que nous connaissons bien le
tiré en arriere des champs de vecteurs 0,, par rapport a ¥, : ¥;0,, = ti%
avec a(i) < 0 l'entier vérifiant e; € ga(;). Ainsi en exprimant tous les J,, en
fonction des & puis en inversant ce systeme, nous obtiendrons les champs de
vecteurs & comme combinaisons linéaires des 0,, avec comme coefficients des
séries dont les variables sont les coordonnées x; : il sera alors aisé d’observer
le tiré en arriere de & par ¥, et de le comparer au cas modele.

Pour cela nous allons utiliser la formule de la dérivée de l'application
exponentielle définie par une connexion linéaire donnée par exemple par le
théoreme 6.5 de [HelO1, p. 36]. Reste alors a révéler la connexion sur M qui
nous permettra d’utiliser ce théoreme. Avant de continuer, notons A l'iso-
morphisme linéaire

Aopo — T,,M
X — T,p(w(ug) '(X)).

Lemme 59 Soit xp € M et uy € G,,. Alors il existe une connexion li-
néaire V sur M telle que la fonction exponentielle associée partant de x
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dans M est la fonction F o \=! et telle que le prolongement paralléle de
¢ € T,,M dans le voisinage U C M de zy est le champ de vecteurs

£ = Trmp(w(o(x) (A1)

Preuve du Lemme

Soit xy et ug comme dans les hypotheses. Définissons dans un premier
temps un horizontal H € TG au dessus de U C M. Notons qu’au dessus
de U C M, le fibré principal G se décrit par le couple (x,h) € U x P via
I’application bijective

UxP — g
(x,h) +— o(x)-h.
La connexion de Cartan w nous fournit alors 'identification

Gxpp. — TM
[o(@) - h,X] —  Tomplw(o(x) (X))
= To@np(w(o(z)-h)™!

Soit z € U C M, h € Pet X € p_ alors définissons le relevé horizontal
de [o(z), X] au dessus de o(x) - h € G par

" (o(x) - h) = wlo () - h) " (Ad(R)(X)) = Ty (w(o(2)) ™ (X))

(Ad(h=)(X))).

Par P-équivariance de la connexion de Cartan w, ces relevés horizontaux sont
des champs de vecteurs invariants a droite sur le fibré principal G, c’est-a-dire
(rh)yrehor = ¢hor pour tout h € P. D’apres [CS09, p. 38], cela nous définit
une connexion principale v sur G. Appliquant la proposition 1.3.4 de [CSO9,
p. 41] au fibré associé TM ~ G X p g/p nous obtenons une connexion linéaire
V sur M dont les relevés horizontaux sont donnés par [¢"°",0] € TG xrpg/p
avec "7 le relevé horizontal dans T'G pour la connexion 7.

Soit & présent ¢ € Ty, M, notons ¢ la courbe c(t) := F o \71(t{) € M et
¢ la courbe ¢(t) := o(c(t)) = Flffl()‘il(g))(uo) € o(M) C G. La courbe c est
une géodésique de M pour V. En effet, comme ¢(t) = p(Flfﬁl(’\il(g))(uo)),
nous avons ¢(t) = Txpp(w(c(t)) M A1) = [e(t), A\ 1(§)] et donc é(t) =
[é(t), 0] = [w(o(c()) M A(£)),0] est dans la distribution horizontale de
TM car w(o(c(t)))"H(A71(£)) est par définition dans la distribution horizon-
tale de G. La courbe ¢ est donc bien une géodésique pour V et la fonction
exponentielle partant de zo € M pour V est la fonction F o A71.

Montrons finalement la derniere propriété. Soit £ € T, M et v € U C M
alors xg et  sont reliés par la géodésique c(t) = F'(tF"~ Yz)) = p(o(tF~(x))).
D’apres la proposition 1.3.4 de [CSOQ, p. 41], le prolongement parallele de &
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le long de ¢ est donnée par [o(c(t)), A"1(&)] = To(eyp(w(o(c(t))"HAH(E))).
Au dessus de z le prolongement parallele du vecteur & est donc bien I’élément

To@p(w(o(x) " (A7H(E)))- O

Remarque 60 Nous venons de voir que le choix d’un antécédent uy € Gy,
procure une connexion linéaire sur un voisinage U C M de xy. Maintenant st
nous changeons d’antécédent u € G, alors il existe h € P tel que up = u - h.
La connexion induite par u coincide avec celle induite par ug si et seulement
st ad(h) stabilise l’algébre nilpotente p_. Une telle connexion est donc en fait
fixée par le choix d’une structure algébrique de Weyl i : Py — P.

Démontrons a présent le théoreme annoncé. Soit x € U C M et soit
ie{l,...,n} alors

Oy, (1) = Tp1()F(e;)
= T/\oF—l(x)<F ) )\_1)<)\(61))
= T)\oF—l(:v)<E$pxo)()‘<ei))'

Notant & = X o F~1(z) et n = A(e;) nous disposons des prolongements
paralleles, pour la connexion linéaire V, &* = T, p(w(o(y))"HAT1(E))) et
n* = Trup(w(o(y)) ' (A"H(n))) pour y € U C M. Remarquons que n* n’est
rien d’autre que le champ de vecteurs &; et que £* est le champ de vecteurs
Top(w(o(y) H(EF () = 216 + -+ - + 2,&,. D’apres le lemme précédent
nous pouvons utiliser le théoreme 6.5 de [Hel01, p. 36] et nous obtenons

Op,(x) = Z;OO(pH 2. (")
- Z;OO (p+1 Eilfl'i‘ +zn§n(£i)7

avec les coordonnées (z1, ..., z,) fixes et avec L¢ la dérivée de Lie par rapport
au champ de vecteurs ¢ dans T'M.

Or nous connaissons suffisamment les crochets entre les champs de vec-
teurs &; : d’apres le lemme 31, pour y e U C M

6. &1(W) = Toypwlo(y) (i e;] — ( ( ))(€i, €;)))
= To(y)p(w(U(y)) Hleis e5])) — Toyp(w(o(y))(k
= D ima(i)tal)) al;& + D ka(i)+a(j)+8 b ()& (y)

(o(y))(eire5)))

car k(o (y))(es, ej) C g*@TeW+8 avec al; € R, bf; des fonctions sur M lisses

t [0, &)] = > —a(i)tal) awﬁl (la restrlctlon sur les indices de cette derniere

somme provient du fait que les £2 sont invariants sous l'action de W, : Wrg) =
&0
ta(i) )
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Remarque 61 La suite de notre démonstration est simple. Cependant cette
fin de démonstration dans le cas général énoncé devient plus difficile a suivre
a cause de notations que nous devons introduire. C’est pour cela que nous
trouvons cette fin de démonstration pour l'exemple d’une géométrie parabo-
lique de type (G5, P(a,}) dans la démonstration de la proposition 115.

Finissons donc cette démonstration dans le cas d'une géométrie parabo-
lique quelconque. Utilisant I’expression des 0,, précédemment trouvée, nous
obtenons alors

am<:c>=51—%(2xi( > i+ Z()Bbfgk))
1= l i)+

—a(1)ali) k>a(l)+a
1 n n
+6(Z%‘<in< dodifg.al+ )] bfz[fj,fk]))) RIERE
j=1 i=1 I=a(1)+a(i) k>o(1)+a(i)+8
1 n
=& - 5( l‘z( Z ay + Z bfzﬁk))
i=1 I=a(1)+a(d) k>a(1)+a(i)+8
1/ < m
rp(Lem X b S e
i,j=1 I=a(1)+a(i) m=a(j)+a(l)
+ Z ik Z ay; Z bji&m
i,j=1 I=a(l)+a(i)  m2a(j)+al)+p
D DL UEED DR D DR
i,j=1 IZa(l)+a(i)+B8  m=a(j)+a(l)
DIETHD DD VAR
W=l Za(ta(@+f  m>a()+a()+8
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Ainsi en appliquant I'action de ¥; nous obtenons

1/ .
it W /2 _ - —a(i) ..
= \Ijtgl 9 < ;1 13 xz(

aél\ljr &

>

I=a(1)+ald)

_|_

2.

s
k>a(1)+a(i)+8

+% ( i o=y, Z a,

ij=1 I=a(1)+a(i)

+zn:t°‘(i)a(j)x,-xj Z a,

i,j=1 I=a(1)+a(i)

n Xn: ety Y

4,j=1 >a(l)+oa(i)+8

n i ooty Y

i,j=1 I>a(l)+a(i)+8
+...

1 - —a(t
:‘I’:fl—§<zt Oil?i(
i=1

+ O(ta(1)+a(i)+ﬁ)>)

1 - —a(t)—oa(y

O VD
m=a(j)+a(l)

ij=1 I=a(1)+a(i)
+ 3 em00) g g O Va4 G) )
ij=1

+ 37 relal)g g oo +aliral))
ij=1

'y t—oc(i)—a(j)zixjo(ta(1)+a(i)+a(j)+2ﬁ)> L
ij=1

2.

m=a(j)+a(l)

W Em

Vi UEEm
m>a(j)+a(l)+8

2.

m=a(j)+a(l)

2.

m>a(j)+a(l)+8

W Em

Y )

1
ay Vi&

2.

I=a(1)+a(i)

ajVi&m

= ) W(N&) + o)

i=1
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avec les A des polynomes en les variables z; correspondant au cas modele
1 j

homogene :
\I’tagi = z_; \Ijt( 15?) = (1) (Z_; /\15?)-

Nous obtenons la méme relation pour les autres champs de vecteurs 0,,.
Inversant alors notre systéeme nous avons

Ure =Y U (ule;) + O +P)

J=1

avec les p! des polynomes en les variables x) correspondant au cas modele

homogene :
n . 1 L
* 0 * 0\ __ 0
Ui = Z (2 (M%j) =0 <ZN§§]>
j=1 j=1
Nous obtenons ainsi le résultat voulu. O
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Partie 11

Vers une correspondance entre
géométries paraboliques et
variétés
quaternion-kihlériennes
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L’objectif de cette these rappelons le, est de fournir des arguments en
faveur de I'existence d'une correspondance entre des géométries paraboliques
régulieres de type (G/P) et des variétés quaternion-kéhlériennes dont les mé-
triques se comportent comme la métrique de I’espace symétrique quaternion-
kéhlérien de type non-compact G/K proche de la frontiere de Furstenberg
associée a P.

Nous commencerons donc cette partie en introduisant les variétés qua-
ternion kédhlériennes et en étudiant le comportement de la métrique d’un
espace symétrique de type non-compact G/ K au voisinage d’une frontiere de
Furstenberg. Ensuite dans la deuxieme partie, nous chercherons a générali-
ser la construction de Le Brun [LeB89] dans laquelle Iespace des twisteurs
de la métrique obtenue est ’ensemble des géodésiques nulles d'une géomé-
trie conforme de signature (3,%). Nous établirons alors une liste d’espaces
qui sont de bons candidats pour étre des espaces de twisteurs d’une variété
quaternion-kahlérienne.
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Chapitre 6

Les espaces symétriques
quaternion-kihlériens de type
non-compact

6.1 Les variétés quaternion-kihlériennes

Nous avons vu dans 'introduction qu'une variété quaternion-kéhlérienne
se définit simplement comme étant une variété riemannienne dont le groupe
d’holonomie est contenu dans SP(1) - Sp(n) := Sp(1) x Sp(n)/{£1}. Parmi
cette famille de variété, se trouve les variétés particulieres qui sont des espaces
symétriques et qui sont connus sous le nom d’espaces de Wolf. Dans notre re-
cherche de correspondance, nous nous intéressons aux duaux non-compacts de
ces espace de Wolf : nous trouvons par exemple dans cette liste les espaces sy-
métriques non compacts SO(4, k)/SO(4) x SO(k), SU(2,k)/S(U(2) x U(k)),
Sp(1,k)/Sp(1) x Sp(k) et G5/SO(4) pour tout k > 1, pour lesquelles les mé-
triques quaternion-kahlériennes sont les métriques induites par la forme de
Killing sur I'algebre de Lie semi-simple en question.

Avant de passer au caractere symétrique des ces espaces, nous allons
parler un peu plus de la propriété d’étre quaternion-kéahlérien. Une définition
analogue de celle précédemment vue, d'une variété quaternion-kéhlérienne est
la suivante : une variété riemannienne (M, g) est dite quaternion-kéhlérienne
sil existe une distribution H C A(TM) localement engendrée par trois struc-
tures presque complexes I,J et K vérifiant les relations des quaternions
I’ = J? = K? = IJK = —1 et telle que H soit stable par la dérivée cova-
riante de Levi-Civita V¢ et respecte 'orientation de M (les trois structures
presque complexes provenant de I'action de Sp(1) sur le tangent TM).

Une propriété remarquable des variétés quaternion-kahlériennes est que la
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structure quaternion-kahlérienne est reliée a un espace complexe : la métrique
g d’une variété quaternion-kihlérienne M*" est codée par une famille de
courbes dans une variété complexe et de contact N?"*! appelée espace des
twisteurs. Cet espace apparait naturellement comme 'espace total du fibré,
au dessus de M, par la sphere unité de H (c’est-a-dire par I’ensemble des
structures presque complexes z;] + x;J + v K de M). Le fait remarquable
étant que cette variété de dimension réelle 4n+2 possede en fait une structure
presque complexe intégrable et une structure de contact sur cette variété
complexe. En 1989 Le Brun dans [LeB89] fournit la construction d’un espace
quaternion-kéhlérien a partir d’'un espace des twisteurs :

Théoréme 62 (Le Brun) Soit N une variété complexe de contact de di-
mension compleze 2n + 1 avec n > 2, et soit o : N — N une involution
anti-holomorphe sans points fixes et respectant la structure de contact. Po-
sons alors M, ’espace des courbes rationnelles o-invariante dans N qui sont
transverses a la distribution de contact et ont pour fibré normal 2nO(1). Alors
M, est naturellement une variété analytique réelle pseudo-riemannienne de
dimension 4n et d’holonomie incluse dans Sp(1)-Sp(l,n—1) pour 0 <1 < n.

Notons que dans les cas homogenes M = G/K quaternion-kéhlériens, le
groupe d’isotropie K peut s'écrire sous la forme KSp(1) avec K C Sp(n).
Ainsi comme nous le voyons dans [Sal82], en choisissant une base standard
(I,J,K) de Sp(1) et en notant U(1) C Sp(1) le sous-groupe engendré par [
alors Pespace des twisteurs de G/K est I'espace homogene G/KU(1).

6.2 Les métriques quaternion-kihlériennes
aux voisinages des frontieres de Fursten-
berg

Avant d’observer les métriques quaternion-kéhlériennes aux voisinages
des frontieres de Furstenberg, nous allons commencer par définir les bords
de Furstenberg. Au passage nous allons voir une définition des sous-algebres
paraboliques équivalente a celle de la premiere partie et que nous utiliserons
dans la suite de cette these.

6.2.1 Les bords de Furstenberg

Soit X = G/K un espace symétrique de type non-compact avec G' un
groupe semi-simple et K C G un sous-groupe compact maximal. Notons g
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I’algebre de Lie de G et € celle de K. Partant d’un espace symétrique nous
avons une involution de Cartan © donnant une décomposition de Cartan

=toyp,
avect={X €g:0(X)=X}etp={X €g:0(X)=—-X}. Avec cet outil

supplémentaire les sous-algebres paraboliques de g se révelent explicitement
de la maniere suivante. Choisissons un sous-espace de Cartan a C p, c’est-
a-dire un sous-espace abélien maximal dans p, nous avons alors un systeme
de racine ® = {a € a* : o # 0, g, # 0} avec g, = {X € g : VH €
a, [H, X] = a(H)X}, ainsi qu'une décomposition en racine de g donnée par
I'action adjointe ad(a) sur g :

g=modad EB Gas
acd
avec m = 3(a)N€ pour 3(a) ={X € g:VH € a, [H, X] = 0} le centralisateur
de a dans g. Choisissons a présent un sous-ensemble de racines positives
Ot C P et notons A les racines simples de ®*. Maintenant, a un sous-
ensemble I de A nous allons associer la sous-algebre p; de g suivante : posons
®! C ® 'ensemble des combinaisons linéaires de I,

— I __ 1 _ 1
ar =perker(e) , ol =arnNa , my=m@a’ &P, 1 a
— [
ny = ®a6<1>+—‘1>1 Yo et l1] - @ae{r_qﬂ Yo

I'orthogonal étant donné par la forme de Killing sur g. Nous pouvons a présent
définir notre sous-algebre p; par

pr=m;Da;Dn,.

Proposition 63 Ces sous-algebres pr sont des sous-algebres paraboliques de
g.

Preuve de la proposition

L’ensemble des éléments nilpotents de p; est 'idéal n;. Soit a présent
X ea;, Y eg, aveca € UD U {0} (ainsi Y € py), et soit Z € gg avec
€ ®t— ! (ainsi Z € ny). Alors comme ad(X) préserve la forme de Killing,
Nnous avons

0= B(ad(X)(Y), Z) + B(Y,ad(X)(2)) = ((X) + 5(X))B(Y, Z).
Or a(X) 4+ B(X) # 0 car o(X) > 0 et B(X) > 0, donc B(Y, Z) = 0. Ainsi

n; C p7 puis nous avons 1’égalité par dimension : le nilradical de p; est donc
bien p7 ce qui signifie que p; est une sous-algebre parabolique de g. O
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Remarquons que si nous avions fait d’autres choix de systemes de ra-
cines (positives) alors nous aurions trouvé de la méme maniere d’autres sous-
algebres paraboliques de g mais isomorphes a celles que nous avons trouvées
icl.

Proposition 64 Soit q une sous-algébre parabolique de g. Alors il existe un
sous-espace de Cartan a de g vivant dans p = {X € g: ©(X) = =X}, un
systeme de racines simples positives A et un sous-ensemble I de A tels que

q=>ypr.

Preuve de la proposition

Soit q une sous-algebre parabolique de g, prenons € € g un relevé de
I’élément de graduation €; associé a g. Dans une base de g adaptée a la
décomposition fournie par ce relevé nous voyons clairement que ad(e) est
diagonale et de valeurs propres réelles : € est donc un élément hyperbolique
de g. Nous pouvons alors le compléter pour obtenir une sous-algebre de g
commutative formée d’éléments hyperboliques et maximale pour ces proprié-
tés, c’est-a-dire en un sous-espace de Cartan a. Par définition de I’élément de
graduation nous avons a C go. Or tout sous-espace de Cartan est conjugué
a un sous-espace de Cartan inclus dans p = {X € g: O(X) = —X} avec
© linvolution de Cartan précédente. Ainsi quitte a conjuguer q par 1'élé-
ment adéquat, nous pouvons supposer que a = a. Nous retrouvons alors la
construction précédente de la sous-algebre parabolique q grace a I’ensemble
®l :={a e d:ale) =0} U

Faisons a présent quelques remarques sur cette définition équivalente.
Tout d’abord observons que pa = g et que pp = mB adn est un parabolique
minimal.

Observons ensuite que nous retrouvons bien la décomposition graduée de
g induite par la sous-algebre p; :

g=pP D - DPp_1DPoDP1 DD Py,

avec po = my @ ay et p; étant 'ensemble des g, pour o une racine de poids ¢
dans & — ®;. Concretement une racine 5 de ¢ s’écrit comme une combinaison
linéaire des racines simples A : f = X, ,caZo; et une racine de poids ¢ dans
® — ®; est une racine [ telle que X,ea_rx, = i. Comme le crochet de Lie
sur g envoie g, X g SUr go4p cette décomposition est clairement graduée.
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A présent que nous avons une sous-algebre parabolique p; de g nous
pouvons considérer le sous-groupe parabolique associé

Pri= £ {g€ G Ad(g)p) < p')

avec p' = P ;>i ;- Nous avons pour ce sous-groupe la décomposition de
Langlands P; = M;A;N; avec A; = expay, Ny = expny et M le groupe de
Lie correspondant a ’algebre de Lie m;. Avec cette décomposition apparait
un espace symétrique de type non-compact X; = M;/K; avec K; = K N M;
le sous-groupe compact maximal de M;. Notons By = G/P; (~ K/K) la
variété filtrée sous-jacente.

Définition 65 Les bords de Furstenberg de X = G/K sont définis par
Fr=G/H; avec H;= K;A;N;C Pr.
Notre variété Fr est naturellement fibrée de la maniere suivante :
X; — Fr — By.

La compactification de Furstenberg de X est alors

X = UFI.

ICA

Notons que Fa = X.

Ces espaces F7 apparaissent comme des bords de la variété symétrique X
de la maniere suivante. Choisissant a; C a une chambre de Weyl positive et
notant a"® ’ensemble des éléments réguliers de a, le sous-groupe Kj est égal
au centralisateur de a’ dans K7. Ainsi dans les coordonnées polaires ([Hel84,
GJT98, p. 186]) nous avons lisomorphisme K;/Ky x al™ — X7 donné
par (k,a) — kexp(a) avec X;% un ouvert dense de X;. Regardant alors dans

les coordonnées polaires de G/K, nous avons 'application surjective
Kx Kr/Kygxal™ xa; ~ KxX[“xa? — X'
(k,x,a) —>  kzexp(a)
qui induit I'isomorphisme

(621) Fr x Cl[jreg ~ K/K] X X}‘eg X a[fg — X7

avec X" un ouvert dense de X. Notre élément F; apparait donc bien comme
un bord de X de codimension r—|I| avec r le rang de notre espace symétrique
X. Ainsi lorsque I = (), Xy se réduit & un point et Fy = By est le bord de
Furstenberg maximal. A contrario, lorsque I contient tous les éléments de
A sauf un, alors A; est de dimension 1 donc Fj est un vrai bord (au sens
classique) de codimension 1 et X; est de rang r — 1.
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6.2.2 Les métriques au voisinages d’une frontiere de
Furstenberg

Nous allons regarder ici comment s’exprime la métrique quaternion kahlé-
rienne d’un espace symétrique de type non-compact G/ K dans des coordon-
nées adaptées a 'isomorphisme (1.1). Soit donc G/K un espace symétrique
de type non-compact et soit A un systeme de racines simples positives dé-
fini comme précédemment. Soit I un sous-ensemble de A, nous disposons
alors d’une sous-algebre parabolique p;. L’espace tangent a G/ K est 'espace
G xgm, avec g = € d m la décomposition de Cartan de notre espace sy-
métrique (notons que nous notons de maniere non conventionnel m l’espace
{X € g:0(X)=—X} et non pas p, pour ne pas confondre cet ensemble
avec une sous-algebre parabolique). Tandis que l’espace tangent a notre bord
de Furstenberg F; = K/K; x X; est (K Xk, qr) X T Xy avec q; un supplé-
mentaire de €; dans €. L isomorphisme (1.1) nous permet de voir le lien entre
ces deux descriptions : au dessus du point M = kzexp(a) € (G/K)" nous
avons

Mem=(Ad(e ) o Ad(z™") (k) + & + %)

car A; et X; commutent. A présent, supposons que [ soit tout 1’ensemble
A moins un élément, c’est-a-dire que le bord de Furstenberg F} soit un vrai
bord. Comme nous I’avons vu dans la démonstration de la proposition 64,
il existe un élément ¢ € a C p; nommé élément de graduation vérifiant
ad(e)(X) =iX pour tout X € p; et pour tout i € {—k,..., Lk}, avec

g=pPrD - DOP1DPoDOP1D-- DPs,

la décomposition de g précédemment vue et induite par p;. A fortiori cet
élément € € a;, car a = a; ® a’ et un élément X de a;, tout comme e,
vérifie ad(X)(Y) = 0 pour tout Y € m; alors que ce n’est pas le cas pour
les éléments de a’. Ainsi au dessus du point M = kxexp(re) € G/K, nous
avons

M = sinh(—ad(re))(Ad(z~Y) (k) + (£), + < € m

et alors la métrique induite par la forme de Killing sur m nous procure une
métrique dans nos coordonnées fournies par l'isomorphisme (1.1) de la forme

k
(6.2.2) g=dr’+gx, + Y _sinh*(jr)y;a
j=1
avec ;. une métrique sur 'espace tangent gradué gr;(T'(G/Pr)) qui dépend

du point z de la fibre X; et avec gx, la métrique de I'espace symétrique
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X7 induite par la forme de Killing. Je renvoi a article [BMO06] pour une
présentation générale des comportements des métriques proches des bords
de Furstenberg et au livre [Big00, p. 13| pour 'exemple concret de G/K =

Sp(1,n)/S5p(n).
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Chapitre 7

Des candidats pour étre des
espaces de twisteurs de variétés
quaternion-kihlériennes

7.1 Le cas de la géométrie conforme

Décrivons brievement, dans ce chapitre, la construction de métriques
quaternion-kahlériennes de modele homogene SO(4,k)/SO(4) x SO(k) faite
par Le Brun ([LeB89, LeB83]) avec k& > 2. Pour cela notons P; le sous-groupe
parabolique de SO(4, k) fixant une droite isotrope de R**. Le groupe de Levi
de ce sous-groupe parabolique est CO(3,k — 1) = R x SO(3,k — 1). Et no-
tons ()12 le sous-groupe parabolique de SO(4, k) fixant un plan totalement
isotrope de R** et une droite de ce plan. La construction de Le Brun débute
avec la donnée d’une métrique conforme de signature (3, k—1) sur une variété
réelle analytique M de dimension k42 c’est-a-dire qu’elle débute avec la don-
née d’une géométrie parabolique réguliere analytique de type (SO(4, k), P).
En effet comme le sous-groupe P; est 1-gradué, alors d’apres la proposition
33, une géométrie parabolique de type (SO(4,k), P;) est la donnée d’une
réduction au groupe de Levi CO(3, k —1). A partir de 13, Le Brun complexi-
fie cette variété M puis définit EC lespace des directions complexes nulles
de MC. Il savere que cet ensemble EC possede une géométrie parabolique
de type (SO(4 + k,C),QF,). En effet, dans le modele homogene, I'espace
tangent & SO(4,k)/P, au point D est l'espace D*/D. Or fixer une droite
isotrope dans D1 /D revient & fixer un plan totalement isotrope dans R**
contenant D : I'espace des directions nulles de SO(4, k)/P; est donc 'espace
SO(4,k)/Q12. Ce résultat se généralise au cas d'une géométrie parabolique
(p: G — M,w) de type (SO(4,k), P) quelconque et I'ensemble des direc-
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tions nulles de M, E =G xp, P1/Q12 = G/Q1.2, possede bien une géométrie
parabolique de type (SO(4,k),Q12). Finalement l'espace des twisteurs A
espéré pour utiliser le théoreme 62 apparait comme étant I'espace des feuilles
du feuilletage de E® par les relevés des géodésiques nulles complexes de M€ :
I'espace N est I’ensemble des géodésiques complexes nulles de M€ et il pos-
sede les propriétés du théoreme 62 d’apres [LeB83]. 1l se cache ici deux choses
primordiales pour généraliser cette construction : premierement ce feuilletage,
qui ici se comprend facilement, existe et se comprend de maniere algébrique
(c’est ce que nous allons voir dans le chapitre suivant), et deuxiemement, les
propriétés souhaitées pour cet espace des twisteurs A s’obtiennent si notre
géométrie parabolique sur E€ de type (SO(4 + k,C), <f2) est réguliere, ce
qui impose une restriction algébrique bien évidemment vérifiée ici.
Cette construction se résume par la double fibration

E(C
7
N
M‘C/ N

Pour finir les courbes utilisées dans le théoreme 62 se trouvent en com-
prenant dans le modele ce que deviennent les courbes rationnelles 7! (x)
lorsque x se rapproche du bord SO(4, k)/ P, dans SO(4,k)/SO(4) x SO(k)
avec m : N — SO(4,k)/SO(4) x SO(k). Ainsi en déformant ces courbes
limites que nous pouvons définir simplement a ’aide de la géométrie para-
bolique initiale par v(u~*(z)) pour z € M€, Le Brun retrouve un espace Q
de dimension 4k correspondant a des courbes lisses vérifiant les hypotheses
du théoreme 62. Ce méme théoreme fournit alors une métrique quaternion-
kahlérienne a Q.

Pour espérer une construction similaire d'un espace des twisteurs préci-
sons les deux outils précédemment utilisés et les restrictions qui apparaissent
pour les utiliser.

1. Le premier outil utilisé fut de relever une géométrie parabolique
réguliere de type (G, P) a une géométrie parabolique réguliere de type
(G,Q) avec Q C P. Ceci passe par 1'étude des espaces correspondant
et cela va nous faire apparaitre des restrictions sur la cohomologie

H*(g_,9).

2. Le second point consiste a révéler un feuilletage de F(= G/Q) par
des feuilles de dimension 1. Pour qu’un tel feuilletage arrive cela va
impliquer une restriction algébrique. De plus, pour que l'espace des
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feuilles soit dans le cas homogene I'espace des twisteurs G/ R de 'espace
symétrique quaternion-kéahlérien de départ, alors cela implique que ) C
R et dim(G/Q) = dim(G/R) + 1.

Dans cette partie nous allons chercher a généraliser la construction précé-
dente d'un espace des géodésiques nulles, ¢’est-a-dire que nous allons chercher
a mimer une double fibration

avec P et () des sous-groupe paraboliques de GG et R le sous-groupe para-
bolique de G' donnant & G/R une structure de contact [CS09, p. 298](car
'espace des twisteurs de G/K est inclus dans G¢/R®) et avec G/Q — G/R
une fibration dont les fibres sont de dimension 1. Les deux prochains chapitres
sont consacrés chacun a une des étapes de cette construction : dans le pro-
chain chapitre nous étudierons comment se releve une géométrie parabolique
normale et réguliere de type (G, P) en une géométrie parabolique de type
(G, Q), puis dans le suivant nous regarderons a quelles conditions nous avons
un feuilletage comme précédemment. Dans le dernier chapitre, nous listerons
les géométries paraboliques pour lesquelles nous avons une telle construction.

7.2 Les espaces correspondants

Nous allons ici nous intéresser au cas ou () C P sont deux sous-groupes
paraboliques d'un groupe de Lie semi-simple GG. Dans ce cas-1a, nous dispo-
sons de deux espaces homogenes G/Q et G/P possédant chacun une géo-
métrie parabolique. Les questions que nous allons nous poser concernent les
relations entre les géométries paraboliques de type (G,Q) et (G, P). Nous
verrons qu’en toute généralité nous ne pouvons pas dire grand chose mais
que ces questions sont des questions algébriques qui se reglent au cas par cas.
Je renvoie donc a la partie 9.3.1 de cette these pour voir I'exemple concret
des sous-groupes paraboliques de GG5. Nous suivons pour cette partie la pré-
sentation de Cap et Slovék [CS09, p. 99].

Définition 66 Soit G un groupe de Lie et Q C P C G deux sous-groupes
fermés. Soit (p : G — N,w) une géométrie de Cartan de type (G, P). Nous
définissons [’espace correspondant CN de N pour Q C P comme étant l'es-

pace quotient G/Q = G xp P/Q.
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Nous avons alors les propriétés suivantes :

Propriété 67 Soit () un sous-groupe de P et CN [’espace correspondant a
une géométrie de Cartan (p: G — N,w) de type (G, P) pour ce sous-groupe
Q. Alors nous avons :

1. L’espace CN est l’espace total d’un fibré sur N de fibre [’espace
homogeéne P/Q, et il posséde une géométrie de Cartan (q: G — CN,w)
de type (G, Q).

2. La fonction de courbure k™ de (p: G — N,w) et celle k&N de (¢ : G —
CN,w) sont reliées de la maniére suivante : soit u € G et X,Y € g
nous avons

(7.2.1) YW (X +q,Y +q) = VW) (X +p,Y +p)

avec q et p les algebres de Lie de () et P. Ces deux fonctions de
courbure sont donc induites par une méme fonction G — L(A%g, g).

3. Le sous-espace p/q de g/q induit une distribution VCN =G xqgp/q C
TCN = G xg g/q. C’est exactement 'espace vertical de la projection
CN — N. La courbure k& de CN a la propriété que pour toute section
¢ de VCN, 1e6°N = 0.

Preuve de la Propriété

1. L’espace CN est le fibré sur N associé a la fibration principale G et a la
fibre P/Q, c’est-a-dire l'espace G X p P/ d’ou la premiere assertion. Comme
P agit librement sur G il en est de méme pour ) C P. Ainsi la projection
naturelle ¢ : G — CN = G/Q est un fibré principal de groupe de structure
Q. Par définition la connexion de Cartan w € Q'(G, g) est une trivialisation
de T'G, P-équivariante vérifiant w({x) = X pour tout X € p et {x le champ
de vecteurs fondamental associé a X. Mais comme () est un sous-groupe de
P, w reste Q-équivariante et vérifie w({x) = X pour tout X € q. Nous avons
donc bien que (¢ : G — CN,w) est une géométrie de Cartan de type (G, Q).

2. La forme de courbure K € Q?(G,g) définie par K(&,n) = dw(&,n) +
[w(§),w(n)] est donc la méme pour les deux géométries en question. Ainsi les
deux fonctions de courbure k% et kY proviennent de la méme fonction de
courbure x : G — A?g* ® g, la premiére étant vu grace a la propriété 38 dans
G — A*(g/p)* ® g et la deuxieme dans G — A?(g/q)* @ g, d’out la relation
demandée.

3. Comme @ est un sous-groupe de P, nous avons Ad(h)(p) C p pour
tout h € Q. Ainsi 'inclusion p/q C g/q est Q-invariante et G X p/q est un
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sous-fibré lisse de G x¢ g/q. Comme w définit une connexion de Cartan sur
¢ : G — CN, nous savons, d’apres l'isomorphisme (2.1.1), que G X g/q est
isomorphe a l'espace tangent TCN de la maniere suivante : G xgg/q — TCN
est donnée par [u, X + q] — T,q(w(u)~'(X)). Comme l'identification entre
TN et G xpg/p provient elle aussi de la connexion de Cartan w, nous voyons
que la projection CN — N correspond a la projection naturelle g/q — g/p.
Ainsi le fibré vertical de CN — N correspond au noyau p/q de g/q — g/p.
Enfin, soit [u, X +q] une section de VCN = G xgp/q alors kN (u)(X +q,.) =
kN (u)(X +p,.) = k" (u)(p,.) = 0 car la forme de courbure pour la géométrie
de N est horizontale d’apres la propriété 38. O

La question que nous allons nous poser a présent est de savoir si partant
d’une géométrie parabolique réguliere (respectivement normale), nous avons
que la géométrie parabolique de 'espace correspondant est aussi réguliere
(respectivement normale). Nous pouvons déja répondre a cette question pour
la notion de normalité.

Proposition 68 Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g, P un sous-
groupe parabolique d’algebre de Lie p et () un autre sous-groupe parabolique
d’algébre de Lie q vérifiant Q C P. Soit a présent (p : G — M,w) une
géométrie de Cartan sur une variété M de type (G, P). Comme nous venons
de le voir, la variété CM := G/Q = G xp P/Q est naturellement munie d’une
géométrie parabolique (q : G — CM,w) de type (G, Q).

Alors la géométrie de Cartan (p: G — M,w) est normale si et seulement
si la géométrie de Cartan (¢ : G — CM,w) lest.

Preuve de la proposition
Les fonctions de courbure x™ de (p : G — M,w) et kM de (¢ : G —
CM,w) sont reliées par

HCM(u)(X +q,Y+q) = HM<U)(X +p,Y +p)

pour tout u € G et tout X, Y € g. Ce résultat est direct lorsque nous pensons
au fait que ces deux fonctions de courbure proviennent de la méme courbure
K € 9%(G, g) qui est P donc Q-horizontale. Ces deux fonctions de courbures
sont donc identiques lorsqu’elles sont vu comme fonctions G — A%g* ® g et
donc comme fonctions G — A?g® g : nous avons ici simplement identifié g* a
g grace a la forme de Killing sur g. La fonction de courbure k™ est & valeur
dans A?(g/p)* ®g c’est-a-dire dans A?pL ®g C A%qt®g. Or la codifférentielle
de Kostant est la réduction de 9* : A2g® g — g® g a A’pt ® g pour p et &
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A%gt ®g pour q. Ainsi sur A2pt ®g les codifférentielles des deux sous-algebres
coincident et donc 9*kM = §*kM. O

Pour la question de la régularité, il n’existe pas de théoreme général mais
cette question se regle au cas par cas grace a la caractérisation de la régularité
par les fonctions de courbure x de la proposition 32 et de la relation entre
les deux fonctions de courbure en question donnée par I’équation (7.2.1). Si
nous ne connaissons pas explicitement notre fonction de courbure initiale £
mais que nous connaissons simplement les types de la géométrie parabolique
de N et CN nous pouvons cependant répondre a cette question lorsque la
connexion de Cartan est normale grace au théoreme 52 qui relie la premiere
composante non nulle de £ & celle de la fonction de courbure harmonique
kY qui vit dans le fibré & xp, H*(g_,g) ou & = G/P*. Ce fibré est donc
caractérisé par I'objet algébrique et calculable H?(g_, g). Afin d’éclairer ceci
citons deux exemples aux comportements opposés que nous retrouverons par
la suite. Observons le groupe de Lie semi-simple G35 et ses trois sous-groupes
paraboliques : Pf,,} qui fixe une droite isotrope de R34, Prq,y qui fixe un 2-
plan annulant la 3-forme définissant G5 et Py fixant une droite isotrope et un
tel 2-plan. Alors toute géométrie parabolique normale et réguliere sur M de
type (G5, Ppa,}) se releve en une géométrie normale et réguliere sur I'espace
correspondant CM de type (G5, Py). A contrario, il n'y a que la géométrie
parabolique standard de type (G35, Pia,}) qui se releve en une géométrie nor-
male et réguliere sur I'espace correspondant C(G5/ Pya,y) de type (G5, Py) car
la condition de régularité requiert I’annulation de la seule composante non

nulle de H2(gr(g/p{a2}), gr(g)).

7.3 Les feuilletages par des géodésiques pa-
raboliques

Nous allons ici généraliser la notion de géodésiques nulles du cas de la
géométrie conforme. Partant d'une géométrie parabolique réguliere (p : G —
M, w) de type (G, P) qui se reléeve en une géométrie parabolique réguliere
(g : G — CM,w) de type (G,Q) avec Q C P, nous cherchons alors un
feuilletage naturel de CM dont les feuilles sont de dimension 1. Cette étude
effectuée ici dans le cas général sera reprise dans le cas particulier d’une
géométrie parabolique initiale de type (G35, P(a,}) dans la partie suivante.

Notons p la projection CM = G x p P/Q) — M, nous avons alors le schéma
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(Gw) 1
~_ " CM=GxpP/Q

|
M

Notons p et q les sous-algebres paraboliques de g correspondant a P et
Q. Ces sous-algebres nous pouvons les comprendre comme dans notre pré-
sentation des bords de Furstenberg : soit a un sous-espace de Cartan de
g et A un systeme de racines positives alors une sous-algebre parabolique
correspond a un sous-ensemble I de A. Pour notre recherche de métrique
quaternion-kéahlérienne, nous allons initialement nous donner des géométries
paraboliques de type (G, P) telles que les bords de Furstenberg correspon-
dant a ces paraboliques soient des vrais bords, c¢’est-a-dire de codimension 1.
Ainsi nous pouvons considérer notre parabolique de départ P comme étant
de la forme Ip = A — {a}. Comme Q C P nous avons Ip = I + I. En-
suite, d’apres les restrictions dimensionnelles brievement évoquées a la fin de
I’étude du cas conforme au chapitre 7.1 et que nous détaillerons dans le cha-
pitre suivant, nous pouvons supposer que I est composé d’un unique élément
B, c’est-a-dire que I = A — {a, B}.

L’idée du feuilletage de CM est d’imiter le schéma suivant :

L
AN
G/P G/R

avec R le sous-groupe parabolique de G correspondant au sous-ensemble
Ir = A — {3}. Le feuilletage en question correspond aux fibres de v. Or
une fibre de v est isomorphe & R/Q ~ exp(g_,) avec g, = {X € g : VH €
a, [H,X] = a(H)X}. La maniere d’exprimer cette idée est donc de donner
un sens a la distribution ¢.(w™'(g_,)). Notons que comme nous cherchons
un feuilletage de CM par des feuilles de dimension 1, cela nous fournit la
condition suivante : g, est de dimension 1.

Soit u € G, posons c(t) = FI¥ “(y) € G le flot du champ de vecteurs
w(eg) avec ey € g : ce flot est bien défini si ¢ est suffisamment petit. Nous
avons ainsi une courbe c telle que ¢(0) = u et w(c(t))(¢(t)) = eg pour tout ¢.

Définition 69 Ces courbes c, vérifiant que w(c(t))(é(t)) est constant, sont
nommeées courbes distinguées ou géodésiques paraboliques.
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Regardons a présent les courbes ¢(c(t)) dans CM. Pour obtenir un feuilletage
de CM dont les feuilles sont les images des courbes précédentes, il faut et il
suffit qu’en tout point x € CM, pour tout u et @ dans la fibre G, les vec-
teurs correspondants ¢.¢,(0) = T,q(w(u)t(e)) et q.ca(0) = Tagq(w(w)(eg))
soient colinéaires. Or soit z,u et u de tels éléments, il existe g € @ tel que
U = u - ¢g. Ainsi par ()-équivariance de la connexion de Cartan w nous avons

Taq(¢4(0)) = Tugq(w(u - g)~ (eo))
= Tugq(Tur?(w(u) ™" (Ad(g)(e0))))
= Tug(q o) (w(u) " (Ad(g) (o))

(Ad(g)(eo)))
H(eo)).
Ces deux vecteurs sont donc colinéaires si et seulement si Ad(g)(eg) et eq le

sont dans g/q. L’existence de ce feuilletage est donc simplement une question
algébrique.

= Tuq(w(u)~
et Tuq(¢u(0)) = Tug(w(u)”

Proposition 70 Soit G un groupe de Lie et A un systéme de racines po-
sitives. Soit P le sous-groupe parabolique correspondant a un sous-ensemble
de racines A — {a} et QQ C P le sous-groupe parabolique correspondant & un
sous-ensemble de racines A — {a, B}. Supposons que g, = {X € g: VH €
a, [H, X] = «a(H)X} est de dimension 1. Soit (p: G — N,w) une géométrie
de Cartan de type (G, P).

Si pour tout élément g de Q nous avons Ad(g)(g-o) C g-a ® q avec q
Ualgebre de Lie de Q. Alors la variété CM = G/Q posséde un feuilletage par
des feuilles de dimensions 1 donné par q.w ' (g) avec q¢: G — CM = G/Q.

Dans le cas particulier, que nous étudierons a la partie suivante, d’'une
géométrie parabolique initiale de type (G3, P(a,}), 'espace CM est inclus dans
P(T'M). Nous aurons alors une interprétation géométrique de ce feuilletage
a la proposition 104.

Si un tel feuilletage existe, nous pouvons alors nous intéresser a l’espace
des feuilles N qui sera dans la suite de notre étude l'espace des twisteurs
associé a une métrique quaternion-kéahlérienne. Il est bon de remarquer que
cet espace N ne possede pas forcément une géométrie parabolique de type
(G, R) comme dans le modele, mais cet espace a cependant la vertu d’exister.
Par exemple, nous verrons a la remarque 81 qu’avec une géométrie parabo-
lique initiale de type (G5, Pia,}), I'espace des twisteurs N ne possede pas de
géométrie parabolique de type (G3, Pla,}) en dehors du cas homogene.
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7.4 Les constructions d’un espace de géodé-
siques paraboliques

Comme nous 'avons déja précisé, I'objectif ici est de trouver de nouvelles
métriques quaternion-kéhlériennes en se donnant initialement une géométrie
parabolique de type (G, P) qui correspond a la géométrie d’'un bord de Furs-
tenberg de l'espace symétrique de type non-compact G/K. Or ces espaces
symétriques G/K sont connus, d’apres [Bes08, p. 409] : ce sont les espaces
SO(4,k)/SO(4) x SO(k), SU(2,k)/S(U(2) x U(k)), Sp(1,k)/Sp(1) x Sp(k)
pour tout £ > 1, et du coté des groupes de Lie exceptionnels ce sont les
espaces G3/S0(4), F;*/Sp(3)Sp(1), E2/SU(6)Sp(1), E5®°/Spin(12)Sp(1)
et Eg**/E;Sp(1) pour lesquelles les métriques quaternion-kihlériennes sont
les métriques induites par la forme de Killing sur le groupe de Lie semi-
simple en question. Pour trouver de telles métriques, nous I’avons annoncé,
nous cherchons a reconstruire ’espace des twisteurs associé a une métrique
quaternion-kéhlérienne. Or I'espace des twisteurs associé a un de ces espaces
symétriques G /K est un ouvert de I'espace des twisteurs de 1'espace symé-
trique dual compact G/K de G/K. Mais comme nous le voyons dans [CS09,
p. 305], 'espace des twisteurs de ce dual compact est l'espace homogene
G®/RC avec R le parabolique de G' donnant & G/ R une structure de contact
(un tel parabolique existe et est unique d’apres la liste des tels paraboliques
[CS09, p. 298]).

Rappelons a présent le schéma modele que nous souhaitons imiter pour
construire un nouvel espace des twisteurs. Soit G/ K un espace symétrique de
type non-compact quaternion-kéhlérien et soit P un sous-groupe parabolique
de G tel que le bord de Furstenberg associé a P soit un bord de codimension 1.
Notons R le sous-groupe parabolique de G donnant une structure de contact
a G/R (et donc le sous-groupe parabolique tel que I'espace des twisteurs
de G/K soit inclus dans G¢/R®). Nous cherchons alors & mimer le schéma
homogene suivant :

, G(C/Q(C
AN
GC/pC G°/RC

avec QT un sous-groupe parabolique de G® contenu dans P® et dans RC.
Partant d’une géométrie parabolique (p : G — M, w) de type (G, P), nous
pouvons définir 'espace correspondant CM := G/@Q qui possede, d’apres la
propriété 67, une géométrie parabolique de type (G, Q). Le dernier espace qui
dans le modele est G/R se retrouve comme étant 1'espace des feuilles d'un
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feuilletage de CM donné a la proposition 70. Nous obtenons dans le cas ou
nous avons ce feuilletage le schéma suivant :

M% XN.

En complexifiant M pour que le complexifié M€ est une structure parabo-
lique de type (G, P®), nous pouvons alors complexifier tout ce schéma et
ainsi obtenir un espace N qui est un bon candidat pour étre un espace des
twisteurs d’une métrique quaternion-kéahlérienne dont le comportement au
bord sera celui de la métrique quaternion-kéhlérienne de G/K proche du
bord de Furstenberg associé au parabolique P.

A présent, rappelons les restrictions algébriques présentes pour une
construction d’un espace des twisteurs a ’aide des géodésiques paraboliques.

1. La premiere restriction est que notre géométrie de départ n’est pas la
géométrie parabolique de type (G, R).

2. La seconde est dimensionnelle : pour généraliser la construction du cas
conforme, nous nous sommes restreint au cas ou le feuilletage de CM
est un feuilletage dont les feuilles sont de dimension 1. Ainsi la premiere
condition est que dim(R/Q) = 1.

3. La troisieme restriction algébrique arrive lorsque nous désirons
construire le feuilletage de CM : d’apres la proposition 70 il faut que
pour tout élément g de ) nous avons Ad(g)(g-o) C g_o @ q avec q
I'algebre de Lie de Q et Ip = A — {a}.

4. Le derniere restriction apparait lorsque nous cherchons a donner a 'es-
pace des feuilles N une structure de contact. En effet, pour cela il va
nous falloir la régularité de la géométrie parabolique de type (G, Q)
sur CM et ceci s’obtient si nous avons les bonnes homogénéités sur la
cohomologie H?(g_,g). Cette restriction algébrique consiste & assurer
qu'une géométrie parabolique réguliere de type (G, P) sur M se releve
en une géométrie parabolique réguliere de type (G, Q) sur CM.

Regardons donc parmi les espaces symétriques de type non-compact
quaternion-kéhlériens et leurs bords de Furstenberg de codimension 1, les-
quels répondent aux restrictions précédentes. Nous allons voir que la seule
restriction dimensionnelle permet de réduire considérablement les candidats :
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Proposition 71 Les géométries paraboliques a partir desquelles nous avons
une construction d’un espace de géodésiques paraboliques qui dans le modeéle
est l'espace G/ R avec R le sous-groupe parabolique de G donnant a G/R une
structure de contact, sont les géométries conformes, les géométries parabo-
liques de type (SO(4,3), P;) ot le sous-groupe Py est le parabolique fizant
un 3-plan totalement isotrope de R*? et les géométries paraboliques de type
(G5, P1) ou le sous-groupe Py est le parabolique fixant une droite isotrope de
R*3.

Preuve de la proposition

1) Dans un premier temps nous allons éliminer tout les candidat qui ne
répondent pas a la condition dimensionnelle, puis nous verrons que les restant
vérifient bien les autres conditions.

Avec ’espace symétrique SO(4,k)/SO(4) x SO(k)

Pour SO(4,k)/SO(4) x SO(k) avec k > 1, le parabolique Ry procurant
a SO(4,k)/Ry une structure de contact est le parabolique fixant un 2-plan
totalement isotrope. Nous avons alors dim(SO(4, k)/Ry) = 2k + 1.

Un premier sous-groupe parabolique )12 contenu dans Ry est le para-
bolique fixant un plan totalement isotrope et une droite de ce plan : ici
nous avons bien dim(Ry/Q12) = 1. Le sous-groupe P de départ est donc
le sous-groupe parabolique fixant une droite isotrope P;. Remarquons que
la construction d’'un espace de géodésiques paraboliques pour P = P; et
Q) = Q12 correspond au cas conforme, ce cas-la va donc répondre a toutes
les conditions nécessaire.

Un second sous-groupe parabolique ()23 contenu dans Ry est le para-
bolique fixant un 3-plan totalement isotrope et une 2-plan dans ce 3-plan
lorsque k£ > 2 : nous avons alors dim(Ry/()23) = k — 2. Notre condition
sur la dimension est respectée si k = 3 et alors le sous-groupe P de départ
est le sous-groupe parabolique fixant un 3-plan totalement isotrope P3 dans
R*3. Retenons ce cas-1a : nous observerons par la suite qu'’il vérifie les autres
restrictions.

Un troisieme sous-groupe parabolique Q24 contenu dans R est le para-
bolique fixant un 4-plan totalement isotrope et une 2-plan dans ce 4-plan
lorsque k& > 3 : nous avons alors dim(Ry/(Q24) = 2k — 7. Notre condition
sur la dimension est respectée si k = 4 et alors le sous-groupe P de départ
est le sous-groupe parabolique fixant un 4-plan totalement isotrope P, dans
R*4. Notons qu’en observant le diagramme de Satake de s0(4,4), il apparait
que le sous-groupe parabolique P; et le sous-groupe parabolique P, sont iso-
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morphes. Nous ne trouverons donc pas une nouvelle construction mais nous
retombons une fois encore sur le cas conforme.

Les autres sous-groupes paraboliques contenu dans R sont strictement
contenus dans un des sous-groupes (); 2 et sont donc de dimension trop petit
pour pouvoir coller a notre construction.

Avec l’espace symétrique SU(2,k)/S(U(2) x U(k))

Pour SU(2,k)/S(U(2) x U(k)) avec k > 1, le parabolique R; procurant
a SU(2,k)/R; une structure de contact est le parabolique fixant une droite
isotrope. Nous avons alors dim(SU(2,k)/Ry) = 2k + 1.

Ici nous n’avons qu’un sous-groupe parabolique ()2 contenu dans R; |,
c’est le parabolique fixant un plan totalement isotrope et une droite de ce
plan. Nous avons dans ce cas-1a, dim(R;/Q12) = 2k — 3. Notre condition sur
la dimension est respectée si k = 2 et alors le sous-groupe P de départ est
le sous-groupe parabolique fixant un plan totalement isotrope P, dans C*2.
Cependant, la géométrie parabolique de type (SU(2,2), P») n’est rien d’autre
que la géométrie parabolique de type SO(4,2)/P; et nous retrouvons le cas
conforme.

Avec D’espace symétrique Sp(1,k)/Sp(1) x Sp(k)

Dans ce cas-la, I'histoire est rapide. Comme Sp(1, k) est de rang 1 nous
ne pouvons pas trouver deux sous-groupes paraboliques de Sp(1, k) dont I'un
est strictement inclus dans l'autre. Nous n’avons donc pas de construction
comme celles que nous cherchons.

Avec ’espace symétrique G5/S0(4)

Pour G5/S0O(4), le parabolique Ry procurant a G§/R, une structure de
contact est le parabolique fixant un 2-plan totalement isotrope et annulant
la 3-forme définissant G5. Nous avons alors dim(G5/Rs) = 5.

Ici nous n’avons qu’un sous-groupe parabolique ()1 2 contenu dans 17 , c’est
le parabolique fixant un 2-plan totalement isotrope et annulant la 3-forme
définissant G35 et fixant une droite de ce plan. Nous avons dans ce cas-la,
dim(R2/Q12) = 1. Notre condition sur la dimension est donc respectée et
alors le sous-groupe P de départ est le sous-groupe parabolique fixant une
droite isotrope P; dans R*3.

Retenons ce cas-la : nous observerons par la suite qu’il vérifie les autres
restrictions.
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Avec I’espace symétrique F; *°/Sp(3)Sp(1)

Pour F;*/Sp(3)Sp(1), soit R le parabolique procurant a F;? /R une
structure de contact. Nous avons alors dim(R) = 37. Etant donné un systeme
de racines simples positives A de F; % alors le sous-groupe parabolique R
est un sous-groupe parabolique associé a un ensemble de racines simples
1 R = A — {Oé}

Comme F; ?° est de rang 4 nous allons dans un premier temps regarder
les dimensions des trois sous-groupes paraboliques associés aux ensembles de
racines de la forme A — {«, 8}. Or les dimensions de ces trois sous-groupes
paraboliques sont 30, 31 et 32. Aucun d’entre eux ne vérifie donc dim(R/Q) =
1. Les autres sous-groupes paraboliques contenu dans R sont strictement
contenus dans un des trois sous-groupes précédents et sont donc de dimension
trop petit pour pouvoir coller a notre construction.

Nous n’avons donc pas de telle construction pour F; 2°/Sp(3)Sp(1).

Avec l’espace symétrique EZ/SU(6)Sp(1)

Pour E2/SU(6)Sp(1), soit R le parabolique procurant & EZ/R une struc-
ture de contact. Nous avons alors dim(R) = 57. Etant donné un systéme
de racines simples positives A de EZ alors le sous-groupe parabolique R
est un sous-groupe parabolique associé a un ensemble de racines simples
IR =A— {Oé}

Comme FE? est de rang 4 nous allons dans un premier temps regarder
les dimensions des trois sous-groupes paraboliques associés aux ensembles de
racines de la forme A — {«, f}. Or les dimensions de ces trois sous-groupes
paraboliques sont 48, 48 et 45. Aucun d’entre eux ne vérifie donc dim(R/Q) =
1. Les autres sous-groupes paraboliques contenu dans R sont strictement
contenus dans un des trois sous-groupes précédents et sont donc de dimension
trop petit pour pouvoir coller a notre construction.

Nous n’avons donc pas de telle construction pour E2/SU(6)Sp(1).

Avec I’espace symétrique E°/Spin(12)Sp(1)

Pour E;°/Spin(12)Sp(1), soit R le parabolique procurant & E-°/R une
structure de contact. Nous avons alors dim(R) = 100. Etant donné un sys-
teme de racines simples positives A de E-® alors le sous-groupe parabolique
R est un sous-groupe parabolique associé a un ensemble de racines simples
[R =A— {Oé}

Comme E-” est de rang 4 nous allons dans un premier temps regarder
les dimensions des trois sous-groupes paraboliques associés aux ensembles de
racines de la forme A — {«, 5}. Or les dimensions de ces trois sous-groupes
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paraboliques sont 87, 89 et 82. Aucun d’entre eux ne vérifie donc dim(R/Q) =
1. Les autres sous-groupes paraboliques contenu dans R sont strictement
contenus dans un des trois sous-groupes précédents et sont donc de dimension
trop petit pour pouvoir coller a notre construction.

Nous n’avons donc pas de telle construction pour E-°/Spin(12)Sp(1).

Avec ’espace symétrique Eg**/E,Sp(1)

Pour Eg?*/E,Sp(1), soit R le parabolique procurant & Eg>*/R une struc-
ture de contact. Nous avons alors dim(R) = 191. Etant donné un systéme
de racines simples positives A de Eg 2 alors le sous-groupe parabolique R
est un sous-groupe parabolique associé a un ensemble de racines simples
[R =A— {Oé}

Comme Eg 21 est de rang 4 nous allons dans un premier temps regarder
les dimensions des trois sous-groupes paraboliques associés aux ensembles
de racines de la forme A — {a,8}. Or les dimensions de ces trois sous-
groupes paraboliques sont 158, 164 et 149. Aucun d’entre eux ne vérifie donc
dim(R/Q) = 1. Les autres sous-groupes paraboliques contenu dans R sont
strictement contenus dans un des trois sous-groupes précédents et sont donc
de dimension trop petit pour pouvoir coller a notre construction.

Nous n’avons donc pas de telle construction pour Eg?*/E;Sp(1).

2) Regardons a présent si les géométries paraboliques conformes, celles de
type (G35, P1) et celles de type (SO(4,3), P3) vérifient les autres conditions.
Le cas conforme étant celui que nous avons cherché a généraliser, il va bien
entendu vérifier toutes les conditions imposées. Le cas des géométries parabo-
liques de type (G5, Py) va étre abordé en profondeur dans la partie suivante :
en particulier, ces géométries vérifient les conditions imposées. Reste alors le
cas des géométries paraboliques de type (SO(4,3), Ps).

Lemme 72 Pour une géométrie parabolique initiale réguliere de type
(SO(4,3), Ps), la troisiéme restriction a une construction d’un espace de géo-
désiques paraboliques comme recherchée, est vérifiée.

Preuve du lemme
Soit
@ - {ala Qg, O3, (1 + g, (i + a3, (1 + (0% + Qg,
o + 203, a1 + o + 203, a1 + 200 + 203}

un systeme de racines positives de s0(4,3) et notons A = {ay, a2, as} un
systeme de racines simples positives, alors le sous-groupe parabolique P
correspond a l’ensemble des racines simples Ip, = {1, a2} et le sous-groupe
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parabolique Ry donnant a SO(4, 3)/ Ry une structure parabolique correspond
a ensemble des racines simples Ir, = {1, az}. Le sous-groupe parabolique
(2,3 correspond donc lui au sous-ensemble de racines simples Io,, = {1}
Donnons a présent les trois décompositions de s0(4,3) correspondant a ces
trois paraboliques :

pour IQ2,3 = {al} 50(47 3) = 04D 3D 2Bg1DgD Y1
Dqz D q3 D q4,
pour Ip, = {ay,as} 50(4,3) = P2 DP_1 Do DPp1 D po,
pour [R2 = {al,ag} 50(4, 3) = Tt 9Pt 1D yDYy EB'CQ,
avec

do = G—a1 D G0 D Gass d1 = Gas D Gas D Bas+ass
92 = Bastas D Bar+astaszs 43 = Baitas+2as D Jas+2as;
da = Bai+2as+2a3s

Po = J—a1—as & [ D J—as D do D I S Yoo D Jaq+azs
P1 = Bas D bastas D Jar+astas,

P2 = Bas+2as D Bartas+2as D Gor+200+2035
Y = G-03 DI-a; D0 D Ga; D Jass 2 = fYar+2a2+2a3-
U1 = Ba > Jai+as S¥ Yas+tas SP Hoitastas SP Yao+2as s> Har+as+2ass

etgo={X €g:VH €q, [HX]|=0a(H)X}.

Nous allons ainsi pouvoir vérifier la condition algébrique permettant
d’avoir un feuilletage sur l'espace CM = G/Qa3 pour (p : G — M, w)
une géométrie parabolique de type (SO(3,4), P3) sur une variété M. Soit
g = exp(n) € Qa3 et soit X € g_,, C q_1 (rappelons que g_,, est de di-
mension 1), alors nous avons Ad(exp(n))(X) = exp(ad(n))(X). Ainsi, notant
q° = @jZi q;;

sin€q', n, X]€q’=q
donc [n,[n, X]] €q' Cq...
ainsi Ad(exp(n))(X)=X+Y, avecY€q,

sin € go, C 9o, [n, X] € gay—ay = {0}
ainsi Ad(exp(n))(X) = X,
sin € go C do, (7, X] € g-as

donc [n, [n, X]] € g_a, - - -
ainsi Ad(exp(n))(X)=X+Y,
avec Y] colinéaire a X,
sin € g-a1 C o, [nv X] C0-ai—a3 = {0}
ainsi Ad(exp(n))(X) = X.
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La troisieme restriction précédemment citée est donc vérifiée. 0

Nous pouvons ainsi construire un espace de géodésiques paraboliques N.
Révélons a présent sa structure de contact. Dans le cas homogene, I'espace
N est I'espace homogene SO(3,4)/Rs. Or la distribution de contact associée
a cet espace homogene est donnée par la distribution 771N de cet espace qui
provient de t_;. Dans le modele, la connexion de Cartan associée a chaque
géométrie parabolique rencontrée est toujours la méme, c’est-a-dire l'inverse
de la fonction exponentielle sur G§. Ainsi comme q=3 = v~! il est direct
de voir que la premiere distribution précédemment citée TN est égale a
v.(T73CM) avec v : CM — N et la distribution T-3C M provenant de q~3. De
la méme maniere, dans le cas général, notons D la distribution v, (T3CM) =
V(g (w™(q73))) € T(N). C’est une distribution de rang 6 car ker(v,) C
T—3CM est de dimension 7.

Reste a voir que cette distribution est non-intégrable. Or la distribution
T—3CM n’est pas intégrable pour le crochet de Lie £ engendré par le cro-
chet de Lie sur so(4,3). Ainsi si la géométrie parabolique de CM de type
(SO(4,3),Q23) est réguliere, alors ce crochet de Lie £ coincide avec le cro-
chet de Lie des champs de vecteurs sur CM et la distribution T73CM n’est
pas intégrable pour le crochet de Lie des champs de vecteurs.

Lemme 73 L’espace des N ainsi construit posséde une structure de contact.

Preuve du lemme

Il ne nous reste qu’a vérifier que la géométrie parabolique sur CM de
type (SO(4,3), Q2,3) est réguliere si la géométrie parabolique initiale sur M
de type (SO(4,3), P3) lest. Soit M munie d’une géométrie parabolique ré-
guliere et normale de type (SO(4, 3), P;) alors d’apres la proposition 67 et la
proposition 68, I'espace CM possede une géométrie parabolique normale de
type (SO(4,3),Q23). Comme la géométrie parabolique de M est réguliere,
par la proposition 32 nous avons que la fonction de courbure k™ de w est
I-homogene c’est-a-dire x™ € Q*(M, AM)*.

Nous allons ensuite appliquer le théoreme 52, mais pour que cela soit
utile, il faut connaitre un peu mieux la cohomologie H*(p_,s0(4,3)) : d’apres
I'algorithme de Silhan [Sil03], H?(p_,s0(4,3)); = 0 pour tout i # 3 et dans
notre décomposition en racines de so0(4, 3)

50(47 3) = 9-3a;—2a S J-3a1—ay ) 9-2a;—as S J—o1—an S - S I—ay
DaD ga, D Foy D Bar+az D 201402 D 9301 +02 D 9301 +2as;

la cohomologie H?(p_,s0(4,3))3 homogene de degré 3 correspond & une ap-
plication g_n, X §—ay—2a5 — F—as-
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Utilisons a présent le théoreme 52 : comme la cohomologie
H?(p_,s0(4,3)); est nulle pour tout i # 3 nous en concluons que la fonc-
tion de courbure k™ € Q?*(M, AM)3. A présent montrons que la géométrie
(¢ : G — CM,w) est réguliere. Pour cela, d’apres la proposition 32, il faut et il
suffit de voir que la fonction de courbure sKM : G — L(A%s0(4,3)/q,50(4,3))
est 1-homogene avec q l'algebre de Lie associée a ()2 3. Rappelons la relation
entre kM et kKM

M) (X +9,Y +q) =" () (X +p,Y +p)

pour tout u € G et tout X, Y € s0(4, 3). Ainsi

R (q 19— I)CK' (g asag as)_{o}cq 1_q_1_1+1
KM (q1,q-2) C M (por,po) Cpt C g =gt 2
KM (g_1,9-3) C KM (poy,p?) CpP Cg P =q 13!
KM (q_2,9-2) C kM (p_1,p_1) Cp' Cq ¥ =q 22

car kM est 3-homogene. Pour les autres cas, nous avons kK“M(q;,q,;) C g =

g% C gt car i + 5+ 1 < —4. Nous en déduisons que M est bien 1-
homogene c’est-a-dire que la géométrie parabolique (¢ : G — CM,w) est
réguliere lorsque la géométrie (p: G — M, w) lest. O O
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Partie 111

Construction de métriques
quaternion-kilériennes de type

2/50(4)
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Chapitre 8

L’espace symétrique
quaternion-k&hlérien G5/S0(4)

8.1 Description de l’espace symétrique de
type non-compact G5/50(4) et de ses
bords

Dans cette partie nous allons définir le groupe exceptionnel de type non-
compact G35 et ses sous-groupes paraboliques FP;. Puis nous comprendrons
géométriquement les espaces homogenes G5/ P; et enfin les bords de Furs-
tenberg de notre espace symétrique quaternion-kéhlérien G§5/SO(4). Nous
profiterons de ce chapitre pour définir les notations que nous utiliserons dans
la suite de cette these.

Définissons le groupe de Lie G§ a 'aide de la 3-forme :

B = 123 _ M5 I6T (246 | 25T 4 34T | 356

avec Wik = er A e; Nej et (er,...,er) une base de R”. Le groupe de Lie
exceptionnel G5 est alors défini par

G5 ={g € GL:(R) : g"® = B},

Remarquons que cette 3-forme fournit une forme quadratique b(.,.) sur R”
de signature (3,4) :
- 1
b(z,y) = a(bxq)) A (1, @) AN D
= (T1y1 + Toyo + T3Y3 — TaYs — TsYs — TelYs — T7Yr
— b(l‘ y)w1234567‘

)w1234567
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Or si un élément de GL7(R) stabilise la 3-forme ®, il stabilise aussi la mé-
trique b. Le groupe de Lie G est donc un sous-groupe de SO(3,4). Introdui-
sons des a présent le changement de coordonnées :

— e1tes — e2tes — ¢&3teq —
€1 2 0 €2 V2 0 6 20 Ga=er
e3—ey eax—es e1—eg

65:\/57 66:\/57 67:\&-

Ce changement de variable a priori peu naturel le devient lorsque nous obser-
vons la décomposition de I'algebre de Lie g donnée par un systeme de racines.
Dans cette nouvelle base de R” la forme quadratique b s’écrit :

et la 3-forme s’écrit :
B = —/2015 4 /2027 _ 1T | (345 4 246

Enfin 'algebre de Lie g de G5 s’écrit dans cette base

a+b ¢ d V2 f g 0
h a E —v2d —e¢ 0 —q
[ m b V2¢ 0 e —f
g= Von =20 V2h 0 V2e —V2d  V2e
p —n 0 V2h —b —k —d
q 0 n V2 -m  —a —c
0 —q —p  V2n =l —h —a-—0b

Choisissons la décomposition de Cartan g = € ® p correspondant a la décom-
position de g en éléments symétriques (p) et en éléments antisymétriques (£).
Choisissons naturellement le sous-espace de Cartan a constitué des matrices
diagonales de g et le systeme de racines simples positives A constitué des

racines :

a7 a — R
D(a,b) — a—>
et
Qs a — R
D(a,b) — b
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avec D(a,b) € a I'élément diagonale de g caractérisé par les coordonnées
(a,b). Notre décomposition en racines g = m @ a® P, .4 go est alors donnée
par m =0 et

Ga1 =

Baitas =

ga1 +2a9 —

ga1+3a2 ==

0 k
0
0
0 0 d
0
0
000
0
0
0 0O
0
0

0 c
» Bas =
0 —k
0
0
—\/§d
0
0 —/2d :
0 —d
0 0
0
V2e
—e
e
0 V2e ,
0 0
0 0
0
0 f
0
—f
0 0 |, 9201430 =
0 0
0 0
0

o
|
cC oo oo

Ces choix faits, nous voyons alors apparaitre quatre sous-algebres para-
boliques correspondant au choix I de zéro, d’'un ou de deux éléments de A.
Les sous-algebres paraboliques ainsi obtenus sont les suivantes :

Po

Plai}
P{az}
Pa

I &

a

9201 +3a9)

J-—a
[ S
d.

s> Yo % Yoo ) Jon+a
D o,
D po,
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En regardant les poids des racines dans ® — ®; dans les trois différents cas
(non triviaux), nous obtenons trois graduations de g :

(8.1.1)
pour [ =) g = 9509499359 2D9-1 DD q1 D2
D3 D q4 D g5,
pour I = {ay} g = PsDPpo®P_1DpoDPp1 Do @ Ps,
pour I = {as} g = t ot 1 Prgdr Py,
avec
do = a, p1 = Jas D Jai+az;
g = B D Jas; pa = Ja1 42025
92 = Bai+ass Ps = Bai+300 D 920;+300;
43 = Gait2as; Y = fG-a, DaD gay,
s = Bai+3aa; U1 = Ga; D artas D Jar+20: D Jay+3as
5 = @201+3a2; 2 = @20n+3as-

Po = - GBa@gan

Décrivons a présent les espaces homogenes associés a G3.

Proposition 74 1. L’espace symétrique G5/SO(4) peut étre vu comme

2.

lensemble des 4-plans négatifs de R*>* sur lesquels la 3-forme ® s’an-
nule :

G5/50(4) = {Q 4-plan C R** : blq est négatif et ®|q = 0}.

Les espaces homogenes correspondant auzx trois sous-groupes parabo-
liques se comprennent de la maniere suivante :

G5/ Piay = {D C R*": D est une droite isotrope}
={E 3-plan C R**:
E est totalement isotrope et ®|g = 0},
la derniere identification étant donnée par E = ker(tp®)
={y e R* . 1,(tp®) =0} ;
G5/ Piayy = {P 2-plan C R** : 1p® = 0}
avec Lp® = 0 signifiant que pour tout x,y € P, la 1-forme 1,(1,®) = 0;
et G3/Py={(D,P): D" C P> CR* et 1pd =0}
={(P,E): P* C E* C R**,
E est totalement isotrope et ®|p = 0}.

Notons qu’un 2-plan P annulant la 3-forme ® est un 2-plan totalement
150trope.
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3. Enfin les bords de Furstenberg se caractérisent ainsi :

Remarques 75

G5/H{ayy = {(D, [h]) : D est une droite isotrope de R**
et [h] métrique conforme sur ker(.p®)/D}
G5/H{ayy = {(P,H) : P 2-plan C R*" vérifiant 1p® =0
et H 2-plan négatif C P/ P}
G3/Hy = G5/ By

1. Notons qu’avec ces descriptions les bords de Fursten-
berg sont bien des bords, c’est-a-dire que partant d’un point de notre
espace symétrique (d’un 4-plan) et suivant un chemin dans cet espace
symétrique allant vers un des bords, nous devons pouvoir retrouver le
4-plan limite. Pour Fio,y = G3/Hayy et Fy = G5/ Py, le 4-plan limite
va étre donné par (ker(.p®))* et pour Fia,y = G5/ Hayy il sera donné
par la somme directe P & H.

. Awvec ces descriptions, il apparait clairement que 'espace G5/ Py est les-
pace total du fibré en droite au dessus de G5/ Pq,} pour lequel la fibre
au dessus d’une droite D isotrope correspond & une droite D dans Ues-
pace ker(ep®) /D : le 2-plan engendré par D et D constituant le 2-plan
apparaissant dans la description de G5/ Py.

Passons a présent a la démonstration de cette proposition.

Preuve de la proposition
Commencons par démontrer qu'un 2-plan P annulant la 3-forme ® est
totalement isotrope. Pour cela il suffit de voir que pour tout =z € R34,

(8.1.2)

ker(1,®) = xR si et seulement si b(z,z) # 0.

En effet si ce résultat est vérifié, soit x € P, comme P annule ¢ nous avons
I'inclusion P C ker(:,®) donc dim(ker(:,®))) > 2 et grace a la relation
(8.1.2), b(x,z) = 0. Montrons donc le résultat (8.1.2). Soit x = > z,e; €
R3** — {0} fixé et soit y € R¥*, Dégalité 1,(1,P) = 0 correspond au systeme a

sept équations, d’inconnue y = (y1, Y2, Y3, Y4, Us, Y6, Y7), suivant :

(8.1.3)

0 —x3 X2 x5 —x4y Ty —Tp (7
r3 0 —m xe —T7 —x4 X3 Y2
—xy w1 0 —wxr —x¢ x5 14 Ys
Ts re —x7 0 —x1 —x90 T3 ys | =0.
—Ty —Ty —Tg T 0 T3 To Us
r7 —ry w5  ry —wxr3 0 —xy Yo
—Te Ts T4 —T3 —Ty X1 0 Y7
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Remarquons que le déterminant de la matrice précédente est nul car x est
naturellement dans le noyau de ¢,®. Le résultat découle ensuite du fait que
I’ensemble des déterminants des matrices extraites de taille 6 X6 de la matrice
précédente est 'ensemble {z;2,;b(x, x)}1<; j<7.

1. Comme Gj stabilise la 3-forme ® et la métrique b, il est clair que G
agit sur l'espace A := {Q 4-plan C R** : b|g est négatif et ®|g = 0}. La
transitivité de 'action elle n’est pas immeédiate. Pour la voir nous allons com-
prendre comment choisir un 4-plan () pour qu’il appartienne a A. Cela nous
amenera a comprendre comment nous pouvons compléter une base ortho-
normé de ce 4-plan @ en une base de R>* sur laquelle la métrique b et la
3-forme @ s’écrivent de la méme maniere que dans la base initiale. Ce résul-
tat obtenu nous aurons donc montré que l’action est transitive car la matrice
de changement de base entre les deux bases citées sera un élément de G35
envoyant le 4-plan engendré par {ey, es, €g, €7} sur Q.

Lemme 76 1. Soit X etY de norme —1 et formant une base orthogonale
d’un 2-plan négatif de R*>* et soit Z un élément de norme —1 dans
{X,Y,P(X,Y)} avec P la 2-forme d valeur dans R**, G3-équivariante,
définie par la formule b(P(z,y), z) = ®(x,y, 2) pour tout x,y,z € R,
Alors ces trois éléments définissent un unique 4-plan Q) négatif et sur
lequel la 3-forme ® s’annule :

Q = VeCt(X47X57X67X7 = _P(P<X4,X5),X6)))
= {P(Xy, X5),P(X4, X6), P(X5, X¢) }-.

2. Nous définissons ainst tous les 4-plans négatifs sur lesquels ® s’annule.

3. Soit QQ un 4-plan négatif sur lequel s’annule la 3-forme @, alors une
base de QQ se compléte en une base f de R** de sorte que la matrice de
passage de la base canonique (e1,...,e7) dans la base f appartienne a

Gs.

Preuve du lemme

Le premier outil pour montrer ces résultat est la 2-forme P. Grace a
la formule b(P(z,y),z) = ®(x,y,z), P s’exprime explicitement dans notre
base initiale (eq, ..., e7) et il est alors aisé de vérifier a 'aide d’un logiciel de
calcul les trois propriétés suivantes que nous trouvons dans [Bry87] : pour
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tout z,y, z € R34,

(8.1.4) b(P(x,y),P(z,2)) = b(x,z)b(y,z) — b(x,y)b(z, 2);
(8.1.5) P(x,P(z,y)) = —b(z,z)y + b(z,y)x;
(8.1.6) P(x,P(y,P(z,2))) = b(x,z)P(y,z) + b(x, 2)P(z,y)

—2b(x,y)P(z,2) — ®(z,y, 2)x.

1) Voici a présent comment trouver un 4-plan @) négatif et annulant
la 3-forme ®. Soit (X4, X5) € (R**)? une base orthonormée d’un plan né-
gatif de R3** (le choix des indices X4 et X5 correspond au fait que ces
vecteurs auront les comportements des vecteurs ey et e; du 4-plan de ré-
férence Vect(ey,es,eq,€7)). La 1-forme tx,(tx,P) est non nulle d’apres la
relation (8.1.2) car b(Xy, Xy) = —1. L’élément P(X,, X5) est donc non nul
et d’apres I'égalité (8.1.4), b(P(Xy, X5),P(Xy, X5)) = 1, ce qui nous assure
que P(Xy, X5) n’est pas inclus dans le plan négatif engendré par X, et Xs.
Nous pouvons ainsi observer 1'espace de dimension 4 et de signature (2,2),
F = {X,, X5,P(X4, X5)}*. Choisissons & présent un vecteur X négatif de
norme —1 dans F' et posons

Q = Vect(Xy, X5, Xe, X7 := —P(P(Xy4, X5), Xe))).

D’apres la formule (8.1.4), b(X7, X7) = —1. Puis d’apres la formule (8.1.6)
nous avons

P(X4,X7> = —b(X4,X4)P<X5,X6) +b<X4,X5)P(X5,X6)
— 2b( X4, X6)P( Xy, X5) + (X4, X5, Xo)
= —P(X5, Xs).
Et de méme nous montrons que P(X5, X7) = —P(Xy, Xg) et P(Xg, X7) =

P(Xy, X5). Avec ces propriétés et la formule (8.1.5) mise sous la forme
b(x,y)* = b(x,2)b(y,y) — b(P(z,y),P(x,y)) nous obtenons que @ ainsi dé-
fini est négatif :
b( Xy, X7) = b( Xy, Xog)b(X7, X7) — 0(P(X4, X7),P(Xy, X7))
= 1—b(P(X5, Xs),P(X5, Xs))
= 1 - (b<X5,X5)b<X67X6) — b(X5,X6)2) _ 07

et il en est de méme pour b(X5, X7) et b(Xe, X7). Nous avons aussi gratuite-
ment que ) annule ¢ car

O (Xy, X5, X7) = b(P(Xy, X5), X7) = b(P(Xe, X7), X7) = ®(X6, X7, X7) =0,
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et il en est de méme pour (X, X, X7) et ®(X5, X6, X7). Notons que grace a
I'égalité (8.1.4), les trois vecteurs P(Xy, X5),P(Xy, X6) et P(X;5, Xg) forment
une famille orthogonale et donc libre : ’espace

Q = {P(X4, X5), P(X4, X6), P(X5, X@‘)}J—

est donc un espace de dimension 4 et ¢’est justement notre 4-plan @ (I'inclu-
sion Q C Q provenant simplement du fait que @ annule ®). Or la définition
de Q(= Q) ne favorise aucun des trois vecteurs X4, X5 et X, donc ceux-ci
définissent bien un unique 4-plan négatif sur lequel ® s’annule.

2) Ajoutons que tous les tels 4-plans se définissent ainsi. En effet, soit
@ un tel 4-plan , nous pouvons choisir X, et X5 dans ) de normes —1 et
orthogonaux. Alors Q C ker(ix.(tx,®)) = P(Xy, X5)* car Q annule ® et
nous pouvons donc choisir Xg € Q N { Xy, X5}+.

3) Soit @ un tel 4-plan et soit (f4, f5, f6, f7) une base de @ orthogonal et
formée d’éléments de norme —1. Alors fs appartient bien & { 4, fs, P(f4, f6)}+
car Q C P(fy, f5)=. Et fr est uniquement déterminé comme élément de
norme —1 de la droite Q N {f4, f5, fs} donc par unicité c’est bien I'élément
—P(P(fs, f5), f6). Nous retrouvons ainsi les éléments Xy, ..., X7 précédem-
ment décrit. Notre nouvelle base de R** annoncée est alors

(f1 == —=P(fa, f5), f2 := —P(fu, f6), 3 := P[5, f6), fa, [5, fo, [7)-

Dans cette base b et ® s’écrivent de la méme maniere que dans la base initiale
(é1,...,e7), d’ou le résultat souhaité. O

Reprenons notre démonstration de la premiere partie de la proposition
précédente. Soit () un élément de A défini par trois vecteur X4, X5 et Xg.
Alors

(Xl = —P(X4,X5),X2 = —P(X4,X6),X3 = P(X5,X6),
Xy, X5, X6, X7 := —P(P(X4, X5), X6))

est une base de R** dans laquelle b et ® s’écrivent de la méme maniére que
dans la base initiale. Nous venons donc de construire un élément de G5 reliant
Vect(ey, es5,€6,e7) 8 Q = Vect(Xy, X5, Xg, X7). De plus dans cette description
il est clair que le stabilisateur de @) correspond aux différents choix des trois
vecteurs Xy, X5, X¢ définissant le méme 4-plan @), ¢’est-a-dire que, comme X5
est uniquement défini a ’aide de ces trois vecteurs, le stabilisateur correspond
aux différents choix d'une base orthonormée de Q. Le quotient G5/SO(4)
s'identifie donc bien & A := {@Q 4-plan C R** : b|g est négatif et ®|g = 0}.
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2. Comme G§ C SO(3,4), G5 agit naturellement sur I’ensemble des droites
isotropes de R3* et cette action est transitive. En effet, soit D une droite
isotrope, un élément de D peut s’écrire sous la forme X; + X avec b(X;) = 1,
b(Xy) = —1 et b(Xy, Xy) = 0. Nous retrouvons alors notre 2-plan négatif
Vect{ X4, X5 := P(Xy, X4)} a partir duquel nous avons construit une base
de R3* dans laquelle b et ® s’écrivent de la méme maniere que dans la base
initiale : nous venons donc de décrire un élément de G35 reliant la droite
isotrope (€1 +€4)R & D. Maintenant si un élément g de G stabilise la droite

isotrope €; alors dans la base (€1, ..., €7)
a+b ¢ d V2e f g 0
a k —vV2d -—e 0 —q
m b 2c 0 e —f
g = exp 0 2c —/2d  V/2e € Pay}-
-b -k —d
-m  —a —c

—a—>b

Ainsi G§/Py,,y est Pensemble des droites isotropes de R*%.

Pour obtenir la deuxieme interprétation de G35/ Py}, il faut comprendre
I'identification entre une droite isotrope et un 3-plan totalement isotrope
annulant ®. Soit D une droite isotrope de R**, alors d’apres la relation
(8.1.2) dim(ker(¢p®))) > 2. En poussant le calcul du rang du systeme (8.1.3)
nous trouvons que dans le cas ol x est isotrope, le noyau ker(:,®) est de
dimension 3 et constitue un espace totalement isotrope. Le fait que ker(.p®)
annule la 3-forme ® est direct car soit x € D — {0} nous pouvons compléter
x en une base (x,y, z) de ker(tp®) et alors ®(x,y,z) = 0 car y € ker(cp®).
Réciproquement, soit £ un 3-plan totalement isotrope de R3* annulant ®,
et soit (x1, 2y, x3) une base de E. Si P(xq,x2) = P(x1,23) = 0 cela signifie
que ker(t,,®) = E et nous avons fini. Sinon nous pouvons supposer que
P(x1,x9) # 0. D’apres 1'égalité (8.1.5), nous avons alors P(xy,P(xy,22)) =
P(x9,P(z1,22)) = 0. Si maintenant P(z3,P(x1,22)) = 0, alors 'espace E C
ker (tp(z, 20)®P) €t ce dernier espace est de dimension 3 car P(z1, x2) est isotrope
d’ott I'égalité £ = ker(ip(z, ) ®P) avec implicitement P(x1,22) € E. Sinon
grace a ’égalité (8.1.5), P(x3,P(x3,P(z1,22))) = 0 puis grace a la propriété
(8.1.6) qui utilise le fait que ®|g = 0 nous avons P(xy,P(z3,P(z1,22))) =
P(x9,P(z3,P(x1,22))) = 0. Comme précédemment, nous concluons donc que
Ker (tp(zy,p(21,22)P) = £ ce qui acheve la réciproque. Notons qu’il existe des 3-
plans totalement isotropes mais n’annulant pas la 3-forme ® comme le 3-plan
Vect(e, €5, €).
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Le groupe G§ agit naturellement sur ’ensemble des 2-plans totalement
isotropes annulant ® et cette action est transitive. En effet, soit P un 2-
plan totalement isotrope et annulant &, il est alors contenu dans un 3-plan
totalement isotrope et annulant ® : en prenant x € P, P C ker(:,®). Par
transitivité de l'action de Gj sur les tels 3-plans nous pouvons nous res-
treindre au 3-plan Vect(ey, €2, €3) = ker(t, ®). Comme €, € P, le plan P a
pour base (€1, aey + beg) avec a® + b? = 1. L’élément de G5

a b
-b a

1

envoie alors le 2-plan totalement isotrope et annulant ®, Vect(ey, €3) sur P.
Maintenant si un élément g de G§ stabilise le plan Vect(ey, €2) alors dans la
base (€1, ..., €7)

a+b ¢ d 2e f g 0
h a k —V/2d —e 0 —g
b 2c 0 e —f
g = exp V2h 0 V2e —v2d  V2e € Pay)-
V2h  —b  —k —d
—a —c
—h —a-—2»b

Ainsi G5/ Pya,} est I'ensemble des 2-plans totalement isotropes de R** annu-
lant @.

3. Pour comprendre les bords Fi,,3 = G5/H{a,}, il suffit de comprendre
les fibres Xa,} = Mo}/ Ko,y 01t M{q,y est le sous-groupe de Py, d’algebre
de Lie myo,; = al*} @ g_o, @ go, et Ko,y = Mia,3 N SO(4). Or

1
A
Mo,y = 1 , avec [ = (? (1)) et Ae SL(2,R).
TA-T
1

Il apparait ainsi que Xy, est I'espace hyperbolique SL(2)/SO(2) et que
SL(2) agit naturellement sur Vect(eg, €3) =~ ker(te, ®)/€;. Un élément de la
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fibre Xy,,3 au dessus d'une droite isotrope D correspond donc bien a une
métrique conforme sur ker(¢p®)/D.

Pour le bord Fi,,;,

A
M{OQ} = Q ,
IA-1

avec A € SL(2,R) et 2 € SO(1,2) uniquement déterminé par A. Comme
précédemment nous voyons que la fibre X(,,; au dessus d’un 2-plan P cor-
respond a une métrique conforme sur P. Cependant, avec cette description il
n’est pas évident de savoir comment nous retrouvons un 4-plan a partir d’'un
point du bord Fy,,; (un chemin dans G35/SO(4) allant vers le bord Fa,}
est une suite de 4-plans et a donc pour limite un 4-plan). Pour comprendre
comment retrouver ce 4-plan, cherchons a mieux comprendre 'action de {2
sur P+ /P. Commengons par observer de plus pres la bijection entre SL(2)

et SO(1,2) :
i 72 2y y?
A= (z y) — Q= | V2zz zt+yz 2y

t
2 V2 #?
Effectuons a présent dans Vect(es, €4, €5) le changement de base e3 = %,
eq = €4 €t €5 = % afin que 2 s’exprime dans une base sur laquelle la
1
métrique s’écrit —1 . Alors €2 s’écrit
-1
x2+y23_22+t2 xy + tz $2—y2-2|—2’2—t2
Q= rz+tz  wt+yz  xz—ty ,
$2+y22—z2—t2 xy . tz :v2—y2;z2+t2

et I'application bijective SL(2) — SO(1,2) se restreint sur SO(2) en une
bijection de SO(2) dans SO(2) donnée par

1 0 0
cos(f) sin(0) :
A= . —> Q=0 cos(20) —sin(26)
<_ sin(6) COS(Q)) 0 sin(20) cos(20)

Finalement cette description de X{,,} nous amene a comprendre un élément
de la fibre Xy,,) au dessus d’un 2-plan totalement isotrope annulant ® comme
étant un 2-plan négatif de PL/P. O
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8.2 L’espace quaternion-kihlérien G35/SO(4)
et son espace des twisteurs

A présent décrivons l'espace des twisteurs de notre variété symétrique
G5/SO(4). Pour les espaces symétriques compacts, la encore, les espaces
des twisteurs ne sont pas mystérieux et nous pouvons trouver par exemple
dans Cap et Slovak [CS09, p. 305] que l'espace des twisteurs correspondant
a l'espace symétrique G5/SO(4) est I'espace homogene complexe muni de
la structure de contact, c’est-a-dire 'espace GS/ P(Cag}. Pour notre espace de
type non-compact G5/S0O(4), nous pouvons voir son espace des twisteurs
plongé dans l'espace des twisteurs de son espace symétrique compact dual

G2/SO(4) :

Proposition 77 L’espace des twisteurs associé a G5/SO(4) est l'espace G5-
homogene :

N = G3/U(2)
= {P 2-planC C":1p® =0 et II(P) est un 4-plan négatif}
< Gg/P{(%Q}’

avec I la projection réelle et 1p® = 0 signifiant que pour tout x,y € P, la
1-forme 1,(1,®) est nulle.

Remarquons avant tout que si nous avons un 2-plan P C C7 vérifiant
1tp® = 0 et tel que sa projection réelle soit un 4-plan négatif de R34, alors
la 3-forme @ est nulle sur cette projection @) := II(P). En effet, soit (u; :=
Ty +1iyp, Ug 1= To+1iye) une base de P et (Re(uy), Im(uy), Re(usz), Im(us)) =
(21, Y1, T2, y2) la base de @ associée. Si ® n’est pas nulle sur @ alors quitte
a permuter les indices et a multiplier les vecteurs u, par i nous pouvons
supposer que ®(xy,y;,x9) # 0. Mais alors ®(x; + iy, T2 + (Yo, 1 — iyy) =
—2® (21, Y1, Y2) +2iP (21, y1, 2) qui est non nul car ® est une 3-forme réelle et
®(x1,y1,x9) # 0. Nous arrivons donc & une contradiction car ®(uq,ug,.) =0
et nous en déduisons la remarque souhaitée. Ainsi l'espace décrit dans le
théoreme fibre bien au dessus de I'espace symétrique G5/S0(4) et une fibre se
décrit de la maniere suivante : une fibre au dessus d'un 4-plan @ € G5/50(4)
est I’ensemble des 2-plans P annulant la 3-forme ® tel que P C () ® C.

Preuve de la Proposition

Comme nous I’avons vu 'espace des twisteurs de G/ K se retrouve concre-
tement d’apres Salamon [Sal82] comme 'espace homogene pour lequel nous
remplagons le Sp(1) inclus dans K par U(1). Orici K = SO(4) = Sp(1)Sp(1)
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et I'espace des twisteurs est donc 'espace homogene G5/U(2). Notons A I'es-
pace {P 2-plan C C" : 1p® = 0 et II(P) est un 4-plan négatif}. Le groupe
réel G5 agit bien sur A, car pour M € G35 nous avons Il o M = M o IL
Montrons a présent la transitivité de l'action de G5 sur A. Comme G5 agit
transitivement sur I’espace des 4-plans négatifs sur lesquels la 3-forme ® s’an-
nule, nous pouvons grace a la remarque précédente nous ramener a l’étude
de la transitivité du sous-groupe SO(4) (qui est le sous-groupe fixant un
tel 4-plan) sur I'ensemble des 2-plans de C” annulant ® et dont la projection
réelle est le 4-plan négatif sur lequel la 3-forme ® s’annule, Vect(ey, €5, e, €7).
Soit a présent P un 2-plan annulant ® et dont la projection réelle est
aussi Vect(ey, €5, €6, e7). 1l existe donc x € P C Vecte(eq, es, €6, €7) tel que
[I(xz) = ey4. Cet élément z s’écrit © = ey + idey + iaes + ibeg + ice; avec
(a,b,c,d) € R* Rappelons que comme P annule la 3-forme ®, 1'élément
x € P est isotrope ce qui se caractérise par les égalités d = 0 et a®+b*+c? = 1.
Or cet élément de P suffit a caractériser P. En effet, comme la métrique in-
duite b(.,.) par ® n’est pas dégénérée sur le 4-plan Vectc(eq, €5, €6, €7) qui
contient P, ce 4-plan ne peut pas contenir le 3-plan totalement isotrope
ker(1,®) et P est donc égal & ker(1,®) N Vectc(ey, es, e, 7). A présent en
complétant la base ((1,0,0,0),(0,a,b,c)) en une base orthonormée de R*
nous obtenons un élément de SO(4)

1

o o Q
* % ¥
* K% ¥

qui vu dans la base (eq, €5, €g, €7) envoie le 2-plan (e4 + ie;, eg — ie7) sur le 2-
plan annulant la 3-forme ®, demeurant dans Vectc(eq, €5, €6, €7) et caractérisé
par le vecteur ey +i(aes + beg + cer). L'action de SO(4) sur 'ensemble des 2-
plans de C” annulant ® et dont la projection réelle est un 4-plan fixé, négatif
et sur lequel la 3-forme @ s’annule, est ainsi transitive. L’action de G5 sur A
est donc transitive.

A présent soit M € G stabilisant un 2-plan P C C7 vérifiant tp® = 0 et
tel que sa projection réelle soit un 4-plan négatif de R** et soit (uy,us) une
base de P alors il existe (A1, Ao, pi1, p12) € C* tel que M (uy) = Mg + Agus et
M (uy) = pyuy + pous. Ainsi dans la base (Re(uy), Im(uy), Re(us), Im(uz))
de II(P) 'élément M s’écrit

Re(M)  Im(M)  Re(m) — Im(m)
v | ~ImOD ReOu) —Imin) Rel)
Re(X2)  Im(Xa)  Re(uz) Im(ps)
—Im(A2) Re(X2) —Im(uz) Re(pz)



Regardons a présent ce que signifie le fait que M|npy € SO(4) (car M fixe
P donc fixe le 4-plan négatif TI(P)). Les colonnes de la matrice précédente
sont de norme 1 signifient que |A[* + [X2]*> = 1 et que |u1]® + |po]® = 1.
Notons (X1, X5, Y],Y5) les colonnes de la matrice précédente. Nous avons
gratuitement les égalités X1.Xo = Y7.Y5 = 0. Enfin les égalités X;.Y; = 0,
X1.Y5 =0, X5.Y; =0 et X5.Y; = 0 sont équivalentes au systeme

{ Re(A)Re(pr) + Im(A)Im(py) + Re(Ag) Re(uz) + Im(Ag)Im(ps)
Re(A)Im(uy) — Im(A)Re(pr) + Re(A2)Im(pa) — Im(Ao) Re(uz) =

< )\1ﬂ1 + )\zﬂg =0.

0
0

Finalement, M|npy € SO(4) signifie que

At
c U(2).
(3 2 eve
L’ensemble des éléments de G3 stabilisant P est donc isomorphe a U(2) et
nous avons bien le résultat voulu. UJ
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Chapitre 9

Construction d’un espace de
twisteurs

9.1 Schéma de construction de I’espace des
twisteurs et des courbes twistorielles

Commencons par l'observation suivante. Lorsque dans I’espace symétrique
5/S0(4) nous suivons un chemin allant vers un point ker(tp®)* de Fia,3,
alors regardant les courbes dans GS/ P&Q} correspondantes il apparait clai-
rement que ces courbes tendent vers {P € G(S/P{%z} : P C (ker(tp®))*}
qui n’est autre que l'espace des 2-plans de ker(¢p®). Ainsi & un point de
I'espace homogene parabolique G5/P(,,} est associé une courbe, dans une
variété complexe de contact, qui est voisine (limite) des courbes citées dans
le théoreme 62. Voici donc comment nous allons procéder dans la suite de
cette partie pour construire localement un espace quaternion-kéahlérien a par-
tir d'une géométrie parabolique de type (G35, P(a,3) sur une variété M. En
s’'inspirant de la double fibration dans le modele

GS /Py
% K
Gg/Pﬁéﬂ G(QC/P{(%Q}

nous allons, partant d’une variété M munie d’une géométrie parabolique de
type (G5, P(a,}), montrer que espace P(T~'M®) (aprés une certaine com-
plexification de M) posséde une géométrie parabolique de type (Gg,PéC)
comme cela nous est suggérée par la remarque 75. Nous définirons ensuite
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Pespace des twisteurs N comme étant I’espace des feuilles d’un certain feuille-
tage de P(T~1MC). Cet espace des twisteurs A/ n’aura pas, dans le cas non-
modele, de géométrie parabolique de type (G, P&Q}) mais il aura les pro-
priétés nécessaires pour nous donner une métrique quaternion-kéhlerienne.
Nous aurons le schéma suivant :

P(T-1MC)
RN
ME© N

L’idée est ensuite de déformer les courbes v(u~'(v)) = {P € G5 /P, : P C
(ker(1,®))*} pour x € GS/ PJECQI}’ afin d’obtenir les courbes nécessaires pour
évoquer le théoreme de Le Brun 62. Le point délicat, et qui n’apparait pas
encore a ce stade, est que les courbes limites (' (x)) du modele sont en
fait doubles, c’est-a-dire qu’elles s’écrivent localement v? = vy = v3 = vy = 0
dans des coordonnées de G5/ P&Q}.

9.2 Géométrie parabolique de type (G5, Py,,1)

Afin de généraliser le schéma ci-dessus, la premiere chose a faire est de
comprendre la géométrie parabolique de type (G3, Pia,1). L'objet algébrique
H'(p_,g)° avec p_ = n donnée par la décomposition g = p_3@ -+ @ p3 =
p— @ P{ay}, est nul comme nous le dit la proposition 34, c’est-a-dire que la
cohomologie H'(p_, g) n’a pas de composante d’homogénéité strictement po-
sitive. D’apres ce que nous avons dit précédemment, cela nous indique qu’a
une structure parabolique infinitésimale réguliere est associée une unique
connexion de Cartan normale et réguliere. Ainsi nous pouvons définir la géo-
métrie parabolique de type (G35, Pia,}) par la donnée d’une structure para-
bolique infinitésimale réguliere : c’est-a-dire par la donnée d’une filtration
et d'une réduction d'un Auty, (97(g/Pia.y))-fibré principal au sous-groupe
de Levi . Or dans notre cas présent, Autg, (g7(9/Pfay)) = GL(p_1), car
pour (f—h f_g) une base de p-_1, la famille (f—h f_Q, [f—h f_g], [f—l; [f_l, f_g]],
[foo,[f-1, [-2]]) est une base de p_ adaptée a la décomposition p_ =
P_1Dp_oPp_3. Ainsi un élément de GL(p_;) définit bien de maniere unique
un élément de Autg,(gr(9/9{a,1))- Nous avons alors Auty(9r(9/piary)) =
Gl(2,R) = Py et une structure parabolique réguliere de type (G3, Pyqa,}) cor-
respond a la seule donnée d’une filtration compatible avec le crochet de Lie
et de symbole algébrique (p_,{, }). D’ou la proposition :
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Proposition 78 Une structure parabolique réguliére de type (G35, Payy) sur
une variété M est la donnée d’une distribution H de dimension 2 générique,
c’est-a-dire telle que l’espace H + [H, H] soit de dimension 3 et l’espace H +
[H,H|+ [H, [H, H]| soit de dimension 5 et donc 'espace total T M.

Montrons concretement comment a partir de cette distribution de di-
mension 2 générique, nous pouvons retrouver la structure parabolique in-
finitésimale (py : € — M,{T°M},{6;}) . Soit H une distribution de di-
mension 2 sur M et générique. Ce dernier point fournit par définition
une filtration T73M D T2M D> T 'M & la variété M : T-'M = H,
T2M := H+ [H,H| et T>M = TM. Nous avons aussi naturellement le
(Aut,, (p_) =)Pp-fibré principal £ := GL(p_1, H). Reste alors a fournir les
& € (Tupo) "(Hpyw)) = T, '€ nous définissons alors §_; € T(L(TE,p_1))
par

(9.2.1) 0-1(w)(§) = u™ (Tupo())-

A présent notons que si ¢ est un isomorphisme p_; — H, pour x € M alors
la composition

-1 2
P2 —>([ al A2p_1 —>A ¢ A*H, —>£ gr—o(T, M)

définit un isomorphisme linéaire ¢ : p_y > gr_o(T, M) vérifiant ¢([X,Y]) =
L,(6(X),o(Y)) pour tout X,Y € p_;. Ainsi soit u € £, posant x := po(u),
notons @ : p_o — gr_o(T, M) l'isomorphisme linéaire introduit juste avant.
Soit ¢ € T, 2€ nous définissons alors 0_, € T'(L(T2&,p_5)) par

(9.2.2) 0_a(u)(€) := @~ (Tupol€) + H,).

Enfin comme précédemment, si ¢ est un isomorphisme p_; — H, pour x € M
alors la composition

pos LDy @py 22 H, @ gro(TLM) s gr_y(T,M)

définit un isomorphisme linéaire ngS :p_3 — gr_3(T, M) vérifiant

~

(X, [V, Z]]) = La(o(X), La(0(Y), 6(2)))

pour tout X,Y,Z € p_;. Ainsi soit u € &, posant x := py(u), notons u :
p_3 — gr_s(T,M) Visomorphisme linéaire introduit juste avant. Soit & €
T.73€ nous définissons alors _3 € T'(L(T3&,p_3)) par

(9.2.3) 0_3(u)(€) = 0™ (Tupo(§) + T, °M).
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I1 ne nous reste plus qu’a vérifier que les 1-formes {6;};—1 . 3 possedent les
propriétés attendues. Par définitions des {6;}i=1. 3, si & € ker(6;) alors
Tupo(§) € T IM cest-a-dire £ € T E. Quand aux Py-équivariances des
0;, celles-ci proviennent simplement du fait que pgor9 = pg pour tout g dans
Py et de 'équivariance du crochet de Lie sur gr(g/p).

A présent et pour la suite de cet article nous nous fixons une variété M
munie d'une géométrie parabolique réguliere et normale de type (G35, P(a,})
que nous pouvons voir simplement comme une distribution de dimension 2
générique T~'M mais aussi comme une connexion de Cartan sur un Pray-
fibré principal G — M, w € QY(G, g).

9.3 Construction de ’espace des twisteurs

9.3.1 L’espace P(T 'M) et sa géométrie parabolique de
type (G3, 1)

D’apres la définition et les propriétés des espaces correspondants données
au chapitre 7.2, partant d’une géométrie parabolique (p : G — M, w) de type
(G5, Pfa,}) nous avons directement l'espace correspondant CM/ par rapport
au sous-groupe Py C Ppo,3 qui possede une géométrie parabolique (¢ : G —
CM,w) de type (G35, Py). Dans un premier temps nous allons commencer par
retrouver cet espace CM := G /Py de maniere géométrique.

Proposition 79 Soit M une variété possédant une géométrie parabolique
(p:G — M,w) de type (G5, Piayy) alors Uespace P(T1M) est difféomorphe
a l'espace G/ Py et posséde donc une géométrie parabolique de type (G35, Py).

Preuve de la proposition

Soit M wune variété munie d'une géométrie parabolique de type
(G5, Pia,}), c’est-a-dire munie d'un P, y-fibré principal p : G — M et d’une
connexion de Cartan w € Q'(G,g), alors comme nous 'avons déja vu au
chapitre 2.1, nous avons I'isomorphisme

G xp., P(p1) — P(T~'M)
[u, X] — [Tup(w(u)~H (X)),

les crochets représentant la classe projective des éléments a l'intérieur. Soit
a présent la droite g_,, de p_1 et g € g_n, — {0}, nous pouvons alors définir

qg: ¢ — gxp{al}P(p_l) — P(T~'M)
u [ [eo]] > [Tup(w(u) ™' (eo))]-
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Posons maintenant ) C Pj,,; le stabilisateur de [eo] dans g/pia,y, c’est-a-
dire Q = {g € Pa,) : Ad(g)(e0) € [eo] @ Pa,}} : nOtONs que ce stabilisateur
nous le connaissons, c’est le sous-groupe parabolique Fj. L’application ¢ :
G — P(T'M) passe au quotient par @ en un difféomorphisme ¢ : G/Q =
P(T~'M). En effet, soit u € G et g € Q, alors par Pj,,}-équivariance de w,

q(u-g) = [Tugp(w(u - g) " (e0))]

car comme g € Q C Pyqa,y, por? = p. L’application g : G — P(T~'M) descend
donc bien en une application ¢ : G/Q — P(T~'M). Soit a présent u € G
et g € Ppayy. Dans le calcul précédent, nous n’avons plus Ad(g)(eo) = eo,
mais nous avons encore p o r? = p ainsi q(u - g) = [u - g,[eo]] = [u, g - [eo]]-
Observons maintenant que 'espace des droites de p_; est exactement I'espace
{lg-eo) +p:9€ Pu,y/Q}. Les éléments de Ppq,y

exp(ga,) = 1 =: gk

représentent toutes les classes de Py,,1/Q et les actions de ces gj, sur ey € g_a,

01 —k
0 0 0 2k
0 V2 0 V2
Ad(gr) 0 V2 = 0 V2 V2k
0 0 0 0 k
0 —1 0 -1
0 0

01
0

décrivent toutes les droites de p_1 = g_n, D §_a;—a,- Ceci nous fournit donc
la surjectivité (et I'injectivité) de I'application ¢ : G/Q — P(T~'M).
Remarquons que nous avons choisi la droite g_,, C p_1 pour que le
sous-groupe () défini comme le stabilisateur de g_,, soit notre sous-groupe
parabolique Pj. Nous pouvons donc nous demander si l'espace P(T~1M)
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possede une géométrie parabolique de type (G35, Py). C’est naturellement le
cas : le Py-fibré principal nous avons déja décrit, c’est q : G — P(T~1M),
quant & la connexion de Cartan c’est la méme connexion w € Q!(G, g). Reste
cependant a vérifier la Py-équivariance de w et le fait que w redonne les
champs de vecteurs fondamentaux engendrés par Py ce qui est naturellement
le cas car ces propriétés nous les avons pour P,y D F. O

La question que nous allons a présent nous poser est de savoir si la struc-
ture parabolique de P(T~'M) est réguliere et normale lorsque la géométrie
parabolique de M l’est. La normalité est donnée par la proposition 68. Pour
la question de la régularité, il n’existe pas de tel théoreme : pour remonter
une géométrie réguliere de maniere a obtenir une géométrie réguliere il faut
parfois annuler des applications g; X g; — g que nous trouvons dans la co-
homologie H?(p_, g). En effet pour répondre & cette question de la régularité
de la géométrie de type (G,Q) nous utilisons essentiellement le théoreme
52 qui va nous aider & voir si la courbure s € Q?(CM, ACM) est bien 1-
homogene c’est-a-dire si KM € Q*(CM, ACM ), cette propriété étant d’apres
la proposition 32 exactement la propriété d’étre réguliere.

Proposition 80 Soit M une variété possédant une géométrie parabolique ré-
guliére et normale (p : G — M, w) de type (G5, Pia,y) alors Uespace P(T~'M)
possede une géométrie parabolique de type (G%, Py) qui est réquliére et nor-
male.

Preuve de la proposition

Soit M munie d’une géométrie parabolique réguliere et normale de type
(G35, Pa,y) alors d’apres la proposition précédente et la proposition 68, 1'es-
pace CM := P(T~'M) possede une géométrie parabolique normale de type
(G35, Py). Comme la géométrie parabolique de M est réguliere, par la propo-
sition 32 nous avons que la fonction de courbure £ de w est 1-homogene
cest-a-dire kM € Q* (M, AM)*.

Nous allons ensuite appliquer le théoreme 52, mais pour que cela soit utile,
il faut connaitre un peu mieux la cohomologie H%(p_, g) : d’apres 'algorithme
de Silhan [Sil03], H?(p_,g); = 0 pour tout i # 4 et dans notre décomposition
en racines de g

g = 973042*2041 EB 9730127041 @ 972CM27&1 EB gfagfal EB gfal @ gfag
Da D Jas D Gay D Bastaq S J200+a; S J3a0+a; S J3a0+2a1 >

la cohomologie H?(p_, g)4 homogene de degré 4 correspond a une application
G-y X 8-3as—a1 7 B—0y-
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Rappelons les relations entre la décomposition de g par rapport a la sous-
algebre parabolique py,,} et celle donnée par py :

pour py g = 05DPJ1DPg3Dg2Dg-1 D qgo D 91 D g2
Das D q4 D gs,
pour pia,} g = P3P 2Dp_1 DpoDp1 Dp2Dps,
avec

do = 4, i = Ba; D Jass 2 = Bai+az;
q3 == 9a1 +2a9 9 q4 == 9a1+3a2 ) CIS - 92041 +3a9
pO = g—Oél Dad gOCl? pl = gOéz % goq-i-az) p2 = ga1+2a27
p3 = ga1+3a2 @ 92041+3012'

Utilisons & présent le théoréme 52 : comme la cohomologie H?(p_,g); est
nulle pour tout i # 4, nous en concluons que la fonction de courbure k* €
O*(M, AM)*. Montrons alors que la géométrie (q: G — CM :=P(T"'M),w)
est réguliere. Pour cela, d’apres la proposition 32, il faut et il suffit de voir
que la fonction de courbure k™ : G — L(A%g/q,g) est 1-homogene avec q
l'algebre de Lie associée & Py. Rappelons la relation entre kM et M :

Mu)(X +q,Y +q) = c™W)(X +p,Y +p)

pour tout u € G et tout X,Y € g. Ainsi

KM (qo1,9-1) C M (poy,po) CpP C gl =g
KM (q-1,9-2) C HM(p Lpo) CpPCg =g 2!
KM (q1,9-3) C M (poy,p?) Cpl g =g
KM (g1, q-g) C M (poy,p ) Ccpl C gt =g
M2, 9-2) C M (p_1,py) Cp® Cq? =q 22!
KM(q_2,9-3) C M (p_1,pp) Cpl C gt =q 23!

car kM est 4-homogene. Pour les autres cas, nous avons k“M(q;,q,;) C g =
q° C gt car i +j + 1 < —5. Nous en déduisons que x°M est bien
1-homogene c’est-a-dire que la géométrie parabolique (¢ : G — CM =
P(T'M),w) est réguliere lorsque la géométrie (p: g — M, w) lest.

O

Remarque 81 L'espace CM = P(T"'M) est un espace correspondant a
une géométrie parabolique de type (G35, Pra,y) si et seulement si la géo-
métrie parabolique initiale est la géométrie de Klein G5/Pa,y. En effet,
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pour que l’espace CM soit un espace correspondant a une géométrie para-
bolique de type (G5, Piayy) il faut, d’apres la proposition 67, que pour tout
X € g_qy, txk™ = 1xx™ = 0 ce qui implique 'annulation du seul terme
potentiellement non nul §_n, X §-305—a; — §—a, de la courbure harmonique
k¥ € & xp, H*(p_, g) associée a la courbure k™. Il faut donc que M soit un
ouvert de 'espace homogéne G5/Pa,y pour que CM = P(T*M) soit les-
pace correspondant d’une géométrie parabolique de type (G5, Piayy) (ce qui
est clairement le cas dans le cas modéle).

Dans la suite de cette these nous allons construire 'espace des twisteurs
qui dans le modeéle n’est rien d’autre que Gg/PCaZ}, cependant d’apres ce
que mous venons de voir, nous n'avons aucune raison d’avoir encore une
structure parabolique de type (G35, Prayy) sur cet espace. Heureusement, nous
n’en demandons pas autant a l’espace des twisteurs.

Pour la suite de cette these nous noterons E 1'espace total P(T~1M).

9.3.2 L’espace des twisteurs et sa structure de contact

Passons a présent a la construction locale de ’espace des twisteurs qui
apparaitra comme 'espace des feuilles d'un feuilletage de £ = P(T'M).
Comme dans le modele

5/ Py
% K
G5/ Piayy G5/ Piag)

les feuilles que nous recherchons sont les fibres de v qui sont isomorphes a
Piasy/ Py ~ exp(g-a,), nous cherchons un feuilletage de ' donné par g_,,.

Proposition 82 [l existe un feuilletage sur E = P(T~M) dont les feuilles
sont de dimension 1 et sont données par q.(w ' (g_q,)) avec q: G — CM =

G/Py.

Preuve de la proposition

Donnons deux preuves a cette proposition : la premiere étant une appli-
cation directe de la proposition générale 70, et la deuxieme, plus géométrique,
utilisant le fait que CM = P(T~'M).

1) D’apres la proposition 70, il nous suffit de vérifier la relation algébrique
suivante : pour tout g € Py nous avons Ad(9)(g_a,) C G-, D Pg. Soit e
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un élément de g_,, C p_q et soit Y € q = py, alors Ad(exp(Y))(ey) =
exp(ad(Y)(eo)). Ainsi, notant p’ := @, p;, comme dim(g_,,) = 1,

sitY €aCpony, [Y, €0] € 9-a,
done [Y,[Y,e0]] € 9-ay - - -
ainsi Ad(exp(Y))(eo) = eg + Yo
avec Yy colinéaire a e,

siY € ga, CPoNg, [Y.eo] =0
ainsi Ad(exp(Y))(eo) = e ,
siY €p?Cq, [Y,eo] € p' Cq

donc [Y, [Y, eg]] € p* C q

et [Y, Y, [V, ] = 0

ainsi Ad(exp(Y))(ep) =eo+ Y1 avec Y] € q,
Siyega1+agcp1Cq7 [Yaeﬁ]Egtthqu

donc [Y,[Y,eo)] =0

ainsi Ad(exp(Y))(ep) = ep+ Ys avec Ys € q,
SiYGgaQCp1Cq7 [Keﬂ]eacq

donc [Y,[Y,e0]] € ga, Cp' C g

et [V, [, [V, eo]]] =0

ainsi Ad(exp(Y))(eg) = eg+Ys avec Y3 € q.

Nous obtenons bien de cette maniere un feuilletage de la variété P(T~M).

Remarque 83 Awant de poursuivre notons le fait suivant : soit ¢ une courbe
de G vérifiant w(c(t))(é(t)) = eo pour toutt, alors la courbe Trwyq(é(t)) dans le
tangent de P(T~'M) est un relevé de la courbe T,yp(c(t)) € q(c(t)). En effet,
soit p = P(T7*M) — M nous avons Tywym(Tewnq(c(t)) = Topp(ct)) €
alclt)).

Le feuilletage de E ainsi obtenu est donc dirigé par des relevés tautolo-
giques g.¢(t) € T(P(T'M)) des vecteurs q(c(t)) € P(T'M). Nous verrons a
la proposition 104 que nous pouvons définir des horizontaux a la fibration
p:E=PT M) — M de sorte que nos relevés tautologiques soient hori-
zontauz.

2) Une autre maniere de révéler ce feuilletage est la suivante. Il y a
un autre point de vue pour comprendre les vecteurs ¢(0) issus des flots

FI* ) (y) € @ utilisés pour la démonstration de la proposition 70 : le
vecteur ¢(0) est caractérisé par le fait que pour X un élément de la droite
q(c(0)) = [X] € P(T~'M), il existe un unique vecteur X € T.G tel que
Tooyp(X) = X et w(c(0))(X) € p_, et ce vecteur est alors colinéaire & ¢(0).
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L’existence est assurée par le fait que P(T~'M) = p.(w™!(p_1)) par définition
et I'unicité par le fait que ker(p,) = w™'(p). Quand au vecteur X, il est bien
colinéaire & 6(0) car [X] = g(e(0) = [6(0). [eal] = [Tyop(w(c(0)) " (eo))] =
[Tp(¢(0))] : il existe donc un scalaire \ tel que X = A yp(¢(0)) et
w(c(0))(Ae(0)) = Xeg € p—y d’ou la conclusion X = A¢(0) grace a 'unicité
précédente.

Montrons a présent grace a cette caractérisation qu’'a un point [X] €
P(T~'M) est associé une unique direction dans le tangent de P(T~*M). Cela
suffit pour obtenir un feuilletage de P(T~'M) car choisissant un champ de
vecteurs suivant ces directions (comme par exemple ¢,(¢(t)) : ce choix peux
donc se faire de maniere lisse), ce dernier est intégrable car de dimension 1 et
nous obtenons ainsi notre feuilletage. Soit [X] € P(T~'M), X € [X] non nul
et u € Gix], alors nous avons l'unique élément X € TG vérifiant T,p(X) = X
et w(u)(X) € p_;. Ainsi nous avons au dessus de [X] € P(T~'M) la direction
donnée par T,q(X) : si nous choisissons un autre vecteurs Y € [X] il existe
alors un scalaire A tel que Y = AX et T,q(Y) = T,q(AX) = AT,q(X) et la
direction donnée par Tuq(X ) est donc indépendante du choix du vecteur X
dans la droite [X]. Maintenant si @ est un autre élément de la fibre Gixj, il
existe alors g€ Q tel que @ = u - g. Notant la dépendance en v € Gpx] pour
le vecteur X par X, pour tout g € Q nous avons

TﬁQ<TuTg(Xu)) = TU<q o Tg)(XU>

A présent sig € ByNQ alors w(u - 9)(Tur9(X,)) :~Ad(g_1)(w(7{)()2u) €py
car w(u)(X,) € p_1 et g € P et donc par unicité X,,., = T,r?(X,). Nous en
concluons que

si ge PhNQ alors Tu.gq(Xu.g) = Tuq(f(u).
Si maintenant n € p* C q,
w(we")(Turen(Xu)) Ad(e™)(w(u (X))
w(u)(Xu) + [n,w(w)(X,)] mod p'Caq.

Ainsi Xyon = Tr®" (X,) + w(u - ) ([n, (u)(f( ) + & avec € € ker(q,) =
w™'(q). Or si n_€ p* C q alors [n,w(u )(Xu)] € pt C q et done Tyeng(w(u -
™) H[n,w(u)(X,)])) = 0. Ainsi,

si nep’cCq alors Tu.enq(Xu.en) = Tuq(f(u).

Reste le cas ot n € p; : nous avons alors [n, w(u)(X,)] € po mais comme po
n’est pas inclus dans g, le vecteur Z := Ty, cnq(w(u-e™) " ([n,w(u)(X,)])) n’est
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& priori pas nul mais est un vecteur vertical de la fibration P(T~'M) — M.
Son action infinitésimale sur la fibre de P(T~'M) = G x pP(p_,) au point [X]
est caractérisée par I'action adjointe ad([n,w(u)(X,)]) sur w(u)(X,). Ainsi

les vecteurs Tyenq(Xyen) = Tuq(Xy + Z) et Tuq(Xu) sont colinéaires si et
seulement si nous avons la relation algébrique

(9.3.1) [[n, X], X] € XC pour tout n € p; et X € p_y,

ce qui est bien le cas.
O

Muni de ce feuilletage nous pouvons a présent définir 'espace des twis-
teurs réel :

Définition 84 L’espace des twisteurs N est défini comme étant [’espace des
feuilles du feuilletage de E précédent.

Proposition 85 Cet espace des twisteurs N est une variété et possede une
structure de contact.

Preuve de la proposition

Pour voir que N est une variété il suffit de remarquer que la démonstra-
tion de la proposition 87 a venir s’adapte au cas réel.

Révélons a présent la structure de contact de l'espace des twisteurs
N. La encore pour comprendre ce que nous faisons, nous regardons dans
le modele ou l'espace des twisteurs n’est rien d’autre que l'espace homo-
gene GS/ PgQ}. Or la distribution de contact associée a cet espace homo-
géne est donnée par la distribution 7' N de cet espace qui provient de
T = 00, PO-ai—as D J-a1-2as D -—0,-30, C ¢ avec t_; défini par la re-
lation (8.1.1). Dans le modele, la connexion de Cartan associée a chaque
géométrie parabolique rencontrée est toujours la méme, c’est-a-dire l'inverse
de la fonction exponentielle sur G35, il est alors direct de voir que la pre-
miere distribution précédemment citée T1N est égale & v, (T~HP(T~*M)))
avec v : P(T71M) — N et la distribution 7~*(P(T~'M)) provenant de q~* =
9—a1-3a2 DI—a1—200 DI—a1—as DI—a, DP{a,}- De la méme maniere, dans le cas
général, notons D la distribution v, (T~4P(T"'M))) = vi(q.(w™(g™))) C
T(N). Cest une distribution de rang 4 car ker(v,) C T-HP(T~'M)) est de
dimension 5. Reste simplement a voir que cette distribution est non-intégrable
ce qui est direct car T-4P(T~*M)) ne l'est pas : en effet, la distribution
T~4(P(T-*M)) n’est pas intégrable pour le crochet de Lie £ engendré par le
crochet de Lie sur g et comme la géométrie parabolique de P(T~'M) de type
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(G35, Py) est réguliere, ce crochet de Lie £ coincide avec le crochet de Lie des
champs de vecteurs sur P(T1M). O

Remarque 86 L’espace N que nous venons localement de construire est un
espace réel de dimension 5. Ce n’est donc pas l’espace des twisteurs attendu
que nous voulions de dimension complexe 5. Comme dans la construction de
Le Brun, nous allons devoir passer par une complexification de [’espace de
départ M.

9.3.3 L’espace des twisteurs complexe

Pour obtenir ce dernier espace, il nous faut reprendre la construction pré-
cédente en complexifiant notre variété de départ M. Supposons pour cela
que M soit une variété analytique réelle. Chaque systeme de coordonnées
U C R’ (pour (¢~*(U),¢) une carte de M) peut étre élargi en un voisi-
nage U ®gr C C C® et comme les changements de coordonnées sont des
fonctions analytiques nous pouvons recoller les cartes élargies pour former
d’aprés Bruhat et Whitney [WB59] une variété complexe M€ munie d'une
conjugaison complexe 7 : M® — M® pour laquelle 'ensemble des points
fixes est la variété M. De plus cette variété complexe est uniquement déter-
minée par le germe de M. L’espace tangent a cette variété complexe vérifie
TM C\ v = TM ®g C et nous avons ainsi notre distribution 7-'M de dimen-
sion 2 qui se prolonge en une distribution 7-'M® de dimension complexe 2
sur MC et qui reste générique au sens ot [T~ M€, T~ M®] est de dimension
complexe 3 et [T-'MC, [T7*M®, T=*M®]] = TM®. Aprés complexification
nous obtenons donc bien une variété complexe MC munie d’une structure
parabolique réguliere de type (GS, PECOC 1}).

Reprenant notre construction de l'espace des twisteurs pour la variété
complexe M, nous voyons que la construction du feuilletage de E® :=
P(T-1MF®) se fait de la méme maniére que dans le cas réel et nous pou-
vons alors définir localement 'espace des twisteurs N' comme étant I'espace
des feuilles de ce feuilletage.

Proposition 87 L’espace N est une variété complexe rendant ’application
v: B — N holomorphe et est muni d’une structure réelle 7 : N'— N dont
l’ensemble des points fizes est N.

Pour démontrer cette proposition, nous allons utiliser le théoreme de
Le Brun [LeB83, p. 219] disant que I'espace des géodésiques complexes nulles
d’une variété complexe munie d’une connexion conforme holomorphe est une
variété complexe. Nous pensons a ce théoreme grace au lemme suivant.
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Lemme 88 Soit M® une variété munie d’une géométrie parabolique de type
(GS P{a ) alors la variété MC posséde une géométrie parabolique de type
(SO(7, C) PC) avec PC le parabolique de SO(7,C) fizant la droite isotrope
€1, c’est-a-dire que M® posséde une structure conforme holomorphe.

Preuve du lemme

Nous allons donner deux démonstrations de ce lemme : la premiere uti-
lisant le formalisme des géométries paraboliques et la seconde plus explicite,
s’appuie sur la proposition [LeB83, p. 214] nous disant que la donnée d’une
structure conforme sur M est équivalente a la donnée du fibré en cone des
directions isotropes.

1) Une variété munie d'une géométrie parabolique de type (G‘S,Pgl})
posséde automatiquement une géométrie parabolique de type (SO(7,C), P°)
avec PC le parabolique de SO(7,C) fixant la droite isotrope €;. En effet,
d’apres la proposition 26, comme P%Cal} = G5 N PC, nous avons une unique
connexion de Cartan ws € Q'(G® Xpe Pt 50(7,C)) de type (SO(7,C), P°)

a1
vérifiant j*ws = fow € Q(GC, 50(7,C)) avec j : G — G Xpe PC qui
al
a u € G associe la classe de (u,e) dans G¢ XP? , PC et 8 la dérivée de
ay

Iinclusion GS < SO(7,C).

Or une géométrie parabolique de type (SO(7,C), P®) ne procure pas de
filtration & MC car I'algébre de Lie p de PC est |1|-graduée. Le donnée d’une
structure parabolique infinitésimale de type (SO(7,C), P®) se réduit donc
a la donnée d’une réduction de la structure de groupe du fibré TMC A la
structure de groupe Py = P®/exp(pt) = CO(5,C) par rapport a 'homo-
morphisme Ad : CO(5,C) — GL(s0(7,C)/p) : ce qui correspond & la donnée
d’une structure conforme holomorphe sur MC.

2) D’apres la proposition [LeB83, p. 214], il nous suffit de donner le fibré
holomorphe des directions nulles pour avoir le résultat énoncé. Donnons-
nous une variété complexe M® munie d'une structure parabolique (p : G —
M w) de type (GS, P&l}). Soit « € MC, exprimons les directions isotropes
attendues. Pour cela, nous allons donner la forme quadratique naturelle sur
T, MC associé & un point u dans la fibre G, puis nous verrons que deux telles
formes h, et hg, pour u et u dans G,, sont proportionnelles. Soit donc v € G,
et § et ) dans T, M € alors, comme nous I’avons déja vu, il existe un unique
couple (§u, M) € TuG xT,G tel que 5 et 17 sont des relevés de & et 1, et tel que

w(u)(&,) et w(u)(7,) soient dans n = p_. Notant ¢ la métrique sur n donnée

133



par la matrice

nous avons la forme quadratique sur T, M, dépendant de u, suivante :

ha(€:1) = g(w(w) (), w(u) (7))-

Maintenant si nous prenons un autre élément u de la fibre G,, alors il
existe g € P&l} C PC tel que @ = u - g. L’élément ¢ s’écrit sous la forme
suivante :

a Z 0

0 Q —JZ

0 0 —a
avec Z une matrice ligne de taille 5, Q € s0(5,C) c’est-a-dire vérifiant
JQ = —'QJ et a € C. L’élément g agit sur n via Paction adjointe sui-
vie de la projection sur n par rapport a la décomposition g = n @ p :
g+ X =pro(Ad(g9)(X)) = a'QX pour

0

X=X €n.
0 —XJ 0

Remarquons que 1'élément w(u-g) " (g7" - X) est un relevé de T,p(w(u)(X)).
En effet,

Tagplolu )7 (5™ X)) = Tugp(Tia?(o)*(Ad(g) ™ - X))
par equlvariance de w
= Tup(w(u)~}(Ad(g)((id — pry) o Ad(g™") - X))
= up(w(u)_l(X))
—Tup(w(u) =" (Ad(g)(pry 0 Ad(g~") - X))
= Tup(w(u) (X))

car Ad(g)(p) C p et p,(w™'(p)) = 0. Nous avons donc par unicité que Eug =
wu-g) N g ' w(u)(&)). Ainsi g définit sur T, M® la forme quadratique

suivante :
ha(§,m) == qw ?)( a), w()(7a))

[l

QR
N AN N N

QI

&

S

~— —



Ainsi au dessus d’un point x € M®, 'ensemble des directions nulles {[v] €
P(TMC) : hy(v,v) = 0,u € G,} est bien défini. Nous disposons ainsi d'un
fibré en cone isotrope C'. Montrons que ce fibré est holomorphe. Soit 2y € M©
et ug € G,,, d’apres ce que nous verrons au chapitre 11.2, nous avons sur un
voisinage U,, de 2o dans M® une section o de p : G — M qui nous permet de
définir les champs de vecteurs &; := T,)p(w(o(z)) " (f;))) avec (fi,..., [f5)
la base de p_ correspondant a la base dans laquelle est donnée la matrice J
précédente. Ainsi nous avons une trivialisation de C' au dessus de U,, donnée
par

Ozy - Uz X Q — C
(.17, [Xl M ZX5]) — (.T, [X1§1++X5€5])
avec Q = {[z1 ... : z5) € P': 22125 + 22924 — 253 = 0}. Maintenant si nous

nous donnons un autre point yy € M nous avons de méme une section s sur
un voisinage Uy, de yo dans M€ et une trivialisation au dessus de Uy, donnée
par
Oyo Uy x Q — C
(v, Vi ¥5]) = (g, Vi + -+ Yaugs))

avec 1; := Typ(w(s(y)) " (fi))- A présent, si I'ensemble U,, N U, est non
vide, pour z € U,, N U, il existe un unique g(z) € P oy tel que o(z) =
s(z) - g(2). Nous pouvons ainsi relier les champs de Vecteurs & aux champs
de vecteurs 7; comme ceci :

§i(2) = Ty
= Ty <z>p(TT9(Z)(W( (Z)) 1( d(g(2))(fi))))
= Typ(w(s(z)"H(Ad(g(2))(f)))

et les champs de vecteurs §; sont donc des combinaisons linéaires des 7; avec
pour coefficients des fonctions holomorphes des éléments de g(z). Comme la
fonction g : Uy, N Uy, — P‘Cal} est holomorphe, il en va alors de méme pour

o © ¢g, et notre fibré en cone est holomorphe. O

Possédant une structure conforme holomorphe sur M nous pouvons alors
parler de géodésiques complexes nulles au sens de [LeB83, p. 211].

Lemme 89 Une feuille du feuilletage de E = P(T-1M®) se projette sur
MEC en une géodésique complexe nulle.

Preuve du Lemme
D’apres le démonstration du lemme précédent il suffit de voir que la
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distribution générique T-'MC est incluse dans le fibré des cones isotropes.
Soit # € M et u € G,, par définition, T, 'M® = T,p(w(u)(p_1)). Ainsi
d’apres la démonstration précédente, T M est dans le cone isotrope si et
seulement si p_; est dans le cone isotrope de la forme quadratique ¢ définie
par la matrice

Comme dans la base (eg, €3, €4, €5, €5) choisie pour exprimer J nous avons
p_1 = Vect(ey, €2), nous avons le résultat voulu. O

Preuve de la Proposition

D’apres le théoreme de Le Brun [LeB83, p. 219], 'espace des géodésiques
nulles A" de M€ est un espace complexe de dimension 7 rendant application
v:D > N holomorphe, avec D ’ensemble des directions nulles de MC.
Remarquons que EC est une sous-variété complexe de D et que v = |pc.
L’espace N est dons un sous-espace de N. Le point maintenant est de voir
que les cartes construites par Le Brun pour A se restreignent en un atlas de
variété complexe pour N. Regardant la démonstration du théoreme [LeB83,
p. 219], nous observons que Le Brun décrit des cartes (¢, W) de D telles que
¢ : D — C" x C et notant r : C* — C7 la projection sur les 7 premiers
termes, les homéomorphismes

vo(rog) tirop(W)cC' = p(W)C N

procurent & N un atlas de variété complexe. Les géodésiques nulles étant
décrites dans les cartes de D par I, = (r o ¢)"!(z), cet atlas de variété
complexe se restreint sur la sous-variété complexe E€ C D en un atlas de
variété complexe avec pour cartes v : W N E® — C® x C. Alors, notant
q : C5 — C® la projection sur les 5 premiers termes, I'atlas donné par les
homéomorphismes vo(goy)) ™! : goy(WNE®) c C°* — v(WNE®) C N donne
une structure de variété complexe & N rendant holomorphe I’application v :
E® — N. La structure réelle provient simplement du fait que ces arguments
fonctionnent encore pour les variétés réelles sous-jacentes.

O

Enfin la structure de contact qui provient de la méme maniere de la
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géométrie parabolique réguliere de type (G5, Py) de P(T~'MF) est & nouveau
bien définie sur N et elle respecte la structure réelle.
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Chapitre 10

Les courbes rationnelles

10.1 Les courbes limites

Nous avons en notre possession I'espace complexe N de dimension 5 muni
d’une structure réelle et d’une structure de contact respectant la structure
réelle. C’est dans cet espace que nous allons chercher les courbes codant notre
future métrique quaternion-kihlérienne. Comme nous avons pu le voir avec
le modele, a ce stade de notre construction nous disposons uniquement de
courbes voisines a celles que nous recherchons qui sont les courbes v(u~!(z))

pour tout x € M® avec
EC
% K
M€ N

Ces courbes peuvent rencontrer le lieu réel N (si z € M) et sont tangentes a la
structure de contact (car I'espace vertical ker(j,) est inclus dans T—1(E®) C
T—4(E®)) et elles n’ont pas le fibré normal souhaité. Cependant nous ne
nous attendions pas a avoir les propriétés du théoreme 62 avec les courbes
v(p=t(z)) qui sont les courbes limites de celles recherchées. Pour retrouver
les bonnes courbes pour appliquer le théoreme 62 nous allons déformer les
courbes v(u~!(z)). Pour faire cela il nous faut d’abord mieux comprendre le
cas homogene.

Etude du cas modéle

L’objectif de ce chapitre est de mieux comprendre les courbes v(u ' ()) C
Ny que jannonce doubles. Pour cela nous allons regarder un chemin ¢(t) dans
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5/50(4) allant vers le bord G5/H{,,; et observer I'équation des courbes
Ce) C N correspondantes et surtout I’équation de la courbe limite. Comme
les espaces ME = Gg/PECOq}, E§ =P(T'M§) =G5 /Py et No =G5 /U(2) C
GS/ P&Q} sont tous les trois contenus dans des variétés grassmanniennes nous
allons disposer de coordonnées grassmanniennes. Par la suite nous noterons
d’un indice 0 tous les espaces et les outils de la géométrie homogene modele.

10.1.1 L’équation d’une courbe double dans des coor-
données grassmanniennes

L’objectif ici est d’observer ce que deviennent les courbes lisses dans Ny
correspondant & un chemin dans GS/SO(4, C) allant vers un point D du bord
ME, et d’observer que la courbe limite dans Ny correspondant au point D
est une courbe double.

Par homogénéité des espaces homogenes en questions, nous pouvons étu-

dier le cas particulier ot le point D € M est la droite isotrope D = ¢; =

e1tes
5 -

Définition 90 Dans un voisinage U C Mg de la droite isotrope €, = <<
nous avons les coordonnées grassmanniennes

Uccs — ME
(1011) ('Tla Xo, T3, T4, 175) — €1 + T1€9 + To€s + \/51'364 + Ty€s
+T5€6 + (1?:23 — X1T5 — $21’4)67.

Le 4-plan associé a la droite isotrope € est le 4-plan (ker(i,, ®))* =
Vect(er, €, €3, €4). Celui associé a la droite Dy, 4y 24 04,25 €5t le 4-plan

Q(a1,00,23,30,25) = (ker@el@))J—

= Vect( e + z1€63 + ae3 + V21364 + 1465 + 566
+ (23 — 125 — Tox4)er,
€2 — V2w9€s — (13 + 2125)€5 + w56 — (w5 + waw3)er,
€3 + \/§$1€4 + .%'%65 + (133 — .7}11]2)66 + (-ZE4 + I1$3)67,
€4+ V27165 — V27266 + V21367 )

= Vect( € + (x4 — z173)€5 + (x5 + Tow3)e6 — Tieq,
€2 + (-.%3 + .1'1£B2>€5 — .1'366 + (—335 + l’2$3)67,
€3 — SL’%€5 + (SCg -+ .T1£C2>€6 — (.’134 —+ SL’1.T3>67,

€4+ V21165 — V27266 + V21367 )-

Définition 91 Au wvoisinage du 4-plan (ker(i, ®))t = Vect(ey, €, €3,€4) €
GS/S0(4,C) nous avons les coordonnées grassmanniennes respectant le bord
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Gg/[—[?al} suivantes :

(10.1.2)
UccC® — G$/50(4,C)
x [ e1+ (x4 — x13)€5+ (x5 + Tomws)eg
Ty + (=23 +a* —bc  +2ax1x9 + bxl + cxi)er |
T3 AN e+ (a—x3+ z120)e5+ (c — 23)es
Ty R + (=25 +woxs — 2ax9 — 2¢T1)€7 |
x5 A] €3+ (b— x?)es+ (a+ x3 + x129)€6
a + (x4 —x123 — 2027 — 2b19)€7 |
b N ea+ (v2z1)es+ (—V/2m3)eg
c + (V2x3)er .

Remarquons que si nous fixons x = (xy, Ta, T3, 74, 75) € C°, au voisinage
de (2,0,0,0) le 4-plan Qg qp,) est non dégénéré pour la forme quadratique
b(.,.) si et seulement si a® — bc # 0. En effet,

q|Q(cc,a,b,c) =

2 2
—x5 4+ a® — be + 2ax179 .

o

ToXg — ALy — CX1 —T1X3 — axry — bxy

+bx2 + ca? V2
ToX3 — Ao — CT1 c— a3 a+ T2 —2
—21275 — arq — bxs a+ 117 b— z? NG
3 _ oz £ -1
V2 V2 V2

et son déterminant vaut (a* — be)(2a® — 2bc + 2ax w5 + br? + cx? — x3)/2.
Les coordonnées a, b, c sont donc bien des coordonnées normales au bord

C C
GQ/H{C”}

Enfin un voisinage du 2-plan Vect(ey, €5) dans G5/ P&z} se décrit par

p:V€Ct(€1+CL63+b€4+065+d€6+6€7,62+f€3+g€4+h65 +j€6+k€7 )
avec
b=—V2h, g=—V2a, e=h®>—ac, j=a*—hf, k=—d+ah—cf.

Définition 92 Au voisinage du plan Vect(ey, €3) dans G;C/sz}, nous avons
les coordonnées grassmanniennes
(10.1.3)
(Y1, Y2, Y3, Y, ys) > Vect( e + yies + V2y2eq + yses
+yacs + (Y3 — y1ys)er,
€2+ Ys€s — V2u1€4 — Yaes
+(yi + Yous)ee + (—ya — Y12 — Ysys)er ).
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A présent soit r = (71, T2, 3,74, 25) € C°, nous avons le chemin c¢(t) =
Q (@ tao,tho,tco) d’¢léments de GS/S0(4,C), avec a2 — bycy # 0, et de limite
C(O) = Q(I707070) = (ker(LD(w)(I)))J'.

Proposition 93 Lorsque t tend vers 0 les courbes Cy := {P € GSE/P&} :
P C c(t)} tendent vers la courbe d’équation

Yo = T3 — 21X + TTY5 + 22191,
Ch ) Y3 T T4 — Iy — 3y + 21ys,
(#1:22,25,74.,5) Yo = T5 + T3 + (T3 + T172)Y1 — 272y,
(y1 + 21y — $2)2 = 0.

Preuve de la proposition
Regardons I'équation des fibres au dessus de ce chemin dans l'espace
comprenant l'espace des twisteurs G5/ P&z} D G5/U(2). Soit P dans un

voisinage de P € G5/ PEX ,; donnée par les coordonnées (y1, Y2, y3, ya, y5) alors
(10.1.4)

(Y3 — yi(thy — a3) — 2x1y = x4 — 3173,

ys — y1(tag + w3 + 2129) + 229Y0 = 5 + T3,
Y5 — t1ys + v (24 + 2123 + 2tagry + 2tbyxs)
—2w3ys = —x3 + t%(ad — boco) + 2tapT o

) +tbox + teox?,

P C Qaoitbotes) = § —Y2 — Ys(thy — x3) + 2x1y1 = tag — 3 + 132,
Yt + Yays — Ys(tag — x5 + x122) — 220y,

=tcy — x%,

—Y4 — Y1Y2 — Y3Ys + 223Y1

+y5(x4 + 2123 + Qtaol‘l + 2tb0x2)

= —X5 + Tox3 — 2tapxrs — 2tcox

Y = T3 — T102 — tag + (27 — tho)ys + 2x1y1,
ys = T4 — 1173 + (tho — 23)y1 + 2211,

~\/7~

<
Ys = Ts + 12w3 + (tag + T3 + 1172) Y1 — 272y,
[ (1 + 21ys — 22)* = t(boyz + 2a0ys + co)-
Ainsi lorsque t tend vers 0 nous trouvons bien I’équation annoncée. ([l

En particulier la courbe v(u=*(e;)) a pour équation

S yp=y3=m=0
(10.1.5) O, = { Bt

Cette courbe ne correspond pas a la courbe réguliere C’:fd d’équation y; =
Yo = y3 = ys = 0 mais elle correspond a la courbe C’;ed doublée dans la
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direction donnée par la coordonnée y;. De telles courbes se nomment ribbon
[BE95] : les propriétés de ces courbes qui vont nous intéresser sont que le
faisceau idéal £ de C"*? dans C' vérifie £L2 = 0, que £ est un fibré en droite
sur C"? et que nous avons la suite exacte

(10.1.6) 0— L — O¢ — Ogrea — 0.

Proposition 94 Au voisinage de la courbe double Ce, := {y2 = y3 = ys =
0, yi =0} C Ny nous avons

1. un espace de dimension 5 de courbes doubles correspondant au courbes
Cp =v(p (D)) pour D € ME au voisinage de e,

2. un espace Sy de dimension 7 de courbes singuliéres correspondant au

red red C red red

coyrbes Cpt U Ch, avec Dy et Dy dans My tels que C5" et Cp
s’interceptent en un point de Ny,

3. et un espace Qg de dimension 8 de courbes réquliéres.

Preuve de la Proposition

D’apres I'équation (10.1.4) des courbes en questions, au dessus d'un
point (x1, zo, 73, 74, T5,a,b,¢) € GS/SO(4,C) la nature de la courbe se lit
sur 'équation (y; + 1y — x2)> = by + 2ays + ¢. Sia = b = ¢ = 0 alors
I'équation devient (y;+z1y5—x2)? = 0 et cela correspond & une courbe double.
Maintenant si a? — be # 0 alors 'équation (y; + z1y5 — x2)% = by? + 2ays + ¢
est non dégénérée et la courbe correspondante est réguliere. Reste a obser-
ver le cas ol a®> — bc = 0. Notons dans un premier temps que ’ensemble
des points de GS/SO(4,C) vérifiant a®> — be = 0 est de dimension 7. En-
suite lorsque a® — bec = 0 et (a,b,c) # (0,0,0), Péquation précédente devient
(y1 + 21ys — 9)? = b(ys + a/b)*> si b # 0 et (y; + T1ys — 22)*> = csi b = 0.
L’équation de la courbe Cy, 2y 24,24.25,0,b,c) avec b # 0 et en prenant 3 vérifiant
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B? = b, devient

[ 1+ (z1— B)ys — (w2 +a/B) =0,

Yo = T3 — 1102 + a + (7 — b)ys + 22191,

Yys = T4 — 123 + (b — 27)y1 + 2219,

(Y1 = T5 + Tox3 + (@ + T3 + T122)Y1 — 272ys,
ou

[y + (21 + B)ys — (22 —a/B) = 0,

Yo = T3 — 122 + a + (2] — b)ys + 21y,

ys = x4 — 123 + (b — 2)y1 + 2219,

L va = 25 + 2023+ (0 + 23 + 2122) Y1 — 22202,
— Eﬁithgig

avec

Dy = (z1—B,22+a/B, 23+ 2a + By + 210/8,
T4 + 3axy + 11228 + 23a/B + Brs + bwy + 2a,
T5 — 3axy — T119a/ — B + 130/ + 110*/3)
et Dy = (v1+ 8,20 —a/B, 23+ 2a — By — x210/0,
14+ 30z — 113903 — 230/ — Pas + bwy — 2a8,
T5 — 3axy + v1100/8 + Bri — w3a/ — w1a*/3)

D’ou I’énoncé de la proposition. O

Remarque 95 Par homogénéité des espaces considérés, cette proposition est
valable pour n’importe quel point D € ME et pas seulement pour D = ;.

Ce qui nous importe a présent c’est de déterminer la direction dans la-
quelle nous doublons les courbes v(u~!(z)) et donc de déterminer le faisceau
idéal L. Nous allons profiter de la présentation de la réponse a cette question
pour introduire des coordonnées de M, ES et Ny qui seront généralisable a
toute donnée initiale de géométrie parabolique réguliere et normale de type

(G3, Payy)-

10.1.2 L’équation d’une courbe double dans des coor-
données généralisables : les coordonnées distin-
guées

Toujours en travaillant sur le cas homogene, introduisons les coordonnées

que nous retrouverons plus tard lorsque nous étudierons des géométries para-
boliques régulieres et normales de type (G35, Pa,}) quelconques. Soit zy € M ¢

143



une droite isotrope, soit ug € p~t(z) et soit Z € p_ alors, comme dans la
démonstration du lemme 30, en posant F lf_l(Z) (up) € G le flot du champ
de vecteurs w™!(Z) nous avons l'existence d’un voisinage V' de 0 dans p_ sur
lequel 'application ¢ : V — G© donnée par ¢(Z) := FZT_I(Z)(uO) est bien
définie. Posons

0 0
10 00
0 0 0
= V2 0 ., fi=]0 0 ,
V2 0 1 0
0 0
-1 0 -1 0000
0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
Ja= —V2 0 , fs=10 0
0 0 0
-2 0 1 0
-1 00 0 -1 00000
0
0 0
0 0
fs=1V2 0 :
-1 0
1 0

V2 0 0 0

Définition 96 Nous obtenons de cette maniere des coordonnées, nommées
coordonnées distinguées, au voisinage de xog données par
(10.1.7)
I vV cC® — MC€
(@1, 2,23, 4, 25) +—— pod(xrfi + xafo + x3fs + xafs+ x5 f5)
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—1
Remarquons que dans le cas homogene FI° @ (id) = exp(Z). Or

0
T 0
i) 0 0
exp \/5%3 —\/§$2 \/§x1 0
Ty —x3 0 \/§I1 0
Ty 0 T3 —\/§$2 0 0
0 —Ts5 —xs  V2r3 —19 —x1 0
1
I 1
i) 0 1
= V23 —V/2z; V2, 1
Ty + B —T3 — 21T x? V2, 1
Ts — TR x% T3 — 1Ty —V2xs 0 1
x?)) — T1T5 — TaTy —T5 — B —xy + R V2urs —xg —x; 1

Ainsi un voisinage de la droite isotrope ¢ dans M{ =
dans ces coordonnées par

G%/P{Cm} se décrit

X173
2

Tol3

5 Yeg+ (23 — 2125 — 1o 4 ) €7

€1+ T1€2 +IE2€3+\/§$3€4+ (z4+

)€5+ (1’5 —

La encore, comme dans la démonstration du lemme 30, nous pouvons
définir une section locale de M© dans G© par

oc: F(V)c M® — Gt
(10.1.8) A L boF(a),
Définissons pour i € {1,...,5}, les champs de vecteurs sur F(V') suivant
(10.1.9) &i(1) = Toyp(w(o(x) ™' (fi))-

La distribution de dimension 2, T~'MC, est la distribution engendrée par &;
et gg.

Définition 97 Nous avons sur un voisinage V de la fibre IP’(T;OlMC) dans
P(T-'MC®) les coordonnées

V c CS P(T~*MF)

—
10.1.10
( ) (1’1,$2,$3,$4,$5,C) — <<x1,$2,$3,l’4,x5),£1+§€2)-
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Nous allons a présent comprendre ces coordonnées de maniere géomé-
trique dans le cas homogene. Supposons xy = €;. Soit D = €1 + x1€5 + To€3 +
V2x3es+ (va+ B8 )es + (15 — 222 )6 + (v — 2125 — T224) €7 une droite isotrope
dans le voisinage V de € et (D, ¢) un point de V' C P(T~*ME). Notons alors
h = h¢ I'élément de Pfal} suivant

(10.1.11) he = 1

Alors nous avons un antécédent de (D, () par 'application surjective

¢: G —  P(T'M)
u — [Tup(w(u)~H(f1))]

qui est 1’élément

u:=0(D)-h=exp(xifi +xafo+ x3fs+ Tafs+ x5f5) - h =
1

x1 1
T2 ¢ 1
V223 V2(—z2 + 21¢) V2z1 1
T4 + HF2 —a3 — w122 + @3¢ 3 V2 1
x5 — 23 z3 + 23¢ — z172¢ T3 —x1T2  —V 232 —C 1
23 — @105 — woxy  —as5 — 2253 — gy + TLC gy 4 TS gy —ap il —ap 1
En effet,
(10.1.12)

q(u) = [Tup(w(w) " (f1)] = [Lp(Topyr" (w(o(D)) (Ad(h)(fl))))]
= %Taw) (por )(w)(U(D)) Hfi+C))]
&

Nous avons alors la description suivante

Propriété 98 Le point (D,() de P(T'ME) au voisinage de xq = €, cor-
respond au point (D, P) de G5 /Py avec

D = € + T1€2 + To€3 + \/§l’3€4 + (1]4 -+ %)65 -+ (a}5 — %)66
+($§ — X1T5 — TaTy)e€7,
et P = Vect( D , e+ Ces+ (—xo+ x1Q)eq + (—23 — 2122 + 273)€s
+(@3 + 23¢ — 2r@aQ)es + (—25 — HE — waC+ H5¥)er ).
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Définition 99 L’identification de Ny avec l'espace {(z1, T2, ¥3,24,75,() €
V i ay = 0} sur un voisinage V de la courbe v(u~"(x0)), nous fournit des
coordonnées (uy, us, Uz, Uy, us) sur V.

Ces coordonnées, lorsque xy = €1, sont reliées aux coordonnées grass-
manniennes (Y1, Y2, Y3, Y4, Ys) définies par I'application (10.1.3) de la maniere
suivante. Soit P dans Ny de coordonnées (uy, ug, ug, uy, us), ce 2-plan est celui
fournit par le point (0, uy, ug, uz, ug, us) de P(T1ME) c’est-a-dire le 2-plan

P =Vect( € + ures + v2uzeq + uges + ( Y2 Veg 4 (u3 — ugug)er
€2 + Us€3 — U1€4 + —U2€5 + (U% + U2U5)66 + (— - u12u2 — u3u5)e7 )

Propriété 100 Les coordonnées précédentes de Ny pour xy = €, et les coor-
données grassmanniennes définies par l'application (10.1.3) sont reliées par

U U2
2

Y1 =u1, Y2 =Uz, Y3 =1U3, Y4 =Us— el ys = us.

Regardons maintenant dans les coordonnées (w1, us, ug, Uy, Us) I'équation
dun courbe réduite C7** dans U c Np. Pour cela prenons (D,,¢) € U et
suivons la feuille passant par ce point pour aller jusqu’au point de la feuille
(D.,, (") vérifiant =} = 0. Dans le modele et pour xy = €1, il est plus facile de
trouver la droite D’ : il suffit de trouver une droite de

P = Vect( e +zies + Ta63 + V2r364 + (24 + 22 e + (15 — 283)eq
+ (22 — z1w5 — TaT4)ET
€2 + <€3 + (-J?z + $1<>€4 + ( T3 — T1To + ;Cl)
+ (234 23¢ — T1220) €6 + (—x5 — BBE — 24( + 2 SC) )-

de la forme €; + Xse3 + vV2Xye4 + Xse5 + Xoeg + Xqer. Cette droite est la
droite

Do = € + (932 — $1C)€3 + \/_($3 + 2122 — 1’1C)
3 2
+ (244 3z125 + 25w — 25()€E5
2T 2 2
+ (x5 — B2 — 223 — 1123 + 27720) €6 ]
2 T1T2T z7x3¢
+ (23 — 2105 — Dowy + 2125 + R 4 11240 — 52 )€y
La courbe réduite C’T;fm 304,75 dans V' C N, se décrit ainsi dans les coor-

données (uq, ug, us, Uy, us) par

{ (w2 — o1 25+ 2120 — @3¢, 24 + 31'1%3 + 2wy — 3¢,
2 3,2 ~
T — :61;2 — %mwsc + zl; ,():¢eC }
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et dans les coordonnées (y1, Y2, Y3, Y4, Ys) par

{ (w2 —x1C 25+ 2120 — @3¢, 24 + %%1’3 + 55%}"2 — 3¢,
r5 — 21x5 — T3¢ — BB+ wfa.(, () : (e C }.

Or nous sommes capable de donner les équations non réduites de ces
courbes dans les coordonnées grassmanniennes (y1, Yo, ¥3, Y4, ¥5) et donc dans
les coordonnées (uq, ug, ug, Ug, Us) :

Propriété 101 Pour x dans le voisinage de xo dans ME, l'équation non
réduite de la courbe C, dans les coordonnées (uy,us, us, uy, us) est

(ug — 9 + T1u5)* = 0,
Uy = T3 + T1T2 — x%u5,
3
U3 = Tgq + 5123 + rire — rius,

_ 2 xTox
Uy = Ty — T1T5 — T1T3U5 — 5

(10.1.13)

+ 22x9us.

Preuve de la propriété

Dans le cas ou xy = €; le résultat est direct et vient de I’équation connue
dans les coordonnées (y1, y2, Ys, Y4, Y5 ). Pour le cas général ol g est un point
quelconque de ME, je renvoie a la démonstration de la proposition 117 ol
nous obtiendrons 1’équation (11.2.2) qui est cette méme équation dans le
cas plus général d’'une géométrie parabolique initiale de type (G35, Pfq,}) non
homogene. ([l

Ainsi dans Ny au dessus de la courbe réduite C’;ed, l'idéal (u; — xo +
x1u5)Clus] correspond au déplacement de la droite isotrope D, dans la di-
rection & — (&;. Cela signifie que le fibré conormal de C7°? ~ {& + (&, ¢ €
C} dans C, correspond au fibré (H'ES/ker(r,))* au dessus de la fibre

pt(z) = Ef, avec H'E§ = Vect(&1,&) le relevé horizontal de T, ' Mg
dans T),-1(,) E§ et ker(vy) = (& + (&2)C (les tildes correspondant aux relevés
horizontaux fixés par x € M® et donnés par la remarque 103). De plus, par
définition des filtrations TE§ = T°E§ D -+ D T E§ et TM§ = T73M§ D
-+« D T7'ME il apparait clairement que H'ES ~ T—2EY/ ker(u,). Notre
courbe est donc un ribbon dont le fibré conormal de C7** dans C, est le fi-
bré (v.(T72E§ / ker(u.)))* au dessus de la courbe C7°. Nous avons ainsi par
homogénéité la proposition suivante :

Proposition 102 Soit D € M une droite isotrope et Q(t) un chemin dans
GS/50(4,C) ayant pour point limite D (les éléments Q(t) étant des 4-plans).
Notons Cguy = {P € Gg/P{‘%Q} : P C Q(t)} les courbes réguliéres dans
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GC/ ap) GSSoci€es aux points Q(t) de GS/S0(4,C). Alors la courbe limite
Cp des courbes régulicres Cqy dans G;C/sz} est un ribbon dont le fibré

conormal de C%? dans Cp est le fibré (v,(T2ES [ ker(114)))* au dessus de la
courbe Cs4.

Finissons ce chapitre avec la remarque suivante.

Remarque 103 Les coordonnées distinguées nous fournissent des horizon-
tauz pour la fibration pn : E€ — MC. En effet soit v € M®, ¢ € T,M®
et [X](= [& + ¢&]) € ES alors il existe un unique élément h( he) €
exp(g-a,) C Py tel que q(o(z) - h) = [X] (car nous Uavons vu P {a }/P(C
0_a, ). Nous pouvons ainsi définir le vecteur horizontal

& := To@ynd( Loy (20 (€))) € TyotwymE”
qui est bien un relevé de § car

Toowmi€) = To@ap(Towrd(To(£)))
= Ta(z) (p o Th)(TxU(f))
= ga(x)p(Txo-(f))

Notons que si [X](= [&1 + (&) € ES, nous avons h = he d’aprés 1'égalité
(10.1.12) et alors la feuille de E© passant par ce point [X] est dirigée par le
relevé horizontal

G 4CE = Tupnt(Tur™(Tugo (1 + (6))
= uOh<<uOr<< (o)~ (fi +C )
= Tugn.q(w(uo - he)™ 1( d(he ) (f1 +¢f2)))

= Tugncq(w(uo - he)™ (fl))-
Ainsi sur la fibre Efo les directions du feuilletage de E© sont données par les
relevés horizontauz tautologiques ([&1 + (&, 51/—1-\/({2) € Tie, +¢ce,) EC.
Nous obtenons alors la proposition suivante :

Proposition 104 1. Soit z € M© et u € p~'(x) C G, notons V le sous
ensemble de MC sur lequel sont définies les coordonnées distinguées
(10.1.7), alors nous disposons naturellement d’un relevé horizontal

HE® c TE® de TMC® au dessus de V.

2. Les directions tangentes au feuilletage de E© précédemment construit,
sont données par les relevés horizontaux tautologiques

—_—

([61 + C&), &1 + C&) € Hiercen ES C Ty ycen B
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10.2 Déformation des courbes doubles

10.2.1 L’espace de déformation d’une courbe double

Etant donnée une géométrie parabolique réguliere et normale initiale de
type (G5, Pia,}) nous allons considérer les courbes C;, := v(p~!(x)) C N pour
x € M® comme étant des ribbons de fibrés conormaux (v, (T2E®/ ker(u.)))*
au dessus des courbes réduites C7°. Ce sont ces courbes doubles que nous
souhaitons déformer pour mimer le comportement du modele. Ce qui nous in-
téresse c’est 'espace de déformation de telles courbes et en particulier, parmi
celui-ci, un ouvert sur lequel les courbes vont vérifier les hypotheses du théo-
reme 62. L’existence et la dimension de ’espace de déformation d’une courbe
sont usuellement données par le théoreme de Kodaira [Kod62] et donc par
la connaissance de la cohomologie du fibré normal a cette courbe. L’histoire
reste la méme dans notre cas, seulement pour connaitre la cohomologie du
faisceau normal ) sur la courbe non-réduite C, nous allons avoir besoin de
la connaissance du fibré normal de la courbe réduite C7°? dans N et du fibré
conormal (v, (T72E%/ker(u.)))*.

Proposition 105 Soit (p : G — M,w) une géométrie parabolique réguliére
de type (G5, Piayy) et soit z € MC.
Alors

1. le fibré normal Y de la courbe réduite C7°? dans N est O(1)O®ODO,

2. le fibré conormal Z, = (v.(T72E%/ker(u.)))* de Cr¢ dans C, est
O(-1).

Preuve de la Proposition
Rappelons que nous avons le diagramme suivant :

EC
0
X
MC/ N

Soit & € M€, le fibré normal a la courbe C, = v(u~*(z)) dans N s’identifie
au fibré TE®/ker(v,) @ ker(v.) au dessus de ES. Or comme nous I’avons vu
dans la remarque 103, fixant un u € G, nous avons localement un horizontal
HE® ~ TMF® pour la fibration p : E® — M pour lequel la distribution
ker(v,) au dessus de EC est incluse dans ce relevé horizontal. Ainsi notre
fibré normal Y s'identifie & HEC/ker(v,) sur ES. A présent, notons que
d’apres la construction du feuilletage de EC et des définitions des filtrations
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TE® =T7PE®> ... > T'E® et TM® = T3M® > ... > T7'MF, nous
avons que ker(v,) C T 2E*NHE® = H1E® avec H ! E® le relevé horizontal
de T-'M® dans TE®. Ainsi H'E®/ker(v,) s’injecte dans HE®/ ker(v,) et
nous avons la suite exacte au dessus de ES

0 — H'E®/ker(v,) — Y = HE/ker(v,) — HE®“/H'E® — 0.

Or le fibré H71EC est trivial sur EC et d’apres la remarque 103 le fibré
ker(v,) sur E€ est le fibré tautologique O(—1). Donc le fibré H=*E®/ker(v,)
est le fibré O(1). Remarquons que H 'E¢/ker(v,) ~ T 2E%/ker(u,) ®
ker(v,) =~ Z* et donc que Z = O(—1). D’un autre coté le fibré HE®/H1E®
est lui aussi trivial et nous avons donc la suite exacte sur ES

0—0(1) —Y —>03000 —0.

Maintenant comme le fibré normal Y se décompose en O(a)®O(b)®O(c)®
O(d) avec a+ b+ c+d =1 nous avons que Y est le fibré O(1) @O ® O & O
au dessus de C"¢?. O

Cela va nous permettre de calculer les dimensions des cohomologies du
faisceau normal ) sur C' et ainsi d’obtenir la proposition suivante.

Proposition 106 Soit (p : G — M,w) une géométrie parabolique réguliére
analytique de type (G5, Pia,y) et soit x € MC.

Alors lespace de déformation de la courbe double C, dans N est une
variété complexe Q de dimension 8 et le sous-espace Q. C Q des courbes T-
invariante (T étant la structure réelle de N') est une variété réelle-analytique
non vide de dimension 8.

Preuve de la Proposition
D’apres la proposition précédente, le caractere double de notre courbe
C = C, se décrit par la suite exacte de faisceaux au dessus de C'

O — OC'red(_1> — OC — Ocred — 0

Notant & présent Zo (respectivement Zgrea) I'idéal de C' (respectivement de
Cred) le faisceau (Z¢/Z2)* est localement libre sur O¢ : nous pouvons donc
tensoriser la suite exacte précédente par ®o.(Zc/ZZ)* et nous obtenons la
suite exacte au dessus de C'

0 — Ocrea(—1) R0, (Tc/IE) — (Tc/IE)* — Ocrea @0, (Lo /IE)* — 0.
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Or le faisceau Z¢o /Ié est le dual du faisceau normal Y recherché. Notant X
le faisceau Ogrea @0, (Zo/ZE)* nous avons la suite exacte sur C

(10.2.1) 0 — X®o ., Ocrea(—1) — Y — X — 0.

cred

Nous allons a présent relier X au fibré normal Y de la courbe réduite
Cred. Comme C' est une courbe double nous avons Iéred — Zc. Nous avons
donc la suite exacte sur CT¢?

0 — Zerea/ZcTorea = 2 — To)TcTorea — o) Lirea — 0.

Nous avons aussi l'inclusion Zg < Zqrea qui nous donne la suite exacte sur
Cred
O — IC/IQTEd — ICred/Izred — IC/ICred == Z — O

Concaténant ces deux suites exactes nous obtenons sur C™¢ la suite exacte
0 — Z2 — IC/ICICred = IC‘Cred — Icred/zéred - IC'red’Cred — Z — O

Finalement nous reconnaissons le dual du fibré normal de la courbe réduite
Y* = Trrea /Igmd et notre fibré X* = Zx/ZcZrea. Nous avons done sur la
courbe réduite C"¢? la suite exacte

0—O0(1) =Y —X—0(2) —0.
Mais comme O — O(1) — Y — O & O & O — 0, nous avons les suites
exactes sur C"?

0 _> Ocred @ Oored @ OC"red _) X _> OCT&d(Q) _) 0,
et O — Ocred(_l) @ Ocred<_1) @ Oored(_l) — X ®O
— Ocred(].) — 0

Ocred <— 1)

cred

Cela nous permet de connaitre la cohomologie de X sur la courbe réduite C"*?,
mais d’apres le lemme 2.10. du livre d’Hartshorne [Har77, p. 209], comme
C4 est un fermé de C, la cohomologie de X sur la courbe réduite C™? est la
méme que la cohomologie de X vu comme faisceau sur la courbe non réduite

C'. Ainsi
dim(H°(X,0¢)) = 6, dim(H(X ®o,,
dim(H'(X,0¢0)) =0 et dim(H' (X ®¢

Ogrea(—1),00)) = 2,
Ogrea(—1),00)) = 0.

red

cred

Remarque 107 D’aprés Uarticle de Bayer et Fisenbud [BE95] il apparait
dans notre cas qu’il n’existe qu’une seule maniére de doubler la courbe CT¢?
suivant Z celle qui donne un split ribbon. Or dans ce cas-la, il existe une
rétraction r : C' — C"? et donc une section de Ig — Ierea. Cette section
nous fournit alors une section de Zc|grea — Lored|crea, mais comme O & O &
O — Zgred|grea nous en concluons que O®O@O est inclus dans Lo |grea = X*
et donc que X =0(2) 00 @ 0.
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Ainsi la suite exacte longue sur C' correspondant a la suite exacte courte
(10.2.1) est

0— HO(X ®OcTed Ocred<—1)700) — Ho(y,OC> — HO(X,Oc) — 0
— HY(Y,0¢) — 0.

Nous avons donc H'(Y,0¢) = 0 et dim(H®(Y,0¢)) = 8. Ainsi comme
H'(Y,0¢) = 0 I'espace des déformations est une variété complexe de dimen-
sion dim(H°(Y,0¢)) = 8. Et I'espace Q. est non vide car pour xy € M la
courbe C, est 7 invariante. O

10.2.2 Les courbes déformées sont-elles les courbes re-
cherchées ?

A présent notre objectif est de trouver un ouvert de Q sur lequel les
courbes déformées sont des courbes lisses de fibré normal 40(1) pour pouvoir
appliquer le théoreme 62 et ainsi obtenir le théoreme principal de cette these.
Comme M€ est inclus dans Q nous pouvons considérer ’éclatement Qde Q
le long de M®. Notons 7 la structure réelle de I’espace des twisteurs A/, Q.
I'espace des courbes de Q qui sont 7-invariantes et N(M C Q,) le fibré normal

de M dans Q,.

Théoréme 108 Soit (p : G — M,w) une géométrie parabolique réguliére
analytique de type (G5, P(a,}). Soit x € M et [y] € P(N,(M C Q;)) =S =
F, — S un point du bord F = P(N(M C Q,)) C Q, en dehors des directions
S décrites plus loin a la définition 111 (donnant des courbes potentiellement
singuliéres).

Alors il existe un voisinage W de [y] dans Q, tel que l'espace W C (Q, —
F) est naturellement une variété réelle-analytique quaternion-kihlérienne de
dimension 8.

Remarque 109 Nous n’avons pas directement notre métrique quaternion-
kdhlérienne sur Q, — M = Q. — F' car nous devons éviter dans Q. les rayons
provenant des courbes singuliéres indexées dans le modéle par le bord Fy et
que nous avons notés ici S.




Cherchons donc un ouvert de Q sur lequel les courbes déformées sont
des courbes lisses de fibré normal 40(1). Or, avec simplement les données
algébriques du fibré normal de la courbe réduite et du fibré conormal de
Cm*? dans C, nous ne pouvons assurer I’existence d'un tel ouvert. En effet,
regardons 1'espace ambiant P? x P? et la courbe double donnée dans 'ouvert
{[1:z1:29) X [1:23:24:25): 2 € C°} de P? x P? par

0:23223:,24:25:0.
Alors la courbe réduite a pour fibré normal C?/O(—1)®C? = O(1)0H050

et le fibré conormal de C™? dans C' est O(—1). Mais dans P? x P3 la courbe
C' se déforme en une courbe

C = {[z0: 71 : 29] : zf + az129 + bzg + cz120 + dzozg + ezg =0} x {z},

avec z un point de P? et (a,b,c,d,e) € CP. Ainsi si la forme quadratique
22+ aziz9 + 022 + cz120 + dzozg + ezg est non dégénérée nous obtenons une
courbe réguliere de fibré normal O(4) ® O ® O @ O.

Pour révéler un tel ouvert de courbes lisses nous allons utiliser la géométrie
parabolique de la variété de I’ensemble des courbes doubles M. Soit 2, € M©
et soit uy € GS alors les flots des champs de vecteurs w=!(X) sur G€ nous
procurent sur un voisinage de z les coordonnées distinguées (10.1.7)

F: Vcc? — ME

(T1, T2, 3,24, 75) > pod(xifi+aafotasfs+zafstzsfs)

avec ¢(X) = Fl“f_l(X) (up). Dans ces coordonnées nous pouvons naturelle-
ment définir la dilatation parabolique par ¥; = F o ®, o F'~! avec

(10.2.2) Oy (21, 9, T3, T4, T5) = (t:vl,t:vg,t2$3,t3x4,t3x5).
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Soit U := F(V), notons U; := U, (U) et considérons B; := U;(U,w) =
(U, U*w) I'espace U vu avec la géométrie parabolique de Uy tirée sur U. Nous
avons alors la proposition suivante.

Proposition 110 L’espace By = (U, V*w) tend vers la géométrie parabolique
homogene lorsque t tend vers 0.

Preuve de la proposition

Pour voir ceci il faut comprendre ce que devient la distribution de rang
2 sur ®;U;. Rappelons qu’avec ces coordonnées distinguées vient aussi une
section locale ¢ de G&® — MC qui nous permet de définir les champs de
vecteurs & = Top(w(o(x)) 1(f;)) pour ¢ € {1,...,5}. Ainsi d’apres la
définition de la filtration TME = T3ME D -+ D T7'ME nous avons

T_lM((;: = VeCt(€17€2)7 T_QME(): = VeCt(§17§27§3)
et T73M6C = VGCt(€17€27£37£47§5>‘

Or d’apres la proposition 115 vu au chapitre 11.2 de cette these, les champs
de vecteurs tW;&; tendent vers les champs de vecteurs du cas modele £ pour
i € {1,2}. La distribution de rang 2 définissant la géométrie parabolique de
type (GS, P&l}), sur ®;U; tend donc bien vers la géométrie du cas modele
homogene. O

Notre construction d’un espace des twisteurs nous fournit donc un espace
des twisteurs N; correspondant & la géométrie parabolique de B;. Or lappli-
cation ¥, : B, = U, induit naturellement une application \i/t N S Ut ol
U, est un voisinage de la courbe Cry C N de plus en plus petit. Et 'espace
N, tend vers un ouvert de 'espace des twisteurs du modele Ny lorsque ¢ tend
vers 0. De la méme maniere I'espace de déformation Q; de la courbe C,,, dans
N; tend vers lespace de déformation Qq de la courbe C,,, dans Ny et 'appli-
cation \i/t NS Ut induit naturellement une application \i/t O S Ut ol
U, est un voisinage de zy € Q de plus en plus petit. Ainsi soit y € Qg proche
de xg, alors C, C N se déforme dans NV; en C} = Cy, pour y;, € Q.

Définition 111 Notant N, ,(M® C Q) le fibré normal de M® dans Q au
point g, nous définissons le sous-espace S de P(N,(MC C Q)) comme étant
composé des directions données par les suites \i/t(yl) pour y € Qy proche de
xo et dans l'espace de dimension 7 décrit a la proposition 94, c’est-a-dire tel
que C, C Ny soit une courbe singuliére.

Nous pouvons alors énoncer le lemme suivant :
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Lemme 112 Soit (p: G — M,w) une géométrie parabolique réguliére analy-
tique de type (G5, P(ayy). Soit x € M, [y] € P(N,(MC C Q))—S ety € [y].
Alors il existe t > 0 tel que pour tout point \i/t(yl) dans Q, les courbes C\i/t(y)
sont régquliéres, de fibré normal 40(1) et transverses a la structure de contact
de N.

De plus il existe un voisinage W dans Q du point [y] du bord P(N,(M® C
Q)) = Fi, tel que pour tout z € W — (W N Fy) la courbe C, C N soit
réguliére de fibré normal 40(1) et transverse a la structure de contact de N
Cependant le voisinage W ne contient pas tout F},.

Preuve du lemme

D’apres la proposition 94, considérons donc y € Qy proche de xq et tel
que C, C Ny soit une courbe réguliere et donc de fibré normal 40(1) et
transverse a la structure de contact 1. Alors C,, C N se déforme dans N; en
C, = Cy, pour y, € Q;. Comme les conditions de fibré normal égal a 40(1) et
de transversalité envers la structure de contact sont des conditions ouvertes,
il existe un rang t, tel que pour tout ¢t < t, la courbe Cy, C N; soit de fibré
normal 40(1) et soit transverse a 7;. Appliquant ensuite la dilatation U, &
ces courbes nous avons que les courbes ¥, (C,,) = Cg, ) C N1 = N vérifient
les conditions précédentes. Ainsi si nous prenons une famille compacte de
directions dans )y partant de xy nous pouvons choisir le méme ¢, pour toutes
les directions y. Cependant nous demandons a y € Qg de correspondre a
une courbe réguliere or 'ensemble de ces points dans Qg ne constitue pas
un voisinage ouvert de xy car nous avons dans le voisinage de o € Qg un
espace de dimension 7 paramétrant des courbes singulieres dans Ay. Nous
devons donc choisir ce compact K dans I’ensemble des droites du fibré normal
P(N, (M C Qp)) = Ffal}x en évitant les directions donnant des courbes
singulieres, c’est-a-dire les directions normales donnée par les coordonnées
(0,0,0,0,0,a,b,¢) de Qq vérifiant a®> — bc = 0 d’apreés la proposition 94.
Notons enfin que ce raisonnement est valable pour tout zo € MC, ainsi si
nous prenons le méme compact K pour tout x dans un voisinage compact
de xg nous pouvons prendre le méme ¢t pour tout les et nous obtenons le
lemme énoncé. O

Nous pouvons a présent démontrer notre théoreme.

Preuve du Théoréme

Soit x € M d’apres le lemme précédent nous avons un sous-espace VW C
Q correspondant & des courbes régulieres de N, de fibré normal 40(1) et
transverse a la structure de contact de A'. Rappelons que nous notons Q.
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I’espace non vide de dimension réelle 8 représentant les courbes T-invariante.
Ainsi les éléments de Q. NW = W représentent des courbes 7-invariantes de
fibré normal 40(1) et transverses a la structure de contact. Il ne manque a
ces courbes que la propriété de ne pas rencontrer la structure réelle N ¢ N
pour pouvoir appliquer le théoreme 62. Or cette condition est une condition
ouverte, donc en s’approchant comme précédemment du cas modele et quitte
a réduire notre domaine W, nous pouvons montrer cette propriété sur tout
W. Enfin comme la structure réelle de N respecte la structure de contact de
N, le théoreme 62 d’inversion de la construction de Salamon nous dit que
W C Q, est naturellement une variété réelle-analytique pseudo-riemannienne
de dimension 8 et d’holonomie incluse dans Sp(1) - Sp(l,4 — 1) pour un [ €
{0,...,4}. La positivité de la métrique sur W vient une fois encore de la
positivité de la métrique dans le cas modele car la construction de la métrique
dépend analytiquement des courbes déformées. 0
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Chapitre 11

Construction twistorielle
inverse

11.1 Stratégie pour la reconstruction de la
métrique quaternion-kihlérienne

Partant d’une géométrie parabolique réguliere analytique (p: G — M, w)
de type (G3, Pj,}) nous avons construit un espace des twisteurs A/ muni
d’une structure réelle 7 : N/ — N et d’une structure de contact 7 a va-
leurs dans le fibré en droite L = TN /ker(n). Nous avons vu que cet espace
possede naturellement une famille de courbes paramétrées par une variété
Q de dimension 8 dans laquelle nous pouvons voir notre variété de dimen-
sion 5 de départ complexifiée M® comme bordant un sous-ensemble de Q
correspondant & des courbes lisses de fibrés normaux 40(1). Dans ces condi-
tions, l'espace Q, des courbes 7-invariantes est alors muni d’'une métrique
quaternion-kéhlérienne g d’apres le théoreme de construction twistorielle in-
verse 108. Notre objectif est a présent de retrouver grace a notre métrique
g la structure parabolique de M, c’est-a-dire la distribution 7" M, lorsque
nous voyons M dans Q.. Pour cela nous allons commencer par reconstruire
notre métrique g sur Q.

Propriété 113 Soit x € MC, alors le fibré L = TN/ ker(n) restreint a la
courbe réduite C5¢* est le fibré en droite Ogrea(1).

Or d’apres [BE95] les fibrés en droites sur notre courbe double C,, sont carac-
térisés par leurs restrictions & la courbe réduite C"*? et par le fibré conormal
Y, de C"® dans C,. Ainsi nous pouvons naturellement définir notre fibré L
sur C, par

0 — Lerea ® Yy — Ll|c, — Lgrea — 0,
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c’est-a-dire

Remarquons que sur les courbes réguliere Cy pour y € Q — M €. comme
celles-ci sont transverses a la structure de contact, nous avons Lo, = TCy =
Oc,(2). La propriété précédente n’est alors pas choquante car lorsque nous
regardons le fibré Opz2(1) restreint a la courbe réduite d’une courbe double
C : 22 = 0 dans P2, nous obtenons par la formule d’adjonction le fibré
Ocrea(1), alors que sa restriction sur une déformation réguliere C' : 22 +
azi + bz3 + cz120 + dz123 + 2023 = 0 devient le fibré Oz(2) par la formule
d’adjonction.

Preuve de la Propriété

Soit € MC, par définition de la structure de contact sur N, le fi-
bré L = TN /ker(n) au dessus de C7* s’identifie au fibré TEC/T-*E® au
dessus de la courbe p (). Soit u € p~*(z), & laide des coordonnées distin-
guées fixées par ce u nous pouvons définir une section o : U ¢ M® — G©
et des champs de vecteurs & = T,)p(w(o(x)) ™ (f;)) vérifiant T MC =
Vect(&1,&), T2MC = Vect(£1,&,&3) et TMC = Vect(&1, &, E3,&4,&5). Puis
grace a la remarque 103, nous avons un espace horizontal pour la fibration
p 2 E€ — MC et donc des relevés horizontaux &; des &;. Soit [X] = [£14C&] un
élément de =1 (x) = ES, alors I'élément h € exp(g_q, ) vérifiant g(u-h) = [X]
(c’est-a-dire I'élément h € exp(g_q,) définissant I'horizontal Hjy)E© d’apres
la remarque 103) est I'élément h = h¢ défini par I'égalité (10.1.11) et nous
avons

& ([X]) Toneq(w(u - he 71 ?C)lghc_l)(fz)))
&([1X)) = Tuncq(w(u - he) " (Ad(h: ) (fs)))
Tuneq(w(u - he)™t

avec &y = Tyn q(w(u - he) 7 (Ad(hg ) (=k(u - he)(fs, fr + Cf2)))). Or k est
homogene de degré 4, nous avons alors que Y := s(u - he)(f3, f1 + (f2) €

p~ 271 = pl. Ainsi Ad(hc_l)(Y) € p’ et méme mieux Ad(hgl)(Y) € g’ et
donc & = 0.
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Des égalités précédentes nous déduisons que
T E® = ker(.) @ Vect(&1, &, &, (€5, X]).

Le fibré L = TN/ ker(n) au dessus de C"* s’identifie alors 3 HEC/H 2EOF
au dessus de la courbe p~!(x) avec HEC le fibré horizontal précédemment
cité, H2EC le relevé horizontal de T-2MC et F le fibré en droite donné
par [£3, X] au dessus de [X]. Au dessus de EC les fibrés horizontaux HE®
et H72EC sont triviaux alors que le fibré F est isomorphe au fibré trivial
donnée par X au dessus de [X]. Ainsi notre fibré en droite L au dessus de

Cred est le fibré 50/(30 & O(—1)) = O(1). O

Cette propriété va déterminer notre stratégie. En effet, dans la construc-
tion twistorielle inverse nous obtenons habituellement la métrique g par
g = wpwy avec H, = H°(C,, L'/?) (représentant 'action de Sp(1) sur Q),
E, = H°(C,, N,® L™1/2) (représentant I’action de Sp(n) sur Q), et wy et wp
des formes symplectiques définies sur H par le wronskien et sur E par dn. Ce-
pendant comme L est de degré 1 sur les courbes réduites C7* pour x € M la
définition de L2 sur les courbes doubles pose probleme : les fibrés H et E sur
Q ne sont pas bien définis au dessus de M. Cependant, comme le fait Olivier
Biquard dans [Biq07], nous pouvons retrouver notre métrique g a ’aide des
trois 2-formes sur Q associées a une donnée [,J et K de structures presque
complexes de Q vérifiant les relations des quaternions. La connaissance de
ces trois 2-formes 5; = g(I.,.), B; = g(J.,.) et Bx = g(K.,.) suffisent pour
retrouver dans un premier temps par exemple la structure presque complexe
I puis alors la métrique ¢(.,.) = —pB;(I.,.). Or trois telles 2-formes se re-
trouvent de la maniere suivante : la forme symplectique wy sur H procure une
métrique Y sur la fibration Sym?(H) ~ H°(C,, L) de rang 3 & valeurs dans
[H°(C,, Q¢ @ L))?; d’apres [Sal82] I'espace des twisteurs est espace total de
I'ensemble des éléments normés de Sym?(H) mais comme P'espace des twis-
teurs peut se comprendre comme étant ’espace total des structures presque
complexes sur Q alors une base orthonormée (by, by, bx) de Sym?*(H) pour
cette métrique T est liée a la donnée de trois structures presque complexes
(I, J, K) et donc a la donnée de trois 2-formes comme nous les recherchons.
Dans [Sal82] il apparait que ce lien entre un élément normé b de Sym?(H)
et une 2-forme 3 sur Q est donnée par § = wp ® b € A?>(E* ® H*) = A*Q*.
Nous retrouvons alors nos 2-formes recherchées en projetant dn sur notre
base (by, by, bx) c’est-a-dire en posant 5; := Y (dn, by).

Considérons alors le fibré en droite au dessus de Q

(11.1.2) L,=H(C,, 0, ®L).
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Au dessus de y € @ — M®, Llg, = Oc,(2) et Qp = (TCy)* = Og,(—2)
donc le fibré £ au dessus de y est bien une droite. Soit € M, d’apres le
théoreme 5.1. de [BE95], le fibré Qf. est donnée par la suite exacte

O — OC;ed(_Q) — Qéz — ched<_1) — O

Ainsi le fibré Qlcz ® L est bien défini au dessus d’une courbe double C, et ce
fibré est caractérisé par la suite exacte

0 — Oczed(_l) — Qlcvz ® L — OC;:Ed — 0

De la suite exacte longue engendrée par la suite exacte ci-dessus, nous obte-
nons que h%(C,, Q. ® L) = 1 et donc L, est bien une droite.

Remarquons & présent qu’au dessus de y € Q — M la forme de contact
n, restreinte a la courbe C,, définit un élément ©, € L,. Soit z € ME,
la courbe réduite C7°? est tangente a la distribution de contact ker(n) car
ker(y,) C T~*EC. Nous pouvons donc prolonger © au dessus de M® par zéro
et nous obtenons ainsi une section © de L. Nous verrons plus tard au lemme
119 que O est transverse & MC dans Q et nous permet donc de retrouver M®
dans Q.

Définissons maintenant le fibré 1 de rang 3 sur Q par W, = H°(C,, L)
(qui est, au dessus de @ — MC, le fibré Sym?(H°(C,, L'/?))). Remarquons
qu’au dessus de MC, W est bien un fibré de rang 3 d’apres la suite exacte
(11.1.1). Or espace H°(P!, O(2))(~ Sym?*(H°(P*, O(1))) est muni d’'une mé-
trique canonique Y (= wy ® wy), définie par

(11.1.3) T (u,v) = ud*v + vd*u — dudv € H(P', (Q,)* ® L*) ~ C.

Concretement, si nous avons une coordonnée z sur P! et si les sections u et
v sont données par u = a + bz + cz? et v = a’ + b’z + /2% alors T s’écrit

(11.1.4) Y (u,v) = (2(acd + d'c) — bV )dz>.

Le fibré T est donc muni d’une métrique Y & valeur dans £? (plus tard au
lemme 121 nous comprendrons plus en détail le comportement de Y sur le
bord M®). L’élément ©~2Y est ainsi une métrique sur W.

Nous réalisons ensuite W, comme lespace des 2-formes sur H°(C,,N,),
avec N, le fibré normal de la courbe C, dans A, de la maniere suivante : si
y € Q — M, la courbe C, est alors transverse a la distribution de contact
ker(n), donc le fibré normal N, s’identifie a ker(n) et dn est bien défini sur
N,. Nous disposons ainsi d'une 2-forme § sur Q@ — M €. & valeurs dans W,
définie par

B A2H(C,,N,) 22 W,
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Choisissant alors une base orthonormale locale (by,bs, b3) de W nous dispo-
sons des trois 2-formes locales sur Q

La connaissance de ces trois 2-formes suffit a caractériser la métrique g. En
effet, ces trois 2-formes sont reliées a g a 'aide de trois structures presque
complexe Iy, Iy et I3 vérifiant la relation des quaternions I1lol3 = —1
(ou I113I3 = 1) par f;(X,Y) = ¢g(L;X,Y) pour tout X,Y € TQ. Ainsi
la connaissance de 35 et de (3 permet de déterminer la structure presque
complexe [; comme étant 'unique endomorphisme [; vérifiant So(1; X,Y) =
g(ILLX)Y) = —B2(X,Y) (ou Bo(X,Y)) pour tout X,Y € TQ. Nous re-
trouvons alors g par la relation g(X,Y) = —f51([;X,Y). Remarquons qu’a
priori nous ne savons pas si [;/513 est égal a 1 ou —1 : nous ne retrouvons
donc g qu’a un facteur £1 pres ce qui sera suffisant pour lire la géométrie
parabolique sur la métrique g du bord M® C Q. Notons que ce facteur +1
est légitime car nous n’avons pas pris en compte l'orientation de Q pour
retrouver la métrique g.

11.2 Nos systemes de coordonnées et la com-
paraison de notre cas avec le cas modele

Donnons a présent le systeme de coordonnées avec lequel nous allons
travailler qui est celui du chapitre 10.1.2. Soit g € MC et uy € G, nous

xo?
disposons alors au voisinage de ¢ des coordonnées distinguées

F: VcC? — MSC
(w1, T, T3, T4, T5) > pod(arfi + xafo + T3fs + xafs + x5 f5)

avec ¢(Z) := F l‘fil(z) (ug) pour tout Z € p_. Avec ces coordonnées distin-
guées vient une section o du fibré G¢ — MC définie par 0 = ¢p o F~!, et des
champs de vecteurs & (z) = T,p(w(o(x)) 1 (f;)) pour x € F(V) vérifiant
T_lMC = V€Ct(fl,€2), T_QM(C = Vect(§1,§2,§3) et Vect(£1,§2,§3,§4,§5) =
TMC. Nous pouvons alors définir des coordonnées de E¢ = P(T~'M®) au
dessus de F'(V) par

V c CS — P(T~' ME)
<x17x27$37x47x57<) — ((.1'1,1'2,1'3,‘%4,.1'5),51 _'_Cg?)

Or comme nous l'avons vu, V'espace {(x1, 2, x3,24,25,() € V : 21 = 0}
s’identifie & un voisinage de la courbe C,, dans N. Ceci nous fournit alors
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des coordonnées (uy, ug,us, uq, us) de N au voisinage de C,, et la courbe
double C,, a pour équation dans ces coordonnées

C’xo:uf:uz:u;;,:wl:O.

Dans le cas modele nous avons :

Proposition 114 Dans le cas modéle les champs de vecteurs &2 précédem-
ment définis vérifient :

&1, @9, 03,04, 05) = Op, — X204, + (— 323 — 32122) 0y, + 5250,
(1, 22, T3, 04,05) = Opy + 1104, + 3310,, + (Bas — 12122)0,,
fg(x1;1727133,x47 5)

31 )

& ( )

X
3 3
T 8;53 + 5:[‘1(93;4 - 5%’28;55
0
T1,X2,T3,Ty,Ts
X

Or,
0
T1,T2,T3, T4,

= 8:!25

5

avec Oy, (1) = Tp-1(4)F(0y,).

Preuve de la Proposition
Il s’agit ici de relier les deux bases de champs de vecteurs (£2);<;<5 et
)i<i<s en un point x = (xy, T, T3, T4, T5) voisin de zg. Or

&) = Towpolwo(o(z))'(fi))
et Oy, () = To@po(Tr-10(0y))-

Nous souhaitons donc comparer les éléments wy(o(x))(Tr-1(2)¢(0y,)) aux élé-
ments f; dans g. Or dans le modele, nous reconnaissons ces derniers éléments

wo(o(2))(Tr12)90(91,)) = Tyr-1(@) As(r-1(a)) 1 (Tr-12)?(y,)),

avec A\, : G — G la multiplication a gauche, comme étant les dérivées loga-
rithmiques & gauche de ¢ : g — G suivant 0y, :

wo(0(2))(Tp-1)#(y,)) = 0(@)(F~(2)) ()

avec 0 la dérivée logarithmique a gauche. A présent, par homogénéité du
modele nous pouvons supposer que Ty = P,y et ug = id € G. Ainsi ¢ est
simplement la fonction exponentielle. Mais la dérivée logarithmique a gauche
de l'exponentielle est bien connue [CS09, p. 561] ou [KPS93, p. 39] : soit
X € g l'application §(exp)(X) : g — g est définie par

(a:v

i

S(exp)(X) = 3 (_”f)! (adX ).

=+
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Nous avons alors

wo (0 (2))(Tr-1(x)9(9y,))

(@) (f)-

p:0

Comme F~!(x) et les f; sont dans la sous-algebre nilpotente p_ la somme
précédente est finie et nous obtenons

WO(U(x))(TF—l(x)¢(af1)) = fitaafs+ ( XT3 — $1£C2)f4 + 372f5,
wo(o (7)) (Tr-1)9(05,)) = fa— f§1f3 + x%ﬁ; — (a3 + 2139) f5,
wo(0(2))(Tr-1(2)0(0r,)) = fs — q21fa+ 322f5,
(o@D Troldn) = fu
wo(o(2))(Tr-1@)0(0r,)) = fs,
et donc
Oy (2) = & 42289 + ( T3 — x122)E] + 2367,
Oy () = 5% 55153 0+ x%le . (%933 + 551!132)527
b R
a275 (CL’) - 55(3)
Inversant alors ce systeme nous obtenons le résultat souhaité. ([l

Remarquons que dans le modele tout est explicite : nous aurions pu cal-
culer & directement car la connexion de Cartan wy est explicite : wy(g)(£) =
TyAg-1(€). L'approche que nous avons adoptée permet de révéler le lien entre
nos champs de vecteurs a I'aide du crochet de Lie sur M :

o0
(11.2.1) Z x)P(ED),
p:[)
en considérant les coordonnées (z1,...,25) comme fixes, avec L¢ la dérivée

de Lie par rapport au champ de vecteurs ¢ et avec X = w(o(z)) 1 (F~!(z)) =
2187 + 228y + 2365 + 2a€f + w5E5 et

Rappelons que nous avons une dilatation ¥; qui a un élément de V,
(w1, T2, 3, T4, T5) associe 'élément (L, try, t2x3, 314, t2x5). Nous allons nous
servir de cette dilatation pour exprimer a quel ordre une géométrie para-
bolique réguliere et normale de type (G35, P(a,}) est proche de la géométrie
modele. Pour cela, il nous suffit de répondre a cette question pour les champs
de vecteurs &; et & qui engendre la distribution T-'M car T-'M définit la
géométrie parabolique de M.
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Proposition 115 Dans le cas général les champs de vecteurs &; précédem-
ment définis vérifient :

vig = ? + o(t?),
Vig = £ 4 o(t?),
Uiy = =5 +o(t),
Wie = S+o(1)
et Wi& = 33 +o(1)

lorsque t tend vers 0.

Preuve de la proposition

Cette proposition est une application du théoreme 58. Dans notre cas
d’une géométrie parabolique réguliere et normale (p : G — M, w) de type
(G5, P{ayy) la fonction de courbure k € Q*(M, AM) de w est 4-homogene
d’apres le théoreme 52 et le fait que la cohomologie H%(p_,g); est nulle
pour tout ¢ # 4. En appliquant le théoréeme 58 nous avons directement la
proposition souhaitée.

Cependant reprenons la fin de la démonstration du théoreme 58 qui se
comprend mieux sur un exemple, qui ici est celui d'une géométrie parabo-
lique de type (G5, Pfa,}). La premiere partie de la démonstration, que nous
n’allons pas redémontrer ici, consiste a montrer que nous avons la relation
(11.2.1) dans le cas général d'une géométrie parabolique de type (G35, Pia,})
quelconque.

Or nous connaissons suffisamment les crochets entre les champs de vec-
teurs & : d’apres le lemme 31, pour y € U C M

[ &51(y) = Toqp(w(o(y)) " ([fi, fi] = £l @) (fis 7)))-
Ainsi comme la fonction de courbure x € Q*(M, AM) est 4-homogene, nous
avons

[€1,6)(y) = 26, [€1,8](y) = 3&, €1,8](y) = 0,
€1,86)(y) = 0, [€2,83)(y) = =36, [€2,8l(y) = 0,
€, 55]%9) = 0, (€5, &l(y) = a1 +0&, [£3,8](y) = c&i+dés,

€4, &5)(y) = e+ f& + gés,

avec a, b, c,d, e, f, g des fonctions lisses sur M. Nous retrouvons alors les re-
lations présentes dans la démonstration de la proposition précédente a un
ordre 4 pres, c¢’est-a-dire que nous obtenons

O () = & — %( — 22983 — 3$3§4> + %( — 6291184 + 61385
+2xom4(ay + bE2) + 2xows(c&y + d&2) — 3a3(a&y + bs)
+3x325(e&1 + f& + 953)) +...
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et donc
U0, (z) = %&El = (1+ (t4))\If &+ O(t4)\If & + (tzg + O(t5)) W3
t (§ T3 — l'll'g) + O( ))‘If 54 + (t2 (t6))\If 55,
t4)\I/ S+ (1+ O(t4))\I/ &+ (—xt + O( 5))\11 &

*

(
(
(223 + O(t%)) &4 + (—t*(3as + m122) + O(t9))&s,
(Y036, + O(F) W36, + <1 +O(t)Ur&s
(=3t + O(3)Ur&s + (Btas + O(t3)) V&,
(2 )\If &+ O0?)Uré + O(t3)\If &3

(1 +O(t)¥i& + Ot Tiés,

(W& + OV + O(13)Uigs
+O(t) U + (1 + O(th) U7&s.

Inversant alors ce systeme nous obtenons

Uiéi(z) Opy — 090y + (=503 — 52122)00, + $§8x5) +0(t?)

U6 () Or + 0102, + 53300, + (325 — S2122)0, ) + O(F)

Uiés(z) = t_2<a$3 + §$18x4 - 51323935) + O(tQ)
€9
(

_l’_
0
_l’_
= %0, = O
_|_
0
_l’_
0

S TN [

X

Uréa(z) = %0, +O0(1)
Vi&s(r) = 505, +O(1)

qui est le résultat souhaité. 0]

Ainsi le champ de vecteur & est donnée par

&= (14 fi(2)0n + fo(2)0s, + (=22 + f3(2))0s,
+(=3x5 — w120 + fu(2))0n, + (523 + f5(2))Ous

Ui fi(x) = fi(P(z)) = o(t?),
Ui fa(x) = fo(Pi(x)) = oft?),
Ui fs(x) = f3(Wy(x)) = 0(t4)’
Ui falw) = fa(Wy(z)) = O(tS)u
Ui fs(x) = f5(W(x)) = ot°).

Remarque 116 Pour des notations plus aérées adoptons dés a présent la
notation o(tz) pour indiquer un élément qui sous Ueffet de la dilatation W,
de M€ (ou U, de N ou T, de Q) est négligeable par rapport a t3. Comme
Uy(1, T2, T3, T4, T5) = (tw1, tw, 223, 304, t2x5) dans MC ’égalité précédente
s’écrit
& = (14+0(t?)0,, + 0(253)&2 + (—z2 + 0(254))8 -
+(=3z5 — z129 —|— 0( ))@M + (223 + 0(t%)) 0y
= 8 1’28% + ( 2 l'1$2)a$4 + 37%8:,;5 + 0(t2).
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Retrouvons a présent dans nos coordonnées (uq,us, us, uy, us) de N les
équations des courbes déformées.

Proposition 117 Les déformations de la courbe double C,, dans N sont
données par les équations

(ur + 21u5 — 22 + 0(t"))* = buZ + 2aus + c,

Uz = T3 — 2172 — a + (27 — b)us + 2x1u1 + o(t°),

U3 = Tgq — %$1$3 + (b = a})ur + 2z1us + o(t°),

Uy — 52 =15 + %$2$3 + (a + 3 + m122)u1 — 229u5 + 0(1°),

C(a:,a,b,c) :

pour (z,a,b,c) dans un ouvert de C8.

Preuve de la proposition

Commencons par regarder ce que devient ’équation d’une courbe double
dans N dans le cas général. Soit = = (xy, 29,3, 74, 75) dans le voisinage
de g € M, la courbe C, dans A est la courbe v(u~'(z)) doublée dans
la direction v, (H 'E®/ker(u.)) avec H*E® le relevé horizontal de T~ M©
dans TE® donné & l'aide de la section o par la remarque 103. Soit (z,¢) €
p~1(x) alors nous trouvons v(z, () en suivant la feuille contenant ce point
jusqu’au sous espace {(0, xq, x3, T4, 75,()} C EC. Intégrons donc le champ de
vecteurs él—i— ng partant du point (z, (), avec é le relevé horizontal de &;
défini par &(x,¢) = Ty nq(To@yr"(To0(&))) € Tyow)nE®. Or d’apres les
deux propositions précédentes

§4C = (140(t%)0a + (¢ + 0(t)) 0, + (=22 + 21 + 0(t*)) D,
H(=5ws — smiws + 507C + ot”)) s,
+(323 + 325¢ — Lzl + 0(t7)) sy
= Opy + Oy + (=22 + 21()uy + (=323 — 52122 + 527C)Du,
(323 4 323¢ — 22122()Dyy + 0(t?).

Notant ¢ le chemin suivi sur notre feuille nous trouvons alors :

c(s) = (z1+s+o(th), zs+ s+ o(th), z3 — w28 + 21(s + o(t®),
Ty — %lL‘gS + %ZL‘282 — %1’11'28 - %xlCSQ + %:17%(’3 + o(t9),

T + 533(s + 1a3s — 3w2(s? — Lriwals + S31(2S% + o(t9))
car s est d’ordre 1 et donc

o(—x1) = (o(th),zo — Cx1 4 o(t), x5 + x129 — 2 + 0(¢°),
Ty + Swyws + 23wy — 23C + 0(tF),
75 — 3m173C — 33173 + 37{C7 + o(t?)).
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Ainsi

v(z,¢) = (w2 — a1 +o(t), x5+ x120 — 27C + 0(t°), 24 + %l’lx?) + 2ty
—23C + 0(t%), x5 — Swyws( — Smya3 + 1237 + 0(t°), C)

dans les coordonnées (u1, Uz, us3, ug, us) de N et I'équation de la courbe double
C, est

(ug — 29 + z1u5 + 0(t*))? = 0
Uy = T3 + T1T9 — T3U5 + 0(°)
Uz = T4 + Swix5 + ivs — ius + o(t6)

— 3 1 2 1,.3,2 6
Uy = T — 5T123U5 — F3T1L5 + 5L1U5 + O(t )

(11.2.2) C,

Rappelons que la dilatation ¥, sur M® engendre une dilatation T, sur
N qui dans les coordonnées (uy, ug, us, ug, us) 8'écrit Wy (uy, ug, us, Uy, Us) =
(tuy, t2uy, t3us, t3uy, us). Avec ce qui précede, il apparait que lespace N,
défini dans le chapitre 10.2.2, coincide avec le modele Ny jusqu’a lordre 3 :

( (tu; — txo + tzyus + o(th))? =0
s t2uy = t?(x3 + w1709 — T3u5) + 0(t9)

ViCe ug = (x4 + Smyxs + 2iTs — Thus) + 0(t°)
. t3U4 = t3($5 — 22711'3’&5 — %1’11’% + %ZE?U%) + O(tﬁ)
( (Ul — t.’EQ + tiL'1U5)2 =0+ O(ts)
Uy = T3 + T1T9 — Tius + o(t3)

uy = x4 + Smyxs + i — Tius + o(t?)
_ 3 1.2 132 3
Uy = T5 — 5T1T3Us5 — 52105 + 527uZ + o(t?).

\

Cette coincidence jusqu’a 'ordre 3 et I’étude du cas modele effectué au cha-
pitre 10.1 et en particulier les équations des courbes lisses (10.1.4), nous
donnent la proposition souhaitée. O]

Nous avons ainsi les coordonnées (z1, xa, 3, T4, T5, a, b, ¢) de Q et la dilata-
tion ¥, engendre une dilatation ¥, sur Q qui s’exprime dans ces coordonnées
par

A

Wy (21, 2o, T3, T4, T5, A, b, ) = (tay, tog, a3, x4, 315, t2a, 120, t3c).

Nous sommes a présent armés pour reconstruire notre métrique quaternion-
kéhlérienne.
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11.3 Reconstruction de la métrique quater-
nion kihlérienne

11.3.1 La section © définit bien le bord M® c Q

Commencons par donner la forme de contact n de A/ dans les coordon-
nées (uy,us, us, ug,us). Pour cela rappelons que ker(n) = v, (T *E®). Or
dans la démonstration de la propriété 113 nous avons vu que T *E®(:=
g (Wt (Vect(f1, fo, f3, f1)) @ ker(p,)) au dessus du point [£; + (] était en-

gendré par ker(u,) = Ca, &, &, & et [€3,& + (&)]. Calculons alors 'image
par v, de ces champs de vecteurs. D’apres 1’équation (11.2.2)

Vi(0p) = (—us+0(t?)0y, + (xa — 2x1us + 0(t*))D,,
+ (325 + 22129 — 3aius + 0(t%)) Oy,
+(=3z3us — 323 + 323u? 4 0(t°))0,,
= —u50y, + (T2 — 221us5) 0y + (323 4 20125 — 33Fu5) 0y,
+(—3z3us — 223 + 32%u?)0,, + o(t?),

Vi(Opy) = Ouy + 2104, + 2204, — 11220, + o(t?),
V*(ams) = 3u2 -+ %$18u3 — %I1U58u4 + O(t),
Vi(Op,) = Ous +0(1),
V*(aﬂcs) = 8114 +0(1)7
vi(0) = =110y, — 230y, — 230y, + (—3z125 + 23us) 0y, + Ouy + 0(1%).
Ainsi,
y*(&) = VOpy + 210404, + %x%u*@m + (%:Ug — 32182V, 0y + 0(t?)

= aul + 2%’18'% -+ 31‘%81@ + %(1’3 — 1T — x%u5)au4 + 0(t2>7

vi(§) = —usvi(&2),
Vi(§3) = Oup + 3210y, + %(—$1U5 — )0y, + o(t),

et
u*([ég,&/f/g‘gg]) = Vi (—30,, + 3C0y; + 0(1)) = =304, + 3us0,, + o(1).

Nous avons alors sur la courbe double C, C N/

ker(n) = Vect( v(0c),vi(€2), ve(8s), va([€3, &1 + C&2l) )
= Vect( Ouy —usOu, +0(1) |, Ouy + (=22 + 21u5)00, + 0(2),
Ouy + 2(x3 + 1122 — 25)0y, + 0(t2) | Ous + +o(t?) )
= Vect( Oy —us0u, +0(1) , Oy, — %ulam + o(t),
Ouy + g0y, +0(t?) , Oy +0(t) ).
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Ainsi sur la courbe double C,, la forme de contact est donnée par

n = (—%uz + o(t5))duy + (%ul + o(tY))dus + (us + o(t3))dus
+0(t%) dus + duy
= —%ugdul + %ulduz + usdus + duy + o(t%).

Comme les courbes doubles recouvrent un voisinage de la courbe double C,,
dans NV, nous pouvons définir la forme de contacte comme précédemment sur
tout ce voisinage.

Propriété 118 Dans les coordonnées (uy,us,us,us, us) de N la forme de
contact de N est donnée par

3 3
(11.3.1) n= —§u2du1 + §u1duQ + usdusz + duy + o(t%).

Fixons a présent une trivialisation de L. Il sera commode pour la suite de
choisir la section particuliere du—“f ®1de Qlczo ® L sur Cy, que nous étendons
en une trivialisation [ : £ — C dans un voisinage de xy dans Q. Nous avons
alors le lemme suivant :

Lemme 119 La section © est transverse a M€ dans Q.

Preuve du Lemme
Soit (x,a,b,c) un point de Q. L’équation de la courbe Cg 440 € N est

(ug + Tyus — 22)% = bu? + 2aus + ¢ + o(t°),

Uy = T3 — 1103 — a + (22 — b)us + 2x1uy + o(t%),

ug = x4 — 32123 + (b — xf)uy + 2z 1us + 0(t9),

Uy — 2 = x5 + %1’21'3 + (a + 23 + 2129) Uy — 2T9us + 0(2%),

C1(z,oz,b,c) :

donc

(uy + z1us — 22)(duy + z1dus) = (bus + a)dus + o(t?),

duy = (22 — b)dus + 2x1duy + o(t°),

duz = (b — 2%)duy + 2x1dus + o(t9),

dU4 — ug#dm — L‘QM = (Cl + T3+ xle)dul — 2$2dU2 + O(tG).
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Ainsi la forme de contact 7 restreinte a cette courbe vaut

@(l’, a, b, C) = n’c(z,a,b,c)

—3ugduy + Suydug + usdus + dug + o(t°)

= —%l@dul + %UldUQ + U5((b — a:f)dul + 2x1du2)
fladn e 4 (g4 254 2120)duy — 2x2dus + o(t0)

= (—ug+a+ x3+ x109 + bus — 23u5)duy
+(2uy — 229 + 231us) (23 — b)dus + 2z1duy) + o(t9)

= 2(u; — 9 + z1us) (23 — b)dus + 2(a — T129 + T3us + bus
+z1uy )duy + o(t9)

= 2[(ug — 3 + zyus) (23 — b)dus + (a + bus)duy + z1(uy — 2
+xyus)duy] + o(t%)

= 2[=b(u; — xs + zyus5)dus + 1 (bus + a)dus + (a + bus)du |
+0(t°)

= 2[(a+bus)? — blug — 2 + z1u5)* + 21 (bus + @) (w1 — 22
+[E1U5)] —dus —+ O(tﬁ)

U] —x2+T1Us

= 2[a% — b+ 1 (bus + a)(uy — 2o + Trus)] —25— 4 o(t0).

Ul —T2+T1Us5

Or 2[a® — be+ z1 (bus + a) (u; — 22+ z1us5)] est non nul si a et b sont non nuls.
La section © est donc transverse & M® dans Q. O

Remarque 120 Pour nos chemins favoris : Q(s) = (0, sao, sby, sco) dans
Q avec A := a2 — bycy # 0, nous avons

[SIEN]

10(Q(s)) = 25 Ag + o(s7).

11.3.2 Une base orthonormée du fibré W

Pour retrouver la géométrie parabolique de M, c’est-a-dire la distribution
générique T~ M nous allons pour tout point de M retrouver la distribution
T 'M grace a la métrique sur Q. Or soit zy € M fixé, pour retrouver la
distribution T;OIM la connaissance de la métrique sur un chemin Q(s) :=
(0, sag, sbo, sco) dans Q comme précédemment défini, va étre suffisant. Fixons
alors les notations que nous utiliserons par la suite. Notons () le chemin dans
Q donnée par Q(s) := (0,a = sag, b = sby, c = scy) avec Ag := a3 — bycg # 0.
Notons A := s2A, et § une racine de A.

Cherchons a présent nos trois 2-formes décrivant la structure quaternion-
kéhlérienne de Q. Pour cela il nous faut comprendre la métrique YT sur le
fibré W au dessus de notre chemin Q(s).
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Lemme 121 La métriqgue T sur W au dessus de notre chemin Q(s), a va-
leurs dans L2, satisfait

l
PY (t+ruy +sus, t'+1"uy+5"us) = (—css’—l—a(st’—i—s’t)—btt’)—7@7“7”—1-0((1@)1).

Preuve du Lemme

D’apres I'article [BE95], une section du fibré L au dessus de la courbe
double C,, s’écrit x + yu; avec x une section de L|C;8d = chgd(]_) et y une
section de L|C£8d ® Yy, = chgd. Un élément de H°(C,,, L) s’écrit donc sous
la forme = 4 yu; + zus.

Dans P? = {[z; : 25 : 23]} notons é’mb’c les courbes d’équations

2 2 2
21 = bzy + 2az23 + c23.

Regardant cette équation dans la carte Us := {[21 : 22 : 1]} et regardant les
équations des courbes C(g 44 dans N, nous observons que nous disposons
d’une famille de morphismes fq . : C’mb’c — Clo,ap,e) C N tels que dans les
coordonnées (uq, ug, u3, g, us) de N nous avons

fape(z1) = (214 0(t?), —a+ o(t®), bz + o(t%), 221 + o(t°), o(t?))
et fape(z2) = (f(22) +o(th), —a — bzg + o(t?), bf (22) + o(t%),
9222 f(29) + o(1%), 25 + o(t?)),

avec f(zp) vérifiant f2(z9) = bz2 + 2azy + c; cest-a-dire que l'image de
la coordonnée z; (respectivement zy) correspond a la coordonnée f(z1) =
uy + o(t) (respectivement f(z2) = us + o(1)). Soit ¢ une section de L au
dessus de C,, nous obtenons alors une section ¢ = o o fy du fibré fjL au
dessus de 6'0,070 qui est le fibré au dessus de la courbe double éo,o,o c P?
caractérisé par

0— O]pl(l) & O]pl(—l) = Opl — fgL — Opl(l) — 0.

Or d’apres article [BE95], une section du fibré fiL au dessus de la courbe
double Cyy s’écrit r 4 sz; avec r une section de 15 L|éged = Op:(1) et s une
section de fa‘L|éged ®Op1(—1) = Op1. Un élément de H°(Cy, fi L) s’écrit alors
sous la forme rz; 4+ szo+tz3 dans la carte P?. Notre section & s’écrit donc sous
la forme & = 721 + sz9 + 123 et correspond a une section de Op2(1). Supposons
¢ # 0 (sinon a # 0 et nous pouvons donner une autre paramétrisation que
celle qui arrive et en effectuant les mémes calculs que ceux qui vont suivre
nous retrouvons le méme résultat final : nous nous limitons donc au cas ou
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¢ # 0) et notons v une racine de ¢. Nous pouvons alors paramétré la courbe
Ca,b,c par

Pt Cope C P2

[U,U] — [’yuv (U2—U2)25'52—5u +a+5 2]

avec § une racine de A = a? — bc que nous souhaitons non nul pour que les
courbes C’a be soient régulieres. La section ¢ de Op2(1) induit alors sur C’a,b,c
la section de O, , (2)

6 = ryuw + s(u? — v 5 +t(SEu? + L00?)
sc—i—tz(:; a)u + ryun + sc+2t§5+a)v
= Au?+ Buv + Cv?,

avec A = W, B=ryetC = %{W. D’apres la formule (11.1.3)

nous avons

Y( Au?+ Buv+ Cv*, A'u? + B'uv + C'v? )
= (Au? + Buv + Cv?)(2Adu? + 2B'dudv + C'dv?)
+(A'v? + B'uv + C'v?*)(2Adu? + 2Bdudv + Cdv?)
—(2Audu + Budv + Bvdu + 2Cvdv)(2A"udu + B'udv + B'vdu + C'vdv)
= du?[v*(2A'C + 2AC" — BB')] + dudv]2uv(—2A'C — 2AC" + BB')]
+dv?[u*(2A'C' + 2AC" — BB')]
= (2(A'C + AC") — BB')(v¥du® — 2uvdudv + u*dv?)
= (2(A'C + AC") — BB')(vdu — udv)?.

Ainsi dans P?
T(6,0") = [5x((sc+t(6—a))(=sc+t(6+a))
(sc—l—t’( a))(=sc+t(d +a))) — crr'] * (vdu — udv)?
[x(—c?ss’ + ac(st' + s't) + (A — a®)tt') — err’](vdu — udv)?
[£(—css' + a(st’ + s't) — bit') — err'](vdu — udv)?.
Reste a voir que dans la carte Us := {[21 : 2 : 1]}, nous avons &2u’+

1, donc

l>|° l>|H

a+5v2

u(d —a)du+v(a+6)dv =
et

dzy = $(udu — vdv)
5
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Nous avons alors

vdu —udv = (v+ %ZZ_Tg)du

= (V¥(a+0) +u*(0 - a)) ity

Ainsi dans P?
T(6,6") = [§(—css' +alst' +s't) —btt) — crr'] 2(22)°
= [(~ess' +alst' +5't) = btt') — Arr’)(22)°.

1

Revenant a A, une section o = ruy + sus +t de L au dessus de la courbe
double C,, induit une section ¢ o f(;blc = ru; + sus +t de L au dessus de
Cloabe) €t

PY(ruy + sus + t,7'u; + s'us + 1) = (—css' + a(st' + s't) — bit')

O 1 0((10)7).

O

Ainsi nous avons notre métrique © 27 sur W au dessus de notre chemin
Q(s) qui s’écrit

O (ruy + sus + £, 1'uy + s'ug + 1) = “SIHAEESOIE  ml oy oA,

Supposons ¢ # 0 alors une base orthonormée de W au dessus de notre chemin
Q(s) est alors donnée par

by = 2iduy + o(t%);
(11.3.2) by = 2(c+aus) + o(t°);

by = %u5 + o(t%),
avec ~y une racine de c et avec 0(t3) comprenant ui, 7y, a, b, ¢, d,, A... (us ayant
un poids nul; uy, v ayant un poids linéaire ¢; a, b, ¢, 0, us ayant un poids
quadratique #?; u3, uy ayant un poids ¢3; A ayant un poids ¢1).

Si maintenant b # 0 alors une base orthonormée de W au dessus de notre

chemin Q(s) est alors donnée par

by = 2idu; + o(t%);
2,76(CL + bus) + o(t%);
by = % + 0<t6)7

=
[\
I
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avec [ une racine de b.
Enfinsic = 0et b =0 alors a # 0 et nous disposons de la base orthonormé
de W au dessus de notre chemin )(s) suivante :

by = 2iduy + o(tY);
by = YZA(1+us) + o(th);
by = Y28(1— )+ oft),

™

avec o une racine de a.

Les calculs de la métrique dans ces trois cas vont nous fournir le méme
résultat final, nous pouvons donc supposer pour la rédaction que ¢ # 0 et
ainsi nous travaillerons avec la premiere base citée.

11.3.3 Les trois 2-formes sur O recherchées

Observons a présent la 2-forme dn sur les fibrés normaux N, aux courbes
Clo,ab,c) C N ot les courbes Cg 4,y correspondent a notre chemin Q(s) dans
Q. Comme la courbe double C,, est legendrienne pour 7 la forme dn n’est pas
bien définie sur le fibré normal de C,,. Cependant pour 0,5 € H(Cy,, N,,),

Odn(0,6) =nAdn(o,5) € H(Cyy, U, @ L) = Ly @ W,

est bien défini. Observons alors n A dn sur les fibrés normaux N, aux courbes
Clo,ab,e) C N. Nous avons

nAdy = (= 3usduy + 3uydus + usdus + duy + o(t°))
A(3durduy — dusdus + o(t9))
= %UQduldu3du5 - %uldugdu3du5 -+ 3U5dU1dU2dU4 + duldu2du3
+3duzdugdus + o(t?).

Fixons & présent une base des sections H°(C(ga.b,¢), N(0,a,b,)) © prenons la
base constituée des variations suivant xq, xo, T3, 24, T5, a,b et ¢ des courbes

(u1 + zus — 22)* = buf + 2aus + ¢ + o(t?),
Uy = x3 — 173 — a + (22 — b)us + 2x1u; + o(t?),
us = x4 — 32123 + (b — 23)us + 2z1us + 0(15),

Uy — 52 =15+ %$2$3 + (a+ 23 + z1T2)ur — 229uz + 0(t°)

C(x,a,b,c) :

au dessus de la courbe

u? = bu? + 2aus + ¢ + o(t%),
uy = —a — bus + o(t?),

uz = buy + o(t9),

uy — 2 = auy + o(t°).

C’(O,a,b,c) :
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Nous obtenons ainsi les sections

81(2

8:]01 |C(0,a,b,c)) = (_u5 + 0(t3>>8u1 + (2u1 + 0(t4))au2 + (2U2 - bu5

+0(t°)) Dy + (—(a + %ug)u5 +u? + 0(t5)) Oy,
= —U5au1 + 2’&16“2 + (2U2 - bu5)8u3
+(—(a+ $uz)us + uf)dy, + o(t?);

32( x2’0(0a b c)) = Oy + baus + (a - qu)am + O(t2);
33( 933 ’C(o ab c)) = Ou, + %ulam + O(t);
34<: 974’C(O,a,b,c)> = Oy + 0(1);
85( x5’C(0,a,b,c)> = 8u4 + 0(1);
56(_ aCL|C(0,a,b,c)) = %aul &Jz + bus aus + ( ul + (CL + U2) )au4 + O( )
87(: @b|C(0,a,b,c)) = ;Tslam u58u2 + (Ul + bzu )8u3
(=5 0+ )50, + 0(0);
58(= OclClonne) = 37O + by Oug + ((a+ L) 5um) 0y +0(t).

Comme nous somme sur la courbe Cg 4,5,¢) nous pouvons simplifier et obtenir
en oubliant les o(¢") pour une lecture plus aisée (il faut juste penser que chaque
coefficient est multiplié par (1 + o(t%)))

(11.3.3)
S1
S2
83
S4
S5
S6
S7
S8

— U0y, + 2u18u2 + (—2a — 3bus) 0y, + (%bug + %aug, + ¢)0u,;
Ou, + 53u3 + ( a+ 3bu5)8u4,

aug + ulaU4a

Oug;

Ous

w20uy — Oy + 0320y, + 3au5+cau4,

212 Ouy — Us0uy + (ug + by )8u3 + (—3bud — Saus — ¢)5=0y,;

1 a bu
S (‘3”1 + bgy- Ous + 5(9

De plus au dessus de C(g,q,5,¢) nOUs avons

(11.3.4)

duy = (a+bus) %= + oft*)

dus —bdus + o(t”)

dus = bla+ bu5)d“5 + o(tG)

duy = (—b*u? — abus + 2 _bc)d“f’ + o(t9).
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La 2-forme ( a valeurs dans le fibré W est donc la 2-forme

108 = [ 8acs' Ns® —4c?st As” —2(a® +bc)st A s® — 6As? A SP
+(6a? + 2bc)s? A s — 4acs® A s7 — dabs® A s — 3cs3 A st
+3as? N s® —cst A st +as? A s+ 3as5 A sS —cs® AsT
—2bs® A s® ]

+ [ 4As' A s?—dest A st +4dast A s® — das? A st + 4bs® A S°
+6as3 A s® — 3cs® A sT — 3bs3 A s®+csO A sT—bs® A S
tas" As®+ st A S uy

+ [ 6As' A s+ (6a* + 2bc)st A s® — dacs' A s” — dabs' A s®
+8abs® A s® — 2(a® + be)s? A sT — 4b%s* A s® — 3as® A st
+3bs3 A s° + 3ast A s8 —2cst A 5T —bst A s® —bs® A s
+as® A s" Jus

= Bl + Bzul + B3U5.

ot chaque coefficient est facteur d’un terme (1 + o(t?)).
Nous disposons alors des trois 2-formes sur H°(C,, N,) ~ T'Q (1a encore,
chaque coefficient est facteur d’un terme (1 + o(t%)))

B = O72T(8,b)
_ 1 o5 1
- —EQZdﬁBQ
= —x[4As' As® —des' A st +4das' A s® —das? A st 4 4bs® A §°
+6as3 A s® —3csP AsT —3bsP AP+ esOAST —bsb A B+ as” A sE
+st A %)

52 = @_2T(ﬁa b2)
4i2 %i[—c(aBg) + a(aB; 4 ¢Bs) — b(cBy)]

I
=
&

4Ayﬁ[&wsl A s® —dcst A s —2(a? +be)st A s® — 6As? A 83
+(6a + 2bc)s* A 8% — 4acs® A sT — 4abs® A s® — 3es® A st + 3as® A S
—cst A s8 +ast A s®+ 3as® A s® — cs® A ST — 2bs5 A s8]

Bz = ©72Y(3,b3)

ﬁ%i[—CBg + CLBl]

— Az —6cAst A s® 4 2cAst A s® — 2008t A s® — 6alAs® A 5P
+6aAs% A s® — 2cAs? A 5T — 4bAs% A 5%+ 3As3 A s° — dacst A 58
+2c?sT A 5T+ (a% + be)st A s® 4 (3a® + be)s® A s® — 2acs® A ST

—2abs® A s8].
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11.3.4 La métrique quaternion-kéhlérienne sur O

A présent, avec 35 et (3 retrouvons la structure presque complexe Iy
associée a 1 via la métrique sur Q : (L1 X,Y) = £1(X,Y) pour tout X,Y €
T Q. Pour cela déterminons I’endomorphisme [ vérifiant

52(11X7 Y) = g(IQIlX7 Y) = g(_I3X7 Y) = _63(X7 Y)
pour tout X,Y € TQ ~ H°C,,N,). Notant I;(s;) = z;;s; et [—cBs +
aBi](s;, s;) = yij alors les relations

i

1
4’}/5A62(118j, Si) = —4’}/6Aﬁ3(5j, 5i> = 4’)/5A [—CB?, +CLBl](Sj, 82‘) = gyzj

4y A?
pour 1 <4, 5 <8, s’écrivent sous la forme suivante :
Ty Y15
T2j Y25
T3; Ysj
A Taj | _ 3 Yaj
X5 0 | Ys;
T6j Yej
Trj Yrj
Tgj Ysj

pour 1 < j <8, avec A la matrice

0 0 0O 0 0 —8ac 4¢® 2(a® + be)
0 0 6A 0 0 —(6a®+ 2bc) 4dac 4ab
0 —6A 0 3¢ —3a 0 0 0
0 0 —3c 0 0 c 0 —a
0 0 3a 0 0 —3a c 2b
8ac 6a’+2bc 0 —c 3a 0 0 0
—4c? —4ac 0 0 —c 0 0 0
—2(a*+bc)  —4ab 0 a -—2b 0 0 0

En inversant cette matrice nous obtenons la matrice

a a b c
0 0 Ec 0 0 Ec ga -5
00 -5 0 0 .
15 13 0 -3 0 0 0 0
A a?+43bc 2ab 2ac
(o o g 0 S S
AL 0000 0 e
_% i O _a 6 c _f O O O
A I I

c 2ac 2c?
e g 0 e 2 0 0
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Rappelons que pour nos calcul nous avons supposé que ¢ # 0, ainsi il est
légitime de diviser par c¢. Comme (¥;;)1<ij<s est la matrice de la 2-forme
4iyA* B3, les y;; sont connus et nous permettent alors de déterminer les z;;,
c’est-a-dire la matrice I; exprimée dans la base (s;)1<i<s :

0 0 0 =% 0 0 0 0
0 0 0 0 % 0 0 0
o 0 0 0 0 - L& B
;_|-26 0 0 0 0o 0 0 0
Yo 28 0o 0o 0o 0o 0 0
0 0 —-% 0 0 0 -—% 2
o 0 -2 0 0 % -% g
0o 0 —-%¥ 0 0 —-% o0 =

Nous obtenons alors le long de notre chemin Q(s) dans Q donnée par Q(s) :=
(0,a = sag,b = sby, c = s¢p), la métrique quaternion-kéhlérienne

cds? + 2a dsydsy + bds? §d_s§

:i:g:ﬁl(fl.,.) =—2

A 2 A
cds? —2adsydss +bds?  dsidss + dsadsy
2A2 A
(11.3.5) (3@2 + be) ds% 2acdsgdsy;  2abdsgdsg
- 2A2 A2 A2
ds? (a4 bc)dszdss b ds3
O9A2 2A2 ~2A2

avec chaque facteur multiplié par (1 + o(#?)). Rappelons que notre métrique
nous l'obtenons a un facteur multiplicatif +1 pres car nous ne savons pas si
la base (b1, b, b3) est directe ou non.

Notons que dans le cas modele, nous n’avons pas les facteurs (1 + o(t?)).
Nous devrions donc retrouver avec le calcul précédent la métrique quaternion-
kéhlérienne symétrique sur G5/SO(4) proche de la frontiere de Furstenberg

F{al}.

Proposition 122 Pour le modéle homogéne G5/SO(4), dans les coordon-
nées (1.1) donnée par l'isomorphisme

Flayy X 0oy} 22 K/ Koy X X%y X agay? — (G3/S0(4))7

{aa
(l,x,pH) — lxert
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avec K = SO(4) et

H = 0 € afay};

—1
—2

la métrique symétrique est donnée, lorsque p tend vers l’infini, par

go ~ 3dp*+ 9X0y T 3e2r (7 dc® + 2acdedd + 8 dd2>
pP—>00 1
3% de? b0 (7 df? — 20 dfdg + B dg2).

avec a, 3,y paramétrant un point de ngg} et avec gx,, , la métrique standard
sur lespace symétrique Xyq,y.

Preuve de la proposition
Nous reprenons ici les notations du chapitre 6.2 sur les bords de Furs-
tenberg. Nous avons 'isomorphisme (6.2.1)

K/ Ky x Xy X agay? — (G3/SO(4))"

(I,z,pH) — lweft
Notons m I’ensemble, dans la décomposition de Cartan g = £ & m, composé
des matrices symétriques de g. Alors le lien entre I'espace tangent G35 X go(4)m
reg

et I'espace tangent de K/Kyq,y % Xiay X 8ay}y?, au dessus du point lxert!
de G5/S0O(4), est donnée par

(I €q,@€my, el €agyy) — (Adle™)o Ad(z)(D)) + i+ e’ € m

avec ( un supplémentaire de £; dans £ et my I’ensemble des matrices symé-
triques de I'algebre de Lie de M{q,} (X{a3 = M{a,}/K{a,})- Ainsi soit

0 c d V2e o f g 0
—c 0 0 —V2d —e 0 —g
—d 0 0 V2e 0 e —f
[ = —V2e V2 —v2d 0 V2e —V2d 2e €q
—f e 0 —v2d 0 0 —d
—q 0 —e V2e 0 0 —c
0 g f —V2e d c 0
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et

1
r Yy
Yy z
T = 1 € X{ay}
r Yy
—y oz
1
avec vz — 3% = 1, alors
(Ad(e=") o Ad(x)(I))m =
0 C D V2E  F G 0
_C 0 0 —v2D —-FE 0 -G
-D 0 0 Vv2C 0 E  -F
Ad(eo) | —v2E V3G —vZD 0 V2O —v3D 3E
_F B 0 V2D 0 0 -D
-G 0 ~-E  V2C 0 0 —C
0 G F —V2E D C 0
avec
C = zc+uyd, E = e, F = xf —yg,
D = yc+ zd, G = —yf+zg,
C = zc—uyd, E = e, F = zf+uyqg,
D = —yc+ d, G = yf+axg.

Nous avons donc

(Ad(e?) o Ad(x) (i) =
0 Ce™? De P \J2Ee 2 Fe 3 Ge3r ()
—Cler
—DeP
_\/5[«7620
—Fedp
—Gledr
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C« _ (ze=P—zeP)ct(eP+e P)yd E _ F _ (e3P —2e3P) f—(e3P+e3P)yg
2 ) 2 . I

ﬁ _ (ePte P)yc+(ze P—zxeP)d G o f(e3p+e’3p)yf+(ze’3pfx63p)g
- 2 ’ - 2 :

La métrique donnée par la forme de Killing sur m s’écrit alors dans les coor-
données adaptées a l'isomorphisme (6.2.1), lorsque p tend vers U'infini :

g0 = 3dp® + gx,,,, + 3(dC? + dD?) + 3dE?* + (dF? + dG?)
~ 3dp® +gx..,, T 362”((22 +y?) dec® — 2(x + 2)y dedd + (22 + y?) dd2)
p—00 1

+3e* de? + €6p((22 +y?) df? + 2(x + 2)y dfdg + (22 + y?) dgz).

O

Remarque 123 Remarquons quand posant s = e %, a = —(z + 2)y, B =
(2% +9?) et v = (22 + y?) nous obtenons, lorsque s tend vers 0, la métrique
g sous la forme :

3ds?

~ —— +
90 P 4 82 9X(ayy

YA + 20 dedd + fdd? | de* |y df* —2adfdg + G dg’

3
+ s 52 53

2

Notons qu’alors o — By = 2w2y® — 1222 — y* = —(2z — y?)? = —1.

A présent, effectuons quelques changements de coordonnées pour expri-
mer notre métrique g (11.3.5) sous la forme de la remarque précédente. Avec
le changement de base

§4 = 84+ as; +b$2
S5 = 85 + ¢s1 + ass

nous obtenons que la portion de la métrique g, mettant en relation les élé-
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ments du bord infini dsq, ds., dss, ds, et dss, s’écrit

B QCde +2adsidsy +bdsy | 3ds}

A 2 A
cds? — 2adsydss + bds?  dsydss + dsads,
2A2 a A
_cds?+2adsidsy +bdsy  3dsy | c(dsy —ads; — bds,)?
T A 2 A 2A2
—2a (ds, — adsy — bdss)(dss — cds; — adsy) + b(dss — cds; — adss)?
2A2
ds1(dss — cdsy — adsy) + dso(dSy — adsy — bdss)
A
iy (—20 N ca® — 2ca® + be? N i) L ds? (—Qb N cb* — 2a%b + a*b N ﬁ)
tia 2A2 A 2\ A 2A2 A
© dsyds, (—4a N 2abc — 2a® — 2abc + 2abe N a—l—a) N 3ds3 TS
A 2?2 A 2 A T PoA2
+ d84d85 2 + d85 222 + d$1d§4 (—QG;A_'; 2ac) + d82d§5 (—QGZASCLb)

_ (2a®—=2bc 1 [ —2bc+2a®> 1
+ d51d85 (W - Z) + d82d84 (T — K)

3 —cds? —2adsidsy —bds 3 ds% + 1 cds? — 2a,d3,dss + bds5
2 A 2°A A2

Ensuite notons ¢ la partie de la métrique g mettant en relation les éléments

normaux dsg, ds; et dsg

be)
q = (32; 2 ds? 2acd36d87 —l— d36d38
c 2 (a +bc

Nous avons alors

ds? — dsqdsg 7—4a2 ds?  2acdseds;  2abdsgdsy ¢ ds?
ITTOA T Toar T A AT oA?
20cdsydsy  b* ds?
O 2AT 2A2
~ —(2adsg — cds7 + —bd58)2
B 22
7dA2
T2A?

avec A = a®> —bc = s2 — s78g car a = Sg, b = sy et ¢ = sg. Au final, notre
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métrique g (11.3.5) s’écrit dans la base (s, Sq, S3, 84, S5, S6, S7, Sg)

dA?  dsk — dsqdsg

SLARETCI T
3 —cds? — 2adsids; — bds} N 3ds} N 1cdsi — 2ad3,dss + bds3
2 A 2 A 2 A?

avec chaque facteur multiplié par (1 + o(¢?)). Rappelons enfin que A = s?A
sur notre chemin Q(s) est relié & t via t> = s. Notre métrique g s’écrit alors
sur notre chemin Q(s)

ds®*  dst — dszd 3 —cods? — 2agdsydsy — by ds’
:tg _ 2i + Sg S7AS8 + Co Asy g aS1AS9 0 ASy
52 252 2/ s
id_S% i 1 - Co dgi - 2&0 d§4d§5 + b() dgg 4 O(tg)

avec les éléments s; et sy de U'ordre t, les éléments s, s3, sg, S7 et sg de 'ordre
t2 et les éléments 34 et 55 de 'ordre t3. Quitte a modifier s, nous pouvons
supposer Ag = —1 et alors en posant s¢ = a = s*xag, St = b = s * by et
S8 = € = § % g, NOUS avons

3 d82 da% - dbgng B (2da0 — Cp dbo — b() dCo)dS

+g = —— —
I 797 2 2s
3 —¢o dsf — 2ag ds;dss — by ds% 3 ds%
2 s 2 s2
1 ¢cod3? — 2ag d5,d55 + by ds?
n Lo dsy ap §4 S5 + 0p dSy _'_0(253).
2 s
Or 2dag — co dby — by dcy = 0 car a2 — bycy = —1 et la métrique

—dag + dedCO

est la métrique standard de l'espace symétrique hyperbolique H :=
{(a,b,c) € R?: a§ —bycg = —1} = X{4,}. Ainsi nous obtenons notre métrique
sous la forme suivante :

Proposition 124 Notre métrique g, au voisinage de la frontiere F' — .S C
P(N(M C Q,)) C Q,, s’écrit

ds? ds? + 2aq dsidss + by ds?
129 =35 4 gy, , +30 LT 0T o 0%
S

S

i 3d_5§ 4 Co dgi — 2@0 d§4d§5 + b() dgg
s2

(11.3.6)

3
= + o(t”)

avec les éléments ag, by et cy de Uordre t°, s, et sy de Uordre t, les éléments

s et s3 de Uordre t* et les éléments 54 et 55 de lordre 13 et avec IX (0} la
métrique symétrique sur X, y.
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Remarque 125 Nous retrouvons bien de maniére algébrique la forme atten-
due a la remarque 123 avec a = ag, § = by et 7 = ¢q.

Finalement, en regardant le noyau de la limite de s3g lorsque s tend vers 0,
nous obtenons ker(s*g) = Vect(si, s2, s3, 5)®T X(4,3. Puis regardant le noyau
de 5%g|ker(s39), DOUS trouvons que ker(s?g|yen(s2q)) = Vect(s1, s2) ® T X{a,3. Or
a la limite lorsque s = 0 les sections s; et sy correspondent aux vecteurs
Or, (o) = &1 (o) et Oy, (20) = &a(20) de T,y M. Nous retrouvons ainsi ’espace
T, "M = Vect(dy,(20), Oy (w0)). Cette étude étant effectuée pour n’importe
quel point base zg nous retrouvons ainsi la distribution 7-*M et donc la géo-
métrie parabolique initiale de M. Ainsi la métrique quaternion-kéhlérienne
donnée par une géométrie parabolique réguliere de type (G35, P(a,}) dans le
théoreme 108 est différente de la métrique donnée par une autre géométrie
parabolique réguliere de type (G35, Pia,}). Nous pouvons ainsi compléter le
théoreme d’existence 108 par le théoreme suivant :

Théoréme 126 Soit (p : G — M,w) une géométrie parabolique réguliére
analytique de type (G5, Pa,y). Si nous notons (Q¥, g*) lespace quaternion-

kdhlérien de dimension 8 dont un bord est M, donné par le théoreme 108.
Alors Uapplication

géométrie parabolique espace quaternion-kdahlérien
réguliere analytique — de dimension 8
de type (G35, Pla,}) avec un bord de type (G35, Pla,y)
p:G— Muw) — (97, 9)

est injective.
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