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Résumé

Cette these est une contribution a 1’étude des représentations p-adiques (c’est-a-dire continues
unitaires sur des espaces de Banach p-adiques) et modulo p (c’est-a-dire lisses sur un corps fini
de caractéristique p) d’'un groupe réductif p-adique déployé G.

Nous déterminons les extensions entre séries principales p-adiques et modulo p de G. Pour
cela, nous calculons le d-foncteur H*Ordp des parties ordinaires dérivées d’Emerton relatif a
un sous-groupe de Borel sur une série principale en utilisant une filtration de Bruhat. Nous
déterminons également les extensions d’une série principale par une représentation ordinaire
(c’est-a-dire obtenue par induction parabolique & partir d’une représentation spéciale du Levi
tordue par un caractere), ainsi que les extensions de Yoneda de longueur supérieure entre séries
principales modulo p sous une conjecture d’Emerton vraie pour GLs.

Nous montrons de plus qu’il n’existe pas de « chailne » de trois séries principales p-adiques ou
modulo p distinctes de G. Pour cela, nous calculons partiellement le d-foncteur H*Ord p relatif a
un sous-groupe parabolique quelconque sur une série principale. En exploitant ce résultat, nous
prouvons une conjecture de Breuil et Herzig sur 'unicité de certaines représentations p-adiques
de GG dont les constituants sont des séries principales, ainsi que son analogue modulo p.

Enfin, nous énongons une nouvelle conjecture sur les extensions entre représentations modulo
p irréductibles de G obtenues par induction parabolique & partir d’une représentations super-
singuliere du Levi. Nous prouvons cette conjecture pour les extensions par une série principale.

Mots clefs. — programme de Langlands p-adique, groupe réductif p-adique, représentation
continue unitaire, extension, série principale, parties ordinaires dérivées, filtration de Bruhat.
Classification mathématique par sujets (2000). — 22E50.

Abstract (Extensions between p-adic and mod p principal series of a split p-adic
reductive group)

This thesis is a contribution to the study of p-adic (i.e. unitary continuous on p-adic Banach
spaces) and mod p (i.e. smooth over a finite field of characteristic p) representations of a split
p-adic reductive group G.

We determine the extensions between p-adic and mod p principal series of G. In order to
do so, we compute Emerton’s §-functor H*Ordp of derived ordinary parts with respect to a
Borel subgroup on a principal series using a Bruhat filtration. We also determine the extensions
of a principal series by an ordinary representation (i.e. parabolically induced from a special
representation of the Levi twisted by a character), as well as the Yoneda extensions of higher
length between mod p principal series under a conjecture of Emerton true for GLs.

Moreover, we show that there exists no “chain” of three distinct p-adic or mod p principal
series of G. In order to do so, we partially compute the d-functor H*Ordp with respect to any
parabolic subgroup on a principal series. Exploiting this result, we prove a conjecture of Breuil
and Herzig on the uniqueness of certain p-adic representations of G whose constituents are
principal series, as well as its mod p analogue.

Finally, we formulate a new conjecture on the extensions between irreducible mod p repre-
sentations of G parabolically induced from a supersingular representation of the Levi. We prove
this conjecture for extensions by a principal series.

Key words and phrases. — p-adic Langlands programme, p-adic reductive group, unitary
continuous representation, extension, principal series, derived ordinary parts, Bruhat filtration.
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INTRODUCTION

Contexte

La correspondance de Langlands p-adique
Soit G un groupe algébrique connexe réductif déployé sur une extension finie ' de Q,.

On note G le groupe dual de G.

La correspondance de Langlands p-adique (resp. modulo p) devrait associer a toute
représentation continue p : Gal(Q,/F) — @(E) avec F une extension finie suffisamment
grande de Q, (resp. p : Gal(Q,/F) — G(kg) avec kg le corps résiduel de E), une ou
plusieurs représentations continues unitaires II(p) de G(F') sur des E-espaces de Banach
(resp. une ou plusieurs représentations lisses II(p) de G(F') sur des kg-espaces vectoriels).

Pour GLy(Q,), cette correspondance, initiée par Breuil ([8, 9]), est désormais bien
établie (voir [15, 30, 16]). Les représentations II(p) qui apparaissent ne sont pas semi-
simples en général : lorsque p est ordinaire (c’est-a-dire a valeurs dans un sous-groupe de
Borel), ce sont génériquement des extensions non scindées entre deux séries principales.

Lorsque F' = Q,, que le centre de GG est connexe et que le groupe dérivé de G est
simplement connexe (par exemple G = GL, ou G = GSp,,), les résultats de Breuil
et Herzig ([12]) suggerent que ce phénomeéne se généralise : les représentations I1(p)
associées a une représentation ordinaire p devraient génériquement contenir des extensions
successives non scindées de séries principales (ainsi que d’autres constituants en général).

Cela conduit naturellement au probleme de connaitre les extensions entre séries prin-
cipales p-adiques et modulo p de G(F).

Extensions entre séries principales de GLa(Q),)

Les premiers résultats concernant les extensions entre séries principales lisses de
GLy(Qp) sur kg sont dus a Colmez ([15]). On note w : Q — F* la réduction modulo p
du caractere cyclotomique p-adique. Soient X1, x2, X1, X5 : Q) — k7 des caracteres lisses.
Sixixs ' # w et xixs ' # w, alors le kg-espace vectoriel

GL - GL _
ExtéLQ(@p) <Ind(I§(SQp) 1wt ® X, Ind<i22(()@p) yiw 't ® X2>

des extensions dans la catégorie des représentations lisses de GL2(Q,) sur kg ayant un
caractere central est non nul si et seulement si (X7, x5) = (X1, X2) ou (x7, x5) = (x2, X1)-
L’hypothese de généricité sur les caracteres est équivalente a l'irréductibilité des séries
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principales considérées (voir [2, Théoreme 30 (1) (a)]). De plus si x1x5* & {1,w,w™'},
alors

dimy,, EXtGLQ( (I d?lno()@p) Yow ' ® Xl,Ind(* 0) X1w '® XQ) =1.

Emerton ([19, 20]) a construit pour tout sous-groupe parabolique P C G un foncteur
Ordp(r), appelé foncteur des parties ordinaires, qui est un quasi—inverse a gauche et

I’adjoint a droite du foncteur d’induction parabolique Ind ( F) avec P~ C G un sous-
groupe parabolique opposé a . En calculant les foncteurs dérivés du foncteur Ordp(p) sur
une série principale de GL2(Q,), il détermine toutes les extensions entre séries principales
lisses de GL2(Q)) sur kg sans hypothese de généricité.

Cette méthode se généralise aux représentations lisses a coefficients de torsion. En
procédant par réduction modulo p* et dévissage, il est alors possible de déterminer les ex-
tensions entre séries principales continues unitaires de GLy(Q,) sur £ (voir [21, Remarque
3.3.20] et [12, Proposition B.2]). On note O I'anneau des entiers de E et ¢ : QX — Z
le caractere cyclotomique p-adique. Soient X1, x2, X1, X5 : Q; — Op C E* des caracteres
continus unitaires. Le E-espace vectoriel

Extér, ) (Ind?f 20()@") Xie' ® X2=Ind?L2 ()@” xie ' ® Xz)

des extensions dans la catégorie des représentations continues unitaires admissibles de

GLy(Q,) sur E est non nul si et seulement si () X4) = (x1x2) ou (i X4) = (21 x1).
De plus si x1 # X2, alors

Lorsque x1X5 ' & {1,6,7'}, les séries principales considérées dans ce E-espace vectoriel
sont topologiquement irréductibles et distinctes (voir [12, Proposition B.1]), donc I'unique
extension non scindée correspondante admet un caractere central. Cette extension avait
déja été construite par Breuil et Emerton ([11]) dans un cas particulier par complétion
unitaire universelle d'une série principale localement analytique de GL2(Q,) sur E.

Une conjecture de Breuil-Herzig

Soient B C G un sous-groupe de Borel et T' C B un tore maximal déployé. On note
B~ C G le sous-groupe de Borel opposé a B par rapport a 7. On note ®* les racines
positives de (G, B,T) et A les racines simples de ®*. On note W le groupe de Weyl de
(G,T) et £ : W — N la longueur relative & A. Pour tout « € T, on note o la coracine
correspondante et s, € W la réflexion correspondante.

On suppose F' = Q,, le centre de G connexe et le groupe dérivé de G simplement
connexe. On note # la somme des poids fondamentaux relatifs & A (bien définie & un
caractere algébrique de G pres). Soient x : T(Q,) — Op C E* un caractére continu
unitaire et a € A. Si y o a¥ # 1, alors Breuil et Herzig observent que

Extl,) (1459 5,00 (€71 00). 5% - (€1 06)) #0

en construisant une extension non scindée par induction parabolique a partir de 'unique
extension non scindée entre les séries principales de GL2(Q),) correspondantes (en notant
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P, C G le sous-groupe parabolique standard correspondant a o et G, C P, le sous-groupe
de Levi standard, on a un isomorphisme G, = T" x GLy avec 7" C T un sous-tore et le

foncteur Indiggéa)p) est exact et admet un quasi-inverse a gauche, le foncteur Ordp, (q,),

donc il induit une injection entre les Ext').

Soit p : Gal(Q,/Q,) — G (E) une représentation continue ordinaire générique (définie a
conjugaison pres). A partir de Pextension précédente, Breuil et Herzig construisent (voir
(12, § 3.3]) une représentation continue unitaire I1(p)° de G(Q,) sur E qui devrait étre la
plus grande sous-représentation de II(p) constituée de sous-quotients de séries principales.
Ils conjecturent l'unicité des facteurs directs indécomposables de cette représentation
étant donnés les gradués de leurs filtrations par le socle ([12, Conjecture 3.5.1]).

Plus précisément, ils associent a p un sous-ensemble ¥, C &+ (noté C, dans [12]) et
un caractére continu unitaire x, : 7(Q,) — Op C E* vérifiant y,0a & {1,£,7'} pour
tout a € ®F par généricité de p. Ils notent Wy, C W le sous-ensemble constitué des
éléments w € W tels que w™(¥,) C * et posent

ord déf
Mp)™ = B Tp)w,uw,

quPEW\I/p

ou pour tout wy, € Wy, II( p)q,p,w\pp est une représentation continue unitaire de G(Q,) sur
E munie d’une filtration Fil® H(,O)\I/pqu,p telle que pour tout k£ € N, on a un isomorphisme
G(Qp)-équivariant

-1

G T(p)u,, = €D a5 (T]s0)ws,) (x) (' 00)

card I=k acl

avec I C wy,(A)N¥, parmi les sous-ensembles de racines deux a deux orthogonales. Soit
wy, € Wy,. Par généricité de p, les représentations

Indg(_%a)p) <( H Sa)w\pp)_l (Xp) . (5*1 o 9)

acl

avec I C wy,(A) N ¥, constitué de racines deux a deux orthogonales, devraient étre
topologiquement irréductibles d’apres [12, Conjecture 3.1.2]. Lorsque c’est le cas (par
exemple lorsque leurs réductions modulo p sont irréductibles, voir le paragraphe suivant),
la filtration Fil* II(p)w,,w,, est la filtration par le socle et la conjecture de Breuil-Herzig
affirme que la représentation II(p)w,,w,, st unique étant donné Gr* IL(p)w, w,,, -

De méme, si p : Gal(Q,/Q,) — G(kg) est une représentation continue ordinaire gé-
nérique (définie a conjugaison pres), Breuil et Herzig construisent (voir [12, § 3.4]) une
représentation lisse I1(p)d de G(Q,) sur kg et conjecturent I'unicité de ses facteurs
directs indécomposables étant donnés les gradués de leurs filtrations par le socle. Par
généricité de p, le caractére lisse associé x, : T(Q,) — kj vérifie x,0a" € {1,w,w™'}
pour tout o € & mais comme l'analogue modulo p de [12, Conjecture 3.1.2] est vrai
d’apres [29, Théoréme 4] lorsque G = GL,, et [1, Théoreme 1.3] dans le cas général dé-
ployé, on sait que les séries principales qui apparaissent dans la représentation II(p)°rd
sont irréductibles.
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Eztensions entre séries principales de GLa(F)

On suppose F' # Q,. Dans ce cas, les résultats de Breuil et Paskunas ([13]) montrent
qu’il n’existe pas d’extension non scindée entre deux séries principales lisses distinctes
de GLy(F) sur kg. On en conclut qu’il n’existe pas d’extension non scindée entre deux
séries principales continues unitaires de GLy(F') sur E dont les réductions modulo p sont
distinctes.

Soit n € N. Il était également connu que pour tous caracteres lisses x1, x2 : F* — kj
tels que x1x5 " & {1,w,w™'}, le kg-espace vectoriel

Extér, r) (Ind?LZ f) Xow ®X171Dd?L2(§) Xiw ®X2>

est nul sin < [F': Q,] et de dimension 1 si n = [F': Q,] (voir [10, Remarque 3.9]).

Principaux résultats

Extensions entre séries principales

Soient x, X' : T(F) — Oy C E* des caracteres continus unitaires. Le foncteur Ind ( F)

est exact et admet un quasi-inverse a gauche (le foncteur Ordp(p)), donc il induit une
injection F-linéaire

ExtlT(F)(X’,X) <—>Ext10(F <IndG(F X IndB () X )

Lorsque x' # x il n’existe pas d’extension non scindée de x’ par Y, donc les éventuelles
extensions non scindées entre leurs induites sont construites autrement.

Supposons d’abord F' = Q,. Dans ce cas, le résultat suivant montre qu’il peut exister
des extensions non scindées entre deux séries principales distinctes.

Théoréme A (Théoréme 6.1.1). — Soit x : T(Q,) — O C E* un caractére continu
unitaire.

(i) St x' :T(Qp) = Op C E* est un caractére continu unitaire distinct de x, alors
dimpg ExtG(@ ) (Ind Q”) X Ind ;= Q”) X) =card{a €A | X' =s.(x) (' oa)}.

(ii) Si x # sa(x) - (€7t o @) pour tout a € A, alors le foncteur Indg(_(%gp) induit un

isomorphisme E-linéaire
~ G(Q G(Q
Ext%p(@p) (x,x) — Exté;(@p) (IndB(,(gp) X, IndB(,(gp) X) .

La dimension du point (i) peut étre arbitrairement grande et on s’attend a ce que le
point (ii) soit vrai pour tout caractere continu unitaire x : 7(Q,) — Op C E* (voir la
remarque 6.1.2).

Lorsque le centre de G est connexe et le groupe dérivé de G est simplement connexe,
on utilise 6 (la somme des poids fondamentaux relatifs & A) pour normaliser les séries
principales et les copoids fondamentaux relatifs & A permettent de montrer que le cardinal
du point (i) est au plus 1. Dans ce cas, on déduit du théoréeme A le résultat suivant.
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Corollaire B (Corollaire 7.1.1). — Soit x : T(Q,) — Op C E* un caractére continu
unitaire.

(i) St x' : T(Q,) — Op C E* est un caractére continu unitaire tel que x' # x et
X' # sa(X) pour tout o € A, alors

Extlg,, (mﬁ%p) X (7 0 0), ndf %) Iy (et o 9)) —0.
(i) Soit v € A. Si sa(x) # X, alors

dimpg Ext%;(@ (Indg(%’Q ) Sa(X) - (671 0),Ind Qg X (e” 9)) =1

Supposons maintenant F' # Q, sans faire d’hypothese sur G. Dans ce cas, le résultat
suivant montre que toute extension entre deux séries principales de G(F') est induite a
partir d’une extension entre les caracteres de T'(F') correspondants.

Théoréme C (Théoréme 6.1.9). — Soit x : T(F) — Oy C E* un caractére continu
unitaire.

(i) St x' : T(F) — O C E* est un caractére continu unitaire distinct de x, alors
Extyqr (Indg ) ', d5 70 ) = 0.

(i) Le foncteur Indg(_ ) nduit un isomorphisme E-linéaire

EXtT(F) (x,x) — ExtG (Ind X,IndB () X )

Les analogues modulo p (c’est-a-dire dans les catégories de représentations lisses admis-
sibles sur kg) des théoremes A et C sont démontrés au cours des preuves de ces derniers.
Nous calculons également les extensions d'une série principale de G(F') par une représen-
tation ordinaire de G(F') (c’est-a-dire obtenue par induction parabolique & partir d’une
représentation spéciale du Levi tordue par un caractere) en traitant séparément les cas
F = Q, (Proposition 6.2.6) et I' # Q,, (Proposition 6.2.15).

Enfin, en supposant vraie une conjecture d’Emerton ([20, Conjecture 3.7.2]), nous
calculons aussi les Ext™ avec n > 1 entre séries principales lisses de G(F) sur kg dans
la catégorie des représentations lisses localement admissibles de G(F) sur kg (Théoreme
6.3.1). En particulier pour G = GLg, cette conjecture est démontrée par Emerton et
Paskunas ([23]) et on obtient le résultat suivant.

Proposition D (Corollaire 6.3.4). — Soient x1,x2 : F'* — kj, deuz caractéres lisses
etn € N.

(i) Soient X', x4 : F* — ki deux autres caractéres lisses tels que (X}, X5) 7# (X1, X2)-
Sin < [F: Q] ou (X1, x2) # (X2, x1), alors
Extér, (m) (Ind?fzo) Yiw ™' ® x5, In d?LQ(f Xiw~ ®X2> =0.
(i) Six1 # xe, alors

dimy,, Ext[ Q("] (Ind?f%) Yow ™ ®X1,Ind?L2) X1w™ ®X2) =1.
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Preuve d’une conjecture de Breuil-Herzig

On suppose F' = Q,, le centre de G connexe et le groupe dérivé de G simplement
connexe. On note 6 la somme des poids fondamentaux relatifs a A. Les analogues modulo
p des résultats suivants se démontrent de facon analogue.

Nous montrons tout d’abord qu’il n’existe pas de « chaine » de trois séries principales
continues unitaires distinctes topologiquement irréductibles de G(Q,) sur E.

Théoréme E (Théoréme 7.1.2). — Si x, X', X" : T(Q,) = Op C E* sont des carac-
téres continus unitaires deux d deuz distincts tels que les séries principales de G(Q,) cor-
respondantes soient topologiquement irréductibles, alors il n’existe pas de représentation
continue unitaire admissible de G(Q,) sur E ayant Indg(,(%gp) X pour socle, Indg(,%gp) X"
pour cosocle et un unique constituant intermédiaire Indg(,%é?p) X

En utilisant le corollaire B et le théoreme E, nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme F (Théoréme 7.2.1). — Soient x : T(Q,) — Op C E* un caractére
continu unitaire et J C A. On suppose que x o’ # 1 pour tout @ € J et que pour
tout I C J constitué de racines deux a deuz orthogonales, la représentation

Indg(,%gp) (H sa)(x) - (7' 00)
acl
est topologiquement irréductible. Alors il existe une unique représentation continue uni-
taire admissible 11;(x) de G(Q,) sur E de longueur finie sans multiplicité, dont le socle
est Indg(_%a) )X (e71 0 ) et dont les constituants irréductibles sont ezactement les repré-
sentations ci-dessus pour tout I C J constitué de racines deux a deuz orthogonales.

Les séries principales considérées dans le théoreme F devraient étre topologiquement
irréductibles lorsque x o " & {e,e7'} pour tout a € & d’apres [12, Conjecture 3.1.2].
La conjecture analogue modulo p est vraie d’apres [29, Théoréme 4] lorsque G = GL,
et [1, Théoreme 1.3] dans le cas général déployé. En particulier si la réduction Yy de x
modulo wg vérifie Y o a¥ & {w,w ™'} pour tout a € ®T, alors ces séries principales sont
topologiquement irréductibles.

Soient p : Gal(Q,/Q,) — G (E) une représentation continue ordinaire générique (définie
a conjugaison pres) et wy, € Wy,. En utilisant le théoreme F avec x = wq_,;(xp) et

J=AnN wq_,i(\llp), nous démontrons enfin la conjecture de Breuil-Herzig.
Corollaire G (Corollaire 7.2.3). — [12, Conjecture 3.5.1] est vraie.

Conjecture sur les extensions modulo p

Nous terminons cette thése en énongant une nouvelle conjecture (suggérée par Breuil
lorsque G' = GL,,) sur les extensions entre représentations lisses irréductibles de G(F) sur
kg obtenues par induction parabolique a partir d’une représentation supersinguliere du
Levi. On suppose le centre de GG connexe et le groupe dérivé de G simplement connexe.

Si P C G est un sous-groupe parabolique standard et L C P est le sous-groupe de Levi
standard, on note A7 C A le sous-ensemble des racines simples orthogonales aux racines
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de (L, T) et pour toute représentation lisse m de L(F') sur kg, on note 7 la représentation
lisse de L(F') sur kg dont le kg-espace vectoriel sous-jacent est m et sur lequel [ € L(F)
agit a travers $,0s, (voir la section 7.3).

Conjecture H (Conjecture 7.3.3). — Soient P,P' C G deux sous-groupes parabo-
liques standards, L. C P,L' C P les sous-groupes de Levi standards et w,n’ des repré-
sentations supersmguliéres de L(F) L'(F) respectivement sur kg. On suppose que les

représentations Ind )7r et Ind 7r’ sont irréductibles.

(i) S@P’gZPetszp’, alors

Extlyp) (Indf)p 7/, Ind50 7) =0,

(ii) SiF:Qp,P’:PetW’%Wa®( Oa)?—fﬂavecaEA,alom
G(Qp
dlmkEExtg(Q)(Id 0,) ™ ® (W )Id(Q) ):1.

(iii) Sinon si P' C P, alors le foncteur IndP, ) induit un isomorphisme kg-linéaire

L(F G
Ext ) (Ind(f) ) ) 7' 7) < Bl (IS5 o/, Inaff )
o)

iv) Sinon si P C P’, alors le foncteur Ind},” /.. induit un isomorphisme kg-linéaire
P'=(F)
Exti/(p)( IndL/ P-nL/)(F) 7r> — Exté( <Indg,(F(F i IndP ) )

Dans les points (iii) et (iv), la condition « Sinon » signifie que les conditions du point
(ii) ne sont pas toutes satisfaites. Nous démontrons la conjecture H lorsque P B en

A

/////

Méthodes utilisées

La stratégie d’Emerton

Nous montrons tout d’abord que ’on peut calculer les extensions entre représentations
continues unitaires admissibles de G(F) sur E par réduction modulo p* et dévissage
(Proposition 1.1.3). On se ramene ainsi a des calculs d’extensions entre représentations
lisses admissibles de G(F) sur Og/wrOg avec wg une uniformisante de Op.

Soient P C G un sous-groupe parabolique standard et L C P le sous-groupe de Levi
standard. On note A une Og-algebre locale artinienne de corps résiduel kg (par exemple
A = Og/wiOp) et w : QX — A* Pimage du caractére cyclotomique. On utilise le
d-foncteur H*Ordp(r) des parties ordinaires dérivées d’Emerton ([20]). On a une suite
exacte de A-modules

(%) 0= Ext] g (U, Ordpiry V) = Extéypy (ndg G 0,V)
— HOHIL(F) (U, Hlordp(p) V)

pour toutes représentations lisses localement admissibles U et V' de L(F') et G(F') res-
pectivement sur A (voir la suite exacte (1.2.10)).
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Calculs de parties ordinaires dérivées

Nous calculons tout d’abord le foncteur HlOrdB( F) sur une induite. Si U est une re-
présentation lisse de T'(F') sur A, alors pour tout w € W, on note U" (ou simplement
U lorsque w = s, avec o € A) la représentation lisse de T'(F') sur A dont le A-module

sous-jacent est U et sur lequel ¢t € T(F) agit a travers wtw .

Théoréme I (Corollaires 4.2.9 et 4.1.14). — Soit U une représentation lisse locale-
ment admissible de T(F) sur A.

(i) Si F =Q,, alors on a un isomorphisme naturel T(Q,)-équivariant

H'Ordp(q,) (ndg % U) =P U° @ (' o a).

a€A
o G(F
(ii) Si F # Q,, alors H'Ordpp) (IndB(_&;) U) =0.

En utilisant le théoréme I et la suite exacte (x), on démontre le point (ii) du théoreme
A et le théoreme C. On obtient également une inégalité (<) dans le point (i) du théoreme
A. Pour démontrer 'autre inégalité (>), on construit des extensions non scindées par
induction parabolique & partir d’extensions non scindées (données par la proposition
5.2.2) entre les séries principales de G,(Q,) correspondantes pour tout o € A tel que
X = sa(X) - (€71 o @) et on montre que les classes de ces extensions sont linéairement
indépendantes sur F (grace a la proposition 5.3.5).

Nous calculons ensuite les foncteurs H*Ord () en degré quelconque sur une série prin-
cipale lorsque G admet un « twisting element » (voir la définition 4.2.10) noté 6.

Théoréme J (Corollaire 4.2.12). — Soit x : T(F) — A* un caractére lisse. Pour
tout n € N, on a un isomorphisme T(F)-équivariant

n G - ~ _
H"Ord p(py (md;f&)x.(w ! oe)) ~ w(y) - (w o).
[F:Qp]-£(w)=n
En utilisant le théoréme J et une suite spectrale de Grothendieck (voir la suite spectrale
(1.2.9)), on démontre le résultat sur les Ext™ avec n > 1 entre séries principales lisses de

G(F) sur kg (Théoreme 6.3.1) conditionnellement a [20, Conjecture 3.7.2]. En particulier
avec G = Gliy, on en déduit la proposition D.

Enfin, nous calculons partiellement les foncteurs H*Ordp(r) (avec P standard quel-
conque) sur une induite. On note By, C L (resp. B, C L) le sous-groupe de Borel BN L
(resp. B~ N L), Wp C W les représentants de Kostant des classes & droite W/W, avec

Wy, C W le groupe le Weyl de (L, T) et pour tout wp € Wp, on note ag, la somme des
racines positives a € ®* telles que wp(a) ¢ . On conjecture le résultat suivant.

Conjecture K (Conjecture 4.1.10). — Soit U wune représentation lisse localement
admissible de T(F) sur A. Pour tout n € N, on a un isomorphisme naturel L(F)-
équivariant
n G(F) ~ L(F) @ -1
HOrdpep) (a0 ) = @ mdfl) (U™ @ (@ oag,).,
[F:Qy)-£(@p)=n
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Nous prouvons la conjecture K lorsque les termes de la somme directe sont des repré-
sentations irréductibles de L(F') d’une part (Proposition 4.1.11) et lorsque F # Q, et
n = 1 d’autre part, auquel cas la somme directe est nulle (Corollaire 4.1.14). Dans le
cas général, nous montrons qu’il existe un morphisme naturel L(F')-équivariant entre les
deux représentations de la conjecture K et que ces deux représentations sont naturelle-
ment munies de filtrations dont les gradués sont isomorphes en tant que représentations
d’un sous-groupe fermé de By (F') (Corollaire 4.1.7). Lorsque F' = Q,, n =1et P = P,
(le sous-groupe parabolique standard de G correspondant a o € A), ce dernier résultat
nous suffit pour démontrer le théoreme E en utilisant encore la suite exacte ().

Filtrations et dévissages

Nous expliquons la méthode utilisée pour les calculs de parties ordinaires dérivées
d’une induite, c’est-a-dire pour démontrer les théoremes I, J et les résultats partiels
sur la conjecture K. On note Np le radical unipotent de P. Les foncteurs H*Ordp(p)
sont construits a partir des A-modules de cohomologie d’un sous-groupe ouvert compact
Npo C Np(F) et d'une action (dite de Hecke) d’un sous-monoide L™ C L(F) sur ces
derniers. Soient U une représentation lisse localement admissible de L(F) sur A et n € N.
On procede en deux temps.

Dans un premier temps, on définit des filtrations de représentations induites et on cal-
cule leurs gradués (voir la section 2.2). On définit une filtration de Ind F) U par des

sous- P(F')-représentations et une filtration de chaque terme de son gradue par des sous-
B(F)-représentations. Les gradués de ces dernieres filtrations sont des sommes directes
de représentations lisses de B(F') sur A notées V,, avec w € W. On écrit w = wpwy,

avec wp € Wp et wy, € Wy. On détermine le A-module sous-jacent a V,,, ainsi que
I'action de sous-groupes fermés Np,,(F) et (I'Np ., )(F) de Np(F) et BL(F) respec-
tivement sur V,. On montre que les filtrations précédentes induisent des filtrations de
H”Ordp(F)(Indg(,?p) U) par des sous-L(F')-représentations et une filtration de chaque
terme de son gradué par des sous-By (F')-représentations (Propositions 4.1.1 et 4.1.3).

Dans un second temps, on utilise des dévissages de Np, pour calculer le A-module
H"(Npo, Vi) et T'action de Hecke dun sous-monoide ouvert (T'Npw, )™ C (T'Npw,)(F).

Dans la section 3.1, on généralise la définition de 'action de Hecke a certains monoides Lt

sur la cohomologie de certains groupes NO munis d’'une action de LT et on la calcule en
degré maximal (Proposmon 3.1.5). Dans la section 3.2, on montre comment calculer la co-
homologie de Ng et laction de Hecke de L* A travers certains dévissages de NO respectant
Paction de L*. Plus précisément, on montre que la suite spectrale de Hochschild-Serre
respecte l'action de Hecke (Proposition 3.2.6). Dans la section 3.3, on utilise des dévis-
sages successifs de Npy : on considére une suite de sous-groupes fermés de Np, dont le
plus petit est un sous-groupe ouvert compact Np,, o C Npy,(F) et dont les quotients

successifs sont isomorphes a ZJ[DF:QP]. On procede par récurrence. Pour l'initialisation, on
calcule le A-module H"(Np,, 0, Vi) et I'action de Hecke de (T'Np ., )" (en degré 0 c’est
un calcul explicite et en degré supérieur on montre que V,, est Np, o-acyclique). Pour
l'itération, on utilise un résultat clef (Lemme 3.1.10) qui permet, sous une condition de
finitude, de calculer la cohomologie et I'action de Hecke en degré nul et en degré maximal

(on utilise ce résultat avec les quotients ZLF:QP]).
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Notations et conventions

Corps de base

Soit F' une extension finie de @Q,. On note val, : F'* — Q la valuation p-adique
normalisée par val,(p) =1 et | |, la valeur absolue p-adique correspondante (définie par
||, = p~ @ pour tout x € F*). On note ¢ : F* — ZX le caractere cyclotomique
p-adique et w : F* — F sa réduction modulo p. On note enfin Np/g, : F* — Q, la
norme. Par définition, on a e(z) = Np/q, ()| Np/g, ()|, pour tout x € F*.

Groupes algébriques

Soit (G, B, T) un triplet avec G un groupe algébrique connexe réductif déployé sur F,
B C G un sous-groupe de Borel et T' C B un tore maximal déployé. On note B~ C G
le sous-groupe de Borel opposé a B par rapport a T' et N le radical unipotent de B. On
note enfin S le plus grand sous-tore déployé¢ de Resg/q, T

Systeme de racines

On note W le groupe de Weyl de (G,T) et ¢ : W — N la longueur relative a B.
On note @ les racines de (G,T), ®T C & les racines positives par rapport & B et A
les racines simples de ®*. Pour tout @ € ®, on note «" la coracine correspondante et
So € W la réflexion correspondante. Pour tout w € W, on fixe un représentant w € G(F)
de w dans le normalisateur de T'(F') et on appelle décomposition réduite de w toute
écriture w = s,, . .. Sag(y BVEC A1, ..., Q) € A. On note wy € W I'élément de longueur
maximale.

Sous-groupes paraboliques

Si P C G est un sous-groupe parabolique standard (c’est-a-dire contenant B) et L C P
est le sous-groupe de Levi standard (c’est-a-dire contenant 7°), on introduit les notations
suivantes.

On note Zy, le centre de L, By, C L (resp. B, C L) le sous-groupe de Borel BN L
(resp. B~ N L), Np et Ny, les radicaux unipotents de P et Bj, respectivement (on a un
produit semi-direct N = N, x Np). On note enfin N, le radical unipotent de B; .

On note W, C W le groupe de Weyl de (L,T) et wro € Wy 1'élément de longueur
maximale, ®; C ® les racines de (L, T), ®; = ®TN® les racines positives de (L, By, T)
et A, = AN &y les racines simples de @2.

Anneauz de coefficients

Soit E une extension finie de @Q,. On note Op l'anneau des entiers de E, wg une
uniformisante de Og et kg le corps résiduel de Og. On note A une Og-algebre locale
artinienne de corps résiduel kg et on note encore w : F* — A* I'image de € dans A*.

Espaces de fonctions localement constantes

Si X est un espace topologique et V' est un A-module, on note C*°(X, V') le A-module
des fonctions f : X — V localement constantes, supp(f) le support d’une telle fonction
(c’est-a-dire le sous-ensemble ouvert et fermé f~1(V — {0}) de X) et C°(X, V) le sous-
A-module constitué des fonctions a support compact.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans un premier temps, nous rappelons les différentes catégories de représentations
(p-adiques et modulo p*) d'un groupe de Lie p-adique, ainsi que leurs propriétés. Dans
un second temps, nous rappelons la définition du foncteur d’induction parabolique et du
o-foncteur des parties ordinaires dérivées, ainsi que leurs propriétés.

1.1. Représentations d’un groupe de Lie p-adique

Soit H un groupe de Lie p-adique. On rappelle les différentes catégories de représen-
tations p-adiques et modulo p* de H ainsi que leurs propriétés. On montre que 1’'on peut
calculer les Extllq entre représentations p-adiques par réduction modulo p* et dévissages.

Représentations modulo p*

Soit Mody(A) la catégorie des représentations de H sur A et des applications A-
linéaires H-équivariantes. Si V' est une représentation de H sur A, on note V¥ le sous-A-
module des invariants par H et V le A-module quotient des coinvariants par H (c’est-a-
dire le quotient de V' par le sous-A-module engendré par les éléments de la forme h-v —wv
avec h € H et v € V). On dit que V est de type fini si elle est engendrée sur A[H]| par
un nombre fini d’éléments. On définit des sous-catégories abéliennes pleines de Mod g (A)
comme dans [19, § 2.2].

On dit qu’une représentation V' de H sur A est lisse si pour tout v € V, le fixateur de
v dans H est ouvert. On note Modjy (A) la sous-catégorie pleine de Mody(A) constituée
des représentations lisses. Elle est stable par passage aux sous-objets, quotients et limites
inductives filtrantes (voir [19, Lemme 2.2.6]). D’apres [30, Lemme 2.2], ¢’est une catégorie
de Grothendieck™.

On dit qu'une représentation lisse V' de H sur A est admissible si pour tout sous-groupe
ouvert Hy C H, le A-module V0 est de type fini. On note Mod%™(A) la sous-catégorie
pleine de Mod}/(A) constituée des représentations admissibles. C’est une sous-catégorie
de Serre® de Mod3;(A) (voir [19, Lemme 2.2.13]).

(M Une catégorie de Grothendieck est une catégorie abélienne qui posséde un générateur, des limites
inductives et dans laquelle les limites inductives filtrantes sont exactes.
(2)Une sous-catégorie de Serre est une sous-catégorie abélienne pleine stable par passage aux extensions.
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On dit qu'une représentation lisse V' de H sur A est localement admissible si pour tout
v € V, la sous-H-représentation de V' engendrée par v est admissible. Les représentations
localement admissibles de H sur A sont exactement les limites inductives filtrantes dans
Mod3(A) de représentations admissibles. On note Modj*¥™(A) la sous-catégorie pleine
de Mod}/(A) constituée des représentations localement admissibles. Elle est stable par
passage aux sous-objets, quotients et limites inductives filtrantes (voir [19, Proposition
2.2.18]). C’est donc une catégorie de Grothendieck.

On définit enfin une condition de finitude. Soit V' une représentation de H sur A. On
dit que v € V est localement H-fini si la sous- H-représentation de V' engendrée par v est
de type fini sur A. On note Vy_g, la sous- H-représentation de V' constituée des éléments
localement H-finis. On dit que V' est localement H-finie si Vygn = V.

Objets injectifs et cohomologie

On donne quelques résultats sur les objets injectifs des différentes catégories de repré-
sentations de H sur A. Les catégories Mod5y (A) et Mod#4™(A) possédent suffisamment
d’injectifs (voir [20, Proposition 2.1.1]). On ne connait pas de résultat analogue pour
la catégorie Mod3™(A), sauf lorsque H est compact auquel cas la catégorie Mod3s™ (A)
possede suffisamment d’injectifs et ces derniers sont encore injectifs dans la catégorie
Mod{; (A) (voir [20, Proposition 2.1.9]). Si Hy C H est un sous-groupe ouvert ou com-
pact de H, alors les objets injectifs de Mod; (A) sont encore injectifs dans la catégorie
Modg;, (A) (voir [20, Proposition 2.1.2] et [20, Proposition 2.1.11]).

On définit la cohomologie de H a valeurs dans une représentation lisse sur A comme
dans [20, § 2.2]. Soit V une représentation lisse de H sur A. On note H*(H,V) les
A-modules de cohomologie de H a valeurs dans V calculés en utilisant des cochaines
localement constantes. On obtient ainsi un d-foncteur A-linéaire

H*(H, —) : Mod3(A) — Mod(A).

On dit que V est H-acyclique si H"(H, V') = 0 pour tout entier n > 0.

On suppose H compact. En utilisant I'injection H-équivariante V' — C*>*(H,V) qui
envoie un élément de V sur son orbite et le lemme 1.1.1 ci-dessous, on voit que les
foncteurs H"(H, —) sont effacables pour tout entier n > 0. En particulier, ces derniers
coincident avec les foncteurs dérivés a droite du foncteur (—)# : Mody(A) — Mod(A)
et on peut les calculer en utilisant une résolution injective dans la catégorie Modj; (A).
De plus, les foncteurs H*(H, —) commutent aux limites inductives filtrantes (car I'image
d’une cochaine localement constante est finie par compacité)

Lemme 1.1.1. — Si H est compact, alors le A-module C*°(H, V') muni de l'action de
H par translation a droite est une représentation lisse H-acyclique.

Démonstration. — C’est un résultat classique. Si H est compact, alors il est profini et
C*(H,V) est un H-module discret induit. Le lemme de Shapiro permet de conclure (voir
par exemple [34, Chapitre I, § 2.5]). O

Représentations p-adiques

On définit des catégories de représentations continues de H sur Og et E (voir [31] pour
une vue d’ensemble).
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Une représentation wg-adiquement continue de H sur Og est un Og-module wg-
adiquement séparé et complet VO dont la torsion est d’exposant borné® muni d’une
action Og-linéaire de H continue pour la topologie wg-adique, c¢’est-a-dire que 'applica-
tion d’évaluation H x V° — V0 est continue, ou de facon équivalente que pour tout entier
k > 1, la représentation V°/wkVO de H sur Op/wrOp est lisse.

On dit qu’une représentation wg-adiquement continue V° de H sur Og est admissible
si VO/@pV? est une représentation lisse admissible de H sur kg, auquel cas V°/wrV°
est une représentation lisse admissible de H sur Og/ wg(’)E pour tout entier £k > 1. La
catégorie ModZE'adm(OE) des représentations wg-adiquement continues admissibles de
H sur Op et des applications Og-linéaires H-équivariantes est abélienne d’apres [19,
Proposition 2.4.11].

Un F-espace de Banach est un F-espace vectoriel topologique V' complet pour une
norme ultramétrique. Un réseau V° C V est un sous-Og-module tel que V = F ®¢,, V°.
On appelle boule de V' tout réseau ouvert borné de V. Une représentation continue de H
sur E est un E-espace de Banach V' muni d’une action E-linéaire de H continue au sens
ou l'application d’évaluation H x V' — V est continue.

On dit qu'une représentation continue V' de H sur E est admissible si son dual continu
V' = Hom%"(V, E) est de type fini sur l'algébre d’Iwasawa E ®¢, Op|[Ho]] de Hy pour
tout (ou de fagon équivalente pour un) sous-groupe ouvert compact Hy C H. La catégorie
Bani™(F) des représentations continues admissibles de H sur E et des applications
continues E-linéaires H-équivariantes est abélienne d’apres [32, Théoreme 3.5].

On dit qu'une représentation continue V' de H sur E est unitaire si elle admet une
boule V? stable par H (ou de fagon équivalente si elle admet une norme H-équivariante
compatible avec sa topologie). Dans ce cas, V? est une représentation wg-adiquement
continue de H sur Og et V est admissible si et seulement si V? est admissible (voir [22,
Proposition 6.5.7]). Réciproquement si V? est une représentation wg-adiquement continue
de H sur O, alors V = E ®¢, V" est une représentation continue unitaire de H sur E et

I'image de V° dans V est une boule stable par H. On note Ban?}jm’u(E) la sous-catégorie

pleine de Ban}™(E) constituée des représentations unitaires. Elle est stable par passage
aux sous-objets et quotients, donc c¢’est une sous-catégorie abélienne.

Soient V une représentation continue unitaire de H sur F et VV? une boule de V stable
par H. On dit que V est résiduellement de longueur finie si V°/wg V0 est de longueur finie
dans la catégorie Modjy (kg). Cette condition ne dépend pas du choix de VV et lorsqu’elle
est satisfaite, la semi-simplifiée de V' /g V' ne dépend pas non plus du choix de V? (voir

par exemple [30, Lemme 4.3]).

Extensions entre représentations

On précise dans quelles catégories on calcule les groupes abéliens Ext}, d’extensions de
Yoneda (voir [28, Chapitre VII]) entre représentations de H.

En degré 1, on calcule les A-modules (resp. Og-modules, E-espaces vectoriels) Exty,
entre représentations lisses (resp. wg-adiquement continues, continues unitaires) admis-
sibles de H sur A (resp. Op, E) dans la catégorie Modi™(A) (resp. ModZ2™(Op),
Ban}™"(E)).

B)Cest-a-dire que le sous-Og-module de torsion V° [cwe] € VO est annulé par une puissance de wg.



22 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

En degré quelconque, on calcule les A-modules Ext}, entre représentations lisses lo-
calement admissibles de H sur A dans la catégorie Mod: ™ (A). Entre représentations
admissibles, il est équivalent de calculer le A-module Exty, dans la catégorie Mod3 ™ (A),
mais on ne sait pas si cela est encore vrai pour les A-modules Ext}; avec n > 1 entier
(voir [20, Remarque 3.7.8]).

Soient U et V' des représentations continues unitaires admissibles de H sur E. On note
UY et VO des boules de U et V respectivement stables par H. Le Og-module Hom (U, V?)
s'identifie & un réseau de Hompy (U, V') et on a un isomorphisme Og-linéaire

Homp (U°, V?) 2 lim Homp (U° /wpU°, V° [wgV?),
k

d’oul un isomorphisme E-linéaire

(1.1.2) Homp (U, V) = E ®o, lim Homy (U° /wpU°, VO /wpV°).
k

De plus pour tout entier & > 1, le noyau de I'application de réduction modulo w}: des
morphismes
Hompy (U°, V®) = Homp (U°/whU®, VO /whV?)
est le sous-Og-module wf Homy (U°, V0), d’ott avec k = 1 I'inégalité
dimg Homg (U, V) < dimy, Homy (U°/wgU°, V® /opV0).
Nous montrons des propriétés analogues (déja connues, voir I'appendice de [12]) pour le
bifoncteur Ext},.

Proposition 1.1.3. — Avec les notations précédentes, si U est résiduellement de lon-
gueur finie, alors on a un isomorphisme E-linéaire

Exty (U, V) 2 E ®0, lim Exty (U°/wpU°, V° [wgV?)
k
et
dimp Exty, (U, V) < dimy, Ext}, (U°/wpU° V0 /wpV?).
Démonstration. — Le produit tensoriel par E sur Og est exact (en tant que localisation),
donc il induit une application Og-linéaire
A Exty (U, V) — Exty, (U, V).

Montrons que ker A est le sous-Og-module de torsion de Ext} (U°, V). Comme
Exty, (U, V) est sans torsion, il suffit de montrer que toute classe dans ker A est de
torsion. Soit donc x € ker A représentée par une extension

0=V & -5 U%—o0.
Par hypothese, il existe une section o : U — &£ avec € = E ®¢,, £°. Comme U et V° sont
sans torsion il en est de méme pour £Y, donc lapplication naturelle £9 — £ identifie £°

a une boule de & stable par H. Soit n € N. On peut choisir n suffisamment grand pour
que wio(U°) C Y. Alors wlo induit une section de l'extension

0= VO 55 ((VO) + o 25 U0 — 0,

Or la classe de cette extension est wpx, d’ot wpr = 0. Ainsi x est de torsion.
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Montrons que im A est un réseau de Exty, (U, V). 11 suffit de montrer que toute classe
de Exty (U, V) est envoyée dans im A par une homothétie. Soit donc x € Exty, (U, V)
représentée par une extension

0=V -S€&-5U—=0.

Soient £° une boule de £ stable par H et n € N. On peut supposer ¢~ *(£%) = V?, quitte
a remplacer £° par 1(V?) + @wi&? avec n suffisamment grand pour que ¢~ (wp&®) C VO.
La classe wpx est représentée par 1'extension

0=V -5 E&ESU0.
On peut choisir n suffisamment grand pour que U° C @z "m(£°). Alors £°N (g "m) 1 (UY)
est une boule de & stable par H et par construction c’est une extension de U par V°.
Ainsi g € im A.
Le Og-module U est plat car sans torsion, donc la réduction modulo wf des extensions
induit une application Og-linéaire vy, : Ext}, (U°, V) — Exty, (U°/wkU°, V0 /wkV0) pour
tout entier £ > 1, d’ou une application Og-linéaire

T : Extyy (U°, V°) = lim Exty, (U° /wpU®, VO [wpV°)
k

ol les morphismes de transition du systéme projectif sont les applications Og-linéaires
vij @ Exty (U;,V;) — Exty(Us, Vi) induites par la réduction modulo cf, des extensions
pour tous 1 <7 < j entiers (le Op/w},Op-module U; étant plat par changement de base).

Montrons que T est surjective. Soit (xy) € lim, Exty, (U°/wphU°, VO /whkVO) représentée
par des extensions

(0= VO/whV® 2 & ™5 U /whU® — 0).

Ces extensions forment un systéme projectif qui vérifie la condition de Mittag-Leffler (car
les morphismes de transition V°/w@gV? — VO0/wl V0 sont surjectifs pour tous 1 <7 < j
entiers). En passant a la limite projective et en notant £° = ILnk &k, on obtient donc une

suite exacte courte de représentations continues (pour la topologie de la limite projective,
qui coincide ici avec la topologie wg-adique) de H sur Og

0=V g Ty —o.
Comme &Y est wp-adiquement séparé et complet (en tant que limite projective de Og-
modules wg-adiquement discrets) et sans torsion (puisque V° et U° le sont), on obtient

une classe x € Ext}, (U°, V). Par construction, on a Y(z) = (z).
Montrons que T est injective. Soit x € ker T représentée par ’extension

0=V’ =& S U—0.

Par hypothese, il existe une section U°/whlU® — E°/whk&® pour tout entier k > 1.
Comme U°/wkU° est de type fini sur A[H] (car U est résiduellement de longueur finie)
et VO/wwkV O est admissible (car V T'est), Homp (U°/whU° VO /wkV0) est de type fini sur
O /wtOp d’aprés [19, Lemme 2.3.10], donc fini. On en déduit qu’il existe un nombre
fini de sections U°/wiU® — £°/wkEC. On peut donc choisir par récurrence une section
o : U%)whU® — E°/wrE® pour tout entier k > 1, de sorte que ¢; = 0; (mod w}) pour
tous 1 < i < j entiers. On obtient ainsi une section o : U° — £° d’ott z = 0.
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On a ainsi montré que T est un isomorphisme. Par ce qui précede, on a une application
Og-linéaire
Ao X7 lim Exty (U°/wgU°, VO [wpV°) — Exty (U, V)
k

dont le noyau est le sous-Og-module de torsion et dont 'image est un réseau. En tenso-
risant par E sur Og, on obtient donc 'isomorphisme de 1’énoncé.

Il reste a démontrer I'inégalité de 1’énoncé. Montrons que pour tout entier £ > 1, le
noyau de l'application de réduction modulo =} des extensions

vy, Bxty (U°, V) = Exty (U°/wpU°, VO /whV?)

est le sous- OE module wf Exty, (U, V?). Comme wf Exty, (U°/wkU® VO /wkV?) =0, on
a ker vy O wp Exty, (U°, VO). Montrons l'autre 1nclu51on. Soit donc z € ker vy, représentée
par 'extension

0—- V& U0,
Par hypothese, il existe une rétraction £9/wr&® — VO/ wgVO Soit gp : 0 — VO /wkVO
sa composée avec la projection £9 — £°/wkEC. Alors z = why avec y € Ext},(U°, V) la
classe de I'extension
k
Oﬁvoﬂkergki)Uo—)O,

d'ott z € wf Exty, (U°, V).

On a ainsi montré que pour tout entier £ > 1, la réduction modulo @} des extensions
induit une injection Og-linéaire

ExtL (U, V0) /wk Extt (U°, V) — Exth, (U /wkU°, VO /wkV0).

Avec k =1, on en déduit I'inégalité de I’énoncé. O]

1.2. Induction parabolique et parties ordinaires

Soient P C G un sous-groupe parabolique standard et L C P le sous-groupe de Levi
standard. On rappelle les résultats de [19, 20] relatifs au triplet (G, P, L).
Définitions et premiéres propriétés

Si U est une représentation lisse de L(F') sur A, alors U est une représentation lisse de
P~(F) sur A par inflation et on pose

In dG(F def

P (F) { f: G(F) — U localement constante

| f(pg) = p - f(g) pour tous p € P~(F) et g € G(F)}

et on fait agir G(F') sur ce A-module par translation a droite. On définit ainsi le foncteur
A-linéaire d’induction parabolique Indg(,F(;) : Modp)(A) — Modg ) (A) qui est exact
(voir [19, Proposition 4.1.5]). De plus, il préserve I'admissibilité (voir [19, Proposition
4.1.7]) et commute aux limites inductives filtrantes (Voir [19, Lemme 4.1.4]), donc il induit

par restrlctlon des foncteurs A-linéaires exacts Ind% Mod%‘%}?)(/l) — Mod%d(?)(/l) et

Ind5"),  Mody 9% (A) — Modgi (A).

P (F)

P (F)
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On fixe un sous-groupe ouvert compact Npoy C Np(F') et on définit des sous-monoides
ouverts de L(F') et Z(F') en posant

LT ¥l e L(F) | INpol™" C Npy}
7 € 7 (F)n L.

Si V est une représentation lisse de P(F) sur A, les A-modules H*(Npy, V') sont natu-

rellement des représentations lisses de L™ sur A (voir la section 3.1) et les A-modules

H*Ordp(py V = Hom g+ (A[ZL(F)], H*(Npo. V) 4, ().

sont naturellement des représentations lisses de L(F) sur A (voir [19, Lemme 3.1.7])
appelée les parties ordinaires dérivées de V. On définit ainsi des foncteurs A-linéaires
H*Ordp(r) : Modp - (A) — Mod7(A) qui ne dépendent pas du choix de Npp a iso-
morphisme preés (voir [20, Proposition 3.3.2]). Ils sont nuls en degré plus grand que
[F' : Q] - dim Np (voir [20, Proposition 3.6.1]) et commutent aux limites inductives
filtrantes (voir [19, Proposition 3.2.2]).

Si V' est une représentation lisse admissible de G(F') sur A, alors les représentations
lisses H*Ordp(py V' de L(F) sur A sont admissibles (voir [20, Théoreme 3.4.7 (2)]). On
en déduit que les foncteurs H*Ordp(r) induisent par restriction des foncteurs A-linéaires
H*Ordp(p) : Mod () (A) — Modi (%) (A) et H*Ordp(ry : Modg(3h (A) — Modjfe (A).
d-Foncteurs

En degré 0, le foncteur des parties ordinaires

éf
Ordp(p) d: HOOI“dp(F)

est exact a gauche (voir [19, Proposition 3.2.4]). On compare ses foncteurs dérivés a droite
avec les foncteurs H*Ordpp.

Soit ModlZﬁf‘(A) la sous-catégorie pleine de Mod7: (A) (voir la section 3.1) constituée

L L
des représentations qui sont réunions de sous-A-modules de type fini Z; -invariants. C’est
une sous-catégorie abélienne car A est noethérien. Le résultat suivant montre que la
restriction du foncteur Hom A[Z;}(A[Z L(F)), =)z, (F)-fin & Modlz'an(A) est une localisation.
L

Lemme 1.2.1 ([20, Lemme 3.2.1]). — Pour toute représentation M dans Mod} ' (A),
L
Uévaluation en 1 € A[ZL(F)] induit un isomorphisme naturel Z(F)-équivariant

HomA[ZE](A[ZL(F)], M)z, (Fy-fin — A[ZL(F)] Q a1z M.

En particulier, le foncteur Hom -+ (A[ZL(F)], =) z,(p)-an €st ezact sur Modti(A).

z
On rappelle a présent le résultat suivant.
Théoréme 1.2.2 ([20, Théoreme 3.4.7 (1)]). — Pour toute représentation lisse locale-

ment admissible V de G(F) sur A, les représentations lisses H*(Npgo, V) de LT sur A

sont dans la catégorie Modlgif(A).
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On déduit du théoreme 1.2.2 que pour toute suite exacte courte de représentations
lisses admissibles (resp. localement admissibles) de G(F') sur A

0—=Vi—=Vy = V3 =0,
la suite exacte longue de cohomologie associée
0 — H(Npo, Vi) = H*(Npg, Vo) = H°(Npy, Vs) = H' (Npg, V1) —
est dans la catégorie Mod ﬁn(A), donc en utilisant le lemme 1.2.1 on voit que la suite de
représentations lisses admissibles (resp. localement admissibles) de L(F') sur A
0 — HOrdp(s) Vi — HOrdp(r) Vo = H°Ordp(r) Vs — H'Ordp(ry Vi —

obtenue en appliquant le foncteur Hom -+ (A[ZL(F)], =)z, (F)-tin €st exacte. Les foncteurs
H*Ord p(p) : Mod () (A) — Modi (%) (A) (resp. H*Ord p(ry : Modi3 (A) — Modj {5 (A))
forment ainsi un é-foncteur (voir aussi [20, Corollaire 3.4.8]).

Soient R*Ordpp) : Mod&%“)“(A) — Mo dlL?‘}m(A) les foncteurs dérivés a droite du fonc-
teur Ordp(r) : Modléaz‘?)l(/l) — ModlaL 7 (A). Par universalité des foncteurs dérivés, 'éga-

lité R°Ord P(F) = H°Ord p(r) = Ordp(py se prolonge de fagon unique en un morphisme de
o-foncteurs

(1.2.3) R*Ordp(ry — H*Ordp(p

qui est un isomorphisme en degré 0, donc par décalage une injection en degré 1

(1.2.4) R'Ordp(r) — H'Ordp(r)

En degré quelconque, on a la conjecture suivante (voir [20, Conjecture 3.7.2]) qui est
démontrée pour G = GL, dans [23].

Conjecture 1.2.5 (Emerton). — Le morphisme (1.2.3) est un isomorphisme.

Relation d’adjonction

On donne le lien entre les foncteurs Ind ;* ( et Ordp(r).

Proposition 1.2.6 ([19, Proposition 4.3.4]). — Soit U une représentation lisse locale-
ment Z,(F)-finie de L(F) sur A. On un isomorphisme naturel L(F)-équivariant

U = Ordp(ry (ndg G, U).
En particulier, le foncteur Ordpp : Modgd(?)(A) — Modﬁ’}‘)(A) (resp. Ordpr)
Mo leaz(}m(A) — Modl'adm(A)) est un quasi inverse a gauche du foncteur Indg(_F&p) :
Mod3{ (A) — Modzm (A) (resp. Ind i)« Modj {9 (A) — Modgim (A)).
Démonstration. — D’apres [4, Proposition 4.10 d)], la projection G(F) — P~ (F)\G(F)

induit une immersion ouverte Np(F') — P~ (F)\G(F'), d’ou une injection naturelle P(F)-
équivariante (voir [19, Lemme 4.1.9])

C®(Np(F),U) — Ind%") U

P (F)
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qui induit un isomorphisme L(F')-équivariant (voir [19, Lemme 4.3.1})
Ordp(r (CZ(Np(F), U)) = Ordpr (IndP 0 U)
On déduit de [19, Proposition 4.2.7] que l'injection naturelle A-linéaire
U = CZ(Np(F),U)"ro

définie par u — 1y,,u avec ly,, la fonction caractéristique de Npy sur Np(F) est
LT -équivariante et que son image par le foncteur Hom ALz (A[ZL(F)], =)z, (#)-6in st un
isomorphisme L(F)-équivariant

En composant ces deux injections, on obtient une injection naturelle L*-équivariante

Npo
V)

dont l'image par le foncteur HOTHA[ZH(A[ZL(F)L—)ZL(F)-ﬁn est I'isomorphisme L(F)-
équivariant de l’enonce

(1.2.7) U (mag,

Ainsi le foncteur Ind restreint aux représentations localement 7y (F')-finies admet

(F)
le foncteur Ordp(py pour quasi-inverse a gauche. Comme toute représentation lisse loca-

lement admissible de L(F') sur A est localement Zp(F)-finie d’apres [19, Lemme 2.3.4],
on en déduit la proposition. O

Théoréme 1.2.8 ([19, Théoreme 4.4.6]). — Soient U une représentation lisse admis-
sible de L(F) sur A et V une représentation lisse de G(F') sur A. Le foncteur Ordp(p
induit un isomorphisme A-linéaire

Hom(r) (50 U,V) = Homy gy (U, Ordpiry V)

P—(F)

En particulier, le foncteur Ordppy : l\/[odad”[1 (A4) — Mod%‘%}? (A ) (resp. Ordp(r)
lea(%m(A) — ModlL'?c} (A)) est ladjoint a droite du foncteur IndP () Mod%‘%‘}l)(A) —
Mod?ﬁ? (A) (resp. IndP,(F) dlLa(“}m(A) — Molea(F) (A)).

Adjonction dérivée
Soient U et V' des représentations lisses localement admissibles de L(F') et G(F) res-
pectivement sur A. Le théoréme 1.2.8 montre que 1'on a un isomorphisme de foncteurs

HomL(F)(U> _) © OrdP(F HOmg(F)(Ind U )

(

et que Ordp(r) envoie les injectifs de Modlga(‘}m(A) sur des injectifs de Modk?jl;‘;l(A) (car

c’est 'adjoint a droite du foncteur Ind ( ) qui est exact). On en déduit une suite spectrale
de Grothendieck (voir [25, Théoréeme 2.4.1]) de A-modules

) G(F
(1.2.9) Extlp) (U, R/Ordp(r) V) = Bxti (mdg’h, 0,v).
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Les termes de bas degré de cette suite spectrale forment une suite exacte de A-modules

0 — Exty ) (U, Ordpep) V) — Exteyp (1 Ao U, v) — Homy ) (U, R'Ordpr) V)
= Bxt} ) (U, Ordpi) V) = Extp) (ndg, 0,V)

et en utilisant l'injection (1.2.4), on obtient une suite exacte de A-modules

(1.2.10) 0 — Extlp (U, Ordpm) V) = Extlp (1 450 U, v)
— Homy(ry (U, H'Ordpry V).
Le premler morphisme non trivial de cette suite exacte est induit par le foncteur exact

IndP (r) ©t le morphisme naturel Indg(f;}) OrdpryV — V. Le second morphisme non
trivial associe a la classe d’une extension

0—>V—>5—>IndG(F U—>O

le morphisme 9 de la suite exacte longue
0 — Ordp(p) V = Ordp(r) € — Ordpgp) Ind5 ) U~ H'Ordpepy V —

composé avec l'inverse de 'isomorphisme de la proposition 1.2.6.

Analogues p-adiques

Si U une représentation continue unitaire admissible de L(F') sur F, alors U est une
représentation continue unitaire de P~ (F') sur E par inflation et on pose

In dIGD(TF UY { f:G(F) — U continue
| f(pg) = p- f(g) pour tous p € P~(F) et g € G(F)}

et on fait agir G(F') sur ce F-espace de Banach par translation a droite Si U° C U est
une boule stable par L(F'), alors le sous-Og-module Indg U 0 ¢ Ind¢ e (; U constitué

des fonctions & valeurs dans U° est une boule stable par G( ) et on a un isomorphisme
G(F)-équivariant

(a0 ) ek (mafh, u°) < mafl, (U°/=kU”)

pour tout entier £k > 1 (voir [19, Lemme 4.1.3]). On en conclut que IndIGD(fg,) U est une
représentation continue unitaire admissible de G(F') sur E et que 1'on a un isomorphisme

G(F)-équivariant

(1.2.11) Ind; "}, U = E @0, L m Ind, (U°/=pU”) .

On obtient ainsi un foncteur E-linéaire Indg(,

F) : Ban}n(E) — Bangd(n;’)u(E) qui est

L(F)
exact (voir [19, Proposition 4.1.5]).
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Si V est une représentation continue unitaire admissible de G(F) sur E et V° C V est
une boule stable par G(F’), on pose
déf

Ordp(r) V = E oy lim Ordp(r (VO /wpV?) .
k

On obtient ainsi un foncteur E-linéaire Ordp(py : Bangl(r;’)u(E) — Bani??ju(E) qui est
exact a gauche (voir [19, Théoreme 3.4.8]).

Proposition 1.2.12. — Soit U une représentation continue unitaire admissible de
L(F) sur E. On un isomorphisme naturel L(F)-équivariant

U = Ordpiry (1nd G, ).

En conséquence, le foncteur Ordppy : Banzf(?’)u(E) — Banﬁ%u(E) est un quasi-inverse

a gauche du foncteur IndIGD(_Zz%) : Bani%?iu(E) N Bangd(?’)“(E),

Démonstration. — Soit U° C U une boule stable par L(F). En utilisant 'isomorphisme
(1.2.11) et la proposition 1.2.6 avec U°/wkU° au lieu de U pour tout entier k > 1, on
obtient l'isomorphisme de ’énoncé (voir aussi [19, Corollaire 4.3.5]). O

Théoréme 1.2.13. — Soient U et V des représentations continues unitaires admis-
sibles de L(F') et G(F') respectivement sur E. Le foncteur Ordp(py induit un isomorphisme
E-linéaire
Homer) (Ind ) U, V) < Hom(py (U, Ordp(r V)
En conséquence, le foncteur Ordp(py : BanaGd(I;’)u(E) — Bani%?;u(E) est l'adjoint a droite
G(F adm,u adm,u
du foncteur IndP(_(%) : Bany (" (E) — Bang, ) (E).

Démonstration. — Soient U? C U et V® C V des boules stables par L(F) et G(F)
respectivement. En utilisant les isomorphismes (1.1.2) et (1.2.11) et le théoreme 1.2.8
avec U?/whUY et VO/wwkVY au lieu de U et V respectivement pour tout entier k£ > 1, on
obtient I'isomorphisme de ’énoncé (voir aussi [19, Corollaire 4.4.6]). O






CHAPITRE 2

FILTRATIONS DE BRUHAT

Nous définissons des foncteurs d’induction compacte en lien avec le foncteur d’induction
parabolique. Puis, nous définissons des filtrations de certaines représentations induites
a partir de la décomposition de Bruhat et nous calculons leurs gradués. Enfin, nous
adaptons nos résultats aux représentations ordinaires.

2.1. Les foncteurs d’induction compacte

Apres quelques préliminaires topologiques, on définit et on étudie des foncteurs
C—indg,( p) en lien avec le foncteur Indgg},).
Préliminaires

Un espace séparé est dit localement profini si tout point admet une base de voisinages
constituée d’ouverts compacts. Tout sous-espace localement fermé (c’est-a-dire intersec-
tion d’un ouvert et d’'un fermé) d’un espace localement profini est encore localement
profini (voir [3, Lemme 1.2]). Un espace topologique est dit profini s’il est compact et
localement profini.

Tout groupe de Lie p-adique est localement profini. Soient H un groupe de Lie p-adique
et X un espace localement profini muni d’une action continue X x H — X. Si le quotient
X/H est séparé, alors X/H est localement profini (voir [3, Lemme 6.4]).

Lemme 2.1.1. — Tout recouvrement ouvert d’un espace profini admet un raffinement
fini constitué d’ouverts compacts deux a deux disjoints.

Démonstration. — 11 s’agit de [3, Lemme 1.3] dont nous donnons la preuve. Soit X un
espace topologique profini. Puisque la topologie de X admet une base constituée d’ouverts
compacts, tout recouvrement ouvert admet un raffinement constitué d’ouverts compacts
que l'on peut supposer fini par compacité de X. Si (O;);cs est un tel recouvrement, alors

((ne)n(nx-—o))

est un raffinement fini de (O;);e; constitué d’ouverts compacts deux a deux disjoints. [

Le groupe G(F') est localement profini et le quotient B~ (F)\G(F) est compact donc
profini. On déduit du lemme 2.1.1 que le fibré principal G(F') — B~ (F)\G(F) est trivial,



32 CHAPITRE 2. FILTRATIONS DE BRUHAT

c’est-a-dire qu’il admet une section continue ¢ : B~ (F)\G(F') — G(F). En effet, d’apres
[4, Théoreme 4.13 a)] il possede une section locale, donc par translation on peut trouver un
recouvrement de B~ (F)\G(F') par des ouverts trivialisants. En choisissant un raffinement
de ce recouvrement par des ouverts deux a deux disjoints, on peut recoller ces sections
locales en une section globale.

Définition et propriétés

Soit U une représentation lisse de T'(F') sur A. On fixe un sous-groupe fermé H de
G(F). Pour tout sous-ensemble X C G(F) localement fermé et (B~ (F'), H)-biinvariant
(c’est-a~dire B~ (F)-invariant par translation a gauche et H-invariant par translation a

droite), on définit une représentation lisse de H sur A en faisant agir H par translation
a droite sur le A-module

c—indg_( ) U { f X — U localement constante a support compact

modulo B~(F) | f(bx) =b- f(z) pour tous b€ B~ (F)et z € X}
et on obtient ainsi un foncteur c—indg,( r) + Modz gy (A) — Modz (A).

Proposition 2.1.2. — Soient X un ouwvert (B~ (F'), H)-biinvariant de G(F) et Y un
fermé (B~ (F), H)-biinvariant de X. On a une suite exacte courte de représentations
lisses de H sur A

0 = c-indy =y U = c-indg- (o) U — c-indpp- () U — 0

ou le premier morphisme non trivial est le prolongement par O sur'Y et le second est la
restriction a Y. FElle est scindée lorsque Y est ouvert dans X.

Démonstration. — 1l s’agit de [3, Proposition 1.8] que nous redémontrons ici. L’injectivité
du premier morphisme non trivial est évidente et I’exactitude de la suite au milieu résulte
du fait que les fonctions considérées sont localement constantes. Si Y est ouvert dans X,
alors le prolongement par 0 sur X induit une section H-équivariante du second morphisme
non trivial. Dans le cas général, on vérifie la surjectivité de ce dernier.

Soit donc f € C—indg,( p) U. On note respectivement X et Y les sous-ensembles
B~ (F)\X et B~ (F)\Y de B~ (F)\G(F). Comme X et Y sont B~ (F)-invariants par
translation & gauche, la projection G(F) — B~(F)\G(F) induit des projections X —» X
et Y — Y et la section continue ¢ : B~ (F)\G(F) < G(F) induit des sections continues
X XetY =Y.

On montre qu’il existe n € N et des sous-ensembles ouverts compacts deux a deux
disjoints Y1,...,Y, de Y tels que :

B (F\swp() = 11, Ve:
— Vk € [1,n], f est constante sur ¢(Y).

Par définition, supp(f) est un ouvert fermé B~ (F')-invariant par translation a gauche
de Y et B~(F)\supp(f) est compact. On choisit un recouvrement de B~(F')\ supp(f)
par des ouverts sur lesquels f o ¢ est constante. D’apres le lemme 2.1.1, ce recouvrement
admet un raffinement fini constitué d’ouverts compacts deux a deux dlSJOlIltS Yi,...,Y,
avec n € N, qui vérifient bien les propriétés ci-dessus.
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On montre qu’il existe des sous-ensembles ouverts compacts deux a deux disjoints

X1,..., X, de X tels que
X,NY =Y,

pour tout k € [1,n]. Comme Y, est ouvert dans Y, il existe un ouvert X, C X tel que
XNY =Y. Par compacité de Y}, on peut supposer X compact (qultte a recouvrir X,
par des ouverts compacts de X et & extraire un recouvrement fini de Y) et puisque les
sous-ensembles Yl, ...,Y, de Y sont deux a deux disjoints, on peut supposer les sous-
ensembles X, ..., X, de X ainsi construits deux a deux disjoints (quitte & remplacer X
par Xk - Uk/;ék(Xk N Xk/))

Pour tout k € [1,n], on note uy € U — {0} P'unique valeur de f sur ¢(Yy), By le
stabilisateur de u; dans B~(F') et on pose

X € Bro(Xp) c X

Y © B ¢(YVy) C Y.
Ce sont des sous-ensembles ouverts de X et Y respectivement. En effet, ¢ induit une
trivialisation globale du fibré principal X — X (resp. Y — Y), B, est un ouvert de la
fibre B~(F) par lissité et X (resp. Y;) est un ouvert de la base X (resp. Y). De plus
par construction, on a :

- Vke[l,n], X, NY =Yj;

- Vk, K € [1,n],Vbe B~ (F), X, NbXy #0= (k=K et b€ By).

On prolonge f sur B~ (F)Xj pour tout k € [1,n] en posant f(bx) = b - ux pour tous
be B~ (F)etx € X (ce prolongement est bien défini grace aux propriétés ci-dessus), puis
sur X par 0. On obtient ainsi une fonction f: X — U dont la restriction a Y est f. Par
construction, f est localement constante en restriction a f~1(U — {0}) = [, B (F)Xy
qui est d'une part ouvert dans X (car les X}, sont ouverts dans X) et d’autre part B~ (F)-
invariant par translation a gauche et compact modulo B’(F ) (car les X}, sont compacts
modulo B~ (F')) donc fermé dans X. On en déduit que f est localement constante sur X.
Enfin f vérifie la formule de I'induite, donc f € c-ind} - U. O

Proposition 2.1.3. — On reprend les notations de la proposition 2.1.2. Sotent Hy C H
un sous-groupe compact et V. C c- indX_Y U un sous- A module de type fini. Il existe un

morphisme Hy-équivariant o : c-indp- (F) U — C- 1nd U qui induit l'identité sur V.

Démonstration. — L’espace B~ (F)\G(F) est proﬁni et le groupe Hj est compact, donc
I'espace quotient B~ (F)\G(F')/Hy est encore profini. En effet, il est encore compact
d’apreés [6, Chapitre III, § 4, Proposition 2, Corollaire 1] et il est encore localement
profini par passage au quotient (car il est séparé par ce qui précede). On en déduit que
I'application quotient B~ (F)\G(F) — B~ (F)\G(F)/Hy est fermée (car sa source est
quasi-compacte et son but est séparé).

Pour tout f € V| le sous-ensemble supp(f) C X — Y est B~ (F)-invariant par transla-
tion a gauche et fermé dans G(F') (car compact modulo B~ (F)). On pose

7Y U supp(f) C X —Y.
fev
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Comme V est de type fini sur A qui est fini, cette réunion est finie donc Z est fermé dans
G(F). On pose

7 EGF) - (X -Y).

Ainsi Z et Z’ sont fermés dans G(F), disjoints et B~ (F')-invariants par translation a
gauche, donc leurs images par 'application quotient G(F) — B~ (F)\G(F') sont encore
fermées et disjointes. L’application quotient B~ (F)\G(F) — B~ (F)\G(F)/Hy étant
fermée, les images Z et Z’ de Z et Z' respectivement dans B~ (F)\G(F)/H, sont encore
fermées et Z' étant Hy-invariant par translation a droite (car Hy C H), Z et Z' sont
encore disjointes.

L’espace quotient B~ (F)\G(F')/H, étant compact, il est normal (axiome de séparation
T4), donc il existe deux ouverts disjoints contenant respectivement Z et Z’. Avec le
complémentaire de Z U Z', ils forment un recouvrement ouvert de B~ (F)\G(F)/Hy. Ce
recouvrement admet un raffinement fini constitué d’ouverts deux a deux disjoints d’apres
le lemme 2.1.1. Soit O la réunion de ceux qui intersectent Z. C’est un sous-ensemble
ouvert et fermé de B~ (F)\G(F)/Hy qui vérifie Z ¢ O C B~(F)\(X — Y)/Hy. Son
image réciproque par 'application quotient G(F') — B~ (F)\G(F')/Hy est donc un sous-
ensemble ouvert, fermé et (B~ (F'), Hp)-biinvariant O de G(F') qui vérifie Z C O C X -Y.

On note 1y la fonction caractéristique de O sur X. Pour tout f € c—indg,(F) U, lof
est localement constante (car O est ouvert et fermé dans X), a support dans X — Y
(car O C X —Y') compact modulo B~ (F) (car O est fermé modulo B~ (F')) et vérifie
(lof)(bz) = b- (1of)(x) pour tous b € B~ (F) et x € X (car O est B~ (F)-invariant
par translation a gauche), donc lof € C—indgf (?) U. On définit ainsi une application A-

linéaire o : c—indg,( nU— c—indgf ();) U qui est Hyp-équivariante (car O est Hyp-invariante
par translation a droite) et qui induit I'identité sur V' (car Z C O). O

Lien avec l'induction parabolique
Pour tout sous-ensemble X C G(F') ouvert et (B~ (F'), H)-biinvariant, on définit une
sous- H-représentation de Indg(f&) U en posant

def
(Indg(f&) U) (X) = {f € Indg(,ilﬂ) U | supp(f) C X} .

Lemme 2.1.4. — Soit X un ouwvert (B~ (F), H)-biinvariant de G(F). La restriction a
X induit un isomorphisme H -équivariant

(Indg(,%) U) (X) < c-ind ) U.

Démonstration. — L’application est bien définie car les supports des éléments de
(Indg(_F&w) U)(X) sont fermés dans G(F') et B~ (F)-invariants par translation a gauche,

donc leurs images dans le quotient B~ (F)\G(F) sont fermées donc compactes. Le pro-
longement par 0 sur G(F) — X est une application inverse bien définie car les supports
des éléments de c-indx- (m) U sont d'une part ouverts dans X donc dans G(F), d’autre

part B~ (F)-invariants par translation a gauche et compacts modulo B~ (F') donc fermés
dans G(F). O
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2.2. Filtrations d’une représentation induite

Soient P C G un sous-groupe parabolique standard et L. C P le sous-groupe de Levi
standard. En utilisant la décomposition de Bruhat, on définit des filtrations topologiques,
puis de représentations induites et on calcule leurs gradués.

Définition des filtrations

On définit les représentants de Kostant des classes a droite W/Wp, en posant

wp & {w e W | w de longueur minimale dans wWp,}.

Pour tout w € W, il existe une décomposition unique w = wpwy, avec wp € Wp,wy, € Wy,
et on a (w) = {(wp) + ¢(wy) (voir [5, Proposition 3.9]).

En utilisant 'identité B~ = By, la décomposition de Bruhat relative & B (voir [4,
Théoreme 5.15]) donne

G(F) = 11 (B-aB)(F)

weW
et pour tout w € W, 'adhérence de (B~ wB)(F') dans G(F) est

[T (B-'B)(F)

w!'>w

avec < Pordre de Bruhat® sur W (voir [5, Théoréme 3.13] et [5, Corollaire 3.15]). En

utilisant la décomposition P = BW, B et [5, Lemme 3.4], on obtient pour tout @wp € Wp
la décomposition

(B-wpP)(F) =[] (B wpirB)(F),
wr, €W,
d’ou la décomposition
G(F)= [] (B wpP)(F).

QEPEWP
Soient wp € Wp et wy, € Wy. On déduit de [1, Lemme 4.18] que si whw; > wpwy, avec
wp € Wp et w) € Wy, alors wp > wp. Si de plus wp = wp, alors w); > wy. Ainsi,
I'adhérence de (B-wpP)(F') dans G(F') est

[T B wpP)(F)
Wp>Wp
et I'adhérence de (B~ wpto, B)(F) dans (B~ wpP)(F) est
[T (B-wpuw,B)(F).
wi >wy,

En utilisant ces décompositions, on définit des filtrations topologiques et on explicite
leurs « gradués », c’est-a-dire les différences successives. On définit une filtration de G(F)

H1’ordre de Bruhat sur W est défini par w < w’ si et seulement si il existe une décomposition réduite
51+ Sywry de w' et des entiers 1 < k1 < -+ < k) < £(w') tels que w = sk, ... Sk, -
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par des ouverts (B~ (F'), P(F))-biinvariants en posant

Fil, G(F) =[] (B-wpP)(F)

L(wp)<i

pour tout i € [—1,dim Np] et sii > 0, alors on a une partition du gradué par des ouverts
(B~ (F), P(F))-biinvariants

Gy G(F) = [ (B wpP)(F).

U(wp)=i

Pour tout @wp € Wp, on définit une filtration de (B~wpP)(F) par des ouverts
(B~ (F'), B(F'))-biinvariants en posant

Fill,(B~wpP)(F) < [[ (B~ wpirB)(F)

L(wr)<j

pour tout j € [—1,dim Ny ] et si j > 0, alors on a une partition du gradué par des ouverts
(B~ (F), B(F))-biinvariants

Gry(B~wpP)(F) =[] (B wpirB)(F).

(wr)=j

Soit U une représentation lisse de T'(F) sur A. Les filtrations topologiques précédentes
induisent naturellement des filtrations de représentations induites. On définit une filtra-

tion de Indg(f&,) U par des sous-P(F')-représentations en posant
i G(F déf G(F .10
Fil}, Ind§ ) U (a5 U) (Fill, G(F))

pour tout i € [—1,dim Np] et si i > 0, alors en utilisant le lemme 2.1.4 et la propo-
sition 2.1.2 avec H = P(F), X = Fil, G(F) et Y = Grp G(F), on voit que l'on a des
isomorphismes P(F')-équivariants
i G(F) ~ i 3G G(F) 17~ . (B~wpP)(F)
(2.2.1) GrpIndp” ) U = e-ind )7 U = EB c-indp” U.
((@p)=i
Pour tout @p € Wp, on définit une filtration de c—indgg__(%’ P par des sous-B (F)-
représentations en posant
Filly c-ind}y. " U € cnay 50 g

alors en utilisant la proposition 2.1.2 avec

pour tout j € [—1,dim Ni] et si j > 0, ' :
Y = Griz(B-wpP)(F), on voit que l'on a des

H = B(F), X = Filly(B~wpP)(F)
isomorphismes B(F)-équivariants

>
et

(222)  Grjeindy PO U 2 cindgh PP U2 @@ cindy pree v

Y(wr)=j
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Calculs des gradués

Soit w € W. On définit un sous-groupe fermé de IV stable sous ’action par conjugaison
de T en posant

N, NN (i Nb).
C’est le sous-groupe engendré par les sous-groupes radiciels correspondant aux racines
dans ®T Nw™1(®1). D’apres [5, § 3.2], le produit induit un homéomorphisme
B (F) x {1} x Nu(F) — (B~wB)(F).
On en déduit un isomorphisme A-linéaire
(2.2.3) c-indly 07U 2 €2 (NL(F),U)

a travers lequel N, (F') agit par translation & droite et l'action de t € T(F) sur
f €CX(Ny(F),U) est donnée par

(tf)(n) = (tw™") - f(t"'nt)
pour tout n € N,,(F).

On écrit w = wpwy, avec wp € /WP et wy, € Wp. On définit des sous-groupes fermés de
Np et N, stables sous 'action par conjugaison de 7' en posant

Npw € NpN N,

(2.2.4) Npw, © Np N (i ' Npp) = Ni 0 Ny,

la derniére égalité résultant de I'égalité F Nw; ' (®F) = ®F Nw1(®) qui caractérise la
décomposition w = wpwy, (voir [5, Proposition 3.9 (iii)]). Comme Np est distingué dans
P, on a un produit semi-direct

(2.2.5) Ny = Npw, X Npw
d’oll un isomorphisme A-linéaire
CZ(Nu(F),U) = C(Npw(F),CE(NLw, (F),U))

défini par f + (np+— (nz — f(ngnp))).
En procédant comme précédemment pour le triplet (L, Br,T'), on voit que le produit
induit un homéomorphisme

B (F) x {top} x Ny, (F) — (BpurBr)(F)
et on en déduit un isomorphisme A-linéaire

Bp g, BL)(F) oo
(2.2.6) c-ind | o DE T o (N, (F), U)

a travers lequel Np,, (F') agit par translation a droite et l'action de ¢t € T(F) sur
[ €CX(Npw, (F),U) est donnée par

(tf)(n) = (wrtiry ') - f(t'nt)
pour tout n € Np ,, (F).
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En notant U7 la représentation lisse de T(F) sur A dont le A-module sous-jacent

est U et sur lequel t € T(F) agit a travers ﬁptﬂ?;l, on déduit de ce qui précede un
isomorphisme A-linéaire

 A(BTUB)(F) 17~y m00 . ((BpwrBL)(F) 1@
p21) e e (N ) cind P )

a travers lequel Np,,(F') agit par translation a droite et 'action de b € (T'Ny, ., )(F') sur
f € CP(Npyw(F), c—ind;BL WL BL)(F) U®P) est donnée par

L (F)
(bf)(n) =b- f(b~'nb)
pour tout n € Np,,(F).

2.3. Variante pour les représentations ordinaires

On adapte les définitions et résultats de la section 2.2 aux induites paraboliques d’un
caractere, puis aux représentations ordinaires. Soient P C GG un sous-groupe parabolique
standard et L C P le sous-groupe de Levi standard.

Filtration et gradué d’une induite parabolique

Pour tout w € W, si wp € Wp est ’élément de longueur minimale dans w=!W;, alors
Wp = wLVO{U;l est I'élément de longueur maximale dans W w. On pose

Wy & {w € W | w de longueur maximale dans W w}.

On déduit des propriétés de Wp que pour tout w € W, il existe une décomposition unique
w = wrwp avec wy, € Wy, wp € Wp et on a l(w) = l(wp) — l(wy).

Lemme 2.3.1. — On a la décomposition
G(F)= ][] (P wpB)(F)
@pEWp

et pour tout p € Wp, adhérence de (P~wpB)(F) dans G(F) est
[T (PrupB)(F).

W >ip

Démonstration. — En utilisant l'identité B = woB wy et en procédant comme dans
la section 2.2, on obtient a partir de la décomposition de Bruhat relative a B~ une
décomposition

G(F) =[] (BupP)(F)
’lT)pGWp
et pour tout @Wp € Wp, Padhérence de (BwpP~)(F) dans G(F) est

[T BwhP)(F)

ays
wp>wp
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On en déduit le lemme en passant a l'inverse et en utilisant le fait que pour tout wp € WP,
ona (P~wp'B)(F) = (P~ wpB)(F) avec Wp = wyowp" (car w9 € P~(F)) et que pour
tout wp € Wp, on a wp > wp si et seulement si Wp > Wp avec Wp = wy, Wp. O
Soit U une représentation lisse de L(F') sur A. En utilisant le lemme 2.3.1, on définit
une filtration de G(F') par des ouverts (P~ (F), B(F'))-biinvariants en posant
Fil,- G(F) < ] (P wpB)(F)
Lwp)<r
pour tout r € [—1,dim N] et si » > 0, alors on a une partition du gradué par des ouverts
(P~ (F), B(F))-biinvariants
Grp G(F)= [] (P @pB)(F).
U@p)=r
On adapte les définitions et propriétés de la section 2.1 avec P~ au lieu de B~. On définit

la filtration de Bruhat de Indg(f&) U par des sous-B(F)-représentations en posant

Fil,- nd§%), U % (I nd§, U) (Fill,- G(F))

pour tout r € [—1,dim NJ et si 7 > 0, alors en utilisant le lemme 2.1.4 et la proposition
2.1.2 avec H = B(F), X = Filp- G(F), Y = Grl,- G(F) et P~ au lieu de B, on voit
que l'on a un isomorphisme B(F')-équivariant

r G(F ~ (P=@pB)(F
(2.3.2) G- IndgY ), U= P cindy 20U
(@p)=r
Lemme 2.8.8. — Soit Gp € Wp. Si N, (F) agit trivialement sur U, alors la restriction

d (B~ wpB)(F) induit un isomorphisme B(F)-équivariant

0: cmdPP(ff’B F)U—>cmdB 1}?;3)( U

Démonstration. — On vérifie tout d’abord que wWpwy est de longueur minimale dans
Wirwpwq : pour tout wy, € Wy, on a

= l(wr) + {(Wpwy).

En utilisant I'identité B = wyB~ 1y et [5, Proposition 3.16 (ii)] avec B~ et P~ au lieu
de B et P respectivement, on en déduit que la projection B~ (F)\G(F) - P~ (F)\G(F)
induit un homéomorphisme

(2.3.4) B~ (F)\(B~wpB)(F) = P~ (F)\(P~wpB)(F).

Soit f € c—indg:(?fB)(F) U. Alors o(f) : (B~wpB)(F) — U est localement constante
(car f lest) et 'homéomorphisme (2.3.4) montre qu’elle est & support compact modulo
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B~ (F) (car f est a support compact modulo P~(F)). Il reste a montrer que o(f) vérifie
la formule de I'induite. On a un diagramme commutatif de groupes algébriques

P «— B —— T

I

L +— B, —» T

et le noyau du quotient B, — T est N; . Si N; (F') agit trivialement sur U, on en déduit
que 'action de B~ (F) sur U a travers la composée B~ (F') — P~(F) — L(F) coincide
avec celle obtenue par inflation a partir de 'action de T'(F') sur U, donc o(f) vérifie bien
la formule de I'induite. Ainsi, I'application o est bien définie. De plus, elle est visiblement
B(F)-équivariante. Enfin, en utilisant encore ’lhoméomorphisme (2.3.4), on voit qu’elle
est bijective. O

Soient x : L(F') — A* un caractere lisse et r € [0,dim N]. En utilisant le lemme 2.3.3
avec U = x et I'isomorphisme (2.2.3) avec U = x et w = Wp pour tout wp € Wp tel que
¢(wp) = r, I'isomorphisme (2.3.2) avec U = yx devient

(2.3.5) Grp- IndiY) v 2 @D CF(Nan(F). )
Lwp)=r

Filtration et gradué d’une représentation ordinaire

Pour tout sous-groupe parabolique standard () C L, on note Q~ C L le sous-groupe
parabolique standard opposé a () par rapport a T. Pour tout a € Ay, on note Q, C L le
sous-groupe parabolique standard correspondant.

Définition 2.3.6. — Pour tout sous-groupe parabolique standard ) C L, on définit la
représentation spéciale relative a @ de L(F') sur A

L(F)
- act IndQ,(F) 1
L(F)
ZQ%Q’CL Indg- (g 1

avec Q' parmi les sous-groupes paraboliques de L et 1 la représentation triviale sur A.
Lorsque (Q = By, on l'appelle la représentation de Steinberg de L(F') sur A et on la note
St. Lorsque @ = @), avec o € Ay, on la note Sp,,.

Remarque 2.3.7. — Les représentations spéciales sont des représentations lisses ad-
missibles de L(F') sur A deux a deux non isomorphes (car résiduellement deux a deux
non isomorphes d’apres [24, Corollaire 4.4 (a)]). Lorsque A = kg, elles sont irréductibles
(voir [36, Théoreme 2| pour St, [24, Corollaire 4.3] lorsque le systéme de racines de L ne
contient pas de facteur exceptionnel et [26, Théoreme 7.2] dans le cas général déployé).
Dans ce cas, elles forment les constituants irréductibles de Indg(ZF()F)
sant avec multiplicité un (voir [24, Corollaire 4.4 (b)] lorsque le systeme de racines de L
ne contient pas de facteur exceptionnel et [26, Théoreme 7.3] dans le cas général déployé).

1, chacune apparais-
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Définition 2.3.8. — Une représentation ordinaire® de G(F) sur A est une représen-

tation de la forme IndS") & ® x avec o une représentation spéciale de L(F) sur A et

P (F)
X : L(F) — A* un caractere lisse.

Soit o une représentation spéciale de L(F') sur A. On note ) C L le sous-groupe
parabolique standard correspondant a . Comme B(Q C P est un sous-groupe parabolique
standard de GG, on consadere WBQ Pour tout sous- groupe parabolique standard ' C L
tel que Q C @, ona WBQ/ C WBQ De plus, 1 € WBQ si et seulement si Q = Br;

Sq € WBQ avec @ € A — Ay si et seulement si (Q = Bp; s, € WBQ avec o € Ayg si et
seulement si Q = @,. On pose

Wo EWao— | Wae
QSQ'CL
avec () parmi les sous-groupes paraboliques de L.
Soit x : L(F) — A* un caractere lisse. On rappelle que la restriction a 7'(F') identifie

les caracteres de L(F) avec les caractéres de T'(F') triviaux sur im o pour tout a € Ay,
(voir [1, Proposition 3.3]).

Proposition 2.3.9. — Il existe une filtration de Ind F)a ® x par des sous-B(F)-

représentations Fil_ Indp,(F) o ® x pour tout r € [—1,dim N| et si r > 0, alors on a un
isomorphisme B(F')-équivariant

Gr" Ind" mo@x= @ C(Na,(F),x)-

U W)=r
Démonstration. — Pour tout sous-groupe parabolique standard Q' C L, on a défini la
filiration de Bruhat Fil{po.- Ind EEQ, () X (que I'on notera de facon concise IZ9" dans

la suite de la démonstration) et pour tout r € [0, dim N], I'isomorphisme (2.3.5) montre
que l'on a une suite exacte courte de représentations lisses de B(F') sur A

(2.3.10) 019 159 - P C(Na,, (F),x) = 0.

LD pgr)=r

’lUBQI
De plus pour tous sous-groupes paraboliques standards @} C Q5 C L, I'injection G(F)-

équivariante

G(F) G(F)
(2.3.11) Ind 5opy - (py X = Ind(pon - () X

(5)Cette terminologie, empruntée & [30], est justifiée par le fait suivant : lorsque A = kg, les représenta-
tions ordinaires irréductibles sont exactement les sous-quotients irréductibles de séries principales.
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est stricte par rapport aux filtrations IPQll et IF% : pour tout r € [0,dim N], on a un
diagramme commutatif de représentations lisses de B(F') sur A

0 —— IP% — 7Y% —— P CF(Nay, (F),x) — 0

BQ}
U g )=r
(2.3.12) I

R LR —
Q3

T

K(wBQé):r

ou les deux premieres injections verticales sont induites par l'injection (2.3.11) et la

dernicre est I'injection naturelle correspondant a l'inclusion Wpg, C W, . Enfin, on a
un isomorphisme G(F)-équivariant

G(F)
nd 50)- () X
G(F)
2_qc@cr Ind(pon-(m) X
avec () parmi les sous-groupes paraboliques de L, qui résulte de l'exactitude de la

torsion par x et du foncteur Ind}G)(fg,), ainsi que de l'isomorphisme L(F')-équivariant

(Indgfz F) ey = Indgsfg ) X- Soit I¢ I'image de la filtration I29 de Indg%(,g;,( ) X dans

G(F ~
(2.3.13) Ind},) 0 @ y =

le quotient IndIGD(,F(}) o ® x. Comme les inclusions entre les différents objets apparaissant
dans lisomorphisme (2.3.13) sont strictes par rapport aux filtrations de ces derniers, on
a encore en passant aux gradués des inclusions et un isomorphisme B(F)-équivariant
BQ
[rBQ/Ir—l
BQ'  7BQ’
ZngcL e /]r—%
pour tout 7 € [0,dim N], d’ou une suite exacte courte de représentations lisses de B(F)
sur A

1717, =

(2.3.14) 017, =17 - @ C(Na,(F),x) = 0.
(@)=
On en conclut que la filtration I convient. O

Remarque 2.3.15. — La filtration de Bruhat Fil},_ Indg(,F()F) o ® x est déja définie et
étudiée dans [36] pour les représentations spéciales de G (c’est-a-dire lorsque P = L = G).



CHAPITRE 3

COHOMOLOGIE ET ACTION DE HECKE

Nous définissons 'action de Hecke de certains monoides L sur les A-modules de co-
homologie de certains groupes N, munis d'une action de L*. Puis, nous étudions ces
A-modules et cette action a travers certains dévissages de No respectant ’action de L.
Enfin, nous utilisons des dévissages successifs pour calculer les A-modules de cohomologie
d’un sous-groupe ouvert compact Npy C Np(F') a valeurs dans les gradués des filtrations
de Bruhat et l'action de Hecke de sous-monoides de By (F).

3.1. Définitions et premieres propriétés

On généralise la définition de l'action de Hecke et les calculs en degré maximal de
[19, 20]. On démontre également un résultat clef qui permet, sous une condition de
finitude, de calculer la cohomologie et ’action de Hecke en degré nul et en degré maximal.

Préliminaires

Soient H un groupe de Lie p-adique, H™ C H un sous-monoide ouvert et Hy C H™
un sous-groupe ouvert de H (par exemple Hy = H* N (H*)™! le plus grand sous-groupe
de H dans H™). On dit qu’une représentation V' de H™ sur A est lisse si Paction de Hy

sur V est lisse (cela ne dépend pas du choix de Hy). On note Mod7/+ (A) la catégorie des
représentations lisses de H™ sur A et des applications A-linéaires H*-équivariantes.

Lemme 3.1.1. — La catégorie Mod7+(A) est abélienne. Elle posséde suffisamment
d’injectifs et ces derniers sont encore injectifs dans la catégorie Mody (A).

Démonstration. — C’est une adaptation immédiate des preuves de [19, Lemme 2.2.6],
[20, Proposition 2.1.1] et [20, Proposition 2.1.2]. O

Soient N un groupe algébrique unipotent sur Q, et ]Vo CN (Qp) un sous-groupe ouvert
compact. On note Lie(V) l'algebre de Lie de N sur Q, (c’est le noyau de la surjection

canonique N (Qple]) — N (Q,) avec € = 0). C’est une Q,-algébre de Lie nilpotente et
d’apres [17, Chapitre IV, § 2, Proposition 4.1], ’exponentielle induit un homéomorphisme
canonique

exp : Lie(N) = N(@p).
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On dit que Ny est standard si exp~'(Ny) C Lie(N) est une sous-Z,-algebre de Lie (voir
[20, Définition 3.5.1]). D’apres [20, Lemme 3.5.2], il existe une base de voisinages de
1 € N(Q,) constituée de sous-groupes ouverts compacts standards.

On fixe un groupe algébrique L sur Q, et un sous-monoide ouvert L+ C L(Qp) On
note Ly C LT le sous- groupe ouvert Lt n (L*) Lde L(Qp) On suppose que. N est muni
d’une action de L que l'on identifie a la conjugaison dans Lx N et que Ny est stable
sous I'action par conjugaison de L*. En particulier, Ly normalise Ny. On note L+ x N
le sous-monoide de (L x N )(Q,) engendré par L* et Np. 1l est ouvert car il contient le
sous-groupe ouvert ZO X Kfo.

Action de Hecke

Soit V' une représentation lisse de L x ]\70 sur A. On définit U'action de Hecke de | € L+
sur les A-modules H*(Ny, V') comme la composée

(3.1.2) H*(No, V) — H*(INol ™', V) — H*(N,, V)

ou le premier morphisme est induit par I'action de [ sur V' et le second est la corestriction
de INgl™! & Ny (voir [34, Chapitre I, § 2.4] et [35, Chapitre VIL, § 7]).

Lemme 3.1.3. — Les A-modules H'(Kfo, V') munis de l'action de Hecke sont des repré-
sentations lisses de L™ sur A.

Démonstration. — On montre d’abord le lemme en degré 0. L’action de Hecke de Lt sur
VN0 est une action de monoide d’ apres [19, Lemme 3.1.4]. Comme le groupe Ly C Lt
normalise NO, I’action de Hecke de LO sur VMo coincide avec 1'action lisse de LO sur
VN V. On en déduit que l'action de Hecke de L* sur VYo est lisse. En degré supérieur,
on calcule les A-modules H‘(Kfo, V) a l'aide d’une résolution injective V < I* dans la
catégorie Mod7, | 5 (A) (voir le lemme 3.1.1 et [20, Proposition 2.1.11]) et on utilise le
résultat en degré 0 avec (I ')]\70. O

Par naturalité des morphismes de (3.1.2), tout morphisme de représentations lisses de

L+ x Ny sur A induit un morphisme L*-équivariant pour I’action de Hecke en cohomologie.
Les foncteurs _
H*(No, —) : Mod%®

L+x N

(A) — Mod%ﬂ(A)
forment donc un J-foncteur universel.

Calcul en degré mazimal
On note dimg, N, la dimension de Ny en tant que variété analytique sur Q,. En par-

ticulier, dimg, ]vo = dim N. Le résultat suivant est originalement di a [27, Chapitre V,
Théoréme 2.2.8].

Lemme 3.1.4. — Soitn € N. Sin > dimg, NO, alors H”(]%, V) =0.
Démonstration. — Voir la preuve de [20, Lemme 3.5.4]. O

On suppose que ]Vo est standard et on note « le caractere algébrique de la représentation
adjointe de L sur détg, Lie(V).
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Proposition 3.1.5. — Soit n € N. Sin = dimg, Ng, alors on a un isomorphisme
naturel LT -équivariant
H"(No, V) = Vg, ®a'al,"
Uaction de | € Lt sur Vi, €tant la composée
VNO — ‘/l]vol_l - vﬁo

ot le premier morphisme est induit par l'action de | sur V et le second est la projection
naturelle.

Démonstration. — Si M est un Z,-module libre de rang r, on note M = Homg, (M, Z,)
son dual et détz, M = A%pM sa plus grande puissance extérieure non nulle. D’apres [20,
Proposition 3.5.6], on a un isomorphisme naturel A-linéaire

(3.1.6) H"(No, V) 5 Vg, ®z, détz, Lie(Ny)".
Sile Z+, alors on a un diagramme commutatif

HY(No, V) ———— Vi, ®z, détz, Lie(No)¥

! l

(3.1.7) HM(INol ™, V) —= Vig 1 ®2, déty, Lie(INol ™)

| !

H"(No, V) —=—— Vi, ®z, détg, Lie(Ny)"

ou les morphismes horizontaux correspondent & l'isomorphisme (3.1.6), les morphismes
verticaux de gauche sont ceux de la composée (3.1.2) et ceux de droite sont les suivants :

— le premier est le produit tensoriel du morphisme induit par I'action de [ sur V' avec

la multiplication par a(l)~*;

— le second est le produit tensoriel de la projection naturelle avec la multiplication par
()"

La commutativité du carré supérieur du diagramme (3.1.7) est une conséquence de la
naturalité de l'isomorphisme (3.1.6) tandis que celle du carré inférieur résulte de |20,
Lemme 3.5.10]. Enfin, la composée des morphismes verticaux de droite coincide avec
action de I'énoncé sur Vi tordue par le caractere alla | L O]

Remarq'u,e 8.1.8. — SiL = Resrp/qg, ‘Let N = Resr/qg, ‘N avec 'L un groupe algebrlque

sur F et ‘N un groupe algébrique unipotent sur F' muni d’une action de ‘L alors Lie(} N )
est une F-algebre de Lie dont la Qp algebre de Lie sous-jacente s’identifie naturellement a

Lie( ) Ainsi, & = Ng/q, o'a avec ‘a le caractere algébrique de la représentation adjointe

de ‘L sur dét r Lie(* N ) et on en déduit que I'isomorphisme de la proposition 3.1.5 se réécrit
H"(Np, V) & Vg, ® (w0 'a).

avec n = dimg, Ny = [F:Q,] - dim'N
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Un résultat clef

Définition 3.1.9. — On dit qu’un élément [ € L* contracte strictement N, s'il vérifie
les conditions équivalentes suivantes.

() NeenFNlF =1
(ii> UkeN l_kNOZk = N(@p)

Lemme 3.1.10. — Soient 1 € L* un élément contractant strictement No et Vo une re-
présentation lisse localement -finie® de L(Q,) sur A. On suppose que l'on a une injection

Z+—équz'vam'ante Vo — V et que l'action de | sur son conoyau est localement nilpotente.

(i) L’action de Hecke de l sur VY est localement nilpotente.

(ii) On a une injection Lt -équivariante Vy — Vi, et Uaction de l sur son conoyau est
localement nilpotente.

Démonstration. — On commence par montrer la propriété suivante : pour tout v € V,
il existe k = k(v) € N tel que I* - v € V"™ pour tout k € N. Soit v € V. L’action de
[ sur V/Vj étant localement nilpotente et Vj étant localement [-finie, le sous-A-module

A[l] -v C V est de type fini. Comme 'action de Ny sur V est lisse, on en déduit que le
fixateur de A[l] - v dans Ny est ouvert, donc il contient " Nol=" pour x € N suffisamment
grand (car [ contracte strictement Njp).

N H
Montrons le point (i). Soient v € V™ k = k(v) et k£ € N. En notant - 'action de
Hecke, on a

ln-l—/c H U = Z n - (lri-&-k . U)
neﬁo/l“+kﬁol_(“+k)
_ (lnj\vfol—f-c . lm+kj\7-ol—(n+k)> Z n- (lf-ﬁ—k . ’U)

TLG]\NI[)/Z’QZ\N[()Z*N
— (Kfo : z’fﬁoz—k) (z*@ Tk v)> .

Or Ng est un groupe pro-p infini et [ contracte strictement ]Vo, donc I'indice (NO : lkﬁol_k)
est nul dans A pour k suffisamment grand.
Montrons le point (ii). L’action de L™ sur Vi étant induite par celle sur V, la composée

Vo =V — Vg est z+—équivariante. De plus, 'action de [ sur son conoyau est localement
nilpotente (car c’est un quotient de V/V;). 1l suffit donc de montrer que cette composée
est injective. Pour tous v € V', k = k(v) et n € Ny, on a

I (n-v—v)="nl"") - (I"-v) — (I"-v) =0,

donc l'action de [ sur ker(V — Vg ) est localement nilpotente. Comme I'action de I est
inversible sur V4, on en conclut que Vp Nker(V — VNO) =0. O

(6)Cest-a-dire que pour tout v € Vp, le sous-A-module A[l] - v C Vj est de type fini.
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3.2. Etude & travers un dévissage

On garde les notations précédentes : L Iﬁr Lo, N NO, V. Le but de cette section est
de montrer comment la cohomologie de NO a valeurs dans V' et I'action de Hecke de Lt
sur les A-modules H'(NO, V') se décomposent a travers un dévissage de No.

Cohomologie

Soient N’ C N un sous- s-groupe fermé distingué et N" le > groupe quotient N / N’. On
note N’ Dintersection de N’ (Q,) avec Ny et N" Pimage de Ny dans N”(Qp) Ce sont des
sous-groupes ouverts compacts de N’ (Qp) et N (Qy) respectivement et si N, est standard,
alors Né et Né’ le sont aussi. On a une suite exacte courte de groupes topologiques

1= N, = Ny — N/ = 1.

On veut exprimer la cohomologie de No a valeurs dans V' a travers ce dévissage. En

degré 0 on a 1’égalité Vo = (VNO)NO et en degré supérieur on a une suite spectrale de
Hochschild-Serre (voir [34, Chapitre I, § 2.6]) de A-modules

(3.2.1) HY(N! H/(N},V)) = H*(N,, V)

oll pour tout j € N, Paction de n” € NY sur H/ (N}, V) est induite au niveau des cochaines
par l'application ¢ — n”¢ définie par

(R"¢)(ny, ... .n5) =" p(0" nin”, .. " nln")
pour tout (nf,...,n}) € N avec 7" € Ny un relévement de n”.

Si dimg, Ny = 1, alors la cohomologie de ]\76’ est nulle en degré strictement plus grand
que 1 d’apres le lemme 3.1.4. Dans ce cas, on déduit de la suite spectrale (3.2.1) des suites
exactes courtes de A-modules

(3:2.2) 0 — H'(Ny, H'"} (NG, V) = H"(No, V) = H'(Ng, V)™ — 0

pour tout entier n > 0. Le second morphisme non trivial est la restriction et lorsque
n = 1, le premier morphisme non trivial est I'inflation.

Action de Hecke

On suppose que N’ est stable sous I'action par conjugaison de L et on identifie 'ac-
tion de L induite sur N” a la conjugaison dans L x N”. Pour tout [ € L*, on a

INo "' N N'(Q,) = IN}I™* (car L(Q,) normalise N'(Q,)), d’olt une suite exacte courte de
groupes topologiques
1 — INJI™' = INgI™" = INJTTY — 1.
On veut exprimer I'action de Hecke de L+ sur H’(ng, V') a partir de celle (définie par
(3.1.2) avec Nj au lieu de Ny) sur H*(Ng, V).

Lemme 3.2.8. — Les A-modules H*(N}, V') munis de l'action naturelle de N} et de
Vaction de Hecke de Lt sont des représentations lisses de LT x N.
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Démonstration. — On montre d’abord le lemme en degré 0. Il suffit de vérifier que I'action
H ~ N1 .

naturelle de N [ et Daction de Hecke (notée -) de L™ sur V™o sont compatibles : pour

tous [ € L*,n" € N” et ve VN, ona

[+ (n"-v)= Z n'in" v
n/ €N} /INGI—1
=" D> (YT ) - (1)

n'eN}/INjI—1
H
v)

= ("1™ - (1"
avec 11 € Ny un relevement de n”, la derniere égalité résultant du fait que lﬁél_l est
stable par conjugaison par [n”l~!. En degré supérieur, on calcule les A-modules H*(N{, V)

a l'aide d’une résolution injective V' — I* dans la catégorie Mod7, 5 (A) (voir le lemme

3.1.1 et [20, Proposition 2.1.11]) et on utilise le résultat en degré 0 avec (I‘)Né. O

Par naturalité de l'action de K/g et de laction de Hecke de LT, on obtient ainsi un
d-foncteur universel

H* (N}, —) : Mod®

L+x Ny

(A) = Mod®

L+xNY

(A4).

On peut alors considérer I'action de Hecke de | € LT (définie par (3.1.2) avec N/ et
H*(Ng, V) au lieu de Ny et V' respectivement) sur les A-modules H*(N{, H* (N}, V)) :
pour tous 7,7 € N, c’est la composée

(3.2.4) H(N! H/(N},V)) — H(IN/I H (INJI~Y, V)
— HI(INJIY T (NG, V) — HY(NG, B (N, V)
ou le premier morphisme est induit par I'action de [ sur V, le second par la corestriction

de INJI7' & N/ et le dernier est la corestriction de lN Y- 1 a N /. En degré 0, le lemme

suivant montre que l'on retrouve l'action de Hecke original de L.

Lemme 3.2.5. — L’action de Hecke de L+ sur Vo définie par (3.1.2) coincide avec
celle sur (VNo)No' définie par (3.2.4) aveci = j = 0.

Démonstration. — Soit [ € LT. Soient (n )ze[[l w] et (n )]E[[l w1 des systemes de représen-

tants des classes & gauche N /INJI~! et N /IN!I7* respectivement. Pour tout j € [1, k"],
on fixe un relevement n € Ny de nj. Montrons que 'on a une bijection
N JINIIZY s N JING™Y =5 Ny /INol ™!

définie par (n ”lN”l L b INJIY) ~"n’lﬁgl*1 pour tous (i,7) € [1, k] x [1, k"].

Montrons 1’1nJect1V1te Sment i1, i € 1, k]] et ji,j2 € [1, k"] tels que l'on ait
nin; € nj, nj INoI™'. En prenant I'i image dans N JINVIY, il vient nf, € nf, IN/I7Y, dot
J1 = j2. On en déduit que nj, € ni2lNol L, puisnj € niQZNél ! (car NéﬂlNol = lN(’)l b,
d’ou il = ig.
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Montrons la surJecthte Soit n € Np. Il existe Jj €1, k:”]] tel que I'image de n dans
Ny soit dans R/INJI~", dott nn e n'INol~! avec n' € Nj. Il existe i € [1, k'] tel que
n' € njINjI dounEn” ’lNl L

En ut1hsant ces systemes de representants on voit que la corestriction de lNol La No
est la composée de celle de lN’l La N’ et de celle de ZN”Z L3 N” pour tout v € VNO

Z n-(l-v)= Z n’ - Z n' - (l-v).

n€No/INogl—1 n""€NY/ JIN}1—1 n'eN} JINjI—1
L’action de Hecke de [ sur V™o définie par (3.1.2) coincide donc avec laction de [ sur
N/ N\ N , . . . N . ,
(VNo)No définie par (3.2.4) avec i = j = 0, c’est-a-dire avec la composée
"

" N/ _ N —1 1y—1 _ N
() o ) () ()

ou le premier morphisme est induit par I'action de [ sur V, le second par la corestriction
de IN}I7* & N} et le dernier est la corestriction de IN/17' & NY. O

En degré supérieur, la proposition suivante montre que la suite spectrale (3.2.1) est
compatible avec les actions de Hecke de LT définies sur H"™(Ny, V) par (3.1.2) et sur
HY(NY,H/(N{,V)) par (3.2.4).

Proposition 3.2.6. — La suite spectrale (3.2.1) est définie dans la catégorie Mod7, (A).

En particulier si dimg, Né’ =1, alors les morphismes des suites exactes (3.2.2) sont Lt-
équivariants pour tout entier n > 0.

Démonstration. — On note F et G (resp. F' et G', F" et G”) les foncteurs des NO—

invariants (resp. N “invariants, N J-invariants) et O les différents foncteurs d’oubli. On
précise cela dans le dlagramme de catégories et de foncteurs A-linéaires suivant.

g
Mod?, 5 (A) <% Mod¥ (A /Mod A) <5 Mod¥, (A)
Modi‘,’,,
, gll
g OT
Modg,, 5, (A)

Ce diagramme est commutatif : le lemme 3.2.5 montre que G = G” o G’ et les autres
relations sont immédiates. Les foncteurs d’oubli sont exacts et préservent les injectifs (voir
le lemme 3.1.1 et [20, Proposition 2.1.11]). Ainsi pour tout n € N, on a des isomorphismes
de foncteurs

R'FoO=ZR"(FoO)=R"(OoG)=0oR"G
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avec R* les foncteurs dérivés a droite. De méme pour F', G’ et F”,G”. On en déduit pour
tous 7, 7 € N, des isomorphismes de foncteurs

RF'oR/ FoO=0OoR'G'oRIG.
%O+D<N()(

OR"G"(g'(1))) = R"F"(F(O(I))) = 0

car F’ préserve les injectifs (c’est 'adjoint a droite du foncteur exact d’inflation). Ainsi
G’ envoie les injectifs sur des G”-acycliques. On en déduit 'existence d’une suite spectrale
de Grothendieck (voir [25, Théoréme 2.4.1]) de représentations lisses de L™ sur A

R'G"(R'G'(V)) = R™G(V)
et les isomorphismes de foncteurs précédents montrent que I'image de cette suite spectrale

par O est précisément la suite spectrale de Grothendieck de A-modules associée aux
foncteurs F, F' et F”, c’est-a-dire la suite spectrale (3.2.1). O

Par ailleurs si I est un objet injectif de Mod A), alors pour tout entier n > 0 on a

3.3. Calculs sur le gradué

Soient P C G un sous-groupe parabolique standard et L. C P le sous-groupe de Levi
standard. On fixe un sous-groupe ouvert compact standard Npy C Np(F'). Pour tout

sous-groupe fermé L C Res r/q, L qui normalise Resr/q, Np, on pose

It {z € L(Q,) | INpgl™! C NP,O}

~ s - -~ ~ N1
Lo “ {1 € L(@,) | INpol™ = Npo} = L* 0 (L*) .

On reprend les notations de la section 2.2. Soient U une représentation lisse localement
admissible de T'(F') sur A et w € W. On écrit w = wpwy, avec wp € Wp et wy, € Wi.
On calcule la cohomologie de Npj a valeurs dans

Vi o c—indgg:(if)(m U

ainsi que l'action de Hecke de (T'Np,, )" sur les A-modules H*(Npg, V,,).

Dévissages successifs
On fixe une décomposition réduite sygp)...s1 de wp. Soit k € [0,(wp)]. On a

Sk...s1 € Wp. Le sous-groupe Npg, sw, = Np N N;, 5w, est stable sous l'action
par conjugaison de T'Np ,,, (voir le produit semi-direct (2.2.5) avec s ... sjwy, au lieu de
w) et on note Npg, w0 L'intersection de Npg, s,u, (F) avec Npo. Si k < {(wp), alors
Npsyir..s1w;, €8t de codimension 1 dans Np, .5 w;, (car Ny i1..s10;, €5t de codimension 1
dans Ny, sw, € NN Noo o siw, = NN Noyosiw, = Npw,, voir égalité (2.2.4) avec
Ska1.-.S1wy et sg...sjwy au lieu de w) qui est nilpotent, donc il est distingué d’apres
[17, Chapitre IV, § 4, Corollaire 1.9]. Dans ce cas, on pose

I déf
NP,Sk...S1wL - NP75k~--51wL /NP75k+1~-~51wL

et on note N,

b 124
orsywy 0 Limage de Npg, s 0, 0 dans (F).

P,sk...s1wp,
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Calculs par récurrence

On utilise les résultats de la section 3.2 avec la suite de sous-groupes fermés stables
sous 'action par conjugaison de T'Ny, ,,,

)

Np = NP,wL > NP,sle > NP,Sgsle R e NP,SZ(@P>...sle = Npy.

Pour tout k£ € [0, ¢(wp)—1], la proposition 3.2.6 avec L+ = (TNpw, )", ]vo = Nps,. s1w;.05
No = Npsyprs1w.00 No = Np g, w0 €6V =V, montre que I'on a une suite spectrale
de représentations lisses de (T'Np,,, )" sur A

(331) Hi(N// Hj (NP,skJrl...sle,Ov Vw)) = Hi+j(NP,sk...sle,07 Vw)

P,sk...s1wL,07

S . T "

et si 1 = [F : Qp] (_ dlm@p NP,Sk...Sl’wL,U
+ — + — " — 7 ; 3

LT = (I'Npw,)™, No = Np,  cwp00 V = H (N siwp,0, V) et 4 au lieu de n, on

obtient un isomorphisme (7'Ny ,, ) T-équivariant

), alors en utilisant la proposition 3.1.5 avec

(3.3.2) HI(Np H (Npsy 11510100 Vo))

P,sg...s1wr,00
~ 1J
=~ H (NP,skJrl...sle,Oa Vw)N}é’skmSle,O

® (wtoa)
ol « est le caractere algébrique (trivial sur Ny, ) de la représentation adjointe de TN ,,,

sur Lie(Np, ., ) (voir la remarque 3.1.8).

Lemme 3.3.3. — Soient k € [0,¢(wp)] et n € N. Sin > [F : Q] - (((wp) — k), alors
Hn(NP,Sk..‘Sle,Oy Vw) - 0

Démonstration. — On suppose n > [F : Q,] - (¢(wp) — k) et on procede par récurrence
décroissante sur k. On suppose k = {(wp), donc n > 0. On déduit de 'isomorphisme
(2.2.7) un isomorphisme Np,, o-équivariant

.2 P <an,w,0, c-ind (77 B ) U@P>

B (F)
nENP,w(F)/NP,w,O

ou Np, o agit par translation a droite sur les termes de la somme directe. En utilisant le
lemme 1.1.1, on en déduit que V,, est Np,, o-acyclique, donc H*(Np 0, Viy) = 0.

On suppose k < ¢(wp) et le lemme vrai pour k + 1. Soient 7, j € N tels que ¢ + j = n.
Si i > [F : Qp, alors H/ (N} H/ (Npsy 510000 V) = 0 d’apres le lemme

N P,sk...s1wp,,00
3.1.4 avec Ng = Np, w00 V= H(Npg . siw0, Vi) €t @ au lieu de n. Sinon
j > [F : Q) (Uwp) — (k+ 1)), donc H (Npg, ... s;ws0, Vi) = 0 par hypothese de

récurrence. Dans les deux cas, on en conclut que

HZ( » Hj(NP,sk+1..‘s1wL,Oa Vw)) =0.

P,sg...s1wr,,00

En utilisant la suite spectrale (3.3.1), on en déduit que H*(Np, . s;w,.0, Vi) = 0. Donc le
lemme est vrai pour k. O

Pour tout k& € [0,¢(wp)], on note oy le caractere algébrique (trivial sur Np,, ) de
la représentation adjointe de TNy, sur détp Lie(Ns, s, N Nygap). Clest la somme des
racines qui apparaissent dans Lie(V, s, ) mais pas dans Lie(Ng, ).

On rappelle que S est le plus grand sous-tore déployé de Resp/q, T' et on fixe un élément
¢ € St N Z/ contractant strictement Np, (par exemple ¢ = A(p) avec A un cocaractére
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algébrique de T associé a P, c’est-a-~dire tel que (a, A) > 0 pour tout o € T avec égalité
si et seulement si « € ®F).
Comme U est localement admissible, Indg(,F()F)(U P @ (wloay)) I'est aussi. En utilisant
L

[19, Lemme 2.3.4] puis en passant au sous-quotient, on en déduit que
c-ind P LB ) (U @ (w0 ay))
est localement Z; (F')-finie, donc localement (-finie.

Lemme 3.3.4. — Soient k € [0,{(wp)] et n € N. Sin=[F:Q,)- ({(wp)— k), alors
on a une injection (T Ny, ., )t -équivariante

coind Br@rBL)(F)

w -1 n
Br(F) (U P®(w o ak)) — H"(Nps,..s1ws,.05 Vi)

et l’action de Hecke de ¢ sur son conoyau est localement nilpotente.

Démonstration. — On suppose n = [F' : Q,] - (¢(wp) — k) et on procede par récurrence
décroissante sur k. On suppose k = ¢(wp), donc n = 0. Soit V,, o C Vi, le sous-A-module
constitué des fonctions a support dans Np,, o & travers I'isomorphisme (2.2.7). Il est stable
par Np.,o et (T'Np ., )T et on a un isomorphisme A-linéaire

. - (BruLBO(F) o
(3.3.5) Vipo & (Np,w,o,c-mdBZL(F) U P)

a travers lequel Np,, o agit par translation a droite. L’action de ¢ sur V,,/V,, o est locale-
ment nilpotente : pour tout f € V,, vu a travers I'isomorphisme (2.2.7), il existe k € N
tel que (" supp(f)(™" C Npuo (car supp(f) est compact, Np,, o est ouvert et ¢ contracte
strictement Np,, ), donc ¢*f € Vi0. A travers Iisomorphisme (3.3.5), 'évaluation en
1 € Np(F) induit un isomorphisme A-linéaire
Npwo ~ . A(BLwrBr)(F) rrw
Vo ™" — C_mng(F) u+r

. ;. . . , H
qui est (T'Np, ., ) T-équivariant pour I'action de Hecke (notée -) : pour tous b € (T'Np ., )"
et f € ng’w’o, on a

(b= F)(1) = 3 (nbf)(1)
ﬂENP,w,o/bNP,w,ob_l

= > b- f(b~'nb)

NENP ,0/ONpw,0b~!
la derniére égalité résultant du fait que b='nb € N Pw,o Si et seulement si n € bN wa,ob_l.
On a donc une injection (T'Ny, ,,, ) T-équivariante

- (BLiLBL)(F) N,
c—mdBZ(F) Uuer — v, oo
qui est bien celle de I'énoncé (car ayg,) = 0) et I'action de Hecke de ¢ sur son conoyau

est localement nilpotente (car I'action de ¢ sur V,,/V,, o est localement nilpotente).
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On suppose k < {l(wp) et le lemme vrai pour k + 1. Soient i, € N tels que

i+j=mn Sii>[F:Q) alors H(N{, w0 B (Npsip.siwp00 V) = 0 d’apres le
lemme 3.1.4 avec Ng = Np, w00 V = H(Npgisiwp0, V) et @ au lieu de n. Si
> [F: Q- (U(wp) — (k+1)), alors H/ (Nps,,,..s1wy,0, V) = 0 d’aprés le lemme 3.3.3. En

utlhsant la suite spectrale (3.3.1), on en déduit un isomorphisme (T'Ny,,, ) T-équivariant
Hn(NRS/v .s1wr,,09 V ) HZ(ngsk .s1wr,,07 Hj(NP,Sk+1~~-S1wL,0> VW))
avec i = [F: Q) et j = [F: Q] ({(wp) — (k+1)) et en utilisant I'isomorphisme (3.3.2),

on en déduit un isomorphisme (T'Ny ,,, ) T-équivariant

Hn(NP,sk...sle,Oa Vw) = Hj(NP,sk+1...sle70a V )N”

P,sp...s1wp,,0

® (wloa)

avec « le caractere algébrique de la représentation adjointe de T'Ny,,,, sur Lie(Np, .. )
Par hypothese de récurrence, on a une injection (7'Nyp ,, ) T-équivariante

d(B wr BL)(F) (Uwp

c-in B (F) ® (w o k1)) = H (Npg,, ) s1wr.00 Vao)

et I'action de Hecke de ¢ sur son conoyau est localement nilpotente. En utilisant le point
(i) du lemme 3.1.10 avec LT = (TN, )", Ny = Np o srwp.00 V = H (Npsyy..srws,00 Vao)

et Vo = c-ind BL(;';)LBL )(Uwp ® (w™! o apy1)), on en déduit que I'on a une injection
L

(T'Nyp ., ) T-équivariante

(B wrBL)(F @ — — n
c-ind'! g DU @ (w0 aggn)) @ (W 0 a) = H'(Npaysywg0: Vao)

et que 'action de Hecke de ( sur son conoyau est localement nilpotente. Or, on a un
isomorphisme (T'Np, ,,, ) T-équivariant

c-ind LL(?)LBL ) (U @ (w0 as1)) ® (w ' o)

. lnd(BL(TII;/):BL)(F (Uwp ® ( (akJrl + U)L(Oé))))

a travers 'isomorphisme (2.2.6), c’est le morphisme (T'Ny, ,,, ) T-équivariant
p ) p RT3 q

CZ (Npwy, (F), U @ (w0 apy1)) ® (w0 a)
= C((:)O (NL,wL (F>7 UUN}P ® (wil o (akJrl + wL(a)>>)

induit par I'identité sur les A-modules sous-jacents) et wy,(«) est le caractére algébrique de
la représentation adjointe de T'Ny,,,, sur Lie(Ny, s, /Ng\1..s1), 00 gqr + wi (o) = .
Donc le lemme est vrai pour k. O

Lemme 3.3.6. — Soient k € [0,{(wp)] et n € N. Sin < [F: Q) (l(wp) — k), alors
Vaction de Hecke de ¢ sur H(Npg, . syw, 0, V) €st localement nilpotente.

Démonstration. — On suppose n < [F': Q,] - (¢(wp) — k), donc k < {(wp) et on procede
par récurrence décroissante sur k. Si k < ¢(wp) — 1, alors on suppose le lemme vrai pour
k+1. Soient i,j € N tels que i +j =n. Si j < [F: Q] - ({(wp) — (k+ 1)), alors 'action
de Hecke de ( sur H.(NPSIH_I s1wy05 Vo) est localement nilpotente par hypothese de
récurrence. Si j > [F : Q] - (((wp) — (k + 1)), alors H(Npy, . s1w.,0: Vino) = 0 d’aprés
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le lemme 3.3.3. Sij = [F: Q] - ({(wp) — (k+ 1)), alors i < [F': Q] et d’apres le lemme
3.3.4, on a une injection (T'Ny 4, )T-équivariante

By BL)(F) ;
c-ind’ L(?,; L)(F) (U @ (w0 agy1)) = H (N, s1wr,00 Vao)
et 'action de Hecke de ( sur son conoyau est localement nilpotente. Dans ce cas, l'action
de Hecke de ¢ sur H(NE . w00 B (Npsysysiwp00 Vo)) est encore localement nilpo-

tente d’apres le sous-lemme ci-dessous avec Vy = c- 1ndBBL(Z§ B (1780 @ (w0 aper))

et V' = H/(Npg,.,..s;w.,0, Vo). En utilisant la suite spectrale (3.3.1), on en déduit que
'action de Hecke de ¢ sur H*(Npg, . syw; .0, Vi) €st localement nilpotente. Donc le lemme
est vrai pour k. O

Sous-lemme. — Soient Vi une représentation lisse localement (-finie de S(Q,) sur A,
V' une représentation lisse de STx Np . . o sur A eti € N. On suppose que l'on a une
injection ST -équivariante Vo — Vet que laction de  sur son conoyau est localement
nilpotente. Si i < [F : Qp, alors Uaction de ¢ sur H'(Np,, . w0 V) est localement
nilpotente.

est nilpotent et commutatif, I’exponen-

tielle est un isomorphisme de groupes Lie(Resr/q, Np., s w,) — Respyq, Np g, siwp

d’apres [17, Chapitre IV, § 2, Proposition 4.1]. En particulier, on a une suite de sous-
groupes fermés

s . "
Démonstration. — Comme Resp/q, Np’skmsle

1= Kfo C Kfl Cc---C N[F:Qp] = Resr/q, N7

P,sg...s1wy,
dont les quotients successifs sont isomorphes au groupe additif sur Q,. L’action adjointe

. 1 7 7 S ~
de S sur Lie(Resr/q, Nps, . sw,) ¢tant donnée par un caractere a, ces sous-groupes sont

stables sous l'action par conjugaison de S. Pour tout | € [0,[F : Q,]], on note ]A\fl,O
l’intersgctign de N;(Qy) avec Np w0 €t sil >0, alors on note N, 'image de Nig
dans (N;/N;—1)(Q,). On montre par récurrence sur [ € [0, [F': Q,]] les points suivants.

(i) Sii =, alors on a une injection ST-équivariante
Vo®a~ ]a| s H (NIO,V)
et I'action de Hecke de ( sur son conoyau est localement nilpotente.

(ii) Si¢ < I, alors l'action de Hecke de ¢ sur H’(Nl 0, V) est localement nilpotente.

Le cas | = 0 est vrai par hypothese. On suppose [ > 0 et le résultat vrai pour [ — 1.
Comme dlmQ NZ’O =1, on a la suite exacte (3.2.2) avec L+ = ST, Ny = Nl,0> N lel,O
et N{]’ = Nl’fo dont les morphismes sont ST-équivariants d’aprés la proposition 3.2.6.
En utilisant la proposition 3.1.5 avec n = 1 (= dimg, N W), Lt = St Ny = Nz’,’o et
Hi_l(Nl_Lo, V) au lieu de V, on en déduit une suite exacte courte de représentations
lisses de S™ sur A

(337) 0= H T (N, Vg, @a '[al," — H (N, V) = H (N1, V)Mo 0.
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On suppose i = [ et on prouve le point (i (i). D'un c6té i > [ — 1, donc Hi(]vl_l,o, V)=0
d’apres le lemme 3.1.4 avec NO = Nl—l,O et ¢ au lieu de n, d’oul un isomorphisme S*-
équivariant

~

H (N1, Vg, ® atal 't H (N, V).
De lautre i—1 = [—1 et par I'hypothése de récurrence, on a une injection S*-équivariante
Voo a tVjal ) — H ! (Ni—10,V)
et laction de Hecke de ¢ sur son conoyau est localement nilpotente, donc d’apres le
point (ii) du lemme 3.1.10 avec Lt = St N, = Nl”07 Hi- 1(Nl 10,V) au lieu de V et
Vo ®@a Dal, " au lieu de Vp, on a une injection S*-équivariante
Vo ® &7(i71)\&|;(i*1) — HH(N;_1 0, V)K’{,’o

et I'action de Hecke de ( sur son conoyau est localement nilpotente. En utilisant 1’iso-
morphisme précédent, on en déduit le point (i).

On suppose i < [ et on prouve le point (ii). D'un c6té i — 1 < [ — 1, donc 'action
de Hecke de ¢ sur Hi’l(]vl_m, V') est localement nilpotente par hypothése de récurrence.
De l'autre ou bien ¢ < [ — 1 et I'action de Hecke de ¢ sur H"(NZ_LO,V) est localement
nilpotente par hypothese de récurrence, donc I'action de Hecke de ( sur Hi(ﬁl,lyo, V)N Lo
est localement nilpotente; ou bien ¢+ = [ — 1 et par hypothese de récurrence on a une
injection S*-équivariante

W ® &*i\&\;i — H'(N;_10,V)
et I'action de Hecke de ¢ sur son conoyau est localement nilpotente, donc I'action de
Hecke de ¢ sur H* (Nl 1,0 V) %o est localement nilpotente d’apres le point (i) du lemme

3.1.10 avec LT = S+, N, = Nlo, HY(N;_1,0, V) au lieu de V et Vo, @ &~ ‘lal;? au lieu de
Vo. En utilisant la suite exacte (3.3.7), on en déduit le point (ii). O






CHAPITRE 4

CALCULS DE PARTIES ORDINAIRES
DERIVEES

Nous calculons partiellement les foncteurs H*Ordp(r) sur une induite. Puis, nous étu-
dions le cas relatif a un sous-groupe de Borel. Enfin, nous adaptons nos résultats aux
représentations ordinaires.

4.1. Calculs sur une représentation induite

Soient P C G un sous-groupe parabolique standard et L. C P le sous-groupe de Levi
standard. Soient U une représentation lisse localement admissible de T'(F") sur A et n € N.
Préliminaires

On étend naturellement la définition du foncteur H"Ordp(r) de la fagon suivante. On
fixe un sous-groupe ouvert compact Npy C Np(F') et on reprend les notations de la section
3.3 pour les sous-monoides. En procédant comme dans la preuve de [18, Proposition 3.3.6],
on voit que le produit induit un isomorphisme de groupes B} x 7t Z1(F) = Br(F) donc
pour toute représentation lisse V' de B(F') sur A, le A-module

n éf n
H"Ordp(p) V & Hom -+ (A[ZL(F)], H"(Npo, V) 2, (#)-fin

est naturellement une représentation lisse de B (F') sur A.

Filtration et calcul du gradué

On commence par montrer que les filtrations définies dans la section 2.2 induisent des

filtrations des parties ordinaires dérivées de IndG(F (F) U.

Proposition 4.1.1. — La filtration naturelle Fil} Ind U induit une filtration de
H” Ordp(p)(lndB_F&w) U) par des SOUS—L(F)—representatwns

déf

Fill, H"Ordpr) (Ind 5" U) & W Ordpiry (Filly Ind (5 U)

pour tout i € [—1,dim Np| et si i > 0, alors on a un isomorphisme naturel L(F)-
équivariant

Gr’]; H"Ordp(r) <IndB(F(F > GB H"Ordp(r) (C mdBB (?fp (F) U> )
Ywp)=i
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Démonstration. — En utilisant I'isomorphisme composé (2.2.1), on voit qu’il suffit de
montrer que pour tout i € [0,dim Np], la suite exacte courte de représentations lisses de
P(F) sur A

(4.1.2) 0 — Fil’5; ! Ind<! R

G(F

U — Fil}, Ind ;" U — Grlp Ind 3" yU—=0

B(F

induit une suite exacte courte de représentations hsses de L(F) sur A
0 — H"Ordp(ry (Filly ' Ind§) U) = H"Ordpr) (Filp nd§ "0 U)
— H"Ordpr) ((Griy Ind ) U) = 0,

Soit ¢ € [0,dim Np]. En utilisant le lemme 2.1.4 avec H = P(F), on obtient des
isomorphismes P(F')-équivariants

i—1 G(F) ~ . 1X-Y
Filp IndB (F) U:c—mdB_(F)U

Fill, Ind3 }, U & c-ind}y- ) U

avec X = Fil, G(F) et Y = Crl, G(F). A travers ces isomorphismes, le premier mor-
phisme non trivial de la suite exacte (4.1.2) est le prolongement par 0 sur Y, que l'on
note ¢ : c—indg__ (1;,) U — c—indg,( r) U. On montre que ce dernier induit une injection
LT-équivariante

H" <Np70, o—indgfé) U) — H" (NP,Oa C-indj)sg*(F) U) :

Soit ¢ : Npg — c- md F) U une cochaine localement constante telle que ¢ o ¢ soit un co-
bord, c’est-a-dire qu’il existe une cochaine localement constante v : N}éo — C- md - U
telle que ¢ o ¢ = de. Par compacité de Np, le sous-A-module V C c- ind¥ o ( F) U engen-
dré par im ¢ est de type fini. D’apres la proposition 2.1.3 avec HO Npo et V = V,, il
existe un morphisme Np-équivariant g : c- ind- U —c 1nd F) U tel que po¢ induit

l'identité sur V. Ainsi d(po ) = po (dy)) = poro¢p = ¢, donc ¢ est un cobord.

Par la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte courte (4.1.2), on
déduit de ce qui précede que pour tout i € [0,dim Np], on a une suite exacte courte de
représentations lisses de L™ sur A

0 — H" (Npg, Filly " Indg ) U) = H" (Npo, Filly Ind 7, U)
— H"™ (_]\,7}3707 Grﬁp Indg(_F(‘}—.) U) — 0.
Comme U est localement admissible, Indg(F&m U lest aussi et on déduit du théoréeme

1.2.2 que ces suites exactes sont dans la catégorie Mod!, ﬁn(A). En utilisant le lemme

1.2.1, on en conclut que 'on obtient encore des suites exactes en appliquant le foncteur
Hom -+ (A[ZL(F)], =)z, (F)-fn- O

Soit wp € Wp. En utilisant 1'isomorphisme composé (2.2.2) et en procédant comme
dans la preuve de la proposition 4.1.1, on obtient le résultat suivant.
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BB (?fp)(F) U induit une filtra-

tion de H"Ordp(p)(c- 1nd (B wPP)(F) U) par des sous-Br(F)-représentations

Proposition 4.1.3. — La filtration naturelle Fil}; c-ind

Fﬂgg HnOI‘dP(F) <C 1I1d (B~ pr)(F) U) d_EfH Ol"dp (F) (Fll c- 1nd (B~ pr )(F) U)

(F) B~ (F)

pour tout j € [—1,dim Ni] et si j > 0, alors on a un isomorphisme naturel By (F)-
équivariant
Crl, H"Ordp(r) (c 1nd (B~ }"fp)(F) ) @ H"Ordpr (C 1ndBB (?PMLB)(F) U> .
f(wr)=j

A présent, on calcule partiellement les gradués de ces filtrations. Pour tout wp € Wp, on
rappelle que U%P désigne le A-module U sur lequel ¢ € T'(F) agit & travers w wptin s 5!eton
note ay, le caractere algébrique de la représentation adjointe de 7" sur détp Lie(Nyyap)-
On a a; =0et ay, = a pour tout « € A — Aj.

Théoréme 4.1.4. — Soient U une représentation lisse localement admissible de T'(F)
sur A et w € W. On écrit w = wpwy, avec wp € Wp et wr, € Wr. Pour tout n € N, on

a un isomorphisme naturel (T'Ny,,,, ) (F)-€équivariant

HnOTdP(F) (C Hld (B~ ?;wLB)(F) U)

~ c—md;BL(;)LBL)(F (U @ (woag,)) sin=[F:Q)-(wp),
0 sinon.

Démonstration. — Soit n € N. On reprend les notations de la section 3.3. Les preuves des
propositions 4.1.1 et 4.1.3 montrent que H*(Npg, V,,) est dans la catégorie Mod’; ﬁn(A).

Sin = [F: Q- ¢(wp), alors d’apres le lemme 3.3.4 avec k = 0 on a une mJection

(T Ny, ) t-équivariante c—md(BL(?;)LBL o (UPP@(w™toag,)) = H*(Npp, Vi) et I'action de
L

Hecke de ¢ sur son conoyau est localement nilpotente, d’ott un isomorphisme (7'Ny, ,, ) (F)-
équivariant

A[ZL(F)] ®A[Zz'} Hn(NR(), Vi ) = C- 1nd L(;‘%BL) (Uwp ( Lo Ozmp)) .

Sin # [F: Q- ¢(wp), alors ou bien n < [F : Q] - {(wp) et 'action de Hecke de ¢
sur H"(Npy, V,,) est localement nilpotente d’apres le lemme 3.3.6 avec k& = 0, ou bien
> [F:Qy]-(wp) et H*(Npy, V,,) = 0 d’apres le lemme 3.3.3 avec k = 0. Dans les deux
cas, on en déduit que
AlZL(F)] ® azH) H"(Npgo, V) = 0.

En utilisant le lemme 1.2.1, on obtient 'isomorphisme de 1’énoncé. Sa naturalité est une
conséquence de la naturalité des filtrations de Bruhat, de l'inclusion V,, o C V,, qui induit
l'injection du lemme 3.3.4, de la suite spectrale (3.3.1) et de 'isomorphisme (3.3.2). [

Remarque 4.1.5. — On s’attend a ce que l'isomorphisme du théoreme soit en fait
Br(F)-équivariant. Les calculs sont limités par le fait que les dévissages de Np utilisés
dans la section 3.3 ne sont pas stables sous ’action par conjugaison de Bj.
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Calculs sur une induite
Soit wp € Wp. En procédant comme dans la section 2.2 pour le triplet (L, B, T),
on voit que l'on a une filtration naturelle de Ind >~ ( (U 9P @ (W™l o ag,)) par des sous-

By, (F)-représentations
L(F) @
FﬂggL Ind ( (U P @ (w ' oag,))
pour tout j € ﬂ—l, dim N ] et que si j 2 0, alors on a un isomorphisme By (F')-équivariant

(4.1.6) Gr), Ind o (U™ ® (W oag,))

N - (BLuLBL)(F) (176 -
= @ C’mdBL—L(F)L PEUPP @ (wh o agy)) -
f(wr)=j

Corollaire 4.1.7. — Soient U une représentation lisse localement admissible de T (F)
sur A et n € N. On a un isomorphisme naturel L(F')-équivariant

H'Ordpery (G, U) = @ HOrdpgr, (e-ind 27O 0)
[F:Qpl-b(wp)=n
Soient Wp € Wp et j € [0,dim N.]. Si [F Q] - l(wp) = n, alors on a un isomorphisme

T(F)-équivariant

Gry H"Ordpp) (c-indly (2P0 0) = Gy nd ") (U7 @ (w7 0 ag,)

LL(%BL F)(Uwp ® (woag,)) d travers l’iso-

morphisme (4.1.6) est Np,,,, (F')-équivariante pour tout wy, € Wy, tel que l(wy) = j.

dont la restriction au facteur direct c-ind

Démonstration. — Pour tout wp € Wp, en utilisant la proposition 4.1.3 on déduit du
théoreme 4.1.4 le second isomorphisme de 1'énoncé si [F' : Q,] - {(wp) = n et sinon on
obtient 1’égalité

H”Ordp(p) <C llld (B~ ?fp)(p) U) =0.

En utilisant la proposition 4.1.1, on en déduit que le gradué Grp H"Ordp(r (Ind B( F) U)

est concentré en degré n/[F : Q,] (en particulier il est nul si [F : Q)] J( n). Ainsi la

filtration Filp H"Ordpr) (Indg(f&) U) est triviale et on obtient le premier isomorphisme
de I’énoncé. O

En particulier, on déduit du corollaire 4.1.7 une injection naturelle By (F')-équivariante
(41.8)  Fill, a0 (U7 @ (w0 ag,)) < H'Ordpir (c ind{f” P U) ,
d’ott un morphisme naturel L(F)—equwariant

A[L(F)] @ ap, (ry Filj, Ind (UwP (W oag,))

— H"Ordp(r) (C-lnd(B %DP)( )U> .
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Or dans la preuve de [19, Théoréme 4.4.6], il est montré qu’un tel morphisme se factorise
(de fagon unique) a travers l'application naturelle L(F")-équivariante

A[L(F)] ® ap, (ry Fil%, Ind( (UwP®( oozwp))—»lndL(F) (U ® (W' oag,)),

donc l'injection (4.1.8) se prolonge naturellement en un morphisme L(F')-équivariant

(4.1.9) IndL(F (U @ (w0 ag,)) — H'Ordpqr) (C ind;” (%DP Oy )
Conjecture 4.1.10. — Le morphisme naturel (4.1.9) est un isomorphisme.

On prouve cette conjecture lorsque la source du morphisme est irréductible.

Proposition 4.1.11. — Si la représentation IndB (F)(U““’ @ (W™ oag,)) est irréduc-

tible, alors le morphisme naturel (4.1.9) est un zsomorphzsme.

Démonstration. — On suppose la représentation Ind;(f()p) (UPP@(w™toag,)) irréductible.
L

Dans ce cas U est une représentation irréductible de T'(F') sur kg. Comme le morphisme
(4.1.9) est non nul, on en déduit qu’il est injectif. Il reste & montrer sa surjectivité. En
utilisant [20, Lemme 4.1.9], on se rameéne par extension finie des scalaires au cas ou U
est absolument irréductible, donc de dimension 1 sur kg (car T'(F') est commutatif).

Dans ce cas, on montre que la source et le but du morphisme (4.1.9) sont de longueur
finie égale a card W, dans la catégorie ModoBoL(F)(k:E). Pour tout wy, € Wy, on a un
isomorphisme (TN L, ) (F)-équivariant

B wr,Br)(

B (F) (Uwp ® (w o ag,)) 2 CP(Npw, (F), kp) @1y (U @ (W oag,))" "

et C°(Npw, (F), kg) est irréductible dans la catégorie Mod 7y, wL)(F)(kE) d’apres [36,
Théoreme 5]. En utilisant le corollaire 4.1.7 on en déduit le résultat. O

C- 1nd

On explicite ces calculs en degrés 0 et 1. Lorsque n = 0 on deduit de la proposition

1.2.6 et de I'isomorphisme de foncteurs Ind;* (F F) = = Ind I d ) que la conjecture
4.1.10 est wvraie : on a un isomorphisme naturel L(F)- equ1var1ant

G(F) ~ 7. 1L(F)
(4.1.12) Ordp(p) (Tnd5 "0, U) 2 ndy ") U

On étudie le cas n = 1. Les éléments de Wp de longueur 1 sont exactement les réflexions
simples s, avec a € A — Ay et on note U® les représentations U®* correspondantes.
Lorsque F' = Q,, on en déduit que le premier isomorphisme du corollaire 4.1.7 avec n = 1
et les morphismes (4.1.9) avec n = 1 et wp = s, pour tout a € A — Ay, donnent un
morphisme naturel L(Qp)—équivariant

a — G @P
(4.1.13) P wd;® (U@ @ 0a) - HOrdp, (Wdy T U)
acA—-Ay,
qui est injectif en restriction & @, ca_a, Fil% Ind (Ua ® (w™toa)). Si la conjecture

4.1.10 est vraie, alors c¢’est un isomorphisme. De meme Sl les facteurs directs de sa source
sont irréductibles d’apres la proposition 4.1.11. Lorsque F' # Q,, la somme directe du
premier isomorphisme du corollaire 4.1.7 avec n = 1 est nulle, d’ou le résultat suivant.
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Corollaire 4.1.14. — Soit U une représentation lisse localement admissible de T (F')
sur A. Si F # Q,, alors HlOrdp(F)(Indg(fE;) U)=0.

4.2. Le cas relatif a un sous-groupe de Borel

On redémontre les résultats précédents dans le cas P = B et L = T. Cela nous permet
de rappeler les différentes filtrations et de détailler les calculs de la section 3.3 dans ce
cas. Soient U une représentation lisse localement admissible de T'(F') sur A et n € N.
Pour tout w € W, on note U® le A-module U sur lequel ¢ € T(F) agit & travers wtw ™"
et a,, le caractére algébrique de la représentation adjointe de T" sur détp Lie( Ny, )-
Filtration de Bruhat

Comme Wy = W et Wy = 1, il n’existe qu'une seule famille de filtrations Fil}; (l'autre
étant triviale). On rappelle ces dernieres. Pour tout r € [—1,dim N], on a

Fily G(F) = [ (B-wB)(F).
f(w)<r

Par exemple, Fil% G(F) = (B~ B)(F) est la grosse cellule : c’est le plus petit sous-
ensemble ouvert (B~ (F), B(F))-biinvariant de G(F') et il est dense dans G(F'). Les sous-
B(F)-représentations

Filfy Ind ), U € (1 dGe U) (Fil, G(F))

pour tout r € [—1,dim N] forment la filtration de Bruhat de Indg(,F(%) Uetsir >0,
alors en utilisant la proposition 2.1.2 avec H = B(F), X = Fil; G(F) et Y = Grl; G(F)
et les isomorphismes (2.2.3) pour tout w € W tel que ¢(w) = r, on voit que l'on a un
isomorphisme naturel B(F)-équivariant

(4.2.1) Gryy Ind3"), U= @ C2(Nu(F),U).
L(w)=r

En procédant comme dans la preuve de la proposmon 4.1.1 avec l’'isomorphisme
(4.2.1), on voit que la filtration naturelle FilyIndj> F)

H" Ol"dB (F) (Ind

U induit une filtration de

B (F) F U) par des sous-T'(F )—representatlons

déf

Fill, H"Ordpgr (Ind(g ) U) © HOrd g (Filly a0 )

pour tout r € [—1,dim N] et si r > 0, alors on a un isomorphisme naturel T'(F)-
équivariant

(4.2.2) Grly H"Ordpr (Indg "y U) 2 @) H'Ordpir (€2 (No(F), V)
L(w)=
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Calculs sur le gradué

Soient Ny C N(F') un sous-groupe ouvert compact standard et w € W. On note N,
I'intersection de N, (F) avec Ny et Vi, 0 C Vi = CZ(Ny(F),U) le sous-A-module stable
par Ny et T" constitué des fonctions a support dans Ny, .

On suppose que Ny est totalement décomposé comme dans [33], c’est-a-dire que le
produit induit une bijection [], g+ (NZ(EF) N No) — Ny ot pour tout a € *, N/ C N
est le sous-groupe radiciel correspondant. Dans ce cas, on a

(4.2.3) No = (Nugw(F) N No)Nu o

et on en déduit que V,, est stable par Ny tout entier (ceci est une particularité du cas
relatif & un sous-groupe de Borel). On a donc une suite exacte courte de représentations
lisses de T+ x Ny sur A

(4.2.4) 0— Vo — Vi — Viy/Viwo — 0

et laction d’un élément de T contractant strictement Ny est localement nilpotente sur
Viw/Viwo (car elle contracte strictement le support d’une fonction). La suite exacte (4.2.4)
est scindée dans la catégorie Mody; (A) (la multiplication par la fonction caractéristique
de Ny sur Ny, (F') induit une rétraction A-linéaire V,, — V,, o et I'égalité (4.2.3) montre
qu’elle est Ny-équivariante). On a donc une suite exacte courte de représentations lisses
de T" sur A

(4.2.5) 0 — H"(No, Vio) — H"(No, Vi) = H"(No, Vi /Viuo) = 0

et Paction de Hecke d’'un élément de T contractant strictement Ny est localement nil-
potente sur H"(Ny, Vi, /Viuo)-

Soit sy(w) - . . 51 une décomposition réduite de w. Comme dans la section 3.3, on obtient
une suite de sous-groupes fermés stables sous 'action par conjugaison de T'

N > N,, > Ny, > - > N,

et pour tout k € [0,¢(w)], on note Ny, s 0 U'intersection de N;, 5 (F) avec Ny et oy
le caractere algébrique de la représentation adjointe de T sur détp Lie(Ns, s, N Nugw)-
Sin = [F: Q- ({(w)— k), alors la représentation H"(N;, 5,0, Vo) est la source de
I'injection du lemme 3.3.4 : en procédant comme dans la preuve de ce dernier, on voit
que I'on a des morphismes T -équivariants

(426) Uw ® (Wil o ak) = Hn<Nsk...sl,O7 Vw,O) — Hn(Nsk..Asl,O; Vw)

En procédant comme dans les preuves des lemmes 3.3.3 et 3.3.6, on montre que si
n > [F: Q- (l(w)— k), alors H*(Ns, 5,0, Vwo) = 0 et sin < [F: Q] - ({(w) — k),
alors I'action de Hecke d’un élément de T contractant strictement Ny est nilpotente sur
Hn(Nsk.‘.sl,Oa Vw,())‘

En utilisant le lemme 1.2.1, les calculs précédents avec k& = 0 et la suite exacte
(4.2.5) permettent de retrouver le théoreme 4.1.4 : on a un isomorphisme naturel T'(F)-
équivariant

U@ wloay,) sin=I[F:Q,) {(w),

0 sinon.
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Calculs sur une induite

En utilisant les isomorphismes (4.2.2) pour tout r € [0,¢(w)] et les isomorphismes
(4.2.7) pour tout w € W, on voit que le gradué Gry H"Ordpp (Indg(ﬁ},) U) est concen-
tré en degré n/[F : Q,] (en particulier il est nul si [F' : Q] 1 n). Ainsi la filtration
Fil; H"Ordgp) (Indgg},) U) est triviale et on retrouve le corollaire 4.1.7 : on a un iso-
morphisme naturel T'(F')-équivariant

n G(F ~ w _
(4.2.8) Oy (ndg S V) = @ U@ (W oay).
[F:Qp]-£(w)=n
En particulier, la conjecture 4.1.10 est vraie dans le cas relatif & un sous-groupe de Borel.

On suppose F' = Q, et on explicite I'isomorphisme (4.2.8) en degré 1. Pour tout a € A,
on note U“ la représentation U%*.

Corollaire 4.2.9. — Soit U une représentation lisse localement admissible de T'(Q,)
sur A. On a un isomorphisme naturel T'(Q),)-équivariant

H'Ordp(q,) (a5 U) 2@ U° @ (' oa).

a€A
Démonstration. — Les éléments de W de longueur 1 sont exactement les réflexions
simples s, avec @ € A, donc I'isomorphisme de 1’énoncé est I'isomorphisme (4.2.8) avec
n=1. O

Définition 4.2.10. — Un « twisting element »(7 de G est un caractere algébrique 0 de
T tel que (A, ) =1 pour tout a € A.

Remarque 4.2.11. — Si le groupe dérivé de G est simplement connexe, alors la somme
des poids fondamentaux relatifs & A est un « twisting element » bien défini a un caractere
algébrique de G pres. En général, G n’admet pas toujours de « twisting element » (par
exemple G = PGLs) et G peut admettre un « twisting element » sans posséder de poids
fondamentaux (par exemple G = (GLy x GLy)/GL; ou GL; s’injecte diagonalement dans
GL2 X GLQ)

On calcule a présent le d-foncteur H*Ordg(p) sur une série principale lorsque G admet
un « twisting element » noté . Lorsque U est un caractere y, on note w(x) la représen-
tation U™ pour tout w € W.

Corollaire 4.2.12. — Soit x : T(F) — A* un caractere lisse. Pour tout n € N, on a
un isomorphisme T (F)-équivariant

H"Ordp(p) (Indg(_fg,) x-(wlo 9)) = @ w(x) - (wtod).
[F:Qp]-L(w)=n

(") Terminologie d’aprés [14].



4.3. VARIANTE POUR LES REPRESENTATIONS ORDINAIRES 65

Démonstration. — Soit n € N. L’isomorphisme (4.2.8) avec U = x - (w™! o §) devient
HnOI‘dB(F) (Indg(_F&ﬁ) X - (w*l o 9)) = @ (X . (w*l o Q))w Q (wfl o Ozw)
[F:Qy)-t(w)=n

et pour tout w € W, on a par définition
(- (7 06))" ® (™ 0a,) = w () - (@ o (™ (6) + ).

En faisant le changement de variable w — w™! dans la somme directe (possible car
l(w) = L(w™)), on voit qu’il suffit de montrer que w='(#) + o, = 6 pour tout w € W.

Soit p =1 3" cp+ @ la demi-somme des racines positives dans X*(T') ®z Q avec X*(T)
le groupe des caracteres algébriques de T' (p n’est pas un caractere algébrique de T en
général). Pour tout w € W, on a

w(p) + = % Z a—% Z al + Z a=p.

acd™ aed™ aed™
w(a)edt w(a)g¢dt w(a)g¢dt

Pour tout @« € A, on a (p,a”) = 1 d’apres [7, Chapitre VI, § 1, Proposition 29], donc
(0 — p,a¥) = 0. On en déduit que 6 — p est invariant sous I'action de W, d’ou

WHO) + = w (B — p) + (N (p) + ) = (O— p) + p— 6
pour tout w € W. O

4.3. Variante pour les représentations ordinaires

Soient P C G un sous-groupe parabolique standard et L C P le sous-groupe de Levi
standard. Soient ¢ une représentation spéciale de L(F') sur A et x : L(F) — A* un
caractere lisse.

Filtration et calcul du gradué

On commence par montrer que la filtration de Bruhat de Indg(_lg,) o ® x définie dans

la section 2.3 induit une filtration des parties ordinaires dérivées de Indg(_F(}) o ® X et on

calcule son gradué.

Proposition 4.3.1. — La filtration de Bruhat Fil?, Indg(,i};) o ® x induit des filtrations

des H*Ordpr) Indg(f&,) o ® x par des sous-T(F)-représentations
Fill, H*Ord sp) Ind§ ) o ® x = H*Ordpp) (Fﬂ; Ind\}, 0 ® x)
pour tout r € [—1,dim NJ et si r > 0, alors on a des isomorphismes T (F')-équivariants

Grl, H*Ordp(py Ind ) 0 @ x = @ H*Ordpp) (C(Na, (F), X)) -

U(By)=r
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Démonstration. — On reprend les notations de la preuve de la proposition 2.3.9. Il faut
montrer que pour tout r € [0,dim NJ, la suite exacte (2.3.14) induit des suites exactes
courtes de représentations lisses de T(F ) sur A

0 — H*Ordp(p)(I7_,) — H*Ordp(r QB H*Ord () (C°(Na, (F), x)) — 0.

Soit r € [0,dim N]. On fixe un sous-groupe ouvert compact standard Npg C Np(F'). On
procede comme dans la preuve de la proposition 4.1.1. En utilisant le lemme 2.1.4 et la
proposition 2.1.3 avec H = B(F) et P~ au lieu de B~, on voit que pour tout sous-groupe
parabolique standard Q" C L, la suite exacte (2.3.10) induit des suites exactes courtes de
représentations lisses de T sur A

0— H*(No, I79) = H*(No, 1Y) = € H*(No,C(Na,,, (F),x)) = 0.
Z(@BQ/):r

De plus pour tous sous-groupes paraboliques standards Q] C @, C L, le diagramme
commutatif (2.3.12) induit des diagrammes commutatifs de représentations lisses de 7"
sur A

0 — H*(No, I75) — H'(No, ) — @) H'(No, €2 (N (F):X)) — 0

] ] U pgy)=r
)

. BQ: . BQ; . o0
0 — H*(No, I79) — H(No, 7)) — @ H*(No, € Ny, (F), X)) — 0
UBpgy)=r
(I'injectivité du morphisme vertical de droite est immédiate, donc par une chasse au
diagramme on voit que si celui de gauche est injectif, alors celui du milieu I'est aussi et

on conclut en procédant par récurrence sur r € [—1,dim NJ, le cas r = —1 étant trivial) ;
par la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte courte

0 — [P@ — [B@ , [BQ /B8O
on en déduit que l'on a des suites exactes courtes de représentations lisses de T sur A
0 — H*(Ny, IP%) — H*(Ny, IP91) — H* (N, 1591/ 1592) — 0,
En particulier, I'isomorphisme (2.3.13) induit des isomorphismes T -équivariants

. G(F
H* (No, Ind{}se) o X)
ZQ;Q,CLH (NO,Ind - (F) X)

On en déduit que 'on a des suites exactes courtes de représentations lisses de T sur A

0 — H*(No, I7_)) = H*(No, I7) —» @D H*(No, CZ(Na, (F), x)) — 0.

U(Bg)=r

H*(No, Ind5Y ) 0 @ x)

Comme Ind% () X st admissible, on déduit du théoreme 1.2.2 que ces suites exactes

(BQ
sont dans la catégorie Mod!; ﬁn(A). En utilisant le lemme 1.2.1, on en conclut que 1'on

obtient bien des suites exactes en appliquant le foncteur Hom 7+ (A[T(F)], =) r(r)-fin. O
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Calculs sur une représentation ordinaire
On calcule maintenant les parties ordinaires dérivées d'une représentation ordinaire de

G(F) sur A et on explicite ce calcul en degrés 0 et 1. Pour tout w, € W, on rappelle que
ag, est le caractere algébrique de la représentation adjointe de T sur détp Lie(Ny,a, )-

Théoréme 4.3.2. — Soient x : L(F) — A* un caractére lisse et o une représentation
spéciale de L(F) sur A. Pour tout n € N, on a un isomorphisme T(F)-équivariant

HnOTdB(F) <Ind}GD(_FE;,) (Y X) = @ fU\;l(X) . (W—l o a@U).
[F:Q,)-0(@0)=n
Démonstration. — Soit n € N. En utilisant la proposition 4.3.1 et I'isomorphisme (4.2.7)
avec U = et w = @, pour tout W, € W, (on a U” = @, (x) par définition), on voit que
le gradué Gr;, H"Ordpgp) (Indg(fp&,) o ®x) est concentré en degré n/[F : Q,] (en particulier
il est nul si [F': Q] { n). Ainsi la filtration Fil} H"OrdB(F)(Indg(fg;) o ® x) est triviale et
on obtient I'isomorphisme de I’énoncé. O

Corollaire 4.3.3. — Soient x : L(F) — A* un caractére lisse et o une représentation
spéciale de L(F) sur A. On a un isomorphisme T (F')-équivariant

si o = St,

0 sinon.

Ordp(r) (Indg(_}a?) R X) = {X

Démonstration. — Soit () C L le sous-groupe parabolique correspondant a ¢. On utilise
le théoreme 4.3.2 avec n = 0. La somme directe de l'isomorphisme est nulle sauf si

1e /Wg, auquel cas 1 € WBQ (car ﬁ/\g C /WBQ) donc () = B, d’oul ¢ = St et on obtient
I'isomorphisme de I’énoncé car 1 est 'unique élément de longueur 0 de Wi;. O

Corollaire 4.3.4. — Soient x : L(F) — A* un caractére lisse et o une représentation
spéciale de L(F) sur A.

(i) St F = Q,, alors on a un isomorphisme T'(Q,)-équivariant
H'Ordpq,) (5% o @ x)

P=(Qp)

®a€AfAL sa(X) (W toa) sioc=St,
= X . (W*l (e} O[) si o= Spa avec o € AL)

0 stnon.
(ii) Si F # Q,, alors H'Ordpp) (IndIGJ(_lg,) o®x)=0.

Démonstration. — Soit () C L le sous-groupe parabolique correspondant a o. On utilise
le théoréme 4.3.2 avec n = 1. La somme directe de I'isomorphisme est nulle sauf si F' = Q,
et ¢’il existe o € A tel que s, € Wg. Dans ce cas s, € /WBQ (car /Wg C WBQ) et ou bien
a€A—Ap donc Q = B d'ou 0 = St, ou bien « € Ay donc Q = @, d’ou ¢ = Sp,. On
obtient les isomorphismes de 1’énoncé car d’une part les éléments de longueur 1 de /I/I?St
sont exactement les s, avec a« € A — Ay et d’autre part si a« € Ay, alors s, est 'unique
élément de longueur 1 de Wspa et sqo(x) = x- O






CHAPITRE 5

QUELQUES RESULTATS INTERMEDIAIRES

Nous donnons quelques résultats sur les caracteres de T'(F'). Puis, nous montrons ’exis-
tence d’extensions non scindées entre certaines séries principales de G,(Q,) avec a € A.

Enfin, nous prouvons un résultat de compatibilité entre les calculs de parties ordinaires
Qp)

(©y) avec o € A.

dérivées de la section 4.2 en degrés 0 et 1 et le foncteur Tnd®! .

5.1. Sur les caracteres de T(F)

R

s e ey s

Soit y un caractére de T'(F') a valeurs dans le groupe des unités d’un anneau quelconque.
Si w € W, alors on définit un caractere w(y) de T(F) par w(x)(t) = x(w~'tw) pour tout
teT(F).

Définition 5.1.1. — On dit que y est :

— faiblement générique si s,(x) # x pour tout a € A
— fortement générique si w(x) # x pour tout w € W — {1}.

Lemme 5.1.2. — On suppose le centre de G connexe. Soient « € A et s1,...,8, € W
des réflexions simples avec n € N. Si x o a¥ # 1 et s # s, pour tout k € [1,n], alors

Sa(X) # $1-- - $n(X)-

Démonstration. — Soit w € W 1’élément s,, ... s15, (écriture w = s, ... 15, n’est pas
nécessairement une décomposition réduite). Pour tout cocaractere algébrique A de 7', on
a

(x-wix)™Hod=xoA=—wt(N\)=xo (( — Sa(A +Z$a31 . Sh_1 )\—sk()\))> .

Avec A = )\, un copoids fondamental correspondant a a, on a A\, — s4(Ao) = aV et
Ao — 53(Aa) = 0 pour tout 8 € A — {a}. Si sg # s, pour tout k € [1,n], alors on en
déduit que

(x-wx) ™ol =xo0a.
Si de plus x o ¥ # 1, alors on en conclut que w(x) # x, d’ou le résultat. O
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R

particulier, on les compare a [12, Définition 3.3.1].

(i) Soit v € T. Si s,(x) # x, alors yoa" # 1 (la contraposée résulte de [1, Proposition
3.3]). La réciproque est vraie lorsque le centre de G est connexe (auquel cas elle se déduit
du lemme 5.1.2 avec n = 0), mais fausse en général (voir ’exemple 5.1.4 ci-dessous).

(ii) On déduit du point (i) que si x est fortement générique, alors x o ¥ # 1 pour tout
a € &T. La réciproque est vraie lorsque G = GL,, ou G = GSp,,, mais fausse en général,
méme lorsque le centre de G est connexe (voir I'exemple 5.1.5 ci-dessous).

(ili) Soit x" un caractere de T'(F') distinct de x. Si le centre de G est connexe, alors le
lemme 5.1.2 montre que l'on a

card{a € A | X' =sa(x)} < 1.

En général, ce cardinal peut étre arbitrairement grand (voir I'exemple 5.1.6 ci-dessous).

Exemple 5.1.4. — Soient G = SLy, B C G le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures, T C B le sous-groupe des matrices diagonales et x : T(F) — {1} le
caractere continu défini par

X((7 1)) = (1),
Soit o 'unique racine simple de (G, B, T). Pour tout z € F*, on a (yoa")(z) = (—1)

et 5o () ((" 1)) = x((*7",)) = X((* ;1)) (car val,(x) = val,(z7")). Ainsi y 00" # 1
mais S, (x) = X.

Ezemple 5.1.5. — Soient G = Gg et x : T(F) = (F*)? — {£1} le caractére continu
défini par

valp ()

w(y)
x(e,y) = (=10 ()5
avec (5) le symbole de Legendre (c’est-a-dire le résidu quadratique modulo p). Si p # 2,
alors xy o a¥ # 1 pour tout a € A (car Gy est simplement connexe), mais wy(t) = ¢~*
— = -1 w)y — (2D
pour tout ¢ € T'(F), donc wo(x) = x (car valy(z) = val,(z77) et (=*) = (=) pour
tous z,y € FX).

Exemple 5.1.6. — Soient n € N, G = GLy N(;Z; (GLE™" x SLy x GLy %) ¢ GLy,,
B C G le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, 7' C B le sous-groupe des
matrices diagonales et x : T(F) — {£1} le caractére continu défini par

x(diag(ty, ... ton)) = (—1)vale(trts-ten1),
Soit @ € A. On a s,(x) # X et sa(x) = ss(x) pour tout g € A, d’ott
card {8 € A | sa(x) = ss(x)} = n.

Eaxtensions
On calcule tout d’abord les extensions entre caracteres lisses de T'(F').

Proposition 5.1.7. — Soit x : T(F) — kj un caracteére lisse.
(i) Si X' : T(F) — kj est un caractére lisse distinct de x, alors

Extyg (X' x) = 0.
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(ii) Si F' ne contient pas de racine primitive p-iéme de ['unité, alors
dimy,, ExtlT(F) (X, x) =([F:Qy)+1) rgG.
(iii) Si F' contient une racine primitive p-iéme de l'unité, alors

dimy, Extyom (X, x) = ([F : @ +2) - rg G.

Démonstration. — Le point (i) est une généralisation immédiate de [20, Lemme 4.3.10].
Pour les points (ii) et (iii), on utilise les isomorphismes kg-linéaires suivants

Extyp (X, X) = Extyopy (1,1) = HomE (T (F), kg)

cont

avec 1 la représentation triviale de T'(F) sur kg et Homg, ) les morphismes de groupes
continus. On a des isomorphismes de groupes topologiques

rg G

T(F) = (FX)®Y ot F*X=Zx(Z/qL)* x (Z/p'Z) x 2%

avec ¢ le cardinal du corps résiduel de F et r le plus grand entier naturel tel

que F' contienne une racine primitive p”-ieme de 1'unité. Les kg-espaces vectoriels

Hom@n (Z, kg) et Hom& (Z,, kg) sont de dimension 1. La dimension du kg-espace

vectoriel Hom@ (Z/p"Z, kg) est 1 sir > 0 et 0 sinon. Enfin (Z/qZ)* est d’ordre premier
a p, donc Hom@& ((Z/qZ)*, kg) = 0. On obtient ainsi les points (ii) et (iii). O

Remarque 5.1.8. — Pour tout entier n > 1, on ne sait pas si ’application canonique
Extrp (1,1) — H* (T'(F), 1)

est un isomorphisme car 7T'(F') n’est pas compact (voir [20, § 2.2]).
On calcule maintenant les extensions entre caractéres continus unitaires de T'(F').

Proposition 5.1.9. — Soit x : T(F) — Oy C E* un caractére continu unitaire.

(i) Six' : T(F) — Op C E* est un caractére continu unitaire distinct de x, alors

Extrg (X', X) = 0.
(ii) On a
dimp Exty g (x, x) = ([F : Q) +1) - rg G.

Démonstration. — Si X" # x, alors il existe t € T'(F') tel que x'(t) # x(t), donc pour toute
extension £ de x’ par x, I'endomorphisme t de € est diagonalisable (car son polynoéme
minimal est scindé a racines simples) et comme il commute avec T'(F'), on obtient ainsi
une section de l'extension £, d’ou le point (i). Le point (ii) se démontre comme les points
(ii) et (iii) de la proposition 5.1.7, sauf que cette fois Hom‘é’g(Z/p’“Z, E) = 0 quel que
soit I’entier naturel » puisque E est sans torsion. O
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5.2. Extensions entre séries principales de G,(Q,)

On suppose F' = Q, et on fixe une racine simple o € A. On note G, C G le centralisa-
teur de ker av (c’est le sous-groupe engendré par T et les sous-groupes radiciels correspon-
dant aux racines +«). On note P, C G le sous-groupe parabolique BG,, et N, C P, son
radical unipotent. On a un produit semi-direct P, = G, x N, et P, = B~G,. On note
B, C G, (resp. B, C G,) le sous-groupe de Borel BN G, (resp. B~ NG,) et N/ C B,
son radical unipotent (c’est le sous-groupe radiciel correspondant & a)). On a un produit
semi-direct N = N/ x N,.

On commence par donner une description explicite de G,,.

Lemme 5.2.1. — On a un isomorphisme G, = T x H avec T" C T un sous-tore et
H € {SLy, GLy, PGLy}.

Démonstration. — Soient Z, le centre connexe de G, (c’est un sous-tore de T) et GI
le groupe dérivé de G,. On a la suite exacte courte naturelle (voir [4, Proposition 2.2])

1= Z,NG¥ = Z, x GI = G, — 1.

Comme G est semi-simple de rang 1, il est isomorphe & PGLy ou SLy. Si G4 = PGLy,
alors Z, N Gger =1,dou G, = Z, x PGL,. On suppose Gger = SLs, donc Z, N Gger est
isomorphe a 1 ou pug. Si Z, N Gger =1, alors G, = Z, x SLy. Sinon Z, N Gger = o et
comme Z, est un tore, il existe un sous-tore 7" C Z, et un isomorphisme Z, = T’ x GL;
tels que l'inclusion Z,, ﬂGier C Z, s’identifie a la composée s — GL; < T" x GL;. Dans
ce cas, on obtient un isomorphisme G, = 7" x (GL; X SLy) /e = T x GLs. O

A présent, on prouve 'existence d’extensions non scindées entre certaines séries prin-
cipales continues unitaires distinctes de G,(Q,) sur E. Le résultat analogue modulo p se
démontre de fagon analogue.

Proposition 5.2.2. — Soit x : T(Q,) — Op C E* un caractére continu unitaire. Si
X # 5a(x) - (7' 0 @), alors

Extd, (g, Omﬁ“%ﬁ(@.@* @), Ind§= % )%o

Démonstration. — On utilise le lemme 5.2.1 : on a x = X' ®p Xo avec X’ et x, les
restrictions de x a 7"(Q,) et (T'N H)(Q,) respectivement. En identifiant a & l'unique
racine positive de (H, B,NH, TN H),on a s,(x)- (e 'oa) =X Qg (sa(xa) - (o).
On en déduit des isomorphismes G, (Q,)-équivariants

IndB (@p>X =X @ (Ind(B NH)(Qp )XO‘)

Ga Qp) X 1 ~ @p) . —1
Ind 2 @ alX) (e 0a)= (Ind(B AH) (O, )Sa(Xa) (e oa)) .
Ainsi, le produit tensoriel avec ¥’ sur F induit une injection E-linéaire
1 H(Qp) H(Qp
Extig, <IndB gy SalXa) + (7 0 a) IndEr o X“)

«(Qp) Ga(Qp
— Extl () <1nc1BO7 ) salx) - (7 0 ), Ind o) x)

et il suffit de montrer 'existence d’extensions non scindées lorsque G, = H.
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On suppose G, = GLj et on note T3 le sous-groupe des matrices diagonales de GLs
et By le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de GLg. Dans ce cas [20,
Conjecture 3.7.2] est vraie (voir [23]), ce qui permet (en procédant comme dans la preuve
de [12, Proposition B.2]) de montrer 'existence d’une extension non scindée

GL2(Qp) GL2(Qp) -1
0—>IndB @) X—>52—>IndB o a(X) (e 0a) = 0.

On suppose G, = SLy. Alors x se prolonge (arbitrairement) en un caractere lisse de
T5(Q,) et comme By (Q,)SLa(Q,) = GL2(Q,), la restriction des fonctions de GLy(Q,) &
SLy(Q,) induit des isomorphismes SLo(Q),)-équivariants

GL2(Qp) SL2(Qp)
Ind, o) X = Indigf o) X

GL2 Qp) . 1 SLZ Qp) . -1
In d32 @) 5o (x)- (g™ )—>Ind (SLanB3)(y) Sa(X) - (7" o).

Ainsi, il suffit de montrer que la restriction de & a SLy(Q),) n’est pas scindée. Par 'ab-
surde, supposons qu’il existe une section SLy(Q),)-équivariante

<: Ind€h2(@) -1

55 (G Sa(X) - (7 o) = &

Alors pour tout g € GL2(Q,), la section g - ¢ : f +— gs(g'f) est encore SLy(Q,)-
équivariante (car SLo(Q,) est distingué dans GL3(Q,)). Or, deux telles sections different
par un élément de

Homsta ) (Ind?ﬁz g 5200+ (7 0 @), Ind(ET0 o X)
qui est nul d’apres la proposition 1.2.12 pour le triplet (SLg, SLy N By, SLy N'Ty) avec Bsy
le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de GLy (car x # sa(x) - (€71 o )
par hypothese). On en déduit que g - ¢ = ¢ pour tout g € GLy(Q,), c’est-a-dire que ¢ est
GL3(Q,)-équivariante, d’ott la contradiction.
On suppose G, = PGLy et on note Z, le centre de GL,. Par inflation, on identifie y
a un caractere de T5(Q,) trivial sur Z(Q,). Alors la composition des fonctions avec la
projection GL2(Q,) - PGL2(Q,) induit des isomorphismes PGLy(Q,)-équivariants
In dPGLg(Qp) GL2(Qp)
(By /22)(Qp By (Qp)

Yoa) = IndGLQ((;S’;) Sa(X) - (&

)X—>Ind

I dPGL2 Qp)

A -1
By /22)(@y) So(X) (€7

o).

Ainsi, il suffit de montrer que & a un caractere central trivial. Or pour tout z € Z5(Q,),
I'application ¢ : & — & définie par ((v) = z - v — v pour tout v € & est GLy(Q,)-
GL?(QP)

équivariante (car z est central) et comme Ind B> (O
2 (Up

X a un caractere central trivial ¢ se

factorise a travers un élément de

Homgr,(q,) <1Hd232((§’3) sa(Xx) - (et o 04),52)

qui est nul car & n’est pas scindée et x # so(x) - (67! o @) par hypothese, donc 2z agit
trivialement sur &,. O

Enfin, on montre 'existence d’extensions supplémentaires entre certaines séries princi-
ales lisses de G, sur kg dans un cas « dégénéré ».
P
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Proposition 5.2.3. — Soit x : T(Q,) — kj un caractére lisse. Si x oa¥ = 1 et

wo«a =1, alors le foncteur Ind GalQ0) o duit une injection kg-linéaire

o (Qp)
Ga
Extrgn 0620 = Exte, o, <IndB @ )X7IndB§((%;)) X)
dont le conoyau est de dimension 1.

Remarque 5.2.4. — On a wo a = 1 si et seulement si ou bien p = 2, ou bien p = 3
et G, est isomorphe au produit direct d’un tore et de SL,. Dans ces cas-la, lorsque de
plus y o @” =1 (auquel cas on identifie x a un caractére de G,(Q,), voir [1, Proposition

3.3]), la preuve montre que le conoyau de I'injection de 1’énoncé est engendré par la classe

d’une extension provenant de 1'unique extension non scindée de Indgi((%”)) X par x (voir
a ({p

l'isomorphisme (5.2.8) ci-dessous).

Démonstration. — On suppose seulement x o« = 1. Dans ce cas, on a une suite exacte
courte de représentations lisses de G, (@p) sur kg

Oéx—>1nd X—)St@x—)O

Q)

qui n’est pas scindée, d’ou une suite exacte de kg-espaces vectoriels

(5.25) 0= Extg, (g, (Ind Q(Qp)x X) = Extg, g, (IndG (QP>X’IndB @ >X>
Ga(Qp)
— EXtGa(Q (Ind Q ) X) St ® X>

En utilisant les corollaires 4.3.3 et 4.3.4 avec G = P = L = G, et 0 = St, la suite
exacte (1.2.10) pour le triplet (G, By, T) avec A = kg, U = x et V = St ® x donne un
isomorphisme kg-linéaire

~ Ga Q
(5.2.6) ExtlT(Qp) (X, x) — Extlga( (IndB (Q” X, St ® X)
qui est induit par le foncteur Ind a(%’) et la projection Ind B“ (%’) — St ® x.

En utilisant les corollaires 4.3.3 et 4.3.4 avec G = P = L = G, et 0 = Sp, =
(la représentation triviale de G,(Q,) sur kg), la sulte exacte (1.2.10) pour le trlplet
(Ga, Ba,T) avec A =kg, U =x-(w'oa)et V =y donne une injection kg-linéaire

Gal(Qp _ _ _
EXtéa( (Il’ldB ((% )) X (w Lo a>7x) — HomT(@p) (X . (w s a)?X . (w 1 Oé)) .

On en déduit que la dimension de la source est au plus 1. On proceéde comme dans
la preuve de la proposition 5.2.2 pour montrer qu’elle n’est pas nulle. On se ramene
a G, € {SLy, GLy, PGLs}, puis on procede cas par cas : si G, = GLo, alors d’apres
[20, Proposition 4.3.13] il existe une telle extension & non scindée; si G, = SlLs, alors
on montre de la méme fagon que la restriction de & a SLy(Q,) n’est pas scindée; si
G, = PGL,, alors on montre de la méme fagon que & a un caractere central trivial. On
obtient ainsi

. Ga(Qp —
(5.2.7) dimy,, Ext};a( (I dBa (Qp)) X (wto 04)7X> = 1.
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A présent, on suppose woa = 1 et on démontre la proposition. L’isomorphisme (5.2.6)
montre que le second morphisme non trivial de la suite exacte (5.2.5) admet une section

(I'inverse de l'isomorphisme (5.2.6) suivi du morphisme induit par le foncteur Ind ¢~ (% ))

Ba (Qp)
On en déduit un isomorphisme kg-linéaire
1 1 Ga(Qp)
(5.2.8)  Extrg,) (X, x) ® Extg, (g, <IndB (Q’;) X X)
= Bxtl, g, (Indge() y, mafe ) o)
et on conclut grace a I'égalité (5.2.7) avec w™ o = 1. O

Qp)
Pa (Qp)

On suppose toujours F' = Q, et on garde les notations précédentes : a, G, P, P, Ba,
B., N,, N!. Soient U et V des représentations lisses localement admissibles de T'(Q,)
sur A. D’apres la proposition 1.2.6 pour les triplets (G, B,T) et (Ga, Bs,T), on a des
isomorphismes naturels 7'(Q,)-équivariants

5.3. Compatibilité avec le foncteur Tnd®

(5.3.1) Ordpq,) (%) U) 2 U
(5.3.2) Ordp, (0, (IndB o U) =~ (.

et d’apres le corollaire 4.2.9 pour les triplets (G, B,T) et (G4, Ba,T), on a des isomor-
phismes naturels 7'(Q,)-équivariants

G(Qp)
(5.3.3) H'Ordpq,, (Ind ( )v) PVview o)
BEA
Go 'p ~ o —
(5.3.4) H'Ordy, (g, <Ind o v) ~ o g (wloa).

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 5.3.5. — On a un diagramme commutatif de A-modules

Exth, (1 nd§ %) U, Ind ¢ V) —— P Homr,) (U.VP® (o))

Exts Ind%%) 7 md%* %) V) —— Homypg, (U, Ve ® (w0 a))
Ga(Qp Ba (Qp) Ba (Qp) T(Qp) ’

ot les morphismes horizontaux sont donnés par le second morphisme non trivial de la suite
ezacte (1.2.10) pour les triplets (G, B,T) et (Ga, By, T) en utilisant les isomorphz’smes

(5.3.3) et (5.3.4), linjection verticale de gauche est induite par le foncteur IndP (Q)) et

le morphisme vertical de droite est l’injection naturelle.
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On fixe un sous-groupe ouvert compact standard Ny C N(Q,). On note N, 'inter-
section de No(Q,) avec Ny et Nj, I'image de Ny dans N7 (Q,). On a une suite exacte
courte de groupes topologiques

1 = Nao = No— Ny — 1.

On utilise les résultats de la section 3.2 pour calculer la cohomologie de Ny et I'action de
Hecke de T a travers ce dévissage de Nj.

Dans les lemmes ci-dessous, on utilise implicitement le lemme 1.2.1 et le théoreme
1.2.2 pour les triplets (G, B,T) et (Ga,Ba,T). Etant donné un morphisme de repré-
sentations lisses de T sur A, on appelle « localisé en T » son image par le foncteur

A[T(Qp)] ®apr+) ().
Lemme 5.8.6. — On a une injection naturelle T -équivariante

HO (Ngm

0 G(Qp)
Ind5? @ ) < 1O (N, a5 %) )
dont le localisé en T, a travers les isomorphismes (5.3.1) et (5.3.2), est l'identité sur U.

Démonstration. — En utilisant I'injection (1.2.7) pour le triplet (G, P,, G,) et I'isomor-

p) o~ IndG(Qp IdGa(Qp

: G(@Q . ) C e
phisme de foncteurs Ind ;" @) = P (Oy) @y on voit que l'on a une injection

naturelle 7 x N/ -équivariante

Na’
5.3.7 IndG“(Qp)U<—> ndj%) U ’
Ba (Qy) (@)

et en prenant les N j-invariants, on obtient I'injection naturelle T*-équivariante de
I’énoncé. Elle s’insére dans un diagramme commutatif de représentations lisses de T+
sur A

"
Na,O

G(Qp No
(Ind () U> SN <Ind Q)U>

] ]

U U
ou les injections verticales correspondent a 'injection (1.2.7) de la proposition 1.2.6 pour
les triplets (G, B,T) et (G4, Ba,T). En utilisant cette proposition, on en déduit que
I'injection construite vérifie bien la propriété de I’énoncé. O

Lemme 5.3.8. — On a un morphisme naturel T -équivariant

1 " Gal @p) 1 G(Qp)
H (NaO,I ndg (%) v) S H (NO,IndB_(QP) v)

dont le localisé en T, a travers les isomorphismes (5.3.3) et (5.3.4), est l'injection na-
turelle

Veg(w'oa) > @PVI® (W op).
BeEA
Remarque 5.3.9. — On peut montrer que le morphisme de I’énoncé est injectif (mais

ce ne sera pas nécessaire pour la suite).
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Démonstration. — Soit 1, C Indg(_QEfQ?p) V' la sous-P,(Q,)-représentation constituée des
fonctions a support dans 'ouvert

Pa_ (Qp)Pa(Qp) = B_(QP)B(QP) B~ (Qp)saB(Qp)-

C . R Na :
L’injection (5.3.7) avec V au lieu de U se factorise a travers I, " et on a un diagramme
commutatif de représentations lisses de T x N/, sur A

Na 0

IndG"‘ (%“) Ve— 7

| |

Ve e CZ(Na(Qy), V)

ol le morphisme horizontal du bas est défini par v — 1y, ,v avec 1y, , la fonction carac-
téristique de N, o sur N,(Q,), le morphisme vertical de gauche est induit par I’évaluation
en $, et le morphisme vertical de droite est induit par la restriction a B~ (Q,)$,B(Q)).
En appliquant le foncteur HY(N” ), —) et en utilisant I'isomorphisme T -équivariant

a,0
HY(N" ,, V) 2V*® (woa)

a,0

donné par la proposition 3.1.5 avec n = 1 (= dimg, N ,), LT =T% Ny = N[yet Ve au
lieu de V', on obtient un diagramme commutatif de représentations lisses de T+ sur A

H! (N;jo,l a5 ((%P)V) W (Ngo,f “)

! |

Ve (wtoa) ———— HY (N, C(Na(Qy), V)Neo) .
Le localisé en T du morphisme vertical de gauche est I'isomorphisme (5.3.4) et le localisé
en T de la composée

VR (w™ Yo a) — H' (NNO’ SO(Na(Qp)> )Nao) — H' (No, C° (N, (Qp) V)
du morphisme horizontal du bas et du morphisme d’inflation est 'isomorphisme (4.2.7)
avec n = 1 et w = s,. En utilisant la commutativité du diagramme et la naturalité du
morphisme d’inflation, on en déduit que la composée
Na 0
1 " Ga(Qp) 1 " G(Qp) ' 1 G(Qp)
H (NaO,I ndg2(%) V) ~H (Nao, (IndB_(pr) v) ) ~H (NO, Ind§%) v)

du morphisme induit par l'injection (5.3.7) avec V' au lieu de U et du morphisme d’infla-
tion vérifie bien la propriété de 1’énoncé. m

Démonstration de la proposition 5.3.5. — On remarque que le morphisme vertical de

@)
P (@)
met un quasi-inverse a gauche (voir la proposition 1.2.6 pour le triplet (G, P,, G,)).

Soit &, une extension entre représentations lisses de G,(Q,) sur A

gauche du diagramme de 1’énoncé est bien injectif car le foncteur exact Ind

Ga Qp Ga QP
0—>IndBa(Qp V =&, —>IndBa(Qp U— 0.
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Qp)

Py (@)’ 1 obtient une extension entre représentations
§2

En appliquant le foncteur exact Ind
lisses de G(Q,) sur A

(5.3.10) 0 — Ind5 ‘%) V—>Indp% Ea = Idi ) U 0.

En prenant les N, -invariants, on obtient une suite exacte de représentations lisses de
T* x N, sur A

Na.0
0~ (mdg V) " = (%) e,)

et on note I C (Indg(%’Q )U yNewo T'image du dernier morphisme. En utilisant I'injection

(1.2.7) pour le triplet (G, P,, G,), on en déduit un diagramme commutatif de représen-
tations lisses de 7% x N/, sur A

Na,O Na,O
(IndB e U)

Na,O Q ) Na,O
0 — (g V)™ — (mdg®) &) o ) 0
2(@) \ 10 qCe(@)
0 —— Indg(®) v s Ea » Ind (3 0 —— 0

dont les lignes sont exactes. En prenant la cohomologie de N ; & valeurs dans ces suites

exactes courtes, on obtient un diagramme commutatif de représentations lisses de T+ sur
A

6(/1 Na,O
HO (N, 1) —— = H! (Ngo, (IndB (@)V> )

(5.3.11) ] i

0 17 Ga(Qp) da 1 " Ga(Qp)
H <Na0,1 ndg2 (%) U> .y (NaO,I ndg2(%) V)

Par ailleurs, on a un diagramme commutatif de représentations lisses de T+ sur A

B~(Qp)

(5.3.12) ] 1

% 6@ 1\
H (N/I ]) _— I’I1 (N(;/(), <IndB,(Qp) V) )

HO (NO,IndG(Qp U) S RN £ <N0,IndB & )V>

a,0

ol 'injection verticale de gauche est induite par I'inclusion I C Ind% B (Q U le morphisme

vertical de droite est 'inflation et § est le morphisme obtenu par la suite exacte longue
de cohomologie associée a la suite exacte (5.3.10).
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En combinant les diagrammes (5.3.11) et (5.3.12), on obtient un diagramme commutatif
de représentations lisses de T sur A

)
HO (NO,Ind & )U> Sy (NO,IndB a )V)

J [

0 " Ja 1 "
H <Na0,1nd3a o U) BN (Nao,lndBa e v)

ou l'injection verticale de gauche est celle du lemme 5.3.6 et le morphisme vertical de
droite est celui du lemme 5.3.8. En utilisant ces deux lemmes, on voit qu’a travers les
isomorphismes (5.3.1), (5.3.2), (5.3.3) et (5.3.4), le localisé en Tt de ce diagramme est
un diagramme commutatif de représentations lisses de T'(Q,) sur A

U~ @pea VP @ (w00 )

| ]

U—2 ,voeg(wloa)

ou le morphisme vertical de droite est I'injection naturelle. Enfin, 5 (resp. ga) est I'image

; . G(Qp)
de la classe de 'extension Ind P (Oy)

(resp. inférieur) du diagramme de I’énoncé. ]

&, (resp. &,) par le morphisme horizontal supérieur






CHAPITRE 6

APPPLICATION AUX EXTENSIONS

Nous calculons les extensions entre séries principales de G(F'). Puis, nous calculons
les extensions d’une série principale de G(F') par une représentation ordinaire de G(F).
Enfin, en supposant vraie une conjecture d’Emerton, nous calculons les extensions de
longueur supérieure entre séries principales modulo p de G(F).

6.1. Extensions entre séries principales

On calcule les extensions entre séries principales continues unitaires de G(F') sur E.
Les démonstrations prouvent également les résultats analogues modulo p. On traite sé-
parément les cas F' = Q, et ' # Q,.

Résultats dans le cas F' = Q,
Théoréme 6.1.1. — Soit x : T(Q,) — Op C E* un caractére continu unitaire.
(i) Six' :T(Qp) — Op C E* est un caractére continu unitaire distinct de x, alors

dimpg Exté(@ (Ind X Ind ;- Q”) X) =card{a €A | X' =s4(x)- (6 oa)}.

(ii) Si x # sa(x) - (67! o) pour tout o € A, alors le foncteur Indg(_(%gp) induit un

isomorphisme E-linéaire

~ (Q G(Qp)
Ext%p(Qp) (X, x) — Ext%;(@ (Ind ») X,IndB( @, )X>
Remarque 6.1.2. — La dimension du pomt (i) peut étre arbitrairement grande (voir
'exemple 5.1.6 en remplacant y par x - (7! 0 0) et en utilisant le fait que s,(0) + a =6
d’apres la preuve du corollaire 4.2.12). On s’attend a ce que le point (ii) du théoréme soit

vrai pour tout caractere continu unitaire x : T'(Q,) — Op C E* (voir la remarque 6.1.8

pour son analogue modulo p). On voit dans la preuve que le foncteur Ind< - (Q) ) induit

une injection E-linéaire

a
Extilp(@p) (X, X) = Exté( <IndB(QEf'Q )X IndB @,) X>
dont le conoyau est de dimension au plus

card{a € A | x =sa(x) (e 0)}.
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Démonstration. — Soient x, x" : T(Q,) — A* des caracteres lisses. En utilisant les iso-
morphismes (5.3.1) et (5.3.3), la suite exacte (1.2.10) pour le triplet (G, B,T') avec U = X/

et V = IndG QP ) )X devient
G(Qp) G(Qp)
(6.1.3) 0 — Extrq,, (X', x) = Exteg,) (IndB_(pr) X' Indog X)

— @HomT(@p) (X/, sa(X) - (W o 0‘)) :

a€A
De méme pour tout a@ € A, en utilisant les isomorphismes (5.3.2) et (5.3.4), la suite

exacte (1.2.10) pour le triplet (G, By, T) avec U = x' et V = Indg"‘(%p)) X devient
a (Up

1 / 1 Ga(@ GO‘(Q
(6.1.4) 0 — Extpq,, (X', x) = Extg, (g, (Indsa @ X Ind g o) X)

- HomT(Qp) (X ) Sa(X) : (wil e} Oé)) .
On suppose A = kg et on prouve la version modulo p du théoreme. On pose
NE{aeA|x =5a(x) (W oa)}.

On suppose tout d’abord x" # x et on utilise le point (i) de la proposition 5.1.7. D’une
part, la suite exacte (6.1.3) donne une 1nJect10n kg-linéaire

(6.1.5) ExtG(Q ) (Ind X Ind ) — @HOTHT(QP) (', 8a(x) - (w'oa)),
acA
d’ou
dimy,, Exty g, (Ind Q”) )X Ind X) < card A.

D’autre part pour tout o € A, la suite exacte (6.1.4) donne une injection kpg-linéaire
(6.1.6)  Exth g, (Ind SO0 nd g ) x) — Homy(g,) (X, sa(x) - (w0 ).

Pour tout o € A/, I’ analogue modulo p de la proposition 5.2.2 donne une extension non
scindée

0— IndGa (Qp)) X = Ea — IndG“(%’;) X — 0.

En utilisant 'injection (6.1.6) et la proposition 5.3.5 avec U = x’ et V = x, on en déduit
que les classes des extensions (Ind P(Qéa Ea)acar sont linéairement indépendantes dans le
kg-espace vectoriel

Extlq,) (IndB 2 ¥ Ind Q&x)

car leurs images par 'injection (6.1.5) appartiennent a des facteurs directs distincts, d’ou
G(Q ) G(Qp)
dimy, Ext g, (I d (O, X Indg=g X) > card A,

On obtient ainsi le point (i) modulo p. Si x 7é Sa(X) - (W™ o) pour tout o € A, alors la
suite exacte (6.1.3) donne un isomorphisme kE—linéaire

Exthg,) (6. X) — Extlyq,) (5% %) x) .

d’ou le point (ii) modulo p.
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On prouve maintenant le théoreme. Soient x, X' : T(Q,) — O C E* des caracteres
continus unitaires. Pour k > 1 entier, les suites exactes (6.1.3) et (6.1.4) et le diagramme
de la prop081t10n 5.3.5 avec A = Op / wrOp et les réductions modulo ). des caractéres
x et X' forment des systémes projectifs. On passe a la limite projective puis on tensorise
par E sur O en utilisant les isomorphismes (1.2.11), (1.1.2) et la proposition 1.1.3. On
utilise le point (i) de la proposition 5.1.9 au lieu du point (i) de la proposition 5.1.7. Le
reste de la démonstration est identique a la version modulo p. O]

On montre 'existence d’extensions supplémentaires d'une série principale de G(Q,)
sur kg par elle-méme dans certains cas « dégénérés » (ne pouvant se produire que lorsque
p < 5, voir la remarque 5.2.4).

Proposition 6.1.7. — Soit x : T(Q,) — kj un caractére lisse. Le foncteur IndG(Qgp)
induit une injection kg-linéaire
ExtlT(Qp) (X, x) — Exté( <IndG(Qp ,In dB (Q X)
dont le conoyau est de dimension au moins
card{o € A | yoa'=1etwoa=1}.
Remarque 6.1.8. — On s’attend a ce que cette inégalité soit toujours une égalité (c’est

le cas lorsque G = GLy d’apres [20, Proposition 4.3.15]). On voit dans la preuve du
théoreme 6.1.1 que le conoyau de l'injection kg-linéaire de I’énoncé est de dimension au
plus

card {a € A | x =sa(x)  (w'oa)}.

Démonstration. — L’injection kg-linéaire de I’énoncé est le premier morphisme non tri-
vial de la suite exacte (6.1.3) avec A = kg et x’ = x. On pose

A’(ﬁf{&eAlxoavzletwoazl}.

Pour tout o € A’ la proposition 5.2.3 montre que le conoyau du premier morphisme non
trivial de la suite exacte (6.1.4) avec A = kg et ' = x est de dimension 1, donc il existe
une extension non scindée

0— IndG" Qp> X = Eo = Ind}?

o) X—>0

)
dont la classe a une image non nulle par le second morphisme non trivial de cette suite

exacte. En utilisant la proposition 5.3. 5 avec A=kget U=V =y, on en déduit que les
Qp)
Pa (Qp)
de la suite exacte (6.1.3) avec A = kg et X’ = x sont non nulles et appartiennent a
des facteurs directs distincts, donc le conoyau du premier morphisme non trivial de cette

suite exacte est de dimension supérieure ou égale au cardinal de A'. O]

images des classes des extensions (Ind Ea)aens par le second morphisme non trivial
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Résultats dans le cas F' # Q,
Théoréme 6.1.9. — Soit x : T(F) — O C E* un caractére continu unitaire.
(i) Six' : T(F) — Op C E* est un caractére continu unitaire distinct de x, alors

ExtG(F) (Ind X Ind F) X> = 0.

(ii) Le foncteur Indg(_&;) induit un isomorphisme E-linéaire

Exthr (X X) == Extly (Ind o Ind5 "y )

Démonstration. — Soient x,x’ : T(F) — A* des caracteres lisses. En utilisant le corol-
laire 4.1.14 avec P = B et U = y, la suite exacte (1.2.10) pour le triplet (G, B,T) avec

U=YetV = Ind F) x donne un isomorphisme A-linéaire
Exthor (X, X) —= Exthp (Ind 1o X Ind 0, )

Avec A = kg et en utilisant le point (i) de la proposition 5.1.7, on prouve la version
modulo p du théoréeme. Par un passage a la limite projective et un produit tensoriel
comme dans la preuve du théoreme 6.1.1 et en utilisant le point (i) de la proposition
5.1.9, on prouve le théoreme. O

2. Variante pour les représentations ordinaires

On définit et on étudie les représentations spéciales de G(F') sur E, puis on calcule les
extensions d’une série principale continue unitaire de G(F') sur E par une représentation
spéciale de G(F') sur E. Les démonstrations prouvent également les résultats analogues
modulo p. Soient P C GG un sous-groupe parabolique standard et L C P le sous-groupe
de Levi standard.

Préliminaires
Définition 6.2.1. — Pour tout sous-groupe parabolique standard ) C L, on définit la
représentation spéciale relative a @) de L(F') sur E

—~  déf IndQ (F

2.QsecL Ind@’*(F) 1

avec () parmi les sous-groupes paraboliques de L et 1 la représentation triviale sur E.
Lorsque @ = By, on lappelle la représentation de Steinberg de L(F') sur E et on la note

St. Lorsque (@ = @), avec o € Ay, on la note Sp,.

Proposition 6.2.2. — Les représentations spéciales sont des représentations continues

unitaires admissibles de L(F') sur E topologiquement irréductibles et deux a deuz non iso-
L(F)

morphes. Elles forment les constituants irréductibles de Ind () L

1, chacune apparaissant
avec multiplicité un.

Cette proposition est une conséquence directe du résultat analogue modulo p (voir la
remarque 2.3.7) et du lemme suivant avec k = 1.
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Lemme 6.2.3. — Soit () C L un sous-groupe parabolique standard. Il existe une boule
SpOQ C Spq stable par L(F) telle que pour tout entier k > 1, Sp%/wéSp% est isomorphe
a la représentation spéciale relative a Q) de L(F) sur OE/w]{}OE.

Démonstration. — Pour tout r € Z, on note Ind F) wpOp C Ind F) E la boule
stable par L(F) constituée des fonctions a valeurs dans wpOg. On note SpQ I'image

de Ind F) O dans SpQ C’est une boule de SpQ stable par L(F') et on a une suite
exacte Courte
L(F) L(F) Q0
0— Y Tndg’/p Op — IndgY ), Oz — Sp — 0
QSQ'CL
(I'injectivité du premier morphisme non trivial est immédiate, la surjectivité du second
morphisme non trivial résulte de la définition de SpOQ et I'exactitude au milieu se déduit

du sous-lemme ci-dessous avec 7 = 0).
Soit k& > 1 entier. La composition avec la projection Op — Og/wrOp induit une

application
Y mdd 0> Y W), 0p/mko;
QSQcL QSQ/CL
(la premiere somme est calculée dans Indg(,F()F) Op et la seconde dans Indg(,F()F) O/ wEOR)

qui s’identifie & la réduction modulo wy (le noyau est bien le méme d’apreés le sous-lemme
ci-dessous avec r = k et la surjectivité est immédiate). On en déduit que la réduction
modulo w} de la suite exacte précédente est

0— Z Indgsl_:zF) Op/wrOp — Indg(_F()F) Op/wrOp — g;%/w}gg[\)% — 0.
QSQ'CL
Ainsi, §E>OQ / w§§522 est la représentation spéciale relative & Q de L(F) sur Op/wfOp. O

Sous-lemme. — Soient n € N et Q Q,...,Q, C L des sous—gmupes paraboliques

standards. Pour tout r € Z, on a | egalzte sutvante dans Ind (F) E

L(F r
Indg")) @hOp N ZInko i E= Zlnd @ Op.

Démonstration. — On procede par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial. On suppose
n > 0 et le lemme vrai pour n — 1. Par multiplication par un scalaire, on se rarnene au cas

r = 0. Il suffit de montrer que pour tout I € N, on a I'inclusion suivante dans IndQ (F) E

L(F) L(F) 1 L(F)
Indg ") Op 0 ;Ind oty @i OF C ;Inko(F) Op.

On procede par récurrence sur [. Le cas [ = O est trivial. On suppose [ > 0 et 'inclusion
— n L(F
vraie pour [ — 1. Soit (fi)kepn € [15s IndQ ) wEl(’)E tel que > 7, fi € IndQ(_()F) Og.

Pour tout k& € [1,n], on note f, € Indg(F()F kg la composée de fj avec la projection

w5 Op — wg'Op/wp 'O = kg. On a donc I'égalité S fr = 0 dans Ind F) kg.
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Comme Indg(_F()F) kg est de longueur fini sans multiplicité dans la catégorie Mod 7z (k)

(voir la remarque 2.3.7), on a ’égalité suivante dans Indg(_F()F) kg

n—1 n—1
L(F) L(F) _ L(F)
Indg ) ke 1Y Indg® ke = (Ind ke N Indg ) k)

k=1 k=1
Ainsi, f, = Z?_Z avec f1 € IndQn F) kg N Ind kE pour tout k € [1,n — 1].
On choisit un relevement f; € In dQ (@ @' Op N IndQ () @' Op de 7;6 pour tout
k € [1,n — 1]. On obtient donc f, = Sp—| fi + f. avec f, € Ind é_lOE.
On a alors S0 fi = S (fe + f) + f1 € IndQ,(F) O par hypothese, donc
2;11 (fe + fi) € Indg(,F()F) wp 'Op. Par hypothése de récurrence avec n — 1 et
r = 1—1, on en déduit que 30— 1 (fr + f1) = Sor_i fi avec f) € IndQ ) @ 'O
pour tout k € [1,n — 1] et par hypothése de récurrence avec [ — 1, on en conclut que
S fe = Y00 f € i Ind ) Ok =

Qy (I)

Définition 6.2.4. — Une représentation ordinaire de G(F') sur E est une représenta-

tion de la forme Ind F) o ® x avec o une représentation spéciale de L(F) sur E et

X : L(F) — Op C E* un caractere continu unitaire.

Remarque 6.2.5. — Si [12, Conjecture 3.1.2] est vraie, alors les représentations ordi-
naires topologiquement irréductibles sont exactement les sous-quotients topologiquement
irréductibles de séries principales.

Résultats dans le cas F' = Q,

Proposition 6.2.6. — Soient x : L(Q,) — Op C E* un caractére continu unitaire et
o une représentation spéciale de L(Q,) sur E.

(i) Six' :T(Qp) — Op C E* est un autre caractére continu unitaire, alors

¢,
Extlyq,) (Ind5 %) v, mdf%) o @) #0

1

si et seulement si ou bien o = St et ' = x, ou bien o = St et ' = Sa(X) - (671 o) avec

aeA—-Ap ou bz’enazél\)a et X' =x- (et oa) avec a € Ar.
(i) Six' :T(Qp) — Op C E* est un caractére continu unitaire distinct de x, alors

dimy; Extlyq, (Ind @) mdS %) St x)
=card{a € A— AL | X' =sa(x) (e 0a)}.

(iii) Pour tout o« € A, on a

dimpg ExtG (I dB (Q )X (e'oa), Indg(_ggp) §f>a ® X) =1.
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iv) Six # sa(x) - (et o pour tout « € A — Ap, alors le foncteur Ind ;= Q) ot g
(@p)

projection IndB (@) )X IndP (Q St ® x induisent un isomorphisme E-linéaire

Exthg,) (X: ¥) — Extb,) (Ind @) %) St x)

Remarque 6.2.7. — On s’attend a ce que le point (iv) de la proposition soit vrai pour

tout caractére continu unitaire y : T(Qp) — Of C E*. On voit dans la preuve que le

foncteur Ind Q? ) et la projection Ind< B (Q3 )X Indg(@f@ St® X induisent une injection

FE-linéaire

G P
Exthg,) (v X) = Bxtlyq, (Ind % x ndg ) St x)

dont le conoyau est de dimension au plus
card{a € A=A | x=s4(x) (' oa)}.
Pour I'analogue modulo p du point (iv), on peut montrer que le foncteur Ind Q? ) et la

g @p)

projection In 0, X = Ind ) St ® x induisent une injection kg-linéaire

EXt;(Qp) (X, X) — EXté( <IndG(Qp) X, IndP (Q St ® X)

dont le conoyau est de dimension au moins
card{a € A—Ap | xoa'=1letwoa=1}.

On s’attend a ce que cette inégalité soit toujours une égalité. On voit dans la preuve que
la dimension du conoyau de 'injection ci-dessus est au plus

card{a € A=A | x =s4(x) - (w ' oa)}.

Démonstration. — Soient x : L(Q,) — A*, X' : T(Q,) — A* des caracteres lisses et
o une représentation spéciale de L(Q,) sur A. En utilisant le corollaire 4.3.3 et le point
(i) du corollaire 4.3.4, on déduit de la suite exacte (1.2.10) pour le triplet (G, B,T) avec

U=x'etV = Ind( ) )0 QX que
—si o #St eta;«éSpa pour tout o € Ay, alors

(6.2.8) Bxtlq,) (045 %) ¥ mdi %)o@ x) =0
— s8i 0 = St, alors on a une suite exacte de A-modules
G(Qp G(Qp
(6.2.9) 0 — Exthrg ) (¥, X) = Extlyg,) (IndB(_ o X Ind ) St @ x)

N @ HomT(Qp) (X,, Sa(X) : (W_l ° a)) ;
aEA-A

— si 0 = Sp, avec a € Ay, alors on a une injection A-linéaire

(6.2.10)  Extlq, <IndG(Qp V. ndf %) Sp, @ X)%HomT(Qp) (X, x (W o).
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On suppose A = kg et on prouve la version modulo p de la proposition. En utilisant
le point (i) de la proposition 5.1.7, on obtient les cas d’annulation du point (i) modulo p.
Le premier cas de non annulation du point (i) modulo p (o = St et X’ = x) et le point
(iv) modulo p se déduisent de la suite exacte (6.2.9). Les autres cas de non annulation
du point (i) modulo p (0 = St et ¥’ = s4(X) - (W loa)# x aveca € A — Ap; 0 = Sp,
et X' = x-(wloa)avec o € Ar) sont des conséquences des points (ii) et (iii) modulo p.
On suppose y’ # x et on pose

N {fae Al ¥ =s4.x) (w'oa)}.
En utilisant la suite exacte (6.2.9) et le point (i) de la proposition 5.1.7, on obtient

(6.211)  dimy, Extlg,, (IndG(Qp

2 X Ind %) St®x> < card A' N (A — Ap)

et en utilisant 'injection (6.2.10) avec aw € Ay, on voit que

(6.2.12) dimy,, Extl g, <1ndGE@P’ N nd§ %) sp, @ x) —Osiag A
(6.2.13) dimy, Extlyg,) (Ind @) X ndg %) sp, @ x) <lsiaeA.
Or, la représentation IndG(Q")p) = Ind P( (@) ((In dQ( ((g 1)®x) admet une filtration dont

les quotients successifs sont exactement les représentations (Ind Q” ) SpQ ® X)ocrL avec

@ parmi les sous-groupes paraboliques standards de L (voir la remarque 2.3.7), donc
utilisant le point (i) modulo p du théoréme 6.1.1, on voit que I'on a

card A" < 3 dimy,, Extlyq <IndB ) XS sp, ®x>
QCL

avec () parmi les sous-groupes paraboliques standards de L. En utilisant 1’égalité (6.2.8)
et les égalités (6.2.12) pour tout a« € AN (A — A’), on en déduit que I'inégalité (6.2.11)
et les inégalités (6.2.13) pour tout o € Ay, N A’ sont des égalités. On obtient point (ii)
modulo p d’une part. D’autre part avec Y’ = x - (w™! o), on obtient le point (iii) modulo
p pour tout a € A tel que wo a # 1 (car on a supposé X’ # x). On suppose que
woa = 1 avec @« € Ap et on montre le point (iii) dans ce cas. Soit I, le noyau de

(Q? L= Sp,, avec 1 la représentation triviale de G,(Q,) sur kg. En
P
»)

utilisant ’exactitude de la torsion par le caractere y et du foncteur Ind (@Q ) on voit que
I’'on a une suite exacte de kg-espaces vectoriels

la projection Ind L@

(6.2.14) ExtG(Q)<Ind G mdg ) 1@ x)

p 1 G(QP
— Extlq, (IndB e X,Indpa, . x) — Extlq, <IndB 2 Ind5 %) Spa®x>

On déduit de la remarque 2.3.7 que les constituants irréductibles de I, sont exactement
les représentations (SpQ)Qa;QC 1, avec () parmi les sous-groupes paraboliques de L. En
utilisant les égalités (6.2.8) avec x' = x et o = Spy pour tout sous-groupe parabolique
Q) C L tel que @, ;Cé @, on en déduit que le terme de gauche de la suite exacte (6.2.14)



6.2. VARIANTE POUR LES REPRESENTATIONS ORDINAIRES 89

1

est nul. En utilisant I’égalité (5.2.7) avec w™" o a = 1 et I'injection kp-linéaire

. (@ ; @ (@)
Exté, (g, (IndB & )x x) < Extlyq, (IndB e Ind e x)

G(Qp)
Po (Qp)’
(6.2.14) est non nul et on en déduit que le terme de droite est non nul. En utilisant

I'injection (6.2.10) avec X’ = x et w ' oa = 1, on en conclut qu'’il est de dimension 1,
d’ott le point (iii) modulo p dans ce cas.

On prouve maintenant la proposition. Soient ¢ une représentation spéciale de L(Q,)
sur B et x : L(Q,) — O C EX, X' : T(Q,) — Op C E* des caracteéres continus
unitaires. Pour k£ > 1 entier, 'égalité (6.2.8), la suite exacte (6.2.9) et 'injection (6.2.10)
avec A = Op/whOg et les reductlons modulo @} de la représentation spéciale o (voir le
lemme 6.2.3) et des caracteres x et x’ forment des systemes projectifs. On passe a la limite
projective puis on tensorise par E sur Og en utilisant les isomorphismes (1.2.11), (1.1.2)
et la proposition 1.1.3. On utilise le point (i) de la proposition 5.1.9 au lieu du point (i)
de la proposition 5.1.7 et on remarque € o & # 1 pour tout o € Ay, donc les caracteres
dans le point (iii) sont toujours distincts. Le reste de la démonstration est identique a la

induite par le foncteur exact Ind on voit que le terme du milieu de la suite exacte

version modulo p. O
Résultats dans le cas F' # Q,
Proposition 6.2.15. — Soient x : L(F) — Oy C E* un caractére continu unitaire et

o une représentation spéciale de L(F') sur E.
(i) Six' : T(F)— O C E* est un autre caractére continu unitaire, alors

ExtG (F) (Ind X Ind o ® X) #0

st et seulement st o = St et X = x.
ii) Le foncteur In et la projection In —» Ind .Y t ® x induisent un
Le foncteur Ind," ), et | tion Ind5" ), x — Idp" ), S induisent
isomorphisme E- lzneazre

Exth e (6 X) — Bxtlyp (TG0 x, ndg 0 St e x)

Démonstration. — Soient x : L(F) — A*, x' : T(F) — A* des caracteres lisses et o une
représentation spéciale de L(F') sur A. En utilisant le corollaire 4.3.3 et le point (ii) du
corollaire 4.3.4, on déduit de la suite exacte (1.2.10) pour le triplet (G, B,T) avec U = x/
et V=mdé") s X que :
P=(F) ‘
— si o # St, alors

Extlp) (Ind 0 X, IndS¢ F)0®X> 0

— si 0 = St, alors on a un isomorphisme A-linéaire

G(F

Exthp (X, X) == Extlp (Ind 1y ¥ Ind 3t St®x>.

Avec A = kg et en utilisant le point (i) de la proposition 5.1.7, on prouve la version
modulo p de la proposition. Par un passage a la limite projective et un produit tensoriel
comme dans la preuve de la proposition 6.2.6 et en utilisant le point (i) de la proposition
5.1.9, on prouve la proposition. O
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6.3. Résultat conjectural sur les Ext®* modulo p

On suppose que la conjecture 1.2.5 est vraie (on rappelle que cette derniére est démon-
trée pour G = GL, dans [23]). Par soucis de clarté, on fait également I’hypothese que G
admet un « twisting element » noté 6.

Théoréme 6.3.1. — Soient x : T(F) — kj un caractére lisse et n € N.

(i) Soit X' : T(F) — kj un autre caractére lisse. Si

n G — G —
EXtG(F) <IndB(—IBV) X - (w Lo 0), IndB(—}ZT) X (w Ly (9)) # 0,

alors il existe w € W tel que X' = w(x) et [F: Q] - {(w) < n.
(i) Soit w € W tel que [F : Q) - {(w) < n. Si x est fortement générique, alors on a
un isomorphisme kg-linéaire

EX <IndB Oy w(x) - (w0 8), Ind5 v (! 0(9)) Exctl %) (1,1)
avec 1 la représentation triviale de T(F) sur kg.

Remarque 6.3.2. — Sous les conditions du point (ii), on déduit du théoreme que

: F:Qp)-£(w) G(F - G(F) _
dimy,, Ext! (F)] (w) <IndB(_&7)w(X) (wtob), IndB( i X (W ! oQ)) =1.

Lorsque F' = @Q,, la non annulation de cet espace était attendue par Emerton (voir [12,
Remarque 3.5.3]).

Démonstration. — Soit x' : T(F) — kj un autre caractére lisse. On note (E47) la
suite spectrale (1.2.9) pour le triplet (G, B,T) avec A = kg, U = X' - (w0 0) et
V= Indg(_ba;) X - (w0 #). En utilisant la conjecture 1.2.5 et le corollaire 4.2.12, on voit
que

&7 = @ Extrmy (X - (w0 0),w'(x) - (w ' 00))
[F:Qp]-£(w')=]
i+j G(F
= Ext7, (IndB(_ oy X (@7 0 8), Ind5 ") - (w o 9)) .
On suppose que le kp-espace vectoriel du point (i) est non nul. Alors il existe 4,7 € N
tels que i + j = n et €57 # 0, donc il existe w' € W tel que [F : Q,] - {(w') = j et
Exthm (X - (w0 8),w'(x) - (w0 6)) #0.

En utilisant le point (i) de la proposition 5.1.7, on en déduit que x' = w'(x). Comme
[F: Q) - ¢(w') = j < n, on obtient le point (i).

Soit w € W. On suppose x fortement générique. En utilisant le point (i) de la pro-
position 5.1.7 on voit que la suite spectrale (£49) avec X' = w(x) dégénére : pour tous
1,7 € N, on a

gii o {EX“HF) (w(x) - (W™ o), w(x) (W' oh) sij=[F:Q) l(w),

0 sinon.
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En comparant ceci a la limite de (£%7) on voit que si n < [F : Q,] - £(w), alors
EXtl <Ind w(x) - (@' 08),Ind5", x - (w o 9)) —0

tandis que sin > [F : Q] - (w), alors on a un isomorphisme kg-linéaire

Bxtfy ) (IndS 5 w(x) - (@ 00). md§ - (w0 6))
= Bxty 1O (w(y) - (@70 0), w(x) - (T 00))

Apres torsion par I'inverse du caractére w(y) - (w™! o 6), on obtient le point (ii). O

Remarque 6.3.3. — Soient x : T(F') — kj un caractere lisse fortement générique et
w e W. Si w = wiwsy avec wy,ws € W et {(w) = £(wy) + {(ws), alors on s’attend a ce
que 'unique extension non nulle dans

P - G _
Extiy gy (a5 0 w() - (@ 00), Indg T x - (w0 6)

soit le produit de Yoneda de celles dans

pl-L(w2) _
Exctlf o (1 50 wa(x) - (w0 6), mdST x - (w 109))

Extery (Indﬁ(f&w) wia(y) - (w0 0), IdS ) wa(y) - (0 00))

En particulier avec G = GLs, on obtient le résultat inconditionnel suivant.

Corollaire 6.3.4. — Soient x1,x2 : F* — ki deux caractéres lisses et n € N.
(i) Soient X', x4 : F* — ki deux autres caractéres lisses tels que (X}, X5) # (X1, X2)-
Sin < [F: Q] ou (x1,x3) # (x2:x1), alors

ExtTéLQ(F) (Ind?fz’o(;) Xiw™ !t ® Xh, Ind?LQU)"J Yiw ' ® X2> =0.

(i) Six1 # xe, alors

dimy,, Ext[F Q("] (I d((}b(;) Yow ™! ® X1, Ind(* 0() ) xiw e X2> =1.

Démonstration. — On note x le caractere x; ® x2 et s 'unique élément non trivial de
w. Onas(x) —x2®@xietw ol =wl®]l.

Soient X17 X5 : T(F) — kj deux autres caracteres lisses tels que (X, x5) # (X1, x2). En
notant y’ le caractere y; ® x4 on a x’ # x, donc on déduit du point (i) du théoréeme 6.3.1
que si

Extér, (m) (Ind?f%(f) Xiw™t ® x5, Ind?LQ(;) Yiw ' ® X2> £ 0,

alors [F : Q)] < net X' = s(x), cest-a-dire (x},x5) = (x2,x1). Par contraposée on
obtient le point (i).

Si x1 # xa, cest-a-dire s(x) # x, alors x est fortement générique et en utilisant le
point (ii) du théoreme 6.3.1 avec n = [F': Q,] et w = s, on obtient le point (ii). O






CHAPITRE 7

SUR UNE CONJECTURE DE BREUIL-HERZIG

Dans ce dernier chapitre, on fait les hypotheses suivantes sur GG : son centre est connexe
et son groupe dérivé est simplement connexe. On note ¢ la somme des poids fondamentaux
relatifs & A (bien définie & un caractere algébrique de G pres).

Nous prouvons qu’il n’existe pas de « chaine » de trois séries principales distinctes.
Puis, nous démontrons une conjecture de Breuil-Herzig. Nous énongons enfin une nouvelle
conjecture sur les extensions entre représentations lisses admissibles de G(F') modulo p
et nous la démontrons pour les extensions par une série principale.

7.1. Extensions de séries principales

On suppose F' = Q, et on donne deux résultats sur les extensions de séries principales
continues unitaires de G(Q,) sur E. Les résultats analogues modulo p se démontrent de
facon analogue.

On commence par reformuler le théoreme 6.1.1 en utilisant les hypotheses sur G. En
particulier, on utilise le « twisting element » # pour normaliser les séries principales.

Corollaire 7.1.1. — Soit x : T(Q,) — O C E* un caractére continu unitaire.

(i) St x' :T(Q,) — Op C E* est un autre caractére continu unitaire, alors
Exth(Qp) (Indg(pégp) X' - (g7 06),Ind;" Qp) )X (e7to 9)) # 0

si et seulement si X' = x ou X' = sa(X) avec o € A.

(i) Soit v € A. Si sa(x) # X, alors
dimg Exté(@ (IndG(Q&’2 ) Sa(X) - (e7100), Ind Q )X (e -1 9)) =1

(iii) Si x est faiblement générique, alors le foncteur IndB((%'Q ) induit un isomorphisme

E-linéaire

Extrq,) (x - (€71 00),x- (e 00))
— Exté(Q (Ind Q y X7 00), Indg(_%gp) x-(eto 9)) :
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Démonstration. — On utilise le théoréme 6.1.1 avec - (7! 06) au lieu de y et en tenant
compte du fait que so(x - (671 08)) - (e o) = s4(x) - (71 00) (car s,(0) + a = 0,
voir la preuve du corollaire 4.2.12). On obtient ainsi les points (i) et (iii), en utilisant la
remarque 6.1.2 pour traiter le cas x' = x = so(x) avec o € A.

Soit v € A. Si s,(x) # X, alors en utilisant le lemme 5.1.2 on voit que sa(x) # s3(x)
pour tout 5 € A — {a}. En utilisant le point (i) du théoreme 6.1.1 avec x’ = s,(x), on
en déduit le point (ii). O

On montre a présent qu’il n’existe pas de « chaine » de trois séries principales continues
unitaires distinctes topologiquement irréductibles de G(Q,) sur E.

Théoréme 7.1.2. — Si x, X', X" : T(Q,) — Op C E* sont des caractéres continus
unitaires deux d deux distincts tels que les séries principales de G(Q,) correspondantes
soient topologiquement irréductibles, alors il n’existe pas de représentation continue uni-
taire admissible de G(Q,) sur E ayant IndB(Qéﬁé X pour socle, Indg(_(%é)p) X" pour cosocle

el un unique constituant intermédiaire Ind ;- (@ )p) X

Démonstration. — 1l revient au méme de montrer le théoreme pour des séries principales
normalisées. En utilisant le point (i) du corollaire 7.1.1, on voit qu’il suffit de montrer le
théoréme pour x- (e 100), sg(x) - (671 08), sass(X)- (671 00) avec x : T(Q,) — Op C E*
un caractere continu unitaire et a, § € A deux racines distinctes. On suppose donc que les
séries principales correspondantes sont topologiquement irréductibles et que x # sg(x)
et sg(x) # sasp(x), ou de fagon équivalente y o ¥ # 1 et x o sg(a)” # 1 (voir le point
(i) de la remarque 5.1.3), d’olt x # sa55(x) d’apres le lemme 5.1.2.

On reprend les notations de la section 5.2 : G, P,, P,, B,, B, . Les hypotheses
sur G montrent que G, est de centre connexe et de groupe dérivé simplement connexe.
On déduit donc du lemme 5.2.1 qu’il existe un sous-tore 77 C T et un isomorphisme
G, =T x GLy a travers lequel T = T" x T, ou T, C GLs est le sous-groupe des matrices
diagonales. On remarque que s, s’identifie a ’élément non trivial du groupe de Weyl de
(GL2, T%), Oi1.(q,) est un poids fondamental de (GLj,T,,) correspondant a « et on a

3a88(X) |10 (@) = Sa(88(X) |10 (@y))
sa88(X) (@) = 580X |7 (@p)-

Soit & l'unique extension non scindée de Ind?L2 ()@p) Sass(X)Ta(@,) - (€71 ° Ora(@,))

par Ind(*%)p $5(X)ma,) - (€71 © Oru(q,)) dans la catégorie Banédﬁz’(ap)(l?) donnée

par [12, Proposition B.2 (i)] (on a bien sg(X)r.(g,) © @’ & {l,e,e7'} car les séries
principales normalisées de G(Q,) correspondant & sg(x) et s,s3(x) sont topologique-
ment irréductibles et distinctes par hypotheése). En utilisant [12, Lemme A.6 (ii)]

avec G; = GLu(Q,), G2 = T'(Q,), II; = Ind?f%(()@p) 58(X)17a@y) * (7' 0 Oa(@y):

GL2(Qp) - -
I = Ind(;g) P Sasﬁ(X)lTa(Qp) - (e Lo Q\Ta((@p)) et Iy = I, = 5ﬁ<X)\T’(@p) (e to 9|T'(Qp)>7
on voit qu’il existe une unique extension non scindée

déf _
Ea = 550 @y - (67" 0 Ori(g,)) @5 &
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Ga _ Ga _ , . adm,u
de IndB;((%;)) Sa53(x)-(e7of) par IndB;((%;)) s5(x)-(e7'oh) dans la catégorie BanGda(Qp)(E).

On déduit de la proposition 1.2.12 pour le triplet (G, P,, G) que I'extension

def G(Qp)
E=1Ind, - (©) Ea
de Ind SaS,B(X) (e71o0) par Ind B(X) (e7'00) dans la catégorie Banzd(ES(E)

n’est pas scmdee et elle est unique en tant que telle d’apres le point (ii) du corollaire 7.1.1.
Pour prouver le théoréme, il suffit donc de montrer que

(7.1.3) Extlq, (5 md§ %) x- (—109)):0.

Soit &2 C &, une boule stable par G,(Q,). Pour tout entier & > 1, on note x; I'image
de y dans (Op/@rOg)*. En utilisant la suite exacte (1 2. 10) pour le triplet (G, P,,Gy)

avec A = Og/wrOp, U = E/wkEl ot V = IndB (Q - (w™ 0 ) et 'isomorphisme
(4.1.12) pour le triplet (G, P,, G,) avec A = (’)E/w]_{%(’)}; et U = X% - (w0 6) pour tout
entier £ > 1 et en tenant compte de 'isomorphisme (1.2.11) et de la proposition 1.1.3,
on obtient une suite exacte de E-espaces vectoriels

(7.1.4) 0 Extl,_ g, <Sa, Ind23) (e o 9))

— Home, (g (5Q,E®OELH Ordp, (g, (Ind Wk (@ 109)))

(pour vérifier que la topologie de la limite projective coincide avec la topologie wg-adique,
on procéde comme dans le premier paragraphe de la preuve de [19, Proposition 3.4.3]).

Si X, # $8(X)ir(@,), alors en utilisant [12, Lemme A.6 (i)] avec G = T'(Qy),
Gy = GLy(Qy), Th = X, - (€71 0 Orgy), T = s5()ire,) * (€77 © Oy,

II, = Ind?f%(()@”) X172(@,) - (€71 001 (@,)), 115 = &, on obtient

(7.1.5) Extl, o <5a,1ndgz(%i)x( 109)):0

car Homg, (II1,II;) = 0 par hypothése et Extg, (II},II;) = 0 d’apres la proposition
5.1.9 avec 1" au lieu de T'. Sinon, alors x|,y = $s(X)r@,) = Sa58(X)1(@,), donc
XITa(@,) 7 Sa58(X)|Ta(@,) (car X # s45s(x)) et en utilisant [12, Lemme A.6 (i)] avec

G = GLy(Qy), G2 = T'(Qy), I} = Ind?f%((f”) XTa(@y) (71 0 Ory), T = &,

I = xr(@,) - (€71 0 b@,)), T = ss(X)ir(@,) - (€7 ©0/r(q,)), on obtient encore I'égalité
(7.1.5) car d'une part Homg, (II},II;) = 0 et d’autre part ou bien xz,(@,) # $8(X)|T.(@,)
d’ott Extg, (I}, II;) = 0 d’apres [20, Proposition 4.3.15 (1)], ou bien xr(q,) # $5(X) 1 @,)
d’ou Homg, (11, I15) = 0.
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En utilisant le corollaire 4.1.7 avecn =1, P = P,; A = Op/wkOg et U = - (w1 00)
pour tout entier £ > 1, on obtient un isomorphisme G, (Q,)-équivariant

(7.1.6) B @0, lim H'Ordp, g, (Ind5 %) xe - (w0 0))
k

= @ Eeo lmil'Ondng, ) (cind 5Py - (@ o))
veA—{a}

et pour tout v € A — {a}, les morphismes (4.1.9) avecn = 1, P = P,, A = Op/wkOg
et U = xi - (w0 0) pour tout entier ¥ > 1 donnent, en tenant compte du fait que
U@ (wtoy) =s,(xx) (wtob) (car s,(0) +~ = 0, voir la preuve du corollaire 4.2.12),
un morphisme G, (Q),)-équivariant

(7.1.7) Indgz (%;) s,(x) - (et o)

~ E o, jim m H'Ordp, (g, (c ind(y 57 @) - (w o 9)) .
Soit v € A — {a}. Le morphisme (7.1.7) est injectif en restriction a la sous-B,(Q))-
représentation

E ®o, lim Filp, Ind s(xx) - (W ob).
k

Cette derniere est topologiquement irréductible (car résiduellement irréductible, voir la
preuve de la proposition 4.1.11), de codimension 1 et son image par le morphisme (7.1.7)
est encore de codimension 1. De plus T'(Q,) agit sur ces représentations unidimension-
nelles & travers le méme caractere s,(s,(x)- (¢ '0#)). Comme un caractére de G, (Q,) est
déterminé par sa restriction a 7'(Q,), on en déduit un isomorphisme G, (Q,)-équivariant

(718) <E Koy L m H* Ordpa((@p (C Hld( (Sv:;)a)((@p) X - (w—l o 9)))

<IndG°‘((%’;) s,(x) - (e7to 9))

ou l'exposant * désigne la semi-simplifiée dans la catégorie Bangiar?&)(E).
Pour tout v € A — {a}, on a s,s3(x) # s,(x) (par hypothese si v = [ et sinon
cela résulte du lemme 5.1.2 car sg(x) o @¥ # 1 par hypothese) donc les représentations

Indg“ (%’) Sasg(x)-(e71ob) et Indg‘i((%”)) $-(x)-(e"tof) n’ont aucun constituant en commun.
a (Up

Comme I'extension &, n’est pas scindée et la représentation Indgi((%p )) sg(x)-(e71o0) est
o (Up

topologiquement irréductible, on déduit de 'isomorphisme (7.1.6) et des isomorphismes
(7.1.8) pour tout v € A — {a} que

Home, (o, (&,E@OE lim H'Ordp, g, (Ind G v (! oe)))) —0.

En tenant compte de I’égalité (7.1.5), on en conclut que la suite exacte (7.1.4) est nulle.
On a donc bien I'égalité (7.1.3) et on en déduit le théoreme. O
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Remarque 7.1.9. — L’égalité (7.1.3) est encore vraie sans les hypotheses d’irréducti-
bilité de 1'énoncé (auquel cas il existe encore une unique extension non scindée &, par
une preuve identique a celle de [12, Proposition B.2 (i)]) mais en supposant seulement
xopBY #1let xosg(a) & {1,e}. L’hypothese x o sg(a)¥ # € ne serait pas nécessaire non
plus si la conjecture 4.1.10 était démontrée pour n =1 et P = P,.

7.2. Preuve de la conjecture

On suppose toujours F' = @, et on démontre enfin le résultat principal de ce chapitre.
Le résultat analogue modulo p se démontre de fagon analogue.

Pour toute représentation continue unitaire admissible de longueur finie V' d’un groupe
de Lie p-adique H sur E, on note soc}; V' la filtration par le socle de V', rady V' le noyau
de la projection de V' sur son cosocle et si C' est un constituant irréductible de V' avec
multiplicité un, on note deg C' son degré dans le gradué de la filtration par le socle de V.

Théoréme 7.2.1. — Soient x : T(Q,) — Op C E* un caractére continu unitaire et
J C A. On suppose que x o ¥ # 1 pour tout o € J et que pour tout I C J constitué de
racines deuxr a deux orthogonales, la représentation

Ind - Q”) Hsa)(x) S CEY)

acl

est topologiquement irréductible. Alors il existe une unique représentation continue uni-
taire admissible I11;(x) de G(Q,) sur E de longueur finie sans multiplicité, dont le socle

est Ind 5= (QP @) X (et 0 0) et dont les constituants irréductibles sont exactement les repré-
sentatwns ci-dessus pour tout I C J constitué de racines deux a deux orthogonales.

Remarque 7.2.2. — Les séries principales considérées dans le théoreme devraient étre
topologiquement irréductibles lorsque x o @¥ # ¢ pour tout o € ® d’apres [12, Conjec-
ture 3.1.2]. La conjecture analogue modulo p est vraie d’apres [29, Théoreme 4] lorsque
G = GL, et [1, Théoréme 1.3] dans le cas général déployé. En particulier si la réduction
X de x modulo @ vérifie ¥ o a¥ # w pour tout a € P, alors ces séries principales sont
topologiquement irréductibles.

Démonstration. — Soit P+(J) (resp. P+(J)) lensemble des parties (resp. des parties
strictes) de J constituées de racines deux a deux orthogonales. Pour tout I € P+(J), on
pose
C’Id—EfI dB (Q Hsa “100).
ael

Par hypothese, ces représentations sont topologiquement irréductibles. De plus, elles sont
deux & deux distinctes. En effet, soient I, I’ € P+(.J) distincts. La condition d’échange(®
montre que (J],cp Sa) ' (Iaes Sa) admet une décomposition réduite en un produit
de réflexions simples deux a deux distinctes (les s, pour tout o« € (I UI' — I NI)).

®)Si s,w € W vérifient £(sw) = ¢(w) — 1 avec s une réflexion simple, alors pour toute décomposition
réduite w = s1 ... 8 il existe k € [1,£(w)] tel que sw = s1...8¢_15k11- .. Sgw) (voir [7, Chapitre IV,
§ 1, Proposition 4])
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PR

(ITocr8a)(X) # (Ilaer Sa)(x). En utilisant la proposition 1.2.12 pour le triplet (G, B, T),
on en conclut que C7 2 Cp.

On démontre I'existence de IT;(x) en procédant comme dans [12, § 3.3]. Soit I € P+(J).
On note G C G le centralisateur de (., ker v dans G (c’est le sous-groupe engendré par
T et les sous-groupes radiciels correspondant aux racines dans I). D’aprés [12, Lemme
3.1.4], il existe un sous-tore 7" C T et un isomorphisme G; = T" x GL. & travers lequel

T =T %], To ou T, C GLy est le sous-groupe des matrices diagonales. Pour tout

a € I, on note &, I'unique extension non scindée de Ind?fzo(()@p) Sa(XTw@,)) (€7 001, (,))

)X\Ta(@p) - (67t 0 O1,(q,)) donnée par [12, Proposition B.2 (i)] (on a bien

par Ind?*L 20(()@”
X|Ta(@,) © @’ & {1,6,67'} car les séries principales normalisées de G(Q,) correspondant &
X et so(x) sont topologiquement irréductibles et distinctes par hypothése) et on pose

~ déf - =
() = (¢ (€ o)) @6 Q) Ea.

En utilisant [12, Lemme A.6 (ii)], on voit que pour tout £ € N on a un isomorphisme

~Y

socgl((@p) ﬁ;(x)/soc’é;(l@p) I (x) = D..rarr—r Cr avec I' parmi les sous-ensembles de 1.
On pose
déf - 1G(Q ~
HI(X) = Ind(éfé;),)(@p) HI(X)
et on vérifie que pour tout I’ C I, il existe une injection II;/(y) < II;(x) unique a

multiplication par un scalaire pres. En fixant des injections compatibles, on obtient un
systeme inductif (IT;(x))epL(s) et on pose

déf
I;(x) =

1;113 HI(X)'
IePL(J)

Par construction, I1;(x) vérifie bien la propriété de ’énoncé.

On démontre I'unicité de TT;(y) par récurrence sur card J. Si J = (), alors ITy(x) = Cy
et le résultat est immédiat. On suppose J # () et le théoréme vrai avec I au lieu de J
pour tout I € P(J). On procede par étapes.

Etape 1 : on précise les extensions entre les constituants de I (x).

Soient 1,1’ € P+(J) distincts. Il existe une extension non scindée de Cy par Cp si
et seulement si card({ U I’ — I N I') = 1, auquel cas cette extension est unique. En
effet, d’apres le point (i) du corollaire 7.1.1 il existe une telle extension si et seulement
si ([Taer 8a)(X) = (58] 1,es 50)(x) avec B € A. Dans ce cas en utilisant le lemme 5.1.2
d’échange montre alors que 5 € I ou f € I’  donc I' = I — {8} ou I' = T U{p}, don
le résultat concernant l'existence. En utilisant le point (ii) du corollaire 7.1.1 et le fait
que C et Cp ne sont pas isomorphes (car I et I’ sont distincts), on obtient le résultat
concernant 'unicité.

Etape 2 : on donne le gradué de la filtration par le socle de I, (x)-
Soit I € P*(J). On montre que deg(C; = cardl par récurrence sur degCj.
Si degC; = 0, alors I = () par hypothése. Sinon, il existe I’ € PL(J) tel que
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deg Cp = deg C7 — 1 et que l'unique sous-quotient de I1;(x) ayant pour constituants Cs
et CT est une extension non scindée de C; par Cr. En utilisant ’étape 1, on en déduit
que card I = card I’ & 1 et par hypothese de récurrence avec I, on a card I’ = deg C.
Par I’absurde, supposons que card I = card I’ — 1, donc [ = I’ — {a} avec o € I' — I.
En particulier I’ # (), donc C» n’est pas dans le socle de I1;(x) par hypothese, donc il
existe I” € PL(J) tel que deg Crv = deg Cpr — 1 et que 'unique sous-quotient de I ()
ayant pour constituants Cj» et Cp est une extension non scindée de Cp par Cp». En
utilisant 1’étape 1 et I'hypothese de récurrence avec I”, on voit qu’il existe 5 € I tel que
I" = I' — {p}. En utilisant encore 'étape 1 et '’hypothese de récurrence, on voit que
Cp est le seul constituant de I1;(x) de degré deg C ayant des extensions non scindées
avec Cr et Cpr. On en déduit que I1;(x) admet un sous-quotient ayant Cp» pour socle,
C7 pour cosocle et un unique constituant intermédiaire C'. Or, une telle représentation
n’existe pas d’apres le théoreme 7.1.2.

On a ainsi montré que pour tout k& € N, on a un isomorphisme G(Q,)-équivariant

sockG(Qp) HJ(X)/SOCZ’(@) I (x) = D prq s Cr avec I € PH(J).

Etape 3 : on décrit la structure interne de TL;(x).

Soit I € P*(J). On suppose cardI > 0 et on fixe @ € I. On déduit de I'étape 2
qu’il existe un unique sous-quotient de II;(x) ayant pour constituants Cr_(a} et C7. On
montre par récurrence sur card I que cet unique sous-quotient est une extension non
scindée de Cy par Cr_;qy. En utilisant les étapes 1 et 2, on voit qu’il existe 8 € I tel que
'unique sous-quotient de IL;(x) ayant pour constituants C;_gs et C; est une extension
non scindée de Cr par Cr_gz. Si o = 3 (en particulier si card I = 1), alors on obtient
le résultat. Sinon, on raisonne par I’absurde et on suppose que 'unique sous-quotient de
I1;(x) ayant pour constituants Cj_ray et Cj est Cj_rqy @ Cr. Par hypothese de récurrence
avec I — {3}, 'unique sous-quotient de II;(x) ayant pour constituants Cr_(a,5 et Ci_ig
est une extension non scindée de C7_gy par C7_{q gy. En utilisant encore les étapes 1 et 2,
on en déduit que IT;(x) admet un sous-quotient ayant Cy_q, gy pour socle, C; pour cosocle
et un unique constituant intermédiaire C7_ggy. Or, une telle représentation n’existe pas
d’apres le théoreme 7.1.2.

Soit IT I'unique sous-représentation de II;(y) ayant pour cosocle C7. On a montré que
pour tout a € I, la représentation C;_y,) apparait dans II. En utilisant les étapes 1 et
2, on en déduit que les constituants de II sont exactement les représentations Cp avec
I' C I. Ainsi, le treillis des sous-représentations de I1;(x) est le treillis des parties fermées
inférieurement® de (PL(J), C).

Etape 4 : on construit une sous-représentation de I1;(x) a partir des représentations
I;(x) avec I € PH(J).

Pour tout I € P1(J), on déduit de I'étape 3 et du théoréme avec I que I'on a une
injection II;(x) < II,(x) dont I'image est 'unique sous-représentation de Il;(y) ayant
pour cosocle Cy. De plus pour tout I’ C I, U'injection Iy (x) < II;(x) se factorise a
travers l'injection II;(x) < II;(x).

9 Une partie fermée inférieurement d’un ensemble ordonné (X, <) est un sous-ensemble Y C X vérifiant
r<y=>z€Y pourtouszre XetyecY.



100 CHAPITRE 7. SUR UNE CONJECTURE DE BREUIL-HERZIG

On en déduit que 'on a un systeme inductif (II;(x)) repL () et des injections compatibles
(I (x) <= (X)) 1epL(s)- Pour tout I € P;-(J), la représentation IT;(x) est de longueur
finie sans multiplicité et de socle Cy dont les endomorphismes sont scalaires d’apres la
proposition 1.2.12 pour le triplet (G, B,T'), donc ses endomorphismes sont scalaires. On
en déduit que pour tout I € PL(J), les injections (Iy(x) < H;(x))rcr sont uniques
a multiplication par un scalaire pres. En particulier, hﬂ 1P () IT;(x) ne dépend pas a
isomorphisme pres du choix de ces injections.

La représentation I1;(x) est de longueur finie sans multiplicité. De plus pour tous
I,I' € PX(J), 'intersection de I1;() et I () dans I1;() est Il;np(x) et INT € PE(J).
Ainsi, on a un isomorphisme naturel

lim T (0) = D Th(x) € y(x).
IePs-(J) IePL(J)

Les constituants de cette sous-représentation sont exactement les représentations C'; avec
I € PL(J). En particulier, 'inclusion est une égalité si J n’est pas constitué de racines
deux a deux orthogonales, ce qui conclut la démonstration de I'unicité dans ce cas.

Etape 5 : on termine la preuve de l'unicité de T1;(x).
On suppose que J est constitué de racines deux a deux orthogonales. Dans ce cas, on
déduit de 1'étape 3 que le cosocle de I1;(x) est C;, d’ott un isomorphisme

lim 11, (x) = rade(g,) 11 (x)
IePL(J)

et on a une suite exacte courte non scindée
0 — radg(g,) 1y (x) — IL;(x) — C; — 0.

I1 suffit donc de montrer qu'une telle extension est unique.

Soit a € J. Si J = {a}, alors radg(g,) s(x) = Cp et en utilisant I'étape 1, on obtient
le résultat. Dans le cas général, on voit en utilisant 'étape 3 et le théoréme avec J — {a}
et s,(x) que 'on a une suite exacte courte non scindée

0 = Iy fay(x) = Hs(x) = Iy—qap(salx)) — 0.

On suppose que J # {a}. Dans ce cas, on en déduit une suite exacte courte non scindée

0 — IL;_fa) (x) — rade(q,) Hs(x) — radg,) Hi—{a1 (sa(x)) — 0,

d’ou une suite exacte

Exteg,) (Crn o) (X)) = Exteg,) (C,rada,) Ti(x))
— EXté(Qp) (Cj, radG(Qp) HJ—{a} (SO&(X))) :

On montre que le premier terme de la suite exacte est nul. On raisonne par ’absurde et on
suppose qu'il existe une extension non scindée I de C; par I1;_(a1(x). Soit 8 € J — {a}.
En utilisant les étapes 1 et 3, on voit que 'unique quotient de II ayant pour socle Cy_¢, s
a pour cosocle Cy et un unique constituant intermédiaire C';_(4y. Or, une telle représen-
tation n’existe pas d’apres le théoreme 7.1.2. En utilisant le théoreme avec J — {a} et
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Sa(X), on voit que le dernier terme de la suite exacte est de dimension 1 sur £ (I'unique
extension non scindée correspondante est I1;_¢43(5a(x))). On en déduit que

dimg Extlc(@p) (CJ, radg((@p) HJ(X)) =1

ce qui conclut la démonstration de I'unicité dans ce cas. O
Corollaire 7.2.3. — [12, Conjecture 3.5.1] est vraie.

Démonstration. — On rappelle le contexte de cette conjecture.

Soit (G, B, T) le triplet dual de (G, B, T). Pour tout ¥ C &+ fermé® on note By C B
le sous-groupe engendré par T et les sous-groupes radiciels correspondant aux racines dans
U et Wy C W le sous-ensemble des éléments w € W vérifiant w™'(¥) C T, ou de fagon
équivalente 1w~ By C B.

Soit p : Gal(Q,/Q,) — B (E) C @(E) une représentation continue ordinaire. On note
U, C &7 le plus petit sous-ensemble fermé vérifiant im p C By ,(E). Soit x, la composée

T(Qp) = Homg, (X*(T),Q)) = Homg, (X*(T),Z) ®z Q) = X*(T) @y Q,
— X*(T) @2 Gal (Q,/Q,)" = X*(T) @2 T(E) — E*

ou X* désigne le groupe des caracteres algébriques, 'injection est induite par le symbole
d’Artin local et le morphisme suivant par le caractére y, : Gal(Q,/Q,) % B(E) - T(E).
Par compacité de Gal(Q,/Q,), X, est un caractére continu unitaire 7(Q,) — Oy C E*.
On suppose que p est une bonne conjuguée (c’est-a-dire que ¥, C W;,-1 pour tout
b € B(E), voir [12, Définition 3.2.4]) et générique au sens de [12, Définition 3.3.1],
c’est-a~dire x, 0" & {1,e,e7'} pour tout a € .

Soit wy, € Wy,. Pour tout I C wy,(A) N ¥, constitué de racines deux a deux ortho-
gonales, on a (([[,c; Sa)ww,) ' (x,) = (HQEw;(I) sa)(wq_,i(xp)) et par généricité de p la
représentation ’

-1
0aZ%)  (TLsaws,) () - (= 06)
acl
devrait étre topologiquement irréductible d’apres [12, Conjecture 3.1.2]. Lorsque c’est
le cas (par exemple lorsque la réduction X, de x, modulo wg vérifie X, o a¥ # w pour
tout a € @, voir la remarque 7.2.2), le théoreme 7.2.1 (voir aussi 'étape 2 de sa preuve)
avec Y = w;i(xp) et J =AN w\gi(\lfp) montre qu’il existe une unique représentation
continue unitaire admissible I1(p)w, w,, de G(Q,) sur E telle que pour tout k € N, on a
un isomorphisme G(Q,)-équivariant

SOCZ(Q;}) H<’0)\I[P’w‘1’p/ SOCIE;_(ép) H(p)\pp’w‘l’p

~ @ Indg(_Qéa)p) ((Hsa)w@p)_l (Xp) ’ (5_1 ° 8)

card I=k acl

avec I C wy,(A)NW¥, parmi les sous-ensembles de racines deux a deux orthogonales. [

(10 Un sous-ensemble ¥ C &+ est fermé si pour tous o, 3 € U, o+ € d+ = a+ € .
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7.3. Conjecture sur les extensions modulo p

On ne fait pas d’hypothese sur F. Soient P C G un sous-groupe parabolique standard
et L C P le sous-groupe de Levi standard.

Définition 7.3.1. — On dit qu'une représentation lisse admissible absolument irréduc-
tible 7 de L(F) sur kg est supersinguliere si la représentation lisse admissible irréductible
F, @k, m de L(F) sur F, est supersinguliere (voir [26, Définition 4.7]).

Exemple 7.3.2. — Les représentations supersingulieres de GL;(F') sur kg sont les ca-
racteres lisses F* — k.

On définit un sous-ensemble de A en posant

ldef{ozEA | @ L 8 pour tout € Ap}.

Soit @ € A7. Comme a o Y = 1 pour tout 3 € A, a se prolonge en un caractére
algébrique de L (voir la preuve de [1, Lemme 3.2]). De plus, l'action de s, sur 7' N L9
est triviale (car TN L9 est engendré par les images des Y avec 8 € Ar), donc l'action
de s, sur T se prolonge sur L en faisant agir s, trivialement sur LI (car L = T L et
L4 est distingué dans L). Si 7 est une représentation lisse de L(F) sur kg, on note 7
la représentation lisse de L(F') sur kg dont le kg-espace vectoriel sous-jacent est 7 et sur
lequel [ € L(F) agit a travers s,(().

La conjecture suivante a été suggérée par Breuil lorsque G = GL,,. Dans les points (iii)
et (iv), la condition « Sinon » signifie que les conditions du point (ii) ne sont pas toutes
satisfaites.

Conjecture 7.3.3. — Soient P,P' C G deux sous-groupes paraboliques standards,
L C P,L' C P les sous-groupes de Levi standards et w, 7' des représentations super-
singuliéres de L(F),L'(F) respectivement sur kg. On suppose que les représentations

IndP ok

(i) Si P ¢ P et P ¢ P', alors

et IndIGD,(f()F) ' sont irréductibles.

G(F)
Extr (Indg ) 7/, maf 0 7) =0,
1) St 1 = =Petm 2r°® (w! T avec o € aLors
(ii) Si F=Q,, PP=Petn =n* ( o) ¥ Az, al
G(Qp
dimyg,, ExtG(Q ) (I d )7r ® (w™ oz),IndP(_(Q?p) 7T> =1.
(iii) Sinon si P' C P, alors le foncteur IndJGD(_}E},) induit un isomorphisme kg-linéaire
G(F
ExtL (I d(P, AL)(F) 7r/,7r> AN ExtG (Ind R /7Indp(,(;,) 7r).
(iv) Sinon st P C P, alors le foncteur Indg,(f()p) induit un isomorphisme kg-linéaire

L/(F ~ G(F)
Exti,(p)( Ind QL,)(F) 7T> —>ExtIG( (IndP,( (F) IndP (F) )
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Remarque 7.3.4. — Sous les conditions du point (ii), il n’existe pas d’extension non
scindée de 7’ par 7 (car leurs caracteéres centraux sont distincts) mais on peut construire
une extension non scindée entre leurs induites par induction parabolique a partir de
'unique extension non scindée entre les séries principales de GL2(Q),) correspondantes.

On démontre cette conjecture pour les extensions par une série principale (sous des
hypotheses de généricité lorsque F' = Q,). Si 7 est une représentation lisse localement
admissible de L(F) sur kg et x : T(F') — kj, est un caractere lisse, alors en tenant compte
de I'isomorphisme (4 1.12) avec A = kg et U = x, la suite exacte (1.2.10) avec A = kg,

U=metV = Ind F) x devient

(7.35) 0= Extypy (7, a0 ) = Extiye (i, ., ndg 7 x)

— Homp,p (7r, H'Ordp(r) <Indg(iF> X)) -

By (F)X

Proposition 7.3.6. — On suppose F' = Q,,. Soient ™ une représentation supersingulicre
de L(Q,) sur kg et x : T(Q,) — ki un caractére lisse.

(i) Si P=B etm=s4(x)  (woa)#yx avec a € A, alors

dimne, Bxthg,, (5% a0 - (0™ 0 ), %) 1) = 1.

(ii) Si P =B etm=x# sa(x) (W oa) pour tout o € A, alors le foncteur Indgggp)
induit un isomorphisme kg-linéaire

Ethfr(@p) (6 x) — Exté((@ (Ind IndG(% )X)

(iii) Si P # B et (sa(x) - (woa))oBY #1 pour tous a € A — Ay et B € Ar, alors

le foncteur nd<! induit un isomorphisme kg-linéaire

P(Q)

Ext};(Qp) <7T Ind"@) X> S Exté( (Ind

G(Qy)
B (Qy) P- (@ m, Indp=@,) X)'

Remarque 7.3.7. — Par réduction modulo wf et dévissage, on obtient la proposition
analogue p-adique (c’est-a-dire dans les catégories de représentations continues unitaires

admissibles sur E). Pour le point (iii), il faut supposer 7 non ordinaire résiduellement
(@p)

de longueur finie et les représentations Ind - L@ -,

)sa(x) (et oa) avec a € A — Ap
topologiquement irréductibles.

Démonstration. — On suppose P = B. Comme 7 est absolument irréductible, c¢’est un
caractere lisse 7 : T(Q,) — k5. En utilisant le fait que s,(0) + a = 6 (voir la preuve du
corollaire 4.2.12), on voit que s,(x) - (W™ o) = s4(x - (woh)) - (w™toh). Les points
(i) et (ii) résultent donc respectivement des points (ii) et (iii) de I’analogue modulo p du
corollaire 7.1.1 avec x - (w o 6) au lieu de .

On suppose P # B et (sq(x) - (w™ o )) oY # 1 pour tous @« € A — Ap et € Ap.

Sous ces conditions, les représentations Ind Q(’(g ) Sa(x) - (w™
L

irréductibles d’apres [29, Théoreme 4] lorsque L = GL, et [1, Théoréme 1.3] dans le

oa) avec « € A — Ay sont
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cas général déployé. En utilisant la proposition 4.1.11, on en déduit que le morphisme
(4.1.13) avec A = kg et U = x est un isomorphisme L(Q,)-équivariant

@ Ind - Q”) )sa(x) (woa) = H'Ordp(g,) (Ind @) X) :
acA-Ay,

Comme 7 est supersinguliére, c’est une représentation supercuspidale d’apres [26, Co-
rollaire 1.2 (ii)] lorsque L = GL,, et [1, Théoreme 1.2] dans le cas général déployé. En
particulier pour tout « € A — Ay, on a

Homyg,) < Ind" @) 5. (x) - (w o a)) = 0.

Br (Qp )
En utilisant la suite exacte (7.3.5), on en déduit le point (iii). O
Proposition 7.3.8. — On suppose F' # Q,. Soient m une représentation lisse admis-

sible de L(F) sur kg et x : T(F) — ki un caractére lisse. Le foncteur Ind F) induit
un isomorphisme kg-linéaire

Ext] ) (7, Ind} =5 Bty (Indg 7, a5 0, x )

b )

Remarque 7.3.9. — Par réduction modulo wf et dévissage, on obtient la proposition
analogue p-adique avec 7 résiduellement de longueur finie.

Démonstration. — L’isomorphisme se déduit de la suite exacte (7.3.5) en utilisant le
corollaire 4.1.14 avec A = kg et U = x. ]

Remarque 7.3.10. — Le point (iii) de la proposition 7.3.6 et la proposition 7.3.8 (ainsi
que leurs analogues p-adiques) sont vrais sans hypothese sur G.
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