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Résumé
Cette thèse est une contribution à l’étude des représentations p-adiques (c’est-à-dire continues

unitaires sur des espaces de Banach p-adiques) et modulo p (c’est-à-dire lisses sur un corps fini
de caractéristique p) d’un groupe réductif p-adique déployé G.

Nous déterminons les extensions entre séries principales p-adiques et modulo p de G. Pour
cela, nous calculons le δ-foncteur H•OrdB des parties ordinaires dérivées d’Emerton relatif à
un sous-groupe de Borel sur une série principale en utilisant une filtration de Bruhat. Nous
déterminons également les extensions d’une série principale par une représentation ordinaire
(c’est-à-dire obtenue par induction parabolique à partir d’une représentation spéciale du Levi
tordue par un caractère), ainsi que les extensions de Yoneda de longueur supérieure entre séries
principales modulo p sous une conjecture d’Emerton vraie pour GL2.

Nous montrons de plus qu’il n’existe pas de « chaîne » de trois séries principales p-adiques ou
modulo p distinctes de G. Pour cela, nous calculons partiellement le δ-foncteur H•OrdP relatif à
un sous-groupe parabolique quelconque sur une série principale. En exploitant ce résultat, nous
prouvons une conjecture de Breuil et Herzig sur l’unicité de certaines représentations p-adiques
de G dont les constituants sont des séries principales, ainsi que son analogue modulo p.

Enfin, nous énonçons une nouvelle conjecture sur les extensions entre représentations modulo
p irréductibles de G obtenues par induction parabolique à partir d’une représentations super-
singulière du Levi. Nous prouvons cette conjecture pour les extensions par une série principale.
Mots clefs. — programme de Langlands p-adique, groupe réductif p-adique, représentation
continue unitaire, extension, série principale, parties ordinaires dérivées, filtration de Bruhat.
Classification mathématique par sujets (2000). — 22E50.

Abstract (Extensions between p-adic and mod p principal series of a split p-adic
reductive group)

This thesis is a contribution to the study of p-adic (i.e. unitary continuous on p-adic Banach
spaces) and mod p (i.e. smooth over a finite field of characteristic p) representations of a split
p-adic reductive group G.

We determine the extensions between p-adic and mod p principal series of G. In order to
do so, we compute Emerton’s δ-functor H•OrdB of derived ordinary parts with respect to a
Borel subgroup on a principal series using a Bruhat filtration. We also determine the extensions
of a principal series by an ordinary representation (i.e. parabolically induced from a special
representation of the Levi twisted by a character), as well as the Yoneda extensions of higher
length between mod p principal series under a conjecture of Emerton true for GL2.

Moreover, we show that there exists no “chain” of three distinct p-adic or mod p principal
series of G. In order to do so, we partially compute the δ-functor H•OrdP with respect to any
parabolic subgroup on a principal series. Exploiting this result, we prove a conjecture of Breuil
and Herzig on the uniqueness of certain p-adic representations of G whose constituents are
principal series, as well as its mod p analogue.

Finally, we formulate a new conjecture on the extensions between irreducible mod p repre-
sentations of G parabolically induced from a supersingular representation of the Levi. We prove
this conjecture for extensions by a principal series.
Key words and phrases. — p-adic Langlands programme, p-adic reductive group, unitary
continuous representation, extension, principal series, derived ordinary parts, Bruhat filtration.
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INTRODUCTION

Contexte

La correspondance de Langlands p-adique
Soit G un groupe algébrique connexe réductif déployé sur une extension finie F de Qp.

On note Ĝ le groupe dual de G.
La correspondance de Langlands p-adique (resp. modulo p) devrait associer à toute

représentation continue ρ : Gal(Qp/F )→ Ĝ(E) avec E une extension finie suffisamment
grande de Qp (resp. ρ : Gal(Qp/F ) → Ĝ(kE) avec kE le corps résiduel de E), une ou
plusieurs représentations continues unitaires Π(ρ) de G(F ) sur des E-espaces de Banach
(resp. une ou plusieurs représentations lisses Π(ρ) de G(F ) sur des kE-espaces vectoriels).

Pour GL2(Qp), cette correspondance, initiée par Breuil ([8, 9]), est désormais bien
établie (voir [15, 30, 16]). Les représentations Π(ρ) qui apparaissent ne sont pas semi-
simples en général : lorsque ρ est ordinaire (c’est-à-dire à valeurs dans un sous-groupe de
Borel), ce sont génériquement des extensions non scindées entre deux séries principales.

Lorsque F = Qp, que le centre de G est connexe et que le groupe dérivé de G est
simplement connexe (par exemple G = GLn ou G = GSp2n), les résultats de Breuil
et Herzig ([12]) suggèrent que ce phénomène se généralise : les représentations Π(ρ)
associées à une représentation ordinaire ρ devraient génériquement contenir des extensions
successives non scindées de séries principales (ainsi que d’autres constituants en général).

Cela conduit naturellement au problème de connaître les extensions entre séries prin-
cipales p-adiques et modulo p de G(F ).
Extensions entre séries principales de GL2(Qp)

Les premiers résultats concernant les extensions entre séries principales lisses de
GL2(Qp) sur kE sont dus à Colmez ([15]). On note ω : Q×p → F×p la réduction modulo p
du caractère cyclotomique p-adique. Soient χ1, χ2, χ

′
1, χ

′
2 : Q×p → k×E des caractères lisses.

Si χ1χ
−1
2 6= ω et χ′1χ′−1

2 6= ω, alors le kE-espace vectoriel

Ext1
GL2(Qp)

(
IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ′1ω
−1 ⊗ χ′2, IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ1ω
−1 ⊗ χ2

)
des extensions dans la catégorie des représentations lisses de GL2(Qp) sur kE ayant un
caractère central est non nul si et seulement si (χ′1, χ′2) = (χ1, χ2) ou (χ′1, χ′2) = (χ2, χ1).
L’hypothèse de généricité sur les caractères est équivalente à l’irréductibilité des séries
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principales considérées (voir [2, Théorème 30 (1) (a)]). De plus si χ1χ
−1
2 6∈ {1, ω, ω−1},

alors
dimkE Ext1

GL2(Qp)

(
IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ2ω
−1 ⊗ χ1, IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ1ω
−1 ⊗ χ2

)
= 1.

Emerton ([19, 20]) a construit pour tout sous-groupe parabolique P ⊂ G un foncteur
OrdP (F ), appelé foncteur des parties ordinaires, qui est un quasi-inverse à gauche et
l’adjoint à droite du foncteur d’induction parabolique IndG(F )

P−(F ) avec P− ⊂ G un sous-
groupe parabolique opposé à P . En calculant les foncteurs dérivés du foncteur OrdP (F ) sur
une série principale de GL2(Qp), il détermine toutes les extensions entre séries principales
lisses de GL2(Qp) sur kE sans hypothèse de généricité.

Cette méthode se généralise aux représentations lisses à coefficients de torsion. En
procédant par réduction modulo pk et dévissage, il est alors possible de déterminer les ex-
tensions entre séries principales continues unitaires de GL2(Qp) sur E (voir [21, Remarque
3.3.20] et [12, Proposition B.2]). On note OE l’anneau des entiers de E et ε : Q×p → Z×p
le caractère cyclotomique p-adique. Soient χ1, χ2, χ

′
1, χ

′
2 : Q×p → O×E ⊂ E× des caractères

continus unitaires. Le E-espace vectoriel

Ext1
GL2(Qp)

(
IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ′1ε
−1 ⊗ χ′2, IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ1ε
−1 ⊗ χ2

)
des extensions dans la catégorie des représentations continues unitaires admissibles de
GL2(Qp) sur E est non nul si et seulement si (χ′1, χ′2) = (χ1, χ2) ou (χ′1, χ′2) = (χ2, χ1).
De plus si χ1 6= χ2, alors

dimE Ext1
GL2(Qp)

(
IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ2ε
−1 ⊗ χ1, IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ1ε
−1 ⊗ χ2

)
= 1.

Lorsque χ1χ
−1
2 6∈ {1, ε, ε−1}, les séries principales considérées dans ce E-espace vectoriel

sont topologiquement irréductibles et distinctes (voir [12, Proposition B.1]), donc l’unique
extension non scindée correspondante admet un caractère central. Cette extension avait
déjà été construite par Breuil et Emerton ([11]) dans un cas particulier par complétion
unitaire universelle d’une série principale localement analytique de GL2(Qp) sur E.
Une conjecture de Breuil-Herzig

Soient B ⊂ G un sous-groupe de Borel et T ⊂ B un tore maximal déployé. On note
B− ⊂ G le sous-groupe de Borel opposé à B par rapport à T . On note Φ+ les racines
positives de (G,B, T ) et ∆ les racines simples de Φ+. On note W le groupe de Weyl de
(G, T ) et ` : W → N la longueur relative à ∆. Pour tout α ∈ Φ+, on note α∨ la coracine
correspondante et sα ∈ W la réflexion correspondante.

On suppose F = Qp, le centre de G connexe et le groupe dérivé de G simplement
connexe. On note θ la somme des poids fondamentaux relatifs à ∆ (bien définie à un
caractère algébrique de G près). Soient χ : T (Qp) → O×E ⊂ E× un caractère continu
unitaire et α ∈ ∆. Si χ ◦ α∨ 6= 1, alors Breuil et Herzig observent que

Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ θ), IndG(Qp)
B−(Qp) χ · (ε

−1 ◦ θ)
)
6= 0

en construisant une extension non scindée par induction parabolique à partir de l’unique
extension non scindée entre les séries principales de GL2(Qp) correspondantes (en notant



CONTEXTE 11

Pα ⊂ G le sous-groupe parabolique standard correspondant à α etGα ⊂ Pα le sous-groupe
de Levi standard, on a un isomorphisme Gα

∼= T ′ × GL2 avec T ′ ⊂ T un sous-tore et le
foncteur IndG(Qp)

P−α (Qp) est exact et admet un quasi-inverse à gauche, le foncteur OrdPα(Qp),
donc il induit une injection entre les Ext1).

Soit ρ : Gal(Qp/Qp)→ Ĝ(E) une représentation continue ordinaire générique (définie à
conjugaison près). À partir de l’extension précédente, Breuil et Herzig construisent (voir
[12, § 3.3]) une représentation continue unitaire Π(ρ)ord de G(Qp) sur E qui devrait être la
plus grande sous-représentation de Π(ρ) constituée de sous-quotients de séries principales.
Ils conjecturent l’unicité des facteurs directs indécomposables de cette représentation
étant donnés les gradués de leurs filtrations par le socle ([12, Conjecture 3.5.1]).

Plus précisément, ils associent à ρ un sous-ensemble Ψρ ⊂ Φ+ (noté Cρ dans [12]) et
un caractère continu unitaire χρ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× vérifiant χρ ◦ α∨ 6∈ {1, ε, ε−1} pour
tout α ∈ Φ+ par généricité de ρ. Ils notent WΨρ ⊂ W le sous-ensemble constitué des
éléments w ∈ W tels que w−1(Ψρ) ⊂ Φ+ et posent

Π(ρ)ord déf=
⊕

wΨρ∈WΨρ

Π(ρ)Ψρ,wΨρ

où pour tout wΨρ ∈ WΨρ , Π(ρ)Ψρ,wΨρ
est une représentation continue unitaire deG(Qp) sur

E munie d’une filtration Fil•Π(ρ)Ψρ,wΨρ
telle que pour tout k ∈ N, on a un isomorphisme

G(Qp)-équivariant

Grk Π(ρ)Ψρ,wΨρ
∼=

⊕
card I=k

IndG(Qp)
B−(Qp)

((∏
α∈I

sα
)
wΨρ

)−1(
χρ
)
·
(
ε−1 ◦ θ

)
avec I ⊂ wΨρ(∆)∩Ψρ parmi les sous-ensembles de racines deux à deux orthogonales. Soit
wΨρ ∈ WΨρ . Par généricité de ρ, les représentations

IndG(Qp)
B−(Qp)

((∏
α∈I

sα
)
wΨρ

)−1(
χρ
)
·
(
ε−1 ◦ θ

)
avec I ⊂ wΨρ(∆) ∩ Ψρ constitué de racines deux à deux orthogonales, devraient être
topologiquement irréductibles d’après [12, Conjecture 3.1.2]. Lorsque c’est le cas (par
exemple lorsque leurs réductions modulo p sont irréductibles, voir le paragraphe suivant),
la filtration Fil•Π(ρ)Ψρ,wΨρ

est la filtration par le socle et la conjecture de Breuil-Herzig
affirme que la représentation Π(ρ)Ψρ,wΨρ

est unique étant donné Gr•Π(ρ)Ψρ,wΨρ
.

De même, si ρ : Gal(Qp/Qp) → Ĝ(kE) est une représentation continue ordinaire gé-
nérique (définie à conjugaison près), Breuil et Herzig construisent (voir [12, § 3.4]) une
représentation lisse Π(ρ)ord de G(Qp) sur kE et conjecturent l’unicité de ses facteurs
directs indécomposables étant donnés les gradués de leurs filtrations par le socle. Par
généricité de ρ, le caractère lisse associé χρ : T (Qp) → k×E vérifie χρ ◦ α∨ 6∈ {1, ω, ω−1}
pour tout α ∈ Φ+ mais comme l’analogue modulo p de [12, Conjecture 3.1.2] est vrai
d’après [29, Théorème 4] lorsque G = GLn et [1, Théorème 1.3] dans le cas général dé-
ployé, on sait que les séries principales qui apparaissent dans la représentation Π(ρ)ord

sont irréductibles.
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Extensions entre séries principales de GL2(F )
On suppose F 6= Qp. Dans ce cas, les résultats de Breuil et Paškūnas ([13]) montrent

qu’il n’existe pas d’extension non scindée entre deux séries principales lisses distinctes
de GL2(F ) sur kE. On en conclut qu’il n’existe pas d’extension non scindée entre deux
séries principales continues unitaires de GL2(F ) sur E dont les réductions modulo p sont
distinctes.

Soit n ∈ N. Il était également connu que pour tous caractères lisses χ1, χ2 : F× → k×E
tels que χ1χ

−1
2 6∈ {1, ω, ω−1}, le kE-espace vectoriel

ExtnGL2(F )

(
IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ2ω
−1 ⊗ χ1, IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ1ω
−1 ⊗ χ2

)
est nul si n < [F : Qp] et de dimension 1 si n = [F : Qp] (voir [10, Remarque 3.9]).

Principaux résultats

Extensions entre séries principales
Soient χ, χ′ : T (F )→ O×E ⊂ E× des caractères continus unitaires. Le foncteur IndG(F )

B−(F )
est exact et admet un quasi-inverse à gauche (le foncteur OrdP (F )), donc il induit une
injection E-linéaire

Ext1
T (F )(χ′, χ) ↪→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ
′, IndG(F )

B−(F ) χ
)
.

Lorsque χ′ 6= χ il n’existe pas d’extension non scindée de χ′ par χ, donc les éventuelles
extensions non scindées entre leurs induites sont construites autrement.

Supposons d’abord F = Qp. Dans ce cas, le résultat suivant montre qu’il peut exister
des extensions non scindées entre deux séries principales distinctes.

Théorème A (Théorème 6.1.1). — Soit χ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× un caractère continu
unitaire.

(i) Si χ′ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× est un caractère continu unitaire distinct de χ, alors

dimE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

B−(Qp) χ
)

= card
{
α ∈ ∆ | χ′ = sα(χ) · (ε−1 ◦ α)

}
.

(ii) Si χ 6= sα(χ) · (ε−1 ◦ α) pour tout α ∈ ∆, alors le foncteur IndG(Qp)
B−(Qp) induit un

isomorphisme E-linéaire

Ext1
T (Qp) (χ, χ) ∼−→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
B−(Qp) χ

)
.

La dimension du point (i) peut être arbitrairement grande et on s’attend à ce que le
point (ii) soit vrai pour tout caractère continu unitaire χ : T (Qp) → O×E ⊂ E× (voir la
remarque 6.1.2).

Lorsque le centre de G est connexe et le groupe dérivé de G est simplement connexe,
on utilise θ (la somme des poids fondamentaux relatifs à ∆) pour normaliser les séries
principales et les copoids fondamentaux relatifs à ∆ permettent de montrer que le cardinal
du point (i) est au plus 1. Dans ce cas, on déduit du théorème A le résultat suivant.
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Corollaire B (Corollaire 7.1.1). — Soit χ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× un caractère continu
unitaire.

(i) Si χ′ : T (Qp) → O×E ⊂ E× est un caractère continu unitaire tel que χ′ 6= χ et
χ′ 6= sα(χ) pour tout α ∈ ∆, alors

Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′ · (ε−1 ◦ θ), IndG(Qp)

B−(Qp) χ · (ε
−1 ◦ θ)

)
= 0.

(ii) Soit α ∈ ∆. Si sα(χ) 6= χ, alors

dimE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ θ), IndG(Qp)
B−(Qp) χ · (ε

−1 ◦ θ)
)

= 1.

Supposons maintenant F 6= Qp sans faire d’hypothèse sur G. Dans ce cas, le résultat
suivant montre que toute extension entre deux séries principales de G(F ) est induite à
partir d’une extension entre les caractères de T (F ) correspondants.

Théorème C (Théorème 6.1.9). — Soit χ : T (F )→ O×E ⊂ E× un caractère continu
unitaire.

(i) Si χ′ : T (F )→ O×E ⊂ E× est un caractère continu unitaire distinct de χ, alors

Ext1
G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ
′, IndG(F )

B−(F ) χ
)

= 0.

(ii) Le foncteur IndG(F )
B−(F ) induit un isomorphisme E-linéaire

Ext1
T (F ) (χ, χ) ∼−→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ, IndG(F )
B−(F ) χ

)
.

Les analogues modulo p (c’est-à-dire dans les catégories de représentations lisses admis-
sibles sur kE) des théorèmes A et C sont démontrés au cours des preuves de ces derniers.
Nous calculons également les extensions d’une série principale de G(F ) par une représen-
tation ordinaire de G(F ) (c’est-à-dire obtenue par induction parabolique à partir d’une
représentation spéciale du Levi tordue par un caractère) en traitant séparément les cas
F = Qp (Proposition 6.2.6) et F 6= Qp (Proposition 6.2.15).

Enfin, en supposant vraie une conjecture d’Emerton ([20, Conjecture 3.7.2]), nous
calculons aussi les Extn avec n > 1 entre séries principales lisses de G(F ) sur kE dans
la catégorie des représentations lisses localement admissibles de G(F ) sur kE (Théorème
6.3.1). En particulier pour G = GL2, cette conjecture est démontrée par Emerton et
Paškūnas ([23]) et on obtient le résultat suivant.

Proposition D (Corollaire 6.3.4). — Soient χ1, χ2 : F× → k×E deux caractères lisses
et n ∈ N.

(i) Soient χ′1, χ′2 : F× → k×E deux autres caractères lisses tels que (χ′1, χ′2) 6= (χ1, χ2).
Si n < [F : Qp] ou (χ′1, χ′2) 6= (χ2, χ1), alors

ExtnGL2(F )

(
IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ′1ω
−1 ⊗ χ′2, IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ1ω
−1 ⊗ χ2

)
= 0.

(ii) Si χ1 6= χ2, alors

dimkE Ext[F :Qp]
GL2(F )

(
IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ2ω
−1 ⊗ χ1, IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ1ω
−1 ⊗ χ2

)
= 1.
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Preuve d’une conjecture de Breuil-Herzig
On suppose F = Qp, le centre de G connexe et le groupe dérivé de G simplement

connexe. On note θ la somme des poids fondamentaux relatifs à ∆. Les analogues modulo
p des résultats suivants se démontrent de façon analogue.

Nous montrons tout d’abord qu’il n’existe pas de « chaîne » de trois séries principales
continues unitaires distinctes topologiquement irréductibles de G(Qp) sur E.

Théorème E (Théorème 7.1.2). — Si χ, χ′, χ′′ : T (Qp) → O×E ⊂ E× sont des carac-
tères continus unitaires deux à deux distincts tels que les séries principales de G(Qp) cor-
respondantes soient topologiquement irréductibles, alors il n’existe pas de représentation
continue unitaire admissible de G(Qp) sur E ayant IndG(Qp)

B−(Qp) χ pour socle, IndG(Qp)
B−(Qp) χ

′′

pour cosocle et un unique constituant intermédiaire IndG(Qp)
B−(Qp) χ

′.

En utilisant le corollaire B et le théorème E, nous démontrons le résultat suivant.

Théorème F (Théorème 7.2.1). — Soient χ : T (Qp) → O×E ⊂ E× un caractère
continu unitaire et J ⊂ ∆. On suppose que χ ◦ α∨ 6= 1 pour tout α ∈ J et que pour
tout I ⊂ J constitué de racines deux à deux orthogonales, la représentation

IndG(Qp)
B−(Qp)

(∏
α∈I

sα
)
(χ) · (ε−1 ◦ θ)

est topologiquement irréductible. Alors il existe une unique représentation continue uni-
taire admissible ΠJ(χ) de G(Qp) sur E de longueur finie sans multiplicité, dont le socle
est IndG(Qp)

B−(Qp) χ · (ε−1 ◦ θ) et dont les constituants irréductibles sont exactement les repré-
sentations ci-dessus pour tout I ⊂ J constitué de racines deux à deux orthogonales.

Les séries principales considérées dans le théorème F devraient être topologiquement
irréductibles lorsque χ ◦ α∨ 6∈ {ε, ε−1} pour tout α ∈ Φ+ d’après [12, Conjecture 3.1.2].
La conjecture analogue modulo p est vraie d’après [29, Théorème 4] lorsque G = GLn
et [1, Théorème 1.3] dans le cas général déployé. En particulier si la réduction χ de χ
modulo $E vérifie χ ◦ α∨ 6∈ {ω, ω−1} pour tout α ∈ Φ+, alors ces séries principales sont
topologiquement irréductibles.

Soient ρ : Gal(Qp/Qp)→ Ĝ(E) une représentation continue ordinaire générique (définie
à conjugaison près) et wΨρ ∈ WΨρ . En utilisant le théorème F avec χ = w−1

Ψρ(χρ) et
J = ∆ ∩ w−1

Ψρ(Ψρ), nous démontrons enfin la conjecture de Breuil-Herzig.

Corollaire G (Corollaire 7.2.3). — [12, Conjecture 3.5.1] est vraie.

Conjecture sur les extensions modulo p
Nous terminons cette thèse en énonçant une nouvelle conjecture (suggérée par Breuil

lorsque G = GLn) sur les extensions entre représentations lisses irréductibles de G(F ) sur
kE obtenues par induction parabolique à partir d’une représentation supersingulière du
Levi. On suppose le centre de G connexe et le groupe dérivé de G simplement connexe.

Si P ⊂ G est un sous-groupe parabolique standard et L ⊂ P est le sous-groupe de Levi
standard, on note ∆⊥L ⊂ ∆ le sous-ensemble des racines simples orthogonales aux racines
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de (L, T ) et pour toute représentation lisse π de L(F ) sur kE, on note πα la représentation
lisse de L(F ) sur kE dont le kE-espace vectoriel sous-jacent est π et sur lequel l ∈ L(F )
agit à travers ṡαlṡα (voir la section 7.3).

Conjecture H (Conjecture 7.3.3). — Soient P, P ′ ⊂ G deux sous-groupes parabo-
liques standards, L ⊂ P,L′ ⊂ P les sous-groupes de Levi standards et π, π′ des repré-
sentations supersingulières de L(F ), L′(F ) respectivement sur kE. On suppose que les
représentations IndG(F )

P−(F ) π et IndG(F )
P ′−(F ) π

′ sont irréductibles.
(i) Si P ′ 6⊂ P et P 6⊂ P ′, alors

Ext1
G(F )

(
IndG(F )

P ′−(F ) π
′, IndG(F )

P−(F ) π
)

= 0.

(ii) Si F = Qp, P ′ = P et π′ ∼= πα ⊗ (ω−1 ◦ α) 6∼= π avec α ∈ ∆⊥L , alors

dimkE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

P−(Qp) π
α ⊗ (ω−1 ◦ α), IndG(Qp)

P−(Qp) π
)

= 1.

(iii) Sinon si P ′ ⊂ P , alors le foncteur IndG(F )
P−(F ) induit un isomorphisme kE-linéaire

Ext1
L(F )

(
IndL(F )

(P ′−∩L)(F ) π
′, π
)
∼−→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

P ′−(F ) π
′, IndG(F )

P−(F ) π
)
.

(iv) Sinon si P ⊂ P ′, alors le foncteur IndG(F )
P ′−(F ) induit un isomorphisme kE-linéaire

Ext1
L′(F )

(
π′, IndL

′(F )
(P−∩L′)(F ) π

)
∼−→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

P ′−(F ) π
′, IndG(F )

P−(F ) π
)
.

Dans les points (iii) et (iv), la condition « Sinon » signifie que les conditions du point
(ii) ne sont pas toutes satisfaites. Nous démontrons la conjecture H lorsque P = B en
traitant séparément le cas F = Qp avec une condition de généricité (Proposition 7.3.6)
et le cas F 6= Qp sans condition de généricité (Proposition 7.3.8).

Méthodes utilisées

La stratégie d’Emerton
Nous montrons tout d’abord que l’on peut calculer les extensions entre représentations

continues unitaires admissibles de G(F ) sur E par réduction modulo pk et dévissage
(Proposition 1.1.3). On se ramène ainsi à des calculs d’extensions entre représentations
lisses admissibles de G(F ) sur OE/$k

EOE avec $E une uniformisante de OE.
Soient P ⊂ G un sous-groupe parabolique standard et L ⊂ P le sous-groupe de Levi

standard. On note A une OE-algèbre locale artinienne de corps résiduel kE (par exemple
A = OE/$k

EOE) et ω : Q×p → A× l’image du caractère cyclotomique. On utilise le
δ-foncteur H•OrdP (F ) des parties ordinaires dérivées d’Emerton ([20]). On a une suite
exacte de A-modules

(?) 0→ Ext1
L(F )

(
U,OrdP (F ) V

)
→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

P−(F ) U, V
)
→ HomL(F )

(
U,H1OrdP (F ) V

)
pour toutes représentations lisses localement admissibles U et V de L(F ) et G(F ) res-
pectivement sur A (voir la suite exacte (1.2.10)).
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Calculs de parties ordinaires dérivées
Nous calculons tout d’abord le foncteur H1OrdB(F ) sur une induite. Si U est une re-

présentation lisse de T (F ) sur A, alors pour tout w ∈ W , on note Uw (ou simplement
Uα lorsque w = sα avec α ∈ ∆) la représentation lisse de T (F ) sur A dont le A-module
sous-jacent est U et sur lequel t ∈ T (F ) agit à travers ẇtẇ−1.

Théorème I (Corollaires 4.2.9 et 4.1.14). — Soit U une représentation lisse locale-
ment admissible de T (F ) sur A.

(i) Si F = Qp, alors on a un isomorphisme naturel T (Qp)-équivariant

H1OrdB(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) U
)
∼=
⊕
α∈∆

Uα ⊗ (ω−1 ◦ α).

(ii) Si F 6= Qp, alors H1OrdB(F )

(
IndG(F )

B−(F ) U
)

= 0.

En utilisant le théorème I et la suite exacte (?), on démontre le point (ii) du théorème
A et le théorème C. On obtient également une inégalité (≤) dans le point (i) du théorème
A. Pour démontrer l’autre inégalité (≥), on construit des extensions non scindées par
induction parabolique à partir d’extensions non scindées (données par la proposition
5.2.2) entre les séries principales de Gα(Qp) correspondantes pour tout α ∈ ∆ tel que
χ′ = sα(χ) · (ε−1 ◦ α) et on montre que les classes de ces extensions sont linéairement
indépendantes sur E (grâce à la proposition 5.3.5).

Nous calculons ensuite les foncteurs H•OrdB(F ) en degré quelconque sur une série prin-
cipale lorsque G admet un « twisting element » (voir la définition 4.2.10) noté θ.

Théorème J (Corollaire 4.2.12). — Soit χ : T (F ) → A× un caractère lisse. Pour
tout n ∈ N, on a un isomorphisme T (F )-équivariant

HnOrdB(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ · (ω
−1 ◦ θ)

)
∼=

⊕
[F :Qp]·`(w)=n

w(χ) · (ω−1 ◦ θ).

En utilisant le théorème J et une suite spectrale de Grothendieck (voir la suite spectrale
(1.2.9)), on démontre le résultat sur les Extn avec n > 1 entre séries principales lisses de
G(F ) sur kE (Théorème 6.3.1) conditionnellement à [20, Conjecture 3.7.2]. En particulier
avec G = GL2, on en déduit la proposition D.

Enfin, nous calculons partiellement les foncteurs H•OrdP (F ) (avec P standard quel-
conque) sur une induite. On note BL ⊂ L (resp. B−L ⊂ L) le sous-groupe de Borel B ∩ L
(resp. B− ∩ L), W̃P ⊂ W les représentants de Kostant des classes à droite W/WL avec
WL ⊂ W le groupe le Weyl de (L, T ) et pour tout w̃P ∈ W̃P , on note αw̃P la somme des
racines positives α ∈ Φ+ telles que w̃P (α) 6∈ Φ+. On conjecture le résultat suivant.

Conjecture K (Conjecture 4.1.10). — Soit U une représentation lisse localement
admissible de T (F ) sur A. Pour tout n ∈ N, on a un isomorphisme naturel L(F )-
équivariant

HnOrdP (F )

(
IndG(F )

B−(F ) U
)
∼=

⊕
[F :Qp]·`(w̃P )=n

IndL(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
.
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Nous prouvons la conjecture K lorsque les termes de la somme directe sont des repré-
sentations irréductibles de L(F ) d’une part (Proposition 4.1.11) et lorsque F 6= Qp et
n = 1 d’autre part, auquel cas la somme directe est nulle (Corollaire 4.1.14). Dans le
cas général, nous montrons qu’il existe un morphisme naturel L(F )-équivariant entre les
deux représentations de la conjecture K et que ces deux représentations sont naturelle-
ment munies de filtrations dont les gradués sont isomorphes en tant que représentations
d’un sous-groupe fermé de BL(F ) (Corollaire 4.1.7). Lorsque F = Qp, n = 1 et P = Pα
(le sous-groupe parabolique standard de G correspondant à α ∈ ∆), ce dernier résultat
nous suffit pour démontrer le théorème E en utilisant encore la suite exacte (?).
Filtrations et dévissages

Nous expliquons la méthode utilisée pour les calculs de parties ordinaires dérivées
d’une induite, c’est-à-dire pour démontrer les théorèmes I, J et les résultats partiels
sur la conjecture K. On note NP le radical unipotent de P . Les foncteurs H•OrdP (F )
sont construits à partir des A-modules de cohomologie d’un sous-groupe ouvert compact
NP,0 ⊂ NP (F ) et d’une action (dite de Hecke) d’un sous-monoïde L+ ⊂ L(F ) sur ces
derniers. Soient U une représentation lisse localement admissible de L(F ) sur A et n ∈ N.
On procède en deux temps.

Dans un premier temps, on définit des filtrations de représentations induites et on cal-
cule leurs gradués (voir la section 2.2). On définit une filtration de IndG(F )

B−(F ) U par des
sous-P (F )-représentations et une filtration de chaque terme de son gradué par des sous-
B(F )-représentations. Les gradués de ces dernières filtrations sont des sommes directes
de représentations lisses de B(F ) sur A notées Vw avec w ∈ W . On écrit w = w̃PwL
avec w̃P ∈ W̃P et wL ∈ WL. On détermine le A-module sous-jacent à Vw, ainsi que
l’action de sous-groupes fermés NP,w(F ) et (TNL,wL)(F ) de NP (F ) et BL(F ) respec-
tivement sur Vw. On montre que les filtrations précédentes induisent des filtrations de
HnOrdP (F )(IndG(F )

B−(F ) U) par des sous-L(F )-représentations et une filtration de chaque
terme de son gradué par des sous-BL(F )-représentations (Propositions 4.1.1 et 4.1.3).

Dans un second temps, on utilise des dévissages de NP,0 pour calculer le A-module
Hn(NP,0, Vw) et l’action de Hecke d’un sous-monoïde ouvert (TNL,wL)+ ⊂ (TNL,wL)(F ).
Dans la section 3.1, on généralise la définition de l’action de Hecke à certains monoïdes L̃+

sur la cohomologie de certains groupes Ñ0 munis d’une action de L̃+ et on la calcule en
degré maximal (Proposition 3.1.5). Dans la section 3.2, on montre comment calculer la co-
homologie de Ñ0 et l’action de Hecke de L̃+ à travers certains dévissages de Ñ0 respectant
l’action de L̃+. Plus précisément, on montre que la suite spectrale de Hochschild-Serre
respecte l’action de Hecke (Proposition 3.2.6). Dans la section 3.3, on utilise des dévis-
sages successifs de NP,0 : on considère une suite de sous-groupes fermés de NP,0 dont le
plus petit est un sous-groupe ouvert compact NP,w,0 ⊂ NP,w(F ) et dont les quotients
successifs sont isomorphes à Z[F :Qp]

p . On procède par récurrence. Pour l’initialisation, on
calcule le A-module Hn(NP,w,0, Vw) et l’action de Hecke de (TNL,wL)+ (en degré 0 c’est
un calcul explicite et en degré supérieur on montre que Vw est NP,w,0-acyclique). Pour
l’itération, on utilise un résultat clef (Lemme 3.1.10) qui permet, sous une condition de
finitude, de calculer la cohomologie et l’action de Hecke en degré nul et en degré maximal
(on utilise ce résultat avec les quotients Z[F :Qp]

p ).
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Notations et conventions

Corps de base
Soit F une extension finie de Qp. On note valp : F× → Q la valuation p-adique

normalisée par valp(p) = 1 et | |p la valeur absolue p-adique correspondante (définie par
|x|p = p− valp(x) pour tout x ∈ F×). On note ε : F× → Z×p le caractère cyclotomique
p-adique et ω : F× → F×p sa réduction modulo p. On note enfin NF/Qp : F× → Q×p la
norme. Par définition, on a ε(x) = NF/Qp(x)|NF/Qp(x)|p pour tout x ∈ F×.
Groupes algébriques

Soit (G,B, T ) un triplet avec G un groupe algébrique connexe réductif déployé sur F ,
B ⊂ G un sous-groupe de Borel et T ⊂ B un tore maximal déployé. On note B− ⊂ G
le sous-groupe de Borel opposé à B par rapport à T et N le radical unipotent de B. On
note enfin S le plus grand sous-tore déployé de ResF/Qp T .
Système de racines

On note W le groupe de Weyl de (G, T ) et ` : W → N la longueur relative à B.
On note Φ les racines de (G, T ), Φ+ ⊂ Φ les racines positives par rapport à B et ∆
les racines simples de Φ+. Pour tout α ∈ Φ, on note α∨ la coracine correspondante et
sα ∈ W la réflexion correspondante. Pour tout w ∈ W , on fixe un représentant ẇ ∈ G(F )
de w dans le normalisateur de T (F ) et on appelle décomposition réduite de w toute
écriture w = sα1 . . . sα`(w) avec α1, . . . , α`(w) ∈ ∆. On note w0 ∈ W l’élément de longueur
maximale.
Sous-groupes paraboliques

Si P ⊂ G est un sous-groupe parabolique standard (c’est-à-dire contenant B) et L ⊂ P
est le sous-groupe de Levi standard (c’est-à-dire contenant T ), on introduit les notations
suivantes.

On note ZL le centre de L, BL ⊂ L (resp. B−L ⊂ L) le sous-groupe de Borel B ∩ L
(resp. B− ∩ L), NP et NL les radicaux unipotents de P et BL respectivement (on a un
produit semi-direct N = NL nNP ). On note enfin N−L le radical unipotent de B−L .

On note WL ⊂ W le groupe de Weyl de (L, T ) et wL,0 ∈ WL l’élément de longueur
maximale, ΦL ⊂ Φ les racines de (L, T ), Φ+

L = Φ+∩ΦL les racines positives de (L,BL, T )
et ∆L = ∆ ∩ ΦL les racines simples de Φ+

L .
Anneaux de coefficients

Soit E une extension finie de Qp. On note OE l’anneau des entiers de E, $E une
uniformisante de OE et kE le corps résiduel de OE. On note A une OE-algèbre locale
artinienne de corps résiduel kE et on note encore ω : F× → A× l’image de ε dans A×.
Espaces de fonctions localement constantes

Si X est un espace topologique et V est un A-module, on note C∞(X, V ) le A-module
des fonctions f : X → V localement constantes, supp(f) le support d’une telle fonction
(c’est-à-dire le sous-ensemble ouvert et fermé f−1(V − {0}) de X) et C∞c (X, V ) le sous-
A-module constitué des fonctions à support compact.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Dans un premier temps, nous rappelons les différentes catégories de représentations
(p-adiques et modulo pk) d’un groupe de Lie p-adique, ainsi que leurs propriétés. Dans
un second temps, nous rappelons la définition du foncteur d’induction parabolique et du
δ-foncteur des parties ordinaires dérivées, ainsi que leurs propriétés.

1.1. Représentations d’un groupe de Lie p-adique

Soit H un groupe de Lie p-adique. On rappelle les différentes catégories de représen-
tations p-adiques et modulo pk de H ainsi que leurs propriétés. On montre que l’on peut
calculer les Ext1

H entre représentations p-adiques par réduction modulo pk et dévissages.
Représentations modulo pk

Soit ModH(A) la catégorie des représentations de H sur A et des applications A-
linéaires H-équivariantes. Si V est une représentation de H sur A, on note V H le sous-A-
module des invariants par H et VH le A-module quotient des coinvariants par H (c’est-à-
dire le quotient de V par le sous-A-module engendré par les éléments de la forme h ·v−v
avec h ∈ H et v ∈ V ). On dit que V est de type fini si elle est engendrée sur A[H] par
un nombre fini d’éléments. On définit des sous-catégories abéliennes pleines de ModH(A)
comme dans [19, § 2.2].

On dit qu’une représentation V de H sur A est lisse si pour tout v ∈ V , le fixateur de
v dans H est ouvert. On note Mod∞H (A) la sous-catégorie pleine de ModH(A) constituée
des représentations lisses. Elle est stable par passage aux sous-objets, quotients et limites
inductives filtrantes (voir [19, Lemme 2.2.6]). D’après [30, Lemme 2.2], c’est une catégorie
de Grothendieck(1).

On dit qu’une représentation lisse V de H sur A est admissible si pour tout sous-groupe
ouvert H0 ⊂ H, le A-module V H0 est de type fini. On note Modadm

H (A) la sous-catégorie
pleine de Mod∞H (A) constituée des représentations admissibles. C’est une sous-catégorie
de Serre(2) de Mod∞H (A) (voir [19, Lemme 2.2.13]).

(1)Une catégorie de Grothendieck est une catégorie abélienne qui possède un générateur, des limites
inductives et dans laquelle les limites inductives filtrantes sont exactes.
(2)Une sous-catégorie de Serre est une sous-catégorie abélienne pleine stable par passage aux extensions.
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On dit qu’une représentation lisse V de H sur A est localement admissible si pour tout
v ∈ V , la sous-H-représentation de V engendrée par v est admissible. Les représentations
localement admissibles de H sur A sont exactement les limites inductives filtrantes dans
Mod∞H (A) de représentations admissibles. On note Modl.adm

H (A) la sous-catégorie pleine
de Mod∞H (A) constituée des représentations localement admissibles. Elle est stable par
passage aux sous-objets, quotients et limites inductives filtrantes (voir [19, Proposition
2.2.18]). C’est donc une catégorie de Grothendieck.

On définit enfin une condition de finitude. Soit V une représentation de H sur A. On
dit que v ∈ V est localement H-fini si la sous-H-représentation de V engendrée par v est
de type fini sur A. On note VH-fin la sous-H-représentation de V constituée des éléments
localement H-finis. On dit que V est localement H-finie si VH-fin = V .
Objets injectifs et cohomologie

On donne quelques résultats sur les objets injectifs des différentes catégories de repré-
sentations de H sur A. Les catégories Mod∞H (A) et Modl.adm

H (A) possèdent suffisamment
d’injectifs (voir [20, Proposition 2.1.1]). On ne connaît pas de résultat analogue pour
la catégorie Modadm

H (A), sauf lorsque H est compact auquel cas la catégorie Modadm
H (A)

possède suffisamment d’injectifs et ces derniers sont encore injectifs dans la catégorie
Mod∞H (A) (voir [20, Proposition 2.1.9]). Si H0 ⊂ H est un sous-groupe ouvert ou com-
pact de H, alors les objets injectifs de Mod∞H (A) sont encore injectifs dans la catégorie
Mod∞H0(A) (voir [20, Proposition 2.1.2] et [20, Proposition 2.1.11]).

On définit la cohomologie de H à valeurs dans une représentation lisse sur A comme
dans [20, § 2.2]. Soit V une représentation lisse de H sur A. On note H•(H,V ) les
A-modules de cohomologie de H à valeurs dans V calculés en utilisant des cochaînes
localement constantes. On obtient ainsi un δ-foncteur A-linéaire

H•(H,−) : Mod∞H (A)→ Mod(A).
On dit que V est H-acyclique si Hn(H,V ) = 0 pour tout entier n > 0.

On suppose H compact. En utilisant l’injection H-équivariante V ↪→ C∞(H,V ) qui
envoie un élément de V sur son orbite et le lemme 1.1.1 ci-dessous, on voit que les
foncteurs Hn(H,−) sont effaçables pour tout entier n > 0. En particulier, ces derniers
coïncident avec les foncteurs dérivés à droite du foncteur (−)H : Mod∞H (A) → Mod(A)
et on peut les calculer en utilisant une résolution injective dans la catégorie Mod∞H (A).
De plus, les foncteurs H•(H,−) commutent aux limites inductives filtrantes (car l’image
d’une cochaîne localement constante est finie par compacité)

Lemme 1.1.1. — Si H est compact, alors le A-module C∞(H, V ) muni de l’action de
H par translation à droite est une représentation lisse H-acyclique.

Démonstration. — C’est un résultat classique. Si H est compact, alors il est profini et
C∞(H,V ) est un H-module discret induit. Le lemme de Shapiro permet de conclure (voir
par exemple [34, Chapitre I, § 2.5]).

Représentations p-adiques
On définit des catégories de représentations continues de H sur OE et E (voir [31] pour

une vue d’ensemble).
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Une représentation $E-adiquement continue de H sur OE est un OE-module $E-
adiquement séparé et complet V 0 dont la torsion est d’exposant borné(3) muni d’une
action OE-linéaire de H continue pour la topologie $E-adique, c’est-à-dire que l’applica-
tion d’évaluation H×V 0 → V 0 est continue, ou de façon équivalente que pour tout entier
k ≥ 1, la représentation V 0/$k

EV
0 de H sur OE/$k

EOE est lisse.
On dit qu’une représentation $E-adiquement continue V 0 de H sur OE est admissible

si V 0/$EV
0 est une représentation lisse admissible de H sur kE, auquel cas V 0/$k

EV
0

est une représentation lisse admissible de H sur OE/$k
EOE pour tout entier k ≥ 1. La

catégorie Mod$E-adm
H (OE) des représentations $E-adiquement continues admissibles de

H sur OE et des applications OE-linéaires H-équivariantes est abélienne d’après [19,
Proposition 2.4.11].

Un E-espace de Banach est un E-espace vectoriel topologique V complet pour une
norme ultramétrique. Un réseau V 0 ⊂ V est un sous-OE-module tel que V ∼= E ⊗OE V 0.
On appelle boule de V tout réseau ouvert borné de V . Une représentation continue de H
sur E est un E-espace de Banach V muni d’une action E-linéaire de H continue au sens
où l’application d’évaluation H × V → V est continue.

On dit qu’une représentation continue V de H sur E est admissible si son dual continu
V ′ = Homcont

E (V,E) est de type fini sur l’algèbre d’Iwasawa E ⊗OE OE[[H0]] de H0 pour
tout (ou de façon équivalente pour un) sous-groupe ouvert compact H0 ⊂ H. La catégorie
Banadm

H (E) des représentations continues admissibles de H sur E et des applications
continues E-linéaires H-équivariantes est abélienne d’après [32, Théorème 3.5].

On dit qu’une représentation continue V de H sur E est unitaire si elle admet une
boule V 0 stable par H (ou de façon équivalente si elle admet une norme H-équivariante
compatible avec sa topologie). Dans ce cas, V 0 est une représentation $E-adiquement
continue de H sur OE et V est admissible si et seulement si V 0 est admissible (voir [22,
Proposition 6.5.7]). Réciproquement si V 0 est une représentation$E-adiquement continue
de H sur OE, alors V = E⊗OE V 0 est une représentation continue unitaire de H sur E et
l’image de V 0 dans V est une boule stable par H. On note Banadm,u

H (E) la sous-catégorie
pleine de Banadm

H (E) constituée des représentations unitaires. Elle est stable par passage
aux sous-objets et quotients, donc c’est une sous-catégorie abélienne.

Soient V une représentation continue unitaire de H sur E et V 0 une boule de V stable
par H. On dit que V est résiduellement de longueur finie si V 0/$EV

0 est de longueur finie
dans la catégorie Mod∞H (kE). Cette condition ne dépend pas du choix de V 0 et lorsqu’elle
est satisfaite, la semi-simplifiée de V 0/$EV

0 ne dépend pas non plus du choix de V 0 (voir
par exemple [30, Lemme 4.3]).
Extensions entre représentations

On précise dans quelles catégories on calcule les groupes abéliens Ext•H d’extensions de
Yoneda (voir [28, Chapitre VII]) entre représentations de H.

En degré 1, on calcule les A-modules (resp. OE-modules, E-espaces vectoriels) Ext1
H

entre représentations lisses (resp. $E-adiquement continues, continues unitaires) admis-
sibles de H sur A (resp. OE, E) dans la catégorie Modadm

H (A) (resp. Mod$E-adm
H (OE),

Banadm,u
H (E)).

(3)C’est-à-dire que le sous-OE-module de torsion V 0[$∞E ] ⊂ V 0 est annulé par une puissance de $E .
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En degré quelconque, on calcule les A-modules Ext•H entre représentations lisses lo-
calement admissibles de H sur A dans la catégorie Modl.adm

H (A). Entre représentations
admissibles, il est équivalent de calculer le A-module Ext1

H dans la catégorie Modadm
H (A),

mais on ne sait pas si cela est encore vrai pour les A-modules ExtnH avec n > 1 entier
(voir [20, Remarque 3.7.8]).

Soient U et V des représentations continues unitaires admissibles de H sur E. On note
U0 et V 0 des boules de U et V respectivement stables parH. LeOE-module HomH(U0, V 0)
s’identifie à un réseau de HomH(U, V ) et on a un isomorphisme OE-linéaire

HomH(U0, V 0) ∼= lim←−
k

HomH(U0/$k
EU

0, V 0/$k
EV

0),

d’où un isomorphisme E-linéaire
(1.1.2) HomH(U, V ) ∼= E ⊗OE lim←−

k

HomH(U0/$k
EU

0, V 0/$k
EV

0).

De plus pour tout entier k ≥ 1, le noyau de l’application de réduction modulo $k
E des

morphismes
HomH(U0, V 0)→ HomH(U0/$k

EU
0, V 0/$k

EV
0)

est le sous-OE-module $k
E HomH(U0, V 0), d’où avec k = 1 l’inégalité

dimE HomH(U, V ) ≤ dimkE HomH(U0/$EU
0, V 0/$EV

0).
Nous montrons des propriétés analogues (déjà connues, voir l’appendice de [12]) pour le
bifoncteur Ext1

H .

Proposition 1.1.3. — Avec les notations précédentes, si U est résiduellement de lon-
gueur finie, alors on a un isomorphisme E-linéaire

Ext1
H(U, V ) ∼= E ⊗OE lim←−

k

Ext1
H(U0/$k

EU
0, V 0/$k

EV
0)

et
dimE Ext1

H(U, V ) ≤ dimkE Ext1
H(U0/$EU

0, V 0/$EV
0).

Démonstration. — Le produit tensoriel par E sur OE est exact (en tant que localisation),
donc il induit une application OE-linéaire

Λ : Ext1
H(U0, V 0)→ Ext1

H(U, V ).
Montrons que ker Λ est le sous-OE-module de torsion de Ext1

H(U0, V 0). Comme
Ext1

H(U, V ) est sans torsion, il suffit de montrer que toute classe dans ker Λ est de
torsion. Soit donc x ∈ ker Λ représentée par une extension

0→ V 0 ι−→ E0 π−→ U0 → 0.
Par hypothèse, il existe une section σ : U → E avec E = E⊗OE E0. Comme U0 et V 0 sont
sans torsion il en est de même pour E0, donc l’application naturelle E0 → E identifie E0

à une boule de E stable par H. Soit n ∈ N. On peut choisir n suffisamment grand pour
que $n

Eσ(U0) ⊂ E0. Alors $n
Eσ induit une section de l’extension

0→ V 0 ι−→ ι(V 0) +$n
EE0 $−nE π

−→ U0 → 0.
Or la classe de cette extension est $n

Ex, d’où $n
Ex = 0. Ainsi x est de torsion.
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Montrons que im Λ est un réseau de Ext1
H(U, V ). Il suffit de montrer que toute classe

de Ext1
H(U, V ) est envoyée dans im Λ par une homothétie. Soit donc x ∈ Ext1

H(U, V )
représentée par une extension

0→ V
ι−→ E π−→ U → 0.

Soient E0 une boule de E stable par H et n ∈ N. On peut supposer ι−1(E0) = V 0, quitte
à remplacer E0 par ι(V 0) + $n

EE0 avec n suffisamment grand pour que ι−1($n
EE0) ⊂ V 0.

La classe $n
Ex est représentée par l’extension

0→ V
ι−→ E

$−nE π
−→ U → 0.

On peut choisir n suffisamment grand pour que U0 ⊂ $−nE π(E0). Alors E0∩($−nE π)−1(U0)
est une boule de E stable par H et par construction c’est une extension de U0 par V 0.
Ainsi $n

Ex ∈ im Λ.
Le OE-module U0 est plat car sans torsion, donc la réduction modulo $k

E des extensions
induit une application OE-linéaire υk : Ext1

H(U0, V 0)→ Ext1
H(U0/$k

EU
0, V 0/$k

EV
0) pour

tout entier k ≥ 1, d’où une application OE-linéaire
Υ : Ext1

H(U0, V 0)→ lim←−
k

Ext1
H(U0/$k

EU
0, V 0/$k

EV
0)

où les morphismes de transition du système projectif sont les applications OE-linéaires
υi,j : Ext1

H(Uj, Vj) → Ext1
H(Ui, Vi) induites par la réduction modulo $i

E des extensions
pour tous 1 ≤ i ≤ j entiers (le OE/$j

EOE-module Uj étant plat par changement de base).
Montrons que Υ est surjective. Soit (xk) ∈ lim←−k Ext1

H(U0/$k
EU

0, V 0/$k
EV

0) représentée
par des extensions

(0→ V 0/$k
EV

0 ιk−→ Ek
πk−→ U0/$k

EU
0 → 0).

Ces extensions forment un système projectif qui vérifie la condition de Mittag-Leffler (car
les morphismes de transition V 0/$j

EV
0 → V 0/$i

EV
0 sont surjectifs pour tous 1 ≤ i ≤ j

entiers). En passant à la limite projective et en notant E0 = lim←−k Ek, on obtient donc une
suite exacte courte de représentations continues (pour la topologie de la limite projective,
qui coïncide ici avec la topologie $E-adique) de H sur OE

0→ V 0 ι−→ E0 π−→ U0 → 0.
Comme E0 est $E-adiquement séparé et complet (en tant que limite projective de OE-
modules $E-adiquement discrets) et sans torsion (puisque V 0 et U0 le sont), on obtient
une classe x ∈ Ext1

H(U0, V 0). Par construction, on a Υ(x) = (xk).
Montrons que Υ est injective. Soit x ∈ ker Υ représentée par l’extension

0→ V 0 ι−→ E0 π−→ U0 → 0.
Par hypothèse, il existe une section U0/$k

EU
0 → E0/$k

EE0 pour tout entier k ≥ 1.
Comme U0/$k

EU
0 est de type fini sur A[H] (car U est résiduellement de longueur finie)

et V 0/$k
EV

0 est admissible (car V l’est), HomH(U0/$k
EU

0, V 0/$k
EV

0) est de type fini sur
OE/$k

EOE d’après [19, Lemme 2.3.10], donc fini. On en déduit qu’il existe un nombre
fini de sections U0/$k

EU
0 → E0/$k

EE0. On peut donc choisir par récurrence une section
σk : U0/$k

EU
0 → E0/$k

EE0 pour tout entier k ≥ 1, de sorte que σj ≡ σi (mod $i
E) pour

tous 1 ≤ i ≤ j entiers. On obtient ainsi une section σ : U0 → E0, d’où x = 0.
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On a ainsi montré que Υ est un isomorphisme. Par ce qui précède, on a une application
OE-linéaire

Λ ◦Υ−1 : lim←−
k

Ext1
H(U0/$k

EU
0, V 0/$k

EV
0)→ Ext1

H(U, V )

dont le noyau est le sous-OE-module de torsion et dont l’image est un réseau. En tenso-
risant par E sur OE, on obtient donc l’isomorphisme de l’énoncé.

Il reste à démontrer l’inégalité de l’énoncé. Montrons que pour tout entier k ≥ 1, le
noyau de l’application de réduction modulo $k

E des extensions
υk : Ext1

H(U0, V 0)→ Ext1
H(U0/$k

EU
0, V 0/$k

EV
0)

est le sous-OE-module $k
E Ext1

H(U0, V 0). Comme $k
E Ext1

H(U0/$k
EU

0, V 0/$k
EV

0) = 0, on
a ker υk ⊃ $k

E Ext1
H(U0, V 0). Montrons l’autre inclusion. Soit donc x ∈ ker υk représentée

par l’extension
0→ V 0 ι−→ E0 π−→ U0 → 0.

Par hypothèse, il existe une rétraction E0/$k
EE0 → V 0/$k

EV
0. Soit %k : E0 → V 0/$k

EV
0

sa composée avec la projection E0 � E0/$k
EE0. Alors x = $k

Ey avec y ∈ Ext1
H(U0, V 0) la

classe de l’extension
0→ V 0 $kEι−→ ker %k

π−→ U0 → 0,
d’où x ∈ $k

E Ext1
H(U0, V 0).

On a ainsi montré que pour tout entier k ≥ 1, la réduction modulo $k
E des extensions

induit une injection OE-linéaire
Ext1

H(U0, V 0)/$k
E Ext1

H(U0, V 0) ↪→ ExtkH(U0/$k
EU

0, V 0/$k
EV

0).
Avec k = 1, on en déduit l’inégalité de l’énoncé.

1.2. Induction parabolique et parties ordinaires

Soient P ⊂ G un sous-groupe parabolique standard et L ⊂ P le sous-groupe de Levi
standard. On rappelle les résultats de [19, 20] relatifs au triplet (G,P, L).
Définitions et premières propriétés

Si U est une représentation lisse de L(F ) sur A, alors U est une représentation lisse de
P−(F ) sur A par inflation et on pose

IndG(F )
P−(F ) U

déf=
{
f : G(F )→ U localement constante

| f(pg) = p · f(g) pour tous p ∈ P−(F ) et g ∈ G(F )
}

et on fait agir G(F ) sur ce A-module par translation à droite. On définit ainsi le foncteur
A-linéaire d’induction parabolique IndG(F )

P−(F ) : Mod∞L(F )(A) → Mod∞G(F )(A) qui est exact
(voir [19, Proposition 4.1.5]). De plus, il préserve l’admissibilité (voir [19, Proposition
4.1.7]) et commute aux limites inductives filtrantes (voir [19, Lemme 4.1.4]), donc il induit
par restriction des foncteurs A-linéaires exacts IndG(F )

P−(F ) : Modadm
L(F )(A)→ Modadm

G(F )(A) et
IndG(F )

P−(F ) : Modl.adm
L(F ) (A)→ Modl.adm

G(F ) (A).
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On fixe un sous-groupe ouvert compact NP,0 ⊂ NP (F ) et on définit des sous-monoïdes
ouverts de L(F ) et ZL(F ) en posant

L+ déf=
{
l ∈ L(F ) | lNP,0l

−1 ⊂ NP,0
}

Z+
L

déf= ZL(F ) ∩ L+.

Si V est une représentation lisse de P (F ) sur A, les A-modules H•(NP,0, V ) sont natu-
rellement des représentations lisses de L+ sur A (voir la section 3.1) et les A-modules

H•OrdP (F ) V
déf= HomA[Z+

L ] (A[ZL(F )],H•(NP,0, V ))ZL(F )-fin

sont naturellement des représentations lisses de L(F ) sur A (voir [19, Lemme 3.1.7])
appelée les parties ordinaires dérivées de V . On définit ainsi des foncteurs A-linéaires
H•OrdP (F ) : Mod∞P (F )(A) → Mod∞L(F )(A) qui ne dépendent pas du choix de NP,0 à iso-
morphisme près (voir [20, Proposition 3.3.2]). Ils sont nuls en degré plus grand que
[F : Qp] · dimNP (voir [20, Proposition 3.6.1]) et commutent aux limites inductives
filtrantes (voir [19, Proposition 3.2.2]).

Si V est une représentation lisse admissible de G(F ) sur A, alors les représentations
lisses H•OrdP (F ) V de L(F ) sur A sont admissibles (voir [20, Théorème 3.4.7 (2)]). On
en déduit que les foncteurs H•OrdP (F ) induisent par restriction des foncteurs A-linéaires
H•OrdP (F ) : Modadm

G(F )(A)→ Modadm
L(F )(A) et H•OrdP (F ) : Modl.adm

G(F ) (A)→ Modl.adm
L(F ) (A).

δ-Foncteurs
En degré 0, le foncteur des parties ordinaires

OrdP (F )
déf= H0OrdP (F )

est exact à gauche (voir [19, Proposition 3.2.4]). On compare ses foncteurs dérivés à droite
avec les foncteurs H•OrdP (F ).

Soit Modl.fin
Z+
L

(A) la sous-catégorie pleine de Mod∞
Z+
L

(A) (voir la section 3.1) constituée
des représentations qui sont réunions de sous-A-modules de type fini Z+

L -invariants. C’est
une sous-catégorie abélienne car A est noethérien. Le résultat suivant montre que la
restriction du foncteur HomA[Z+

L ](A[ZL(F )],−)ZL(F )-fin à Modl.fin
Z+
L

(A) est une localisation.

Lemme 1.2.1 ([20, Lemme 3.2.1]). — Pour toute représentation M dans Modl.fin
Z+
L

(A),
l’évaluation en 1 ∈ A[ZL(F )] induit un isomorphisme naturel ZL(F )-équivariant

HomA[Z+
L ](A[ZL(F )],M)ZL(F )-fin

∼−→ A[ZL(F )]⊗A[Z+
L ] M.

En particulier, le foncteur HomA[Z+
L ](A[ZL(F )],−)ZL(F )-fin est exact sur Modl.fin

Z+
L

(A).

On rappelle à présent le résultat suivant.

Théorème 1.2.2 ([20, Théorème 3.4.7 (1)]). — Pour toute représentation lisse locale-
ment admissible V de G(F ) sur A, les représentations lisses H•(NP,0, V ) de L+ sur A
sont dans la catégorie Modl.fin

Z+
L

(A).
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On déduit du théorème 1.2.2 que pour toute suite exacte courte de représentations
lisses admissibles (resp. localement admissibles) de G(F ) sur A

0→ V1 → V2 → V3 → 0,
la suite exacte longue de cohomologie associée

0→ H0(NP,0, V1)→ H0(NP,0, V2)→ H0(NP,0, V3)→ H1(NP,0, V1)→ · · ·

est dans la catégorie Modl.fin
Z+
L

(A), donc en utilisant le lemme 1.2.1 on voit que la suite de
représentations lisses admissibles (resp. localement admissibles) de L(F ) sur A

0→ H0OrdP (F ) V1 → H0OrdP (F ) V2 → H0OrdP (F ) V3 → H1OrdP (F ) V1 → · · ·

obtenue en appliquant le foncteur HomA[Z+
L ](A[ZL(F )],−)ZL(F )-fin est exacte. Les foncteurs

H•OrdP (F ) : Modadm
G(F )(A)→ Modadm

L(F )(A) (resp. H•OrdP (F ) : Modl.adm
G(F ) (A)→ Modl.adm

L(F ) (A))
forment ainsi un δ-foncteur (voir aussi [20, Corollaire 3.4.8]).

Soient R•OrdP (F ) : Modl.adm
G(F ) (A)→ Modl.adm

L(F ) (A) les foncteurs dérivés à droite du fonc-
teur OrdP (F ) : Modl.adm

G(F ) (A)→ Modl.adm
L(F ) (A). Par universalité des foncteurs dérivés, l’éga-

lité R0OrdP (F ) = H0OrdP (F ) = OrdP (F ) se prolonge de façon unique en un morphisme de
δ-foncteurs
(1.2.3) R•OrdP (F ) → H•OrdP (F )

qui est un isomorphisme en degré 0, donc par décalage une injection en degré 1
(1.2.4) R1OrdP (F ) ↪→ H1OrdP (F ) .

En degré quelconque, on a la conjecture suivante (voir [20, Conjecture 3.7.2]) qui est
démontrée pour G = GL2 dans [23].

Conjecture 1.2.5 (Emerton). — Le morphisme (1.2.3) est un isomorphisme.

Relation d’adjonction
On donne le lien entre les foncteurs IndG(F )

P−(F ) et OrdP (F ).

Proposition 1.2.6 ([19, Proposition 4.3.4]). — Soit U une représentation lisse locale-
ment ZL(F )-finie de L(F ) sur A. On un isomorphisme naturel L(F )-équivariant

U
∼−→ OrdP (F )

(
IndG(F )

P−(F ) U
)
.

En particulier, le foncteur OrdP (F ) : Modadm
G(F )(A) → Modadm

L(F )(A) (resp. OrdP (F ) :
Modl.adm

G(F ) (A) → Modl.adm
L(F ) (A)) est un quasi-inverse à gauche du foncteur IndG(F )

P−(F ) :
Modadm

L(F )(A)→ Modadm
G(F )(A) (resp. IndG(F )

P−(F ) : Modl.adm
L(F ) (A)→ Modl.adm

G(F ) (A)).

Démonstration. — D’après [4, Proposition 4.10 d)], la projection G(F )� P−(F )\G(F )
induit une immersion ouverte NP (F ) ↪→ P−(F )\G(F ), d’où une injection naturelle P (F )-
équivariante (voir [19, Lemme 4.1.9])

C∞c (NP (F ), U) ↪→ IndG(F )
P−(F ) U
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qui induit un isomorphisme L(F )-équivariant (voir [19, Lemme 4.3.1])

OrdP (F ) (C∞c (NP (F ), U)) ∼−→ OrdP (F )

(
IndG(F )

P−(F ) U
)
.

On déduit de [19, Proposition 4.2.7] que l’injection naturelle A-linéaire

U ↪→ C∞c (NP (F ), U)NP,0

définie par u 7→ 1NP,0u avec 1NP,0 la fonction caractéristique de NP,0 sur NP (F ) est
L+-équivariante et que son image par le foncteur HomA[Z+

L ](A[ZL(F )],−)ZL(F )-fin est un
isomorphisme L(F )-équivariant

U
∼−→ OrdP (F ) (C∞c (NP (F ), U)) .

En composant ces deux injections, on obtient une injection naturelle L+-équivariante

(1.2.7) U ↪→
(

IndG(F )
P−(F ) U

)NP,0
dont l’image par le foncteur HomA[Z+

L ](A[ZL(F )],−)ZL(F )-fin est l’isomorphisme L(F )-
équivariant de l’énoncé.

Ainsi le foncteur IndG(F )
B−(F ) restreint aux représentations localement ZL(F )-finies admet

le foncteur OrdP (F ) pour quasi-inverse à gauche. Comme toute représentation lisse loca-
lement admissible de L(F ) sur A est localement ZL(F )-finie d’après [19, Lemme 2.3.4],
on en déduit la proposition.

Théorème 1.2.8 ([19, Théorème 4.4.6]). — Soient U une représentation lisse admis-
sible de L(F ) sur A et V une représentation lisse de G(F ) sur A. Le foncteur OrdP (F )
induit un isomorphisme A-linéaire

HomG(F )

(
IndG(F )

P−(F ) U, V
)
∼−→ HomL(F )

(
U,OrdP (F ) V

)
.

En particulier, le foncteur OrdP (F ) : Modadm
G(F )(A) → Modadm

L(F )(A) (resp. OrdP (F ) :
Modl.adm

G(F ) (A)→ Modl.adm
L(F ) (A)) est l’adjoint à droite du foncteur IndG(F )

P−(F ) : Modadm
L(F )(A)→

Modadm
G(F )(A) (resp. IndG(F )

P−(F ) : Modl.adm
L(F ) (A)→ Modl.adm

G(F ) (A)).

Adjonction dérivée
Soient U et V des représentations lisses localement admissibles de L(F ) et G(F ) res-

pectivement sur A. Le théorème 1.2.8 montre que l’on a un isomorphisme de foncteurs

HomL(F )(U,−) ◦OrdP (F ) ∼= HomG(F )(IndG(F )
P−(F ) U,−)

et que OrdP (F ) envoie les injectifs de Modl.adm
G(F ) (A) sur des injectifs de Modl.adm

L(F ) (A) (car
c’est l’adjoint à droite du foncteur IndG(F )

P−(F ) qui est exact). On en déduit une suite spectrale
de Grothendieck (voir [25, Théorème 2.4.1]) de A-modules

(1.2.9) ExtiL(F )
(
U,RjOrdP (F ) V

)
⇒ Exti+jG(F )

(
IndG(F )

P−(F ) U, V
)
.
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Les termes de bas degré de cette suite spectrale forment une suite exacte de A-modules

0→ Ext1
L(F )

(
U,OrdP (F ) V

)
→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

P−(F ) U, V
)
→ HomL(F )

(
U,R1OrdP (F ) V

)
→ Ext2

L(F )
(
U,OrdP (F ) V

)
→ Ext2

G(F )

(
IndG(F )

P−(F ) U, V
)

et en utilisant l’injection (1.2.4), on obtient une suite exacte de A-modules

(1.2.10) 0→ Ext1
L(F )

(
U,OrdP (F ) V

)
→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

P−(F ) U, V
)

→ HomL(F )
(
U,H1OrdP (F ) V

)
.

Le premier morphisme non trivial de cette suite exacte est induit par le foncteur exact
IndG(F )

P−(F ) et le morphisme naturel IndG(F )
P−(F ) OrdP (F ) V → V . Le second morphisme non

trivial associe à la classe d’une extension

0→ V → E → IndG(F )
P−(F ) U → 0

le morphisme δ de la suite exacte longue

0→ OrdP (F ) V → OrdP (F ) E → OrdP (F ) IndG(F )
P−(F ) U

δ−→ H1OrdP (F ) V → · · ·

composé avec l’inverse de l’isomorphisme de la proposition 1.2.6.
Analogues p-adiques

Si U une représentation continue unitaire admissible de L(F ) sur E, alors U est une
représentation continue unitaire de P−(F ) sur E par inflation et on pose

IndG(F )
P−(F ) U

déf=
{
f : G(F )→ U continue

| f(pg) = p · f(g) pour tous p ∈ P−(F ) et g ∈ G(F )
}

et on fait agir G(F ) sur ce E-espace de Banach par translation à droite. Si U0 ⊂ U est
une boule stable par L(F ), alors le sous-OE-module IndG(F )

P−(F ) U
0 ⊂ IndG(F )

P−(F ) U constitué
des fonctions à valeurs dans U0 est une boule stable par G(F ) et on a un isomorphisme
G(F )-équivariant(

IndG(F )
P−(F ) U

0
)
/$k

E

(
IndG(F )

P−(F ) U
0
)
∼−→ IndG(F )

P−(F )
(
U0/$k

EU
0)

pour tout entier k ≥ 1 (voir [19, Lemme 4.1.3]). On en conclut que IndG(F )
P−(F ) U est une

représentation continue unitaire admissible de G(F ) sur E et que l’on a un isomorphisme
G(F )-équivariant

(1.2.11) IndG(F )
P−(F ) U

∼= E ⊗OE lim←−
k

IndG(F )
P−(F )

(
U0/$k

EU
0) .

On obtient ainsi un foncteur E-linéaire IndG(F )
P−(F ) : Banadm,u

L(F ) (E) → Banadm,u
G(F ) (E) qui est

exact (voir [19, Proposition 4.1.5]).
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Si V est une représentation continue unitaire admissible de G(F ) sur E et V 0 ⊂ V est
une boule stable par G(F ), on pose

OrdP (F ) V
déf= E ⊗OE lim←−

k

OrdP (F )
(
V 0/$k

EV
0) .

On obtient ainsi un foncteur E-linéaire OrdP (F ) : Banadm,u
G(F ) (E) → Banadm,u

L(F ) (E) qui est
exact à gauche (voir [19, Théorème 3.4.8]).

Proposition 1.2.12. — Soit U une représentation continue unitaire admissible de
L(F ) sur E. On un isomorphisme naturel L(F )-équivariant

U
∼−→ OrdP (F )

(
IndG(F )

P−(F ) U
)
.

En conséquence, le foncteur OrdP (F ) : Banadm,u
G(F ) (E) → Banadm,u

L(F ) (E) est un quasi-inverse
à gauche du foncteur IndG(F )

P−(F ) : Banadm,u
L(F ) (E)→ Banadm,u

G(F ) (E).

Démonstration. — Soit U0 ⊂ U une boule stable par L(F ). En utilisant l’isomorphisme
(1.2.11) et la proposition 1.2.6 avec U0/$k

EU
0 au lieu de U pour tout entier k ≥ 1, on

obtient l’isomorphisme de l’énoncé (voir aussi [19, Corollaire 4.3.5]).

Théorème 1.2.13. — Soient U et V des représentations continues unitaires admis-
sibles de L(F ) et G(F ) respectivement sur E. Le foncteur OrdP (F ) induit un isomorphisme
E-linéaire

HomG(F )

(
IndG(F )

P−(F ) U, V
)
∼−→ HomL(F )

(
U,OrdP (F ) V

)
.

En conséquence, le foncteur OrdP (F ) : Banadm,u
G(F ) (E) → Banadm,u

L(F ) (E) est l’adjoint à droite
du foncteur IndG(F )

P−(F ) : Banadm,u
L(F ) (E)→ Banadm,u

G(F ) (E).

Démonstration. — Soient U0 ⊂ U et V 0 ⊂ V des boules stables par L(F ) et G(F )
respectivement. En utilisant les isomorphismes (1.1.2) et (1.2.11) et le théorème 1.2.8
avec U0/$k

EU
0 et V 0/$k

EV
0 au lieu de U et V respectivement pour tout entier k ≥ 1, on

obtient l’isomorphisme de l’énoncé (voir aussi [19, Corollaire 4.4.6]).





CHAPITRE 2

FILTRATIONS DE BRUHAT

Nous définissons des foncteurs d’induction compacte en lien avec le foncteur d’induction
parabolique. Puis, nous définissons des filtrations de certaines représentations induites
à partir de la décomposition de Bruhat et nous calculons leurs gradués. Enfin, nous
adaptons nos résultats aux représentations ordinaires.

2.1. Les foncteurs d’induction compacte

Après quelques préliminaires topologiques, on définit et on étudie des foncteurs
c-indXB−(F ) en lien avec le foncteur IndG(F )

B−(F ).
Préliminaires

Un espace séparé est dit localement profini si tout point admet une base de voisinages
constituée d’ouverts compacts. Tout sous-espace localement fermé (c’est-à-dire intersec-
tion d’un ouvert et d’un fermé) d’un espace localement profini est encore localement
profini (voir [3, Lemme 1.2]). Un espace topologique est dit profini s’il est compact et
localement profini.

Tout groupe de Lie p-adique est localement profini. Soient H un groupe de Lie p-adique
et X un espace localement profini muni d’une action continue X×H → X. Si le quotient
X/H est séparé, alors X/H est localement profini (voir [3, Lemme 6.4]).

Lemme 2.1.1. — Tout recouvrement ouvert d’un espace profini admet un raffinement
fini constitué d’ouverts compacts deux à deux disjoints.

Démonstration. — Il s’agit de [3, Lemme 1.3] dont nous donnons la preuve. Soit X un
espace topologique profini. Puisque la topologie deX admet une base constituée d’ouverts
compacts, tout recouvrement ouvert admet un raffinement constitué d’ouverts compacts
que l’on peut supposer fini par compacité de X. Si (Oi)i∈I est un tel recouvrement, alors((⋂

j∈J

Oj

)⋂( ⋂
i∈I−J

X −Oi

))
J⊂I

est un raffinement fini de (Oi)i∈I constitué d’ouverts compacts deux à deux disjoints.
Le groupe G(F ) est localement profini et le quotient B−(F )\G(F ) est compact donc

profini. On déduit du lemme 2.1.1 que le fibré principal G(F )� B−(F )\G(F ) est trivial,
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c’est-à-dire qu’il admet une section continue ς : B−(F )\G(F ) ↪→ G(F ). En effet, d’après
[4, Théorème 4.13 a)] il possède une section locale, donc par translation on peut trouver un
recouvrement de B−(F )\G(F ) par des ouverts trivialisants. En choisissant un raffinement
de ce recouvrement par des ouverts deux à deux disjoints, on peut recoller ces sections
locales en une section globale.
Définition et propriétés

Soit U une représentation lisse de T (F ) sur A. On fixe un sous-groupe fermé H de
G(F ). Pour tout sous-ensemble X ⊂ G(F ) localement fermé et (B−(F ), H)-biinvariant
(c’est-à-dire B−(F )-invariant par translation à gauche et H-invariant par translation à
droite), on définit une représentation lisse de H sur A en faisant agir H par translation
à droite sur le A-module

c-indXB−(F ) U
déf=
{
f : X → U localement constante à support compact
modulo B−(F ) | f(bx) = b · f(x) pour tous b ∈ B−(F ) et x ∈ X

}
et on obtient ainsi un foncteur c-indXB−(F ) : Mod∞T (F )(A)→ Mod∞H (A).

Proposition 2.1.2. — Soient X un ouvert (B−(F ), H)-biinvariant de G(F ) et Y un
fermé (B−(F ), H)-biinvariant de X. On a une suite exacte courte de représentations
lisses de H sur A

0→ c-indX−YB−(F ) U → c-indXB−(F ) U → c-indYB−(F ) U → 0

où le premier morphisme non trivial est le prolongement par 0 sur Y et le second est la
restriction à Y . Elle est scindée lorsque Y est ouvert dans X.

Démonstration. — Il s’agit de [3, Proposition 1.8] que nous redémontrons ici. L’injectivité
du premier morphisme non trivial est évidente et l’exactitude de la suite au milieu résulte
du fait que les fonctions considérées sont localement constantes. Si Y est ouvert dans X,
alors le prolongement par 0 surX induit une sectionH-équivariante du second morphisme
non trivial. Dans le cas général, on vérifie la surjectivité de ce dernier.

Soit donc f ∈ c-indYB−(F ) U . On note respectivement X et Y les sous-ensembles
B−(F )\X et B−(F )\Y de B−(F )\G(F ). Comme X et Y sont B−(F )-invariants par
translation à gauche, la projection G(F )� B−(F )\G(F ) induit des projections X � X
et Y � Y et la section continue ς : B−(F )\G(F ) ↪→ G(F ) induit des sections continues
X ↪→ X et Y ↪→ Y .

On montre qu’il existe n ∈ N et des sous-ensembles ouverts compacts deux à deux
disjoints Y 1, . . . , Y n de Y tels que :

– B−(F )\ supp(f) =
∐n

k=1 Y k ;
– ∀k ∈ [[1, n]], f est constante sur ς(Y k).

Par définition, supp(f) est un ouvert fermé B−(F )-invariant par translation à gauche
de Y et B−(F )\ supp(f) est compact. On choisit un recouvrement de B−(F )\ supp(f)
par des ouverts sur lesquels f ◦ ς est constante. D’après le lemme 2.1.1, ce recouvrement
admet un raffinement fini constitué d’ouverts compacts deux à deux disjoints Y 1, . . . , Y n

avec n ∈ N, qui vérifient bien les propriétés ci-dessus.
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On montre qu’il existe des sous-ensembles ouverts compacts deux à deux disjoints
X1, . . . , Xn de X tels que

Xk ∩ Y = Y k

pour tout k ∈ [[1, n]]. Comme Y k est ouvert dans Y , il existe un ouvert Xk ⊂ X tel que
X ∩Y = Y k. Par compacité de Y k, on peut supposer Xk compact (quitte à recouvrir Xk

par des ouverts compacts de X et à extraire un recouvrement fini de Y k) et puisque les
sous-ensembles Y 1, . . . , Y n de Y sont deux à deux disjoints, on peut supposer les sous-
ensembles X1, . . . , Xn de X ainsi construits deux à deux disjoints (quitte à remplacer Xk

par Xk −
⋃
k′ 6=k(Xk ∩Xk′)).

Pour tout k ∈ [[1, n]], on note uk ∈ U − {0} l’unique valeur de f sur ς(Y k), B−k le
stabilisateur de uk dans B−(F ) et on pose

Xk
déf= B−k ς(Xk) ⊂ X

Yk
déf= B−k ς(Y k) ⊂ Y.

Ce sont des sous-ensembles ouverts de X et Y respectivement. En effet, ς induit une
trivialisation globale du fibré principal X � X (resp. Y � Y ), B−k est un ouvert de la
fibre B−(F ) par lissité et Xk (resp. Y k) est un ouvert de la base X (resp. Y ). De plus
par construction, on a :

– ∀k ∈ [[1, n]], Xk ∩ Y = Yk ;
– ∀k, k′ ∈ [[1, n]],∀b ∈ B−(F ), Xk ∩ bXk′ 6= ∅ ⇒ (k = k′ et b ∈ B−k ).
On prolonge f sur B−(F )Xk pour tout k ∈ [[1, n]] en posant f(bx) = b · uk pour tous

b ∈ B−(F ) et x ∈ Xk (ce prolongement est bien défini grâce aux propriétés ci-dessus), puis
sur X par 0. On obtient ainsi une fonction f̃ : X → U dont la restriction à Y est f . Par
construction, f̃ est localement constante en restriction à f̃−1(U −{0}) =

∐n
k=1B

−(F )Xk

qui est d’une part ouvert dans X (car les Xk sont ouverts dans X) et d’autre part B−(F )-
invariant par translation à gauche et compact modulo B−(F ) (car les Xk sont compacts
modulo B−(F )) donc fermé dans X. On en déduit que f̃ est localement constante sur X.
Enfin f̃ vérifie la formule de l’induite, donc f̃ ∈ c-indXB−(F ) U .

Proposition 2.1.3. — On reprend les notations de la proposition 2.1.2. Soient H0 ⊂ H
un sous-groupe compact et V ⊂ c-indX−YB−(F ) U un sous-A-module de type fini. Il existe un
morphisme H0-équivariant % : c-indXB−(F ) U → c-indX−YB−(F ) U qui induit l’identité sur V .

Démonstration. — L’espace B−(F )\G(F ) est profini et le groupe H0 est compact, donc
l’espace quotient B−(F )\G(F )/H0 est encore profini. En effet, il est encore compact
d’après [6, Chapitre III, § 4, Proposition 2, Corollaire 1] et il est encore localement
profini par passage au quotient (car il est séparé par ce qui précède). On en déduit que
l’application quotient B−(F )\G(F ) � B−(F )\G(F )/H0 est fermée (car sa source est
quasi-compacte et son but est séparé).

Pour tout f ∈ V , le sous-ensemble supp(f) ⊂ X − Y est B−(F )-invariant par transla-
tion à gauche et fermé dans G(F ) (car compact modulo B−(F )). On pose

Z
déf=
⋃
f∈V

supp(f) ⊂ X − Y.
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Comme V est de type fini sur A qui est fini, cette réunion est finie donc Z est fermé dans
G(F ). On pose

Z ′
déf= G(F )− (X − Y ).

Ainsi Z et Z ′ sont fermés dans G(F ), disjoints et B−(F )-invariants par translation à
gauche, donc leurs images par l’application quotient G(F ) � B−(F )\G(F ) sont encore
fermées et disjointes. L’application quotient B−(F )\G(F ) � B−(F )\G(F )/H0 étant
fermée, les images Z et Z ′ de Z et Z ′ respectivement dans B−(F )\G(F )/H0 sont encore
fermées et Z ′ étant H0-invariant par translation à droite (car H0 ⊂ H), Z et Z ′ sont
encore disjointes.

L’espace quotient B−(F )\G(F )/H0 étant compact, il est normal (axiome de séparation
T4), donc il existe deux ouverts disjoints contenant respectivement Z et Z ′. Avec le
complémentaire de Z ∪ Z ′, ils forment un recouvrement ouvert de B−(F )\G(F )/H0. Ce
recouvrement admet un raffinement fini constitué d’ouverts deux à deux disjoints d’après
le lemme 2.1.1. Soit O la réunion de ceux qui intersectent Z. C’est un sous-ensemble
ouvert et fermé de B−(F )\G(F )/H0 qui vérifie Z ⊂ O ⊂ B−(F )\(X − Y )/H0. Son
image réciproque par l’application quotient G(F )� B−(F )\G(F )/H0 est donc un sous-
ensemble ouvert, fermé et (B−(F ), H0)-biinvariant O de G(F ) qui vérifie Z ⊂ O ⊂ X−Y .

On note 1O la fonction caractéristique de O sur X. Pour tout f ∈ c-indXB−(F ) U , 1Of
est localement constante (car O est ouvert et fermé dans X), à support dans X − Y
(car O ⊂ X − Y ) compact modulo B−(F ) (car O est fermé modulo B−(F )) et vérifie
(1Of)(bx) = b · (1Of)(x) pour tous b ∈ B−(F ) et x ∈ X (car O est B−(F )-invariant
par translation à gauche), donc 1Of ∈ c-indX−YB−(F ) U . On définit ainsi une application A-
linéaire % : c-indXB−(F ) U → c-indX−YB−(F ) U qui est H0-équivariante (car O est H0-invariante
par translation à droite) et qui induit l’identité sur V (car Z ⊂ O).

Lien avec l’induction parabolique
Pour tout sous-ensemble X ⊂ G(F ) ouvert et (B−(F ), H)-biinvariant, on définit une

sous-H-représentation de IndG(F )
B−(F ) U en posant(

IndG(F )
B−(F ) U

)
(X) déf=

{
f ∈ IndG(F )

B−(F ) U | supp(f) ⊂ X
}
.

Lemme 2.1.4. — Soit X un ouvert (B−(F ), H)-biinvariant de G(F ). La restriction à
X induit un isomorphisme H-équivariant(

IndG(F )
B−(F ) U

)
(X) ∼−→ c-indXB−(F ) U.

Démonstration. — L’application est bien définie car les supports des éléments de
(IndG(F )

B−(F ) U)(X) sont fermés dans G(F ) et B−(F )-invariants par translation à gauche,
donc leurs images dans le quotient B−(F )\G(F ) sont fermées donc compactes. Le pro-
longement par 0 sur G(F ) − X est une application inverse bien définie car les supports
des éléments de c-indXB−(F ) U sont d’une part ouverts dans X donc dans G(F ), d’autre
part B−(F )-invariants par translation à gauche et compacts modulo B−(F ) donc fermés
dans G(F ).
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2.2. Filtrations d’une représentation induite

Soient P ⊂ G un sous-groupe parabolique standard et L ⊂ P le sous-groupe de Levi
standard. En utilisant la décomposition de Bruhat, on définit des filtrations topologiques,
puis de représentations induites et on calcule leurs gradués.
Définition des filtrations

On définit les représentants de Kostant des classes à droite W/WL en posant

W̃P
déf= {w ∈ W | w de longueur minimale dans wWL}.

Pour tout w ∈ W , il existe une décomposition unique w = w̃PwL avec w̃P ∈ W̃P , wL ∈ WL

et on a `(w) = `(w̃P ) + `(wL) (voir [5, Proposition 3.9]).
En utilisant l’identité B− = ẇ0Bẇ0, la décomposition de Bruhat relative à B (voir [4,

Théorème 5.15]) donne
G(F ) =

∐
w∈W

(B−ẇB)(F )

et pour tout w ∈ W , l’adhérence de (B−ẇB)(F ) dans G(F ) est∐
w′≥w

(B−ẇ′B)(F )

avec ≤ l’ordre de Bruhat(4) sur W (voir [5, Théorème 3.13] et [5, Corollaire 3.15]). En
utilisant la décomposition P = BẆLB et [5, Lemme 3.4], on obtient pour tout w̃P ∈ W̃P

la décomposition
(B− ˙̃wPP )(F ) =

∐
wL∈WL

(B− ˙̃wP ẇLB)(F ),

d’où la décomposition
G(F ) =

∐
w̃P∈W̃P

(B− ˙̃wPP )(F ).

Soient w̃P ∈ W̃P et wL ∈ WL. On déduit de [1, Lemme 4.18] que si w̃′Pw′L ≥ w̃PwL avec
w̃′P ∈ W̃P et w′L ∈ WL, alors w̃′P ≥ w̃P . Si de plus w̃′P = w̃P , alors w′L ≥ wL. Ainsi,
l’adhérence de (B− ˙̃wPP )(F ) dans G(F ) est∐

w̃′P≥w̃P

(B− ˙̃w′PP )(F )

et l’adhérence de (B− ˙̃wP ẇLB)(F ) dans (B− ˙̃wPP )(F ) est∐
w′L≥wL

(B− ˙̃wP ẇ′LB)(F ).

En utilisant ces décompositions, on définit des filtrations topologiques et on explicite
leurs « gradués », c’est-à-dire les différences successives. On définit une filtration de G(F )

(4)L’ordre de Bruhat sur W est défini par w ≤ w′ si et seulement si il existe une décomposition réduite
s1 . . . s`(w′) de w′ et des entiers 1 ≤ k1 < · · · < k`(w) ≤ `(w′) tels que w = sk1 . . . sk`(w) .
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par des ouverts (B−(F ), P (F ))-biinvariants en posant

FiliP G(F ) déf=
∐

`(w̃P )≤i

(B− ˙̃wPP )(F )

pour tout i ∈ [[−1, dimNP ]] et si i ≥ 0, alors on a une partition du gradué par des ouverts
(B−(F ), P (F ))-biinvariants

GriP G(F ) =
∐

`(w̃P )=i

(B− ˙̃wPP )(F ).

Pour tout w̃P ∈ W̃P , on définit une filtration de (B− ˙̃wPP )(F ) par des ouverts
(B−(F ), B(F ))-biinvariants en posant

FiljB(B− ˙̃wPP )(F ) déf=
∐

`(wL)≤j

(B− ˙̃wP ẇLB)(F )

pour tout j ∈ [[−1, dimNL]] et si j ≥ 0, alors on a une partition du gradué par des ouverts
(B−(F ), B(F ))-biinvariants

GrjB(B− ˙̃wPP )(F ) =
∐

`(wL)=j

(B− ˙̃wP ẇLB)(F ).

Soit U une représentation lisse de T (F ) sur A. Les filtrations topologiques précédentes
induisent naturellement des filtrations de représentations induites. On définit une filtra-
tion de IndG(F )

B−(F ) U par des sous-P (F )-représentations en posant

FiliP IndG(F )
B−(F ) U

déf=
(

IndG(F )
B−(F ) U

) (
FiliP G(F )

)
pour tout i ∈ [[−1, dimNP ]] et si i ≥ 0, alors en utilisant le lemme 2.1.4 et la propo-
sition 2.1.2 avec H = P (F ), X = FiliP G(F ) et Y = GriP G(F ), on voit que l’on a des
isomorphismes P (F )-équivariants

(2.2.1) GriP IndG(F )
B−(F ) U

∼= c-indGriP G(F )
B−(F ) U ∼=

⊕
`(w̃P )=i

c-ind(B− ˙̃wPP )(F )
B−(F ) U.

Pour tout w̃P ∈ W̃P , on définit une filtration de c-ind(B− ˙̃wPP )(F )
B−(F ) U par des sous-B(F )-

représentations en posant

FiljB c-ind(B− ˙̃wPP )(F )
B−(F ) U

déf= c-indFiljB(B− ˙̃wPP )(F )
B−(F ) U

pour tout j ∈ [[−1, dimNL]] et si j ≥ 0, alors en utilisant la proposition 2.1.2 avec
H = B(F ), X = FiljB(B− ˙̃wPP )(F ) et Y = GrjB(B− ˙̃wPP )(F ), on voit que l’on a des
isomorphismes B(F )-équivariants

(2.2.2) GrjB c-ind(B− ˙̃wPP )(F )
B−(F ) U ∼= c-indGrjB(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U ∼=
⊕

`(wL)=j

c-ind(B− ˙̃wP ẇLB)(F )
B−(F ) U.
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Calculs des gradués
Soit w ∈ W . On définit un sous-groupe fermé de N stable sous l’action par conjugaison

de T en posant
Nw

déf= N ∩ (ẇ−1Nẇ).
C’est le sous-groupe engendré par les sous-groupes radiciels correspondant aux racines
dans Φ+ ∩ w−1(Φ+). D’après [5, § 3.2], le produit induit un homéomorphisme

B−(F )× {ẇ} ×Nw(F ) ∼−→ (B−ẇB)(F ).

On en déduit un isomorphisme A-linéaire

(2.2.3) c-ind(B−ẇB)(F )
B−(F ) U ∼= C∞c (Nw(F ), U)

à travers lequel Nw(F ) agit par translation à droite et l’action de t ∈ T (F ) sur
f ∈ C∞c (Nw(F ), U) est donnée par

(tf)(n) = (ẇtẇ−1) · f(t−1nt)

pour tout n ∈ Nw(F ).
On écrit w = w̃PwL avec w̃P ∈ W̃P et wL ∈ WL. On définit des sous-groupes fermés de

NP et NL stables sous l’action par conjugaison de T en posant

NP,w
déf= NP ∩Nw

NL,wL

déf= NL ∩ (ẇ−1
L NLẇL) = NL ∩Nw,(2.2.4)

la dernière égalité résultant de l’égalité Φ+
L ∩w

−1
L (Φ+

L) = Φ+
L ∩w−1(Φ+) qui caractérise la

décomposition w = w̃PwL (voir [5, Proposition 3.9 (iii)]). Comme NP est distingué dans
P , on a un produit semi-direct

(2.2.5) Nw = NL,wL nNP,w

d’où un isomorphisme A-linéaire

C∞c (Nw(F ), U) ∼= C∞c (NP,w(F ), C∞c (NL,wL(F ), U))

défini par f 7→ (nP 7→ (nL 7→ f(nLnP ))).
En procédant comme précédemment pour le triplet (L,BL, T ), on voit que le produit

induit un homéomorphisme

B−L (F )× {ẇL} ×NL,wL(F ) ∼−→ (B−L ẇLBL)(F )

et on en déduit un isomorphisme A-linéaire

(2.2.6) c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F ) U ∼= C∞c (NL,wL(F ), U)

à travers lequel NL,wL(F ) agit par translation à droite et l’action de t ∈ T (F ) sur
f ∈ C∞c (NL,wL(F ), U) est donnée par

(tf)(n) = (ẇLtẇ−1
L ) · f(t−1nt)

pour tout n ∈ NL,wL(F ).
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En notant U w̃P la représentation lisse de T (F ) sur A dont le A-module sous-jacent
est U et sur lequel t ∈ T (F ) agit à travers ˙̃wP t ˙̃w−1

P , on déduit de ce qui précède un
isomorphisme A-linéaire

(2.2.7) c-ind(B−ẇB)(F )
B−(F ) U ∼= C∞c

(
NP,w(F ), c-ind(B−L ẇLBL)(F )

B−L (F ) U w̃P
)

à travers lequel NP,w(F ) agit par translation à droite et l’action de b ∈ (TNL,wL)(F ) sur
f ∈ C∞c (NP,w(F ), c-ind(B−L ẇLBL)(F )

B−L (F ) U w̃P ) est donnée par

(bf)(n) = b · f(b−1nb)

pour tout n ∈ NP,w(F ).

2.3. Variante pour les représentations ordinaires

On adapte les définitions et résultats de la section 2.2 aux induites paraboliques d’un
caractère, puis aux représentations ordinaires. Soient P ⊂ G un sous-groupe parabolique
standard et L ⊂ P le sous-groupe de Levi standard.
Filtration et gradué d’une induite parabolique

Pour tout w ∈ W , si w̃P ∈ W̃P est l’élément de longueur minimale dans w−1WL, alors
ŵP = wL,0w̃

−1
P est l’élément de longueur maximale dans WLw. On pose

ŴP
déf= {w ∈ W | w de longueur maximale dans WLw}.

On déduit des propriétés de W̃P que pour tout w ∈ W , il existe une décomposition unique
w = wLŵP avec wL ∈ WL, ŵP ∈ ŴP et on a `(w) = `(ŵP )− `(wL).

Lemme 2.3.1. — On a la décomposition

G(F ) =
∐

ŵP∈ŴP

(P− ˙̂wPB)(F )

et pour tout ŵP ∈ ŴP , l’adhérence de (P− ˙̂wPB)(F ) dans G(F ) est∐
ŵ′P≥ŵP

(P− ˙̂w′PB)(F ).

Démonstration. — En utilisant l’identité B = ẇ0B
−ẇ0 et en procédant comme dans

la section 2.2, on obtient à partir de la décomposition de Bruhat relative à B− une
décomposition

G(F ) =
∐

w̃P∈W̃P

(B ˙̃wPP−)(F )

et pour tout w̃P ∈ W̃P , l’adhérence de (B ˙̃wPP−)(F ) dans G(F ) est∐
w̃′P≥w̃P

(B ˙̃w′PP−)(F ).
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On en déduit le lemme en passant à l’inverse et en utilisant le fait que pour tout w̃P ∈ W̃P ,
on a (P− ˙̃w−1

P B)(F ) = (P− ˙̂wPB)(F ) avec ŵP = wL,0w̃
−1
P (car ẇL,0 ∈ P−(F )) et que pour

tout w̃′P ∈ W̃P , on a w̃′P ≥ w̃P si et seulement si ŵ′P ≥ ŵP avec ŵ′P = wL,0w̃
′
P .

Soit U une représentation lisse de L(F ) sur A. En utilisant le lemme 2.3.1, on définit
une filtration de G(F ) par des ouverts (P−(F ), B(F ))-biinvariants en posant

FilrP− G(F ) déf=
∐

`(ŵP )≤r

(P− ˙̂wPB)(F )

pour tout r ∈ [[−1, dimN ]] et si r ≥ 0, alors on a une partition du gradué par des ouverts
(P−(F ), B(F ))-biinvariants

GrrP− G(F ) =
∐

`(ŵP )=r

(P− ˙̂wPB)(F ).

On adapte les définitions et propriétés de la section 2.1 avec P− au lieu de B−. On définit
la filtration de Bruhat de IndG(F )

P−(F ) U par des sous-B(F )-représentations en posant

FilrP− IndG(F )
P−(F ) U

déf=
(

IndG(F )
P−(F ) U

)
(FilrP− G(F ))

pour tout r ∈ [[−1, dimN ]] et si r ≥ 0, alors en utilisant le lemme 2.1.4 et la proposition
2.1.2 avec H = B(F ), X = FilrP− G(F ), Y = GrrP− G(F ) et P− au lieu de B−, on voit
que l’on a un isomorphisme B(F )-équivariant

(2.3.2) GrrP− IndG(F )
P−(F ) U

∼=
⊕

`(ŵP )=r

c-ind(P− ˙̂wPB)(F )
P−(F ) U.

Lemme 2.3.3. — Soit ŵP ∈ ŴP . Si N−L (F ) agit trivialement sur U , alors la restriction
à (B− ˙̂wPB)(F ) induit un isomorphisme B(F )-équivariant

% : c-ind(P− ˙̂wPB)(F )
P−(F ) U

∼−→ c-ind(B− ˙̂wPB)(F )
B−(F ) U.

Démonstration. — On vérifie tout d’abord que ŵPw0 est de longueur minimale dans
WLŵPw0 : pour tout wL ∈ WL, on a

`(wLŵPw0) = `(w0)− `(wLŵP )
= `(w0)− `(ŵP ) + `(wL)
= `(wL) + `(ŵPw0).

En utilisant l’identité B = ẇ0B
−ẇ0 et [5, Proposition 3.16 (ii)] avec B− et P− au lieu

de B et P respectivement, on en déduit que la projection B−(F )\G(F )� P−(F )\G(F )
induit un homéomorphisme

(2.3.4) B−(F )\(B− ˙̂wPB)(F ) ∼−→ P−(F )\(P− ˙̂wPB)(F ).

Soit f ∈ c-ind(P− ˙̂wPB)(F )
P−(F ) U . Alors %(f) : (B− ˙̂wPB)(F ) → U est localement constante

(car f l’est) et l’homéomorphisme (2.3.4) montre qu’elle est à support compact modulo
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B−(F ) (car f est à support compact modulo P−(F )). Il reste à montrer que %(f) vérifie
la formule de l’induite. On a un diagramme commutatif de groupes algébriques

P− B− T

L B−L T

et le noyau du quotient B−L � T est N−L . Si N−L (F ) agit trivialement sur U , on en déduit
que l’action de B−(F ) sur U à travers la composée B−(F ) ↪→ P−(F ) � L(F ) coïncide
avec celle obtenue par inflation à partir de l’action de T (F ) sur U , donc %(f) vérifie bien
la formule de l’induite. Ainsi, l’application % est bien définie. De plus, elle est visiblement
B(F )-équivariante. Enfin, en utilisant encore l’homéomorphisme (2.3.4), on voit qu’elle
est bijective.

Soient χ : L(F )→ A× un caractère lisse et r ∈ [[0, dimN ]]. En utilisant le lemme 2.3.3
avec U = χ et l’isomorphisme (2.2.3) avec U = χ et w = ŵP pour tout ŵP ∈ ŴP tel que
`(ŵP ) = r, l’isomorphisme (2.3.2) avec U = χ devient

(2.3.5) GrrP− IndG(F )
P−(F ) χ

∼=
⊕

`(ŵP )=r

C∞c (NŵP (F ), χ).

Filtration et gradué d’une représentation ordinaire
Pour tout sous-groupe parabolique standard Q ⊂ L, on note Q− ⊂ L le sous-groupe

parabolique standard opposé à Q par rapport à T . Pour tout α ∈ ∆L, on note Qα ⊂ L le
sous-groupe parabolique standard correspondant.

Définition 2.3.6. — Pour tout sous-groupe parabolique standard Q ⊂ L, on définit la
représentation spéciale relative à Q de L(F ) sur A

SpQ
déf=

IndL(F )
Q−(F ) 1∑

Q$Q′⊂L IndL(F )
Q′−(F ) 1

avec Q′ parmi les sous-groupes paraboliques de L et 1 la représentation triviale sur A.
Lorsque Q = BL, on l’appelle la représentation de Steinberg de L(F ) sur A et on la note
St. Lorsque Q = Qα avec α ∈ ∆L, on la note Spα.

Remarque 2.3.7. — Les représentations spéciales sont des représentations lisses ad-
missibles de L(F ) sur A deux à deux non isomorphes (car résiduellement deux à deux
non isomorphes d’après [24, Corollaire 4.4 (a)]). Lorsque A = kE, elles sont irréductibles
(voir [36, Théorème 2] pour St, [24, Corollaire 4.3] lorsque le système de racines de L ne
contient pas de facteur exceptionnel et [26, Théorème 7.2] dans le cas général déployé).
Dans ce cas, elles forment les constituants irréductibles de IndL(F )

B−L (F ) 1, chacune apparais-
sant avec multiplicité un (voir [24, Corollaire 4.4 (b)] lorsque le système de racines de L
ne contient pas de facteur exceptionnel et [26, Théorème 7.3] dans le cas général déployé).
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Définition 2.3.8. — Une représentation ordinaire(5) de G(F ) sur A est une représen-
tation de la forme IndG(F )

P−(F ) σ ⊗ χ avec σ une représentation spéciale de L(F ) sur A et
χ : L(F )→ A× un caractère lisse.

Soit σ une représentation spéciale de L(F ) sur A. On note Q ⊂ L le sous-groupe
parabolique standard correspondant à σ. Comme BQ ⊂ P est un sous-groupe parabolique
standard de G, on considère ŴBQ. Pour tout sous-groupe parabolique standard Q′ ⊂ L

tel que Q ⊂ Q′, on a ŴBQ′ ⊂ ŴBQ. De plus, 1 ∈ ŴBQ si et seulement si Q = BL ;
sα ∈ ŴBQ avec α ∈ ∆ − ∆L si et seulement si Q = BL ; sα ∈ ŴBQ avec α ∈ ∆L si et
seulement si Q = Qα. On pose

Ŵσ
déf= ŴBQ −

⋃
Q$Q′⊂L

ŴBQ′

avec Q′ parmi les sous-groupes paraboliques de L.
Soit χ : L(F )→ A× un caractère lisse. On rappelle que la restriction à T (F ) identifie

les caractères de L(F ) avec les caractères de T (F ) triviaux sur imα∨ pour tout α ∈ ∆L

(voir [1, Proposition 3.3]).

Proposition 2.3.9. — Il existe une filtration de IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ par des sous-B(F )-

représentations Filrσ IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ pour tout r ∈ [[−1, dimN ]] et si r ≥ 0, alors on a un

isomorphisme B(F )-équivariant

Grrσ IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ ∼=

⊕
`(ŵσ)=r

C∞c (Nŵσ(F ), χ).

Démonstration. — Pour tout sous-groupe parabolique standard Q′ ⊂ L, on a défini la
filtration de Bruhat Fil•(BQ′)− IndG(F )

(BQ′)−(F ) χ (que l’on notera de façon concise IBQ′• dans
la suite de la démonstration) et pour tout r ∈ [[0, dimN ]], l’isomorphisme (2.3.5) montre
que l’on a une suite exacte courte de représentations lisses de B(F ) sur A

(2.3.10) 0→ IBQ
′

r−1 → IBQ
′

r →
⊕

`(ŵBQ′ )=r

C∞c (NŵBQ′
(F ), χ)→ 0.

De plus pour tous sous-groupes paraboliques standards Q′1 ⊂ Q′2 ⊂ L, l’injection G(F )-
équivariante

(2.3.11) IndG(F )
(BQ′2)−(F ) χ ↪→ IndG(F )

(BQ′1)−(F ) χ

(5)Cette terminologie, empruntée à [30], est justifiée par le fait suivant : lorsque A = kE , les représenta-
tions ordinaires irréductibles sont exactement les sous-quotients irréductibles de séries principales.
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est stricte par rapport aux filtrations IBQ
′
1

• et IBQ
′
2

• : pour tout r ∈ [[0, dimN ]], on a un
diagramme commutatif de représentations lisses de B(F ) sur A

(2.3.12)

0 I
BQ′1
r−1 I

BQ′1
r

⊕
`(ŵBQ′1 )=r

C∞c (NŵBQ′1
(F ), χ) 0

0 I
BQ′2
r−1 I

BQ′2
r

⊕
`(ŵBQ′2 )=r

C∞c (NŵBQ′2
(F ), χ) 0

où les deux premières injections verticales sont induites par l’injection (2.3.11) et la
dernière est l’injection naturelle correspondant à l’inclusion ŴBQ′2

⊂ ŴBQ′1
. Enfin, on a

un isomorphisme G(F )-équivariant

(2.3.13) IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ ∼=

IndG(F )
(BQ)−(F ) χ∑

Q$Q′⊂L IndG(F )
(BQ′)−(F ) χ

avec Q′ parmi les sous-groupes paraboliques de L, qui résulte de l’exactitude de la
torsion par χ et du foncteur IndG(F )

P−(F ), ainsi que de l’isomorphisme L(F )-équivariant
(IndL(F )

Q′−(F ) 1)⊗ χ ∼= IndL(F )
Q′−(F ) χ. Soit Iσ• l’image de la filtration IBQ• de IndG(F )

(BQ)−(F ) χ dans
le quotient IndG(F )

P−(F ) σ ⊗ χ. Comme les inclusions entre les différents objets apparaissant
dans l’isomorphisme (2.3.13) sont strictes par rapport aux filtrations de ces derniers, on
a encore en passant aux gradués des inclusions et un isomorphisme B(F )-équivariant

Iσr /I
σ
r−1
∼=

IBQr /IBQr−1∑
Q$Q′⊂L I

BQ′
r /IBQ

′

r−1

pour tout r ∈ [[0, dimN ]], d’où une suite exacte courte de représentations lisses de B(F )
sur A
(2.3.14) 0→ Iσr−1 → Iσr →

⊕
`(ŵσ)=r

C∞c (Nŵσ(F ), χ)→ 0.

On en conclut que la filtration Iσ• convient.

Remarque 2.3.15. — La filtration de Bruhat Fil•P− IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ est déjà définie et

étudiée dans [36] pour les représentations spéciales deG (c’est-à-dire lorsque P = L = G).



CHAPITRE 3

COHOMOLOGIE ET ACTION DE HECKE

Nous définissons l’action de Hecke de certains monoïdes L̃+ sur les A-modules de co-
homologie de certains groupes Ñ0 munis d’une action de L̃+. Puis, nous étudions ces
A-modules et cette action à travers certains dévissages de Ñ0 respectant l’action de L̃+.
Enfin, nous utilisons des dévissages successifs pour calculer les A-modules de cohomologie
d’un sous-groupe ouvert compact NP,0 ⊂ NP (F ) à valeurs dans les gradués des filtrations
de Bruhat et l’action de Hecke de sous-monoïdes de BL(F ).

3.1. Définitions et premières propriétés

On généralise la définition de l’action de Hecke et les calculs en degré maximal de
[19, 20]. On démontre également un résultat clef qui permet, sous une condition de
finitude, de calculer la cohomologie et l’action de Hecke en degré nul et en degré maximal.
Préliminaires

Soient H un groupe de Lie p-adique, H+ ⊂ H un sous-monoïde ouvert et H0 ⊂ H+

un sous-groupe ouvert de H (par exemple H0 = H+ ∩ (H+)−1 le plus grand sous-groupe
de H dans H+). On dit qu’une représentation V de H+ sur A est lisse si l’action de H0
sur V est lisse (cela ne dépend pas du choix de H0). On note Mod∞H+(A) la catégorie des
représentations lisses de H+ sur A et des applications A-linéaires H+-équivariantes.

Lemme 3.1.1. — La catégorie Mod∞H+(A) est abélienne. Elle possède suffisamment
d’injectifs et ces derniers sont encore injectifs dans la catégorie Mod∞H0(A).

Démonstration. — C’est une adaptation immédiate des preuves de [19, Lemme 2.2.6],
[20, Proposition 2.1.1] et [20, Proposition 2.1.2].

Soient Ñ un groupe algébrique unipotent sur Qp et Ñ0 ⊂ Ñ(Qp) un sous-groupe ouvert
compact. On note Lie(Ñ) l’algèbre de Lie de Ñ sur Qp (c’est le noyau de la surjection
canonique Ñ(Qp[ε]) � Ñ(Qp) avec ε2 = 0). C’est une Qp-algèbre de Lie nilpotente et
d’après [17, Chapitre IV, § 2, Proposition 4.1], l’exponentielle induit un homéomorphisme
canonique

exp : Lie(Ñ) ∼−→ Ñ(Qp).
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On dit que Ñ0 est standard si exp−1(Ñ0) ⊂ Lie(Ñ) est une sous-Zp-algèbre de Lie (voir
[20, Définition 3.5.1]). D’après [20, Lemme 3.5.2], il existe une base de voisinages de
1 ∈ Ñ(Qp) constituée de sous-groupes ouverts compacts standards.

On fixe un groupe algébrique L̃ sur Qp et un sous-monoïde ouvert L̃+ ⊂ L̃(Qp). On
note L̃0 ⊂ L̃+ le sous-groupe ouvert L̃+ ∩ (L̃+)−1 de L̃(Qp). On suppose que Ñ est muni
d’une action de L̃ que l’on identifie à la conjugaison dans L̃ n Ñ et que Ñ0 est stable
sous l’action par conjugaison de L̃+. En particulier, L̃0 normalise Ñ0. On note L̃+ n Ñ0
le sous-monoïde de (L̃ n Ñ)(Qp) engendré par L̃+ et Ñ0. Il est ouvert car il contient le
sous-groupe ouvert L̃0 n Ñ0.
Action de Hecke

Soit V une représentation lisse de L̃+nÑ0 sur A. On définit l’action de Hecke de l ∈ L̃+

sur les A-modules H•(Ñ0, V ) comme la composée
(3.1.2) H•(Ñ0, V )→ H•(lÑ0l

−1, V )→ H•(Ñ0, V )
où le premier morphisme est induit par l’action de l sur V et le second est la corestriction
de lÑ0l

−1 à Ñ0 (voir [34, Chapitre I, § 2.4] et [35, Chapitre VII, § 7]).

Lemme 3.1.3. — Les A-modules H•(Ñ0, V ) munis de l’action de Hecke sont des repré-
sentations lisses de L̃+ sur A.

Démonstration. — On montre d’abord le lemme en degré 0. L’action de Hecke de L̃+ sur
V Ñ0 est une action de monoïde d’après [19, Lemme 3.1.4]. Comme le groupe L̃0 ⊂ L̃+

normalise Ñ0, l’action de Hecke de L̃0 sur V Ñ0 coïncide avec l’action lisse de L̃0 sur
V Ñ0 ⊂ V . On en déduit que l’action de Hecke de L̃+ sur V Ñ0 est lisse. En degré supérieur,
on calcule les A-modules H•(Ñ0, V ) à l’aide d’une résolution injective V ↪→ I• dans la
catégorie Mod∞

L̃+nÑ0
(A) (voir le lemme 3.1.1 et [20, Proposition 2.1.11]) et on utilise le

résultat en degré 0 avec (I•)Ñ0 .
Par naturalité des morphismes de (3.1.2), tout morphisme de représentations lisses de

L̃+nÑ0 sur A induit un morphisme L̃+-équivariant pour l’action de Hecke en cohomologie.
Les foncteurs

H•(Ñ0,−) : Mod∞
L̃+nÑ0

(A)→ Mod∞
L̃+(A)

forment donc un δ-foncteur universel.
Calcul en degré maximal

On note dimQp Ñ0 la dimension de Ñ0 en tant que variété analytique sur Qp. En par-
ticulier, dimQp Ñ0 = dim Ñ . Le résultat suivant est originalement dû à [27, Chapitre V,
Théorème 2.2.8].

Lemme 3.1.4. — Soit n ∈ N. Si n > dimQp Ñ0, alors Hn(Ñ0, V ) = 0.

Démonstration. — Voir la preuve de [20, Lemme 3.5.4].

On suppose que Ñ0 est standard et on note α̃ le caractère algébrique de la représentation
adjointe de L̃ sur détQp Lie(Ñ).
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Proposition 3.1.5. — Soit n ∈ N. Si n = dimQp Ñ0, alors on a un isomorphisme
naturel L̃+-équivariant

Hn(Ñ0, V ) ∼= VÑ0
⊗ α̃−1|α̃|−1

p ,

l’action de l ∈ L̃+ sur VÑ0
étant la composée

VÑ0
→ VlÑ0l−1 → VÑ0

où le premier morphisme est induit par l’action de l sur V et le second est la projection
naturelle.

Démonstration. — Si M est un Zp-module libre de rang r, on note M∨ = HomZp(M,Zp)
son dual et détZpM = Λr

ZpM sa plus grande puissance extérieure non nulle. D’après [20,
Proposition 3.5.6], on a un isomorphisme naturel A-linéaire

(3.1.6) Hn(Ñ0, V ) ∼−→ VÑ0
⊗Zp détZp Lie(Ñ0)∨.

Si l ∈ L̃+, alors on a un diagramme commutatif

(3.1.7)

Hn(Ñ0, V ) VÑ0
⊗Zp détZp Lie(Ñ0)∨

Hn(lÑ0l
−1, V ) VlÑ0l−1 ⊗Zp détZp Lie(lÑ0l

−1)∨

Hn(Ñ0, V ) VÑ0
⊗Zp détZp Lie(Ñ0)∨

∼

∼

∼

où les morphismes horizontaux correspondent à l’isomorphisme (3.1.6), les morphismes
verticaux de gauche sont ceux de la composée (3.1.2) et ceux de droite sont les suivants :

– le premier est le produit tensoriel du morphisme induit par l’action de l sur V avec
la multiplication par α̃(l)−1 ;

– le second est le produit tensoriel de la projection naturelle avec la multiplication par
|α̃(l)|−1

p .
La commutativité du carré supérieur du diagramme (3.1.7) est une conséquence de la
naturalité de l’isomorphisme (3.1.6) tandis que celle du carré inférieur résulte de [20,
Lemme 3.5.10]. Enfin, la composée des morphismes verticaux de droite coïncide avec
l’action de l’énoncé sur VÑ0

tordue par le caractère α̃−1|α̃|−1
p .

Remarque 3.1.8. — Si L̃ = ResF/Qp 8L̃ et Ñ = ResF/Qp 8Ñ avec 8L̃ un groupe algébrique
sur F et 8Ñ un groupe algébrique unipotent sur F muni d’une action de 8L̃, alors Lie(8Ñ)
est une F -algèbre de Lie dont la Qp-algèbre de Lie sous-jacente s’identifie naturellement à
Lie(Ñ). Ainsi, α̃ = NF/Qp ◦8α̃ avec 8α̃ le caractère algébrique de la représentation adjointe
de 8L̃ sur détF Lie(8Ñ) et on en déduit que l’isomorphisme de la proposition 3.1.5 se réécrit

Hn(Ñ0, V ) ∼= VÑ0
⊗ (ω−1 ◦ 8α̃).

avec n = dimQp Ñ0 = [F : Qp] · dim 8Ñ .
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Un résultat clef
Définition 3.1.9. — On dit qu’un élément l ∈ L̃+ contracte strictement Ñ0 s’il vérifie
les conditions équivalentes suivantes.

(i)
⋂
k∈N l

kÑ0l
−k = 1

(ii)
⋃
k∈N l

−kÑ0l
k = Ñ(Qp)

Lemme 3.1.10. — Soient l ∈ L̃+ un élément contractant strictement Ñ0 et V0 une re-
présentation lisse localement l-finie(6) de L̃(Qp) sur A. On suppose que l’on a une injection
L̃+-équivariante V0 ↪→ V et que l’action de l sur son conoyau est localement nilpotente.

(i) L’action de Hecke de l sur V Ñ0 est localement nilpotente.
(ii) On a une injection L̃+-équivariante V0 ↪→ VÑ0

et l’action de l sur son conoyau est
localement nilpotente.

Démonstration. — On commence par montrer la propriété suivante : pour tout v ∈ V ,
il existe κ = κ(v) ∈ N tel que lk · v ∈ V lκÑ0l−κ pour tout k ∈ N. Soit v ∈ V . L’action de
l sur V/V0 étant localement nilpotente et V0 étant localement l-finie, le sous-A-module
A[l] · v ⊂ V est de type fini. Comme l’action de Ñ0 sur V est lisse, on en déduit que le
fixateur de A[l] · v dans Ñ0 est ouvert, donc il contient lκÑ0l

−κ pour κ ∈ N suffisamment
grand (car l contracte strictement Ñ0).

Montrons le point (i). Soient v ∈ V Ñ0 , κ = κ(v) et k ∈ N. En notant H· l’action de
Hecke, on a

lκ+k H· v =
∑

n∈Ñ0/lκ+kÑ0l−(κ+k)

n · (lκ+k · v)

=
(
lκÑ0l

−κ : lκ+kÑ0l
−(κ+k)

) ∑
n∈Ñ0/lκÑ0l−κ

n · (lκ+k · v)

=
(
Ñ0 : lkÑ0l

−k
)(

lκ
H· (lk · v)

)
.

Or Ñ0 est un groupe pro-p infini et l contracte strictement Ñ0, donc l’indice (Ñ0 : lkÑ0l
−k)

est nul dans A pour k suffisamment grand.
Montrons le point (ii). L’action de L̃+ sur VÑ0

étant induite par celle sur V , la composée
V0 ↪→ V � VÑ0

est L̃+-équivariante. De plus, l’action de l sur son conoyau est localement
nilpotente (car c’est un quotient de V/V0). Il suffit donc de montrer que cette composée
est injective. Pour tous v ∈ V , κ = κ(v) et n ∈ Ñ0, on a

lκ · (n · v − v) = (lκnl−κ) · (lκ · v)− (lκ · v) = 0,

donc l’action de l sur ker(V � VÑ0
) est localement nilpotente. Comme l’action de l est

inversible sur V0, on en conclut que V0 ∩ ker(V � VÑ0
) = 0.

(6)C’est-à-dire que pour tout v ∈ V0, le sous-A-module A[l] · v ⊂ V0 est de type fini.
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3.2. Étude à travers un dévissage

On garde les notations précédentes : L̃, L̃+, L̃0, Ñ , Ñ0, V . Le but de cette section est
de montrer comment la cohomologie de Ñ0 à valeurs dans V et l’action de Hecke de L̃+

sur les A-modules H•(Ñ0, V ) se décomposent à travers un dévissage de Ñ0.
Cohomologie

Soient Ñ ′ ⊂ Ñ un sous-groupe fermé distingué et Ñ ′′ le groupe quotient Ñ/Ñ ′. On
note Ñ ′0 l’intersection de Ñ ′(Qp) avec Ñ0 et Ñ ′′0 l’image de Ñ0 dans Ñ ′′(Qp). Ce sont des
sous-groupes ouverts compacts de Ñ ′(Qp) et Ñ ′′(Qp) respectivement et si Ñ0 est standard,
alors Ñ ′0 et Ñ ′′0 le sont aussi. On a une suite exacte courte de groupes topologiques

1→ Ñ ′0 → Ñ0 → Ñ ′′0 → 1.

On veut exprimer la cohomologie de Ñ0 à valeurs dans V à travers ce dévissage. En
degré 0 on a l’égalité V Ñ0 = (V Ñ ′0)Ñ ′′0 et en degré supérieur on a une suite spectrale de
Hochschild-Serre (voir [34, Chapitre I, § 2.6]) de A-modules

(3.2.1) Hi(Ñ ′′0 ,Hj(Ñ ′0, V ))⇒ Hi+j(Ñ0, V )

où pour tout j ∈ N, l’action de n′′ ∈ Ñ ′′0 sur Hj(Ñ ′0, V ) est induite au niveau des cochaînes
par l’application φ 7→ ñ′′φ définie par

(ñ′′φ)(n′1, . . . , n′j) = ñ′′ · φ(ñ′′−1n′1ñ
′′, . . . , ñ′′−1n′jñ

′′)

pour tout (n′1, . . . , n′j) ∈ Ñ
′j
0 avec ñ′′ ∈ Ñ0 un relèvement de n′′.

Si dimQp Ñ
′′
0 = 1, alors la cohomologie de Ñ ′′0 est nulle en degré strictement plus grand

que 1 d’après le lemme 3.1.4. Dans ce cas, on déduit de la suite spectrale (3.2.1) des suites
exactes courtes de A-modules

(3.2.2) 0→ H1(Ñ ′′0 ,Hn−1(Ñ ′0, V ))→ Hn(Ñ0, V )→ Hn(Ñ ′0, V )Ñ ′′0 → 0

pour tout entier n > 0. Le second morphisme non trivial est la restriction et lorsque
n = 1, le premier morphisme non trivial est l’inflation.
Action de Hecke

On suppose que Ñ ′ est stable sous l’action par conjugaison de L̃ et on identifie l’ac-
tion de L̃ induite sur Ñ ′′ à la conjugaison dans L̃ n Ñ ′′. Pour tout l ∈ L̃+, on a
lÑ0l

−1 ∩ Ñ ′(Qp) = lÑ ′0l
−1 (car L̃(Qp) normalise Ñ ′(Qp)), d’où une suite exacte courte de

groupes topologiques
1→ lÑ ′0l

−1 → lÑ0l
−1 → lÑ ′′0 l

−1 → 1.

On veut exprimer l’action de Hecke de L̃+ sur H•(Ñ0, V ) à partir de celle (définie par
(3.1.2) avec Ñ ′0 au lieu de Ñ0) sur H•(Ñ ′0, V ).

Lemme 3.2.3. — Les A-modules H•(Ñ ′0, V ) munis de l’action naturelle de Ñ ′′0 et de
l’action de Hecke de L̃+ sont des représentations lisses de L̃+ n Ñ ′′0 .
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Démonstration. — On montre d’abord le lemme en degré 0. Il suffit de vérifier que l’action
naturelle de Ñ ′′0 et l’action de Hecke (notée H· ) de L̃+ sur V Ñ ′0 sont compatibles : pour
tous l ∈ L̃+, n′′ ∈ Ñ ′′0 et v ∈ V Ñ ′0 , on a

l
H· (n′′ · v) =

∑
n′∈Ñ ′0/lÑ ′0l−1

n′lñ′′ · v

= (ln′′l−1) ·
∑

n′∈Ñ ′0/lÑ ′0l−1

(
(lñ′′l−1)−1n′(lñ′′l−1)

)
· (l · v)

= (ln′′l−1) · (l H· v)

avec ñ′′ ∈ Ñ0 un relèvement de n′′, la dernière égalité résultant du fait que lÑ ′0l−1 est
stable par conjugaison par lñ′′l−1. En degré supérieur, on calcule les A-modules H•(Ñ ′0, V )
à l’aide d’une résolution injective V ↪→ I• dans la catégorie Mod∞

L̃+nÑ0
(A) (voir le lemme

3.1.1 et [20, Proposition 2.1.11]) et on utilise le résultat en degré 0 avec (I•)Ñ ′0 .

Par naturalité de l’action de Ñ ′′0 et de l’action de Hecke de L̃+, on obtient ainsi un
δ-foncteur universel

H•(Ñ ′0,−) : Mod∞
L̃+nÑ0

(A)→ Mod∞
L̃+nÑ ′′0

(A).

On peut alors considérer l’action de Hecke de l ∈ L̃+ (définie par (3.1.2) avec Ñ ′′0 et
H•(Ñ ′0, V ) au lieu de Ñ0 et V respectivement) sur les A-modules H•(Ñ ′′0 ,H•(Ñ ′0, V )) :
pour tous i, j ∈ N, c’est la composée

(3.2.4) Hi(Ñ ′′0 ,Hj(Ñ ′0, V ))→ Hi(lÑ ′′0 l−1,Hj(lÑ ′0l−1, V ))
→ Hi(lÑ ′′0 l−1,Hj(Ñ ′0, V ))→ Hi(Ñ ′′0 ,Hj(Ñ ′0, V ))

où le premier morphisme est induit par l’action de l sur V , le second par la corestriction
de lÑ ′0l−1 à Ñ ′0 et le dernier est la corestriction de lÑ ′′0 l−1 à Ñ ′′0 . En degré 0, le lemme
suivant montre que l’on retrouve l’action de Hecke original de L̃+.

Lemme 3.2.5. — L’action de Hecke de L̃+ sur V Ñ0 définie par (3.1.2) coïncide avec
celle sur (V Ñ ′0)Ñ ′′0 définie par (3.2.4) avec i = j = 0.

Démonstration. — Soit l ∈ L̃+. Soient (n′i)i∈[[1,k′]] et (n′′j )j∈[[1,k′′]] des systèmes de représen-
tants des classes à gauche Ñ ′0/lÑ ′0l−1 et Ñ ′′0 /lÑ ′′0 l−1 respectivement. Pour tout j ∈ [[1, k′′]],
on fixe un relèvement ñ′′j ∈ Ñ0 de n′′j . Montrons que l’on a une bijection

Ñ ′′0 /lÑ
′′
0 l
−1 × Ñ ′0/lÑ ′0l−1 ∼−→ Ñ0/lÑ0l

−1

définie par (n′′j lÑ ′′0 l−1, n′ilÑ
′
0l
−1) 7→ ñ′′jn

′
ilÑ0l

−1 pour tous (i, j) ∈ [[1, k′]]× [[1, k′′]].
Montrons l’injectivité. Soient i1, i2 ∈ [[1, k′]] et j1, j2 ∈ [[1, k′′]] tels que l’on ait

ñ′′j1n
′
i1 ∈ ñ

′′
j2n
′
i2lÑ0l

−1. En prenant l’image dans Ñ ′′0 /lÑ ′′0 l−1, il vient n′′j1 ∈ n
′′
j2lÑ

′′
0 l
−1, d’où

j1 = j2. On en déduit que n′i1 ∈ n
′
i2lÑ0l

−1, puis n′i1 ∈ n
′
i2lÑ

′
0l
−1 (car Ñ ′0∩lÑ0l

−1 = lÑ ′0l
−1),

d’où i1 = i2.
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Montrons la surjectivité. Soit n ∈ Ñ0. Il existe j ∈ [[1, k′′]] tel que l’image de n dans
Ñ ′′0 soit dans ñ′′j lÑ ′′0 l−1, d’où ñ′′−1

j n ∈ n′lÑ0l
−1 avec n′ ∈ Ñ ′0. Il existe i ∈ [[1, k′]] tel que

n′ ∈ n′ilÑ ′0l−1, d’où n ∈ ñ′′jn′ilÑ0l
−1.

En utilisant ces systèmes de représentants, on voit que la corestriction de lÑ0l
−1 à Ñ0

est la composée de celle de lÑ ′0l−1 à Ñ ′0 et de celle de lÑ ′′0 l−1 à Ñ ′′0 : pour tout v ∈ V Ñ0 ,
on a ∑

n∈Ñ0/lÑ0l−1

n · (l · v) =
∑

n′′∈Ñ ′′0 /lÑ ′′0 l−1

n′′ ·
∑

n′∈Ñ ′0/lÑ ′0l−1

n′ · (l · v).

L’action de Hecke de l sur V Ñ0 définie par (3.1.2) coïncide donc avec l’action de l sur
(V Ñ ′0)Ñ ′′0 définie par (3.2.4) avec i = j = 0, c’est-à-dire avec la composée(

V Ñ ′0

)Ñ ′′0
→
(
V lÑ ′0l

−1
)lÑ ′′0 l−1

→
(
V Ñ ′0

)lÑ ′′0 l−1

→
(
V Ñ ′0

)Ñ ′′0
où le premier morphisme est induit par l’action de l sur V , le second par la corestriction
de lÑ ′0l−1 à Ñ ′0 et le dernier est la corestriction de lÑ ′′0 l−1 à Ñ ′′0 .

En degré supérieur, la proposition suivante montre que la suite spectrale (3.2.1) est
compatible avec les actions de Hecke de L̃+ définies sur Hi+j(Ñ0, V ) par (3.1.2) et sur
Hi(Ñ ′′0 ,Hj(Ñ ′0, V )) par (3.2.4).

Proposition 3.2.6. — La suite spectrale (3.2.1) est définie dans la catégorie Mod∞
L̃+(A).

En particulier si dimQp Ñ
′′
0 = 1, alors les morphismes des suites exactes (3.2.2) sont L̃+-

équivariants pour tout entier n > 0.

Démonstration. — On note F et G (resp. F ′ et G ′, F ′′ et G ′′) les foncteurs des Ñ0-
invariants (resp. Ñ ′0-invariants, Ñ ′′0 -invariants) et O les différents foncteurs d’oubli. On
précise cela dans le diagramme de catégories et de foncteurs A-linéaires suivant.

Mod∞
L̃+nÑ0

(A) Mod∞
Ñ0

(A) Mod(A) Mod∞
L̃+(A)

Mod∞
Ñ ′′0

(A)

Mod∞
L̃+nÑ ′′0

(A)

O

G

G′

F ′

F
O

F ′′

O
G′′

Ce diagramme est commutatif : le lemme 3.2.5 montre que G = G ′′ ◦ G ′ et les autres
relations sont immédiates. Les foncteurs d’oubli sont exacts et préservent les injectifs (voir
le lemme 3.1.1 et [20, Proposition 2.1.11]). Ainsi pour tout n ∈ N, on a des isomorphismes
de foncteurs

RnF ◦ O ∼= Rn(F ◦ O) ∼= Rn(O ◦ G) ∼= O ◦ RnG
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avec R• les foncteurs dérivés à droite. De même pour F ′,G ′ et F ′′,G ′′. On en déduit pour
tous i, j ∈ N, des isomorphismes de foncteurs

RiF ′′ ◦ RjF ′ ◦ O ∼= O ◦ RiG ′′ ◦ RjG ′.
Par ailleurs si I est un objet injectif de Mod∞

L̃+nÑ0
(A), alors pour tout entier n > 0 on a

O(RnG ′′(G ′(I))) = RnF ′′(F ′(O(I))) = 0
car F ′ préserve les injectifs (c’est l’adjoint à droite du foncteur exact d’inflation). Ainsi
G ′ envoie les injectifs sur des G ′′-acycliques. On en déduit l’existence d’une suite spectrale
de Grothendieck (voir [25, Théorème 2.4.1]) de représentations lisses de L̃+ sur A

RiG ′′(RjG ′(V ))⇒ Ri+jG(V )
et les isomorphismes de foncteurs précédents montrent que l’image de cette suite spectrale
par O est précisément la suite spectrale de Grothendieck de A-modules associée aux
foncteurs F , F ′ et F ′′, c’est-à-dire la suite spectrale (3.2.1).

3.3. Calculs sur le gradué

Soient P ⊂ G un sous-groupe parabolique standard et L ⊂ P le sous-groupe de Levi
standard. On fixe un sous-groupe ouvert compact standard NP,0 ⊂ NP (F ). Pour tout
sous-groupe fermé L̃ ⊂ ResF/Qp L qui normalise ResF/Qp NP , on pose

L̃+ déf=
{
l ∈ L̃(Qp) | lNP,0l

−1 ⊂ NP,0

}
L̃0

déf=
{
l ∈ L̃(Qp) | lNP,0l

−1 = NP,0

}
= L̃+ ∩

(
L̃+
)−1

.

On reprend les notations de la section 2.2. Soient U une représentation lisse localement
admissible de T (F ) sur A et w ∈ W . On écrit w = w̃PwL avec w̃P ∈ W̃P et wL ∈ WL.
On calcule la cohomologie de NP,0 à valeurs dans

Vw
déf= c-ind(B−ẇB)(F )

B−(F ) U

ainsi que l’action de Hecke de (TNL,wL)+ sur les A-modules H•(NP,0, Vw).
Dévissages successifs

On fixe une décomposition réduite s`(w̃P ) . . . s1 de w̃P . Soit k ∈ [[0, `(w̃P )]]. On a
sk . . . s1 ∈ W̃P . Le sous-groupe NP,sk...s1wL = NP ∩ Nsk...s1wL est stable sous l’action
par conjugaison de TNL,wL (voir le produit semi-direct (2.2.5) avec sk . . . s1wL au lieu de
w) et on note NP,sk...s1wL,0 l’intersection de NP,sk...s1wL(F ) avec NP,0. Si k < `(w̃P ), alors
NP,sk+1...s1wL est de codimension 1 dans NP,sk...s1wL (car Nsk+1...s1wL est de codimension 1
dans Nsk...s1wL et NL ∩ Nsk+1...s1wL = NL ∩ Nsk...s1wL = NL,wL , voir l’égalité (2.2.4) avec
sk+1 . . . s1wL et sk . . . s1wL au lieu de w) qui est nilpotent, donc il est distingué d’après
[17, Chapitre IV, § 4, Corollaire 1.9]. Dans ce cas, on pose

N ′′P,sk...s1wL
déf= NP,sk...s1wL/NP,sk+1...s1wL

et on note N ′′P,sk...s1wL,0 l’image de NP,sk...s1wL,0 dans N ′′P,sk...s1wL(F ).
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Calculs par récurrence
On utilise les résultats de la section 3.2 avec la suite de sous-groupes fermés stables

sous l’action par conjugaison de TNL,wL

NP = NP,wL B NP,s1wL B NP,s2s1wL B · · · B NP,s`(w̃P )...s1wL = NP,w.

Pour tout k ∈ [[0, `(w̃P )−1]], la proposition 3.2.6 avec L̃+ = (TNL,wL)+, Ñ0 = NP,sk...s1wL,0,
Ñ ′0 = NP,sk+1...s1wL,0, Ñ ′′0 = N ′′P,sk...s1wL,0 et V = Vw montre que l’on a une suite spectrale
de représentations lisses de (TNL,wL)+ sur A
(3.3.1) Hi(N ′′P,sk...s1wL,0,H

j(NP,sk+1...s1wL,0, Vw))⇒ Hi+j(NP,sk...s1wL,0, Vw)
et si i = [F : Qp] (= dimQp N

′′
P,sk...s1wL,0), alors en utilisant la proposition 3.1.5 avec

L̃+ = (TNL,wL)+, Ñ0 = N ′′P,sk...s1wL,0, V = Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw) et i au lieu de n, on
obtient un isomorphisme (TNL,wL)+-équivariant

(3.3.2) Hi(N ′′P,sk...s1wL,0,H
j(NP,sk+1...s1wL,0, Vw))

∼= Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw)N ′′P,sk...s1wL,0 ⊗ (ω−1 ◦ α)

où α est le caractère algébrique (trivial sur NL,wL) de la représentation adjointe de TNL,wL

sur Lie(N ′′P,sk...s1wL) (voir la remarque 3.1.8).

Lemme 3.3.3. — Soient k ∈ [[0, `(w̃P )]] et n ∈ N. Si n > [F : Qp] · (`(w̃P ) − k), alors
Hn(NP,sk...s1wL,0, Vw) = 0.

Démonstration. — On suppose n > [F : Qp] · (`(w̃P ) − k) et on procède par récurrence
décroissante sur k. On suppose k = `(w̃P ), donc n > 0. On déduit de l’isomorphisme
(2.2.7) un isomorphisme NP,w,0-équivariant

Vw ∼=
⊕

n∈NP,w(F )/NP,w,0

C∞
(
nNP,w,0, c-ind(B−L ẇLBL)(F )

B−L (F ) U w̃P
)

où NP,w,0 agit par translation à droite sur les termes de la somme directe. En utilisant le
lemme 1.1.1, on en déduit que Vw est NP,w,0-acyclique, donc Hn(NP,w,0, Vw) = 0.

On suppose k < `(w̃P ) et le lemme vrai pour k + 1. Soient i, j ∈ N tels que i+ j = n.
Si i > [F : Qp], alors Hi(N ′′P,sk...s1wL,0,H

j(NP,sk+1...s1wL,0, Vw)) = 0 d’après le lemme
3.1.4 avec Ñ0 = N ′′P,sk...s1wL,0, V = Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw) et i au lieu de n. Sinon
j > [F : Qp] · (`(w̃P ) − (k + 1)), donc Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw) = 0 par hypothèse de
récurrence. Dans les deux cas, on en conclut que

Hi(N ′′P,sk...s1wL,0,H
j(NP,sk+1...s1wL,0, Vw)) = 0.

En utilisant la suite spectrale (3.3.1), on en déduit que Hn(NP,sk...s1wL,0, Vw) = 0. Donc le
lemme est vrai pour k.

Pour tout k ∈ [[0, `(w̃P )]], on note αk le caractère algébrique (trivial sur NL,wL) de
la représentation adjointe de TNL,wL sur détF Lie(Nsk...s1 ∩ Nw0w̃P ). C’est la somme des
racines qui apparaissent dans Lie(Nsk...s1) mais pas dans Lie(Nw̃P ).

On rappelle que S est le plus grand sous-tore déployé de ResF/Qp T et on fixe un élément
ζ ∈ S+ ∩ Z+

L contractant strictement NP,0 (par exemple ζ = λ(p) avec λ un cocaractère
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algébrique de T associé à P , c’est-à-dire tel que 〈α, λ〉 ≥ 0 pour tout α ∈ Φ+ avec égalité
si et seulement si α ∈ Φ+

L).
Comme U est localement admissible, IndL(F )

B−L (F )(U
w̃P⊗(ω−1◦αk)) l’est aussi. En utilisant

[19, Lemme 2.3.4] puis en passant au sous-quotient, on en déduit que

c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αk)

)
est localement ZL(F )-finie, donc localement ζ-finie.

Lemme 3.3.4. — Soient k ∈ [[0, `(w̃P )]] et n ∈ N. Si n = [F : Qp] · (`(w̃P ) − k), alors
on a une injection (TNL,wL)+-équivariante

c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αk)

)
↪→ Hn(NP,sk...s1wL,0, Vw)

et l’action de Hecke de ζ sur son conoyau est localement nilpotente.

Démonstration. — On suppose n = [F : Qp] · (`(w̃P ) − k) et on procède par récurrence
décroissante sur k. On suppose k = `(w̃P ), donc n = 0. Soit Vw,0 ⊂ Vw le sous-A-module
constitué des fonctions à support dans NP,w,0 à travers l’isomorphisme (2.2.7). Il est stable
par NP,w,0 et (TNL,wL)+ et on a un isomorphisme A-linéaire

(3.3.5) Vw,0 ∼= C∞
(
NP,w,0, c-ind(B−L ẇLBL)(F )

B−L (F ) U w̃P
)

à travers lequel NP,w,0 agit par translation à droite. L’action de ζ sur Vw/Vw,0 est locale-
ment nilpotente : pour tout f ∈ Vw vu à travers l’isomorphisme (2.2.7), il existe κ ∈ N
tel que ζκ supp(f)ζ−κ ⊂ NP,w,0 (car supp(f) est compact, NP,w,0 est ouvert et ζ contracte
strictement NP,w,0), donc ζκf ∈ Vw,0. À travers l’isomorphisme (3.3.5), l’évaluation en
1 ∈ NP,w(F ) induit un isomorphisme A-linéaire

V
NP,w,0
w,0

∼−→ c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F ) U w̃P

qui est (TNL,wL)+-équivariant pour l’action de Hecke (notée H· ) : pour tous b ∈ (TNL,wL)+

et f ∈ V NP,w,0
w,0 , on a

(b H· f)(1) =
∑

n∈NP,w,0/bNP,w,0b−1

(nbf)(1)

=
∑

n∈NP,w,0/bNP,w,0b−1

b · f(b−1nb)

= b · f(1),

la dernière égalité résultant du fait que b−1nb ∈ NP,w,0 si et seulement si n ∈ bNP,w,0b
−1.

On a donc une injection (TNL,wL)+-équivariante

c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F ) U w̃P ↪→ V NP,w,0

w

qui est bien celle de l’énoncé (car α`(w̃P ) = 0) et l’action de Hecke de ζ sur son conoyau
est localement nilpotente (car l’action de ζ sur Vw/Vw,0 est localement nilpotente).
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On suppose k < `(w̃P ) et le lemme vrai pour k + 1. Soient i, j ∈ N tels que
i + j = n. Si i > [F : Qp], alors Hi(N ′′P,sk...s1wL,0,H

j(NP,sk+1...s1wL,0, Vw)) = 0 d’après le
lemme 3.1.4 avec Ñ0 = N ′′P,sk...s1wL,0, V = Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw) et i au lieu de n. Si
j > [F : Qp] ·(`(w̃P )−(k+1)), alors Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw) = 0 d’après le lemme 3.3.3. En
utilisant la suite spectrale (3.3.1), on en déduit un isomorphisme (TNL,wL)+-équivariant

Hn(NP,sk...s1wL,0, Vw) ∼= Hi(N ′′P,sk...s1wL,0,H
j(NP,sk+1...s1wL,0, Vw))

avec i = [F : Qp] et j = [F : Qp] · (`(w̃P )− (k+ 1)) et en utilisant l’isomorphisme (3.3.2),
on en déduit un isomorphisme (TNL,wL)+-équivariant

Hn(NP,sk...s1wL,0, Vw) ∼= Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw)N ′′P,sk...s1wL,0 ⊗ (ω−1 ◦ α)

avec α le caractère algébrique de la représentation adjointe de TNL,wL sur Lie(N ′′P,sk...s1wL).
Par hypothèse de récurrence, on a une injection (TNL,wL)+-équivariante

c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αk+1)

)
↪→ Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw)

et l’action de Hecke de ζ sur son conoyau est localement nilpotente. En utilisant le point
(ii) du lemme 3.1.10 avec L̃+ = (TNL,wL)+, Ñ0 = N ′′P,sk...s1wL,0, V = Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw)
et V0 = c-ind(B−L ẇLBL)(F )

B−L (F ) (U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αk+1)), on en déduit que l’on a une injection
(TNL,wL)+-équivariante

c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αk+1)

)
⊗ (ω−1 ◦ α) ↪→ Hn(NP,sk...s1wL,0, Vw)

et que l’action de Hecke de ζ sur son conoyau est localement nilpotente. Or, on a un
isomorphisme (TNL,wL)+-équivariant

c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αk+1)

)
⊗ (ω−1 ◦ α)

∼= c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ (αk+1 + wL(α)))

)
(à travers l’isomorphisme (2.2.6), c’est le morphisme (TNL,wL)+-équivariant

C∞c
(
NL,wL(F ), U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αk+1)

)
⊗ (ω−1 ◦ α)
∼= C∞c

(
NL,wL(F ), U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ (αk+1 + wL(α)))

)
induit par l’identité sur les A-modules sous-jacents) et wL(α) est le caractère algébrique de
la représentation adjointe de TNL,wL sur Lie(Nsk...s1/Nsk+1...s1), d’où αk+1 + wL(α) = αk.
Donc le lemme est vrai pour k.

Lemme 3.3.6. — Soient k ∈ [[0, `(w̃P )]] et n ∈ N. Si n < [F : Qp] · (`(w̃P ) − k), alors
l’action de Hecke de ζ sur Hn(NP,sk...s1wL,0, Vw) est localement nilpotente.

Démonstration. — On suppose n < [F : Qp] · (`(w̃P )− k), donc k < `(w̃P ) et on procède
par récurrence décroissante sur k. Si k < `(w̃P )− 1, alors on suppose le lemme vrai pour
k + 1. Soient i, j ∈ N tels que i+ j = n. Si j < [F : Qp] · (`(w̃P )− (k + 1)), alors l’action
de Hecke de ζ sur Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw,0) est localement nilpotente par hypothèse de
récurrence. Si j > [F : Qp] · (`(w̃P ) − (k + 1)), alors Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw,0) = 0 d’après
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le lemme 3.3.3. Si j = [F : Qp] · (`(w̃P )− (k + 1)), alors i < [F : Qp] et d’après le lemme
3.3.4, on a une injection (TNL,wL)+-équivariante

c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αk+1)

)
↪→ Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw)

et l’action de Hecke de ζ sur son conoyau est localement nilpotente. Dans ce cas, l’action
de Hecke de ζ sur Hi(N ′′P,sk...s1wL,0,H

j(NP,sk+1...s1wL,0, Vw,0)) est encore localement nilpo-
tente d’après le sous-lemme ci-dessous avec V0 = c-ind(B−L ẇLBL)(F )

B−L (F ) (U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αk+1))
et V = Hj(NP,sk+1...s1wL,0, Vw). En utilisant la suite spectrale (3.3.1), on en déduit que
l’action de Hecke de ζ sur Hn(NP,sk...s1wL,0, Vw) est localement nilpotente. Donc le lemme
est vrai pour k.

Sous-lemme. — Soient V0 une représentation lisse localement ζ-finie de S(Qp) sur A,
V une représentation lisse de S+nN ′′P,sk...s1wL,0 sur A et i ∈ N. On suppose que l’on a une
injection S+-équivariante V0 ↪→ V et que l’action de ζ sur son conoyau est localement
nilpotente. Si i < [F : Qp], alors l’action de ζ sur Hi(N ′′P,sk...s1wL,0, V ) est localement
nilpotente.

Démonstration. — Comme ResF/Qp N ′′P,sk...s1wL est nilpotent et commutatif, l’exponen-
tielle est un isomorphisme de groupes Lie(ResF/Qp N ′′P,sk...s1wL) ∼−→ ResF/Qp N ′′P,sk...s1wL
d’après [17, Chapitre IV, § 2, Proposition 4.1]. En particulier, on a une suite de sous-
groupes fermés

1 = Ñ0 ⊂ Ñ1 ⊂ · · · ⊂ Ñ[F :Qp] = ResF/Qp N ′′P,sk...s1wL
dont les quotients successifs sont isomorphes au groupe additif sur Qp. L’action adjointe
de S sur Lie(ResF/Qp N ′′P,sk...s1wL) étant donnée par un caractère α̃, ces sous-groupes sont
stables sous l’action par conjugaison de S. Pour tout l ∈ [[0, [F : Qp]]], on note Ñl,0

l’intersection de Ñl(Qp) avec N ′′P,sk...s1wL,0 et si l > 0, alors on note Ñ ′′l,0 l’image de Ñl,0

dans (Ñl/Ñl−1)(Qp). On montre par récurrence sur l ∈ [[0, [F : Qp]]] les points suivants.
(i) Si i = l, alors on a une injection S+-équivariante

V0 ⊗ α̃−i|α̃|−ip ↪→ Hi(Ñl,0, V )

et l’action de Hecke de ζ sur son conoyau est localement nilpotente.
(ii) Si i < l, alors l’action de Hecke de ζ sur Hi(Ñl,0, V ) est localement nilpotente.
Le cas l = 0 est vrai par hypothèse. On suppose l > 0 et le résultat vrai pour l − 1.

Comme dimQp Ñ
′′
l,0 = 1, on a la suite exacte (3.2.2) avec L̃+ = S+, Ñ0 = Ñl,0, Ñ ′0 = Ñl−1,0

et Ñ ′′0 = Ñ ′′l,0 dont les morphismes sont S+-équivariants d’après la proposition 3.2.6.
En utilisant la proposition 3.1.5 avec n = 1 (= dimQp Ñ

′′
l,0), L̃+ = S+, Ñ0 = Ñ ′′l,0 et

Hi−1(Ñl−1,0, V ) au lieu de V , on en déduit une suite exacte courte de représentations
lisses de S+ sur A

(3.3.7) 0→ Hi−1(Ñl−1,0, V )Ñ ′′l,0 ⊗ α̃
−1|α̃|−1

p → Hi(Ñl,0, V )→ Hi(Ñl−1,0, V )Ñ ′′l,0 → 0.
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On suppose i = l et on prouve le point (i). D’un côté i > l− 1, donc Hi(Ñl−1,0, V ) = 0
d’après le lemme 3.1.4 avec Ñ0 = Ñl−1,0 et i au lieu de n, d’où un isomorphisme S+-
équivariant

Hi−1(Ñl−1,0, V )Ñ ′′l,0 ⊗ α̃
−1|α̃|−1

p
∼−→ Hi(Ñl,0, V ).

De l’autre i−1 = l−1 et par l’hypothèse de récurrence, on a une injection S+-équivariante
V0 ⊗ α̃−(i−1)|α̃|−(i−1)

p ↪→ Hi−1(Ñl−1,0, V )
et l’action de Hecke de ζ sur son conoyau est localement nilpotente, donc d’après le
point (ii) du lemme 3.1.10 avec L̃+ = S+, Ñ0 = Ñ ′′l,0, Hi−1(Ñl−1,0, V ) au lieu de V et
V0 ⊗ α̃−(i−1)|α̃|−(i−1)

p au lieu de V0, on a une injection S+-équivariante
V0 ⊗ α̃−(i−1)|α̃|−(i−1)

p ↪→ Hi−1(Ñl−1,0, V )Ñ ′′l,0
et l’action de Hecke de ζ sur son conoyau est localement nilpotente. En utilisant l’iso-
morphisme précédent, on en déduit le point (i).

On suppose i < l et on prouve le point (ii). D’un côté i − 1 < l − 1, donc l’action
de Hecke de ζ sur Hi−1(Ñl−1,0, V ) est localement nilpotente par hypothèse de récurrence.
De l’autre ou bien i < l − 1 et l’action de Hecke de ζ sur Hi(Ñl−1,0, V ) est localement
nilpotente par hypothèse de récurrence, donc l’action de Hecke de ζ sur Hi(Ñl−1,0, V )Ñ ′′l,0
est localement nilpotente ; ou bien i = l − 1 et par hypothèse de récurrence on a une
injection S+-équivariante

V0 ⊗ α̃−i|α̃|−ip ↪→ Hi(Ñl−1,0, V )
et l’action de Hecke de ζ sur son conoyau est localement nilpotente, donc l’action de
Hecke de ζ sur Hi(Ñl−1,0, V )Ñ ′′l,0 est localement nilpotente d’après le point (i) du lemme
3.1.10 avec L̃+ = S+, Ñ0 = Ñ ′′l,0, Hi−1(Ñl−1,0, V ) au lieu de V et V0 ⊗ α̃−i|α̃|−ip au lieu de
V0. En utilisant la suite exacte (3.3.7), on en déduit le point (ii).





CHAPITRE 4

CALCULS DE PARTIES ORDINAIRES
DÉRIVÉES

Nous calculons partiellement les foncteurs H•OrdP (F ) sur une induite. Puis, nous étu-
dions le cas relatif à un sous-groupe de Borel. Enfin, nous adaptons nos résultats aux
représentations ordinaires.

4.1. Calculs sur une représentation induite

Soient P ⊂ G un sous-groupe parabolique standard et L ⊂ P le sous-groupe de Levi
standard. Soient U une représentation lisse localement admissible de T (F ) sur A et n ∈ N.
Préliminaires

On étend naturellement la définition du foncteur HnOrdP (F ) de la façon suivante. On
fixe un sous-groupe ouvert compactNP,0 ⊂ NP (F ) et on reprend les notations de la section
3.3 pour les sous-monoïdes. En procédant comme dans la preuve de [18, Proposition 3.3.6],
on voit que le produit induit un isomorphisme de groupes B+

L ×Z+
L
ZL(F ) ∼−→ BL(F ) donc

pour toute représentation lisse V de B(F ) sur A, le A-module

HnOrdP (F ) V
déf= HomA[Z+

L ] (A[ZL(F )],Hn(NP,0, V ))ZL(F )-fin

est naturellement une représentation lisse de BL(F ) sur A.
Filtration et calcul du gradué

On commence par montrer que les filtrations définies dans la section 2.2 induisent des
filtrations des parties ordinaires dérivées de IndG(F )

B−(F ) U .

Proposition 4.1.1. — La filtration naturelle Fil•P IndG(F )
B−(F ) U induit une filtration de

HnOrdP (F )(IndG(F )
B−(F ) U) par des sous-L(F )-représentations

FiliP HnOrdP (F )

(
IndG(F )

B−(F ) U
)

déf= HnOrdP (F )

(
FiliP IndG(F )

B−(F ) U
)

pour tout i ∈ [[−1, dimNP ]] et si i ≥ 0, alors on a un isomorphisme naturel L(F )-
équivariant

GriP HnOrdP (F )

(
IndG(F )

B−(F ) U
)
∼=

⊕
`(w̃P )=i

HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U
)
.
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Démonstration. — En utilisant l’isomorphisme composé (2.2.1), on voit qu’il suffit de
montrer que pour tout i ∈ [[0, dimNP ]], la suite exacte courte de représentations lisses de
P (F ) sur A

(4.1.2) 0→ Fili−1
P IndG(F )

B−(F ) U → FiliP IndG(F )
B−(F ) U → GriP IndG(F )

B−(F ) U → 0

induit une suite exacte courte de représentations lisses de L(F ) sur A

0→ HnOrdP (F )

(
Fili−1

P IndG(F )
B−(F ) U

)
→ HnOrdP (F )

(
FiliP IndG(F )

B−(F ) U
)

→ HnOrdP (F )

(
GriP IndG(F )

B−(F ) U
)
→ 0.

Soit i ∈ [[0, dimNP ]]. En utilisant le lemme 2.1.4 avec H = P (F ), on obtient des
isomorphismes P (F )-équivariants

Fili−1
P IndG(F )

B−(F ) U
∼= c-indX−YB−(F ) U

FiliP IndG(F )
B−(F ) U

∼= c-indXB−(F ) U

avec X = FiliP G(F ) et Y = GriP G(F ). À travers ces isomorphismes, le premier mor-
phisme non trivial de la suite exacte (4.1.2) est le prolongement par 0 sur Y , que l’on
note ι : c-indX−YB−(F ) U ↪→ c-indXB−(F ) U . On montre que ce dernier induit une injection
L+-équivariante

Hn
(
NP,0, c-indX−YB−(F ) U

)
↪→ Hn

(
NP,0, c-indXB−(F ) U

)
.

Soit φ : Nn
P,0 → c-indX−YB−(F ) U une cochaîne localement constante telle que ι ◦φ soit un co-

bord, c’est-à-dire qu’il existe une cochaîne localement constante ψ : Nn−1
P,0 → c-indXB−(F ) U

telle que ι ◦ φ = dψ. Par compacité de NP,0, le sous-A-module Vφ ⊂ c-indX−YB−(F ) U engen-
dré par imφ est de type fini. D’après la proposition 2.1.3 avec H0 = NP,0 et V = Vφ, il
existe un morphisme NP,0-équivariant % : c-indXB−(F ) U → c-indX−YB−(F ) U tel que % ◦ ι induit
l’identité sur Vφ. Ainsi d(% ◦ ψ) = % ◦ (dψ) = % ◦ ι ◦ φ = φ, donc φ est un cobord.

Par la suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte courte (4.1.2), on
déduit de ce qui précède que pour tout i ∈ [[0, dimNP ]], on a une suite exacte courte de
représentations lisses de L+ sur A

0→ Hn
(
NP,0,Fili−1

P IndG(F )
B−(F ) U

)
→ Hn

(
NP,0,FiliP IndG(F )

B−(F ) U
)

→ Hn
(
NP,0,GriP IndG(F )

B−(F ) U
)
→ 0.

Comme U est localement admissible, IndG(F )
B−(F ) U l’est aussi et on déduit du théorème

1.2.2 que ces suites exactes sont dans la catégorie Modl.fin
Z+
L

(A). En utilisant le lemme
1.2.1, on en conclut que l’on obtient encore des suites exactes en appliquant le foncteur
HomA[Z+

L ](A[ZL(F )],−)ZL(F )-fin.

Soit w̃P ∈ W̃P . En utilisant l’isomorphisme composé (2.2.2) et en procédant comme
dans la preuve de la proposition 4.1.1, on obtient le résultat suivant.
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Proposition 4.1.3. — La filtration naturelle Fil•B c-ind(B− ˙̃wPP )(F )
B−(F ) U induit une filtra-

tion de HnOrdP (F )(c-ind(B− ˙̃wPP )(F )
B−(F ) U) par des sous-BL(F )-représentations

FiljB HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U
)

déf= HnOrdP (F )

(
FiljB c-ind(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U
)

pour tout j ∈ [[−1, dimNL]] et si j ≥ 0, alors on a un isomorphisme naturel BL(F )-
équivariant

GrjB HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U
)
∼=

⊕
`(wL)=j

HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wP ẇLB)(F )

B−(F ) U
)
.

À présent, on calcule partiellement les gradués de ces filtrations. Pour tout w̃P ∈ W̃P , on
rappelle que U w̃P désigne le A-module U sur lequel t ∈ T (F ) agit à travers ˙̃wP t ˙̃w−1

P et on
note αw̃P le caractère algébrique de la représentation adjointe de T sur détF Lie(Nw0w̃P ).
On a α1 = 0 et αsα = α pour tout α ∈ ∆−∆L.

Théorème 4.1.4. — Soient U une représentation lisse localement admissible de T (F )
sur A et w ∈ W . On écrit w = w̃PwL avec w̃P ∈ W̃P et wL ∈ WL. Pour tout n ∈ N, on
a un isomorphisme naturel (TNL,wL)(F )-équivariant

HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wP ẇLB)(F )

B−(F ) U
)

∼=

{
c-ind(B−L ẇLBL)(F )

B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
si n = [F : Qp] · `(w̃P ),

0 sinon.

Démonstration. — Soit n ∈ N. On reprend les notations de la section 3.3. Les preuves des
propositions 4.1.1 et 4.1.3 montrent que Hn(NP,0, Vw) est dans la catégorie Modl.fin

Z+
L

(A).
Si n = [F : Qp] · `(w̃P ), alors d’après le lemme 3.3.4 avec k = 0 on a une injection

(TNL,wL)+-équivariante c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F ) (U w̃P⊗(ω−1◦αw̃P )) ↪→ Hn(NP,0, Vw) et l’action de

Hecke de ζ sur son conoyau est localement nilpotente, d’où un isomorphisme (TNL,wL)(F )-
équivariant

A[ZL(F )]⊗A[Z+
L ] Hn(NP,0, Vw) ∼= c-ind(B−L ẇLBL)(F )

B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
.

Si n 6= [F : Qp] · `(w̃P ), alors ou bien n < [F : Qp] · `(w̃P ) et l’action de Hecke de ζ
sur Hn(NP,0, Vw) est localement nilpotente d’après le lemme 3.3.6 avec k = 0, ou bien
n > [F : Qp] · `(w̃P ) et Hn(NP,0, Vw) = 0 d’après le lemme 3.3.3 avec k = 0. Dans les deux
cas, on en déduit que

A[ZL(F )]⊗A[Z+
L ] Hn(NP,0, Vw) = 0.

En utilisant le lemme 1.2.1, on obtient l’isomorphisme de l’énoncé. Sa naturalité est une
conséquence de la naturalité des filtrations de Bruhat, de l’inclusion Vw,0 ⊂ Vw qui induit
l’injection du lemme 3.3.4, de la suite spectrale (3.3.1) et de l’isomorphisme (3.3.2).

Remarque 4.1.5. — On s’attend à ce que l’isomorphisme du théorème soit en fait
BL(F )-équivariant. Les calculs sont limités par le fait que les dévissages de NP utilisés
dans la section 3.3 ne sont pas stables sous l’action par conjugaison de BL.
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Calculs sur une induite
Soit w̃P ∈ W̃P . En procédant comme dans la section 2.2 pour le triplet (L,BL, T ),

on voit que l’on a une filtration naturelle de IndL(F )
B−L (F )(U

w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )) par des sous-
BL(F )-représentations

FiljBL IndL(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
pour tout j ∈ [[−1, dimNL]] et que si j ≥ 0, alors on a un isomorphisme BL(F )-équivariant

(4.1.6) GrjBL IndL(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
∼=

⊕
`(wL)=j

c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
.

Corollaire 4.1.7. — Soient U une représentation lisse localement admissible de T (F )
sur A et n ∈ N. On a un isomorphisme naturel L(F )-équivariant

HnOrdP (F )

(
IndG(F )

B−(F ) U
)
∼=

⊕
[F :Qp]·`(w̃P )=n

HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U
)
.

Soient w̃P ∈ W̃P et j ∈ [[0, dimNL]]. Si [F : Qp] · `(w̃P ) = n, alors on a un isomorphisme
T (F )-équivariant

GrjB HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U
)
∼= GrjBL IndL(F )

B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
dont la restriction au facteur direct c-ind(B−L ẇLBL)(F )

B−L (F ) (U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )) à travers l’iso-
morphisme (4.1.6) est NL,wL(F )-équivariante pour tout wL ∈ WL tel que `(wL) = j.

Démonstration. — Pour tout w̃P ∈ W̃P , en utilisant la proposition 4.1.3 on déduit du
théorème 4.1.4 le second isomorphisme de l’énoncé si [F : Qp] · `(w̃P ) = n et sinon on
obtient l’égalité

HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U
)

= 0.

En utilisant la proposition 4.1.1, on en déduit que le gradué Gr•P HnOrdP (F )(IndG(F )
B−(F ) U)

est concentré en degré n/[F : Qp] (en particulier il est nul si [F : Qp] - n). Ainsi la
filtration Fil•P HnOrdP (F )(IndG(F )

B−(F ) U) est triviale et on obtient le premier isomorphisme
de l’énoncé.

En particulier, on déduit du corollaire 4.1.7 une injection naturelle BL(F )-équivariante

(4.1.8) Fil0BL IndL(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
↪→ HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U
)
,

d’où un morphisme naturel L(F )-équivariant

A[L(F )]⊗A[BL(F )] Fil0BL IndL(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
→ HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U
)
.
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Or dans la preuve de [19, Théorème 4.4.6], il est montré qu’un tel morphisme se factorise
(de façon unique) à travers l’application naturelle L(F )-équivariante

A[L(F )]⊗A[BL(F )] Fil0BL IndL(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
� IndL(F )

B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
,

donc l’injection (4.1.8) se prolonge naturellement en un morphisme L(F )-équivariant

(4.1.9) IndL(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)
→ HnOrdP (F )

(
c-ind(B− ˙̃wPP )(F )

B−(F ) U
)
.

Conjecture 4.1.10. — Le morphisme naturel (4.1.9) est un isomorphisme.

On prouve cette conjecture lorsque la source du morphisme est irréductible.

Proposition 4.1.11. — Si la représentation IndL(F )
B−L (F )(U

w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )) est irréduc-
tible, alors le morphisme naturel (4.1.9) est un isomorphisme.

Démonstration. — On suppose la représentation IndL(F )
B−L (F )(U

w̃P⊗(ω−1◦αw̃P )) irréductible.
Dans ce cas U est une représentation irréductible de T (F ) sur kE. Comme le morphisme
(4.1.9) est non nul, on en déduit qu’il est injectif. Il reste à montrer sa surjectivité. En
utilisant [20, Lemme 4.1.9], on se ramène par extension finie des scalaires au cas où U
est absolument irréductible, donc de dimension 1 sur kE (car T (F ) est commutatif).

Dans ce cas, on montre que la source et le but du morphisme (4.1.9) sont de longueur
finie égale à cardWL dans la catégorie Mod∞BL(F )(kE). Pour tout wL ∈ WL, on a un
isomorphisme (TNL,wL)(F )-équivariant

c-ind(B−L ẇLBL)(F )
B−L (F )

(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

) ∼= C∞c (NL,wL(F ), kE)⊗kE
(
U w̃P ⊗ (ω−1 ◦ αw̃P )

)wL
et C∞c (NL,wL(F ), kE) est irréductible dans la catégorie Mod∞(TNL,wL )(F )(kE) d’après [36,
Théorème 5]. En utilisant le corollaire 4.1.7 on en déduit le résultat.

On explicite ces calculs en degrés 0 et 1. Lorsque n = 0, on déduit de la proposition
1.2.6 et de l’isomorphisme de foncteurs IndG(F )

B−(F )
∼= IndG(F )

P−(F ) IndL(F )
B−L (F ) que la conjecture

4.1.10 est vraie : on a un isomorphisme naturel L(F )-équivariant

(4.1.12) OrdP (F )

(
IndG(F )

B−(F ) U
)
∼= IndL(F )

B−L (F ) U.

On étudie le cas n = 1. Les éléments de W̃P de longueur 1 sont exactement les réflexions
simples sα avec α ∈ ∆ − ∆L et on note Uα les représentations U sα correspondantes.
Lorsque F = Qp, on en déduit que le premier isomorphisme du corollaire 4.1.7 avec n = 1
et les morphismes (4.1.9) avec n = 1 et w̃P = sα pour tout α ∈ ∆ − ∆L donnent un
morphisme naturel L(Qp)-équivariant

(4.1.13)
⊕

α∈∆−∆L

IndL(Qp)
B−L (Qp)

(
Uα ⊗ (ω−1 ◦ α)

)
→ H1OrdP (Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) U
)

qui est injectif en restriction à
⊕

α∈∆−∆L
Fil0BL IndL(Qp)

B−L (Qp)(U
α⊗ (ω−1 ◦α)). Si la conjecture

4.1.10 est vraie, alors c’est un isomorphisme. De même si les facteurs directs de sa source
sont irréductibles d’après la proposition 4.1.11. Lorsque F 6= Qp, la somme directe du
premier isomorphisme du corollaire 4.1.7 avec n = 1 est nulle, d’où le résultat suivant.
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Corollaire 4.1.14. — Soit U une représentation lisse localement admissible de T (F )
sur A. Si F 6= Qp, alors H1OrdP (F )(IndG(F )

B−(F ) U) = 0.

4.2. Le cas relatif à un sous-groupe de Borel

On redémontre les résultats précédents dans le cas P = B et L = T . Cela nous permet
de rappeler les différentes filtrations et de détailler les calculs de la section 3.3 dans ce
cas. Soient U une représentation lisse localement admissible de T (F ) sur A et n ∈ N.
Pour tout w ∈ W , on note Uw le A-module U sur lequel t ∈ T (F ) agit à travers ẇtẇ−1

et αw le caractère algébrique de la représentation adjointe de T sur détF Lie(Nw0w).
Filtration de Bruhat

Comme W̃B = W et WT = 1, il n’existe qu’une seule famille de filtrations Fil•B (l’autre
étant triviale). On rappelle ces dernières. Pour tout r ∈ [[−1, dimN ]], on a

FilrB G(F ) déf=
∐

`(w)≤r

(B−ẇB)(F ).

Par exemple, Fil0B G(F ) = (B−B)(F ) est la grosse cellule : c’est le plus petit sous-
ensemble ouvert (B−(F ), B(F ))-biinvariant de G(F ) et il est dense dans G(F ). Les sous-
B(F )-représentations

FilrB IndG(F )
B−(F ) U

déf=
(

IndG(F )
B−(F ) U

)
(FilrB G(F ))

pour tout r ∈ [[−1, dimN ]] forment la filtration de Bruhat de IndG(F )
B−(F ) U et si r ≥ 0,

alors en utilisant la proposition 2.1.2 avec H = B(F ), X = FilrB G(F ) et Y = GrrB G(F )
et les isomorphismes (2.2.3) pour tout w ∈ W tel que `(w) = r, on voit que l’on a un
isomorphisme naturel B(F )-équivariant

(4.2.1) GrrB IndG(F )
B−(F ) U

∼=
⊕
`(w)=r

C∞c (Nw(F ), U).

En procédant comme dans la preuve de la proposition 4.1.1 avec l’isomorphisme
(4.2.1), on voit que la filtration naturelle Fil•B IndG(F )

B−(F ) U induit une filtration de
HnOrdB(F )(IndG(F )

B−(F ) U) par des sous-T (F )-représentations

FilrB HnOrdB(F )

(
IndG(F )

B−(F ) U
)

déf= HnOrdB(F )

(
FilrB IndG(F )

B−(F ) U
)

pour tout r ∈ [[−1, dimN ]] et si r ≥ 0, alors on a un isomorphisme naturel T (F )-
équivariant

(4.2.2) GrrB HnOrdB(F )

(
IndG(F )

B−(F ) U
)
∼=
⊕
`(w)=r

HnOrdB(F ) (C∞c (Nw(F ), U)) .
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Calculs sur le gradué
Soient N0 ⊂ N(F ) un sous-groupe ouvert compact standard et w ∈ W . On note Nw,0

l’intersection de Nw(F ) avec N0 et Vw,0 ⊂ Vw ∼= C∞c (Nw(F ), U) le sous-A-module stable
par Nw,0 et T+ constitué des fonctions à support dans Nw,0.

On suppose que N0 est totalement décomposé comme dans [33], c’est-à-dire que le
produit induit une bijection

∏
α∈Φ+(N ′′α(F ) ∩N0) ∼−→ N0 où pour tout α ∈ Φ+, N ′′α ⊂ N

est le sous-groupe radiciel correspondant. Dans ce cas, on a
(4.2.3) N0 = (Nw0w(F ) ∩N0)Nw,0

et on en déduit que Vw,0 est stable par N0 tout entier (ceci est une particularité du cas
relatif à un sous-groupe de Borel). On a donc une suite exacte courte de représentations
lisses de T+ nN0 sur A
(4.2.4) 0→ Vw,0 → Vw → Vw/Vw,0 → 0
et l’action d’un élément de T+ contractant strictement N0 est localement nilpotente sur
Vw/Vw,0 (car elle contracte strictement le support d’une fonction). La suite exacte (4.2.4)
est scindée dans la catégorie Mod∞N0(A) (la multiplication par la fonction caractéristique
de Nw,0 sur Nw(F ) induit une rétraction A-linéaire Vw → Vw,0 et l’égalité (4.2.3) montre
qu’elle est N0-équivariante). On a donc une suite exacte courte de représentations lisses
de T+ sur A
(4.2.5) 0→ Hn(N0, Vw,0)→ Hn(N0, Vw)→ Hn(N0, Vw/Vw,0)→ 0
et l’action de Hecke d’un élément de T+ contractant strictement N0 est localement nil-
potente sur Hn(N0, Vw/Vw,0).

Soit s`(w) . . . s1 une décomposition réduite de w. Comme dans la section 3.3, on obtient
une suite de sous-groupes fermés stables sous l’action par conjugaison de T

N B Ns1 B Ns2s1 B · · · B Nw

et pour tout k ∈ [[0, `(w)]], on note Nsk...s1,0 l’intersection de Nsk...s1(F ) avec N0 et αk
le caractère algébrique de la représentation adjointe de T sur détF Lie(Nsk...s1 ∩ Nw0w).
Si n = [F : Qp] · (`(w) − k), alors la représentation Hn(Nsk...s1,0, Vw,0) est la source de
l’injection du lemme 3.3.4 : en procédant comme dans la preuve de ce dernier, on voit
que l’on a des morphismes T+-équivariants
(4.2.6) Uw ⊗ (ω−1 ◦ αk) ∼= Hn(Nsk...s1,0, Vw,0) ↪→ Hn(Nsk...s1,0, Vw).
En procédant comme dans les preuves des lemmes 3.3.3 et 3.3.6, on montre que si
n > [F : Qp] · (`(w) − k), alors Hn(Nsk...s1,0, Vw,0) = 0 et si n < [F : Qp] · (`(w) − k),
alors l’action de Hecke d’un élément de T+ contractant strictement N0 est nilpotente sur
Hn(Nsk...s1,0, Vw,0).

En utilisant le lemme 1.2.1, les calculs précédents avec k = 0 et la suite exacte
(4.2.5) permettent de retrouver le théorème 4.1.4 : on a un isomorphisme naturel T (F )-
équivariant

(4.2.7) HnOrdB(F ) (C∞c (Nw(F ), U)) ∼=

{
Uw ⊗ (ω−1 ◦ αw) si n = [F : Qp] · `(w),
0 sinon.
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Calculs sur une induite
En utilisant les isomorphismes (4.2.2) pour tout r ∈ [[0, `(w)]] et les isomorphismes

(4.2.7) pour tout w ∈ W , on voit que le gradué Gr•B HnOrdB(F )(IndG(F )
B−(F ) U) est concen-

tré en degré n/[F : Qp] (en particulier il est nul si [F : Qp] - n). Ainsi la filtration
Fil•B HnOrdB(F )(IndG(F )

B−(F ) U) est triviale et on retrouve le corollaire 4.1.7 : on a un iso-
morphisme naturel T (F )-équivariant

(4.2.8) HnOrdB(F )

(
IndG(F )

B−(F ) U
)
∼=

⊕
[F :Qp]·`(w)=n

Uw ⊗ (ω−1 ◦ αw).

En particulier, la conjecture 4.1.10 est vraie dans le cas relatif à un sous-groupe de Borel.

On suppose F = Qp et on explicite l’isomorphisme (4.2.8) en degré 1. Pour tout α ∈ ∆,
on note Uα la représentation U sα .

Corollaire 4.2.9. — Soit U une représentation lisse localement admissible de T (Qp)
sur A. On a un isomorphisme naturel T (Qp)-équivariant

H1OrdB(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) U
)
∼=
⊕
α∈∆

Uα ⊗ (ω−1 ◦ α).

Démonstration. — Les éléments de W de longueur 1 sont exactement les réflexions
simples sα avec α ∈ ∆, donc l’isomorphisme de l’énoncé est l’isomorphisme (4.2.8) avec
n = 1.

Définition 4.2.10. — Un « twisting element »(7) de G est un caractère algébrique θ de
T tel que 〈θ, α∨〉 = 1 pour tout α ∈ ∆.

Remarque 4.2.11. — Si le groupe dérivé de G est simplement connexe, alors la somme
des poids fondamentaux relatifs à ∆ est un « twisting element » bien défini à un caractère
algébrique de G près. En général, G n’admet pas toujours de « twisting element » (par
exemple G = PGL2) et G peut admettre un « twisting element » sans posséder de poids
fondamentaux (par exemple G = (GL2×GL2)/GL1 où GL1 s’injecte diagonalement dans
GL2 ×GL2).

On calcule à présent le δ-foncteur H•OrdB(F ) sur une série principale lorsque G admet
un « twisting element » noté θ. Lorsque U est un caractère χ, on note w(χ) la représen-
tation Uw−1 pour tout w ∈ W .

Corollaire 4.2.12. — Soit χ : T (F ) → A× un caractère lisse. Pour tout n ∈ N, on a
un isomorphisme T (F )-équivariant

HnOrdB(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ · (ω
−1 ◦ θ)

)
∼=

⊕
[F :Qp]·`(w)=n

w(χ) · (ω−1 ◦ θ).

(7)Terminologie d’après [14].



4.3. VARIANTE POUR LES REPRÉSENTATIONS ORDINAIRES 65

Démonstration. — Soit n ∈ N. L’isomorphisme (4.2.8) avec U = χ · (ω−1 ◦ θ) devient

HnOrdB(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ · (ω
−1 ◦ θ)

)
∼=

⊕
[F :Qp]·`(w)=n

(
χ · (ω−1 ◦ θ)

)w ⊗ (ω−1 ◦ αw)

et pour tout w ∈ W , on a par définition(
χ · (ω−1 ◦ θ)

)w ⊗ (ω−1 ◦ αw) = w−1(χ) · (ω−1 ◦ (w−1(θ) + αw)).

En faisant le changement de variable w 7→ w−1 dans la somme directe (possible car
`(w) = `(w−1)), on voit qu’il suffit de montrer que w−1(θ) + αw = θ pour tout w ∈ W .

Soit ρ = 1
2
∑

α∈Φ+ α la demi-somme des racines positives dans X∗(T )⊗Z Q avec X∗(T )
le groupe des caractères algébriques de T (ρ n’est pas un caractère algébrique de T en
général). Pour tout w ∈ W , on a

w−1(ρ) + αw =

1
2
∑
α∈Φ+

w(α)∈Φ+

α− 1
2
∑
α∈Φ+

w(α)/∈Φ+

α

+
∑
α∈Φ+

w(α)/∈Φ+

α = ρ.

Pour tout α ∈ ∆, on a 〈ρ, α∨〉 = 1 d’après [7, Chapitre VI, § 1, Proposition 29], donc
〈θ − ρ, α∨〉 = 0. On en déduit que θ − ρ est invariant sous l’action de W , d’où

w−1(θ) + αw = w−1(θ − ρ) + (w−1(ρ) + αw) = (θ − ρ) + ρ = θ

pour tout w ∈ W .

4.3. Variante pour les représentations ordinaires

Soient P ⊂ G un sous-groupe parabolique standard et L ⊂ P le sous-groupe de Levi
standard. Soient σ une représentation spéciale de L(F ) sur A et χ : L(F ) → A× un
caractère lisse.
Filtration et calcul du gradué

On commence par montrer que la filtration de Bruhat de IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ définie dans

la section 2.3 induit une filtration des parties ordinaires dérivées de IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ et on

calcule son gradué.

Proposition 4.3.1. — La filtration de Bruhat Fil•σ IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ induit des filtrations

des H•OrdB(F ) IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ par des sous-T (F )-représentations

Filrσ H•OrdB(F ) IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ

déf= H•OrdB(F )

(
Filrσ IndG(F )

P−(F ) σ ⊗ χ
)

pour tout r ∈ [[−1, dimN ]] et si r ≥ 0, alors on a des isomorphismes T (F )-équivariants

Grrσ H•OrdB(F ) IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ ∼=

⊕
`(ŵσ)=r

H•OrdB(F ) (C∞c (Nŵσ(F ), χ)) .
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Démonstration. — On reprend les notations de la preuve de la proposition 2.3.9. Il faut
montrer que pour tout r ∈ [[0, dimN ]], la suite exacte (2.3.14) induit des suites exactes
courtes de représentations lisses de T (F ) sur A

0→ H•OrdB(F )(Iσr−1)→ H•OrdB(F )(Iσr )→
⊕

`(ŵσ)=r

H•OrdB(F )(C∞c (Nŵσ(F ), χ))→ 0.

Soit r ∈ [[0, dimN ]]. On fixe un sous-groupe ouvert compact standard NP,0 ⊂ NP (F ). On
procède comme dans la preuve de la proposition 4.1.1. En utilisant le lemme 2.1.4 et la
proposition 2.1.3 avec H = B(F ) et P− au lieu de B−, on voit que pour tout sous-groupe
parabolique standard Q′ ⊂ L, la suite exacte (2.3.10) induit des suites exactes courtes de
représentations lisses de T+ sur A

0→ H•(N0, I
BQ′

r−1 )→ H•(N0, I
BQ′

r )→
⊕

`(ŵBQ′ )=r

H•(N0, C∞c (NŵBQ′
(F ), χ))→ 0.

De plus pour tous sous-groupes paraboliques standards Q′1 ⊂ Q′2 ⊂ L, le diagramme
commutatif (2.3.12) induit des diagrammes commutatifs de représentations lisses de T+

sur A

0 H•(N0, I
BQ′1
r−1 ) H•(N0, I

BQ′1
r )

⊕
`(ŵBQ′1 )=r

H•(N0, C∞c (NŵBQ′1
(F ), χ)) 0

0 H•(N0, I
BQ′2
r−1 ) H•(N0, I

BQ′2
r )

⊕
`(ŵBQ′2 )=r

H•(N0, C∞c (NŵBQ′2
(F ), χ)) 0

(l’injectivité du morphisme vertical de droite est immédiate, donc par une chasse au
diagramme on voit que si celui de gauche est injectif, alors celui du milieu l’est aussi et
on conclut en procédant par récurrence sur r ∈ [[−1, dimN ]], le cas r = −1 étant trivial) ;
par la suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte courte

0→ IBQ
′
2

r → IBQ
′
1

r → IBQ
′
1

r /IBQ
′
2

r → 0,
on en déduit que l’on a des suites exactes courtes de représentations lisses de T+ sur A

0→ H•(N0, I
BQ′2
r )→ H•(N0, I

BQ′1
r )→ H•(N0, I

BQ′1
r /IBQ

′
2

r )→ 0.
En particulier, l’isomorphisme (2.3.13) induit des isomorphismes T+-équivariants

H•(N0, IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ) ∼=

H•(N0, IndG(F )
(BQ)−(F ) χ)∑

Q$Q′⊂L H•(N0, IndG(F )
(BQ′)−(F ) χ)

.

On en déduit que l’on a des suites exactes courtes de représentations lisses de T+ sur A

0→ H•(N0, I
σ
r−1)→ H•(N0, I

σ
r )→

⊕
`(ŵσ)=r

H•(N0, C∞c (Nŵσ(F ), χ))→ 0.

Comme IndG(F )
(BQ)−(F ) χ est admissible, on déduit du théorème 1.2.2 que ces suites exactes

sont dans la catégorie Modl.fin
Z+
L

(A). En utilisant le lemme 1.2.1, on en conclut que l’on
obtient bien des suites exactes en appliquant le foncteur HomA[T+](A[T (F )],−)T (F )-fin.
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Calculs sur une représentation ordinaire
On calcule maintenant les parties ordinaires dérivées d’une représentation ordinaire de

G(F ) sur A et on explicite ce calcul en degrés 0 et 1. Pour tout ŵσ ∈ Ŵσ, on rappelle que
αŵσ est le caractère algébrique de la représentation adjointe de T sur détF Lie(Nw0ŵσ).

Théorème 4.3.2. — Soient χ : L(F ) → A× un caractère lisse et σ une représentation
spéciale de L(F ) sur A. Pour tout n ∈ N, on a un isomorphisme T (F )-équivariant

HnOrdB(F )

(
IndG(F )

P−(F ) σ ⊗ χ
)
∼=

⊕
[F :Qp]·`(ŵσ)=n

ŵ−1
σ (χ) · (ω−1 ◦ αŵσ).

Démonstration. — Soit n ∈ N. En utilisant la proposition 4.3.1 et l’isomorphisme (4.2.7)
avec U = χ et w = ŵσ pour tout ŵσ ∈ Ŵσ (on a Uw = ŵ−1

σ (χ) par définition), on voit que
le gradué Gr•σ HnOrdB(F )(IndG(F )

P−(F ) σ⊗χ) est concentré en degré n/[F : Qp] (en particulier
il est nul si [F : Qp] - n). Ainsi la filtration Fil•σ HnOrdB(F )(IndG(F )

P−(F ) σ ⊗ χ) est triviale et
on obtient l’isomorphisme de l’énoncé.

Corollaire 4.3.3. — Soient χ : L(F )→ A× un caractère lisse et σ une représentation
spéciale de L(F ) sur A. On a un isomorphisme T (F )-équivariant

OrdB(F )

(
IndG(F )

P−(F ) σ ⊗ χ
)
∼=

{
χ si σ = St,
0 sinon.

Démonstration. — Soit Q ⊂ L le sous-groupe parabolique correspondant à σ. On utilise
le théorème 4.3.2 avec n = 0. La somme directe de l’isomorphisme est nulle sauf si
1 ∈ Ŵσ, auquel cas 1 ∈ ŴBQ (car Ŵσ ⊂ ŴBQ) donc Q = BL d’où σ = St et on obtient
l’isomorphisme de l’énoncé car 1 est l’unique élément de longueur 0 de ŴSt.

Corollaire 4.3.4. — Soient χ : L(F )→ A× un caractère lisse et σ une représentation
spéciale de L(F ) sur A.

(i) Si F = Qp, alors on a un isomorphisme T (Qp)-équivariant

H1OrdB(Qp)

(
IndG(Qp)

P−(Qp) σ ⊗ χ
)

∼=


⊕

α∈∆−∆L
sα(χ) · (ω−1 ◦ α) si σ = St,

χ · (ω−1 ◦ α) si σ = Spα avec α ∈ ∆L,
0 sinon.

(ii) Si F 6= Qp, alors H1OrdB(F )(IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ) = 0.

Démonstration. — Soit Q ⊂ L le sous-groupe parabolique correspondant à σ. On utilise
le théorème 4.3.2 avec n = 1. La somme directe de l’isomorphisme est nulle sauf si F = Qp

et s’il existe α ∈ ∆ tel que sα ∈ Ŵσ. Dans ce cas sα ∈ ŴBQ (car Ŵσ ⊂ ŴBQ) et ou bien
α ∈ ∆−∆L donc Q = BL d’où σ = St, ou bien α ∈ ∆L donc Q = Qα d’où σ = Spα. On
obtient les isomorphismes de l’énoncé car d’une part les éléments de longueur 1 de ŴSt
sont exactement les sα avec α ∈ ∆−∆L et d’autre part si α ∈ ∆L, alors sα est l’unique
élément de longueur 1 de ŴSpα et sα(χ) = χ.





CHAPITRE 5

QUELQUES RÉSULTATS INTERMÉDIAIRES

Nous donnons quelques résultats sur les caractères de T (F ). Puis, nous montrons l’exis-
tence d’extensions non scindées entre certaines séries principales de Gα(Qp) avec α ∈ ∆.
Enfin, nous prouvons un résultat de compatibilité entre les calculs de parties ordinaires
dérivées de la section 4.2 en degrés 0 et 1 et le foncteur IndG(Qp)

P−α (Qp) avec α ∈ ∆.

5.1. Sur les caractères de T (F )

On définit et on étudie des notions de généricité pour les caractères de T (F ), puis on
calcule les extensions entre ces derniers.
Généricité

Soit χ un caractère de T (F ) à valeurs dans le groupe des unités d’un anneau quelconque.
Si w ∈ W , alors on définit un caractère w(χ) de T (F ) par w(χ)(t) = χ(ẇ−1tẇ) pour tout
t ∈ T (F ).

Définition 5.1.1. — On dit que χ est :
– faiblement générique si sα(χ) 6= χ pour tout α ∈ ∆ ;
– fortement générique si w(χ) 6= χ pour tout w ∈ W − {1}.

Lemme 5.1.2. — On suppose le centre de G connexe. Soient α ∈ ∆ et s1, . . . , sn ∈ W
des réflexions simples avec n ∈ N. Si χ ◦ α∨ 6= 1 et sk 6= sα pour tout k ∈ [[1, n]], alors
sα(χ) 6= s1 . . . sn(χ).

Démonstration. — Soit w ∈ W l’élément sn . . . s1sα (l’écriture w = sn . . . s1sα n’est pas
nécessairement une décomposition réduite). Pour tout cocaractère algébrique λ de T , on
a

(χ · w(χ)−1) ◦ λ = χ ◦ (λ− w−1(λ)) = χ ◦

(
(λ− sα(λ)) +

n∑
k=1

sαs1 . . . sk−1(λ− sk(λ))
)
.

Avec λ = λα un copoids fondamental correspondant à α, on a λα − sα(λα) = α∨ et
λα − sβ(λα) = 0 pour tout β ∈ ∆ − {α}. Si sk 6= sα pour tout k ∈ [[1, n]], alors on en
déduit que

(χ · w(χ)−1) ◦ λα = χ ◦ α∨.
Si de plus χ ◦ α∨ 6= 1, alors on en conclut que w(χ) 6= χ, d’où le résultat.
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Remarque 5.1.3. — On étudie ces notions de généricité dans les points ci-dessous. En
particulier, on les compare à [12, Définition 3.3.1].

(i) Soit α ∈ Φ+. Si sα(χ) 6= χ, alors χ◦α∨ 6= 1 (la contraposée résulte de [1, Proposition
3.3]). La réciproque est vraie lorsque le centre de G est connexe (auquel cas elle se déduit
du lemme 5.1.2 avec n = 0), mais fausse en général (voir l’exemple 5.1.4 ci-dessous).

(ii) On déduit du point (i) que si χ est fortement générique, alors χ◦α∨ 6= 1 pour tout
α ∈ Φ+. La réciproque est vraie lorsque G = GLn ou G = GSp2n mais fausse en général,
même lorsque le centre de G est connexe (voir l’exemple 5.1.5 ci-dessous).

(iii) Soit χ′ un caractère de T (F ) distinct de χ. Si le centre de G est connexe, alors le
lemme 5.1.2 montre que l’on a

card {α ∈ ∆ | χ′ = sα(χ)} ≤ 1.
En général, ce cardinal peut être arbitrairement grand (voir l’exemple 5.1.6 ci-dessous).

Exemple 5.1.4. — Soient G = SL2, B ⊂ G le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures, T ⊂ B le sous-groupe des matrices diagonales et χ : T (F ) → {±1} le
caractère continu défini par

χ (( x x−1 )) = (−1)valp(x).

Soit α l’unique racine simple de (G,B, T ). Pour tout x ∈ F×, on a (χ◦α∨)(x) = (−1)valp(x)

et sα(χ)(( x x−1 )) = χ(( x−1
x )) = χ(( x x−1 )) (car valp(x) = valp(x−1)). Ainsi χ ◦ α∨ 6= 1

mais sα(χ) = χ.

Exemple 5.1.5. — Soient G = G2 et χ : T (F ) ∼= (F×)2 → {±1} le caractère continu
défini par

χ(x, y) = (−1)valp(x)(−1)(
ω(y)
p )

avec (
p
) le symbole de Legendre (c’est-à-dire le résidu quadratique modulo p). Si p 6= 2,

alors χ ◦ α∨ 6= 1 pour tout α ∈ ∆ (car G2 est simplement connexe), mais w0(t) = t−1

pour tout t ∈ T (F ), donc w0(χ) = χ (car valp(x) = valp(x−1) et (ω(y)
p

) = (ω(y−1)
p

) pour
tous x, y ∈ F×).

Exemple 5.1.6. — Soient n ∈ N, G = GLn2 ∩
⋂n−1
k=1(GLk−1

2 × SL4×GLn−(k+1)
2 ) ⊂ GL2n,

B ⊂ G le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, T ⊂ B le sous-groupe des
matrices diagonales et χ : T (F )→ {±1} le caractère continu défini par

χ(diag(t1, . . . , t2n)) = (−1)valp(t1t3...t2n−1).

Soit α ∈ ∆. On a sα(χ) 6= χ et sα(χ) = sβ(χ) pour tout β ∈ ∆, d’où
card {β ∈ ∆ | sα(χ) = sβ(χ)} = n.

Extensions
On calcule tout d’abord les extensions entre caractères lisses de T (F ).

Proposition 5.1.7. — Soit χ : T (F )→ k×E un caractère lisse.
(i) Si χ′ : T (F )→ k×E est un caractère lisse distinct de χ, alors

Ext•T (F )(χ′, χ) = 0.
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(ii) Si F ne contient pas de racine primitive p-ième de l’unité, alors

dimkE Ext1
T (F )(χ, χ) = ([F : Qp] + 1) · rgG.

(iii) Si F contient une racine primitive p-ième de l’unité, alors

dimkE Ext1
T (F )(χ, χ) = ([F : Qp] + 2) · rgG.

Démonstration. — Le point (i) est une généralisation immédiate de [20, Lemme 4.3.10].
Pour les points (ii) et (iii), on utilise les isomorphismes kE-linéaires suivants

Ext1
T (F ) (χ, χ) ∼= Ext1

T (F ) (1, 1) ∼= Homcont
Grp (T (F ), kE)

avec 1 la représentation triviale de T (F ) sur kE et Homcont
Grp les morphismes de groupes

continus. On a des isomorphismes de groupes topologiques

T (F ) ∼=
(
F×
)rgG et F× ∼= Z× (Z/qZ)× × (Z/prZ)× Z[F :Qp]

p

avec q le cardinal du corps résiduel de F et r le plus grand entier naturel tel
que F contienne une racine primitive pr-ième de l’unité. Les kE-espaces vectoriels
Homcont

Grp (Z, kE) et Homcont
Grp (Zp, kE) sont de dimension 1. La dimension du kE-espace

vectoriel Homcont
Grp (Z/prZ, kE) est 1 si r > 0 et 0 sinon. Enfin (Z/qZ)× est d’ordre premier

à p, donc Homcont
Grp ((Z/qZ)×, kE) = 0. On obtient ainsi les points (ii) et (iii).

Remarque 5.1.8. — Pour tout entier n > 1, on ne sait pas si l’application canonique

ExtnT (F ) (1, 1)→ Hn (T (F ), 1)

est un isomorphisme car T (F ) n’est pas compact (voir [20, § 2.2]).

On calcule maintenant les extensions entre caractères continus unitaires de T (F ).

Proposition 5.1.9. — Soit χ : T (F )→ O×E ⊂ E× un caractère continu unitaire.
(i) Si χ′ : T (F )→ O×E ⊂ E× est un caractère continu unitaire distinct de χ, alors

Ext1
T (F )(χ′, χ) = 0.

(ii) On a
dimE Ext1

T (F )(χ, χ) = ([F : Qp] + 1) · rgG.

Démonstration. — Si χ′ 6= χ, alors il existe t ∈ T (F ) tel que χ′(t) 6= χ(t), donc pour toute
extension E de χ′ par χ, l’endomorphisme t de E est diagonalisable (car son polynôme
minimal est scindé à racines simples) et comme il commute avec T (F ), on obtient ainsi
une section de l’extension E , d’où le point (i). Le point (ii) se démontre comme les points
(ii) et (iii) de la proposition 5.1.7, sauf que cette fois Homcont

Grp (Z/prZ, E) = 0 quel que
soit l’entier naturel r puisque E est sans torsion.
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5.2. Extensions entre séries principales de Gα(Qp)

On suppose F = Qp et on fixe une racine simple α ∈ ∆. On note Gα ⊂ G le centralisa-
teur de kerα (c’est le sous-groupe engendré par T et les sous-groupes radiciels correspon-
dant aux racines ±α). On note Pα ⊂ G le sous-groupe parabolique BGα et Nα ⊂ Pα son
radical unipotent. On a un produit semi-direct Pα = Gα nNα et P−α = B−Gα. On note
Bα ⊂ Gα (resp. B−α ⊂ Gα) le sous-groupe de Borel B ∩Gα (resp. B− ∩Gα) et N ′′α ⊂ Bα

son radical unipotent (c’est le sous-groupe radiciel correspondant à α). On a un produit
semi-direct N = N ′′α nNα.

On commence par donner une description explicite de Gα.

Lemme 5.2.1. — On a un isomorphisme Gα
∼= T ′ × H avec T ′ ⊂ T un sous-tore et

H ∈ {SL2,GL2,PGL2}.

Démonstration. — Soient Zα le centre connexe de Gα (c’est un sous-tore de T ) et Gder
α

le groupe dérivé de Gα. On a la suite exacte courte naturelle (voir [4, Proposition 2.2])
1→ Zα ∩Gder

α → Zα ×Gder
α → Gα → 1.

Comme Gder
α est semi-simple de rang 1, il est isomorphe à PGL2 ou SL2. Si Gder

α = PGL2,
alors Zα ∩Gder

α = 1, d’où Gα
∼= Zα × PGL2. On suppose Gder

α = SL2, donc Zα ∩Gder
α est

isomorphe à 1 ou µ2. Si Zα ∩ Gder
α = 1, alors Gα

∼= Zα × SL2. Sinon Zα ∩ Gder
α = µ2 et

comme Zα est un tore, il existe un sous-tore T ′ ⊂ Zα et un isomorphisme Zα ∼= T ′×GL1
tels que l’inclusion Zα∩Gder

α ⊂ Zα s’identifie à la composée µ2 ↪→ GL1 ↪→ T ′×GL1. Dans
ce cas, on obtient un isomorphisme Gα

∼= T ′ × (GL1 × SL2)/µ2 ∼= T ′ ×GL2.

À présent, on prouve l’existence d’extensions non scindées entre certaines séries prin-
cipales continues unitaires distinctes de Gα(Qp) sur E. Le résultat analogue modulo p se
démontre de façon analogue.

Proposition 5.2.2. — Soit χ : T (Qp) → O×E ⊂ E× un caractère continu unitaire. Si
χ 6= sα(χ) · (ε−1 ◦ α), alors

Ext1
Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α), IndGα(Qp)
B−α (Qp) χ

)
6= 0.

Démonstration. — On utilise le lemme 5.2.1 : on a χ = χ′ ⊗E χα avec χ′ et χα les
restrictions de χ à T ′(Qp) et (T ∩ H)(Qp) respectivement. En identifiant α à l’unique
racine positive de (H,Bα ∩H,T ∩H), on a sα(χ) · (ε−1 ◦ α) = χ′ ⊗E (sα(χα) · (ε−1 ◦ α)).
On en déduit des isomorphismes Gα(Qp)-équivariants

IndGα(Qp)
B−α (Qp) χ

∼= χ′ ⊗E
(

IndH(Qp)
(B−α ∩H)(Qp) χα

)
IndGα(Qp)

B−α (Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α) ∼= χ′ ⊗E
(

IndH(Qp)
(B−α ∩H)(Qp) sα(χα) · (ε−1 ◦ α)

)
.

Ainsi, le produit tensoriel avec χ′ sur E induit une injection E-linéaire

Ext1
H(Qp)

(
IndH(Qp)

(B−α ∩H)(Qp) sα(χα) · (ε−1 ◦ α), IndH(Qp)
(B−α ∩H)(Qp) χα

)
↪→ Ext1

Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α), IndGα(Qp)
B−α (Qp) χ

)
et il suffit de montrer l’existence d’extensions non scindées lorsque Gα = H.
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On suppose Gα = GL2 et on note T2 le sous-groupe des matrices diagonales de GL2
et B−2 le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de GL2. Dans ce cas [20,
Conjecture 3.7.2] est vraie (voir [23]), ce qui permet (en procédant comme dans la preuve
de [12, Proposition B.2]) de montrer l’existence d’une extension non scindée

0→ IndGL2(Qp)
B−2 (Qp) χ→ E2 → IndGL2(Qp)

B−2 (Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α)→ 0.

On suppose Gα = SL2. Alors χ se prolonge (arbitrairement) en un caractère lisse de
T2(Qp) et comme B−2 (Qp)SL2(Qp) = GL2(Qp), la restriction des fonctions de GL2(Qp) à
SL2(Qp) induit des isomorphismes SL2(Qp)-équivariants

IndGL2(Qp)
B−2 (Qp) χ

∼−→ IndSL2(Qp)
(SL2∩B−2 )(Qp) χ

IndGL2(Qp)
B−2 (Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α) ∼−→ IndSL2(Qp)

(SL2∩B−2 )(Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α).

Ainsi, il suffit de montrer que la restriction de E2 à SL2(Qp) n’est pas scindée. Par l’ab-
surde, supposons qu’il existe une section SL2(Qp)-équivariante

ς : IndGL2(Qp)
B−2 (Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α)→ E2.

Alors pour tout g ∈ GL2(Qp), la section g · ς : f 7→ gς(g−1f) est encore SL2(Qp)-
équivariante (car SL2(Qp) est distingué dans GL2(Qp)). Or, deux telles sections diffèrent
par un élément de

HomSL2(Qp)

(
IndSL2(Qp)

(SL2∩B−2 )(Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α), IndSL2(Qp)
(SL2∩B−2 )(Qp) χ

)
qui est nul d’après la proposition 1.2.12 pour le triplet (SL2, SL2 ∩B2, SL2 ∩ T2) avec B2
le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de GL2 (car χ 6= sα(χ) · (ε−1 ◦ α)
par hypothèse). On en déduit que g · ς = ς pour tout g ∈ GL2(Qp), c’est-à-dire que ς est
GL2(Qp)-équivariante, d’où la contradiction.

On suppose Gα = PGL2 et on note Z2 le centre de GL2. Par inflation, on identifie χ
à un caractère de T2(Qp) trivial sur Z2(Qp). Alors la composition des fonctions avec la
projection GL2(Qp)� PGL2(Qp) induit des isomorphismes PGL2(Qp)-équivariants

IndPGL2(Qp)
(B−2 /Z2)(Qp) χ

∼−→ IndGL2(Qp)
B−2 (Qp) χ

IndPGL2(Qp)
(B−2 /Z2)(Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α) ∼−→ IndGL2(Qp)

B−2 (Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α).

Ainsi, il suffit de montrer que E2 a un caractère central trivial. Or pour tout z ∈ Z2(Qp),
l’application ζ : E2 → E2 définie par ζ(v) = z · v − v pour tout v ∈ E2 est GL2(Qp)-
équivariante (car z est central) et comme IndGL2(Qp)

B−2 (Qp) χ a un caractère central trivial ζ se
factorise à travers un élément de

HomGL2(Qp)

(
IndGL2(Qp)

B−2 (Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α), E2

)
qui est nul car E2 n’est pas scindée et χ 6= sα(χ) · (ε−1 ◦ α) par hypothèse, donc z agit
trivialement sur E2.

Enfin, on montre l’existence d’extensions supplémentaires entre certaines séries princi-
pales lisses de Gα(Qp) sur kE dans un cas « dégénéré ».
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Proposition 5.2.3. — Soit χ : T (Qp) → k×E un caractère lisse. Si χ ◦ α∨ = 1 et
ω ◦ α = 1, alors le foncteur IndGα(Qp)

B−α (Qp) induit une injection kE-linéaire

Ext1
T (Qp) (χ, χ) ↪→ Ext1

Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ, IndGα(Qp)
B−α (Qp) χ

)
dont le conoyau est de dimension 1.

Remarque 5.2.4. — On a ω ◦ α = 1 si et seulement si ou bien p = 2, ou bien p = 3
et Gα est isomorphe au produit direct d’un tore et de SL2. Dans ces cas-là, lorsque de
plus χ ◦ α∨ = 1 (auquel cas on identifie χ à un caractère de Gα(Qp), voir [1, Proposition
3.3]), la preuve montre que le conoyau de l’injection de l’énoncé est engendré par la classe
d’une extension provenant de l’unique extension non scindée de IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ par χ (voir
l’isomorphisme (5.2.8) ci-dessous).

Démonstration. — On suppose seulement χ ◦α∨ = 1. Dans ce cas, on a une suite exacte
courte de représentations lisses de Gα(Qp) sur kE

0→ χ→ IndGα(Qp)
B−α (Qp) χ→ St⊗ χ→ 0

qui n’est pas scindée, d’où une suite exacte de kE-espaces vectoriels

(5.2.5) 0→ Ext1
Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ, χ
)
→ Ext1

Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ, IndGα(Qp)
B−α (Qp) χ

)
→ Ext1

Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ, St⊗ χ
)
.

En utilisant les corollaires 4.3.3 et 4.3.4 avec G = P = L = Gα et σ = St, la suite
exacte (1.2.10) pour le triplet (Gα, Bα, T ) avec A = kE, U = χ et V = St⊗ χ donne un
isomorphisme kE-linéaire

(5.2.6) Ext1
T (Qp) (χ, χ) ∼−→ Ext1

Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ, St⊗ χ
)

qui est induit par le foncteur IndGα(Qp)
B−α (Qp) et la projection IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ� St⊗ χ.
En utilisant les corollaires 4.3.3 et 4.3.4 avec G = P = L = Gα et σ = Spα = 1

(la représentation triviale de Gα(Qp) sur kE), la suite exacte (1.2.10) pour le triplet
(Gα, Bα, T ) avec A = kE, U = χ · (ω−1 ◦ α) et V = χ donne une injection kE-linéaire

Ext1
Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ · (ω
−1 ◦ α), χ

)
↪→ HomT (Qp)

(
χ · (ω−1 ◦ α), χ · (ω−1 ◦ α)

)
.

On en déduit que la dimension de la source est au plus 1. On procède comme dans
la preuve de la proposition 5.2.2 pour montrer qu’elle n’est pas nulle. On se ramène
à Gα ∈ {SL2,GL2,PGL2}, puis on procède cas par cas : si Gα = GL2, alors d’après
[20, Proposition 4.3.13] il existe une telle extension E2 non scindée ; si Gα = SL2, alors
on montre de la même façon que la restriction de E2 à SL2(Qp) n’est pas scindée ; si
Gα = PGL2, alors on montre de la même façon que E2 a un caractère central trivial. On
obtient ainsi

(5.2.7) dimkE Ext1
Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ · (ω
−1 ◦ α), χ

)
= 1.
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À présent, on suppose ω ◦α = 1 et on démontre la proposition. L’isomorphisme (5.2.6)
montre que le second morphisme non trivial de la suite exacte (5.2.5) admet une section
(l’inverse de l’isomorphisme (5.2.6) suivi du morphisme induit par le foncteur IndGα(Qp)

B−α (Qp)).
On en déduit un isomorphisme kE-linéaire

(5.2.8) Ext1
T (Qp) (χ, χ)⊕ Ext1

Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ, χ
)

∼−→ Ext1
Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ, IndGα(Qp)
B−α (Qp) χ

)
et on conclut grâce à l’égalité (5.2.7) avec ω−1 ◦ α = 1.

5.3. Compatibilité avec le foncteur IndG(Qp)
P−α (Qp)

On suppose toujours F = Qp et on garde les notations précédentes : α, Gα, Pα, P−α , Bα,
B−α , Nα, N ′′α. Soient U et V des représentations lisses localement admissibles de T (Qp)
sur A. D’après la proposition 1.2.6 pour les triplets (G,B, T ) et (Gα, Bα, T ), on a des
isomorphismes naturels T (Qp)-équivariants

OrdB(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) U
)
∼= U(5.3.1)

OrdBα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) U
)
∼= U.(5.3.2)

et d’après le corollaire 4.2.9 pour les triplets (G,B, T ) et (Gα, Bα, T ), on a des isomor-
phismes naturels T (Qp)-équivariants

H1OrdB(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) V
)
∼=
⊕
β∈∆

V β ⊗ (ω−1 ◦ β)(5.3.3)

H1OrdBα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) V
)
∼= V α ⊗ (ω−1 ◦ α).(5.3.4)

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 5.3.5. — On a un diagramme commutatif de A-modules

Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) U, IndG(Qp)
B−(Qp) V

) ⊕
β∈∆

HomT (Qp)
(
U, V β ⊗ (ω−1 ◦ β)

)

Ext1
Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) U, IndGα(Qp)
B−α (Qp) V

)
HomT (Qp) (U, V α ⊗ (ω−1 ◦ α))

où les morphismes horizontaux sont donnés par le second morphisme non trivial de la suite
exacte (1.2.10) pour les triplets (G,B, T ) et (Gα, Bα, T ) en utilisant les isomorphismes
(5.3.3) et (5.3.4), l’injection verticale de gauche est induite par le foncteur IndG(Qp)

P−α (Qp) et
le morphisme vertical de droite est l’injection naturelle.
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On fixe un sous-groupe ouvert compact standard N0 ⊂ N(Qp). On note Nα,0 l’inter-
section de Nα(Qp) avec N0 et N ′′α,0 l’image de N0 dans N ′′α(Qp). On a une suite exacte
courte de groupes topologiques

1→ Nα,0 → N0 → N ′′α,0 → 1.
On utilise les résultats de la section 3.2 pour calculer la cohomologie de N0 et l’action de
Hecke de T+ à travers ce dévissage de N0.

Dans les lemmes ci-dessous, on utilise implicitement le lemme 1.2.1 et le théorème
1.2.2 pour les triplets (G,B, T ) et (Gα, Bα, T ). Étant donné un morphisme de repré-
sentations lisses de T+ sur A, on appelle « localisé en T+ » son image par le foncteur
A[T (Qp)]⊗A[T+] (−).

Lemme 5.3.6. — On a une injection naturelle T+-équivariante

H0
(
N ′′α,0, IndGα(Qp)

B−α (Qp) U
)
↪→ H0

(
N0, IndG(Qp)

B−(Qp) U
)

dont le localisé en T+, à travers les isomorphismes (5.3.1) et (5.3.2), est l’identité sur U .

Démonstration. — En utilisant l’injection (1.2.7) pour le triplet (G,Pα, Gα) et l’isomor-
phisme de foncteurs IndG(Qp)

B−(Qp)
∼= IndG(Qp)

P−α (Qp) IndGα(Qp)
B−α (Qp), on voit que l’on a une injection

naturelle T+ nN ′′α,0-équivariante

(5.3.7) IndGα(Qp)
B−α (Qp) U ↪→

(
IndG(Qp)

B−(Qp) U
)Nα,0

et en prenant les N ′′α,0-invariants, on obtient l’injection naturelle T+-équivariante de
l’énoncé. Elle s’insère dans un diagramme commutatif de représentations lisses de T+

sur A (
IndGα(Qp)

B−α (Qp) U
)N ′′α,0 (

IndG(Qp)
B−(Qp) U

)N0

U U

où les injections verticales correspondent à l’injection (1.2.7) de la proposition 1.2.6 pour
les triplets (G,B, T ) et (Gα, Bα, T ). En utilisant cette proposition, on en déduit que
l’injection construite vérifie bien la propriété de l’énoncé.

Lemme 5.3.8. — On a un morphisme naturel T+-équivariant

H1
(
N ′′α,0, IndGα(Qp)

B−α (Qp) V
)
→ H1

(
N0, IndG(Qp)

B−(Qp) V
)

dont le localisé en T+, à travers les isomorphismes (5.3.3) et (5.3.4), est l’injection na-
turelle

V α ⊗ (ω−1 ◦ α) ↪→
⊕
β∈∆

V β ⊗ (ω−1 ◦ β).

Remarque 5.3.9. — On peut montrer que le morphisme de l’énoncé est injectif (mais
ce ne sera pas nécessaire pour la suite).
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Démonstration. — Soit Iα ⊂ IndG(Qp)
B−(Qp) V la sous-Pα(Qp)-représentation constituée des

fonctions à support dans l’ouvert
P−α (Qp)Pα(Qp) = B−(Qp)B(Qp)qB−(Qp)ṡαB(Qp).

L’injection (5.3.7) avec V au lieu de U se factorise à travers INα,0α et on a un diagramme
commutatif de représentations lisses de T+ nN ′′α,0 sur A

IndGα(Qp)
B−α (Qp) V I

Nα,0
α

V α C∞c (Nα(Qp), V )Nα,0

où le morphisme horizontal du bas est défini par v 7→ 1Nα,0v avec 1Nα,0 la fonction carac-
téristique de Nα,0 sur Nα(Qp), le morphisme vertical de gauche est induit par l’évaluation
en ṡα et le morphisme vertical de droite est induit par la restriction à B−(Qp)ṡαB(Qp).
En appliquant le foncteur H1(N ′′α,0,−) et en utilisant l’isomorphisme T+-équivariant

H1(N ′′α,0, V α) ∼= V α ⊗ (ω−1 ◦ α)

donné par la proposition 3.1.5 avec n = 1 (= dimQp N
′′
α,0), L̃+ = T+, Ñ0 = N ′′α,0 et V α au

lieu de V , on obtient un diagramme commutatif de représentations lisses de T+ sur A

H1
(
N ′′α,0, IndGα(Qp)

B−α (Qp) V
)

H1
(
N ′′α,0, I

Nα,0
α

)

V α ⊗ (ω−1 ◦ α) H1 (N ′′α,0, C∞c (Nα(Qp), V )Nα,0
)
.

Le localisé en T+ du morphisme vertical de gauche est l’isomorphisme (5.3.4) et le localisé
en T+ de la composée

V α ⊗ (ω−1 ◦ α)→ H1 (N ′′α,0, C∞c (Nα(Qp), V )Nα,0
)
→ H1 (N0, C∞c (Nα(Qp), V ))

du morphisme horizontal du bas et du morphisme d’inflation est l’isomorphisme (4.2.7)
avec n = 1 et w = sα. En utilisant la commutativité du diagramme et la naturalité du
morphisme d’inflation, on en déduit que la composée

H1
(
N ′′α,0, IndGα(Qp)

B−α (Qp) V
)
→ H1

(
N ′′α,0,

(
IndG(Qp)

B−(Qp) V
)Nα,0)

→ H1
(
N0, IndG(Qp)

B−(Qp) V
)

du morphisme induit par l’injection (5.3.7) avec V au lieu de U et du morphisme d’infla-
tion vérifie bien la propriété de l’énoncé.

Démonstration de la proposition 5.3.5. — On remarque que le morphisme vertical de
gauche du diagramme de l’énoncé est bien injectif car le foncteur exact IndG(Qp)

P−α (Qp) ad-
met un quasi-inverse à gauche (voir la proposition 1.2.6 pour le triplet (G,Pα, Gα)).

Soit Eα une extension entre représentations lisses de Gα(Qp) sur A

0→ IndGα(Qp)
B−α (Qp) V → Eα → IndGα(Qp)

B−α (Qp) U → 0.
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En appliquant le foncteur exact IndG(Qp)
P−α (Qp), on obtient une extension entre représentations

lisses de G(Qp) sur A

(5.3.10) 0→ IndG(Qp)
B−(Qp) V → IndG(Qp)

P−α (Qp) Eα → IndG(Qp)
B−(Qp) U → 0.

En prenant les Nα,0-invariants, on obtient une suite exacte de représentations lisses de
T+ nN ′′α,0 sur A

0→
(

IndG(Qp)
B−(Qp) V

)Nα,0
→
(

IndG(Qp)
P−α (Qp) Eα

)Nα,0
→
(

IndG(Qp)
B−(Qp) U

)Nα,0
et on note I ⊂ (IndG(Qp)

B−(Qp) U)Nα,0 l’image du dernier morphisme. En utilisant l’injection
(1.2.7) pour le triplet (G,Pα, Gα), on en déduit un diagramme commutatif de représen-
tations lisses de T+ nN ′′α,0 sur A

0
(

IndG(Qp)
B−(Qp) V

)Nα,0 (
IndG(Qp)

P−α (Qp) Eα
)Nα,0

I 0

0 IndGα(Qp)
B−α (Qp) V Eα IndGα(Qp)

B−α (Qp) U 0

dont les lignes sont exactes. En prenant la cohomologie de N ′′α,0 à valeurs dans ces suites
exactes courtes, on obtient un diagramme commutatif de représentations lisses de T+ sur
A

(5.3.11)

H0 (N ′′α,0, I) H1
(
N ′′α,0,

(
IndG(Qp)

B−(Qp) V
)Nα,0)

H0
(
N ′′α,0, IndGα(Qp)

B−α (Qp) U
)

H1
(
N ′′α,0, IndGα(Qp)

B−α (Qp) V
)
.

δ′α

δα

Par ailleurs, on a un diagramme commutatif de représentations lisses de T+ sur A

(5.3.12)

H0
(
N0, IndG(Qp)

B−(Qp) U
)

H1
(
N0, IndG(Qp)

B−(Qp) V
)

H0 (N ′′α,0, I) H1
(
N ′′α,0,

(
IndG(Qp)

B−(Qp) V
)Nα,0)

δ

δ′α

où l’injection verticale de gauche est induite par l’inclusion I ⊂ IndG(Qp)
B−(Qp) U , le morphisme

vertical de droite est l’inflation et δ est le morphisme obtenu par la suite exacte longue
de cohomologie associée à la suite exacte (5.3.10).
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En combinant les diagrammes (5.3.11) et (5.3.12), on obtient un diagramme commutatif
de représentations lisses de T+ sur A

H0
(
N0, IndG(Qp)

B−(Qp) U
)

H1
(
N0, IndG(Qp)

B−(Qp) V
)

H0
(
N ′′α,0, IndGα(Qp)

B−α (Qp) U
)

H1
(
N ′′α,0, IndGα(Qp)

B−α (Qp) V
)

δ

δα

où l’injection verticale de gauche est celle du lemme 5.3.6 et le morphisme vertical de
droite est celui du lemme 5.3.8. En utilisant ces deux lemmes, on voit qu’à travers les
isomorphismes (5.3.1), (5.3.2), (5.3.3) et (5.3.4), le localisé en T+ de ce diagramme est
un diagramme commutatif de représentations lisses de T (Qp) sur A

U
⊕

β∈∆ V
β ⊗ (ω−1 ◦ β)

U V α ⊗ (ω−1 ◦ α)

δ̃

δ̃α

où le morphisme vertical de droite est l’injection naturelle. Enfin, δ̃ (resp. δ̃α) est l’image
de la classe de l’extension IndG(Qp)

P−α (Qp) Eα (resp. Eα) par le morphisme horizontal supérieur
(resp. inférieur) du diagramme de l’énoncé.





CHAPITRE 6

APPPLICATION AUX EXTENSIONS

Nous calculons les extensions entre séries principales de G(F ). Puis, nous calculons
les extensions d’une série principale de G(F ) par une représentation ordinaire de G(F ).
Enfin, en supposant vraie une conjecture d’Emerton, nous calculons les extensions de
longueur supérieure entre séries principales modulo p de G(F ).

6.1. Extensions entre séries principales

On calcule les extensions entre séries principales continues unitaires de G(F ) sur E.
Les démonstrations prouvent également les résultats analogues modulo p. On traite sé-
parément les cas F = Qp et F 6= Qp.
Résultats dans le cas F = Qp

Théorème 6.1.1. — Soit χ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× un caractère continu unitaire.
(i) Si χ′ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× est un caractère continu unitaire distinct de χ, alors

dimE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

B−(Qp) χ
)

= card
{
α ∈ ∆ | χ′ = sα(χ) · (ε−1 ◦ α)

}
.

(ii) Si χ 6= sα(χ) · (ε−1 ◦ α) pour tout α ∈ ∆, alors le foncteur IndG(Qp)
B−(Qp) induit un

isomorphisme E-linéaire

Ext1
T (Qp) (χ, χ) ∼−→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
B−(Qp) χ

)
.

Remarque 6.1.2. — La dimension du point (i) peut être arbitrairement grande (voir
l’exemple 5.1.6 en remplaçant χ par χ · (ε−1 ◦ θ) et en utilisant le fait que sα(θ) + α = θ
d’après la preuve du corollaire 4.2.12). On s’attend à ce que le point (ii) du théorème soit
vrai pour tout caractère continu unitaire χ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× (voir la remarque 6.1.8
pour son analogue modulo p). On voit dans la preuve que le foncteur IndG(Qp)

B−(Qp) induit
une injection E-linéaire

Ext1
T (Qp) (χ, χ) ↪→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
B−(Qp) χ

)
dont le conoyau est de dimension au plus

card
{
α ∈ ∆ | χ = sα(χ) · (ε−1 ◦ α)

}
.
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Démonstration. — Soient χ, χ′ : T (Qp) → A× des caractères lisses. En utilisant les iso-
morphismes (5.3.1) et (5.3.3), la suite exacte (1.2.10) pour le triplet (G,B, T ) avec U = χ′

et V = IndG(Qp)
B−(Qp) χ devient

(6.1.3) 0→ Ext1
T (Qp) (χ′, χ)→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

B−(Qp) χ
)

→
⊕
α∈∆

HomT (Qp)
(
χ′, sα(χ) · (ω−1 ◦ α)

)
.

De même pour tout α ∈ ∆, en utilisant les isomorphismes (5.3.2) et (5.3.4), la suite
exacte (1.2.10) pour le triplet (Gα, Bα, T ) avec U = χ′ et V = IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ devient

(6.1.4) 0→ Ext1
T (Qp) (χ′, χ)→ Ext1

Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ
′, IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ
)

→ HomT (Qp)
(
χ′, sα(χ) · (ω−1 ◦ α)

)
.

On suppose A = kE et on prouve la version modulo p du théorème. On pose

∆′ déf=
{
α ∈ ∆ | χ′ = sα(χ) · (ω−1 ◦ α)

}
.

On suppose tout d’abord χ′ 6= χ et on utilise le point (i) de la proposition 5.1.7. D’une
part, la suite exacte (6.1.3) donne une injection kE-linéaire

(6.1.5) Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

B−(Qp) χ
)
↪→
⊕
α∈∆

HomT (Qp)
(
χ′, sα(χ) · (ω−1 ◦ α)

)
,

d’où
dimkE Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

B−(Qp) χ
)
≤ card ∆′.

D’autre part pour tout α ∈ ∆, la suite exacte (6.1.4) donne une injection kE-linéaire

(6.1.6) Ext1
Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ
′, IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ
)
↪→ HomT (Qp)

(
χ′, sα(χ) · (ω−1 ◦ α)

)
.

Pour tout α ∈ ∆′, l’analogue modulo p de la proposition 5.2.2 donne une extension non
scindée

0→ IndGα(Qp)
B−α (Qp) χ→ Eα → IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ
′ → 0.

En utilisant l’injection (6.1.6) et la proposition 5.3.5 avec U = χ′ et V = χ, on en déduit
que les classes des extensions (IndG(Qp)

P−α (Qp) Eα)α∈∆′ sont linéairement indépendantes dans le
kE-espace vectoriel

Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

B−(Qp) χ
)

car leurs images par l’injection (6.1.5) appartiennent à des facteurs directs distincts, d’où

dimkE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

B−(Qp) χ
)
≥ card ∆′.

On obtient ainsi le point (i) modulo p. Si χ 6= sα(χ) · (ω−1 ◦ α) pour tout α ∈ ∆, alors la
suite exacte (6.1.3) donne un isomorphisme kE-linéaire

Ext1
T (Qp) (χ, χ) ∼−→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
B−(Qp) χ

)
,

d’où le point (ii) modulo p.
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On prouve maintenant le théorème. Soient χ, χ′ : T (Qp) → O×E ⊂ E× des caractères
continus unitaires. Pour k ≥ 1 entier, les suites exactes (6.1.3) et (6.1.4) et le diagramme
de la proposition 5.3.5 avec A = OE/$k

EOE et les réductions modulo $k
E des caractères

χ et χ′ forment des systèmes projectifs. On passe à la limite projective puis on tensorise
par E sur OE en utilisant les isomorphismes (1.2.11), (1.1.2) et la proposition 1.1.3. On
utilise le point (i) de la proposition 5.1.9 au lieu du point (i) de la proposition 5.1.7. Le
reste de la démonstration est identique à la version modulo p.

On montre l’existence d’extensions supplémentaires d’une série principale de G(Qp)
sur kE par elle-même dans certains cas « dégénérés » (ne pouvant se produire que lorsque
p < 5, voir la remarque 5.2.4).

Proposition 6.1.7. — Soit χ : T (Qp) → k×E un caractère lisse. Le foncteur IndG(Qp)
B−(Qp)

induit une injection kE-linéaire

Ext1
T (Qp) (χ, χ) ↪→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
B−(Qp) χ

)
dont le conoyau est de dimension au moins

card {α ∈ ∆ | χ ◦ α∨ = 1 et ω ◦ α = 1} .

Remarque 6.1.8. — On s’attend à ce que cette inégalité soit toujours une égalité (c’est
le cas lorsque G = GL2 d’après [20, Proposition 4.3.15]). On voit dans la preuve du
théorème 6.1.1 que le conoyau de l’injection kE-linéaire de l’énoncé est de dimension au
plus

card
{
α ∈ ∆ | χ = sα(χ) · (ω−1 ◦ α)

}
.

Démonstration. — L’injection kE-linéaire de l’énoncé est le premier morphisme non tri-
vial de la suite exacte (6.1.3) avec A = kE et χ′ = χ. On pose

∆′ déf= {α ∈ ∆ | χ ◦ α∨ = 1 et ω ◦ α = 1} .

Pour tout α ∈ ∆′, la proposition 5.2.3 montre que le conoyau du premier morphisme non
trivial de la suite exacte (6.1.4) avec A = kE et χ′ = χ est de dimension 1, donc il existe
une extension non scindée

0→ IndGα(Qp)
B−α (Qp) χ→ Eα → IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ→ 0

dont la classe a une image non nulle par le second morphisme non trivial de cette suite
exacte. En utilisant la proposition 5.3.5 avec A = kE et U = V = χ, on en déduit que les
images des classes des extensions (IndG(Qp)

P−α (Qp) Eα)α∈∆′ par le second morphisme non trivial
de la suite exacte (6.1.3) avec A = kE et χ′ = χ sont non nulles et appartiennent à
des facteurs directs distincts, donc le conoyau du premier morphisme non trivial de cette
suite exacte est de dimension supérieure ou égale au cardinal de ∆′.
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Résultats dans le cas F 6= Qp

Théorème 6.1.9. — Soit χ : T (F )→ O×E ⊂ E× un caractère continu unitaire.
(i) Si χ′ : T (F )→ O×E ⊂ E× est un caractère continu unitaire distinct de χ, alors

Ext1
G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ
′, IndG(F )

B−(F ) χ
)

= 0.

(ii) Le foncteur IndG(F )
B−(F ) induit un isomorphisme E-linéaire

Ext1
T (F ) (χ, χ) ∼−→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ, IndG(F )
B−(F ) χ

)
.

Démonstration. — Soient χ, χ′ : T (F ) → A× des caractères lisses. En utilisant le corol-
laire 4.1.14 avec P = B et U = χ, la suite exacte (1.2.10) pour le triplet (G,B, T ) avec
U = χ′ et V = IndG(F )

B−(F ) χ donne un isomorphisme A-linéaire

Ext1
T (F ) (χ′, χ) ∼−→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ
′, IndG(F )

B−(F ) χ
)
.

Avec A = kE et en utilisant le point (i) de la proposition 5.1.7, on prouve la version
modulo p du théorème. Par un passage à la limite projective et un produit tensoriel
comme dans la preuve du théorème 6.1.1 et en utilisant le point (i) de la proposition
5.1.9, on prouve le théorème.

6.2. Variante pour les représentations ordinaires

On définit et on étudie les représentations spéciales de G(F ) sur E, puis on calcule les
extensions d’une série principale continue unitaire de G(F ) sur E par une représentation
spéciale de G(F ) sur E. Les démonstrations prouvent également les résultats analogues
modulo p. Soient P ⊂ G un sous-groupe parabolique standard et L ⊂ P le sous-groupe
de Levi standard.
Préliminaires
Définition 6.2.1. — Pour tout sous-groupe parabolique standard Q ⊂ L, on définit la
représentation spéciale relative à Q de L(F ) sur E

ŜpQ
déf=

IndL(F )
Q−(F ) 1∑

Q$Q′⊂L IndL(F )
Q′−(F ) 1

avec Q′ parmi les sous-groupes paraboliques de L et 1 la représentation triviale sur E.
Lorsque Q = BL, on l’appelle la représentation de Steinberg de L(F ) sur E et on la note
Ŝt. Lorsque Q = Qα avec α ∈ ∆L, on la note Ŝpα.

Proposition 6.2.2. — Les représentations spéciales sont des représentations continues
unitaires admissibles de L(F ) sur E topologiquement irréductibles et deux à deux non iso-
morphes. Elles forment les constituants irréductibles de IndL(F )

B−L (F ) 1, chacune apparaissant
avec multiplicité un.

Cette proposition est une conséquence directe du résultat analogue modulo p (voir la
remarque 2.3.7) et du lemme suivant avec k = 1.
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Lemme 6.2.3. — Soit Q ⊂ L un sous-groupe parabolique standard. Il existe une boule
Ŝp0

Q ⊂ ŜpQ stable par L(F ) telle que pour tout entier k ≥ 1, Ŝp0
Q/$

k
EŜp0

Q est isomorphe
à la représentation spéciale relative à Q de L(F ) sur OE/$k

EOE.

Démonstration. — Pour tout r ∈ Z, on note IndL(F )
Q−(F ) $

r
EOE ⊂ IndL(F )

Q−(F ) E la boule
stable par L(F ) constituée des fonctions à valeurs dans $r

EOE. On note Ŝp0
Q l’image

de IndL(F )
Q−(F )OE dans ŜpQ. C’est une boule de ŜpQ stable par L(F ) et on a une suite

exacte courte
0→

∑
Q$Q′⊂L

IndL(F )
Q′−(F )OE → IndL(F )

Q−(F )OE → Ŝp0
Q → 0

(l’injectivité du premier morphisme non trivial est immédiate, la surjectivité du second
morphisme non trivial résulte de la définition de Ŝp0

Q et l’exactitude au milieu se déduit
du sous-lemme ci-dessous avec r = 0).

Soit k ≥ 1 entier. La composition avec la projection OE � OE/$k
EOE induit une

application ∑
Q$Q′⊂L

IndL(F )
Q′−(F )OE �

∑
Q$Q′⊂L

IndL(F )
Q′−(F )OE/$

k
EOE

(la première somme est calculée dans IndL(F )
Q−(F )OE et la seconde dans IndL(F )

Q−(F )OE/$
k
EOE)

qui s’identifie à la réduction modulo $k
E (le noyau est bien le même d’après le sous-lemme

ci-dessous avec r = k et la surjectivité est immédiate). On en déduit que la réduction
modulo $k

E de la suite exacte précédente est

0→
∑

Q$Q′⊂L

IndL(F )
Q′−(F )OE/$

k
EOE → IndL(F )

Q−(F )OE/$
k
EOE → Ŝp0

Q/$
k
EŜp0

Q → 0.

Ainsi, Ŝp0
Q/$

k
EŜp0

Q est la représentation spéciale relative à Q de L(F ) sur OE/$k
EOE.

Sous-lemme. — Soient n ∈ N et Q $ Q1, . . . , Qn ⊂ L des sous-groupes paraboliques
standards. Pour tout r ∈ Z, on a l’égalité suivante dans IndL(F )

Q−(F ) E :

IndL(F )
Q−(F ) $

r
EOE ∩

n∑
k=1

IndL(F )
Q−k (F ) E =

n∑
k=1

IndL(F )
Q−k (F ) $

r
EOE.

Démonstration. — On procède par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial. On suppose
n > 0 et le lemme vrai pour n−1. Par multiplication par un scalaire, on se ramène au cas
r = 0. Il suffit de montrer que pour tout l ∈ N, on a l’inclusion suivante dans IndL(F )

Q−(F ) E :

IndL(F )
Q−(F )OE ∩

n∑
k=1

IndL(F )
Q−k (F ) $

−l
E OE ⊂

n∑
k=1

IndL(F )
Q−k (F )OE.

On procède par récurrence sur l. Le cas l = 0 est trivial. On suppose l > 0 et l’inclusion
vraie pour l − 1. Soit (fk)k∈[[1,n]] ∈

∏n
k=1 IndL(F )

Q−k (F )$
−l
E OE tel que

∑n
k=1 fk ∈ IndL(F )

Q−(F )OE.

Pour tout k ∈ [[1, n]], on note fk ∈ IndL(F )
Q−k (F ) kE la composée de fk avec la projection

$−lE OE � $−lE OE/$
1−l
E OE ∼= kE. On a donc l’égalité

∑n
k=1 fk = 0 dans IndL(F )

Q−(F ) kE.
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Comme IndL(F )
Q−(F ) kE est de longueur fini sans multiplicité dans la catégorie Mod∞L(F )(kE)

(voir la remarque 2.3.7), on a l’égalité suivante dans IndL(F )
Q−(F ) kE :

IndL(F )
Q−n (F ) kE ∩

n−1∑
k=1

IndL(F )
Q−k (F ) kE =

n−1∑
k=1

(
IndL(F )

Q−n (F ) kE ∩ IndL(F )
Q−k (F ) kE

)
.

Ainsi, fn =
∑n−1

k=1 f
′
k avec f ′k ∈ IndL(F )

Q−n (F ) kE ∩ IndL(F )
Q−k (F ) kE pour tout k ∈ [[1, n − 1]].

On choisit un relèvement f ′k ∈ IndL(F )
Q−n (F ) $

−l
E OE ∩ IndL(F )

Q−k (F ) $
−l
E OE de f ′k pour tout

k ∈ [[1, n − 1]]. On obtient donc fn =
∑n−1

k=1 f
′
k + f ′n avec f ′n ∈ IndL(F )

Q−n (F ) $
1−l
E OE.

On a alors
∑n

k=1 fk =
∑n−1

k=1(fk + f ′k) + f ′n ∈ IndL(F )
Q−(F )OE par hypothèse, donc∑n−1

k=1(fk + f ′k) ∈ IndL(F )
Q−(F )$

1−l
E OE. Par hypothèse de récurrence avec n − 1 et

r = 1 − l, on en déduit que
∑n−1

k=1(fk + f ′k) =
∑n−1

k=1 f
′′
k avec f ′′k ∈ IndL(F )

Q−k (F ) $
1−l
E OE

pour tout k ∈ [[1, n − 1]] et par hypothèse de récurrence avec l − 1, on en conclut que∑n
k=1 fk =

∑n−1
k=1 f

′′
k + f ′n ∈

∑n
k=1 IndL(F )

Q−k (F )OE.

Définition 6.2.4. — Une représentation ordinaire de G(F ) sur E est une représenta-
tion de la forme IndG(F )

P−(F ) σ ⊗ χ avec σ une représentation spéciale de L(F ) sur E et
χ : L(F )→ O×E ⊂ E× un caractère continu unitaire.

Remarque 6.2.5. — Si [12, Conjecture 3.1.2] est vraie, alors les représentations ordi-
naires topologiquement irréductibles sont exactement les sous-quotients topologiquement
irréductibles de séries principales.

Résultats dans le cas F = Qp

Proposition 6.2.6. — Soient χ : L(Qp) → O×E ⊂ E× un caractère continu unitaire et
σ une représentation spéciale de L(Qp) sur E.

(i) Si χ′ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× est un autre caractère continu unitaire, alors

Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

P−(Qp) σ ⊗ χ
)
6= 0

si et seulement si ou bien σ = Ŝt et χ′ = χ, ou bien σ = Ŝt et χ′ = sα(χ) · (ε−1 ◦ α) avec
α ∈ ∆−∆L, ou bien σ = Ŝpα et χ′ = χ · (ε−1 ◦ α) avec α ∈ ∆L.

(ii) Si χ′ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× est un caractère continu unitaire distinct de χ, alors

dimE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

P−(Qp) Ŝt⊗ χ
)

= card
{
α ∈ ∆−∆L | χ′ = sα(χ) · (ε−1 ◦ α)

}
.

(iii) Pour tout α ∈ ∆L, on a

dimE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ · (ε
−1 ◦ α), IndG(Qp)

P−(Qp) Ŝpα ⊗ χ
)

= 1.
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(iv) Si χ 6= sα(χ) · (ε−1 ◦ α) pour tout α ∈ ∆ − ∆L, alors le foncteur IndG(Qp)
B−(Qp) et la

projection IndG(Qp)
B−(Qp) χ� IndG(Qp)

P−(Qp) Ŝt⊗ χ induisent un isomorphisme E-linéaire

Ext1
T (Qp) (χ, χ) ∼−→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
P−(Qp) Ŝt⊗ χ

)
.

Remarque 6.2.7. — On s’attend à ce que le point (iv) de la proposition soit vrai pour
tout caractère continu unitaire χ : T (Qp) → O×E ⊂ E×. On voit dans la preuve que le
foncteur IndG(Qp)

B−(Qp) et la projection IndG(Qp)
B−(Qp) χ� IndG(Qp)

P−(Qp) Ŝt⊗χ induisent une injection
E-linéaire

Ext1
T (Qp) (χ, χ) ↪→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
P−(Qp) Ŝt⊗ χ

)
dont le conoyau est de dimension au plus

card
{
α ∈ ∆−∆L | χ = sα(χ) · (ε−1 ◦ α)

}
.

Pour l’analogue modulo p du point (iv), on peut montrer que le foncteur IndG(Qp)
B−(Qp) et la

projection IndG(Qp)
B−(Qp) χ� IndG(Qp)

P−(Qp) St⊗ χ induisent une injection kE-linéaire

Ext1
T (Qp) (χ, χ) ↪→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
P−(Qp) St⊗ χ

)
dont le conoyau est de dimension au moins

card {α ∈ ∆−∆L | χ ◦ α∨ = 1 et ω ◦ α = 1} .

On s’attend à ce que cette inégalité soit toujours une égalité. On voit dans la preuve que
la dimension du conoyau de l’injection ci-dessus est au plus

card
{
α ∈ ∆−∆L | χ = sα(χ) · (ω−1 ◦ α)

}
.

Démonstration. — Soient χ : L(Qp) → A×, χ′ : T (Qp) → A× des caractères lisses et
σ une représentation spéciale de L(Qp) sur A. En utilisant le corollaire 4.3.3 et le point
(i) du corollaire 4.3.4, on déduit de la suite exacte (1.2.10) pour le triplet (G,B, T ) avec
U = χ′ et V = IndG(Qp)

P−(Qp) σ ⊗ χ que :
– si σ 6= St et σ 6= Spα pour tout α ∈ ∆L, alors

(6.2.8) Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

P−(Qp) σ ⊗ χ
)

= 0 ;

– si σ = St, alors on a une suite exacte de A-modules

(6.2.9) 0→ Ext1
T (Qp) (χ′, χ)→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

P−(Qp) St⊗ χ
)

→
⊕

α∈∆−∆L

HomT (Qp)
(
χ′, sα(χ) · (ω−1 ◦ α)

)
;

– si σ = Spα avec α ∈ ∆L, alors on a une injection A-linéaire

(6.2.10) Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

P−(Qp) Spα ⊗ χ
)
↪→ HomT (Qp)

(
χ′, χ · (ω−1 ◦ α)

)
.
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On suppose A = kE et on prouve la version modulo p de la proposition. En utilisant
le point (i) de la proposition 5.1.7, on obtient les cas d’annulation du point (i) modulo p.
Le premier cas de non annulation du point (i) modulo p (σ = St et χ′ = χ) et le point
(iv) modulo p se déduisent de la suite exacte (6.2.9). Les autres cas de non annulation
du point (i) modulo p (σ = St et χ′ = sα(χ) · (ω−1 ◦ α) 6= χ avec α ∈ ∆−∆L ; σ = Spα
et χ′ = χ · (ω−1 ◦α) avec α ∈ ∆L) sont des conséquences des points (ii) et (iii) modulo p.
On suppose χ′ 6= χ et on pose

∆′ déf=
{
α ∈ ∆ | χ′ = sα(χ) · (ω−1 ◦ α)

}
.

En utilisant la suite exacte (6.2.9) et le point (i) de la proposition 5.1.7, on obtient

(6.2.11) dimkE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

P−(Qp) St⊗ χ
)
≤ card ∆′ ∩ (∆−∆L)

et en utilisant l’injection (6.2.10) avec α ∈ ∆L, on voit que

dimkE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

P−(Qp) Spα ⊗ χ
)

= 0 si α 6∈ ∆′(6.2.12)

dimkE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

P−(Qp) Spα ⊗ χ
)
≤ 1 si α ∈ ∆′.(6.2.13)

Or, la représentation IndG(Qp)
B−(Qp) χ

∼= IndG(Qp)
P−(Qp)((IndL(Qp)

Q−(Qp) 1)⊗χ) admet une filtration dont
les quotients successifs sont exactement les représentations (IndG(Qp)

P−(Qp) SpQ ⊗ χ)Q⊂L avec
Q parmi les sous-groupes paraboliques standards de L (voir la remarque 2.3.7), donc
utilisant le point (i) modulo p du théorème 6.1.1, on voit que l’on a

card ∆′ ≤
∑
Q⊂L

dimkE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′, IndG(Qp)

P−(Qp) SpQ ⊗ χ
)

avec Q parmi les sous-groupes paraboliques standards de L. En utilisant l’égalité (6.2.8)
et les égalités (6.2.12) pour tout α ∈ ∆L ∩ (∆−∆′), on en déduit que l’inégalité (6.2.11)
et les inégalités (6.2.13) pour tout α ∈ ∆L ∩ ∆′ sont des égalités. On obtient point (ii)
modulo p d’une part. D’autre part avec χ′ = χ · (ω−1 ◦α), on obtient le point (iii) modulo
p pour tout α ∈ ∆L tel que ω ◦ α 6= 1 (car on a supposé χ′ 6= χ). On suppose que
ω ◦ α = 1 avec α ∈ ∆L et on montre le point (iii) dans ce cas. Soit Iα le noyau de
la projection IndL(Qp)

Q−α (Qp) 1 � Spα avec 1 la représentation triviale de Gα(Qp) sur kE. En
utilisant l’exactitude de la torsion par le caractère χ et du foncteur IndG(Qp)

P−(Qp), on voit que
l’on a une suite exacte de kE-espaces vectoriels

(6.2.14) Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
P−(Qp) Iα ⊗ χ

)
→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
P−α (Qp) χ

)
→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
P−(Qp) Spα ⊗ χ

)
.

On déduit de la remarque 2.3.7 que les constituants irréductibles de Iα sont exactement
les représentations (SpQ)Qα$Q⊂L avec Q parmi les sous-groupes paraboliques de L. En
utilisant les égalités (6.2.8) avec χ′ = χ et σ = SpQ pour tout sous-groupe parabolique
Q ⊂ L tel que Qα $ Q, on en déduit que le terme de gauche de la suite exacte (6.2.14)
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est nul. En utilisant l’égalité (5.2.7) avec ω−1 ◦ α = 1 et l’injection kE-linéaire

Ext1
Gα(Qp)

(
IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ, χ
)
↪→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
P−α (Qp) χ

)
induite par le foncteur exact IndG(Qp)

P−α (Qp), on voit que le terme du milieu de la suite exacte
(6.2.14) est non nul et on en déduit que le terme de droite est non nul. En utilisant
l’injection (6.2.10) avec χ′ = χ et ω−1 ◦ α = 1, on en conclut qu’il est de dimension 1,
d’où le point (iii) modulo p dans ce cas.

On prouve maintenant la proposition. Soient σ une représentation spéciale de L(Qp)
sur E et χ : L(Qp) → O×E ⊂ E×, χ′ : T (Qp) → O×E ⊂ E× des caractères continus
unitaires. Pour k ≥ 1 entier, l’égalité (6.2.8), la suite exacte (6.2.9) et l’injection (6.2.10)
avec A = OE/$k

EOE et les réductions modulo $k
E de la représentation spéciale σ (voir le

lemme 6.2.3) et des caractères χ et χ′ forment des systèmes projectifs. On passe à la limite
projective puis on tensorise par E sur OE en utilisant les isomorphismes (1.2.11), (1.1.2)
et la proposition 1.1.3. On utilise le point (i) de la proposition 5.1.9 au lieu du point (i)
de la proposition 5.1.7 et on remarque ε ◦ α 6= 1 pour tout α ∈ ∆L, donc les caractères
dans le point (iii) sont toujours distincts. Le reste de la démonstration est identique à la
version modulo p.
Résultats dans le cas F 6= Qp

Proposition 6.2.15. — Soient χ : L(F )→ O×E ⊂ E× un caractère continu unitaire et
σ une représentation spéciale de L(F ) sur E.

(i) Si χ′ : T (F )→ O×E ⊂ E× est un autre caractère continu unitaire, alors

Ext1
G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ
′, IndG(F )

P−(F ) σ ⊗ χ
)
6= 0

si et seulement si σ = Ŝt et χ′ = χ.
(ii) Le foncteur IndG(F )

B−(F ) et la projection IndG(F )
B−(F ) χ � IndG(F )

P−(F ) Ŝt ⊗ χ induisent un
isomorphisme E-linéaire

Ext1
T (F ) (χ, χ) ∼−→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ, IndG(F )
P−(F ) Ŝt⊗ χ

)
.

Démonstration. — Soient χ : L(F )→ A×, χ′ : T (F )→ A× des caractères lisses et σ une
représentation spéciale de L(F ) sur A. En utilisant le corollaire 4.3.3 et le point (ii) du
corollaire 4.3.4, on déduit de la suite exacte (1.2.10) pour le triplet (G,B, T ) avec U = χ′

et V = IndG(F )
P−(F ) σ ⊗ χ que :

– si σ 6= St, alors

Ext1
G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ
′, IndG(F )

P−(F ) σ ⊗ χ
)

= 0 ;

– si σ = St, alors on a un isomorphisme A-linéaire

Ext1
T (F ) (χ′, χ) ∼−→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ
′, IndG(F )

P−(F ) St⊗ χ
)
.

Avec A = kE et en utilisant le point (i) de la proposition 5.1.7, on prouve la version
modulo p de la proposition. Par un passage à la limite projective et un produit tensoriel
comme dans la preuve de la proposition 6.2.6 et en utilisant le point (i) de la proposition
5.1.9, on prouve la proposition.
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6.3. Résultat conjectural sur les Ext• modulo p

On suppose que la conjecture 1.2.5 est vraie (on rappelle que cette dernière est démon-
trée pour G = GL2 dans [23]). Par soucis de clarté, on fait également l’hypothèse que G
admet un « twisting element » noté θ.

Théorème 6.3.1. — Soient χ : T (F )→ k×E un caractère lisse et n ∈ N.
(i) Soit χ′ : T (F )→ k×E un autre caractère lisse. Si

ExtnG(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ
′ · (ω−1 ◦ θ), IndG(F )

B−(F ) χ · (ω
−1 ◦ θ)

)
6= 0,

alors il existe w ∈ W tel que χ′ = w(χ) et [F : Qp] · `(w) ≤ n.
(ii) Soit w ∈ W tel que [F : Qp] · `(w) ≤ n. Si χ est fortement générique, alors on a

un isomorphisme kE-linéaire

ExtnG(F )

(
IndG(F )

B−(F )w(χ) · (ω−1 ◦ θ), IndG(F )
B−(F ) χ · (ω

−1 ◦ θ)
)
∼= Extn−[F :Qp]·`(w)

T (F ) (1, 1)

avec 1 la représentation triviale de T (F ) sur kE.

Remarque 6.3.2. — Sous les conditions du point (ii), on déduit du théorème que

dimkE Ext[F :Qp]·`(w)
G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) w(χ) · (ω−1 ◦ θ), IndG(F )
B−(F ) χ · (ω

−1 ◦ θ)
)

= 1.

Lorsque F = Qp, la non annulation de cet espace était attendue par Emerton (voir [12,
Remarque 3.5.3]).

Démonstration. — Soit χ′ : T (F ) → k×E un autre caractère lisse. On note (E i,jr ) la
suite spectrale (1.2.9) pour le triplet (G,B, T ) avec A = kE, U = χ′ · (ω−1 ◦ θ) et
V = IndG(F )

B−(F ) χ · (ω−1 ◦ θ). En utilisant la conjecture 1.2.5 et le corollaire 4.2.12, on voit
que

E i,j2 =
⊕

[F :Qp]·`(w′)=j

ExtiT (F )
(
χ′ · (ω−1 ◦ θ), w′(χ) · (ω−1 ◦ θ)

)
⇒ Exti+jG(F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ
′ · (ω−1 ◦ θ), IndG(F )

B−(F ) χ · (ω
−1 ◦ θ)

)
.

On suppose que le kE-espace vectoriel du point (i) est non nul. Alors il existe i, j ∈ N
tels que i+ j = n et E i,j2 6= 0, donc il existe w′ ∈ W tel que [F : Qp] · `(w′) = j et

ExtiT (F )
(
χ′ · (ω−1 ◦ θ), w′(χ) · (ω−1 ◦ θ)

)
6= 0.

En utilisant le point (i) de la proposition 5.1.7, on en déduit que χ′ = w′(χ). Comme
[F : Qp] · `(w′) = j ≤ n, on obtient le point (i).

Soit w ∈ W . On suppose χ fortement générique. En utilisant le point (i) de la pro-
position 5.1.7 on voit que la suite spectrale (E i,jr ) avec χ′ = w(χ) dégénère : pour tous
i, j ∈ N, on a

E i,j2
∼=

{
ExtiT (F ) (w(χ) · (ω−1 ◦ θ), w(χ) · (ω−1 ◦ θ)) si j = [F : Qp] · `(w),
0 sinon.
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En comparant ceci à la limite de (E i,jr ) on voit que si n < [F : Qp] · `(w), alors

ExtnG(F )

(
IndG(F )

B−(F ) w(χ) · (ω−1 ◦ θ), IndG(F )
B−(F ) χ · (ω

−1 ◦ θ)
)

= 0

tandis que si n ≥ [F : Qp] · `(w), alors on a un isomorphisme kE-linéaire

ExtnG(F )

(
IndG(F )

B−(F ) w(χ) · (ω−1 ◦ θ), IndG(F )
B−(F ) χ · (ω

−1 ◦ θ)
)

∼= Extn−[F :Qp]·`(w)
T (F )

(
w(χ) · (ω−1 ◦ θ), w(χ) · (ω−1 ◦ θ)

)
.

Après torsion par l’inverse du caractère w(χ) · (ω−1 ◦ θ), on obtient le point (ii).

Remarque 6.3.3. — Soient χ : T (F ) → k×E un caractère lisse fortement générique et
w ∈ W . Si w = w1w2 avec w1, w2 ∈ W et `(w) = `(w1) + `(w2), alors on s’attend à ce
que l’unique extension non nulle dans

Ext[F :Qp]·`(w)
G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) w(χ) · (ω−1 ◦ θ), IndG(F )
B−(F ) χ · (ω

−1 ◦ θ)
)

soit le produit de Yoneda de celles dans

Ext[F :Qp]·`(w2)
G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) w2(χ) · (ω−1 ◦ θ), IndG(F )
B−(F ) χ · (ω

−1 ◦ θ)
)

et
Ext[F :Qp]·`(w1)

G(F )

(
IndG(F )

B−(F ) w1w2(χ) · (ω−1 ◦ θ), IndG(F )
B−(F ) w2(χ) · (ω−1 ◦ θ)

)
.

En particulier avec G = GL2, on obtient le résultat inconditionnel suivant.

Corollaire 6.3.4. — Soient χ1, χ2 : F× → k×E deux caractères lisses et n ∈ N.
(i) Soient χ′1, χ′2 : F× → k×E deux autres caractères lisses tels que (χ′1, χ′2) 6= (χ1, χ2).

Si n < [F : Qp] ou (χ′1, χ′2) 6= (χ2, χ1), alors

ExtnGL2(F )

(
IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ′1ω
−1 ⊗ χ′2, IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ1ω
−1 ⊗ χ2

)
= 0.

(ii) Si χ1 6= χ2, alors

dimkE Ext[F :Qp]
GL2(F )

(
IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ2ω
−1 ⊗ χ1, IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ1ω
−1 ⊗ χ2

)
= 1.

Démonstration. — On note χ le caractère χ1 ⊗ χ2 et s l’unique élément non trivial de
W . On a s(χ) = χ2 ⊗ χ1 et ω−1 ◦ θ = ω−1 ⊗ 1.

Soient χ′1, χ′2 : T (F )→ k×E deux autres caractères lisses tels que (χ′1, χ′2) 6= (χ1, χ2). En
notant χ′ le caractère χ′1⊗χ′2 on a χ′ 6= χ, donc on déduit du point (i) du théorème 6.3.1
que si

ExtnGL2(F )

(
IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ′1ω
−1 ⊗ χ′2, IndGL2(F )

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ1ω
−1 ⊗ χ2

)
6= 0,

alors [F : Qp] ≤ n et χ′ = s(χ), c’est-à-dire (χ′1, χ′2) = (χ2, χ1). Par contraposée on
obtient le point (i).

Si χ1 6= χ2, c’est-à-dire s(χ) 6= χ, alors χ est fortement générique et en utilisant le
point (ii) du théorème 6.3.1 avec n = [F : Qp] et w = s, on obtient le point (ii).





CHAPITRE 7

SUR UNE CONJECTURE DE BREUIL-HERZIG

Dans ce dernier chapitre, on fait les hypothèses suivantes sur G : son centre est connexe
et son groupe dérivé est simplement connexe. On note θ la somme des poids fondamentaux
relatifs à ∆ (bien définie à un caractère algébrique de G près).

Nous prouvons qu’il n’existe pas de « chaîne » de trois séries principales distinctes.
Puis, nous démontrons une conjecture de Breuil-Herzig. Nous énonçons enfin une nouvelle
conjecture sur les extensions entre représentations lisses admissibles de G(F ) modulo p
et nous la démontrons pour les extensions par une série principale.

7.1. Extensions de séries principales

On suppose F = Qp et on donne deux résultats sur les extensions de séries principales
continues unitaires de G(Qp) sur E. Les résultats analogues modulo p se démontrent de
façon analogue.

On commence par reformuler le théorème 6.1.1 en utilisant les hypothèses sur G. En
particulier, on utilise le « twisting element » θ pour normaliser les séries principales.

Corollaire 7.1.1. — Soit χ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× un caractère continu unitaire.
(i) Si χ′ : T (Qp)→ O×E ⊂ E× est un autre caractère continu unitaire, alors

Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′ · (ε−1 ◦ θ), IndG(Qp)

B−(Qp) χ · (ε
−1 ◦ θ)

)
6= 0

si et seulement si χ′ = χ ou χ′ = sα(χ) avec α ∈ ∆.
(ii) Soit α ∈ ∆. Si sα(χ) 6= χ, alors

dimE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ θ), IndG(Qp)
B−(Qp) χ · (ε

−1 ◦ θ)
)

= 1.

(iii) Si χ est faiblement générique, alors le foncteur IndG(Qp)
B−(Qp) induit un isomorphisme

E-linéaire

Ext1
T (Qp)

(
χ · (ε−1 ◦ θ), χ · (ε−1 ◦ θ)

)
∼−→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ · (ε
−1 ◦ θ), IndG(Qp)

B−(Qp) χ · (ε
−1 ◦ θ)

)
.
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Démonstration. — On utilise le théorème 6.1.1 avec χ · (ε−1 ◦ θ) au lieu de χ et en tenant
compte du fait que sα(χ · (ε−1 ◦ θ)) · (ε−1 ◦ α) = sα(χ) · (ε−1 ◦ θ) (car sα(θ) + α = θ,
voir la preuve du corollaire 4.2.12). On obtient ainsi les points (i) et (iii), en utilisant la
remarque 6.1.2 pour traiter le cas χ′ = χ = sα(χ) avec α ∈ ∆.

Soit α ∈ ∆. Si sα(χ) 6= χ, alors en utilisant le lemme 5.1.2 on voit que sα(χ) 6= sβ(χ)
pour tout β ∈ ∆ − {α}. En utilisant le point (i) du théorème 6.1.1 avec χ′ = sα(χ), on
en déduit le point (ii).

On montre à présent qu’il n’existe pas de « chaîne » de trois séries principales continues
unitaires distinctes topologiquement irréductibles de G(Qp) sur E.

Théorème 7.1.2. — Si χ, χ′, χ′′ : T (Qp) → O×E ⊂ E× sont des caractères continus
unitaires deux à deux distincts tels que les séries principales de G(Qp) correspondantes
soient topologiquement irréductibles, alors il n’existe pas de représentation continue uni-
taire admissible de G(Qp) sur E ayant IndG(Qp)

B−(Qp) χ pour socle, IndG(Qp)
B−(Qp) χ

′′ pour cosocle
et un unique constituant intermédiaire IndG(Qp)

B−(Qp) χ
′.

Démonstration. — Il revient au même de montrer le théorème pour des séries principales
normalisées. En utilisant le point (i) du corollaire 7.1.1, on voit qu’il suffit de montrer le
théorème pour χ · (ε−1 ◦θ), sβ(χ) · (ε−1 ◦θ), sαsβ(χ) · (ε−1 ◦θ) avec χ : T (Qp)→ O×E ⊂ E×

un caractère continu unitaire et α, β ∈ ∆ deux racines distinctes. On suppose donc que les
séries principales correspondantes sont topologiquement irréductibles et que χ 6= sβ(χ)
et sβ(χ) 6= sαsβ(χ), ou de façon équivalente χ ◦ β∨ 6= 1 et χ ◦ sβ(α)∨ 6= 1 (voir le point
(i) de la remarque 5.1.3), d’où χ 6= sαsβ(χ) d’après le lemme 5.1.2.

On reprend les notations de la section 5.2 : Gα, Pα, P−α , Bα, B−α . Les hypothèses
sur G montrent que Gα est de centre connexe et de groupe dérivé simplement connexe.
On déduit donc du lemme 5.2.1 qu’il existe un sous-tore T ′ ⊂ T et un isomorphisme
Gα
∼= T ′×GL2 à travers lequel T ∼= T ′×Tα où Tα ⊂ GL2 est le sous-groupe des matrices

diagonales. On remarque que sα s’identifie à l’élément non trivial du groupe de Weyl de
(GL2, Tα), θ|Tα(Qp) est un poids fondamental de (GL2, Tα) correspondant à α et on a

sαsβ(χ)|Tα(Qp) = sα(sβ(χ)|Tα(Qp))
sαsβ(χ)|T ′(Qp) = sβ(χ)|T ′(Qp).

Soit E2 l’unique extension non scindée de IndGL2(Qp)
( ∗ 0
∗ ∗ )

sαsβ(χ)|Tα(Qp) · (ε−1 ◦ θ|Tα(Qp))

par IndGL2(Qp)
( ∗ 0
∗ ∗ )

sβ(χ)|Tα(Qp) · (ε−1 ◦ θ|Tα(Qp)) dans la catégorie Banadm,u
GL2(Qp)(E) donnée

par [12, Proposition B.2 (i)] (on a bien sβ(χ)|Tα(Qp) ◦ α∨ 6∈ {1, ε, ε−1} car les séries
principales normalisées de G(Qp) correspondant à sβ(χ) et sαsβ(χ) sont topologique-
ment irréductibles et distinctes par hypothèse). En utilisant [12, Lemme A.6 (ii)]
avec G1 = GL2(Qp), G2 = T ′(Qp), Π1 = IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

sβ(χ)|Tα(Qp) · (ε−1 ◦ θ|Tα(Qp)),

Π′1 = IndGL2(Qp)
( ∗ 0
∗ ∗ )

sαsβ(χ)|Tα(Qp) · (ε−1 ◦ θ|Tα(Qp)) et Π2 = Π′2 = sβ(χ)|T ′(Qp) · (ε−1 ◦ θ|T ′(Qp)),
on voit qu’il existe une unique extension non scindée

Eα
déf= sβ(χ)|T ′(Qp) · (ε−1 ◦ θ|T ′(Qp))⊗E E2
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de IndGα(Qp)
B−α (Qp) sαsβ(χ)·(ε−1◦θ) par IndGα(Qp)

B−α (Qp) sβ(χ)·(ε−1◦θ) dans la catégorie Banadm,u
Gα(Qp)(E).

On déduit de la proposition 1.2.12 pour le triplet (G,Pα, Gα) que l’extension

E déf= IndG(Qp)
P−α (Qp) Eα

de IndG(Qp)
B−(Qp) sαsβ(χ) ·(ε−1◦θ) par IndG(Qp)

B−(Qp) sβ(χ) ·(ε−1◦θ) dans la catégorie Banadm,u
G(Qp)(E)

n’est pas scindée et elle est unique en tant que telle d’après le point (ii) du corollaire 7.1.1.
Pour prouver le théorème, il suffit donc de montrer que

(7.1.3) Ext1
G(Qp)

(
E , IndG(Qp)

B−(Qp) χ · (ε
−1 ◦ θ)

)
= 0.

Soit E0
α ⊂ Eα une boule stable par Gα(Qp). Pour tout entier k ≥ 1, on note χk l’image

de χ dans (OE/$k
EOE)×. En utilisant la suite exacte (1.2.10) pour le triplet (G,Pα, Gα)

avec A = OE/$k
EOE, U = E0

α/$
k
EE0

α et V = IndG(Qp)
B−(Qp) χk · (ω−1 ◦ θ) et l’isomorphisme

(4.1.12) pour le triplet (G,Pα, Gα) avec A = OE/$k
EOE et U = χk · (ω−1 ◦ θ) pour tout

entier k ≥ 1 et en tenant compte de l’isomorphisme (1.2.11) et de la proposition 1.1.3,
on obtient une suite exacte de E-espaces vectoriels

(7.1.4) 0→ Ext1
Gα(Qp)

(
Eα, IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ · (ε
−1 ◦ θ)

)
→ Ext1

G(Qp)

(
E , IndG(Qp)

B−(Qp) χ · (ε
−1 ◦ θ)

)
→ HomGα(Qp)

(
Eα, E ⊗OE lim←−

k

H1OrdPα(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χk · (ω
−1 ◦ θ)

))

(pour vérifier que la topologie de la limite projective coïncide avec la topologie $E-adique,
on procède comme dans le premier paragraphe de la preuve de [19, Proposition 3.4.3]).

Si χ|T ′(Qp) 6= sβ(χ)|T ′(Qp), alors en utilisant [12, Lemme A.6 (i)] avec G1 = T ′(Qp),
G2 = GL2(Qp), Π1 = χ|T ′(Qp) · (ε−1 ◦ θ|T ′(Qp)), Π′1 = sβ(χ)|T ′(Qp) · (ε−1 ◦ θ|T ′(Qp)),
Π2 = IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ|Tα(Qp) · (ε−1 ◦ θ|Tα(Qp)), Π′2 = E2, on obtient

(7.1.5) Ext1
Gα(Qp)

(
Eα, IndGα(Qp)

B−α (Qp) χ · (ε
−1 ◦ θ)

)
= 0

car HomG1(Π′1,Π1) = 0 par hypothèse et Ext1
G1(Π′1,Π1) = 0 d’après la proposition

5.1.9 avec T ′ au lieu de T . Sinon, alors χ|T ′(Qp) = sβ(χ)|T ′(Qp) = sαsβ(χ)|T ′(Qp), donc
χ|Tα(Qp) 6= sαsβ(χ)|Tα(Qp) (car χ 6= sαsβ(χ)) et en utilisant [12, Lemme A.6 (i)] avec
G1 = GL2(Qp), G2 = T ′(Qp), Π1 = IndGL2(Qp)

( ∗ 0
∗ ∗ )

χ|Tα(Qp) · (ε−1 ◦ θ|Tα(Qp)), Π′1 = E2,
Π2 = χ|T ′(Qp) · (ε−1 ◦ θ|T ′(Qp)), Π′2 = sβ(χ)|T ′(Qp) · (ε−1 ◦ θ|T ′(Qp)), on obtient encore l’égalité
(7.1.5) car d’une part HomG1(Π′1,Π1) = 0 et d’autre part ou bien χ|Tα(Qp) 6= sβ(χ)|Tα(Qp)
d’où Ext1

G1(Π′1,Π1) = 0 d’après [20, Proposition 4.3.15 (1)], ou bien χ|T ′(Qp) 6= sβ(χ)|T ′(Qp)
d’où HomG2(Π′2,Π2) = 0.
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En utilisant le corollaire 4.1.7 avec n = 1, P = Pα, A = OE/$k
EOE et U = χk · (ω−1 ◦ θ)

pour tout entier k ≥ 1, on obtient un isomorphisme Gα(Qp)-équivariant

(7.1.6) E ⊗OE lim←−
k

H1OrdPα(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χk · (ω
−1 ◦ θ)

)
∼=

⊕
γ∈∆−{α}

E ⊗OE lim←−
k

H1OrdPα(Qp)

(
c-ind(B−ṡγPα)(Qp)

B−(Qp) χk · (ω−1 ◦ θ)
)

et pour tout γ ∈ ∆ − {α}, les morphismes (4.1.9) avec n = 1, P = Pα, A = OE/$k
EOE

et U = χk · (ω−1 ◦ θ) pour tout entier k ≥ 1 donnent, en tenant compte du fait que
Uγ ⊗ (ω−1 ◦ γ) = sγ(χk) · (ω−1 ◦ θ) (car sγ(θ) + γ = θ, voir la preuve du corollaire 4.2.12),
un morphisme Gα(Qp)-équivariant

(7.1.7) IndGα(Qp)
B−α (Qp) sγ(χ) · (ε−1 ◦ θ)

→ E ⊗OE lim←−
k

H1OrdPα(Qp)

(
c-ind(B−ṡγPα)(Qp)

B−(Qp) χk · (ω−1 ◦ θ)
)
.

Soit γ ∈ ∆ − {α}. Le morphisme (7.1.7) est injectif en restriction à la sous-Bα(Qp)-
représentation

E ⊗OE lim←−
k

Fil0Bα IndGα(Qp)
B−α (Qp) sγ(χk) · (ω

−1 ◦ θ).

Cette dernière est topologiquement irréductible (car résiduellement irréductible, voir la
preuve de la proposition 4.1.11), de codimension 1 et son image par le morphisme (7.1.7)
est encore de codimension 1. De plus T (Qp) agit sur ces représentations unidimension-
nelles à travers le même caractère sα(sγ(χ) ·(ε−1◦θ)). Comme un caractère de Gα(Qp) est
déterminé par sa restriction à T (Qp), on en déduit un isomorphisme Gα(Qp)-équivariant

(7.1.8)
(
E ⊗OE lim←−

k

H1OrdPα(Qp)

(
c-ind(B−ṡγPα)(Qp)

B−(Qp) χk · (ω−1 ◦ θ)
))ss

∼=
(

IndGα(Qp)
B−α (Qp) sγ(χ) · (ε−1 ◦ θ)

)ss

où l’exposant ss désigne la semi-simplifiée dans la catégorie Banadm,u
Gα(Qp)(E).

Pour tout γ ∈ ∆ − {α}, on a sαsβ(χ) 6= sγ(χ) (par hypothèse si γ = β et sinon
cela résulte du lemme 5.1.2 car sβ(χ) ◦ α∨ 6= 1 par hypothèse) donc les représentations
IndGα(Qp)

B−α (Qp) sαsβ(χ)·(ε−1◦θ) et IndGα(Qp)
B−α (Qp) sγ(χ)·(ε−1◦θ) n’ont aucun constituant en commun.

Comme l’extension Eα n’est pas scindée et la représentation IndGα(Qp)
B−α (Qp) sβ(χ) · (ε−1 ◦ θ) est

topologiquement irréductible, on déduit de l’isomorphisme (7.1.6) et des isomorphismes
(7.1.8) pour tout γ ∈ ∆− {α} que

HomGα(Qp)

(
Eα, E ⊗OE lim←−

k

H1OrdPα(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χk · (ω
−1 ◦ θ)

))
= 0.

En tenant compte de l’égalité (7.1.5), on en conclut que la suite exacte (7.1.4) est nulle.
On a donc bien l’égalité (7.1.3) et on en déduit le théorème.
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Remarque 7.1.9. — L’égalité (7.1.3) est encore vraie sans les hypothèses d’irréducti-
bilité de l’énoncé (auquel cas il existe encore une unique extension non scindée E2 par
une preuve identique à celle de [12, Proposition B.2 (i)]) mais en supposant seulement
χ ◦β∨ 6= 1 et χ ◦ sβ(α)∨ 6∈ {1, ε}. L’hypothèse χ ◦ sβ(α)∨ 6= ε ne serait pas nécessaire non
plus si la conjecture 4.1.10 était démontrée pour n = 1 et P = Pα.

7.2. Preuve de la conjecture

On suppose toujours F = Qp et on démontre enfin le résultat principal de ce chapitre.
Le résultat analogue modulo p se démontre de façon analogue.

Pour toute représentation continue unitaire admissible de longueur finie V d’un groupe
de Lie p-adique H sur E, on note soc•H V la filtration par le socle de V , radH V le noyau
de la projection de V sur son cosocle et si C est un constituant irréductible de V avec
multiplicité un, on note degC son degré dans le gradué de la filtration par le socle de V .

Théorème 7.2.1. — Soient χ : T (Qp) → O×E ⊂ E× un caractère continu unitaire et
J ⊂ ∆. On suppose que χ ◦ α∨ 6= 1 pour tout α ∈ J et que pour tout I ⊂ J constitué de
racines deux à deux orthogonales, la représentation

IndG(Qp)
B−(Qp)

(∏
α∈I

sα
)
(χ) · (ε−1 ◦ θ)

est topologiquement irréductible. Alors il existe une unique représentation continue uni-
taire admissible ΠJ(χ) de G(Qp) sur E de longueur finie sans multiplicité, dont le socle
est IndG(Qp)

B−(Qp) χ · (ε−1 ◦ θ) et dont les constituants irréductibles sont exactement les repré-
sentations ci-dessus pour tout I ⊂ J constitué de racines deux à deux orthogonales.

Remarque 7.2.2. — Les séries principales considérées dans le théorème devraient être
topologiquement irréductibles lorsque χ ◦ α∨ 6= ε pour tout α ∈ Φ d’après [12, Conjec-
ture 3.1.2]. La conjecture analogue modulo p est vraie d’après [29, Théorème 4] lorsque
G = GLn et [1, Théorème 1.3] dans le cas général déployé. En particulier si la réduction
χ de χ modulo $E vérifie χ ◦ α∨ 6= ω pour tout α ∈ Φ, alors ces séries principales sont
topologiquement irréductibles.

Démonstration. — Soit P⊥(J) (resp. P⊥s (J)) l’ensemble des parties (resp. des parties
strictes) de J constituées de racines deux à deux orthogonales. Pour tout I ∈ P⊥(J), on
pose

CI
déf= IndG(Qp)

B−(Qp)
(∏
α∈I

sα
)
(χ) · (ε−1 ◦ θ).

Par hypothèse, ces représentations sont topologiquement irréductibles. De plus, elles sont
deux à deux distinctes. En effet, soient I, I ′ ∈ P⊥(J) distincts. La condition d’échange(8)

montre que (
∏

α∈I′ sα)−1(
∏

α∈I sα) admet une décomposition réduite en un produit
de réflexions simples deux à deux distinctes (les sα pour tout α ∈ (I ∪ I ′ − I ∩ I ′)).

(8)Si s, w ∈ W vérifient `(sw) = `(w) − 1 avec s une réflexion simple, alors pour toute décomposition
réduite w = s1 . . . s`(w) il existe k ∈ [[1, `(w)]] tel que sw = s1 . . . sk−1sk+1 . . . s`(w) (voir [7, Chapitre IV,
§ 1, Proposition 4]).



98 CHAPITRE 7. SUR UNE CONJECTURE DE BREUIL-HERZIG

En utilisant le lemme 5.1.2 et l’hypothèse de généricité sur χ, on en déduit que
(
∏

α∈I sα)(χ) 6= (
∏

α∈I′ sα)(χ). En utilisant la proposition 1.2.12 pour le triplet (G,B, T ),
on en conclut que CI � CI′ .

On démontre l’existence de ΠJ(χ) en procédant comme dans [12, § 3.3]. Soit I ∈ P⊥(J).
On note GI ⊂ G le centralisateur de

⋂
α∈I kerα dans G (c’est le sous-groupe engendré par

T et les sous-groupes radiciels correspondant aux racines dans I). D’après [12, Lemme
3.1.4], il existe un sous-tore T ′ ⊂ T et un isomorphisme GI

∼= T ′ × GLI2 à travers lequel
T ∼= T ′ ×

∏
α∈I Tα où Tα ⊂ GL2 est le sous-groupe des matrices diagonales. Pour tout

α ∈ I, on note Eα l’unique extension non scindée de IndGL2(Qp)
( ∗ 0
∗ ∗ )

sα(χ|Tα(Qp)) · (ε−1 ◦θ|Tα(Qp))

par IndGL2(Qp)
( ∗ 0
∗ ∗ )

χ|Tα(Qp) · (ε−1 ◦ θ|Tα(Qp)) donnée par [12, Proposition B.2 (i)] (on a bien
χ|Tα(Qp) ◦α∨ 6∈ {1, ε, ε−1} car les séries principales normalisées de G(Qp) correspondant à
χ et sα(χ) sont topologiquement irréductibles et distinctes par hypothèse) et on pose

Π̃I(χ) déf= (χ · (ε−1 ◦ θ))|T ′(Qp) ⊗E
⊗̂

E,α∈I
Eα.

En utilisant [12, Lemme A.6 (ii)], on voit que pour tout k ∈ N on a un isomorphisme
sockGI(Qp) Π̃I(χ)/ sock−1

GI(Qp) Π̃I(χ) ∼=
⊕

card I′=k CI′ avec I ′ parmi les sous-ensembles de I.
On pose

ΠI(χ) déf= IndG(Qp)
(B−GI)(Qp) Π̃I(χ)

et on vérifie que pour tout I ′ ⊂ I, il existe une injection ΠI′(χ) ↪→ ΠI(χ) unique à
multiplication par un scalaire près. En fixant des injections compatibles, on obtient un
système inductif (ΠI(χ))I∈P⊥(J) et on pose

ΠJ(χ) déf= lim−→
I∈P⊥(J)

ΠI(χ).

Par construction, ΠJ(χ) vérifie bien la propriété de l’énoncé.
On démontre l’unicité de ΠJ(χ) par récurrence sur card J . Si J = ∅, alors Π∅(χ) ∼= C∅

et le résultat est immédiat. On suppose J 6= ∅ et le théorème vrai avec I au lieu de J
pour tout I ∈ P⊥s (J). On procède par étapes.
Étape 1 : on précise les extensions entre les constituants de ΠJ(χ).
Soient I, I ′ ∈ P⊥(J) distincts. Il existe une extension non scindée de CI par CI′ si

et seulement si card(I ∪ I ′ − I ∩ I ′) = 1, auquel cas cette extension est unique. En
effet, d’après le point (i) du corollaire 7.1.1 il existe une telle extension si et seulement
si (
∏

α∈I′ sα)(χ) = (sβ
∏

α∈I sα)(χ) avec β ∈ ∆. Dans ce cas en utilisant le lemme 5.1.2
et l’hypothèse de généricité sur χ, on en déduit que

∏
α∈I′ sα = sβ

∏
α∈I sα. La condition

d’échange montre alors que β ∈ I ou β ∈ I ′, donc I ′ = I − {β} ou I ′ = I ∪ {β}, d’où
le résultat concernant l’existence. En utilisant le point (ii) du corollaire 7.1.1 et le fait
que CI et CI′ ne sont pas isomorphes (car I et I ′ sont distincts), on obtient le résultat
concernant l’unicité.

Étape 2 : on donne le gradué de la filtration par le socle de ΠJ(χ).
Soit I ∈ P⊥(J). On montre que degCI = card I par récurrence sur degCI .

Si degCI = 0, alors I = ∅ par hypothèse. Sinon, il existe I ′ ∈ P⊥(J) tel que



7.2. PREUVE DE LA CONJECTURE 99

degCI′ = degCI − 1 et que l’unique sous-quotient de ΠJ(χ) ayant pour constituants CI′
et CI est une extension non scindée de CI par CI′ . En utilisant l’étape 1, on en déduit
que card I = card I ′ ± 1 et par hypothèse de récurrence avec I ′, on a card I ′ = degCI′ .
Par l’absurde, supposons que card I = card I ′ − 1, donc I = I ′ − {α} avec α ∈ I ′ − I.
En particulier I ′ 6= ∅, donc CI′ n’est pas dans le socle de ΠJ(χ) par hypothèse, donc il
existe I ′′ ∈ P⊥(J) tel que degCI′′ = degCI′ − 1 et que l’unique sous-quotient de ΠJ(χ)
ayant pour constituants CI′′ et CI′ est une extension non scindée de CI′ par CI′′ . En
utilisant l’étape 1 et l’hypothèse de récurrence avec I ′′, on voit qu’il existe β ∈ I tel que
I ′′ = I ′ − {β}. En utilisant encore l’étape 1 et l’hypothèse de récurrence, on voit que
CI′ est le seul constituant de ΠJ(χ) de degré degCI′ ayant des extensions non scindées
avec CI et CI′′ . On en déduit que ΠJ(χ) admet un sous-quotient ayant CI′′ pour socle,
CI pour cosocle et un unique constituant intermédiaire CI′ . Or, une telle représentation
n’existe pas d’après le théorème 7.1.2.

On a ainsi montré que pour tout k ∈ N, on a un isomorphisme G(Qp)-équivariant
sockG(Qp) ΠJ(χ)/ sock−1

G(Qp) ΠJ(χ) ∼=
⊕

card I=k CI avec I ∈ P⊥(J).

Étape 3 : on décrit la structure interne de ΠJ(χ).
Soit I ∈ P⊥(J). On suppose card I > 0 et on fixe α ∈ I. On déduit de l’étape 2

qu’il existe un unique sous-quotient de ΠJ(χ) ayant pour constituants CI−{α} et CI . On
montre par récurrence sur card I que cet unique sous-quotient est une extension non
scindée de CI par CI−{α}. En utilisant les étapes 1 et 2, on voit qu’il existe β ∈ I tel que
l’unique sous-quotient de ΠJ(χ) ayant pour constituants CI−{β} et CI est une extension
non scindée de CI par CI−{β}. Si α = β (en particulier si card I = 1), alors on obtient
le résultat. Sinon, on raisonne par l’absurde et on suppose que l’unique sous-quotient de
ΠJ(χ) ayant pour constituants CI−{α} et CI est CI−{α}⊕CI . Par hypothèse de récurrence
avec I−{β}, l’unique sous-quotient de ΠJ(χ) ayant pour constituants CI−{α,β} et CI−{β}
est une extension non scindée de CI−{β} par CI−{α,β}. En utilisant encore les étapes 1 et 2,
on en déduit que ΠJ(χ) admet un sous-quotient ayant CI−{α,β} pour socle, CI pour cosocle
et un unique constituant intermédiaire CI−{β}. Or, une telle représentation n’existe pas
d’après le théorème 7.1.2.

Soit Π l’unique sous-représentation de ΠJ(χ) ayant pour cosocle CI . On a montré que
pour tout α ∈ I, la représentation CI−{α} apparaît dans Π. En utilisant les étapes 1 et
2, on en déduit que les constituants de Π sont exactement les représentations CI′ avec
I ′ ⊂ I. Ainsi, le treillis des sous-représentations de ΠJ(χ) est le treillis des parties fermées
inférieurement(9) de (P⊥(J),⊂).

Étape 4 : on construit une sous-représentation de ΠJ(χ) à partir des représentations
ΠI(χ) avec I ∈ P⊥s (J).

Pour tout I ∈ P⊥s (J), on déduit de l’étape 3 et du théorème avec I que l’on a une
injection ΠI(χ) ↪→ ΠJ(χ) dont l’image est l’unique sous-représentation de ΠJ(χ) ayant
pour cosocle CI . De plus pour tout I ′ ⊂ I, l’injection ΠI′(χ) ↪→ ΠJ(χ) se factorise à
travers l’injection ΠI(χ) ↪→ ΠJ(χ).

(9)Une partie fermée inférieurement d’un ensemble ordonné (X,≤) est un sous-ensemble Y ⊂ X vérifiant
x ≤ y ⇒ x ∈ Y pour tous x ∈ X et y ∈ Y .
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On en déduit que l’on a un système inductif (ΠI(χ))I∈P⊥s (J) et des injections compatibles
(ΠI(χ) ↪→ ΠJ(χ))I∈P⊥s (J). Pour tout I ∈ P⊥s (J), la représentation ΠI(χ) est de longueur
finie sans multiplicité et de socle C∅ dont les endomorphismes sont scalaires d’après la
proposition 1.2.12 pour le triplet (G,B, T ), donc ses endomorphismes sont scalaires. On
en déduit que pour tout I ∈ P⊥s (J), les injections (ΠI′(χ) ↪→ ΠI(χ))I′⊂I sont uniques
à multiplication par un scalaire près. En particulier, lim−→I∈P⊥s (J) ΠI(χ) ne dépend pas à
isomorphisme près du choix de ces injections.

La représentation ΠJ(χ) est de longueur finie sans multiplicité. De plus pour tous
I, I ′ ∈ P⊥s (J), l’intersection de ΠI(χ) et ΠI′(χ) dans ΠJ(χ) est ΠI∩I′(χ) et I∩I ′ ∈ P⊥s (J).
Ainsi, on a un isomorphisme naturel

lim−→
I∈P⊥s (J)

ΠI(χ) ∼−→
∑

I∈P⊥s (J)

ΠI(χ) ⊂ ΠJ(χ).

Les constituants de cette sous-représentation sont exactement les représentations CI avec
I ∈ P⊥s (J). En particulier, l’inclusion est une égalité si J n’est pas constitué de racines
deux à deux orthogonales, ce qui conclut la démonstration de l’unicité dans ce cas.

Étape 5 : on termine la preuve de l’unicité de ΠJ(χ).
On suppose que J est constitué de racines deux à deux orthogonales. Dans ce cas, on

déduit de l’étape 3 que le cosocle de ΠJ(χ) est CJ , d’où un isomorphisme

lim−→
I∈P⊥s (J)

ΠI(χ) ∼= radG(Qp) ΠJ(χ)

et on a une suite exacte courte non scindée

0→ radG(Qp) ΠJ(χ)→ ΠJ(χ)→ CJ → 0.

Il suffit donc de montrer qu’une telle extension est unique.
Soit α ∈ J . Si J = {α}, alors radG(Qp) ΠJ(χ) ∼= C∅ et en utilisant l’étape 1, on obtient

le résultat. Dans le cas général, on voit en utilisant l’étape 3 et le théorème avec J −{α}
et sα(χ) que l’on a une suite exacte courte non scindée

0→ ΠJ−{α}(χ)→ ΠJ(χ)→ ΠJ−{α}(sα(χ))→ 0.

On suppose que J 6= {α}. Dans ce cas, on en déduit une suite exacte courte non scindée

0→ ΠJ−{α}(χ)→ radG(Qp) ΠJ(χ)→ radG(Qp) ΠJ−{α}(sα(χ))→ 0,

d’où une suite exacte

Ext1
G(Qp)

(
CJ ,ΠJ−{α}(χ)

)
→ Ext1

G(Qp)
(
CJ , radG(Qp) ΠJ(χ)

)
→ Ext1

G(Qp)
(
CJ , radG(Qp) ΠJ−{α}(sα(χ))

)
.

On montre que le premier terme de la suite exacte est nul. On raisonne par l’absurde et on
suppose qu’il existe une extension non scindée Π de CJ par ΠJ−{α}(χ). Soit β ∈ J −{α}.
En utilisant les étapes 1 et 3, on voit que l’unique quotient de Π ayant pour socle CJ−{α,β}
a pour cosocle CJ et un unique constituant intermédiaire CJ−{α}. Or, une telle représen-
tation n’existe pas d’après le théorème 7.1.2. En utilisant le théorème avec J − {α} et
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sα(χ), on voit que le dernier terme de la suite exacte est de dimension 1 sur E (l’unique
extension non scindée correspondante est ΠJ−{α}(sα(χ))). On en déduit que

dimE Ext1
G(Qp)

(
CJ , radG(Qp) ΠJ(χ)

)
= 1

ce qui conclut la démonstration de l’unicité dans ce cas.

Corollaire 7.2.3. — [12, Conjecture 3.5.1] est vraie.

Démonstration. — On rappelle le contexte de cette conjecture.
Soit (Ĝ, B̂, T̂ ) le triplet dual de (G,B, T ). Pour tout Ψ ⊂ Φ+ fermé(10), on note B̂Ψ ⊂ B̂

le sous-groupe engendré par T̂ et les sous-groupes radiciels correspondant aux racines dans
Ψ et WΨ ⊂ W le sous-ensemble des éléments w ∈ W vérifiant w−1(Ψ) ⊂ Φ+, ou de façon
équivalente ẇ−1B̂Ψẇ ⊂ B̂.

Soit ρ : Gal(Qp/Qp) → B̂(E) ⊂ Ĝ(E) une représentation continue ordinaire. On note
Ψρ ⊂ Φ+ le plus petit sous-ensemble fermé vérifiant im ρ ⊂ B̂Ψρ(E). Soit χρ la composée

T (Qp) ∼= HomZ
(
X∗(T ),Q×p

) ∼= HomZ (X∗(T ),Z)⊗Z Q×p ∼= X∗(T̂ )⊗Z Q×p
↪→ X∗(T̂ )⊗Z Gal

(
Qp/Qp

)ab → X∗(T̂ )⊗Z T̂ (E)→ E×

où X∗ désigne le groupe des caractères algébriques, l’injection est induite par le symbole
d’Artin local et le morphisme suivant par le caractère χ̂ρ : Gal(Qp/Qp)

ρ→ B̂(E)� T̂ (E).
Par compacité de Gal(Qp/Qp), χρ est un caractère continu unitaire T (Qp)→ O×E ⊂ E×.
On suppose que ρ est une bonne conjuguée (c’est-à-dire que Ψρ ⊂ Ψbρb−1 pour tout
b ∈ B̂(E), voir [12, Définition 3.2.4]) et générique au sens de [12, Définition 3.3.1],
c’est-à-dire χρ ◦ α∨ 6∈ {1, ε, ε−1} pour tout α ∈ Φ+.

Soit wΨρ ∈ WΨρ . Pour tout I ⊂ wΨρ(∆) ∩ Ψρ constitué de racines deux à deux ortho-
gonales, on a ((

∏
α∈I sα)wΨρ)−1(χρ) = (

∏
α∈w−1

Ψρ (I) sα)(w−1
Ψρ(χρ)) et par généricité de ρ la

représentation
IndG(Qp)

B−(Qp)

((∏
α∈I

sα
)
wΨρ

)−1(
χρ
)
·
(
ε−1 ◦ θ

)
devrait être topologiquement irréductible d’après [12, Conjecture 3.1.2]. Lorsque c’est
le cas (par exemple lorsque la réduction χρ de χρ modulo $E vérifie χρ ◦ α∨ 6= ω pour
tout α ∈ Φ, voir la remarque 7.2.2), le théorème 7.2.1 (voir aussi l’étape 2 de sa preuve)
avec χ = w−1

Ψρ(χρ) et J = ∆ ∩ w−1
Ψρ(Ψρ) montre qu’il existe une unique représentation

continue unitaire admissible Π(ρ)Ψρ,wΨρ
de G(Qp) sur E telle que pour tout k ∈ N, on a

un isomorphisme G(Qp)-équivariant

sockG(Qp) Π(ρ)Ψρ,wΨρ
/ sock−1

G(Qp) Π(ρ)Ψρ,wΨρ

∼=
⊕

card I=k

IndG(Qp)
B−(Qp)

((∏
α∈I

sα
)
wΨρ

)−1(
χρ
)
·
(
ε−1 ◦ θ

)
avec I ⊂ wΨρ(∆)∩Ψρ parmi les sous-ensembles de racines deux à deux orthogonales.

(10)Un sous-ensemble Ψ ⊂ Φ+ est fermé si pour tous α, β ∈ Ψ, α+ β ∈ Φ+ ⇒ α+ β ∈ Ψ.
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7.3. Conjecture sur les extensions modulo p

On ne fait pas d’hypothèse sur F . Soient P ⊂ G un sous-groupe parabolique standard
et L ⊂ P le sous-groupe de Levi standard.

Définition 7.3.1. — On dit qu’une représentation lisse admissible absolument irréduc-
tible π de L(F ) sur kE est supersingulière si la représentation lisse admissible irréductible
Fp ⊗kE π de L(F ) sur Fp est supersingulière (voir [26, Définition 4.7]).

Exemple 7.3.2. — Les représentations supersingulières de GL1(F ) sur kE sont les ca-
ractères lisses F× → k×E .

On définit un sous-ensemble de ∆ en posant

∆⊥L
déf= {α ∈ ∆ | α ⊥ β pour tout β ∈ ∆L}.

Soit α ∈ ∆⊥L . Comme α ◦ β∨ = 1 pour tout β ∈ ∆L, α se prolonge en un caractère
algébrique de L (voir la preuve de [1, Lemme 3.2]). De plus, l’action de sα sur T ∩ Lder

est triviale (car T ∩ Lder est engendré par les images des β∨ avec β ∈ ∆L), donc l’action
de sα sur T se prolonge sur L en faisant agir sα trivialement sur Lder (car L = TLder et
Lder est distingué dans L). Si π est une représentation lisse de L(F ) sur kE, on note πα
la représentation lisse de L(F ) sur kE dont le kE-espace vectoriel sous-jacent est π et sur
lequel l ∈ L(F ) agit à travers sα(l).

La conjecture suivante a été suggérée par Breuil lorsque G = GLn. Dans les points (iii)
et (iv), la condition « Sinon » signifie que les conditions du point (ii) ne sont pas toutes
satisfaites.

Conjecture 7.3.3. — Soient P, P ′ ⊂ G deux sous-groupes paraboliques standards,
L ⊂ P,L′ ⊂ P les sous-groupes de Levi standards et π, π′ des représentations super-
singulières de L(F ), L′(F ) respectivement sur kE. On suppose que les représentations
IndG(F )

P−(F ) π et IndG(F )
P ′−(F ) π

′ sont irréductibles.
(i) Si P ′ 6⊂ P et P 6⊂ P ′, alors

Ext1
G(F )

(
IndG(F )

P ′−(F ) π
′, IndG(F )

P−(F ) π
)

= 0.

(ii) Si F = Qp, P ′ = P et π′ ∼= πα ⊗ (ω−1 ◦ α) 6∼= π avec α ∈ ∆⊥L , alors

dimkE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

P−(Qp) π
α ⊗ (ω−1 ◦ α), IndG(Qp)

P−(Qp) π
)

= 1.

(iii) Sinon si P ′ ⊂ P , alors le foncteur IndG(F )
P−(F ) induit un isomorphisme kE-linéaire

Ext1
L(F )

(
IndL(F )

(P ′−∩L)(F ) π
′, π
)
∼−→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

P ′−(F ) π
′, IndG(F )

P−(F ) π
)
.

(iv) Sinon si P ⊂ P ′, alors le foncteur IndG(F )
P ′−(F ) induit un isomorphisme kE-linéaire

Ext1
L′(F )

(
π′, IndL

′(F )
(P−∩L′)(F ) π

)
∼−→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

P ′−(F ) π
′, IndG(F )

P−(F ) π
)
.
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Remarque 7.3.4. — Sous les conditions du point (ii), il n’existe pas d’extension non
scindée de π′ par π (car leurs caractères centraux sont distincts) mais on peut construire
une extension non scindée entre leurs induites par induction parabolique à partir de
l’unique extension non scindée entre les séries principales de GL2(Qp) correspondantes.

On démontre cette conjecture pour les extensions par une série principale (sous des
hypothèses de généricité lorsque F = Qp). Si π est une représentation lisse localement
admissible de L(F ) sur kE et χ : T (F )→ k×E est un caractère lisse, alors en tenant compte
de l’isomorphisme (4.1.12) avec A = kE et U = χ, la suite exacte (1.2.10) avec A = kE,
U = π et V = IndG(F )

B−(F ) χ devient

(7.3.5) 0→ Ext1
L(F )

(
π, IndL(F )

B−L (F ) χ
)
→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

P−(F ) π, IndG(F )
B−(F ) χ

)
→ HomL(F )

(
π,H1OrdP (F )

(
IndG(F )

B−(F ) χ
))

.

Proposition 7.3.6. — On suppose F = Qp. Soient π une représentation supersingulière
de L(Qp) sur kE et χ : T (Qp)→ k×E un caractère lisse.

(i) Si P = B et π = sα(χ) · (ω−1 ◦ α) 6= χ avec α ∈ ∆, alors

dimkE Ext1
G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) sα(χ) · (ω−1 ◦ α), IndG(Qp)
B−(Qp) χ

)
= 1.

(ii) Si P = B et π = χ 6= sα(χ) · (ω−1 ◦α) pour tout α ∈ ∆, alors le foncteur IndG(Qp)
B−(Qp)

induit un isomorphisme kE-linéaire

Ext1
T (Qp) (χ, χ) ∼−→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ, IndG(Qp)
B−(Qp) χ

)
.

(iii) Si P 6= B et (sα(χ) · (ω−1 ◦ α)) ◦ β∨ 6= 1 pour tous α ∈ ∆−∆L et β ∈ ∆L, alors
le foncteur IndG(Qp)

P−(Qp) induit un isomorphisme kE-linéaire

Ext1
L(Qp)

(
π, IndL(Qp)

B−L (Qp) χ
)
∼−→ Ext1

G(Qp)

(
IndG(Qp)

P−(Qp) π, IndG(Qp)
B−(Qp) χ

)
.

Remarque 7.3.7. — Par réduction modulo $k
E et dévissage, on obtient la proposition

analogue p-adique (c’est-à-dire dans les catégories de représentations continues unitaires
admissibles sur E). Pour le point (iii), il faut supposer π non ordinaire résiduellement
de longueur finie et les représentations IndL(Qp)

B−L (Qp) sα(χ) · (ε−1 ◦ α) avec α ∈ ∆ − ∆L

topologiquement irréductibles.

Démonstration. — On suppose P = B. Comme π est absolument irréductible, c’est un
caractère lisse π : T (Qp)→ k×E . En utilisant le fait que sα(θ) + α = θ (voir la preuve du
corollaire 4.2.12), on voit que sα(χ) · (ω−1 ◦ α) = sα(χ · (ω ◦ θ)) · (ω−1 ◦ θ). Les points
(i) et (ii) résultent donc respectivement des points (ii) et (iii) de l’analogue modulo p du
corollaire 7.1.1 avec χ · (ω ◦ θ) au lieu de χ.

On suppose P 6= B et (sα(χ) · (ω−1 ◦ α)) ◦ β∨ 6= 1 pour tous α ∈ ∆ −∆L et β ∈ ∆L.
Sous ces conditions, les représentations IndL(Qp)

B−L (Qp) sα(χ) · (ω−1 ◦ α) avec α ∈ ∆−∆L sont
irréductibles d’après [29, Théorème 4] lorsque L = GLn et [1, Théorème 1.3] dans le
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cas général déployé. En utilisant la proposition 4.1.11, on en déduit que le morphisme
(4.1.13) avec A = kE et U = χ est un isomorphisme L(Qp)-équivariant⊕

α∈∆−∆L

IndL(Qp)
B−L (Qp) sα(χ) · (ω−1 ◦ α) ∼−→ H1OrdP (Qp)

(
IndG(Qp)

B−(Qp) χ
)
.

Comme π est supersingulière, c’est une représentation supercuspidale d’après [26, Co-
rollaire 1.2 (ii)] lorsque L = GLn et [1, Théorème 1.2] dans le cas général déployé. En
particulier pour tout α ∈ ∆−∆L, on a

HomL(Qp)

(
π, IndL(Qp)

B−L (Qp) sα(χ) · (ω−1 ◦ α)
)

= 0.

En utilisant la suite exacte (7.3.5), on en déduit le point (iii).

Proposition 7.3.8. — On suppose F 6= Qp. Soient π une représentation lisse admis-
sible de L(F ) sur kE et χ : T (F ) → k×E un caractère lisse. Le foncteur IndG(F )

P−(F ) induit
un isomorphisme kE-linéaire

Ext1
L(F )

(
π, IndL(F )

B−L (F ) χ
)
∼−→ Ext1

G(F )

(
IndG(F )

P−(F ) π, IndG(F )
B−(F ) χ

)
.

Remarque 7.3.9. — Par réduction modulo $k
E et dévissage, on obtient la proposition

analogue p-adique avec π résiduellement de longueur finie.

Démonstration. — L’isomorphisme se déduit de la suite exacte (7.3.5) en utilisant le
corollaire 4.1.14 avec A = kE et U = χ.

Remarque 7.3.10. — Le point (iii) de la proposition 7.3.6 et la proposition 7.3.8 (ainsi
que leurs analogues p-adiques) sont vrais sans hypothèse sur G.
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