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Chapitre 0

Introduction

L’étude des billards planaires occupe un rôle central dans la théorie des sys-
tèmes dynamiques. Ces systèmes hamiltoniens à deux degrés de liberté permettent
d’illustrer de façon concrète de nombreux aspects de la théorie générale.

La dynamique dans les billards strictement convexes est ainsi un terrain d’action
privilégié pour la théorie KAM ([Laz73], [Dou82]). A l’inverse, la dynamique dans les
billards dispersifs ou semi-dispersifs a permis à Sinaĭ, Bunimovich ([Sin70], [BS80],
[Bun79]) et leurs successeurs de développer la théorie hyperbolique en présence de
singularités.

A cet égard, l’étude de la dynamique dans les billards polygonaux rationnels, qui
a connu un essor prodigieux ces 30 dernières années, occupe une place singulière.
Les motivations à l’origine de ce développement ont été au moins autant d’origine
géométrique que dynamique.

En effet, une construction formalisée par Katok et Zemlyakov [ZK75], Fox et
Kershner [FK36], conduit à associer à un billard polygonal rationnel une surface de
translation, c’est à dire une surface de Riemann compacte équipée d’une 1-forme
holomorphe (non identiquement nulle). La terminologie est due au fait suivant : en
dehors des zéros de la 1-forme, les primitives locales de celle-ci forment un atlas dont
les changements de cartes sont des translations. Comprendre la dynamique dans le
billard polygonal rationnel équivaut à analyser les flots directionnels sur la surface
de translation. L’étude des espaces de modules de surfaces de translation se situe au
carrefour de nombreuses disciplines mathématiques : théorie des nombres, théorie
des groupes, analyse complexe, systèmes dynamiques, géométrie hyperbolique,…

La dynamique (en temps continu) définie par un flot directionnel sur une sur-
face de translation correspond en temps discret à celle d’une classe particulièrement
intéressante de tranformations en dimension 1 : les échanges d’intervalles. Pour une
surface de genre 1, les transformations correspondantes sont simplement les rota-
tions sur le cercle T = R/Z et des échanges d’intervalles à deux ou trois intervalles.
L’étude des propriétés dynamiques des échanges d’intervalles associés à une surface
de translation de genre > 1 a été un axe majeur de recherches ces trente dernières
années.
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Un premier résultat est dû à Keane [Kea75] : un échange d’intervalles sans
connexion est minimal, plus précisément toute demi-orbite infinie d’un tel échange
d’intervalles est dense.

Keane avait conjecturé que presque tout échange d’intervalles est uniquement
ergodique, donc en particulier ergodique (pour la mesure de Lebesgue). La démons-
tration de ce résultat en 1982, indépendamment par Masur [Mas82] et par Veech
[Vee82] a été une étape cruciale des progrès de la théorie. Un peu plus tard, Kerck-
hoff, Masur et Smillie [KMS85] obtiennent un résultat plus précis : pour toute
surface de translation, presque toute direction donne lieu à un flot directionnel
uniquement ergodique.

Plus récemment, Avila-Forni [AF07] ont démontré en 2006 que presque tout
échange d’intervalles de combinatoire non rotationnelle est faiblement mélangeant,
complétant des résultats partiels de Katok-Stepin [KS70] et Veech [Vee84].

Les billards dans les polygones rationnels, ou les flots directionnels sur une sur-
face de translation, peuvent être considérés comme une classe de flots hamiltoniens
(singuliers) complètement intégrables, la direction jouant le rôle de la variable d’ac-
tion (i.e. de l’intégrale première) non triviale. Dans la théorie hamiltonienne clas-
sique, le théorème de Nekhoroshev [Nek77] est un résultat fondamental : dans un
cadre analytique (sans singularité !), il garantit , pour un système ε-proche d’être
complètement intégrable, que les variables d’action n’évoluent guère sur des pé-
riodes de temps exponentiellement longues (i.e. de l’ordre de exp(−ε−a), pour une
constante a ne dépendant que de la dimension).

Notre connaissance des billards polygonaux rationnels s’est considérablement
améliorée dans les dernières décennies. Celle des billards polygonaux irrationnels
reste par contre largement embryonnaire. Ceci a constitué une des motivations pour
les travaux développés dans cette thèse.

Notre point de départ a été le billard dans un parallélogramme � presque �
rectangulaire, i.e. un parallélogramme dont deux angles sont égaux à π

2 + ε et deux
angles sont égaux à π

2 − ε, où ε est un petit paramètre. Nous pouvons supposer
que le parallélogramme a deux côtés exactement horizontaux, et deux côtés presque
verticaux.

Nous calculons dans le chapitre 1 l’application qui associe à un rebond sur un
côté presque vertical le rebond suivant sur un côté de même nature (après rebonds
éventuels sur les côtés horizontaux). Cela revient à considérer le billard dans la
bande verticale infinie V obtenue en dépliant la table initiale par réflexion le long
des côtés horizontaux. Le groupe engendré par ces réflexions est un groupe diédral
infini. Le bord de V est constitué de deux lignes brisées parallèles. Notons θ l’angle
de la corde joignant deux rebonds successifs sur le bord de V par rapport à la
direction horizontale. Lorsque |θ| − π

2 > ε, les extrémités de la corde appartiennent
à des composantes connexes distinctes du bord de V , et l’angle θ′ associé à la
corde suivante vérifie θ′ = θ ± 2ε.

À la fin du chapitre 1, nous considérons les transformations obtenues par passage
à la limite formel ε→ 0 dans le régime |θ|− π

2 ≫ ε. La variable θ devient une variable
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discrète n variant dans Z. Les transformations obtenues par passage à la limite ont
(à un revêtement de degré 2 près) pour espace des phases le produit Z × T et
dépendent d’un paramètre α ∈ TZ : pour α ∈ TZ, (n, x) ∈ Z× T, on définit

Fα(n, x) =

{
(n+ 1, x+ αn) six+ αn ∈ (0, 1/2)

(n− 1, x+ αn) six+ αn ∈ (−1/2, 0).

Les valeurs pertinentes du paramètre α dépendent de l’ordre de grandeur de
|θ| − π

2 (qui ne varie pas au cours du temps). Lorsque |θ| − π
2 ≫ ε1/2, αn est

indépendant de n. La transformation Fα corrrespondante a été étudiée, entre autres,
par Conze et Keane ([Con76],[CK76],[Con80]) et Schmidt [Sch77]. Lorsqu’on a au
contraire

ε1−ν ≫ |θ| − π

2
≫ ε, ∀ν > 0,

il est naturel de considérer toutes les transformations de la famille Fα. Dans l’esprit
du théorème de Nekhoroshev, il est naturel de poser la question suivante :
Question : Pour un paramètre typique α ∈ TZ, et une condition initiale aléa-
toire (0, x) ∈ {0} × T, quelle est la vitesse de � diffusion � dans Z de la première
coordonnée de l’orbite Fn

α (0, x) ?
Nos travaux ne nous ont pas permis de répondre à cette question. Nous avons

néanmoins pu établir, dans les chapitres 3 et 4, quelques propriétés importantes de
la famille de transformations {Fα}.

Le chapitre 2 est consacré à des propriétés élémentaires de la famille de trans-
formations {Fα}. Appelons niveau d’un point (n, x) de l’espace des phases Z × T
l’entier n. La transformation Fα n’est pas définie partout : chaque niveau n contient
deux singularités (n,−αn), (n, 12 − αn) de Fα et deux singularités (n, 0), (n, 12) de
F−1
α . Comme pour les échanges d’intervalles standard, les connexions jouent un rôle

important dans l’étude de Fα : il s’agit d’orbites finies de Fα issues d’une singu-
larité de F−1

α et aboutissant à une singularité de Fα. En général, Fα n’a pas de
connexion : une telle occurrence ne peut se produire qu’en présence d’un certain
type de relation linéaire entre les coordonnées αn du paramètre α.

Lorsque αn = 0 ou 1
2 , les singularités de Fα de niveau n coïncident avec celles

de F−1
α . Lorsque αn = 0, le niveau n est un niveau � passoire � : si une orbite arrive

au niveau n en venant du niveau n + 1 (resp. n − 1), elle se trouvera à l’instant
suivant au niveau n− 1 (resp. n+1). Au contraire, lorsqu’on a αn = 1

2 , le niveau n

est un niveau � miroir � : si une orbite arrive au niveau n en venant du niveau n+1

(resp. n− 1), elle se retrouvera à nouveau à l’instant suivant au niveau n+1 (resp.
n− 1). Les niveaux miroirs jouent un rôle important dans la preuve des théorèmes
principaux de ce travail.

Bien qu’un échange d’intervalles standard ne soit pas stricto sensu un homéo-
morphisme, il est quelquefois utile d’en construire un modèle qui soit un homéomor-
phisme d’un espace métrique compact : il suffit pour ce faire d’éclater les orbites des
singularités de Fα et de F−1

α . De façon similaire, pour chaque paramètre α, il existe
un espace localement compact non compact Xα, une application continue surjective
h : Xα → Z× T et un homéomorphisme fα de Xα tels que
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• h est une semi-conjugaison entre fα et Fα ;
• un point z ∈ TZ a une image inverse par h, sauf s’il appartient à l’orbite

d’une singularité de Fα ou F−1
α , auquel cas il a deux antécédents par h.

On connait l’importance de la construction de surfaces de translation par sus-
pension (pour des temps de retour localement constants appropriés) d’échanges
d’intervalles standard. Nous présentons dans le chapitre 2 deux variantes de cette
construction, et identifions le genre de la surface de translation obtenue.

Dans la première variante, nous considérons un paramètre α qui possède deux
niveaux miroirs m,n avec n − m > 2. Le produit (m,n) × T ⊂ Z × T est alors
essentiellement invariant par Fα : plus précisément, le temps de retour de Fα sur cet
ensemble est égal à 1 ou 2. Notons Pα l’application de retour correspondante. Cette
transformation de (m,n) × T est un échange d’intervalles généralisé ( généralisé
au sens où les intervalles échangés ne sont pas forcement arrangés comme sous-
intervalles successifs d’un même intervalle, voir définition 23). La suspension de
Pα (avec hauteur constante égale à 1) produit une surface de translation qui sera
importante au chapitre 4 .

Dans la deuxième variante, nous considérons un paramètre α tel que la suite αn

est périodique de période N ⩾ 1. La transformation Fα induit alors une transforma-
tion Pα de Z/NZ×T qui est un échange d’intervalles généralisé au sens précédent.
La transformation Fα est une Z-extension de Pα. Là aussi, nous calculons le genre
de la surface de translation obtenue par suspension avec hauteur constante de Pα.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons à la minimalité des transformations
Fα. Nous démontrons le résultat suivant :

Theorème 3.6.1. Pour un paramètre générique α ∈ TZ, la transformation Fα est
minimale.

Rappelons le théorème de Keane [Kea75]

Theorème 3.1.2. Pour un échange d’intervalles standard sans connexion, toute
demi-orbite infinie est dense.

Comme nous l’a fait observer P. Le Calvez, une propriété si forte ne peut avoir
lieu pour Fα : on considère le modèle fα : Xα → Xα évoqué plus haut. Comme Xα

n’est pas compact, il existe au moins une orbite positive de fα qui n’est pas dense
(et de même une orbite négative non dense). Dire que Fα est minimal, c’est dire que
toute orbite (complète) est dense dans l’espace des phases Z×T. On notera que Fα

n’a génériquement pas de connexion, et que toutes ses orbites sont alors infinies.
La première étape de la preuve du théorème est d’étendre le théorème de Keane

au cas des échanges d’intervalles généralisés. Appelons irréductible un échange d’in-
tervalles généralisé qui ne peut s’écrire comme somme disjointe de deux échanges
d’intervalles généralisés plus simples. Tout échange d’intervalles généralisé s’exprime
comme une somme disjointe d’un nombre fini d’échanges d’intervalles généralisés
irréductibles. Nous démontrons le résultat suivant :
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Theorème 3.4.1. Un échange d’intervalles généralisé irréductible sans connexion
est périodique ou minimal (au sens fort du théorème de Keane).

A partir de ce résultat, on obtient la minimalité générique des transformations
Fα par un argument classique de catégorie de Baire. La réponse à la question sui-
vante est sans doute positive :
Question : La transformation Fα est-elle minimale pour presque tout paramètre
α ∈ TZ ?

Le chapitre 4 est consacré à la conservativité et à l’ergodicité des transformations
Fα.

Les transformations Fα ne sont pas nécessairement conservatives : si on a αn = 0

pour tout entier n, ou plus généralement si la série
∑

n>0 αn est convergente, il est
facile de construire des ensembles errants de mesure positive.

Considérons la condition suivante sur le paramètre α :

(⋆) lim inf
n→−∞

dT

(
αn,

1

2

)
= lim inf

n→+∞
dT

(
αn,

1

2

)
= 0.

Nous démontrons le résultat suivant

Proposition 4.5.2. Si le paramètre α vérifie (⋆), la transformation Fα est conser-
vative.

Nous démontrons auparavant une version abstraite de ce résultat, où l’hypothèse
(⋆) se traduit (pour une transformation préservant une mesure infinie σ-finie) par
l’existence d’une suite de boîtes presque invariantes.

Comme la condition (⋆) est satisfaite par une partie Gδ-dense de mesure totale
de TZ, nous concluons que

Theorème 4.5.4. La transformation Fα est génériquement et presque sûrement
conservative.

Nous montrons ensuite le

Theorème 4.6.7. La transformation Fα est génériquement ergodique.

Malheureusement nous ne connaissons pas la réponse (très probablement posi-
tive) à la question suivante :
Question : La transformation Fα est-elle ergodique pour presque tout paramètre
α ∈ TZ ?

La démonstration de l’ergodicité générique repose sur un argument classique de
catégorie de Baire, couplé au théorème de Kerckhoff-Masur-Smillie mentionné au
début de cette introduction.

Au début de ce travail de thèse, nous avons effectué quelques explorations nu-
mériques de la famille Fα, en essayant en particulier de comprendre la vitesse de
diffusion (très lente) des orbites. Nous rendons très brièvement compte de ces si-
mulations dans le chapitre 5.





Chapitre 1

Passage d’un billard sur le
parallélogramme à des modèles
limites sur des cylindres discrets
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1.1 Dans ce chapitre

Dans ce chapitre sera tracée la route qui mène de la considération du billard dans
un parallélogramme irrationnel à des familles de systèmes dynamiques dans Z× T.
Le point de départ sera de considérer l’application de première arrivée d’un côté
du parallélogramme au côté opposé, et ensuite faire tendre certains des paramètres
vers zéro ou l’infini.

1.2 Les billards planaires

Les billards sont des systèmes dynamiques qu’on peut voir aussi bien en temps
discret qu’en temps continu. L’idée informelle est celle d’une balle qui évolue à
l’intérieur d’une table, sans friction, en rebondissant élastiquement sur les bords.
En temps continu, on regarde toute l’évolution, alors qu’en temps discret on regarde
seulement les rebonds succesifs sur le bord de la table.

Nous commençons par préciser la notion de table de billard.
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Figure 1.1 – Exemples de tables de billards non admises par la définition 1.
.

Définition 1. Une table de billard planaire est un ouvert connexe U du plan tel
que tout point x0 du bord ∂U de U possède un voisinage fermé B (x0, ε) ayant la
propriété suivante : il existe un nombre fini de plongements de classe C1 γi : [0, 1]→
R2 tels que :
• γi(0) = x0 ;
• γi((0, 1]) ∩ γj((0, 1]) = ∅ pour i ̸= j ;
• γi((0, 1)) ⊂ B (x0, ε), γi(1) ∈ S (x0, ε) ;
• ∂U ∩B (x0, ε) =

∪
γi
(
[0, 1]

)
.

La complétion par bouts premiers de la table U est un espace topologique
noté Û , muni d’une application continue surjective p : Û → U , caractérisé par les
propriétés suivantes :
• la restriction de p à p−1(U) est un homéomorphisme sur U ;
• soit x0 ∈ ∂U , comme dans la définition 1 ; les points de p−1(x0) sont en

bijection avec les composantes connexes de U ∩B(x0, ε), appelées secteurs ;
• soit S une composante connexe de U∩B (x0, ε) ; la restriction de l’application

p à l’adhérence de p−1(S) dans Û est un homéomorphisme sur l’adhérence de
S.

Un point y0 ∈ Û \ U est régulier s’il correspond à un secteur de B(p(y0), ε) ∩
U délimité par des courbes γ+, γ− telles que dγ+

dt (0), dγ−
dt (0) aient des directions

opposées. Il est singulier dans le cas contraire.

Remarque 1. La définition 1 élimine tous les cas où des points d’auto-intersection
du bord de la table s’accumuleraient sur un point du bord, ainsi que les cas où au
voisinage d’un point du bord il y aurait une infinité de secteurs. (Voir figure 1.1.)

Définition 2 (Billard en temps continu). Étant donnée une table de billard planaire
U , le le flot de billard est donné par le mouvement d’une particule sans dimension
qui :
• se meut dans U suivant un mouvement rectiligne uniforme (on pourra tou-

jours supposer que les unités ont été choisies pour que la vitesse soit 1) ;
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• rebondit le long des parties lisses du bord de U selon les lois de la mécanique
(ou de l’optique).

Plus précisément, si une trajectoire arrive au temps t0 en un point x0 du bord de
U , elle définit un point y0 de Û tel que p (y0) = x0. Si y0 est singulier, ou si y0 est
régulier mais la trajectoire arrive en x0 tangentiellement au bord, on ne prolonge
pas la trajectoire au-delà de t0.

Cependant, vu que l’évolution du billard est triviale à l’intérieur de la table, on
a envie de considérer seulement les rebonds successifs sur le bord du billard. À ce
moment-là, on considère le billard en temps discret.

Définition 3 (Billard en temps discret). Chaque point de l’espace des phases est
la donnée de :

— un point du bord de la table Û \ U ;
— un vecteur unitaire v :

• pointant vers l’intérieur de la table (dans le sens où p(y)+tv appartient
au secteur déterminé par y pour t > 0 assez petit) ;

• non tangent (dans le sens où v n’est pas parallèle à dγ+
dt (0) ni à dγ−

dt (0),
où γ− et γ+ délimitent le secteur de B(p(y), ε) ∩ U qui correspond à
y).

La transformation du billard assigne à chaque point de l’espace des phases le point
qui correspond au prochain rebond, s’il a lieu.

Dans le cas continu on dispose d’une mesure invariante dans l’espace de phases.

Proposition 1.2.1. La mesure de Liouville, produit de la mesure de Lebesgue sur
la table U par la mesure de Lebesgue sur l’ensemble des vecteurs unitaires S1, est
une mesure invariante pour le flot du billard continu.

Dans le cas discret, c’est un peu plus délicat. On voit dans la définition 3 que
la transformation de billard n’est pas définie partout.
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Proposition 1.2.2. Sur l’espace des phases de la transformation du billard en
temps discret, considérons ω la forme d’aire cos θdθds, où θ est l’angle du vecteur
avec la normale pointant vers l’intérieur, et s est une coordonnée de longueur d’arc
sur le bord.

Alors la forme d’aire ω = cos θdθds est invariante par la transformation du
billard.

Supposons que la forme ω donne une mesure nulle à l’ensemble des points
de l’espace de phases où la transformation de billard n’est pas définie. La mesure
associée à ω est alors une mesure invariante.

1.3 La construction de Katok-Zemlyakov
Jusqu’ici, on a regardé des billards planaires généraux. Dans cette thèse je me

suis intéressée plutôt aux billards polygonaux.

Définition 4. Un billard polygonal est un billard planaire sur une table U telle
que :
• U est borné ;
• ∂U est l’union d’un nombre fini de segments fermés.

Alors Û \U a un nombre fini de composantes connexes. Chaque composante connexe
de Û \ U est homéomorphe à un cercle. Elle contient un nombre fini (au moins 2)
de points singuliers.

On appelle côté de U une composante connexe de Û \ U , privé des points
singuliers. Les extrémités d’un côté sont des points singuliers distincts. L’image par
p d’un côté est un segment contenu dans U \ U .

Regardons en temps continu un billard polygonal. Il y a une construction clas-
sique de dépliage du billard, formalisée dans [ZK75] par Katok et Zemlyakov. L’idée
est que lorsqu’une trajectoire du billard arrive au bord de la table, plutôt que de la
faire rebondir, on prend une image miroir de la table par rapport au côté et on fait
continuer la trajectoire tout droit.
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Plus formellement, soit U une table de billard polygonale. Considérons pour
chaque côté c, la symétrie affine par rapport à la droite qui contient le segment p(c)
et appelons-la σc. Soit C un ensemble de côtés, et G̃C le sous-groupe de Aff

(
R2
)

engendré par les symétries affines σc, c ∈ C.

Lemme 1.3.1. Soient l1 et l2 deux droites, et soit σ1 (resp. σ2) la symétrie affine
par rapport à la droite l1 (resp. l2). Alors σ1σ2 est :
• une translation, si l1 ∥ l2 (dans ce cas le vecteur de translation est orthogonal

à l1 et l2, la longueur du vecteur de translation est égale à deux fois la distance
de l1 à l2) ;

• une rotation affine, si l1 ∦ l2 (dans ce cas le centre de rotation est l’intersection
de l1 et l2, l’angle de rotation est égal au double de l’angle entre l1 et l2)

Réciproquement, toute translation et toute rotation affine s’exprime comme la com-
position de deux symétries affines.

Corollaire 1.3.2. Soient c1 et c2 deux côtés dans C, et soient σ1 = σc1, σ2 = σc2.
• Si p(c1) et p(c2) sont parallèles, σ1σ2 est une translation.
• Si p(c1) et p(c2) ne sont pas parallèles, alors σ1σ2 est une rotation d’angle

égal au double de l’angle entre p(c1) et p(c2).
En particulier si p(c1) et p(c2) ne sont pas parallèles et l’angle entre p(c1) et

p(c2) est un multiple rationnel de π, alors σ1σ2 est une rotation périodique.

Lemme 1.3.3. La composition d’une rotation affine non-triviale (c’est-à-dire dis-
tincte de l’identité) et d’une translation est une rotation affine.

La composition d’une symétrie affine et d’une rotation affine est égale à la
composition d’une translation avec une symétrie affine.

La composition de deux rotations est :
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• une rotation affine si les deux rotations n’ont pas de parties linéaires opposées ;
• une translation, sinon.

Corollaire 1.3.4. Dans G̃C, les seules transformations directes d’ordre fini, s’il y
en a, sont des rotations.

Définition 5. On appelle symétrie glissée le produit d’une symétrie avec une
translation.

Corollaire 1.3.5. Tout élément de G̃C qui est produit d’un nombre impair de
générateurs σc est une symétrie glissée. Tout élément de G̃C qui est produit d’un
nombre pair de générateurs σc est une rotation ou une translation.

Soit GC le sous-groupe de O2(R2) formé par les parties linéaires des éléments de
G̃C .

Proposition 1.3.6. L’application f : G̃C → GC qui à chaque transformation as-
signe sa partie linéaire, est un homomorphisme surjectif de groupes.

On remarque que les éléments de GC sont soit des symétries linéaires, soit des
rotations. Les éléments de G̃C sont soit des rotations affines soit des translations,
soit des symétries glissées.

Notons Ûreg l’union (dans Û) de U avec les points réguliers de Û \U . Considérons
sur Ûreg × G̃C la relation d’équivalence ≡C engendrée par :

∀c ∈ C : ∀x ∈ c : ∀w ∈ G̃C : (x,w) ≡C (x,wσc) (1.1)

On denote par ŨC , le quotient de Ûreg × G̃C par la relation ≡C .
• les seules classes d’équivalences non triviales sont :

{(x,w), (x,wgc)}, x ∈ c ∈ C, w ∈ G̃C

• la topologie est la topologie quotient du produit de la topologie de Ûreg avec
la topologie discrète sur G̃C

• le groupe G̃C agit à gauche sur Ûreg × G̃C par

v.(x,w) = (x, v.w) (1.2)

et cette action passe au quotient. Un domaine fondamental pour cette action
est Ûreg × {e}.

• Le quotient est une surface qui possède un atlas tel que les changements de
cartes sont des translations (autrement dit c’est une surface de transla-
tion).

On considère maintenant le quotient ÛC de ŨC par la relation

(g, w) ∼ (g, w′)⇔ f(w) = f(w′).

(Rappelons que pour chaque w ∈ G̃C , f(w) est la partie linéaire de w.)
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Remarque 2. ÛC est aussi le quotient de Ûreg × G̃C par la relation d’équivalence
engendrée par :

∀c ∈ C : ∀x ∈ c : ∀w ∈ GC : (x,w) ≡C (x,wf(σc)) (1.3)

Si C est strictement inclus dans l’ensemble de toutes les côtés, on dira que ÛC et
ŨC ont été obtenus par dépliage partiel du billard. Si par contre C est l’ensemble
de tous les côtés, on dira que ÛC et ŨC ont été obtenus par dépliage total du
billard, et on les notera Ǔ et Ũ . Dans ce cas, si le billard est rationnel, c’est-à-
dire si tout côté de la table fait avec tout autre côté de la table un angle qui est
un multiple rationnel de π, Ǔ est une surface de Riemann compacte, privée d’un
nombre fini de points. Par contre, si le billard n’est pas rationnel, Ǔ sera une surface
de translation non compacte. Ferrán Valdez a montré dans [Val09] que le dépliage
total Ǔ d’un billard irrationnel sur une table simplement connexe est homéomorphe
au monstre du Loch Ness, l’unique surface de genre infini à un seul bout.

1.4 Le dépliage partiel du billard dans un parallèlo-
gramme

Considérons dans le plan un parallélogramme d’angles π
2 − ε et π

2 + ε.
Nous supposerons que notre parallélogramme a une paire de côtés horizontaux

et que l’angle inférieur gauche est aigu. Nous appellerons les côtés non-horizontaux
des côtés presque-verticaux.

Nous appellerons h la hauteur verticale du parallélogramme. On note l la dis-
tance du coin inférieur gauche jusqu’à la projection du coin supérieur droit sur le
prolongement du côté inférieur. (Voir figure 1.2).

Figure 1.2 – Le parallélogramme déterminé par h, ε, l

Nous supposerons ε suffisamment petit pour que le parallélogramme ne soit pas
trop fin. Nous voulons assurer que la projection du coin supérieur gauche sur la
droite qui contient le côté horizontal inférieur se trouve à l’intérieur de ce côté.
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C’est pourquoi nous supposerons que

tan(ε) < l

2h
. (1.4)

Nous notons U l’intérieur du parallélogramme et nous nous intéressons au billard
dans la table U . Nous voulons regarder l’application de premier retour sur l’union
des deux côtés presque verticaux. Pour ceci considérons le dépliage partiel Ũ le long
des symétries par rapport aux côtés horizontaux.

Dans la construction de dépliage partiel de la section précédente, prenons pour C
l’ensemble des deux côtés horizontaux. Notons σ− (resp. σ+) la symétrie par rapport
au côté inférieur (resp. supérieur) du parallélogramme. En associant à σ− (resp. σ+)
l’involution n 7→ −1 − n (resp. n 7→ 1 − n) de Z, on définit un isomorphisme q de
G̃C sur le groupe diédral infini formé des translations n 7→ n + 2r, r ∈ Z et des
symétries n 7→ 2r + 1 − n, r ∈ Z. On définit une application i du dépliage partiel
ŨC dans le plan comme suit :

pour ∀x ∈ Ûreg et w ∈ G̃C : i([x,w]) = w(p(x)). (1.5)

On appelle V l’intérieur de l’image de ÛC dans R2. C’est une région connexe
du plan dont le bord a deux composantes connexes qui sont des lignes brisées
périodiques. Nous ferons maintenant du billard dans V. Remarquons que V = V̂ .

Notons ∂̇V le bord de V privé des points singuliers. Rappelons que l’espace des
phases de la transformation de billard sur V est l’ensemble des couples (x,−→v ) où :
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• le point x est un point dans ∂̇V ;
• le vecteur −→v est un vecteur pointant vers l’intérieur de V.

Nous prendrons sur cet espace de phases, appelé Ω, des coordonnées (S,M, θ, p)

où les deux premières coordonnées sont discrètes et les deux dernières sont des
coordonnées continues.
• La coordonnée S prend deux valeurs :

• La valeur L dans la composante gauche de ∂V.

• La valeur R dans la composante droite de ∂V.

• La deuxième coordonnée est égale à M pour les points du bord de wM .U , où
wM est l’élément de G̃C tel que q(wM )(0) = M .

• θ est l’angle par rapport à l’horizontale, mesuré dans le sens trigonométrique
dans la composante gauche et mesuré dans le sens antitrigonométrique dans
la composante droite. C’est-à-dire que si θ0 désigne l’angle par rapport à la
normale au côté, alors :
• θ = θ0 + ε si S = R et M est pair, ou S = L et M est impair ;
• θ = θ0 − ε si S = R et M est impair, ou S = L et M est pair.

• p = s · cos(θ0) où s désigne l’abscisse curviligne sur l’adhérence de deux côtés
successifs faisant un angle inférieur à π, de telle sorte que s vaut 0 au point
singulier le plus proche d’angle plus petit que π et s est croissante vers le haut
de la bande. On remarquera que |s| est la distance au-dit point singulier. Donc
• p = s · cos(θ − ε) si S = R et M est pair, ou S = L et M est impair ;
• p = s · cos(θ + ε) si S = R et M est impair, ou S = L et M est pair.

On remarquera que |p| est la distance entre la corde qui décrit la trajectoire
continue et le point singulier le plus proche d’angle plus petit que π.

Ces coordonnées parcourent les ensembles suivants :
• la première coordonnée prend seulement deux valeurs : L ou R ;
• la deuxième coordonnée M parcourt tous les entiers relatifs ;
• la troisième coordonnée parcourt des intervalles différents qui dépendent de

la parité de M et du côté où l’on se trouve :
L+ :=

(
−π

2 + ε, π2 + ε
)

L− :=
(
−π

2 − ε, π2 − ε
)

θ ∈

{
L+ , si (R,M pair) ou (L,M impair)
L− , si (R,M impair) ou (L,M pair) ; (1.6)

• la quatrième coordonnée parcourt des intervalles différents qui dépendent de
la parité de M et de la valeur de θ :
J+(θ) =

h
cos(ε) ·

(
0, cos(θ + ε)

)
J−(θ) =

h
cos(ε) ·

(
− cos(θ − ε), 0

)
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p ∈

{
J−(θ) , si (R,M pair) ou (L,M impair)
J+(θ) , si (R,M impair) ou (L,M pair) . (1.7)

Notons GV le groupe formé des isométries affines du plan qui préservent la bande
V. Le groupe G̃C est un sous-groupe d’indice 2 de GV . Le groupe GV agit librement
et transitivement sur l’ensemble des côtés de V, paramétré par les coordonnées
(S,M). L’action de GV sur V induit une action de GV sur l’espace des phases Ω.
En particulier, voici comment agit un ensemble de générateurs de GV sur Ω :
• la symétrie σ− par rapport au côté infériéur de U

(S,M, θ, p) 7→ (S,−M − 1,−θ,−p); (1.8)

• la symétrie σ+ par rapport au côté supériéur de U

(S,M, θ, p) 7→ (S,−M + 1,−θ,−p); (1.9)

• la translation σ+σ− :

(S,M, θ, p) 7→ (S,M + 2, θ, p); (1.10)

• la rotation ρ qui est la symétrie centrale par rapport au centre du parallélo-
gramme U :

(S,M, θ, p) 7→ (S,−M,−θ,−p) où S =

{
L si S = R
R si S = L ; (1.11)

• une symétrie glissée σ∗ le long de l’axe vertical :

(S,M, θ, p) 7→ (S,M + 1, θ, p) où S =

{
L si S = R
R si S = L ; (1.12)

L’action de GV sur l’espace des phases Ω commute à la transformation du billard
dans V. Comme GV agit transitivement sur l’ensemble des côtés de V, il suffit de
calculer la transformation de billard sur un côté de V.

• Le cas spécial : Un cas important bien que peu fréquent est le cas, illustré à
la figure 1.3, de deux rebonds successifs sur la même composante. Calculons
pour ce cas la transformation de billard depuis le côté presque-vertical droit
de U . Autrement dit on prend comme point de départ dans l’espace des
phases un point de coordonnées (R, 0, θ, p), où θ ∈ L+ =

(
−π

2 + ε, π2 + ε
)
,

p ∈ J−(θ) =
h

cos(ε)(− cos(θ − ε, 0).
Vu que les côtés ont des pentes de π

2 ± ε, ce cas est possible si et seule-
ment si θ est ε-proche de π

2 . Calculons l’image de (R, 0, θ, p) sachant que
θ ∈

(
π
2 − ε, π2 + ε

)
et que la première coordonnée de l’image est R. Soient

(R, 1, θ′, p′) les coordonnées de l’image. Traçons la corde allant du point de dé-
part au point d’arrivée de ce pas de la transformation. Considérons les angles
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par rapport à la normale au point d’arrivée. On a la relation : θ′+ε = π−θ−ε.
Il s’ensuit que θ′ = π − 2 · ε− θ.
Maintenant, considérons le segment qui réalise la distance entre le point sin-
gulier et la corde allant du point de départ au point d’arrivée. La longueur
de ce segment est |p| = |p′|. Comme le signe de p est différent selon la parité
de M , il s’ensuit que p′ = −p.

Figure 1.3 – Rebond dans le cas spécial

Donc la transformation dans le cas spécial est

(R, 0, θ, p) 7→ (R, 1, π − 2ε− θ,−p) (1.13)

Regardons pour quelles valeurs de (θ, p) cette transformation est possible.
Pour cela, il faut et il suffit que p′ ∈ J+(θ

′).

p′ ∈ J+(θ
′) =

h

cos(ε) ·
(
0,− cos(θ + ε))

)
⇔ p ∈ (cos(θ + ε), 0)

Étant donnée θ ∈ L+, l’intervalle (cos(θ+ε), 0) est non-trivial si et seulement
si θ > π

2 − ε. Il est inclus dans (− cos(θ − ε), 0) si et seulement si θ ≤ π
2 . Il

contient (− cos(θ − ε), 0) si et seulement si θ ≥ π
2 . On en déduit que le cas

spécial ici discuté arrive si et seulement si (θ, p) satisfait :
π
2 − ε < θ ≤ π

2 et cos(θ + ε) ≤ p ≤ 0.

ou bien
π
2 ≤ θ < π

2 + ε et cos(θ − ε) ≤ p ≤ 0.

 (1.14)
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Jusqu’ici on n’a parlé que du cas où le point de départ est (R, 0, θ, p). Par
l’action du groupe GV , nous obtenons la transformation de billard pour tous
les cas spéciaux :

(S,M, θ, p) 7→ (S,M + 1, π − (θ + 2ε),−p) si S = R, M est pair,
ou S = L, M est impair

(S,M, θ, p) 7→ (S,M − 1,−π − (θ − 2ε),−p) si S = R, M est impair,
ou S = L, M est pair

(1.15)
• Le cas général : Dans le cas général, on considère des points de la compo-

sante droite du bord de la bande V qui partent vers le haut. C’est-à-dire que
dans l’espace de phases on prend un point de coordonnées (R,M, θ, p) avec
θ > 0, et on cherche à savoir quelle est son image (L,M ′, θ′, p′).

Figure 1.4 – Rebond dans le cas général

Pour tout entier K, notons par K l’entier pair qui est égal à K ou K − 1, et
par K l’entier pair qui est égal à K ou K + 1.
Considérons l’entier impair N = M ′ −M − 1. Soit ∆p = p′ − p, alors ∆p +

Nh cos(θ) est la hauteur d’un triangle rectangle :
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• dont un des côtés faisant un angle droit est de longueur l,
• dont l’angle adjacent au côté de longueur l est θ.

Ce triangle est visible sur la figure 1.4 (triangle ABC). Donc :

p′ = p+ l sin(θ)−Nh cos(θ). (1.16)

On remarque que le signe de p′ est (−1)M ′ et le signe de p est (−1)M+1. La
coordonnée angulaire est transformée comme suit :

θ′ = θ − (−1)M ′
2ε (1.17)

On remarque que p′, θ′ s’expriment avec p, θ et M et M ′ seulement. M ′

s’exprime en fonction de M comme :

M ′ =


M +N si M ′ et M sont de parité différente

M +N + 1 si M ′ et M sont pairs
M +N − 1 si M ′ et M sont impairs

(1.18)

Par la symétrie σ−, on voit que cette description de la transformation de
billard sur le bord droit de V est valable pour tous les points de la forme
(R,M, θ, p).
On remarque que la transformation de billard s’écrit comme une � rotation �

de la coordonnée p, suivie d’un � changement de niveau � dans la coordon-
née angulaire. Soit (S,M, θ, p). Alors des calculs ci-dessus et du fait que la
transformation de billard commute à la symétrie glissée σ∗, on déduit que
la transformation de billard agit comme suit. D’abord, on déplace p par
l sin(θ) − h cos(θ) modulo 2h cos(θ). Plus précisement on note N l’unique
nombre impair tel que p + l sin(θ) − Nh cos(θ) se trouve dans l’intervalle

h
cos(ε)

(
− cos(θ + ε), cos(θ − ε)

)
= J−(θ+2ε)∪{0}∪J+(θ−2ε). Cet intervalle

est en effet de longueur 2h cos(θ). Alors si on adopte la notation (−1)L = −1,
(−1)R = 1, on aura :

S ′ = S
p′ = p+ l sin(θ)−Nh cos(θ)

M ′ =


M +N si pp′ > 0

M +N + 1 si p′ > 0 et p < 0

M +N − 1 si p′ < 0 et p > 0

θ′ = θ − (−1)S(−1)M ′
2ε

(1.19)

1.5 Les modèles limites
Dans la section précédente on a considéré le billard dans la bande V obtenue

par dépliage partiel d’un parallélogramme. On a calculé l’expression de la transfor-
mation de billard dans les coordonnées (S,M, θ, p).
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Dans cette section, nous définissons des transformations de {L,R} × Z × T
obtenues par passage à la limite de la transformation du billard dans la région

π

2
− |θ| ≫ ε > 0

quotientée par la translation verticale σ+σ−. On notera W ce quotient de l’espace
des phases. La transformation du billard induit une transformation de W .

Pour π
2 − |θ| > ε, la fibre de W au dessus de θ est constituée de deux cercles

WL(θ) et WR(θ), de longueur 2h cos θ. Chacun de ces deux cercles est naturellement
paramétré par

J−(θ) ∪ J+(θ) =
h

cos ε [− cos(θ − ε), cos(θ + ε)]

et est privé des deux points associés aux paramètres 0 et h
cos ε cos(θ + ε).

Posons α̃(θ) := l sin θ − h cos θ. Supposons qu’on ait π
2 − |θ| > 3ε. Rappelons

qu’on pose S = R si S = L et S = L si S = R. La transformation du billard (vue
dans W ) envoie le cercle WS(θ) dans l’union des deux cercles WS(θ+2ε)∪WS(θ−2ε)
de la façon suivante :
• On commence par effectuer dans le cercle WS(θ) une rotation d’angle α̃(θ).
• On choisit l’unique relèvement du point obtenu qui se trouve dans l’intervalle

J−(θ + 2ε) ∪ J+(θ − 2ε) =
h

cos ε [− cos(θ + ε), cos(θ − ε)].

Ceci est possible car cet intervalle est de même longueur 2h cos θ que WS(θ).
• Si ce relèvement appartient à J−(θ + 2ε), on l’envoie sur le point de même

paramètre dans WS(θ + 2ε) ; si ce relèvement appartient à J+(θ − 2ε), on
l’envoie sur le point de même paramètre dans WS(θ − 2ε).

On voit donc que l’image du cercle WS(θ) par la transformation du billard est l’union
de l’intervalle J−(θ+2ε) dans le cercle WS(θ+2ε) et de l’intervalle J+(θ−2ε) dans
le cercle WS(θ − 2ε).

Dans la limite π
2 − |θ| ≫ ε > 0, les cercles WS(θ), WS(θ ± 2ε) deviennent de

même longueur 2h cos θ. De même, les intervalles J±(θ), J±(θ ± 2ε) sont tous de
longueur h cos θ. Appliquons alors un changement d’échelle de rapport 2h cos θ sur
la coordonnée p qui rende ces cercles de longueur 1. Les cercles sont paramétrés
par [−1/2, 1/2] et privés des points associés aux paramètres 0 et 1/2. La rotation
pertinente est celle d’angle

α(θ) =
α̃(θ)

2h cos θ =
l

2h
tan θ − 1

2
.

Les différents modèles limites obtenus dépendent de la comparaison entre les
angles α(θ), α(θ ± 2ε), α(θ ± 4ε), . . .. Pour α = (αn)n∈Z ∈ TZ , on introduit la
transformation F̃α de {L,R} × Z× T définie par
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F̃α(S, n, x) =

{
(S, n+ 1, x+ αn) six+ αn ∈ (0, 1/2)

(S, n− 1, x+ αn) six+ αn ∈ (−1/2, 0).

Le paramètre αn qui nous intéresse est essentiellement α(θ − 2nε) mod 1.

• Supposons d’abord qu’on ait π
2−|θ| ≫ ε1/2. On a alors |α(θ+2nε)−α(θ)| ≪ 1

pour tout entier (fixé) n. Le modèle limite pertinent est donc donné par la
transformation F̃α telle que

αn = α(θ), ∀n ∈ Z.

Cette transformation est un revêtement de degré 2 d’une transformation étu-
diée, entre autres, par Conze et Keane ([CK76], [Con76], [Con80]) et Schmidt
[Sch77].

• Supposons ensuite qu’on ait

ε1/2 ≳ π

2
− |θ| ≫ ε2/3.

D’après la formule de Taylor, on aura, pour tout entier n fixé

α(θ − 2nε) = α(θ)− 2nε
l

2h
(1 + tan2 θ) + o(1).

La famille pertinente de transformations dans ce régime limite est donc la
famille F̃α, pour des paramètres α de la forme

αn = γ0 + nγ1, ∀n ∈ Z.

Les paramètres γ0, γ1 peuvent ici prendre des valeurs arbitraires.
• De façon similaire, pour tout entier k ⩾ 2, dans le régime

ε(k−1)/k ≳ π

2
− |θ| ≫ εk/(k+1),

la formule de Taylor permet d’approcher α(θ−2nε) par un polynôme de degré
< k en n avec un reste o(1). La famille pertinente de transformations dans
ce régime limite est donc la famille F̃α, pour des paramètres α de la forme

αn =

k−1∑
i=0

γin
i, ∀n ∈ Z.

Les paramètres γ0, . . . , γk−1 peuvent prendre des valeurs arbitraires.
• Le cas sans doute le plus intéressant est celui caractérisé par

εk/(k+1) ≫ π

2
− |θ| ≫ ε, ∀k > 0.

La formule de Taylor pour α(θ − 2nε) n’est alors plus vraiment intéressante
car les termes qui la composent ne deviennent pas petits. Le modèle limite
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qui semble le plus pertinent est la famille complète de transformations F̃α,
permettant au paramètre α de parcourir TZ tout entier. Il est aussi naturel
d’équiper l’espace des paramètres TZ de la mesure de Haar. On donne dans les
prochains paragraphes une justification heuristique (parmi d’autres possibles)
de ces assertions.
Posons κ := l

2h . Pour tout entier N > 0, notons γ(N)(θ) le vecteur de R[−N,N ]

dont les 2N + 1 composantes sont les réels ε2/3 tan(θ − 2nε), −N ⩽ n ⩽ n.
Les composantes de γ(N)(θ) sont donc de l’ordre de ε2/3(π2 − |θ|)

−1 ≫ 1. Le
(2N + 1)-uplet α(N)(θ) := (α(θ − 2nε))−N⩽n⩽N ∈ T[−N,N ] est l’image dans
T[−N,N ] du vecteur κε−2/3γ(N)(θ) + c0, où c0 désigne le vecteur dont toutes
les coordonnées sont égales à 1/2.
Supposons que κ ne soit connu qu’avec une précision de l’ordre de ε1/3 ; plus
précisément, écrivons κ = κ0 + τε1/3, où la variable aléatoire τ est uniformé-
ment distribuée dans l’intervalle [−1/2, 1/2]. La distribution correspondante
pour le point α(N)(θ) est la distribution uniforme sur un morceau d’orbite du
point c0 pour le flot linéaire sur T[−N,N ] engendré par le vecteur γ(N)(θ) ; la
longueur (en temps) de ce morceau d’orbite est ε−1/3 ≫ 1.
Si le vecteur γ(N)(θ) est suffisamment irrationnel (diophantien), la distri-
bution uniforme sur de longs morceaux d’orbite du flot linéaire associé se
rapproche dans la topologie faible de la mesure de Haar sur T[−N,N ].
Pour voir que le vecteur γ(N)(θ) est diophantien pour la plupart des valeurs
de θ, on peut essayer de montrer que la courbe θ 7→ γ(N)(θ) est non-planaire
au sens de Pyartli et appliquer le théorème de Pyartli [Pya69]. Nous ne nous
engagerons pas plus avant dans cette voie, car notre démarche dans cette
section n’était de toute façon qu’heuristique . . .

Remarque 3. Dans les chapitres suivants, nous oublierons la première coordonnée
(L ou R) et considérerons la famille légèrement plus simple, également paramétrée
par TZ, définie par

Fα(n, x) =

{
(n+ 1, x+ αn) six+ αn ∈ (0, 1/2)

(n− 1, x+ αn) six+ αn ∈ (−1/2, 0).
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2.1 Dans ce chapitre

Dans ce chapitre nous discutons quelques propriétés simples de la famille {Fα},
nous introduisons des notations et nous posons quelques exemples.

2.2 Orbites dans un contexte de définition partielle

Nous avons besoin de préciser le sens des mots � orbite � et � invariant � dans
le cas d’une transformation qui n’est pas définie partout.

Pour le reste de cette section, fixons un ensemble X, un sous-ensemble Y de
X , une transformation injective T : Y → X. Nous noterons T : X 99K X car
nous regarderons la dynamique de T sur X tout entier même si T n’est pas définie
partout. Nous noterons sing(T ) l’ensemble des points de X où T n’est pas définie,
c’est à dire sing(T ) = X \ Y . De façon similaire sing(T−1) = X \ T (Y ).
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Définition 6 (Orbites). L’orbite future de x est

O+(x) =
{
T k(x)

∣∣∣ k ≥ 0 et ∀j : si 0 ≤ j < k alors T j(x) ̸∈ sing (T )
}

(2.1)

L’orbite passée de x est

O−(x) =

{
T−k(x)

∣∣∣∣ k ≥ 0 et ∀j : si 0 ≤ j < k alors T−j(x) ̸∈ sing
(
T−1

)}
(2.2)

L’orbite de x, O(x), est l’ensemble de toutes les itérations possibles de T sur x.
C’est donc l’union de l’orbite passée et de l’orbite future de x.

Remarque 4. Si x ∈ sing(T ) ∩ sing(T−1), alors aucune des deux transformations T

et T−1 n’est définie en x. Dans ce cas l’orbite de x est le singleton {x}.

Définition 7. Une connexion est une orbite finie non-périodique de T .

Définition 8 (Itérés d’un ensemble). Les ensembles T k(A) et T−k(A) sont définis
par récurrence comme

T (A) = {T (x) | x ∈ A \ sing(T )}, T−1(A) = {T−1(x) | x ∈ A \ sing(T−1)}
∀k ≥ 0 : T k+1(A) = T (T k(A)), T−k−1(A) = T−1(T−k(A))

(2.3)

Définition 9. Un sous-ensemble A de X est T -invariant si et seulement T−1(A) ⊂
A et T (A) ⊂ A.

Définition 10 (Complété dynamique). Le complété dynamique de A ⊂ X, noté
A∗, est défini par

A∗ =

∞∪
k=−∞

T k(A) (2.4)

De façon équivalente, A∗ est l’union des orbites de tous les points de A.

Remarque 5. Un ensemble est invariant si et seulement si il est égal à son complété
dynamique.

2.3 Notre famille de transformations
Nous notons Z l’espace de phases Z× T.

Définition 11. Soit z ∈ Z. Alors on note n(z) l’entier n pour lequel il existe un
x ∈ T tel que z = (n, x). On appelle n(z) le niveau de z.

Pour tout entier n0, on appelle niveau n0 ou n0-ième niveau l’ensemble des
points z de Z dont le niveau n(z) est égal à n0, c’est à dire {n0} × T.

Rappelons la définition de la famille {Fα}. Chaque transformation de cette fa-
mille sera définie comme une rotation sur chaque niveau de Z× T suivie d’une
fonction de saut J (définition 14).

Pour tout α ∈ R (ou T), notons Rα la rotation de α sur T.
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Définition 12. Pour chaque suite biinfinie α = {αn}n∈Z, soit Rα la rotation de αn

sur le niveau n. Autrement dit :

Rα(n, x) =
(
n,Rαn(x)

)
= (n, (x+ αn) mod 1)

Considérons T = R/Z paramétré par
[
−1

2 ,
1
2

]
.

Définition 13. La fonction de saut J : Z 99K Z est définie par

J(n, x) =

 (n+ 1, x) si x ∈
(
0, 12

)
(n− 1, x) si x ∈

(
−1

2 , 0
)

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour définir Fα.

Définition 14. Pour tout α ∈ TZ :

Fα = J ◦Rα.

Dans l’étude de la famille {Fα} on a deux espaces en jeu : l’espace des paramètres
et l’espace de phases.

Définition 15. Considérons R avec la topologie habituelle et considérons sur
T = R/Z la topologie quotient.

• On munit l’espace de phases Z = Z× T de la topologie produit de la topologie
discrète sur Z avec la topologie quotient sur le cercle T.

• On munit l’espace de paramètres TZ de la topologie produit. C’est-à-dire
qu’une base de la topologie est formée des ensembles dits � cylindriques �, de
la forme

{α | αn ∈ Vn}

où {Vn}n∈Z est une collection d’ouverts de T qui satisfait Vn = T sauf pour
un nombre fini d’indices n.

Définition 16. Soit λ la mesure de Lebesgue sur le cercle T.

• On munit l’espace des phases Z = Z× T de la mesure Λ, mesure produit de
la mesure de comptage avec λ.

• On munit l’espace des paramètres TZ de la mesure produit : λZ. Sur les
ensembles � cylindriques � de la base de la topologie, elle vaut :

λZ ({α | αn ∈ Vn}
)
=
∏

λ(Vn)

Proposition 2.3.1. Le sous-ensemble sing(Fα) de l’espace de phases où Fα n’est
pas défini est un ensemble dénombrable, donc de mesure nulle.
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2.4 Codage par niveaux
Définition 17. Soit A un sous-ensemble quelconque de l’espace de phases. Pour
tout n ∈ Z, on note An l’intersection de A avec le niveau n, projeté sur le cercle T.
Autrement dit :

An = {x ∈ T | ∃z ∈ A,n(z) = n, z = (n, x)}

Définition 18. On note A↑ (prononcé � A montant �) l’ensemble des points de A

qui montent de niveau à la prochaine itération, et on note A↓ l’ensemble des points
qui descendent à la prochaine itération. C’est-à-dire :

A↑ =
{
z ∈ A

∣∣∣ n (Fα(z)
)
= n(z) + 1

}
A↓ =

{
z ∈ A× T

∣∣∣ n (Fα(z)
)
= n(z)− 1

} (2.5)

Similairement on définit A↑↑ comme l’ensemble des points qui montent deux niveaux
de suite pendant les deux prochaines itérations. Plus généralement, si s est une suite
finie de k flèches montantes (↑) ou descendantes (↓), As denote l’ensemble des points
qui pendant les k itérations suivantes changent de niveau selon la suite s.

Observons que si s est un mot initial de s′ alors As′ ⊂ As et As′
n ⊂ As

n.
En prenant A = Z, on obtient Zn, Zs

n.

Définition 19. Soit n ∈ Z et soit s un mot formé de k↑ flèches montantes (↑) et
de k↓ flèches descendantes (↓). Alors on désigne par n+ s la quantité

n+ s := n+ k↑ − k↓

Nous définissons aussi des rotations Rs
α,n, par récurrence sur la longueur de s :

R∅
α,n = id, Rs↑

α,n = Rs↓
α,n = Rαn+s ◦Rs

α,n

Remarque 6. Rs
α,n est donc la composée des rotations auxquelles va être soumis un

point dans {n} × Zs
n.

Proposition 2.4.1 (Calcul de Zs
n). Si s est de longueur 1, Zs, Zs

n sont donnés
(d’après les définitions 17 et 18) par :

Z↑ = R−1
α

(
Z×

(
0, 12

))
, Z↑

n = R−1
αn

(
0, 12

)
Z↓ = R−1

α

(
Z×

(
−1

2 , 0
))

Z↓
n = R−1

αn

(
−1

2 , 0
)
.

(2.6)

Si s est de longueur ≥ 1 et si Zs
n = (a, b), alors Zs↑

n est donné par la table :

Zs↑
n

Rs↑
α,n(a)

∈
[
−1

2 , 0
]

∈
[
0, 12

]
Rs↑

α,n(b)
∈
[
−1

2 , 0
]

∅
(
a,Rs↑

α,n
−1
(
1
2

))
∈
[
0, 12

] (
Rs↑

α,n
−1

(0) , b

)
Zs
n
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et Zs↓
n est donné par la table complémentaire :

Zs↓
n

Rs↓
α,n(a)

∈
[
−1

2 , 0
]

∈
[
0, 12

]
Rs↓

α,n(b)
∈
[
−1

2 , 0
]

Zs
n

(
Rs↓

α,n
−1
(
−1

2

)
, b

)
∈
[
0, 12

] (
a,Rs↓

α,n
−1

(0)

)
∅

Corollaire 2.4.2. Si s est de longueur 2, Zs
n est donné par :

Z↑↑
n =


R−1

αn

(
0, R−1

αn+1

(
1
2

))
, si αn+1 ∈

[
0, 12

]
R−1

αn

(
R−1

αn+1
(0), 12

)
, si αn+1 ∈

[
−1

2 , 0
]

Z↑↓
n =


R−1

αn

(
R−1

αn+1

(
1
2

)
, 12

)
, si αn+1 ∈

[
0, 12

]
R−1

αn

(
0, R−1

αn+1
(0)
)
, si αn+1 ∈

[
−1

2 , 0
]

Z↓↑
n =


R−1

αn

(
R−1

αn−1
(0), 0

)
, si αn−1 ∈

[
0, 12

]
R−1

αn

(
−1
2 , R−1

αn−1

(
−1
2

))
, si αn−1 ∈

[
−1

2 , 0
]

Z↓↓
n =


R−1

αn

(
−1
2 , R−1

αn−1
(0)
)
, si αn−1 ∈

[
0, 12

]
R−1

αn

(
R−1

αn−1

(
−1
2

)
, 0

)
, si αn−1 ∈

[
−1

2 , 0
]

(2.7)

Corollaire 2.4.3 (Des valeurs de symétrie). Lorsque αn = 1
2 , le niveau n agit

comme un miroir :
• toutes les trajectoires venant d’en haut y rebondissent vers le haut,
• toutes les trajectoires venant d’en bas y rebondissent vers le bas.

Plus précisement :
Z↑↑
n−1 = ∅

Z↑↓
n−1 = Z↑

n−1

Z↓↑
n+1 = Z↓

n+1

Z↓↓
n+1 = ∅.

(2.8)

De façon similaire, lorsque αn = 0, le niveau n agit comme une passoire : toute
trajectoire venant d’en haut passe à travers et continue vers le bas ; toute trajectoire
venant d’en bas passe à travers et continue vers le haut.

Définition 20. Lorsque αn = 1
2 on dit que le niveau n est un niveau miroir.

Par le corollaire 2.4.3, entre deux niveaux miroirs différents, Fα va définir une
transformation préservant une mesure finie. (Voir la section 2.6). Cette transforma-
tion ressemblera énormement à ce qui est appelé classiquement un échange d’inter-
valles. Dans la section suivante, nous rappellerons ce concept et définirons la notion
d’échange d’intervalles généralisé qui sera la notion pertinente dans notre contexte.
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2.5 Les échanges d’intervalles
Imaginons un enfant qui serait en train de jouer avec des bâtons dans son jardin.

Cet enfant a trouvé plein de petits bâtons bien droits de diverses tailles. Il pose ces
bâtons par terre les uns à la suite des autres, marque le point du début et le point de
la fin de cette configuration, et trace un segment de droite réliant ces deux points.
Ensuite il réarrange les bâtons sur ce même segment, sans les renverser. On a donc
deux configurations, une de départ et une d’arrivée. L’enfant choisit un point du
segment. Si ce point n’est pas l’extrémité d’un bâton dans la configuration de départ,
il reporte ce point sur l’unique bâton posé sur ce point. Il regarde ensuite à quel
point dans la configuration d’arrivée cela correspond. Ce jeu, c’est une description
informelle de l’échange d’intervalles tel qu’il est considéré classiquement. (Pour une
définition précise, voir la définition 21.)

Mais, si à la place de bâtons de bois l’enfant avait eu accès à des bouts de cordes,
aurait-il encore été tenté de placer ces bouts alignés les uns à la suite des autres ?
N’aurait-il pas eu l’initiative de mettre les bouts de cordes les uns à la suite des
autres de façon circulaire ? Ou de les arranger en plusieurs cercles ? Dans ce cas
le jeu correspondrait aux échanges d’intervalles généralisés. (Pour une définition
précise, voir la définition 23.)

Ceci n’était qu’une discussion informelle, passons maintenant à la description
formelle de ce type de système. Nous commencerons par rappeler la définition clas-
sique. Dans ce cas, il suffit de connaître la longueur des différents bâtons, la confi-
guration de départ et la configuration d’arrivée. C’est donc la combinatoire qui
gouverne la dynamique et ceci se reflète dans la définition. Les échanges d’inter-
valles classiques sont décrits combinatoirement par exemple dans [Yoc10].

Définition 21. Un échange d’intervalles classique est donné par un quadruplet
(A, λ, π, τ) où :
• l’alphabet A est un ensemble fini de taille d ;
• la suite de longueurs λ est une famille de nombres réels positifs indexée par

l’alphabet A ;
• la permutation π est une permutation de l’alphabet A ;
• la configuration initiale τ est un d-uplet de toutes les lettres de l’alphabet A.

On appelle combinatoire de l’échange d’intervalles le couple (π, τ).
La dynamique d’un tel échange d’intervalles est définie comme suit :
• l’espace de phases est un intervalle réel I = (xmin, xmax) de longueur

∑
a∈A

λa ;

• dans cet espace de phases on distingue l’ensemble {ua, va, u′a, v′a}a∈A défini
comme suit :

uτi = xmin +
∑i−1

j=1 λτj

va = ua + λa

u′π(τi) = xmin +
∑i−1

j=1 λπ(τj)

v′a = u′a + λa

(2.9)
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Remarquons que les ensembles {ua, va}a∈A et {u′a, v′a}a∈A sont tous les deux
de cardinalité d + 1 car va = ub si τ−1(a) + 1 = τ−1(b) et v′π(a) = u′π(b) si
τ−1(a) + 1 = τ−1(b).

• On définit la transformation T : I \{ua, va}a∈A → I \{u′a, v′a}a∈A de la façon
suivante. Pour chaque x ∈ I, s’il existe a ∈ A tel que ua < x < va, alors
T (x) = x− ua + u′a.

• On appelle singularités de T l’ensemble des points de I où la transformation
T n’a pas été définie. (Ceci n’inclut donc pas les extremités de l’intervalle I).

sing(T ) = {ua | a ∈ A, a ̸= τ1}
= {va | a ∈ A, a ̸= τd}

(2.10)

Remarque 7. Si on change xmin dans la définition 21, la dynamique de T ne change
pas car des T associés à des xmin différents seront conjugués par une translation.

Remarque 8. Si on change le vecteur λ dans la définition 21 par un facteur d’échelle,
la dynamique de T ne change pas car des T associés à de tels λ seront conjugués
par une transformation affine.

Remarque 9. Si on étend la définition de T à tout l’intervalle I, il sera a priori
impossible de le faire de façon continue car les points de sing(T ), définis dans (2.10),
sont a priori des discontinuités de première espèce (i.e. les limites à droite et à gauche
existent et sont des nombres réels différents). Choisir de regarder les éléments de
sing(T ) comme des singularités ou bien des discontinuités relève d’un choix qui
n’affecte pas les résultats présentés dans cette thèse.

Exemple 1. Pour éclairer un peu ces notions prenons par exemple un échange de
quatre intervalles avec la présentation suivante :A = {A,B,C,D}, λ, π =

(
A B C D

D C B A

)
, τ = (A,B,C,D)

 (2.11)

Figure 2.1 – Exemple d’échange d’intervalles classique

L’échange d’intervalles de combinatoire (2.11) est illustré sur la figure 2.1.
Après choix de la borne inférieure xmin de l’intervalle I, la borne supérieure

de l’intervalle est donnée par xmax = xmin +
∑
a∈A

λa. Les points ua, va, u
′
a, v

′
a sont

énumérés dans l’équation (2.12) qui suit.
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u′D = uA = xmin, vD = v′A = xmax
uB = vA = uA + λA, uC = vB = uB + λB, uD = vC = uC + λC

v′B = u′A = v′A − λA, v′C = u′B = v′B − λB, v′D = u′C = v′C − λC

(2.12)

Les ensembles de singularités de T et de T−1 dans cet exemple sont :

sing(T ) = {uB, uC , uD}, sing(T−1) = {u′C , u′B, u′A} (2.13)

Remarque 10. Quand on étudie les échanges d’intervalles on se rend vite compte que
les propriétés dynamiques comme la transitivité, la minimalité ou l’ergodicité ne dé-
pendent pas vraiment du choix de l’intervalle I sur lequel la dynamique se déroule,
ni de sa taille (c.f. remarques 7 et 8). C’est pour ça que souvent on rajoute à la dé-
finition 21 d’un échange d’intervalles comme quadruplet (A, λ, π, τ) une condition
de normalisation de la longueur totale

∑
a∈A

λa = 1. Avec cette condition supplé-

mentaire, l’ensemble des échanges d’intervalles à combinatoire (π, τ) fixée est un
simplexe.

Dans la définition classique 21 d’un échange d’intervalles, on a un nombre fini
de sous-intervalles qui sont alignés les uns après les autres ; la dynamique est don-
née par une transformation qui coïncide avec une translation sur chacun de ces
sous-intervalles. Si on fixe l’intervalle de départ de la transformation, la définition
classique 21 est équivalente à la définition 22 suivante.

Définition 22 (Définition alternative d’un échange d’intervalles classique). Un
échange d’intervalles (classique) est une transformation T : X 99K X où :
• La variété X est une variété réelle connexe non-compacte de dimension 1

(sans bord).
• La variété X est dotée d’une métrique (riemannienne) telle que la longueur

de X est finie.
• Le domaine de T est X privé d’un nombre fini de points, appelés les singula-

rités de T .
• La transformation T est injective.
• Sur chacune des composantes connexes du domaine X \ sing(T ) de T, la

transformation T préserve l’orientation
• Sur chacune des composantes connexes du domaine X \ sing(T ) de T, la

restriction de T préserve la métrique de X.

Si on modifie un peu les hypothèses de connexité et de compacité dans le pre-
mier point de la définition 22, on obtient une généralisation de la notion d’échange
d’intervalles qui nous sera très utile par la suite. Cette généralisation est explicitée
dans la définition 23.

Définition 23. Un échange d’intervalles (généralisé) est une transformation
T : X 99K X où :



2.6. Propriétés topologiques 31

• la variété X est une variété orientée réelle de dimension 1 ayant un nombre
fini de composantes connexes ;

• la variété X est munie d’une métrique (riemannienne) telle que la longueur
de chaque composante connexe de X est finie ;

• le domaine de T est X privé d’un nombre fini de points, appelés les singula-
rités de T ;

• la transformation T est injective ;
• sur chacune des composantes connexes du domaine X \ sing(T ) de T, la

transformation T préserve l’orientation ;
• la transformation T préserve la métrique de X partout où elle est définie.

Remarque 11. La métrique de X induit une distance sur chaque composante connexe
de X. La distance entre deux points d’une même composante connexe de X est
définie comme la plus courte longueur d’une courbe joignant les deux points. Ceci
est la façon habituelle d’induire une distance sur une variété munie d’une métrique.

En outre la métrique de X induit une mesure sur les boréliens de X. Les com-
posantes connexes de X sont isométriques à des cercles R/LZ ou des intervalles
ouverts bornés. Cela permet d’introduire la mesure de Lebesgue par isométrie. On
remarquera que cette mesure est sans atome et absolument continue par rapport à
la mesure de Lebesgue sur les cartes.

La dernière condition de la définition 23 se traduit alors comme préservation
de la mesure par T . On est dans un cadre de systèmes dynamiques mesurables
et préservant la mesure mais pas continus. En particulier il faut être bien attentif
à l’utilisation des notions de dynamique topologique comme la minimalité et la
transitivité. Nous discuterons plus largement la minimalité dans le chapitre 3.

2.6 Propriétés topologiques
Dans cette section nous verrons que l’absence de connexions est typique dans

la famille {Fα} et que l’image d’un ouvert par Fα dépend semi-continûment du
paramètre α.
Proposition 2.6.1. L’ensemble des α ∈ TZ tels que Fα n’a pas de connexion est
un ensemble Gδ-dense de mesure totale. Plus précisément, si Fα a une connexion,
il existe une suite finie d’entiers (ni)0≤i≤k telle que |ni+1 − ni| = 1 et

∑k
i=0 αni ∈{

0, 12

}
.

Démonstration. Soit α ∈ TZ tel que Fα a des connexions.
Alors, il existe z = (n, x) ∈ sing(Fα

−1), k ≥ 0 et z′ = (n′, x′) ∈ sing(Fα) tels
que

O(z) = O(z′) = {z, . . . , Fα
k(z) = z′}

Par définition de Fα, x est égal à 0 ou 1
2 et Rαn′ (x

′) est égal à 0 ou 1
2 . Si

ni = n(Fα
i(z)) est la suite des niveaux de l’orbite de z, alors

Rαn′ (x
′) = Rαnk

◦ · · · ◦Rαn1
◦Rαn0

(x) (2.14)
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D’où
αnk

+ · · ·+ αn1 + αn0 = 0 ou 1

2
mod 1. (2.15)

Soient n < m et supposons que n et m sont tous les deux des niveaux de
symétrie. Alors l’ensemble Dm

n (α) défini ci-dessus est Fα-invariant.

Dm
n (α) := {n} ×

(
0,

1

2

)
∪

m−1∪
l=n+1

{l} × T ∪ {m} ×
(
−1

2
, 0

)
(2.16)

La transformation Fα restreinte à Dm
n (α) est alors un échange d’intervalles gé-

néralisé. On le désigne par Fm
n,α.

Fm
n,α := Fα

∣∣∣Dm
n (α) (2.17)

Réciproquement, pour α = (αl)n<l<m ∈ T(n,m), notons j(α) l’élément de TZ

dont les coordonnées d’indice ∈ (n,m) coïncident avec celles de α et dont les autres
coordonnées sont égales à 1/2. Alors chaque α ∈ T(n,m) définit (via Fj(α)) un échange
d’intervalles généralisé Fm

n,α := Fm
n,j(α) sur (n,m)× T.

Quand n+m = 0, on adopte une notation spéciale

FN,α := FN
−N,α, FN,α := FN

−N,α. (2.18)

Proposition 2.6.2. L’ensemble des α ∈ T(n,m) tels que Fm
n,α n’a pas de connexion

est un ensemble Gδ-dense de mesure totale. Plus précisément, si la transformation
Fm
n,α a une connexion, alors il existe une suite d’entiers (ni)0≤i≤k ⊂ (n,m) telle que∑k
i=0 αni ∈

{
0, 12

}
et |ni+1 − ni| = 1.

Voyons maintenant la semi-continuité.

Proposition 2.6.3. Pour un entier k ∈ Z et un intervalle ouvert I ⊂ Z × T,
l’image F k

α(I) dépend de façon semi-continue de α dans la topologie de Hausdorff.
Plus précisement pour tout compact L ⊂ Z × T, l’ensemble des α ∈ TZ tels que
L ⊂ F k

α(I) est un ensemble ouvert.

Démonstration. Soit I un intervalle ouvert. L’ensemble F k
α(I) est un ensemble ou-

vert qui est une union finie d’intervalles ouverts disjoints. La coordonnée dans T
des points du bord de chacun de ses intervalles est le resultat d’une rotation de la
somme d’un nombre fini de paramètres αn appliquée à 0 ou 1

2 . En particulier elle
depend continûment de α.

Prénons L ⊂ Z× T compact, et soit α0 ∈ TZ tel que L ⊂ F k
α0
(I).

Numérotons les intervalles ouverts dans la décomposition de F k
α0
(I) :

F k
α0
(I) = J1(α0)

⊔
· · ·
⊔

Jl(α0).
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Pour chaque i0 entre 1 et l, on a que Li0 := L ∩ Ji0(α0) est compacte car Li0 =

L\
∪
i̸=i0

Ji(α0). Dans un voisinage de α0, la décomposition a encore le même nombre

d’intervalles
F k
α(I) = J1(α)

⊔
· · ·
⊔

Jl(α).

où chaque point du bord de Ji(α) dépend continûment de α.
Pour α dans un voisinage de α0, on aura Li ⊂ Ji(α) car les bords de Ji(α)

dependent continûment de α. Donc L ⊂ F k
α(I) pour α dans un voisinage de α0.

2.7 Un modèle sans singularités
Soit α ∈ TZ. Dans cette section, nous construisons :
• un espace métrisable localement compact non compact Xα ;
• un homéomorphisme fα : Xα → Xα ;
• une application continue surjective h : Xα → Z× T,

avec les propriétés suivantes :
• h est une semi-conjugaison entre fα et Fα, c’est à dire qu’on a

h ◦ fα = Fα ◦ h;

• un point z ∈ Z× T a un ou deux antécedents par h ; le second cas se produit
si et seulement si z appartient à l’orbite d’une singularité de Fα ou de F−1

α .
Notons que la construction de Xα s’inspire de la construction classique de l’es-

pace de phases pour le contre-exemple de Denjoy.
On commence par définir des fonctions ρ+, ρ− sur Z× T de la façon suivante.

Soit z ∈ Z× T. S’il existe m ≥ 0 tel que z soit l’image par Fm
α d’une singularité z0

de F−1
α , on pose

ρ+(z) = 2−(m+|n|),

où n désigne le niveau de z0. Si z n’appartient pas à l’orbite positive d’une singularité
de F−1

α , on pose ρ+(z) = 0.
De même, s’il existe m ≥ 0 tel que z soit l’image par F−m

α d’une singularité z1
de Fα, on pose

ρ−(z) = 2−(m+|n|),

où n désigne le niveau de z1. Si z n’appartient pas à l’orbite négative d’une singu-
larité de Fα, on pose ρ−(z) = 0. On définit aussi

ρ = ρ+ + ρ−.

Observons que ρ est nulle en dehors d’un ensemble dénombrable, que ρ prend
des valeurs positives ou nulles et qu’on a∑

z∈Z×T
ρ(z) ≤

∞∑
m=0

2−(m+|n|) ≤
∞∑

m=0

2−m
∞∑

n=−∞
2−|n| = 6
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(avec égalité lorsque Fα n’a pas de connexion). Pour n ∈ Z posons

ρn =
∑
x∈T

ρ(n, x).

Une autre propriété évidente de ρ est la suivante : si ρ(z) = 0, alors z n’est ni une
singularité de Fα ni une singularité de Fα

−1, et on a ρ(Fα(z)) = ρ(Fα
−1(z)) = 0.

Soit µ la mesure de Radon sur Z× T qui est la somme de la mesure de Lebesgue
Λ et de la mesure atomique

∑
z∈Z×T

ρ(z)δz.

On a donc, pour tout n ∈ Z

µ({n} × T) = 1 + ρn.

Définissons

Yα(n) = R/(1 + ρn)Z,
Yα =

⊔
n∈Z

Yα(n).

Identifions T à [0, 1), Yα(n) à [0, (1 + ρn)). On définit deux applications k−n , k+n
de T dans Yα(n) par

k−n (x) = µ({n} × (0, x))

k+n (x) = k−n (x) + ρ(n, x) = µ({n} × (0, x]).

Finalement, on pose

Xα(n) = k−n (T) ∪ k+n (T),
Xα =

⊔
n∈Z

Xα(n) ⊂ Yα.

Pour chaque n ∈ Z, Xα(n) est une partie compacte non-vide du cercle Yα(n).
Leur réunion, Xα, est donc localement compacte mais pas compacte.

L’application h : Xα → Z× T est définie de la façon suivante. Pour n ∈ Z,
w ∈ Xα(n), on écrit

w = kεn(x),

avec ε ∈ {−,+} et x ∈ T, et on pose

h(w) = (n, x).

Cette application est bien définie car w détermine x de façon unique (lorsque
ρ(n, x) = 0, le choix de ε est arbitraire).

L’application h est clairement surjective. Elle est 1-lipschitzienne car on a, pour
tous 0 ≤ x < y ≤ 1, n ∈ Z

µ({n} × (x, y)) ≥ y − x.

Soit (n, x) ∈ Z× T. Si ρ(n, x) = 0, on a

k+n (x) = k−n (x),
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et ce point de Xα(n) est l’unique antécédent de (n, x) par h. Si au contraire
ρ(n, x) > 0, alors les points k−n (x), k+n (x) sont distincts et ce sont deux antécédents
de (n, x) par h.

Soit w ∈ Xα.
• Si h(w) n’est pas une singularité de Fα, on écrit w = kεn(h(w)), avec n ∈ Z,

ε ∈ {−,+}, et on pose

fα(w) = kεn(Fα(h(w))).

• Si h(w) est une singularité de Fα, on écrit encore w = kεn(h(w)). Le point

z := lim
x→0+

Fα(h(w) + εx)

est une singularité de Fα
−1. On définit

fα(w) = kεn(z).

L’application fα : Xα → Xα ainsi définie est continue. En échangeant Fα et
Fα

−1 dans la discussion précédente, on définit une application gα qui est clairement
la réciproque de fα. Donc fα est un homéomorphisme. Par construction, h est une
semi-conjugaison entre fα et Fα.

2.8 Suspensions (I)
Soit N un entier strictement positif. Pour un élément α ∈ TN , on notera α =

j(α) l’élément de TZ dont les coordonnées d’indice ∈ [1, N ] sont celles de α et les
autres coordonnées sont égales à 1/2.

La proposition suivante résulte d’un calcul élémentaire.

Proposition 2.8.1. Soit α ∈ TN .
1. L’ensemble

DN+1
0 (α) := ([1, N ]× T) ∪ Fα([1, N ]× T)

=
(
[1, N ]× T

)
∪
(
{N + 1} ×

(
0, 12

))
∪
(
{0} ×

(
−1

2 , 0
))

est invariant par Fα.
2. L’application de premier retour Pα de Fα sur [1, N ]× T vérifie

Pα(n, x) =


(n,Rαn+

1
2
(x)) si n = N et Rαn(x) ∈ (0, 12)

(n,Rαn+
1
2
(x)) si n = 1 et Rαn(x) ∈ (−1

2 , 0)

Fα(n, x) sinon

Le domaine de Pα est donc {(n, x) ∈ [1, N ]×T |x+αn ̸∈ {0, 12}}. Le domaine
de P−1

α est {(n, x) ∈ [1, N ]× T |x ̸= 0, 12}.
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On noteraM(α) une surface de translation obtenue par suspension de Pα : dans
le produit [1, N ] × T × [0, 1] on identifie les points (z, 1) et (Pα(z), 0) pour tout z

dans le domaine de Pα ; l’atlas définissant la structure de surface de translation en
dehors des singularités est celui hérité de la structure standard sur T× [0, 1].

On va déterminer le genre de M(α), le nombre et la nature de ses singularités.

Proposition 2.8.2. Soit α ∈ TN . Notons ω la 1-forme holomorphe associée à la
surface de translation M(α).

1. La 1-forme holomorphe ω possède deux zéros d’ordre N − 1.
2. Le genre de M(α) est égal à N .

Démonstration. L’opposé de la caractéristique d’Euler deM(α) est égal à la somme
des ordres des zéros de ω. Il suffit donc de montrer la première partie de la propo-
sition.

Les zéros de ω sont associés dans [1, N ]×T× [0, 1] aux points de la forme (z, 1),
z ∈ sing(Pα), et (z, 0), z ∈ sing(P−1

α ). Pour déterminer le nombre et l’ordre de ces
zéros, on tourne autour (dans M(α)) de chacun des zéros dans le sens trigonomé-
trique.

D’après la proposition 2.8.1 ci-dessus,

• pour 1 ⩽ n < N , le secteur (d’angle π) associé à (n,−αn, 1) est suivi du
secteur associé à (n+1, 0, 0) ; le secteur associé à (n, 0, 0) est suivi du secteur
associé à (n+ 1,−αn+1, 1) ;

• pour 1 < n ⩽ N , le secteur associé à (n, 12−αn, 1) est suivi du secteur associé
à (n − 1, 12 , 0) ; le secteur associé à (n, 12 , 0) est suivi du secteur associé à
(n− 1, 12 − αn−1, 1) ;

• le secteur associé à (N,−αN , 1) est suivi du secteur associé à (N, 12 , 0) ; le
secteur associé à (N, 0, 0) est suivi du secteur associé à (N, 12 − αN , 1) ;

• le secteur associé à (1, 12 − α1, 1) est suivi du secteur associé à (1, 0, 0) ; le
secteur associé à (1, 12 , 0) est suivi du secteur associé à (1,−α1, 1).

On rencontre alternativement des secteurs d’angle π associés à (z, 1) tels que
z ∈ sing(Pα) et des secteurs d’angle π associés à (z, 0), z ∈ sing(P−1

α ). Il suffit
donc de déterminer dans quel ordre on rencontre cette deuxième classe de secteurs.
Notons σ la permutation de sing(P−1

α ) telle que le secteur associé à (z, 0) soit suivi,
après une rotation de 2π, par celui associé à (σ(z), 0). On a

• σ(n, 0) = (n+ 2, 0), pour 1 ⩽ n < N − 1 ;
• σ(N − 1, 0) = (N, 12) ;
• σ(N, 0) = (N − 1, 12) ;
• σ(n, 12) = (n− 2, 12), pour 2 < n ⩽ N ;
• σ(2, 12) = (1, 0) ;
• σ(1, 12) = (2, 0).
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On constate que la permutation σ possède deux cycles d’ordre N . Cela signi-
fie que M(α) possède exactement deux singularités coniques et que l’angle total
en chacune de ces singularités est 2Nπ. La démonstration de la proposition est
complète.

Soit 1 le vecteur (1, . . . , 1) dans RN .

Proposition 2.8.3. Pour tout t ∈ R, la surface de translationM(α+ t1) se déduit

de M(α) par l’action de l’élément
(

1 −t
0 1

)
de SL(2,R).

Démonstration. En effet, pour tout x ∈ T et tout t ∈ R, posons x′ = Rt(x), alors

(
1 −t
0 1

)
·

(
x′

1

)
=

(
x

1

)
et
(

1 −t
0 1

)
·

(
Ra(x

′)

0

)
=

(
Ra+t(x)

0

)

pour tout a ∈ T.

Donc la surface qui s’obtient de M(α) par l’action de
(

1 −t
0 1

)
est décrite

comme un quotient de la façon suivante : dans le produit [1, N ] × T × [0, 1] on
identifie les points (z, 1) et (Pα+t1(z), 0) pour tout z dans le domaine de Pα+t1.
C’est donc la surface de translation M(α+ t1).

2.9 Suspensions (II)
Soit N un entier strictement positif. On note ZN l’anneau des entiers modulo

N . Pour un élément α ∈ TZN , on notera Fα l’échange d’intervalles généralisé défini
sur ZN × T par

Fα(n, x) =

{
(n+ 1, x+ αn) pourx+ αn ∈ (0, 12),

(n− 1, x+ αn) pourx+ αn ∈ (−1
2 , 0).

(2.19)

Les singularités de Fα sont donc les 2N points (n,−αn), (n,
1
2−αn), pour n ∈ ZN .

Celles de F−1
α sont les 2N points (n, 0), (n, 12), pour n ∈ ZN .

On notera N (α) la surface de translation obtenue par suspension de Fα : dans
le produit ZN ×T× [0, 1] on identifie les points (z, 1) et (Fα(z), 0) pour tout z dans
le domaine de Fα ; l’atlas définissant la structure de surface de translation en dehors
des singularités est celui hérité de la structure standard sur T× [0, 1].

On va déterminer le genre de N (α), le nombre et la nature de ses singularités.

Proposition 2.9.1. Soit α ∈ TZN . Notons ω la 1-forme holomorphe associée à la
surface de translation N (α).

1. La 1-forme holomorphe ω possède deux zéros d’ordre N − 1 lorsque N est
impair, quatre zéros d’ordre N/2− 1 lorsque N est pair.
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2. Le genre de N (α) est égal à N lorsque N est impair, à N − 1 lorsque N est
pair.

Démonstration. L’opposé de la caractéristique d’Euler deM(α) est égal à la somme
des ordres des zéros de ω. Il suffit donc de montrer la première partie de la propo-
sition.

Les zéros de ω, qui sont les singularités deN (α), sont associés dans ZN×T×[0, 1]
aux points de la forme (z, 1), z ∈ sing(Fα), et (z, 0), z ∈ sing(F−1

α ). Pour déterminer
le nombre et l’ordre de ces zéros, on tourne (dans N (α)) autour de chacun des zéros
dans le sens trigonométrique.

D’après la définition de Fα ci-dessus,

• le secteur (d’angle π) associé à (n,−αn, 1) est suivi du secteur associé à
(n + 1, 0, 0) ; le secteur associé à (n, 0, 0) est suivi du secteur associé à (n +

1,−αn+1, 1) ;

• le secteur associé à (n, 12 − αn, 1) est suivi du secteur associé à (n− 1, 12 , 0) ;
le secteur associé à (n, 12 , 0) est suivi du secteur associé à (n− 1, 12 −αn−1, 1).

On rencontre alternativement des secteurs d’angle π associés à (z, 1), avec z ∈
sing(Fα) et (z, 0) où z ∈ sing(F−1

α ). Il suffit donc de déterminer dans quel ordre on
rencontre cette deuxième classe de secteurs. Notons σ la permutation de sing(F−1

α )

telle que le secteur associé à (z, 0) soit suivi, après une rotation de 2π, par celui
associé à (σ(z), 0). Pour n ∈ ZN , on a σ(n, 0) = (n+ 2, 0) et σ(n, 12) = (n− 2, 12).

On constate que la permutation σ possède

• deux cycles d’ordre N lorsque N est impair ;

• quatre cycles d’ordre N/2 lorsque N est pair.

Donc, lorsque N est impair, N (α) possède exactement deux singularités coniques
d’angle total 2Nπ. Lorsque N est pair,N (α) possède exactement quatre singularités
coniques d’angle total Nπ.

La démonstration de la proposition est complète.

En particulier, on peut déduire du théorème de Kerckhoff, Masur et Smillie
[KMS85] que Fα est ergodique pour presque tout α. (La déduction est similaire à
ce qui sera fait sur l’ergodicité dans le chapitre 4, c’est pourquoi on ne la détaille
pas ici)

Si la suite de rotations α est une suite périodique de période N , considérons α

l’image de α dans TZN . Soit Fα comme dans (2.19), alors Fα est un cocycle entier
sur Fα : ZN × T→ ZN × T.

Alors par un théorème de Klaus Schmidt [Sch77], on peut déduire que Fα est
conservative si Fα est ergodique.
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2.10 Relation entre notre famille et des flots direction-
nels

Exposons maintenant comment Fα se traduit en un flot directionnel sur une
surface de translation de genre infini.

Définition 24. Une surface S (compacte ou non, sans bord) est dite de transla-
tion s’il existe un sous-ensemble discret Σ ⊂ S tel que S \Σ possède un atlas T où
les changements de cartes sont des translations.

Remarque 12. Si S est compacte, l’ensemble Σ dans la définition 24 est forcement
fini.

Considérons la surface de translation de genre infini, qu’on appellera surface en
escalier, obtenue par identification des côtés opposés dans le polygone infini suivant :

Dans ce dessin on a mis toutes les marches de l’escalier de même hauteur. Mais
que se passe-t-il lorsque les hauteurs des marches varient ? (Voir figure 2.2) Plus
précisément, pour chaque H > 0, on considère le rectangle R(H) = [−1

2 ,
1
2 ]× [0,H].

Étant donnée une suite bi-infinie H = {Hn}n∈Z, on considère la suite {Rn} où
Rn = R(Hn). Ensuite on recolle les Rn pour obtenir l’escalier S(H) : on quotiente
la réunion disjointe des Rn par la relation d’équivalence définie comme suit : pour
chaque i ∈ Z, pour chaque (x, y) ∈ Rn et chaque (u, v) ∈ Rn+1 on a que

(x, y) ∼ (u, v)⇔



x = u+ 1
2 , y = Hn, et v = 0

ou
x = u, y = 0, et v = Hn+1

ou
|x| = 1

2 , u = −x et v = y

ou
u = x et v = y

. (2.20)
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...

...

Figure 2.2 – Exemple de surface en escalier avec marches de hauteur variable.

Dorénavant, on identifie chaque rectangle Rn avec son image dans le quotient
S(H). Dans chaque rectangle Rn, on fixe Cn =

[
−1

2 ,
1
2

]
×
{

Hn
2

}
. On voit Cn dans

S(H), comme Rn, donc Cn est en fait un cercle T× {Hn
2 }.

L’ensemble C =
∪

i∈ZCn étant une union disjointe d’une collection dénombrable
de cercles, il est homéomorphe à Z× T. Pour chaque angle θ, considérons l’homéo-
morphisme fθ : Z× T→ C défini comme suit :

fθ(n, x) =

(
x− 1

2
+

Hn

2
cot(θ)

)
×
{
Hn

2

}
dans Rn. (2.21)

Exemple 2. Dans la figure 2.3 on a distingué par des étiquettes 0 et 1
2 les points

fθ(n, 0) et fθ

(
n, 12

)
sur l’union de cercles C sur la surface de la figure 2.2.

0

0

0

0

0

0

0

½

½

½

½

½

½

−½

...

...

Figure 2.3 – L’ensemble C dans une surface en escalier.

Proposition 2.10.1. L’homéomorphisme fθ conjugue l’application de premier re-
tour sur C du flot directionnel dans la direction θ avec la transformation Fα où
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α =
{
−1

2 +Hn cot(θ)
}

.

On observe que pour toute direction θ fixée (ni verticale, ni horizontale), la
formule

αn = −1

2
+Hn cot(θ)

définit un homéomorphisme entre
(
R/(tan θ)Z

)Z et l’espace de paramètres de la
famille {Fα}, TZ.

Par contre, pour une suite fixée de hauteurs {Hn}, la correspondance θ 7→
{αn = −1

2 + Hn cot(θ)} n’est pas surjective. Qui plus est, le complément de son
image contient un Gδ-dense dans l’espace des paramètres de {Fα}.
Remarque 13. Dans le cas où la suite α est une suite constante, alors la correspon-
dance entre Fα et son surface en escalier a été explicitée par Pat Hooper, Pascal
Hubert et Barak Weiss dans [WHH13].
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3.1 Généralités sur la minimalité

On rappelle la définition usuelle de la minimalité, dans le cas où X est un espace
topologique et F : X → X est un homéomorphisme. On dit que F est minimal si
les seuls sous-ensembles fermés et invariants sont X et l’ensemble vide. Ceci est
équivalent à dire que toute orbite de F est dense.

Nous allons donner une définition de la minimalité dans un cadre un peu élargi
pour couvrir nos besoins.

Pour le reste de cette section, fixons un espace métrisable X, un sous-ensemble
Y de X qui est réunion finie d’ensembles ouverts connexes, une transformation
injective T : Y → X. Nous noterons T : X 99K X car nous considérerons la
dynamique de T sur X tout entier même si T n’est pas définie partout. Nous
noterons sing(T ) l’ensemble des points de X où T n’est pas définie, c’est à dire
sing(T ) = X \ Y . De façon similaire sing(T−1) = X \ T (Y ).

En particulier, tout ce qui suit dans la section vaut pour un échange d’intervalles
généralisé T : X 99K X comme dans la définition 23 du chapitre 2.

Définition 25. Nous dirons que le système T : X 99K X est minimal si toutes ses
orbites sont denses.
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Proposition 3.1.1. Si le système T : X 99K X est minimal, alors
• soit T n’a pas de connexion.
• soit X est un ensemble discret fini.

Démonstration. Supposons que le système est minimal et que T a une connexion.
C’est-à-dire qu’il existe x ∈ X tel que O(x) est fini. Par minimalité, l’orbite O(x)
est dense dans l’espace métrisable X. Comme O(x) est fini, ceci implique X =

O(x).

Remarque 14. En particulier, si un échange d’intervalles est minimal, alors il n’a pas
de connexion. Le théorème de Keane 3.1.2 donne la réciproque de cette affirmation.

Théorème 3.1.2. [Kea75] Soit T : X 99K X un échange d’intervalles classique. Si
T n’a pas de connexion alors cet échange d’intervalles est minimal.

La preuve du théorème de Keane 3.1.2 sera donnée dans la section 3.5, ainsi
qu’un enoncé pour des échanges d’intervalles généralisés. Avant ça une partie de la
preuve peut étre décrite dans le contexte un peu plus général, décrivant le rapport
entre les orbites périodiques et les � cycles de bouts �. Ceci se déroule dans la section
3.3, mais avant, nous introduisons la notion de bout.

3.2 Bouts topologiques
Pour la preuve du théorème de Keane pour les échanges d’intervalles généralisés,

nous utiliserons la notion de bout topologique. La définition 26 est une définition
générale de ce que sont les bouts topologiques, mais elle s’exprime beaucoup plus
simplement dans le cas de variétés unidimensionnelles (cf. proposition 3.3.2)

Définition 26 (Bouts). Soit L un espace topologique, alors l’ensemble des bouts
de L est

B(L) =

(uK) ∈
∏

K compact
π0(L \K)

∣∣∣∣∣∣ K ⊂ K ′ ⇒ uK ⊃ uK′

 . (3.1)

On appelle chaque élément de B(L) un bout de L.

Remarque 15. Un espace topologique compact n’a pas de bout.

Proposition 3.2.1. L’ensemble des bouts d’un espace topologique séparé est égal à
la réunion disjointe des ensembles de bouts de ses composantes connexes.

Autrement dit, si L est un espace topologique
• pour chaque composante connexe M de L, il existe une application injective
B(M) ↪→ B(L) ;

• pour deux composantes connexes différentes M et M ′, les images de B(M) et
B(M ′) sont disjointes dans B(L) ;
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• tout bout de L est le bout d’une des composantes connexes de L.

Démonstration. Soit L un espace topologique.
Montrons d’abord que tout bout d’une composante connexe de L est aussi un

bout de L. Soit M une composante connexe de L et soit (uK)K⊂M un bout de
M . Nous allons définir un bout (vK) de L à partir du bout uK . Soit K un sous-
ensemble compact de L. Si K ∩M est vide, alors M est une composante connexe
de L \K, on prend vK = M . Si K ∩M n’est pas vide, alors K ∩M est fermé (car
intersection de deux fermés), dans un compact (K), donc K ∩M est compact, on
prend vK = uK∩M . On a donc défini une application de l’ensemble de bouts de M

dans l’ensemble de bouts de L. Cette application est injective car si (uK), (u′K) sont
deux bouts de M et (vK) est un bout de L qui provient aussi bien de (uK) que de
(u′K) alors pour tout K inclus dans M on a que uK = uK∩M = vK = u′K∩M = u′K .

Soient M1 et M2 deux composantes connexes de L distinctes, alors les images
de leurs ensembles de bouts sont disjointes dans B(L). Soient (uK)K et (vK)K deux
bouts de L provenant respectivement de M1 et M2. Soient K0 ⊂ M1 un ensemble
compact. Alors uK0 ⊂ M1 et vK0 = M2 donc les bouts (uK)K et (vK)K sont
distincts.

Voyons maintenant que tout bout de L est le bout d’une de ses composantes
connexes. Soit (uK)K un bout de L. On veut montrer qu’il existe une composante
connexe M de L telle que uK ⊂ M pour tout compact K de L. Par connexité
de uK , on sait que pour chaque K, il existe une composante connexe M de L

telle que uK ⊂ M . Soient K1, K2 deux compacts de L, et soient M1, M2 les
deux composantes connexes de L telles que uK1 ⊂ M1 et uK2 ⊂ M2. Considérons
le compact K = K1 ∪ K2. Par définition d’un bout topologique, uK ⊂ uK1 et
uK ⊂ uK2 . Donc la réunion de uK1 et uK2 est connexe, par conséquent elle est
incluse dans une seule composante connexe M de L. Il s’ensuit que M1 = M2 = M .
Donc le bout de L, (uK)K , est en fait un bout de M .

Remarque 16. Tout homéomorphisme entre des espaces topologiques séparés induit
une bijection entre leurs bouts.

Définition 27. Soit L un espace topologique séparé. Une exhaustion par com-
pacts de L est une suite croissante (Ki)

∞
i=0 de sous-ensembles compacts Ki de L,

telle que L =
∞∪
i=0

int(Ki).

Proposition 3.2.2. Soit L un espace topologique séparé. Si (Ki)i≥0 est une une
exhaustion par compacts de L alors le diagramme commutatif (3.2) induit une bijec-
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tion π entre l’ensemble B(L) et l’ensemble
{
(ui) ∈

∞∏
i=0

π0(L \Ki)

∣∣∣∣∣ ∀i : ui ⊃ ui+1

}
.

B(L) ↪→
∏
K

π0(L \K)

π ↓ ↓ projection
canonique{

(ui) ∈
∞∏
i=0

π0(L \Ki)

∣∣∣∣∣ ∀i : ui ⊃ ui+1

}
↪→

∞∏
i=0

π0(L \Ki)

(3.2)

Démonstration. Voyons d’abord que π est surjective. Soit (ui) ∈
∞∏
i=0

π0(L \Ki) une

suite décroissante, c’est à dire que ui ⊃ ui+1. Soit K un compact quelconque ; comme
les intérieurs des compacts Ki recouvrent L, il existe i0 tel que K ⊂ int

(
Ki0

)
. On

prend alors pour uK l’unique composante connexe de L\K qui contienne ui0 . Cette
définition est cohérente car la suite des ui est décroissante.

L’image par π de (uK)K est égale à la suite (ui)i≥0. La surjectivité s’en déduit.
Voyons maintenant l’injectivité. Soit (ui) ∈

∞∏
i=0

π0(L\Ki) une suite décroissante.

Soient (vK), (wK) ∈ B(L) qui se projettent sur (ui)i≥0. Nous allons montrer que
vK = wK pour tout K. Soit K ⊂ L compact. Soit i0 tel que K ⊂ Ki0 . Par la
définition d’un bout, on sait que vK et wK sont des composantes connexes de L\K
et qu’elles contiennent ui0 . Or, deux composantes connexes dont l’intersection est
non-vide, sont forcément égales. Donc vK = wK .

Notation 1. Lorsque L a une exhaustion par compacts (Ki)i≥0, on identifie son

ensemble de bouts B(L) à l’ensemble
{
(ui) ∈

∞∏
i=0

π0(L \Ki)

∣∣∣∣∣ ∀i : ui ⊃ ui+1

}
. La

proposition 3.2.2 nous donne alors une bijection canonique entre les ensembles de
bouts associés à des exhaustions différentes.

Proposition 3.2.3. La droite réelle a deux bouts.

Démonstration. Pour chaque i entier positif, soit Ki = [−i, i]. Alors (Ki)i≥0 est une
exhaustion par compacts de la droite réelle. On peut donc calculer l’ensemble des
bouts en suivant la notation 1.

Pour chaque i, le complément de Ki a deux composantes connexes. En effet
R \Ki = (−∞,−i) ∪ (i,∞). Soit (ui)i ∈

∞∏
i=0

π0(L \Ki) un bout de R. Pour chaque

i, ou bien ui = (−∞,−i), ou bien ui = (i,∞). Si u0 = (0,∞), alors de la condition
de décroissance de la suite (ui)i, on déduit que ui = (i,∞) pour tout i. De façon
similaire, si u0 = (−∞, 0) alors ui = (−∞,−i) pour tout i. Donc R a exactement
deux bouts, qu’on notera −∞ et ∞.

B(R) =


(
(−∞,−i)

)
i≥0︸ ︷︷ ︸

−∞

,
(
(i,∞)

)
i≥0︸ ︷︷ ︸

∞

 (3.3)
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Définition 28 (Topologie de la droite étendue). Soit R la droite réelle unie avec ses
deux bouts {−∞,∞}. On étend à R la relation d’ordre parmi les réels en imposant
pour tout nombre réel r que −∞ < r et r < ∞. On adopte par conséquent les
notations

[−∞, r) = {x ∈ R | −∞ ≤ x < r}
(r,∞] = {x ∈ R | r < x ≤ ∞} (3.4)

On considère sur R la topologie engendrée par les intervalles réels ouverts et
les ensembles de la forme décrite dans (3.4). On remarque que cette topologie rend
l’inclusion R ↪→ R continue.

Remarque 17. R est compact.

3.3 Bouts de variétés unidimensionnelles
Toutes les variétés considérées sont lisses, paracompactes, séparées, à base dé-

nombrable.
Dans ce chapitre, nous nous plaçons souvent dans le cas de variétés (lisses) de

dimension un, ayant un nombre fini de composantes connexes. La proposition 3.3.1
ci-dessous implique que dans ce cas chaque composante connexe de la variété est
difféomorphe ou bien à une droite ou bien à un cercle.

Proposition 3.3.1. Soit C une variété connexe de dimension un. Si C est compacte
alors elle est difféomorphe à R/Z. Si C n’est pas compacte alors elle est difféomorphe
à la droite réelle.

On renvoie à [Mil65] pour une preuve.

Définition 29. Soit C une variété connexe de dimension un. Si C est compacte,
on dit que c’est un cercle, sinon, on dit que c’est un intervalle (ouvert).

Remarque 18. Si X est une variété de dimension un, alors elle est réunion de cercles
et d’intervalles.

Proposition 3.3.2. Soit X une variété de dimension 1. Alors :
• l’ensemble des bouts de X est la réunion disjointe des bouts de chacune de

ses composantes connexes
• pour chaque composante connexe de X, son ensemble de bouts est

• vide, si la composante est compacte ;
• de cardinal deux, si la composante n’est pas compacte.

Démonstration. Par la proposition 3.2.1 on sait que l’ensemble des bouts de X est
la réunion disjointe des bouts de ses composantes connexes.

Par la proposition 3.3.1 on sait que les composantes connexes de X sont ou bien
des cercles ou bien des intervalles.
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Par la remarque 15 on sait que l’ensemble des bouts d’un cercle est vide.
Par la proposition 3.2.3 on sait que l’ensemble des bouts d’un intervalle est de

cardinal deux.

Définition 30. Soit X une variété de dimension un, ayant un nombre fini de
composantes connexes. Sur ←→X = X ∪ B(X) on introduit la topologie de la façon
suivante :
• Si X est connexe :

• si X est compacte, c’est un cercle, il n’a pas de bout et X =
←→
X , et la

topologie de ←→X est égale à la topologie de X ;
• si X n’est pas compacte, il existe un homéomorphisme f : X → R. Par

la remarque 16 il existe donc une bijection f̃(induite par cet homéo-
morphisme) entre l’ensemble des bouts de X et l’ensemble des bouts
{−∞,∞} de R. La topologie sur ←→X est la seule qui fasse de f ∪ f̃ un
homéomorphisme.

• Si X n’est pas connexe, on considère sur ←→X la topologie qui induit sur la
réunion de chaque composante connexe avec ses bouts soit celle décrite dans le
point précédent. Plus précisément, si X =

⊔
Y ∈π0(X)

Y , alors ←→X =
⊔

Y ∈π0(X)

←→
Y .

Dans tous les cas la topologie sur ←→X en fait un espace compact.
On appelle ←→X muni de cette topologie la compactification par bouts de X.

Proposition 3.3.3. Soit X une variété de dimension un ayant un nombre fini de
composantes connexes. Soit U une partie de ←→X .

1. Si U est ouvert dans ←→X alors U ∩X est ouvert dans X

2. Supposons inversement que U∩X soit un ouvert de X. Alors U est un ouvert
de ←→X si et seulement si pour tout bout (uK)K dans U il existe un ensemble
compact K ⊂ X tel que U ∩X ⊃ uK

Démonstration. D’après la proposition 3.3.1, nous savons que X est réunion dis-
jointe de cercles et d’intervalles. On voit facilement qu’il suffit de montrer les conclu-
sions de la proposition pour chaque composante connexe Y de X.

Si Y est un cercle, les parties ouvertes de Y et ←→Y sont les mêmes.
Si Y est un intervalle, on peut supposer que Y = R, ←→Y = R et les conclusions

de la proposition sont à nouveau vérifiées.

Proposition 3.3.4. Soient X et Y deux variétés unidimensionnelles à nombre fini
de composantes connexes. Soit f : X → Y un homéomorphisme. Alors f s’étend à
un homéomorphisme entre les compactifiés par bouts.

est forcément bijective car f est bijective.
Nous définissons maintenant une extension de f à B(X) comme suit :

f̃
(
(uK)K compact⊂L

)
=
(
f(uf−1(K))

)
K′ compact⊂L′

. (3.5)
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Par la discussion qui précède, nous savons que f̃ est une bijection entre l’ensemble
des bouts de X et l’ensemble des bouts de Y .
Soit O un ouvert de ←→X . Cela signifie que O est un ouvert O0 de X uni avec tout
les bouts (uK)K de X tels que O0 contient uK pour un certain K. Donc (f ∪ f̃)(O)
est la réunion d’un ouvert f(O0) avec tous les bouts (vK)K de Y tels que f(O0)

contient vf(K) pour un certain K, d’où (f ∪ f̃)(O) est un ouvert de Y. De la même
façon on montre que si mathcalO′ est un ouvert de ←→Y alors (f ∪ f̃)−1(O′) est un
ouvert de ECX.
Donc l’extension de f à L ∪ B(L) par f̃ est un homéomorphisme.

Lemme 3.3.5. Soit X une variété de dimension un à nombre fini de composantes
connexes, orientée, dotée d’une métrique, et soit Y ⊂ X un ouvert à nombre fini
de composantes connexes. Supposons que T : Y → X est un homéomorphisme
sur son image qui préserve l’orientation et la métrique. Alors pour chaque entier
strictement positif k, l’ensemble des points k-périodiques est un ouvert à nombre
fini de composantes connexes.

Démonstration. Pour chaque x ∈ Y , soit Cx la composante connexe de Y qui
contient x. La restriction de T à Cx est une isométrie préservant l’orientation.

De façon analogue, pour k > 0 et x appartenant au domaine T 1−k(Y ) de T k,
on note Ck

x la composante connexe de T 1−k(Y ) qui contient x. Comme T 1−k(Y ) est
une partie ouverte de X, il en est de même pour Ck

x

La restriction de T k à Ck
x est une isométrie préservant l’orientation. Si x est un

point périodique de période k, cette restriction a un point fixe en x et coïncide donc
avec l’identité sur Ck

x . L’ensemble des points k-périodiques est donc ouvert dans X.
Dans une variété de dimension un, l’intersection de deux parties ouvertes qui ont

un nombre fini de composantes connexes a un nombre fini de composantes connexes.
L’ensemble

T−1(Y ) = {T−1(x), x ∈ Y ∩ T (Y )}

a donc un nombre fini de composantes connexes. Par récurrence il en est de même
de

T−k(Y ) = {T−1(x), x ∈ T (Y ) ∩ T 1−k(Y )}

pour tout k > 0. Ceci termine la preuve du lemme.

Définition 31. Soit X une variété orientée de dimension un ayant un nombre
fini de composantes connexes. Soit M une composante connexe de X, et soit f un
difféomorphisme de M dans R ou R/Z, préservant l’orientation. Nous considérons
l’extension de f en un homéomorphisme entre ←→M et R ou R/Z.

Alors les intervalles fermés, ouverts, semi-ouverts se définissent par analogie avec
ceux de la droite réelle et de la droite réelle étendue. C’est à dire que si a, b ∈ ←→M ,
alors :
• [a, b] = f−1[f(a), f(b)]

• [a, b) = f−1[f(a), f(b))
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• (a, b] = f−1(f(a), f(b)]

• (a, b) = f−1(f(a), f(b))

On appelle a l’extrémité gauche et b l’extrémité droite de chacun des intervalles
ci-dessus.

Remarque 19. Par la proposition 3.3.2 tout bout a d’une variété orientée X de
dimension 1 est bout d’une composante connexe non compacte M de X.

Définition 32. On dit que a est un bout gauche (resp. droit) de X si un ho-
méomorphisme de ←→M → R, préservant l’orientation, envoie a sur −∞ (resp. +∞).

On note BL(X) l’ensemble des bouts gauches et BR(X) l’ensemble des bouts
droits. On note ←→X L l’ensemble X

⊔
BL(X) ; on note ←→X R l’ensemble X

⊔
BR(X).

Remarque 20. Lorsqu’on renverse l’orientation de X, un bout gauche devient droit
et vice-versa.

Soit X une variété orientée de dimension un à nombre fini de composantes
connexes. Soit Y une partie ouverte de X à nombre fini de composantes connexes.
Soit a un bout gauche de Y . Notons M la composante connexe de Y dont a est le
bout gauche. Soit f un homéomorphisme préservant l’orientation de ←→M sur R. On
a la dichotomie suivante :
• soit la limite lim

t→−∞
f−1(t) existe dans X, on la note alors jL(a) ;

• soit cette limite n’existe pas, on note alors jL(a) le bout gauche (dans BL(X))
de la composante connexe M .

On pose aussi jL(y) = y pour tout y ∈ Y .

Lemme 3.3.6. L’application jL :
←→
Y L →

←→
X L ainsi définie est injective. Elle est

bijective si X \ Y est un ensemble fini.

Remarque 21. Par la remarque 20, on a un énoncé analogue pour ←→Y R, ←→X R.

Démonstration. Soient y1, y2 ∈
←→
Y L deux éléments qui ont la même image x par

jL dans ←→X L.
• si x ∈ Y , on a y1 = y2 = x

• si x ∈ X \ Y , on a y1, y2 ∈ BL(Y ). La composante connexe M1 (resp. M2)
de Y dont y1 (resp. y2) est le bout gauche contient un intervalle ouvert de X

dont x est l’extrémité gauche. Donc M1 = M2 et y1 = y2.
• si x ∈ BL(X), alors y1, y2 ∈ BL(Y ). La composante connexe N de X dont x

est le bout gauche contient la composante connexe M1 (resp. M2) de Y dont
y1 (resp. y2) est le bout gauche. Donc M1 = M2 et y1 = y2.

Supposons que X \ Y est fini et montrons que jL est surjective. Soit x ∈
←→
X L.

Si x ∈ Y , on a jL(x) = x. Si x ∈ X \ Y , alors Y contient un intervalle ouvert J de
X dont x est l’extrémité gauche. L’image par jL du bout gauche de la composante
connexe de Y qui contient J est égale à x.
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Si x ∈ BL(X), on note N la composante connexe de X dont x est le bout
gauche et f un homéomorphisme préservant l’orientation de N sur R. Pour t suffi-
samment négatif, Y contient J = f−1((−∞, t)). L’image par jL du bout gauche de
la composante connexe de Y qui contient J est égale à x.

3.4 Le théorème de Keane pour les échanges d’inter-
valles généralisés

Définition 33. Soient (Ti : Xi 99K Xi)i∈I une famille finie d’échanges d’inter-
valles généralisés. L’échange d’intervalles généralisé T :=

⊔
i
Ti sur X :=

⊔
i
Xi dont

la restriction à Xi est Ti est appelé somme disjointe des Ti. Un échange d’in-
tervalles généralisé qui n’est pas somme disjointe d’échanges plus simples est dit
irréductible.

Tout échange d’intervalles généralisé est somme disjointe d’échanges d’intervalles
généralisés irréductibles.

Définition 34. Soit T : X 99K X un échange d’intervalles généralisé. Notons
Y ⊂ X le domaine de T , Y ′ ⊂ X celui de T−1. D’après le lemme 3.3.6, l’application
jL :
←→
Y L →

←→
X L est bijective et il en est de même de l’application j′L :

←→
Y ′L →

←→
X L.

Notons T (L) la bijection de ←→Y L sur
←→
Y ′L induite par T . La bijection TL := j′L ◦

T (L)◦(jL)−1 de←→X L dans lui-même est appelée extension gauche de T . Une orbite
périodique de TL est un cycle de bouts si elle est contenue dans BL(X) =

←→
X L\X.

On notera que l’extension gauche TL et son inverse T−1
L sont continues à droite

en tout point de ←→X L.
Remarque 22. On définit de façon analogue l’extension droite de T .

Définition 35. Un échange d’intervalles généralisé T : X 99K X est périodique
s’il n’a pas de singularité et s’il existe un entier k > 0 tel que T k = idX . Le plus
petit entier k > 0 ayant cette propriété est la période de T .

On peut maintenant énoncer la version du théorème de Keane pour les échanges
d’intervalles généralisés.

Théorème 3.4.1. Soit T : X 99K X un échange d’intervalles généralisé irréduc-
tible. Si T n’a pas de connexion, T est périodique ou minimal.

La démonstration de ce théorème occupe cette section et la suivante. Nous
commençons par étudier la relation entre orbites périodiques, connexions et cycles
de bouts.

Soit T : X 99K X un échange d’intervalles généralisé. Soit k > 0 un entier
tel que T possède au moins un point périodique de période k. D’après le lemme
1.4.5, l’ensemble Pk des points fixes de T k est ouvert et a un nombre fini de com-
posantes connexes. Soit x̃ un bout gauche de Pk, x l’image de x̃ dans ←→X L. D’après
la continuité à droite de l’extension gauche TL de T , on obtient
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Lemme 3.4.2. On a T k
L(x) = x.

Notons x0 = x, x1 = TL(x), . . ., xk−1 = T k−1
L (x) les points de l’orbite de x par

TL dans ←→X L. Pour n ∈ Z on notera xn = xi où 0 ≤ i < k et n = i mod k. Chacun
de ces points est un bout gauche de Pk. On a la dichotomie suivante :

1. soit aucun des points xi n’appartient à X ; dans ce cas l’orbite de x par TL

est donc un cycle de bouts ;
2. soit au moins l’un des points xi appartient à X ; dans ce cas, on a le

Lemme 3.4.3. L’orbite de x dans ←→X L contient une connexion de T .

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que x appartient
à X. Comme x n’appartient pas à Pk, au moins l’un des xi n’appartient
pas au domaine de T , et au moins l’un des xi n’appartient pas au domaine
de T−1. Soit n le plus petit entier positif ou nul tel que xn n’appartienne
pas au domaine de T . Dans tous les cas, xn appartient à X et est donc une
singularité de T : c’est vrai par hypothèse si n = 0, et résulte de ce que xn−1

appartienne au domaine de T si n > 0. Considérons de même le plus grand
entier m négatif ou nul tel que xm n’appartienne pas au domaine de T−1.
Le point xm appartient à X et est donc une singularité de T−1. Les points
(xi)m⩽i⩽n forment une connexion de T .

Proposition 3.4.4. Soit T : X 99K X un échange d’intervalles généralisé irréduc-
tible. Si T n’a pas de connexion et a une orbite périodique, alors T est périodique.

La démonstration va préciser un peu la conclusion de la proposition.

Démonstration. Soit k un entier strictement positif qui est la période minimale d’un
point périodique de T . On note comme précédemment Pk l’ensemble des points fixes
de T k. On va distinguer deux cas :

— L’ensemble Pk n’a pas de bout gauche. D’après la proposition 3.3.1, cha-
cune des composantes de Pk est un cercle, et est donc aussi une composante
connexe de X. Comme T est irréductible, X n’a pas d’autre composante
connexe et est donc égal à Pk. Ceci prouve que T est périodique. Plus préci-
sément, il existe une factorisation k = ℓq en deux entiers positifs tels que X

ait ℓ composantes connexes permutées cycliquement par T et la restriction
de T ℓ à chacune de ces composantes soit une rotation d’ordre q.

— L’ensemble Pk a au moins un bout gauche. D’après les lemmes 3.4.2 et 3.4.3,
comme T n’a pas de connexion, chaque bout gauche de Pk appartient à
un cycle de bouts. En considérant l’extension droite TR de T , on voit de
même que chaque bout droit de Pk appartient à un cycle de bouts droits.
On conclut à nouveau que chaque composante connexe de Pk est une com-
posante connexe de X. Comme T est irréductible, X et est égal à Pk, et les
composantes connexes de X sont permutées cycliquement par T . Ces com-
posantes connexes sont des intervalles, au nombre de k, et on a T k = idX .
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3.5 Preuve du théorème 3.4.1

Le théorème 3.4.1 résulte de la proposition 3.4.4 et de la proposition suivante.

Proposition 3.5.1. Soit T : X 99K X un échange d’intervalles généralisé irréduc-
tible. Si T n’a ni connexion, ni orbite périodique, toute orbite future (resp. passée)
infinie de T est dense dans X.

La démonstration reprend essentiellement celle de Keane [Kea75].

Démonstration. Supposons au contraire qu’il existe un point y de X dont l’orbite
future est infinie mais évite un intervalle (ouvert) non trivial I de X. Quitte à
rétrécir I, on peut supposer que I est contenu dans le domaine de T et dans celui
de T−1, et que les extrémités de I sont des points de X. Notons D+ l’ensemble
formé des points x ∈ I pour lesquels il existe un entier m > 0 tel que
• x appartienne au domaine de Tm ;
• Tm(x) appartienne à sing(T ) ∪ ∂I ;
• pour 0 < k < m, le point T k(x) n’appartienne pas à l’adhérence I de I.

Il est clair qu’un tel entier m =: mx, quand il existe, est uniquement défini par ces
propriétés . On peut donc définir une application f de D+ dans sing(T ) ∪ ∂I par
f(x) := Tmx(x). Cette application est injective : si x, x′ sont deux points de D+

tels que f(x) = f(x′), on ne peut avoir mx > mx′ car le point x′ = Tmx−mx′ (x) ∈ I

contredirait la troisième propriété de mx. De même, on ne peut avoir mx < mx′ .
On a donc mx = mx′ et x = x′ car Tmx est injective.

Comme f est injective et sing(T )∪ ∂I est fini, l’ensemble D+ est lui-même fini.
On définit de façon analogue l’ensemble D− formé des points x ∈ I pour lesquels

il existe un entier m < 0 tel que
• x appartienne au domaine de Tm ;
• Tm(x) appartienne à sing(T−1) ∪ ∂I ;
• pour 0 > k > m, le point T k(x) n’appartienne pas à l’adhérence I de I.

L’ensemble D− est une partie finie de I.
Soit J une composante connexe de I\D+. D’après le théorème de récurrence de

Poincaré, il existe un entier n > 0 tel que Tn(J) intersecte I. Notons nJ le plus
petit entier strictement positif ayant cette propriété. Comme J ne rencontre pas
D+, J est contenu dans le domaine de TnJ , et l’image TnJ (J) est contenue dans I.
De plus, J est contenu dans le domaine de l’application de premier retour RI de T

dans I, et la restriction de RI à J est égale à TnJ . En fait l’image TnJ (J) est une
composante connexe de I \D−.

Définissons

I∗ :=
∪

J∈π0(I\D+)

∪
0⩽n⩽nJ

Tn(J).
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C’est une partie ouverte de X qui a un nombre fini de composantes connexes.
Notons Î l’ intérieur de l’adhérence de I∗ dans X ; c’est la réunion de I∗ et des
points de ∂I∗ qui sont accumulés des deux côtés par I∗. L’ensemble Î\I∗ est fini.
L’ensemble Î est une partie ouverte de X qui a un nombre fini de composantes
connexes.

Observons que l’orbite future de y ne rencontre pas I∗ (car l’orbite future des
points de I∗ rencontre I). Comme l’orbite future de y est infinie, l’ensemble Î n’est
pas égal à X.

Pour tout point x de I∗ qui n’appartient pas à D+, la définition de I∗ montre
que x appartient au domaine de T et que T (x) appartient à I∗. Si chaque bout de Î

était un bout de X (c’est en particulier le cas si Î n’a pas de bouts), Î serait réunion
de composantes connexes de X et serait invariant par T . Ce n’est pas possible car
Î ̸= X et T est irréductible.

Donc il existe un bout x de Î qui appartient à X. Sans perte de généralité,
on peut supposer que x est un bout gauche de Î, considéré comme un point de
X ⊂ ←→X L. Si x n’est pas une singularité de T , l’image TL(x) est un point de
X ⊂ ←→X L, et c’est un bout gauche de Î d’après la relation T (I∗\D+) ⊂ I∗ et la
relation analogue T−1(I∗\D−) ⊂ I∗. Comme T ne possède pas d’orbite périodique,
il en est de même de TL. Mais l’ensemble des bouts gauches de Î est fini. Il existe
donc un entier n ⩾ 0 tel que x appartienne au domaine de Tn et Tn(x) ∈ sing(T ).
De même il existe un entier m ⩽ 0 tel que x appartienne au domaine de Tm et
Tm(x) ∈ sing(T−1). On obtient ainsi une connexion qui contredit l’hypothèse de la
proposition.

3.6 Minimalité générique

Théorème 3.6.1. Fα est génériquement minimale. Autrement dit, il existe un
ensemble Gδ-dense de paramètres tel que Fα est minimale pour tout α dans cet
ensemble.

Démonstration. Pour chaque intervalle ouvert non vide I ⊂ Z × T, notons U(I)
l’ensemble des paramètres α ∈ TZ tels que∪

k∈Z
F k
α(I) = Z× T.

La topologie de Z × T a une base dénombrable B formée d’intervalles ouverts de
Z×T. La transformation Fα est minimale si et seulement si α appartient à U(I) pour
tout I ∈ B. Nous allons montrer que U(I) est un ensemble Gδ-dense de l’espace de
Baire TZ pour tout intervalle ouvert non vide I ⊂ Z × T. Le théorème sera alors
démontré.

On fixe dans la suite de la démonstration un intervalle ouvert non vide I ⊂ Z×T.
Pour des entiers M,J > 0, on note U(I, J,M) l’ensemble des paramètres α ∈ TZ
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tels que
(⋆)

∪
|k|⩽M

F k
α(I) ⊃ [−J, J ]× T.

On pose aussi
U(I, J) =

∪
M>0

U(I, J,M).

Comme on a U(I) ⊇
∩

J>0 U(I, J), il suffit de voir que U(I, J) est une partie ouverte
et dense de TZ pour tout J > 0.

Montrons que U(I, J,M) est une partie ouverte de TZ pour tous J,M > 0. Soit
α ∈ U(I, J,M). Comme (⋆) est un recouvrement ouvert d’un espace compact, il
existe pour |k| ⩽ M des parties compactes Lk ⊂ Z × T telles que Lk ⊂ F k

α(I)

et
∪

|k|⩽M Lk ⊃ [−J, J ] × T. Par la proposition 2.6.3, pour chaque k ∈ [−M,M ],
un ouvert V (k) ⊂ TZ contenant α tel que F k

α′(I) ⊃ Lk pour tout α′ ∈ V (k).
L’intersection

∩
|k|⩽M V (k) est un voisinage de α contenu dans U(I, J,M).

Montrons que U(I, J) est une partie dense de TZ pour tout J > 0. Notons H le
niveau de I. Soit V un ouvert non vide de TZ. Quitte à rétrécir V , on peut supposer
qu’il existe N > max(J, |H|) et des intervalles ouverts Vn ⊂ T pour |n| < N tels
que

V = {α ∈ TZ | αn ∈ Vn, ∀n ∈ (−N,N)}.

Nous allons montrer que V rencontre U(I, J). Pour α = (αn)|n|<N ∈ T(−N,N),
notons j(α) l’élément de TZ dont les coordonnées d’indice ∈ (−N,N) coïncident
avec celles de α et dont les autres coordonnées sont égales à 1/2. D’après (2.17),
chaque α ∈ T(−N,N) définit (via Fj(α)) un échange d’intervalles généralisé FN,α sur
(−N,N)× T. D’après la proposition 2.6.2, l’ensemble des paramètres α ∈ T(−N,N)

tels que FN,α n’ait pas de connexion est un Gδ-dense de T(−N,N). On peut donc
choisir α ∈ T(−N,N) tel que FN,α n’ait pas de connexion et que αn ∈ Vn pour
|n| < N . Par définition de V , l’image j(α) appartient à V .

L’échange d’intervalles généralisé FN,α est irréductible : en effet l’image de la
composante connexe de niveau n rencontre celles de niveaux n − 1 et n + 1 pour
|n| < N − 1. Comme FN,α n’a pas de connexion, FN,α est périodique ou minimal
d’après le théorème 3.4.1. Le cas périodique a été décrit dans la démonstration de
la proposition 3.4.4 : une condition nécessaire est que les composantes connexes
de l’espace des phases soient cycliquement permutées par l’échange d’intervalles
généralisé. Comme ce n’est pas le cas pour FN,α, on conclut que FN,α est minimal.
On a donc ∪

k∈Z
F k
N,α(I) = (−N,N)× T.

Il existe donc, par compacité de (−N,N)× T, un entier M tel que∪
|k|⩽M

F k
N,α(I) = (−N,N)× T.
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Rappelons que J < N donc [−J, J ] ⊂ (−N,N). Par définition de FN,α, une
itération de cette transformation correspond à une ou deux itérations de Fj(α). On
a donc ∪

|k|⩽2M

F k
j(α)(I) ⊃ [−J, J ]× T.

Ceci montre que j(α) appartient à l’intersection de V et de U(I, J). La démons-
tration du théorème est complète.

Remarque 23. Dans la version classique du théorème de Keane ou la proposition
3.5.1, la minimalité obtenue dans la conclusion (en l’absence de connexion) a un
sens plus fort : toute demi-orbite infinie est dense. Une telle conclusion ne saurait
avoir lieu pour les transformations Fα, comme nous l’a fait observer P. Le Calvez.

Proposition 3.6.2. Soit X un espace localement compact, non-compact. Soit T :

X → X un homéomorphisme. Alors il existe x ∈ X tel que O+(x) n’est pas dense
dans X.

Démonstration. Supposons que toute demi-orbite positive est dense.
Soit K un compact d’intérieur non-vide. Pour tout x ∈ K, il existe n(x) > 0 tel

que Tn(x)(x) ∈ int(K).
Pour tout x il existe donc un voisinage V (x) tel que Fn(x)(V (x)) ⊂ int(K).
Comme K est compact, alors il existe N , x1, . . . , xn ∈ K tels que K ⊂∪N

i=1 V (xi).
Pour tout y ∈ K, il existe n entre 0 et maxn(xi) tel que Tn(y) ∈ K. Le temps de

retour dans K est borné. Donc
∪

0≤n≤maxn(xi)
Tn(K) est invariant compact. C’est

un ensemble d’intérieur non-vide et aucun de ses éléments ne possède d’orbite future
dense dans X.

Nous avons vu dans la section 2.7 les objets suivants
• un espace localement compact Xα, non compact
• un homéomorphisme fα : Xα → Xα

• une application continue surjective h : Xα → Z× T.
où h est une semi-conjugaison entre T et fα.

La proposition 3.6.2 s’applique à fα. Via h, nous obtenons comme corollaire
l’absence de � demi-minimalité future � ni � passée � pour les transformations Fα

dans notre famille.

Corollaire 3.6.3. Supposons que l’ensemble des connexions de Fα est fini. Pour
tout α ∈ TZ, il existe z ∈ Z× T tel que la Fα

k(z) est défini pour tout temps k mais
O+(z) n’est pas dense dans Z× T.

Démonstration. D’après la proposition 3.6.2, l’ensemble des w ∈ Xα tels que O+(w)

n’est pas dense dans Xα est non-vide.
Prenons w ∈ Xα tel que O+(w) n’est pas dense dans Xα.
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• Supposons que h(fk
α(w)) ̸∈ sing(Fα) pour tout k > 0. Alors z = h(w) ∈ Z× T

a une demi-orbite positive définie pour tout temps qui n’est pas dense.
• Supposons qu’il existe k > 0 tel h(fk

α(w)) ∈ sing(Fα), alors h(fk+1
α (w)) ∈

sing(Fα
−1). Comme Fα n’a qu’un nombre fini de connexions, il existe un k

maximal tel que h(fk
α(w)) ∈ sing(Fα). Alors z = h(fk+1

α (w)) a une demi-
orbite positive définie pour tout temps et cette orbite n’est pas dense.

Remarque 24. Dans le cas où la suite de rotations α est constante irrationnelle,
David Ralston a calculé la dimension de Hausdorff typique de l’ensemble des points
d’un niveau donné dont la démi-orbite positive ne passe jamais en dessous de ce
niveau [Ral14].
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4.1 Dans ce chapitre
Nous montrons ici que Fα est typiquement conservative et ergodique.

4.2 Définitions
Définition 36. Soit T : X → X une application d’un ensemble X dans lui-
même. Un sous-ensemble A de X est errant s’il ne rencontre aucun des ensembles
Tn(A), n > 0.

Dans les définitions suivantes, (X,B, µ) est un espace mesuré.

Définition 37. Une transformation mesurable T : X → X est non-singulière si,
pour toute partie mesurable A de X, on a µ(A) = 0 si et seulement si µ(T−1A) = 0.

Définition 38. Une transformation non-singulière T : X → X est dissipative si
elle possède un ensemble errant de mesure positive. Elle est conservative dans le
cas contraire.

D’après le théorème de récurrence de Poincaré, si la mesure µ est finie et T

préserve µ, alors T est conservative.



60 Chapitre 4. Ergodicité et conservativité

Définition 39. Une transformation non-singulière T : X → X est ergodique si
les sous-ensembles invariants sont de mesure nulle ou totale (c’est-à-dire que leur
complémentaire est de mesure nulle).

4.3 Rapport entre conservativité et ergodicité
Un système conservatif peut tout à fait ne pas être ergodique.

Exemple 3. Si T : X → X et S : Y → Y sont deux systèmes conservatifs, alors le
système qu’ils définissent sur l’union disjointe de X et Y est aussi conservatif. Mais
ce système ne pourra pas être ergodique car X et Y sont tous les deux de mesure
positive.

Mais est-ce qu’un système ergodique peut ne pas être conservatif ? Oui, comme
le montre l’exemple 4.

Exemple 4. Considérons l’ensemble des entiers relatifs Z muni de la mesure de
comptage. La translation n 7→ n + 1 est une transformation preservant la mesure
sur Z.

Par le principe de récurrence, la translation est une transformation ergodique.
En effet n’importe quel sous-ensemble de mesure positive est non-vide. Et n’importe
quel sous-ensemble invariant contient n − 1 et n + 1 dès qu’il contient n. Donc
n’importe quel sous-ensemble invariant de mesure positive est Z tout entier.

Cependant, la translation sur les entiers n’est pas une transformation conser-
vative. En effet, pour n’importe quel n, l’ensemble singleton {n} est un ensemble
errant.

Cependant, il est possible de montrer que l’exemple de la translation sur les en-
tiers est essentiellement le seul exemple inversible ayant l’ergodicité sans la conser-
vativité.

Proposition 4.3.1. Soit (X,B, µ) un espace mesuré et T : X → X une trans-
formation inversible non-singulière. Supposons que T soit ergodique et dissipative.
Alors µ est purement atomique et les supports des atomes de µ forment une orbite
de T .

Démonstration. Soit U un sous-ensemble errant de mesure positive. Comme T est
ergodique, le complété dynamique U∗ :=

∪
k∈Z

T k(U) est invariant, donc de me-

sure totale. Si on pouvait écrire U comme union de deux ensembles disjoints U1, U2

de mesure positive, leurs complétés dynamiques formeraient une partition de X

mod.0 en ensembles invariants de mesure positive, contredisant l’ergodicité de T .
Donc la restriction de µ à U est constituée d’un unique atome et la preuve de la
proposition est complète.

En particulier, comme la mesure de Lebesgue sur Z × T n’a pas d’atome, une
transformation Fα qui est ergodique est aussi conservative.
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4.4 Une condition suffisante pour la conservativité
Dans cette section, (X,B, µ) est un espace mesuré et T : X → X est une

transformation inversible préservant la mesure.
Si la mesure µ est finie, alors T est conservative d’après le théorème de récurrence

de Poincaré.
De façon à peine plus générale, si µ est infinie, mais X est union croissante d’une

suite (Xn) de sous-ensembles invariants de mesure finie, alors T est conservative : en
effet, un ensemble errant rencontre chacun des Xn suivant un ensemble de mesure
nulle.

Nous allons voir qu’on peut affaiblir dans l’assertion précédente l’hypothèse
d’invariance des Xn.

Définition 40. Soit ε > 0. Une partie Y ⊂ X est ε-invariante si la mesure de
T (Y )\Y est ⩽ ε.

Avoir un seul ensemble ε-invariant n’est pas très interessant, ce qui est plus
intéressant pour nous, c’est de faire une exhaustion de l’ensemble tout entier par
des ensembles presqu’ invariants.

Définition 41. Une suite de boîtes presque invariantes est une suite crois-
sante de parties Xn ⊂ X vérifiant
• la réunion des Xn est égale à X ;
• chaque Xn est de mesure finie ;
• la suite εn := µ(T (Xn)\Xn) tend vers 0.

Ce qui nous intéresse dans la définition des boîtes presque invariantes, c’est
d’avoir suffisamment d’ensembles presque invariants pour contrôler n’importe quel
autre sous-ensemble, notamment les candidats à être des sous-ensembles errants.

Proposition 4.4.1. (Lemme des boîtes) Si T possède une suite de boîtes presque
invariantes, alors T est conservative.

Démonstration. Soit (Xn) une suite de boîtes pour T .
Soit U ⊂ X un sous-ensemble de mesure positive. Nous voulons montrer que

U n’est pas errant. Quitte à intersecter avec une boîte presque invariante, nous
pouvons supposer que U est inclus dans toutes les boîtes Xn pour n suffisamment
grand.

Soit n tel que εn < µ(U) et U ⊂ Xn. Considérons l’ensemble Ai des points de
U qui sortent de Xn au temps i, comme suit :

Bi =
{
x ∈ U

∣∣∣0 ≤ k ≤ i⇒ T k(x) ∈ Xn

}
Ai = Bi−1 \Bi

(4.1)

Les ensembles T i(Ai) sont inclus dans l’ensemble T (Xn) \Xn. Il s’ensuit que la
mesure de leur réunion ne peut pas dépasser εn.

Maintenant, de deux choses l’une :



62 Chapitre 4. Ergodicité et conservativité

• soit il existe i ̸= j tels que la mesure de T i(Ai) ∩ T j(Aj) est > 0. Comme les
ensembles Ai, Aj sont des sous-ensembles de U , on en déduit que U n’est pas
errant.

• soit pour tous i ̸= j la mesure de T i(Ai) ∩ T j(Aj) est nulle. Dans ce cas :

µ

(
∞∪
i=0

Ai

)
=

∞∑
i=0

µ (Ai) =
∞∑
i=0

µ
(
T i(Ai)

)
≤ µ

(
T (Xn) \Xn

)
≤ εn < µ(U).

(4.2)

Il s’ensuit que l’ensemble des points de U qui ne sortent jamais de la boîte Xn

est un ensemble de mesure positive. Ce ne peut donc pas être un ensemble
errant, parce que s’il l’était, son complété dynamique serait de mesure infinie
tout en étant inclus dans la boîte Xn de mesure finie.

Donc, dans tous les cas U n’est pas errant.

4.5 Conservativité générique et presque-sûre
De la proposition 4.4.1 on va déduire une condition suffisante pour que Fα soit

conservative, et on verra que cette condition est satisfaite génériquement et presque-
sûrement. Nous commençons par un lemme technique.

Le lemme 4.5.1 nous servira à trouver une condition suffisante pour que Fα

possède une suite de boîtes presque invariantes. Il exprime la mesure des points
qui traversent un niveau donné en deux itérations. Rappelons que dans le chapitre
2 nous avons introduit une notation pour l’ensemble des points qui changent de
niveau d’une certaine façon pendant un temps fixé (définition 18). Si s est une suite
finie de k flèches montantes (↑) ou descendantes (↓), Zs dénote l’ensemble des points
qui pendant les k itérations suivantes changent de niveau selon la suite s.

Lemme 4.5.1. Pour tout n la mesure des points qui passent du niveau n − 1 au
niveau n+1 en deux itérations est égale à la distance dans T de αn à 1

2 . Autrement
dit :

λ
(
Z↑↑
n−1

)
= λ

(
Z↓↓
n+1

)
= dT

(
αn,

1

2

)
(4.3)

Démonstration. On calculera seulement la mesure de Z↑↑
n−1 puisque le calcul pour

Z↓↓
n+1 est en tout point similaire.

D’abord, par la définition de Fα, on obtient que

Fα

(
{n− 1} × Z↑

n−1

)
= {n} ×

(
0,

1

2

)
(4.4)

donc

F 2
α

(
{n− 1} × Z↑↑

n−1

)
=

 {n+ 1} ×
(
αn,

1
2

)
, si 0 ≤ αn ≤ 1

2

{n+ 1} ×
(
0, 12 + αn

)
, si −1

2 ≤ αn ≤ 0.
(4.5)
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Comme Fα préserve la mesure, l’équation 4.5 permet de conclure que

λ
(
Z↑↑
n−1

)
=

{
1
2 − αn , si 0 ≤ αn ≤ 1

2
1
2 + αn , si −1

2 ≤ αn ≤ 0
= dT

(
1

2
, αn

)
(4.6)

La proposition 4.5.2 est la clé pour obtenir le résultat principal de cette section,
à savoir que les systèmes de la famille Fα sont presque sûrement et génériquement
conservatifs.

Proposition 4.5.2. Soit Cons l’ensemble défini par.

Cons =
{
α ∈ TZ

∣∣∣∣∣lim inf
n→+∞

dT

(
αn,

1

2

)
= lim inf

n→−∞
dT

(
αn,

1

2

)
= 0

}
(4.7)

Alors Fα est conservatif pour tout α ∈ Cons.

Démonstration. Pour tout couple d’entiers m,n, avec n−m > 1 définissons

Y (m,n) = (m,n)× T, X(m,n) = Y (m,n) ∪ Fα(Y (m,n)).

On a alors

Fα(X(m,n))\X(m,n) = F 2
α(Z

↑↑
n−1) ∪ F 2

α(Z
↓↓
m+1).

D’après le lemme 4.5.1 on obtient

λZ(Fα(X(m,n))\X(m,n)) = dT

(
αn,

1

2

)
+ dT

(
αm,

1

2

)
.

Supposons que α ∈ Cons. Il existe alors une suite strictement croissante d’entiers
positifs (nk) et une suite strictement décroissante d’entiers négatifs (mk) telles que

lim
k→∞

dT

(
αnk

,
1

2

)
= lim

k→∞
dT

(
αmk

,
1

2

)
= 0.

La suite (Xk) :=
(
X (mk, nk)

)
est alors une suite de boîtes presque invariantes

pour Fα. La proposition 4.4.1 permet de conclure que Fα est conservative.

On a donc montré une condition suffisante pour avoir la conservativité de Fα.
Voyons maintenant que les paramètres satisfont cette condition génériquement et
presque sûrement.

Lemme 4.5.3. L’ensemble Cons défini par (4.7) est en même temps un ensemble
Gδ-dense et un ensemble de mesure totale.
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Démonstration. Pour ε > 0, m ∈ Z posons

Aε,m =

{
α ∈ TZ

∣∣∣∣∣dT
(
αm,

1

2

)
< ε

}
(4.8)

alors on a

Cons =
∩
k≥2

∞∩
n1


 ∪

m<−n

A 1
k
,m

 ∩
 ∪

m>n

A 1
k
,m


 (4.9)

Les ensembles Aε,m sont ouverts. Étant une intersection dénombrable d’ouverts,
Cons est un ensemble Gδ. Chaque ensemble

∪
m<−n

A 1
k
,m, de même que chaque en-

semble
∪

m>n
A 1

k
,m, est dense. L’ensemble Cons est donc un ensemble Gδ-dense.

Pour ce qui est de la mesure, on calcule d’abord la mesure des ouverts dans la
formule (4.9). Pour 0 < ε ≤ 1

2 , on a

λZ (Aε,m

)
= 2ε (4.10)

d’où

λZ


 ∪

m>n

Aε,m

∁
 = λZ

 ∩
m>n

A∁
ε,m

 = lim
m→∞

∏
m>n

λZ
(
A∁

ε,m

)
= 0. (4.11)

L’ensemble
∪

m>n
Aε,m est donc un ensemble de mesure totale. Un calcul tout à

fait analogue montre qu’il en est de même pour les ensembles
∪

m<−n
Aε,m. Étant

une intersection dénombrable d’ensembles de mesure totale, Cons est lui aussi un
ensemble de mesure totale.

Maintenant on peut conclure.

Théorème 4.5.4. Fα est génériquement et presque-sûrement conservative.

4.6 Ergodicité générique
Nous avons montré que pour tout α dans

Cons =
{
α ∈ TZ

∣∣∣∣∣lim inf
n→+∞

dT

(
αn,

1

2

)
= lim inf

n→−∞
dT

(
αn,

1

2

)
= 0

}
Fα est conservative.

D’après le lemme 4.5.3, l’ensemble Cons est une partie Gδ-dense de TZ, donc un
espace de Baire.

Nous allons montrer que l’ensemble des paramètres dans Cons pour lesquels Fα

est ergodique contient un ensemble Gδ-dense.
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Lemme 4.6.1. Si Fα est conservative alors pour chaque niveau n ∈ Z, l’application
de premier retour

Rn : {n} × T→ {n} × T

est définie presque partout.

Démonstration. Sinon, il existe un sous-ensemble de mesure positive dans {n} × T
dont les itérations positives ne reviennent jamais à {n} × T. En particulier, cet
ensemble est errant mais ce n’est pas possible car Fα est conservative.

Proposition 4.6.2. Si Fα est conservative, alors

Fα est ergodique⇔ ∀n : Rn est ergodique

Démonstration. Rappelons que nous avons adopté dans le chapitre 2 la notation
suivante : pour toute partie A de Z× T et tout n ∈ Z, on pose :

An = A ∩ ({n} × T)

Supposons que Fα est ergodique. Soit n ∈ Z. Soit B ⊂ {n} × T un ensemble
Rn-invariant de mesure positive. Considérons B∗, le complété dynamique par Fα

de B :
B∗ =

∪
k∈Z

Fα
k(B) (4.12)

B∗ est un ensemble Fα-invariant, de mesure positive puisqu’il contient B. Comme
Fα est ergodique, le complémentaire de B∗ est de mesure nulle, en particulier chaque
B∗

m est de mesure totale. Comme B est Rn-invariant, alors B = B∗
n donc B est de

mesure totale.
Réciproquement, supposons que chaque Rn est ergodique. Soit A un ensemble

mesurable Fα-invariant, alors chaque An est un ensemble Rn-invariant. Il est donc
de mesure totale ou de mesure nulle. Par définition de Fα nous remarquons que

Fα(An) ⊂ An−1 ∪An+1.

Si An est de mesure totale alors An−1 et An+1 sont au moins de mesure 1
2 et donc

de mesure totale.
Il s’ensuit que, soit tous les An sont de mesure nulle et A est de mesure nulle,

soit tous les An sont de mesure totale est A est de mesure totale.
Donc Fα est ergodique.

Donc, ce que nous devons montrer, c’est que pour chaque n, Rn est ergodique
pour un α ∈ TZ générique. Il suffit de traiter le cas n = 0. Nous adoptons la notation
R = R0.

Pour tout φ ∈ L2(T) et tout k ∈ N∗ considérons la somme de Birkhoff

Skφ :=
k−1∑
i=0

φ ◦Ri

.
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Définition 42. Pour tout φ ∈ L2(T) et tout ε > 0, définissons l’ensemble :

W (φ, ε) :=

{
α ∈ Cons | ∃k > 0,

∥∥∥∥1kSkφ−
∫
T
φ

∥∥∥∥
L2

< ε

}

Proposition 4.6.3. Pour tout φ ∈ C(T) et tout ε > 0, l’ensemble W (φ, ε) est
ouvert dans Cons.

Démonstration. Soit α ∈ W (φ, ε). Par définition de W (φ, ε), il existe k ∈ N∗ tel
que : ∥∥∥∥1kSkφ−

∫
T
φ

∥∥∥∥
L2

< ε. (4.13)

On fixe dans la suite un entier k satisfaisant l’inégalité 4.13.
Posons ε1 = ε−

∥∥∥ 1
kSkφ−

∫
T φ
∥∥∥
L2

.
On va montrer que si α̃ ∈ Cons est assez proche de α, on a :∥∥∥∥1kSkφ−

1

k
S̃kφ

∥∥∥∥
L2

< ε1 (4.14)

où S̃kφ(x) =
∑k−1

i=0 φ ◦ R̃i(x) et R̃ est l’application de premier retour de Fα̃ sur le
niveau 0.

Soit J la famille au plus dénombrable des composantes connexes du domaine
de Rk. Soit J0 une sous-famille finie de J telle que

λ

 ∪
J∈J\J0

J

 <

(
ε1

4
∣∣|φ|∣∣C0

)2

. (4.15)

Soit J ∈ J0 ; nous désignons par J̌ l’intervalle de même centre que J de longueur(
1−

(
ε1

4||φ||C0

)2
)
|J |. On a :

∑
J∈J0

λ
(
J − J̌

)
<

(
ε1

4
∣∣|φ|∣∣C0

)2

(4.16)

Soit δ > 0 un nombre réel qui sera déterminé dans la suite. Il existe un voisinage
V = V (δ) de α dans Cons tel que, pour tout J ∈ J0, tout α̃ ∈ V , l’intervalle J̌ soit
inclus dans le domaine de R̃k et on ait

dT(R̃
i(x)−Ri(x)) < δ, ∀0 ≤ i ≤ k, ∀x ∈ J̌ (4.17)

Comme φ est uniformement continue, on peut choisir δ de façon à avoir, pour
|x− y| < δ,

dT(φ(x), φ(y)) <
ε1
2

(4.18)
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Pour α̃ ∈ V , J ∈ J0, x ∈ J̌ , on a alors

1

k

∣∣∣Skφ(x)− S̃kφ(x)
∣∣∣ ≤ ε1

2
(4.19)

Pour α̃ ∈ V , on a donc :

∑
J∈J\J0

∫
J

(
1
k

(
Skφ− S̃kφ

))2

≤ 4||φ||2C0λ

( ∪
J∈J\J0

J

)
≤ ε21

4∑
J∈J0

∫
J\J̌

(
1
k

(
Skφ− S̃kφ

))2

≤ 4||φ||2C0

∑
J∈J0

λ
(
J \ J̌

)
≤ ε21

4∑
J∈J0

∫
J̌

(
1
k

(
Skφ− S̃kφ

))2

≤ ε21
4

(4.20)

On obtient donc (4.14) lorsque α̃ ∈ V .

Proposition 4.6.4. Pour tout φ ∈ L2(T) et tout ε > 0, W (φ, ε) est dense dans
Cons.

Démonstration. Soit φ ∈ L2(T), ε > 0 et soit V une partie ouverte non vide de TZ.
On va montrer que V rencontre W (φ, ε). Quitte à rétrécir V , on peut supposer qu’il
existe un entier positif M et des intervalles ouverts V−M , . . . , VM de T tels que

V = {α ∈ TZ | αn ∈ Vn, ∀n ∈ [−M,M ]}.

Pour α ∈ T[−M,M ], on note j(α) l’élément de TZ dont les coordonnées d’indice
∈ [−M,M ] sont celles de α et les autres coordonnées sont égales à 1/2. On a
j(α) ∈ Cons. On a vu au chapitre 2, proposition 2.8.1, que l’application de premier
retour de Fj(α) sur [−M,M ]× T était l’application Pα définie par

Pα(n, x) =


(n,Rαn+

1
2
(x)) si n = M et Rαn(x) ∈ (0, 12)

(n,Rαn+
1
2
(x)) si −M = n et Rαn(x) ∈ (−1

2 , 0)

Fα(n, x) sinon

On a aussi construit au chapitre 2, section 2.8, une surface de translationM(α)

qui est la suspension (à hauteur constante égale à 1) de Pα. Notons 1 l’élément de
R[−M,M ] dont toutes les coordonnées sont égales à 1.

On a vu au chapitre 2, section 2.8.3, que, pour tout t ∈ R, la surface de trans-

lation M(α + t1) se déduisait de M(α) par l’action de l’élément
(

1 −t
0 1

)
de

SL(2,R).
Considérons α ∈ T[−M,M ]. D’après le théorème de Kerckhoff-Masur-Smillie

[KMS85], le flot vertical de M(α + t1) est uniquement ergodique pour presque
tout t ∈ R. On peut donc trouver α ∈

∏M
−M Vn tel que le flot vertical deM(α) soit

uniquement ergodique.



68 Chapitre 4. Ergodicité et conservativité

Mais alors Pα est ergodique et il en est de même de son application de retour R

sur {0}×T. Observons que R est aussi l’application de retour de Fj(α) sur {0}×T.
Comme R est ergodique, le paramètre j(α) appartient à W (φ, ε) car les moyennes

ergodiques de φ convergent dans L2(T) vers φ d’après le théorème ergodique de Von
Neumann. Le paramètre j(α) appartient aussi à V . L’intersection W (φ, ε)∩V n’est
donc pas vide.

Soit D une partie dénombrable dense de L2(T) formée de fonctions continues.
Définissons

E :=
∩
φ∈D

∞∩
k=1

W (φ,
1

k
) =

∩
φ∈D

∩
ε>0

W (φ, ε).

D’après les propositions 4.6.3 et 4.6.4, E est une partie Gδ-dense dans l’espace
de Baire Cons.

Lemme 4.6.5. Soit α ∈ E. Pour tout f ∈ L2(T), tout ε > 0, on a α ∈W (f, ε).

Démonstration. Soit φ ∈ D tel que ∥f − φ∥L2 < ε
3 .

Comme α ∈W
(
φ, ε3

)
, il existe k > 0 tel que∥∥∥∥1kSkφ−

∫
T
φ

∥∥∥∥
L2

<
ε

3
(4.21)

On a d’autre part ∥∥∥ 1
kSkφ− 1

kSkf
∥∥∥
L2
≤ ∥φ− f∥L2 < ε

3∥∥∥∫T φ− ∫T f∥∥∥L2
≤ ∥φ− f∥L2 < ε

3

(4.22)

On conclut que α ∈W (f, ε)

Proposition 4.6.6. Si α ∈ E, alors R est ergodique.

Démonstration. Soit f ∈ L2(T) une fonction R-invariante.
On a donc 1

kSkf = f pour tout k > 0.
Soit ε > 0. Par le lemme 4.6.5, α ∈W (f, ε), donc il existe k > 0 tel que∥∥∥∥f − ∫ f

∥∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥1kSkf −
∫
T
f

∥∥∥∥
L2

< ε (4.23)

Comme ε > 0 est arbitraire, on a f =
∫
T f λ-presque partout et f est donc constante

λ-presque partout.
Les seules fonctions Fα-invariantes sont les fonctions constantes. Cela signifie

que R est ergodique.

Théorème 4.6.7. Fα est ergodique pour un α générique.

Démonstration. Cela suit des propositions 4.6.4, 4.6.3 et 4.6.6.



Chapitre 5

Simulations numériques

Sommaire
5.1 Dans ce chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.2 Orbite d’un point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.3 Orbite d’un niveau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.4 Code Maxima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.1 Dans ce chapitre

Au début de la thèse, j’ai réalisé quelques simulations numériques, avec le but
de me familiariser avec la famille {Fα} et d’éventuellement émettre quelques conjec-
tures. Pour cela j’ai utilisé deux logiciels : Maxima et SciLab. Dans ce chapitre, je
montre quelques exemples (en Maxima) et j’explique brièvement le code. Pour ne
pas alourdir le texte, le code est regroupé dans la section 5.4.

Problème : Lorsque k est grand, quel est l’ordre de grandeur typique de
n(Fα

k(0, x)) (x étant tiré aléatoirement dans T et α dans TZ) ?

5.2 Orbite d’un point

Nous tirons au hasard un point sur le niveau 0 et une suite α. Nous tilisons la
fonction evolution2dmod dans Maxima pour calculer et dessiner les 65000 premiers
itérés de ce point.

Par exemple, lorsque le point tiré au sort est z = (0,−0.042851999966329), et les
paramètres de rotation αn tirés au sort sont donnés par la table (5.1), le 65000-ième
itéré de z est (−3, 0.18300927251027), et l’orbite de z est dessinée dans la figure 5.1.
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Figure 5.1 – Une orbite de Fα

n αn

−16 0.37661758595722117

−15 0.06094607112936612

−14 0.2741308223589196

−13 −0.45352516146949196
−12 0.34103127496174923

−11 0.1396886523764258

−10 −0.34688506817178943
−9 −0.42023259727954
−8 −0.42318770468617783
−7 0.05494099327252999

−6 −0.3426233582344742
−5 0.018312778081162495

−4 0.34374906245152115

−3 −0.3185107853044773
−2 −0.2361205776418822
−1 −0.4255866787264875
0 0.15459730786128634

1 −0.38582372270439014
2 −0.27509187769182253
3 0.4276687310621847

4 0.30090983387530157

5 −0.17547662171076506
6 −0.17547662171076506
7 −0.0822469629631648

(5.1)
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Cet exemple est visiblement different de ce qui se passe pour une marche aléa-
toire sur Z. On peut le visualiser en changeant légèrement la définition de la coor-
donnée entière de Fα, de sorte à ce que les paramètres de rotation αn soient retirés
au sort à chaque visite au niveau n. Si on remplace la définition de la première
coordonnée de Fα, F1, par :

F[1](n,x):=n+(if xact>=0
then (alpha[n+1]:random(1.0)-0.5,(if n=nmax then nmax:n+1),+1)
else (alpha[n-1]:random(1.0)-0.5,(if n=nmin then nmin:n-1),-1));

alors en relancant la fonction evaluation2dmod j’obtiens que le 20000-ième itéré de
z = (0, 0.41482358355533) est (5,−0.09064471862578). Le tracé des premiers 20000
itérés de z se trouve sur la figure 5.2 :

Figure 5.2 – Une orbite de la marche aléatoire

On remarque que dans le deuxième cas, les niveaux visités par l’orbite s’éloignent
beaucoup plus du niveau de départ. Je ne présente ici que ces deux exemples mais
j’ai fait les mêmes observations sur plusieurs autres exécutions de mon code.

Or, dans le cas de la marche aléatoire, on sait grace au théorème central limite,
que l’orbite s’éloigne typiquement de

√
k de son niveau de départ au bout de k

itérations. Apparemment, ce n’est pas typiquement le cas des orbites de Fα. Le but
de la prochaine section est de faire quelques simulations pour estimer ce paramètre
de diffusion dans le cas de Fα.

5.3 Orbite d’un niveau
Cette fois on prend le niveau 0 et on regarde comment se distribuent les orbites

de tous les points dans ce niveau. Plus précisement, si λ0 est la mesure de Lebesgue
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sur {0} × T alors
λ(k, α) := (Fα

k)∗(λ0)

est une mesure de probabilité sur Z× T. La mesure

µ(k, α) = n∗(λ(k, α))

est alors une mesure de probabilité sur Z.
Nous allons calculer la moyenne de µ(k, α) pour un certain nombre de tirages

aléatoires de α.
La fonction utilisée pour cette partie est seg1step.
Pour k = 101 et 10 tirages on obtient une distribution de moyenne µ101 =

−0.96145313976103 et variance σ101 = 3.507764473466828. Son graphe se trouve
dans la figure 5.3.

Figure 5.3 – Distribution au bout de 101 itérations, moyenne de 10 tirages

Pour k = 1001 itérations et 4 tirages on obtient une distribution de moyenne
µ1001 = 0.16596479657475 et variance σ1001 = 2.430342819333646. Son graphe se
trouve dans la figure 5.4.

On notera que la variance σ101 est plus grande que celle pour k = 1001. Il semble
que la croissance de σk avec k soit assez lente.

5.4 Code Maxima

Pour chaque x ∈ T, R(x) est la projection de x dans
[
0, 12

)
.
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Figure 5.4 – Distribution au bout de 1001 itérations, moyenne de 4 tirages

R(x):=mod(x+0.5,1.0)-0.5;

Les coordonnées de la fonction Fα sont F1 et F2. Nous calculons α au fur et à mesure,
dès qu’on arrive à un niveau n′ qui n’a pas encore été visité, on tire au sort αn′ .

F[2](n,x):=(xact:R(x+alpha[n]));
F[1](n,x):=n+(if xact<0

then ((if n=nmin then (alpha[n-1]:random(1.0)-0.5,nmin:n-1)),nact=n-1,-1)
else ((if n=nmax then (alpha[n+1]:random(1.0)-0.5,nmax:n+1)),nact=n+1,+1));

Pour chaque z = (n, x) ∈ Z× T, evolution2dmod([n, x], k) calcule l’orbite posi-
tive de z jusqu’au temps k, et la dessine. Cette fonction accepte les mêmes options
graphiques que plot2d.

evolution2dmod(initial, k, [options]) :=
block
([n:initial[1],x:initial[2],xaux,data:[],kwds:[],numer:true,float:true],
print("Nous regardons l'orbite du point de position ",x," au niveau ",n,"."),
for i thru length(options) do

(if not listp(options[i]) then error("Wrong option", options[i]),
kwds: cons(options[i][1], kwds)),

for i thru k do
((data: cons([x, n], data)),
xaux: F[2](n,x),
if not numberp(xaux) then

error("Function",'F[1],"gave a non-numerical value:", xaux),
n: F[1](n,x),
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if not numberp(n) then
error("The function",'F[2],"gave a non-numerical value:", y),

x: xaux),
nact:n,
if not member('xlabel,kwds) then

options: endcons(['xlabel,'niveau],options),
if not member('ylabel,kwds) then

options: endcons(['ylabel,'position],options),
if not member('style,kwds) then options: endcons(['style,'points],options),
options: cons(['discrete, data], options),
print("Après ",k-1,"itérations, la position est ",x," et le niveau ",n,"."),
print("Graph passed to plot2d..."),
apply(plot2d, options));

Pour le calcul de la transformation sur des segments, chaque segment est repre-
senté par un octuplet (x, y, n, nmin, nmax, tmin, tmax, t) si le segment est (x, y) sur le
niveau n et que
• nmin est le niveau le plus bas déjà visité par le segment ;
• nmax est le niveau le plus haut déjà visité par le segment ;
• tmin est le temps mis pour arriver pour la première fois au niveau nmin ;
• tmax est le temps mis pour arriver pour la première fois au niveau nmax ;
• t est le temps (nombre d’iterations depuis le segment de départ).
Les fonctions seg1stepplus et seg1stepminus calculent une seule itération de

Fα sur un intervalle.

seg1stepplus(p):=block(
[u,v,alpha,seg],alpha:par[p[3]],
u:R(p[1]+alpha),v:R(p[2]+alpha),
if p[1]=-0.5 and p[2]=0.5 then seg:[0,0.5]
elseif u<=0 and v>0 then seg:[0, v ]
elseif u>=0 and u<v then seg:[u, v ]
elseif u>=0 and v<=0 then seg:[u,0.5]
else return([]),
if nmax=p[3]
then (nmax:p[3]+1,

par[nmax]:random(1.0)-0.5),
if p[5]<p[3]+1
then append(seg,[p[3]+1,p[4],p[3]+1,p[6],p[8]+1,p[8]+1])
else append(seg,[p[3]+1,p[4], p[5] ,p[6], p[7] ,p[8]+1]));

seg1stepminus(p):=block(
[u,v,niv,alpha],alpha:par[p[3]],
u:R(p[1]+alpha),v:R(p[2]+alpha),
if p[1]=-0.5 and p[2]=0.5 then seg:[-0.5,0]
elseif u<v and v<=0 then seg:[ u ,v]
elseif u<0 and v>=0 then seg:[ u ,0]
elseif u>=0 and v<=0 then seg:[-0.5,v]
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else return([]),
if nmin=p[3]
then (nmin:p[3]-1,

par[nmin]:random(1.0)-0.5),
if p[4]>p[3]-1
then append(seg,[p[3]-1,p[3]-1,p[5],p[8]+1,p[7],p[8]+1])
else append(seg,[p[3]-1, p[4] ,p[5], p[6] ,p[7],p[8]+1]));

On conserve les orbites des segments comme des files de segments, c’est pourquoi
nous avons besoin de la fonction lastpush.

load(basic)$lastpush(c,l)::=(symbolcheck(l),buildq([c,l],l:endcons(c,l)))$

La fonction seg1step, étant donnée une liste de segments segs la transforme
en sa liste de segments images.

seg1step():=block(
[s,as,ns],
s:length(segs),
for i:1 thru s do

(as:pop(segs),
ns:seg1stepminus(as),
if length(ns)>0 then

lastpush(ns,segs),
ns:seg1stepplus(as),
if length(ns)>0 then
lastpush(ns,segs))
);

Avant de lancer des calculs, s’il y a besoin de réinitialiser (ou initialiser) les
paramètres de rotation, on le fait comme suit :

(n0:0,nmax:n0,nmin:n0,x0:random(1.0)-0.5);
(remarray(alpha),alpha[n0]:random(1.0)-0.5);
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Résumé : L’objet de cette thèse est l’étude des propriétés typiques d’une famille
de transformations du cylindre discret Z×T (où T = R/Z est le cercle de longueur
un), consistant à appliquer une rotation à chaque cercle du cylindre, puis couper
tous les cercles en deux et déplacer une moitié de chaque cercle d’un niveau vers le
bas et l’autre moitié d’un niveau vers le haut.
Cette étude s’appuie sur des résultats existants en théorie des échanges d’intervalles
et en théorie des surfaces de translation compactes.
Tout d’abord, nous démontrons que pour presque toute suite bi-infinie de rotations,
le système obtenu est conservatif (c’est-à-dire qu’il n’y a pas d’ensemble errant de
mesure positive).
Ensuite, nous démontrons que pour un ensemble Gδ-dense de paramètres, le sys-
tème est à la fois conservatif, minimal et ergodique.
La famille de transformations étudiée a un rapport heuristique avec une famille de
billards planaires, ainsi qu’une traduction en termes de flots sur certaines surfaces
de translation de genre infini. Ce lien est expliqué dans les premiers chapitres de la
thèse. Le dernier chapitre présente quelques expériences numériques.

Mots clés : Billards polygonaux, théorie ergodique, systèmes dynamiques

Abstract : The main objective of this thesis is the study of the typical dynamical
behaviour of a family of transformations on the discrete cylinder Z × T (where
T = R/Z is the length one circle). Apply a rotation to every single circle of the
cylinder then cut every circle in two and move half of each circle one level down
and the other half one level up.
To achieve this goal, we use existing results about interval exchange transformations
and about compact translation surfaces.
First, we prove that for almost every bi-infinite sequence of rotations, the obtained
system is conservative (i.e. there is no wandering set of positive measure).
Next, we prove that for a Gδ-dense set of parameters, the described system is
ergodic, minimal and conservative.
This system is heuristically related to a family of planar billiards, it also has a
translation into flows on infinite genus translation surfaces.
Keywords : Polygonal billiards, ergodic theory, dynamical systems
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