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Résumé

Dans ce travail de these, il s’agit essentiellement de déterminer les propriétés mécaniques et physiques
linéaires effectives des composites dans lesquels I’interface entre deux phases n’est pas lisse mais tres
rugueuse. Une approche efficace pour surmonter les difficultés provenant de la présence de rugosités
d’interface consiste d’abord a homogénéiser une zone d’interface rugueuse comme une interphase équiv-
alente par une analyse asymptotique et ensuite a appliquer des schémas micromécaniques pour estimer
les propriétés effectives en tenant en compte de la présence de I’interphase équivalente. L’ objectif prin-
cipal de ce travail est de développer cette approche dans un cadre général ou la surface autour de
laquelle I'interface oscille périodiquement et rapidement peut étre courbée et les phénomenes physiques
concernés peuvent étre couplés. Pour atteindre cet objectif, la conduction thermique est premierement
étudiée comme un prototype des phénomenes de transport non couplés pour €laborer dans un cadre
simple les éléments essentiels de notre approche. Cette étude, préliminaire mais tres utile au vu de I’'im-
portance des phénomenes de transport, montre que des résultats généraux et compacts peuvent s’ obtenir
quand I’interface est ondulée dans une seule direction et que des méthodes numériques sont en général
nécessaires dans le cas ou I'interface oscille suivant deux directions. L’approche développée et les ré-
sultats obtenus pour la conduction thermique sont étendus d’abord a I’élasticité linéaire et ensuite aux
phénomenes physiques linéaires couplés tels que la thermoélectricité et la piézoélectricité. Dans ces cas
plus complexes, des résultats généraux sont obtenus pour les composites stratifiés avec les interfaces
ondulées dans une seule direction et des méthodes numériques sont élaborées pour les composites dans
lesquels les interfaces oscillent suivant deux directions.

Mots-clés : matériaux composites, homogénéisation, micromécanique, interfaces rugueuses, analyse
asymptotique, schémas micromécaniques, transformée de Fourier rapide, conduction thermique, élas-

ticité, phénomenes couplés.

Abstract

This work is essentially concerned with determining the effective linear mechanical and physical proper-
ties of composites in which the interface between two phases is not smooth but very rough. An efficient
approach to overcome the difficulties arising from the presence of interfacial roughness is first to ho-
mogenize a rough interface zone as an equivalent interphase by an asymptotic analysis and then to apply
micromechanical schemes to estimation of the effective properties while accounting for the equivalent in-
terphase. The present work aims mainly to develop this approach in a general situation where the surface
around which an interface oscillates periodically and quickly can be curved and the physical phenom-
ena involved can be coupled. To achieve this goal, thermal conduction is first studied as a prototype of

transport phenomena so as to elaborate key elements of our approach in a simple situation. This study,



even preliminary but very useful in view of the importance of transport phenomena, shows that general
and compact results can be obtained when the interface is corrugated in only one direction and that nu-
merical methods are generally required when an interface is curved along two directions. The approach
developed and the results obtained for thermal conduction are extended first to linear elasticity and then
to linear coupled physical phenomena such as thermoelectricity and piezoelectricity. In these more com-
plex cases, general results are obtained for composite laminates with interfaces oscillating in only one
direction, and numerical methods are elaborated for composites in which the interfaces oscillate in two
directions.

Keywords : composite materials, homogenization, micromechanics, rough interfaces, asymptotic analy-
sis, micromechanical schemas, fast Fourier transform, thermal conduction, elasticity, coupled phenom-

€na.
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Introduction

En mécanique des matériaux composites, I'interface entre deux phases constituantes d’un com-
posite est habituellement supposée lisse. Cependant, dans une variété de situations d’intérét pratique,
cette hypothese peut apparaitre trop idéale et sa relaxation devient indispensable. De plus, d’une facon
générale, une interface nominalement lisse a une échelle donnée se révele rugueuse a une autre échelle
plus fine. Ce travail de these vise a déterminer les propriétés mécaniques et physiques linéaires effectives
des composites dans lesquels I'interface entre deux phases n’est pas lisse mais trés rugueuse.

Les méthodes micromécaniques classiques (voir, par exemple, Mura, 1987 ; Nemat-Nasser et Hori,
1999 ; Milton, 2002 ; Torquato, 2002) ne sont plus applicables pour calculer les propriétés effectives
des composites quand I’interface entre deux phases est fortement rugueuse. Une approche efficace pour
surmonter les difficultés provenant de la présence de rugosités d’interface a été proposée dans le tra-
vail de these de H. T. LE (2011). Cette approche consiste d’abord a homogénéiser une zone d’interface
périodiquement rugueuse comme une interphase équivalente par une analyse asymptotique et ensuite a
appliquer des schémas micromécaniques pour estimer les propriétés effectives en tenant en compte de la
présence de I’interphase équivalente. Le travail de thése présent a pour objectif principal de développer
cette approche dans deux directions. Premierement, la surface autour de laquelle I’interface oscille péri-
odiquement et rapidement n’est plus nécessairement plane mais en général courbée. Deuxieémement, les
phénomenes physiques en jeu ne sont plus nécessairement isolés mais en général couplés.

La méthode d’analyse asymptotique adoptée pour homogénéiser une zone d’interface périodique-
ment rugueuse a été initiée par Kohler et al. (1981) et développée par un certain nombre de chercheurs
(Kohn et Vogelius, 1984 ; Nevard et Keller, 1997 ; Chechkin et al., 1999 ; Fyrillas et Pozrikidis, 2001 ;
Amirat et al. 2004, 2007, 2008 ; Kristensson, 2005 ; Blanchard et al. 2007 ; Madureira et Valentin, 2007 ;
Melnik et al. 2009 ; Vinh et Tung, 2010, 2010a). Le traitement des surfaces courbées est grandement
facilité sur le plan mathématique par 1’utilisation des coordonnées curvilignes orthonormées (voir, par
exemple, Van Bladel, 2001 ; Nelson, 2012).

Pour atteindre 1’objectif énoncé ci-dessus, ce mémoire de these est, a part 1’introduction et les con-
clusions, composé des 5 chapitres résumés ci-dessous.

Dans le premier chapitre, 1’étudie porte sur une interface entre les deux phases thermiques ondulée

périodiquement suivant une seule direction et autour d’une courbe lisse quelconque. En appliquant la
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méthode d’analyse asymptotique, la zone d’interface rugueuse bi-phasique est remplacée par une inter-
phase équivalente qui est homogene le long de la courbe mais hétérogene suivant la direction perpendic-
ulaire correspondante. Les conductivités de I’interphase équivalente sont analytiquement et exactement
données. Ce résultat est appliqué dans le cas d’un composite bidimensionnel ol des inclusions elliptiques
avec surfaces périodiquement rugueuses sont noyées dans une matrice. Les conductivités effectives du
composite a I’échelle macroscopique sont déterminées en utilisant la notion d’une inclusion enrobée
neutre.

Le deuxieme chapitre est dédié a I’étude d’une interface entre deux phases thermiques, qui oscille
autour d’une surface lisse quelconque et suivant deux directions. A 1’aide d’une analyse asymptotique,
la zone d’interface rugueuse est remplacée par une interphase équivalente qui est hétérogene suivant
son épaisseur mais homogene dans la surface transverse. La détermination du tenseur de conductivité
thermique de I’interphase équivalente nécessite la résolution d’un probleme d’homogénéisation 2D péri-
odique paramétré. Par conséquent, deux méthodes de résolution approximatives sont élaborées : une
basée sur le schéma auto-cohérent généralisé (SACG) et I’autre sur la méthode présentée par Chen et
Kuo (2005). Les résultats ainsi obtenus sont utilisés pour déterminer les conductivités effectives des
composites stratifiés dont I’interface entre deux couches oscille autour d’une surface plane et suivant
deux directions. Ces résultats sont finalement comparés avec ceux issus de la méthode des éléments
finis.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude d’une interface entre deux phases élastiques linéaires, qui est on-
dulée autour d’une surface lisse quelconque et suivant deux directions. Cette étude peut étre considérée
comme une extension de celle présentée dans le chapitre 2. L’application d’une analyse asymptotique
montre également que ’homogénéisation d’une zone d’interface périodiquement rugueuse comme une
interphase équivalente revient a résoudre un probléme d’homogénéisation 2D paramétré. Pour ceci, deux
méthodes sont proposées : une basée sur le SACG et 1’autre sur la transformée de Fourier rapide (TFR).
Ces deux méthodes sont appliquées pour trouver les modules élastiques effectifs des composites strati-
fiés dont I’interface entre deux couches est ondulée périodiquement et rapidement autour d’une surface
plane et suivant deux directions. Les résultats ainsi obtenus sont finalement validés a I’aide des résultats
numériques donnés par la méthode des éléments finis.

Dans le chapitre 4, une formulation générale permettant de traiter de facon unifiée les phénomenes
linéaires découplés et couplés est d’abord rappelée. A I’aide de cette formulation, les méthodes élaborées
et les résultats obtenus dans les trois chapitres précédents sont étendus au cas générique ot un nombre
fini quelconque de phénomenes linéaires découplés ou couplés sont concernés. Les résultats généraux
sont particularisés et illustrés pour la thermoélectricité et la piézoélectricité dans le cas ou les interfaces
oscillent périodiquement suivant une seule direction.

Dans le chapitre 5, la méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide (TFR) est

construite dans un contexte multi-physique et pour homogénéiser un composite 2D périodique dont la
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cellule de base est constituée d’une matrice avec une inclusion. Cette méthode, qui est beaucoup plus
rapide que la méthode des éléments finis pour traiter le probleme en question, peut étre en particulier
appliquée a ’homogénéisation d’une zone d’interface rugueuse périodique a condition d’introduire un
parametre qui définit la position ou se situe la surface composite périodique dans la direction de 1’é-
paisseur de la zone d’interface rugueuse. Des exemples sont étudiés et illustrés. Plus précisément, les
phénomenes traités sont la thermoélectricité et la piézoélectricité et les composites examinés sont des
stratifiés dont I'interface entre deux couches oscille rapidement et périodiquement autour d’un plan et
suivant deux directions. Les propriétés effectives de ces composites sont obtenus et comparés avec les
résultats numériques correspondants fournis par la méthode des éléments finis dans le logiciel Comsol
Multiphysique.

A la fin de ce mémoire, nous donnons des conclusions et présentons des perspectives de ce travail

de these.
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Chapitre 1

Interfaces thermiques ondulées autour

d’une courbe lisse quelconque

1.1 Equations fondamentales du probleme local

Dans un espace bidimensionnel Euclidien R?, considérer un volume représentatif élémentaire (VER),
), d’un milieu composite constitué d’une phase matrice, appelée la phase 2, dans laquelle sont noyées
des inclusions dénotées par la phase 1 (Fig. 1). Les deux sous-domaines de €2 occupés par les phases
1 et 2 sont désignés respectivement par 0@ et QW) Soit {e1, ez} une base orthonormée a laquelle est
associé le systeme des coordonnées cartésiennes (x1, x2). Afin de déterminer le tenseur de conductivité
thermique effectif du milieu composite en question, supposer que sur la frontiere 02 de €2 est prescrite
la température

0(x) =—ep-x, x€IN (1.1)
ou la composante normale du flux de chaleur
q(x) - v(x) =qo-v(x), x€ N (1.2)

Dans (1.1) et (1.2), eg et qg sont deux vecteurs constants et v est le vecteur unitaire normal sortant de
o0q.

Par hypothese, les matériaux formant la matrice et les inclusions sont curvilignement homogenes, péri-
odiques et parfaitement collés a travers les interfaces correspondantes. Précisément, par rapport au sys-
teme des coordonnées (y1, y2) associées a une base curviligne orthonormée {f;, f2}, le comportement de

conduction thermique de la phase 7 avec ¢ = 1, 2 est décrit par la loi de Fourier
q"" = —KOveW. (1.3)

Ici, g et 6 représentent respectivement le flux de chaleur et la température, et K@ est un tenseur

du second ordre caractérisant la conductivité thermique de la phase ¢. L’hypothese que les deux phases
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sont curvilignement homogenes consiste a dire que chacun des tenseurs de conductivité thermique K
est indépendant des coordonnées curvilignes (y1, y2). Cette hypothése implique que les phases sont ho-
mogenes par rapport aux coordonnées curvilignes (y1, y2) mais hétérogénes vis-a-vis des coordonnées
cartésiennes (x1, x2).

Dans (1.3), le gradient du champ de température () dépendant des coordonnées curvilignes orthogo-
nales (y1, y2) est calculé par

VoD =0t + 656 (1.4)

ou

1 0(e 1 0(e
(1= 2D (), = L0 (15)
hy 6y1 ho 3y2
avec h et ho étant les coefficients métriques des coordonnées curvilignes, qui sont détaillés dans 1’an-
nexe A. Le flux de chaleur locale q¥) doit satisfaire I’équation de la conservation de 1’énergie :
)ag(i)
ot

ot p(, n(d et c,(f) représentent respectivement la source de chaleur, la densité de masse et la capacité

thermique spécifique de la phase 7. La divergence du flux de chaleur V - q est calculée par

@ _ 1 g <h2q§i)> J (hlqg))

V- = + 1.7
4 hihs oY1 83/2 a7
avec
¢\ = —K;0Y) - Kj0). (1.8)
T X;(€y)
Q0

FIGURE 1.1: Composite biphasique avec des interfaces courbées rugueuses.

Dans ce travail, les interfaces entre la matrice et les inclusions sont supposées parfaites et périodique-

ment rugueuses suivant la direction curviligne f;. Plus Précisément, dans le systeme des coordonnées
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curvilignes orthogonales (y1,y2), I'interface I' entre la matrice et une inclusion peut étre exprimée

comme suit

_fo_ _ _n
F—{y—(yl,yz)éﬂlyz—v(a)a a= > } (1.9)

ol () est une fonction périodique a la période ¢, dont les valeurs minimale et maximale sont respec-
tivement ynin €t Ymaz. De plus, 'équation yo = () est supposée avoir deux solutions réelles dans
I'intervalle (0, €) pour chaque valeur de y2 € (Ymin, Ymaz)- L'interface I" est fortement rugueuse au sens
que la période € de () est trés petite par rapport a I'amplitude 6 = Yiaz — Ymin, ¢ est-a-dire que
0 < € < 4. Du fait que I'interface I' est parfaite, la température et la composante normale du flux de

chaleur sont continues a travers I :
[(0]] =0 et [[K;0,;n]] =0 (1.10)

ou [[e]] = o2 — o(1) dénote le saut de o et n; sont les composantes du vecteur normal unitaire sortant n

de I'interface I' qui peut étre calculé par

T
n= L : [7:‘,—” (111
2
Ve (1)
avec
_ 0(e)
(o= 1 o0 (1.12)

Pour la suite, on définit la zone d’interface

) = {y = (y17y2) € | Ymin < Y2 < ’Ymax} (113)
et la courbe
m(y2) = {¥ = (1.32) € 0 | 42 = 98, i < V2 < Vona | (1.14)

ayant yo comme un parametre.
A T’échelle macroscopique, le composite est supposé statistiquement homogene. Sa loi de comportement
thermique effectif est donné par

g=K" ¢ (1.15)

ou K* est le tenseur de conductivité thermique effectif, q et € sont respectivement le flux de chaleur et

I’intensité (ou du gradient de température a un signe pres) macroscopiques définis par
g = (g x)dx = — —0(x)v;dS, (1.16)
o = !Q\ / !Q\ o9 '

G = QZ / Qz (1.17)
~ el

ol || est I’aire de 2 et v est le vecteur normal unitaire sortant de OS2.
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1.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse bidimensionnelle

Considérer la zone d’interface rugueuse w'® décrite par (1.13). Le tenseur de conductivité thermique
effectif K(C)(yg) de w© peut étre déterminé en appliquant la méthode d’analyse asymptotique, qui
est présentée, par exemple, dans les travaux de Bensoussan ef al. (1978), Sanchez-Palencia (1980),
Bakhvalov et Panasenko (1989), Persson et al. (1993), Zhikov et al. ( 1994). Selon cette méthode, le
champ de la température est considéré comme une fonction des variables macroscopiques (ou lentes) v,

y2 et microscopique (ou rapide) o = y1 /€ :

9(y17y27t> :ee(ylvy%aat)- (1.18)

Puis, le champ de température 6.(y1, y2, o, t) est exprimé par I’expansion asymptotique :

0€(y17 Y2, &, t) =T+¢ (A(I)T + A(ll)rl + A(lZ)Tz)
+€2(A(2)T+A(21)T’1 +A(22)T"2 +A(211)T711

+A(212)T,12+A(222)T,22)+0(€3)- (1.19)

Dans cette expression, ' = T'(y1,y2,t) est une fonction scalaire indépendante de la variable mi-
croscopique « et correspond par conséquent au champ de la température a 1’échelle macroscopique ;
A®) = A (cr, y2) sont des fonctions scalaires de « et o déterminées a partir de 1’équation de la con-
servation de I’énergie (1.6) et les conditions de continuité (1.10).

Puisque o = y1 /e, les dérivées du champ de la température par rapport aux variables spatiales sont
données par

01 = 0671 + 67195,047 0o = 66,27 (1.20)

011 =011+ 26 0c01 + € 2Ocnn, 012 =021 =019+ € 0c a2, 020 = Oc 0. (1.21)

Dans (1.20) et (1.21), les dérivées du champ de la température par rapport aux yi, y2 et « sont déterminées

par (1.5) et (1.12) dans lesquelles les coefficients métriques h; et ho ne sont que des fonctions de y; et

Y2.

En introduisant (1.20) et (1.21) dans (1.6) et (1.10) et en demandant que les coefficients associés a ¢!
et 2 ¥ soient zéro, nous pouvons obtenir les expressions des composantes du tenseur de conductivité
thermique effectif K(C)(yg) de la zone d’interface w(©). En effet, d’abord, en insérant (1.20) et (1.21)
dans I’équation de la conservation de 1’énergie (1.6) et dans les conditions de continuité (1.10) et en

1

exigeant que les coefficients associés a e~ soient égaux a zéro, nous obtenons les équations suivantes :

(K AQ| T [KnAQY + Kn| T+ KAl + K| Ta =0, (1.22)

) ) )

HKHA,%)TH + H(Ku + KnA,%l))T,lH + H(Ku + KHAfg?))mH —0.  (1.23)
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Pour que ces équations soient satisfaites, les termes A,(é), A%D et A%Q) sont choisis comme suit :

A%) =0,
—1
AR = [Ku) ™ <[K11]71> -1,

AW = (K] {<[K11]1>_1 <[K11r1 K12> - Klg} (1.24)

ou (e) symbolise la moyenne relative a une cellule de base de la courbe 7(y2), qui est définie comme

suit :
1
() :/ e do. (1.25)
0
Ensuite, en insérant (1.20) et (1.21) dans (1.10) et en demandant que les coefficients associés 2 €? soient
nuls, il vient que
_ _KHA,(? + K12A7(21)1|:| =0,
ml (1) (21) anyy]_ 1 (11)
([EnAY + KA + KAy H Yo HK21(1 + A, )H ;
[ (22) (1) 211 _ 1 (12)
K1 ALY + Ki2AY 4+ K94, H = HK22+K21Aa H7
LL ’ ’ ’Y,ahQ '
[ Ry A0D 4 KllA,(o%H)H =0,
KA1 4 K1 AP 4 K12A(11)” =0,
KA + K409 | <o, (1.26)

En introduisant (1.20) et (1.21) dans (1.6) et en posant la condition que la moyenne du coefficient associé

a €¥ sur une cellule de base de la courbe 7(y2) est égal au zéro, nous avons

G BT
1

)

hlhgayl h1h28y2

_l’_

T
hlhgayl h1h23y2 2

)

. <a [hz <K12 + KHA,(C?))} o) [hl <K22 + K21A7(c1y2)>:| >

* s [t + AR T [+ 2] 72
+ <K11 + K11AS¢1)> T+ <K22 + K21A7(é2)> T2
+ <K11A,%2) + Kip + Ko AQY + K21> T2+ (p) = (npe) g (1.27)

En appliquant le lemme A1l de Kristensson (2005) et en tenant compte la périodicité de A(1¥), nous
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obtenons

1 0 |:h1 (K21 + K21A’(01[1)):| 1 0 _hl <K21 + K21A7(c1y1) >i|
<h1h2 8y2 > - hihs ] 8?42
s [0+ 48]
L 9 [hl (K22 + K21A,%2)>} 1 0 _h1 <K22 + K21N,82)>}
<h1h2 8y2 > - h1h2 ] 3y2
— hzlva [:K22 + K21N,g2))” - (1.28)

En substituant (1.28) dans (1.27) et en comparant 1’équation résultante avec 1’équation de la conservation

de I’énergie, nous obtenons

) = (B KualD) K = (Koo KauaQY).

K = (K + Knal?), K = (Ko + K409). (1.29)

Finalement, en introduisant (1.24) dans (1.29), les expressions (1.30) des composantes du tenseur de

conductivité thermique effectif K (© sont données par

K{9(y2) = <[K11]_1>71,
K35 (92) = (Koo — Ko [Kn1) ™ Koo )
+ <K21 [K11}_1> <[K11]_1>_1 <[K11]_1 K12> :
K5 (1) = K37 (32) = <[K11]’1>71 <K12 [Kn]’1> . (1.30)

A ce stade, la zone d’interface rugueuse w(®)

a été homogénéisée selon la coordonnée curviligne y; mais
elle reste en général hétérogene suivant la coordonnée curviligne y». Ainsi, la zone d’interface rugueuse
w(©® est maintenant remplacée par une couche équivalente dont le tenseur de conductivité thermique
effectif K(°) est déterminé par (1.30). Il est important de noter que K(°) est en général hétérogene par

rapport au systeme des coordonnées Cartésiennes (1, T2).

1.3 Composites bidimensionnels avec interfaces elliptiques rugueuses

Dans cette section, nous nous intéressons au probleme de déterminer les conductivités effectives des
composites bidimensionnels formés d’une matrice dans laquelle sont noyées des inclusions elliptiques
périodiquement rugueuses. Les phases formant la matrice et les inclusions sont individuellement ho-
mogenes et isotropes. Les conductivités de la matrice et des inclusions sont désignées respectivement
par ko et ki. L'interface I' entre la matrice et une inclusion générique est supposée périodiquement

rugueuse autour d’une courbe elliptique et présente un profil en dents de scie.
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Pour décrire I’interface I', un systeme des coordonnées elliptiques (p, m) associé a une base orthonor-
mée {f,, f,,} est introduit (Fig 1.2). Ces coordonnées elliptiques, (p,m), sont reliées aux coordonnées

Cartésiennes (x1, x2) par les équations suivantes (voir, par exemple, Milton 2002).

2 2
2:c1 2:62 =1 (ellipses confocales), (1.31)
ci+p c+p
2 2
1 T2 (hyperboles d’excentricité), (1.32)

c%—km c%—Fm

avec les restrictions p > —c? > m > —c3 oll ¢; et ¢ sont deux constantes positives. La coordonnée p

joue un role similaire a celui du rayon dans les coordonnées polaires.

m = constant

FIGURE 1.2: Systéme des coordonnées elliptiques.

Afin de déterminer le tenseur de conductivité thermique effectif du composite en question, le modele
d’assemblage d’ellipses emboitées (AEE) est utilisé. Ce modele micromécanique a été introduit initiale-
ment par Milton (1981) pour déterminer la conductivité thermique effective des matériaux hétérogenes,
puis étendu par Grabovsky et Kohn (1995) a I’élasticité et généralisé par Benveniste et Milton (2003)
aux phénomeénes multi-physiques. Pour construire le modele d’ AEE, nous supposons que le domaine {2
décrit dans la Section 2 est constitué d’un matériau homogene dont le tenseur de conductivité thermique

relatif au systeéme des coordonnées cartésiennes associé a une base orthonormée {ej, es} est donné par

K= /%181 ® e + ]%262 ® es.

Puis, sur sa frontiere 0f2, les conditions aux limites (1.1) sont imposées. Le champ de la température

6(x) et celui du flux de chaleur q(x) induits dans 2 ont les expressions suivantes :
O(x) = —eo - x, q(x) = Key. (133)

On extrait une ellipse de €2 et y insere au retour une ellipse composite w, en imposant les mémes con-

ditions aux limites sur 02 que précédemment. L ellipse composite w est formée d’un noyau elliptique

21



enrobé de deux couches confocales (Fig 1.3). Le noyau de cette ellipse composite est constitué de la
phase d’inclusion (phase 2). La couche externe est constituée de la phase matrice (phase 1) alors que la
couche interne (phase c) est formée de la couche équivalente obtenue par ’homogénéisation de la zone
d’interface rugueuse.

Dans le cas ou la matrice et les inclusions sont isotropes et 1’interface I' entre la phase matrice et une
inclusion est périodiquement rugueuse le long de la direction elliptique et sous forme des dents de scie,
la conductivité thermique effective de la couche équivalente K (©) est obtenue explicitement a 1’aide de

(1.30) par

K =kf, 0 f, + kO, @ £, (1.34)
avece 1
() _ (b1, v2)) (o) _ |
ki <k1 + kg) o k)7 =viky + vake (1.35)

ol v1 et vg sont respectivement les fractions surfaciques des phase 1 et 2 dans la zone d’interface rugueuse
w(©. Le rayon du noyau et ceux de ses couches interne et externe sont dénotés respectivement par p1,
pe et pa. Ces rayons sont définis de facon a étre compatibles avec les fractions surfaciques de la phase
matrice, de la phase d’inclusion et de la phase issue de la zone d’interface rugueuse. Pour 1’utilisation

ultérieure, on définit

g(p1) ~g(pe) — g(p1) ~g(p2) —9(pe)
Pe = 5 Y2 =
9(p2) g(p2)

(1.36)

avec g(p) = \/ (cf + p)(c3 + p). Noter que les parametres géométriques ¢1, @, et p2 se comportent
comme les fractions surfaciques du noyau, des couches internes et externe de I’ellipse composite w.

La présence de ’ellipse doublement enrobée fait que € est hétérogene. Il est donc naturel de se poser la
question suivante : sous les conditions aux limites (1.1) et avec les propriétés de la phase matrice et des
phases d’inclusion 1 et 2 ainsi que les parameétres géométriques c1, C2, p2, ©1, ©c €t 2, quelles sont les
propriétés de conductivité, k1 et ko, du milieu extérieur, telles que la présence de I’ellipse doublement
enrobé ne change pas les champs initiaux du milieu extérieur ? Si cette condition est vérifiée, I’ellipse

doublement enrobé est appelé une inclusion neutre (Fig 1.4).

Supposer que, les champs du milieu d’origine donnés par (1.33) ne sont pas perturbés apres le rem-
placement susmentionné, on cherche les valeurs correspondantes de k1 et ko en fonction des propriétés
de la matrice et des inclusions et des parametres géométriques ci, c2, p2, ©1, e €t wa. D’abord, pour
déterminer k1, on considre le cas ot les conditions aux limites (1.1) sont appliquées sur 0S) uniquement
selon la direction z1, a savoir eg; # 0 and ege = 0. Sous ces conditions, on cherche les champs de la

température dans le noyau, ses couches interne et externe sous les formes suivantes :

0 (x) = ¢ ()21 (1.37)
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FIGURE 1.3: Deux configurations équivalentes : (a) Composite elliptique biphasique ma-
trice/inclusion avec interface en dent de scie; (b) composite elliptique triphasique

matrice/interphase/inclusion

ol (%) (p) est une fonction scalaire du rayon p. Ci-dessus et ci-apres, I’exposant i (= 1, ¢, 2) est relatif au
noyau et aux couches interne et externe. Du fait que les matériaux formant le noyau et la couche externe

sont isotropes, les fonctions scalaires ¢! (p) et ¢(?)(p) prennent les formes suivantes (Milton, 2002) :

oM (p) =a1 pour p< py, (1.38)

p d
@ (p) = az + by / ’; pour p. < p < po (1.39)
e (& +0)* (G +0)

oll a1, ag et by sont les constants inconnus a déterminer a partir des conditions aux limites et d’interface.
La fonction scalaire ¢(¢) (p) du revétement interne doit vérifier I’équation de la conservation de 1’énergie

faisant intervenir les coordonnées elliptiques comme suit :

d d d
20 [ké% Ok (W (v) m)] =0 (o) k)

La solution générale de cette équation prend la forme

¢ c 1 ¢ ¢ 1 2+c2+2
$9(0) =\ 2T [2<\/k£@)/k£) ~1).3, 1222’)}

( €1 =6

c 1 c c 1 4+cE+2
BPACRIOLNN [2(\/%’/%) - 1),271222’)] (141)

€] — G

q(p)

\/C% +p

(1.40)

%)
NN

OIS ST

++ + |+
S ==
Lol LTS ENTe

)

S

N~—
N

ou d; et dy sont deux constantes inconnues, Lp et Lg sont respectivement les fonctions de Legendre
associées des premier et deuxieme genres.

Dans le cas particulier important ou les ellipses confocales p = p1, p = p. et p = po deviennent des
cercles concentriques, i.e. ¢; = ¢y = ¢, les fonctions scalaires $(?) (p) et $(°)(p) données par (1.39) et

(1.40) réduisent a

b
0P (p)=ar+ 5 for pe<p<p (1.42)

5y =y VRT0) | (RT) e (143)
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FIGURE 1.4: Inclusion neutre en forme des ellipses composites enrobées.

avecr = \/c2 + p.

Les champs d’intensité dans le noyau et les couches interne et externe sont donnés par

al al
(c% +p) fot 12 +m) fm] )

p)
;n qs(c c1+m)f }
ST
N % <¢<2> m> fm], (1.44)

Les champs du flux de chaleur correspondants dans le noyau et les couches de revétement prennnent les

formes suivantes :

Wiy _Fgpz | a a1
N e (CET KA C RO R
Ox) = 9P 11 { (c)5< © [ >

=@ e 7 o \T VAT

kO aa <¢(C) t + m) £l

@) () = F29(p) a1 9 (@ /2
Y = ey [8p<¢ 1+”>f”

s (02t e m) ). (145)

Le collage parfait aux interfaces p = p1, p = pc et p = po implique la continuité de la température et
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celle de la composante normale du flux de chaleur. Ces conditions se traduisent par

ol (@ )2 __ ka

p=p1
© (p1) = a1, (1.47)
L (69 Jet 10 — ko | L (6 fet+p : (1.48)
dp ! dp !
P=Pc P=Pc
3 (pe) = ¢ (pc) , (1.49)
- do ©)
k1Er = —2ks (c] + p2) f;p + 5 (j; ) : (1.50)
1 p=p2
6@ (p2) = —eo1. (1.51)

En insérant (1.47) dans (1.46), on obtient, a partir de (1.46), (1.48)-(1.51), un systeme de 5 équations

linéaires homogenes pour cing inconnus as, bo, d1, ds et k1 qui peut s’écrire sous la forme matricielle :

BWXM =0 (1.52)

ot BM) est une matrice 5 x 5 dont les composantes BZ-(;) sont précisées dans 1’annexe B et X(1) est le
vecteur défini par

XV = [ag, by, d1, d2, e01]” . (1.53)

Une solution non triviale du systeme (1.52) existe si et seulement si le déterminant de la matrice B est
égal a zéro :

FW (k) = det BY = 0. (1.54)
Cette condition nécessaire et suffisante conduit a I’équation linéaire permettant de déterminer la conduc-

tivité thermique ky :

FO () = APk + a0 =0 (1.55)

ol les coefficients Ay et A\; sont spécifiés par
A =FO0), AP = FO1) - FO(0). (1.56)

Finalement, la conductivité thermique k1 est donnée par

A

A

ki = (1.57)

Pour déterminer k2, on étudie le deuxieme cas ou I’intensité uniforme suivant la direction xo est ap-
pliquée sur le bord 0f) de €2, a savoir egy # 0 et eg; = 0. Dans cette situation, on obtient également un
systeme de cinq équations homogenes linéaires pour les inconnues ag, ba, di, ds et ko. Lexistence de la

solution non triviale nous conduit a une équation pour ks :

F@(ky) = det B® = 0. (1.58)
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Les composantes Bi(f) de la matrice B() d’ordre 5 x 5 sont données dans I’ Annexe C. Cette équation

peut étre réécrite sous la forme équivalente :

F(2) (%2) — )\52)%2 + /\62) =0 (1.59)
avec
)\(()2) — FO0), )\52) = F®(1) = F®(0). (1.60)
Puis, on en déduit
. AR
foy = _@' (1.61)

Par conséquent, quand les conditions aux limites (1.1) sont prescrites et si les conductivités thermiques
l~€1 et 12:2 sont données par (1.57) et(1.61), les champs dans le milieu et en dehors de ’ellipse enrobée
restent uniformes et inchangés. Pour cette raison, on peut continuer a introduire d’autres ellipses en-
robées similaires de différentes tailles dans le milieu sans perturber les champs initiaux. Ce processus de
remplacement permet au milieu d’étre completement rempli par des ellipses composites similaires. Le
modele micromécanique ainsi obtenu est donc appelé le modele d’ AEE.

Du fait que, pendant le processus de remplissage précédent, les champs dans le milieu extérieur restent
inchangés, la moyenne du flux de chaleur (g;) - dans chaque ellipse composite est égale a la moyenne

(¢i) du flux de chaleur dans € et a donc I’expression suivante :
() ope = —kieoi = (¢i)q  (pas de sommation sur 7). (1.62)

Cette équation montre que la microstructure obtenue par le processus de remplacement ci-dessus a la
conductivité thermique effectif caractérisé par le tenseur de conductivité thermique K* = kje; ® e +

k3eo @ e ou kT et k5 correspondent respectivement aux 1231 et 12:2 donnés par (1.57) et (1.61) :

Kt =k, ki =k (1.63)

1.4 Exemples numériques

Pour illustrer numériquement les résultats obtenus ci-dessus concernant les conductivités effectives, nous
considérons dans le premier exemple un composite constitué d’une matrice dans laquelle des inclusions
sont insérées. La phase formant les inclusions a la conductivité k; et est supposée plus conductrice que
la phase constituant la matrice. Plus précisément, on choisit k2 = k1/10. Pour définir les paramétres
géométriques du modele micromécanique, les deux constantes ¢, co, le rayon p; du noyau et la fraction
surfacique ¢ de la zone d’interface w(© sont tels que c1/co = 5, p1/ c% = b et . = 0.1. D’ailleurs,
la fraction surfacique (; du noyau de I’ellipse composite se varie de 0 a 0.9. En plus, les fractions
surfaciques vy et vo des phases 1 et 2 dans la zone d’interface w'©) sont données par v1 = v = 0.5. Dans

(Fig 1.5), les conductivités thermiques effectives normalisées par rapport a celle de la matrice, a savoir
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Normalized effective thermal conductivities

| | | | |
8.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9
Areafraction of the inclusion phase

FIGURE 1.5: Conductivités thermiques effectives normalisées k] / ks et k] / k2 en fonction de la fraction

surfacique de la phase d’inclusion

ki /ka et k3 ko avec k7 et k5 données par (1.63), (1.61) et(1.57), sont tracées en fonction de la fraction
surfacique f; de la phase d’inclusion. Les valeurs de ki /ks et k3 /ko sont comparées avec les bornes de
Reuss et Voigt dans la Fig. 5. On peut voir dans la (Fig 1.5) que les conductivités thermiques effectives
kT et k3 sont situées entre les bornes de Reuss et de Voigt. En outre, nous pouvons observer dans la (Fig
1.5) que, dans le cas ol ¢; > c2, la conductivité effective k] est plus importante que la conductivité
effective k3.

Dans le deuxieme exemple, les conductivités de la phase de matrice et de la phase d’inclusion ainsi que
les parametres géométriques du modele micromécanique sont choisis comme dans le premier exemple
sauf les fractions surfaciques v, et vy des phases 1 et 2 dans la zone d’interface w(®) qui sont données par
v1 = 1 —v9 = 0.3. Dans (Fig 1.6), les conductivités thermiques effectives kj et k3 données par (1.63),
(1.61) et (1.57) sont tracées et comparées avec les bornes inférieure et supérieure de Hashin-Shtrikman
sur les conductivités effectives d’un composite anisotrope constituant de deux phases isotropes. Ces

bornes ont les expressions suivantes (voir, par exemple, Milton 2004) :

(] U1 2 v2
< = 1.64
kT—k‘Q—i_k;—kz_kl—kQ_‘_k'Q? ( )
(%) V2 2 U1

< - —. 1.65
kl—/{f+k1—k§_k1_k2 k1 ( )

Noter que les bornes (1.64) et (1.65) sont optimales pour les conductivités thermiques effectives d’un

composite anisotrope constituant de deux phases isotropes. Dans le (Fig 1.6), les conductivités ther-

miques effectives k] et k5 obtenues sont en bon accord avec les bornes (1.64) et (1.65).

27



—e— H-S upper bound ﬁ + ,{—z

fi f1
=55 TR

f2 f2 H
=, T RE

—u#— H-S lower bound k13k2 — ]J:_i 1

0.61
0.4r
D
1
0. .
8.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Areafraction of the inclusion phase

FIGURE 1.6: Conductivités thermiques effectives normalisées en comparaison avec les bornes de

Hashin-Strickman pour le composite anisotrope formé par deux phases isotropes
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Chapitre 2

Interfaces thermiques ondulées autour

d’une surface lisse quelconque

Dans le chapitre précédent, nous avons résolu le probleme d’une interface thermique ondulée périodique-
ment suivant une seule direction et autour d’une courbe lisse quelconque. Du fait que I’interface en
question est rugueuse dans une seule direction, 1’interphase résultant de 1’homogénéisation asympto-
tique de la zone d’interface rugueuse admet des expressions analytiques caractérisant les conductivités
"équivalentes" de I’interphase. Dans ce chapitre, on étudie le probleme d’une interface dont I’ oscillation
périodique se fait autour d’une surface lisse quelconque. Ce dernier probléme est nettement plus com-
plexe que celui ayant été traité dans le chapitre précédent. En effet, ’homogénéisation asymptotique de

la zone d’interface rugueuse ne conduit pas a celle d’un stratifié qui admet une solution analytique mais

a celle d’un matériau hétérogene a inclusions qui nécessite en général une résolution numérique.

2.1 Position du probleme

Dans un espace 3D euclidien R3, on s’intéresse & un composite (2 constitué de deux phases. Les deux
sous-domaines occupés par la phases 1 et 2 sont désignées par Q1) et Q). Soit {e1,e2,e3} une base
orthonormée a laquelle est associé le systeme des coordonnées cartésiennes (1, 2, x3). Pour déterminer
le tenseur de conductivité thermique effectif du composite €2, on prescrit sur la frontiere extérieure 052

de €2 1a condition d’intensité uniforme
0(x)=-E-x, x€00 2.1
ou la condition du flux de chaleur normal uniforme
q(x)-n(x) =Q-n(x), x¢€IN. (2.2)

Ci-dessus, n est le vecteur unitaire normal & la borne 9€2, q (x) est le vecteur du flux de chaleur local et

Q est le vecteur du flux de chaleur a 1’échelle macroscopique.
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Supposer que les deux phases du composite en question sont parfaitement collées entre elles a travers
leur interface I'. Par rapport au systeme des coordonnées curvilignes (y1,y2,y3) associé a une base
orthonormée {fj, fo, f3}, le comportement de conduction thermique de la phase i, avec i = 1,2, est
décrit par la loi Fourier :

q(i) — _KOyp 2.3)

Ci-dessus, q¥ et #() sont le flux de chaleur et la température de la phase i et K(*) est le tenseur de
conductivité thermique d’ordre deux de cette derniere. Par hypothése, chacune des deux phase est ho-
mogene au sens que K ne dépend pas des coordonnées curvilignes (y1, y2, y3). Noter que K dépend
cependant des coordonnées cartésiennes (x1, X2, T3).

Dans I’équation (2.3), le gradient de la température 09 est calculé dans le systeme des coordonnées
curvilignes orthogonales par

R O R 2.4)

avec

_ 19(e) _ 19(e) _ 1 09(e)
(+).1 = hi Oy1’ *)2= ha Oy et (o)a= hs dys’

ol h1, ha et hs sont les coefficients métriques des coordonnées curvilignes. Le flux de chaleur local q(*)

2.9

doit satisfaire a 1’équation de la conservation de I’énergie :

, . L 000)

V. q® (1) — (D)) ’ 2.6
q’ +p T 5y (2.6)

ot p¥), n(® et c;(f) sont respectivement la source de chaleur, la densité massive et la capacité thermique
spécifique de la phase i. La divergence du flux de chaleur V - q() est exprimée dans le systéme des

coordonnées curvilignes orthogonales par

1 [0 (hahse?) K (ihsal”) L9 (ihadf”)

V.q® =
4 hihahs oy 0y 0ys3

2.7

avec
qj(»i) = — ]197(12) — Jggg) — Kjgafé) (2.8)
De plus, on suppose que I'interface I' entre les phases 1 et 2 est périodiquement ondulée selon les direc-

tions curvilignes f; et f5. Plus précisément, dans le systéme des coordonnées curvilignes orthogonales

(y1, y2,y3), I'interface I' est décrite par

I'= {y = (y1,y2,uy3) € Q| yz =7(£1,82), &= %7 & = %} (2.9

€
ou y(&1, &2) est une fonction périodique de la période € par rapport a chacune des deux variables &; et £o.
Les valeurs minimale et maximale sont respectivement ;i €t Ymag- En plus, on suppose que 1’équation
ys = v(&1,&2) a deux couples de solutions réelles dans I'intervalle (0, ¢) pour une valeur donnée de
Y3 € (Ymin, Ymaz)- La période € de (&1, &2) doit étre tres petite par rapport & § = Ymaz — Ymins 1-€.

0 < € < 9. Cette condition a I'implication physique que I’interface I" est trés rugueuse.

30



FIGURE 2.1: Surface ondulée selon deux directions dans le systeme des coordonnée curvilignes.

L’hypothese que I’interface I" entre les phases 1 et 2 est parfaite implique que la température et la com-

posante normale du flux de chaleur sont continus a travers I" :

ot [[¢]] = ¢(2) — (1) désigne le saut d’une quantité e 2 travers I et n est le vecteur unitaire normal a I
et dirigé de la phase 2 vers la phase 1, qui est calculé par

T
1 e e 1

e’ € ' hs
3 () +

avec (®) ¢ = h—ll%% et(e) e, = %%(—52). On définit la zone d’interface rugueuse w(®) par
W@ = {y = (y1,42,43) € | Ymin <3 < Ymaa} 2.11)
et introduit la surface
T(ys) = 1y = (W1,92,93) € 0 | Y3 =3, Ymin < Y3 < Ymaz | - 2.12)

ayant y3 comme le paramere.

2.2 Homogénéisation de la zone d’interface courbée rugueuse

Maintenant, on se propose de déterminer le tenseur de conductivité thermique effectif K(¢) (y3) de la
zone d’interface rugueuse w!©) définie par (2.11) en appliquant la méthode d’analyse asymptotique. Selon
cette méthode, le champ de la température 6 est considérée comme une fonction des variables lentes (ou

macroscopiques) y1, y2, y3 et des variables rapides (ou microscopiques) &1, &s :

9 (y17y27y37t) = 06 (y17y27y37£17§27t) .
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La fonction 6 (y1, Y2, Y3, 1, &2, t) est ensuite développée comme suit :

0 =T+ e(NOT + N, + NO2IT, 4 NOITo) 4 H(NOT 4 NCYUT,
+ N(Qz)r2 + N(23)T,3 + N(211)T711 _|_N(212)T712 +N(213)T,13 + N(222)T22

+ +N(223)T723 + N(233)T,33) + 0(63)
qui peut s’écrire sous la forme plus compacte

95(9172/27313;51752715) =T+e (N(l)T + N(h)rl>

+ & (NOT 4 NCIT; + NCOT,) 4 0(e%). (2.13)

Ci-dessus, ' = T'(y1,y2, Y3, t) est une fonction scalaire indépendante des variables microscopiques &;
et & et correspond 2 la température a 1’échelle macroscopique ; N(®) sont des fonctions scalaires de ys,

&1 et &2 mais indépendantes de y1, y2 ett. Donc T'¢, = T, = 0et Ny, = Ny, = 0.

—u
€

Puisque &; et {o = “2, les dérivées du premier ordre de la température 6 par rapport aux variables

spatiales y1, y2, y3 sont données par
9,1 = ‘95,1 + E_leﬁ,flv 9,2 = 96,2 + 6_1‘967527 0,3 = 96,37

ou de facon compacte par

0o ="0ca+te e, 03=0cs. (2.14)

)

Ensuite, on a

011 = Oc11 + 26 016, + € 20cere, 020 = Ocoo+ 2 10c g, + € 20c ot
012 = 021012 + € 0 1g, + € M0cog, + € 20etie, 033 = Oc3s,

013

)

=031 =0c13+¢ 03¢, 023=030="0c23+¢ 03,

)

En introduisant (2.13) dans (2.14), on obtient

0o =Ta+NOT+NUIT,
+e(NOT, + NOIT,, + NOT 4+ N1 + NI, )
+ E(NAT, + NOIT o + NEDT50) + 0(1). (2.15)
Dans ce chapitre, les indices latins, tels que ¢, j, k, [, prennent les valeurs 1,2 ou 3 alors que les indices
grecques, par exemple «, 3, ne varient qu’entre 1 et 2.
Les expressions précédentes délivrant les dérivées des premier et deuxieéme ordres font intervenir la
formule (2.5) ou les coefficients métriques hi, ho, hs dépendent de y;, yo et ys mais pas de & et &o.

En introduisant les expressions des dérivées correspondantes dans I’équation de continuité 2.10; et en

demandant que le coefficient associé 4 ¢! soit égal au zéro, on obtient
1 1k
|:|:(KaﬁN7(£B)) ryéa:H T —|— H:(KaﬁN’(fB ) + Kak) ’}/7§Qi|:| j—lk = 0
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De facon similaire, en exigeant que le coefficient associé a4 ¢! dans I’équation de la conservation de

I’énergie (2.6), on arrive a

W (1%) _
[KapNY] LT [KasN e + Ko L Te=0

)

De ces dernieres équations on déduit les expressions définissant les composantes de N (1) et N(15)

[ (1) _
_KaﬁN,§B:|’£a _07 5687 £¢£7
_K(Olﬁ)N,(glﬁk) + Kak:| £ =0, £€§, § ¢ L,

[(KaaV)re]] =0, e

:[(KaﬂNfélak) + Kak) %sa” =0, £eL (2.16)

oS =38, UQ" et L =SUT avec Sy, étant la surface décrite par y3 — v(y1,y2) = 0. A partir des

équations dans (2.16) on peut montrer que N (gla) = 0. De maniere analogue, pour que le coefficient relatif

2 ¥ dans I’équation de continuité 2.10; soit égal a zéro, on doit avoir

KN + KasNG || =0,
(

K3o NP + Ky,
h3

Ve HKﬁaN,(ik) + KgND 4 Kﬁgzvgmﬂ - (2.17)

aveck =1,2,3et(i,7) = (1,2),(2,3) et (1, 3).

De plus, en mettant le coefficient associé 4 € dans I’équation de la conservation de I’énergie 2 zéro, on

obtient

[K,BQN’(;“) + K,83N7(31)} ‘. T + { [KBaN,(ik) + ngN(l) i KﬁgNgk)]

s 765
10|l (KsaNEY 4 Ko )| 0 |hohs (KN e + Koy )|
hihahs Jys hihahs oy
10 |l (KN + Ko )| .
hihahs y2 ‘
i) | . N09) kN 0T
+ { [ KpaNED + KN ]@, + Kji+ KjgN }TM P=—p. 2.18)

En intégrant 1’équation (2.18) sur la surface S de la cellule de base, en appliquant le théoréme de diver-
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gence et en tenant compte (2.17), il vient que

Kji+ KjpNY 1 1 0[mha (KsaNGD + Ko
(ot K38 G0) T+ o dys

ol o] ol sy
+ -

hihohs Oy hihahs Oy S
1 dl or

- o (KsaNg! 4+ K e ( Lk —(P)s = —(pe)s 77 2.1

+{!S! /cHh3( 3aN g~ + 3k) Vh@)] k= (P)g (pe) s 5 (2.19)

ou |Vh(§)| = ,/’y?& + 77252 et

()5 = Syl/(.)dsz \5\1//(.)d§1d§2.

S

En appliquant le Lemme A.1 de Kristenson (2005) et en prenant en compte la périodicité des termes

NUE) on trouve que

< L 0| (K"””KMN’%M)D (2.20)
S

hihahs 0ys3

L0 [hahs <K3,€+K3QN7(§1Q’€>>S} i {1/ﬁ Hl <K3k+K3aNfik>)H dl}.

- hlhghg 6y3 S h3 ‘ Vh (YP)) ‘

En remplagant (2.20) a I’équation (2.19), on arrive a

|0 [hihe (KaaNED + K|

<sz‘ + KjﬁNv(flﬁi)>$ Ti;+

hihahs ys3
1 0 {hzh:s <K1aN(;k) + K1k> } 1 0 [hlh:} <K2aN(€1k) + K2k> }
+ — S 4 - S| Ty,
hihahs oy hihahg ) ’
oT
+(P)s = —{pe)s 51 (2.21)

Donc, I’équation de la conservation de 1’énergie a 1’échelle macroscopique prend la forme suivante :

_ 1 O [hihoKsy (y3)] 0 [hohsKuy (y3)] 0 [hihsKo (y3)]
Kyi (y3) Ty + + n T
it (ys) T hihah3 ( Y3 Iy Y2 .

- or
+P=-p (222)

En comparant les équations (2.21) et (2.22), on arrive a déterminer toutes les composantes du tenseur de

conductivité thermique de la zone d’interface rugueuse :

Kk (y3) = <Kk + Kngf)>$ . (2.23)

ou le crochet (o) représente la moyenne par rapport a une cellule de base de la surface d’intersection

entre y3 et I', qui est définie par
1 pl
(o) = / / o d&1dés. (2.24)
o Jo

34



A ce stade, la zone d’interface rugueuse w(© est homogénéisée suivante les directions curvilignes y; et yo
mais elle reste hétérogene selon la direction y3. Ainsi, w(®) est remplacée par une interphase équivalente

dont le tenseur de conductivité thermique effectif est défini par (2.23).

2.3 Interfaces thermiques oscillant autour d’une surface plane et suivant

deux directions

Le probleme décrit et étudié dans les deux sections précédentes est simplifié dans cette section au sens
que la surface autour de laquelle une interface oscille rapidement et périodiquement suivant deux direc-
tions n’est pas courbée mais plane. Cette simplification, combinée avec la théorie d’homogénéisation
classique des stratifi€s, nous permet d’obtenir des résultats originaux pour les stratifiés dont I’interface

entre deux couches n’est pas lisse mais rugueuse.

2.3.1 Description du probléme

Soit un domaine €2 constitué de deux sous-domaines Q~ et Q1 dans un espace cartésien 3D. Les matéri-
aux formant Q~ et QT sont supposés individuellement homogenes. Le domaine supérieur Q7 est formé
de la phase 1 alors que le domaine inférieur )~ est constitué de la phase 2. L'interface I" entre Q™ et
QO est une surface qui oscille rapidement autour du plan x; — x2 et suivant les directions Oz et Oxo.
L’interface I' est décrite par I’équation x3 = B(ml, x2). On suppose que la rugosité est telle que h est

une fonction périodique des variables x1 et xo et que les deux périodes sont égales €. Donc, il convient

de réécrire I’équation z3 = h(x1, z2) sous la forme
x3 = h(y1,y2) (2.25)

avec (y1,y2) = (z1/€,x2/€).
La valeur minimale de h(y;,y2) est désignée par —H et sa valeur maximale est choisie comme étant

zéro. On divise 2 en trois zones. La zone d’interface rugueuse, symbolisée par Q("), est définie par
Q) = {x = (z1,22,23) € Q| — HO < 25 < 0}, (2.26)
Les deux autre zones, constituées respectivement de la phase 1 et de la phase 2, sont décrites par

0 = {x = (21,22, 25) € QW | &5 < ~HO}, (2.27)

o) = {x = (z1,22,23) € Q@ | 23 > 0} . (2.28)
La conduction thermique est gouvernée par la loi de Fourier

q) = —KDvg)
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FIGURE 2.2: Surface plane ondulée selon deux directions.

ou q(i), K(Z), et () sont respectivement le flux de chaleur, le tenseur de conductivité et la température
dans la phase 7 = 1 ou 2. Le tenseur K(9) est un tenseur symétrique et défini positif du second ordre.

Le flux de chaleur q*) doit vérifier I"équation de chaleur :

; 5 00
V.q® 4+ p=,0=
q”+ P 5y

ou pg) est la chaleur spécifique de la phase 4 ayant 1’unité J. KK ~1.m =3 et P est une source de chaleur en

W.m 3. En la loi de Fourier dans la derniére équation, on obtient

i \ 00
—(K]('k)e,k),j +P= P&Z)a-

Linterface I" est supposée parfaite. Donc, la température et la composante normale du flux de chaleur

doivent étre continus a elle :

(2.29)

(2.30)

2.3.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

La méthode d’analyse asymptotique est utilisée pour homogénéiser la zone d’interface rugueuse. Plus

précisément, on développe la température 0(x1, z2, x3,t) = 0 (x1, 22, T3, Y1, Y2, t) comme suit :

96($lax25x37ylay27t) :T+€ N(l)T'i‘N(h)rz

+ & (NOT 4 NOIT, 4 NCDT ) 4 0(e3). (2.31)
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Dans cette expression, T = T'(x1, x9,x3,t) est indépendant de y; et y2; les scalaires N (*) sont des
fonctions de y1, y2 et 3 mais elles sont indépendantes de x1, w2 ett. Donc T, =Ty, = 0et N, =

Nz, =0.Comme y; = “L etyo = %2, 0na

\ S(x3)

o

unit cell

!

JKIC
IIKIE

FIGURE 2.3: Intersection entre la zone d’interface rugueuse Q") et le plan 23 = cste.

La formule (2.23) se réduit a

K (w3) = <Kik + K¢5N7(§1:)>S- (2.32)

W= [ [ e tman

Ainsi, la zone d’interface rugueuse Q) est homogénéisée comme une interphase équivalente dont les

avec

propriétés thermiques sont déterminées par 1I’équation (2.32). Cette interphase est homogene dans le

plan z; — z mais hétérogeéne selon 3. L’expression de la fonction scalaire N (%)

ne peut pas étre
analytiquement calculée dans le cas présent ou I’interface est rugueuse selon les deux directions x; et
x9. Pour cette raison, des méthodes approximatives sont proposées ci-dessous pour calculer d’abord

N et ensuite K iy, (23).

2.3.3 Application du schéma auto-cohérent généralisé (SACG)

On considere maintenant le cas particulier ou I' est une interface périodique entre deux phases thermiques

isotropes caractérisées par les tenseurs de conductivité thermique K; = kI et Ko = kol avec I le
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tenseur d’identité d’ordre 2. On suppose que S = S, N Q! est un cercle de rayon 7;. Si I'interface

rugueuse se présente sous forme conique circulaire, r; est une fonction affine de x3 :

. R(H() + :Eg)
i = H,

Ci-dessus, Hyj est I’épaisseur de la zone rugueuse et R correspond au rayon du fond d’un cone.

FIGURE 2.4: Interface rugueuse consituée de cones circulaires.

Pour déterminer les propriétés thermiques de I’interphase équivalente, il faut calculer N(yll’C ) et N(ylz’c ),
En considérant une cellule de base (Fig. 2.3) et d’apres la technique d’homogénéisation des milieux

périodiques, on peut exprimer la température ¢ sous la forme :

HE(Y? zs3, t) = 06(y7 €3, t) + 96(Y7 xs3, t)
avec 5€(y, x3,t)=xibe,i. En comparant cette derniére équation avec (2.162) et (2.164), on déduit que

A la frontiere du domaine €2, on impose la température § = Ey avec E le gradient de la température.
Alors, on a

0 = Ey + x(v, z3)E. (2.33)

Dans cette section, le champ de la température . est calculé approximativement par SACG (voir Lee,

Yang et Gau 2006 et Zaoui 2000). Plus précisément, on remplace une cellule avec un cercle ans un carré

par les 2 cercles concentriques dont le rayon équivalent du cercle extérieur est égale 2 —= et on demande

VT
que les fractions surfaciques de la matrice et des inclusions soient préservées. Alors, pour trouver la

fonction y;,on résout les deux problémes suivants.
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A) Sur la frontiére du domaine 2, on prescrit E=(0 1)" .

Dans ce probléme, le champ de la température dans le systeme des coordonnées polaires prend la forme
0. = f(r)siné.
En régime isothermique, 1’équation de la conservation de I’énergie est donnée par
divg = 0.

Si le matériau est isotrope, on a alors

Ab. = 0.
Il est bien connu que la solution de cette derniere équation harmonique est telle que
C
f(r) ==+ Cor.

Finalement, les champs de la température dans I’inclusion et dans la matrice ont les formes classiques :

0; = (Ci1 + Ciar) sin, (2.34)
T
0,, = (% + Cppor) sin 6. (2.35)

Pour déterminer les constantes dans les équations (2.34) et (2.35), on fait appel aux conditions suivantes :

La condition au centre de I’inclusion : §; = 0 quand = 0. Donc, on a
Cﬂ =0.

— La condition de continuité de la température a travers I’interface I :

le

Ca + CiQTi) sinf = (

T i

(

+ Cmg’l“i) sin 6.

La condition de continuité du flux normal de chaleur a travers ’interface I" :

k1 (—CZ; + Cﬂ) sinf = ko <_CT;1 + Cm2> sin 6.
rs T

K3 K3

La condition aux limites pour r =

sl

0,, = —=siné.

VL3
Py oy . . P z . 2 b 1 .
L utilisation des conditions précisées ci-dessus nous permet d’obtenir les expressions des constantes :

7“1-2 (—k1 + k2)

Cp1 = , 2.36
! ko + k27TTZ~2 + k1 — klﬂ'?‘? ( )
ki1 + ko
2 k‘g—i—k‘g’iﬂ“?—i—k‘l —k17T7“Z-2 ( )
Ci1 =0, (2.38)
2k
Cig = 2 (2.39)

ko +k727TT,L-2 + k1 — k17T7“Z-2'
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En insérant ces expressions dans (2.34) et (2.35), on trouve les champs de la température 6,, et 6;.

Finalement, on en la formule de 2 pour I’inclusion :

2kor sin 6

= — rsind. 2.40
ko + /{7271'7“1-2 + k1 — /6‘171’7“2-2 et ( )

Xi2

B) Sur la frontiere du domaine €2, on applique E =(1 O)T

Ce probleéme est similaire au probleme précédent. Le champ de la température dans systeme des coor-
données polaires prend la forme

0 = f(r)cosb.
Ensuite, on trouve facilement la fonction x; pour I’inclusion :

B 2kor cosf
N ko + ]4327T’I“i2 + k1 — ]4517'('7“2-2

Xil —rcoséf. (2.41)

et N(lk)

5 dans I'inclusion.
7y

. . 1k
Maintenant on s’intéresse au calcul de la moyenne de chacun des termes N (yl )

D’abord, noter que

df(r,0) _ y1df(r,6)  ya2df(r,0)
dyp  r dr r2 do
df (r,0) _ y2df(r,0) n v df(r,0)
dys  r dr r2 df

avec y; = rcosf et yo = rsin 6. En faisant I’intégration dans ’inclusion et en variant § de 0 a 27 et r

(yllk) et N 2112k). Pour calculer la moyenne de chacun des termes

(2.42)

(2.43)

de 0 a r; on trouve les expressions de N
N (yllk ) et NV (;2]6) dans la matrice, on utilise le fait que, dans le SACG, 'intégration de I’intensité E dans le

cercle composite est exactement égale a I’intensité E appliquée au contour. Donc, on a

<3><(y,fc3)E> _ <<9x(y,w3)E> N <3X(y,m3)E> _o.
ay S ay inclusion 8}’ matrice

En substituant les moyennes de Né,lak) dans la matrice et I'inclusion dans 1’équation (2.32), on obtient

les composantes non nulles du tenseur de conductivité thermique de la zone d’interface rugueuse comme

suit :
2 (ky — ko) (k:g — komr? —ky + k:17r7“»2)
KT — (1 r2) by Ryr? 4 T (K1 = K2 i i 2.44
11 ( ﬂrl) 2 T R+ ko + kzﬂ'?‘? + k1 — /C17T7“i2 ’ ( )
K53 = K7, (2.45)
KT = (1 —7r?) ko + kymry?. (2.46)

2

Notant que la fraction surfacique des inclusions est donnée par f; = 7r;, on peut réécrire les formules

précédentes :
i (ky — ko) (ko — ko fi — ky 4 K1 fi)
KA = (1= f) ko + k Z-+f( , 2.47
n == fk kg ko +kafi + ki —kifi @47
Kl = ki, (2.48)
Kgfh = (1= fi) ko + b fi. (2.49)
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FIGURE 2.5: Conductivité thermique effective normalisée de la zone d’interface rugueuse en fonction

de la fraction surfacique de la phase 1.

Pour tracer les courbes des composantes non nulles du tenseur de conductivité pour 1’interphase équiva-

lente, on posant Z—f =1Letvarier; =02 0,5.

2.3.4 Application de la méthode de Chen et Kuo

Dans le SACG précédent, on a analytiquement et approximativement calculé la fonction . Afin de
déterminer cette derniére de facon plus précise, on applique maintenant la méthode proposée par Chen et
Kuo (2005). Dans cette méthode, la forme géométrique de la cellule de base constituée d’une inclusion
circulaire insérée dans une matrice carrée de coté a est préservée.

Dans ce travail, le matériau constituant la matrice est isotrope homogene et celui formant les inclusions
circulaires est isotrope homogene par rapport aux coordonnées polaires. Chaque cellule de base est un
carré de coté a. En tenant compte de la périodicité du composite en question, on prescrit les conditions

aux limites suivantes :

1 1 00
0 |z1=—a/2= §Ea, 0 |o1—a/2= —iEa, G |zo=ta/2=0 (2.50)

ou E représente I'intensité macroscopique suivant la direction x;. La symétrie de la cellule de base
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implique les relations suivantes :
0 (1}1,1‘2) =0 (.561, *132) 5 0 (1‘1,332) —0 (O, 0) = — [9 (*581,562) —0 (0,0)} .

En utilisant I’équation de la conservation de 1’énergie div [K(z)V6] = 0 pour les matériaux isotropes

dans le systeme des coordonnées polaires (7, ¢), on a

%0 100 1 0%

P T A 2.51
Oor? + ror + r2 02 (2.51)
La solution générale de I’équation (2.51) est donnée par
[e.e]
0; = Co + Z Cop_17""" 1 cos (2n—1)¢ (2.52)
n=1
pour I’inclusion et par
o
Om = Ao+ Y _ [Azn-17™""" + Bop 12" cos (2n — 1) ¢ (2.53)

n=1
pour la matrice. Dans les 2 équations ci-dessus, Cy et Ay et présentent physiquement la température
de référence pour ’inclusion et celle pour la matrice. Par simplicité, on choisit Ag = Cy = 0. En
considérant la condition de continuité de la température a travers I’interface donnée par r = r; entre

I’inclusion et la matrice, on obtient

km + ki 2(1-2n)
Aoy 1 = : Bon_1, 254
201 = kirl 2n—1 (2.54)
km kz —2n
CQn—l = (k: i_k + 1) TZ(l 2 )(1+k)Bgn_1.

Les champs de la température dans I’inclusion et la matrice, 6; et 6,,,, doivent se conformer aux conditions
de périodicité (2.50). De plus, on impose la condition de cohérence de 1’identité de Rayleigh (voir, par

exemple, Chen et Kuo, 2005). Le respect de cette condition nous conduit a I’équation

o0 o0
> Ay r®leos(2n—1)¢p=—Ex1+» > Bopr; " eos (2n— 1) ;. (2.55)
n=1 j#0 n=1

Ci-dessus, I’indice j désigne un des cercles sauf celui a I’origine, r et ¢ sont les coordonnées polaires
mesurées a partir du centre O du cercle central , (r;, ¢;) sont les coordonnées du point O, (r, ¢) sont
mesurées par rapport aux coordonnées polaires locales pour le j-eme cercle. En assimilant la (2n—1)-éme

dérivée partielle selon x; des deux membres de I’équation (2.55) au point O, on obtient
Agp—1 + Z Yom+on—2Bom—1 = —FEdn (2.56)

ol Xy, = 30 cos ma;.
En substituant les équations (2.54) dans (2.56), on obtient le systeme des équations pour déterminer
Bon_1:

(T + W)x = u. (2.57)
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Ci-dessus, T est une matrice diagonale avec les composantes non nulles données par % ; u est un
m

T
vecteur dont la seule composante non nulle est u; = —d,1 ; X est le vecteur dont les composantes sont

Boo . . (2m+2n73)122 +2 _2T2(2m_1>
% ; la matrice W a les composantes W, = (2m—2)7(2nn—1)!2
1

fournies par x2,,,—1 =
En résolvant 1’équation (2.57) et en tenant compte des équations (2.54), on trouve les expressions de
Bon_1, Aan—1 et Co,—1. En utilisant ces expressions dans (2.52), on obtient le champ de la température
dans I’inclusion. En utilisant la relation (2.33), on peut déterminer la premiére composante x1 de x.

De facon similaire, si I’on impose les conditions de périodicité suivantes :

1 1 00
0 |x2:—a/2: §Ea7 0 |$2:a/2: _§Ea’ 87.%1 |$1:i‘1/2: 0

ou F représente physiquement I’intensité suivant la direction 5. La symétrie de la cellule de base carrée
implique que
0 (r1,22) =0 (—x1,22), 0O(x1,22) —0(0,0) = — [0 (z1,—2x2) — 6(0,0)].

En tenant compte de la symétrie de la cellule de base, on a immédiatement

0; = Cy+ Z Czn_17"2n71 sin (2n — 1) ¢

n=1

pour I’inclusion et

O = Ag + Z [Agn,lr%_l + Bgn,lr_Q”‘H] sin(2n —1) ¢

n=1
pour la matrice.

La moyenne du flux de chaleur est donne

<qa> - (1 - f) <q04>matm'ce + f <qa>inclusion

= (]- - f) km <60¢>mat7'ice + fkl <€0¢>inclusion . (258)
Par 1a loi de Fourier, on a également les 2 composantes de I’intensité dans la matrice :

2fB
B kmE (1 + %) — Jki <61>inclusion

<61>matrice - (1 — f) km
— fkieg). . .
(€2)matrice = f(l %2})"1;“” (2.59)

A partir de I’équation (2.33), on obtient

0
—E-2Xg
dy
Cette équation revient a écrire
ox1 dx2
—p - _%pg
=k -5 -5 B
0 0
e = By — Xp 20 (2.60)
Y2 Y2



Dans le cas ou E; = 1 et E5 = 0, les équations (2.60) nous donnent

<8Xl> — <61>matrice 4 1’
8?]1 matrice E1

<8><1 > _ (e2matrice. 2.61)
Y2 matrice £y

Dans le cas ou E; = 0 et 5 = 1, les équations (2.60) nous conduisent a

<8X2> — <€2>matrice + 1’
ayz matrice E2

<8X2> _ <€1>matrice ) (2.62)
ayl matrice E2

Les conductivités effectives K { TetK ;g 7 sont finalement données par

e 0 0
Klffzkif+(1—f)km+fki<>a> +(1—f)km<X1> ,
0 1/ inclusion ayl matrice

K4 = kif + (1= f) k. (2.63)

Dans Fig. 2.6, on trace les diagrammes qui comparent les résultats obtenus par les différentes méthodes
pour les propriétés effectives du tenseur de conductivité thermique de la zone d’interface en fonction de
la fraction surfacique de la phase 1 pour une section de la zone d’interface qui est définie par une valeur

donnée de x3.

8
. Kflf(Fl——r)
7h--- Kflf(TH)
k¥ (Gscm
6 o K ( )
= O eff
i Kaa(FFT)
eff
% 5| KSo(TH) .
g o k¥(Gscm)
8 4 — BorneV ol
3,
2,
1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7
Are fraction of phase 1

FIGURE 2.6: Comparaison des résultats obtenus par le Schéma ACG, la méthode proposée par Chen et

Kuo et 1a méthode basée sur TFR.

2.3.5 Homogénéisation d’un stratifié triphasique suivant la direction d’épaisseur

On considére maintenant un domaine 2 occupé par un composite formé de 3 couches planes perpen-

diculaires a I’axe z3. La couche supérieure d’épaisseur H est constituée de la phase 1, la couche in-
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férieure d’épaisseur Ho constituée de la phase 2 et la couche intermédiaire d’épaisseur Hy composée
de I'interphase équivalente remplagant la zone d’interface rugueuse. L’ épaisseur totale du composite est
H = H; + Hy + Hs. Les composantes du tenseur de conductivité thermique effective de ce composite

stratifié sont données par les formules classiques suivantes (voir, par exemple, Milton 2002) :

K3 = (K)o (2.64)
Ky = (Kan)q + (Kas K )y (Kl )| — (K3sK' ) (2.65)
Kiy = (K)o + (KisKg)g (K)o — (KBEghg, (2.66)
Ky = (Ki2)g + (K13K33' ), <K;}>51 (K3 Kas)o, — (K13K33 Kas) g (2.67)
K = (KisKg' o (Kag' g (2.68)
Ky = (K3 )g (K3 Kas)g - (2.69)

Ci-dessus, I’opérateur de moyenne (o), est défini par

1 —Hp 0 H3
(0)q = i (/ o) dzq +/ o) du; —I—/ o des) . (2.70)
_(HO+H1) —Hy 0

2.3.6 Application numérique

Les résultats établis pour un composite constitué de deux phases dont I’interface est trés rugueuse sont
numériquement illustrés et examinés ci-dessous. On consideére un composite formée de deux phases
isotropes dont les conductivités K et K telles que K1/K2 = 10 et dont I’interface rugueuse a une
forme conique. Pour étudier I’influence de la zone d’interface sur les propriétés thermiques effectives du
composite stratifié en question, on choisit la période € de I’interface rugueuse et les longueurs [; et [ du
composite telles que [y = lo = 15¢ tandis que H; = Hy = H» se varie de 1 a 10e (Fig. 2.7).

Les propriétés effectives normalisées du conductivité thermique %, % et % du composite stratifié
sont calculées avec les formules (2.64)-(2.69), dans lesquelles les propriétés équivalentes de conductivité
thermique de la zone d’interface rugueuse sont obtenues successivement par les méthodes basées sur la
transformée de Fourier rapide, sur le schéma auto-cohérent généralisé et la procédure proposée par Chen
et Kuo (2005) et par la méthode des éléments finis dans le logiciel Comsol Multiphysics. Ces résultats
numériques sont illustrés et comparés dans Fig. 2.11. La cellule de base et son maillage a I’aide du
logiciel Comsol Multiphysics par éléments finis sont illustrés dans Fig. 2.8.

Les conditions périodiques sont appliquées sur les deux surfaces perpendiculaires a la direction x; et
sur celles perpendiculaires a la direction x2. Pour calculer K35, on impose I’intensité thermique £ =
(0 0 1)T a la cellule de base qui cause un flux de chaleur dans la direction x3 (voir Fig. 2.10). Les
composantes K7 et K3, du tenseur de conductivité thermique effective du composite sont calculées en
choisissant E=(1 0 0)T et E=(0 1 0)7 (voir Fig. 2.9).

En examinant Fig. 2.11, on constate que : (i) les valeurs obtenues pour la composante K35 par les méth-

odes analytiques et la méthode des éléments finis coincident quasiment ; (i) les valeurs de la composantes
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FIGURE 2.7: Interface rugueuse périodique dont la cellule de base a une forme conique.

K7, fournies par les différentes méthodes sont approximativement identiques ; (iii) la valeur obtenue par
la méthode des éléments finis décroit avec le rapport %1 et s’approche des valeurs obtenues par les
méthodes analytiques avec 1I’augmentation du rapport Hf Par conséquent, on conclut que, quand le rap-
port % est suffisamment important, les valeurs des composantes du tenseur de conductivité thermique
obtenues par les différentes méthodes analytiques et par la méthode des éléments finis (Comsol) sont en

bon accord.
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Chapitre 3

Interfaces élastiques ondulées autour

d’une surface lisse quelconque

3.1 Description et formulation du probleme local

Soit  un domaine tridimensionnel (3D) formé de deux sous-domaines Q(!) et 2(2). On introduit le sys-
teme des coordonnées curvilignes (y1, y2, y3) associé a une base orthonormée (fi, f2, f5). On symbolise
la frontiere de € par 9 et celle de Q) par 9N avec a = 1,2. Linterface I entre Q1) et Q(2)
est une surface périodiquement ondulée suivant les directions y; et yo avec ¢ comme la période. Plus

précisément, I" est décrite par

I'= {y: (Y1,92,93) € Q| ys =9 (£1,62),61 = %752 = %}, (3.1

ou g (&1, &2) est une fonction périodique telle que g (§1 + 1,62 + 1) = g (&1, &2).

Les valeurs minimale et maximale sont notées par gnin €t gmaz. On suppose que, pour une valeur y3 €
(gmins Gmaz ) donnée, 1’équation y3 = g (&1, £2) a deux pairs de solutions réelles dans ’intervalle (0, 1).
La période € est trés petite par rapport & 6 = gar — gmin aU sens que 0 < € < §. Comme dans les
deux chapitres précédents, on dit alors que I'interface I" est trés rugueuse. On définit la zone d’interface

rugueuse w'® et la surface 7(yJ) :
W(C) = {y = (y17y27y3) R/ ’ Imin < Y3 < gmaac}a

m(ys) = {y = (41,42, u3) €W | g5 = yg} '
Pour le probleme élastique 3D en question, les déplacements sont des fonctions des coordonnées curvilignes

(1,2, y3) et du temps ¢ :
ui:ui(y17y27y37t)a 221,2,3

Les matériaux formant les sous-domaines Q1) et Q(2) sont supposés linéairement élastiques, hétérogenes
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selon y3 mais homogenes selon y; et yo. Ainsi, on a la loi de Hooke

o(y,t)=L(y)e(y,t), (3.2)

ol € (y, 1) est le tenseur des déformations infinitésimales, o (y, t) le tenseur des contraintes de Cauchy

et IL le tenseur d’élasticité donné par

L(y) = xM (LY (y) + xP(y)LO(y). (3.3)

Ici, x(®(y) est la fonction caractéristique du sous-domaine Q(® telle que x(¥(y) = 1siy € Q) et

X (y) =0siy ¢ Q). Le tenseur L(® a les symétries indicielles suivantes :

15— 10, - 1) o

Ci-dessus et ci-apres , comme une regle générale, les indices latins, tels que i, j, k et [, prennent les
valeurs 1, 2 et 3 alors que les indices grecs comme « et 3 varient de 1 a 2. Le tenseur des déformations

infinitésimales € est lié au vecteur des déplacements u par

(Vu+vu'). 3.5)

€ —

N

Le tenseur des contraintes o doit vérifier I’équation du mouvement

ou p est la force volumique et ii est le vecteur d’accélération.
En substituant (3.2) dans (3.6), on obtient 1’équation du mouvement. Il convient de réécrire cette derniere

sous la forme plus compacte

(C™up)y+p=pit ou (C5uj)1+pi = pis. 3.7)

1,

Ci-dessus, le symbole o ; dénote la dérivée de e par rapport a y;, CUk) est la matrice 3 x 3 dont les

composantes Cgk) sont données comme dans la these de Huy Toan Le (2011) :

lk 38

De fagon similaire, on introduit la notation
lk 3.9
C,L(Ja)( ) — I’Eféj)k (3.9

Ainsi, la loi de Hooke peut s’écrire sous la forme compacte :
oW = Cclk)y . (3.10)

Dans les coordonnées curvilignes orthogonales, en utilisant les équations (3.9) et (3.10), I’équation du

mouvement peut s’écrire sous la forme

1 |0 (hohsCMuy) L9 (h1hsCZ)u ) N 9 (h1haCBPu )
hihahs O Y2 dys3

+p = pii, @3.11)
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En supposant que I’interface rugueuse entre les deux phases est parfaite, alors le vecteur des déplace-

ments et celui des contraintes sont continus a travers I'. Donc,
[u] =0 et HC(”"’)qkm” ~0 (3.12)

ou [[e]] = o(2) _ o(1) désigne le saut d’une quantité e a travers I' et n; représente les composante du
vecteur unitaire normal 2 I’interface I" dirigé de Q) vers Q(2).

Dans le systeme des coordonnées curvilignes orthogonales en question, on définit

1 9(e) 1) 10(e)
()= hy Oy1’ *)2= ha Oya’ *)8= hs dys3

(3.13)

avec hi, ho et hs étant les coefficients métriques des coordonnées curvilignes. Le vecteur unitaire normal

a I se calcule par

T

n— ! <—g’51-—g’52-1) (3.14)
1 (2 2 1 € ¢ hs

\/62 (g,ﬁl +g,£2) T h2

N O(e O(e
ol ()¢, = L9 et (o), = 252,

3.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

Selon la méthode asymptotique, le champ des déplacements est considéré comme une fonction des vari-

ables macroscopiques (y1, y2, y3) et des variables microscopiques (£1,&2) :

u (ylay27 y3at) = U¢ (ylay27 y3a§17‘£27 €7t) .

Ensuite, le champ des déplacements u. (y1, Y2, y3, &1, &2, €, t) est exprimée sous forme d’une expansion

asymptotique :
ue(ylv Y2,Y3, t) =U+e (A(l)U + A(h)Uﬂ)
+ (ADU+APIU,; + ABDU ;) +0(e). (3.15)

Dans cette expression, U = U (y1, y2, y3, t) est une fonction indépendante des variables microscopiques

(€1, &), correspondant au champ des déplacements a I’échelle macroscopique. De plus, A(®) = A(®) (¢1, &, y3)
sont des matrices 3 x 3 qui sont des fonctions périodiques de &; et &s.

Avec les définitions {; = % et {&, = 2, les dérivées du champ des déplacements par rapport aux

variables y; se calculent par
Uqg = Ueq + 6_1116,50‘, u3 = Uc3. (3.16)
En introduisant (3.15) dans (3.16), on obtient
uo=U,+AQU+ AU,
+e(AVU, + AU, + AU+ AT U, + AU )
+(APU .+ APIU i + APDU 4j0) +0(e%), (3.17)
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g =Us+e{[AVU]5 + MU 5}

)

+ e {[APU]5 + [APIU )+ [ACDU ] 5} + 0(). (3.18)

En substituant (3.17) et (3.18) dans (3.7) et en demandant que le coefficient associé a e 1 soit égal a zéro,
on déduit que

{Cmm AS;} U+ [Cmm A 4 c(ak)} . Uk=0. (3.19)

De facon similaire, en introduisant (3.17) et (3.18) dans (3.12)5 et en exigeant que le coefficient associé

a ¢! soit nul, il vient que
(AL ge ]| U+ [[(cPALY +cm) g [ Uy =o. (3.20)

Les équations (3.19) et (3.20) impliquent que

cVAy)] =0 £ES £4L 3.21)
:C(QB)AS;) + C(ak)] =0, gES, &4l (3.22)
(74l se]| 0. ecc (3.23)
[(CPA 1 D) g || =0, gcx (3.24)

ok =1,20u3;S(y3) = m(ys) UV et L(y3) = S(y3) UT". En outre, la condition de continuité (3.12);

du champ des déplacements a travers I’interface I" et la condition de périodicité font que

HA(l)” _o, HA(”“)H —0, tef, (3.25)
AW (1,0,y3) = AW (g, 1,y3), AD(0,8,93) = AD(1, &, 13), (3.26)
A(lk)(£1707y3) = A(lk)(gla 1ay3)’ A(lk)(oag%yi’)) = A(lk)(17€27y3)' (327)

Remarquons que les équations de (3.21) a (3.27) constituent la formulation du probléme de localisation.
La résolution de ce probléme nous conduit 2 dériver les matrices de localisation A et A(1F) avec
k = 1,2 ou 3. On peut montrer que la matrice AWM correspond a une constante d’intégration par rapport
a & et &. Donc, A,(El; = 0 dans (3.21) -(3.27). Par ailleurs, contrairement a ce qui se passe dans le cas

d’une interface ondulée périodiquement suivant une seule direction, les expressions de A (1%)

ne peuvent
pas €tre analytiquement déterminées dans le cas présent ou les ondulations se produisent suivant deux
directions. Pour cette raison, une méthode numérique ou analytique approximative est nécessaire pour
calculer A(1F),

Ensuite, en insérant (3.17) et (3.18) dans I’équation du mouvement (3.7) et en posant le coefficient associé
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2 €0 égal a zéro, on obtient

[CO9AD +eaY] U { [CUALY +cPIAD 1 ALY

) 7£B
10 |l (CONAGY £COP)| 0 hahy (CUDALY 1+ C))]
+
hihahsg Y3 hihahsg o
1 B |:h1h3 (C(M)A(glf) + C(2k)>:|
+ ’ U
hihohs ay2 *
a) A (207 N A (Li i i8) A (Li -
N { {Cw )AZD | g A )} ot cli 4 ) A,(gﬁ)} Ui 4p= 0. (3.28)

Dans cette équation, les matrices de localisation d’ordre deux A(Q), A2K) et A(24) gont déterminées en
termes de A(D) et A(1F) de telle sorte qu’elles sont continues 2 travers £, périodiques de période 1 en &
et & et qu’elles vérifient les équations obtenues par la substitution de (3.17) et (3.18) dans (3.12); et par

la demande que le coefficient associé a € soit égal a zéro :
cha) Afi 1 3) Af?})” — 0, (3.29)

HC(BQ)A,(Zj) + C(ﬁj)A(li)H =0, (3.30)

C(3°‘)A(§1k) + Bk
hs

o 2k 1k
g, HC(B )A,(ga) N GICLYNE +C(ﬂ3)A7(3 >H — [ (3.31)

En intégrant 1I’équation (3.28) sur la surface S d’une cellule de base ), en tenant compte des équations

(3.29)-(3.31) et en appliquant le théoréme de divergence, on obtient

L 0[mhe (CENALY 1+ com)]

(419) (48) A (19) .
(0904 con) v

hihahs By
ol (omagvem)] y ofni(cma rom))y
+ +
- 1 1k) 3k dl 3}
+418 1/“ cBIAM L cBR) | = Ly, + = (p)s U 3.32
{! | (oA )| | Foney [ Uk + s = t0ls (3.32)
ol [Vh(€)| = /g2, + 62, ot
(o)s = S!‘l/(°)d52 IS\‘l//(-)d&dfz. (3.33)
S

De I’autre c6té, en appliquant le lemme A.1 dans Kristensson (2005), on peut montrer que

< I 6[h1h2(C(3O‘)Af§f)+0(3k))}> +{’5’1//;Hh13 (c<3“)A,‘§k)+C(3k)>H T }
S

hihahsg 0y3 > |Vh(y)|

| |lhe (CEIAGY + 00
~ hihshs Oys '

(3.34)
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En combinant (3.34) et (3.32), il arrive que

10 [hihy (CEVALY + C0) |

(i) 4 UB) A (1D g
<CJ +CYIA L >SU,z]+

hyhghs dys3
10 [hohy (COVALY +CM) |y 9 ks (CEVALY + ) |
+ + U
hihahs oy hihahs Y2 i
+(p)s = (p)s U (3.35)
Donc, I’équation du mouvement a 1’échelle macroscopique prend la forme suivante :
Ci (y5) Uy + 1 9 [h1haC3* (y3)] N 9 [hah3C™ (y3)] N 9 [Ph3C* (y3)] U
FATS) 0T hohs 0ys3 oy 0yo &
+p=pU. (3.36)
En comparant I’équation (3.35) avec 1’équation (3.36), on voit que
k) (vo) = ( C(ik) (iB) A (1K)
CUR) (yy) = <C +Cl AL >S. (3.37)

Le résultat de la cette section montre que la zone d’interface rugueuse peut étre remplacée par une
interphase équivalente dont les propriétés élastiques sont déterminées par (3.37). Cette interphase est

homogene suivant la surface (y1, y2) mais hétérogene selon la direction ys.

3.3 Interfaces ondulées autour d’une surface plane et suivant deux direc-

tions

Dans le reste de ce chapitre, les résultats généraux obtenus ci-dessus seront appliqués au cas particulier

ou la surface autour de laquelle une interface oscille suivant deux direction n’est plus courbée mais plane.

3.3.1 Description et formulation du probleme

Le domaine €2 occupé par le composite en question est constitué¢ de deux sous-domaines QM et 0O,
L’interface I" entre ces derniers est parfaite. Dans le systeéme des coordonnées cartésiennes (x1, z2, T3),
I’interface I' oscille rapidement et périodiquement entre les plans x3 = 0 et z3 = —Hg avec Hy > O et

suivant les directions x; et x2 avec la méme période €. Plus précisément, I' est décrite par
I'= {X = (131,:L‘2,:L'3) eN | xr3 = h($1,l’2)} (3.38)

ol h(x1,x2) est une fonction périodique ayant la propriété h(zy + €, 29 + €) = h(x1,22). De plus, on
suppose que la période € est tres petite par rapport a Hy, i.e. 0 < € < Hy. Ainsi, on dit que I'interface I'

est tres rugueuse.
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FIGURE 3.1: Domaine tridimensionnel 2 constitué de deux phases occupant deux sous-domaines (1)
et Q2 dont I'interface rugueuse I' oscille périodiquement entre deux surfaces planes
paralleles I'y (z3 = —Hjp) et I'y (z3 = 0) et suivant les directions x; et x2 avec la méme

période e.
Pour les utilisations ultérieures, il est commode de définir la zone d’interface rugueuse
w® = {x = (21, 29,23) € Q| — Hy < 23 < 0} (3.39)

et d’introduire le plan

() = {X = (21,20, 73) € w9 | 23 =23, —Hy < 23 < 0} . (3.40)

Les dimensions de 7(x3) suivant les directions x; et xo sont désignées respectivement par [;(x3) et
la(x3). Pour ce qui suit, il convient de définir les sous-domaines
w) = {x = (z1,29,23) € Q| 23 < —Hp}, (341
w? = {x = (z1,29,23) € Q|0 > x3}. (3.42)

L'interface entre w(%) et w(®) est dénotée par I'y, avec v = 1 ou 2.

Dans le systeme des coordonnées cartésiennes, 1’équation de mouvement s’écrit :

(C™uy), +f=pi or (Ci(gl'k)“j,k),l + fi = plis. (3.43)

Comme [’interface I' est parfaite, le vecteur des déplacements et celui des contraintes sont continus a
travers I :

[u] =0 and [[C™um)] =0 (3.44)
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N

ou [[e]] = o2 — o(1) dénote le saut de e a travers I et m; est une composante du vecteur unitaire m

normalal :

671

m = (g1 Pyo s _E]T- (3.45)
e, 1)

A I"échelle mésocopique, la zone d’interface rugueuse w(®) est homogénéisée dans le plan z; — x5 mais
reste généralement hétérogene selon direction x3. En d’autre termes, la zone d’interface rugueuse w(©

est remplacée par une interphase équivalente dont la loi de comportement effective est exprimée par
S(x,t) = C(x3)E(x,1) (3.46)

ott C(x3) est le tenseur de rigidité effectif de la couche équivalente, S et E sont respectivement les

tenseurs des contraintes et des déformations a I’échelle mésocopique.

3.3.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

Considérer la zone d’interface rugueuse w(®) caractérisée par (3.39) et obtenue 2 partir de la duplication
périodique de la cellule de base ) selon les directions x; et xo. La méthode d’analyse asymptotique est

appliquée pour déterminer le tenseur d’élasticité effectif C(z3) de w©, D’apres la formule (3.37), on a

COR) (gg) = <C(ik) 4 CUB) A’(;:)>s ' (3.47)

Les matrices de localisation A('¥) ne peuvent pas étre analytiquement et exactement déterminées dans
le cas présent ou I’interface I' est ondulée dans deux directions. Par conséquent, une méthode numérique

ou une méthode analytique approximative devient nécessaire pour calculer A (1%)

a partir des équations
(3.22), (3.24), (3.25)4 et (3.27). Ensuite, on pourra calculer le tenseur d’élasticité effectif C(ik) (z3) de
la zone d’interface rugueuse défini par (3.47).

Pour une valeur donnée de z3 € (—Hy,0), dans le but de caculer A(F) (1,95, 23) et C)(x3), on
considére un domaine tridimensionnel M défini via M = m(x3) X |—Hy, 0[. Par simplification, les

deux phases constituantes de M sont supposées individuellement homogenes. On fait M subir a une

déformation uniforme sur la surface externe 9N comme suit :
ux)=E-x, x€dM (3.48)

ou E est un tenseur des déformations macroscopique qui est constant. Puisque la microstructure de M
est invariant dans la direction x3 et périodique dans les directions x; et xs, en considérant une cellule de
base arbitraire Z de M, par exemple Z = S(x3) X |—Hy, 0], le champ des déplacements dans Z peut

étre représenté sous la forme générale suivante :

wi(Y1, Y2, 23) = EiaYa + Eizxs + vijr(y1, y2) Ejk, (3.49)

ot ;51 (Y1, y2) estlafonction de localisation possédant la symétrie indicielle @; 1 (y1, ¥2) = @ik (Y1, Y2).

Remarquer que, les premier et deuxieéme termes dans le membre droit de (3.49) correspondent au champ
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des déplacements globaux tandis que le troisieme dans le membre droit de (3.49) représente la fluctuation
microscopique des déplacements. Donc, les composantes du tenseur des déformations microscopiques

sont données par

1
€af = €Ba = Liap + 5 (9004]'1971/6 + @ﬁjk,ya) Ejk7

1
€a3 = €30 = Baz + 5903jk,yanka £33 = E33. (3.50)

En comparant les équations (3.22), (3.24), (3.25) et (3.27) avec celles obtenues par 1’introduction de
(3.49) dans (3.7) en absence de toute force volumique et en tenant compte des conditions de continuité

(3.12) et des conditions de périodicité sur la surface externe de Z, on peut montrer que

k k
ASP (g1, 2) = @i (v, 12), Ag,y)ﬁ (Y1, ¥2) = Pijk,ys (Y1, 42)- (3.51)

Donc, la matrice de localisation A (1K)

peut étre déterminé a partir du champ solution des déplacements
u(y1, Y2, r3) al’aide de la relation (3.51). Par conséquent, les composantes du tenseur d’élasticité effec-

tive pour la zone d’interface rugueuse sont déterminées par

Lyiqk(w3) = Q%k) (x3) = <nggk) + nging)wmqk,yﬂ>8
O+ OGO+ O (o)

+ MO (Pmah s )s, (3.52)

ol 77, est la fraction surfacique de la phase « telle que 171 +72 = 1 et (o) s,, désigne la moyenne surfacique

de e pour la phase a.

3.3.3 Méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide (FFT)

Pour trouver numériquement le champ des déplacements u qui prend la forme (3.49) et intervient dans
la formule (3.52) permettant de calculer le tenseur d’élasticité effectif L(x3) (ou Cik) (x3)), on propose
ici une méthode basée sur la transformée de Fourier rapide (FFT) et faisant intervenir une procédure
itérative. L’ algorithme correspondant est récapitulé comme suit :

— Itérationz = 1:

51(3/17 ?/2) = Ea

o (y1,y2) = L(y1, y2)e" (Y1, 92)-
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— Itération¢ > 1:

Supposant que £*(y1,%2), o' (y1,y2) sont connus, alors
&i(fla 62) = f(gi(ylv yQ))
Test de convergence :

— Le processus d’itération est stoppé si

5 61,8) - (60,
164(&1, 2)|

< 0.

— Sinon,
ETH(Er, &) = €16, &) —T0(&1, &)6 (&1, &),

et y1,y2) = FHET (61, &),
o (y1,y2) = Lyr. y2)e ™ (y1, p2)-

Ci-dessus, F(e) et F~1(e) signifient la transformée de Fourier discréte et son inverse ; £ = (&1, &2) est
le vecteur d’onde discrte ; I'° représente la tranformée de Fourier de 1’opérateur de Green associé au
milieu homogene de référence dont le tenseur de rigidité élastique est IL°. Pour plus de détails sur cette
méthode, le lecteur peut se référer aux articles de Moulinec et Suquet (1994) et Bonnet (2007).

Il est important de noter que la méthode numérique basée sur la transformé de Fourier rapide et sur
la méthode itérative est valable indépendamment des anisotropies que les phases constituantes peuvent
avoir. En plus, ces phases peuvent étre hétérogenes selon la direction x3. Pour une valeur donnée de
x3 € (—Hy,0), le schéma numérique ci-dessus est valable pour toute microstructure périodique de la

surface plane 7(x3).

3.3.4 Schéma auto-cohérent généralisé

Dans le but de déterminer analytiquement et approximativement le tenseur d’élasticité effectif L(x3)
(ou C (k) (z3)) de la zone d’interface rugueuse décrite par (3.52), le schéma auto-cohérent généralisé
(SACG) est maintenant adopté pour calculer le champ des déplacements u. Ce modele fut initié par
Kerner (1956), Van der Poel (1958), amélioré par Smith (1974, 1975) et complété par Christensen and
Lo (1979).

Plus précisément, dans notre cas, 1’application du SACG consiste d’abord a considérer un cylindre com-
posite circulaire de hauteur Hy, composé d’un noyau (phase 1) qui est enrobé par la phase 2. Ce cylindre
composite est noyé dans un milieu homogene M de la méme hauteur Hy mais infini dans le plan transver-
sal. Le rayon du noyau et le rayon extérieur de la couche enrobant le noyau, dénotés respectivement par
r1 et ro, sont choisis de telle maniere qu’ils sont compatibles avec les fractions volumiques des phases

1 et 2. Dans ce qui suit, les deux phase constituantes sont supposées individuellement homogenes et
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isotropes. Donc, le tenseur d’élasticité L(®) de la phase « prend la forme simple
L) = (3Aq + 21a) J + 2u.K (3.53)

ouJ = %I ®I, K =T—JavecIandI étant respectivement les tenseur d’identité d’ordre deux et d’ordre
quatre ; A\, et i, sont les constantes de Lamé de la phase . Le milieu homogene externe du cylindre
composite est constitué du matériau élastique effectif caractérisé par le tenseur d’élasticité effectif in-
connu L(x3) (ou C#*)(z3)) et il est soumis aux conditions aux limites (3.48) sur sa frontiere externe
OM.

Le SACG de Christensen and Lo (1979) demande que la présence du cylindre composite circulaire ne
modifie pas 1’énergie initiale des déformations. Il a été prouvé que cette condition énergétique dauto-
cohérence est équivalente a la demande que la moyenne volumique du tenseur des déformations du
cylindre composite soit égale au tenseur des déformations macroscopiques E intervenant dans les condi-
tions aux limites (3.48) imposées sur M (voir Hervé and Zaoui, 1990, 1995). En tenant compte (3.49),

cette condition revient a écrire
<90mqk,ya >5 =m <‘quk,yﬁ>51 + 12 <90mqk,y5>52 =0. (3.54)
En combinant (3.52) avec (3.54), I’expression de IL(x3) (ou C (k) (23)) réduit a
Lyiqi(x3) = C§F (3) = mCSY™ 4+ noCQ) 4y (CSD — CRB) B, (3.55)

avec B = .

mqkf3 <90mqk7y5 >51
On se propose maintenant de calculer toutes les composantes B,,,4x3 du tenseur d’ordre quatre B. Pour
ceci, on suppose que M est soumis successivement aux conditions aux limites suivantes :

— Chargement hydrostatique dans le plan :
u(x) = vyi(z1e; + z2ez), x € IM; (3.56)

— Traction normal :

u(x) = yexses, x € OM; (3.57)

— Cisaillement longitudinal anti-plan :

u(x) = v3(xze; + xi1e3), x € M, (3.58)
— Cisaillement transversal anti-plan :

u(x) = y4(x2e1 +x1€2), x € IM, (3.59)

Dans les conditions aux limites (3.56)-(3.59), v1, 2, 73, et 74 sont des constantes. Pour chacune de

ces conditions aux limites, on peut analytiquement et exactement trouver les champs des déplacements,
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des déformations et des contraintes dans le noyau, dans la couche d’enrobement et le milieu externe
du cylindre composite circulaire. Les détails de calcul et les solutions sont donnés dans les papiers de
Christensen and Lo (1979) et Hashin (2002).

En utilisant les résultats donnés par Christensen and Lo (1979) et Hashin (2002) et en tenant compte de

(3.50), on trouve les composantes non nulles de IB :

1 1
Bi111 = Bago = §C1()\2 +2p9) + -C — 1,

2
1 1
Bsi12 = Bigo1 = §C1(A2 + 2u2) — §C2
2
B3131 = B3232 = K2 -1,

mpz = p1) + p2 +
Bi331 = Bagsa = %CIUQ(/\Q - A1),
Bai21 + Bii2a = (2 — 1, Baasi + Bias2 =0,
Biii2 + B2 =0, Bago1 + Biaa2 = 0,
Biisz + B2i1z1 =0, Bagg1 + Bigza = 0, (3.60)

ou
1

Com(Ae 2 — A — )+ p2 o+ A

Dans cette équation, c; et d; sont deux constantes inconnues qui peuvent étre déterminées a 1’aide du

G

3
= —d A .
, G2 IV i+ A1)+

systeme des 7 équations linéaires suivant :
Y X=7. (3.61)

Ci-dessus, la matrice Y et les vecteurs X and Z sont fournis par

T T T 0
1 Bmat2)m 1 2 1 Buet2r)m 0
A n? (A2+2pu2)m A2
3us 2(p2+A)p2
H1 0 77%2 (A2+2pu2)m K2 0 0
= 3(pat+A1)pan 3u (Aatp2)p 3(pa+A2)pan
Y K1 ' /\11 = _777%2 _(A22+21122)7721 —Hy —T /\22 = 0 ’
0 0 1 1 1 1 -1
3pa+2X
0 0 1 A2—!:22/12 -1 _M2>\722 -1
X=[ei di a2 by e dp a |’y Z=[0 000 1 -1 —m]"
Ici, me correspond a la solution positive de 1’équation quadratique suivante :
f(me) = 52(me)2 +&me + & =0, (3.62)
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ou le déterminant f(m.) est précisé par

! n _% _7711 -1 —m 0 0
O e B = s B e
m 0 % % —H2 0 0 0
fime) =] M e — Gk oy MR 0
0 0 1 1 1 1 1 .
o0 R o T - B B
0 0 By MWpteke 0 g
0 0 Buy  LmPae, MmPae gy

et les coefficients &, &1 et &, sont déterminés par

£2=%[f(1)+f(—1)]—f(0)7 & =)= f=D], &= f(0).

(3.63)

(3.64)

Finalement, en introduisant les expressions (3.60) de B dans (3.55), on obtient les formules pour les

composantes non nulles du tenseur d’élasticité effectif L(x3) (ou CU*) (z3)):

Li111 = Loggo = C_'Sl) = 0532) = X+ 2u2 + mG (A2 + 2u2)
+mC2(p1 — p2),
- . ~(12) _ A1)
Li1g2 = Lag1n = Cy7 = Co1 7 = A2 + mG10(A2 + 2u2) — mGa(p1 — pi2),
L1133 = L3gi1 = Logss = Lazoo = 0%3) = 0%3) = C_’éi’l) = C’§§2)
= mArL + mA2 + mn2Cif(A2 — A1),
L3sss = 6’3(33) = (A + 201) + ma(Aa + 2p9) — Ml (A — A2)?,

- - - - - - - - ~(33)
Lo3o3 = Lo33o = L3223 = L3232 = L1313 = L1331 = L3113 = L3131 = Cég

~(33 ~(11 ~(22 ~(23 ~(32 ~(13 ~(31
051):03(,3):0:§3):C?(,2):C§3):C§1):C§3)

mn2(p1 — M2)2

- + - )
R = ) + o+
Li212 = Ligory = Lotz = Loio1 = i = ot = oy =gy

= mip + nap2 + n1(pr — p2) (G2 — 1).

ou

0= A+ p1 — A2 — p2.

(3.65)

En résumé, en appliquant le SACG, toutes les composantes du tenseur d’élasticité effectif L(x3) (ou

CUk) (z3)) de la zone d’interface rugueuse sont estimées de fagon analytique explicite. Cependant, on

rappelle que ces résultats sont valables sous la condition que les deux phases constituantes du composite

sont individuellement homogenes et isotropes.
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3.3.5 Homogénéisation des composites élastiques stratifiés avec interfaces périodique-

ment rugueuses

Le stratifié 2 =]0, [;[x]0, lo[x] — Hy — Hy, Hy|[ considéré dans cette section est initialement constitué
de deux phases parfaitement collées a travers leur interface I' qui oscille rapidement autour d’un plan
et periodiquement suivant deux directions. Apres avoir homogénéisé la zone d’interface rugueuse w(®)
définie par (3.39) via une méthode numérique ou analytique approximative comme celles présentées
dans les deux sous-sections précédentes, le stratifié est maintenant composé des trois couches w(!), w(©)
et w®. Les interfaces I'y, entre w(® et w(® (o = 1, 2) sont parfaitement collées et les propriétés de w(®)

et w(® (a = 1,2) sont précisées par
LM (z3), if — (Ho+ Hi) <3 < —H,
L(x) = L(z3), if —Hy<us<0, (3.66)
L@ (x3), if 0<x3<Hy,

oll les composantes du tenseur de rigidité L(x3) sont données par (3.65).

-

FIGURE 3.2: Composite stratifié a trois couches

11 convient d’écrire la loi de Hooke sous la forme :

o1 L1 L1122 Liiss  V2Li2s V2L vV2Liio €11

0922 L1122 Laggo Losss  V2Losos V2Lonis V2Looo €22

033 B L33 L33 Lsss3  V2Lssos V2Lss1i3  v2Ls3ie €33
V2023 - V2L1123 V2L223 V2Lszas  2Lags3  2Logiz 2Losio V2es3
V2013 V2Li1113 V2Loo13 V2Lssis  2Lanis 2Limis 2Lisie V2ers
V201, V2Li112 V2Lg212 V2Lsziz  2Laziz 2L1si2 2L1oie V2er2
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Si ’on divise la matrice d’élasticité L (x3) en blocs comme suit :

Lssss  V2Lsszo V2Lssn
i \/§L3331 2L3231 2L3131

L3311 Lsseo  V2Lsz1o
Cs1= | V2L1132 V2L 2L1232 | >
i V2L1131 V2Laoz1  2L1231

L1111 Lii2a  V2L1112
Cu = L1122 Lasss  V2Lao1a | > (3.67)

_\/§L1112 V2Loo12  2L1212

avec C13 = CT;, le tenseur de rigidité effectif L* du stratifié a trois couches est déterminé par les

expressions classiques :
Ca; = <C§31>71 )
C31 = (Cx) ' (C'Car),

Ci = (Cy1 — C13C5.Ca1) + (C13C) (Cd) ™ (CiCay ) . (3.68)

1 —Hp 1 0 Hs 9
(o) =5 /( )JM%+/ um+/ o das (3.69)
—(Ho+H1 —Hy 0

ou H = Hy + Hy + Hs.

avec

3.4 Exemples numériques

Les résultats obtenus dans la section précédente pour la zone d’interface rugueuse et pour le composite
stratifié avec interfaces trés rugueuses sont maintenant numériquement illustrés et étudiés en consid-
érant un exemple dans lequel une interface périodique rugueuse a une cellule de base du profil conique.
Les deux phases isotropes constituantes choisies ont les modules d’ Young et les coefficients de Poisson
suivants :

E1 = 731GPa, Vv = 0.22, E2 = 345GPCL, Vo9 = 0.35.

En appliquant la méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide (TFR) et le SACG, les
composantes non nulles normalisées du tenseur d’élasticité effectif Eijkl / Lgil pour la zone d’interface
rugueuse sont tracées dans les figures (3.3) et (3.4) en fonction de la fraction surfacique n; de la phase 1.
En comparant les résultats des figures (3.3) et (3.4), on trouve que avec 777 < 0.3, les résultats approx-
imatifs obtenus par le SACG sont tres proches de ceux obtenus par la méthode numérique basée sur la

TFR.
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surface fraction n, of phase 1

FIGURE 3.3: Module effectif normalisé legg/ngl)QQ, E1133/L§21)33 et I)gggg/Lé?),)Q:3 de la zone d’inter-
face rugueuse obtenu par la méthode basée sur TFR et le schéma ACG en fonction de la

fraction surfacique 7; de la phase 1

Ensuite, pour examiner I’influence de la zone d’interface rugueuse sur les propriétés élastiques effec-
tives du composite stratifié, on considere un composite stratifié dans lequel la période € de I’interface
rugueuse et les épaisseurs Hy et Hy du composite stratifié sont constants, tant que 1’épaisseur Hy de
la zone d’interface varie de € a 10e. La zone d’interface rugueuse est homogénéisée comme une inter-
phase équivalente en utilisant la TFR et le SACG. Les composantes non nulles normalisées du tenseur
d’élasticité effectif L;‘jkl / LZ(.JQ.,)CZ du composite stratifié sont déterminées par I’équation (3.68) et tracées
dans la figure .(3.5) et (3.6) en fonction du rapport Hy/e. Les valeurs des propriétés élastiques effectives
du composite stratifié sont comparées dans les figures (3.5) et (3.6) avec celles obtenue en utilisant la
méthode des éléments finis (FEM) et celles obtenues par le SACG. Les figures (3.5) et (3.6) montrent un
bon accord entre les résultats obtenus par TFR, SACG et FEM pour les propriétés élastiques effectives.
Ceci confirme la validité des résultats numériques et analytique approximatif obtenus par TFR, SACG
et la théorie classique d’homogénéisation des composites stratifiés avec interfaces planes lisses pour le

tenseur d’élasticité effectif de ces derniers avec interfaces tres rugueuses.
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surface fraction n . of phase 1

FIGURE 3.4: Module effectif normalisé EHH/Lﬁ)H, E3333/Lg§)33 et Elgm/L%)u de la zone d’inter-
face rugueuse obtenu par la méthode basée sur TFR et le schéma ACG en fonction de la

fraction surfacique 7; de la phase 1
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FIGURE 3.5: Module effectif normalisé L’{Hl/Lﬁ)n, L§333/L§§)33 et L’{133/L§21)33 en fonction du rap-
port Hy/e du composite stratifié avec H; = Hs = € obtenu par la méthode basée sur

TFR, 1la méthode des EF et le schéma ACG.
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FIGURE 3.6: Module effectif normalisé L’{122/L§21)22, L§323/L%)23 et L’{212/L§22)12 en fonction du rap-

port Hy/e du composite stratifié avec H; = Hs = € obtenu par la méthode basée sur

TFR, 1la méthode des EF et le schéma ACG.
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Chapitre 4

Interfaces ondulées autour d’une surface
lisse quelconque dans le cas général des

phénomenes multiphysiques couplés

Dans les chapitres précédents, les interfaces ondulées entre les phases d’un composite ont été étudiées
dans les problemes simples en élasticité et en conduction thermique afin de déterminer tout d’abord
les propriétés effectives de la zone d’interface rugueuse a 1’échelle mésoscopique et estimer ensuite les
propriétés effectives du composite en question a 1’échelle macroscopique. Avec les mémes objectifs, ce
chapitre consiste a généraliser les résultats obtenus précédemment a des phénomenes multiphysiques
couplés et complexes quelconques. Pour illustrer les résultats établis dans ce chapitre, deux probleémes

couplés en thermoélectrique et en piézoélectrique seront présentés en détail.

4.1 Formulation du probleme

Dans un espace tridimensionnel Euclidien R3, nous considérons un domaine € constitué de deux sous-
domaines QM) et Q2. L’interface entre deux sous-domaines, notée par I, est considérée parfaite. La

surface extérieure de €2 est désignée par Of).

Supposons maintenant que les deux matériaux occupant les deux sous-domaines Q1) et 2(2) sont anisotropes
curvilignement homogenes et possedent des comportements linéairement multiphysiques couplés. En in-
troduisant les coordonnées curvilignes {y1, y2, y3} associée a une base orthonormée {f;, fo, f3} comme
dans le chapitre 2, les lois constitutives des phases peuvent étre exprimées par les relations linéaires

suivantes (cf. p. ex. Milton, 2001 ; Benveniste et Milton, 2003 ; Gu et He, 2011) :

IO (y) =LA (ymD(y) ou I (y) = LGV (v) D (y). @.1)
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Dans (4.1), les lettres latines ¢ et j prennent les valeurs 1, 2 et 3 mais les lettres grecques « et 3 prennent
les valeurs de 1 jusqu’a r (r > 2); L(@5) (y) est le tenseur contenant des propriétés du matériau au point

y;d (@) est le vecteur de flux, a divergence nulle, a savoir
divJ(® =0 (4.2)

et le vecteur d’intensité D(?), a rotationnel nul rotD®) = 0, est 1ié 2 un potentiel w(®) par 1’équation
suivante
D (y) = vu(y) ou DV(y)=w{(y). 4.3)

32

Rappelons que la divergence, le rotationnel et la dérivée sont calculés dans les coordonnées curvilignes.

Les lois de comportement (4.1) peuvent s’écrire sous la forme matricielle équivalente suivante :

J(y) =L(y)D(y) (4.4)
ol
[ 3 ] [ L) 1,02 Lar | [ DO ]
J® LY 1,22 ... 1,@n D®
Jy)=1 |, L= _ , , , , D(y)= , (4.5)
Jo LY 1,2 ... ,0m) D)

avec chaque élément L(*?) de L étant une matrice 3 x 3.

Comme dans les chapitres précédents, I'interface I' entre les deux sous-domaines Q1) et Q3 est sup-
posée périodiquement rugueuse soit dans une seule direction ou soit dans deux directions. Pour le premier
cas ou 'interface est ondulée selon une seule direction, I’équation exprimant 1’interface rugueuse s’écrit

dans les coordonnées curvilignes {y1, y2, y3} par

F:{y:(ylayz,ys)€Q|y3:’7(§1)7 &Zﬂ} (4.6)

€

ol v (&1) est une fonction périodique de période € dont la valeur minimale est 7, et la valeur maxi-
male est Ymax. En plus, on suppose que I’équation y3 = «y (£1) a deux solutions réelles et distinctes dans

I’intervalle (0, €) pour chaque valeur de y3 € (Vmin, Ymaz)-

Concernant le cas ou I’'interface est ondulée selon deux directions, 1’équation caractérisant 1’interface

rugueuse devient

= {y: (Y1,y2,93) € Q| yz3 =7 (1,&), & = %,52 = %} 4.7

La période € de 7 (£1) dans (4.6) et v (&1, &2) dans (4.7) sont considérées tres petites par rapport a 6 =

Ymaz — Ymin, ¢-a-d 0 < € < 6, cela signifie que I’interface est tres rugueuse. Pour 1’utilisation ultérieure,
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on définit w(©) comme la zone d’interface caractérisée par
W = {y = (1,92,53) € 2| Ymin < ¥3 < Ymaz} (438)
et la surface 7(y3) est définie par
m(ys) = {y = (y1,y2,93) € W | ys = 13, Ymin < Y3 < %nax}- 4.9)

Puisque I’interface T est parfaite, le champ potentiel w(®) et la composante normale du vecteur de flux

J (@) sont simultanément continus 2 travers I'. Ces conditions nous aménent aux équations suivantes
3 -n]] =0, [w]=0, (4.10)

ouw = [w(l) Lw® w(")]T et la normale unitaire extérieure a I, notée par n, est définie par

n— L [“ho,-lr, @.11)
e "

pour I'interface ondulée suivant une seule direction et

1 v v 117
1 (.2 2 1 € € 3
\/62 (7151 + 7752) + h3

pour I'interface ondulée suivant deux directions. Dans (4.11) et (4.12) et dans la suite de ce chapitre, par

la définition, nous désignons :

1 0(e 1 0(e 1 0(e 1 0(e 1 O(e
() =— ( ), (), = — ( ), ()1 =— ( ), )= — ( ), ° 73:7Q. (4.13)
hy 8& ha 08 h1 Oy ha Oya hs Oys
Nous appliquons ensuite des champs de potentiels linéaires sur toute la surface 0€) de 2 tels que
w(x)=D"x, xe€dQ (4.14)

ot DY est un vecteur constant imposé.

A T’échelle mésoscopique, lorsque la zone de I’interface ondulée w(©) est homogénéisée suivant les di-
rections de 1’ondulation, nous pouvons remplacer cette zone par une interphase équivalente dont les lois

de comportement effectives s’écrivent par

J(y) =L(y)D(y) (4.15)

ou L(y) est le tenseur multiphysique effectif de I’interphase équivalente ; J(y) et D(y) sont respective-

ment les mesoscopiques vecteurs de flux et d’intensité.
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A T1’échelle macroscopique, le domaine €2 est supposé statistiquement homogene. Les lois de comporte-

ment macroscopiques correspondantes sont caractérisées par
(Jgq=L"(D)g (4.16)

ot L* désigne le tenseur multiphysique macroscopique ; (J), et (D), représentent respectivement les
macroscopique vecteurs de flux et d’intensité qui sont égaux aux moyens volumiques des champs micro-

scopiques correspondants sur le domaine €2, c-a-d

Do = \flzy /QJ(x)dx, (D), = llm/QD(x)dx =D 4.17)

avec |(2| étant le volume de 2.

4.2 Homogénéisation de la zone d’interface ondulée

Dans ce paragraphe, nous montrons que la zone d’interface rugueuse w(®) définie par (4.8) sera ho-
mogénéisée par une méthode d’analyse asymptotique. Par conséquence, nous pouvons remplacer cette
zone par une interphase équivalente dont le tenseur effectif multiphysique mésoscopique L sera déter-

miné par I’application de la méthode d’analyse asymptotique.

4.2.1 Interface ondulée suivant une seule direction

Nous considérons le premier cas ou I’interface I' est ondulée autour une surface lisse suivant la direction
y1. En appliquant la méthode d’analyse asymptotique, le vecteur des champs de potentiels w est tout
d’abord considéré comme une fonction vectoriel dépendant de deux types des variables : les variables
mésoscopiques (ou les variables lentes) ¥, y2 et y3 et la variable microscopique (ou la variable rapide)

& tels que

w(y1,y2,93) = We(y1,¥2,y3,&1)- (4.18)

Le développement asymptotique du vecteur des champs de potentiels w s’écrit ensuite par :

we=W + eNOW+NWW, + NDW,+NW ;)
+ ENOW 4+ NOW, + NBW, + NBW 3 + NCHW |, 4+ NCDw
+ NCOW 3 4 NC2W o5 + NEIW 53) + NEDIW 33) +0(), (4.19)
ot le vecteur W = W (y1, 42, y3) indépendant de la variable microscopique &; correspond au vecteur des
champs de potentiels globaux du matériau 2 1’ échelle mésoscopique ; les matrices N(*) = N(®) (y2,y2,&1)

de taille  x r dépendant simultanément des variables lentes 5 et y3 et de variable rapide £; seront déter-

minées a partir de I’équation (4.2) et des conditions de continuité (4.10) du champ de potentiel et de la
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composante normale du vecteur de flux a travers I'interface I'. Donc W ¢ = 0 et N(;l) = 0. Puisque
&1 = y1/e, les dérivées partielles de premier d’ordre du vecteur des champs de potentiels w par rapport

aux variables mésoscopiques sont
-1
W1=Wc1+€ Weg, Wa=Weo, W3=Wc3. (4.20)
et les dérivées partielles d’ordre 2 de w(@) par rapport aux variables mésoscopiques sont données par

~1 -2 ~1
W11 = We 1l T 26 Weg1 € Weeg, Wiz = Wa1 = We 19+ € Wego, W2 = W o,

—1
W 13 = W 31 = W¢ 13 + € We g3, W23 = W 32 = We 23, W 33 = W 33. “4.21)

Dans I’équation (4.21), nous remarquons que les dérivées partielles du champ de potentiel w(® par rap-
port aux variables y1, y2 et £ sont définies par (4.13) dans lesquelles les coefficients paramétriques hi,

ho et hs ne dépendent que de y1, Yy et ys.

En introduisant (4.19) dans 1’équation (4.3), puis dans (4.4) et (4.10) avec prise en compte de (4.21)

et en posant le coefficient associé & e ! égal  zéro, nous obtenons 1’équation suivante :

[CINGW + [ + COINGI W, — o, 422

ot Ci7) est une matrice de taille  x r dont les composantes Cc(f/g,) sont liées a celles de la matrice des
propriétés IL par

cly) =i (4.23)

En combinant (4.2) avec (4.3), (4.19), (4.4) et (4.21) et mettant le coefficient associé a ¢! égal a zéro,

nous avons

COING W+ (€1 + CIINE W, = 0. (429

Pour satisfaire les équations (4.22) et (4.23), les matrices NO, NOD N2 ot N(3) sont choisies de

telle facon que

[CUINE) =0, [NU[=0 a ¢.¢f avec NU(0)=NU (),

[C1) 4 COVNGI =0, [NOV|=0 & & €6 avec NOV(0)=NUD(1),
[(3(11)]N"(£11)]751 =0, 0<& <1, & 7é 5?7537

€1+ CUINE) e =0, 0<a <1, a#&.¢, (4.25)
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oi=1,2,3;& et £J avec 0 < &) < £ < 1 sont les deux solutions réelles de 1’équation ~(€)

résulte de (4.24) que N 7(51) = 0, et les autres termes sont définis tels que :
1 _
Né1 =0,
-1
N,(El11) _ [C(n)]q <[C(11)]*1> -1

N(ém) _ [0(11)]_1 {<[C(“)]—1>1 <[C(11)]‘1C(12)> _ C(12)}
Sl 9

ou (e) désigne la moyenne de e sur une périodicité, a savoir

(o) = /01 odf;.

=1Y3. 1l

(4.26)

(4.27)

Les matrices N(2), N(Ql), N(zz), N(23), N(QH), N(222), N(222), N(213), N(223) et N(212) gont déter-

minées de telle maniere que leurs composantes soient simultanément périodiques et continues lorsque

& = & et & = &) et vérifient également les équations obtenues en mettant le coefficient associé a ¢

égal a z€ro dans les équations de continuité (4.10) :
[CINE) + cU2NG) + cINY) = o,

[[C(H)(N(H) + N7(£2112)) + C(12)N(11)” =0,
[[0(11)N(223) + cNO3) 4 C(13)N(12)H —0,

7.6, hs[[COD (ND 1 NEY) 4 cOINGY 1 cOINGI] = (14 N(D),
22 12 1o b
fy,glhg[[c( )N,(gl) +Cc(NO +N( )) + N ( )H _ C(31)Nf§1) LB,
3 3 .
G0N £ G N 1 NG - O ¢
[[C(n)(N(n) + N(211))” [[C(U)(N(13) I N7(§2113)) n C(13)N(11)H _

[[C(ll)N(§22) + C(12)N(12)H -0 [[C(II)N(233) + C(IB)N(13)H -0
61 ) :

761
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Similairement, en posant le coefficient associé a €® égal a zéro dans 1’équation (4.2), nous obtenons

1 9 {h3 (C(n) + C(H)N,(glll)ﬂ
ks oy

(c"'NE + cOING) + cING)) LW {
5G1

ol (o scmny)

i

. 0 [hl (0(31) +C(31)N(§1))]

»S1

+ +
hl h3 81/2 hl h3 ay?)

+ (CUND 4 cOUNEY 4 ctINGY 4 cOINGY) . } W
Sl

. { Lo [n (Cuzuc(n)Nfgf))L |0 |hihg (€ 4 CEINGD)|

hihs oY1 hihg )

1 0 [hl (0(32) + 0(31)N(12))}

+ (cIN® 4 cUINED 4 cUING? 1 cOING?) g } W
Sl

hlha dys3
. { 1 9] (€19 + cUINEY))] L2 [ihs (€29 4+ cCINEY)]
hihs on hihg Y2
+h11h3 o [m (Cc ;j ;(31>N,(§f’))} - (COTNY 4 COINED OIS 4 CONNY) } W,
{C(n Ly ({1 )+ (C(ll) N 4 C(11)N(211)> }Wn
+ {C 2 1 cCING? + (cOINO? 4 N ij }W,zz
+ {C (33) L cBUN ’(53) i <C(13)N(13) LC 233 }W,33
+ {C(” )+ ¢ 4 c@) 4 ceONUY 4 (C(H N(12) 4 C(H)N(212) + C(H)N(”))’51 } W12
i {C + c13) L cBY 4 cBIN ’& + (C N C(H)N%S) + C(13)N(H)),&}W713
i {C 3 L o) 1 B2 L cBHN ’51 ) 4 <C N(3) L N 7(323) cm)Na ))751}W’23 =0
(4.29)
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En intégrant de 1’équation (4.29) par rapport a &; de 0 a 1, nous trouvons

{< 1 (8 [h3 (c(u) + C(ll)Nfglll))} . ) [h1h3 <C(21) i C(Ql)Nfglll))]

hihs oy Oy2
o [ (€O 4 cEINGY)] .
’ (6D 4 cGLNID
! 9s > P g 1O TN W
12 11)ng(12) 22 21)n\g(12)
1 (0]ns(c >+c( NG| . 0 [mhg (€2 4+ CEINGY)]|
hihsg dys
o [m (€6 4 cEINED)] .
C32) (31)
+ Y3 hg’ygl +C N7§1 I W
1 o [h3 (C(13 + COHN |:h1h3 (C(23) + CeUN ,(g ))]
hihg oy dyo
olh C(33)+C(31)N(13)
+ { 1( &1 )} n 1 [[0(33)+C(31)N(13)” W,
ay?) hg’y,& 61

+(C 4 CUINGY Wi+ (€2 4 CEINED ) W
4 <C 33) |, ¢ 31)N( 3)> W3 + <C(11)N(12) L ct2) 4 C<21)N,(glll) i C(21)> W1
n <C 11)N(13 L o) 4 C(31)N(11) + C(31)> Wis

+ <c<21>Nf§f’) +C®) 4+ CEINE? + C<32>> W 5 = 0. (4.30)

Puisque les coefficients paramétriques hq et h3 sont indépendants de &; et les deux solutions £) et £) de

I’équation y3 = () sont également indépendantes de y; et yo, cela nous ameéne a

L 0hs (C(n) L cnN (&))] L 0 [hS <C(11) i C(”)N%Uﬂ
<h1h3 - oy > N hihs Iy ,

)

(e e sl o)

hihsg Oyo hihg 0y ’
[ 2 Hng(12) 12 ag(12)

1 0| (€O CONNGY\ g ks (CU2 + CONNGY)|

hihs Oy1 hihg oy ’

2t (O Y 2t )

<h1h3 _ 0 hihs 0yo ’

1 8_h (C(13)+C11 13) > . 6 h3< OS)JFC(H)NS?)H

h1 h3 ] 8 h1 hg Byl ’

. (4.31)

. 8:h1h3 (c<23>+c21>N )}> ) a[h1h3<c<23>+c(21)Nf§f’)>}
hlhg 6y2
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En appliquant le lemme A1 prouvé par Kristensson (2005) et en considérant la périodicité des matrices

N%) nous avons

31 31)ng(11) 31 31)ng(11)
L o[m (000 eeNE) I\ 9 [m (O + cINGY))
hihs Y3 hihs dys
1
- m[[cm) + C(?’”N,(glf)]],
561
32 31)ng(12) 32 31)ng(12)
19 [m (0 $ CEING) Ny 9w (C + OOUNGY)]
hihs Y3 hihs 0y3
1 : 12
" g 1097+ COON
»G1
33 31)ng(13) 33 31)ng(13)
1 om (0 NG\ 9 [m (G 4 CEINY)]
hihs Y3 hihs Y3
1
= gy 07 + COINPL 32)
Gl

En introduisant (4.31) et (4.32) dans I’équation (4.30), nous obtenons une équation équivalente a 1’échelle

mésoscopique

1 a(hgé‘”))+ 1 8(h1h3@(21))+ 1 9 C®Y) - 1 9(hsC"?)
hihs Oy hihs 0yo hihs Oy ! hihs Oy

1 a(hlhgém))+ 1 9(hC™) W 1 8(h30(13))+ 1 9(hihsC)
hihs 0y2 hihs  Oys 2 hihs Oy hihs 0y

~(33)
1 90(hiC — — — — —
+ ( ! ) W73 + C(H)W,ll + C(22)W722 + C(33)W733 + (C(12) + C(21))W712
hihs Oy
+C" 4 TPYW 15+ (T + TPyw g5 = 0. 4.33)
ol
C(ll) — <C(11) + C(II)N(g1)> ~(22) _ <C (22) + C 21)N(12 >
3Gl ’
6(33) _ <C(33) + C(33)N(§13)> C (12) _ <C (12) +C ll)N(l2 >
3Gl ’
c® _ <C(21) 4 C(21)N(£11)> o _ <C (13) | ¢ 11)N(13 >
sG1 ’
=(31) 31 31)ng(11) 23) (23) (21)ng(13)
c <c< ) 4 CBIN ,51>, <C + CCeINY >
~(32) 32 31)n\g(12)
c <C< )+ CBIN{ > (4.34)
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En remplacant les expressions de N(H), N(m) et N(lg) obtenues par (4.26) dans 1’équations (4.34), nous
plag p &1 &1 €1 p q

W) = (1)
6(22) (y3) = <C (22) (21) (11)]_10(12)>

4 <C > <[C(11)]—1>*1 <[C(11)]_IC(12)>,
6(33)(%) _ <C 33) (11)] 1C(13)>

I <C > <[C(“)]*1>_1 <[C(11)]*1C(13)>,

al

) = 2”)( = ([t ety ietn),
) = (©) () = (I ([ Ie),
C®(yy) = <C23> c@[ctv-1ch )>
+ <C ><[C(11)]‘1>71<[C(11)]‘1C(13)>. (4.35)

Finalement, les composantes L(a )( 3) de la matrice des propriétés multiphysiques mésoscopiques

L (y3) de la zone d’interface sont déterminées par :

L7 (ys) = T (y3). (4.36)

ol 5%) (y3) sont les composantes de la matrice c@ (y3) obtenue par (4.35).

4.2.2 Interface ondulée suivant deux directions

Similairement a la méthode présentée dans le paragraphe précédent pour homogénéiser la zone d’inter-
face ondulée suivant une seule direction, lorsque I’interface est ondulée autour d’une surface lisse suivant
deux directions ¥; et y2, nous faisons tout d’abord I’hypothese que
W(y1, Y2, Y3) = We(Y1, Y2, Y3, 61, €2)- (4.37)
Nous faisons ensuite le développement asymptotique de w.(y1, y2, y3, &1, {2) comme suivant :
=W + ¢(NOW £ NIOW ;) 4 S(NOW + NCOW |, + NEDIW ) +0().  (4.38)
Dans cette équation, W = W (y1, 42, y3) est un vecteur r-dimensionnel indépendant de &; et &2 ; N,

N(z), NF) et N(2i9) sont des matrices r X 7 dépendant de ys, £; et 2, mais indépendantes de y; et yo.

Comme &; = y1 /€ et &2 = ya2 /€, nous avons
1 —1
W1=We1+€ Weg, Wo2=Wcogte Weg,, W3=Wes3. 4.39)

En combinant (4.38), (4.39), (4.4) avec (4.10) et en demandant le coefficient associé & ¢! égal a zéro,

nous obtenons :
(€T 4+ cOUNUP 1 cOINEM )y + (€0 4 cCINGP 1 CCINE ) )W,

+HI(CIINY + COIND)y g, + (CPINY) + CPIN ), )W = 0. (4.40)
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En remplacant (4.38), (4.39), (4.4) dans (4.2), pour que le coefficient associé & e ! soit égal & zéro, il

faut que

(10 1+ COINGD O 4 (8 + GNP o} w,

1 1 1
+ {(C(”)Nf&) + (3<12>Nf£2)),51 + (C<21>Nf&> + C(22)N7(§2))7£2} W = 0. (4.41)

A partir des équations (4.40) et (4.41), les matrices N et N(1%) sont déterminées de telle facon qu’elles

soient périodiques et continues a travers 1’interface I et satisfassent les équations suivantes

(C® 1 cOUN (lk)+c(12)N( ))'y +(C(2k)+C(21)N,(§11k)+C(22)N,(£12k))77€2 -0,

11)ng(1) 12 (1) 21)ng (1) 2)ng()
c! )N,51€1+C( 'N +C( 'N 5€2+C( )N7£2£2_0 (4.42)

poury € Qety ¢ I'et

H(C(lk}) + C(ll) (lk) + C(12) ( ))751 + (C(2k) + C(21)N7(£11k) + C(22)N,(§12k))77£2]] =0,

H(C(H)N(I)—I—C(H)N( e +(C(2”N( )+ COING))yg ) =0 (4.43)

pour y € I'. Nous pouvons démontrer que N(gl) =0et N(é1 2) = 0 vérifient les équations (4.42) et (4.43).
D’une fagon analogue, en posant le coefficient associé i €® égal a zéro dans 1’équation de continuité

(4.10), nous trouvons

[[77§1(C(11)Nf§1)+c(12) ()+C(13) ())+752(C(21) ()+C(22)Nf§2)+C(23)Ng))]]W

+[1.e, (CIND 4 cONN (5 ) 4+ C(12)N(2’“) + N ( My 4 7.6, (CPPIND 4 C(21)N(£21k)

)

+CCINGY 4 cINGY) — pyteEINEY h_IC(ﬂ)N(&k)—hglc(‘gk)]]W,k

+[[’Ygl(c(”)N(“) + C(ll)N(Zu) + C(“)N(“) i C(12)N(2z3)) . 752(0(21')1\1(”)

)

+CEUNGY 4 cCINGD 4 CEINEI) W ;5 = 0. (4.44)

)
)

Pour que cette équation soit satisfaire, il faut que

e, (CUIND + COINR + COING)) + 7, (CEINE + CPINE) + c®ING)) = o,
H%&(C(lk)N(l) + C(”)Ngf) + C(12)N,(£22k) + C(13)Nf§k)) Jr,Y@(C(zk)l\lu) n C(Ql)N%k)
+C(22)Nf§f) + C(23)Ngk)) _ h510(31)Nf£11’f) . hg10(32)N7(§12k) . h3—10(3k)]] -0,
[[7,@(0<M)N(1j) + C(H)foj) + cUIND 4 C(12)Nf§;j)) +77§2(C(2i)N(1j) + C(21)Nf§fj)

L CEINW) 4 0(22>Nf£22ij>)]] —0. (4.45)
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De plus, en posant que le coefficient associé a €V dans (4.2) égal a zéro, on obtient

2 2 1 2 2 1
{(C(”)Nf&) + CUING) + cINY) ¢ + (CEINE + cING) + 0(23>Nf3))752} W

! {a[h2h3(0<1k> + CUONGR 4 coaN{H)) } w

_l’_
hihohs oy

1 8[h1h3(C(2k) + C(zl)N(gk) + C(QQ)N(Elk))]
S 19%)
" hihahs Y W

1 O[h1ha(CBR) 4 C(31)N(£”“) I C(32)N(£1k))]
Sl 62
" hihahs Dy W

+ {(C(lk)N(l) + C(ll)N%’f) + C(12)N’(€22’€) T C(lfi)l\]gk))’51 4 (CEIND 4 C(Ql)Nglk)

Jr0(22)1\17(52210 +(3(23)1\17(?}1«))752}W,kJr {(C(li)N(lj) +C(11)Nf§fj) 1 N
+C(12)N(§22ij)),gl +(CeINW) 4 C(21)N(§fj) + CceINGD 4 (3(22)1\1(5222'3'))’52 4+ ¢lid) 4 gl

+CIINGY + cIND + cOINGD 4 C<2i>Nf§j)} W, =0. (4.46)

En intégrant (4.46) sur une surface S(y3) d’une cellule de base et en appliquant le théoréme divergence

et le lemme de A.1 de Kristensson (2005), nous obtenons

1 [8(hehsC™Y) . A(h1hsCY) . A(h1haC V) w1 d(hahsC )
hihahs o dy2 dys T hyhahs oy
+a(h1h36(22)) . d(h1haC %) S d(hahsCMY) . A(h1hsC )

dy2 dy3 * " hihahs oy dy2
~(33)
O(h1hyC — — —( — —
+(182y)} W5+ C W+ CPW gy + THPW g5 + (€Y + TPV )W 1,
3
~(13) | =(31) ~(23) | =(32)
FH(CTT+CT)W 3+ (CT7 + CT)W o3 =0, (4.47)
avec
o) _ <C(ij) n C(M)N,(gllj) I C(zi)N’(glj)> ' (4.48)
Dans la derniére équation, la moyenne (e) est définie par
11
@ =15 [ [ @, (4.49)
0 Jo
ou |S| signifie 1’aire de S(y3).
+(aB)

Comme dans le cas d’interface ondulée suivant une seule direction, les composantes L;; (y3) de la
matrice des propriétés multiphysiques mésoscopiques f(a’g) (y3) de la zone d’interface sont finalement

obtenues par :

I (ys) = T (ys). (4.50)

avec 6%) (y3) étant les composantes de la matrice c (y3) déterminée par 1’équation (4.48).
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Finalement, nous remarquons de (4.48) que la détermination des propriétés multiphysiques mésoscopiques

)

de la zone d’interface nécessite de connaitre les valeurs de N(gf et N(g ) qui correspondent aux solu-

tions du probleme local défini par (4.42) et (4.43). De plus, contrairement au cas d’interface ondulée

)

. . . N . 15 A . ..
suivant une seule direction ou les expressions de N(&] peuvent €tre analytiquement et explicitement
déterminées, lorsque I’interface est ondulée suivant deux directions, la résolution du probléme local n’est
effectuée que par une méthode numérique. Pour cette raison, nous présenterons dans le chapitre 5, une

approche numérique basée sur la méthode de transformée de Fourier rapide pour résoudre ce probleme.

4.3 Homogénéisation des composites stratifiés avec interfaces ondulées

4.3.1 Résultats généraux

Le domaine €2 décrit précédemment dans le paragraphe 4.1 est maintenant considéré comme un com-
posite stratifié constitué¢ de deux couches QM et Q). Linterface entre ces deux couches, notée par I,
est parfaite et ondulée suivant une ou deux directions autour une surface plane parallele au plan du com-
posite stratifié. Comme nous avons montré dans le paragraphe 4.2, la zone d’interface rugueuse entre
deux couches peut étre remplacée par une couche homogénéisée équivalente de la méme épaisseur. Les
propriétés multiphysiques effectives de cette couche équivalente sont obtenues par (4.36) et (4.35) pour
le cas d’interface ondulée suivant une seule direction ou par (4.50) et (4.48) pour le cas d’interface on-
dulée suivant deux directions. Plus précisément, a 1’échelle mésoscopique, les propriétés des couches du

composite sont décrites par :

LY, if —(Ho+ H) <3 < —Hp;
L(X) = IE(QB), if —Hy<z3<O0; (4.51)
) it 0 <z < H27

ou H; et Hy sont respectivement les épaisseurs des couches occupées par la phase 1 et la phase 2; Hy

désigne 1’épaisseur de la couche équivalente située entre les deux phases.

Ensuite, en utilisant la formulation récemment établie par He et Feng (2012); Gu et He (2011), nous

pouvons déterminer les propriétés effectives du composite stratifié comme suit
L* = B)g + (LA)g (A)g' (AL), M* = (A)g + (MB)g, (B! (BM)g, . (4.52)

Dans cette équation, M = L™ et la moyenne (o), est définie par

1 —HO 0 H2
(o= / o) duy + / o dzs + / o dus (4.53)
—(H0+H1) —Hyp 0
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avec H = Hy + H; + H>; les matrices A et B sont respectivement les inverses partiels de PLLPL et

PIMPI au sens que
A (PL]LIPL> _ (PL]LIP’L) A=P.', B (P”I\\/JI]P’“) _ (IP”MPH) B =Pl (4.54)

ot PL et Pll sont respectivement les opérateurs de projections orthogonale et tangentielle qui sont définis

par
( PL)Z(]C_Mﬂ) = 5@ N,;, ( pH)Z(;vﬁ) = 5Ty (4.55)

ol1 6(*#) est le symbole de Kronecker et N = I — T = n ® n avec n étant la normale unitaire perpen-

diculaire au plan du composite stratifié.

Gu et He (2011) a également proposé une méthode permettant de déterminer directement les matrices A
et B comme suit :

AL = G@9N,;, B=L-LAL, (4.56)

o1 G = Q et Qug = L7V Ny

4.3.2 Application a la thermoélectricité

Pour illustrer la méthode d’homogénéisation a deux échelles dans les phénomenes couplés présentée dans
les paragraphes précédents, nous nous intéressons tout d’abord au phénomene thermoélectrique. Nous
considérons un composite stratifié {2, dont la normale perpendiculaire au plan du composite n = es,
composé de deux couches. La couche supérieure est constituée de la phase 1 et la couche inférieure est
formée de la phase 2. L’interface entre deux couches est supposée ondulée suivant la direction x;. L'é-

paisseur de la zone d’interface rugueuse est notée par Hy (voir Fig. 4.1).

Pour simplifier les calculs, les deux phases du composite sont supposées isotropes dont les tenseurs

thermoélectriques sont exprimés par :

K
LOM — o5y, LW L0 s, 10 (%4 20) s, @)

ou p = 1,2; gy, ¢p et k, sont respectivement la conductivité électrique, la thermoélectricité et la con-

ductivité thermique de la phase p. Dans cette étude, pour simplifier les calculs, nous supposons que le

champ de température varie légerement autour de la température de référence 7. Avec cette hypothese,
(p)(22)

les composantes L, f de la matrice des propriétés L(®)(22) sont considérées invariables par rapport a
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Unit cell |

FIGURE 4.1: Composite biphasique avec I’interface trés rugueuse a profil en dent de scie

la température 7. L équation (4.57) peut étre réécrite sous la forme matrice comme suit :

op 0 0 Cpop O 0
L)™ = 10 o, 0], @WP=@)* =] 0 ¢o, 0 |,
0 0 o 0 0 (o
kp + Cop 0 0
(Lp)* = 0 Ky + (20, 0 (4.58)
0 0 kp + Goop

avec k, = kp/Ty. Lorsque I'interface est ondulée suivant une seule direction, la moyenne (e) sur une

cellule de base dans (4.27) peut étre exprimée par

(o) = (& —&)) oW + (1€ +&7) 0@ . (4.59)

En plus, quand I’interface entre les deux phases est en dent de scie, les termes dans (4.58) peuvent étre

calculés par

+ H,
e-G="7 1-Gtba=—70 (4.60)

83



En substituant (4.58)-(4.58) dans (4.26), on obtient 1’expression des composantes non nulles du tenseur

de conductivité thermoélectrique de la couche équivalente :

ol

+(11) arf+ 01 —(11) +(11)
Ly (y3):mv o2 (y3) = Lz (y3) = 02 — fou + fou,
—(12) _ (1) _ aof+ P
Ly (ys) = L1y "(ys) = 7@]“2 Fof +c
—(12 —(12 —(21 —(21
ng )(3/3) = L:(’,:s )(ys) = ng )(?J3) = L:()>3 )(3/3) =59 — fso+ fsq,
—(22) asf + B3 —(22) —(22)
L = = =L = — 4.61
11 (y3) a2t bf 1o 2 (y3) = Lag (y3) = 72— fy2 + fn, (4.61)
_ Y _ _ _ 2 _ 2
f——ﬁo, s1=Co1, s2=2C02, M=k + (o, 2=k + (oo,

et les coefficients a, b, ¢, a1, ag, as, 51, P2 et B3 sont définis par :

a=(s1— 32)2 + (o1 —02) (Y2 —71), b=20171 — Y102 — Y201 + 25152 — 28%,

P 2 2 P
Q1 = 020171 — 010272 + 0185 — 0287, [f1 = 0287 — 020171, C€=8] — 01N

2 2 2
Qo = §20171 — S10272 + 8185 — S257, B2 = $281 — S20171,

a3 = V20191 — 110272 + V155 — V251, B3 = Y287 — 120171 (4.62)

En utilisant (4.52), nous trouvons les composantes non nulles du tenseur de conductivité thermoélectrique

effectif du composite stratifié :

*(11
A

*(11
Ly

*(11
Lz

*(12
Ly

*(12
Ly

*(12
L35

*(22
L

*(22
Ly

*(22
L™

*(21
L

Vo [(020171 — 0'28% — 0109%2 + als%) £ — (4a020171 — 4a025% + 2booo1v1
—QbO'QS% — 2bo109y2 + 2bals%) ,u] + V101 + 1909,

1 1

V| 502+ 501 | +1v101 + 1202,
2 2

vy [(o2 — 01) § — (2boy — 2boy + 4aos) p) + 2

T b

) [(820'1’)/1 — 525% — 510272 + slsg) & — (4a520171 — 4&525% + 2bsao171

—25828% — 2bs1097y2 + Qbsls%) u] + 1181 + 1989,

1 1
Vo (281 + 282> + V181 + 1282,
vo[(s2 — s1) & — (2bsg — 2bs1 + 4asa) pu] — S

fr )
v [ (20171 — 7251 — 110272 + 1153) € — (daveo1m — 4ayesi + 2byaoim

—2by257 — 2by10272 + 2b7183) 1] + v1v1 + 1272,

1 1
Vo (71 + 72) + V11 + voye,

2 2
vo [(v2 —71) € — (2by2 — 2by1 + 4avye) p] + A
T 9
Ly, g =y, L = 1, (4.63)
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H, Hy Hy
vy = — = =
! Hy+ Ho+ Ho 7 H, + Hy + H, " H, + Hy + H,
In (%HC) i V272 V181 LD

§ = ——, A= P) + 2 S = 2 + 2
2a o171 — 87 0272 — S5 o171 — 81 0272 — Sj

2a+b _ b

V101 Uyoro arctan ( 4ac_b2) arctan ( Tw—b?)

o171 — 82 ooy2 — 83 2av/4ac — b2 ’
T = {wl€(v2—m)—w2by —2by1 +4ay2)] + A} {0 [€ (02 — 01) — p (2boz — 2bo1 + 4aoa)] + X}

— {VQ [f (81 — 82) — U (2b81 — 40,82 — 2b82)] + 5}2 .

Cet exemple a pour objectif d’illustrer numériquement les résultats analytiques obtenus dans la section
ci-dessus pour les conductivités thermoélectriques effectives d’un composite biphasique dont I’interface
entre eux est rugueuse suivant une seule direction. Les propriétés de deux phases isotropes sont choisies
de maniere que k1/ke = 10, (1/(a = 7 et 01/0oy = 5. Les épaisseurs des couches sont prises avec

H{ = Hy = Het Hysevariede H a 10H.

) A A S S N

*(11)
e

2(11
Lll
25k R . L L

2(11)
Lo

t

t ot

L

4 5 6 7
ThicknessH 0 of middle layer

FIGURE 4.2: Variation de la composante normalisée L;kju) / LEJQ-)(H) en fonction de I’épaisseur Hy de la

zone d’interface rugueuse.

Pour étudier I’influence de la zone d’interface rugueuse sur les conductivités thermoélectriques effectives
du composite lorsque I’épaisseur H de la zone d’interface rugueuse se varie de /1 a 10, nous dessinons

dans les figures(Fig4.2),(Fig4.3) et (Fig4.4) les courbes qui décrivent les variations des propriétés effec-
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Thickness H 0 of middle layer
FIGURE 4.3: Variation de la composante normalisée L:}m) / LEJQ-)(QQ) en fonction de I’épaisseur Hy de

la zone d’interface rugueuse.

2)(aB)

tives normalisées Lf(aﬁ ) / L(A en fonction du rapport des épaisseurs Hp/H. En observant ces fig-

ures, nous constatons que, quand la valeur H0 augmente, les valeurs de L 11)/L 2)(11), L*(QQ)/L(z)(gz),
L /LM augmentent tandis que les valeurs de L7V /L&Y px22)/p2@2) +(12) /7 (2)(12)
diminuent. Suivant la direction 2, le matériau composite est homogene, donc L, (11 / L22 *(22 /L22

et L*(12 / L22 )(12) restent constantes.

4.3.3 Application a la piézoélectricité

Considérons un composite stratifié biphasique a propriétés piézoélectriques dont I’interface entre ces
deux phases est rugueuse selon une direction. Le profil de rugosité est supposé en peigne (Fig. 4.5). Les

lois constitutives des matériaux piézoélectriques s’écrivent :

ol = ikl FY, P = ) KD o

Dans cette €quation, p = 1,2 0;; et € sont respectivement les composantes des tenseurs de contrainte
et de déformation ; d; et ey, sont respectivement les composantes des vecteurs du déplacement électrique
et de I’intensité électrique ; CZ.(]P ,2,[, K () o E » ) sont respectivement les modules élastiques, diélectriques
et piézoélectriques de la phase p du composite stratifié en question. Les lois constitutives piézoélectriques

(4.64) peuvent étre exprimées par la forme matricielle (4.4) et (4.5) en posant » = 4 et en utilisant les

86

22)



18 i L i L L i L i N
161

Ly
14 e

L2

0 4 5 6 7
Thickness H 0 of middle layer

12)

FIGURE 4.4: Variation de la composante normalisée L:}m) / ngg)( en fonction de I’épaisseur Hy de

la zone d’interface rugueuse.

définitions suivantes :

Ji(l) = o, J-(Z)Zam', J-(3)=0’31, J(4)=di7

(2 K3

() T
D, = Wqai, avec w = (uj,ug,us,V)

Le tenseur piézoélectrique IL est donné par

Citji Ciije Cijzs  Ejn
Lo L%Yﬁ) _ Cizj1 Cizjo Cizjz  Ejio . 4.65)

Cizj1 Cizjo Cizjz  Ejis

Enj  Eij Eisj —Kij
Pour simplifier les calculs, nous considérons le cas o le composite stratifié se compose de deux phases,
la phase 1 est supposé isotrope transverse et la phase 2 est isotrope. Toutes les deux phases sont indi-

viduellement homogenes. Les fractions surfaciques des phases 1 et 2 sont respectivement c; et cpavec

1
0120225.

Dans un premier temps, en utilisant la méthode d’analyse asymptotique, la zone d’interface rugueuse

est homogénéisée. En utilisant la notation de Voigt, nous obtenons les composantes non nulles de la
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aA(w)

f L =T

FIGURE 4.5: Composite biphasique avec I’interface trés rugueuse a profil en peigne.

couche comme suit :

1) (2
T = 20{1)0{1)
= 0 A0
Ciy + 0
I 1 _ ~@)?]
= _ L@, -0 (Cl2 *012>
Cn = 5|0+ 0 —~om @ |
Ciy + O
[ M _ ~@)?]
Cy3 = ! i + o) - (C13 _012>
1 2 ’
2 o+ of
1) (2 2) ~(1
T — C§2)C§1)+C£2)C§1)
1 2 )
cv el
1) (2 2) ~(1
Cis = C{S)C§1)+C£2)C£1)
1 2 )
cr el
2 1 2 1 1 2
_ 1 (1) (2) 052) <C£2)_C£2)) Cfs) <C£2)_C§2)>
C C
11 11
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— 1 1 2
Cu = 5(0i4)+0é6))7

1) ~(1 1)) 2 1) (2 2
- 2 |kPel) + (B) + oWkl
Css =

1) A1 1) (2 1) ~(2 1)) 2 2) . (2)
K§1)0£4) + C£4)K§1) + Kﬁl)c(gG) + (E§5)) + Cf(i6)K£1)
1) (2
o
6 = S0, A2
566 +€66 B B B
Co1 = Chi2, C31=0C13, Uz =Cos,

1) (1 N2 @) )] -2
2|kl + (B) + o k()| )

?11 - 2 ’
1) (1 1) (2 1) (2 1 2) (2
Kil)CA(M) + C£4)K§1) + K§1)Cé6) + <E§5)> + Cé@‘)K%l)

Ko = L (K(P + K{?) )

2
(1))
FB?) — 1 K:gzl),)+Kg)+ <E31)
1 2
2 o+
1) (2
-
S O Ok
Cyy + O
1) (2 1) (2 2) (1 1
_ 1 (C{I)C{I) + 052)0&) + sz)Kﬁ)) E?(,1)
By = 3 02 )
Oy Oy
1 2 1
[ (o)
By = 5 1F% ———m o
Cyy + O
(1) 7-(2) ~(2)
E15 — 2E115 Kll CGG ) (466)

KOl + KD + KD+ (FD) + i)
En deuxieme temps, nous effectuons I’homogénéisation du composite stratifié a trois couches. Les for-
mules analytiques des composantes du tenseur de piézoélectricité du composite en question est tres
grande. Donc on choisit les matériaux concrets pour illustrer les résultats analytiques, le domaine Q) est
occupé par PZT-7A qui est isotrope transverse, et le domaine () constituant LaRC-Si qui est isotrope.

La valeur des composantes du tenseur de piézoélectricité des matériaux du composite sont données par
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Propriété | PZT-7A | LaRC-SI
C11(GPa) | 148.0 8.1
C12(GPa) | 762 5.4
C13(GPa) | 742 5.4
Ca2(GPa) 148 8.1
C93(GPa) | 742 5.4
Cs3(GPa) | 131.0 8.1
Cu4(GPa) 25.4 1.35
Cs5(G Pa) 25.4 135
Ces(GPa) | 359 1.35

Ki/Ky 460 2.8
Ky /Ky 460 2.8
K3/K 235 2.8
E15(C/m?) 9.2 0
E3(C/m?) | 21 0
E3(C/m?) | 21 0
E33(C/m?) 9.5 0

Pour étudier I’influence de la rugosité de I’interface entre les deux phases sur le composite, on considere
le cas ou les épaisseurs Hy, Ho des couches inférieures et supérieures sont constants et égaux a 1m,
par contre I’épaisseur de la couche intermédiaire (phase équivalente de la zone d’interface rugueuse) se
varie de 1m a 10m. La variation des composantes du tenseur de piézoélectricité effectif du composite
en question L* est en fonction de I’épaisseur Hy est tracée dans les figures Fig4.6, Fig4.7 et Figd.8 En
étudiant les figures (Fig4.6), (Fig4.7) et (Fig4.8) on constate qu’avec I’augmentation de 1’épaisseur Hy de
la zone d’interface, pour la partie d’élasticité les composantes C3,, C'33, C},, C55 augmentent, cependant
les compsantes C7;, Cgg diminuent, et en méme temps C7,, C3, C55 ne varient pas beaucoup. Dans
la partie de conductivité électrique la composante K3, reste constante, K, diminue, K35 croit avec
I’augmentation de Hy. Dans la partie couplée des phénomenes les composantes E3;, F3, légerement
augmentent, la composante £} diminue et £3; augmente si Hy se croit.

A cause des grosses formules analytiques des propriétés effectives du composite multicouche a pro-
priétés piézoélectriques dont I’interface entre deux domaines est en dent de scie. Le composite est décrit
comme dans la figure (Fig 4.1), avec la couche supérieure se compose du PZT-7A a I’épaisseur Hy, la
couche inférieure se constitue du LaRC-Si a I’épaisseur Ho, et la couche intermédiaire est la zone d’in-
terface rugueuse ol le profil de I’interface est en dent de scie. La valeur des composantes des matériaux
constitués du composite est décrite a la subsection (4.5.1). En respectant le procédure de calcul analy-

tique comme dans la section (4.1) pour obtenir la formule des composantes du tenseur des propriétés
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FIGURE 4.6: Variation des composantes effectives C’fj en fonction de I’épaisseur Hy de la zone d’in-

terface rugueuse.

piézoélectriques équivalente de la zone d’interface et puis les formules du tenseur des propriétés pié-
zoélectriques effectif du composite en question sont obtenues en appliquant les calcul comme dans la
section (4.3). L’étude de I'influence de la zone d’interface sur les propriétés du composite est effectuée
en variant I’épaisseur Hy de la couche intermédiaire de 1m a 10m et les épaisseurs des couches inférieure
et supérieure sont constantes et égales a 1m. La variation des composantes du tenseur des propriétés ef-
fectives L* du composite considéré en fonction de 1’épaisseur H est présentée par les figures (Fig4.9),

(Fig4.10), (Figd.11),
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FIGURE 4.7: Variation des composantes effectives K. ;; en fonction de I’épaisseur Hy de la zone d’in-

terface rugueuse.
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FIGURE 4.8: Variation des composantes effectives E7; en fonction de Iépaisseur Hy de la zone d’in-

terface rugueuse.
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FIGURE 4.9: Variation des composantes effectives C;; en fonction de I"épaisseur Hy de la zone d’in-

terface rugueuse.
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Chapitre 5

Homogénéisation des zones d’interface
ondulée suivant deux directions par la

transformée de Fourier rapide

Nous revenons au probleme qui a été décrit a la section 4.1. Cependant, le probleme que nous allons
traiter dans ce chapitre est considéré comme un cas particulier dont quelques particularités peuvent étre

citées comme suit :

(i) Le matériau composite {2 étudié dans cette section est un composite stratifié et ’interface entre les
deux phases est considérée ondulée suivant deux directions et autour un surface plane. Cela signifie que
les coordonnées curvilignes utilisées pour décrire 1’interface deviennent les coordonnées cartésiennes

usuelles.

(i) Les phénomenes couplés étudiés dans cette section sont la thermoélectricité avec le couplage entre
I’électricité et la thermique (r = 2) et la piézoélectricité avec le couplage entre 1’élasticité et I’électricité

(r = 4).

(iii) Dans cette section, I’interface rugueuse entre les deux phases est supposée en dent a la forme des

cones.

Comme nous avons démontré dans le chapitre 4 que la détermination des propriétés mésoscopiques de
la zone d’interface ondulée a besoin de la résolution d’un probléeme local défini par (4.42) et (4.43). Pour
résoudre ce probleme, il nécessite d’utiliser une méthode numérique. Dans cette section, nous proposons

une méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide pour atteindre cet objectif.
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5.1 Homogénéisation des zones d’interface thermoélectrique ondulée suiv-

ant deux directions

5.1.1 Loi constitutive locale

Le phénomene thermoélectrique a été découvert au cours du XIXe siecle grace aux travaux de Seebeck,
Peltier et Lord Kelvin. Un matériau est dit thermoélectrique lorsqu’il capable de transformer directement
la chaleur en électricité, ou de déplacer des calories par 1’application d’un courant électrique. Les appli-
cations des matériaux thermoélectriques comportent les deux volets : (micro)-refroidissement ou produc-
tion d’électricité a partir de sources de chaleur perdue. Un grand nombre des matériaux thermoélectriques
ont été découverts au cours des décennies 1950 et 1960, par exemple, le tellurure de bismuth (BisTes)
utilisé dans les modules Peltier commerciaux, ou des alliages silicium-germanium (SiGe) utilisés pour
I’alimentation des sondes spatiales dans les générateurs thermoélectriques a radioisotope.

Considérons un matériau thermoélectrique et homogene. Les vecteurs du courant électrique J et du
courant d’entropie q/7" sont reliés au potentiel électrique V' et a la température 7" par la loi constitutive

présentée dans Straley (1981) :

J o so -V
= ) 6D

q/T so K/T + s’c -vT
ou o, s, et K sont respectivement les tenseurs de conductivité électrique, de thermoélectricité et de
conductivité thermique. Dans cette relation, nous faisons une hypothese que la variation de la température

est trés petite autour la température Ty & 1’état d’équilibre et pouvons considérer que K/T + s?a est

invariant (voir Yang, 2013). Pour simplifier, nous définissons

w1 -V D) Vwi Jw J
W —= = 7D = = ) J = = ? (52)
wa -T D® Vws J@ a/T
3@ = LEeAD®), (5.3)

ol v, B = 1,2 et L(®P) sont des tenseurs définis par

(L)(ll) = (0),; (L)<1.2) — (L)(?l) = (s0); »

ij

(22 _ (1
(L);; —(TK+s20') : (5.4)

tj

Les équations de conservation peuvent s’écrire

div [L(aﬁ)VW’(ﬁ)] — 0. (5.5)

5.1.2 Homogénéisation numérique de la zone d’interface thermoélectrique rugueuse

Nous rappelons que €2 est soumis a un champ d’intensité uniforme a la frontiere 02

w(x) =D x, xecan. (5.6)
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Puisque la rugosité est périodique et a 1la méme période € le long de Oz et Oz, et I’interface rugueuse
est en dent a la forme des cones, donc le probléme a résoudre se réduit au probleme dans lequel des fibres
cylindriques sont distribués périodiquement dans une matrice suivant deux directions z; et z2 (voir Fig.

5.1).

En introduisant un milieu de référence caractérisé par L, 1’équation de conservation (5.5) devient

Im

X2

nnnl
i
o olee
I

FIGURE 5.1: Intersection entre la zone d’interface rugueuse et le plan x3.

V3@ (x) = V- [(LU(‘”") + AL(O‘B)> D (x)} —0, (5.7)

ot AL(?) (x) = L(*) (x) — L“” Nous décomposons le champ d’intensité D(®) (x) en deux parties,
la partie uniforme DO et la partie de perturbation périodique D*(%) (x), tel que D¥) (x) = D®) +
D+ (x). Le champ potentiel associé au champ d’intensité périodique D*(?) (x) est noté par w*” (x).

Alors I’équation (5.7) peut étre réécrite sous la forme équivalente
V. [Lo(“ﬁ)vuf(ﬁ) (x)} +V @ (x) =0, (5.8)

ot le champ de polarisation 7(®) (x) est défini par

7@ (x) = AL@?) (x) DB (x) = AL (x) (DW) (x) + D** (x)) . (5.9)
Précisément
O = ALIDO (x) + ALIID® (x) = 7@ 1 7 0)
@ = ALEYDO (x) 4 ALEID® (x) = 7 | 7@
avec

@ — ALOIDO (), 70 = ALIDO (x)
7@ = ALCYDO (x), 7@ = ALCIDO (x) .
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On peut réécrire I’équation (5.8) sous la forme équivalente

V. [Lg(ll)D*(l) (X):| +V- [L0<12)D*(2) (X)] +V. T(a) (X) +V. T(b) (X) — 07 (510)

v. [L0(21)D*(1) (X):| v |:L0<22)D*(2> (X)] +V- T(c) (X) +V. T(d) (X) =0. (5.11)

La résolution des équations (5.10) et (5.11) est effectuée dans 1’espace Fourier. Par la transformée de

Fourier des champs de potentiel, d’intensité et de polarisation, on obtient

N Ny
w*(ﬁ) (X) _ Zw*(ﬁ) (E) 6z£.x7 (a) ZT zﬁ.x7 D(,B) (X) _ Z D(,B) (5) e’g'x(5.12)
£ 3

oti = v/—1,eti*” (€), D®) (&) et 7(@) (&) sont les transformées de Fourier discrétisées de w*” (x),
D) (x) et (@) (x) respectivement, £ est vecteur d’onde arrangé selon un réseau de discrétisation au
période 27/ A, selon la direction m, Ny, est le nombre des vecteurs d’onde discrétisés.

La transformée Fourier des équations (5.10) et (5.11) sont

Ng

Z {—ELO(ll)gﬂ*(l) . £L0(12)E'&*(2) + ZE%(a) (E) + Z£+(b) (E)} eiﬁx —_ 07 (513)
&=1
Ng
S {-enenr? — e ear? 1 igr (6) + i+ (&)} ¢ = 0. (5.14)
£=1

Les équations (5.13) et (5.14) peuvent se déduire a

Ny,
So{-en™en? - e e 1 igr® (¢) + i (&)} = o, (5.15)
£=1
Ny,
S {-e"en - el e +igr (6) + g7 (&)} = 0. (5.16)
£=1

Les deux équations ci-dessus nous permettent d’expliciter les valeurs de " (&) et o+ (&) en fonction

des termes de polarisation

[i{f-(C) + i£+(d) (ELO(H) ) 257- if’f'(b)] (£L0(22)£>

NCO I
w* (&) = ( Lo<21>£) (ELO(H)&) ( LO(H)E) (£L0(22)£) ) (5.17)
e (167 + ig 7] (sLO‘l”s) 1670 1 ig70)] (e19°¢)
o (E) B 22 an (12) (21) (5.18)
(L077¢) (L07¢) — (ELOM) (6L0™V¢)
Les champs de flux D (&) dans I’espace Fourier sont alors déterminés par

DO (&) = DO (g)+ D™ (¢) = DY (&) + V. () = DO (¢) + i€a™" (€)
— DWW (&) + £y (€) [7:(11) + +(b)} + 102 (€) [f-(c) n 7A_(d)] 7 (5.19)

D@ (g) = DO (¢)+D* (¢) = DD (&) + V.ur® () = DO (¢) + i€a*™ (€)
= D@ (&) + T (¢) [#) + 70| £ T2 () [+ 4 (7], (520
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ol les tenseurs I'®5) sont les transformées de Fourier des opérateurs de Green. En tenant compte de
la relation D**”’ & = v+ (&) et en comparant les équations de (5.17) a (5.20), on obtient les

composantes des tenseurs I(@h)

(1) <€L0(22)€> £o8
I = , (5.21)
(€L777€) (€L77€) - (€L777€) (€17
pa2)  _ - (51,0(12)5) tot (5.22)
(€L7°7€) (€17¢) — (€L7776) (€L) |
pey _ (£L0(21)€> cet (5.23)
(€L777€) (€L0°7¢) — (L0™¢) (e10"g)’ |
122 <§LO( )é) £0¢ . (5.24)
(€L777€) (€L77€) — (€77€) (€179
Les vecteurs de polarisations sont déterminés par
D= [ L D g) + (LD L] [ DO (g), (5.25)
V= [ L DO (g) + (L0 LM [ DO (g), (5.26)
- [LM = Lo(g”} DO (g) + [LI(ZU LM(M)} [ *15“)} €), (5.27)
)= [ -1 DO (g) + (LD - L] [ DO (g). (5.28)

Dans cette expression, X (£ — &) est la transformée de Fourier de la fonction caractéristique des inclu-
sions x (x) qui est définie par x (x) = 1 si x appartient a la phase 4, sinon x (x) = 0. Dans I’espace
Fourier , on a

e_i(g_g/)'x
| €2

X(€-¢)= / e €)%z (5.29)
Q@)
Le tenseur de conductivité thermoélectrique local L(?) (x) peut s’écrit
L9 (x) = LM@H) (x) + (Lf(aﬁ) _ LM(aﬂ)) X (x). (5.30)
Les champs de flux J(®) (x) sont donnés par
J@ (x) = LM@ADY) (x) 4 (Ll(aﬂ) _ LM(aﬁ)) x (x) DY (x). (5.31)
Dans I’espace de la transformée de Fourier, les champs de flux sont calculés par

3@ (&) = LM@OD®) (¢) 4 (Ll(aﬁ) _ LM(aﬁ)> [x « ]j(ﬁ)] €). (5.32)

Le signe * désigne le produit de convolution dans 1’espace de Fourier. Plus précisément,

N
DI () = > % (£ - &) D (¢) e (5.33)
§=1
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Les champs locaux D® (&) sont déterminés par les calculs itératifs a partir des équations (5.19)-(5.28).

Le détail des calculs est décrit par :

e Initialisation

@ D" = D",
D'” ) = D" (9,
b J1 € = LM IO (&) + 1,701 _
L LMOp® &)+ [1,702) _
1@ € = LMY IO (&) + g7 _
" LM(22)]51(2) (&) + 'LI(22) .

e Itérationi + 1

Supposons que D" (&), D" (&),

D (g) = DM (g
Lpan €) { 'LM(11) _ L0<11>' DiL) (€)
(0 (€) { :LM(12) _ L0<12>: Di2) (&)
LP2) (&) { :LM(QI) _ L0<21>: DiL) (&)
+P(2) (€) { 'LM(22) _ L0<21>' D (€)
DY (g — DO
T (g { [ M) _ g,009] Byi) () +
1@ (g) { :LM(12) B Lo<12>: D@ (¢) +
1122 (g) { :LM(Ql) _ L0<21>: DO (¢) +
L) (€) { :LM(22) _ L0<21>' Di? (&) +
jiJrl(l) LML) Dz+1<1)( £) +
L M2 pit1® (&) + [ L1 _

LME)yi+1® () + [L1<21> LM({“)}

LM(ll)' )A( " f)1<1>
LM(IZ): :)2 * f)1<2)
LM(ZI): :)Z " ]jﬂl)
LM<22): :X " f)1(2)

'L1(1 1)
:LI(IQ)

:LI(QI)

:L1(22)

1,71
:L1(12)

:LI(21)

[LI(H) LM(ll} *Dz+1(1)] £)

[
] [ o
2
|

(
1—0—1(1)} (€)
(

_LMD] [5 « DI
_ LM(12): :f( « DI
_ LM(21): :f( « DI
M) [, i
LMD [ DIO)]
_ LM(12): :X * f)i(Q):
_ LM(21): :f(* =

:LI(22) _ LM(22)}_ [X N ]f)i(z)] (€)

£)

FLMEIDH (g) 4+ [L1* - LME)] [3 D] (g

Le calcul itératif s’arréte lorsque

|37 () — 3
131 () |

(&) I

avec -y est une valeur suffisamment petite choisie.

100

<7

——

(5.34)



Le champ du flux Ji(a) mésoscopique peut étre déterminé a 1’aide de la transformée de Fourier du champ

du flux local. En fin, les champs J(®) 2 I’échelle mésoscopique sont calculés par

<J(1)> _ E(ll)DO(l) +E(12)D0(2) _ j(l) (0),
<J(2)> _ f(21)D0(1) +f(22)D0(2) _ j—(2) (0) ) (535)

o)
7

En prenant alternativement D;" ° = 1 ou D?m = 1, I’équation (5.35) nous permet d’identifier les com-

posantes des tenseurs f(n), f(12), f(m) et f(22).

5.1.3 Examples numériques

Dans un premier temps, on effectue I’homogénéisation a 1’échelle mésoscopique dans chaque plan en
utilisant la méthode de la transformée de Fourier rapide (TFR). Pour illustrer les résultats obtenus par
la méthode TFR on, considére un composite constituant deux matériaux thermoélectriques qui sont in-
dividuellement isotropes et homogenes, I’interface entre ces deux phases est supposée en dent a forme
des cones distribuées périodiquement. Les tenseurs de conductivité électrique donnés par o1y = o011,
o9 = ool avec 01 = Too. Les tenseurs de conductivité thermique sont pris K; = kI, Ko = kol avec
k1 = 10ks. Les tenseurs de thermoélectricité sont choisis s; = s1I et sy = sl avec s; = 5s5. La tem-
pérature de référence Tj est égale a 1. En effectuant la procédure du calcul itératif comme avoir présenté
ci-dessus, on obtient les courbes qui font apparaitre la variation des composantes non nulles du tenseur

de conductivité thermoélectrique effective de la zone d’interface en fonction de la fraction surfacique de

la phase 1.
6
(@)Y
c L)y
(Lerr)sy”
4 (L2)5," |
B eff()é%l)
|z 11
Zla 3 2 i
4|2
2F i
19800000000 00-000-000000000000e?
O | | | | | |
0 0.1 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7
Fraction surfacique f de la phase 1
(Lesp)y; "
FIGURE 5.2: Les composantes normalisées Lid{) de la zone d’interface en fonction de la fraction
2)i;

surfacique de la phase 1
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Fraction surfacique f de la phase 1

(22)
sz LE ij 9 . .
FIGURE 5.3: Les composantes normalisées % de la zone d’interface en fonction de la fraction
ij
surfacique de la phase 1

25

- °-®
-0-09-0—00-9—00-.—9-0-0—0-9-0-0-0-,—.-.-0 ?-o T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Fraction surfacique f de la phase 1

(12)
., LE )i 5 . .
FIGURE 5.4: Les composantes normalisées % de la zone d’interface en fonction de la fraction
ij
surfacique de la phase 1

En observant les figures (5.2), (5.3) et (5.4), on constate que dans la zone d’interface rugueuse, lorsque la

. . —(11) +(12) _ +(22
fraction surfacique de la phase 1 augmente, les valeurs des composante Lg?) ), L§3 ), et Lg?) ) augmentent,

tandis que les valeurs des composantes fﬁ” = fglzl), Zﬁ” = fglf), et 13212) = f%?) sont faiblement

variées.

Dans un deuxi¢me temps, on effectue I’homogénéisation a 1’échelle macroscopique pour étudier 1’in-

fluence de la zone d’interface rugueuse sur les propriétés effectives du composite. La description du
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composite étudié est présentée comme dans la figure 3.1 au chapitre 3 avec Hy, Hy et H étant respec-

tivement les épaisseurs de la phase 1, 2 et de la zone d’interface rugueuse. La période de rugosité ¢ = 1

est suivant les deux directions x; et zo. Dans cet exemple, on choisit H; = He = H et Hy se varie de

Hal0H.

Les propriétés effectives normalisées (L*(®9));;/(Ls);

(22)
ij

L

w(11)
_ @i

(L2)§;"

LG

(L2)55"

~o (L*)(ll)
“m. —— s

11
< L)V

Il Il Il Il Il Il

FIGURE 5.5: Les composantes normalisées

35
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25

20

(22)

(L2)ij

15

10

FIGURE 5.6: Les composantes normalisées

3 4 5 6 7 8 9 10
Epaisseur I6|de la couche intermédiaire

) (11)
L)\ . .
% en fonction de 1’épaisseur Hy
ij

1 (22)
- (L )11

(L2)§7?

L3
(L2)$7

B (L*)(22)
.. ‘ 33

- (L2)32”

~u
- -
-
- -
TTR--_a
_———

3 4 5 6 7 8 9 10
Epaisseur I5|de la couche intermédiaire

#1(22)
— 3y en fonction de I'épaisseur Hy
ij

1(?6 ) sont tracés en fonction de Hy dans les figures

(5.5), (5.6) et (5.7). Ces diagrammes montrent que les courbes des composantes (L*(aﬁ))n coincident

avec celles des composantes (L*)y,

(@5) avec af = 11,12, 21,22 due a I’isotropie des phases constituants
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43 en fonction de 1I"épaisseur Hy

FIGURE 5.7: Les composantes normalisées T
2 ij

du composite et a la méme période de rugosité dans les deux directions. On constate également que
les valeurs des (L*)( A diminuent lorsque Hy augmente. Contrairement, les valeurs des composantes

(L) ggﬁ ) se croissent avec 1’augmentation de Hy.

5.2 Homogénéisation des zones d’interface piézoélectrique ondulée suiv-

ant deux directions

5.2.1 Loi constitutive locale

Considérer un matériau composite constitué deux phases individuellement homogenes et I’interface entre
eux est supposée parfaite. Les équations constitutives des matériaux piézoélectriques sont données (voir

Odegard, 2004)

(@) _ ~@G) () (é) (%) (8 _ ()() (@) (4
oij = Cimen + Hijper i = Ligey + Kiey (5.36)
ou O’E;) R E;), (@) d( 2 sont respectivement le tenseur de contrainte, le tenseur de déformation, le vecteur du

champ électrique et le vecteur de déplacement électrique de la phase (7) avec i = 1,2. Les composantes

ch. 1Y = L)

ik = kij» Ct K;; sont respectivement le tenseur d’élasticité du quatricme ordre le tenseur

de piézoélectricité du troisieéme ordre, et le tenseur de permittivité du second ordre de la phase (7). Le

tenseur de contrainte doit vérifier I’équation d’équilibre
V.o (x) =0, (5.37)

dans le cas d’absence de force volumique. Le tenseur de déformation () (x) a partir du vecteur de

déplacement u(® (x) comme suit

e (x) = % [Vu(i) (x) + <Vu(i> (x)>T} : (5.38)
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Le champ électrique e() (x) est lié au potentiel électrique ¢(¥) (x) par
e (x) = —Vo (x). (5.39)

Le déplacement électrique d¥) (x) doit vérifier I'équation de Maxwell
Vv -d% (x) =0, (5.40)

en absence de charge électrique.

Noter que les tenseurs de rigidité élastique, de piézoélectricité et de permittivité ont les symétries suiv-

antes :

Ol ==l L= HS -1 K~ KD, san

5.2.2 Homogénéisation numérique de la zone d’interface rugueuse

Premiérement, les champs € (x) et e (x) sont décomposés en deux parties telles que € (x) = E? + €* (x)
ete(x) = e’ + e* (x). Les premieres parties E” et e’ représentent les valeurs moyennes correspondant
aux grandeurs macroscopiques tandis que les deuxiémes parties €* (x) et €* (x) sont les fluctuations

périodiques autour des valeurs moyennes correspondantes.

En introduisant un milieu de référence avec tenseurs d’élasticité C(?), de piézoélectricité H(®) = —L(OT
et de permittivité K(©), on peut réécrire les équations d’équilibre (5.37) et de Maxwell (5.40) sous les

formes équivalentes

v. (U%* (x)) V. (H<0>e* (x)) +V. (T<3> (x)) V. (T<4> (x)) —0, (5.42)
V. (LO€ (x)) + V. (KO (x)) + V. (70 (%)) + V. (7@ (x)) =0, (5.43)
ot les champs de polarisation (1) (x) , 7(?) (x), et 7(3) (x) , 7(*) (x) sont définis par
TW(x) = AL(x)e(x), 7? (x)=AK (x)e(x), (5.44)
T (x) = AC(x)e(x), 7 (x)=AH (x)e(x), (5.45)
avec
AC(x) =C(x) - CY, AH(x) =H(x) - H,
AL (x) =L (x) - L?, AK((x) =K (x)- K. (5.46)

*

Le champ de déformation solution €* (x) et le champ électrique solution e* (x) sont liés linéairement

(
aux tenseurs et vecteurs (1 (x), 7(?) (x), 70 (x) et 7 (x) par

0 = T8 +?) 1 ().
x) = 19 (10 + 7)1l (70 + 7). (5.47)
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La résolution des équations (5.42) et (5.43) est effectuée dans 1’espace de Fourier. Par la transformée de

Fourier des champs de déplacement, de potentiel électrique, de déformation et de polarisation, on obtient
¢r(x) = D PT(E)E, ut(x) =) u" (gt
3
€ (x) = D k(€)X e (x) =Y ikd" (€)™,
3 3
rWx) = Y FWEe, 1@ ) =3 7@ (g,
3 €

@ (x) = Y e, W (x) ="+ (gt (5.48)
£
Les équations (5.42) et (5.43) peut se réécrire dans 1’espace Fourier par
—6CO) & + G HE +zg3( 5 42U )) ~ 0, (5.49)
~&LONEjE + K€" + i€ (T + @(2)) _— (5.50)

En posant, i () = §CN5) &5, hi (€) = &H)E 1 (€) = &L9NEk k (€) = &€, les équations
(5.49) et (5.50) deviennent

et + hid* +z§]( )+T(4)> _— (5.51)

L al + kg +z§z< )+r(2>) _— (5.52)

Les équations (5.51) et (5.52) nous permettent d’exprimer les valeurs ¢* (£) et G* (£€) en fonction des

termes de polarisation comme suit
i = 2&Bu b (7Y +r}2)) - k( D +70)], (5.53)
~ 7 (3
& = LGBl (70 +4) - 1 g [ B”l h} (77 +72). (5.54)

ol By, est le tenseur inverse du tenseur (%hZ — cik> . A partir des équations (5.38) et (5.39) et en utilisant

(5.53) et (5.54), on obtient

1
€ = 3 [i€xty (&) + i&iy, (€)]
1 1
= —% [Bir&i&ihi + Bi&jrhil (f( ) + @(2)) t3 [Bir€;& + Ba&;ék) (fi(;’) - ?Z-(f))(5-55)
_ &én (1), @)Y _ &&nBij, () )
= = (kBmlh )(rl +4 ) "2y ( +7 ) (5.56)
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En comparant les équations (5.55) et (5.56) avec 1’équation (5.47), on peut exprimer les expressions de

£

L (©). 15 (). 1)

(&) et fﬁ;‘) (€) comme suit

fg?,)d & = %[Bz‘kfjflJrBz‘zfjfk], (5.57)
Fﬁfl & = —i[Bikhiﬁj&JrBuhifkfj]a (5.58)
12 = 2Py, (5.59)
e = 5’;{;& ( - Bilihi ~ > (5.60)

En tenant compte de (5.44) et (5.45), les équations (5.55) et (5.56) sont ensuite transformées dans 1’espace

de Fourier
émn (€) = B0 (€) +
+
4
+
an(§) =60 (&) +
+
+
+

Eionip (€ { (o = Co) & (©) + (Gf;}k—qﬁ}k)[ ”*ek} )}
B ©{ (15— 1Y) 5 (©) + (1) - HE)) R0 6] ©)]
0, @ { (25 - 1)) & () + (L;tj»—L;?;)[ véij] (©))

r, @ { (K57 - k) () + (K5 - 67) [ *ez] GIRELY
0 © { (Cih — Cl) &t (©) + (O ofﬁ;k) wen] ©)
B @ { (15— 1)) e © + (1) - S [V 6] ©))

P @ { (2% - L)) & © + (20, - £8,) [fV &) )}
PO @ {(K - k) e+ (K - £2) i «e] @} 662

ot Y1) (&) représente la transformée de Fourier de la fonction caractéristique des inclusions x(! (x).

Dans I’espace Fourier, les champs de contrainte et de déplacement électrique correspondants sont cal-

culés par

Ol éin (€) + (€4

mnjk

- CS%jk) [f((l) * éjk} (&)

+ HD e )+ (HY) - HS)) R e] (@), (5.63)
= nggA” (&) + (ngj - ngj) [f((l) * éij} (€)
+ KD (6) + (Kfji) - Kfj}) [5((1) * e} (€). (5.64)

En utilisant les équations (5.61) et (5.62) et tenant compte de (5.63) et (5.64), on peut déterminer €,,,, (&)

et é, (&) par des calculs itératifs comme suit

e Initialisation

(a) €& = E'(§), & (&=¢"(),
b 6'(g) = c®e (5)+<<c(1>_@(2>) [)2(”* &l
+ HOs! (¢) + (HV - H) [V x| (),
dl(¢) = L@é& (g)+<L(1)_L(2)) {2(1)*61 ©
+ K®el (¢) + (KW - K®) [{0 x| (g),



e [tération i+1

(a) supposons que 6 (&), € (&), d* (§) et & (&) sont connus,

(b) calculons ensuite

(@) é () = BO®E+IW (@) {(c? —cO)e g+ (e -c?) [{Vxe] ©)

(

v 0 {(EY - HO) e () + X e (©)

+ T { (L@ -LO) & g+ (LU - L) [}V &] (¢}

b PO (g { K@ _ K<0>) & (&) + (K<1> - K(2>) [x(l) * e} (5)}

1(g) = e () +1® € {(c® -cO) e (e) + (cV - c®) [xW x ] €))

+ 10 { (O - HO) & (¢) + (B0~ 1) [$+&] ()

+ TV {(L?-LO) e + (LO -L?) [V «&] ()

+ PO (o) {(K2 - KO) e (g) + (KO KO [y e] (&)

(@) 67 = Ce )+ (c®-c?) [{Vxe] @

|
e = 10 @+ (LY -10) [{V e
+ K (6) + (KO - k) [¢ 4] (o).

Les calculs itératifs s’arrétent lorsque

o™ () —o'(§) |
o+ (&) |l

ou +y est la précision dont la valeur choisie est 0.001 dans nos calculs.

| a1 (§) —d' (&) ||
<7, et Td (@) | <7, (5.65)

Les champs de contrainte et de déplacement électrique mésoscopiques sont déterminés par
(0) =CE’ +He = 6 (0), (d)=LE’—-Ke"=d(0). (5.66)

En prenant alternativement Eloj =1let e? = 1, I’équation (5.66) nous permet d’identifier toutes les com-

posantes des tenseurs effectifs C, H, L et K du composite piézoélectrique considéré.

5.2.3 Exemples numériques

Pour illustrer la variation des composantes des propriétés piézoélectriques effectives de la zone d’inter-
face rugueuse du composite en fonction de la fraction surfacique de la phase 1, on fait une étude sur
un exemple numérique dans lequel le composite étudié se compose deux phases dont les propriétés des

phases sont données comme suit
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Propriété | phase 1 | phase 2

C11(GPa) | 148.0 8.1
C12(GPa) | 762 5.4
C13(GPa) | 742 5.4
Cy(GPa) | 148 8.1
Ca3(GPa) | 742 5.4
C33(GPa) | 131.0 8.1
Cu(GPa) | 254 1.35
Cs5(GPa) | 254 135
Ces(GPa) | 359 1.35

K1/K, 460 2.8
Ky /Ky 460 2.8

K3/Ky 235 2.8
e15(C/m2) | 9.2 0
es1(C/m?) | 2.1 0
e3(C/m?) | 2.1 0
e3z(C/m2) | 9.5 0

Les résultats numériques obtenus par la méthode de la transformée de Fourier rapide sont présentés dans

les diagrammes (Fig 5.8), (Fig 5.9) et (Fig 5.10).

Apres avoir homogénéisé la zone d’interface rugueuse a 1’échelle mésoscopique. On s’intéresse a la
homogénéisation a échelle macroscopique du composite stratifié en question. La couche supérieure d’é-
paisseur Hs est constituée de la phase 2 alors que la couche inférieure d’épaisseur H; est composé de la
phase 1. La couche intermédiaire d’épaisseur Hj est formée du matériau équivalent de la zone d’inter-
face rugueuse. L’homogénéisation du composite a trois couches est effectuée selon la méthode exposée
au chapitre 4. Pour illustrer I’influence de la zone d’interface rugueuse sur les propriétés piézoélectriques
effectives du composite, on considere le cas ou H; = Hy = H et Hy de la zone d’interface se varie de
H a 10H et la période de la rugosité de I’interface est fixée et prise égal a H, la fraction surfacique
maximal de la phase 1 est 0, 7238. Les diagrammes (Fig. 5.11), (Fig. 5.12) et (Fig 5.13) présentent les
variations des composantes du tenseur de piézoélectricité effective du composite stratifié en fonction du

rapport des épaisseurs Hy/H;.
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Conclusion et perspectives

Ce travail de these avait pour objectif principal de contribuer au développement d’une approche
multi-échelle permettant de déterminer les propriétés mécaniques et physiques linéaires effectives des
composites dans lesquels I'interface entre deux phases n’est pas lisse mais trés rugueuse. Cet objectif a
été atteint par la généralisation de 1’approche multi-échelle proposée dans le travail de these de H.T. LE
(2011) dans deux directions : (i) la surface lisse autour de laquelle une interface oscille périodiquement
et rapidement est généralement courbée ; (ii) les phénomenes linéaires en question sont généralement
couplés.

La généralisation a été effectuée étape par étape :

— Dans le contexte de conduction thermique, le probleme d’une interface ondulée périodiquement et
rapidement autour d’une seule courbe a été étudié soigneusement et de fagon exhaustive pour élaborer
des éléments clés de la méthodologie nécessaire.

— Toujours dans le cadre de conduction thermique, le probléme plus complexe d’une interface ondulée
périodiquement et rapidement autour d’une surface courbée et suivant deux directions a été ensuite
étudié. Cette étude a été grandement facilitée sur le plan mathématique par 1’utilisation des coor-
données curvilignes orthonormées. Elle montre la nécessité de résoudre un probleme auxiliaire d’ho-
mogénéisation 2D par une méthode analytique approximative ou par une méthode numérique.

— L’approche développée et les résultats obtenus pour la conduction thermique ont été étendus a 1’élas-
ticité linéaire et & un nombre fini quelconque de phénomenes physiques linéaires découplés ou couplés.
Cette extension a été grandement aidée par un formalisme permettant de traiter tous les phénomenes
physiques de fagon unifiée. Les exemples donnés ont essentiellement porté sur 1’élasticité, la ther-
moélectricité et la piézoélectricité et sur les composites stratifiés avec interfaces rugueuses.

— Laméthode basée sur la transformée de Fourier rapide a été proposée et implantée afin d’homogénéiser
la zone d’interface rugueuse périodique dans un contexte multi-physique. Cette méthode s’est avérée
beaucoup plus simple et efficace par rapport a la méthode des éléments finis pour résoudre le probleme
en question.

La méthodologie élaborée et les résultats obtenus dans ce travail de these contribuent au développe-
ment de la micromécanique des matériaux hétérogenes. Ils ont été validés par des exemples pour lesquels

la méthode des éléments finis a été appliquée.
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Les extensions suivantes du travail présent sont relativement faciles et peuvent étre envisagées dans

un futur proche :

(i) Dans ce travail, les exemples traités ont la particularité que les ondulations périodiques et rapides
d’une interface se produisent suivant deux directions perpendiculaires et présentent la méme péri-

ode. Cette simplification pourra étre relaxée sans trop de difficultés.

(ii) Les interfaces rugueuses est supposées parfaites dans ce travail. Nous pourrons étendre de facon
relativement directe I’approche et les résultats du travail présent aux interfaces rugueuses linéaires

imparfaites.

(iii) La rugosité d’une interface est systématique supposée périodique dans ce mémoire de theése. Le
cas ou la rugosité d’une interface est aléatoire pourra étre traité sans trop de difficultés a condition

qu’un élément représentatif existe et qu’une approche stochastique soit adoptée.

(iv) Les méthodes développées et les résultats obtenus dans ce travail pourront étre de fagon relative-
ment directe étendus aux surfaces fortement rugueuses. Cette extension semble ouvrir de nom-

breuses perspectives.

Les deux questions listées ci-dessous méritent d’étre étudiées mais apparaissent beaucoup plus dif-

ficiles :

(a) En régime dynamique, dans quelle mesure les résultats obtenus dans ce travail de thése sont-ils

utilisables ?
(b) Comment homogénéiser une interface parfaite mais fortement rugueuse entre deux matériaux non

linéaires ?

Enfin, nous notons que, méme si ce travail de these portait sur les matériaux hétérogenes, les
méthodologies élaborées et les résultats obtenus pourront étre utiles pour 1’étude de certaines structures

dont les surfaces ou interfaces sont rugueuses.
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Annexe A

Coefficients paramétriques des

coordonnées curvilignes

Supposer qu’on passe des coordonnées catésiennes (x1, 2, r3) aux coordonnées curvilignes (u1, ug, us),

ol on définit chaque u; est une fonction des x;

ur = uy(x1, x2, z3)
ugy = ug(@y, 2, x3)

u3 = uz(w1, T2, 23). (A.1)
Ici u; doit €tre unique, sauf peut étre a certains points, donc la transformation inversée est donnée par
r; = xi(u, ug, u3). (A.2)

Un point peut étre désigné par ses coordonnées cartésiennes x;, ou par ses coordonnées curvilignes u;.

On considere un vecteur de position
R = zi(u, u2, us)e;, (A.3)

ol eq, e2, e3 sont les vecteurs de la base cartésienne.

Un systeme de coordonnées curvilignes est appelé systeme orthogonal si les trois vecteurs g}z (i =
1,2, 3) (les vecteurs tangents aux coordonnées courbées) sont mutuellement orthogonales. Dans le sys-
teme des coordonnées curvilignes orthogonales, la direction et la grandeur de %(i = 1,2, 3) peuvent
étre variées en fonction de la position.

Les coefficients paramétriques sont définis par

R
8’&1'

. 8x1 2 8952 2 81’3 2
hz N \/<8u2> + <8u,) + 8u2 ' (AS)
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Si v; est le vecteur unitaire le long d’une ligne de coordonnée u; (le long de laquelle les deux autres

coordonnées sont constants) et si v; est dirigé vers 1’augmentation de u;, alorson a :

hidup * ' hodug > h3ouz >
1 0 (hzhgal) 0 (hl hgag) 0 (hlhgag)

. = . A.
V-a h1h2h3 8U1 + 8uQ + 8U3 ( 6)

Vf

Exemples de systemes de coordonnées curvilignes :

— Le systeme des coordonnées cartésiennes u; = (x, vy, 2)

he=1, hy=1, h,=1. (A.7)

— Le systeme des coordonnées cylindriques : u; = (r, 6, z)

r = Vax?+y?, 9:arctan<%>, z =z,

r = rcosf, y=rsinf, z=z,

hy = 1, hg=r, h,=1. (A.8)

— Le systeme des coordonnées sphériques : u; = (r, 6, )

/o2 2
r = Va2+y?+22, 6 =arctan (WJ) , = arctan (g) ,
r T

x = rsinfcosy, y=rsinfsiny, z=rcosb,

hy = 1, hg=r, hy,=rsind. (A.9)
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Annexe B

Expression des composantes BS-) de B

dans I’équation 1.52

Par définition

A +c3+2p

_ _ Vc2 P (€)1.(c) /1.0 /1.(0)
= , 1 = 2 , &€= krﬁkc, =k kc, B.1
f(p) C% C% (P) /76% ’ 3 Py M /p (B.1)

de la matrice B(Y) dans (1.52) sont données par

(1)

Les composantes B; )

B ~ o BY-0 BY -0
22k + &) +AE+2(ky + 1 1
BY — 3 (2k1 +¢§) 1; (13£)p1LP[2(#_1)727f(p1)}
A(A3 4 pe)* (B34 pe)?
£(c? =3 1 1
(1§ 2) ;LP §(lu+1)7§’f(p1) 3
4(3 4 pe)* (34 pe)?

2 2
e e e U )

B - B0 -0
1
2+ pe)t 1
(ci +pe)?
1
3+ pe)t 1 1
By = (j)lLQ [2 (n=1). 2,f(pc)] ,
(c1+pc)*
U _ __ k B _ ke[l —P(pe)]
31 - ’ 32 )
2¢/ct + pe (2 = A)(pe)\/E + pe
& (i + c3+ 2pe 1 1
Bé? = = (1 §2 ) gLP 5(”71)75’!}0(/)6) )
(et +pe)" (5 +pe)
(ci — )

Lp [; (M+1)7;7f(pc):| ;

3
1

1 +p) (B +0.)
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& e +c+ 20 1 1

Big}l) - 2(1 ;2 9 ) ;L 5(/‘_1)757]0(/00) )

4 (01 + PC)4 (02 + Pc)4

2 2
+ 9 (Cl 3 622) ;LQ [2 (M+1)7;af(p6):| ;

4 (Cl + PC) ! (CQ + Pc) 4

B = o
1 1 2[(p2) —1(pe)] 1 1 1
BA(H) = 1 BA(LQ) = 2 _ 2 ) Bz(13) =0, Bz(14) =0, 34(15) =1,
1 2
2ko[1 —1 l -

BY =y BY = 2[1 = 1(p2)l(pe)] BY —o, BY —o, BY —J. (B2)

(el —c3) Llpa)
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Annexe C

Expression des composantes BZ(JZ-) de B(2

dans I’équation 1.58

En gardant les définitions dans (B.1), les composantes Bi(]?) de la matrice B® dans (1.58) sont données
par
BS) = 0, Bg) =0, Bg) =0,
2 2
2 i (2k1 + &) + 56+ 2 (k1 + &) p1 1 1
B§3) = _1( ) 2; ( 5) Lp 5(#‘1)7§7f(P1)
4(ct+pc)* (3 + pe)?
§(cd —3)

_l’_

3 3LP[;(ﬂ+1),;,f(p1)],
4(A+pe)* (34 pe)?

2k + 6 +BE+2(k +Em 1 1
B%i) = = 1( - 2) 2§ 9 ( 3 ) LQ [2(,u—1),2,f(p1)]
43+ pe)t (34 pc)?
02—02 1
+ 5(2§ 1) §LQ |:2(M+1)727f(p1):|7
4(c+pe)t (3 +pe)?
BY = -1, B®P =0 BP=0
1
ct+pe)t 1
Bé?ﬂ) = (1 )lL |:2(/J’_1)727f(p6):|a
(c3+pc)t
1
e+ pe)t 1 1
By = (; )1LQ[2<M—1>,2,f<pc>},
(62+pc)4
o _ __ ke B® _ ka1l —17%(p)]
" 2/E+p. T (G- )V E e
& c2+02+2pc 1 1
Bé?’)) = - (1 §2 ) ;LP 5(,“_1)>§7f(pc) 5
(et +pe)* (3 +pe)?
62—62
+ (1§ 2 3LP[2(N+1)>2>f(Pc)},
4 4

1(&+ 00T (3 +00)
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E(+ 3+ 2p.) 1
- 3 §L
4(ci+pe)* (c3+pc)*

2 —c2 1 1

+ (1§ 2) §LQ |:2('u+1)727f(p0):|7

4(cf+pe)* (c3+pc)*
0,

) 27 (p2) =17 (pe)] L2 2 2
1, B2 = o ,BY =0, BY =0, BY =1,
2 1
a1 — 1(p2)] -

ko, BY — o1 — U(p2)l(pe)] B2 —0, BY —0, BY — k.

(i —c3)l(pe)
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Annexe D

Méthode d’analyse asymptotique pour les

phénomenes couplés

Cette annexe cible 2 montrer comment on obtient I’expansion asymptotique du champ de potentiel dans
le cas des phénomenes couplés. A partir de I’expansion d’asymptotique classique pour un parametre petit

€ du champ de potentiel dans la zone d’interface
W(a) (Y7 t) = W(O) (y7 €17 527 t) + €W(1) (Y7 517 527 t) + €2W(2) (y7 517 527 t) + 0(63)7 (Dl)

ot w(”) (y,&1,&,t) avec r = 0, 1, 2 sont les fonctions périodiques selon les directions 1 et 2 et appelées
les correcteurs d’ordre r du champ potentiel. En utilisant la relation (4.3) entre le vecteur d’intensité

D® etle potentiel w®), alors I’expression du vecteur D) est donnée par

DB(y7 517 §2a t) = eilD(O) (y7 617 527 t) + GOD(l) (y7 617 527 t) + 61D(2) (y7 517 527 t) + 0(62) (Dz)

ol
Ow©)
(0)
3 (3761752)” 9& ) ( 3)
w1 gw()
(") 9
D (y t) = + D.4

i ( 3517527 ) 9% 9§z ) ( )

avec r = 1,2. En appliquant la relation (4.1), on obtient I’expression du champ de divergence libre

comme suit

J(Oé) (y7 617 527 t) = 6_1'](0) <y7 glv 527 t) + EOJ(l) (y7 517 527 t) + 61'](2) (y7 517 527 t) + O<62) (DS)

avec
ap) 0w
Ji(O)(y7§h§27t> = ngﬂ) ’ (D6)
9E;
(r=1)  Gw(r)
) (ap) [ OW w
{ t) = L : D.7
JZ (Y7£15527 ) ij ( 3y] + aé_j ) ( )
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En rempacant (D.5) dans I’équation du mouvement on obtient

99 079 asW asY 9@
-2 7 —1 7 7 0 7 7 O 1y 0. D.8
€ 6 3 + € ( 9 + o 3 +€ a0 + Ry + O(e") (D.8)

En demandant que les équations D.2, D.5 et D.8 sont satisfaites pour quelque soit € — 0 implique que
tous les coefficients associés a € aux puissances négatives et zéro doivent &tre égaux a zéro. Alors il est

nécessaire que
W(O)(Y7§1)§27t) = W(yat)a J(O)(yaglag%t) = 07 (D9)

w(®) (y,&1,&2,t) est la solution de 1’équation aux dérivées partielles suivante

@p) (OW ow\ |
L;; (8% + o, =0, (D.10)

etw(® (y,&1,&2,t) est la solution de I’équation aux dérivées partielles suivante

@p) [ Pw  *wD) 9 | (ap [OWH ow®
Ly + +— | L + =0. (D.11)
! ( Oyidy;  0&0E; 9 | ¥ Ay 9

0

0&;

Rappeler que w1 (y, &1, &2, 1) et w?)(y, &, &, t) sont les solutions de D.10 et D.11 et doivent étre

Y-périodique. Par d’ailleurs, le terme %TVY est constant par rapport a 1’opérateur %3, le principe de su-

perposition nous améne a trouver la solution w?) (y,&1,&2,t) de ’équation (D.10) comme suit
w(y,&,6,t) = NODW ; + NOOW , + NOOW 3 + NOwW (D.12)

ot les fonctions Y-périodique N1, N(12) et N(13) caractérisent le champ potentiel et ils ne sont en
fonction que de y3, £1 et & ; N(D'W est une constante d’intégration dans la surface (¢1, &), il est choisi
pour que IN(M /9¢; = 0.

En introduisant (D.12) dans I’équation (D.11) et en apppliquant le principe de superposition, on trouve

la solution w(®) (y, &1, &9, 1)

w(y,&,6,t) = NCOW 13+ NEIW o3 + NCIW 15 + NCDW 45 + NE2W o

+ NE¥W a3 + NW, + NIW, + N®BIwW 3 + NOwW, (D.13)

ou N*® ne dépendent que &1,&> et ys et sont Y-périodique d’ordre deux qui caractérise le champ du
potentiel. Finallement en substituant D.9;, D.12, et D.13 dans 1’équation D.1 on obtient I’expression

asymptotique du champ potentiel w(%) (y, ).
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