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Résumé

Dans ce travail de thèse, il s’agit essentiellement de déterminer les propriétés mécaniques et physiques

linéaires effectives des composites dans lesquels l’interface entre deux phases n’est pas lisse mais très

rugueuse. Une approche efficace pour surmonter les difficultés provenant de la présence de rugosités

d’interface consiste d’abord à homogénéiser une zone d’interface rugueuse comme une interphase équiv-

alente par une analyse asymptotique et ensuite à appliquer des schémas micromécaniques pour estimer

les propriétés effectives en tenant en compte de la présence de l’interphase équivalente. L’objectif prin-

cipal de ce travail est de développer cette approche dans un cadre général où la surface autour de

laquelle l’interface oscille périodiquement et rapidement peut être courbée et les phénomènes physiques

concernés peuvent être couplés. Pour atteindre cet objectif, la conduction thermique est premièrement

étudiée comme un prototype des phénomènes de transport non couplés pour élaborer dans un cadre

simple les éléments essentiels de notre approche. Cette étude, préliminaire mais très utile au vu de l’im-

portance des phénomènes de transport, montre que des résultats généraux et compacts peuvent s’obtenir

quand l’interface est ondulée dans une seule direction et que des méthodes numériques sont en général

nécessaires dans le cas où l’interface oscille suivant deux directions. L’approche développée et les ré-

sultats obtenus pour la conduction thermique sont étendus d’abord à l’élasticité linéaire et ensuite aux

phénomènes physiques linéaires couplés tels que la thermoélectricité et la piézoélectricité. Dans ces cas

plus complexes, des résultats généraux sont obtenus pour les composites stratifiés avec les interfaces

ondulées dans une seule direction et des méthodes numériques sont élaborées pour les composites dans

lesquels les interfaces oscillent suivant deux directions.

Mots-clés : matériaux composites, homogénéisation, micromécanique, interfaces rugueuses, analyse

asymptotique, schémas micromécaniques, transformée de Fourier rapide, conduction thermique, élas-

ticité, phénomènes couplés.

Abstract

This work is essentially concerned with determining the effective linear mechanical and physical proper-

ties of composites in which the interface between two phases is not smooth but very rough. An efficient

approach to overcome the difficulties arising from the presence of interfacial roughness is first to ho-

mogenize a rough interface zone as an equivalent interphase by an asymptotic analysis and then to apply

micromechanical schemes to estimation of the effective properties while accounting for the equivalent in-

terphase. The present work aims mainly to develop this approach in a general situation where the surface

around which an interface oscillates periodically and quickly can be curved and the physical phenom-

ena involved can be coupled. To achieve this goal, thermal conduction is first studied as a prototype of

transport phenomena so as to elaborate key elements of our approach in a simple situation. This study,



even preliminary but very useful in view of the importance of transport phenomena, shows that general

and compact results can be obtained when the interface is corrugated in only one direction and that nu-

merical methods are generally required when an interface is curved along two directions. The approach

developed and the results obtained for thermal conduction are extended first to linear elasticity and then

to linear coupled physical phenomena such as thermoelectricity and piezoelectricity. In these more com-

plex cases, general results are obtained for composite laminates with interfaces oscillating in only one

direction, and numerical methods are elaborated for composites in which the interfaces oscillate in two

directions.

Keywords : composite materials, homogenization, micromechanics, rough interfaces, asymptotic analy-

sis, micromechanical schemas, fast Fourier transform, thermal conduction, elasticity, coupled phenom-

ena.
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Introduction

En mécanique des matériaux composites, l’interface entre deux phases constituantes d’un com-

posite est habituellement supposée lisse. Cependant, dans une variété de situations d’intérêt pratique,

cette hypothèse peut apparaître trop idéale et sa relaxation devient indispensable. De plus, d’une façon

générale, une interface nominalement lisse à une échelle donnée se révèle rugueuse à une autre échelle

plus fine. Ce travail de thèse vise à déterminer les propriétés mécaniques et physiques linéaires effectives

des composites dans lesquels l’interface entre deux phases n’est pas lisse mais très rugueuse.

Les méthodes micromécaniques classiques (voir, par exemple, Mura, 1987 ; Nemat-Nasser et Hori,

1999 ; Milton, 2002 ; Torquato, 2002) ne sont plus applicables pour calculer les propriétés effectives

des composites quand l’interface entre deux phases est fortement rugueuse. Une approche efficace pour

surmonter les difficultés provenant de la présence de rugosités d’interface a été proposée dans le tra-

vail de thèse de H. T. LE (2011). Cette approche consiste d’abord à homogénéiser une zone d’interface

périodiquement rugueuse comme une interphase équivalente par une analyse asymptotique et ensuite à

appliquer des schémas micromécaniques pour estimer les propriétés effectives en tenant en compte de la

présence de l’interphase équivalente. Le travail de thèse présent a pour objectif principal de développer

cette approche dans deux directions. Premièrement, la surface autour de laquelle l’interface oscille péri-

odiquement et rapidement n’est plus nécessairement plane mais en général courbée. Deuxièmement, les

phénomènes physiques en jeu ne sont plus nécessairement isolés mais en général couplés.

La méthode d’analyse asymptotique adoptée pour homogénéiser une zone d’interface périodique-

ment rugueuse a été initiée par Kohler et al. (1981) et développée par un certain nombre de chercheurs

(Kohn et Vogelius, 1984 ; Nevard et Keller, 1997 ; Chechkin et al., 1999 ; Fyrillas et Pozrikidis, 2001 ;

Amirat et al. 2004, 2007, 2008 ; Kristensson, 2005 ; Blanchard et al. 2007 ; Madureira et Valentin, 2007 ;

Melnik et al. 2009 ; Vinh et Tung, 2010, 2010a). Le traitement des surfaces courbées est grandement

facilité sur le plan mathématique par l’utilisation des coordonnées curvilignes orthonormées (voir, par

exemple, Van Bladel, 2001 ; Nelson, 2012).

Pour atteindre l’objectif énoncé ci-dessus, ce mémoire de thèse est, à part l’introduction et les con-

clusions, composé des 5 chapitres résumés ci-dessous.

Dans le premier chapitre, l’étudie porte sur une interface entre les deux phases thermiques ondulée

périodiquement suivant une seule direction et autour d’une courbe lisse quelconque. En appliquant la
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méthode d’analyse asymptotique, la zone d’interface rugueuse bi-phasique est remplacée par une inter-

phase équivalente qui est homogène le long de la courbe mais hétérogène suivant la direction perpendic-

ulaire correspondante. Les conductivités de l’interphase équivalente sont analytiquement et exactement

données. Ce résultat est appliqué dans le cas d’un composite bidimensionnel où des inclusions elliptiques

avec surfaces périodiquement rugueuses sont noyées dans une matrice. Les conductivités effectives du

composite à l’échelle macroscopique sont déterminées en utilisant la notion d’une inclusion enrobée

neutre.

Le deuxième chapitre est dédié à l’étude d’une interface entre deux phases thermiques, qui oscille

autour d’une surface lisse quelconque et suivant deux directions. A l’aide d’une analyse asymptotique,

la zone d’interface rugueuse est remplacée par une interphase équivalente qui est hétérogène suivant

son épaisseur mais homogène dans la surface transverse. La détermination du tenseur de conductivité

thermique de l’interphase équivalente nécessite la résolution d’un problème d’homogénéisation 2D péri-

odique paramétré. Par conséquent, deux méthodes de résolution approximatives sont élaborées : une

basée sur le schéma auto-cohérent généralisé (SACG) et l’autre sur la méthode présentée par Chen et

Kuo (2005). Les résultats ainsi obtenus sont utilisés pour déterminer les conductivités effectives des

composites stratifiés dont l’interface entre deux couches oscille autour d’une surface plane et suivant

deux directions. Ces résultats sont finalement comparés avec ceux issus de la méthode des éléments

finis.

Le chapitre 3 est consacré à l’étude d’une interface entre deux phases élastiques linéaires, qui est on-

dulée autour d’une surface lisse quelconque et suivant deux directions. Cette étude peut être considérée

comme une extension de celle présentée dans le chapitre 2. L’application d’une analyse asymptotique

montre également que l’homogénéisation d’une zone d’interface périodiquement rugueuse comme une

interphase équivalente revient à résoudre un problème d’homogénéisation 2D paramétré. Pour ceci, deux

méthodes sont proposées : une basée sur le SACG et l’autre sur la transformée de Fourier rapide (TFR).

Ces deux méthodes sont appliquées pour trouver les modules élastiques effectifs des composites strati-

fiés dont l’interface entre deux couches est ondulée périodiquement et rapidement autour d’une surface

plane et suivant deux directions. Les résultats ainsi obtenus sont finalement validés à l’aide des résultats

numériques donnés par la méthode des éléments finis.

Dans le chapitre 4, une formulation générale permettant de traiter de façon unifiée les phénomènes

linéaires découplés et couplés est d’abord rappelée. A l’aide de cette formulation, les méthodes élaborées

et les résultats obtenus dans les trois chapitres précédents sont étendus au cas générique où un nombre

fini quelconque de phénomènes linéaires découplés ou couplés sont concernés. Les résultats généraux

sont particularisés et illustrés pour la thermoélectricité et la piézoélectricité dans le cas où les interfaces

oscillent périodiquement suivant une seule direction.

Dans le chapitre 5, la méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide (TFR) est

construite dans un contexte multi-physique et pour homogénéiser un composite 2D périodique dont la
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cellule de base est constituée d’une matrice avec une inclusion. Cette méthode, qui est beaucoup plus

rapide que la méthode des éléments finis pour traiter le problème en question, peut être en particulier

appliquée à l’homogénéisation d’une zone d’interface rugueuse périodique à condition d’introduire un

paramètre qui définit la position où se situe la surface composite périodique dans la direction de l’é-

paisseur de la zone d’interface rugueuse. Des exemples sont étudiés et illustrés. Plus précisément, les

phénomènes traités sont la thermoélectricité et la piézoélectricité et les composites examinés sont des

stratifiés dont l’interface entre deux couches oscille rapidement et périodiquement autour d’un plan et

suivant deux directions. Les propriétés effectives de ces composites sont obtenus et comparés avec les

résultats numériques correspondants fournis par la méthode des éléments finis dans le logiciel Comsol

Multiphysique.

A la fin de ce mémoire, nous donnons des conclusions et présentons des perspectives de ce travail

de thèse.
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Chapitre 1

Interfaces thermiques ondulées autour

d’une courbe lisse quelconque

1.1 Equations fondamentales du problème local

Dans un espace bidimensionnel Euclidien R2, considérer un volume représentatif élémentaire (VER),

Ω, d’un milieu composite constitué d’une phase matrice, appelée la phase 2, dans laquelle sont noyées

des inclusions dénotées par la phase 1 (Fig. 1). Les deux sous-domaines de Ω occupés par les phases

1 et 2 sont désignés respectivement par Ω(2) et Ω(1). Soit {e1, e2} une base orthonormée à laquelle est

associé le système des coordonnées cartésiennes (x1, x2). Afin de déterminer le tenseur de conductivité

thermique effectif du milieu composite en question, supposer que sur la frontière ∂Ω de Ω est prescrite

la température

θ(x) = −e0 · x, x ∈ ∂Ω (1.1)

ou la composante normale du flux de chaleur

q(x) · ν(x) = q0 · ν(x), x ∈ ∂Ω. (1.2)

Dans (1.1) et (1.2), e0 et q0 sont deux vecteurs constants et ν est le vecteur unitaire normal sortant de

∂Ω.

Par hypothèse, les matériaux formant la matrice et les inclusions sont curvilignement homogènes, péri-

odiques et parfaitement collés à travers les interfaces correspondantes. Précisément, par rapport au sys-

tème des coordonnées (y1, y2) associées à une base curviligne orthonormée {f1, f2}, le comportement de

conduction thermique de la phase i avec i = 1, 2 est décrit par la loi de Fourier

q(i) = −K(i)∇θ(i). (1.3)

Ici, q(i) et θ(i) représentent respectivement le flux de chaleur et la température, et K(i) est un tenseur

du second ordre caractérisant la conductivité thermique de la phase i. L’hypothèse que les deux phases
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sont curvilignement homogènes consiste à dire que chacun des tenseurs de conductivité thermique K(i)

est indépendant des coordonnées curvilignes (y1, y2). Cette hypothèse implique que les phases sont ho-

mogènes par rapport aux coordonnées curvilignes (y1, y2) mais hétérogènes vis-à-vis des coordonnées

cartésiennes (x1, x2).

Dans (1.3), le gradient du champ de température θ(i) dépendant des coordonnées curvilignes orthogo-

nales (y1, y2) est calculé par

∇θ(i) = θ
(i)
,1 f1 + θ

(i)
,2 f2 (1.4)

où

(•),1 =
1

h1

∂(•)
∂y1

, (•),2 =
1

h2

∂(•)
∂y2

(1.5)

avec h1 et h2 étant les coefficients métriques des coordonnées curvilignes, qui sont détaillés dans l’an-

nexe A. Le flux de chaleur locale q(i) doit satisfaire l’équation de la conservation de l’énergie :

∇ · q(i) + p(i) = η(i)c(i)p

∂θ(i)

∂t
(1.6)

où p(i), η(i) et c(i)p représentent respectivement la source de chaleur, la densité de masse et la capacité

thermique spécifique de la phase i. La divergence du flux de chaleur ∇ · q(i) est calculée par

∇ · q(i) =
1

h1h2

∂
(
h2q

(i)
1

)
∂y1

+
∂
(
h1q

(i)
2

)
∂y2

 (1.7)

avec

q
(i)
j = −Kj1θ

(i)
,1 −Kj2θ

(i)
,2 . (1.8)

FIGURE 1.1: Composite biphasique avec des interfaces courbées rugueuses.

Dans ce travail, les interfaces entre la matrice et les inclusions sont supposées parfaites et périodique-

ment rugueuses suivant la direction curviligne f1. Plus Précisément, dans le système des coordonnées
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curvilignes orthogonales (y1, y2), l’interface Γ entre la matrice et une inclusion peut être exprimée

comme suit

Γ =
{
y = (y1, y2) ∈ Ω | y2 = γ(α), α =

y1
ϵ

}
. (1.9)

où γ(α) est une fonction périodique à la période ϵ, dont les valeurs minimale et maximale sont respec-

tivement γmin et γmax. De plus, l’équation y2 = γ(α) est supposée avoir deux solutions réelles dans

l’intervalle (0, ϵ) pour chaque valeur de y2 ∈ (γmin, γmax). L’interface Γ est fortement rugueuse au sens

que la période ϵ de γ(α) est très petite par rapport à l’amplitude δ = γmax − γmin, c’est-à-dire que

0 < ϵ ≪ δ. Du fait que l’interface Γ est parfaite, la température et la composante normale du flux de

chaleur sont continues à travers Γ :

[[θ]] = 0 et [[Kijθ,jni]] = 0 (1.10)

où [[•]] = •(2) − •(1) dénote le saut de • et ni sont les composantes du vecteur normal unitaire sortant n

de l’interface Γ qui peut être calculé par

n =
1√(γ,α

ϵ

)2
+
(

1
h2

)2
[
γ,α
ϵ
,− 1

h2

]T
(1.11)

avec

(•),α =
∂(•)
h1∂α

. (1.12)

Pour la suite, on définit la zone d’interface

ω(c) = {y = (y1, y2) ∈ Ω | γmin < y2 < γmax} (1.13)

et la courbe

π(y2) =
{
y = (y1, y2) ∈ ω(c) | y2 = y02, γmin < y2 < γmax

}
(1.14)

ayant y2 comme un paramètre.

A l’échelle macroscopique, le composite est supposé statistiquement homogène. Sa loi de comportement

thermique effectif est donné par

q̄ = K∗ · ϵ̄ (1.15)

où K∗ est le tenseur de conductivité thermique effectif, q̄ et ϵ̄ sont respectivement le flux de chaleur et

l’intensité (ou du gradient de température à un signe près) macroscopiques définis par

ε̄i = ⟨εi⟩Ω =
1

|Ω|

∫
Ω
εi(x)dx =

1

|Ω|

∫
∂Ω

−θ(x)νidS, (1.16)

q̄i = ⟨qi⟩Ω =
1

|Ω|

∫
Ω
qi(x)dx (1.17)

où |Ω| est l’aire de Ω et ν est le vecteur normal unitaire sortant de ∂Ω.
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1.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse bidimensionnelle

Considérer la zone d’interface rugueuse ω(c) décrite par (1.13). Le tenseur de conductivité thermique

effectif K(c)(y2) de ω(c) peut être déterminé en appliquant la méthode d’analyse asymptotique, qui

est présentée, par exemple, dans les travaux de Bensoussan et al. (1978), Sanchez-Palençia (1980),

Bakhvalov et Panasenko (1989), Persson et al. (1993), Zhikov et al. ( 1994). Selon cette méthode, le

champ de la température est considéré comme une fonction des variables macroscopiques (ou lentes) y1,

y2 et microscopique (ou rapide) α = y1/ϵ :

θ(y1, y2, t) = θϵ(y1, y2, α, t). (1.18)

Puis, le champ de température θϵ(y1, y2, α, t) est exprimé par l’expansion asymptotique :

θϵ(y1, y2, α, t) = T + ϵ
(
A(1)T +A(11)T,1 +A(12)T,2

)
+ ϵ2(A(2)T +A(21)T,1 +A(22)T,2 +A(211)T,11

+A(212)T,12 +A(222)T,22) + 0(ϵ3). (1.19)

Dans cette expression, T = T (y1, y2, t) est une fonction scalaire indépendante de la variable mi-

croscopique α et correspond par conséquent au champ de la température à l’échelle macroscopique ;

A(•) = A(•)(α, y2) sont des fonctions scalaires de α et y2 déterminées à partir de l’équation de la con-

servation de l’énergie (1.6) et les conditions de continuité (1.10).

Puisque α = y1/ϵ, les dérivées du champ de la température par rapport aux variables spatiales sont

données par

θ,1 = θϵ,1 + ϵ−1θϵ,α, θ,2 = θϵ,2, (1.20)

θ,11 = θϵ,11 + 2ϵ−1θϵ,α1 + ϵ−2θϵ,αα, θ,12 = θ,21 = θϵ,12 + ϵ−1θϵ,α2, θ,22 = θϵ,22. (1.21)

Dans (1.20) et (1.21), les dérivées du champ de la température par rapport aux y1, y2 et α sont déterminées

par (1.5) et (1.12) dans lesquelles les coefficients métriques h1 et h2 ne sont que des fonctions de y1 et

y2.

En introduisant (1.20) et (1.21) dans (1.6) et (1.10) et en demandant que les coefficients associés à ϵ−1

et à ϵ0 soient zéro, nous pouvons obtenir les expressions des composantes du tenseur de conductivité

thermique effectif K(c)(y2) de la zone d’interface ω(c). En effet, d’abord, en insérant (1.20) et (1.21)

dans l’équation de la conservation de l’énergie (1.6) et dans les conditions de continuité (1.10) et en

exigeant que les coefficients associés à ϵ−1 soient égaux à zéro, nous obtenons les équations suivantes :[
K11A

(1)
,α

]
,α
T +

[
K11A

(11)
,α +K11

]
,α
T,1 +

[
K11A

(12)
,α +K12

]
,α
T,2 = 0, (1.22)

[[
K11A

(1)
,α T

]]
+
[[
(K11 +K11A

(11)
,α )T,1

]]
+
[[
(K12 +K11A

(12)
,α )T,2

]]
= 0. (1.23)
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Pour que ces équations soient satisfaites, les termes A(1)
,α , A(11)

,α et A(12)
,α sont choisis comme suit :

A(1)
,α = 0,

A(11)
,α = [K11]

−1
⟨
[K11]

−1
⟩−1

− 1,

A(12)
,α = [K11]

−1

{⟨
[K11]

−1
⟩−1 ⟨

[K11]
−1K12

⟩
−K12

}
(1.24)

où ⟨•⟩ symbolise la moyenne relative à une cellule de base de la courbe π(y2), qui est définie comme

suit :

⟨•⟩ =
∫ 1

0
• dα. (1.25)

Ensuite, en insérant (1.20) et (1.21) dans (1.10) et en demandant que les coefficients associés à ϵ0 soient

nuls, il vient que[[
K11A

(2)
,α +K12A

(1)
,2

]]
= 0,[[

K11A
(1) +K11A

(21)
,α +K12A

(11)
,2

]]
=

1

γ,αh2

[[
K21(1 +A(11)

,α )
]]

,[[
K11A

(22)
,α +K12A

(1) +K12A
(12)
,2

]]
=

1

γ,αh2

[[
K22 +K21A

(12)
,α

]]
,[[

K11A
(11) +K11A

(211)
,α

]]
= 0,[[

K11A
(12) +K11A

(212)
,α +K12A

(11)
]]

= 0,[[
K11A

(222)
,α +K12A

(12)
]]

= 0. (1.26)

En introduisant (1.20) et (1.21) dans (1.6) et en posant la condition que la moyenne du coefficient associé

à ϵ0 sur une cellule de base de la courbe π(y2) est égal au zéro, nous avons⟨
∂
[
h2

(
K11 +K11A

(11)
,α

)]
h1h2∂y1

+
∂
[
h1K21

(
1 +A

(11)
,α

)]
h1h2∂y2

⟩
T,1

+

⟨
∂
[
h2

(
K12 +K11A

(12)
,α

)]
h1h2∂y1

+
∂
[
h1

(
K22 +K21A

(12)
,α

)]
h1h2∂y2

⟩
T,2

+
1

h2γ,α

[[
K21(1 +A(11)

,α )
]]

T,1 +
1

h2γ,α

[[
K22 +K21A

(12)
,α

]]
T,2

+
⟨
K11 +K11A

(11)
,α

⟩
T,11 +

⟨
K22 +K21A

(12)
,α

⟩
T,22

+
⟨
K11A

(12)
,α +K12 +K21A

(11)
,α +K21

⟩
T,12 + ⟨p⟩ = ⟨ηρc⟩

∂T

∂t
. (1.27)

En appliquant le lemme A1 de Kristensson (2005) et en tenant compte la périodicité de A(1k), nous
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obtenons ⟨
1

h1h2

∂
[
h1

(
K21 +K21A

(11)
,α

)]
∂y2

⟩
=

1

h1h2

∂
[
h1

⟨
K21 +K21A

(11)
,α

⟩]
∂y2

− 1

h2γ,α

[[
K21(1 +A(11)

,α )
]]

,⟨
1

h1h2

∂
[
h1

(
K22 +K21A

(12)
,α

)]
∂y2

⟩
=

1

h1h2

∂
[
h1

⟨
K22 +K21N

(12)
,α

⟩]
∂y2

− 1

h2γ,α

[[
K22 +K21N

(12)
,α )

]]
. (1.28)

En substituant (1.28) dans (1.27) et en comparant l’équation résultante avec l’équation de la conservation

de l’énergie, nous obtenons

K
(c)
11 =

⟨
K11 +K11A

(11)
,α

⟩
, K

(c)
22 =

⟨
K22 +K21A

(12)
,α

⟩
,

K
(c)
12 =

⟨
K12 +K11A

(12)
,α

⟩
, K

(c)
21 =

⟨
K21 +K21A

(11)
,α

⟩
. (1.29)

Finalement, en introduisant (1.24) dans (1.29), les expressions (1.30) des composantes du tenseur de

conductivité thermique effectif K(c) sont données par

K
(c)
11 (y2) =

⟨
[K11]

−1
⟩−1

,

K
(c)
22 (y2) =

⟨
K22 −K21 [K11]

−1K12

⟩
+
⟨
K21 [K11]

−1
⟩⟨

[K11]
−1
⟩−1 ⟨

[K11]
−1K12

⟩
,

K
(c)
12 (y2) = K

(c)
21 (y2) =

⟨
[K11]

−1
⟩−1 ⟨

K12 [K11]
−1
⟩
. (1.30)

A ce stade, la zone d’interface rugueuse ω(0) a été homogénéisée selon la coordonnée curviligne y1 mais

elle reste en général hétérogène suivant la coordonnée curviligne y2. Ainsi, la zone d’interface rugueuse

ω(0) est maintenant remplacée par une couche équivalente dont le tenseur de conductivité thermique

effectif K(c) est déterminé par (1.30). Il est important de noter que K(c) est en général hétérogène par

rapport au système des coordonnées Cartésiennes (x1, x2).

1.3 Composites bidimensionnels avec interfaces elliptiques rugueuses

Dans cette section, nous nous intéressons au problème de déterminer les conductivités effectives des

composites bidimensionnels formés d’une matrice dans laquelle sont noyées des inclusions elliptiques

périodiquement rugueuses. Les phases formant la matrice et les inclusions sont individuellement ho-

mogènes et isotropes. Les conductivités de la matrice et des inclusions sont désignées respectivement

par k2 et k1. L’interface Γ entre la matrice et une inclusion générique est supposée périodiquement

rugueuse autour d’une courbe elliptique et présente un profil en dents de scie.
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Pour décrire l’interface Γ, un système des coordonnées elliptiques (ρ,m) associé à une base orthonor-

mée {fρ, fm} est introduit (Fig 1.2). Ces coordonnées elliptiques, (ρ,m), sont reliées aux coordonnées

Cartésiennes (x1, x2) par les équations suivantes (voir, par exemple, Milton 2002).

x21
c21 + ρ

+
x22

c22 + ρ
= 1 (ellipses confocales), (1.31)

x21
c21 +m

+
x22

c22 +m
= 1 (hyperboles d’excentricité), (1.32)

avec les restrictions ρ > −c21 > m > −c22 où c1 et c2 sont deux constantes positives. La coordonnée ρ

joue un rôle similaire à celui du rayon dans les coordonnées polaires.

FIGURE 1.2: Système des coordonnées elliptiques.

Afin de déterminer le tenseur de conductivité thermique effectif du composite en question, le modèle

d’assemblage d’ellipses emboîtées (AEE) est utilisé. Ce modèle micromécanique a été introduit initiale-

ment par Milton (1981) pour déterminer la conductivité thermique effective des matériaux hétérogènes,

puis étendu par Grabovsky et Kohn (1995) à l’élasticité et généralisé par Benveniste et Milton (2003)

aux phénomènes multi-physiques. Pour construire le modèle d’AEE, nous supposons que le domaine Ω

décrit dans la Section 2 est constitué d’un matériau homogène dont le tenseur de conductivité thermique

relatif au système des coordonnées cartésiennes associé à une base orthonormée {e1, e2} est donné par

K̃ = k̃1e1 ⊗ e1 + k̃2e2 ⊗ e2.

Puis, sur sa frontière ∂Ω, les conditions aux limites (1.1) sont imposées. Le champ de la température

θ(x) et celui du flux de chaleur q(x) induits dans Ω ont les expressions suivantes :

θ(x) = −e0 · x, q(x) = K̃e0. (1.33)

On extrait une ellipse de Ω et y insère au retour une ellipse composite ω, en imposant les mêmes con-

ditions aux limites sur ∂Ω que précédemment. L’ellipse composite ω est formée d’un noyau elliptique
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enrobé de deux couches confocales (Fig 1.3). Le noyau de cette ellipse composite est constitué de la

phase d’inclusion (phase 2). La couche externe est constituée de la phase matrice (phase 1) alors que la

couche interne (phase c) est formée de la couche équivalente obtenue par l’homogénéisation de la zone

d’interface rugueuse.

Dans le cas où la matrice et les inclusions sont isotropes et l’interface Γ entre la phase matrice et une

inclusion est périodiquement rugueuse le long de la direction elliptique et sous forme des dents de scie,

la conductivité thermique effective de la couche équivalente K(c) est obtenue explicitement à l’aide de

(1.30) par

K(c) = k(c)ρ fρ ⊗ fρ + k(c)m fm ⊗ fm (1.34)

avec

k(c)m =

(
v1
k1

+
v2
k2

)−1

, k(c)ρ = v1k1 + v2k2 (1.35)

où v1 et v2 sont respectivement les fractions surfaciques des phase 1 et 2 dans la zone d’interface rugueuse

ω(c). Le rayon du noyau et ceux de ses couches interne et externe sont dénotés respectivement par ρ1,

ρc et ρ2. Ces rayons sont définis de façon à être compatibles avec les fractions surfaciques de la phase

matrice, de la phase d’inclusion et de la phase issue de la zone d’interface rugueuse. Pour l’utilisation

ultérieure, on définit

φ1 =
g(ρ1)

g(ρ2)
, φc =

g(ρc)− g(ρ1)

g(ρ2)
, φ2 =

g(ρ2)− g(ρc)

g(ρ2)
(1.36)

avec g(ρ) =
√

(c21 + ρ)(c22 + ρ). Noter que les paramètres géométriques φ1, φc et φ2 se comportent

comme les fractions surfaciques du noyau, des couches internes et externe de l’ellipse composite ω.

La présence de l’ellipse doublement enrobée fait que Ω est hétérogène. Il est donc naturel de se poser la

question suivante : sous les conditions aux limites (1.1) et avec les propriétés de la phase matrice et des

phases d’inclusion 1 et 2 ainsi que les paramètres géométriques c1, c2, ρ2, φ1, φc et φ2, quelles sont les

propriétés de conductivité, k̃1 et k̃2, du milieu extérieur, telles que la présence de l’ellipse doublement

enrobé ne change pas les champs initiaux du milieu extérieur ? Si cette condition est vérifiée, l’ellipse

doublement enrobé est appelé une inclusion neutre (Fig 1.4).

Supposer que, les champs du milieu d’origine donnés par (1.33) ne sont pas perturbés après le rem-

placement susmentionné, on cherche les valeurs correspondantes de k̃1 et k̃2 en fonction des propriétés

de la matrice et des inclusions et des paramètres géométriques c1, c2, ρ2, φ1, φc et φ2. D’abord, pour

déterminer k̃1, on considère le cas où les conditions aux limites (1.1) sont appliquées sur ∂Ω uniquement

selon la direction x1, à savoir e01 ̸= 0 and e02 = 0. Sous ces conditions, on cherche les champs de la

température dans le noyau, ses couches interne et externe sous les formes suivantes :

θ(i)(x) = ϕ(i)(ρ)x1 (1.37)
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FIGURE 1.3: Deux configurations équivalentes : (a) Composite elliptique biphasique ma-

trice/inclusion avec interface en dent de scie ; (b) composite elliptique triphasique

matrice/interphase/inclusion

où ϕ(i)(ρ) est une fonction scalaire du rayon ρ. Ci-dessus et ci-après, l’exposant i (= 1, c, 2) est relatif au

noyau et aux couches interne et externe. Du fait que les matériaux formant le noyau et la couche externe

sont isotropes, les fonctions scalaires ϕ(1)(ρ) et ϕ(2)(ρ) prennent les formes suivantes (Milton, 2002) :

ϕ(1)(ρ) = a1 pour ρ ≤ ρ1, (1.38)

ϕ(2)(ρ) = a2 + b2

∫ ρ

ρc

dρ√(
c21 + ρ

)3 (
c22 + ρ

) pour ρc ≤ ρ ≤ ρ2 (1.39)

où a1, a2 et b2 sont les constants inconnus à déterminer à partir des conditions aux limites et d’interface.

La fonction scalaire ϕ(c)(ρ) du revêtement interne doit vérifier l’équation de la conservation de l’énergie

faisant intervenir les coordonnées elliptiques comme suit :

2
d

dρ

[
k(c)ρ g (ρ)

d

dρ

(
ϕ(c) (ρ)

√
c21 + ρ

)]
= ϕ(c) (ρ) k(c)m

d

dρ

[
g (ρ)√
c21 + ρ

]
. (1.40)

La solution générale de cette équation prend la forme

ϕ(c)(ρ) = d1
(c22 + ρ)

1
4

(c21 + ρ)
1
4

LP

[
1

2
(

√
k
(c)
m /k

(c)
ρ − 1),

1

2
,
c21 + c22 + 2ρ

c21 − c22

]

+ d2
(c22 + ρ)

1
4

(c21 + ρ)
1
4

LQ

[
1

2
(

√
k
(c)
m /k

(c)
ρ − 1),

1

2
,
c21 + c22 + 2ρ

c21 − c22

]
(1.41)

où d1 et d2 sont deux constantes inconnues, LP et LQ sont respectivement les fonctions de Legendre

associées des premier et deuxième genres.

Dans le cas particulier important où les ellipses confocales ρ = ρ1, ρ = ρc et ρ = ρ2 deviennent des

cercles concentriques, i.e. c1 = c2 = c, les fonctions scalaires ϕ(2)(ρ) et ϕ(c)(ρ) données par (1.39) et

(1.40) réduisent à

ϕ(2)(ρ) = a2 +
b2
r2

for ρc ≤ ρ ≤ ρ2 (1.42)

ϕ(c)(ρ) = d1r
−
(√

k
(c)
m /k

(c)
ρ +1

)
+ d2r

(√
k
(c)
m /k

(c)
ρ −1

)
for ρ1 ≤ ρ ≤ ρc (1.43)
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FIGURE 1.4: Inclusion neutre en forme des ellipses composites enrobées.

avec r =
√

c2 + ρ.

Les champs d’intensité dans le noyau et les couches interne et externe sont donnés par

ε(1)(x) = − g (ρ)x1
2
√
ρ−m

[
a1(

c21 + ρ
) fρ + a1(

c21 +m
) fm] ,

ε(c)(x) = − g (ρ)x1√
(c21 + ρ)(ρ−m)

[
∂

∂ρ

(
ϕ(c)
√

c21 + ρ

)
fρ

+
∂

∂m

(
ϕ(c)
√

c21 +m

)
fm

]
,

ε(2)(x) = − g (ρ)x1√
(c21 + ρ)(ρ−m)

[
∂

∂ρ

(
ϕ(2)

√
c21 + ρ

)
fρ

+
∂

∂m

(
ϕ(2)

√
c21 +m

)
fm

]
. (1.44)

Les champs du flux de chaleur correspondants dans le noyau et les couches de revêtement prennnent les

formes suivantes :

q(1)(x) = −k1g (ρ)x1
2
√
ρ−m

[
a1(

c21 + ρ
) fρ + a1(

c21 +m
) fm] ,

q(c)(x) = − g (ρ)x1√
(c21 + ρ)(ρ−m)

[
k(c)ρ

∂

∂ρ

(
ϕ(c)
√

c21 + ρ

)
fρ

+k(c)m

∂

∂m

(
ϕ(c)
√

c21 +m

)
fm

]
,

q(2)(x) = − k2g (ρ)x1√
(c21 + ρ)(ρ−m)

[
∂

∂ρ

(
ϕ(2)

√
c21 + ρ

)
fρ

+
∂

∂m

(
ϕ(2)

√
c21 +m

)
fm

]
. (1.45)

Le collage parfait aux interfaces ρ = ρ1, ρ = ρc et ρ = ρ2 implique la continuité de la température et
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celle de la composante normale du flux de chaleur. Ces conditions se traduisent par

k(c)ρ

[
d

dρ

(
ϕ(c)(ρ)

√
c21 + ρ

)]
ρ=ρ1

=
k1a1

2
√

c21 + ρ1
, (1.46)

ϕ(c) (ρ1) = a1, (1.47)

k(c)ρ

[
d

dρ

(
ϕ(c)
√

c21 + ρ

)]
ρ=ρc

= k2

[
d

dρ

(
ϕ(2)

√
c21 + ρ

)]
ρ=ρc

, (1.48)

ϕ(c) (ρc) = ϕ(2) (ρc) , (1.49)

k̃1E1 = −2k2
(
c21 + ρ2

) [dϕ(2)

dρ
+

ϕ(2)

2
(
c21 + ρ

)]
ρ=ρ2

, (1.50)

ϕ(2) (ρ2) = −e01. (1.51)

En insérant (1.47) dans (1.46), on obtient, à partir de (1.46), (1.48)-(1.51), un système de 5 équations

linéaires homogènes pour cinq inconnus a2, b2, d1, d2 et k̃1 qui peut s’écrire sous la forme matricielle :

B(1)X(1) = 0 (1.52)

où B(1) est une matrice 5 × 5 dont les composantes B(1)
ij sont précisées dans l’annexe B et X(1) est le

vecteur défini par

X(1) = [a2, b2, d1, d2, e01]
T . (1.53)

Une solution non triviale du système (1.52) existe si et seulement si le déterminant de la matrice B(1) est

égal à zéro :

F (1)(k̃1) = detB(1) = 0. (1.54)

Cette condition nécessaire et suffisante conduit à l’équation linéaire permettant de déterminer la conduc-

tivité thermique k̃1 :

F (1)(k̃1) = λ
(1)
1 k̃1 + λ

(1)
0 = 0 (1.55)

où les coefficients λ0 et λ1 sont spécifiés par

λ
(1)
0 = F (1)(0), λ

(1)
1 = F (1)(1)− F (1)(0). (1.56)

Finalement, la conductivité thermique k̃1 est donnée par

k̃1 = −λ
(1)
0

λ
(1)
1

. (1.57)

Pour déterminer k̃2, on étudie le deuxième cas où l’intensité uniforme suivant la direction x2 est ap-

pliquée sur le bord ∂Ω de Ω, à savoir e02 ̸= 0 et e01 = 0. Dans cette situation, on obtient également un

système de cinq équations homogènes linéaires pour les inconnues a2, b2, d1, d2 et k̃2. L’existence de la

solution non triviale nous conduit à une équation pour k̃2 :

F (2)(k̃2) = detB(2) = 0. (1.58)
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Les composantes B(2)
ij de la matrice B(2) d’ordre 5 × 5 sont données dans l’Annexe C. Cette équation

peut être réécrite sous la forme équivalente :

F (2)(k̃2) = λ
(2)
1 k̃2 + λ

(2)
0 = 0 (1.59)

avec

λ
(2)
0 = F (2)(0), λ

(2)
1 = F (2)(1)− F (2)(0). (1.60)

Puis, on en déduit

k̃2 = −λ
(2)
0

λ
(2)
1

. (1.61)

Par conséquent, quand les conditions aux limites (1.1) sont prescrites et si les conductivités thermiques

k̃1 et k̃2 sont données par (1.57) et(1.61), les champs dans le milieu et en dehors de l’ellipse enrobée

restent uniformes et inchangés. Pour cette raison, on peut continuer à introduire d’autres ellipses en-

robées similaires de différentes tailles dans le milieu sans perturber les champs initiaux. Ce processus de

remplacement permet au milieu d’être complètement rempli par des ellipses composites similaires. Le

modèle micromécanique ainsi obtenu est donc appelé le modèle d’AEE.

Du fait que, pendant le processus de remplissage précédent, les champs dans le milieu extérieur restent

inchangés, la moyenne du flux de chaleur ⟨qi⟩CEC dans chaque ellipse composite est égale à la moyenne

⟨qi⟩Ω du flux de chaleur dans Ω et a donc l’expression suivante :

⟨qi⟩CEC = −k̃ie0i = ⟨qi⟩Ω (pas de sommation sur i). (1.62)

Cette équation montre que la microstructure obtenue par le processus de remplacement ci-dessus a la

conductivité thermique effectif caractérisé par le tenseur de conductivité thermique K∗ = k∗1e1 ⊗ e1 +

k∗2e2 ⊗ e2 où k∗1 et k∗2 correspondent respectivement aux k̃1 et k̃2 donnés par (1.57) et (1.61) :

k∗1 = k̃1, k∗2 = k̃2. (1.63)

1.4 Exemples numériques

Pour illustrer numériquement les résultats obtenus ci-dessus concernant les conductivités effectives, nous

considérons dans le premier exemple un composite constitué d’une matrice dans laquelle des inclusions

sont insérées. La phase formant les inclusions a la conductivité k1 et est supposée plus conductrice que

la phase constituant la matrice. Plus précisément, on choisit k2 = k1/10. Pour définir les paramètres

géométriques du modèle micromécanique, les deux constantes c1, c2, le rayon ρ1 du noyau et la fraction

surfacique φ1 de la zone d’interface ω(c) sont tels que c1/c2 = 5, ρ1/c22 = 5 et φc = 0.1. D’ailleurs,

la fraction surfacique φ1 du noyau de l’ellipse composite se varie de 0 à 0.9. En plus, les fractions

surfaciques v1 et v2 des phases 1 et 2 dans la zone d’interface ω(c) sont données par v1 = v2 = 0.5. Dans

(Fig 1.5), les conductivités thermiques effectives normalisées par rapport à celle de la matrice, à savoir
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FIGURE 1.5: Conductivités thermiques effectives normalisées k∗1/k2 et k∗1/k2 en fonction de la fraction

surfacique de la phase d’inclusion

k∗1/k2 et k∗2/k2 avec k∗1 et k∗2 données par (1.63), (1.61) et(1.57), sont tracées en fonction de la fraction

surfacique f1 de la phase d’inclusion. Les valeurs de k∗1/k2 et k∗2/k2 sont comparées avec les bornes de

Reuss et Voigt dans la Fig. 5. On peut voir dans la (Fig 1.5) que les conductivités thermiques effectives

k∗1 et k∗2 sont situées entre les bornes de Reuss et de Voigt. En outre, nous pouvons observer dans la (Fig

1.5) que, dans le cas où c1 > c2, la conductivité effective k∗1 est plus importante que la conductivité

effective k∗2 .

Dans le deuxième exemple, les conductivités de la phase de matrice et de la phase d’inclusion ainsi que

les paramètres géométriques du modèle micromécanique sont choisis comme dans le premier exemple

sauf les fractions surfaciques v1 et v2 des phases 1 et 2 dans la zone d’interface ω(c) qui sont données par

v1 = 1 − v2 = 0.3. Dans (Fig 1.6), les conductivités thermiques effectives k∗1 et k∗2 données par (1.63),

(1.61) et (1.57) sont tracées et comparées avec les bornes inférieure et supérieure de Hashin-Shtrikman

sur les conductivités effectives d’un composite anisotrope constituant de deux phases isotropes. Ces

bornes ont les expressions suivantes (voir, par exemple, Milton 2004) :

v1
k∗1 − k2

+
v1

k∗2 − k2
≤ 2

k1 − k2
+

v2
k2

, (1.64)

v2
k1 − k∗1

+
v2

k1 − k∗2
≤ 2

k1 − k2
− v1

k1
. (1.65)

Noter que les bornes (1.64) et (1.65) sont optimales pour les conductivités thermiques effectives d’un

composite anisotrope constituant de deux phases isotropes. Dans le (Fig 1.6), les conductivités ther-

miques effectives k∗1 et k∗2 obtenues sont en bon accord avec les bornes (1.64) et (1.65).
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Chapitre 2

Interfaces thermiques ondulées autour

d’une surface lisse quelconque

Dans le chapitre précédent, nous avons résolu le problème d’une interface thermique ondulée périodique-

ment suivant une seule direction et autour d’une courbe lisse quelconque. Du fait que l’interface en

question est rugueuse dans une seule direction, l’interphase résultant de l’homogénéisation asympto-

tique de la zone d’interface rugueuse admet des expressions analytiques caractérisant les conductivités

"équivalentes" de l’interphase. Dans ce chapitre, on étudie le problème d’une interface dont l’oscillation

périodique se fait autour d’une surface lisse quelconque. Ce dernier problème est nettement plus com-

plexe que celui ayant été traité dans le chapitre précédent. En effet, l’homogénéisation asymptotique de

la zone d’interface rugueuse ne conduit pas à celle d’un stratifié qui admet une solution analytique mais

à celle d’un matériau hétérogène à inclusions qui nécessite en général une résolution numérique.

2.1 Position du problème

Dans un espace 3D euclidien R3, on s’intéresse à un composite Ω constitué de deux phases. Les deux

sous-domaines occupés par la phases 1 et 2 sont désignées par Ω(1) et Ω(2). Soit {e1, e2, e3} une base

orthonormée à laquelle est associé le système des coordonnées cartésiennes (x1, x2, x3). Pour déterminer

le tenseur de conductivité thermique effectif du composite Ω, on prescrit sur la frontière extérieure ∂Ω

de Ω la condition d’intensité uniforme

θ(x) = −E · x, x ∈ ∂Ω (2.1)

ou la condition du flux de chaleur normal uniforme

q(x) · n(x) = Q · n(x), x ∈ ∂Ω. (2.2)

Ci-dessus, n est le vecteur unitaire normal à la borne ∂Ω, q (x) est le vecteur du flux de chaleur local et

Q est le vecteur du flux de chaleur à l’échelle macroscopique.
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Supposer que les deux phases du composite en question sont parfaitement collées entre elles à travers

leur interface Γ. Par rapport au système des coordonnées curvilignes (y1, y2, y3) associé à une base

orthonormée {f1, f2, f3}, le comportement de conduction thermique de la phase i, avec i = 1, 2, est

décrit par la loi Fourier :

q(i) = −K(i)∇θ(i). (2.3)

Ci-dessus, q(i) et θ(i) sont le flux de chaleur et la température de la phase i et K(i) est le tenseur de

conductivité thermique d’ordre deux de cette dernière. Par hypothèse, chacune des deux phase est ho-

mogène au sens que K(i) ne dépend pas des coordonnées curvilignes (y1, y2, y3). Noter que K(i) dépend

cependant des coordonnées cartésiennes (x1, x2, x3).

Dans l’équation (2.3), le gradient de la température θ(i) est calculé dans le système des coordonnées

curvilignes orthogonales par

∇θ(i) = θ
(i)
,1 f1 + θ

(i)
,2 f2 + θ

(i)
,3 f3 (2.4)

avec

(•),1 =
1

h1

∂(•)
∂y1

, (•),2 =
1

h2

∂(•)
∂y2

et (•),3 =
1

h3

∂(•)
∂y3

, (2.5)

où h1, h2 et h3 sont les coefficients métriques des coordonnées curvilignes. Le flux de chaleur local q(i)

doit satisfaire à l’équation de la conservation de l’énergie :

∇ · q(i) + p(i) = η(i)c(i)p

∂θ(i)

∂t
, (2.6)

où p(i), η(i) et c(i)p sont respectivement la source de chaleur, la densité massive et la capacité thermique

spécifique de la phase i. La divergence du flux de chaleur ∇ · q(i) est exprimée dans le système des

coordonnées curvilignes orthogonales par

∇ · q(i) =
1

h1h2h3

∂
(
h2h3q

(i)
1

)
∂y1

+
∂
(
h1h3q

(i)
2

)
∂y2

+
∂
(
h1h2q

(i)
3

)
∂y3

 (2.7)

avec

q
(i)
j = −Kj1θ

(i)
,1 −Kj2θ

(i)
,2 −Kj3θ

(i)
,3 . (2.8)

De plus, on suppose que l’interface Γ entre les phases 1 et 2 est périodiquement ondulée selon les direc-

tions curvilignes f1 et f2. Plus précisément, dans le système des coordonnées curvilignes orthogonales

(y1, y2, y3), l’interface Γ est décrite par

Γ =
{
y = (y1, y2, y3) ∈ Ω | y3 = γ(ξ1, ξ2), ξ1 =

y1
ϵ
, ξ2 =

y2
ϵ

}
. (2.9)

ou γ(ξ1, ξ2) est une fonction périodique de la période ϵ par rapport à chacune des deux variables ξ1 et ξ2.

Les valeurs minimale et maximale sont respectivement γmin et γmax. En plus, on suppose que l’équation

y3 = γ(ξ1, ξ2) a deux couples de solutions réelles dans l’intervalle (0, ϵ) pour une valeur donnée de

y3 ∈ (γmin, γmax). La période ϵ de γ(ξ1, ξ2) doit être très petite par rapport à δ = γmax − γmin, i.e.

0 < ϵ ≪ δ. Cette condition a l’implication physique que l’interface Γ est très rugueuse.
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FIGURE 2.1: Surface ondulée selon deux directions dans le système des coordonnée curvilignes.

L’hypothèse que l’interface Γ entre les phases 1 et 2 est parfaite implique que la température et la com-

posante normale du flux de chaleur sont continus à travers Γ :

[[q·n]] = 0, [[θ]] = 0, (2.10)

où [[•]] = •(2) − •(1) désigne le saut d’une quantité • à travers Γ et n est le vecteur unitaire normal à Γ

et dirigé de la phase 2 vers la phase 1, qui est calculé par

n =
1√

1
ϵ2

(
γ2,ξ1 + γ2,ξ2

)
+ 1

h2
3

(
−
γ,ξ1
ϵ

;−
γ,ξ2
ϵ

;
1

h3

)T

avec (•),ξ1 = 1
h1

∂(•)
∂ξ1

et (•),ξ2 = 1
h2

∂(•)
∂ξ2

. On définit la zone d’interface rugueuse ω(c) par

ω(c) = {y = (y1, y2, y3) ∈ Ω | γmin < y3 < γmax} , (2.11)

et introduit la surface

π(y3) =
{
y = (y1, y2, y3) ∈ ω(c) | y3 = y03, γmin < y3 < γmax

}
. (2.12)

ayant y3 comme le paramère.

2.2 Homogénéisation de la zone d’interface courbée rugueuse

Maintenant, on se propose de déterminer le tenseur de conductivité thermique effectif K(c) (y3) de la

zone d’interface rugueuse ω(c) définie par (2.11) en appliquant la méthode d’analyse asymptotique. Selon

cette méthode, le champ de la température θ est considérée comme une fonction des variables lentes (ou

macroscopiques) y1, y2, y3 et des variables rapides (ou microscopiques) ξ1, ξ2 :

θ (y1, y2, y3, t) = θϵ (y1, y2, y3, ξ1, ξ2, t) .
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La fonction θϵ (y1, y2, y3, ξ1, ξ2, t) est ensuite développée comme suit :

θϵ = T + ϵ(N (1)T +N (11)T,1 +N (12)T,2 +N (13)T,3) + ϵ2(N (2)T +N (21)T,1

+N (22)T,2 +N (23)T,3 +N (211)T,11 +N (212)T,12 +N (213)T,13 +N (222)T,22

++N (223)T,23 +N (233)T,33) + 0(ϵ3)

qui peut s’écrire sous la forme plus compacte

θϵ(y1, y2, y3, ξ1, ξ2, t) = T + ϵ
(
N (1)T +N (1i)T,i

)
+ ϵ2

(
N (2)T +N (2i)T,i +N (2ij)T,ij

)
+ 0(ϵ3). (2.13)

Ci-dessus, T = T (y1, y2, y3, t) est une fonction scalaire indépendante des variables microscopiques ξ1

et ξ2 et correspond à la température à l’échelle macroscopique ; N (•) sont des fonctions scalaires de y3,

ξ1 et ξ2 mais indépendantes de y1, y2 et t. Donc T,ξ1 = T,ξ2 = 0 et N,y1 = N,y2 = 0.

Puisque ξ1 = y1
ϵ et ξ2 = y2

ϵ , les dérivées du premier ordre de la température θ par rapport aux variables

spatiales y1, y2, y3 sont données par

θ,1 = θϵ,1 + ϵ−1θϵ,ξ1 , θ,2 = θϵ,2 + ϵ−1θϵ,ξ2 , θ,3 = θϵ,3,

ou de façon compacte par

θ,α = θϵ,α + ϵ−1θϵ,ξα , θ,3 = θϵ,3. (2.14)

Ensuite, on a

θ,11 = θϵ,11 + 2ϵ−1θϵ,1ξ1 + ϵ−2θϵ,ξ1ξ1 , θ,22 = θϵ,22 + 2ϵ−1θϵ,2ξ2 + ϵ−2θϵ,ξ2ξ2 ,

θ,12 = θ,21θϵ,12 + ϵ−1θϵ,1ξ2 + ϵ−1θϵ,2ξ1 + ϵ−2θϵ,ξ1ξ2 , θ,33 = θϵ,33,

θ,13 = θ,31 = θϵ,13 + ϵ−1θϵ,3ξ1 , θ,23 = θ,32 = θϵ,23 + ϵ−1θϵ,3ξ2 .

En introduisant (2.13) dans (2.14), on obtient

θ,α = T,α +N
(1)
,ξα

T +N
(1i)
,ξα

T,i

+ ϵ(N (1)T,α +N (1i)T,iα +N
(2)
,ξα

T +N
(2i)
,ξα

T,i +N
(2ij)
,ξα

T,ij)

+ ϵ2(N (2)T,α +N (2i)T,iα +N (2ij)T,ijα) + 0(ϵ3). (2.15)

Dans ce chapitre, les indices latins, tels que i, j, k, l, prennent les valeurs 1, 2 ou 3 alors que les indices

grecques, par exemple α, β, ne varient qu’entre 1 et 2.

Les expressions précédentes délivrant les dérivées des premier et deuxième ordres font intervenir la

formule (2.5) où les coefficients métriques h1, h2, h3 dépendent de y1, y2 et y3 mais pas de ξ1 et ξ2.

En introduisant les expressions des dérivées correspondantes dans l’équation de continuité 2.101 et en

demandant que le coefficient associé à ϵ−1 soit égal au zéro, on obtient[[(
KαβN

(1)
,ξβ

)
γ,ξα

]]
T +

[[(
KαβN

(1k)
,ξβ

+Kαk

)
γ,ξα

]]
T,k = 0.
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De façon similaire, en exigeant que le coefficient associé à ϵ−1 dans l’équation de la conservation de

l’énergie (2.6), on arrive à[
KαβN

(1)
,ξβ

]
,ξα

T +
[
KαβN

(1k)
,ξβ

+Kαk

]
,ξα

T,k = 0.

De ces dernières équations on déduit les expressions définissant les composantes de N (1) et N (1k) :[
KαβN

(1)
,ξβ

]
,ξα

= 0, ξ ∈ S, ξ /∈ L,[
K(αβ)N

(1k)
,ξβ

+Kαk

]
,ξα

= 0, ξ ∈ S, ξ /∈ L,[[(
KαβN

(1)
,ξβ

)
γ,ξα

]]
= 0, ξ ∈ L,[[(

KαβN
(1k)
,ξβ

+Kαk

)
γ,ξα

]]
= 0, ξ ∈ L (2.16)

où S = Sy3 ∪ Ωr et L = S ∪ Γ avec Sy3 étant la surface décrite par y3 − γ(y1, y2) = 0. A partir des

équations dans (2.16) on peut montrer que N (1)
,ξα

= 0. De manière analogue, pour que le coefficient relatif

à ϵ0 dans l’équation de continuité 2.101 soit égal à zéro, on doit avoir[[
KβαN

(2)
,ξα

+Kβ3N
(1)
,3

]]
= 0,[[

KβαN
(2ij)
,ξα

+KβjN
(1i)
]]

= 0,

γ,ξβ

[[
KβαN

(2k)
,ξα

+KβkN
(1) +Kβ3N

(1k)
,3

]]
=

K3αN
(1k)
,ξα

+K3k

h3

 (2.17)

avec k = 1, 2, 3 et (i, j) = (1, 2), (2, 3) et (1, 3).

De plus, en mettant le coefficient associé à ϵ0 dans l’équation de la conservation de l’énergie à zéro, on

obtient

[
KβαN

(2)
,ξα

+Kβ3N
(1)
,3

]
,ξβ

T +

{[
KβαN

(2k)
,ξα

+KβkN
(1) +Kβ3N

(1k)
,3

]
,ξβ

+
1

h1h2h3

∂
[
h1h2

(
K3αN

(1k)
,ξα

+K3k

)]
∂y3

+
1

h1h2h3

∂
[
h2h3

(
K1αN

(1k)
,ξα

+K1k

)]
∂y1

+
1

h1h2h3

∂
[
h1h3

(
K2αN

(1k)
,ξα

+K2k

)]
∂y2

T,k

+

{[
KβαN

(2ij)
,ξα

+KβjN
(1i)
]
,ξβ

+Kji +KjβN
(1i)
,ξβ

}
T,ij − P = −ρc

∂T

∂t
. (2.18)

En intégrant l’équation (2.18) sur la surface S de la cellule de base, en appliquant le théorème de diver-
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gence et en tenant compte (2.17), il vient que

⟨
Kji +KjβN

(1i)
,ξβ

⟩
S
T,ij +

⟨
1

h1h2h3

∂
[
h1h2

(
K3αN

(1k)
,ξα

+K3k

)]
∂y3

+
1

h1h2h3

∂
[
h2h3

(
K1αN

1k
,ξα

+K1k

)]
∂y1

+
1

h1h2h3

∂
[
h1h3

(
K2αN

(1k)
,ξα

+K2k

)]
∂y2

⟩
S

T,k

+

{
|S|−1

∫
L

[[
1

h3

(
K3αN

(1k)
,ξα

+K3k

)]] dl

|∇h(ξ)|

}
T,k − ⟨P ⟩S = −⟨ρc⟩S

∂T

∂t
(2.19)

où |∇h(ξ)| =
√

γ2,ξ1 + γ2,ξ2 et

⟨•⟩S = |S|−1

∫
S

(•)dS = |S|−1

∫ ∫
(•)dξ1dξ2.

En appliquant le Lemme A.1 de Kristenson (2005) et en prenant en compte la périodicité des termes

N (1k), on trouve que⟨
1

h1h2h3

∂
[
h1h2

(
K3k +K3αN

(1k)
,ξα

)]
∂y3

⟩
S

(2.20)

=
1

h1h2h3

∂
[
h1h2

⟨
K3k +K3αN

(1k)
,ξα

⟩
S

]
∂y3

−
{
1

S

∫
L

[[
1

h3

(
K3k +K3αN

(1k)
,ξα

)]] dl

| ∇h (y3) |

}
.

En remplaçant (2.20) à l’équation (2.19), on arrive à

⟨
Kji +KjβN

(1i)
,ξβ

⟩
S
T,ij +

 1

h1h2h3

∂
[
h1h2

⟨
K3αN

(1k)
,ξα

+K3k

⟩
S

]
∂y3

+
1

h1h2h3

∂
[
h2h3

⟨
K1αN

(1k)
,ξα

+K1k

⟩
S

]
∂y1

+
1

h1h2h3

∂
[
h1h3

⟨
K2αN

(1k)
,ξα

+K2k

⟩
S

]
∂y2

T,k

+ ⟨P ⟩S = −⟨ρc⟩S
∂T

∂t
(2.21)

Donc, l’équation de la conservation de l’énergie à l’échelle macroscopique prend la forme suivante :

K̄ji (y3)Tij +
1

h1h2h3

(
∂
[
h1h2K̄3k (y3)

]
∂y3

+
∂
[
h2h3K̄1k (y3)

]
∂y1

+
∂
[
h1h3K̄2k (y3)

]
∂y2

)
T,k

+ P̄ = −ρ̄c
∂T

∂t
. (2.22)

En comparant les équations (2.21) et (2.22), on arrive à déterminer toutes les composantes du tenseur de

conductivité thermique de la zone d’interface rugueuse :

K̄(ik) (y3) =
⟨
Kik +KiβN

(1k)
,ξβ

⟩
S
. (2.23)

où le crochet ⟨•⟩ représente la moyenne par rapport à une cellule de base de la surface d’intersection

entre y3 et Γ, qui est définie par

⟨•⟩ =
∫ 1

0

∫ 1

0
• dξ1dξ2. (2.24)
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A ce stade, la zone d’interface rugueuse ω(c) est homogénéisée suivante les directions curvilignes y1 et y2

mais elle reste hétérogène selon la direction y3. Ainsi, ω(c) est remplacée par une interphase équivalente

dont le tenseur de conductivité thermique effectif est défini par (2.23).

2.3 Interfaces thermiques oscillant autour d’une surface plane et suivant

deux directions

Le problème décrit et étudié dans les deux sections précédentes est simplifié dans cette section au sens

que la surface autour de laquelle une interface oscille rapidement et périodiquement suivant deux direc-

tions n’est pas courbée mais plane. Cette simplification, combinée avec la théorie d’homogénéisation

classique des stratifiés, nous permet d’obtenir des résultats originaux pour les stratifiés dont l’interface

entre deux couches n’est pas lisse mais rugueuse.

2.3.1 Description du problème

Soit un domaine Ω constitué de deux sous-domaines Ω̃− et Ω̃+ dans un espace cartésien 3D. Les matéri-

aux formant Ω− et Ω+ sont supposés individuellement homogènes. Le domaine supérieur Ω+ est formé

de la phase 1 alors que le domaine inférieur Ω− est constitué de la phase 2. L’interface Γ entre Ω̃− et

Ω̃+ est une surface qui oscille rapidement autour du plan x1 − x2 et suivant les directions Ox1 et Ox2.

L’interface Γ est décrite par l’équation x3 = h̃(x1, x2). On suppose que la rugosité est telle que h est

une fonction périodique des variables x1 et x2 et que les deux périodes sont égales ϵ. Donc, il convient

de réécrire l’équation x3 = h̃(x1, x2) sous la forme

x3 = h(y1, y2) (2.25)

avec (y1, y2) = (x1/ϵ, x2/ϵ).

La valeur minimale de h(y1, y2) est désignée par −H0 et sa valeur maximale est choisie comme étant

zéro. On divise Ω en trois zones. La zone d’interface rugueuse, symbolisée par Ω(r), est définie par

Ω(r) =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ Ω | −H(0) < x3 < 0

}
, (2.26)

Les deux autre zones, constituées respectivement de la phase 1 et de la phase 2, sont décrites par

Ω(−) =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ Ω(1) | x3 < −H(0)

}
, (2.27)

Ω(+) =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ Ω(2) | x3 > 0

}
. (2.28)

La conduction thermique est gouvernée par la loi de Fourier

q(i) = −K(i)∇θ(i)
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FIGURE 2.2: Surface plane ondulée selon deux directions.

où q(i), K(i), et θ(i) sont respectivement le flux de chaleur, le tenseur de conductivité et la température

dans la phase i = 1 ou 2. Le tenseur K(i) est un tenseur symétrique et défini positif du second ordre.

Le flux de chaleur q(i) doit vérifier l’équation de chaleur :

∇.q(i) + P = ρ(i)c

∂θ

∂t

où ρ
(i)
c est la chaleur spécifique de la phase i ayant l’unité J.K−1.m−3 et P est une source de chaleur en

W.m−3. En la loi de Fourier dans la dernière équation, on obtient

−(K
(i)
jk θ,k),j + P = ρ(i)c

∂θ

∂t
.

L’interface Γ est supposée parfaite. Donc, la température et la composante normale du flux de chaleur

doivent être continus à elle :

[[q·n]] = 0, (2.29)

[[θ]] = 0. (2.30)

Le vecteur normal unitaire n est défini par

n =
1√

1 +
h,2y1+h,2y2

ϵ2

[
h,y1
ϵ

;
h,y1
ϵ

;−1

]T
.

2.3.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

La méthode d’analyse asymptotique est utilisée pour homogénéiser la zone d’interface rugueuse. Plus

précisément, on développe la température θ(x1, x2, x3, t) = θϵ(x1, x2, x3, y1, y2, t) comme suit :

θϵ(x1, x2, x3, y1, y2, t) = T + ϵ
(
N (1)T +N (1i)T,i

)
+ ϵ2

(
N (2)T +N (2i)T,i +N (2ij)T,ij

)
+ 0(ϵ3). (2.31)
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Dans cette expression, T = T (x1, x2, x3, t) est indépendant de y1 et y2 ; les scalaires N (•) sont des

fonctions de y1, y2 et x3 mais elles sont indépendantes de x1, x2 et t. Donc T,y1 = T,y2 = 0 et N,x1 =

N,x2 = 0. Comme y1 =
x1
ϵ et y2 = x2

ϵ , on a

θ,α = θϵ,α + ϵ−1θϵ,yα , θ,3 = θϵ,3.

FIGURE 2.3: Intersection entre la zone d’interface rugueuse Ω(r) et le plan x3 = cste.

La formule (2.23) se réduit à

K̄(ik) (x3) =
⟨
Kik +KiβN

(1k)
,ξβ

⟩
S
. (2.32)

avec

⟨•⟩ =
∫ 1

0

∫ 1

0
• dy1dy2.

Ainsi, la zone d’interface rugueuse Ω(r) est homogénéisée comme une interphase équivalente dont les

propriétés thermiques sont déterminées par l’équation (2.32). Cette interphase est homogène dans le

plan x1 − x2 mais hétérogène selon x3. L’expression de la fonction scalaire N (1k) ne peut pas être

analytiquement calculée dans le cas présent où l’interface est rugueuse selon les deux directions x1 et

x2. Pour cette raison, des méthodes approximatives sont proposées ci-dessous pour calculer d’abord

N (1k) et ensuite K̄(ik) (x3).

2.3.3 Application du schéma auto-cohérent généralisé (SACG)

On considère maintenant le cas particulier où Γ est une interface périodique entre deux phases thermiques

isotropes caractérisées par les tenseurs de conductivité thermique K1 = k1I et K2 = k2I avec I le
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tenseur d’identité d’ordre 2. On suppose que S = Sx3 ∩ Ωi est un cercle de rayon ri. Si l’interface

rugueuse se présente sous forme conique circulaire, ri est une fonction affine de x3 :

ri =
R(H0 + x3)

H0
.

Ci-dessus, H0 est l’épaisseur de la zone rugueuse et R correspond au rayon du fond d’un cône.

FIGURE 2.4: Interface rugueuse consituée de cônes circulaires.

Pour déterminer les propriétés thermiques de l’interphase équivalente, il faut calculer N (1k)
,y1 et N (1k)

,y2 .

En considérant une cellule de base (Fig. 2.3) et d’après la technique d’homogénéisation des milieux

périodiques, on peut exprimer la température θ sous la forme :

θϵ(y, x3, t) = θϵ(y, x3, t) + θ̃ϵ(y, x3, t)

avec θ̃ϵ(y, x3, t)=χiθϵ,i. En comparant cette dernière équation avec (2.162) et (2.164), on déduit que

N (1i) = χi.

A la frontière du domaine Ω, on impose la température θ = Ey avec E le gradient de la température.

Alors, on a

θϵ = Ey + χ(y, x3)E. (2.33)

Dans cette section, le champ de la température θϵ est calculé approximativement par SACG (voir Lee,

Yang et Gau 2006 et Zaoui 2000). Plus précisément, on remplace une cellule avec un cercle ans un carré

par les 2 cercles concentriques dont le rayon équivalent du cercle extérieur est égale à 1√
π

et on demande

que les fractions surfaciques de la matrice et des inclusions soient préservées. Alors, pour trouver la

fonction χi,on résout les deux problèmes suivants.
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A) Sur la frontière du domaine Ω, on prescrit E =(0 1)T .

Dans ce problème, le champ de la température dans le système des coordonnées polaires prend la forme

θϵ = f(r) sin θ.

En régime isothermique, l’équation de la conservation de l’énergie est donnée par

divq = 0.

Si le matériau est isotrope, on a alors

∆θϵ = 0.

Il est bien connu que la solution de cette dernière équation harmonique est telle que

f(r) =
C1

r
+ C2r.

Finalement, les champs de la température dans l’inclusion et dans la matrice ont les formes classiques :

θi = (
Ci1

r
+ Ci2r) sin θ, (2.34)

θm = (
Cm1

r
+ Cm2r) sin θ. (2.35)

Pour déterminer les constantes dans les équations (2.34) et (2.35), on fait appel aux conditions suivantes :

– La condition au centre de l’inclusion : θi = 0 quand r = 0. Donc, on a

Ci1 = 0.

– La condition de continuité de la température à travers l’interface Γ :

(
Ci1

ri
+ Ci2ri) sin θ = (

Cm1

ri
+ Cm2ri) sin θ.

– La condition de continuité du flux normal de chaleur à travers l’interface Γ :

k1

(
−Ci1

r2i
+ Ci2

)
sin θ = k2

(
−Cm1

r2i
+ Cm2

)
sin θ.

– La condition aux limites pour r = 1√
π

:

θm =
1√
π
sin θ.

L’utilisation des conditions précisées ci-dessus nous permet d’obtenir les expressions des constantes :

Cm1 =
r2i (−k1 + k2)

k2 + k2πr2i + k1 − k1πr2i
, (2.36)

Cm2 =
k1 + k2

k2 + k2πr2i + k1 − k1πr2i
, (2.37)

Ci1 = 0, (2.38)

Ci2 =
2k2

k2 + k2πr2i + k1 − k1πr2i
. (2.39)
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En insérant ces expressions dans (2.34) et (2.35), on trouve les champs de la température θm et θi.

Finalement, on en la formule de χ2 pour l’inclusion :

χi2 =
2k2r sin θ

k2 + k2πr2i + k1 − k1πr2i
− r sin θ. (2.40)

B) Sur la frontière du domaine Ω, on applique E =(1 0)T

Ce problème est similaire au problème précédent. Le champ de la température dans système des coor-

données polaires prend la forme

θ = f(r) cos θ.

Ensuite, on trouve facilement la fonction χ1 pour l’inclusion :

χi1 =
2k2r cos θ

k2 + k2πr2i + k1 − k1πr2i
− r cos θ. (2.41)

Maintenant on s’intéresse au calcul de la moyenne de chacun des termes N (1k)
,y1 et N (1k)

,y2 dans l’inclusion.

D’abord, noter que

df(r, θ)

dy1
=

y1
r

df(r, θ)

dr
− y2

r2
df(r, θ)

dθ
, (2.42)

df(r, θ)

dy2
=

y2
r

df(r, θ)

dr
+

y1
r2

df(r, θ)

dθ
, (2.43)

avec y1 = r cos θ et y2 = r sin θ. En faisant l’intégration dans l’inclusion et en variant θ de 0 à 2π et r

de 0 à ri on trouve les expressions de N
(1k)
,y1 et N (1k)

,y2 . Pour calculer la moyenne de chacun des termes

N
(1k)
,y1 et N (1k)

,y2 dans la matrice, on utilise le fait que, dans le SACG, l’intégration de l’intensité E dans le

cercle composite est exactement égale à l’intensité E appliquée au contour. Donc, on a

⟨
∂χ(y, x3)

∂y
E

⟩
S
=

⟨
∂χ(y, x3)

∂y
E

⟩
inclusion

+

⟨
∂χ(y, x3)

∂y
E

⟩
matrice

= 0.

En substituant les moyennes de N
(1k)
,yα dans la matrice et l’inclusion dans l’équation (2.32), on obtient

les composantes non nulles du tenseur de conductivité thermique de la zone d’interface rugueuse comme

suit :

Keff
11 =

(
1− πr2i

)
k2 + k1πr

2
i +

πr2i (k1 − k2)
(
k2 − k2πr

2
i − k1 + k1πr

2
i

)
k2 + k2πr2i + k1 − k1πr2i

, (2.44)

Keff
22 = Keff

11 , (2.45)

Keff
33 =

(
1− πr2i

)
k2 + k1πr

2
i . (2.46)

Notant que la fraction surfacique des inclusions est donnée par fi = πr2i , on peut réécrire les formules

précédentes :

Keff
11 = (1− fi) k2 + k1fi +

fi (k1 − k2) (k2 − k2fi − k1 + k1fi)

k2 + k2fi + k1 − k1fi
, (2.47)

Keff
22 = Keff

11 , (2.48)

Keff
33 = (1− fi) k2 + k1fi. (2.49)
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FIGURE 2.5: Conductivité thermique effective normalisée de la zone d’interface rugueuse en fonction

de la fraction surfacique de la phase 1.

Pour tracer les courbes des composantes non nulles du tenseur de conductivité pour l’interphase équiva-

lente, on posant k2
k1

= 1
3 et varie ri = 0 à 0, 5.

2.3.4 Application de la méthode de Chen et Kuo

Dans le SACG précédent, on a analytiquement et approximativement calculé la fonction χ. Afin de

déterminer cette dernière de façon plus précise, on applique maintenant la méthode proposée par Chen et

Kuo (2005). Dans cette méthode, la forme géométrique de la cellule de base constituée d’une inclusion

circulaire insérée dans une matrice carrée de coté a est préservée.

Dans ce travail, le matériau constituant la matrice est isotrope homogène et celui formant les inclusions

circulaires est isotrope homogène par rapport aux coordonnées polaires. Chaque cellule de base est un

carré de côté a. En tenant compte de la périodicité du composite en question, on prescrit les conditions

aux limites suivantes :

θ |x1=−a/2=
1

2
Ea, θ |x1=a/2= −1

2
Ea,

∂θ

∂x2
|x2=±a/2= 0 (2.50)

où E représente l’intensité macroscopique suivant la direction x1. La symétrie de la cellule de base
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implique les relations suivantes :

θ (x1, x2) = θ (x1,−x2) , θ (x1, x2)− θ (0, 0) = − [θ (−x1, x2)− θ (0, 0)] .

En utilisant l’équation de la conservation de l’énergie div [K(x)∇θ] = 0 pour les matériaux isotropes

dans le système des coordonnées polaires (r, ϕ), on a

∂2θ

∂r2
+

1

r

∂θ

∂r
+

1

r2
∂2θ

∂ϕ2
= 0. (2.51)

La solution générale de l’équation (2.51) est donnée par

θi = C0 +

∞∑
n=1

C2n−1r
2n−1 cos (2n− 1)ϕ (2.52)

pour l’inclusion et par

θm = A0 +

∞∑
n=1

[
A2n−1r

2n−1 +B2n−1r
−2n+1

]
cos (2n− 1)ϕ (2.53)

pour la matrice. Dans les 2 équations ci-dessus, C0 et A0 et présentent physiquement la température

de référence pour l’inclusion et celle pour la matrice. Par simplicité, on choisit A0 = C0 = 0. En

considérant la condition de continuité de la température à travers l’interface donnée par r = ri entre

l’inclusion et la matrice, on obtient

A2n−1 =
km + ki
km − ki

r
2(1−2n)
i B2n−1, (2.54)

C2n−1 =

(
km + ki
km − ki

+ 1

)
r
(1−2n)(1+k)
i B2n−1.

Les champs de la température dans l’inclusion et la matrice, θi et θm, doivent se conformer aux conditions

de périodicité (2.50). De plus, on impose la condition de cohérence de l’identité de Rayleigh (voir, par

exemple, Chen et Kuo, 2005). Le respect de cette condition nous conduit à l’équation

∞∑
n=1

A2n−1r
2n−1 cos (2n− 1)ϕ = −Ex1 +

∑
j ̸=0

∞∑
n=1

B2n−1r
−2n+1
j cos (2n− 1)ϕj . (2.55)

Ci-dessus, l’indice j désigne un des cercles sauf celui à l’origine, r et ϕ sont les coordonnées polaires

mesurées à partir du centre O du cercle central , (rj , ϕj) sont les coordonnées du point O, (r, ϕ) sont

mesurées par rapport aux coordonnées polaires locales pour le j-ème cercle. En assimilant la (2n−1)-ème

dérivée partielle selon x1 des deux membres de l’équation (2.55) au point O, on obtient

A2n−1 +
∞∑

m=1

2m+ 2n− 3

2n− 1

Σ2m+2n−2B2m−1 = −Eδn1 (2.56)

où Σm =
∑

j ̸=0 cosmϕj .

En substituant les équations (2.54) dans (2.56), on obtient le système des équations pour déterminer

B2n−1 :

(T+W)x = u. (2.57)
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Ci-dessus, T est une matrice diagonale avec les composantes non nulles données par km+ki
km−ki

; u est un

vecteur dont la seule composante non nulle est u1 = −δn1 ; x est le vecteur dont les composantes sont

fournies par x2m−1 =
B2m−1

Er
2(2m−1)
i

; la matrice W a les composantes Wmn =
(2m+2n−3)!Σ2m+2n−2r

2(2m−1)
i

(2m−2)!(2n−1)! .

En résolvant l’équation (2.57) et en tenant compte des équations (2.54), on trouve les expressions de

B2n−1, A2n−1 et C2n−1. En utilisant ces expressions dans (2.52), on obtient le champ de la température

dans l’inclusion. En utilisant la relation (2.33), on peut déterminer la première composante χ1 de χ.

De façon similaire, si l’on impose les conditions de périodicité suivantes :

θ |x2=−a/2=
1

2
Ea, θ |x2=a/2= −1

2
Ea,

∂θ

∂x1
|x1=±a/2= 0

où E représente physiquement l’intensité suivant la direction x2. La symétrie de la cellule de base carrée

implique que

θ (x1, x2) = θ (−x1, x2) , θ (x1, x2)− θ (0, 0) = − [θ (x1,−x2)− θ (0, 0)] .

En tenant compte de la symétrie de la cellule de base, on a immédiatement

θi = C0 +

∞∑
n=1

C2n−1r
2n−1 sin (2n− 1)ϕ

pour l’inclusion et

θm = A0 +

∞∑
n=1

[
A2n−1r

2n−1 +B2n−1r
−2n+1

]
sin (2n− 1)ϕ

pour la matrice.

La moyenne du flux de chaleur est donne

⟨qα⟩ = (1− f) ⟨qα⟩matrice + f ⟨qα⟩inclusion

= (1− f) km ⟨eα⟩matrice + fki ⟨eα⟩inclusion . (2.58)

Par la loi de Fourier, on a également les 2 composantes de l’intensité dans la matrice :

⟨e1⟩matrice =
kmE

(
1 + 2fB1

r2iE

)
− fki ⟨e1⟩inclusion

(1− f) km

⟨e2⟩matrice =
−fki ⟨e2⟩inclusion

(1− f) km
. (2.59)

A partir de l’équation (2.33), on obtient

e = E− ∂χ

∂y
E.

Cette équation revient à écrire

e1 = E1 −
∂χ1

∂y1
E1 −

∂χ2

∂y1
E2,

e2 = E2 −
∂χ1

∂y2
E1 −

∂χ2

∂y2
E2. (2.60)
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Dans le cas où E1 = 1 et E2 = 0, les équations (2.60) nous donnent⟨
∂χ1

∂y1

⟩
matrice

= −
⟨e1⟩matrice

E1
+ 1,⟨

∂χ1

∂y2

⟩
matrice

=
⟨e2⟩matrice

E1
. (2.61)

Dans le cas où E1 = 0 et E2 = 1, les équations (2.60) nous conduisent à⟨
∂χ2

∂y2

⟩
matrice

= −
⟨e2⟩matrice

E2
+ 1,⟨

∂χ2

∂y1

⟩
matrice

=
⟨e1⟩matrice

E2
. (2.62)

Les conductivités effectives Keff
11 et Keff

33 sont finalement données par

Keff
11 = kif + (1− f) km + fki

⟨
∂χ1

∂y1

⟩
inclusion

+ (1− f) km

⟨
∂χ1

∂y1

⟩
matrice

,

Keff
33 = kif + (1− f) km. (2.63)

Dans Fig. 2.6, on trace les diagrammes qui comparent les résultats obtenus par les différentes méthodes

pour les propriétés effectives du tenseur de conductivité thermique de la zone d’interface en fonction de

la fraction surfacique de la phase 1 pour une section de la zone d’interface qui est définie par une valeur

donnée de x3.
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FIGURE 2.6: Comparaison des résultats obtenus par le Schéma ACG, la méthode proposée par Chen et

Kuo et la méthode basée sur TFR.

2.3.5 Homogénéisation d’un stratifié triphasique suivant la direction d’épaisseur

On considère maintenant un domaine Ω occupé par un composite formé de 3 couches planes perpen-

diculaires à l’axe x3. La couche supérieure d’épaisseur H1 est constituée de la phase 1, la couche in-
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férieure d’épaisseur H2 constituée de la phase 2 et la couche intermédiaire d’épaisseur H0 composée

de l’interphase équivalente remplaçant la zone d’interface rugueuse. L’épaisseur totale du composite est

H = H1 +H0 +H2. Les composantes du tenseur de conductivité thermique effective de ce composite

stratifié sont données par les formules classiques suivantes (voir, par exemple, Milton 2002) :

K∗
33 =

⟨
K−1

33

⟩−1

Ω
, (2.64)

K∗
22 = ⟨K22⟩Ω +

⟨
K23K

−1
33

⟩2
Ω

⟨
K−1

33

⟩−1

Ω
−
⟨
K2

23K
−1
33

⟩
Ω
, (2.65)

K∗
11 = ⟨K11⟩Ω +

⟨
K13K

−1
33

⟩2
Ω

⟨
K−1

33

⟩−1

Ω
−
⟨
K2

13K
−1
33

⟩
Ω
, (2.66)

K∗
12 = ⟨K12⟩Ω +

⟨
K13K

−1
33

⟩
Ω

⟨
K−1

33

⟩−1

Ω

⟨
K−1

33 K23

⟩
Ω
−
⟨
K13K

−1
33 K23

⟩
Ω
, (2.67)

K∗
13 =

⟨
K13K

−1
33

⟩
Ω

⟨
K−1

33

⟩−1

Ω
, (2.68)

K∗
23 =

⟨
K−1

33

⟩−1

Ω

⟨
K−1

33 K23

⟩
Ω
. (2.69)

Ci-dessus, l’opérateur de moyenne ⟨•⟩Ω est défini par

⟨•⟩Ω =
1

H

(∫ −H0

−(H0+H1)
•(1) dx3 +

∫ 0

−H0

•(r) dx3 +
∫ H2

0
•(2) dx3

)
. (2.70)

2.3.6 Application numérique

Les résultats établis pour un composite constitué de deux phases dont l’interface est très rugueuse sont

numériquement illustrés et examinés ci-dessous. On considère un composite formée de deux phases

isotropes dont les conductivités K1 et K2 telles que K1/K2 = 10 et dont l’interface rugueuse a une

forme conique. Pour étudier l’influence de la zone d’interface sur les propriétés thermiques effectives du

composite stratifié en question, on choisit la période ϵ de l’interface rugueuse et les longueurs l1 et l2 du

composite telles que l1 = l2 = 15ϵ tandis que H1 = H0 = H2 se varie de 1 à 10ϵ (Fig. 2.7).

Les propriétés effectives normalisées du conductivité thermique K∗
11

K2
, K∗

22
K2

et K∗
33

K2
du composite stratifié

sont calculées avec les formules (2.64)-(2.69), dans lesquelles les propriétés équivalentes de conductivité

thermique de la zone d’interface rugueuse sont obtenues successivement par les méthodes basées sur la

transformée de Fourier rapide, sur le schéma auto-cohérent généralisé et la procédure proposée par Chen

et Kuo (2005) et par la méthode des éléments finis dans le logiciel Comsol Multiphysics. Ces résultats

numériques sont illustrés et comparés dans Fig. 2.11. La cellule de base et son maillage à l’aide du

logiciel Comsol Multiphysics par éléments finis sont illustrés dans Fig. 2.8.

Les conditions périodiques sont appliquées sur les deux surfaces perpendiculaires à la direction x1 et

sur celles perpendiculaires à la direction x2. Pour calculer K∗
33, on impose l’intensité thermique E =

(0 0 1)T à la cellule de base qui cause un flux de chaleur dans la direction x3 (voir Fig. 2.10). Les

composantes K∗
11 et K∗

22 du tenseur de conductivité thermique effective du composite sont calculées en

choisissant E = (1 0 0)T et E = (0 1 0)T (voir Fig. 2.9).

En examinant Fig. 2.11, on constate que : (i) les valeurs obtenues pour la composante K∗
33 par les méth-

odes analytiques et la méthode des éléments finis coïncident quasiment ; (ii) les valeurs de la composantes
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FIGURE 2.7: Interface rugueuse périodique dont la cellule de base a une forme conique.

K∗
11 fournies par les différentes méthodes sont approximativement identiques ; (iii) la valeur obtenue par

la méthode des éléments finis décroît avec le rapport H0
ϵ et s’approche des valeurs obtenues par les

méthodes analytiques avec l’augmentation du rapport H0
ϵ . Par conséquent, on conclut que, quand le rap-

port H0
ϵ est suffisamment important, les valeurs des composantes du tenseur de conductivité thermique

obtenues par les différentes méthodes analytiques et par la méthode des éléments finis (Comsol) sont en

bon accord.
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FIGURE 2.8: Maillage d’une cellule de base.

FIGURE 2.9: Gradient thermique selon la direction

x

FIGURE 2.10: Gradient thermique selon la direc-

tion z
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Chapitre 3

Interfaces élastiques ondulées autour

d’une surface lisse quelconque

3.1 Description et formulation du problème local

Soit Ω un domaine tridimensionnel (3D) formé de deux sous-domaines Ω(1) et Ω(2). On introduit le sys-

tème des coordonnées curvilignes (y1, y2, y3) associé à une base orthonormée (f1, f2, f2). On symbolise

la frontière de Ω par ∂Ω et celle de Ω(α) par ∂Ω(α) avec α = 1, 2. L’interface Γ entre Ω(1) et Ω(2)

est une surface périodiquement ondulée suivant les directions y1 et y2 avec ϵ comme la période. Plus

précisément, Γ est décrite par

Γ =
{
y = (y1, y2, y3) ∈ Ω | y3 = g (ξ1, ξ2) , ξ1 =

y1
ϵ
, ξ2 =

y2
ϵ

}
, (3.1)

où g (ξ1, ξ2) est une fonction périodique telle que g (ξ1 + 1, ξ2 + 1) = g (ξ1, ξ2).

Les valeurs minimale et maximale sont notées par gmin et gmax. On suppose que, pour une valeur y3 ∈

(gmin, gmax) donnée, l’équation y3 = g (ξ1, ξ2) a deux pairs de solutions réelles dans l’intervalle (0, 1).

La période ϵ est très petite par rapport à δ = gmax − gmin au sens que 0 < ϵ ≪ δ. Comme dans les

deux chapitres précédents, on dit alors que l’interface Γ est très rugueuse. On définit la zone d’interface

rugueuse ω(c) et la surface π(y03) :

ω(c) = {y = (y1, y2, y3) ∈ Ω | gmin < y3 < gmax} ,

π(y03) =
{
y = (y1, y2, y3) ∈ ω(c) | y3 = y03

}
.

Pour le problème élastique 3D en question, les déplacements sont des fonctions des coordonnées curvilignes

(y1, y2, y3) et du temps t :

ui = ui (y1, y2, y3, t) , i = 1, 2, 3.

Les matériaux formant les sous-domaines Ω(1) et Ω(2) sont supposés linéairement élastiques, hétérogènes
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selon y3 mais homogènes selon y1 et y2. Ainsi, on a la loi de Hooke

σ (y, t) = L (y) ϵ (y, t) , (3.2)

où ϵ (y, t) est le tenseur des déformations infinitésimales, σ (y, t) le tenseur des contraintes de Cauchy

et L le tenseur d’élasticité donné par

L(y) = χ(1)(y)L(1)(y) + χ(2)(y)L(2)(y). (3.3)

Ici, χ(α)(y) est la fonction caractéristique du sous-domaine Ω(α) telle que χ(α)(y) = 1 si y ∈ Ω(α) et

χ(α)(y) = 0 si y /∈ Ω(α). Le tenseur L(α) a les symétries indicielles suivantes :

L
(α)
ijkl = L

(α)
jikl = L

(α)
klij . (3.4)

Ci-dessus et ci-après , comme une règle générale, les indices latins, tels que i, j, k et l, prennent les

valeurs 1, 2 et 3 alors que les indices grecs comme α et β varient de 1 à 2. Le tenseur des déformations

infinitésimales ϵ est lié au vecteur des déplacements u par

ϵ =
1

2

(
∇u+∇uT

)
. (3.5)

Le tenseur des contraintes σ doit vérifier l’équation du mouvement

∇ · σ (y, t) + p (y, t) = ρü (y, t) , (3.6)

où p est la force volumique et ü est le vecteur d’accélération.

En substituant (3.2) dans (3.6), on obtient l’équation du mouvement. Il convient de réécrire cette dernière

sous la forme plus compacte

(C(lk)u,k),l + p = ρü ou (C
(lk)
ij uj,k),l + pi = ρüi. (3.7)

Ci-dessus, le symbole •,i dénote la dérivée de • par rapport à yi, C(lk) est la matrice 3 × 3 dont les

composantes C(lk)
ij sont données comme dans la thèse de Huy Toan Le (2011) :

C
(lk)
ij = Liljk. (3.8)

De façon similaire, on introduit la notation

C
(α)(lk)
ij = L

(α)
iljk. (3.9)

Ainsi, la loi de Hooke peut s’écrire sous la forme compacte :

σ(h) = C(hk)u,k. (3.10)

Dans les coordonnées curvilignes orthogonales, en utilisant les équations (3.9) et (3.10), l’équation du

mouvement peut s’écrire sous la forme

1

h1h2h3

[
∂
(
h2h3C

(1k)u,k

)
∂y1

+
∂
(
h1h3C

(2k)u,k

)
∂y2

+
∂
(
h1h2C

(3k)u,k

)
∂y3

]
+ p = ρü, (3.11)
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En supposant que l’interface rugueuse entre les deux phases est parfaite, alors le vecteur des déplace-

ments et celui des contraintes sont continus à travers Γ. Donc,

[[u]] = 0 et
[[
C(lk)u,knl

]]
= 0 (3.12)

où [[•]] = •(2) − •(1) désigne le saut d’une quantité • à travers Γ et nl représente les composante du

vecteur unitaire normal à l’interface Γ dirigé de Ω(1) vers Ω(2).

Dans le système des coordonnées curvilignes orthogonales en question, on définit

(•),1 =
1

h1

∂(•)
∂y1

, (•),2 =
1

h2

∂(•)
∂y2

, (•),3 =
1

h3

∂(•)
∂y3

(3.13)

avec h1, h2 et h3 étant les coefficients métriques des coordonnées curvilignes. Le vecteur unitaire normal

à Γ se calcule par

n =
1√

1
ϵ2

(
g2,ξ1 + g2,ξ2

)
+ 1

h2
3

(
−
g,ξ1
ϵ

;−
g,ξ2
ϵ

;
1

h3

)T

(3.14)

où (•),ξ1 = 1
h1

∂(•)
∂ξ1

et (•),ξ2 = 1
h2

∂(•)
∂ξ2

.

3.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

Selon la méthode asymptotique, le champ des déplacements est considéré comme une fonction des vari-

ables macroscopiques (y1, y2, y3) et des variables microscopiques (ξ1, ξ2) :

u (y1, y2, y3, t) = uϵ (y1, y2, y3, ξ1, ξ2, ϵ, t) .

Ensuite, le champ des déplacements uϵ (y1, y2, y3, ξ1, ξ2, ϵ, t) est exprimée sous forme d’une expansion

asymptotique :

uϵ(y1, y2, y3, t) = U+ ϵ
(
A(1)U+A(1i)U,i

)
+ ϵ2

(
A(2)U+A(2i)U,i +A(2ij)U,ij

)
+ 0(ϵ3). (3.15)

Dans cette expression, U = U (y1, y2, y3, t) est une fonction indépendante des variables microscopiques

(ξ1, ξ2), correspondant au champ des déplacements à l’échelle macroscopique. De plus, A(•) = A(•) (ξ1, ξ2, y3)

sont des matrices 3× 3 qui sont des fonctions périodiques de ξ1 et ξ2.

Avec les définitions ξ1 = y1
ϵ et ξ2 = y2

ϵ , les dérivées du champ des déplacements par rapport aux

variables yi se calculent par

u,α = uϵ,α + ϵ−1uϵ,ξα , u,3 = uϵ,3. (3.16)

En introduisant (3.15) dans (3.16), on obtient

u,α = U,α +A
(1)
,ξα

U+A
(1i)
,ξα

U,i

+ ϵ(A(1)U,α +A(1i)U,iα +A
(2)
,ξα

U+A
(2i)
,ξα

U,i +A
(2ij)
,ξα

U,ij)

+ ϵ2(A(2)U,α +A(2i)U,iα +A(2ij)U,ijα) + 0(ϵ3), (3.17)
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u,3 = U,3 + ϵ
{
[A(1)U],3 + [A(1i)U,i],3

}
+ ϵ2

{
[A(2)U],3 + [A(2i)U,i],3 + [A(2ij)U,ij ],3

}
+ 0(ϵ3). (3.18)

En substituant (3.17) et (3.18) dans (3.7) et en demandant que le coefficient associé à ϵ−1 soit égal à zéro,

on déduit que [
C(αβ)A

(1)
,ξβ

]
,ξα

U+
[
C(αβ)A

(1k)
,ξβ

+C(αk)
]
,ξα

U,k = 0. (3.19)

De façon similaire, en introduisant (3.17) et (3.18) dans (3.12)2 et en exigeant que le coefficient associé

à ϵ−1 soit nul, il vient que[[(
C(αβ)A

(1)
,ξβ

)
g,ξα

]]
U+

[[(
C(αβ)A

(1k)
,ξβ

+C(αk)
)
g,ξα

]]
U,k = 0. (3.20)

Les équations (3.19) et (3.20) impliquent que[
C(αβ)A

(1)
,ξβ

]
,ξα

= 0, ξ ∈ S, ξ /∈ L, (3.21)[
C(αβ)A

(1k)
,ξβ

+C(αk)
]
,ξα

= 0, ξ ∈ S, ξ /∈ L, (3.22)[[(
C(αβ)A

(1)
,ξβ

)
g,ξα

]]
= 0, ξ ∈ L, (3.23)[[(

C(αβ)A
(1k)
,ξβ

+C(αk)
)
g,ξα

]]
= 0, ξ ∈ L (3.24)

où k = 1, 2 ou 3 ; S(y3) = π(y3)∪Y et L(y3) = S(y3)∪Γ. En outre, la condition de continuité (3.12)1

du champ des déplacements à travers l’interface Γ et la condition de périodicité font que[[
A(1)

]]
= 0,

[[
A(1k)

]]
= 0, ξ ∈ L, (3.25)

A(1)(ξ1, 0, y3) = A(1)(ξ1, 1, y3), A(1)(0, ξ2, y3) = A(1)(1, ξ2, y3), (3.26)

A(1k)(ξ1, 0, y3) = A(1k)(ξ1, 1, y3), A(1k)(0, ξ2, y3) = A(1k)(1, ξ2, y3). (3.27)

Remarquons que les équations de (3.21) à (3.27) constituent la formulation du problème de localisation.

La résolution de ce problème nous conduit à dériver les matrices de localisation A(1) et A(1k) avec

k = 1, 2 ou 3. On peut montrer que la matrice A(1) correspond à une constante d’intégration par rapport

à ξ1 et ξ2. Donc, A(1)
,ξβ

= 0 dans (3.21) -(3.27). Par ailleurs, contrairement à ce qui se passe dans le cas

d’une interface ondulée périodiquement suivant une seule direction, les expressions de A(1k) ne peuvent

pas être analytiquement déterminées dans le cas présent où les ondulations se produisent suivant deux

directions. Pour cette raison, une méthode numérique ou analytique approximative est nécessaire pour

calculer A(1k).

Ensuite, en insérant (3.17) et (3.18) dans l’équation du mouvement (3.7) et en posant le coefficient associé
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à ϵ0 égal à zéro, on obtient[
C(βα)A

(2)
,ξα

+C(β3)A
(1)
,3

]
,ξβ

U+

{[
C(βα)A

(2k)
,ξα

+C(βk)A(1) +C(β3)A
(1k)
,3

]
,ξβ

+
1

h1h2h3

∂
[
h1h2

(
C(3α)A

(1k)
,ξα

+C(3k)
)]

∂y3
+

1

h1h2h3

∂
[
h2h3

(
C(1α)A

(1k)
,ξα

+C(1k)
)]

∂y1

+
1

h1h2h3

∂
[
h1h3

(
C(2α)A

(1k)
,ξα

+C(2k)
)]

∂y2

U,k

+

{[
C(βα)A

(2ij)
,ξα

+C(βj)A(1i)
]
,ξβ

+C(ji) +C(jβ)A
(1i)
,ξβ

}
U,ij + p = ρÜ. (3.28)

Dans cette équation, les matrices de localisation d’ordre deux A(2), A(2k) et A(2ij) sont déterminées en

termes de A(1) et A(1k) de telle sorte qu’elles sont continues à travers L, périodiques de période 1 en ξ1

et ξ2 et qu’elles vérifient les équations obtenues par la substitution de (3.17) et (3.18) dans (3.12)2 et par

la demande que le coefficient associé à ϵ0 soit égal à zéro :[[
C(βα)A

(2)
,ξα

+C(β3)A
(1)
,3

]]
= 0, (3.29)[[

C(βα)A
(2ij)
,ξα

+C(βj)A(1i)
]]

= 0, (3.30)

g,ξβ

[[
C(βα)A

(2k)
,ξα

+C(βk)A(1) +C(β3)A
(1k)
,3

]]
=

C(3α)A
(1k)
,ξα

+C(3k)

h3

 . (3.31)

En intégrant l’équation (3.28) sur la surface S d’une cellule de base Y , en tenant compte des équations

(3.29)-(3.31) et en appliquant le théorème de divergence, on obtient

⟨
C(ji) +C(jβ)A

(1i)
,ξβ

⟩
S
U,ij +

⟨
1

h1h2h3

∂
[
h1h2

(
C(3α)A

(1k)
,ξα

+C(3k)
)]

∂y3

+
1

h1h2h3

∂
[
h2h3

(
C(1α)A

(1k)
,ξα

+C(1k)
)]

∂y1
+

1

h1h2h3

∂
[
h1h3

(
C(2α)A

(1k)
,ξα

+C(2k)
)]

∂y2

⟩
S

U,k

+

{
|S|−1

∫
L

[[
1

h3

(
C(3α)A

(1k)
,ξα

+C(3k)
)]] dl

|∇h(ξ)|

}
U,k + ⟨p⟩S = ⟨ρ⟩S Ü (3.32)

où |∇h(ξ)| =
√

g2,ξ1 + g2,ξ2 et

⟨•⟩S = |S|−1

∫
S

(•)dS = |S|−1

∫ ∫
(•)dξ1dξ2. (3.33)

De l’autre côté, en appliquant le lemme A.1 dans Kristensson (2005), on peut montrer que⟨
1

h1h2h3

∂
[
h1h2

(
C(3α)A

(1k)
,ξα

+C(3k)
)]

∂y3

⟩
S

+

{
|S|−1

∫
L

[[
1

h3

(
C(3α)A

(1k)
,ξα

+C(3k)
)]] dl

|∇h(y)|

}

=
1

h1h2h3

[
h1h2

⟨
C(3α)A

(1k)
,ξα

+C(3k)
⟩
S

]
∂y3

. (3.34)

54



En combinant (3.34) et (3.32), il arrive que

⟨
C(ji) +C(jβ)A

(1i)
,ξβ

⟩
S
U,ij +

 1

h1h2h3

∂
[
h1h2

⟨
C(3α)A

(1k)
,ξα

+C(3k)
⟩
S

]
∂y3

+
1

h1h2h3

∂
[
h2h3

⟨
C(1α)A

(1k)
,ξα

+C(1k)
⟩
S

]
∂y1

+
1

h1h2h3

∂
[
h1h3

⟨
C(2α)A

(1k)
,ξα

+C(2k)
⟩
S

]
∂y2

U,k

+ ⟨p⟩S = ⟨ρ⟩S Ü. (3.35)

Donc, l’équation du mouvement à l’échelle macroscopique prend la forme suivante :

C̄ji (y3)Uij +
1

h1h2h3

(
∂
[
h1h2C̄

3k (y3)
]

∂y3
+

∂
[
h2h3C̄

1k (y3)
]

∂y1
+

∂
[
h1h3C̄

2k (y3)
]

∂y2

)
U,k

+ p̄ = ρ̄Ü. (3.36)

En comparant l’équation (3.35) avec l’équation (3.36), on voit que

C̄(ik) (y3) =
⟨
C(ik) +C(iβ)A

(1k)
,ξβ

⟩
S
. (3.37)

Le résultat de la cette section montre que la zone d’interface rugueuse peut être remplacée par une

interphase équivalente dont les propriétés élastiques sont déterminées par (3.37). Cette interphase est

homogène suivant la surface (y1, y2) mais hétérogène selon la direction y3.

3.3 Interfaces ondulées autour d’une surface plane et suivant deux direc-

tions

Dans le reste de ce chapitre, les résultats généraux obtenus ci-dessus seront appliqués au cas particulier

où la surface autour de laquelle une interface oscille suivant deux direction n’est plus courbée mais plane.

3.3.1 Description et formulation du problème

Le domaine Ω occupé par le composite en question est constitué de deux sous-domaines Ω(1) et Ω(2).

L’interface Γ entre ces derniers est parfaite. Dans le système des coordonnées cartésiennes (x1, x2, x3),

l’interface Γ oscille rapidement et périodiquement entre les plans x3 = 0 et x3 = −H0 avec H0 > 0 et

suivant les directions x1 et x2 avec la même période ϵ. Plus précisément, Γ est décrite par

Γ =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ Ω | x3 = ĥ(x1, x2)

}
(3.38)

où ĥ(x1, x2) est une fonction périodique ayant la propriété ĥ(x1 + ϵ, x2 + ϵ) = ĥ(x1, x2). De plus, on

suppose que la période ϵ est très petite par rapport à H0, i.e. 0 < ϵ ≪ H0. Ainsi, on dit que l’interface Γ

est très rugueuse.
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FIGURE 3.1: Domaine tridimensionnel Ω constitué de deux phases occupant deux sous-domaines Ω(1)

et Ω(2) dont l’interface rugueuse Γ oscille périodiquement entre deux surfaces planes

parallèles Γ1 (x3 = −H0) et Γ2 (x3 = 0) et suivant les directions x1 et x2 avec la même

période ϵ.

Pour les utilisations ultérieures, il est commode de définir la zone d’interface rugueuse

ω(0) = {x = (x1, x2, x3) ∈ Ω | −H0 < x3 < 0} (3.39)

et d’introduire le plan

π(x03) =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ ω(0) | x3 = x03, −H0 < x3 < 0

}
. (3.40)

Les dimensions de π(x3) suivant les directions x1 et x2 sont désignées respectivement par l1(x3) et

l2(x3). Pour ce qui suit, il convient de définir les sous-domaines

ω(1) = {x = (x1, x2, x3) ∈ Ω | x3 < −H0} , (3.41)

ω(2) = {x = (x1, x2, x3) ∈ Ω | 0 > x3} . (3.42)

L’interface entre ω(0) et ω(α) est dénotée par Γα avec α = 1 ou 2.

Dans le système des coordonnées cartésiennes, l’équation de mouvement s’écrit :

(C(lk)u,k),l + f = ρü or (C
(lk)
ij uj,k),l + fi = ρüi. (3.43)

Comme l’interface Γ est parfaite, le vecteur des déplacements et celui des contraintes sont continus à

travers Γ :

[[u]] = 0 and [[C(lk)u,kml]] = 0 (3.44)
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où [[•]] = •(2) − •(1) dénote le saut de • à travers Γ et ml est une composante du vecteur unitaire m

normal à Γ :

m =
ϵ−1√

1 + ϵ−2(h2,y1 + h2,y2)
[h,y1 , h,y2 ,−ϵ]T . (3.45)

A l’échelle mésocopique, la zone d’interface rugueuse ω(0) est homogénéisée dans le plan x1 − x2 mais

reste généralement hétérogène selon direction x3. En d’autre termes, la zone d’interface rugueuse ω(0)

est remplacée par une interphase équivalente dont la loi de comportement effective est exprimée par

S(x, t) = C̄(x3)E(x, t) (3.46)

où C̄(x3) est le tenseur de rigidité effectif de la couche équivalente, S et E sont respectivement les

tenseurs des contraintes et des déformations à l’échelle mésocopique.

3.3.2 Homogénéisation de la zone d’interface rugueuse

Considérer la zone d’interface rugueuse ω(0) caractérisée par (3.39) et obtenue à partir de la duplication

périodique de la cellule de base Y selon les directions x1 et x2. La méthode d’analyse asymptotique est

appliquée pour déterminer le tenseur d’élasticité effectif C̄(x3) de ω(0). D’après la formule (3.37), on a

C̄(ik)(x3) =
⟨
C(ik) +C(iβ)A(1k)

,yβ

⟩
S
. (3.47)

Les matrices de localisation A(1k) ne peuvent pas être analytiquement et exactement déterminées dans

le cas présent où l’interface Γ est ondulée dans deux directions. Par conséquent, une méthode numérique

ou une méthode analytique approximative devient nécessaire pour calculer A(1k) à partir des équations

(3.22), (3.24), (3.25)2 et (3.27). Ensuite, on pourra calculer le tenseur d’élasticité effectif C̄(ik)(x3) de

la zone d’interface rugueuse défini par (3.47).

Pour une valeur donnée de x3 ∈ (−H0, 0), dans le but de caculer A(1k)(y1, y2, x3) et C̄(ik)(x3), on

considère un domaine tridimensionnel M défini via M = π(x3) × ]−H0, 0[. Par simplification, les

deux phases constituantes de M sont supposées individuellement homogènes. On fait M subir à une

déformation uniforme sur la surface externe ∂M comme suit :

u(x) = E · x, x ∈ ∂M (3.48)

où E est un tenseur des déformations macroscopique qui est constant. Puisque la microstructure de M

est invariant dans la direction x3 et périodique dans les directions x1 et x2, en considérant une cellule de

base arbitraire Z de M , par exemple Z = S(x3) × ]−H0, 0[, le champ des déplacements dans Z peut

être représenté sous la forme générale suivante :

ui(y1, y2, x3) = Eiαyα + Ei3x3 + φijk(y1, y2)Ejk, (3.49)

où φijk(y1, y2) est la fonction de localisation possédant la symétrie indicielle φijk(y1, y2) = φikj(y1, y2).

Remarquer que, les premier et deuxième termes dans le membre droit de (3.49) correspondent au champ
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des déplacements globaux tandis que le troisième dans le membre droit de (3.49) représente la fluctuation

microscopique des déplacements. Donc, les composantes du tenseur des déformations microscopiques

sont données par

εαβ = εβα = Eαβ +
1

2

(
φαjk,yβ + φβjk,yα

)
Ejk,

εα3 = ε3α = Eα3 +
1

2
φ3jk,yαEjk, ε33 = E33. (3.50)

En comparant les équations (3.22), (3.24), (3.25)2 et (3.27) avec celles obtenues par l’introduction de

(3.49) dans (3.7) en absence de toute force volumique et en tenant compte des conditions de continuité

(3.12) et des conditions de périodicité sur la surface externe de Z , on peut montrer que

A
(1k)
ij (y1, y2) = φijk(y1, y2), A

(1k)
ij,yβ

(y1, y2) = φijk,yβ (y1, y2). (3.51)

Donc, la matrice de localisation A(1k) peut être déterminé à partir du champ solution des déplacements

u(y1, y2, x3) à l’aide de la relation (3.51). Par conséquent, les composantes du tenseur d’élasticité effec-

tive pour la zone d’interface rugueuse sont déterminées par

L̄piqk(x3) = C̄(ik)
pq (x3) =

⟨
C(ik)
pq + C(iβ)

pm φmqk,yβ

⟩
S

= η1C
(1)(ik)
pq + η2C

(2)(ik)
pq + η1C

(1)(iβ)
pm

⟨
φmqk,yβ

⟩
S1

+ η2C
(2)(iβ)
pm

⟨
φmqk,yβ

⟩
S2

(3.52)

où ηα est la fraction surfacique de la phase α telle que η1+η2 = 1 et ⟨•⟩Sα
désigne la moyenne surfacique

de • pour la phase α.

3.3.3 Méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide (FFT)

Pour trouver numériquement le champ des déplacements u qui prend la forme (3.49) et intervient dans

la formule (3.52) permettant de calculer le tenseur d’élasticité effectif L̄(x3) (ou C̄(ik)(x3)), on propose

ici une méthode basée sur la transformée de Fourier rapide (FFT) et faisant intervenir une procédure

itérative. L’algorithme correspondant est récapitulé comme suit :

– Itération i = 1 :

ε1(y1, y2) = E,

σ1(y1, y2) = L(y1, y2)ε1(y1, y2).
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– Itération i > 1 :

Supposant que εi(y1, y2), σ
i(y1, y2) sont connus, alors

σ̂i(ξ1, ξ2) = F(σi(y1, y2)).

Test de convergence :

− Le processus d’itération est stoppé si∥∥σ̂i(ξ1, ξ2)− σ̂i−1(ξ1, ξ2)
∥∥

∥σ̂i(ξ1, ξ2)∥
< δ.

− Sinon,

ε̂i+1(ξ1, ξ2) = ε̂i(ξ1, ξ2)− Γ̂0(ξ1, ξ2)σ̂
i+1(ξ1, ξ2),

εi+1(y1, y2) = F−1(ε̂i+1(ξ1, ξ2)),

σi+1(y1, y2) = L(y1, y2)εi+1(y1, y2).

Ci-dessus, F(•) et F−1(•) signifient la transformée de Fourier discrète et son inverse ; ξ = (ξ1, ξ2) est

le vecteur d’onde discrète ; Γ̂0 représente la tranformée de Fourier de l’opérateur de Green associé au

milieu homogène de référence dont le tenseur de rigidité élastique est L0. Pour plus de détails sur cette

méthode, le lecteur peut se référer aux articles de Moulinec et Suquet (1994) et Bonnet (2007).

Il est important de noter que la méthode numérique basée sur la transformé de Fourier rapide et sur

la méthode itérative est valable indépendamment des anisotropies que les phases constituantes peuvent

avoir. En plus, ces phases peuvent être hétérogènes selon la direction x3. Pour une valeur donnée de

x3 ∈ (−H0, 0), le schéma numérique ci-dessus est valable pour toute microstructure périodique de la

surface plane π(x3).

3.3.4 Schéma auto-cohérent généralisé

Dans le but de déterminer analytiquement et approximativement le tenseur d’élasticité effectif L̄(x3)

(ou C̄(ik)(x3)) de la zone d’interface rugueuse décrite par (3.52), le schéma auto-cohérent généralisé

(SACG) est maintenant adopté pour calculer le champ des déplacements u. Ce modèle fut initié par

Kerner (1956), Van der Poel (1958), amélioré par Smith (1974, 1975) et complété par Christensen and

Lo (1979).

Plus précisément, dans notre cas, l’application du SACG consiste d’abord à considérer un cylindre com-

posite circulaire de hauteur H0, composé d’un noyau (phase 1) qui est enrobé par la phase 2. Ce cylindre

composite est noyé dans un milieu homogène M de la même hauteur H0 mais infini dans le plan transver-

sal. Le rayon du noyau et le rayon extérieur de la couche enrobant le noyau, dénotés respectivement par

r1 et r2, sont choisis de telle manière qu’ils sont compatibles avec les fractions volumiques des phases

1 et 2. Dans ce qui suit, les deux phase constituantes sont supposées individuellement homogènes et
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isotropes. Donc, le tenseur d’élasticité L(α) de la phase α prend la forme simple

L(α) = (3λα + 2µα) J+ 2µαK (3.53)

où J = 1
3I⊗ I, K = I−J avec I and I étant respectivement les tenseur d’identité d’ordre deux et d’ordre

quatre ; λα et µα sont les constantes de Lamé de la phase α. Le milieu homogène externe du cylindre

composite est constitué du matériau élastique effectif caractérisé par le tenseur d’élasticité effectif in-

connu L̄(x3) (ou C̄(ik)(x3)) et il est soumis aux conditions aux limites (3.48) sur sa frontière externe

∂M .

Le SACG de Christensen and Lo (1979) demande que la présence du cylindre composite circulaire ne

modifie pas l’énergie initiale des déformations. Il a été prouvé que cette condition énergétique dauto-

cohérence est équivalente à la demande que la moyenne volumique du tenseur des déformations du

cylindre composite soit égale au tenseur des déformations macroscopiques E intervenant dans les condi-

tions aux limites (3.48) imposées sur ∂M (voir Hervé and Zaoui, 1990, 1995). En tenant compte (3.49),

cette condition revient à écrire

⟨
φmqk,yβ

⟩
S = η1

⟨
φmqk,yβ

⟩
S1

+ η2
⟨
φmqk,yβ

⟩
S2

= 0. (3.54)

En combinant (3.52) avec (3.54), l’expression de L̄(x3) (ou C̄(ik)(x3)) réduit à

L̄piqk(x3) = C̄(ik)
pq (x3) = η1C

(1)(ik)
pq + η2C

(2)(ik)
pq + η1(C

(1)(iβ)
pm − C(2)(iβ)

pm )Bmqkβ , (3.55)

avec Bmqkβ =
⟨
φmqk,yβ

⟩
S1

.

On se propose maintenant de calculer toutes les composantes Bmqkβ du tenseur d’ordre quatre B. Pour

ceci, on suppose que M est soumis successivement aux conditions aux limites suivantes :

– Chargement hydrostatique dans le plan :

u(x) = γ1(x1e1 + x2e2), x ∈ ∂M ; (3.56)

– Traction normal :

u(x) = γ2x3e3, x ∈ ∂M ; (3.57)

– Cisaillement longitudinal anti-plan :

u(x) = γ3(x3e1 + x1e3), x ∈ ∂M ; (3.58)

– Cisaillement transversal anti-plan :

u(x) = γ4(x2e1 + x1e2), x ∈ ∂M, (3.59)

Dans les conditions aux limites (3.56)-(3.59), γ1, γ2, γ3, et γ4 sont des constantes. Pour chacune de

ces conditions aux limites, on peut analytiquement et exactement trouver les champs des déplacements,
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des déformations et des contraintes dans le noyau, dans la couche d’enrobement et le milieu externe

du cylindre composite circulaire. Les détails de calcul et les solutions sont donnés dans les papiers de

Christensen and Lo (1979) et Hashin (2002).

En utilisant les résultats donnés par Christensen and Lo (1979) et Hashin (2002) et en tenant compte de

(3.50), on trouve les composantes non nulles de B :

B1111 = B2222 =
1

2
ζ1(λ2 + 2µ2) +

1

2
ζ2 − 1,

B2112 = B1221 =
1

2
ζ1(λ2 + 2µ2)−

1

2
ζ2

B3131 = B3232 =
2µ2

η1(µ2 − µ1) + µ2 + µ1
− 1,

B1331 = B2332 =
1

2
ζ1η2(λ2 − λ1),

B2121 +B1122 = ζ2 − 1, B2231 +B1232 = 0,

B1112 +B2111 = 0, B2221 +B1222 = 0,

B1132 +B2131 = 0, B2331 +B1332 = 0, (3.60)

où

ζ1 =
1

η1(λ2 + µ2 − λ1 − µ1) + µ2 + µ1 + λ1
, ζ2 =

3

2λ1
d1η1(µ1 + λ1) + c1.

Dans cette équation, c1 et d1 sont deux constantes inconnues qui peuvent être déterminées à l’aide du

système des 7 équations linéaires suivant :

Y ·X = Z. (3.61)

Ci-dessus, la matrice Y et les vecteurs X and Z sont fournis par

Y =



1 η1 − 1
η21

− 1
η1

−1 −η1 0

1 (3µ1+2λ1)η1
λ1

1
η21

µ2

(λ2+2µ2)η1
−1 − (3µ2+2λ2)η1

λ2
0

µ1 0 3µ2

η21

2(µ2+λ2)µ2

(λ2+2µ2)η1
−µ2 0 0

µ1
3(µ1+λ1)µ1η1

λ1
−3µ2

η21
− (λ2+µ2)µ2

(λ2+2µ2)η1
−µ2 −3(µ2+λ2)µ2η1

λ2
0

0 0 1 1 1 1 −1

0 0 1 µ2

λ2+2µ2
−1 −3µ2+2λ2

λ2
−1

0 0 3µ2
2(λ2+µ2)µ2

λ2+2µ2
−µ2 0 −3me


,

X = [ c1 d1 a2 b2 c2 d2 ae ]T , Z = [ 0 0 0 0 1 −1 −me ]T .

Ici, me correspond à la solution positive de l’équation quadratique suivante :

f(me) = ξ2(me)
2 + ξ1me + ξ0 = 0, (3.62)
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où le déterminant f(me) est précisé par

f(me) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 η1 − 1
η21

− 1
η1

−1 −η1 0 0

1 (3µ1+2λ1)η1
λ1

1
η21

µ2

(λ2+2µ2)η1
−1 − (3µ2+2λ2)η1

λ2
0 0

µ1 0 3µ2

η21

2(µ2+λ2)µ2

(λ2+2µ2)η1
−µ2 0 0 0

µ1
3(µ1+λ1)µ1η1

λ1
−3µ2

η21
− (λ2+µ2)µ2

(λ2+2µ2)η1
−µ2 −3(µ2+λ2)µ2η1

λ2
0 0

0 0 1 1 1 1 −1 1

0 0 1 µ2

λ2+2µ2
−1 −3µ2+2λ2

λ2
−1 −1

0 0 3µ2
2(λ2+µ2)µ2

λ2+2µ2
−µ2 0 −3me −me

0 0 3µ2
(µ2+λ2)µ2

λ2+2µ2
µ2

3(µ2+λ2)µ2

λ2
−3me −me

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.63)

et les coefficients ξ0, ξ1 et ξ2 sont déterminés par

ξ2 =
1

2
[f(1) + f(−1)]− f(0), ξ1 =

1

2
[f(1)− f(−1)], ξ0 = f(0). (3.64)

Finalement, en introduisant les expressions (3.60) de B dans (3.55), on obtient les formules pour les

composantes non nulles du tenseur d’élasticité effectif L̄(x3) (ou C̄(ik)(x3)) :

L̄1111 = L̄2222 = C̄
(11)
11 = C̄

(22)
22 = λ2 + 2µ2 + η1ζ1θ(λ2 + 2µ2)

+ η1ζ2(µ1 − µ2),

L̄1122 = L̄2211 = C̄
(12)
12 = C̄

(21)
21 = λ2 + η1ζ1θ(λ2 + 2µ2)− η1ζ2(µ1 − µ2),

L̄1133 = L̄3311 = L̄2233 = L̄3322 = C̄
(13)
13 = C̄

(23)
23 = C̄

(31)
31 = C̄

(32)
32

= η1λ1 + η2λ2 + η1η2ζ1θ(λ2 − λ1),

L̄3333 = C̄
(33)
33 = η1(λ1 + 2µ1) + η2(λ2 + 2µ2)− η1η2ζ1(λ1 − λ2)

2,

L̄2323 = L̄2332 = L̄3223 = L̄3232 = L̄1313 = L̄1331 = L̄3113 = L̄3131 = C̄
(33)
22

= C̄
(33)
11 = C̄

(11)
33 = C̄

(22)
33 = C̄

(23)
32 = C̄

(32)
23 = C̄

(13)
31 = C̄

(31)
13

= η1µ1 + η2µ2 −
η1η2(µ1 − µ2)

2

η1(µ2 − µ1) + µ2 + µ1
,

L̄1212 = L̄1221) = L̄2112 = L̄2121 = C̄
(22)
11 = C̄

(21)
12 = C̄

(12)
21 = C̄

(11)
22

= η1µ1 + η2µ2 + η1(µ1 − µ2)(ζ2 − 1). (3.65)

où

θ = λ1 + µ1 − λ2 − µ2.

En résumé, en appliquant le SACG, toutes les composantes du tenseur d’élasticité effectif L̄(x3) (ou

C̄(ik)(x3)) de la zone d’interface rugueuse sont estimées de façon analytique explicite. Cependant, on

rappelle que ces résultats sont valables sous la condition que les deux phases constituantes du composite

sont individuellement homogènes et isotropes.
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3.3.5 Homogénéisation des composites élastiques stratifiés avec interfaces périodique-

ment rugueuses

Le stratifié Ω =]0, l1[×]0, l2[×] −H0 −H1,H2[ considéré dans cette section est initialement constitué

de deux phases parfaitement collées à travers leur interface Γ qui oscille rapidement autour d’un plan

et periodiquement suivant deux directions. Après avoir homogénéisé la zone d’interface rugueuse ω(0)

définie par (3.39) via une méthode numérique ou analytique approximative comme celles présentées

dans les deux sous-sections précédentes, le stratifié est maintenant composé des trois couches ω(1), ω(0)

et ω(2). Les interfaces Γα entre ω(0) et ω(α) (α = 1, 2) sont parfaitement collées et les propriétés de ω(0)

et ω(α) (α = 1, 2) sont précisées par

L(x) =


L(1)(x3), if − (H0 +H1) ≤ x3 ≤ −H0,

L̄(x3), if −H0 < x3 < 0,

L(2)(x3), if 0 ≤ x3 ≤ H2,

(3.66)

où les composantes du tenseur de rigidité L̄(x3) sont données par (3.65).

FIGURE 3.2: Composite stratifié à trois couches

Il convient d’écrire la loi de Hooke sous la forme :

σ11

σ22

σ33
√
2σ23

√
2σ13

√
2σ12


=



L1111 L1122 L1133

√
2L1123

√
2L1113

√
2L1112

L1122 L2222 L2233

√
2L2223

√
2L2213

√
2L2212

L1133 L2233 L3333

√
2L3323

√
2L3313

√
2L3312

√
2L1123

√
2L2223

√
2L3323 2L2323 2L2313 2L2312

√
2L1113

√
2L2213

√
2L3313 2L2313 2L1313 2L1312

√
2L1112

√
2L2212

√
2L3312 2L2312 2L1312 2L1212





ϵ11

ϵ22

ϵ33
√
2ϵ23

√
2ϵ13

√
2ϵ12


.
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Si l’on divise la matrice d’élasticité L (x3) en blocs comme suit :

C33 =


L3333

√
2L3332

√
2L3331

√
2L3332 2L3232 2L3231

√
2L3331 2L3231 2L3131

 ,

C31 =


L3311 L3322

√
2L3312

√
2L1132

√
2L2232 2L1232

√
2L1131

√
2L2231 2L1231

 ,

C11 =


L1111 L1122

√
2L1112

L1122 L2222

√
2L2212

√
2L1112

√
2L2212 2L1212

 , (3.67)

avec C13 ≡ CT
13, le tenseur de rigidité effectif L∗ du stratifié à trois couches est déterminé par les

expressions classiques :

C∗
33 =

⟨
C−1

33

⟩−1
,

C∗
31 =

⟨
C−1

33

⟩−1 ⟨
C−1

33 C31

⟩
,

C∗
11 =

⟨
C11 −C13C

−1
33 C31

⟩
+
⟨
C13C

−1
11

⟩ ⟨
C−1

33

⟩−1 ⟨
C−1

33 C31

⟩
. (3.68)

avec

⟨•⟩ = 1

H

(∫ −H0

−(H0+H1)
•(1) dx3 +

∫ 0

−H0

•̄ dx3 +

∫ H2

0
•(2) dx3

)
(3.69)

où H = H0 +H1 +H2.

3.4 Exemples numériques

Les résultats obtenus dans la section précédente pour la zone d’interface rugueuse et pour le composite

stratifié avec interfaces très rugueuses sont maintenant numériquement illustrés et étudiés en consid-

érant un exemple dans lequel une interface périodique rugueuse a une cellule de base du profil conique.

Les deux phases isotropes constituantes choisies ont les modules d’Young et les coefficients de Poisson

suivants :

E1 = 73.1GPa, ν1 = 0.22, E2 = 3.45GPa, ν2 = 0.35.

En appliquant la méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide (TFR) et le SACG, les

composantes non nulles normalisées du tenseur d’élasticité effectif L̄ijkl/L
(2)
ijkl pour la zone d’interface

rugueuse sont tracées dans les figures (3.3) et (3.4) en fonction de la fraction surfacique η1 de la phase 1.

En comparant les résultats des figures (3.3) et (3.4), on trouve que avec η1 ≤ 0.3, les résultats approx-

imatifs obtenus par le SACG sont très proches de ceux obtenus par la méthode numérique basée sur la

TFR.
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FIGURE 3.3: Module effectif normalisé L̄1122/L
(2)
1122, L̄1133/L

(2)
1133 et L̄2323/L

(2)
2323 de la zone d’inter-

face rugueuse obtenu par la méthode basée sur TFR et le schéma ACG en fonction de la

fraction surfacique η1 de la phase 1

Ensuite, pour examiner l’influence de la zone d’interface rugueuse sur les propriétés élastiques effec-

tives du composite stratifié, on considère un composite stratifié dans lequel la période ϵ de l’interface

rugueuse et les épaisseurs H1 et H2 du composite stratifié sont constants, tant que l’épaisseur H0 de

la zone d’interface varie de ϵ à 10ϵ. La zone d’interface rugueuse est homogénéisée comme une inter-

phase équivalente en utilisant la TFR et le SACG. Les composantes non nulles normalisées du tenseur

d’élasticité effectif L∗
ijkl/L

(2)
ijkl du composite stratifié sont déterminées par l’équation (3.68) et tracées

dans la figure .(3.5) et (3.6) en fonction du rapport H0/ϵ. Les valeurs des propriétés élastiques effectives

du composite stratifié sont comparées dans les figures (3.5) et (3.6) avec celles obtenue en utilisant la

méthode des éléments finis (FEM) et celles obtenues par le SACG. Les figures (3.5) et (3.6) montrent un

bon accord entre les résultats obtenus par TFR, SACG et FEM pour les propriétés élastiques effectives.

Ceci confirme la validité des résultats numériques et analytique approximatif obtenus par TFR, SACG

et la théorie classique d’homogénéisation des composites stratifiés avec interfaces planes lisses pour le

tenseur d’élasticité effectif de ces derniers avec interfaces très rugueuses.
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Chapitre 4

Interfaces ondulées autour d’une surface

lisse quelconque dans le cas général des

phénomènes multiphysiques couplés

Dans les chapitres précédents, les interfaces ondulées entre les phases d’un composite ont été étudiées

dans les problèmes simples en élasticité et en conduction thermique afin de déterminer tout d’abord

les propriétés effectives de la zone d’interface rugueuse à l’échelle mésoscopique et estimer ensuite les

propriétés effectives du composite en question à l’échelle macroscopique. Avec les mêmes objectifs, ce

chapitre consiste à généraliser les résultats obtenus précédemment à des phénomènes multiphysiques

couplés et complexes quelconques. Pour illustrer les résultats établis dans ce chapitre, deux problèmes

couplés en thermoélectrique et en piézoélectrique seront présentés en détail.

4.1 Formulation du problème

Dans un espace tridimensionnel Euclidien R3, nous considérons un domaine Ω constitué de deux sous-

domaines Ω(1) et Ω(2). L’interface entre deux sous-domaines, notée par Γ, est considérée parfaite. La

surface extérieure de Ω est désignée par ∂Ω.

Supposons maintenant que les deux matériaux occupant les deux sous-domaines Ω(1) et Ω(2) sont anisotropes

curvilignement homogènes et possèdent des comportements linéairement multiphysiques couplés. En in-

troduisant les coordonnées curvilignes {y1, y2, y3} associée à une base orthonormée {f1, f2, f3} comme

dans le chapitre 2, les lois constitutives des phases peuvent être exprimées par les relations linéaires

suivantes (cf. p. ex. Milton, 2001 ; Benveniste et Milton, 2003 ; Gu et He, 2011) :

J(α)(y) = L(αβ)(y)D(β)(y) ou J
(α)
i (y) = L

(αβ)
ij (y)D

(β)
j (y). (4.1)
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Dans (4.1), les lettres latines i et j prennent les valeurs 1, 2 et 3 mais les lettres grecques α et β prennent

les valeurs de 1 jusqu’à r (r ≥ 2) ; L(αβ)(y) est le tenseur contenant des propriétés du matériau au point

y ; J(α) est le vecteur de flux, à divergence nulle, à savoir

divJ(α) = 0 (4.2)

et le vecteur d’intensité D(β), à rotationnel nul rotD(β) = 0, est lié à un potentiel w(β) par l’équation

suivante

D(β)(y) = ∇w(β)(y) ou D
(β)
i (y) = w

(β)
,i (y). (4.3)

Rappelons que la divergence, le rotationnel et la dérivée sont calculés dans les coordonnées curvilignes.

Les lois de comportement (4.1) peuvent s’écrire sous la forme matricielle équivalente suivante :

J(y) = L(y)D(y) (4.4)

où

J(y) =


J(1)

J(2)

...

J(r)

 , L(y) =


L(11) L(12) · · · L(1r)

L(21) L(22) · · · L(2r)

...
...

...
...

L(r1) L(r2) · · · L(rr)

 , D(y) =


D(1)

D(2)

...

D(r)

 (4.5)

avec chaque élément L(αβ) de L étant une matrice 3× 3.

Comme dans les chapitres précédents, l’interface Γ entre les deux sous-domaines Ω(1) et Ω(2) est sup-

posée périodiquement rugueuse soit dans une seule direction ou soit dans deux directions. Pour le premier

cas où l’interface est ondulée selon une seule direction, l’équation exprimant l’interface rugueuse s’écrit

dans les coordonnées curvilignes {y1, y2, y3} par

Γ =
{
y = (y1, y2, y3) ∈ Ω | y3 = γ (ξ1) , ξ1 =

y1
ϵ

}
(4.6)

où γ (ξ1) est une fonction périodique de période ϵ dont la valeur minimale est γmin et la valeur maxi-

male est γmax. En plus, on suppose que l’équation y3 = γ (ξ1) a deux solutions réelles et distinctes dans

l’intervalle (0, ϵ) pour chaque valeur de y3 ∈ (γmin, γmax).

Concernant le cas où l’interface est ondulée selon deux directions, l’équation caractérisant l’interface

rugueuse devient

Γ =
{
y = (y1, y2, y3) ∈ Ω | y3 = γ (ξ1, ξ2) , ξ1 =

y1
ϵ
, ξ2 =

y2
ϵ

}
. (4.7)

La période ϵ de γ (ξ1) dans (4.6) et γ (ξ1, ξ2) dans (4.7) sont considérées très petites par rapport à δ =

γmax−γmin, c-à-d 0 < ϵ ≪ δ, cela signifie que l’interface est très rugueuse. Pour l’utilisation ultérieure,
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on définit ω(c) comme la zone d’interface caractérisée par

ω(c) = {y = (y1, y2, y3) ∈ Ω | γmin < y3 < γmax} , (4.8)

et la surface π(y3) est définie par

π(y3) =
{
y = (y1, y2, y3) ∈ ω(c) | y3 = y03, γmin < y3 < γmax

}
. (4.9)

Puisque l’interface Γ est parfaite, le champ potentiel w(α) et la composante normale du vecteur de flux

J(α) sont simultanément continus à travers Γ. Ces conditions nous amènent aux équations suivantes

[[J(α) · n]] = 0, [[w]] = 0, (4.10)

où w = [w(1), w(2), ..., w(r)]T et la normale unitaire extérieure à Γ, notée par n, est définie par

n =
1√(

γ,ξ1
ϵ

)2
+
(

1
h3

)2
[
γ,ξ1
ϵ

, 0,− 1

h3

]T
, (4.11)

pour l’interface ondulée suivant une seule direction et

n =
1√

1
ϵ2

(
γ2,ξ1 + γ2,ξ2

)
+ 1

h2
3

[
−
γ,ξ1
ϵ

;−
γ,ξ2
ϵ

;
1

h3

]T
(4.12)

pour l’interface ondulée suivant deux directions. Dans (4.11) et (4.12) et dans la suite de ce chapitre, par

la définition, nous désignons :

(•),ξ1 =
1

h1

∂(•)
∂ξ1

, (•),ξ2 =
1

h2

∂(•)
∂ξ2

, (•),1 =
1

h1

∂(•)
∂y1

, (•),2 =
1

h2

∂(•)
∂y2

, (•),3 =
1

h3

∂(•)
∂y3

. (4.13)

Nous appliquons ensuite des champs de potentiels linéaires sur toute la surface ∂Ω de Ω tels que

w(x) = D0 · x, x ∈ ∂Ω (4.14)

où D0 est un vecteur constant imposé.

A l’échelle mésoscopique, lorsque la zone de l’interface ondulée ω(c) est homogénéisée suivant les di-

rections de l’ondulation, nous pouvons remplacer cette zone par une interphase équivalente dont les lois

de comportement effectives s’écrivent par

J(y) = L(y)D(y) (4.15)

où L(y) est le tenseur multiphysique effectif de l’interphase équivalente ; J(y) et D(y) sont respective-

ment les mesoscopiques vecteurs de flux et d’intensité.
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A l’échelle macroscopique, le domaine Ω est supposé statistiquement homogène. Les lois de comporte-

ment macroscopiques correspondantes sont caractérisées par

⟨J⟩Ω = L∗ ⟨D⟩Ω (4.16)

où L∗ désigne le tenseur multiphysique macroscopique ; ⟨J⟩Ω et ⟨D⟩Ω représentent respectivement les

macroscopique vecteurs de flux et d’intensité qui sont égaux aux moyens volumiques des champs micro-

scopiques correspondants sur le domaine Ω, c-à-d

⟨J⟩Ω =
1

|Ω|

∫
Ω
J(x)dx, ⟨D⟩Ω =

1

|Ω|

∫
Ω
D(x)dx = D0 (4.17)

avec |Ω| étant le volume de Ω.

4.2 Homogénéisation de la zone d’interface ondulée

Dans ce paragraphe, nous montrons que la zone d’interface rugueuse ω(c) définie par (4.8) sera ho-

mogénéisée par une méthode d’analyse asymptotique. Par conséquence, nous pouvons remplacer cette

zone par une interphase équivalente dont le tenseur effectif multiphysique mésoscopique L sera déter-

miné par l’application de la méthode d’analyse asymptotique.

4.2.1 Interface ondulée suivant une seule direction

Nous considérons le premier cas où l’interface Γ est ondulée autour une surface lisse suivant la direction

y1. En appliquant la méthode d’analyse asymptotique, le vecteur des champs de potentiels w est tout

d’abord considéré comme une fonction vectoriel dépendant de deux types des variables : les variables

mésoscopiques (ou les variables lentes) y1, y2 et y3 et la variable microscopique (ou la variable rapide)

ξ1 tels que

w(y1, y2, y3) = wϵ(y1, y2, y3, ξ1). (4.18)

Le développement asymptotique du vecteur des champs de potentiels w s’écrit ensuite par :

wϵ = W + ϵ(N(1)W +N(11)W,1 +N(12)W,2 +N(13)W,3)

+ ϵ2(N(2)W +N(21)W,1 +N(22)W,2 +N(23)W,3 +N(211)W,11 +N(212)W,12

+ N(213)W,13 +N(222)W,22 +N(223)W,23) +N(233)W,33) + 0(ϵ3), (4.19)

où le vecteur W = W(y1, y2, y3) indépendant de la variable microscopique ξ1 correspond au vecteur des

champs de potentiels globaux du matériau à l’échelle mésoscopique ; les matrices N(•) = N(•)(y2, y2, ξ1)

de taille r×r dépendant simultanément des variables lentes y2 et y3 et de variable rapide ξ1 seront déter-

minées à partir de l’équation (4.2) et des conditions de continuité (4.10) du champ de potentiel et de la
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composante normale du vecteur de flux à travers l’interface Γ. Donc W,ξ1 = 0 et N(•)
,y1 = 0. Puisque

ξ1 = y1/ϵ, les dérivées partielles de premier d’ordre du vecteur des champs de potentiels w par rapport

aux variables mésoscopiques sont

w,1 = wϵ,1 + ϵ−1wϵ,ξ1 , w,2 = wϵ,2, w,3 = wϵ,3. (4.20)

et les dérivées partielles d’ordre 2 de w(α) par rapport aux variables mésoscopiques sont données par

w,11 = wϵ,11 + 2ϵ−1wϵ,ξ11 + ϵ−2wϵ,ξ1ξ1 , w,12 = w,21 = wϵ,12 + ϵ−1wϵ,ξ12, w,22 = wϵ,22,

w,13 = w,31 = wϵ,13 + ϵ−1wϵ,ξ13, w,23 = w,32 = wϵ,23, w,33 = wϵ,33. (4.21)

Dans l’équation (4.21), nous remarquons que les dérivées partielles du champ de potentiel w(α) par rap-

port aux variables y1, y2 et ξ1 sont définies par (4.13) dans lesquelles les coefficients paramétriques h1,

h2 et h3 ne dépendent que de y1, y2 et y3.

En introduisant (4.19) dans l’équation (4.3), puis dans (4.4) et (4.10) avec prise en compte de (4.21)

et en posant le coefficient associé à ϵ−1 égal à zéro, nous obtenons l’équation suivante :

[[C(11)N
(1)
,ξ1

]]W + [[(C(1i) +C(11)N
(1i)
,ξ1

)]]W,i = 0, (4.22)

où C(ij) est une matrice de taille r × r dont les composantes C(ij)
αβ sont liées à celles de la matrice des

propriétés L par

C
(ij)
αβ = L

(αβ)
ij . (4.23)

En combinant (4.2) avec (4.3), (4.19), (4.4) et (4.21) et mettant le coefficient associé à ϵ−1 égal à zéro,

nous avons

[C(11)N
(1)
,ξ1

],ξ1W + [C(1i) +C(11)N
(1i)
,ξ1

],ξ1W,i = 0. (4.24)

Pour satisfaire les équations (4.22) et (4.23), les matrices N(1), N(11), N(12) et N(13) sont choisies de

telle façon que

[[C(11)N
(1)
,ξ1

]] = 0, [[N(1)]] = 0 à ξ01 , ξ
0
2 avec N(1) (0) = N(1) (1) ,

[[C(1i) +C(11)N
(1i)
,ξ1

]] = 0, [[N(1i)]] = 0 à à ξ01 , ξ
0
2 avec N(1i) (0) = N(1i) (1) ,

[C(11)N
(1)
,ξ1

],ξ1 = 0, 0 < ξ1 < 1, ξ1 ̸= ξ01 , ξ
0
2 ,

[C(1i) +C(11)N
(1i)
,ξ1

],ξ1 = 0, 0 < ξ1 < 1, ξ1 ̸= ξ01 , ξ
0
2 , (4.25)
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où i = 1, 2, 3 ; ξ01 et ξ02 avec 0 < ξ01 < ξ02 < 1 sont les deux solutions réelles de l’équation γ(ξ) = y3. Il

résulte de (4.24) que N
(1)
,ξ = 0, et les autres termes sont définis tels que :

N
(1)
,ξ1

= 0,

N
(11)
,ξ1

= [C(11)]−1
⟨
[C(11)]−1

⟩−1
− I,

N
(12)
,ξ1

= [C(11)]−1

{⟨
[C(11)]−1

⟩−1 ⟨
[C(11)]−1C(12)

⟩
−C(12)

}
,

N
(13)
,ξ1

= [C(11)]−1

{⟨
[C(11)]−1

⟩−1 ⟨
[C(11)]−1C(13)

⟩
−C(13)

}
, (4.26)

où ⟨•⟩ désigne la moyenne de • sur une périodicité, à savoir

⟨•⟩ =
∫ 1

0
•dξ1. (4.27)

Les matrices N(2), N(21), N(22), N(23), N(211), N(222), N(222), N(213), N(223) et N(212) sont déter-

minées de telle manière que leurs composantes soient simultanément périodiques et continues lorsque

ξ1 = ξ01 et ξ1 = ξ02 et vérifient également les équations obtenues en mettant le coefficient associé à ϵ0

égal à zéro dans les équations de continuité (4.10) :

[[C(11)N
(2)
,ξ1

+C(12)N
(1)
,2 +C(13)N

(1)
,3 ]] = 0,

[[C(11)(N(12) +N
(212)
,ξ1

) +C(12)N(11)]] = 0,

[[C(11)N
(223)
,ξ1

+C(12)N(13) +C(13)N(12)]] = 0,

γ,ξ1h3[[C
(11)(N(1) +N

(21)
,ξ1

) +C(12)N
(11)
,2 +C(13)N

(11)
,3 ]] = C(31)(I+N

(11)
,ξ1

),

γ,ξ1h3[[C
(11)N

(22)
,ξ1

+C(12)(N(1) +N
(12)
,2 ) +C(13)N

(12)
,3 ]] = C(31)N

(12)
,ξ1

+C(32),

γ,ξ1h3[[C
(11)N

(23)
,ξ1

+C(13)(N(1) +N
(13)
,3 ) +C(12)N

(13)
,2 ]] = C(31)N

(13)
,ξ1

+C(33),

[[C(11)(N(11) +N
(211)
,ξ1

)]] = 0, [[C(11)(N(13) +N
(213)
,ξ1

) +C(13)N(11)]] = 0,

[[C(11)N
(222)
,ξ1

+C(12)N(12)]] = 0, [[C(11)N
(233)
,ξ1

+C(13)N(13)]] = 0. (4.28)
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Similairement, en posant le coefficient associé à ϵ0 égal à zéro dans l’équation (4.2), nous obtenons

(
C11N

(2)
,ξ1

+C(12)N
(1)
,2 +C(13)N

(1)
,3

)
,ξ1

W +

 1

h1h3

∂
[
h3

(
C(11) +C(11)N

(11)
,ξ1

)]
∂y1

+
1

h1h3

∂
[
h1h3

(
C(21) +C(21)N

(11)
,ξ1

)]
∂y2

+
1

h1h3

∂
[
h1

(
C(31) +C(31)N

(11)
,ξ1

)]
∂y3

+
(
C11N(1) +C(11)N

(21)
,ξ1

+C(12)N
(11)
,2 +C(13)N

(11)
,3

)
,ξ1

}
W,1

+

 1

h1h3

∂
[
h3

(
C(12) +C(11)N

(12)
,ξ1

)]
∂y1

+
1

h1h3

∂
[
h1h3

(
C(22) +C(21)N

(12)
,ξ1

)]
∂y2

+
1

h1h3

∂
[
h1

(
C(32) +C(31)N

(12)
,ξ1

)]
∂y3

+
(
C(12)N(1) +C(11)N

(22)
,ξ1

+C(12)N
(12)
,2 +C(13)N

(12)
,3

)
,ξ1

W,2

+

 1

h1h3

∂
[
h3

(
C(13) +C(11)N

(13)
,ξ1

)]
∂y1

+
1

h1h3

∂
[
h1h3

(
C(23) +C(21)N

(13)
,ξ1

)]
∂y2

+
1

h1h3

∂
[
h1

(
C(33) +C(31)N

(13)
,ξ1

)]
∂y3

+
(
C(13)N(1) +C(11)N

(23)
,ξ1

+C(12)N
(13)
,2 +C(13)N

(13)
,3

)
,ξ1

W,3

+

{
C(11) +C(11)N

(11)
,ξ1

+
(
C(11)N(11) +C(11)N

(211)
,ξ1

)
,ξ1

}
W,11

+

{
C(22) +C(21)N

(12)
,ξ1

+
(
C(12)N(12) +C(11)N

(222)
,ξ1

)
,ξ1

}
W,22

+

{
C(33) +C(31)N

(13)
,ξ1

+
(
C(13)N(13) +C(11)N

(233)
,ξ1

)
,ξ1

}
W,33

+

{
C(11)N

(12)
,ξ1

+C(12) +C(21) +C(21)N
(11)
,ξ1

+
(
C(11)N(12) +C(11)N

(212)
,ξ1

+C(12)N(11)
)
,ξ1

}
W,12

+

{
C(11)N

(13)
,ξ1

+C(13) +C(31) +C(31)N
(11)
,ξ1

+
(
C(11)N(13) +C(11)N

(213)
,ξ1

+C(13)N(11)
)
,ξ1

}
W,13

+

{
C(21)N

(13)
,ξ1

+C(23) +C(32) +C(31)N
(12)
,ξ1

+
(
C(12)N(13) +C(11)N

(223)
,ξ1

+C(13)N(12)
)
,ξ1

}
W,23 = 0.

(4.29)
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En intégrant de l’équation (4.29) par rapport à ξ1 de 0 à 1, nous trouvons
⟨

1

h1h3

∂
[
h3

(
C(11) +C(11)N

(11)
,ξ1

)]
∂y1

+
∂
[
h1h3

(
C(21) +C(21)N

(11)
,ξ1

)]
∂y2

+
∂
[
h1

(
C(31) +C(31)N

(11)
,ξ1

)]
∂y3

⟩+
1

h3γ,ξ1
[[C(31) +C(31)N

(11)
,ξ1

]]

W,1


⟨

1

h1h3

∂
[
h3

(
C(12) +C(11)N

(12)
,ξ1

)]
∂y1

+
∂
[
h1h3

(
C(22) +C(21)N

(12)
,ξ1

)]
∂y2

+
∂
[
h1

(
C(32) +C(31)N

(12)
,ξ1

)]
∂y3

⟩+
1

h3γ,ξ1
[[C(32) +C(31)N

(12)
,ξ1

]]

W,2


⟨

1

h1h3

∂
[
h3

(
C(13) +C(11)N

(13)
,ξ1

)]
∂y1

+
∂
[
h1h3

(
C(23) +C(21)N

(13)
,ξ1

)]
∂y2

+
∂
[
h1

(
C(33) +C(31)N

(13)
,ξ1

)]
∂y3

⟩+
1

h3γ,ξ1
[[C(33) +C(31)N

(13)
,ξ1

]]

W,3

+
⟨
C(11) +C(11)N

(11)
,ξ1

⟩
W,11 +

⟨
C(22) +C(21)N

(12)
,ξ1

⟩
W,22

+
⟨
C(33) +C(31)N

(13)
,ξ1

⟩
W,33 +

⟨
C(11)N

(12)
,ξ1

+C(12) +C(21)N
(11)
,ξ1

+C(21)
⟩
W,12

+
⟨
C(11)N

(13)
,ξ1

+C(13) +C(31)N
(11)
,ξ1

+C(31)
⟩
W,13

+
⟨
C(21)N

(13)
,ξ1

+C(23) +C(31)N
(12)
,ξ1

+C(32)
⟩
W,23 = 0. (4.30)

Puisque les coefficients paramétriques h1 et h3 sont indépendants de ξ1 et les deux solutions ξ01 et ξ02 de

l’équation y3 = γ(ξ) sont également indépendantes de y1 et y2, cela nous amène à⟨
1

h1h3

∂
[
h3

(
C(11) +C(11)N

(11)
,ξ1

)]
∂y1

⟩
=

1

h1h3

∂
[
h3

⟨
C(11) +C(11)N

(11)
,ξ1

⟩]
∂y1

,

⟨
1

h1h3

∂
[
h1h3

(
C(21) +C(21)N

(11)
,ξ1

)]
∂y2

⟩
=

1

h1h3

∂
[
h1h3

⟨
C(21) +C(21)N

(11)
,ξ1

⟩]
∂y2

,

⟨
1

h1h3

∂
[
h3

(
C(12) +C(11)N

(12)
,ξ1

)]
∂y1

⟩
=

1

h1h3

∂
[
h3

⟨
C(12) +C(11)N

(12)
,ξ1

⟩]
∂y1

,

⟨
1

h1h3

∂
[
h1h3

(
C(22) +C(21)N

(12)
,ξ1

)]
∂y2

⟩
=

1

h1h3

∂
[
h1h3

⟨
C(22) +C(21)N

(12)
,ξ1

⟩]
∂y2

,

⟨
1

h1h3

∂
[
h3

(
C(13) +C(11)N

(13)
,ξ1

)]
∂y1

⟩
=

1

h1h3

∂
[
h3

⟨
C(13) +C(11)N

(13)
,ξ1

⟩]
∂y1

,

⟨
1

h1h3

∂
[
h1h3

(
C(23) +C(21)N

(13)
,ξ1

)]
∂y2

⟩
=

1

h1h3

∂
[
h1h3

⟨
C(23) +C(21)N

(13)
,ξ1

⟩]
∂y2

. (4.31)
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En appliquant le lemme A1 prouvé par Kristensson (2005) et en considérant la périodicité des matrices

N(1k), nous avons⟨
1

h1h3

∂
[
h1

(
C(31) +C(31)N

(11)
,ξ1

)]
∂y3

⟩
=

1

h1h3

∂
[
h1

⟨
C(31) +C(31)N

(11)
,ξ1

⟩]
∂y3

− 1

h3γ,ξ1
[[C(32) +C(31)N

(12)
,ξ1

]],⟨
1

h1h3

∂
[
h1

(
C(32) +C(31)N

(12)
,ξ1

)]
∂y3

⟩
=

1

h1h3

∂
[
h1

⟨
C(32) +C(31)N

(12)
,ξ1

⟩]
∂y3

− 1

h3γ,ξ1
[[C(32) +C(31)N

(12)
,ξ1

]],⟨
1

h1h3

∂
[
h1

(
C(33) +C(31)N

(13)
,ξ1

)]
∂y3

⟩
=

1

h1h3

∂
[
h1

⟨
C(33) +C(31)N

(13)
,ξ1

⟩]
∂y3

− 1

h3γ,ξ1
[[C(33) +C(31)N

(13)
,ξ1

]]. (4.32)

En introduisant (4.31) et (4.32) dans l’équation (4.30), nous obtenons une équation équivalente à l’échelle

mésoscopique{
1

h1h3

∂(h3C
(11)

)

∂y1
+

1

h1h3

∂(h1h3C
(21)

)

∂y2
+

1

h1h3

∂(h1C
(31)

)

∂y3

}
W,1 +

{
1

h1h3

∂(h3C
(12)

)

∂y1

+
1

h1h3

∂(h1h3C
(22)

)

∂y2
+

1

h1h3

∂(h1C
(32)

)

∂y3

}
W,2 +

{
1

h1h3

∂(h3C
(13)

)

∂y1
+

1

h1h3

∂(h1h3C
(23)

)

∂y2

+
1

h1h3

∂(h1C
(33)

)

∂y3

}
W,3 +C

(11)
W,11 +C

(22)
W,22 +C

(33)
W,33 + (C

(12)
+C

(21)
)W,12

+(C
(13)

+C
(31)

)W,13 + (C
(23)

+C
(32)

)W,23 = 0. (4.33)

où

C
(11)

=
⟨
C(11) +C(11)N

(11)
,ξ1

⟩
, C

(22)
=
⟨
C(22) +C(21)N

(12)
,ξ1

⟩
,

C
(33)

=
⟨
C(33) +C(33)N

(13)
,ξ1

⟩
, C

(12)
=
⟨
C(12) +C(11)N

(12)
,ξ1

⟩
,

C
(21)

=
⟨
C(21) +C(21)N

(11)
,ξ1

⟩
, C

(13)
=
⟨
C(13) +C(11)N

(13)
,ξ1

⟩
,

C
(31)

=
⟨
C(31) +C(31)N

(11)
,ξ1

⟩
, C

(23)
=
⟨
C(23) +C(21)N

(13)
,ξ1

⟩
,

C
(32)

=
⟨
C(32) +C(31)N

(12)
,ξ1

⟩
. (4.34)
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En remplaçant les expressions de N(11)
,ξ1

, N(12)
,ξ1

et N(13)
,ξ1

obtenues par (4.26) dans l’équations (4.34), nous

avons

C
(11)

(y3) =
⟨
[C(11)]−1

⟩−1
,

C
(22)

(y3) =
⟨
C(22) −C(21)[C(11)]−1C(12)

⟩
+

⟨
C(21)[C(11)]−1

⟩⟨
[C(11)]−1

⟩−1 ⟨
[C(11)]−1C(12)

⟩
,

C
(33)

(y3) =
⟨
C(33) −C(31)[C(11)]−1C(13)

⟩
+

⟨
C(31)[C(11)]−1

⟩⟨
[C(11)]−1

⟩−1 ⟨
[C(11)]−1C(13)

⟩
,

C
(12)

(y3) = (C
(21)

)T (y3) =
⟨
[C(11)]−1

⟩−1 ⟨
[C(11)]−1C(12)

⟩
,

C
(13)

(y3) = (C
(31)

)T (y3) =
⟨
[C(11)]−1

⟩−1 ⟨
[C(11)]−1C(13)

⟩
,

C
(23)

(y3) =
⟨
C(23) −C(21)[C(11)]−1C(13)

⟩
+

⟨
C(21)[C(11)]−1

⟩⟨
[C(11)]−1

⟩−1 ⟨
[C(11)]−1C(13)

⟩
. (4.35)

Finalement, les composantes L
(αβ)
ij (y3) de la matrice des propriétés multiphysiques mésoscopiques

L
(αβ)

(y3) de la zone d’interface sont déterminées par :

L
(αβ)
ij (y3) = C

(ij)
αβ (y3). (4.36)

où C
(ij)
αβ (y3) sont les composantes de la matrice C

(ij)
(y3) obtenue par (4.35).

4.2.2 Interface ondulée suivant deux directions

Similairement à la méthode présentée dans le paragraphe précédent pour homogénéiser la zone d’inter-

face ondulée suivant une seule direction, lorsque l’interface est ondulée autour d’une surface lisse suivant

deux directions y1 et y2, nous faisons tout d’abord l’hypothèse que

w(y1, y2, y3) = wϵ(y1, y2, y3, ξ1, ξ2). (4.37)

Nous faisons ensuite le développement asymptotique de wϵ(y1, y2, y3, ξ1, ξ2) comme suivant :

wϵ = W + ϵ(N(1)W +N(1k)W,k) + ϵ2(N(2)W +N(2k)W,k +N(2ij)W,ij) + 0(ϵ3). (4.38)

Dans cette équation, W = W(y1, y2, y3) est un vecteur r-dimensionnel indépendant de ξ1 et ξ2 ; N(1),

N(2), N(1k) et N(2ij) sont des matrices r × r dépendant de y3, ξ1 et ξ2, mais indépendantes de y1 et y2.

Comme ξ1 = y1/ϵ et ξ2 = y2/ϵ, nous avons

w,1 = wϵ,1 + ϵ−1wϵ,ξ1 , w,2 = wϵ,2 + ϵ−1wϵ,ξ2 , w,3 = wϵ,3. (4.39)

En combinant (4.38), (4.39), (4.4) avec (4.10) et en demandant le coefficient associé à ϵ−1 égal à zéro,

nous obtenons :

[[(C(1k) +C(11)N
(1k)
,ξ1

+C(12)N
(1k)
,ξ2

)γ,ξ1 + (C(2k) +C(21)N
(1k)
,ξ1

+C(22)N
(1k)
,ξ2

)γ,ξ2 ]]W,k

+[[(C(11)N
(1)
,ξ1

+C(12)N
(1)
,ξ2

)γ,ξ1 + (C(21)N
(1)
,ξ1

+C(22)N
(1)
,ξ2

)γ,ξ2 ]]W = 0. (4.40)
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En remplaçant (4.38), (4.39), (4.4) dans (4.2), pour que le coefficient associé à ϵ−1 soit égal à zéro, il

faut que {
(C(1k) +C(11)N

(1k)
,ξ1

+C(12)N
(1k)
,ξ2

),ξ1 + (C(2k) +C(21)N
(1k)
,ξ1

+C(22)N
(1k)
,ξ2

),ξ2

}
W,k

+
{
(C(11)N

(1)
,ξ1

+C(12)N
(1)
,ξ2

),ξ1 + (C(21)N
(1)
,ξ1

+C(22)N
(1)
,ξ2

),ξ2

}
W = 0. (4.41)

A partir des équations (4.40) et (4.41), les matrices N(1) et N(1k) sont déterminées de telle façon qu’elles

soient périodiques et continues à travers l’interface Γ et satisfassent les équations suivantes

(C(1k) +C(11)N
(1k)
,ξ1

+C(12)N
(1k)
,ξ2

)γ,ξ1 + (C(2k) +C(21)N
(1k)
,ξ1

+C(22)N
(1k)
,ξ2

)γ,ξ2 = 0,

C(11)N
(1)
,ξ1ξ1

+C(12)N
(1)
,ξ1ξ2

+C(21)N
(1)
,ξ1ξ2

+C(22)N
(1)
,ξ2ξ2

= 0 (4.42)

pour y ∈ Ω et y /∈ Γ et

[[(C(1k) +C(11)N
(1k)
,ξ1

+C(12)N
(1k)
,ξ2

)γ,ξ1 + (C(2k) +C(21)N
(1k)
,ξ1

+C(22)N
(1k)
,ξ2

)γ,ξ2 ]] = 0,

[[(C(11)N
(1)
,ξ1

+C(12)N
(1)
,ξ2

)γ,ξ1 + (C(21)N
(1)
,ξ1

+C(22)N
(1)
,ξ2

)γ,ξ2 ]] = 0 (4.43)

pour y ∈ Γ. Nous pouvons démontrer que N
(1)
,ξ1

= 0 et N(1)
,ξ2

= 0 vérifient les équations (4.42) et (4.43).

D’une façon analogue, en posant le coefficient associé à ϵ0 égal à zéro dans l’équation de continuité

(4.10), nous trouvons

[[γ,ξ1(C
(11)N

(2)
,ξ1

+C(12)N
(2)
,ξ2

+C(13)N
(1)
,3 ) + γ,ξ2(C

(21)N
(2)
,ξ1

+C(22)N
(2)
,ξ2

+C(23)N
(1)
,3 )]]W

+[[γ,ξ1(C
(1k)N(1) +C(11)N

(2k)
,ξ1

+C(12)N
(2k)
,ξ2

+C(13)N
(1k)
,3 ) + γ,ξ2(C

(2k)N(1) +C(21)N
(2k)
,ξ1

+C(22)N
(2k)
,ξ2

+C(23)N
(1k)
,3 )− h−1

3 C(31)N
(1k)
,ξ1

− h−1
3 C(32)N

(1k)
,ξ2

− h−1
3 C(3k)]]W,k

+[[γ,ξ1(C
(1i)N (1j) +C(11)N

(2ij)
,ξ1

+C(1j)N(1i) +C(12)N
(2ij)
,ξ2

) + γ,ξ2(C
(2i)N(1j)

+C(21)N
(2ij)
,ξ1

+C(2j)N(1i) +C(22)N
(2ij)
,ξ2

)]]W,ij = 0. (4.44)

Pour que cette équation soit satisfaire, il faut que

[[γ,ξ1(C
(11)N

(2)
,ξ1

+C(12)N
(2)
,ξ2

+C(13)N
(1)
,3 ) + γ,ξ2(C

(21)N
(2)
,ξ1

+C(22)N
(2)
,ξ2

+C(23)N
(1)
,3 )]] = 0,

[[γ,ξ1(C
(1k)N(1) +C(11)N

(2k)
,ξ1

+C(12)N
(2k)
,ξ2

+C(13)N
(1k)
,3 ) + γ,ξ2(C

(2k)N(1) +C(21)N
(2k)
,ξ1

+C(22)N
(2k)
,ξ2

+C(23)N
(1k)
,3 )− h−1

3 C(31)N
(1k)
,ξ1

− h−1
3 C(32)N

(1k)
,ξ2

− h−1
3 C(3k)]] = 0,

[[γ,ξ1(C
(1i)N (1j) +C(11)N

(2ij)
,ξ1

+C(1j)N(1i) +C(12)N
(2ij)
,ξ2

) + γ,ξ2(C
(2i)N(1j) +C(21)N

(2ij)
,ξ1

+C(2j)N(1i) +C(22)N
(2ij)
,ξ2

)]] = 0. (4.45)
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De plus, en posant que le coefficient associé à ϵ0 dans (4.2) égal à zéro, on obtient{
(C(11)N

(2)
,ξ1

+C(12)N
(2)
,ξ2

+C(13)N
(1)
,3 ),ξ1 + (C(21)N

(2)
,ξ1

+C(22)N
(2)
,ξ2

+C(23)N
(1)
,3 ),ξ2

}
W

+
1

h1h2h3

∂[h2h3(C
(1k) +C(11)N

(1k)
,ξ1

+C(12)N
(1k)
,ξ2

)]

∂y1

W,k

+
1

h1h2h3

∂[h1h3(C
(2k) +C(21)N

(1k)
,ξ1

+C(22)N
(1k)
,ξ2

)]

∂y2

W,k

+
1

h1h2h3

∂[h1h2(C
(3k) +C(31)N

(1k)
,ξ1

+C(32)N
(1k)
,ξ2

)]

∂y3

W,k

+
{
(C(1k)N(1) +C(11)N

(2k)
,ξ1

+C(12)N
(2k)
,ξ2

+C(13)N
(1k)
,3 ),ξ1 + (C(2k)N(1) +C(21)N

(2k)
,ξ1

+C(22)N
(2k)
,ξ2

+C(23)N
(1k)
,3 ),ξ2

}
W,k +

{
(C(1i)N (1j) +C(11)N

(2ij)
,ξ1

+C(1j)N(1i)

+C(12)N
(2ij)
,ξ2

),ξ1 + (C(2i)N(1j) +C(21)N
(2ij)
,ξ1

+C(2j)N(1i) +C(22)N
(2ij)
,ξ2

),ξ2 +C(ij) +C(ji)

+C(1j)N
(1i)
,ξ1

+C(2j)N
(1i)
,ξ2

+C(1i)N
(1j)
,ξ1

+C(2i)N
(1j)
,ξ2

}
W,ij = 0. (4.46)

En intégrant (4.46) sur une surface S(y3) d’une cellule de base et en appliquant le théorème divergence

et le lemme de A.1 de Kristensson (2005), nous obtenons

1

h1h2h3

{
∂(h2h3C

(11)
)

∂y1
+

∂(h1h3C
(21)

)

∂y2
+

∂(h1h2C
(31)

)

∂y3

}
W,1 +

1

h1h2h3

{
∂(h2h3C

(12)
)

∂y1

+
∂(h1h3C

(22)
)

∂y2
+

∂(h1h2C
(32)

)

∂y3

}
W,2 +

1

h1h2h3

{
∂(h2h3C

(13)
)

∂y1
+

∂(h1h3C
(23)

)

∂y2

+
∂(h1h2C

(33)
)

∂y3

}
W,3 +C

(11)
W,11 +C

(22)
W,22 +C

(33)
W,33 + (C

(12)
+C

(21)
)W,12

+(C
(13)

+C
(31)

)W,13 + (C
(23)

+C
(32)

)W,23 = 0, (4.47)

avec

C
(ij)

=
⟨
C(ij) +C(1i)N

(1j)
,ξ1

+C(2i)N
(1j)
,ξ2

⟩
. (4.48)

Dans la dernière équation, la moyenne ⟨•⟩ est définie par

⟨•⟩ = |S|−1

∫ 1

0

∫ 1

0
(•)dξ1dξ2. (4.49)

où |S| signifie l’aire de S(y3).

Comme dans le cas d’interface ondulée suivant une seule direction, les composantes L
(αβ)
ij (y3) de la

matrice des propriétés multiphysiques mésoscopiques L
(αβ)

(y3) de la zone d’interface sont finalement

obtenues par :

L
(αβ)
ij (y3) = C

(ij)
αβ (y3). (4.50)

avec C
(ij)
αβ (y3) étant les composantes de la matrice C

(ij)
(y3) déterminée par l’équation (4.48).
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Finalement, nous remarquons de (4.48) que la détermination des propriétés multiphysiques mésoscopiques

de la zone d’interface nécessite de connaître les valeurs de N
(1j)
,ξ1

et N(1j)
,ξ2

qui correspondent aux solu-

tions du problème local défini par (4.42) et (4.43). De plus, contrairement au cas d’interface ondulée

suivant une seule direction où les expressions de N
(1j)
,ξ1

peuvent être analytiquement et explicitement

déterminées, lorsque l’interface est ondulée suivant deux directions, la résolution du problème local n’est

effectuée que par une méthode numérique. Pour cette raison, nous présenterons dans le chapitre 5, une

approche numérique basée sur la méthode de transformée de Fourier rapide pour résoudre ce problème.

4.3 Homogénéisation des composites stratifiés avec interfaces ondulées

4.3.1 Résultats généraux

Le domaine Ω décrit précédemment dans le paragraphe 4.1 est maintenant considéré comme un com-

posite stratifié constitué de deux couches Ω(1) et Ω(2). L’interface entre ces deux couches, notée par Γ,

est parfaite et ondulée suivant une ou deux directions autour une surface plane parallèle au plan du com-

posite stratifié. Comme nous avons montré dans le paragraphe 4.2, la zone d’interface rugueuse entre

deux couches peut être remplacée par une couche homogénéisée équivalente de la même épaisseur. Les

propriétés multiphysiques effectives de cette couche équivalente sont obtenues par (4.36) et (4.35) pour

le cas d’interface ondulée suivant une seule direction ou par (4.50) et (4.48) pour le cas d’interface on-

dulée suivant deux directions. Plus précisément, à l’échelle mésoscopique, les propriétés des couches du

composite sont décrites par :

L(x) =


L(1), if − (H0 +H1) ≤ x3 ≤ −H0;

L̄(x3), if −H0 < x3 < 0;

L(2), if 0 ≤ x3 ≤ H2,

(4.51)

où H1 et H2 sont respectivement les épaisseurs des couches occupées par la phase 1 et la phase 2 ; H0

désigne l’épaisseur de la couche équivalente située entre les deux phases.

Ensuite, en utilisant la formulation récemment établie par He et Feng (2012) ; Gu et He (2011), nous

pouvons déterminer les propriétés effectives du composite stratifié comme suit

L∗ = ⟨B⟩Ω + ⟨LA⟩Ω ⟨A⟩−1
Ω ⟨AL⟩Ω , M∗ = ⟨A⟩Ω + ⟨MB⟩Ω ⟨B⟩−1

Ω ⟨BM⟩Ω . (4.52)

Dans cette équation, M = L−1 et la moyenne ⟨•⟩Ω est définie par

⟨•⟩Ω =
1

H

(∫ −H0

−(H0+H1)
•(1) dx3 +

∫ 0

−H0

•̄ dx3 +

∫ H2

0
•(2) dx3

)
(4.53)
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avec H = H0 + H1 + H2 ; les matrices A et B sont respectivement les inverses partiels de P⊥LP⊥ et

P∥MP∥ au sens que

A
(
P⊥LP⊥

)
=
(
P⊥LP⊥

)
A = P⊥, B

(
P∥MP∥

)
=
(
P∥MP∥

)
B = P∥, (4.54)

où P⊥ et P∥ sont respectivement les opérateurs de projections orthogonale et tangentielle qui sont définis

par

(P⊥)
(αβ)
ij = δ(αβ)Nij , (P ∥)

(αβ)
ij = δ(αβ)Tij . (4.55)

où δ(αβ) est le symbole de Kronecker et N = I − T = n ⊗ n avec n étant la normale unitaire perpen-

diculaire au plan du composite stratifié.

Gu et He (2011) a également proposé une méthode permettant de déterminer directement les matrices A

et B comme suit :

A
(αβ)
ij = G(αβ)Nij , B = L− LAL, (4.56)

où G = Q−1 et Qαβ = L
(αβ)
ij Nij .

4.3.2 Application à la thermoélectricité

Pour illustrer la méthode d’homogénéisation à deux échelles dans les phénomènes couplés présentée dans

les paragraphes précédents, nous nous intéressons tout d’abord au phénomène thermoélectrique. Nous

considérons un composite stratifié Ω, dont la normale perpendiculaire au plan du composite n = e3,

composé de deux couches. La couche supérieure est constituée de la phase 1 et la couche inférieure est

formée de la phase 2. L’interface entre deux couches est supposée ondulée suivant la direction x1. L’é-

paisseur de la zone d’interface rugueuse est notée par H0 (voir Fig. 4.1).

Pour simplifier les calculs, les deux phases du composite sont supposées isotropes dont les tenseurs

thermoélectriques sont exprimés par :

L
(p)(11)
ij = σpδij , L

(p)(12)
ij = L

(p)(21)
ij = ζpσpδij , L

(p)(22)
ij =

(κp
T

+ ζ2pσp

)
δij . (4.57)

où p = 1, 2 ; σp, ζp et kp sont respectivement la conductivité électrique, la thermoélectricité et la con-

ductivité thermique de la phase p. Dans cette étude, pour simplifier les calculs, nous supposons que le

champ de température varie légèrement autour de la température de référence T0. Avec cette hypothèse,

les composantes L(p)(22)
ij de la matrice des propriétés L(p)(22) sont considérées invariables par rapport à

82



FIGURE 4.1: Composite biphasique avec l’interface très rugueuse à profil en dent de scie

la température T . L’équation (4.57) peut être réécrite sous la forme matrice comme suit :

(Lp)
(11) =


σp 0 0

0 σp 0

0 0 σp

 , (Lp)
(12) = (Lp)

(21) =


ζpσp 0 0

0 ζpσp 0

0 0 ζpσp

 ,

(Lp)
(22) =


kp + ζ2pσp 0 0

0 kp + ζ2pσp 0

0 0 kp + ζ2pσp

 (4.58)

avec kp = κp/T0. Lorsque l’interface est ondulée suivant une seule direction, la moyenne ⟨•⟩ sur une

cellule de base dans (4.27) peut être exprimée par

⟨•⟩ =
(
ξ02 − ξ01

)
•(1) +

(
1− ξ02 + ξ01

)
•(2) . (4.59)

En plus, quand l’interface entre les deux phases est en dent de scie, les termes dans (4.58) peuvent être

calculés par

ξ2 − ξ1 =
y3 +H0

H0
; 1− ξ2 + ξ1 = − y3

H0
. (4.60)
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En substituant (4.58)-(4.58) dans (4.26), on obtient l’expression des composantes non nulles du tenseur

de conductivité thermoélectrique de la couche équivalente :

L
(11)
11 (y3) =

α1f + β1
af2 + bf + c

, L
(11)
22 (y3) = L

(11)
33 (y3) = σ2 − fσ2 + fσ1,

L
(12)
11 (y3) = L

(21)
11 (y3) =

α2f + β2
af2 + bf + c

,

L
(12)
22 (y3) = L

(12)
33 (y3) = L

(21)
22 (y3) = L

(21)
33 (y3) = s2 − fs2 + fs1,

L
(22)
11 (y3) =

α3f + β3
af2 + bf + c

, L
(22)
22 (y3) = L

(22)
33 (y3) = γ2 − fγ2 + fγ1, (4.61)

où

f = − y3
H0

, s1 = ζ1σ1, s2 = ζ2σ2, γ1 = k1 + ζ21σ1, γ2 = k2 + ζ22σ2,

et les coefficients a, b, c, α1, α2, α3, β1, β2 et β3 sont définis par :

a = (s1 − s2)
2 + (σ1 − σ2) (γ2 − γ1) , b = 2σ1γ1 − γ1σ2 − γ2σ1 + 2s1s2 − 2s21,

α1 = σ2σ1γ1 − σ1σ2γ2 + σ1s
2
2 − σ2s

2
1, β1 = σ2s

2
1 − σ2σ1γ1, c = s21 − σ1γ1

α2 = s2σ1γ1 − s1σ2γ2 + s1s
2
2 − s2s

2
1, β2 = s2s

2
1 − s2σ1γ1,

α3 = γ2σ1γ1 − γ1σ2γ2 + γ1s
2
2 − γ2s

2
1, β3 = γ2s

2
1 − γ2σ1γ1. (4.62)

En utilisant (4.52), nous trouvons les composantes non nulles du tenseur de conductivité thermoélectrique

effectif du composite stratifié :

L
∗(11)
11 = ν0

[(
σ2σ1γ1 − σ2s

2
1 − σ1σ2γ2 + σ1s

2
2

)
ξ −

(
4aσ2σ1γ1 − 4aσ2s

2
1 + 2bσ2σ1γ1

−2bσ2s
2
1 − 2bσ1σ2γ2 + 2bσ1s

2
2

)
µ
]
+ ν1σ1 + ν2σ2,

L
∗(11)
22 = ν0

(
1

2
σ2 +

1

2
σ1

)
+ ν1σ1 + ν2σ2,

L
∗(11)
33 =

ν0 [(σ2 − σ1) ξ − (2bσ2 − 2bσ1 + 4aσ2)µ] + Σ

Υ
,

L
∗(12)
11 = ν0

[(
s2σ1γ1 − s2s

2
1 − s1σ2γ2 + s1s

2
2

)
ξ −

(
4as2σ1γ1 − 4as2s

2
1 + 2bs2σ1γ1

−2bs2s
2
1 − 2bs1σ2γ2 + 2bs1s

2
2

)
µ
]
+ ν1s1 + ν2s2,

L
∗(12)
22 = ν0

(
1

2
s1 +

1

2
s2

)
+ ν1s1 + ν2s2,

L
∗(12)
33 =

ν0 [(s2 − s1) ξ − (2bs2 − 2bs1 + 4as2)µ]− S

Υ
,

L
∗(22)
11 = ν0

[(
γ2σ1γ1 − γ2s

2
1 − γ1σ2γ2 + γ1s

2
2

)
ξ −

(
4aγ2σ1γ1 − 4aγ2s

2
1 + 2bγ2σ1γ1

−2bγ2s
2
1 − 2bγ1σ2γ2 + 2bγ1s

2
2

)
µ
]
+ ν1γ1 + ν2γ2,

L
∗(22)
22 = ν0

(
1

2
γ1 +

1

2
γ2

)
+ ν1γ1 + ν2γ2,

L
∗(22)
33 =

ν0 [(γ2 − γ1) ξ − (2bγ2 − 2bγ1 + 4aγ2)µ] + Λ

Υ
,

L
∗(21)
11 = L

∗(12)
11 , L

∗(21)
22 = L

∗(12)
22 , L

∗(21)
33 = L

∗(12)
33 , (4.63)
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où

ν1 =
H1

H1 +H0 +H2
, ν2 =

H2

H1 +H0 +H2
, ν0 =

H0

H1 +H0 +H2
,

ξ =
ln
(
a+b+c

c

)
2a

, Λ =
ν1γ1

σ1γ1 − s21
+

ν2γ2
σ2γ2 − s22

, S =
ν1s1

σ1γ1 − s21
+

ν2s2
σ2γ2 − s22

,

Σ =
ν1σ1

σ1γ1 − s21
+

ν2σ2
σ2γ2 − s22

, µ =
arctan

(
2a+b√
4ac−b2

)
− arctan

(
b√

4ac−b2

)
2a

√
4ac− b2

,

Υ = {ν0 [ξ (γ2 − γ1)− µ (2bγ2 − 2bγ1 + 4aγ2)] + Λ} {ν0 [ξ (σ2 − σ1)− µ (2bσ2 − 2bσ1 + 4aσ2)] + Σ}

− {ν0 [ξ (s1 − s2)− µ (2bs1 − 4as2 − 2bs2)] + S}2 .

Cet exemple a pour objectif d’illustrer numériquement les résultats analytiques obtenus dans la section

ci-dessus pour les conductivités thermoélectriques effectives d’un composite biphasique dont l’interface

entre eux est rugueuse suivant une seule direction. Les propriétés de deux phases isotropes sont choisies

de manière que k1/k2 = 10, ζ1/ζ2 = 7 et σ1/σ2 = 5. Les épaisseurs des couches sont prises avec

H1 = H2 = H et H0 se varie de H à 10H .
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33

L
2(11)
33

FIGURE 4.2: Variation de la composante normalisée L∗11)
ij /L

(2)(11)
ij en fonction de l’épaisseur H0 de la

zone d’interface rugueuse.

Pour étudier l’influence de la zone d’interface rugueuse sur les conductivités thermoélectriques effectives

du composite lorsque l’épaisseur H0 de la zone d’interface rugueuse se varie de H à 10H , nous dessinons

dans les figures(Fig4.2),(Fig4.3) et (Fig4.4) les courbes qui décrivent les variations des propriétés effec-
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FIGURE 4.3: Variation de la composante normalisée L
∗(22)
ij /L

(2)(22)
ij en fonction de l’épaisseur H0 de

la zone d’interface rugueuse.

tives normalisées L
∗(αβ)
ij /L

(2)(αβ)
ij en fonction du rapport des épaisseurs H0/H . En observant ces fig-

ures, nous constatons que, quand la valeur H0 augmente, les valeurs de L∗(11)
33 /L

(2)(11)
33 , L∗(22)

33 /L
(2)(22)
33 ,

L
∗(12)
33 /L

(2)(12)
33 augmentent tandis que les valeurs de L

∗(11)
11 /L

(2)(11)
1 , L∗(22)

11 /L
(2)(22)
11 , L∗(12)

11 /L
(2)(12)
11

diminuent. Suivant la direction 2, le matériau composite est homogène, donc L∗(11)
22 /L

(2)(11)
22 , L∗(22)

22 /L
(2)(22)
22

et L∗(12)
22 /L

(2)(12)
22 restent constantes.

4.3.3 Application à la piézoélectricité

Considérons un composite stratifié biphasique à propriétés piézoélectriques dont l’interface entre ces

deux phases est rugueuse selon une direction. Le profil de rugosité est supposé en peigne (Fig. 4.5). Les

lois constitutives des matériaux piézoélectriques s’écrivent :

σ
(p)
ij = C

(p)
ijklϵ

(p)
kl + E

(p)
kije

(p)
k , d

(p)
i = E

(p)
ikl ϵ

(p)
kl −K

(p)
ij e

(p)
j . (4.64)

Dans cette équation, p = 1, 2 ; σij et ϵkl sont respectivement les composantes des tenseurs de contrainte

et de déformation ; di et ek sont respectivement les composantes des vecteurs du déplacement électrique

et de l’intensité électrique ; C(p)
ijkl, K

(p)
ij et E(p)

kij sont respectivement les modules élastiques, diélectriques

et piézoélectriques de la phase p du composite stratifié en question. Les lois constitutives piézoélectriques

(4.64) peuvent être exprimées par la forme matricielle (4.4) et (4.5) en posant r = 4 et en utilisant les
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la zone d’interface rugueuse.

définitions suivantes :

J
(1)
i = σ1i, J

(2)
i = σ2i, J

(3)
i = σ3i, J

(4)
i = di,

D
(α)
i = wα,i, avec w = (u1, u2, u3, V )T .

Le tenseur piézoélectrique L est donné par

L = L
(αβ)
ij =


Ci1j1 Ci1j2 Ci1j3 Eji1

Ci2j1 Ci2j2 Ci2j3 Eji2

Ci3j1 Ci3j2 Ci3j3 Eji3

Ei1j Ei2j Ei3j −Kij

 . (4.65)

Pour simplifier les calculs, nous considérons le cas où le composite stratifié se compose de deux phases,

la phase 1 est supposé isotrope transverse et la phase 2 est isotrope. Toutes les deux phases sont indi-

viduellement homogènes. Les fractions surfaciques des phases 1 et 2 sont respectivement c1 et c2avec

c1 = c2 =
1
2 .

Dans un premier temps, en utilisant la méthode d’analyse asymptotique, la zone d’interface rugueuse

est homogénéisée. En utilisant la notation de Voigt, nous obtenons les composantes non nulles de la
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FIGURE 4.5: Composite biphasique avec l’interface très rugueuse à profil en peigne.

couche comme suit :

C11 =
2C

(1)
11 C

(2)
11

C
(1)
11 + C

(2)
11

,

C22 =
1

2

C(2)
11 + C

(1)
22 −

(
C

(1)
12 − C

(2)
12

)2
C

(1)
11 + C

(2)
11

 ,

C33 =
1

2

C(2)
11 + C

(1)
33 −

(
C

(1)
13 − C

(2)
12

)2
C

(1)
11 + C

(2)
11

 ,

C12 =
C

(1)
12 C

(2)
11 + C

(2)
12 C

(1)
11

C
(1)
11 + C

(2)
11

,

C13 =
C

(1)
13 C

(2)
11 + C

(2)
12 C

(1)
11

C
(1)
11 + C

(2)
11

,

C23 =
1

2

C(1)
13 + C

(2)
12 +

C
(2)
12

(
C

(1)
12 − C

(2)
12

)
C

(2)
11

+
C

(1)
13

(
C

(1)
12 − C

(2)
12

)
C

(1)
11

 ,
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C44 =
1

2

(
C

(1)
44 + C

(2)
66

)
,

C55 =

2

[
K

(1)
11 C

(1)
44 +

(
E

(1)
15

)2
+ C

(1)
44 K

(2)
11

]
C

(2)
66

K
(1)
11 C

(1)
44 + C

(1)
44 K

(2)
11 +K

(1)
11 C

(2)
66 +

(
E

(1)
15

)2
+ C

(2)
66 K

(2)
11

,

C66 =
2C

(1)
66 C

(2)
66

C
(1)
66 + C

(2)
66

,

C21 = C12, C31 = C13, C32 = C23,

K11 =

2

[
K

(1)
11 C

(1)
44 +

(
E

(1)
15

)2
+ C

(2)
66 K

(1)
11

]
K

(2)
11

K
(1)
11 C

(1)
44 + C

(1)
44 K

(2)
11 +K

(1)
11 C

(2)
66 +

(
E

(1)
15

)2
+ C

(2)
66 K

(2)
11

,

K22 =
1

2

(
K

(1)
11 +K

(2)
11

)
,

K33 =
1

2

K(1)
33 +K

(2)
11 +

(
E

(1)
31

)2
C

(1)
11 + C

(2)
11

 ,

E31 =
E

(1)
31 C

(2)
11

C
(1)
11 + C

(2)
11

,

E32 =
1

2

(
C

(1)
11 C

(2)
11 + C

(1)
12 C

(2)
11 + C

(2)
12 K

(1)
11

)
E

(1)
31

C
(1)
11 C

(2)
11

,

E33 =
1

2

E(1)
33 −

(
C

(1)
13 − C

(2)
12

)
E

(1)
31

C
(1)
11 + C

(2)
11

 ,

E15 =
2E

(1)
15 K

(2)
11 C

(2)
66

K
(1)
11 C

(1)
44 + C

(1)
44 K

(2)
11 +K

(1)
11 C

(2)
66 +

(
E

(1)
15

)2
+ C

(2)
66 K

(2)
11

. (4.66)

En deuxième temps, nous effectuons l’homogénéisation du composite stratifié à trois couches. Les for-

mules analytiques des composantes du tenseur de piézoélectricité du composite en question est très

grande. Donc on choisit les matériaux concrets pour illustrer les résultats analytiques, le domaine Ω(1) est

occupé par PZT-7A qui est isotrope transverse, et le domaine Ω(2) constituant LaRC-Si qui est isotrope.

La valeur des composantes du tenseur de piézoélectricité des matériaux du composite sont données par
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Propriété PZT-7A LaRC-SI

C11(GPa) 148.0 8.1

C12(GPa) 76.2 5.4

C13(GPa) 74.2 5.4

C22(GPa) 148 8.1

C23(GPa) 74.2 5.4

C33(GPa) 131.0 8.1

C44(GPa) 25.4 1.35

C55(GPa) 25.4 1.35

C66(GPa) 35.9 1.35

K1/K0 460 2.8

K2/K0 460 2.8

K3/K0 235 2.8

E15(C/m2) 9.2 0

E31(C/m2) -2.1 0

E32(C/m2) -2.1 0

E33(C/m2) 9.5 0

Pour étudier l’influence de la rugosité de l’interface entre les deux phases sur le composite, on considère

le cas où les épaisseurs H1, H2 des couches inférieures et supérieures sont constants et égaux à 1m,

par contre l’épaisseur de la couche intermédiaire (phase équivalente de la zone d’interface rugueuse) se

varie de 1m à 10m. La variation des composantes du tenseur de piézoélectricité effectif du composite

en question L∗ est en fonction de l’épaisseur H0 est tracée dans les figures Fig4.6, Fig4.7 et Fig4.8 En

étudiant les figures (Fig4.6), (Fig4.7) et (Fig4.8) on constate qu’avec l’augmentation de l’épaisseur H0 de

la zone d’interface, pour la partie d’élasticité les composantes C∗
22, C

∗
33, C

∗
44, C

∗
23 augmentent, cependant

les compsantes C∗
11, C

∗
66 diminuent, et en même temps C∗

12, C
∗
13, C

∗
55 ne varient pas beaucoup. Dans

la partie de conductivité électrique la composante K∗
22 reste constante, K∗

11 diminue, K∗
33 croit avec

l’augmentation de H0. Dans la partie couplée des phénomènes les composantes E∗
31, E

∗
32 légèrement

augmentent, la composante E∗
15 diminue et E∗

33 augmente si H0 se croit.

A cause des grosses formules analytiques des propriétés effectives du composite multicouche à pro-

priétés piézoélectriques dont l’interface entre deux domaines est en dent de scie. Le composite est décrit

comme dans la figure (Fig 4.1), avec la couche supérieure se compose du PZT-7A à l’épaisseur H1, la

couche inférieure se constitue du LaRC-Si à l’épaisseur H2, et la couche intermédiaire est la zone d’in-

terface rugueuse où le profil de l’interface est en dent de scie. La valeur des composantes des matériaux

constitués du composite est décrite à la subsection (4.5.1). En respectant le procédure de calcul analy-

tique comme dans la section (4.1) pour obtenir la formule des composantes du tenseur des propriétés
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FIGURE 4.6: Variation des composantes effectives C∗
ij en fonction de l’épaisseur H0 de la zone d’in-

terface rugueuse.

piézoélectriques équivalente de la zone d’interface et puis les formules du tenseur des propriétés pié-

zoélectriques effectif du composite en question sont obtenues en appliquant les calcul comme dans la

section (4.3). L’étude de l’influence de la zone d’interface sur les propriétés du composite est effectuée

en variant l’épaisseur H0 de la couche intermédiaire de 1m à 10m et les épaisseurs des couches inférieure

et supérieure sont constantes et égales à 1m. La variation des composantes du tenseur des propriétés ef-

fectives L∗ du composite considéré en fonction de l’épaisseur H0 est présentée par les figures (Fig4.9),

(Fig4.10), (Fig4.11),
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FIGURE 4.7: Variation des composantes effectives K∗
ij en fonction de l’épaisseur H0 de la zone d’in-

terface rugueuse.
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FIGURE 4.8: Variation des composantes effectives E∗
ij en fonction de l’épaisseur H0 de la zone d’in-

terface rugueuse.
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FIGURE 4.9: Variation des composantes effectives C∗
ij en fonction de l’épaisseur H0 de la zone d’in-

terface rugueuse.
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FIGURE 4.10: Variation des composantes effectives K∗
ij en fonction de l’épaisseur H0 de la zone d’in-

terface rugueuse.
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terface rugueuse.
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Chapitre 5

Homogénéisation des zones d’interface

ondulée suivant deux directions par la

transformée de Fourier rapide

Nous revenons au problème qui a été décrit à la section 4.1. Cependant, le problème que nous allons

traiter dans ce chapitre est considéré comme un cas particulier dont quelques particularités peuvent être

citées comme suit :

(i) Le matériau composite Ω étudié dans cette section est un composite stratifié et l’interface entre les

deux phases est considérée ondulée suivant deux directions et autour un surface plane. Cela signifie que

les coordonnées curvilignes utilisées pour décrire l’interface deviennent les coordonnées cartésiennes

usuelles.

(ii) Les phénomènes couplés étudiés dans cette section sont la thermoélectricité avec le couplage entre

l’électricité et la thermique (r = 2) et la piézoélectricité avec le couplage entre l’élasticité et l’électricité

(r = 4).

(iii) Dans cette section, l’interface rugueuse entre les deux phases est supposée en dent à la forme des

cônes.

Comme nous avons démontré dans le chapitre 4 que la détermination des propriétés mésoscopiques de

la zone d’interface ondulée a besoin de la résolution d’un problème local défini par (4.42) et (4.43). Pour

résoudre ce problème, il nécessite d’utiliser une méthode numérique. Dans cette section, nous proposons

une méthode numérique basée sur la transformée de Fourier rapide pour atteindre cet objectif.
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5.1 Homogénéisation des zones d’interface thermoélectrique ondulée suiv-

ant deux directions

5.1.1 Loi constitutive locale

Le phénomène thermoélectrique a été découvert au cours du XIXe siècle grâce aux travaux de Seebeck,

Peltier et Lord Kelvin. Un matériau est dit thermoélectrique lorsqu’il capable de transformer directement

la chaleur en électricité, ou de déplacer des calories par l’application d’un courant électrique. Les appli-

cations des matériaux thermoélectriques comportent les deux volets : (micro)-refroidissement ou produc-

tion d’électricité à partir de sources de chaleur perdue. Un grand nombre des matériaux thermoélectriques

ont été découverts au cours des décennies 1950 et 1960, par exemple, le tellurure de bismuth (Bi2Te3)

utilisé dans les modules Peltier commerciaux, ou des alliages silicium-germanium (SiGe) utilisés pour

l’alimentation des sondes spatiales dans les générateurs thermoélectriques à radioisotope.

Considérons un matériau thermoélectrique et homogène. Les vecteurs du courant électrique J et du

courant d’entropie q/T sont reliés au potentiel électrique V et à la température T par la loi constitutive

présentée dans Straley (1981) : J

q/T

 =

 σ sσ

sσ K/T + s2σ

−∇V

−∇T

 , (5.1)

où σ, s, et K sont respectivement les tenseurs de conductivité électrique, de thermoélectricité et de

conductivité thermique. Dans cette relation, nous faisons une hypothèse que la variation de la température

est très petite autour la température T0 à l’état d’équilibre et pouvons considérer que K/T + s2σ est

invariant (voir Yang, 2013). Pour simplifier, nous définissons

w =

 w1

w2

 =

 −V

−T

 ,D =

 D(1)

D(2)

 =

 ∇w1

∇w2

 , J =

 J(1)

J(2)

 =

 J

q/T

 , (5.2)

J(α) = L(αβ)D(β), (5.3)

où α, β = 1, 2 et L(αβ) sont des tenseurs définis par

(L)
(11)
ij = (σ)ij , (L)

(12)
ij = (L)

(21)
ij = (sσ)ij ,

(L)
(22)
ij =

(
1

T
K+ s2σ

)
ij

. (5.4)

Les équations de conservation peuvent s’écrire

div
[
L(αβ)∇w(β)

]
= 0. (5.5)

5.1.2 Homogénéisation numérique de la zone d’interface thermoélectrique rugueuse

Nous rappelons que Ω est soumis à un champ d’intensité uniforme à la frontière ∂Ω

w (x) = D0 · x, x ∈ ∂Ω. (5.6)
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Puisque la rugosité est périodique et à la même période ϵ le long de Ox1 et Ox2 et l’interface rugueuse

est en dent à la forme des cônes, donc le problème à résoudre se réduit au problème dans lequel des fibres

cylindriques sont distribués périodiquement dans une matrice suivant deux directions x1 et x2 (voir Fig.

5.1).

En introduisant un milieu de référence caractérisé par L0, l’équation de conservation (5.5) devient

FIGURE 5.1: Intersection entre la zone d’interface rugueuse et le plan x3.

∇ · J(α) (x) = ∇ ·
[(

L0(αβ)
+∆L(αβ)

)
D(β) (x)

]
= 0, (5.7)

où ∆L(αβ) (x) = L(αβ) (x)−L0(αβ)
. Nous décomposons le champ d’intensité D(β) (x) en deux parties,

la partie uniforme D0 et la partie de perturbation périodique D∗(β) (x), tel que D(β) (x) = D(β) +

D∗(β) (x). Le champ potentiel associé au champ d’intensité périodique D∗(β) (x) est noté par w∗(β) (x).

Alors l’équation (5.7) peut être réécrite sous la forme équivalente

∇ ·
[
L0(αβ)∇w∗(β) (x)

]
+∇ · τ (α) (x) = 0, (5.8)

où le champ de polarisation τ (α) (x) est défini par

τ (α) (x) = ∆L(αβ) (x)D(β) (x) = ∆L(αβ) (x)
(
D(β) (x) +D∗(β) (x)

)
. (5.9)

Précisément

τ (1) = ∆L(11)D(1) (x) + ∆L(12)D(2) (x) = τ (a) + τ (b),

τ (2) = ∆L(21)D(1) (x) + ∆L(22)D(2) (x) = τ (c) + τ (d)

avec

τ (a) = ∆L(11)D(1) (x) , τ (b) = ∆L(12)D(2) (x) ,

τ (c) = ∆L(21)D(1) (x) , τ (d) = ∆L(22)D(2) (x) .
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On peut réécrire l’équation (5.8) sous la forme équivalente

∇ ·
[
L0(11)D∗(1) (x)

]
+∇ ·

[
L0(12)D∗(2) (x)

]
+∇ · τ (a) (x) +∇ · τ (b) (x) = 0, (5.10)

∇ ·
[
L0(21)D∗(1) (x)

]
+∇ ·

[
L0(22)D∗(2) (x)

]
+∇ · τ (c) (x) +∇ · τ (d) (x) = 0. (5.11)

La résolution des équations (5.10) et (5.11) est effectuée dans l’espace Fourier. Par la transformée de

Fourier des champs de potentiel, d’intensité et de polarisation, on obtient

w∗(β) (x) =

Nk∑
ξ

ŵ∗(β) (ξ) eiξ.x, τ (α) (x) =

Nk∑
ξ

τ̂ (α) (ξ) eiξ.x, D(β) (x) =

Nk∑
ξ

D̂(β) (ξ) eiξ.x,(5.12)

où i =
√
−1, et ŵ∗(β) (ξ), D̂(β) (ξ) et τ (α) (ξ) sont les transformées de Fourier discrétisées de w∗(β) (x),

D(β) (x) et τ (α) (x) respectivement, ξ est vecteur d’onde arrangé selon un réseau de discrétisation au

période 2π/λm selon la direction m, Nk est le nombre des vecteurs d’onde discrétisés.

La transformée Fourier des équations (5.10) et (5.11) sont

Nk∑
ξ=1

{
−ξL0(11)ξû∗

(1) − ξL0(12)ξû∗
(2)

+ iξτ̂ (a) (ξ) + iξτ̂ (b) (ξ)
}
eiξx = 0, (5.13)

Nk∑
ξ=1

{
−ξL0(21)ξû∗

(1) − ξL0(22)ξû∗
(2)

+ iξτ̂ (c) (ξ) + iξτ̂ (d) (ξ)
}
eiξx = 0. (5.14)

Les équations (5.13) et (5.14) peuvent se déduire à

Nk∑
ξ=1

{
−ξL0(11)ξû∗

(1) − ξL0(12)ξû∗
(2)

+ iξτ̂ (a) (ξ) + iξτ̂ (b) (ξ)
}
= 0, (5.15)

Nk∑
ξ=1

{
−ξL0(21)ξû∗

(1) − ξL0(22)ξû∗
(2)

+ iξτ̂ (c) (ξ) + iξτ̂ (d) (ξ)
}
= 0. (5.16)

Les deux équations ci-dessus nous permettent d’expliciter les valeurs de ŵ∗(1) (ξ) et ŵ∗(2) (ξ) en fonction

des termes de polarisation

ŵ∗(1) (ξ) =

[
iξτ̂ (c) + iξτ̂ (d)

] (
ξL0(12)ξ

)
−
[
iξτ̂ (a) + iξτ̂ (b)

] (
ξL0(22)ξ

)
(
ξL0(21)ξ

) (
ξL0(12)ξ

)
−
(
ξL0(11)ξ

) (
ξL0(22)ξ

) , (5.17)

ŵ∗(2) (ξ) =

[
iξτ̂ (c) + iξτ̂ (d)

] (
ξL0(11)ξ

)
−
[
iξτ̂ (a) + iξτ̂ (b)

] (
ξL0(21)ξ

)
(
ξL0(22)ξ

) (
ξL0(11)ξ

)
−
(
ξL0(12)ξ

) (
ξL0(21)ξ

) . (5.18)

Les champs de flux D̂ (ξ) dans l’espace Fourier sont alors déterminés par

D̂(1) (ξ) = D̂(1) (ξ) + D̂∗(1) (ξ) = D̂(1) (ξ) + ∇̂.w∗(1) (ξ) = D̂(1) (ξ) + iξû∗
(1)

(ξ)

= D̂(1) (ξ) + Γ̂(11) (ξ)
[
τ̂ (a) + τ̂ (b)

]
+ Γ̂(12) (ξ)

[
τ̂ (c) + τ̂ (d)

]
, (5.19)

D̂(2) (ξ) = D̂(2) (ξ) + D̂∗(2) (ξ) = D̂(2) (ξ) + ∇̂.w∗(2) (ξ) = D̂(2) (ξ) + iξû∗
(2)

(ξ)

= D̂(2) (ξ) + Γ̂(21) (ξ)
[
τ̂ (a) + τ̂ (b)

]
+ Γ̂(22) (ξ)

[
τ̂ (c) + τ̂ (d)

]
, (5.20)
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où les tenseurs Γ̂(αβ) sont les transformées de Fourier des opérateurs de Green. En tenant compte de

la relation D̂∗(β) (ξ) = ∇.ŵ∗(β) (ξ) et en comparant les équations de (5.17) à (5.20), on obtient les

composantes des tenseurs Γ̂(αβ)

Γ̂(11) =

(
ξL0(22)ξ

)
ξ ⊗ ξ(

ξL0(21)ξ
) (

ξL0(12)ξ
)
−
(
ξL0(11)ξ

) (
ξL0(22)ξ

) , (5.21)

Γ̂(12) =
−
(
ξL0(12)ξ

)
ξ ⊗ ξ(

ξL0(21)ξ
) (

ξL0(12)ξ
)
−
(
ξL0(11)ξ

) (
ξL0(22)ξ

) , (5.22)

Γ̂(21) =
−
(
ξL0(21)ξ

)
ξ ⊗ ξ(

ξL0(12)ξ
) (

ξL0(21)ξ
)
−
(
ξL0(22)ξ

) (
ξL0(11)ξ

) , (5.23)

Γ̂(22) =

(
ξL0(11)ξ

)
ξ ⊗ ξ(

ξL0(12)ξ
) (

ξL0(21)ξ
)
−
(
ξL0(22)ξ

) (
ξL0(11)ξ

) . (5.24)

Les vecteurs de polarisations sont déterminés par

τ̂ (a) =
[
LM(11) − L0(11)

]
D̂(1) (ξ) +

[
LI(11) − LM(11)

] [
χ̂ ∗ D̂(1)

]
(ξ) , (5.25)

τ̂ (b) =
[
LM(12) − L0(12)

]
D̂(2) (ξ) +

[
LI(12) − LM(12)

] [
χ̂ ∗ D̂(2)

]
(ξ) , (5.26)

τ̂ (c) =
[
LM(21) − L0(21)

]
D̂(1) (ξ) +

[
LI(21) − LM(21)

] [
χ̂ ∗ D̂(1)

]
(ξ) , (5.27)

τ̂ (d) =
[
LM(22) − L0(22)

]
D̂(2) (ξ) +

[
LI(22) − LM(22)

] [
χ̂ ∗ D̂(2)

]
(ξ) . (5.28)

Dans cette expression, χ̂ (ξ − ξ′) est la transformée de Fourier de la fonction caractéristique des inclu-

sions χ (x) qui est définie par χ (x) = 1 si x appartient à la phase i, sinon χ (x) = 0. Dans l’espace

Fourier , on a

χ̂
(
ξ − ξ′

)
=

e−i(ξ−ξ′).x

| Ω |

∫
Ω(i)

e−i(ξ−ξ′).x̃dx̃. (5.29)

Le tenseur de conductivité thermoélectrique local L(αβ) (x) peut s’écrit

L(αβ) (x) = LM(αβ) (x) +
(
LI(αβ) − LM(αβ)

)
χ (x) . (5.30)

Les champs de flux J(α) (x) sont donnés par

J(α) (x) = LM(αβ)D(β) (x) +
(
LI(αβ) − LM(αβ)

)
χ (x)D(β) (x) . (5.31)

Dans l’espace de la transformée de Fourier, les champs de flux sont calculés par

Ĵ(α) (ξ) = LM(αβ)D̂(β) (ξ) +
(
LI(αβ) − LM(αβ)

) [
χ̂ ∗ D̂(β)

]
(ξ) . (5.32)

Le signe ∗ désigne le produit de convolution dans l’espace de Fourier. Plus précisément,

[
χ̂ ∗ D̂(β)

]
(ξ) =

Nk∑
ξ′=1

χ̂
(
ξ − ξ′

)
ei(ξ−ξ′)xf̂

(β)
j

(
ξ′
)
eiξ

′x. (5.33)
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Les champs locaux D̂(β) (ξ) sont déterminés par les calculs itératifs à partir des équations (5.19)-(5.28).

Le détail des calculs est décrit par :

• Initialisation

(a) D̂1(1) (ξ) = D̂0(1) (ξ) ,

D̂1(2) (ξ) = D̂0(2) (ξ) ,

(b) Ĵ1(1) (ξ) = LM(11)
D̂1(1) (ξ) +

[
LI(11) − LM(11)

] [
χ̂ ∗ D̂1(1)

]
(ξ)

+ LM(12)
D̂1(2) (ξ) +

[
LI(12) − LM(12)

] [
χ̂ ∗ D̂1(2)

]
(ξ) ,

Ĵ1(2) (ξ) = LM(21)
D̂1(1) (ξ) +

[
LI(21) − LM(21)

] [
χ̂ ∗ D̂1(1)

]
(ξ)

+ LM(22)
D̂1(2) (ξ) +

[
LI(22) − LM(22)

] [
χ̂ ∗ D̂1(2)

]
(ξ) .

• Itération i + 1

Supposons que D̂i(1) (ξ), D̂i(2) (ξ), Ĵi(1) (ξ), Ĵi(2) (ξ) sont connus, on effectue les calculs

D̂i+1(1) (ξ) = D̂i(1) (ξ)

+Γ̂(11) (ξ)
{[

LM(11) − L0(11)
]
D̂i(1) (ξ) +

[
LI(11) − LM(11)

] [
χ̂ ∗ D̂i(1)

]
(ξ)
}

+Γ̂(11) (ξ)
{[

LM(12) − L0(12)
]
D̂i(2) (ξ) +

[
LI(12) − LM(12)

] [
χ̂ ∗ D̂i(2)

]
(ξ)
}

+Γ̂(12) (ξ)
{[

LM(21) − L0(21)
]
D̂i(1) (ξ) +

[
LI(21) − LM(21)

] [
χ̂ ∗ D̂i(1)

]
(ξ)
}

+Γ̂(12) (ξ)
{[

LM(22) − L0(21)
]
D̂i(2) (ξ) +

[
LI(22) − LM(22)

] [
χ̂ ∗ D̂i(2)

]
(ξ)
}

D̂i+1(2) (ξ) = D̂i(2) (ξ)

+Γ̂(21) (ξ)
{[

LM(11) − L0(11)
]
D̂i(1) (ξ) +

[
LI(11) − LM(11)

] [
χ̂ ∗ D̂i(1)

]
(ξ)
}

+Γ̂(21) (ξ)
{[

LM(12) − L0(12)
]
D̂i(2) (ξ) +

[
LI(12) − LM(12)

] [
χ̂ ∗ D̂i(2)

]
(ξ)
}

+Γ̂(22) (ξ)
{[

LM(21) − L0(21)
]
D̂i(1) (ξ) +

[
LI(21) − LM(21)

] [
χ̂ ∗ D̂i(1)

]
(ξ)
}

+Γ̂(22) (ξ)
{[

LM(22) − L0(21)
]
D̂i(2) (ξ) +

[
LI(22) − LM(22)

] [
χ̂ ∗ D̂i(2)

]
(ξ)
}

Ĵi+1(1) = LM(11)D̂i+1(1) (ξ) +
[
LI(11) − LM(11)

] [
χ̂ ∗ D̂i+1(1)

]
(ξ)

+LM(12)D̂i+1(2) (ξ) +
[
LI(12) − LM(12)

] [
χ̂ ∗ D̂i+1(2)

]
(ξ)

Ĵi+1(2) = LM(21)D̂i+1(1) (ξ) +
[
LI(21) − LM(21)

] [
χ̂ ∗ D̂i+1(1)

]
(ξ)

+LM(22)D̂i+1(2) (ξ) +
[
LI(22) − LM(22)

] [
χ̂ ∗ D̂i+1(2)

]
(ξ)

Le calcul itératif s’arrête lorsque

|| Ĵi+1(α)
(ξ)− Ĵi(α)

(ξ) ||
|| Ĵi+1(α)

(ξ) ||
< γ, (5.34)

avec γ est une valeur suffisamment petite choisie.
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Le champ du flux J
(α)
i mésoscopique peut être déterminé à l’aide de la transformée de Fourier du champ

du flux local. En fin, les champs J(α) à l’échelle mésoscopique sont calculés par⟨
J(1)

⟩
= L

(11)
D0(1) + L

(12)
D0(2) = Ĵ(1) (0) ,⟨

J(2)
⟩

= L
(21)

D0(1) + L
(22)

D0(2) = Ĵ(2) (0) . (5.35)

En prenant alternativement D0(1)
i = 1 ou D0(2)

i = 1, l’équation (5.35) nous permet d’identifier les com-

posantes des tenseurs L(11), L(12), L(21) et L(22).

5.1.3 Examples numériques

Dans un premier temps, on effectue l’homogénéisation à l’échelle mésoscopique dans chaque plan en

utilisant la méthode de la transformée de Fourier rapide (TFR). Pour illustrer les résultats obtenus par

la méthode TFR on, considère un composite constituant deux matériaux thermoélectriques qui sont in-

dividuellement isotropes et homogènes, l’interface entre ces deux phases est supposée en dent à forme

des cônes distribuées périodiquement. Les tenseurs de conductivité électrique donnés par σ1 = σ1I,

σ2 = σ2I avec σ1 = 7σ2. Les tenseurs de conductivité thermique sont pris K1 = k1I,K2 = k2I avec

k1 = 10k2. Les tenseurs de thermoélectricité sont choisis s1 = s1I et s2 = s2I avec s1 = 5s2. La tem-

pérature de référence T0 est égale à 1. En effectuant la procédure du calcul itératif comme avoir présenté

ci-dessus, on obtient les courbes qui font apparaître la variation des composantes non nulles du tenseur

de conductivité thermoélectrique effective de la zone d’interface en fonction de la fraction surfacique de

la phase 1.
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de la zone d’interface en fonction de la fraction

surfacique de la phase 1

En observant les figures (5.2), (5.3) et (5.4), on constate que dans la zone d’interface rugueuse, lorsque la

fraction surfacique de la phase 1 augmente, les valeurs des composante L(11)
33 , L(12)

33 , et L(22)
33 augmentent,

tandis que les valeurs des composantes L(11)
11 = L

(11)
22 , L(12)

11 = L
(12)
22 , et L(22)

11 = L
(22)
22 sont faiblement

variées.

Dans un deuxième temps, on effectue l’homogénéisation à l’échelle macroscopique pour étudier l’in-

fluence de la zone d’interface rugueuse sur les propriétés effectives du composite. La description du
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composite étudié est présentée comme dans la figure 3.1 au chapitre 3 avec H1, H2 et H0 étant respec-

tivement les épaisseurs de la phase 1, 2 et de la zone d’interface rugueuse. La période de rugosité ϵ = 1

est suivant les deux directions x1 et x2. Dans cet exemple, on choisit H1 = H2 = H et H0 se varie de

H à 10H .
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Les propriétés effectives normalisées (L∗(αβ))ij/(L2)
(αβ)
ij sont tracés en fonction de H0 dans les figures

(5.5), (5.6) et (5.7). Ces diagrammes montrent que les courbes des composantes (L∗(αβ))11 coïncident

avec celles des composantes (L∗)
(αβ)
22 avec αβ = 11, 12, 21, 22 due à l’isotropie des phases constituants
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du composite et à la même période de rugosité dans les deux directions. On constate également que

les valeurs des (L∗)
(αβ)
11 diminuent lorsque H0 augmente. Contrairement, les valeurs des composantes

(L∗)
(αβ)
33 se croissent avec l’augmentation de H0.

5.2 Homogénéisation des zones d’interface piézoélectrique ondulée suiv-

ant deux directions

5.2.1 Loi constitutive locale

Considérer un matériau composite constitué deux phases individuellement homogènes et l’interface entre

eux est supposée parfaite. Les équations constitutives des matériaux piézoélectriques sont données (voir

Odegard, 2004)

σ
(i)
ij = C

(i)
ijklϵ

(i)
kl +H

(i)
ijke

(i)
k , d

(i)
i = L

(i)
iklϵ

(i)
kl +K

(i)
ik e

(i)
k (5.36)

où σ
(i)
ij , ϵ(i)ij , e(i)i , d(i)i sont respectivement le tenseur de contrainte, le tenseur de déformation, le vecteur du

champ électrique et le vecteur de déplacement électrique de la phase (i) avec i = 1,2. Les composantes

C
(i)
ijkl, H

(i)
ijk = −L

(i)
kij , et Kij sont respectivement le tenseur d’élasticité du quatrième ordre le tenseur

de piézoélectricité du troisième ordre, et le tenseur de permittivité du second ordre de la phase (i). Le

tenseur de contrainte doit vérifier l’équation d’équilibre

∇ · σ(i) (x) = 0, (5.37)

dans le cas d’absence de force volumique. Le tenseur de déformation ε(i) (x) à partir du vecteur de

déplacement u(i) (x) comme suit

ϵ(i) (x) =
1

2

[
∇u(i) (x) +

(
∇u(i) (x)

)T]
. (5.38)
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Le champ électrique e(i) (x) est lié au potentiel électrique ϕ(i) (x) par

e(i) (x) = −∇ϕ(i) (x) . (5.39)

Le déplacement électrique d(i) (x) doit vérifier l’équation de Maxwell

∇ · d(i) (x) = 0, (5.40)

en absence de charge électrique.

Noter que les tenseurs de rigidité élastique, de piézoélectricité et de permittivité ont les symétries suiv-

antes :

C
(i)
ijkl = C

(i)
jikl = C

(i)
klij , L

(i)
ijk = L

(i)
ikj , H

(i)
ijk = H

(i)
jik, K

(i)
ij = K

(i)
ji . (5.41)

5.2.2 Homogénéisation numérique de la zone d’interface rugueuse

Premièrement, les champs ϵ (x) et e (x) sont décomposés en deux parties telles que ϵ (x) = E0+ϵ∗ (x)

et e (x) = e0 + e∗ (x). Les premières parties E0 et e0 représentent les valeurs moyennes correspondant

aux grandeurs macroscopiques tandis que les deuxièmes parties ϵ∗ (x) et e∗ (x) sont les fluctuations

périodiques autour des valeurs moyennes correspondantes.

En introduisant un milieu de référence avec tenseurs d’élasticité C(0), de piézoélectricité H(0) = −L(0)T

et de permittivité K(0), on peut réécrire les équations d’équilibre (5.37) et de Maxwell (5.40) sous les

formes équivalentes

∇.
(
C(0)ϵ∗ (x)

)
+∇.

(
H(0)e∗ (x)

)
+∇.

(
τ (3) (x)

)
+∇.

(
τ (4) (x)

)
= 0, (5.42)

∇.
(
L(0)ϵ∗ (x)

)
+∇.

(
K(0)e∗ (x)

)
+∇.

(
τ (1) (x)

)
+∇.

(
τ (2) (x)

)
= 0, (5.43)

où les champs de polarisation τ (1) (x) , τ (2) (x), et τ (3) (x) , τ (4) (x) sont définis par

τ (1) (x) = ∆L (x) ϵ (x) , τ (2) (x) = ∆K (x) e (x) , (5.44)

τ (3) (x) = ∆C (x) ϵ (x) , τ (4) (x) = ∆H (x) e (x) , (5.45)

avec

∆C (x) = C (x)− C(0), ∆H (x) = H (x)−H(0),

∆L (x) = L (x)− L(0), ∆K (x) = K (x)−K(0). (5.46)

Le champ de déformation solution ϵ∗ (x) et le champ électrique solution e∗ (x) sont liés linéairement

aux tenseurs et vecteurs τ (1) (x) , τ (2) (x) , τ (3) (x) et τ (4) (x) par

ϵ∗ij (x) = Γ
(3)
ijk

(
τ
(1)
k + τ

(2)
k

)
+ Γ

(4)
ijkl

(
τ
(3)
kl + τ

(4)
kl

)
,

e∗i (x) = Γ
(1)
ij

(
τ
(1)
j + τ

(2)
j

)
+ Γ

(2)
ijk

(
τ
(3)
jk + τ

(4)
jk

)
. (5.47)
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La résolution des équations (5.42) et (5.43) est effectuée dans l’espace de Fourier. Par la transformée de

Fourier des champs de déplacement, de potentiel électrique, de déformation et de polarisation, on obtient

ϕ∗ (x) =
∑
ξ

ϕ̂∗ (ξ) eiξ.x, u∗ (x) =
∑
ξ

û∗ (ξ) eiξ.x,

ϵ∗ (x) =
∑
ξ

iξû∗ (ξ) eiξ.x, e∗ (x) = −
∑
ξ

iξϕ̂∗ (ξ) eiξ.x,

τ (1) (x) =
∑
ξ

τ̂ (1) (ξ) eiξ.x, τ (2) (x) =
∑
ξ

τ̂ (2) (ξ) eiξ.x,

τ (3) (x) =
∑
ξ

τ̂ (3) (ξ) eiξ.x, τ (4) (x) =
∑
ξ

τ̂ (4) (ξ) eiξ.x. (5.48)

Les équations (5.42) et (5.43) peut se réécrire dans l’espace Fourier par

−ξlC
(0)
ijklξj û

∗
k + ξkH

(0)
ijkξjϕ̂

∗ + iξj

(
τ̂
(3)
ij + τ̂

(4)
ij

)
= 0, (5.49)

−ξiL
(0)
ijkξj û

∗
k + ξiK

(0)
ij ξjϕ̂

∗ + iξi

(
τ̂
(1)
i + τ̂

(2)
i

)
= 0, (5.50)

En posant, cik (ξ) = ξlC
(0)
ijklξj , hi (ξ) = ξkH

(0)
ijkξj , li (ξ) = ξjL

(0)
ijkξk, k (ξ) = ξiK

(0)
ij ξj , les équations

(5.49) et (5.50) deviennent

−cikû
∗
k + hiϕ̂

∗ + iξj

(
τ̂
(3)
ij + τ̂

(4)
ij

)
= 0, (5.51)

−lkû
∗
k + kϕ̂∗ + iξi

(
τ̂
(1)
i + τ̂

(2)
i

)
= 0. (5.52)

Les équations (5.51) et (5.52) nous permettent d’exprimer les valeurs ϕ̂∗ (ξ) et û∗ (ξ) en fonction des

termes de polarisation comme suit

û∗k =
i

k
ξjBik

[
hi

(
τ̂
(1)
j + τ̂

(2)
j

)
− k

(
τ̂
(3)
ij + τ̂

(4)
ij

)]
, (5.53)

ϕ̂∗ = − i

k
ξkBijlj

(
τ̂
(3)
ik + τ̂

(4)
ik

)
− i

k
ξl

[
1− 1

k
Bijljhi

](
τ̂
(1)
l + τ̂

(2)
l

)
. (5.54)

où Bik est le tenseur inverse du tenseur
(
lk
k hi − cik

)
. A partir des équations (5.38) et (5.39) et en utilisant

(5.53) et (5.54), on obtient

ϵ̂∗kl =
1

2
[iξkû

∗
l (ξ) + iξlû

∗
k (ξ)]

= − 1

2k
[Bikξjξlhi +Bilξjξkhi]

(
τ̂
(1)
j + τ̂

(2)
j

)
+

1

2
[Bikξjξl +Bilξjξk]

(
τ̂
(3)
ij + τ̂

(4)
ij

)
(5.55)

ê∗n = −iξnϕ̂
∗,

=
ξlξn
k

(
1

k
Bijljhi − 1

)(
τ̂
(1)
l + τ̂

(2)
l

)
− ξkξnBij

k
lj

(
τ̂
(3)
ik + τ̂

(4)
ik

)
. (5.56)
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En comparant les équations (5.55) et (5.56) avec l’équation (5.47), on peut exprimer les expressions de

Γ̂
(1)
ijkl (ξ), Γ̂

(2)
ilk (ξ), Γ̂

(3)
ijl (ξ) et Γ̂(4)

il (ξ) comme suit

Γ̂
(4)
ijkl (ξ) =

1

2
[Bikξjξl +Bilξjξk] , (5.57)

Γ̂
(3)
jkl (ξ) = − 1

2k
[Bikhiξjξl +Bilhiξkξj ] , (5.58)

Γ̂
(2)
ikn (ξ) = −ξkξnBij

k
lj , (5.59)

Γ̂
(1)
nl (ξ) =

ξnξl
k

(
1

k
Bijljhi − 1

)
. (5.60)

En tenant compte de (5.44) et (5.45), les équations (5.55) et (5.56) sont ensuite transformées dans l’espace

de Fourier

ϵ̂mn (ξ) = Ê(0)
mn (ξ) + Γ̂

(4)
mnip (ξ)

{(
C

(2)
ipjk − C

(0)
ipjk

)
ϵ̂jk (ξ) +

(
C

(1)
ipjk − C

(2)
ipjk

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂jk

]
(ξ)
}

+ Γ̂
(4)
mnip (ξ)

{(
H

(2)
ipj −H

(0)
ipj

)
êj (ξ) +

(
H

(1)
ipj −H

(2)
ipj

) [
χ̂(1) ∗ êj

]
(ξ)
}

+ Γ̂(3)
mnp (ξ)

{(
L
(2)
pij − L

(0)
pij

)
ϵ̂ij (ξ) +

(
L
(1)
pij − L

(2)
pij

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂ij

]
(ξ)
}

+ Γ̂(3)
mnp (ξ)

{(
K

(2)
pi −K

(0)
pi

)
êi (ξ) +

(
K

(1)
pi −K

(2)
pi

) [
χ̂(1) ∗ êi

]
(ξ)
}
,(5.61)

ên (ξ) = ê(0)n (ξ) + Γ̂
(2)
nip (ξ)

{(
C

(2)
ipjk − C

(0)
ipjk

)
ϵ̂jk (ξ) +

(
C

(1)
ipjk − C

(2)
ipjk

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂jk

]
(ξ)
}

+ Γ̂
(2)
nip (ξ)

{(
H

(2)
ipj −H

(0)
ipj

)
êj (ξ) +

(
H

(1)
ipj −H

(2)
ipj

) [
χ̂(1) ∗ êj

]
(ξ)
}

+ Γ̂(1)
nm (ξ)

{(
L
(2)
mij − L

(0)
mij

)
ϵ̂ij (ξ) +

(
L
(1)
mij − L

(2)
mij

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂ij

]
(ξ)
}

+ Γ̂(1)
nm (ξ)

{(
K

(2)
mi −K

(0)
mi

)
êi (ξ) +

(
K

(1)
mi −K

(2)
mi

) [
χ̂(1) ∗ êi

]
(ξ)
}
, (5.62)

où χ̂(1) (ξ) représente la transformée de Fourier de la fonction caractéristique des inclusions χ̂(1) (x).

Dans l’espace Fourier, les champs de contrainte et de déplacement électrique correspondants sont cal-

culés par

σ̂mn (ξ) = C
(2)
mnjk ϵ̂jk (ξ) +

(
C

(1)
mnjk − C

(2)
mnjk

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂jk

]
(ξ)

+ H
(2)
mnj êj (ξ) +

(
H

(1)
ipj −H

(2)
ipj

) [
χ̂(1) ∗ êj

]
(ξ) , (5.63)

d̂m (ξ) = L
(2)
mij ϵ̂ij (ξ) +

(
L
(1)
mij − L

(2)
mij

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂ij

]
(ξ)

+ K
(2)
mi êi (ξ) +

(
K

(1)
mi −K

(2)
mi

) [
χ̂(1) ∗ êi

]
(ξ) . (5.64)

En utilisant les équations (5.61) et (5.62) et tenant compte de (5.63) et (5.64), on peut déterminer ϵ̂mn (ξ)

et ên (ξ) par des calculs itératifs comme suit

• Initialisation

(a) ϵ̂1 (ξ) = Ê0 (ξ) , ê1 (ξ) = ê0 (ξ) ,

(b) σ̂1 (ξ) = C(2)ϵ̂1 (ξ) +
(
C(1) − C(2)

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂1

]
(ξ)

+ H(2)ê1 (ξ) +
(
H(1) −H(2)

) [
χ̂(1) ∗ ê1

]
(ξ) ,

d̂1 (ξ) = L(2)ϵ̂1 (ξ) +
(
L(1) − L(2)

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂1

]
(ξ)

+ K(2)ê1 (ξ) +
(
K(1) −K(2)

) [
χ̂(1) ∗ ê1

]
(ξ) ,
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• Itération i+1

(a) supposons que σ̂i (ξ), ϵ̂i (ξ), d̂i (ξ) et êi (ξ) sont connus,

(b) calculons ensuite

(c) ϵ̂i+1 (ξ) = Ê(0) (ξ) + Γ̂(4) (ξ)
{(

C(2) − C(0)
)
ϵ̂i (ξ) +

(
C(1) − C(2)

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂i

]
(ξ)
}

+ Γ̂(4) (ξ)
{(

H(2) −H(0)
)
êi (ξ) +

(
H(1) −H(2)

) [
χ̂(1) ∗ êi

]
(ξ)
}

+ Γ̂(3) (ξ)
{(

L(2) − L(0)
)
ϵ̂i (ξ) +

(
L(1) − L(2)

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂i

]
(ξ)
}

+ Γ̂(3) (ξ)
{(

K(2) −K(0)
)
êi (ξ) +

(
K(1) −K(2)

) [
χ̂(1) ∗ êi

]
(ξ)
}
,

êi+1 (ξ) = ê(0) (ξ) + Γ̂(2) (ξ)
{(

C(2) − C(0)
)
ϵ̂i (ξ) +

(
C(1) − C(2)

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂i

]
(ξ)
}

+ Γ̂(2) (ξ)
{(

H(2) −H(0)
)
êi (ξ) +

(
H(1) −H(2)

) [
χ̂(1) ∗ êi

]
(ξ)
}

+ Γ̂(1) (ξ)
{(

L(2) − L(0)
)
ϵ̂ (ξ) +

(
L(1) − L(2)

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂i

]
(ξ)
}

+ Γ̂(1) (ξ)
{(

K(2) −K(0)
)
êi (ξ) +

(
K(1) −K(2)

) [
χ̂(1) ∗ êi

]
(ξ)
}
,

(d) σ̂i+1 (ξ) = C(2)ϵ̂i (ξ) +
(
C(1) − C(2)

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂i

]
(ξ)

+ H(2)ê1 (ξ) +
(
H(1) −H(2)

) [
χ̂(1) ∗ êi

]
(ξ) ,

d̂i+1 (ξ) = L(2)ϵ̂1 (ξ) +
(
L(1) − L(2)

) [
χ̂(1) ∗ ϵ̂i

]
(ξ)

+ K(2)ê1 (ξ) +
(
K(1) −K(2)

) [
χ̂(1) ∗ êi

]
(ξ) .

Les calculs itératifs s’arrêtent lorsque

|| σi+1 (ξ)− σi (ξ) ||
|| σi+1 (ξ) ||

< γ, et
|| di+1 (ξ)− di (ξ) ||

|| di+1 (ξ) ||
< γ, (5.65)

où γ est la précision dont la valeur choisie est 0.001 dans nos calculs.

Les champs de contrainte et de déplacement électrique mésoscopiques sont déterminés par

⟨σ⟩ = CE0 +He0 = σ̂ (0) , ⟨d⟩ = LE0 −Ke0 = d̂ (0) . (5.66)

En prenant alternativement E0
ij = 1 et e0i = 1, l’équation (5.66) nous permet d’identifier toutes les com-

posantes des tenseurs effectifs C, H, L et K du composite piézoélectrique considéré.

5.2.3 Exemples numériques

Pour illustrer la variation des composantes des propriétés piézoélectriques effectives de la zone d’inter-

face rugueuse du composite en fonction de la fraction surfacique de la phase 1, on fait une étude sur

un exemple numérique dans lequel le composite étudié se compose deux phases dont les propriétés des

phases sont données comme suit
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Propriété phase 1 phase 2

C11(GPa) 148.0 8.1

C12(GPa) 76.2 5.4

C13(GPa) 74.2 5.4

C22(GPa) 148 8.1

C23(GPa) 74.2 5.4

C33(GPa) 131.0 8.1

C44(GPa) 25.4 1.35

C55(GPa) 25.4 1.35

C66(GPa) 35.9 1.35

K1/K0 460 2.8

K2/K0 460 2.8

K3/K0 235 2.8

e15(C/m2) 9.2 0

e31(C/m2) -2.1 0

e32(C/m2) -2.1 0

e33(C/m2) 9.5 0

Les résultats numériques obtenus par la méthode de la transformée de Fourier rapide sont présentés dans

les diagrammes (Fig 5.8), (Fig 5.9) et (Fig 5.10).

Après avoir homogénéisé la zone d’interface rugueuse à l’échelle mésoscopique. On s’intéresse à la

homogénéisation à échelle macroscopique du composite stratifié en question. La couche supérieure d’é-

paisseur H2 est constituée de la phase 2 alors que la couche inférieure d’épaisseur H1 est composé de la

phase 1. La couche intermédiaire d’épaisseur H0 est formée du matériau équivalent de la zone d’inter-

face rugueuse. L’homogénéisation du composite à trois couches est effectuée selon la méthode exposée

au chapitre 4. Pour illustrer l’influence de la zone d’interface rugueuse sur les propriétés piézoélectriques

effectives du composite, on considère le cas où H1 = H2 = H et H0 de la zone d’interface se varie de

H à 10H et la période de la rugosité de l’interface est fixée et prise égal à H , la fraction surfacique

maximal de la phase 1 est 0, 7238. Les diagrammes (Fig. 5.11), (Fig. 5.12) et (Fig 5.13) présentent les

variations des composantes du tenseur de piézoélectricité effective du composite stratifié en fonction du

rapport des épaisseurs H0/H1.
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FIGURE 5.8: Variation des composantes Ceff
ij de la zone d’interface en fonction de la fraction sur-

facique de la phase 1.
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Conclusion et perspectives

Ce travail de thèse avait pour objectif principal de contribuer au développement d’une approche

multi-échelle permettant de déterminer les propriétés mécaniques et physiques linéaires effectives des

composites dans lesquels l’interface entre deux phases n’est pas lisse mais très rugueuse. Cet objectif a

été atteint par la généralisation de l’approche multi-échelle proposée dans le travail de thèse de H.T. LE

(2011) dans deux directions : (i) la surface lisse autour de laquelle une interface oscille périodiquement

et rapidement est généralement courbée ; (ii) les phénomènes linéaires en question sont généralement

couplés.

La généralisation a été effectuée étape par étape :

– Dans le contexte de conduction thermique, le problème d’une interface ondulée périodiquement et

rapidement autour d’une seule courbe a été étudié soigneusement et de façon exhaustive pour élaborer

des éléments clés de la méthodologie nécessaire.

– Toujours dans le cadre de conduction thermique, le problème plus complexe d’une interface ondulée

périodiquement et rapidement autour d’une surface courbée et suivant deux directions a été ensuite

étudié. Cette étude a été grandement facilitée sur le plan mathématique par l’utilisation des coor-

données curvilignes orthonormées. Elle montre la nécessité de résoudre un problème auxiliaire d’ho-

mogénéisation 2D par une méthode analytique approximative ou par une méthode numérique.

– L’approche développée et les résultats obtenus pour la conduction thermique ont été étendus à l’élas-

ticité linéaire et à un nombre fini quelconque de phénomènes physiques linéaires découplés ou couplés.

Cette extension a été grandement aidée par un formalisme permettant de traiter tous les phénomènes

physiques de façon unifiée. Les exemples donnés ont essentiellement porté sur l’élasticité, la ther-

moélectricité et la piézoélectricité et sur les composites stratifiés avec interfaces rugueuses.

– La méthode basée sur la transformée de Fourier rapide a été proposée et implantée afin d’homogénéiser

la zone d’interface rugueuse périodique dans un contexte multi-physique. Cette méthode s’est avérée

beaucoup plus simple et efficace par rapport à la méthode des éléments finis pour résoudre le problème

en question.

La méthodologie élaborée et les résultats obtenus dans ce travail de thèse contribuent au développe-

ment de la micromécanique des matériaux hétérogènes. Ils ont été validés par des exemples pour lesquels

la méthode des éléments finis a été appliquée.
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Les extensions suivantes du travail présent sont relativement faciles et peuvent être envisagées dans

un futur proche :

(i) Dans ce travail, les exemples traités ont la particularité que les ondulations périodiques et rapides

d’une interface se produisent suivant deux directions perpendiculaires et présentent la même péri-

ode. Cette simplification pourra être relaxée sans trop de difficultés.

(ii) Les interfaces rugueuses est supposées parfaites dans ce travail. Nous pourrons étendre de façon

relativement directe l’approche et les résultats du travail présent aux interfaces rugueuses linéaires

imparfaites.

(iii) La rugosité d’une interface est systématique supposée périodique dans ce mémoire de thèse. Le

cas où la rugosité d’une interface est aléatoire pourra être traité sans trop de difficultés à condition

qu’un élément représentatif existe et qu’une approche stochastique soit adoptée.

(iv) Les méthodes développées et les résultats obtenus dans ce travail pourront être de façon relative-

ment directe étendus aux surfaces fortement rugueuses. Cette extension semble ouvrir de nom-

breuses perspectives.

Les deux questions listées ci-dessous méritent d’être étudiées mais apparaissent beaucoup plus dif-

ficiles :

(a) En régime dynamique, dans quelle mesure les résultats obtenus dans ce travail de thèse sont-ils

utilisables ?

(b) Comment homogénéiser une interface parfaite mais fortement rugueuse entre deux matériaux non

linéaires ?

Enfin, nous notons que, même si ce travail de thèse portait sur les matériaux hétérogènes, les

méthodologies élaborées et les résultats obtenus pourront être utiles pour l’étude de certaines structures

dont les surfaces ou interfaces sont rugueuses.
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Annexe A

Coefficients paramétriques des

coordonnées curvilignes

Supposer qu’on passe des coordonnées catésiennes (x1, x2, x3) aux coordonnées curvilignes (u1, u2, u3),

où on définit chaque ui est une fonction des xi

u1 = u1(x1, x2, x3)

u2 = u2(x1, x2, x3)

u3 = u3(x1, x2, x3). (A.1)

Ici ui doit être unique, sauf peut être à certains points, donc la transformation inversée est donnée par

xi = xi(u1, u2, u3). (A.2)

Un point peut être désigné par ses coordonnées cartésiennes xi, ou par ses coordonnées curvilignes ui.

On considère un vecteur de position

R = xi(u1, u2, u3)ei, (A.3)

où e1, e2, e3 sont les vecteurs de la base cartésienne.

Un système de coordonnées curvilignes est appelé système orthogonal si les trois vecteurs ∂R
∂ui

(i =

1, 2, 3) (les vecteurs tangents aux coordonnées courbées) sont mutuellement orthogonales. Dans le sys-

tème des coordonnées curvilignes orthogonales, la direction et la grandeur de ∂R
∂ui

(i = 1, 2, 3) peuvent

être variées en fonction de la position.

Les coefficients paramétriques sont définis par

hi = ∥∂R
∂ui

∥ (i = 1, 2, 3), (A.4)

ou bien

hi =

√(
∂x1
∂ui

)2

+

(
∂x2
∂ui

)2

+

(
∂x3
∂ui

)2

. (A.5)
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Si vi est le vecteur unitaire le long d’une ligne de coordonnée ui (le long de laquelle les deux autres

coordonnées sont constants) et si vi est dirigé vers l’augmentation de ui, alors on a :

∇f =
1

h1

∂f

∂u1
v1 +

1

h2

∂f

∂u2
v2 +

1

h3

∂f

∂u3
v3,

∇ · a =
1

h1h2h3

[
∂ (h2h3a1)

∂u1
+

∂ (h1h3a2)

∂u2
+

∂ (h1h2a3)

∂u3

]
. (A.6)

Exemples de systèmes de coordonnées curvilignes :

– Le système des coordonnées cartésiennes ui = (x, y, z)

hx = 1, hy = 1, hz = 1. (A.7)

– Le système des coordonnées cylindriques : ui = (r, θ, z)

r =
√

x2 + y2, θ = arctan
(y
x

)
, z = z,

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z,

hr = 1, hθ = r, hz = 1. (A.8)

– Le système des coordonnées sphériques : ui = (r, θ, φ)

r =
√

x2 + y2 + z2, θ = arctan

(√
x2 + y2

r

)
, φ = arctan

(y
x

)
,

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ,

hr = 1, hθ = r, hφ = r sin θ. (A.9)
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Annexe B

Expression des composantes B(1)
ij de B(1)

dans l’équation 1.52

Par définition

f(ρ) =
c21 + c22 + 2ρ

c21 − c22
, l(ρ) =

√
c22 + ρ√
c21 + ρ

, ξ =

√
k
(c)
m k

(c)
ρ , µ =

√
k
(c)
m /k

(c)
ρ , (B.1)

Les composantes B(1)
ij de la matrice B(1) dans (1.52) sont données par

B
(1)
11 = 0, B

(1)
12 = 0, B

(1)
15 = 0,

B
(1)
13 = −c22 (2k1 + ξ) + c21ξ + 2 (k1 + ξ) ρ1

4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LP

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρ1)

]

+
ξ
(
c21 − c22

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LP

[
1

2
(µ+ 1) ,

1

2
, f (ρ1)

]
,

B
(1)
14 = −c22 (2k1 + ξ) + c21ξ + 2 (k1 + ξ) ρ1

4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LQ

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρ1)

]

+
ξ
(
c22 − c21

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LQ

[
1

2
(µ+ 1) ,

1

2
, f (ρ1)

]
,

B
(1)
21 = −1, B

(1)
22 = 0, B

(1)
25 = 0

B
(1)
23 =

(
c22 + ρc

) 1
4(

c21 + ρc
) 1

4

LP

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,

B
(1)
24 =

(
c22 + ρc

) 1
4(

c21 + ρc
) 1

4

LQ

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,

B
(1)
31 = − k2

2
√

c21 + ρc
, B

(1)
32 = − k2[1− l2(ρc)]

(c21 − c22)l(ρc)
√

c21 + ρc
,

B
(1)
33 = −

ξ
(
c21 + c22 + 2ρc

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LP

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,

+

(
c21 − c22

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LP

[
1

2
(µ+ 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,
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B
(1)
34 = −

ξ
(
c21 + c22 + 2ρc

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LQ

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,

+

(
c21 − c22

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LQ

[
1

2
(µ+ 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,

B
(1)
35 = 0,

B
(1)
41 = 1, B

(1)
42 =

2[l (ρ2)− l (ρc)]

c21 − c22
, B

(1)
43 = 0, B

(1)
44 = 0, B

(1)
45 = 1,

B
(1)
51 = k2, B

(1)
52 =

2k2[1− l(ρ2)l(ρc)](
c21 − c22

)
l (ρ2)

, B
(1)
53 = 0, B

(1)
54 = 0, B

(1)
55 = k̃1. (B.2)
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Annexe C

Expression des composantes B(2)
ij de B(2)

dans l’équation 1.58

En gardant les définitions dans (B.1), les composantes B(2)
ij de la matrice B(2) dans (1.58) sont données

par

B
(2)
11 = 0, B

(2)
12 = 0, B

(2)
15 = 0,

B
(2)
13 = −c21 (2k1 + ξ) + c22ξ + 2 (k1 + ξ) ρ1

4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LP

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρ1)

]

+
ξ
(
c21 − c22

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LP

[
1

2
(µ+ 1) ,

1

2
, f (ρ1)

]
,

B
(2)
14 = −c21 (2k1 + ξ) + c22ξ + 2 (k1 + ξ) ρ1

4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LQ

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρ1)

]

+
ξ
(
c22 − c21

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LQ

[
1

2
(µ+ 1) ,

1

2
, f (ρ1)

]
,

B
(2)
21 = −1, B

(2)
22 = 0, B

(2)
25 = 0

B
(2)
23 =

(
c21 + ρc

) 1
4(

c22 + ρc
) 1

4

LP

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,

B
(2)
24 =

(
c21 + ρc

) 1
4(

c22 + ρc
) 1

4

LQ

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,

B
(2)
31 = − k2

2
√

c22 + ρc
, B

(2)
32 =

k2[1− l−2(ρc)]

(c21 − c22)l
−1(ρc)

√
c22 + ρc

,

B
(2)
33 = −

ξ
(
c21 + c22 + 2ρc

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LP

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,

+

(
c21 − c22

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LP

[
1

2
(µ+ 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,
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B
(2)
34 = −

ξ
(
c21 + c22 + 2ρc

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LQ

[
1

2
(µ− 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,

+

(
c21 − c22

)
4
(
c21 + ρc

) 3
4
(
c22 + ρc

) 3
4

LQ

[
1

2
(µ+ 1) ,

1

2
, f (ρc)

]
,

B
(2)
35 = 0,

B
(2)
41 = 1, B

(2)
42 =

2[l−1 (ρ2)− l−1 (ρc)]

c22 − c21
, B

(2)
43 = 0, B

(2)
44 = 0, B

(2)
45 = 1,

B
(2)
51 = k2, B

(2)
52 =

2k2[1− l(ρ2)l(ρc)](
c21 − c22

)
l (ρc)

, B
(2)
53 = 0, B

(2)
54 = 0, B

(2)
55 = k̃2. (C.1)
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Annexe D

Méthode d’analyse asymptotique pour les

phénomènes couplés

Cette annexe cible à montrer comment on obtient l’expansion asymptotique du champ de potentiel dans

le cas des phénomènes couplés. A partir de l’expansion d’asymptotique classique pour un paramètre petit

ϵ du champ de potentiel dans la zone d’interface

w(α)(y, t) = w(0)(y, ξ1, ξ2, t) + ϵw(1)(y, ξ1, ξ2, t) + ϵ2w(2)(y, ξ1, ξ2, t) +O(ϵ3), (D.1)

où w(r)(y, ξ1, ξ2, t) avec r = 0, 1, 2 sont les fonctions périodiques selon les directions 1 et 2 et appelées

les correcteurs d’ordre r du champ potentiel. En utilisant la relation (4.3) entre le vecteur d’intensité

D(β) et le potentiel w(β), alors l’expression du vecteur D(β) est donnée par

Dβ(y, ξ1, ξ2, t) = ϵ−1D(0)(y, ξ1, ξ2, t) + ϵ0D(1)(y, ξ1, ξ2, t) + ϵ1D(2)(y, ξ1, ξ2, t) +O(ϵ2) (D.2)

où

D
(0)
i (y, ξ1, ξ2, t) =

∂w(0)

∂ξi
, (D.3)

D
(r)
i (y, ξ1, ξ2, t) =

∂w(r−1)

∂yi
+

∂w(r)

∂ξi
, (D.4)

avec r = 1, 2. En appliquant la relation (4.1), on obtient l’expression du champ de divergence libre

comme suit

J(α)(y, ξ1, ξ2, t) = ϵ−1J(0)(y, ξ1, ξ2, t) + ϵ0J(1)(y, ξ1, ξ2, t) + ϵ1J(2)(y, ξ1, ξ2, t) +O(ϵ2) (D.5)

avec

J
(0)
i (y, ξ1, ξ2, t) = L

(αβ)
ij

∂w(0)

∂ξj
, (D.6)

J
(r)
i (y, ξ1, ξ2, t) = L

(αβ)
ij

(
∂w(r−1)

∂yj
+

∂w(r)

∂ξj

)
. (D.7)
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En rempaçant (D.5) dans l’équation du mouvement on obtient

ϵ−2∂J
(0)
i

∂ξi
+ ϵ−1

(
∂J

(0)
i

∂yi
+

∂J
(1)
i

∂ξi

)
+ ϵ0

(
∂J

(1)
i

∂yi
+

∂J
(2)
i

∂xii

)
+O(ϵ1) = 0. (D.8)

En demandant que les équations D.2, D.5 et D.8 sont satisfaites pour quelque soit ϵ → 0 implique que

tous les coefficients associés à ϵ aux puissances négatives et zéro doivent être égaux à zéro. Alors il est

nécessaire que

w(0)(y, ξ1, ξ2, t) = W(y, t), J(0)(y, ξ1, ξ2, t) = 0, (D.9)

w(1)(y, ξ1, ξ2, t) est la solution de l’équation aux dérivées partielles suivante

∂

∂ξj

[
L
(αβ)
ij

(
∂W

∂yi
+

∂w(1)

∂ξi

)]
= 0, (D.10)

et w(2)(y, ξ1, ξ2, t) est la solution de l’équation aux dérivées partielles suivante

L
(αβ)
ij

(
∂2w

∂yi∂yj
+

∂2w(1)

∂ξi∂ξj

)
+

∂

∂ξj

[
L
(αβ)
ij

(
∂w(1)

∂yi
+

∂w(2)

∂ξi

)]
= 0. (D.11)

Rappeler que w(1)(y, ξ1, ξ2, t) et w(2)(y, ξ1, ξ2, t) sont les solutions de D.10 et D.11 et doivent être

Y-périodique. Par d’ailleurs, le terme ∂W
∂yi

est constant par rapport à l’opérateur ∂(·)
∂yi

, le principe de su-

perposition nous amène à trouver la solution w(1)(y, ξ1, ξ2, t) de l’équation (D.10) comme suit

w(1)(y, ξ1, ξ2, t) = N(11)W,1 +N(12)W,2 +N(13)W,3 +N(1)W (D.12)

où les fonctions Y-périodique N(11), N(12) et N(13) caractérisent le champ potentiel et ils ne sont en

fonction que de y3, ξ1 et ξ2 ; N(1)W est une constante d’intégration dans la surface (ξ1, ξ2), il est choisi

pour que ∂N(1)/∂ξi = 0.

En introduisant (D.12) dans l’équation (D.11) et en apppliquant le principe de superposition, on trouve

la solution w(2)(y, ξ1, ξ2, t) :

w(2)(y, ξ1, ξ2, t) = N(213)W,13 +N(223)W,23 +N(212)W,12 +N(211)W,11 +N(222)W,22

+ N(233)W,33 +N(21)W,1 +N(22)W,2 +N(23)W,3 +N(2)W, (D.13)

où N• ne dépendent que ξ1, ξ2 et y3 et sont Y-périodique d’ordre deux qui caractérise le champ du

potentiel. Finallement en substituant D.91, D.12, et D.13 dans l’équation D.1 on obtient l’expression

asymptotique du champ potentiel w(β)(y, t).

131


