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Notations et conventions

Notations

[I>

= & ox

{H) wepe

MT

égal par définition

le filtre

la fonction de transfert
la réponse impulsionnelle

matrice de worst case peak gain (gain dans le
pire des cas) du filtre H

la matrice transposée de la matrice M
(notation également utilisée pour le transposé
d’un vecteur)

la trace de la matrice M

ensemble des valeurs binaires : B = {0, 1}
ensemble des entiers naturels {0,1,2,3,...}
ensemble des entiers relatifs

arrondi & ’entier le plus proche par défaut
arrondi & ’entier le plus proche par excés
arrondi & ’entier le plus proche

arrondi virgule fixe par troncature par rap-
port au d-iéme bit
Va(x) = [ 35] - 2



NOTATIONS ET CONVENTIONS

ogq(z) arrondi virgule fixe au plus proche par rap-
port au d-iéme bit
oa(w) = |53 ] - 2

Aqg(z) arrondi virgule fixe vers +00 par rapport au
d-iéme bit
Ba(w) = [5] - 21

[z; 7] bornes inférieure/supérieure d’un intervalle
réel

[z;7] = {z € Rlz <z < 7}

(T, Ty ) centre/rayon d’un intervalle réel
(@m, 7)) = {z € R||2 — 2| < 27}
<l‘m, x?”> = [xm — Tp; Ty + :'CT‘]

Conventions

Scalaires / vecteurs / matrices : Sauf exceptions, une quantité scalaire
sera notée en minuscule et sans graisse (par exemple z), un vecteur sera noté en
minuscule et en gras (par exemple x), et une matrice sera notée en majuscule
et en gras (par exemple X).

Remarque (Exceptions). Les notations usuelles d’un filtre, de sa réponse im-
pulsionnelle et de sa fonction de transfert sont respectivement H, h et H. Dans
le cas d’un filtre a plusieurs entrées et plusieurs sorties, on notera h la matrice
des réponses impulsionnelles et H la fonction de transfert matricielle.

Intervalle vectoriel : Soit u un vecteur. On note (u,, u,) (resp. [u;u]) le
vecteur des intervalles des composantes de u en notation centre/rayon (resp.
bornes inf/sup), c’est-a-dire on a u; € (Up,Up)i = (Ui, Uy;) (resp. u; €
[w;@]; = [ui;w;]) pour 1 < i < ny, avec ny, la taille de u. De plus, on notera
U € (U, u,) (resp. u € [u;u]) appartenance terme a terme de u a l'intervalle
(U, uy) (resp. a lintervalle [w;ul).

Ecriture des nombres décimaux : Les nombres réels (ou flottants) seront
représentés avec 6 chiffres significatifs uniquement, en considérant un arrondi
au plus proche des chiffres supprimés. Pour les intervalles réels, la borne infé-
rieure sera arrondi vers —oo et la borne supérieure vers 400, toujours sur 6
chiffres significatifs.
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Introduction

Les travaux réalisés lors de cette thése traitent de I'implémentation' de
filtres linéaires en arithmétique virgule fixe, & destination des systémes embar-
qués. Pour comprendre l'intérét de ces travaux, il est tout d’abord nécessaire
d’en situer le contexte.

Contexte

Ces derniéres décennies, les appareils électroniques autonomes sont en
pleine expansion dans notre quotidien, grace aux progrés technologiques per-
mettant de réduire toujours un peu plus la taille des processeurs. En effet, avec
I’essor des smartphones, de I'électronique embarqué dans ’automobile, ou en-
core la mode plus récente des drones et des caméras miniatures, les systémes
embarqués sont plus que jamais au centre des préoccupations des construc-
teurs d’électronique. Ces systémes sont de plus en plus connectés & des réseaux
et possédent des applications leur permettant de communiquer entre eux ou
avec des systémes non-embarqués, ou d’étre localisés géographiquement, et ces
applications effectuent des traitements de données, comme par exemple du
traitement de signal ou d’image. Un smartphone posséde de nombreuses ap-
plications de traitement du signal et de 'image : lors d’une communication,
le bruit ambiant peut étre diminué pour une meilleure qualité d’écoute entre
les intervenants, les appareils permettent maintenant ’appel vidéo avec une
transmission de l'image & l'interlocuteur et réception de son image, en temps
réel, etc. Pour communiquer, ces appareils peuvent se connecter sur de longues
distances via des réseaux de télécommunications (réseaux de deuxiéme, troi-
siéme ou quatriéme génération), mais aussi sur des distances plus courtes via

1. Les termes implanter et implémenter sont parfois ambigus en frangais (le second étant
un anglicisme, officiellement adopté dans la langue francaise en 2007), on fait donc la dis-
tinction suivante pour éviter toute confusion : implanter désigne I'action de coder sur une
cible (mettre le code a lintérieur de la cible), tandis qu’implémenter désigne action de dé-
crire une suite d’opérations par un algorithme ou du code. Ainsi, la phase d’implémentation
viendra nécessairement toujours avant la phase d’implantation.
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des réseaux locaux sans fil (WiFi?, Bluetooth, ZigBee, etc.), et utilisent alors
des protocoles de communication avec les réseaux en “temps réel” afin d’assurer
une connexion continue et la meilleure communication possible.

De par la diversité des applications des systémes embarqués (on a parlé
de la téléphonie et de I'automobile, mais on aurait pu également parler de
la robotique, de l’aérospatiale, etc.) de leur automonie, et de la trés forte
demande, les systémes embarqués sont sujets & diverses contraintes fortes :

— le cofit : ces systémes étant souvent fabriqués en grande série, il est

nécessaire de réduire au maximum le colit de fabrication par systéme.
Plus la surface occupée par le circuit et la mémoire est grande, plus le
cotit de fabrication est élevé, diminuer le coiit passe donc par minimiser
la surface du circuit et celle de la mémoire.

— l'autonomie, ou consommation d’énergie : c’est un enjeu majeur des sys-
témes embarqués, afin de maximiser le temps d’utilisation d’un appareil
en autonomie il est nécessaire de minimiser la consommation d’énergie.
Ce constat est particuliérement vrai et observable dans le contexte des ré-
seaux de capteurs par exemple, ol un capteur peut étre laché dans la na-
ture (pour des applications militaires comme la détection de mouvement
ou la reconnaissance terrestre de ’environnement, ou encore pour des
applications environnementales comme la dispersion de thermo-capteurs
pour prévenir les feux de forets, etc. [91]) et faire des transmissions de
relevés locaux jusqu’a consommation totale de la batterie.

— le temps de développement : pour garantir la rentabilité d’un produit, il
faut diminuer au maximum le temps avant sa mise sur le marché et donc
son temps de développement.

— la fiabilité du systéme : un systéme doit répondre & certaines spécifica-
tions numériques, en terme de performance et de précision, il est donc
nécessaire de rendre le systéme le plus fiable possible & ces spécifications.

Il existe principalement deux représentations des nombres utilisées dans
les systémes embarqués, la représentation virgule fize (Fixed-Point, FxP) et
la représentation virgule flottante (Floating-Point, FIP). La premiére utilise
les nombres entiers comme une approximation des nombres réels par le biais
d’un facteur d’échelle implicite fixé (le développeur sait ou se situe chaque
facteur d’échelle et écrit son algorithme avec des nombres entiers en faisant
les alignements nécessaires), tandis que la seconde représentation utilise une
mantisse et un facteur d’échelle explicite (codé dans la représentation) qui
s’adapte au cours du traitement. Cette adaptation de 'exposant est gérée par
le matériel et par conséquent les opérateurs FIP sont plus gros et plus lents
que les opérateurs FxP, puisqu’ils ne sont rien d’autres que les opérateurs
entiers classiques. Si les opérateurs flottants sont de plus en plus présents dans
les systémes embarqués, ils ne sont pas généralisés, alors qu’on trouve des

2. Wireless Fidelity



opérateurs FxP sur tous les systémes embarqués. Avant d’avoir des opérateurs
FIP, la seule fagon de faire était d’utiliser des opérateurs FxP, les programmes
de la mission Apollo par exemple, ont été codés en FxP [33].

Dans les systémes embarqués du traitement du signal, arithmétique vir-
gule fixe est généralement préférée. En effet, cette arithmétique est moins cot-
teuse (elle nécessite uniquement des unités de calculs en entiers), et permet
d’utiliser des largeurs arbitraires. Si I'arithmétique FxP permet moins de mo-
dularité et de précision que 'arithmétique FI1P, il faut cependant noter que les
applications de traitement du signal sont généralement tolérantes & une pré-
cision relativement faible. Les contraintes des systémes embarqués sont donc
compatibles avec 'utilisation de cette arithmétique (ce point sera plus détaillé
dans le chapitre 2).

Objectifs

L’un des désavantages de I'arithmétique FxP par rapport a I'arithmétique
FIP, en plus de ceux déja cités, est que la FxP nécessite un travail plus im-
portant de la part du développeur. En effet, celui-ci doit implémenter son
algorithme en prenant en compte les différents facteurs d’échelle tandis qu’en
FIP tout est géré par les opérateurs, le temps passé a implémenter en FxP est
donc plus long qu’en FIP. En effet, pour implémenter un algorithme en FxP,
puisque le facteur d’échelle (la position implicite de la virgule) est fixé une fois
pour toutes lors de I'implémentation, il faut déterminer les facteurs d’échelle
de chaque constante, chaque variable et surtout de chaque calcul intermédiaire.
Or, nous avons vu qu’il était nécessaire de minimiser le temps de développe-
ment des systémes embarqués. Le premier objectif est donc d’automatiser le
plus possible ce processus d’implémentation en virgule fixe.

Un autre objectif est de minimiser, en fonction de la cible, les dégradations
numériques subies par un filtre lors du passage en virgule fixe. Les sources de
dégradations numériques en précision finie sont de deux types :

— la quantification des coefficients : les algorithmes de filtres sont spéci-
fies avec des coefficients réels, et il est donc nécessaire de quantifier (ou
convertir) ces coefficients en virgule fixe sur des largeurs (la largeur est
le nombre de bits représentant une valeur) qui sont soit fixées soit déter-
minées pour répondre a des contraintes de précision ;

— les arrondis dans les calculs : chaque valeur intermédiaire dans un calcul
posséde son propre facteur d’échelle, et il est par exemple nécessaire que
deux valeurs possédent le méme facteur d’échelle pour étre ajoutées ou
soustraites. Cette opération d’alignement peut produire une dégradation.

Minimiser les erreurs de quantification revient a prendre des largeurs plus
grandes pour représenter les coefficients (plus on a de bits, plus on est précis),
mais cela va a I’encontre de la minimisation de la surface d’implantation et du
colit matériel. Il est donc nécessaire de trouver un compromis entre minimiser

3
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les erreurs de quantification et minimiser la surface et le cotit. De plus, mini-
miser les arrondis de calculs revient a déterminer le schéma de calcul ('ordre
des opérations) qui va produire le moins d’arrondis de calcul.

On peut résumer ’objectif global par proposer une méthodologie
et des outils pour implémenter de la meilleure fagon possible (au sens
de la précision du calcul et par rapport a la cible visée) un filtre en
arithmétique virgule fixe. La section suivante présente cette méthodologie,
dans laquelle s’insére les travaux présentés dans ce mémoire.

Méthodologie

Pour répondre a ces objectifs, une méthodologie a été mise en place, qui
décrit le traitement d’un filtre jusqu’a la génération de code l'implémentant
en virgule fixe. La figure 1 résume cette méthodologie. Etant donné un filtre
linéaire, il existe une infinité de relations exprimant la sortie en fonction de
I’entrée a chaque instant, appelée réalisation. La premiére étape est alors de
déterminer quelle est la meilleure réalisation pour ce filtre, par rapport a des
mesures de sensibilité. Ces mesures permettent d’estimer 'impact de la quan-
tification des coefficients sur la fonction de transfert du filtre, la réalisation la
moins sensible & ces quantifications est sélectionnée comme réalisation optimale
(le terme est utilisé ici de fagon abusive, en effet dans le cas multi-objectifs
il n’y a pas de réalisation optimale). Cette étape se positionne en amont des
travaux réalisés durant la présente thése, mais consiste en un point essentiel
de notre approche comme nous le verrons dans le premier chapitre.

A partir de cette réalisation, on peut distinguer deux différents cas, le cas
d'une implémentation pour une cible logicielle (micro-controleur, DSP ), et
le cas d’une implémentation pour une cible matérielle (FPGA 4, ASIC?). En
logiciel, le processeur n’est pas programmable, il est vendu avec des opérateurs
intégrés et les largeurs de ces opérateurs sont fixées, c’est donc au niveau algo-
rithmique qu’on va pouvoir déterminer comment implémenter au mieux notre
filtre, en fonction de ses opérateurs. Aprés avoir converti les coeflicients du filtre
en virgule fixe (sur les largeurs fixées par la cible), on considére alors tous les
schémas d’évaluation possibles (en regardant les différents ordres d’addition)
et on sélectionne le meilleur (par rapport a des critéres comme la précision du
calcul ou le degré de parallélisation). En matériel, c’est le développeur qui dé-
crit son circuit en fonction d’'un algorithme et de ses spécificités (largeurs des
variables, des opérateurs, etc) dans un langage de description d’architecture
matérielle. Dans ce contexte, puisque les largeurs sont & déterminer, on ré-
sout un probléme d’optimisation combinatoire qui, & partir de contraintes sur
les erreurs, donne I’ensemble optimal (ou sous-optimal si 1’algorithme utilisé

3. Digital Signal Processor
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FIGURE 1 — Méthodologie du passage d’un filtre linéaire au code I'implémen-
tation en virgule fixe.

n’est pas déterministe) des largeurs pour un objectif de cotit défini. A partir
de ces largeurs optimales, la réalisation est convertie et dans notre cas tous
les schémas d’évaluation possibles sont équivalents en terme de dégradation
numérique, donc n’importe quel schéma peut étre sélectionné (ou celui offrant
le plus grand degré de parallélisation). Enfin, un code virgule fixe est généré a
partir du schéma d’évaluation sélectionné et du langage désiré.

Plan du mémoire

Ce mémoire se compose de six chapitres, articulés comme le montre la figure
2. Dans un premier temps, un chapitre sera consacré aux pré-requis concer-
nant les signaux et les filtres linéaires. Ensuite, 'arithmétique virgule fixe sera
introduite et formalisée dans un deuxiéme chapitre avec la notion de quantifi-
cation. Une fois les bases des filtres et de la virgule fixe posées, le chapitre 3
analysera les filtres linéaires et leur comportement lors de I'implémentation en
virgule fixe. Un quatriéme chapitre proposera une méthode pour implémenter
des filtres linéaires dans le cas d’une cible logicielle, en introduisant la notion
de produits scalaires ordonnés. Le chapitre 5 quant a lui traitera a 'opposé le
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cas matériel & travers 'optimisation des largeurs en proposant une méthode
et un probléme d’optimisation spécifiques & notre approche. L’outil développé
pendant cette thése fera 'objet du chapitre 6 dans lequel seront résumées les
différentes méthodes & travers des exemples détaillés. Enfin, nous terminerons
par une conclusion et présenterons les perspectives envisagées.

Chapitre 4
Schémas
d’évaluation

Chapitre 1
Pré-requis
sur les filtres

Chapitre 3
Analyse L’outil

des filtres, FiPoGen /

premiers outils Exemples

Chapitre 6

Chapitre 5
Optimisation
des largeurs

Chapitre 2
Formalisme
virgule fixe

FIGURE 2 — Plan schématisé du mémoire.

Contributions de la thése

La liste suivante présente les contributions revendiquées durant cette thése :

— dans le chapitre 1, ’écriture sous forme SIF des structures LGS et LCW
constitue une contribution, bien que mineure, a la généralisation des
réalisations d’un filtre linéaire sous cette forme ;

— la formalisation de l'arithmétique virgule fixe proposée dans le chapitre
2 est une contribution dans le sens o, si cette arithmétique est cou-
ramment utilisée, on ne trouve pas dans la littérature de formalisation
détaillée et compléte des opérations usuelles ;

— dans le chapitre 3, la proposition 3.2 et la deuxiéme partie du corol-
laire 3.1 sont des contributions. En effet, le worst-case-peak-gain, bien
que connu [6], n’avait jamais été utilisé pour évaluer I'intervalle d’erreur
en sortie d’un filtre. L’analyse de I'erreur en sortie qui en découle, et
surtout la formalisation de ’analyse de l’erreur considérant les erreurs
de calculs ainsi que les erreurs paramétriques, constituent également des
contributions ;

— dans ce méme chapitre, une autre contribution est 'utilisation de la
régle d’arithmétique modulaire en complément & deux pour une somme
de plusieurs termes, décrite dans la section 3.3.2;

— la méthodologie d’'implémentation logicielle proposée dans le chapitre 4,
dont les deux algorithmes de générations des 0SoPs, est une contribution ;

— dans le chapitre 5, la formalisation du formatage de bits (section 5.2),
ainsi que celle du probléme d’optimisation proposé et la méthodologie
globale pour 'implémentation matérielle, sont des contributions;



— l'outil FiPoGen développé durant cette thése constitue une contribution

mettant en ceuvre les différentes contributions théoriques proposées.

Publications

Les travaux réalisés durant cette thése ont fait I’objet de trois publications
dans des conférences internationales avec comité de lecture :
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[70]
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Chapitre 1

Filtres linéaires

Ce premier chapitre rappelle quelques pré-requis sur les signaux et les filtres
linéaires. Le but est d’introduire les notions qui seront utiles pour décrire et
comprendre ’approche adoptée pour implémenter les filtres linéaires en virgule
fixe.

Sauf exception, toutes les définitions sont données dans le domaine & temps
discret, c’est-a-dire le domaine ot les signaux sont échantillonnés & une certaine
fréquence et donc représentés par une suite discréte de valeurs.

1.1 Signal discret et filtre linéaire

Cette premiére section rappelle les définitions de base des signaux et des
filtres linéaires qui sont issues de [103] et [90].

1.1.1 Rappels sur les signaux

Définition 1.1 (Signal). Un signal est une variable temporelle, c’est-a-dire
qu’a chaque instant k, = prend une valeur dans un intervalle de R'. On note
x(k) la valeur du signal x a Uinstant k, et {x(k)}x>0 U'ensemble des échantillons
de x ou le signal = lui-méme?.

On peut voir x comme une suite d’éléments de R indexée par N.

De plus on notera & un signal vecteur (composé de n signauz). x(k) €
R™ ! la valeur du signal & Uinstant k, sera un vecteur de n valeurs.

Si dans la réalité un signal posséde certaines propriétés (un signal peut par
exemple suivre une variation sinusoidale avec une certaine phase et une certaine

1. Dans un cadre plus général un signal x est défini sur I’ensemble C des nombres com-
plexes mais nous considérerons dans cette thése exclusivement des signaux réels.

2. S’il existe un signal y tel que {z(k)}r=0 = {y(k)}r>o0, c’est-a-dire z(k) = y(k) pour
tout k > 0, alors z = y, on peut donc utiliser la caractérisation {z(k)}r>0 pour désigner le
signal z.
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amplitude), lors d’un processus d’implémentation on suppose qu’aucune de ces
propriétés n’est connue ni exploitée, mis & part son intervalle de définition. Ce
signal pourra alors étre interprété comme une variable aléatoire, c’est-a-dire
qu’on considére qu’a chaque instant, x peut prendre n’importe quelle valeur
de son intervalle de définition avec la méme probabilité indépendamment du
temps. A défaut de connaitre sa distribution dans son intervalle d’existence,
on fait donc 'hypothése d’une distribution uniforme. On peut alors calculer les
moments de cette variable (on considére ici uniquement les moments d’ordre
un et deux).

Définition 1.2 (Moments d’un signal). Pour un signal © (avec x(k) € R™*!
pour k > 0), les moments d’ordre un (pg) et deuzx (02 et 1) sont définis
par :

po = E{{z(k)}r=0} S
Yo = E{{(@(k) - pa)(@(k) — pa) tizo} eRmm o (L1)
or = E{{(z(k) - pa)  (x(k) — pa)hizo} = tr(¢ps) €R

ot E{X} est l’espérance mathématique de la variable aléatoire X (ou du signal
{X (k) }r=0 sur toute les valeurs de k).

On donne également les définitions de certaines normes d’un signal, néces-
saires par la suite pour définir la norme d’un filtre.

Définition 1.3 (Norme ¢'). La norme 1 d’un signal scalaire z, notée ||z| 1,
est la somme des valeurs absolues de x(k) auz différents instants k, c’est-a-
dire :

“+oo
lzllp &)l (k). (1.2)
k=0

La norme £ d’un signal n’existe que si celui-ci est £*-sommable, c.-a-d. si
la somme de l’équation (1.2) converge.

Définition 1.4 (Norme ¢2). La norme €% d’un signal scalaire x, notée ||x||s,
s’exprime ainsi :
+oo

lzlle & | D (k)2 (1.3)

k=0

) . . P 2
L’énergie du signal x est définie comme | z||z.

La norme 02 d’un signal n’existe que si celui-ci est carré-sommable, c.-a-d.
st la somme de l’équation (1.3) converge.

Définition 1.5 (Norme £*°). La norme £>° d’un signal scalaire x, notée ||z joo,
est le plus petit majorant de toutes les valeurs (en valeur absolue) prises par
le signal x au cours du temps, c’est-a-dire :

(e zlelg\:v(k)\- (1.4)

10
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1.1.2 Filtres linéaires invariants dans le temps

Un filtre H est une application qui consiste a transformer mathématique-
ment un signal w de dimension n, en un signal y £ H(u) de taille Ny. Si
ny = ny = 1, on parlera de filtre SISO (Single-Input-Single-Output!), dans le
cas contraire, on parlera de filtre MIMO (Multiple-Input-Multiple-Output!).

A chaque entrée u(k) correspond une sortie y(k), comme le schématise la
figure 1.1.

u(k) y(k)

— > H >

FIGURE 1.1 — Le filtre H calcule la sortie y(k) & partir de 'entrée u(k) a tout
instant k.

Dans nos travaux, nous nous intéressons & une classe particuliére de filtres,
les filtres linéaires invariants dans le temps.

Définition 1.6 (Filtre linéaires invariants dans le temps). Un filtre H est dit
linéaire si, pour tous signauzr w1 et uo et tous a, 5 € R, on a :

H(a-up+ L -u2) =a- -H(uy) + 5 - H(ug). (1.5)

De plus, soit w(k) la valeur d’un signal a Uinstant k et y(k) la sortie de
H pour Uentrée u(k). Le filtre H est dit invariant dans le temps si pour tout
décalage temporel kg € N, on a :

{H(u)(k = ko) }izo = H ({w(k — ko) tz0) (1.6)

c’est-a-dire le filtre H effectue le méme calcul sur 'entrée a chaque instant.

Un filtre linéaire invariant dans le temps (Linear Time Invariant filter, ou
filtre LTI) est donc un filtre qui respecte a la fois la condition de linéarité et la
condition d’invariance dans le temps.

Remarque 1.1. Par la suite, tous nos filtres sont considérés BIBO stables
(Bounded-Input, Bounded-Output ), c¢’est-a-dire que si [’entrée est bornée, alors
la sortie Uest aussi. Cette propriété permet de garantir que les sommes infinies
considérées par la suite convergent [102].

1.1.2.1 Reéponse impulsionnelle

Un filtre LTI SISO H peut étre caractérisé par sa réponse impulsionnelle
noté h, qui est la réponse de H a une impulsion de Dirac §, définie par :

5(k) 2 {1 sik=0 (1.7)

0 sinon

1. Les abbreviations anglaises étant plus répandues, elles seront utilisées dans ce mémoire.
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1. FILTRES LINEAIRES

En effet, toute entrée u peut s’écrire comme la somme pondérée d’impulsions
de Dirac :

u=""u(l)s, (1.8)

>0

ou &y est 'impulsion de Dirac centrée en ¢, c’est-a-dire :

5u(k) & {1 stk=10 (1.9)

0 sinon

La condition de linéarité de H donne y = H(u) = > u(l)H(d¢), et 'invariance
220
dans le temps donne #H(d;)(k) = h(k — £), et donc :

y(k) =Y w(O)h(k — ) => u(k)h(k - 0), (1.10)

>0 =

k
0

qui correspond & la définition du produit de convolution de u et h, que l'on
note y = h * u.

Dans le cas MIMO, on notera h € R™*" la réponse impulsionnelle du
filtre H, ou h; ; est la réponse sur la i-éme sortie & une impulsion de Dirac
sur la j-éme entrée seulement (la j-éme colonne de h, notée h. ; est obtenue a
partir de I'entrée u avec u; = § et u; est un signal nul pour tout i # j). De la
méme maniére, on obtient :

ny k
Yi(k) =) ) hij(k—Ou,(0), V1<i<ny, (1.11)
7j=14¢=0

que 'on note y = h * wu.

1.1.2.2 Filtres FIR et IIR

Il existe deux types de filtres LTI, les filtres & Réponse Impulsionnelle Finie
(Finite Impulse Response filter, ou filtre FIR) et les filtres a Réponse Impul-
sionnelle Infinie (Infinite Impulse Response filter, ou filtre IIR). Un filtre FIR
a, comme son nom l'indique, une réponse impulsionnelle finie, ¢’est-a-dire qu’il
existe un entier n tel que

Vk>=mn, h(k)=0. (1.12)

Le plus petit entier n qui vérifie (1.12) est appelé l'ordre du filtre.
Un filtre FIR d’ordre n est caractérisé par la relation temporelle suivante
entre I’entrée u et la sortie y a I'instant k :

y(k) =Y bu(k —i). (1.13)
=0
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1.1. Signal discret et filtre linéaire

La sortie & un instant k n’est fonction que des entrées a 'instant k et aux n
instants précédents. En utilisant 1’équation (1.10), on note qu’on a la corres-
pondance suivante entre les coefficients du filtre et les valeurs de la réponse
impulsionnelle finie :

bi = h(i),V1 <i < n.

Un filtre IIR d’ordre n est caractérisé quant & lui par la relation tempo-
relle suivante entre I'entrée u et la sortie y a l'instant k, appelée équation auz

différences :
n

n
y(k) = bulk —i) = > agy(k —1i). (1.14)
i=0 i=1

Comme pour un filtre FIR, la sortie & un instant k est fonction des entrées
a l'instant k£ et aux n instants précédents mais également des sorties aux n
instants précédents, on parle alors de rebouclage. Il est possible de déduire de
Iéquation (1.14) les valeurs de la réponse impulsionnelle, en remplagant y(k—1)
par I’équation (1.14) décalée d’un instant, puis y(k — 2) par I’équation (1.14)
décalée de deux instants, etc. Il est alors possible de déduire une définition
récursive de h(k) :

0 sik<0
>~ agh(k —0) sin<k
(=1

Dans les travaux décrits dans cette thése, nous nous intéressons uniquement
aux filtres IR (classe qui englobe les filtres FIR, il suffit de poser a; = 0 pour
tout 1 < i < n), la notion de rebouclage jouant un role important dans 'ap-
proche présentée. Nous désignerons alors par filtre LTI (ou parfois seulement
par filtre) un filtre IIR, sauf précision contraire.

1.1.2.3 Fonction de transfert

Un filtre LTI H peut également étre caractérisé par sa fonction de transfert
H : C — C dans le domaine fréquentiel. Si le signal d’entrée de H est une
sinusoide de pulsation w, alors le signal de sortie est une sinusoide de pulsation
w, d’amplitude augmentée de |H (e*)| et déphasée de Arg(H (e7*)).

Pour passer du domaine temporel au domaine fréquentiel, on utilise la
transformée® en z. La transformée en z est linéaire, et si z et 2’ sont deux
signaux tels que 2/(k — ko) = x(k) pour tout k > 0 (2’ est le signal x décalé

3. La transformation en z, notée Z{-}, est une application qui consiste & transformer un si-
gnal x en une fonction X d’une variable complexe z qui exprime ’évolution fréquentielle du si-

+oo
gnal. On note X (z) la transformée en z d’un signal z et on a X (z) = Z{z} 2 3 x(k)z*.[94]
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1. FILTRES LINEAIRES

de ko), alors la transformée en z vérifie Z{2'} = Z{x} - 2. Ainsi, si on note
U et Y les transformées en z de l'entrée u et de la sortie y respectivement,
I’équation (1.14) devient, par linéarité :

Y(z) =) biU(2)z2" =) aiY(2)z " (1.16)
=0 =1

En notant H(z) le rapport des transformées en z de la sortie et de l’entrée, on
a:

i bizfi
Hz) = 2B) _ =0 , VzeC. (1.17)
U(Z) 1+ Z aiz_i
i=1

La fonction H est appelée fonction de transfert du filtre H et donne ’expression
du filtre dans le domaine fréquentiel. Elle correspond aussi a la transformée en
z de la réponse impulsionnelle h.

Dans le cas MIMO, la fonction de transfert H est une matrice de taille
Ny X Ny, ot H; ; exprime le transfert entre la j-éme entrée et la i-éme sortie.

1.1.2.4 Reéalisations

L’équation (1.14) permet de décrire la relation temporelle algorithmique
entre les sorties et les entrées pour un filtre, mais n’est pas la seule facon
de décrire cette relation |7, 29, 12, 68]. Ces différents algorithmes de calcul
sont appelés des réalisations d’un filtre. La section 1.3 présentera quelques
réalisations connues.

Définition 1.7 (Réalisation). On peut définir une réalisation comme un al-
gorithme détaillant comment calculer les sorties en fonction des entrées (en
utilisant possiblement des variables dites d’état ou intermédiaires), mais ne
décrivant pas comment sont faites les opérations (sur quel format, dans quel
ordre, avec quel mode d’arrondi, etc.).

Si toutes les réalisations sont équivalentes mathématiquement en précision
infinie, elles ne le sont plus en précision finie, il y a donc un véritable enjeu
dans le choix d’une réalisation pour un filtre donné [29, 58, 89]. La section 1.3
présente quelques une de ces réalisations.

1.1.2.5 Normes de filtres

On définit dans cette section quelques normes de filtres qui nous seront
utiles dans notre approche, comme nous le verrons dans le chapitre 3. On
commence par introduire la norme de Frobenius afin de définir par la suite la
norme Ls.
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1.1. Signal discret et filtre linéaire

Définition 1.8 (Norme de Frobenius). Soit une matrice complexe M € C™*".
La norme de Frobenius ||M || est le nombre réel défini par

1Ml =

S IM (118)

i=1 j=1

Définition 1.9 (Norme Lg). La norme Lo d’un filtre H, notée ||H|,, est
donnée par l’équation suivante :

i, 2 (5 | i HH(eﬂ'%Hidwf - (1.19)

En effet, H(e?“) donne le gain du filtre pour une sinusoide de pulsation w,
on intégre donc le carré de ’H(ejw)‘ sur toutes les pulsations, de 0 a 2.

Remarque 1.2. Dans la définition précédente, j désigne l'unité imaginaire,
¢’est-a-dire le nombre complexe qui vérifie 7> = —1. Cette notation est utilisée
a la place du i usuel car plus répandue dans la communauté du traitement du
signal.

La norme L5 sera utilisée par la proposition 3.1.

Définition 1.10 (Worst Case Peak Gain). Le gain dans le pire des cas (en
anglais Worst Case Peak Gain, WCPG) d’un filtre H correspond a la plus
grande amplification que peut subir un signal d’entrée a travers ce filtre. Le
WCPG de H, noté |[H| yepg: $ezprime ainsi :

||h*U||e<>o

[ oo

| epg =

wepg = 7swéo (1.20)
ot h est la réponse impulsionnelle du filtre H, u est le signal d’entrée du filtre,
et hxu est le produit de convolution entre h et u (i.e. le signal de sortie du
filtre H pour l'entrée ).

Le WCPG de H peut se calculer a partir de la norme {1 de sa réponse
impulsionnelle h :

Hllwepg = D [0 (K] (1.21)

k=0

La proposition 3.2 ainsi que sa preuve C.2 démontreront cette affirmation. On
calcule généralement le WCPG d’aprés cette somme sur un nombre fini de
termes, il a en effet été montré que le WCPG peut étre calculé a une précision
arbitraire sur un nombre fini de termes de la somme [0].

Dans le cas d'un filtre MIMO, on notera (M), la matrice des WCOPG

de chaque sous-systeme, c.-a-d. ((H)epg)i = 1Hii | wepe-
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1. FILTRES LINEAIRES

Le WCPG sera utilisé par la proposition 3.2.

On définit également dans cette section la notion de DC-Gain, car bien que
n’étant pas une norme, le DC-Gain est utilisé¢, dans notre approche, conjoin-
tement avec le WCPG ou avec la norme L.

Définition 1.11 (DC-Gain). Le DC-gain, ou gain statique, d’un filtre H cor-
respond au gain & fréquence nulle. Il est noté |H|p et s’exprime ainsi :

Hlpe = H(e™)),_, = H(1) (1.22)

|w=0
ou H est la fonction de transfert du filtre H.

Dans le cas d’un filtre MIMO, on notera (H)pc la matrice des DC-gain
de chaque terme.

Nous verrons dans la section 3.1 que ces normes permettent de mettre
en avant des propriétés intéressantes des filtres linéaires, elles permettent par
exemple d’exprimer la transformation subie par un intervalle ou une variable
aléatoire a travers un filtre linéaire.

1.2 Représentation d’état

La premiére réalisation décrite ici, généralement utilisée par la commu-
nauté de I’automatique et beaucoup moins par la communauté du traitement
du signal, est la représentation d’état (on utilisera généralement dans cette
these le terme anglais, state-space, et son abréviation SS). Cette réalisation
consiste a considérer I’état instantané du systéme et a exprimer 1’évolution de
cet état dans le temps. Cette évolution est dans le cas continu exprimée par
des équations différentielles du premier ordre, mais dans le cas discret cette
évolution s’exprime par une récurrence, en effet ’état & l'instant k£ 4+ 1 est
fonction de I’état a l'instant k et de 'entrée a l'instant k. Généralement, cet
état est représenté par un vecteur, appelé vecteur d’état, et se note x. Ainsi,
une représentation d’état s’écrit de la fagon suivante :

{ x(k+1) = Az(k)+ Bu(k) (1.23)

y(k) = Cuz(k)+ Du(k)

ou x(k) € R™ est le vecteur d’état, u(k) € R™ le vecteur d’entrées et y(k) €
R™ le vecteur de sorties, a I'instant k. Les matrices A € R"=*"= B ¢ R XM
C € Rw*" D ¢ R™*" ¢t la valeur «(0) suffisent a caractériser un filtre
LTI. La représentation d’état est donnée ici dans le cas d’un filtre MIMO, dans
le cas SISO on a n, = n, = 1 et donc les matrices C' et B deviennent des
vecteurs et la matrice D devient un scalaire.

Le signal x(k), tout comme le signal d’entrée u(k), est supposé nul pour
tout k < 0.
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1.2. Représentation d’état

La fonction de transfert d’un filtre décrit par I’équation (1.23) peut s’ob-
tenir en exprimant la transformée en z de cette équation :

H(z)2C(2I,,— A)'B+D, VzeC. (1.24)

L’expression sous forme de représentation d’état d’un filtre n’est pas unique.
En effet, si le filtre H est décrit d’aprés les matrices (A, B, C, D), alors tout
filtre défini par les matrices (T~'AT, T 'B,CT, D), avec T € R"*"= non
singuliére, est mathématiquement équivalent au filtre H de ’équation (1.23).
Un ensemble (A, B,C, D) définissant la représentation d’état d’un filtre H
est appelée une paramétrisation de H [29].

On définit également la notion de grammiens de commandabilité et d’obser-
vabilité ainsi que la forme équilibrée.

Définition 1.12 (Grammiens, Forme équilibrée). Soit une représentation d’état
définie par la paramétrisation (A, B,C, D). Les grammiens de commandabilité
et d’observabilité, respectivement notés W, et W, sont définis par :

lI>

+00 k

Y A*BBT (AT> , (1.25)
k=0

io (AT>k CTC A" (1.26)
k=0

W,

lI>

W,

On appelle forme équilibrée une représentation d’état telle que W, = W,
Dans le cas d’une forme équilibrée, les grammiens W, et W, sont des matrices
diagonales.

Les grammiens W, et W, peuvent se calculer dans la pratique en résolvant
les équations de Lyapunov suivantes :

W.= AW,A" + BB', (1.27)
W,=A ' W,A+C'C. (1.28)

Laub et al. ont proposé un algorithme pour calculer, a partir d’'une repré-
sentation d’état (A, B,C, D), la matrice non singuliére T telle que

(T"'AT, T7'B,CT,D)

est une forme équilibrée [61].

1.2.1 Le calcul de normes par la représentation d’état

La représentation d’état permet en effet de calculer les normes définies
précédemment pour les filtres de fagon plus simple. Pour les calculs présentés
ici, on suppose que H est un filtre MIMO décrit dans la représentation d’état
avec comme paramétrisation (A, B,C, D).
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1. FILTRES LINEAIRES

La norme L9 peut se calculer par :
|H|3=tr(DDT + CW,CT), (1.29)

ou bien par :
|H|2 =tr(D" D+ B"W,B). (1.30)

Le WCPG quant a lui se calcule par :

(H)weps = D |ICA*B| +|D|, (1.31)
=

ol la valeur absolue d’une matrice est la matrice des valeurs absolues de ses
composantes. En effet on peut montrer que 'on a :

CA* B sik>0
h(k)=<{D sik=0. (1.32)

0 sinon

Enfin, le DC-gain peut étre obtenu, d’aprés la définition et I’équation (1.24),
en calculant :
(H)pe =C(I, — A)'B+D. (1.33)

Remarque 1.3. Pour une représentation d’état, la propriété de BIBO stabi-
lité d’un filtre s’exprime par le fait que toutes les valeurs propres de la matrice
A ont un module strictement plus petit que 1. Ainsi, les sommes infinies pré-

cédentes convergent, et de plus on a S AF = (I, — A)~L.
k=0

1.2.2 Calcul de sensibilité

L’implémentation en virgule fixe d’un filtre améne une dégradation sur
chaque coefficient due a leur quantification. Cette quantification des coeffi-
cients modifie directement la fonction de transfert. Or on a vu que pour un
filtre donné décrit par la représentation d’état, il existe une infinité de pa-
ramétrisations possibles, toutes équivalentes en précision infinie mais plus en
précision finie. Tavsanoglu et Thiele [100] se sont les premiers intéressés a dé-
finir une mesure statistique qui permettrait d’évaluer la déviation subie par la
fonction de transfert lors de la quantification des coeflicients, et ainsi de dé-
crire le probléme de trouver la réalisation optimale par rapport & cette mesure.
Cette mesure, appelée mesure de sensibilité est basée sur la sensibilité de la
fonction de transfert par rapport a la matrice et aux vecteurs de coeflicients
(pour plus de détails, se reporter a [100]). Les auteurs montrent qu’'une forme
équilibrée minimise leur mesure.

Gevers et Li [29] ont proposé une amélioration plus naturelle de cette me-
sure de sensibilité, appelée Lo-sensibilité. En effet, la mesure de Tavsanoglu et
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1.3. Différentes réalisations

Thiele utilise deux normes, la norme £; (non définie dans ce mémoire) et la
norme Lo, tandis que la mesure de Gevers et Li est basée uniquement sur la
norme Ls. Les auteurs expliquent qu’utiliser seulement la norme Lo répond a
une interprétation physique naturelle. Si T est une transformation permettant
de changer de paramétrisation, alors la réalisation qui minimise la Lo-sensibilité
est obtenue par une transformation T telle que TT " est singuliére. Ce pro-
bléme peut se résoudre en utilisant un algorithme de type gradient. Pour plus
d’informations sur la Lo-sensibilité, se référer a [29, 99].

Dans [10], Hinamoto et al. introduisent une nouvelle mesure, appelée er-
reur sur la fonction de transfert, dans le cas ou tous les coefficients quantifiés
en virgule fixe ont la méme position de la virgule. Hilaire généralise la mesure
dans le cas ou chaque coefficient & sa propre position de la virgule |10, 11].
Cette mesure, contrairement & la mesure de la Lo-sensibilité, tient compte de
la quantification des coefficients. En fait les deux mesures sont équivalentes
dans le cas ot les coefficients partagent la méme position de la virgule, mais
I'erreur sur la fonction de transfert reste pertinente quand chaque coefficient
a sa propre position de la virgule, contrairement & la mesure de Gevers et Li.
Une solution non-optimale du probléme d’optimisation consistant a trouver la
meilleure réalisation par rapport & l'erreur sur la fonction de transfert peut
étre obtenue en utilisant un algorithme de Recuit Simulé Adaptatif [19]. Cet
algorithme converge vers un optimum global si on le laisse chercher indéfini-
ment, on peut donc obtenir une solution relativement proche de l'optimale sur
un nombre fini d’itérations.

Les poles d’une fonction de transfert peuvent également des indicateurs de
la stabilité du systéme [66]. Ainsi, dans [11], une sensibilité par rapport aux
poles de la fonction de transfert d’un filtre est décrite. De plus, un compromis
entre cette mesure et 'erreur sur la fonction de transfert est proposé dans cet
article (équation (98) de [11]).

Ces mesures vont nous permettre, notamment dans la section suivante, de
donner une idée de la sensibilité de la fonction de transfert a la quantification
en virgule fixe.

1.3 Différentes réalisations

Nous avons déja vu qu’un filtre LTI peut se caractériser par la relation
temporelle qui donne la sortie en fonction de I'entrée, comme la relation de
I'équation (1.14). Cette relation est appelée Forme Directe I du fait qu’elle
reprend directement I’équation aux différences. Nous avons également vu la
représentation d’état, faisant intervenir une variable conservant 1’état du sys-
téme d’une itération a ’autre, et qu’il y a, par un changement de variable T,
une infinité de réalisations en représentation d’état. Nous allons voir qu’il existe
d’autres formes directes, mais également d’autres réalisations, d’un filtre LTI.
L’intérét de cette diversité des réalisations est que, si elles sont toutes équiva-
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1. FILTRES LINEAIRES

lentes en précision infinie, certaines sont mieux conditionnées que d’autres par
rapport aux dégradations dues & I'implémentation en précision finie.

Le but n’est pas d’étre exhaustif tant il y a de réalisations possibles pour un
filtre donné, mais au moins de montrer les principales réalisations, et certaines
plus méconnues (comme les structures LGS et LCW) auxquelles nous nous
sommes intéressés dans nos travaux.

Pour plus de commodité de lecture, les formes directes sont présentées ici
dans le cas SISO. La généralisation au cas MIMO est faisable mais alourdit les
notations.

Graphe flot de données : En traitement du signal, les réalisations de filtres
LTI sont souvent représentés par des Graphes Flot de Données (GFD). Toute
réalisation de filtre LTI exprimée par un GFD nécessite uniquement trois types
d’opérateurs :
— Dopérateur retard (ou délai) qui effectue un décalage temporel d’une
unité sur un signal,
— l'opérateur d’addition qui effectue la somme des signaux entrants et re-
tourne un signal,
— Popérateur de multiplication par une constante.
La réciproque est également vraie, toute réalisation d’un filtre LTI s’exprime
par un graphe composé uniquement de ces trois types d’opérateurs. Ces opé-
rateurs sont représentés par la figure 1.2.

multiplication

retard addition
par une constante

FIGURE 1.2 — Les trois types d’opérateurs d’'un GFD d’un filtre LTT.

1

L’opérateur retard est représenté par la notation ¢~* car g est la notation

usuelle de 'opérateur avance défini par :
qlx(k)] £ x(k +1). (1.34)
Ainsi, l'opérateur retard ¢! effectue 'opération inverse, c’est-a-dire ¢~ [z (k)] =

z(k—1).
La figure 1.3 illustre le graphe flot de données pour la représentation d’état.
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1.3. Différentes réalisations

FI1GURE 1.3 — Graphe flot de données pour la représentation d’état.

1.3.1 Formes Directes

Si la communauté de I’automatique utilise couramment la représentation
d’état, les réalisations les plus couramment utilisées par la communauté du
signal sont les formes directes. Leurs noms vient du fait que leurs coefficients
sont directement ceux de la fonction de transfert définie par I’équation (1.17).

1.3.1.1 Forme Directe I

La forme directe I (DFI) est la forme directe la plus courante, car elle
correspond tout simplement a 1’équation aux différences, et est donnée par
léquation (1.14), rappelée ici :

n

y(k) = bauk —i) = agy(k — i),
i=0

i=1

ou n est U'ordre du filtre.

Bien qu’elle soit la plus utilisée, cette réalisation peut avoir une sensibilité
élevée et nécessite de mémoriser a chaque instant 2n — 1 valeurs (u(k —4) pour
0<i<nety(k—1i)pourl<i<n)[29].

Le GFD de cette réalisation est illustré par la figure 1.4.

1.3.1.2 Forme Directe I1

La forme directe II (DFII) permet d’écrire un filtre sous une forme plus
compacte que la DFI en mutualisant les opérateurs retard, comme le montre
le GFD de la réalisation dans la figure 1.5.

La DFII est décrite par ’algorithme suivant :

e(k) = u(k)— >0, ae(k — i)
{y(k) = Z;”;Obie(kii) (1.35)

Dans cette réalisation, il n’y a plus que n+1 valeurs & mémoriser & I'instant
k (e(k — i) pour 0 < i< n).
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1. FILTRES LINEAIRES

F1GURE 1.4 — Graphe flot de données pour la Forme Directe 1.

u(k) e(k) y(k)

FIGURE 1.5 — Graphe flot de données pour la Forme Directe II.

1.3.1.3 Formes Directes Transposées

Il existe également, pour les les formes directes I et II, une forme transposée
consistant a considérer le transposé du graphe flot de données® de la forme
directe souhaitée. Par exemple, pour la DFIIL, le GFD de la forme directe II
transposée (DFIIt) est illustré par la figure 1.6.

4. Le graphe transposé d’un GFD est obtenu en inversant le sens de chaque aréte du
graphe de départ et en échangeant I’entrée et la sortie. Ainsi, les nceuds addition deviennent
des redistributions (des fourches) et les redistributions deviennent des noeuds addition.
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1.3. Différentes réalisations

Remarque 1.4. Le GFD d’un graphe et son transposé définissent la méme
fonction de transfert. En effet, la régle de Mason [7/] permet d’obtenir une
fonction de transfert a partir d’'un GFD, et on peut montrer que les fonctions
de transfert issues d’'un GFD et de son transposé sont les mémes.

e @_ G

FIGURE 1.6 — Graphe flot de données pour la Forme Directe II transposée.

Le nombre de valeurs mémorisées et la sensibilité d’une forme directe et
de sa transposée sont les mémes, mais la propagation des erreurs de calcul est
différente.

1.3.1.4 pDFIIt

La forme directe II transposée avec opérateur p (pDFIIt) est une modi-
fication de la DFIIt proposée par Li et Zhao |69, —110]. La modification
consiste & remplacer 'opérateur délai ¢~ ! par des opérateurs plzl, définis par :

a 2k
z) = , 1.36
pz) 2 2 (1.36)

pour 1 < k < n, ou les coefficients ~y; et Ag sont choisis de maniére & optimiser
la sensibilité de la réalisation. On obtient ainsi une re-paramétrisation de la
fonction de transfert sous la forme :

S Bioi(2)
H(z)==2——— VzeC, (1.37)
1+ 3 aioi
i=1
avec .
0i(2) & H pr(z), VO<i<n. (1.38)

k=i+1
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Cette réalisation posséde plus de coefficients que la DFI (3n 4+ 1 contre
2n — 1) mais a une Lo-sensibilité bien meilleure que celle de la DFIIt comme
l'ont montré Li et Zhao [09)].

La figure 1.7 décrit un plzl en tant que nceud d’un graphe flot de données.

Yk

FIGURE 1.7 — La pDFIIt par d’une DFIIt et change tous les ¢~ ! en p,zl.

1.3.2 Structure LGS

Cette structure, proposée par Li, Gevers et Sun (LGS) [08], s'inspire d’une
paramétrisation (on rappelle quune paramétrisation est I’ensemble des quatre
matrices caractérisant un state-space donné) proposée par Johns, Snelgrove et
Sedra (JSS) pour un filtre dans le domaine continu [52]. La paramétrisation
JSS a l'avantage d’utiliser des matrices trés creuses et donc de diminuer for-
tement le nombre de calculs (cette paramétrisation est décrite dans l’annexe
A1), mais posséde également une sensibilité trés faible par rapport a la quan-
tification des coefficients. Ainsi, Li et al. ont eu I'idée de décrire la paramétri-
sation JSS discréte (paramétrisation DJSS) puisque celle-ci posséde également
une sensibilité trés faible (en effet, il a été montré que si une paramétrisation
avait une mesure de sensibilité faible dans le domaine continu, alors son équi-
valent dans le domaine discret avait aussi une mesure de sensibilité faible [73]).
Cependant, le passage du domaine continu au domaine discret implique une
inversion de matrice et donc une matrice creuse devient une matrice dense.
Li et al. proposent alors la structure LGS, qui consiste & factoriser la matrice
des coefficients en un produit de matrices creuses. Le terme paramétristation
n’est pas applicable pour la réalisation proposée par Li et al. car elle n’a plus
la forme d’un state-space.

La construction de cette structure, décrite dans [08], est détaillée dans
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’annexe A.2. On donne néanmoins ici la structure LGS :

-’B“’ (kr) = xz(k)

(k) = AMg-N(k), m=12... N
( +1) = 2W(k)+ buk)

y(k) = ecnz(k) + du(k)

ou les vecteurs b;, et ¢;;, sont issus de la paramétrisation DJSS, les matrices
A pour 1 < m < N sont issues de la factorisation de A, (etant elle-méme
la matrice carrée dans la paramétrisation DJSS), les (™) (k) pour 1 < m < N
sont des variables intermédiaires, et N = 3(n—1)+1 ot n est 'ordre du filtre.

Cette structure posséde une sensibilité Lo trés faible (proche de celle de
la paramétrisation DJSS), nécessite 7n — 3 multiplications et 6n — 3 additions
(un state-space classique dense nécessite (n + 1) multiplications et n(n + 1)
additions si tous les coefficients sont non nuls), et est caractérisée par 5(n —1)
coefficients non triviaux ((n + 1)? pour un state-space dense).

1.3.3 Structure LCW

Cette structure, proposée par Li, Chu et Wu (LCW) [67] est une amélio-
ration de la structure LGS. En effet, cette structure se base elle aussi sur la
paramétrisation DJSS et propose une autre factorisation de la matrice A;,
(voir notations de la structure LGS). La description de la structure est donnée
dans 'annexe A.3 et la structure est donnée par :

2O(k) = 2m(k)

M (k) = Az V(k),
w(k+1) =aM (k) —z(k) + bu(k),
y(k) ex(k) + du(k),

Les matrices A, sont trés creuses et il en est de méme pour le vecteur €.

La structure LCW offre une meilleure sensibilité que la structure LGS,
et diminue encore le nombres d’opérations. En effet, cette structure nécessite
4n — 1 multiplications, contre 7n — 3 pour la structure LGS et (n + 1)? pour
un state-space pleinement paramétré, et 4n — 1 additions contre 6n — 3 pour
la structure LGS et n(n + 1) pour un state-space pleinement paramétreé.

1.3.4 Deécompositions en sous-filtres

1.3.4.1 Structure en cascade

On dit d’un filtre qu’il a une structure en cascade s’il s’écrit comme une
succession de sous-filtres, ¢’est-a-dire chaque sortie d’un sous-filtre est ’entrée
de son successeur (sauf pour le dernier dont la sortie est la sortie du filtre
complet). La figure 1.8 illustre une telle décomposition.
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\4

7'[1 Hg --------- > Hm

FIGURE 1.8 — Décomposition en cascade d’un filtre.

Pour déterminer une structure en cascade pour un filtre LTI, il suffit de
factoriser la fonction de transfert H :

H(z)= ][ Hi(z) z€C, (1.39)

ou H; est la fonction de transfert d’un sous-filtre H;, pour 1 < 7 < m. Chaque
sous-filtre H; peut étre réalisé par n’importe quelle réalisation, indépendam-
ment des autres. Classiquement le filtre H est décomposé en sous-filtres d’ordre
2.

Cette décomposition ne peut généralement pas étre appliquée au cas MIMO.

1.3.4.2 Structure paralléle

Une structure paralléle pour la décomposition d’un filtre en sous-filtres est
une décomposition telle que ’entrée de chaque sous-filtre est I'entrée du filtre
complet et telle que la sortie du filtre complet est la somme des sortie de tous
les sous-filtres (voir figure 1.9).

H1 H

Ho

Hm

FIGURE 1.9 — Décomposition paralleéle d’un filtre.

Déterminer une telle décomposition revient donc & décomposer la fonction
de transfert H du filtre en somme de fractions rationnelles, généralement du
second ordre.
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Comme pour la structure en cascade, chaque sous-filtre peut étre réalisé
par n’importe quelle réalisation.

1.4 Forme implicite

La forme implicite (Specialized Implicit Form, noté SIF), introduite dans
[13] et décrite également dans 39, 11], est un formalisme sous forme de calcul
matriciel permettant d’exprimer toutes les réalisations de filtres LTI. L’utilité
d’une telle unification dans la représentation est de proposer un flot d’implé-
mentations unifié et d’écrire, une fois pour toutes, les expressions des différentes
mesures de dégradation, au lieu de devoir les redévelopper pour chaque nou-
velle structure, comme c’était le cas jusqu’alors [67, 68, |. Par conséquent,
Iétude de la SIF’importe qu’elle réalisation de la plus simple (FDI) au dans
le cas général va nous permettre de traiter nx plus compliquées (LGS, LCW).
Elle permet également d’expliciter tous les calculs, en décorrélant deux mémes
signaux & des instants différents (par exemple lorsque le calcul de y a l'ins-
tant k dépend de y aux instants k — 7). C’est-a-dire en séparant, d'un coteé,
les calculs faits & un instant donné et, d’un autre coté, la propagation de ces
calculs.

Cette structure est un state-space implicite [65] pour lequel le terme de
gauche (voir équation (1.40)) a une forme particuliére.

Comme dans un state-space, les variables x; sont des variables d’état, tan-
dis que les variables t; sont des variables intermédiaires.

La SIF s’exprime ainsi :

J 0 0\ [tk+1) 0 M N\ [t(k)
K I, o ||zk+D]|=(0 P Q] |=z®k) (1.40)
-L 0 I, y(k) 0 R S u(k)

On notera alors ng, ng, ny et n,, les tailles des vecteurs ¢, x, y et u,
respectivement. La matrice J est une matrice triangulaire inférieure avec des
1 sur sa diagonale. On a les dimensions suivantes pour les différentes matrices
de coefficients :

J € Rwm, M e RW N ¢ R
K € R« P ¢ Rw=""  Q € RW<m, (1.41)
L € Rw™, R € Rw § € R,

Exemple 1.1. On considére un exemple, avec des notations simplifiées, ot
on veut exprimer le calcul y(k) = My - Mo - x(k) sous la forme y(k) =
M- (Ms-x(k)) (ce qui peut étre intéressant par exemple si les matrices My
et Mo sont creuses mais que le produit My - Mo ne l’est pas).

On utilise alors la variable intermédiaire t pour décomposer le calcul :

t(k+1) = M (k)
y(k) = Ml-t(k-i-l)
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que ’on peut aussi écrire :

(—1{41 2) (t(.z]j@)l)) - <Ag> -

Les valeurs du vecteurs de variables intermédiaires ¢(k + 1) sont calculées
et utilisées dans la méme itération, et ne sont donc pas stockées, ce qui se
caractérise par la colonne de 0 dans la matrice suivante :

0 M N
o P Q. (1.42)
0 R S

On notera également Z la matrice de tous les coefficients de la SIF, de la
fagon suivante :

-J M N
Z2| K P Q (1.43)
L R S

Dans cette matrice on utilise —J plutét que J pour des raisons de simplicité
dans les calculs ultérieurs [39, 11].

La fonction de transfert H du systéme décrit par la SIF caractérisée par
la matrice Z est donnée par :

H:zw— Cz(2I,—Az) 'Bz + Dz, VzeC (1.44)
avec
Az =KJ 'M+P, Bz=KJ'N+Q, (1.45)
Cz; =LJ'M +R, Dy, =LJIN+8S. '
On a alors
Ng XNy Nz XNy,
AZ c R , BZ c R , (1.46)

Cz € R Dz e RMWwX'u

A la SIF correspond alors I’algorithme de calcul suivant (en effectuant
simplement le produit matrice/vecteur de 'équation (1.40)) :

Jt(k+1) < Muz(k)+ Nu(k)
x(k+1) + Ktk+1)+ Px(k)+ Qu(k)
y(k) <« Lt(k+1)+ Rx(k)+ Su(k)
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Complétement développé, 'algorithme précédent devient :

i(k+1) < =Y Jyti(k+1) +ZM”:BJ )+ Nyuj(k) V1<i<mn
1<t =

(1.47a)

nt Ny zn
xzi(k+1) ZKijtj(k +1)+ ZPij:I:j(k) + ZQijuj(k) V1<i<ng
j=1 j=1 ]
(1.47b)

Nt Uz Ny
j=1 j=1 -
(1.47¢)

Remarque 1.5. Dans les faits, les matrices Z des SIF sont généralement
composées en majorité de 0 et de 1, donc les calculs sont plus simples que ce
que les équations (1.47) laissent penser.

Il est important de noter ce qu’implique la forme particuliére de la matrice
J. En effet, ¢;, pour 1 < i < ny, est calculé a partir des ¢; pour 1 < j < i@
(et des vecteurs de variables @ et u), on doit alors calculer dans l'ordre, ¢,
puis t2 & partir de t1, etc. En considérant cette information, on peut écrire
Palgorithme de la fagon suivante :

ti(k+1)= —Jit(k+1)+ M;x(k) + Nyu(k) V1 < i<ng (1.48a)
yi(k) = Lit(k+1) + Rix(k) + Sju(k) V1<i<n, (1.48¢c)

ot J' & J —I,, et C; est la i-éme ligne de la matrice C' pour
Ce{J M,N,K,P,QL,R,S}.

Cette réécriture nous permet d’exprimer la SIF sous forme d’une liste de
sommes de produits (voir chapitre 3).

1.4.1 Exemple : Structures LGS et LCW

Structure LGS : On se propose ici de décrire la structure LGS sous forme
d’une SIF. On rappelle pour cela I'expression de la structure LGS :

Vk) = (k)

m(k) = AMgm-N(k), m=1,2... N
z(k+1) = z®™(k) + biu(k)
y(k) = cipz(k) + du(k)
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dont les notations sont décrites dans I’annexe A.2.
Il faut bien remarquer ici que le produit des variables intermédiaires (™) se
calcule dans un ordre précis. En effet, puisque, selon les notations utilisées dans

N
la description de la structure, A;, = ] AM = AN AN=1) - A(2) AQ)
m=1

alors le produit des (™ se calcule selon ordre suivant :

2O k) = k), (1.49)
eM(k) = AWzO(k), (1.50)

(1.51)
M (k) = AWM LWN=D (k). (1.52)

On a alors la méme notion d’ordre que dans le cas de la SIF avec le calcul
du vecteur de variables intermédiaires t. La correspondance se fait donc natu-
rellement entre les variables (™) et les variables ¢t (en supprimant le terme
initial (©) (k)) :

ti(k+1) = AWx(k)
tok+1) = A@¢(k+1)
tn(k+1) = AWMty 1 (k+1)

Remarque 1.6. On pourra noter qu’ici un élément t;, avec 1 < i < N, est un
vecteur de taille n (I’ordre du filtre, on rappelle qu’on a N = 3(n—1)+1), alors
que dans la description générale t; est un scalaire, méme si cela ne change rien
a la mise en ceuvre de la SIF.

On a donc, pour tout 2 < i < N :

Jii =0, pour j<i—1,

tik+1)=— Jiit:(k+1) avec J )
( ) ; JJ( ) vV {JZ]:_A(Z) pour j=i—1,
(1.53)

ou 0,, désigne la matrice carrée composée uniquement de 0. L’équation (1.53),
par analogie avec I’équation (1.47a), donne la matrice J suivante :

I, 0

J& " . (1.54)

De plus, on a t;(k+1) = AMx(k), dont on peut déduire, toujours par analogie
avec 'équation (1.47a) la matrice M et le vecteur n (puisque u(k) n’intervient
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pas dans le calcul des t;) :

M2 , ., 120N, (1.55)

o nN correspond & la taille du vecteur ¢ (¢; est un vecteur de taille n pour
tout 1 <7 < N).
Le reste de la structure s’écrit alors :

x(k+1) = ty(k+1)+ bpu(k) (1.56)
y(k) = cipa(k)+ du(k) (1.57)

Le calcul de (k + 1) dépend uniquement de la variable ty et de I'entrée
u(k), pas des t; pour i < N ni de I'état x(k), on peut donc en déduire les
matrices K et P et le vecteur Q :

K20 ... 0 Inxy), P20, et Q=by,. (1.58)

Le calcul de la sortie y(k) ne dépend pas des variables intermédiaires ¢;
pour 1 <7 < N, on peut donc directement déduire L et R et S :

L20,vx1, RZcip, et S24d. (1.59)

Finalement, on a la matrice des coefficients Z :

I, 0 AW
A®) g 00
-J M N L
Z=|K P Q|= e (e
L R S 0 AN 1.0 |0
0 ... 0 I, 0 b,
0 0 ! cn

Les tailles des vecteurs ¢t et @ sont respectivement n; = nIN = n(3n — 2)
et n, = n, avec n l'ordre du filtre, et puisqu’on est dans le cas SISO, on a
Ny = ny = 1.

Structure LCW : Exprimons maintenant la structure LCW sous forme de
SIF. La structure LCW est donnée par :

2™ (k) = A,z (k)
z(k+1) =az™M (k) — (k) + bu(k),
y(k) cx(k) + du(k),
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avec les notations décrites dans 'annexe A.3. Attention, iciona N = 3(n—1),
contrairement au 3(n — 1) + 1 de la structure LGS, car la factorisation utilisée
pour la structure LCW posséde une matrice en moins que celle de la structure
LGS.

On peut alors, de la méme facon que pour la structure LGS, trouver une
ressemblance entre les t; impliqués dans la SIF et les (™) (k) impliqués dans
la structure LCW. On pose alors :

tl(k + 1) = %Alw(k)
ta(k+1) Aoty (k+1)

tN(k + 1) = ANtN_l(k + 1)

On peut alors réécrire I'équation (1.53) dans le cas de la structure LCW, c’est-
a-dire en changeant uniquement —A® par —A;. On en déduit la matrice J

suivante :
I, 0

—Ay, I,

(1>

J (1.61)

O ~Ay I,
De plus, toujours par analogie avec la construction de la SIF pour la structure
LGS, on peut déduire les matrices M et le vecteur IN :

24,
A O A
M=1 . |, N =0iun, (1.62)
0
ou de la méme fagon nN correspond a la taille du vecteur ¢ (¢; est un vecteur
de taille n pour tout 1 <i < N).

Le reste de la structure s’écrit :
x(k+1) = ty(k)—x(k) + bu(k) (1.63)
y(k) = cx(k)+ du(k) (1.64)
Le calcul de x(k + 1) dépend uniquement de la variable ¢y, de I'état x(k)

et de lentrée u(k), pas des t; pour i < N, on peut donc en déduire les matrices
K et P et le vecteur Q :

K20 ... 0 Ig), P2 I,y e Q=20 (1.65)

Le calcul de la sortie y(k) ne dépend pas, comme pour la structure LGS,
des variables intermédiaires ¢; pour 1 < ¢ < N, on peut donc directement

déduire L, R et S :
L20,yx1, R2¢ e S24d (1.66)
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Finalement, on a la matrice des coeflicients Z :

I, 0 24,10

Ay, -1, L0 {0

-J M N Lo
Z=|K P Q|= AR (1.67)

t rS) |0 a1, 00

0 ... 0 I, -I,b

0 0 ¢ id

Les tailles des vecteurs t et @ sont respectivement n; = nN = 3n(n — 1)
et n, = n, avec n l'ordre du filtre, et puisqu’on est dans le cas SISO, on a
Ny = ny = 1.

1.5 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons introduit les bases de traitement du
signal nécessaires a4 notre approche. Aprés avoir rappelé les définitions d’un
signal et d’un filtre linéaire invariant dans le temps, nous avons vu quelques
propriétés de cette classe de filtre, comme le calcul des normes et la représen-
tation de ces filtres par différentes réalisations.

La forme implicite SIF permet de représenter toutes ces réalisations sous
un format unique. Une telle écriture nous permettra, par la suite (chapitre 3),
de décrire notre approche une seule fois en la rendant applicable a toutes les
réalisations.

Le prochain chapitre introduit I'arithmétique virgule fixe et propose un
formalisme des opérations usuelles telles que la conversion, I’addition, la mul-
tiplication par une constante, et la quantification.
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Chapitre 2

Arithmétique virgule fixe

“La virgule flottante, c’est pour les fainéants,
parce que c’est le FPU qui fait tout le boulot.”
- Thibault Hilaire

L’objectif de ce chapitre est de présenter la notion d’arithmétique virgule
fixe (FxP, pour Fixed-Point) en dressant un état de 'art rapide des différentes
fagons de représenter des nombres (entiers et réels) en informatique.

Apreés l'introduction des nombres FxP, nous formaliserons la conversion
d’un nombre réel en un nombre FxP ainsi que les opérations usuelles en vir-
gule fixe, & savoir les opérations de formatages sur un format connu, I’addition
et la multiplication. Cette formalisation constitue & elle seule une premiére
contribution. En effet, il est difficile de trouver un formalisme pleinement dé-
taillé de 'arithmétique virgule fixe dans la littérature, chacun ayant sa propre
représentation, qui n’est, & notre connaissance, détaillée nulle part. Dans [20],
les auteurs présentent un nombre virgule fixe comme une simple extension des
entiers et se limitent par conséquent a ’arithmétique des nombres entiers, sans
préciser 'enjeu et la particularité du facteur d’échelle dans 'arithmétique vir-
gule fixe. Dans [77], un début d’arithmétique virgule fixe est décrite mais est
trés orientée FPGA, or notre but est de décrire 'arithmétique indépendam-
ment d’une cible particuliére. Il était également important dans notre approche
de prendre en compte des cas particuliers, qui ont une infime probabilité de se
produire mais qu’il est nécessaire de considérer pour proposer un formalisme
le plus complet possible.

Enfin, 'impact numérique des conversions et des calculs sera discuté a la
fin de ce chapitre.

2.1 Représentations binaires des nombres

En machine, que ce soit sur un ordinateur généraliste ou sur des systémes
embarqués, les nombres sont généralement représentés en base 2 (représenta-
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tion binaire), par des mots finis composés de chiffres valant 0 ou 1 appelés
bits. Cependant, il existe des représentations décimales des nombres, notam-
ment une représentation décimale pour les nombres flottants dans le standard
IEEET754 [18] (il est d’ailleurs possible de convertir un flottant en représen-
tation décimale en un flottant en représentation binaire et vice-versa [57]) ou
le Binary-Coded Decimal qui utilise la représentation binaire pour représenter
les chiffres de 0 a 9 [!], mais les représentations binaires sont généralement
préférées, ne serait-ce que pour la plus grande simplicité des calculs.

Dans cette partie nous introduirons différentes représentations des nombres
et ce en deux groupes, tout d’abord les nombres entiers relatifs et ensuite les
nombres réels.

2.1.1 Nombres entiers

Il existe de nombreuses représentations binaires des nombres entiers relatifs
[%, 79] mais nous ne montrerons ici que trois représentations, la représentation
Signe - Valeur Absolue (SVA) et les représentations en complément a un et
& deux. Dans le cas des nombres entiers, nous considérerons la représentation
binaire sur w bits, allant du bit de poids 1 (position 0) jusqu’au bit le plus
significatif de poids 2*~! (position w — 1).

La représentation binaire usuelle d’'un nombre entier X € N consiste a
décomposer X en base 2 :

w—1 A
X =) a2, (2.1)
1=0

ot les (z;)o<i<w—1 sont les bits de la décomposition binaire de X. En effet, X
en base 2 s’écrit comme une séquence ordonnée des (x;)o<i<w—1 (voir figure
2.1). Cette représentation, non signée (aucun bit n’est alloué spécifiquement au
signe du nombre X'), permet de représenter les entiers de I'ensemble [0; 2% —1].

qu—1 1

Tw—1|Tw—2| --- ce 1 xo

FIGURE 2.1 — Décomposition binaire d’un entier naturel X.

Intéressons-nous maintenant aux représentations binaires signées des en-
tiers relatifs.

2.1.1.1 Représentation Signe - Valeur Absolue

Cette représentation est constituée d’un bit de signe situé sur le bit de
poids fort, et d’une mantisse de w — 1 bits correspondant a la valeur absolue
du nombre. En fait cette représentation peut étre vue comme une extension de
la représentation binaire usuelle pour les nombres entiers naturels, a laquelle
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2.1. Représentations binaires des nombres

on ajoute un bit de signe pour préciser si le nombre est positif (bit de poids
fort égal & 0) ou négatif (bit de poids fort égal a 1). La représentation est
symétrique et comporte donc deux écritures pour 0, I'une positive et 'autre
négative.

Un nombre entier X € Z s’écrira dans cette représentation, sur w bits :

w—2
X = (=1t x Y a2 (2.2)
=0

De plus, 'ensemble des nombres représentables sur w bits est
[—2v 41,27 — 1N Z.

La Figure 2.2 illustre cette représentation pour ’ensemble des nombres
entiers utilisant 4 bits, i.e. les nombres dans 'ensemble [—7; 7] N Z.

1111 | 0000

1000 | 0111

FIGURE 2.2 — Représentation Signe-Valeur Absolue des entiers de 4 bits

Comme on peut le remarquer dans (2.2), 'opposé d’un nombre s’obtient en
changeant uniquement le bit de signe. Ceci est dii a la double représentation
du zéro, ce qui rend la représentation symétrique.

2.1.1.2 Représentation en complément a un

Les représentations en complément sont basées sur les représentations dites
biaisées | appliquées uniquement aux nombres négatifs. La représentation en

1. Les représentations biaisées utilisent un nombre entier R, que 'on ajoute au nombre
X € Z que 'on souhaite représenter, de sorte que X + R soit toujours positif. Généralement
R est choisi comme l'opposé du plus petit nombre négatif a représenter (voir [3]).
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2. ARITHMETIQUE VIRGULE FIXE

complément & un permet de représenter les mémes valeurs que la représentation
SVA pour une longueur de mots binaires donnée.
Un entier X € Z s’écrira dans cette représentation, sur w bits :

w—2
X=—mp1 2 1)+ a2 (2.3)
=0

L’opposé d’un nombre en représentation en complément & un s’obtient en
inversant chacun des bits de la représentation binaire, comme on peut le voir
sur la Figure 2.3, illustrant la représentation pour ’ensemble des nombres
entiers utilisant 4 bits (comme précisé plus haut, I’ensemble des valeurs repré-
sentables est le méme que pour la représentation SVA).

1111 | 0000

1000 | 0111

FIGURE 2.3 — Représentation en complément & un des entiers de 4 bits

2.1.1.3 Représentation en complément a deux

La derniére représentation discutée ici, dite en complément & deux, différe
des deux précédentes représentations par son unique représentation du 0.
En effet, un entier X € Z s’écrira dans cette représentation, sur w bits :

w—2
X =—zyg - 27 4> w2l (2.4)
=0

De plus, 'ensemble des nombres représentables sur w bits est

[—2w—t 0wl 11N Z.
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2.1. Représentations binaires des nombres

1111 | 0000

1000 | 0111

FIGURE 2.4 — Représentation en complément & deux des entiers de 4 bits

La Figure 2.4 illustre cette représentation pour ’ensemble des nombres
entiers utilisant 4 bits, i.e. les nombres dans I'ensemble [—8; 7] N Z.

On constate que contrairement aux deux précédentes représentations, la
représentation en complément & deux n’est pas symétrique. En effet, si on a
besoin de w bits pour représenter —2¥~1 il faut w + 1 bits pour représenter
son opposé 2L,

2.1.1.4 Comparaison des représentations pour les nombres entiers

La double représentation du 0, dans les représentations SVA et en com-
plément & un, compliquent les opérateurs matériels pour les opérations arith-
métiques de base et la comparaison entre deux nombres. En comparaison, la
représentation en complément & deux permet d’effectuer les opérations arith-
métiques de base de fagon simple [3]|. Par exemple, I'addition de deux nombres
dans cette représentation s’effectue bit & bit en partant du bits de poids le plus
faible vers le bit de poids le plus fort, modulo 2% c’est-a-dire comme pour les
nombres binaires non signés.

2.1.2 Nombres réels

Il existe plusieurs fagons de représenter et d’approcher les nombres réels
en machine, mais nous nous intéresserons uniquement aux deux principales
représentations, les nombres a virgule flottante et les nombres & virgule fixe.
Pour les nombres a virgule flottante, nous présenterons uniquement la norme
IEEE754.
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2. ARITHMETIQUE VIRGULE FIXE

2.1.2.1 Virgule Flottante (Norme IEEE754)

La norme IEEET754 [18, 80|, ou IEEE Standard for Binary Floating-Point
Arithmetic, est le standard pour la représentation binaire des nombres & virgule
flottante. Cette représentation se compose d’un signe s, d’'un exposant e et
d’une mantisse m (voir Figure 2.5). L’exposant e, stocké explicitement dans
la représentation, est écrit dans une représentation biaisée afin d’étre toujours
positif. Ce biais, noté b, est égal a 2W¢~! — 1, ol w, est le nombre de bits
alloués a l'exposant dans la représentation (on dira également que w, est la
largeur de e). Le tableau 2.1 donne les largeurs des différentes composantes s,
e et m, ainsi que la valeur du biais b, pour les précisions simple et double dans
la norme TEEE754. L’exposant biaisé e prend donc ses valeurs dans 1’ensemble
[0;2"¢ — 1] NN, ot les deux bornes 0 et 2" — 1 sont réservées a certains cas
particuliers.

Yy L |

FIGURE 2.5 — Représentation de la répartition des bits pour un nombre en
virgule flottante simple précision dans la norme IEEE754.

précision H largeur totale ‘ signe ‘ exposant | mantisse H biais ‘

simple 32 1 8 23 127
double 64 1 11 52 1023

TABLE 2.1 — Tailles des différentes composantes des deux principaux formats
spécifiés par la norme IEEE754, et valeurs du biais pour les précisions simple
et double [30].

De plus, afin de fournir I'unicité de la représentation d’un nombre réel
z € R dans la norme IEEE754, x est normalisé, c¢’est-a-dire qu’on écrit & sous
la forme
x=(=1)°%-m-2°

oum € [1;2[ (e étant ici 'exposant non biaisé) est la mantisse normalisée de
que l'on veut stocker dans notre représentation. Le premier bit d’une mantisse
normalisée étant toujours 1, il n’est pas stocké dans la représentation et est
donc implicite.

Il peut arriver que x ne puisse pas étre normalisé (si z < 2°mn o0 epip
est le plus petit exposant non biaisé possible? pour représenter un réel z), =
est alors dit sous-normalisé (ou dénormalisé). Pour un nombre sous-normalisé,

2. Pour un réel z on a vu que 'exposant biaisé e était dans lintervalle |0;2%¢ — 1[NN,
donc au minimum 1. En soustrayant le biais b on obtient e, = —2%¢~! + 2.
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2.1. Représentations binaires des nombres

I’exposant biaisé e et le bit implicite de poids fort de la mantisse valent tous
deux 0.

Il existe des exceptions a ces régles permettant de coder les valeurs +0, +00
et NaN (Not a Number, pour les erreurs de calculs telles que le résultat d’une
division par 0). Le tableau 2.2 illustre les différentes valeurs représentables a
partir de 'exposant biaisé e et de la mantisse stockée m (dans ce tableau, wy,
indique la largeur de m).

exposant mantisse m
(sans le bit implicite) valeur représentée

biaisé e May,,—1 - - - M1

11... 11 #00...00 NaN

11... 11 00...00 (—1)% x o0

00... 00 00...00 (—1)*x0

00... 00 #00...00 (—1)% x 0.my,,—1 ... MymMg X 2°min

0<e<2¥% —1] 0<m<2¥ —1 (—1)% X LMy, —1...mymg x 2670

TABLE 2.2 — Tailles des différentes composantes des formats spécifiés par la
norme IEEE754, et valeurs du biais pour les précisions simple et double [30].

Exemple 2.1. Ecrivons la représentation approchée du réel 7, notée 7, dans la
norme IEEET5/. Tout d’abord, la décomposition binaire (infinie) de w s’écrit :

T =9 11.001001000011111101101010100010001000010110100011000.. . .
On normalise cette représentation :
T =5 1.100100100001111110110101010001000100001 . .. x 2}

La mantisse obtenue est normale, le bit implicite vaut 1, et la mantisse m
stockée correspond auzx 23 bits de poids fort situés immédiatement apres la
virgule (on considére U'arrondi au plus proche pour le bit de poids le plus faible).
L’exposant non biaisé vaut 1 et [’exposant biaisé e s’obtient en ajoutant le biais
b égal a 127, soit e = 128. On obtient donc la représentation de 7 illustrée par
la figure 2.6.

[l :[oJoJoJoJoJofofo[xfoTo]x o o s oo o o a s x]a s [t ofx o s ]

FIGURE 2.6 — Représentation de 7 en flottant simple précision dans la norme
IEEE754.
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2. ARITHMETIQUE VIRGULE FIXE

2.1.2.2 Virgule Fixe

La seconde représentation des nombres réels discutée ici est la représen-
tation virgule fixe, qui consiste en un nombre entier (signé ou non) multiplié
par un facteur d’échelle. Contrairement a l’exposant en virgule flottante, ce
facteur d’échelle est implicite dans la notation d’un nombre en virgule fixe.
Le nombre entier peut étre exprimé dans les différentes représentations des
nombres entiers discutées précédemment, mais usuellement, et pour des rai-
sons de simplicité d’écriture des opérateurs arithmétiques, la représentation
signée en complément & deux est préférée.

Dans cette thése, les nombres en représentation virgule fixe seront toujours
exprimés en utilisant la représentation signée en complément a deuz.

Soit x un nombre en virgule fixe, si on note X la mantisse de x (I'entier
stocké dans la représentation), x s’écrit alors :

r=X x 2, (2.5)

oi1 2¢ est le facteur d’échelle avec £ la position du bit le moins significatif (least
significant bit, Isb). En utilisant (2.4), on remplace X par sa représentation en
complément & deux signée :

w—2
T = <_Xw_1 2wy Xl-2i> x 2¢, (2.6)

=0

ot w est la largeur (en bits) du nombre X. En effectuant le changement de
variable x; = X;, provenant de I'’équation (2.5), et en notant m = w + £ — 1,
on obtient :

m—1
T =—Tpy 2"+ Z ;2. (2.7)
=0

x; est alors le i-éme bit de x et m la position du bit le plus significatif de x
(most significant bit, msb). La figure 2.7 montre la représentation d’un nombre
virgule fixe avec la position (implicite dans le nombre stocké) de la virgule (la
virgule étant représentée par un point sur le schéma).

—_9gm 2m71 20 271 2[

S

o———m+1 } —f ——
f w >

FIGURE 2.7 — Représentation d’un nombre en arithmétique virgule fixe.

Définition 2.1 (Format virgule fixe). Le format virgule fize (ou Fized-Point
Format en anglais, nommé dans la suite par 'acronyme FPF) d’un nombre

42



2.1. Représentations binaires des nombres

virgule fize est déterminé par les positions des bits de poids fort m et de poids
faible €. Ce format sera par la suite noté (m,?).
De plus, la largeur w de ce nombre peut-étre déterminée a partir de m et ¢
par :
wEm— L+ 1. (2.8)

On peut noter enfin qu’on a toujours m > £ dans le cas non signé et
m > {+ 1 dans le cas signé.

Remarque 2.1. [l existe de mnombreuses définitions et notations différentes
pour le FPF d’un nombre. Souvent le FPF d’un nombre est défini a partir du
nombre de bits pour la partie entiére, bit de signe exclu (noté i pour Integer
part) et du nombre de bits pour la partie fractionnaire (noté f pour Fractional
part) et est noté Q; ¢. On a alors les relations suivante :

i=m et f=—L.

Cette notation, appelée notation en Q, est la notation de Texas Instuments
pour les nombres virgule fize signés en complément & deuz®. Cette notation
trouve ses limites par exemple quand £ est positif. En effet, f est alors négatif
et cela revient a dire qu’un nombre de bits est négatif, ce qui n’a pas de sens.
C’est pourquoi nous préférerons parler de position du bit de poids le plus fort
et de position du bit de poids le plus faible.

Remarque 2.2. Si usuellement on considére (m, ) tel que m >0 et £ <0, il
peut arriver fréquemment d’avoir m < 0 (si le nombre est plus petit que 1 en
valeur absolue), ou d’avoir £ = 0 (si le nombre est un multiple d’une puissance
positive de 2, ou si le nombre est trés grand et que la largeur est assez petite
pour imposer un £ positif ). La figure 2.8 illustre de tels cas.

Il n’existe pas de formalisation de la représentation virgule fixe (au sens de
la norme IEEE pour la virgule flottante), on peut alors, et c’est tout 'enjeu de
cette représentation, choisir la largeur que I'on veut, ainsi que le format (m, ¢),
pour un nombre virgule fixe.

2.1.2.3 Comparaison entre virgule flottante et virgule fixe

Dans [75], D. Ménard compare les codages en virgule flottante et en virgule
fixe selon deux critéres, celui de ’analyse de la dynamique et le rapport signal
a bruit de quantification (RSBQ).

3. Le Q viendrait de Quotient, car a la base la notation en Q n’était suivie que d’un
seul nombre, f. Cette premiére notation était ambigué car on ne pouvait pas en déduire la
largeur du nombre représenté. Afin de lever toute ambiguité, la notation Q; ¢ est apparue,
et on peut trouver dans certains documents récents de Texas Instruments la notation IiQ f,
I pour Integer suivi du nombre de bits pour la partie entiére, et Q pour Quotient, suivi du
nombre de bits pour la partie fractionnaire.
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,2m2m—1 2€
s J |
B Y

_om 27n71 2K

I
| S

.,,

FIGURE 2.8 — D’autres représentations de nombres en arithmétique virgule
fixe. Dans le premier cas £ est positif et dans le second m est négatif.

Le niveau de dynamique correspond au rapport logarithmique entre la plus
grande valeur et la plus petite valeur représentables sur un nombre de bits
donné. Le RSBQ, quant a lui, est une mesure définie comme le rapport entre
la puissance du signal et la puissance de l'erreur de quantification. Ces deux
mesures mettent en avant que ’exposant explicite du codage en virgule flot-
tante permet une plus grande dynamique des données représentables et permet
d’avoir un RSBQ quasi-constant pour la virgule flottante quand celui de la vir-
gule fixe est fonction du signal d’entrée.

Le codage virgule fixe reste cependant une solution préférable pour 'implan-
tation sur des systémes embarqués. En effet, tout processeur embarqué posséde
des unités de calcul en entier mais pas forcément d’unité de calcul en flottant.
Les calculs en virgule fixe sont plus simples & mettre en ceuvre car basés sur le
calcul en entiers (calcul bit-a-bit), alors que les calculs en flottant demandent
plus de manipulations (dénormalisation des opérandes et normalisation du ré-
sultat). De plus, la flexibilité des tailles des données en arithmétique virgule
fixe, par rapport a l'arithmétique flottante dans la norme IEEET754, permet
d’avoir des processeurs plus petits et donc moins gourmands en énergie. On
peut également citer le colit financier de la production de processeurs sans
unité de calculs flottants qui est bien moins élevé que celui de processeurs avec
unités de calculs flottants. La contrepartie de 'arithmétique virgule fixe est
que c’est au développeur d’un algorithme virgule fixe de s’assurer que les opé-
rations ont un sens (mémes positions de la virgule pour les opérandes) et de
gérer les problémes de dynamiques (débordements, choix de la position de la
virgule).

C’est pour ces raisons que I'arithmétique virgule fixe est préféré pour les
applications embarquées, et que les besoins en méthodes et outils pour aider &
une implémentation fiable sont grands. Les prochaines parties présentent alors
les méthodes de conversion et de calcul dans cette arithmétique.
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2.2 Conversion en virgule fixe

Cette section décrit la conversion d’une constante réelle en une constante
virgule fixe, selon plusieurs cas de figure (largeur fixée, non fixée, format fixé).
Cette conversion peut aussi s’appliquer a la conversion d’une constante flot-
tante ou a la conversion d’une constante déja en virgule fixe (on peut alors par-
ler de raffinement du format virgule fixe), on considérant ces derniéres comme
des constantes réelles a précision infinie.

On présentera également comment convertir un intervalle réel en un inter-
valle virgule fixe, pour déterminer les bornes d’une variable réelle définie sur
un intervalle et convertie en virgule fixe.

Par ailleurs, on ne considérera que la conversion d’un nombre réel non nul.
En effet, puisque tous les bits de la décomposition binaire (infinie) de 0 sont
nuls, on ne peut pas déterminer de positions de bit de poids fort ou de bit
de poids faible. Ainsi, on admettra que 0 peut prendre n’importe quel format
virgule fixe.

2.2.1 Conversion a largeur connue
2.2.1.1 Format virgule fixe inconnu

La premiére étape de la conversion d’un nombre réel non nul ¢ € R* en un
nombre virgule fixe oil seule la largeur w du nombre virgule fixe est connue,
est le calcul de la position de la virgule, qui est déterminée par la position du
bit le plus significatif, m. En effet, si m est surestimé, on aura des répétitions
du bit de signe (voir Figure 2.9), et si m est sous-estimé, alors ¢ ne sera pas
représentable dans le format calculé, on parlera alors de débordement (voir
partie 2.3.1.4).

_25 23 271

01010 1 0 1 1

FIGURE 2.9 — Représentation virgule fixe du nombre 5.5 ot la position du msb
a été surestimé. En effet le FPF est (5, —1) alors que (3, —1) était suffisant, et
donc il y a deux bits de signes inutiles dans ce cas la.

Il est donc important d’estimer au plus juste la position de ce bit, ce qui
revient donc a trouver la puissance de 2 immédiatement supérieure a ¢ (ou
immeédiatement inférieure si ¢ < 0).

On veut alors déterminer le plus petit entier naturel m tel que, pour une
constante réelle ¢ € R* on a l'écriture (potentiellement infinie) en complément

4 deux suivante :
m—1

c=—Cp 2"+ Z 2’ (2.9)

1=—00
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c’est-a-dire telle que, si ¢ > 0, alors ¢, = 0 et ¢;p—1 = 1, et si ¢ < 0, alors
cm=1etc,_1=0.

Compte tenu que la représentation en complément a deux n’est pas symé-
trique, on peut alors différencier le cas positif et le cas négatif.

ler cas - ¢ est strictement positif : D’aprés (2.9), on a ¢, = 0 et
m—1 )

¢m—1=1,donc c= Y ¢2' par conséquent :
i=—00

2l e <™
< logy(e) <m

et on en déduit
m = | logy(c)| + 1. (2.10)

Remarque 2.3. En fait, méme avec nos hypothéses sur m, on peut avoir
c = 2" dans le cas ot ¢; = 1 pour tout —oo < i < m — 1. Ce cas particulier
est exclu des hypothéses ici, on peut en effet remplacer un tel nombre par ¢
avec ¢y, =1 et ¢, = 0 pouri < m—1 (et on aurait ¢ = ’). On a le cas analogue
en base 10, ot les nombres 1.000... et 0.999... sont égaux.

2éme cas - c¢ est strictement négatif :  Toujours d’aprés (2.9), on a
m—1 )
¢m=1etcp_1=0,doncec=-2"+ > 2" ce quinous donne :
1=—00
—2Mm < c < —gm~1

m—1< logy(—c) <m

et on en déduit
m = [logy(—c)]. (2.11)

Les deux cas précédents peuvent étre regroupés par la formule suivante :

_ { [logy(c)| +1 sie>0

[logy(—0)] sic<O0 (2.12)

Il s’agit en fait ici, dans les deux cas, d’une premiére estimation de m. En
effet, nous allons voir dans la suite que m peut nécessiter un réajustement dans
des cas particuliers d’arrondi de la mantisse.

Apreés cette étape, on connait la position du bit le plus significatif m et la
largeur w dont on dispose pour convertir ¢ en virgule fixe, on peut donc en
déduire la position du bit le moins significatif ¢ d’aprés (2.8) par £ = m—w—+1.
Par conséquent, on peut calculer la valeur de la mantisse C' € Z correspondant
aux w bits les plus significatifs de ¢ en complément & deux. Comme ¢ est
un nombre réel, dans le cas général w bits ne suffiront pas pour représenter
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exactement ¢, on va donc estimer une valeur approchée au plus proche de c
sur w bits. La mantisse C' est donc donnée par :

C = Lﬂﬂ (2.13)

ol H est 'opérateur d’arrondi au plus proche. Une fois la mantisse C calculée,
on obtient la valeur virgule fixe de ¢ sur w, notée ¢, par :

c=0C-2% (2.14)

Considérons maintenant un exemple pour mettre en évidence certains cas
particuliers.

Exemple 2.2. Soient une constante ¢ = 127.6 et une largeur w = 8, on
souhaite convertir ¢ sur w bits. La décomposition binaire de ¢ s’écrit :

01111111.100110011001100110011001100110011001100110011000.. ..

On commence par calculer m & partir de (2.10) (car ¢ > 0) et on obtient
m = 7. Donc, d’apreés (2.8) et (2.13), on a :

C = [c2] = [c] =128,

et de (2.14) on déduit ¢ = C = 128.

On remarque alors que le format virgule fize calculé, (7,0), ne permet pas
de représenter ¢, car C' doit appartenir a Uintervalle [—128;127]. En effet, sur
8 bits, le format permettant de représenter ¢ au plus juste est (8,1).

On peut observer un phénomeéne similaire pour les nombres négatifs si on
essaye de convertir par exemple —64.4 sur 8 bits. En effet, puisque —64.4 <
—64 = —26 la formule (2.11) donnera m = 7 et donc le format virgule fize
(7,0), alors que (2.14) donnera ¢ = —64, qui est représentable sur le format
(6,1). A priori le probléeme est moindre dans ce cas la, on a juste un bit de
signe 1épEté inutilement, mais en regardant de plus prés, si on recalcule C' et ¢
avec le format (6,1) on obtient ¢ = —64.5 qui est un résultat plus précis.

Nous parlerons alors de cas limites car ces deux cas se produisent quand le
nombre & convertir est proche de la puissance de 2 immédiatement supérieure.
Il est donc nécessaire, une fois que m et C' ont été estimés, de vérifier que nous
ne sommes pas dans un cas limite.

~ Si € =2v"1 alors

— on ajoute 1 am

— on réévalue C = Lc.Z_q yavec f=m —w+1
~ Si 0 = —2¥"2 alors

— on retranche 1 & m

— on réévalue C' = Lc.2*q ,avec f=m—w+1

Enfin, on calcule ¢ d’aprés (2.14), ce qui achéve la conversion de ¢ sur w
bits. La méthode de conversion compléte est décrite par l’algorithme 1.
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Algorithme 1: Conversion d’une constante ¢ sur w bits, ¢ # 0

# lére estimation de m
Sic>0 Alors

‘ m < LlogQ(c)J +1;
Sinon

‘ m [logg(—cﬂ :
Fin
# Calcul de C
C «+ Lc.2“”m’q ;

# Vérification des cas limites
Si C =2v~! Alors
m+—m+1;

C «+ Lc.2w’m’1] ;
Fin

Si C = —2%2 Alors
m<+—m—1;

C + Lc.2w_m_1] ;
Fin

# Calcul de £ et ¢
£+—w—m-—1,;
éC-2¢;

2.2.1.2 Format virgule fixe connu

Il peut arriver lors d’une conversion d’un réel en virgule fixe que le format
virgule fixe soit imposé. Soient ¢ € R un nombre réel a convertir et (m/, ')
le format imposé pour la conversion. La largeur w est déterminée par (2.8) a
partir de (m/,¢'), on peut donc appliquer lalgorithme 1 pour déterminer le
FPF idéal de ¢ sur w bits, noté (m,¢). Il y a alors deux cas & considérer, le cas
m < m’ et le cas m > m/ (le cas m = m/ étant trivial).

©w
*—

FIGURE 2.10 — Extension du bit de signe dans le cas m’ > m.

Cas m < m’ : Cela signifie que |c|] < 2™ donc ¢ est représentable dans le
format imposé. On fait alors une extension du bit de signe, c¢’est-a-dire qu’on
aura ¢; = ¢, pour m+ 1 < i <m' (voir figure 2.10).
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2.2. Conversion en virgule fixe

La conversion se fait ensuite sur le format (m/, ¢') en calculant C' = Lc.2*€/—‘

et ¢ = C-2". Les cas limites ne sont pas testés puisque le format est imposé
et ne peut donc pas étre changé.

Cas m' <m : Puisque m est estimé au plus juste pour représenter c, ce cas
signifie que ¢ n’est pas représentable sur le format imposé, on parle alors de
débordement (I’anglicisme overflow peut aussi étre utilis¢). Le traitement des
débordements est décrit partie 2.3.1.4 et se fait soit par arithmétique modu-
laire, soit par saturation. Dans les deux cas, les bits en positions m a m/ + 1
sont supprimés et le traitement effectué sur les bits restants dépend du choix
du mode de débordement.

2.2.2 Conversion a largeur inconnnue

Il peut arriver, comme c’est le cas dans les problémes d’optimisation des
largeurs, que la largeur ne soit pas connue au moment de la conversion. Cette
partie a uniquement pour but, quand la largeur n’est pas fixée, de préciser
comment éviter les cas limites. En effet, on calculera toujours m d’aprés (2.12),
et on pourra ensuite estimer le nombre de bits nécessaires pour éviter les cas
limites décrits précédemment.

Pour cela mettons en évidence ce qu’il se produit lors d’un cas limite.

m—1 )
Cas limite avec ¢ > 0 : La constante ¢ s’écrit ¢ = > ;2" et m est calculé
1=—00
par (2.12). Supposons alors que 'on choisisse une largeur w pour pouvoir
calculer C' (et par déduction ¢), cette largeur nous permet de déterminer /.

Ensuite, d’apreés (2.13) et puisqu’on est par hypothése dans un cas limite, on

m—1
C= K > ci2i> .2‘ﬂ = vl (2.15)

1=—00
et donc ¢ = 2™, alors que par définition ¢ < 2™. L’explication vient du fait
que
=1 VW—-1<i<m-1,

c’est-a-dire que les w + 1 bits de poids fort de ¢ (excepté le bit de signe qui
vaut 0), valent 1, et on peut alors vérifier qu'on a :

c2 > vl 1yt —guwrl 9l (2.16)

et on obtient bien que Lc.2_q =ow-L
La Figure 2.11 illustre cette explication.
Cela signifie donc qu’on peut éviter les cas limites en choisissant w plus

grand (et donc ¢ plus petit) de sorte que ¢y_1 soit le premier bits & 0 (Figure
2.11).
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1

I .
W — W] --
73 -- °
f< w=3~8 i 0
¥, o
B R -

H71u=9—>{

FIGURE 2.11 — Mlustration d’un cas limite avec la conversion de ¢ = 127.6
sur 8 bits (cas limite) et sur 9 bits (cas non limite). Sur 8 bits, la retenue de
I’arrondi au plus proche de ¢ engendre un changement de la position du bit le
plus significatif.

m—1 )

Cas limite avec ¢ < 0 : Dans ce cas-cion a c = =2 4+ > 2" et on
1=—00

obtient, avec un w trop petit, ¢ = —2™" 1. En effet on a ¢, = 1, ¢y = 0

puis une suite de bits & 1. Si on choisit w tel que la position de ¢ est dans
cette suite de 1, alors ’arrondi au plus proche propagera une retenue valant 1
jusqu’a la position m — 1 et on aura ¢, = ¢—1 = 1, et donc une répétition du
bit de signe inutile. En choisissant w tel que £ est la position du dernier bit de
la suite de 1 (comme dans le cas précédent), alors on évite ce cas limite.

2.2.3 Conversion a partir d’un intervalle

Nous avons vu jusqu’ici comment convertir une constante réelle en un
nombre virgule fixe, mais quid des variables définies sur des intervalles ?

N.B. : Dans ces travaux, nous ne ferons pas la distinction entre une variable
et l'intervalle dans lequel elle est définie.

Soit une variable réelle z € [z;Z] C R, on veut savoir comment représenter
x sur w bits. On commence par définir la notion d’intervalle virgule fixe.

Définition 2.2 (Intervalle virgule fixe). Un intervalle virgule fize est l’ensem-
ble des valeurs comprises entre deux bornes et ayant toutes un unique format
commun. Si on note [z; f](myg) Uintervalle virgule fize comprenant [’ensemble
des valeurs virqule fixe au format (m,{) entre x et T, alors on a :

[2; T (m,0) = {7|z < 2 < T et x en virgule five au format (m,£)}.  (2.17)

Puisque (m, £) est le format commun et qu'on a xz = X.2° et T = X.2° avec
X et X les mantisses respectives de x et T, alors on peut écrire :

(237 m ey = { X - 21X € [X; X] N2} (2.18)

On peut alors dire que 2° est le pas de quantification de lintervalle [x; 7] (m,0)-
De plus, on préféerera généralement noter lintervalle virgule fire x en sous-
entendant que les bornes de l'intervalle sont x et T.
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On en déduit la définition d’une variable virgule fixe.

Définition 2.3 (Variable virgule fixe). Une variable en virqule fixe se défi-
nit comme un nombre virgule fize qui peut prendre n’importe quelle valeur a
Uintérieur d’un intervalle virgule fize.

Pour représenter « € R sur w bits il faut déterminer le format commun &
toute valeur que = peut prendre. Pour cela, il suffit de déterminer le format de
T et T.

On considére donc x et T comme deux constantes, on applique ’algorithme
de conversion (Algorithme 1) sur chacune d’elle. On obtient ainsi, pour z, sa
valeur FxP convertie notée Z et son format (mg, ;) et de la méme maniére
pour T on obtient sa valeur FxP convertie T et son format (mz,¢z). Le FPF
ayant le plus grand m entre (mg,¥;) et (mgz, fz) est le format commun qui
permet de représenter toutes les valeurs de la variable x. L’intervalle de la
variable virgule fixe Z est donné par [2/;7' J(m,e) O 2’ est x converti sur le
format (m,£), T est T converti sur le format (m,¥) et (m,f) est le format
commun.

2.3 Opérations virgule fixe

Dans cette partie sont décrites les deux opérations usuelles d’arithmétique
utilisées dans nos travaux, ’addition virgule fixe entre deux variables et la
multiplication virgule fixe entre une variable et une constante. Il y a, dans la
description des deux opérations, deux étapes & différencier :

— la fagon dont on détermine le format virgule fixe du résultat a partir
du format, des intervalles (dans le cas de variables) ou valeurs (dans le
cas de constantes) des opérandes et des autres données (la largeur du
résultat peut étre fixée),

— et la fagon dont est effectivement calculée 'opération une fois le format
connu.

Dans le cas d’une addition, puisque le but est d’implémenter des algorithmes
avec uniquement des entiers (les différents facteurs d’échelles sont implicites), il
faut faire en sorte que les facteurs d’échelle correspondant aux deux opérandes
d’une méme opération soient les mémes, on dit alors qu’on aligne les virgules
des deux nombres. Cette phase d’alignement se fait en utilisant des formatages,
ces derniers sont donc décrits dans la premiére sous-partie, avant de passer a
la description des opérations.

2.3.1 Formatage

On appelle formatage d’'un nombre virgule fixe 'opération consistant &
modifier le format de ce nombre pour le représenter sur un nouveau format
donné. Considérons un nombre FxP ¢ au format (m,¢), ainsi que (m/, '), le
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2. ARITHMETIQUE VIRGULE FIXE

format dans lequel on veut représenter c. On rappelle que C désigne la mantisse
de ¢, c.-a-d. Uentier tel que ¢ = C' - 2¢. Pour passer du format (m, ¢) au format
(m/, '), il y a plusieurs cas a considérer en comparant m a m' et £ a ¢, mais
on peut également différencier le cas d’'une cible matérielle et le cas d'une
cible logicielle. Puisque dans certains cas, formater ¢ revient a décaler C', on
commence donc par définir le décalage sur un entier.

2.3.1.1 Décalage sur un entier

Le décalage est une opération consistant & modifier la représentation binaire
d’un nombre en ajoutant (décalage a gauche) ou en supprimant (décalage a
droite) des bits & droite du nombre.

Soient un nombre entier C' € Z et d € Z le nombre de bits dont on veut
décaler C'. Pour un nombre entier, 'opérateur de décalage a gauche se note <
et peut étre défini comme suit :

C<xda(Cx2e (2.19)

Pour 'opérateur de décalage a droite, noté >, on a :
C>d2 {C X 2*dJ (2.20)

(en considérant la représentation binaire en complément a 2).

A un décalage a droite correspond donc un arrondi de la valeur rationnelle
décalée. Or dans nos travaux nous considérons deux types d’arrondis, par tron-
cature et au plus proche (voir 2.4). Par abus de langage et de notation, nous
considérerons donc que le décalage a droite peut s’effectuer avec un arrondi
par troncature ou un arrondi au plus proche :

LC X 2_dJ si arrondi par troncature

C>d= { (2.21)

LC X 2‘@ si arrondi au plus proche

Comme nous l'avons vu, le décalage a droite supprime des bits, donc une
erreur d’arrondi est produite. Dans la section 2.4.2, nous verrons comment
évaluer cette erreur de calcul selon le type d’arrondi.

2.3.1.2 Formatage sur une cible matérielle

Dans les cibles matérielles, c’est I'utilisateur qui congoit ses opérateurs
et donc décide de leurs largeurs selon ses besoins. Ayant connaissance des
formats de départ et d’arrivée, I'utilisateur peut donc soit réduire la largeur
d’une variable, soit I’augmenter en lui allouant plus de bits.

— m’ > m : le bit en position m, c.-a-d. le bit de signe de ¢, est étendu

(c.-a-d. recopié) vers la gauche jusqu’a la position m/.
— m/ < m : les bits de poids en positions m, m—1,...m/+1 sont supprimés,
il y a alors débordement (voir 2.3.1.4).
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2.3. Opérations virgule fixe

— ' < L : le format est étendu vers la droite en rajoutant £ — ¢ bits a 0.

— 0/ > { :les ¢’ — ¢ bits de poids faible de ¢ sont supprimés et il y a donc un
arrondi. Or dans nos travaux nous considérons deux types d’arrondis,
par troncature et au plus proche (voir 2.4). L’arrondi par troncature
consiste simplement & supprimer les bits tandis que I'arrondis au plus
proche consiste & ajouter le bit supprimé de poids le plus fort (en position
¢' — 1) en position ¢ et & tronquer les ¢/ — ¢ bits de poids faible.

Remarque 2.4. Dans le cas ¢’ > { avec arrondi au plus proche, on peut tomber
sur un cas limite et donc m devra étre réajusté.

En matériel, tous ces traitements sont gratuits (en considérant un forma-
tage constant au cours du temps), mis a part le cas ¢ > ¢ en considérant un
arrondi au plus proche, qui recourt & une addition.

om 2!

FIGURE 2.12 — Illustration des différents cas de formatage pour une constante
¢ en matériel.

2.3.1.3 Formatage sur une cible logicielle

Dans le cas d’une cible logicielle, il faut considérer une condition supplé-
mentaire. En effet, les opérateurs et registres ayant des largeurs fixées et non-
modifiables, il est nécessaire que la largeur de départ de ¢, ainsi que la largeur
d’arrivée, soient inférieures ou égales & celle de 'opérateur, notée wy, c.-a-d.
on a :

m—F+1 <
m -0 +1 < wg (2.23)

— m/ > m : on peut considérer deux cas :
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— m' —/+1 < wp, : aucun traitement particulier n’est a effectuer, le bit
de signe est déja étendu.

- m' =0+ 1> wp : daprés la condition (2.23) on a ¢/ > ¢ et donc
on applique sur C' un décalage a droite de ¢ — ¢ bits (figure 2.13).
L’instruction de décalage insére ¢/ — £ bits de signe a gauche pour
conserver la méme largeur.

| |
| w |
|

FIGURE 2.13 — Décalage a droite de C dans le cas ou m’ > m avec £/ > /.

— m/ < m : le bit en position m’ devient le nouveau bit de signe du nombre
et il est répété aux positions supérieures. Pour ce faire, on décale C' &
gauche de d = wy, — (m’ — £+ 1) bits (pour placer le bit en position m/
tout & gauche du registre et ainsi supprimer les bits supérieurs) puis on
re-décale C & droite du méme nombre de bits pour les replacer tout a
droite et ainsi insérer des bits de signes sur les bits de poids fort.

2m

C+—C>d

FIGURE 2.14 — Cas m/ < m, on calcule (C < d) > d.

~ 0 = ¢ : C est décalé a droite de ¢/ — ¢ bits (on se retrouve sur un cas
précédent illustré par la figure 2.13).
— V' < £ : C est décalé a gauche de £ — ¢’ bits.

2.3.1.4 Débordement

Cette partie décrit ce qu’il se passe lorsqu’on veut représenter une valeur
dans un format trop petit pour la représenter (par exemple quand le format
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d’une somme est fixé). Il y a en effet deux types de débordements possibles,
celui induit par 'arithmétique modulaire et celui dit de saturation.

Arithmétique modulaire : Le débordement induit par 'arithmétique mo-
dulaire (lui-méme di & I'utilisation de la représentation en complément a deux)
consiste simplement & prendre le nombre induit par les bits représentables sur
la largeur donnée. Soit une valeur virgule fixe v au format (m, ¢) que 'on sou-
haite représenter sur le format (m’,¢) avec m’ < m. On a par définition de
v

m—1
V=g 274 Y 02 (2.24)
=L

et le nombre virgule fixe représentant v sur le format (m’, £), noté o, en consi-
dérant le débordement induit par I'arithmétique modulaire est donné par :

m/—1
TE vy 2"+ D 02l (2.25)
=L

Le bit v, est alors interprété comme nouveau bit de signe a la place de vy,.
L’équation mathématique donnant ¢ a partir de v et du format (m’, ¢) est
la suivante :

7= ((((v +om'y. 24) mod 2”“*”1) : 25) —om’ (2.26)

Cette égalité se vérifie en appliquant les opérations successives sur le développe-
ment binaire en complément & deux de v de la formule (2.24), on retrouve alors
bien sur le développement binaire en complément & deux de v de 1’équation
(2.25).

Remarque 2.5. La réinterprétation du bit en position m’' comme bit de signe
nécessite de convertir v en entier positif pour appliquer l’opération modulaire
avant d’appliquer la conversion inverse, ce qui explique le +2™ et le —2™
dans Uéquation (2.26).

Exemple 2.3. Soit un nombre ¢ = 36 au format (6,0), et on souhaite le
représenter sur le format (5,0). En binaire ¢ s’écrit :

¢ =2 0100100

On supprime le bit le plus significatif, on obtient alors la mantisse 100100. Le
nombre virgule fixe associé est obtenu en réinterprétant le bit le plus significatif
égal a 1, ce qui veut dire que le nombre est négatif. En appliquant la formule
ci-dessus, le nombre obtenu ainsi est ¢ = —28 (=32 +4).

On peut, par analogie avec la figure 2./, construire un cercle avec les valeurs
du format (5,0), c’est-a-dire les entiers de —32 a 31. Ainsi, pour obtenir la
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représentation de 36, on part de 0 et on "avance” sur le cercle 36 fois. Aprés
31 itérations, on se trouve sur la plus grande valeur positive représentable sur
le format (5,0), et a ’étape suivante on passe donc de 31 a —32. Les quatre
derniéres itérations amene logiquement sur la valeur —28.

Cette opération modulaire consistant & passer de la plus grande valeur repré-
sentable a la plus petite valeur représentable (ou inversement) est donc source
d’une grande erreur.

Dans la section 3.3.2 nous verrons une application de 'arithmétique modu-
laire dans le cas d’une somme de plusieurs termes en virgule fixe, qui autorise
les débordements intermédiaires tant que le résultat final est représentable sur
le format imposé.

Saturation : Le mode de débordement par saturation consiste quant & lui a
considérer la plus grande valeur représentable sur le format donné et de méme
signe que la valeur & représenter, ou en d’autres termes la valeur représentable
la plus proche de la valeur a représenter.

Soit une valeur v virgule fixe au format (m, ¢) que l’on souhaite représenter
sur le format (m/, £) avec m’ < m. Le nombre virgule fixe représentant v sur le
format (m/, ), noté 0, en considérant le débordement par saturation est donné
par :

o2 (2.27)

4 .
—2m sinon

A{zm’—zﬂ siv >0

Remarque 2.6. L’opération de saturation implique ['utilisation de matériel
supplémentaire et fausse tous les calculs en complément & deux (notamment en
n’autorisant pas le calcul d’une somme de plusieurs termes par arithmétique
modulaire).

Exemple 2.4. On considére le méme exemple, soit ¢ = 36 au format (6,0),
et on souhaite le représenter sur le format (5,0). ¢ est positif donc le nombre
obtenu par saturation est 2™ — 2¢ = 31.

2.3.2 Addition virgule fixe

On décrira ici la somme de deux variables virgule fixe, c’est-a-dire des
variables définies sur des intervalles virgule fixe. En effet, le but de nos travaux
est de convertir un algorithme réel de filtre en un algorithme virgule fixe, or au
moment de cette implémentation on a uniquement connaissance des intervalles
dans lesquels les signaux d’entrées prendront leurs valeurs & ’exécution. Par
conséquent la description de nos calculs se fera a partir de ces intervalles.

Selon I'additionneur que I'on considére (matériel ou logiciel), la largeur du
résultat peut étre fixée ou non. De plus, en matériel, nous verrons par la suite
que nos applications d’implémentations de filtres (et surtout le rebouclage des
filtres IIR) peuvent fixer le format de virgule fixe du résultat d’une somme.
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Par conséquent la description de l'addition en virgule fixe se fera selon ces
différents cas : largeur non fixée, largeur fixée, format virgule fixe du résultat
fixé.

Lors d’une addition virgule fixe en complément a deux, il est important
d’aligner les deux opérandes sur le méme format (généralement celui du résul-
tat) pour pouvoir ajouter les mantisses bit & bit (en propageant les retenues).
La premiére étape consiste alors & déterminer le format commun des opérandes
(sauf si celui-ci est fixé), pour ensuite formater ces derniers sur celui-ci, avant
de calculer 'addition en utilisant I'arithmétique d’intervalle.

Notations : Dans cette partie, nous considérerons deux opérandes x et y.
L’opérande z (resp. y) est une variable définie sur I'intervalle FxP [2; 7], 0,)
(vesp. [Y;Tl(m, ¢,))- Les variables X et X représentent les mantisses respectives
de z et T. De la méme fagon, le résultat de I’addition est noté z, l'intervalle
associé & z est [2;Z](mm, 0,) et les variables Z et 7 représentent les mantisses
respectives de z et Z.

2.3.2.1 Choix du format

Dans l'optique d’aligner les opérandes sur un format commun, la premiére
étape est de déterminer ce format commun (excepté si celui-ci est fixé). Cette
étape est décrite ci-dessous dans les trois cas cités en introduction.

Largeur du résultat non fixée (cas matériel) : En matériel, on peut
décrire 'additionneur de facon & ce qu’il effectue le calcul sur la largeur opti-
male, notée wept, c’est a dire la largeur minimale qui effectue ’addition exacte
des deux opérandes (figure 2.15a).

Pour ce faire, il suffit de calculer, en utilisant 'arithmétique d’intervalle,
la somme des intervalles des variables sans considérer les formats :

2;2] £ [2;7] + [y; 7). (2.28)

On rappelle qu’en arithmétique d’intervalle, la somme de deux intervalles réels

[a;a] et [b; b] est définie par :
[a;@] + [b; 0] £ [a+b;a+b]. (2.29)

Ensuite, m, est déterminé par le plus grand msb entre celui de z et celui
de Z, eux-mémes déterminés par ’algorithme 1, c.-a-d. on a :

m, = max(mg, mz). (2.30)

Pour finir, puisqu’on veut effectuer une somme sans perte d’information (sans
suppression de bit), £, est le plus petit lsb des deux opérandes, on a alors :

(. £ min(ly, 4,), (2.31)

et on en déduit
Wopt =My — £, + 1. (2.32)
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Largeur du résultat fixée mais format non fixé : En logiciel, la largeur
d’un additionneur est fixée, et est la méme pour le résultat et pour les opé-
randes (on peut noter ce principe par le schéma w+w — w, la somme de deux
éléments de méme largeur w donne un élément de largeur w). Le bit de retenue
existe mais est stocké & part, généralement dans un registre de configuration.
De plus, en matériel, on peut également adopter ce méme schéma ou bien dé-
cider de conserver le bit de retenue (schéma w + w — w + 1). On considére
dans le cas présent (illustré par la figure 2.15b) une largeur fixée wy;, plus
petite que la largeur optimale déterminée précédemment (le cas wyiy = Wopt
ne changeant rien a la méthode d’évaluation ci-dessus). L’exemple suivant vise
a montrer pourquoi la méthode précédente ne fonctionne pas dans le cas wy;,
fixée avec w, < Wopt.

Exemple 2.5. Soient x € [—64;100](7 ), y € [-32;28](50), et la largeur fivée
Wiip = 5. En utilisant la méthode précédente, la somme des intervalles donne :

[z;Z] & [-96;128], (2.33)

D’apres (2.30), m, = mz = 8, et donc puisque w, est fizée on a, d’aprés (2.8),
. = m; — wyip + 1 = 4. Anticipons maintenant un peu sur l’étape suivante
d’une somme, G savoir la mise au format commun, ici (8,4). Sur ce format,
Vintervalle de x devient [—64;96]g 4) et celui de y devient [—32;16]g 4y (on
précise que le mode d’arrondi considéré est larrondi par troncature). Et donc
on obtient lintervalle FxP de z par :

[2:Z](s,4) = [—64;96] 5,4y + [—32; 16] (5 4) = [—96; 112] (5 4). (2.34)

On s’apercoit que les deux bornes de z sont représentables sur le format (7,3).

On pouvait faire plus fin en considérant une autre méthode. En effet, po-
sons dans un premier temps m., = max(mw,my) = 7 en tant que premiére
estimation de m,. On peut alors déterminer Zz a partir de m; et wy; par

0, =m,—wpi+1 =3 et on a un format commun (m,£,) = (7,3). On obtient
alors, une fois les intervalles formatés, x € [—64;96](73), et y € [=32;24] (7 3),
et finalement :

[2:Z](7,3) = [—64;96](7,3) + [—32; 24](7,3) = [96; 120] (7 3).- (2.35)

Lintervalle est alors plus grand et surtout le pas de quantification est divisé
par deuz.

Une fois le formatage effectué sur le format déterminé a priori, il est pos-
sible d’avoir une retenue (si on avait prit la largeur optimale on aurait eu
z = 128 qui n’est pas représentable sur le format (7,3)) et donc il faut dans ce
cas la passer au format (8,4) et recalculer la somme des intervalles.

Cet exemple montre bien qu’il est nécessaire d’adopter une nouvelle ap-
proche. Décrivons alors formellement la seconde méthode utilisée dans cet
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2.3. Opérations virgule fixe

exemple. Lors d’une addition, on sait que le msb du résultat sera égal au msb
du plus grand opérande, plus un s’il y a une retenue. Cette retenue ne peut
étre déterminée qu’en ajoutant les bornes formatées des opérandes deux-a-
deux (puisqu’on a vu qu’une fois formatées, I’addition des bornes peut donner
un msb différent). Or pour formater les variables, il faut connaitre le format
commun et donc connaitre m, qui dépend de la présence d’une retenue ou
non. Pour contourner ce cercle vicieux, nous proposons l'algorithme 2. Cet al-
gorithme consiste dans un premier temps & déterminer un format commun a
priori oll le msb commun est le plus grand msb des deux opérandes. Ensuite,
les bornes des intervalles des opérandes sont arrondies sur ce format commun
et on en déduit une premiére estimation des bornes de 'intervalle somme. Pour
finir, une évaluation a posteriori du format idéal de la somme est effectuée.

Algorithme 2: Choix du format commun pour I'addition z =« + y

# Calcul a priori du format commun

M, < max(mg, my);
0, min(ly, 4y) ;
&;z — TAﬁ/z - Zz + 1 )
Si w, > wy;; Alors
Zz%ﬁlz—wjfm—l—l;
Wy Ty — 0y + 15
Fin
# Arrondi (au plus proche ou par troncature) sur le zz—iéme bit des
bornes de z et de y, en utilisant 'opérateur o5 (-) (voir 2.4.1 pour les

arrondis virgule fixe) “
gewﬁ@;

T’ o7 (T);

Y oY)

7 o5 (3);

# Calcul a priori des bornes de z

22 +y's
T T +7;
# Calcul du format commun a posteriori. M .SB(z) est 'opération
consistant & déterminer le msb de z.
m, < max (MSB(z), MSB(z));
Sim,—{,+1< wy, Alors
‘ 0, < Zz ;
Sinon
| Ly = my —wpip + 1
Fin
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2. ARITHMETIQUE VIRGULE FIXE

A la fin de l'algorithme on constate qu’il y a une condition pour le calcul
a posteriori de £,. En effet, si on calcule £, par £, = m, — wy;, + 1 dans
tous les cas, et si le format calculé est plus petit que la largeur fixée (par
exemple si la somme exacte peut se faire sur 12 bits alors que 'opérateur a
une largeur fixée & 16), on calculera la somme uniquement sur les bits de poids
fort (le calcul de la somme sera "collé" & gauche) et les bits de poids faible
seront inutilisés (et auront pour valeur 0). Si dans ce cas de figure on calcule
¢, par £, = min(¥;, £,), alors l'opérateur utilisera uniquement les bits de poids
faible (le calcul de la somme sera "collé" & droite) et la potentielle retenue sera
représentable sur le reste des bits disponibles.

L’estimation de m, a I’étape 1 nous donne la borne minimale de m,, en
fait on a m, € {m,, m, + 1} selon s’il y a une retenue ou non.

Dans le cas d’un schéma d’addition a largeur fixée w+w — w (cas logiciel),
si m, = m, alors le format final est (m,,£.), et si m, = m, + 1 alors le format
commun des opérandes est (m,,{,) mais le format du résultat dépend de sa
largeur w, = m, — £, + 1 :

— si w, < wy;, : la retenue est représentable sur wy;, et le résultat a pour

format (m, + 1,¢,),

— si w, = wy;, : la retenue n’est pas représentable sur wy;, et le résultat a
pour format (m., £,). La potentielle retenue significative est alors envoyée
dans un registre a part et peut étre utilisée si I’architecture le permet.

En matériel, dans le cas d'un schéma w +w — w4+ 1, si m, = m, + 1
alors le résultat prend en compte la retenue sans arrondir le bit en position £,
c.-a-d. 'additionneur retourne w, + 1 bits.

Largeur et format du résultat fixés : Nous avons vu dans le chapitre
1 qu’il est possible de connaitre 'intervalle de sortie d’un filtre, et donc le
format virgule fixe de cette sortie. Nous verrons comment cette information va
imposer non pas une largeur mais un format sur le résultat de nos additions
(figure 2.15¢). Dans ce cas la, il n’y a rien a faire & cette étape, la question
sera de savoir si le résultat de la somme est représentable ou non sur le format
fixé.

2.3.2.2 Mise au format commun des opérandes

Une fois que 'on connait le format commun, il faut aligner les deux opé-
randes sur ce format. Pour cela, il suffit de formater chaque opérande sur ce
format, selon la cible (matérielle ou logicielle) et le mode d’arrondi. Le forma-
tage sur un format virgule fixe a été décrit a la section 5.2 pour une constante,
mais peut s’appliquer & une variable x. En effet, x est définie sur un intervalle
virgule fixe avec un format connu, mais les valeurs que prendra z dans cet
intervalle ne seront connues que lors de I’exécution du programme. Formater
x sur un format donné revient alors a décrire les opérations de formatage qui
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2.3. Opérations virgule fixe

seront effectuées sur = a ’exécution, et ces opérations sont les mémes pour
toute valeur de l'intervalle de =x.

On a vu que ces opérations de formatage sur les opérandes peuvent produire
des arrondis, et donc des erreurs, dont on pourra borner la valeur (voir 2.4.2).

b — 10
2m 24 2m 24
-
BT [T T [T] BT T T Jolo
9omy2 9t2 9gma 9l2
B[ ([~ HEEE [ ][]
BT [T T[] BT TT [T T[]
2m ot om of
(a) Largeur optimale (dans cette illustration on suppose m = myq).
b —1
2m 24 H QMTTI
M ] ] BT e,

‘ 2z

o = T
BT T [T] |

om2 2f2 [ Q12

B (1]~ e

| BN EEEN T T

m 2t m

(c¢) FPF fixé.

FIGURE 2.15 — [llustration de la somme de deux opérandes dans trois différents
cas.

2.3.2.3 Calcul de la somme

Aprés avoir déterminé le format commun pour les opérandes et avoir for-
maté ceux-ci sur ce format, il n’y a plus qu’a calculer la somme en utilisant
I'arithmétique d’intervalle. En effet, on rappelle que nos opérandes sont définis
sur des intervalles et que notre but est de décrire un algorithme virgule fixe,
c’est-a-dire de préciser les formats de chaque opération intermédiaire de notre
algorithme. Par conséquent, puisque le résultat de ’addition qu’on souhaite
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2. ARITHMETIQUE VIRGULE FIXE

décrire peut étre un opérande d’une autre opération, il est nécessaire de cal-
culer l'intervalle résultat de notre addition pour décrire I'opération suivante,
en utilisant ’équation (2.29).

En matériel, et en adoptant un schéma d’addition w + w — w + 1 (ou
plus généralement avec trois largeurs différentes), ’addition des intervalles des
variables = et y se déroule exactement comme dans I’équation (2.29) et on
obtient :

z€[x+y;T+7Y (2.36)

sur le format (m.,£,) (ceci est vrai car les variables sont considérées comme
formatées sur le FPF commun).

En logiciel, sur un schéma d’addition w +w — w, 'addition va se dérouler
de la méme facon sur le format commun des deux opérandes, mais s’il y a
une retenue seuls les w, bits les moins significatifs (c’est-a-dire tous sauf le
bit de retenue) seront renvoyés, la retenue étant quant a elle renvoyée dans un
registre a part.

Enfin, si le FPF est imposé, alors si au moins un des opérandes est formaté
sur ses bits les plus significatifs (par exemple si m, > m,), alors la probabilité
d’une retenue significative n’est pas négligeable et donc le résultat ne sera pas
représentable sur le format imposé. La solution est alors de formater le résultat
sur le format final pour assurer sa représentabilité sur ce dernier.

Considérons maintenant un exemple de somme selon nos différents cas.

Exemple 2.6. Dans cet exemple l'arrondi par troncature est considéré. Soient
deuz variables virgule fize x ety telles que le FPF de x est (my,{;) = (6,—3)
et le FPF de y est (my, £,) = (3, —6). Les variables sont supposées définies sur
Uintervalle induit par leurs FPF respectifs, c’est-a-dire [x;T| = [—64,63.875]
et [y;y] = [—8,7.984375]. On considére alors trois cas différents, le premier ou
la largeur du résultat nest pas fizée par lopérateur, le deuzieme ou la largeur
est fixrée mais pas le FPF, et le dernier ou le FPE du résultat est fizé.
— largeur non fixée : on détermine alors le format optimal d’aprés (2.30) et
(2.31), on obtient alors (my,L,) = (7,—6). On formate alors les deuzx va-
riables sur le format optimal et on calcule la somme des deux intervalles

par (2.29), ce qui donne :
2 € [~72;71.859375] 7 _g)

— largeur fixée : on suppose que la largeur est fixée et qu'on a w = 8, et
on applique la méthode appropriée a une cible logicielle. On am, =6 et
donc £, = —1. On arrondit les variables sur ce format, on obtient :

T € [—64, 635] (6,—1)
y € [-87.5]6-1

On obtient comme somme intermédiaire des intervalles, l'intervalle sui-
vant :
z € [—T12;71].
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2.3. Opérations virgule fixe

Les bornes ne sont pas représentables sur le format (6,—1), en effet en
calculant maintenant m, avec ’algorithme 2 on am, =7 et donc £, = 0.
Le format commun est donc (7,0), et une fois l'intervalle résultat formaté
sur ce format, on a :

A [—72; 71](770)

(ici les deux bornes sont représentables sur (7,0) donc elles ne changent
pas, mais le pas de quantification de l'intervalle résultat passe de 0.5 a
1).

— format fixé : on suppose que le FPF du résultat est fixé et qu’on a
(mz, 02) = (5,—2). On formate alors les deux variables sur ce format.
La variable © n’est pas représentable sur ce format (car my, > my), en
utilisant 'arithmétiqgue modulaire on a alors

y € [=8T7.75]5,-2
La somme des deux intervalles donne :
z € [—40; 39.5],

intervalle qui n’est pas représentable sur (5, —2), donc le résultat est for-
maté, toujours en utilisant ’arithmétique modulaire, et on obtient :

S [_32, 31.75](5’,2).

On suppose maintenant, o titre d’exemple, qu’au moment de [’exécution,
les variables x et y prennent pour valeur x = 36.125 et y = —5.828125, repré-
sentables sur leur format respectif.

La figure 2.16 illustre ces trois différentes sommes. Les résultats obtenus
pour x +y dans les trois cas sont (dans chaque cas les variables x et y sont
formatées sur les formats déterminés ou imposés) :

— cas optimal : x +y = 36.125 — 5.828125 = 30.296875.

— cas largeur fizée : x +y = 36 — 6 = 30.

— cas format imposé : ici il est plus délicat de passer par la représentation
décimale de x et y. En effet, x = 36.125 formaté sur le format (5,—2)
donne —28 (le bit de signe est supprimé et le bit le plus significatif suivant
est alors interprété comme nouveau bit de signe, ce qui rend x négatif ).
Ensuite, —28 — 6 = —34 qui, de la méme facon, formaté sur le format
(5,—2), est réinterprété en 30. Donc x +y = 30.

2.3.3 Multiplication virgule fixe

Intéressons-nous maintenant & une autre opération arithmétique usuelle, la
multiplication, et & comment celle-ci se déroule dans différents cas.
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FIGURE 2.16 — Exemple d’une somme en considérant trois cas différents.

La multiplication considérée ici est la multiplication entre une constante
FxP c et une variable FxP v. On appelle x la variable produit de ¢ et de v.
La constante ¢ a pour format (me,¥¢.) et la variable v est définie sur l'inter-
valle virgule fixe [v; 7]y, ¢,)- La variable produit = quant & elle est définie sur
Iintervalle FxP [2; 7], ¢,) que I'on souhaite déterminer.

Contrairement & l’addition, les opérandes d’une multiplication ne doivent
pas nécessairement partager un format commun, on peut alors considérer deux
cas dans notre description de la multiplication :

— le cas matériel : la largeur du résultat n’est pas fixée et donc on considére

la largeur optimale du résultat,

— le cas logiciel : la largeur du résultat est fixée et est soit égale a la largeur

maximale, soit inférieure a celle-ci et dans ce cas seuls les bits de poids
fort sont renvoyés.

2.3.3.1 Cas matériel

Si la largeur du résultat n’est pas fixée par le multiplieur, alors on effectue
le calcul sur la largeur dans le pire des cas, notée wy, (pire cas), obtenue par la
somme de la largeur de la constante, we, et celle de la variable, w,, ¢’est-a-dire

Wpe = We + Wy. (2.37)

De plus, le format optimal pour cette largeur s’obtient par :
My = Me+my+1, (2.38)
by = le+4,. (2.39)
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En fait ce pire cas est atteint uniquement dans un cas, quand ¢ = —2™¢ et
v = —2"v_c’est-a-dire les plus petites valeurs possibles de ¢ et v (et les plus
grandes en valeur absolue) représentables sur leurs formats respectifs. En effet,
on a alors :

r=c-v=—-2" x (=2M) = 2MetMy, (2.40)
La valeur de = correspond au plus petit nombre FxP représentable sur exac-
tement wy, bits au format (mg, £;) (voir figure 2.17). Pour toute autre valeur
de c et v le résultat x est alors représentable au plus sur wy. — 1 bits, il est
donc important d’avoir une meilleure évaluation de cette largeur dans le pire
des cas (ainsi que du format dans le pire des cas).

2me 2k
9metmy
o] 0|0|olo\o\o\o\
FIGURE 2.17 — Pire cas atteint pour x = c¢- v avec ¢ = —2™< et v = =2,

Pour connaitre la largeur optimale dans le cas matériel, on peut utiliser
exactement les mémes formules décrivant le cas optimal de 'addition (en mo-
difiant I’addition en multiplication et en considérant une constante au lieu d’un
intervalle pour I'un des opérandes). En effet, toujours en utilisant I’arithmé-
tique d’intervalle, on calcule le produit de c et v :

[z;7] £ ¢ x [v;7] = [min(c X v, ¢ X T);max(c X v, ¢ X V)] (2.41)

Ensuite, de la méme fagon, m, est déterminé par le plus grand msb entre celui
de z et celui de Z, c.-a-d. :

my £ max(mg, mz). (2.42)

Pour finir, ’évaluation de £, ne change pas par rapport a la formule énoncée
précédemment, on a :
by & e+ 0y (2.43)

On a donc = € [2;T](m, r,)-

L’algorithme de multiplication binaire en complément & deux fonctionne
de la méme fagon que la multiplication usuelle en base 10 que nous connaissons
tous : chaque chiffre du multiplieur calcule un produit partiel avec le multi-
plicande, et tous les produits intermédiaires sont décalés successivement puis
sommés pour obtenir le résultat final. La figure 2.18 illustre 'algorithme de
multiplication entre une constante c¢ et une variable v. Cet algorithme s’ap-
plique & des entiers, donc les calculs intermédiaires seront exprimés & partir
de C et V, les mantisses respectives de ¢ et v (sur la figure 2.18, les pro-
duits intermédiaires sont représentés par ¢ et non C' dans un souci de lisibilité
uniquement). Les produits intermédiaires sont alors calculés par :

CxisiV;=1
CXV;:{ ,<<ZS] ’ pour i =0,...,w, — 2 (2.44)
0 sinon
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(on rappelle que V = —2%»~1 + 3~ V;). Le dernier produit intermédiaire est
i=0

calculé par —C' < w,—1siv < 0 (siv > 0 alors le dernier produit intermédiaire
est nul), ot —C représente la mantisse de —c, le complément a deux de ¢. On
peut noter que si ¢ = —2™¢ alors il faut un bit de plus pour représenter —c, a
contrario, si ¢ = 2™ — 2% il faut un bit de moins pour représenter —c.

La somme des produits intermédiaires C' x V; donne la mantisse X du
résultat x, ce dernier étant obtenu par z = X - 2.

BT T ¢ eew
BECTTT ] v ot

R [ ]] oxw
s [ [ [or) oxw
eI T T [ofo:
T T T Jolofor| cxv
T [T Jodofofo;
BT [T Jofofofofor] -0xVun

FI1GURE 2.18 — Illustration de la multiplication en virgule fixe.

Exemple 2.7. Soient une constante virgule fize c = —3.75 au format (me, l;) =
(2,—2) et une variable virgule fixe v de format (my, 4y) = (2, —1) avec [v; 7] =
[—4;3.5]. En utilisant arithmétique d’intervalle on a :

[z;7] = [~10.125;15]. (2.45)

Le format du résultat x est alors, en considérant le produit sur la largeur opti-
male, (Mg, ) = (4, —3). Supposons maintenant qu’au moment de la multipli-
cation v prend la valeur —2.5. Le produit x de ¢ par v est illustré par la figure
2.19 en appliquant ’algorithme décrit précédemment, et on obtient x = 9.375.

Remarque 2.7. On a décrit ici uniquement ’algorithme classique de mul-
tiplication binaire, en pratique, ce n’est pas forcément cet algorithme qui est
utilisé. En effet, de nombreuses méthodes de multiplication existe, on peut citer
Ualgorithme de Booth [10], les arbres de Wallace [106], la méthode plus récente
dite des tas de bits [11], etc. De plus, dans [11], de Dinechin et al. montrent
que lextension des bits de signes (figure 2.19) ne rajoute pas de bits dans leur
méthode de calcul.
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BT e
Bl e

P fofofi]o]i]1]e -3

FI1GURE 2.19 — Exemple de multiplication virgule fixe.

2.3.3.2 Cas logiciel

En logiciel, on peut distinguer deux types de multiplieurs :

— les multiplieurs dont la largeur du résultat est égale a la somme des
largeurs des opérandes, dont les schémas de multiplication (par analogie
avec les schémas utilisés pour I'addition) peuvent s’écrire w X w — 2w
(typiquement 8 X 8 — 16, 16 x 16 — 32, etc), mais aussi w x w’ — w+w’
(par exemple 8 x 16 — 24) ;

— les multiplieurs dont la largeur du résultat est inférieure & la somme des
largeurs des opérandes, et généralement égale & la largeur des opérandes.
Le schéma de multiplication classique de ce type d’opérateur est wxw —
w (16 x 16 — 16, etc).

Dans le premier cas, la largeur du résultat, w,, correspond a la largeur
dans le pire des cas décrite par I’équation (2.37), c’est a dire le cas optimal
avec possiblement une répétition du bit de signe (on a en fait w, > wep). Sur
un tel opérateur, le format sera déterminé de la méme facon que dans le pire
cas vu précédemment, c’est-a-dire d’apres les équations (2.38) et (2.39), et la
multiplication se déroulera aussi de la méme facon que celle décrite précédem-
ment.

Dans le second cas, la largeur du résultat est inférieure au cas optimal, le
calcul se déroule de la méme fagon que dans le pire cas mais seuls les w, bits
de poids fort du résultats sont renvoyés (avec les potentielles répétitions de
signe).

2.4 Quantification

Dans chaque processus de conversion ou dans chaque calcul en précision
finie, il y a une étape de quantification, ou d’arrondi. Jusqu’ici nous avons
utilisé des fonctions pour arrondir nos résultats (voir les opérateurs H , H et
H dans algorithme 1 par exemple) sans analyser ce que cela impliquait sur
notre constante convertie ou sur le résultat d’une opération.
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2.4.1 Lois de quantification

Il existe plusieurs fagons d’arrondir une valeur, on parle alors de lois de
quantification (ou parlera aussi de modes d’arrondi). Dans ces travaux nous
considérerons principalement deux lois de quantifications, la troncature et I'ar-
rondi au plus proche, et nous définirons également I'arrondi vers +oco et 1'ar-
rondi fidele.

Un arrondi se définit par rapport & un pas de quantification.

2.4.1.1 Troncature (ou arrondi vers —o0)

pente moyenne

Q) ==

FIGURE 2.20 — Arrondi par troncature. Q(x) est I'opération de quantification
de z € R et ¢ le pas de quantification.

Remarque 2.8. Le terme troncature ici est un abus de langage. En effet le
terme troncature signifie, dans la représentation décimale usuelle des nombres,
Uaction de tronquer les décimales d’un mombre, ainsi —0.6 est arrondi vers
0 et non vers —1 (on parle d’arrondi vers 0). En représentation binaire en
complément & deuz (et donc en virgule fize), tronquer des bits revient o prendre
Uarrondi vers —oo (comme nous allons le voir), c’est pourquoi on utilisera ce
terme dans cette partie pour parler d’arrondi vers —oo.

L’arrondi par troncature d’une constante ¢ suivant un pas de quantification
q, consiste a se ramener au plus grand multiple de ¢ inférieur & ¢ (voir figure
2.20). En effet, toute constante ¢ € R peut étre encadrée par deux multiples
consécutifs de ¢, c’est-a-dire :

Vee R,k € Z tel que  kqg<ec< (k+1)g,

et dans ce cas 'arrondi par troncature de c est kq.
En arithmétique binaire, le pas de quantification ¢ est une puissance de
2. L’arrondi par troncature suivant un pas de quantification ¢ = 2* consiste
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alors, dans la décomposition binaire de la constante ¢, & supprimer (tronquer)
tous les bits dont la position est strictement plus petite que k.

Pour une constante ¢, 'arrondi par troncature suivant g consiste & calculer
la partie entiére inférieure de ¢- ¢! et de re-multiplier le résultat par ¢, c’est-
a-dire :

Q(c) = H -q (2.46)

Exemple 2.8. Soit une constante réelle ¢ = 42.5 et un pas de quantification
q= % L’arrondi par troncature de ¢ suivant q est obtenu en appliquant (2.46) :
1127

Q(42.5) = |42.5 - 3] %: [127.5] g =g T 42333

Pour la suite du rapport, on définit I’arrondi virgule fixe par troncature par
rapport au d-iéme bit.

Définition 2.4 (Arrondi virgule fixe par troncature). Soient une constante
réelle ¢ € R, et d un entier. L’arrondi virgule fixe par troncature de ¢, noté
Va(c), est le plus grand nombre virgule fixe dont le lsb est d et qui est plus petit
que c. Il s’obtient en calculant :

Va(c) & Lc . 2’dJ . od (2.47)

De plus, d’aprés la décomposition binaire en complément a deux d’une constante
¢ (équation (2.9)), on a :

m—1
Va(e) = —cm - 2"+ > a2, (2.48)
i=d

Exemple 2.9. Considérons la conversion en virgule fize de ¢ = /2 sur w = 8
bits avec ’arrondi virgule fize par troncature. La décomposition en complément
a 2 de x est donnée par :

c =2 01.011010100000100111100110011010. .. (2.49)

La position du bit le plus significatif, m, est égale a 1, donc on a d’aprés (2.8),
¢ =m—w+1=—6. On prend alors 2* = 276 comme pas de quantification. On
obtient alors l’arrondi par troncature de ¢ par rapport au £-ieme bit, a partir

de (2.47) :
Vi(e) = L\/i 26J 276 = 90276 = 1.40625 < V2

Remarque 2.9. Il est important de noter ici que l’arrondi par troncature n’est
pas symétrique. En effet, on Ua dit, l'arrondi par troncature en complément a
deux correspond & un arrondi vers —oo, que ce soit pour les nombres positifs
ou négatifs.
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2. ARITHMETIQUE VIRGULE FIXE

pente moyenne

Qx)==z

FIGURE 2.21 — Arrondi au plus proche. Q(x) est 'opération de quantification
de z € R et ¢ le pas de quantification.

2.4.1.2 Arrondi au plus proche

L’arrondi au plus proche d’une constante ¢ suivant un pas de quantification
q, consiste a se ramener au multiple de ¢ le plus proche ¢ (voir figure 2.21).

Soit k € Z tel que kq < ¢ < (k+ 1)g. Si ¢ est plus proche de kg que
de (k + 1)gq, c’est-a-dire si ¢ — kg < (k + 1)qg — ¢, alors Q(¢) = kg, sinon
Q(c) = (k + 1)q. Par convention le cas ¢ — kq = (k + 1)q — ¢ fera partie de ce
dernier cas, on parle alors d’arrondi au plus proche vers +oo.

Par analogie avec 'arrondi par troncature, 'arrondi au plus proche suivant
q consiste, pour une constante ¢, a calculer entier le plus proche de ¢- ¢! et
de re-multiplier le résultat par g, c’est-a-dire :

Q(c) = H q (2.50)

Exemple 2.10. Reprenons la constante réelle c = 42.5 et le pas de quantifi-
cation q = % L’arrondi au plus proche de ¢ suivant q est obtenu en appliquant
(2.50) :

Q(42.5) = |42.5-3] - % = |127.5] - % = ? = 42.666.. ..

On définit également 'arrondi virgule fixe au plus proche par rapport au
d-iéme bit.

Définition 2.5 (Arrondi virgule fixe au plus proche). Soient une constante
réelle ¢ € R, et d un entier. L’arrondi virgule fize au plus proche de c, noté
o4(c), est le nombre virgule fize dont le lsb est d et qui est le plus proche de c.
1l s’obtient en calculant :

o4 (c) & Lc . 27d-‘ 24, (2.51)
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De plus, d’apres la décomposition binaire en complément a deuz d’une constante
¢ (équation (2.9)), on a :

m—1
04 (€) = —cm - 2"+ Y 2"+ cq12¢ (2.52)
i=d

Remarque 2.10. Dans l’équation (2.52), le terme ca—12¢ s’explique par le fait
que c’est précisément ce bit (le bit le plus significatif parmi ceux arrondis) qui
va donner 'arrondi soit vers le haut soit vers le bas (si cq—1 = 1 on arrondit
vers le haut, si cq_1 = 0 on arrondi vers le bas). On ajoute donc ce bit au
d-ieme bit cq et on tronque les bits dont la position est inférieure a d. On a
alors :

od(c) = V(e + cq_12%) = ([;dJ + cd_1> 4,

De plus, en matériel, ce bit peut souvent étre ajouté gratuitement (voir par
exemple les multiplications par une constante de [11]).

Exemple 2.11. Considérons la conversion en virgule fize de ¢ = /2 sur
w = 8 bits avec l'arrondi virgule fize au plus proche. Cela correspond en fait a
appliquer ’algorithme 1. On obtient ainsi :

ou(c) = |V2-2°] 270 = 91276 = 1.421875 > V3

On remarque qu’on est ici dans le cas M > LLL’J car x = 1/2-26 = 90.509668 . . .,
donc oy(c) > Vy(c).

2.4.1.3 Arrondi vers +o0o et arrondi fidéle

Arrondi vers +oo : L’arrondi vers +oo d’un nombre ¢ € R suivant un pas
de quantification ¢ est le contraire de 'arrondi par troncature tel que défini
précédemment, c’est-a-dire le plus petit multiple de ¢ plus grand que c.

Il s’obtient en calculant :

Q(c) = H -q (2.53)

On peut définir I’arrondi virgule fixe vers +o0o par rapport au d-iéme bit.

Définition 2.6 (Arrondi virgule fixe vers +00). Soit une constante réelle ¢ €
R, et d un entier. L’arrondi virgule fixe vers +oo de ¢, noté Agy(c), est le plus
petit nombre virgule fixe dont le Isb est d et qui est plus grand de c. Il s’obtient
en calculant :

pa(c) 2 [c : Tﬂ - 2d, (2.54)
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Remarque 2.11. Attention, on ne peut pas écrire Aq(c) = Vy(c) + 2¢. En
effet si c est un multiple de 2¢, c’est-a-dire si ¢ = k- 2%, avec k € Z, alors
Ag(c) = Vy(e) = c. Si c n'est pas un multiple de 2% alors on a bien Ag(c) =
Vd(C) + 24,

De plus, l'arrondi FxP au plus proche est soit ’arrondi FxP par troncature
soit larrondi FxP vers +oo, c’est-a-dire si ¢ est plus proche de Vy(c) que de
Aqg(c) alors o4(c) = Vy(c), et sinon og(c) =Aq(c).

Arrondi fidéle : L’arrondi fidéle d’une constante réelle ¢ ne peut pas étre
défini comme une loi de quantification. On dira que f est un arrondi fidéle de
¢ par rapport au pas de quantification ¢ si f est un des deux multiples de ¢
encadrant ¢, c’est-a-dire, soit k € Z tel que kg < ¢ < (k + 1)g, alors kq et
(k 4+ 1)q sont les deux arrondis fidéles de ¢ par rapport a q.

Si les autres lois de quantification sont déterministes, I’arrondi fidéle lui ne
Pest pas. Il a été décrit pour les nombres flottants dans [30] et [92].

On définit tout de méme la notion d’arrondi virgule fixe fidéle par rapport
au d-iéme bit.

Définition 2.7 (Arrondi virgule fixe fidele). Soient une constante réelle c € R,
d un entier et xq() un opérateur de quantification dont le pas est 2¢. *q(c) est
dit arrondi virgule fize fidéle de c, si sa valeur est l'un des deux nombres virgule
fize consécutifs dont le lsb est égal a d, c¢’est-a-dire x4(c) est un arrondi virgule
fixe fidéle de c si :

*q (c) =0gq(c) ou x4 (c) = Vy(c). (2.55)

La figure 2.22 résume l’ensemble des modes d’arrondi décrits pour une
constante ¢ € R.

2.4.2 Calcul de 'erreur

Maintenant que nous avons décrit les différentes lois de quantification, nous
pouvons nous intéresser & comment estimer une valeur de ’erreur commise lors
du processus de quantification. Il faut cependant distinguer deux différents
types d’erreur, les erreurs de paramétrisation (ou de représentation) et les
erreurs de calcul. Les erreurs de paramétrisation correspondent aux erreurs
d’arrondi commises lors d’une conversion d’une constante réelle en virgule fixe.
Les erreurs de calcul quant a elles sont les erreurs d’arrondi apparaissant dans
les calculs en virgule fixe, et correspondent aux décalages effectués lors de ces
calculs pour aligner les virgules.

Une premiére facon de donner une valeur & une erreur d’arrondi est de
calculer I'erreur absolue et 'erreur relative. L’inconvénient de ces deux er-
reurs est qu’elles nécessitent de connaitre la valeur réelle, or si cela est facile
lors de la conversion d’une constante, cela ’est beaucoup moins lors d’une
suite d’opérations arithmétiques (il faudrait alors simuler le calcul réel pour
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od od(c)
e Vd(C) Ad(c)
} } } ' } R
k24 (k+1)2¢ ‘\C /
*q(c)
(a) Cas o o4(c) = Vu(c).
od Od(c)
R Va(e) Ad(c)
j j | ; j R
k2 (k+1)2¢ \ </'

*4(c)
(b) Cas ot og4(c) =Aq(c).

FIGURE 2.22 — Illustration des différents modes d’arrondi d’une constante réelle
c.

comparer les résultats réel et fixe). Toutefois, cette opération est possible en
utilisant des certificats Gappa “http://gappa.gforge.inria.fr/ (Génération
Automatique de Preuves de Propriétés Arithmétiques) [75].

Nous verrons ensuite deux autres facons de manipuler 'erreur, basées sur
un principe similaire, celui de modéliser une erreur de quantification comme
I’ajout d’une dégradation, sous forme d’un intervalle ou d’un bruit, sur le signal
(voir figure 2.23).

En effet, en traitement du signal une erreur est modélisée par une pertur-
bation, ou plus précisément a I’ajout d’un bruit blanc sur le signal [96, ],
tandis qu’en arithmétique une erreur est un intervalle contenant toutes les
valeurs possibles de cette erreur qui s’ajoute & la valeur de départ.

F1GURE 2.23 — Modélisation du processus de quantification. La dégradation e
peut étre modélisée par un intervalle ou par un bruit.

Puisque les erreurs de paramétrisation proviennent d’une conversion d’une
constante réelle, la valeur x & quantifier a une précision infinie, on considére
qu’on arrondit une infinité de bits. En traitement du signal on considérera
que z est un signal & amplitude continue. A I'inverse, les erreurs de calculs
proviennent d’une suppression de bits, d’'une conversion d’'un nombre z en
précision finie en un nombre & également en précision finie. On dira que le
signal d’entrée x est & amplitude discréte.

4.
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2. ARITHMETIQUE VIRGULE FIXE

2.4.2.1 Erreurs absolue et relative

Erreur absolue : L’erreur absolue de la quantification d’un nombre x en
son quantifié Z, notée Az, correspond & la différence des deux valeurs en valeur
absolue, c’est-a-dire :

Az = |z — 7| (2.56)

Si T est le résultat de la conversion virgule fixe de x par 'algorithme 1 au
format (m,¥), alors puisque 'arrondi effectué¢ dans l’algorithme est 1’arrondi
virgule fixe au plus proche par rapport au ¢-iéme bit, on a :

Az < 2071 (2.57)

Dans le cas d’'un arrondi par troncature ou d’un arrondi fidéle on aurait eu
Az < 2¢.

Erreur relative :  Cette erreur correspond a 'erreur effectuée par rapport
a la valeur de départ = (pour x # 0). On la note dx et elle s’obtient en divisant
I’erreur absolue par la valeur absolue de x :

-2

Sz = = (2.58)

On peut montrer qu’on a dz < 2¥~1,

Exemple 2.12. Reprenons une situation vue précédemment. Soit ¢ = /2 une
constante réelle que ’on convertit en virgule fize surw = 8 bits par l'algorithme
1, on obtient alors ¢ = 1.40625. Les erreurs absolues et relatives sont données
par :

Ac = ‘\/5 _ 1.421875‘ — 0.0076614

|V2 - 1421875
V2|
L’erreur commise lors de la quantification vaut 0.0076614, ce qui correspond

a 0.0054175 fois la valeur de x (ou 0.54175% de x), et on vérifie bien que Ac
est plus petit que 2¢=1 = 277 = 0.0078125.

dc = 0.0054175

2.4.2.2 Bruit de quantification

La modélisation du bruit de quantification consiste a voir la quantification
d’un signal  comme ’ajout d’un bruit blanc uniformément distribué e sur ce
signal. Il est alors possible [906, | de déterminer les moments d’ordre un et
deux, respectivement la moyenne . et la variance o2 de ce bruit.

Dans le cas d’un signal a amplitude discréte (erreurs de calcul), la quanti-
fication génére un bruit également & amplitude discréte, qui n’a donc pas les
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mémes caractéristiques que le bruit & amplitude continue. Le modéle décrit
pour le bruit & amplitude discréte a été proposé par Constantinides et al. dans
[15].

Pour décrire les moments d’ordre un et deux, dans le cas d’un bruit continu
et dans le cas d’un bruit discret, on prend un pas de quantification égal a 2¢ et
que le nombre de bits arrondis (pour le bruit discret) est égal & d. On obtient
ainsi le tableau 2.3.

Arrondi
Moments par troncature au plus proche
continu discret continu discret
Lle 2[—1 2@—1(1 - 2—d) 0 2€—d—1
ol 2% /12 | 2%/12(1 —272) | 2%/12 | 2%/12(1 — 272%9)

TABLE 2.3 — Moments d’ordre un et deux pour un bruit e pour un pas de
quantification 2¢ et d bis pour le nombre de bits arrondis pour le bruit discret.

Cette modélisation, statistique, est traditionnellement celle utilisée en trai-
tement numérique du signal. Elle ne donne pas les valeurs précises que peut
prendre l'erreur e, elle donne juste la moyenne et la variance qui sert a ca-
ractériser la dispersion statistique de l’erreur autour de cette moyenne. Une
autre approche, celle utilisée en arithmétique des ordinateurs, est a 'inverse
une approche déterministe et donne les intervalles de valeurs précis de ’erreur.

2.4.2.3 Intervalles d’erreur

Cette approche donne les intervalles précis de valeurs que peut prendre
I’erreur additive.

On rappelle que e est une erreur additive sous forme d’un intervalle, c¢’est-
a~-dire & = z+e avec e = [e, €|. Pour déterminer e et €, on retourne le probléme,
on définit Z un nombre virgule fixe obtenu en quantifiant un  au format (m, ¢),
et on veut savoir quelles erreurs minimale et maximale ont pu étre commises
pour arriver a ce Z. On appelle alors T et x respectivement les plus grande et
plus petite valeurs que peut prendre x pour obtenir ’arrondi Z, on a alors :

{e -z (2.59)

Si I’arrondi considéré est un arrondi par troncature, la figure 2.24 illustre
les pires cas pour x, dans le cas d'un x réel (précision infinie) et dans le cas
d’un z virgule fixe (précision finie, décalage de d bits). La valeur b est la valeur
du bit Zy, c’est-a-dire b € B. En précision finie, dans le meilleur des cas tous les
bits tronqués valaient 0, i.e. T = z, tandis que dans le pires des cas les d bits
tronqués valaient 1. En précision infinie, le meilleur cas est le méme, I'erreur
est nulle car on ne tronque que des bits & 0, et dans le pire des cas, tous les bits
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2. ARITHMETIQUE VIRGULE FIXE

tronqués auraient eu pour valeur 1, mais ce cas n’est pas atteignable (car une
suite infinie de 1 en position £ — 1 & —oo est égale au nombre 2¢). On obtient
alors e =] — 2¢; 0] en précision infinie et e = [—2¢+2%; 0] en précision finie. Ces
résultats, ainsi que ceux obtenus avec I'arrondi au plus proche (voir figure 2.25
oit b=1—b € B) sont résumés dans le tableau 2.4.

22 22 Qlfd
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FI1GURE 2.25 — Illustration des pires cas pour l'erreur d’arrondi au plus proche.

Arrondi
Bornes ) pz%r troncat/m'"e. ’ .a'u plus pro’clr.le.
précision | précision | précision précision
infinie finie infinie finie
e > _28 _2( T 2(*(1 > _2[*1 _2[*1 4 2£fd
3 0 0 201 201

TABLE 2.4 — Bornes de U'intervalle d’erreur e pour un pas de quantification 2¢
et d bits pour le nombre de bits arrondis en précision finie.

2.4.2.4 Produit et quantification

Considérons le produit d’une constante par une variable dans le contexte
de nos filtres virgule fixe. En effet, dans ce contexte, la variable est un signal
virgule fixe qu’on suppose exact (on verra dans le prochain chapitre que les er-
reurs de calcul amenant & ce signal sont comptabilisées & part), et la constante
est 'arrondi virgule fixe d’une constante réelle, ce qui signifie que le dernier bit
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de cette constante est potentiellement faux. Compte tenu de cette information,
il est intéressant de savoir comment ce bit potentiellement faux va se propager
dans le produit.

Soit ¢ la constante virgule fixe au format (m., £.) et v la variable virgule fixe
au format (m,,¥¢,). En appliquant 1’algorithme de multiplication (voir figure
2.26), le bit potentiellement faux, ¢, est décalé de w, — 1 bits vers la gauche,
ol w, est la largeur de v, en partant du lsb du produit, égal a ¢. + £,. La
position du bit potentiellement faux le plus significatif du produit est alors
donnée par :

(e +0y) + (wy — 1) = Lo + my,. (2.60)

BT T FE e omet
BITTT ] v omet

Wy

—wy— 1 ——

FIGURE 2.26 — Propagation d’une erreur dans une multiplication.

Cette information nous sera principalement utile dans le chapitre 5 lorsque
nous calculerons les largeurs des constantes et variables pour ne conserver que
les bits exacts de leurs produits.

2.5 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre 'arithmétique virgule fixe a travers
un formalisme considérant les opérations usuelles comme la conversion d’un
nombre réel en un nombre FxP, I'addition, la multiplication par une constante,
ou encore la quantification. Ces opérations sont les seules dont nous avons
besoin pour décrire I'implémentation d’un filtre linéaire en virgule fixe.

Comme nous 'avons vu en introduction de ce chapitre, cette formalisation
de larithmétique virgule fixe constitue une premiére contribution de cette
thése. En effet, si les bases de cette arithmétique sont connues de tous, il
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2. ARITHMETIQUE VIRGULE FIXE

n’existe, & notre connaissance, aucun vrai formalisme pleinement détaillé. Nous
avons donc repris ces bases de formalisation afin de proposer un formalisme
traitant tous les cas possibles, selon les différents types de cibles (matériel ou
logiciel), pour les opérations usuelles propres a notre approche.

On rappelle que dans la suite de ce manuscrit, arithmétique utilisée est
I’arithmétique virgule fixe signée en complément a deux.

Le prochain chapitre fait le lien entre ces deux premiers chapitres, en propo-
sant les premiers outils d’implémentation virgule fixe pour les filtres linéaires.
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Chapitre 3

Vers I'implémentation de
filtres linéaires en virgule fixe

Les chapitres précédents ont rappelé d’une part quelques pré-requis concer-
nant les signaux et les filtres linéaires, et proposé d’autre part un formalisme de
I’arithmétique virgule fixe. Le but est maintenant, a partir de ces informations,
de décrire ce qui se passe quand on veut implémenter un filtre en virgule fixe,
& travers ’analyse d’un filtre linéaire. En effet, nous allons proposer dans ce
chapitre une analyse de ’évolution d’un signal a travers un filtre, et en déduire
des informations utiles pour implémenter ce filtre.

Le chapitre se conclut par la description d’'un exemple fil rouge qui sera
utilisé dans les chapitres suivants pour illustrer I’approche.

3.1 Evolution d’un signal a travers un filtre

Le premier phénoméne & analyser est ’évolution subie par un signal lors-
qu’il passe a travers un filtre. En effet, les normes de filtres définies dans la
section 1.1.2.5 peuvent permettre d’évaluer le comportement d’une variable
aléatoire (on a vu qu’un signal quelconque peut étre considéré comme une
variable aléatoire) ou d’un intervalle au travers d’un filtre. Ces propositions
sont trés importantes dans la suite de notre approche. La proposition 3.1 est
classique en traitement du signal, tandis que la proposition 3.2 I’est moins, et
surtout nouvelle pour I'analyse des erreurs de calcul |6, 15].

Pour une meilleure lisibilité, les intervalles considérés sont exprimés avec la
notation centre/rayon ({(m,r) ou m est le centre et r le rayon de l'intervalle).

Proposition 3.1 (Variable aléatoire a travers un filtre). Soient H un filtre
linéaire MIMO et u ety deux vecteurs de variables aléatoires tels que y = hxu
avec h la réponse impulsionnelle de H.
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On suppose de plus que u(n) et u(m) sont décorrélés pour tout n # m,
c’est-a-dire

B {{(ulk —n) = pu)(ulk =m) = ) Yo | = Onmtous ¥nom. (3.1)

0l Op g désigne le symbole de Kronecker (5pm,m =1 sin =m et 0 sinon).

St on connait les moments d’ordre un et deux du signal d’entrée u, respec-
tivement Ly, €t Wy, alors les moments d’ordre un et deux de y, notés respec-
tivement by et o2, sont donnés par :

1
py = (Hhpo Hu, (32)
oy = M euls, (33)

01l py est la matrice triangulaire telle que Py = PuPy | (Puisque P, est une
matrice définie positive, il existe une matrice py telle que YuPy' = Py a
partir d’une factorisation de Choleski de 1b,,).

De plus, si le filtre H est exprimé par le state-space (A, B,C, D), alors la
norme Lo |H - Lpu”g peut se calculer d’apres le grammien d’observabilité, W,
du filtre H, par :

o2 = tr (%(DTD + BTVVOB)) . (3.4)
Démonstration. La démonstration est donnée dans 'annexe C.1. O

On souhaite dans notre approche déterminer le format virgule fixe du signal
y. Ainsi, la proposition précédente est limitée du fait qu’elle est constitue une
approche statistique : on connait la moyenne statistique de la sortie y sur
I’ensemble des instants k et la dispersion des différentes sorties y(k) autour de
cette moyenne. On ne peut donc pas en déduire de facon stir un format virgule
fixe pouvant représenter toutes les valeurs de la sortie.

L’idée est alors d’établir une proposition équivalente a la proposition 3.1
avec des intervalles, c’est-a-dire de déduire l'intervalle de sortie (y,,,y,) a
partir de 'intervalle d’entrée (up,, u,).

Cependant, il est nécessaire de rappeler que les signaux considérés sont dé-
finis pour k£ > 0, en particulier, le signal de sortie y est tel que y(k) = 0 pour
k < 0. Le systéme a donc besoin d’un certains temps pour atteindre un équi-
libre dans un intervalle (y,,, y,). Cette phase est appelée phase transitoire, par
opposition avec le régime permanent quand le systéme a atteint un équilibre.

Proposition 3.2 (Intervalle & travers un filtre). Soient H un filtre linéaire
MIMO et u ety deux vecteurs de signaux tels que y est la sortie du filtre pour
Uentrée u (y = h xu avec h la réponse impulsionnelle de H ).

Si Uentrée w est dans lintervalle (connu) (upm,, w,) alors on peut calculer d’une
part le seuil a partir duquel le systéme est en régime permanent d un € pres,
et d’autre part Uintervalle (Ym,yr) de ce régime. Plus formellement, si u €
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(W, wy), alors pour tout € > 0, il existe un seuil K € N tel que pour tout
k> K, on ay(k) € (Ym,yr) avec :

ym = (H)pc - tm, (3:5)
Yr = <<H>>wcpg'u7’+€‘ <36)

De plus, il est possible d’exhiber un signal u tel qu’une composante y; de y,
pour un certain i, atteint une borne (y, £ ym)i & une certaine précision pres.

Démonstration. La démonstration est donnée dans 'annexe C.2. O

Remarque 3.1. La proposition 3.2 nous donne l’intervalle de la sortie y pour
un régime permanent & un certain € pres donné. Puisque le seuil K de pas-
sage entre la phase transitoire et le régime permanent est un entier, on peut
déterminer lintervalle de la sortie dans la phase transitoire par une recherche
ezhaustive des extrema parmi les valeurs y(k) pour 0 < k < K.

Remarque 3.2. Dans [’équation (3.6), € décroit rapidement en fonction du
temps. En effet, cette décroissance suit celle de p(A)* en fonction de k, ot p(A)
est le rayon spectral® de la matrice A et A la matrice des coefficients du filtre
H écrit sous forme d’un state-space (A, B,C, D). Pour les filtres stables que
nous considérons, le rayon spectral de la matrice A est strictement inférieur a
1, donc plus p(A) est proche de 1, plus € décroit lentement, inversement.

Le régime permanent est atteint quand e tend vers 0, c’est-a-dire quand k
tend vers l'infini (aprés une infinité de cycles du filtre), on peut donc déduire
de la proposition 3.2 une proposition équivalente en régime permanent.

Proposition 3.3 (Intervalle a travers un filtre en régime permanent). Soient
H un filtre linéaire MIMO et u et y deux vecteurs de signaux tels que y est la
sortie du filtre pour l’entrée u (y = h x u avec h la réponse impulsionnelle de
Si Uentrée w est dans Uintervalle (connu) (W, ur) alors y est dans lintervalle
(Ym, Yr) avec :

Ym = (H)pc - tm, (3.7)
Yr = <<’H>>wcpg'u7“‘ <38)

Remarque 3.3. Il est important de noter que les applications de ces proposi-
tions dans notre approche, pour déterminer le format virgule fize de la sortie
y ou pour le calcul de U'erreur, n'utilisent finalement que le logarithme en base
2 des bornes de lintervalle de sortie. On peut par conséquent, dans la majo-
rité des cas et sans perte de généralité, utiliser la proposition 3.3 dans notre
approche.

1. Le rayon spectral d’une matrice M correspond au plus grand module des valeurs
propres de M.
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Remarque 3.4. En notation bornes inférieure/supérieure, avec u € [u;u] et
y€[y;yl, ona:

u-+u u—u
5 Ur = 9
Y=Y —Ym; Y=Yr+ Yn,

Uy, —

et on obtient ’équivalence suivante pour les équations (3.6) et (3.5) de la
proposition 3.2 :

¥ = (Moo a2 — (HMhwors (39)
T = (Moo 5 + (Hhwers 5 (3.10)

L’intervalle du signal d’entrée u est généralement connu, par conséquent la
proposition 3.2 nous permet d’exprimer 'intervalle dans lequel se trouvera le
signal de sortie du filtre. Cette description de I’évolution d’un signal a travers
un filtre sous forme d’un intervalle est nouvelle.

Ces deux propositions sont trés importantes dans notre approche, elles vont
d’une part pouvoir étre appliquées sur ’entrée pour connaitre le format virgule
de la sortie (ou du moins son msb si la largeur n’est pas connue), et d’autre
part nous étre utile pour ’analyse d’erreur en sortie d’un filtre, comme le décrit
la prochaine section.

3.2 Analyse de 'erreur en sortie d’un filtre

3.2.1 Propagation des erreurs de calcul

Nous avons vu qu’il y avait, pour un filtre linéaire donné, plusieurs réalisa-
tions possibles, dont par exemple les décompositions en sous-filtres en paralléle
ou en cascade, qui sont dues & la linéarité de ces filtres. Une autre application
de cette linéarité est & la base de I'analyse d’erreur en sortie d’un filtre.

Considérons alors le filtre H exprimé sous la forme implicite, en reprenant
l'algorithme de la SIF des équations (1.48). En précision infinie, cet algorithme
sera calculé exactement, mais en précision finie, c’est en fait 'algorithme d’un
filtre, noté H* (le filtre H dégradé par les erreurs de calcul), qui sera calculé :

t'(k+1)=-Jt(k+1)+ Mx*(k) + Nu(k) + et (k) (3.11a)
z*(k+1) = Kt*(k+ 1) + Px*(k) + Qu(k) + e (k) (3.11Db)
y*(k) = Lt*(k + 1) + Rx* (k) + Su(k) + &y (k) (3.11¢)

ou €, (k) est le vecteurs des erreurs de calculs a I'instant &k sur le vecteur de
variables z (e, (k) est l'erreur de calcul & l'instant k sur la variable z;, pour
1 <i< ny), et z*(k) est le vecteur z(k) dégradé par les erreurs de calcul, pour
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z € {t,x,y}. On note alors (k) le vecteur des erreurs de calculs a l'instant k,
c.-a-d. :

e(k) 2 |ex(k) | . (3.12)

Remarque 3.5. Puisqu’on ne considére ici que les erreurs de calcul (ce sera
le cas dans la section 3.2.2), on suppose que les coefficients sont les mémes
pour le filtre exact et pour le filtre implémenté. On reviendra sur ce point dans
la section 3.2.2.

On note dz;(k) la différence z!(k) — z;(k), c’est-a-dire 'erreur a 'instant
k en considérant les erreurs de calcul et le rebouclage, pour z € {t,z,y} et
1 € i < n,. On a alors, en soustrayant (3.11) a l'algorithme de la SIF des
équations (1.48) :

Ot(k+1)=—J8t(k+1)+ Mdxz(k) + er(k) (3.13a)
dx(k+1) = Kot(k + 1) + Péx(k) + ep(k) (3.13b)
dy(k) = Lot(k + 1) + Rz (k) + e, (k) (3.13¢)

Cet algorithme exprime la différence entre ’algorithme de la SIF en pré-
cision infinie et celui en précision finie. Il correspond en fait & I'algorithme
sous forme implicite d’un filtre H,, exprimant le comportement des erreurs de
calcul a 'instant k sur la sortie, et dont les entrées sont les e(k). En effet, en
considérant &t comme le vecteur des variables intermédiaires et dx le vecteur
des variables d’états, cet algorithme calcule bien dy(k) a partir de (k). La
linéarité des filtres permet de décomposer H* en deux filtres distincts, d’un
coteé le filtre exact H, et de l'autre le filtre de 'erreur He (voir figure 3.1).

—>H

u(k) y* (k) y* (k)

RSN HE

FIGURE 3.1 — Equivalence entre le systéme dégradé H* et la décomposition en
deux systémes distincts H et He.

-J M N
Si la SIF de H est caractérisée par la matrice Z = | K P Q@ |, alors
L R S
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-J M M,
la SIF de H, est caractérisée par Z. £ | K P M, | avec:
L R M,
Mt = (Int Ontan Ontx'ny) ) (3.14&)
Mx é (Onzxnt ITLz Oanny) ) (314b)
My = (Onyxnt Onanz Iny) ’ (3.14C)

ou I, est la matrice identité de taille n x n et 0,,x,, est la matrice de zéros
de taille n x m.
He est un filtre & (ny + n, + ny) entrées et ny sorties.

Proposition 3.4. La fonction de transfert du filtre He, H., est donnée par :
H.:2 - Cgz(zI,— Az) ‘M, + My, VzcC (3.15)

avec Az et Cz les matrices définies par (1.45) et
M, £(KJ' I, 0), M2 (LJ' 0 I,). (3.16)

Démonstration. La fonction de transfert s’obtient, & partir de la matrice Z
d’une SIF, par l’équation (1.44). Dans le cas du filtre H,, la matrice des
coefficients est Z., ou les matrices IN, Q et S sont respectivement rempla-
cées par My, M, et My . Par conséquent, Bz = KJ !N + Q est rempla-
cée par M = KJ 'M;+ M, et Dz = LJ !N + S est remplacée par
My=LJ'M;+ M,. O

On peut donc, & partir de la représentation sous forme implicite d’un filtre
‘H, déterminer la fonction de transfert du filtre He, exprimant le traitement de
I’erreur commise par 'implémentation en précision finie. Le corollaire suivant
est une application des propositions 3.1 et 3.2 au filtre H,.

Corollaire 3.1. Soient H un filtre, e(k) le vecteur des erreurs de calcul com-
mises a l'instant k lors de l'implémentation de H en précision finie, et He le
filtre déduit de H exprimant le comportement de U'erreur au travers du filtre
implémenté. Il est alors possible d’exprimer ce comportement a partir de (k)
et de He :

— si Uerreur de calcul est modélisée par un vecteur de bruit blanc uniformé-
ment distribué avec des vecteur de moments d’ordre un et deux respecti-
vement notés pe et a2, alors les moments de l’erreur globale 8y commise
sur la sortie du filtre implémenté, notés psy et cr?sy, sont donnés par :

psy = (Hedpe - e (3.17)
U?Sy = H”Hs-%H%- (3.18)
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3.2. Analyse de 'erreur en sortie d’un filtre

— st lerreur de calcul est modélisée par un vecteur d’intervalle, noté (e, €r),
alors le vecteur d’intervalle de Uerreur globale dy commise sur la sortie
du filtre implémenté, noté (dYm, 0y,), est donné par :

8Yym = (Helpo - em, (3.19)
8yr = (Heeps - Er (3.20)

Le filtre H. ne considére que le comportement des erreurs de calcul au
travers du filtre implémenté, et ne considére donc pas les erreurs paramétriques
faites lors de la quantification des coefficients. Lors de nos différents tests, que
ce soit dans nos articles ou dans ce rapport de thése, c’est cette méthode que
nous utilisons pour évaluer I'impact de nos erreurs, et donc les comparaisons
effectuées entre filtre exact H et filtre implémenté H* considére finalement pour
‘H un filtre ayant les mémes coefficients (quantifié) que le filtre H* (usuellement,
la quantification des coefficients est en effet étudiée & part avec les mesures de
sensibilité discutées au chapitre 1). Il est néanmoins possible d’aller plus loin
et de déterminer le filtre He exprimant le comportement des erreurs de calculs
et des erreurs paramétriques au travers du filtre implémenté, comme le montre
la partie suivante.

3.2.2 Propagation des erreurs de calcul et des erreurs
paramétriques

La remarque 3.5 met en avant un point important : on considére en ef-
fet dans les équations (3.11) que les matrices de coefficients sont les mémes
entre le filtre exact H et le filtre implémenté H*, ce qui est vrai si on veut
seulement mettre en avant les erreurs de calculs (on prend les mémes coeffi-
cients, on déroule la méthode et les seules erreurs apparaissant sont les erreurs
de calculs). Cependant, si on veut en plus prendre en compte les erreurs pa-
ramétriques, alors le systéme implémenté, noté H (différent de H* puisqu’il
considére I'ensemble des erreurs d’implémentation), peut s’écrire :

Hk+1) = —Jt(k + 1) + MaE(k) + Nu(k) + e4(k) (3.21a)
Z(k+1) = Kt(k+ 1) + P(k) + Qu(k) + (k) (3.21D)
y(k) = Lt(k + 1) + RE(k) + Su(k) + e, (k) (3.21c)

oit C est la matrice des coefficients quantifiés de C' pour toute matrice C €
{J)M,N,K,P,Q,L,R, S}, et z(k) est le vecteur z(k) bruité par les er-
reurs de calcul et les erreurs paramétriques, pour z € {¢t,x,y}. Les vecteurs
e¢(k), ex(k) et ey(k) sont définis comme précédemment comme les vecteurs
des erreurs de calculs a l'instant k sur les vecteurs ¢, © et y respectivement.
On note Az;(k) la différence z;(k) — z;(k), c’est-a-dire l'erreur a l'instant k
en considérant les erreurs de calcul, les erreurs paramétriques, et le rebouclage
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de ces erreurs, pour 1 < ¢ < n, et z € {¢t,x,y}. On note également AC
la matrice donnée par C — C. On peut remarquer que 1’on a choisi un ordre
différent de celui des vecteurs d’erreurs, on a en effet AC = C — C pour les
matrices et Az;(k) = z;(k) — z;(k) pour les variables, car cela nous permet
une écriture simplifiée de la SIF finale. On a alors, & partir de (1.48) et (3.21) :

At(k+1)=— J Atk +1) + AJ't(k + 1) + MAz(k) (3.22a)
— AMax(k) — ANu(k) + e(k) (3.22D)

Az(k+1) =KAt(k +1) + AKt(k+ 1) + PAxz(k) (3.22¢)
— APz(k) — AQu(k) + eq (k) (3.22d)

Ay(k) =LAt(k + 1) + ALt(k + 1) + RAx(k) (3.22¢)

— ARxz(k) — ASu(k) + ey (k) (3.22f)

Les équations ainsi obtenues décrivent I'algorithme d’une SIF, donnée par :

J 0000 t(k+1)
-AaJ J 000 || Atk+1)
-K 0 I00 x(k+1)
AK -K 010 || Az(k+1)
AL —-LioorI)\ Ayk
t(k)
‘ ‘ At(k)
000 M O0: N 000\ | "
| x (k)

00 —-AM M —-AN T00

_|ool P 0l @ o000 Az(k) (3.23)
| ~ k
00 AP P -aQoro]|| W
s - A es(k)
00 —AR R -AS 001
ez (k)
ey(k)

t(k)

At k)) représente le vecteur des variables intermédiaires, le

ol le vecteur <

vecteur ( (k) ) celui des variables d’états, et Ay(k) est le vecteur des sorties

Ax(k)
u(k)
du systéme pour le vecteur d’entrées :t ((]I?) , le tout a l'instant k.
ey(k)
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On utilise les notations suivantes :

sl J 0 ~({ K 0
a he 2 ~ 24
7 ( N ke (KL D). (3.24a)
ML pL 9 (3.24D)
AM M ’ P ‘
c2(-aL L), ( AR ﬁ), (3.24¢)
0 0
M é( Tlt><7’Lf Nt XNy ntxny)’ 324d
‘ AN Ontan Ontxny ( )
0 0
ﬁ nzxnt Ng XNy Ng XMy
Mw < nt . Inx Onx ><ny> ) (3246)
M, = (=AS 0p,xn, Onyxn, In,)- (3.24f)

On a alors la correspondance suivante pour la matrice des coeflicients, notée
Z:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(3.25)

Cette SIF est la forme implicite d’un filtre 7:25 traduisant le comportement

des erreurs de calculs et des erreurs paramétriques lors de I'implémentation

de H. Comme dans le cas précédent, on peut alors séparer le systéme entre le
filtre exact H et le filtre des erreurs H, comme le montre la figure 3.2.

H

u(k) p y(k) — y(k)

k) | 7

FIGURE 3.2 — Equivalence entre le systéme dégradé H et la décomposition en
deux systémes distincts H et H,.

Remarque 3.6. Il y a une différence notable entre les expressions de He
et de He. En effet, pour le premier filtre, on peut l’exprimer en amont des
choix d’implémentation, les erreurs de calculs étant des entrées du systéme.
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Dans le cas du filtre ﬁe, on peut voir dans l'expression de la SIF de l’équation
(3.23) que les matrices quantifiées font partie intégrante du systéme, il est donc
nécessaire de connaitre les formats virgule fize des coefficients et d’effectuer les
quantifications avant de pouvoir déterminer la SIF de 7:25. De plus, les erreurs
Ay dépendent de Uentrée uw (voir figure 3.2), ce qui n’était pas le cas avec les
erreurs 0y.

On peut, comme pour He, donner l'expression de la fonction de transfert
de He.

Proposition 3.5. La fonction de transfert du filtre 7—~[€, ﬁs, est donnée par :
H.:z—Cz(zl, — Az) 'Bz + Dz, VzeC (3.26)

avec
Az = KT 'M+P, Bz =KJ 'M;+M,,

2
Cz=LIT 'M+R, Dz=LT 'M;+M,. (3.27)

Démonstration. La fonction de transfert s’obtient, a partir de la matrice Z
d’une SIF, par I'équation (1.44), et par correspondance avec la matrice Z des
coefficients de H. donnée par I’équation 3.25. ]

Finalement, le corollaire 3.1 donne le vecteur d’intervalles de 'erreur glo-
bale (ou les moments d’ordre 1 et deux si les erreurs sont modélisées par des
(k)

t(k)
ex(k

(k)
ey(k)

O g

bruits) en lappliquant au filtre 7—~l€ et a l'entrée (et non seulement

e(k) comme c’est le cas pour He).

Remarque 3.7. Etant donné que cette approche de propagation de l’ensemble
des erreurs est tres récente dans nos travaux (la SIF de He et ce qui en découle
ont été déterminés a un moment avancé de la rédaction de cette these), on
préférera utiliser 'analyse de lerreur de calcul par le filtre He. Cependant, on
montrera_dans [’exemple 4.5.1 une application de cette analyse de l’erreur par
le filtre He dans le cas d’un state-space.

Pour appliquer ces nouvelles propriétés, il faut comprendre comment sont
calculés les algorithmes de filtre linéaires. Cette information nous sera utile
notamment pour déterminer comment évaluer les erreurs de calculs.

3.3 Des filtres aux produits scalaires

Cette partie présente la relation étroite un filtre linéaire et un produit
scalaire constantes par variables. En effet ce genre de produit scalaire est a la
base de tout algorithme de filtre LTI. Ensuite nous verrons que ces produits
scalaires de filtres ont certaines propriétés intéressantes et nécessaires pour la
méthode utilisée pour implémenter un filtre.
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3.3.1 Relation entre filtres et produits scalaires

On a vu dans le chapitre 1 qu’'un filtre peut étre exprimé par différentes
réalisations (une infinité en tenant compte des changements de bases possibles),
et tous ces algorithmes sont en fait soit un, soit une succession de sommes de
produits (Sum-of-Products, SoP), du type :

N N
s:Zci xvi:Zpi (3.28)
i=1 i=1

oll ¢; est une constante, v; une variable, et p;, = ¢; x v; pourt=1,...,N, et s
est le résultat du produit scalaire.

Il est en effet clair, si on prend l'algorithme de calcul totalement déve-
loppé correspondant a la SIF, donné par les équations (1.47), qu’il s’agit d’une
succession de SoP.

Cependant, on peut remarquer dans les algorithmes de filtres, les variables
ont une informations temporelles (la valeur d’un signal a un instant k). En
considérant ces calculs comme des SoP comme dans I’équation (3.28), on
constate qu’on perd l'information temporelle en notant simplement v; les va-
riables au lieu de v;(k), mais cette information est inutile pour faire le produit
a calculer. De plus, on perd également 'information de rebouclage des calculs,
mais cette information est également inutile car gérée a part (par le filtre H,
décrit en 3.2).

Il faut noter enfin que ces SoP ne sont pas de simples produits scalaires
(c.-a~d. une expression mathématiques calculant un résultat avec pour seules
informations des constantes et des variables), nous avons des informations
supplémentaires dues & la particularité des filtres linéaires, comme le décrit la
partie suivante.

3.3.2 Spécificités des produits scalaires de filtres

L’arithmétique d’intervalle n’est pas applicable dans le calcul des SoP (si
la somme des valeurs absolues des coefficients est plus grande que 1), car cet
arithmétique fait grandir les intervalles lors des calculs et ne prend donc pas en
compte la corrélation entre les variables. De méme, 'arithmétique affine pour-
rait marcher [72], mais est inutile par 'utilisation du WCPG qui nous permet,
par la proposition 3.2, de déterminer au plus juste l'intervalle d’existence du
résultat d’un SoP. A partir de ce résultat, on peut appliquer une propriété de
Parithmétique en complément a deux (parfois appelée régle de Jackson) [50)]
sur 'ensemble des formats intermédiaires de nos oSoP.

Cette régle énonce que, dans une succession de sommes en complément &
deux, certains résultats intermédiaires peuvent déborder du format donné, si
le résultat est représentable sur ce format alors il est valide. Illustrons cette
propriété due a 'arithmétique modulaire par un exemple.
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Exemple 3.1. Soit S la somme de trois entiers de largeurs 8 bits en complé-
ment & deuz, par exemple 104+ 82 — 94. Le résultat est alors 92, qui est repré-
sentable sur 8 bits dans l'intervalle [—128;127]. Si on calcule d’abord 104+ 82,
le résultat, 186, n’est pas représentable sur cet intervalle, il y a donc débor-
dement et l’arithmétique modulaire donne (en réinterprétant les bits restants
comme un nouveau nombre en complément a deuzr) —70 sur 8 bits. Le dernier
calcul, =70 — 94 produit également un débordement (—164 ¢ [—128;127]), et
par arithmétique modulaire on obtient, de la méme maniére, 92 qui est bien le
résultat attendu.

Cette régle est également applicable a 'arithmétique virgule fixe [70]. Pour
un SoP défini comme dans I’équation (3.28), avec (myg, £5) le format du résultat
connu par la proposition 3.2, cela signifie qu’on peut supprimer de chaque p;
les bits dont la position est plus grands que mg, puis sommer les bits restants
sans considérer les bits de retenues plus grand que mg. Puisque s est connu
pour étre au format (ms,¥s), le résultat est valide, les bits supprimés et les
retenues non considérées ne peuvent effectivement pas influencer les bits de
poids plus faibles.

Remarque 3.8. On peut démontrer plus formellement cette affirmation. Pour
cela, il est mécessaire de réinterpréter les produits en des mombres non signés,
de calculer la somme modulo 2™s (pour supprimer les bits de poids forts des
p; et les éventuelles retenues indésirées) des nombres positifs obtenus, et de
réinterpréter la somme dans la représentation signée.

L’opération de passage de la représentation signée a la représentation non
signée est décrite par l’équation suivante pour un entier X :

X = (X 42" mod 2", (3.29)

ot X est la réinterprétation de X en non signé. L’opération inverse s’obtient
par : N
X = ((X +2™) mod 2m1) — 2ms, (3.30)

Enfin, la somme de deux termes non signés X etY s’obtient, comme en signé,
par complément o deuz, en calculant (X +Y) mod 2™s.

Pour appliquer cette méthode a des nombres en virgules fize, il suffit de [’ap-
pliquer a leurs mantisses (toutes alignées sur le méme format), et de multiplier
le résultat par le facteur d’échelle 2% .

Remarque 3.9. Il est important de noter que les équations de la remarque
précédentes expriment mathématiquement la réinterprétation des bits restants
aprés suppressions des bits de poids forts superflus. Dans les faits, cette régle est
appliqué automatiquement si les opérateurs et registres utilisent I’arithmétique
modulaire en cas de débordement, ce qui est généralement le cas. En effet, en
langage C par exemple, si on veut stocker un nombre de plus de 16 bits de
large dans une variable définie sur 16 bits par un entier de type int16_t, la
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variable supprimera automatiquement les bits de positions plus grandes que 16
et réinterprétera les bits restants comme un entier 16 bits.

Les propriétés vues dans ce chapitre vont servir de base de notre méthode
d’implémentation. Nous allons maintenant pouvoir décrire la méthodologie
d’implémentation, dans le cas logiciel (chapitre 4) et dans le cas matériel (cha-
pitre 5).

Avant cela, on décrit un exemple fil rouge qui servira a illustrer nos propos
tout au long des deux prochains chapitres.

3.4 Exemple de filtre

Soit ‘H un filtre SISO d’ordre n = 3 et H sa fonction de transfert donnée
par :
o bo + blzfl -+ b2272 -+ 63273

H(z) = l1+aiz7t +asz=2 +azz=3’ veeC (3:31)
avec
by = —0.602538, a1 = —0.317866
b1 = 0.0217266, az = 0.251000 (3.32)
ba = —0.0965601, a3 = 0.0306691 '
bs = —0.0514917,

Ce filtre a été obtenu en utilisant la commande drss de Matlab (discrete ran-
domized state-space), qui renvoie un filtre stable (poles de module strictement
inférieur a 1) aléatoire.

L’ensemble des valeurs données dans cette section sont des valeurs ap-
prochées, exceptés les 0 et les 1 qui sont des valeurs exactes (sauf précision
contraire).

Ce filtre sera exprimé, selon les propriétés a illustrer, par deux différentes
réalisations, une forme directe I et une représentation d’état.

Dans les deux cas, le signal d’entrée u est une variable tirée aléatoirement a
chaque instant k, tel que u(k) € [—25;30]. En appliquant la proposition 3.2, on
obtient U'intervalle pour la sortie y(k), c’est-a-dire y(k) € [—23.7637;19.9824]
(la borne inférieure est une valeur approchée avec un arrondi vers —oo tandis
que la borne supérieure est une valeur approchée avec un arrondi vers +00).

3.4.1 Forme Directe 1

La réalisation en DFI est obtenue a partir de (1.14) avec les coefficients
ci-dessus :

3
y(k) =Y bulk —i) =Y agy(k — ). (3.33)
L =1
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3. VERS L'IMPLEMENTATION DE FILTRES LINEAIRES EN VIRGULE FIXE

3.4.1.1 Analyse d’erreur

Etant donné que la DFI est une réalisation trés simple (elle se compose en
effet d’une seule équation), on choisit ici de refaire I’analyse de l'erreur pour
déterminer la fonction de transfert de lerreur H., plutdét que de passer par
Panalyse générale faite sur la SIF, ce qui alourdirait inutilement les notations.
La SIF correspondant & la DFI pour cet exemple est néanmoins donnée par la
suite.

On souhaite donc déterminer H.. Pour cela, on exprime la DFI qui consi-
dére les erreurs de calculs effectuées lors de 'implémentation :

3 3
y (k) = biu(k —i) = > aiy*(k — i) + gy (k) (3.34)
=0 =1

On note alors dy(k) = y*(k) — y(k), et d’aprés (3.33) et (3.34), il vient
rapidement :

3
Sy(k) = ey(k) = > aidy(k — i) (3.35)
=1

que 'on peut réécrire

3 3
Sy(k) = biey(k —i) = > aidy(k — i) (3.36)
=0 =1

avec

by=1, b.=0 V1<i<3. (3.37)

On a donc une écriture d’un filtre, sous forme d’une réalisation en DFI,
entre I'entrée €, (k) (erreur de calcul sur H a l'instant k) et la sortie dy(k)
(Pimpact de lerreur de calcul a travers le filtre a l'instant k). Ce filtre corres-
pond a H. et sa fonction de transfert est donnée par :

1
l+az 4 a2z 2 +azz3

H.(2) (3.38)

On peut alors calculer le DC-gain et le wors-case-peak-gain de cette fonc-
tion de transfert, on a en effet

(He)pe = 1.037556,  (He))yepg = 1.722146, (3.39)

ce qui nous permettra d’appliquer le corollaire 3.1, en fonction des erreurs de
calcul effectuées.
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3.4. Exemple de filtre

3.4.1.2 SIF

Comme vu précédemment, dans la SIF le vecteur  sert a stocker 1’état
courant pour 'instant suivant tandis que le vecteur t sert & stocker les calculs
intermédiaires qui seront utilisés au méme instant. Puisque dans la DFI on
calcule y(k) en fonction des y(k — i) et u(k —14) pour 1 < ¢ < 3, on a besoin de
stocker les y(k — i) et u(k — i) pour l'instant suivant, ces variables vont donc
composer 'état x(k) :

y(k —3)
y(k—2)
x(k) & zgz ;; (3.40)
u(k — 2)
u(k —1)

Au moment du calcul de I’état pour I'instant k+1, on aura x3(k+1) = y(k),
et on devra donc stocker dans 1’état le calcul de la sortie. Or, plutdét que de
calculer y(k) deux fois (une fois pour la stocker dans x(k + 1) et une fois pour
la sortie a retourner a l'instant k), on effectue le calcul une fois et on le stocke
dans la variable intermédiaire t(k + 1) (dans le cas présent il n’y a qu’un seul
calcul intermédiaire a stocker donc ¢ est un scalaire). On calcule donc

3
k + 1 Z A;L4—; ) + Z bz‘:l?7_i(k) (3.41)
=1

On peut en déduire I’ algorlthme suivant :

3
k + 1 Z A;Ty—; ) + Z bi$771’(/€') (3.42&)
1=1

— xz(k) : (3.42b

wy(k+1) )
wg(k + 1) — wg(k‘) (3.42C)
za(k+ 1) — t(k+1) (3.42d)
za(k +1) « a5(k) (3.42e)
x5(k + 1) < zg(k) (3.42f)
xe(k+ 1) < u(k) (3.42¢g)

ylk+1) «t(k+1) (3.42h)

Finalement, on a la matrice des coefficients Z pp; :

—li—ag —ay —ay bs by byiby
0.0 1 70 00070
J M N 0:0 0 1 0000
Zpm2 | K P Q=110 0 0 000501 343
I B 0,0 0 0 0100
0:0 0 0 00 1:0
0.0 0 0 0001

—
(]
e
]
@)
@)
o
o
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3. VERS L'IMPLEMENTATION DE FILTRES LINEAIRES EN VIRGULE FIXE

3.4.2 State-Space

On considérera également une réalisation sous forme de state-space. Le
state-space suivant a été obtenu en appliquant une transformation par une
matrice T aléatoire sur une forme équilibrée :

x(k+1)\ (A b\ (x(k)
( y(k) >‘< d> (u(k) ’ (3.44)
avec
17.04616 39.74407 28.37811
A 2 —298.2602 —695.7694 —496.7940 | ,

407.5404  951.0029  679.0411

c £ (58.71038 67.44930 46.92929),
—0.00379708

b £ [-000549377 |, d£ —0.6025375.
0.00902796

Dans le cas du state-space le passage sous forme SIF est évident, il suffit
de prendre ny =0 et on a :

J M N :
Zss2|-K P Q|=|- A b (3.45)
L R S c d

3.4.2.1 Analyse d’erreur

On peut ici reprendre 'analyse d’erreur faite pour la SIF en prenant ny; = 0
(et ny = 3 dans cet exemple). D’aprés les notations des équations (3.14), on

a
s (A M,
ZSSE_<C My> (3.46)
avec
1000
M,210 10 0|, My=£(0 0 0 1). (3.47)
0010

On déduit de la matrice des coefficients Zgg,. la fonction de transfert de
Perreur, H, en utilisant I’équation (1.24) :

H.(2)2c(z2I3— A) M, +M,, VzeC. (3.48)

On peut alors calculer le DC-gain et le WCPG, de H., en utilisant les
équations (1.31) et (1.33). D’une part, le DC-gain de #, est donnée par :

(He)po = (62.0626 94.5898 66.6383 1) (3.49)
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3.5. Conclusion

et d’autre part on a le WCPG de H. donné par :
(He) = (76.2873 124.264 87.8531 1) (3.50)

Ces valeurs nous serons utiles pour appliquer le corollaire 3.1, une fois
qu’auront été déterminées les intervalles des erreurs de calculs.

3.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de poser les briques de bases de notre approches,
a savoir ’analyse d’erreur et la spécification des algorithmes de filtres linéaires
en somme de produits particuliers.

Si I’évolution d’un signal & travers un filtre était connue et déja appliquée
aux bruits pour analyser la propagation des erreurs de calculs, I'utilisation du
WCPG sur une entrée du filtre donnée sous forme d’intervalle est une approche
nouvelle. De plus, la formalisation de la propagation des erreurs de calcul ainsi
que des erreurs paramétriques est une contribution réalisée durant cette thése.

L’analyse de I’évolution d’un intervalle au travers d’un filtre permet de dé-
terminer précisément et analytiquement le comportement des erreurs a travers
I'implémentation virgule fixe de ce filtre. Cette analyse permet également de
déduire, a partir de 'intervalle de départ, 'intervalle de sortie atteignable dans
le pire des cas, et donc de déterminer le format virgule fixe de sortie du filtre,
et ainsi d’appliquer des régles bien connues d’arithmétique en complément &
deux. La régle autorisant les débordements intermédiaires dans une somme de
plusieurs termes tant que le résultat est valide sur le format final donné est
connue mais n’a jamais été appliquée pour 'implémentation de filtres linéaires.

Le chapitre s’achéve par la description d’un exemple fil rouge qui sera repris
dans les chapitres suivants concernant les implémentations logicielle d’une part
et matérielle d’autre part.
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Chapitre 4

Implémentation logicielle de
filtres et produits scalaires

“People think that computer science is the art of
geniuses but the actual reality is the opposite, just
many people doing things that build on eachother,

like a wall of mini stones.”

- Donald Knuth

L’objectif de ce chapitre est de présenter la méthode mise en ceuvre pour
implémenter un filtre linéaire dans le cas logiciel, en partant d’une réalisation
décrivant le filtre et en allant jusqu’a la génération de code. Cette méthode
s’applique en fait & un produit scalaire spécifique aux filtres et est répétée
autant de fois qu’il y a de produit scalaire dans la réalisation choisie pour
représenter le filtre.

Nous verrons dans ce chapitre qu’une réalisation de filtre peut en effet
s’écrire comme une succession de produits scalaires constantes par variables,
mais également que ces produits scalaires ont des spécificités (comme le fait de
connaitre analytiquement le format virgule fixe du résultat). Chaque produit
scalaire en précision finie (et dans une implémentation logicielle) peut géné-
rer des dégradations différentes suivant I'ordre dans lequel les sommes sont
calculées, ce point sera également discuté ici, ainsi que I'évaluation de ces dé-
gradations numériques. Enfin, la génération de code virgule fixe correspondant
a un bon schéma d’évaluation (choisi selon des critéres définis) sera abordée.

A la suite de la description de la méthode, cette méthode sera, en exemple,
appliquée a un filtre décrit dans une réalisation composée de plusieurs produits
scalaires.
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4. IMPLEMENTATION LOGICIELLE DE FILTRES ET PRODUITS SCALAIRES

4.1 Produits scalaires ordonnés

En précision infinie, 'ordre des opérations dans le calcul d’un produit sca-
laire tel que celui défini en (3.28) n’est pas important, car I’addition est asso-
ciative et commutative. En précision finie, les choses peuvent étres différentes.
En effet, en logiciel, ou les opérandes et les résultats ont une largeur fixée par
les opérateurs (généralement des puissances de 2), Paddition peut ne pas étre
associative, comme le met en avant I’exemple suivant.

Exemple 4.1. On consideére trois nombres & additionner avec un additionneur
4 bits 1 4, 1.5 et 0.5. On peut sommer ces nombres selon trois différents ordres :

- (44 1.5) + 0.5 : on ajoute d’abord 4 et 1.5 sur 4 bits, on obtient 5, puis
on ajoute 0.5 a 5 et le résultat reste inchangé car sur 4 bits les deux 0.5
(les deuz bits en positions —1) sont absorbés.

- (44 0.5) + 1.5 : on ajoute d’abord 4 et 0.5 sur 4 bits, on obtient 4, puis
on ajoute 1.5 a 4 et on obtient 5 une nouvelle fois.

- (1.540.5)+4 : on ajoute d’abord 1.5 et 0.5 sur 4 bits, on obtient 2, puis
on ajoute 4 a 2 et on obtient 6.

Les figures 4.1 et 4.2 illustrent les deux résultats obtenus, 5 et 6.
O | T

FIGURE 4.1 — (44 1.5) +0.5 = 5.

FIGURE 4.2 - (1.54+0.5) + 4 = 6.

A noter qu’en logiciel, sur un additionneur 8 bits par exemple, le résultat
aurait été le méme pour les trois ordres. En matériel, on aurait choisit de
représenter nos nombres sur b bits et on n’aurait eu aucune absorption de bits.

En précision finie il est par conséquent important de considérer ’ordre dans
lequel vont étre effectuées les additions d’un produit scalaire si on n’a pas assez
de bits pour éviter les absorptions. On définit alors la notion de produit scalaire
ordonné.
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4.1. Produits scalaires ordonnés

Définition 4.1 (Produit scalaire ordonné). Un produit scalaire ordonné (ou
en anglais ordered-Sum-of-Products, 0SoP) est un produit scalaire dont les
additions s’effectuent dans un ordre (ou parenthésage) donné.

4
Soit s = > p; avec p; = ¢; X v; un produit scalaire tel que défini en (3.28)
i=1
avec N = 4. Un oSoP issu de ce produit scalaire peut étre celui-ci :

((p1 + p4) + P2) + P3, (4.1)

ou encore celui-ci
(P1+ps3) + (P2 +Pa). (4.2)

Au lieu d’une représentation par parenthésages, peu commode au niveau
de la lisibilité pour un nombre de produits N élevé, on peut considérer une
représentation plus visuelle des différents ordres en utilisant des arbres syn-
taxiques. Ainsi, un oSoP peut étre vu comme un arbre binaire entier' dans
lequel les feuilles sont des paires constantes/variables ¢;/v;, le nceud pére d'un
couple de feuilles est un multiplieur (ce multiplieur calcule alors p; = ¢; x v;),
et les autres nceuds internes sont des additionneurs. Le noeud racine de ’arbre
indique simplement de facon visuelle le résultat de la somme calculée et n’est
donc pas considéré comme un nceud de 'oSoP & part entiére (ce qui remettrait
en cause la correspondance oSoP /arbre binaire entier).

La figure 4.3 présente la légende graphique associée aux oSoP.

B : additionneur ¢ : constante

(%) : multiplieur vi : variable

FIGURE 4.3 — Légende des différents noeuds des arbres syntaxiques.

En reprenant les exemples ci-dessus d’oSoP de taille 4 donnés par les équa-
tions (4.1) et (4.2), on obtient respectivement les figures 4.4 et 4.5.

11 est alors nécessaire de connaitre deux choses, le nombre d’oSoP différents
pour un SoP donné, et comment les générer. Si on sait comment les générer,
alors en analysant l'algorithme de génération, nous serons capable de dire
combien il y en a, la preuve pouvant en effet se faire par construction.

Deux approches de générations des oSoP (ou des arbres binaires entiers)
ont été effectuées au début de cette thése, une approche de construction par ré-
currence des 0SoP et une approche utilisant une pile. La premiére permet d’ex-
pliciter de maniére évidente le nombre d’oSoP différents pour un SoP donné.

1. la distinction est faite entre un arbre syntaxique ot un noeud posséde au plus deux
fils, et un arbre binaire entier, arbre syntaxique ot un nceud posséde soit deux fils (noeud
interne), soit aucun fils (feuille).
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FIGURE 4.4 — 0SoP correspondant au calcul ((p1 + p4) + p2) + ps.

(&1 U1 Cc3 V3 C2 V2 Cq Vyq

FIGURE 4.5 — 0SoP correspondant au calcul (p; + p3) + (p2 + p4).

A noter : pour la description des deux approches, étant donné qu’une
constante ¢; ne peut étre que multipliée avec sa variable associée v;, on rem-
placera le multiplieur et les deux feuilles ¢; et v; par une feuille produit p;

(voir figure 4.6).
/| |\ >

c; v,

FIGURE 4.6 — Passage d’un multiplieur constante /variable a une feuille produit.

Génération par récurrence : Cette approche se fait par récurrence, en
partant d’un arbre & deux multiplieurs p; et po et un additionneur puis en
ajoutant (en branchant) successivement les feuilles ps & py aux différents
endroits possibles. Brancher une feuille consiste & ajouter un additionneur
dont les deux nceuds fils sont la feuille & ajouter et un nceud déja existant. La
feuille p3 peut alors se brancher & trois endroits :

— entre p; et I'additionneur existant : on obtient la somme (p1 + p3) + po

— entre ps et additionneur existant : on obtient la somme p; + (p2 + p3)

— au-dessus de l'additionneur : on obtient la somme (p1 + p2) + ps
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La figure 4.7 illustre ce passage d’un arbre a deux multiplieurs a trois arbres
a trois multiplieurs. On remarque que les seuls endroits ot on peut ajouter
notre nouvelle branche sont les arétes (voir les points rouges sur l’arbre a deux
multiplieurs sur la figure). En effet, le nouvel additionneur ne peut que se situer
au-dessus d’un multiplieur ou d’un autre additionneur.

FIGURE 4.7 — Passage d'un oSoP de taille N = 2 a trois oSoP de taille N = 3.

Par conséquent, pour un arbre de taille k, il y a autant d’oSoP possibles
a étape k + 1 que d’arétes dans cet arbre, c’est-a-dire 2k — 1 puisque nous
considérons des arbres binaires entiers (on ne compte pas ici les arétes des
constantes et des variables puisque l'additionneur ne peut pas se connecter
sous un multiplieur).

Proposition 4.1 (Nombre d’oSoP de taille N [60]). Pour un produit scalaire
de taille N il y a

N-1
I]2i-1 (4.3)
=1

différents 0SoP possibles.

Ce nombre est également appelé double factorielle des nombres impairs 2.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. Il y a un seul oSoP de taille
2 et a partir d’'un oSoP de taille £ on peut construire 2k — 1 oSoP de taille
k + 1 en connectant la nouvelle branche sur toutes les arétes de ’arbre. O

2. La suite des nombres décrite par 1’équation (4.3) pour les différentes valeurs suc-
cessive de N est répertoriée dans the On-Line Encyclopedia of Integer Sequences :
http://oeis.org/A001147
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Remarque 4.1 (Nombre de Catalan). Le n-iéme nombre de Catalan (du ma-
thématicien belge Eugéne Charles Catalan) est défini par :

et (2”> (4.4)

n+1\n

En combinatoire, ce nombre a de nombreuses propriétés, il correspond notam-

ment au nombre d’arbres binaires entiers & n + 1 feuilles. Pourtant, appliqué
N-1

a un SoP de taille N, Cn_1 est plus petit que [ 2i—1, le terme donné dans
i=1

la proposition 4.1. En fait, Cn_1 ne donne pas l’ensemble de tous les arbres,

toutes permutations comprises, ce nombre donne juste, pour N termes triés,

les différentes facons de connecter les branches sans permuter les termes a

sommer. Par exemple, pour N = 4 on a C3 = 5, et la figure 4.8 montre les

cing arbres binaires possibles sans permuter les produits p;. On peut également

utiliser la notation par parenthésages :

((p1+Pp2) +P3) + pa
(p1+ (P2 +P3)) + Pa
p1+ ((p2 + p3) +p4)
p1+ (P2 + (p3 + p4))
(p1+ p2) + (P3 + pa).

FIGURE 4.8 — Les cinq 0oSoP considérés par le nombre de catalan Cs.

A titre d’exemple, Uordre (p1 +ps3) + (p2+p4) n'est pas pris en compte. En
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4.1. Produits scalaires ordonnés

fait, en appliquant la formule (4.3) on obtient 15 0SoP différents, qui sont :

((p1+p2) +p3) +ps ((P2+p3) +p1) +ps (P1+p2)+ (P3 + Ppa)
((p1+p2) +P1) +p3 ((P2+Pp3) +Ps) +pP1 (P1+p3)+ (P2 +Ppa)
((p1 +p3) +p2) +ps ((P2+Pp4) +p1) +P3 (P2+p3)+ (P1+Dpa)
((p1+p3) +pa) + P2 ((P2 +Pp4) +p3) +P1
((p1+Ppa) +P2) +p3 ((P3+Pps) +P1) + P2
((p1 +p4) +p3) + P2 ((P3+p4) +p2) +P1

L’inconvénient de cette construction par récurrence est qu’il faut construire
tous les 0SoP des étapes précédentes (i = 1,..., N—1) pour construire les 0SoP
de taille N, ce qui peut prendre, suivant 'implémentation et N, beaucoup
d’espace mémoire. Par contre, il n’y a pas de condition a respecter lors de la
génération et donc ’algorithme de construction en lui-méme est assez rapide
s’il n’est pas limité par la mémoire disponible.

Génération par utilisation d’une pile : Cette approche consiste & consi-
dérer une pile contenant au départ une liste des N produits p;, et a effectuer
le traitement suivant :

— on prend la liste au sommet de la pile, puis on crée de nouvelles listes
a partir de celle-ci en remplacant deux termes par leur somme. Par
exemple, si la liste dépilée est [p1,po,ps], alors les listes crées sont
[(p1 + p2),p3], [(P1 + P3),p2] et [p1, (P2 + p3)]. Les listes ainsi créées
sont empilées dans la pile.

— si une liste créée ne posséde qu’un seul élément, alors cet élément est un
0SoP et il n’est pas replacé dans la pile.

La méthode est résumée dans ’algorithme 3. Dans cet algorithme, certaines

fonctions sont utilisées :

— mg(0SoP) : retourne I'indice du multiplieur p; le plus & gauche du sous-
arbre 0SoP (on parcourt oSoP en choisissant toujours les fils gauches,
jusqu’a la feuille la plus & gauche) ;

— Longueur(L) : retourne le nombre d’éléments de la liste L ;

— Copier(L) : retourne une copie de la liste L;

— Retirer(osop, L) : supprime 1'élément osop contenu dans la liste L ;

— Inserer(osop, L) : insére I’élément osop au début de la liste L;

— Ajouter(osop, L) : ajoute I’élément osop au bout de la liste L.

De plus, on considére que le premier élément d’une liste est indexé par 1, ainsi
L[1] désigne le premier élément (sous-oSoP) de la liste L.

La principale difficulté de cette approche est d’éviter les doublons, c’est-
a~dire les 0oSoP qui sont équivalents (& commutativité de I'addition pres) a
d’autres oSoP déja générés. La proposition suivante énonce que l'algorithme 3
génére bien tous les 0SoP possibles et aucun doublon.
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Algorithme 3: Génération d’arbres par utilisation d’une pile

Données: Une pile P contenant une liste de tous les p; ordonnés
Reésultat: La liste oSoP contenant la liste de tous les arbres générés

Tant que P n’est pas vide Faire

# On dépile le premier élément de P et on le stocke dans une liste L
L+ P[1];

# On parcourt tous les tuples (i, ) d’indices de L
Pour j de 2 a Longueur(L) Faire
Pour i de 1 a j Faire

# On évite les doublons
Si mg(L[i]) = mg(L[1]) Alors
# On crée la liste [(L[i] + L[j]), . . .]
L' + Copier(L);
op; < L'[i];
opj « L'[j];
Retirer(op;, L');
Retirer(op;, L") ;
Inserer((op; + op;), L) ;
# Si L' contient un oSoP fini (liste de taille 1), on 'ajoute
a la liste résultat, sinon on le met en haut de la pile P
Si Longueur(L') = 1 Alors
| Ajouter(L',0SoP);

Sinon
| Ajouter(L’, P);
Fin
Fin
Fait
Fait

Fait
Retourner 0SoP

Proposition 4.2. L’algorithme 3 génére tous les 0SoP possibles, et la condi-
tion mg(L[i]) = mg(L[1]) suffit & garantir 'absence de doublons dans les 0SoP
GENEreés.

Démonstration. La démonstration est donnée en annexe C.3. O

Proposition 4.3. La pile utilisée dans ’algorithme 3 contient, au cours de
Pexécution de lalgorithme pour générer les 0SoP de taille N, au plus

- (N—3)+1§<N2_ ) (4.5

104



4.1. Produits scalaires ordonnés

‘ N . . . .
listes de sous-0SoP, ot <k‘) représente le coefficient binomial k parmi N .

Démonstration. A la premiére étape de I’algorithme, on a une liste de N élé-
ments & partir de laquelle on crée et empile une liste par paire possible, soit

NY . . . . .
(2) listes de tailles N — 1. Ensuite, a chaque étape, on dépile une liste de
taille k et on crée de la méme maniére au plus (il faut respecter la condition
de la proposition 4.2 pour générer une liste) < 2) listes de tailles k — 1. Le pire

cas se produit si la condition est toujours respectée et donc si on génére tous
les 0SoP, mémes les doublons. Pour & = 3, on génére alors trois oSoP et la
taille maximale de la pile est atteinte, on a alors :

() () e (Y e (D1 () o

Remarque 4.2. On peut montrer que (4.5) est égal a %M +2—N. Une

N3 /N —; 2

récurrence peut aisément montrer que < 9 ") = w — 1 et il suf-
i=0

fit ensuite de soustraire N — 3 au résultat. Ceci nous permet de déduire une

magjoration assez large de (4.5) par N3.

La figure 4.9 illustre cet algorithme pour des oSoP possédant trois mul-
tiplieurs. A la premiére étape on part de la liste de départ avec nos trois
multiplieurs et on crée trois listes possédant chacune un oSoP partiel et un
multiplieur. Les trois listes sont empilées dans la pile. A la deuxiéme étape on
prend la pile au sommet de la pile, il y a une seule somme possible, qui crée
alors un oSoP qui est retourné. On répéte cette étape pour les deux autres
listes afin d’obtenir les deux autres oSoP.

Un des avantages de l'utilisation d’une pile est qu’il n’est pas nécessaire
de stocker en mémoire tous les arbres de taille N — 1, la pile stocke des sous-
arbres de tailles variées en nombre négligeable (voir proposition 4.3). De plus,
dans la suite on va vouloir effectuer un traitement (propagation de formats,
d’intervalles, ou encore d’erreurs) sur nos arbres, et ce traitement peut étre
effectué sur un sous-arbre de la pile et sera donc effectué une seul fois pour tous
les arbres possédant ce sous-arbre traité. Par conséquent, méme si 'algorithme
de génération est 1légérement plus long, le temps gagné en connectant des sous-
arbres déja traités ensemble rend cette méthode globalement plus rapide que
la premiére décrite.
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dépilage

empilage

0S0oP retourné
car complet

FIGURE 4.9 — Les deux premiéres étapes de la génération des oSoP par I'utili-
sation d’une pile, pour N = 3.

4.2 Propagation

Nous avons vu dans la partie précédente qu’il était nécessaire de considé-
rer les différents ordres de sommations pour nos produits scalaires de filtres
étant donné que ceux-ci pouvaient avoir un impact sur le résultat final en pré-
cision finie. Nous avons également vu comment générer ces produits scalaires
ordonnés et comment les représenter a ’aide d’arbres binaires entiers.

L’intérét de la génération des différents oSoP est de déterminer la dégrada-
tion numérique globale qui sera effectuée sur chacun d’eux, afin d’obtenir celui
qui produit la plus petite dégradation numérique. La différence d’erreur d’un
0SoP a lautre provient des additions, et donc des formatages (et plus préci-
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sément des arrondis des bits de poids faibles, correspondant en logiciel & des
décalages a droite) que 'ont effectue sur les opérandes pour les aligner sur un
format commun. Or, nous connaissons les constantes (ce sont les coefficients du
filtre dans la réalisation choisie), nous connaissons également U'intervalle dans
lequel vit chaque variable d’entrée et de sortie (d’aprés la proposition 3.2),
par conséquent nous pouvons propager ces informations a travers nos arbres
pour déterminer les différents décalages de chacun d’eux, et ainsi déterminer
la dégradation numérique globale de chacun.

La premiére approche adoptée pour propager les informations des constantes
et des variables & travers les différentes oSoP a été de propager leurs formats
virgule fixe [71]. En effet, dans cette approche on supposait que seuls les FPF
des constantes et des variables étaient connus, et on les propageait a travers nos
0SoP en utilisant certaines régles de propagations définies sur les opérateurs
(additionneurs et multiplieurs) entre les opérandes (entrées des opérateurs) et
le résultat des opérations. Cela consistait en fait a considérer le pire cas pour
les constantes et pour les variables et donc le pire cas pour la propagation au
travers des opérations.

Afin d’étre plus précis sur la détection des formatages et sur la propagation
des informations dans les oSoP, la seconde approche adoptée a été de propa-
ger les intervalles plutot quuniquement les formats virgule fixe. Les régles de
propagations pour la multiplication et ’addition découlent alors directement
des formalismes décrits en 2.3 dans les cas & largeur des opérateurs fixée :

— Multiplication : le format du produit est donné par les équations (2.38)
et (2.39), et I'intervalle par I’équation (2.41). Si la largeur du résultat de
la multiplication est plus petit que la somme des largeurs des opérandes
(par exemple pour un schéma 16 x 16 — 16), alors un re-formatage de
la variable est appliqué.

— Addition : le format commun pour les opérandes est calculé d’aprés ’al-
gorithme 2 et l'intervalle d’aprés I’équation (2.36), en tenant compte de
la cible.

Exemple : propagation des formats dans I’0SoP complet

On considére & nouveau notre exemple fil rouge (voir 3.4). Supposons que
la réalisation choisie est la DFI de I’équation (3.33). On a donc un seul produit
scalaire, et on génére ’ensemble des 0SoP possibles pour ce produit scalaire, et
parmi ceux-ci on en sélectionne un pour illustrer la propagation (figure 4.10).
Au départ, les intervalles d’existence des variables et les valeurs des constantes
sont connus, et on suppose de plus que les variables et les constantes sont codées
sur 16 bits. De méme, les multiplieurs considérés ici sont des multiplieurs
16 x 16 — 16. Enfin, les nombres indiqués dans les noeuds constantes (en
orange) sont les mantisses sur 16 bits des constantes a; et b;.

En appliquant ces régles de propagation sur I'oSoP de la figure 4.10, on
obtient ’'0SoP pleinement paramétré de la figure 4.11. Sur cet oSoP ne sont
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(5,-10) (-1,-16) —25313 ulk — 2]
20832 ylk—1] [-16450] y[k — 2]

—26997 | ulk — 3]

(5,—10)
22782 wlk —1] | —82159 y[k — 3]

FIGURE 4.10 — 0SoP avant propagation des formats.

représentés que les formats pour des raisons de lisibilité, mais on connait ’en-
semble des intervalles intermédiaires.

5-10) (-1-16) (5,-10)  (0,-15)

20832 ylk—1] [-16450) y[k—2] (19744 25313 | w[k — 2]

-26997) w[k — 3]

22782 w[k—1] [32159) y[k — 3]

FIGURE 4.11 — 0SoP apreés propagation des intervalles.

Cette approche de la propagation des informations est logiquement plus
fine que la premiére approche briévement décrite précédemment, puisque cette
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derniére considérait toujours le pire cas sans prendre en compte les valeurs des
constantes et les bornes des intervalles.

L’étape suivante consiste & évaluer les valeurs des décalages détectés afin
d’avoir une valeur de la dégradation numérique globale de chaque oSoP.

4.3 Evaluation de l’erreur et choix d’un oSoP

On a vu dans la partie précédente comment propager des intervalles & tra-
vers les différents 0SoP, et que ces propagations nécessitaient des formatages,
dont certains produisaient des arrondis, et donc des erreurs. Nous allons voir
maintenant comment évaluer ces erreurs d’arrondis, en utilisant les descrip-
tions des erreurs vues en 2.4.2.

Les valeurs des différents formatages apparaissant dans les oSoP suite a
la propagation des informations ne sont pas corrélées. En effet, on a vu dans
la partie 3.2 qu’on pouvait décomposer le filtre implémenté en précision finie
en deux filtres indépendants, le filtre exact H et le filtre de 'erreur H.. Cette
décomposition permet de ne calculer que les erreurs de calculs sur le ou les
0SoP, et I'erreur finale, comprenant le rebouclage (la corrélation) de ces erreurs
de calcul, est ensuite obtenue par le corollaire 3.1. Par conséquent, si I'erreur
de calcul globale £(k) d’'un 0SoP se calcule comme la somme des valeurs des
erreurs de chaque formatage, il est important de noter que ’erreur finale sur un
filtre se calcule en appliquant le corollaire 3.1 sur (k). On peut également noter
que le filtre H. ne dépend que du choix de la réalisation (on a vu qu’on pouvait
lobtenir directement & partir de la forme implicite du filtre H), mais que (k)
dépend du choix de 'implémentation (choix de '0SoP pour représenter un
SoP, propagation des formats ou des intervalles).

Pour calculer la valeur d’un formatage, on considére deux approches, celle
du traitement du signal utilisant des bruits et celle de ’arithmétique utilisant
des intervalles d’erreurs.

4.3.1 Bruit de quantification

On a vu en 2.4.2.2 que le bruit de quantification est une modélisation sta-
tistique d’une erreur d’arrondi, interprétant cette erreur comme un bruit blanc
uniformément distribué. Le tableau 2.3 donne les formules pour les moments
d’ordre un et deux de ce bruit. Dans le cas présent ot ’on considére les erreurs
d’arrondi dues aux formatages, seul le cas des bruits & amplitude discréte nous
intéresse.

On note F; le formatage d’une variable sur le format (m;, ¢;) impliquant
un arrondi de d; bits, et p; et o2 les moments d’ordre un et deux de Uerreur
commise par le formatage F; (déterminés d’aprés le tableau 2.3). Alors, en
notant us et o2 les moments de l'erreur globale sur le résultat s, on a :
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— dans le cas d’un arrondi par troncature :

ny

pe = » 241 —27%) (4.7)
=1

2 L 22 2d;

ol = o (127 (4.8)
=1

— dans le cas d’un arrondi au plus proche :

ny

Hs = Zzgiidiil (4'9)
=1

2 L 2% 2d

ol = o (1=277%) (4.10)
=1

avec ns le nombre de formatages impliquant des arrondis présents dans I’'oSoP.

Exemple 4.2. A titre d’exzemple, reprenons 1’0SoP de la figure 4.11 en consi-
dérant que les arrondis se font par troncature. Commengons par un seul for-
matage : on a dans l’0SoP un formatage pour passer du format (1,—14) au
format (2,—13). En utilisant le tableau 2.3 avec £ = —13 et d = 1, on a les
moments d’ordre un et deux, notés respectivement pu et o2, suivants :

po= 271 -27) =271 (4.11)
2726
o? = (1 — 273 =27% (4.12)

On applique maintenant cette méthode a chaque formatage de ’'0oSoP de la
figure /.11, on obtient :

ps = 4.57764e-04, (4.13)
02 = 7.91624¢-08. (4.14)

4.3.2 Intervalle d’erreur

Les intervalles d’erreur (voir 2.4.2.3) donnent une plage précise des valeurs
que peut prendre I'erreur commise par un formatage. Le tableau 2.4 donne les
formules pour les bornes inférieure et supérieure de I’erreur d’arrondi, selon le
mode d’arrondi choisi (on considére ici les arrondis en précision finie, a savoir
les arrondis de calcul).

En ré-utilisant les notations précédentes, c’est-a-dire (my, £;) pour le format
d’arrivée et d; pour le nombre de bits arrondis, et en notant [e;; €;] I'intervalle
de I’erreur commise par le formatage Fj, et [e,; €] I'intervalle de I’erreur globale
sur s, on a :
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— dans le cas d’un arrondi par troncature :

ny nf
2 Y=Y 2 -2t (4.15)
=1 =1

Q =
nf

& 2 ) E=0 (4.16)
=1

— dans le cas d’un arrondi au plus proche :

nf nf
ee 2 ) =) 2 ta-27%) (4.17)
=1 =1

nf nyf
e 2 ) m=) 24! (4.18)
=1 i=1

avec ns le nombre de formatages impliquant des arrondis présents dans 1’'oSoP.

Exemple 4.3. On applique ces formules pour calculer 'intervalle d’erreur
global de 1’0SoP de la figure 4.11, en considérant que les arrondis se font par
troncature. De la méme maniére que précédemment, commengons par évaluer
Uintervalle d’erreur pour le formatage pour passer du format (1,—14) au format
(2,—13), en utilisant le tableau 2./ avec ¢ = —13 et d = 1. L’intervalle d’erreur
[e; €] est donné par :

27127 = 27U (4.19)
=0 (4.20)

o I

On applique maintenant cette méthode o chaque formatage de ’'oSoP de la
figure /.11, on obtient :

e, —9.15527e-04 (4.21)

e, = 0. (4.22)

4.3.3 Autre critére de choix, le parallélisme

Nous venons de voir comment calculer I'impact numérique des arrondis
dans un arbre, celui-ci pouvant étre vu soit comme un bruit, soit comme
I’ajout d’une erreur sous forme d’un intervalle. L’erreur globale calculée sur un
0S0P est un critére important pour choisir un 0SoP plutét qu’un autre parmi
I’ensemble des 0SoP générés. En effet, I'un des enjeux majeurs de 'implémen-
tation en virgule fixe est la précision des calculs, on aura donc tendance &
vouloir implémenter le calcul le plus précis. Mais si plusieurs oSoP ont exacte-
ment le méme impact numérique, lequel choisir 7 Autrement formulé, peut-on
déterminer, a partir des oSoP pleinement paramétrés a notre disposition et
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de l'architecture de la cible visée, un autre critére qui puisse permettre de
sélectionner un meilleur oSoP 7

Ce nouveau critére de choix discuté ici est le parallélisme. En effet, si ’archi-
tecture de la cible le permet (plusieurs multiplieurs, plusieurs additionneurs),
il est possible de paralléliser les calculs, ¢’est-a-dire d’effectuer plusieurs calculs
en méme temps. Si les multiplications sont indépendantes les unes des autres
et donc toutes parallélisables, la parallélisation des additions quant & elle dé-
pend du choix de 'oSoP. En effet, considérons par exemple les deux oSoP de
la figure 4.12. Celui de gauche est une accumulation séquentielle, chaque terme
s’ajoute au résultat précédent I'un aprés I'autre, il n’y a pas possibilité de cal-
culer deux additions en méme temps. A 'opposé, dans 'oSoP de droite, les
additions pj 4+ po et p3+ p4 peuvent étre exécutées en méme temps, la derniére
somme nécessitant le résultat des deux premiéres additions.

FIGURE 4.12 — Deux oSoP de méme ordre illustrant la notion de parallélisme.

Deux additions d’un méme oSoP peuvent s’effectuer en paralléle si elles sont
indépendantes I'une de l'autre. En considérant la représentation sous forme
d’arbre binaire entier, aucun des deux nceuds additions ne doit étre parent
ou descendant de I'autre (les deux nceuds doivent se situer sur des branches
différentes de I’arbre). On peut en déduire qu’un arbre sera le plus parallélisable
possible quand il possédera le plus grand nombre de branches différentes, ¢’est-
a-dire quand sa hauteur sera minimale.

Proposition 4.4. La hauteur minimale d’un arbre binaire entier a n feuilles,
notée h, est donnée par :

h £ [logy(n)] (4.23)

Pour la hauteur de nos oSoP, on ne considére pas la distance de 1 entre
I’addition finale et le résultat S de la somme, cette aréte finale ne servant
qu’a rendre visuelle la sortie de 'addition. De méme, les noeuds de forma-
tages indiqués par un F' ne sont pas pris en compte, seules les additions et les
multiplications sont prises en compte pour le calcul de la hauteur.

Exemple 4.4. Reprenons l'exemple fil rouge (voir 4.2), l'un des 0SoP qui
minimise la hauteur, et donc mazimise les possibilités de parallélisation, est
illustré par la figure 4.13.
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4.4. Génération de code virgule fixe pour un oSoP

(5-10) (-1-16 (-5.-20)
20832) ylk—1] (16450 y[k—2] (22782

(5-10)  (0,-15)

26997 wlk — 3] [25313) w[k—2] [(19744) wk]
5,-10)
ylk — 3]

FIGURE 4.13 — 0SoP de hauteur minimale.

4.3.4 Choix d’un oSoP

On l'a vu, le principal critére de choix d’'un 0SoP parmi tous ceux gé-
nérés a partir d'un SoP est 'erreur numérique globale (modélisée par une
accumulation de bruits ou d’intervalles), mais on peut également considérer le
parallélisme d’un oSoP. Ces différents critéres pourrait faire 'objet d’un pro-
bléme d’optimisation multi-critére, ce qui n’a pas été fait ici. En lieu et place
de cette optimisation multi-critére, le meilleur oSoP est choisi ici soit comme
celui qui minimise la hauteur parmi tous ceux qui ont la méme erreur globale,
soit comme celui qui minimise l’erreur globale parmi ceux qui ont la hauteur
minimale donnée par la proposition 4.4. Il n’y a par ailleurs pas unicité de cet
0SoP, par exemple, parmi ceux qui minimise I'erreur globale, il peut y en avoir
plusieurs qui minimisent la hauteur. Dans ce cas, on peut choisir n’importe
lequel de ces oSoP.

L’0SoP de la figure 4.11 est I'un des 0SoP qui, parmi ceux qui minimisent
I’erreur globale, minimisent aussi la hauteur.

4.4 Geénération de code virgule fixe pour un oSoP

Une fois que le meilleur oSoP (selon les critéres discutés précédemment)
a été déterminé, on veut en déduire 'algorithme virgule fixe qu’il représente,
c’est-a-dire la description de chaque opération, chaque formatage, d’aprés la
méthode analytique utilisée pour propager les formats. En effet, 'oSoP est
une description visuelle de 'algorithme dont on va pouvoir déduire le-dit al-
gorithme et le code associé.

Les langages qui nous intéressent ici sont le langage C [53], généralement
utilisé (avec I’Assembleur) pour la programmation sur DSP (Digital Signal
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Processor), le C++ pour la simulation virgule fixe, et le langage de description
matériel VHDL [5] & destination des FPGA (Field-Programmable Gate Array)
et ASIC (Application-Specific Integrated Circuit ). La conception de code VHDL
n’a pas été abordée pendant la thése mais sera néanmoins briévement discuté.

4.4.1 Algorithme virgule fixe

La premiére étape dans la génération de code est la description de 'algo-
rithme, permettant ensuite d’effectuer une simple traduction de celui-ci dans
le langage souhaité. Cette description de l'algorithme pour un oSoP donné
se fait en parcourant récursivement I’arbre binaire de la racine vers les feuilles
(en considérant les multiplications et leurs couples constantes/variables comme
des feuilles étendues) en passant par les noeuds internes (les additions), chaque
opération décrivant le calcul qu’elle effectue.

Algorithme de Sethi-Ullman : Cet algorithme [95] est utilisé, au moins a
titre indicatif, pour déterminer le nombre minimal de registres nécessaire pour
notre algorithme lors de 'implémentation. Cet algorithme annote les noeuds
d’un arbre binaire entier pour déterminer le nombre minimal de registres mais
également pour donner 'ordre de parcours qui atteint ce nombre minimal.

L’algorithme original de Sethi-Ullman est donné par l'algorithme 4. Il est
appliqué a la racine de ’oSoP et utilise des appels récursifs sur les nocuds fils
de I'arbre binaire pour parcourir ce dernier.

Cependant, étant donné que les feuilles de notre arbre binaire ont toutes la
méme forme (multiplication constante/variable), on peut simplifier le parcours
de 'arbre en annotant d’un 1 les nceuds correspondants & une multiplication,
sans avoir 4 annoter les constantes et les variables. Appliqué a 'oSoP de la
figure 4.10, I’algorithme de Sethi-Ullman et la simplification donne ’annotation
de I'arbre de la figure 4.14, en considérant les multiplications comme des feuilles
(voir figure 4.6) avec le changement de variables suivant :

7

NN

1< 4
, : (4.24)
ai—4y(k—i+4) pour 5<i<7

{bi_lu(k —1) pour
7: =

Dans cet exemple on voit qu’il faut au minimum trois registres pour effec-
tuer le calcul du produit-scalaire.

Parcours de ’'0SoP et génération de lalgorithme : Une fois 'algo-
rithme de Sethi-Ullman appliqué, on parcours I'oSoP de la racine vers les
feuilles pour “lire” les opérations, en suivant I’annotation des noeuds selon les
régles suivantes, pour un nocud donné :
— si les deux nceuds fils du noeud ont le méme label, I'ordre de parcours
n’a pas d’importance,
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Algorithme 4: Algorithme de Sethi-Ullman

Données: R : nceud racine d’un arbre binaire entier
Reésultat: R annoté par le label de Sethi-Ullman

# labelx désigne le label de Sethi-Ullman du nceud X

Si R est un neud interne Alors
# Appel récursif sur les nceuds fils

Pour chacun des deux neuds fils de R Faire

Si le neeud n’a pas de label de S-U Alors
| Appliquer I'algorithme sur ce neceud ;

Fin
Fait
# On note Ny et Ny les deux nceuds fils de R
Si labely, = labely, Alors
| labelp < labeln, +1;
Sinon
| labelg < max(labely,,labely,) ;
Fin
Sinon
Si R correspond a un terme constant Alors
| labelg <+ 0;
Sinon
| labelg + 1;
Fin
Fin

— siles deux noeuds fils du nceud ont un label différent, on parcourt d’abord
le sous-arbre ayant pour racine le nceud fils ayant le plus grand label.

L’algorithme déduit de 'oSoP est un algorithme entier, c’est-a-dire que

toutes les constantes et les variables, ainsi que les résultats intermédiaires,
sont des entiers, et les alignements de formats virgule fixe sont exprimés par
des décalages (puisqu’on se trouve dans le cas d’une implémentation logicielle).

Chaque multiplication est stockée dans un registre et chaque addition de

deux valeurs stockées dans des registres est stockée dans le registre de la pre-
miére valeur (R, < R, + R, ou R, et R, sont deux registres).
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5

FIGURE 4.14 — 0SoP annoté par l'algorithme de Sethi-Ullman.

A titre d’exemple, lalgorithme 5 est I’algorithme virgule fixe déduit de
I’'0SoP de la figure 4.14.

Données : les mantisses associées aux entrées ulk —i] pour i =0,...,3 et
les sorties y[k —i] pour i=1,...,3
Résultat : y[k]

# D’aprés 1’annotation de Sethi-Ullman, il faut trois registres 16 bits,
notés Ro,Ri1 et R»

1 Ro + (20832 x y[k — 1]) > 16; 10 Ry < Ri>1;

2 Ry + (—16450 x y[k — 2]) > 16; 11 Ro « (—26997 x ulk — 3]) > 16;
3 Ro < Ro+ Ri; 12 Ry < R1 + Ro;

4 Ry « (—19744 x u[k]) > 16; 13 R+ Ri>1;

5 Ri+ R < 1; 14 Ry + (—25313 x ulk — 2]) > 16;
6 Ro <« Ro+ Ri; 15 Ry < Ri+ Ro;

7 Ry + (22782 x ulk — 1]) > 16; 16 Ri < Ri1 > 2;

8 Ry <+ (—32159 x y[k — 3]) > 16; 17 Ro + Ro+ R

9 Ri <+ Ri+ Rs; 18 y[k] < Ro;

Algorithme 5: Algorithme virgule fixe obtenu & partir de la figure 4.14.

L’algorithme virgule fixe obtenu & partir d’'un oSoP nous donne donc la
description des calculs de cet 0SoP, et cet algorithme va pouvoir étre traduit
dans un langage informatique pour générer du code.

4.4.2 Code C entier

Le premier code qu’on génére a partir de 'algorithme est un code en langage
C ne faisant intervenir que des entiers et des décalages, ce qui correspond &
une traduction directe de I'algorithme généré précédemment.
Le code est généré dans une fonction qui, pour des entrées v; données pour
n
1 < i < n, calcule le résultat du produit scalaire s = Y ¢; X v;. Appliquée a un
i=1
produit scalaire de filtre, par exemple avec une forme directe I, en considérant
le changement de variable donné par I’équation (4.24), la fonction calcule la
sortie y du filtre & un instant k.
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Le code 4.1 présente le code généré pour l'algorithme 5, c.-a-d. celui décri-
vant le calcul de I'oSoP de la figure 4.14 (ou de la figure 4.11).

Code 4.1 — Code C entier correspondant a la figure 4.11.

int16_t Code_C_int (intl16_t v1,intl6_t v2,intl16_t v3,
int16_t v4,int16_t v5,intl16_t v6, intl6_t v7)
{
intl16_t r0, rl, r2;
r0 = 20832 * vb5 >> 16;
rl = -16450 *x v6 >> 16;
r0 = r0O + ri;
rl = -19744 *x v1 >> 16;
rl = rl1 << 1;
r0 = r0O + ri;
rl = 22782 * v2 >> 16;
r2 = -32159 *x v7 >> 16;
rl = rl1 + r2;
rli = rl1 >> 1;
r2 = -26997 *x v4 >> 16;
rl = rl + r2;
rl = rl1 > 1;
r2 = -25313 *x v3 >> 16;
ri = rl + r2;
rl = rl1 >> 2;
r0 = r0 + ri;
return r0;
}

4.4.3 Code C++ virgule fixe

Il est également possible de générer du code C++, destiné a la simulation,
utilisant des librairies virgule fixe telles que la librairie ac_fixed (ac pour
Algorithmic C) de Mentor Graphics®, désormais distribuée par Calypto* (Ca-
lypto fourni également Catapult C pour faire de la synthése matérielle a partir

3. http ://www.mentor.com/
4. http ://calypto.com/en/products/catapult/catapult _overview

117



4. IMPLEMENTATION LOGICIELLE DE FILTRES ET PRODUITS SCALAIRES

de code C++). Cette librairie permet la déclaration de variables virgule fixe de
largeur arbitraire en précisant leurs formats, et d’autres options. Le template
d’une déclaration ac_fixed s’écrit comme suit :

ac_fixed<int W, int I, bool S, ac_q_mode Q, ac_o_mode 0>

avec les paramétres suivants :

— W : un entier correspondant a la largeur de la variable définie (correspon-
dant & notre notation w),

— I : un entier précisant le nombre de bits pour la partie entiére (m + 1
dans notre notation, ou m est le msb de la variable),

— S : un booléen pour le signe de la variable (true si la variable est signée,
false si elle ne l'est pas),

— Q (optionnel) : le mode d’arrondi de la variable, par troncature ou par
arrondi au plus proche. Pour chaque mode il existe plusieurs versions
selon la direction de I’arrondi. Le mode d’arrondi par défaut est ’arrondi
par troncature dirigé vers —oo, nommé AC_TRN dans la librairie,

— 0 (optionnel) : le mode de débordement, par arithmétique modulaire
(suppression des bits qui débordent) ou par saturation (vers la plus
grande valeur représentable la plus proche du nombre ou vers 0). Par
défaut, le mode de débordement est celui de 'arithmétique modulaire,
nommé AC_WRAP dans la librairie.

Remarque 4.3. La librairie ac_fized est fournie avec un ensemble de librai-
ries labellisées Algorithmic C, dont la librairie ac_int qui permet d’écrire du
code entier destin€ & la simulation avec des entiers de tailles arbitraires. On
peut alors tmaginer générer un code ot les entiers sont codés sur 20 bits ou un
code ot chaque entier a sa propre largeur.

Ce code n’utilise donc pas les entiers comme le code C vu précédem-
ment mais les valeurs décimales (les mantisses multipliées par leurs facteurs
d’échelle), comme le montre ’exemple de déclaration suivant.

Exemple 4.5. Soit le nombre virgule fixe x = 6.1875, que l’on considére signé,
avec les modes d’arrondis et de débordements par défaut. La ligne de code
utilisée pour définir la variable x (avec le nombre minimal de bits) dans le code
est :

ac_fixed<8, 4, true> x = 6.1875;

En effet, Uécriture binaire, en complément o deux signé, de r = 6.1875 est
T =5 ...000110.001100. .., donc le nombre minimale de bits pour le représenter
sans perte d’information est 8 (en comptant le bit de signe), et il y a alors 4
bits de partie entiére.

Pour un produit scalaire de filtre donné le résultat a toujours le méme
format (le résultat est connu pour étre dans un intervalle, d’aprés la proposition
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3.2), il est donc possible de définir une fonction renvoyant un type ac_fixed
de ce format, et calculant le produit scalaire pour des entrées également en
ac_fixed dans les bons formats.

Ici, il est difficile de respecter les annotations de l'algorithme de Sethi-
Ullman puisque chaque registre doit étre défini en un type ac_fixed dans un
format précis et fixé (en C++ il n’est pas possible de changer le type d’une
variable déja définie). Les registres sont si possibles réutilisés quand ils sont
libres (c.-a-d. s’ils ont servi auparavant a stocker un résultat intermédiaire) et
au bon format.

A Topposé du code C entier vu précédemment, il n’y pas besoin, avec la
librairie ac_fixed, de gérer les arrondis et les overflow, ils font partie du ty-
page des variables. Ainsi, on peut ajouter deux termes virgule fixe de formats
différents sans alignement manuel au préalable, le format du résultat étant le
format de la variable dans laquelle est stocké ce résultat.

Le code 4.2 montre le code généré pour 'oSoP de la figure 4.11.

Code 4.2 — Code C++ virgule fixe correspondant a la figure 4.11.

ac_fixed<16,6,true> Code_C_fixed(ac_fixed<16,6,true> vi,
ac_fixed<16,6,true> v2, ac_fixed<16,6,true> v3,
ac_fixed<16,6,true> v4, ac_fixed<16,6,true> vb,
ac_fixed<16,6,true> v6, ac_fixed<16,6,true> v7)

{
ac_fixed<16,0,true> cb = 0.31787109375;
ac_fixed<16,6,true> r0 = cb*vh;
ac_fixed<16,0,true> c6 = -0.251007080078125;
ac_fixed<16,6,true> rl = c6*v6;
r0 = r0 + ril;
ac_fixed<16,1,true> cl = -0.6025390625;
ac_fixed<16,7,true> r2 = cl*vl;

r0 = r0 + r2;

ac_fixed<16,-4,true> c2 = 0.0217266082763671875;

ac_fixed<16,2,true> r3 = c2*v2;
ac_fixed<16,-4,true> c7 = -0.03066921234130859375;
ac_fixed<16,2,true> r4d = c7*vT7;

r3 = r3 + r4;

ac_fixed<16,-3,true> c4 = -0.0514926910400390625;
ac_fixed<16,3,true> rb5 = c4d*v4;

r5 = r4 + r5;

ac_fixed<16,-2,true> c3 = -0.096561431884765625;
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ac_fixed<16,4,true> r6 = c3*v3;

r6

r5 + r6;

r0 = r0 + r6;

return rO0;

4.4.4 Code VHDL

Comme il a été dit en introduction de cette partie, la génération de code
VHDL pour un produit scalaire n’a pas été abordée durant cette thése. Cepen-
dant, il existe plusieurs outils pouvant générer du code VHDL optimisé a partir
d’expressions paramétrés tels que nos oSoP paramétrés, par exemple 'outil
FloPoCo® [24].

A ce moment de la rédaction, des travaux sont en cours pour pouvoir faire
appel & FloPoCo pour générer le code VHDL & partir de nos oSoP, mais ces
travaux ne sont pas suffisamment avancés pour donner un exemple de code
VHDL correspondant & un de nos oSoP.

4.5 Résumé de la méthode et illustration sur un
filtre réalisé par un state-space

On a vu dans ce chapitre comment, & partir d’un produit scalaire de filtre et
de ses spécificités, générer le meilleur code virgule fixe (meilleur selon certains
critéres), soit implicite (des entiers dont on gére I’alignement) soit explicite
(avec la librairie ac_fixed), qui implémente ce produit scalaire. Afin de résu-
mer la méthode, nous rappelons chacune des étapes nécessaires, pour passer
d’un produit scalaire & du code :

1. Convertir les constantes en virgule fixe sur la largeur donnée (on rappelle
qu’on est dans un contexte d’implémentation logicielle, les largeurs sont
donc fixées), et déterminer les intervalles virgule fixe (intervalles plus
formats) des variables d’entrées (données) et des variables intermédiaires
ou de sorties (en utilisant la proposition 3.2) ;

2. générer un a un les différents oSoP possibles (on préférera utiliser la
génération par utilisation d’une pile);

3. propager les données de départ (constantes et intervalles virgule fixe

des variables) & travers chaque oSoP généré en utilisant Iarithmétique
d’intervalle ;

4. choisir, en fonction des critéres définis (dégradation numérique, parallé-
lisme), le meilleur 0SoP parmi ceux générés ;

5. http://flopoco.gforge.inria.fr/
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5. pour ce meilleur 0SoP, générer 'algorithme et /ou le code dans le langage
désiré.

Cette méthode ne s’applique qu’a un produit scalaire de filtre, or, comme on
I’a vu au début de ce chapitre, un filtre peut s’écrire comme une succession de
produits scalaires décrivant I’algorithme complet de ce filtre. Pour prendre en
compte plusieurs produits scalaires, il suffit d’appliquer la méthode précédente
a chaque produit scalaire de ’algorithme, comme le montre ’exemple de la
partie suivante.

4.5.1 Exemple de traitement d’un filtre réalisé par plusieurs
produits scalaires

Cette partie présente un exemple d’application de la méthode vue tout au
long de ce chapitre sur une réalisation de filtre composée de plusieurs produits
scalaires. Le filtre considéré est le filtre fil rouge défini dans la partie 3.4, page
91, avec la réalisation state-space donnée par 'équation (3.44). La largeur des
coeflicients, de toutes les variables est fixée est 16 bits et celle des opérateurs
(multiplieurs et additionneurs), est fixée a 32 bits. Le mode d’arrondi considéré
est 'arrondi par troncature. L’algorithme virgule fixe décrit pas le state-space
est, une fois tous les calculs développés, le suivant :

ml(k‘ + 1) < Allwl(k) + Algwg(k‘) + 213$3(k‘) + Elu(k)

$2(k‘ ) — A21$1( )—l—AQQmQ(k‘) —|—223$3(k‘) +52u(k‘)
mg(k + 1) — A31m1( ) + Aggmg(k‘) + A33$3(k‘) + bgu(k‘)
y(k‘) — Cl.’L'l( )+625L'2( )+Es$3(k)+du(l€)
avec
B 17.0458984375 39.744140625 28.3779296875
A £ —9298.265625  —695.78125  —496.796875
407.546875 951. 679.03125

¢ £ (58.7109375 67.44921875 46.9296875)

N —0.003797054290771484375 B

b £ | —0.005493640899658203125 | , d = —0.6025390625

0.009027957916259765625

Il y a donc quatre produits scalaires & considérer. Le signal d’entrée u prend
ses valeurs dans l'intervalle [—25;30] (c.-a-d. u(k) € [—25;30] & tout instant
k), donc, par la proposition 3.2 on a :

@1 € [—1.47308;1.39374],
@y € [—22.9346;23.9521],
w3 € [—32.7637;31.3848],
y € [-23.7637;19.9824],
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dont on peut déduire les formats virgule fixe pour les variables :

(Mo, lz,) = (1,-14),

(Mgy, lzy) = (5,—10),

(Mag las) = (6,-9),
(my, ty) = (6,-9)

On exécute alors notre méthode sur chacun des produits scalaires. Aprés,
génération des différents oSoP possibles (4 fois 15 0SoP), propagation des in-
formations par arithmétique d’intervalle et choix du meilleur oSoP avec comme
critére I’oSoP ayant la plus petite hauteur parmi ceux qui ont la plus petite
dégradation numérique, les quatre meilleurs 0oSoP sont présentés par la figure
4.15.

(12,-19)

(5:-10)
20059)  wsk]

(5,-10)

20349)  zy[k]

31852)  wlk] 17455)  xy[k]

21729)  z3[k]

(11,-20)

(10,-5)
30432)  zalk]
5,-10) (1-14)
18933)  wlk] 26083) 1K)

-31795

3[k]

(11,-20) (105

22265)  wa[k]

23042)  wlk] 19089)  xq[K]

(13-18)

(67'9)
24028) a3k

(5,-10)

17267) | ao[k]

99741)  wlk] 30060) @y [k]

FIGURE 4.15 — Les 4 meilleurs 0SoP pour ’exemple considéré avec calculs sur

32 bits.

On peut déja constater que sur chaque oSoP, la régle de Jackson pour la
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virgule fixe supprime une quantité non négligeable de bits. L’application de la
régle permet de conserver plus de bits du produits by x u(k) : sans elle, pour
aligner by x u(k) avec Aj; x x1(k), il aurait fallu supprimer 9 bits du premier
produit au lieu de 3 en applicant la régle.

Les intervalles d’erreurs pour les quatre oSoP sont calculés d’aprés les équa-
tions (4.15) et (4.16), on a alors :

[e4,:€2,] = [—6.10351e-05; 0
[€4,; Ers] = [~0.000976563; 0
€445 €3] = [—0.00195313; 0
[e,:€y] = [—0.000976548; 0

]
]
]
]

ou [ey; ex] désigne 'intervalle d’erreur sur la variable X avec X € {z1, 22, x3,y}.
On peut alors appliquer le corollaire 3.1 (et les équations (3.9) et (3.10)
qui donnent les formules pour la sortie sous forme d’intervalle bornes inf/sup
plutot que centre/rayon) sur le filtre He donné par 1'équation (3.48) et le
vecteur d’erreur e(k) donné par les intervalles précédents, c’est-a-dire :

[Qxlséml}
e(k) € | Cai®al | (4.25)
[

[ngﬁ E13
ey &y

Le corollaire 3.1 donne alors les bornes de I'intervalle de Ierreur dy(k) =

y*(k) —y(k), ot y*(k) est le résultat implémenté en virgule fixe, et y(k) est la
sortie exacte. L'intervalle de l'erreur théorique (dont les bornes sont représen-
tées en rouge sur la figure) est donné par le corollaire 3.1, il vaut :

[6y: 8y] = [—0.262932; 0.0356409).

Pour valider la théorie, on génére le code C entier de ces 0SoP (voir les
codes B.1, B.2, B.3 et B.4 en annexes), et on compare ces codes avec un code
flottant double précision (utilisant des nombres flottants 64 bits). Puisque le
filtre He ne considére que le comportement des erreurs de calculs & travers lors
de I'implémentation (et pas les erreurs paramétriques, c’est-a-dire les erreurs
de conversion des coefficients), 'implémentation double précision de référence
utilise elle aussi les coefficients sur 16 bits, les calculs intermédiaires et les
variables sont sur 64 bits.

Le signal d’entrée u pour cette comparaison est tiré aléatoirement (pseudo-
alétoirement en réalité, en utilisant la fonction rand() du langage C) dans
I'intervalle [—25;30]. Ce tirage est effectué en double précision et converti en
entier 16 bits pour le code entier généré. La figure 4.17 montre la courbe de la
différence 0y(k) = y*(k) — y(k) entre la sortie de notre code y*(k) et la sortie
de référence y(k), calculée en double précision, pour 0 < k < 10000. Les deux
droites rouges représentent quant a elle les bornes de 'intervalle théorique de
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0.05

-0.25 | B

203 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

FIGURE 4.16 — Différence entre la sortie y flottante double précision et la sortie
32 bits du code généré.

Perreur dy, [—0.262932;0.0356409]. On constate alors que l'erreur observée est
bien dans l'intervalle théorique calculé et s’en rapproche.

Remarque 4.4. Nous avons vu dans la partie 3.2.2 une autre approche pour
la magjoration théorique de l’erreur, considérant l’ensemble des erreurs (erreurs
de calcul et erreurs paramétriques), que l'on va appliquer o cet exemple. Pour
cela, on considére comme code de référence un code double avec des paramétres
double précision également. L’erreur mesurée par la comparaison du code de
référence et du code virgule fixe généré prend donc en compte les erreurs de
paramétrisation et de calcul. Les bornes théoriques de cette erreur sont don-
nées par le corollaire 3.1, appliqué au filtre de ’erreur globale ﬁe et a l’entrée

[w; 1]

[exl;é$1]
€4, €2,] |, comme expliqué dans la partie 3.2.2.
[exg’ 6173]
ey €y]

La figure 4.17 présente la différence Ay(k) = y(k) — y(k) (on rappelle que
y(k) est la sortie bruitée des erreurs de calcul et de paramétrisation a [’instant
k), pour 0 < k < 10000. L’intervalle théorique de lerreur est [Ay; Ay] =
[—0.803801; 0.491936]. o

Le principe majeur derriére cet exemple est que le nombre de bits influe
directement sur ’exactitude du résultat du calcul. Ce principe va de soi, mais
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0.6

04 | 4

-0.6 - e

-0.8

-1 1 1 1 1 1 1 I I I

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

F1GURE 4.17 — Différence entre la sortie y flottante double précision et la sortie
32 bits du code généré en considérant ’ensemble des erreurs.

permet de se poser la question du choix du meilleur nombre de bits pour un
intervalle d’erreur donné. Si dans le domaine du logiciel toutes les variables et
coefficients ont la méme largeur (généralement 8, 16 ou 32), en matériel chaque
coefficient, chaque variable, peut avoir sa propre largeur. Par conséquent, le
probléme de trouver le meilleur ensemble de largeurs pour correspondre a un
intervalle d’erreur donné devient un probléme d’optimisation combinatoire, ce
qui est l'objet du prochain chapitre.

4.6 Conclusion

Nous avons proposé, dans ce chapitre, une méthode pour implémenter des
algorithmes de filtres linéaires en virgule fixe & destination de cibles logicielles.
Cette méthode se déroule en plusieurs étapes : la génération des différents
schémas d’évaluations possibles, la propagation des intervalles et 1’évaluation
de l'erreur globale sur chaque schéma, et le choix du meilleur d’entre eux.

La méthodologie d’implémentation que nous proposons utilise les briques
de bases décrites dans le chapitre précédent, pour déterminer le format vir-
gule fixe final et ainsi appliquer la régle d’arithmétique modulaire autorisant
les débordements intermédiaires. Cette méthode analytique permet de limiter
I'expansion inutile du format virgule fixe final (due a l'utilisation de arith-
meétique d’intervalle) et donc de limiter l'effet d’absorption des bits de poids
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faibles.

Nous avons également décrit dans ce chapitre comment générer du code
virgule fixe & partir du schéma virgule fixe choisit d’aprés nos critéres, et
présenté une application de cette méthodologie sur ’exemple fil rouge.
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Chapitre

Optimisation des largeurs

Le précédent chapitre traitait du cas d’une implémentation logicielle ot les
opérateurs, les constantes et les variables ont une largeur fixée par la cible.
Dans le cas d’une implémentation matérielle (sur FPGA ou ASIC), les opé-
rateurs sont décrits par un langage de description matériel (comme le VHDL)
et c’est l'utilisateur qui décide des largeurs (en entrée et en sortie) des opé-
rateurs, mais aussi des largeurs des constantes et des variables. Toutes les
largeurs peuvent étre différentes, ce principe est souvent nommé dans la litté-
rature le paradigme des largeurs multiples [20]. Il est montré dans cet article
que pour chaque choix d’ensemble de largeurs pour les différentes données , il
est possible d’évaluer I'impact numérique de ce choix. Or, lorsque 'on est face
a un choix, la question naturelle & se poser est comment faire le bon choix, et
selon quels critéres. De l'intérét d’une implémentation a largeurs multiples est
né le probléme d’optimisation des largeurs, un probléme d’optimisation dans
lequel on cherche & minimiser les largeurs tout en respectant des contraintes,
ici des contraintes numériques.

L’optimisation consiste, dans un ensemble de solutions réalisables, & trouver
la ou les meilleures solutions par rapport & un objectif donné. Une solution
réalisable est un ensemble de valeurs qui répond & des contraintes. L’objectif
s’exprime généralement par la recherche du minimum ou du maximum d’une
fonction appelée fonction objectif.

Dans notre contexte, les solutions réalisables sont des ensembles de nombres
entiers (des largeurs exprimées en nombre de bits) et ’ensemble des solutions
réalisables est fini, on parle alors d’optimisation combinatoire.

Ce chapitre présentera un état de 'art de 'optimisation des largeurs avant
de présenter une méthode qui réduit, sans probléme d’optimisation, les bits a
considérer dans un produit scalaire. Ensuite, nous formaliserons le probléme
d’optimisation adapté & notre approche et utilisant la méthode de réduction
du nombre de bits. Enfin, nous montrerons comment ce probléme d’optimisa-
tion peut étre résolu avec les outils existants, avant de présenter un exemple
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d’application de ce probléme.

5.1 Etat de I’art autour de I'optimisation des
largeurs en virgule fixe

Cette section présente dans un premier temps un état de I’art de 'optimi-
sation combinatoire et des méthodes et algorithmes les plus connus. Dans un
second temps, un historique des travaux réalisés dans le contexte de ’optimi-
sation des largeurs est dressé.

5.1.1 Quelques notions d’optimisation combinatoire et
principaux algorithmes

Il existe principalement deux types de méthodes de recherche de solutions
dans un probléme d’optimisation, les méthodes ezxactes et les méthodes appro-
chées.

Les méthodes exactes utilisent généralement un arbre de recherche (ou
arbre de décision) et le parcourent pour trouver la meilleure solution. Elles
sont capables de trouver la solution optimale, c’est-a-dire celle qui répond le
mieux au probléme d’optimisation. L’algorithme par Séparation et Evaluation
(BaBBaB pour le terme anglais Branch and Bound) |59] est le représentant le
plus connu des méthodes exactes. L’inconvénient de ces méthodes est que le
temps de calcul peut étre trés grand selon la taille du probléme.

Les méthodes approchées, quant & elles, permettent de traiter plus rapi-
dement des problémes de grande taille mais ne garantissent pas 'optimalité,
on parle alors de solutions sous-optimales. Les algorithmes gloutons ou en-
core les métaheuristiques |51] sont des exemples de méthodes approchées. Ces
méthodes utilisent généralement des recherche locales ou des approches sto-
chastiques pour trouver une solution.

Les algorithmes d’optimisation combinatoire peuvent étre réunis en deux
classes, les algorithmes déterministes et les algorithmes randomisés (ou proba-
bilistes). Les premiers sont des algorithmes dans lesquels un état est directe-
ment déduit de ’état précédent, de la fonction objectif et des contraintes du
probléme. Les algorithmes randomisés, quand & eux, sont des algorithmes qui
progressent aléatoirement parmi un ensemble d’états possibles & chaque étape.

On dresse maintenant une liste non-exhaustive des principaux algorithmes
d’optimisation combinatoire et des méthodes de recherche d’une solution.

Recherche locale : Cette méthode est une métaheuristique qui cherche
une nouvelle solution réalisable & partir d’une solution réalisable donnée en
utilisant une notion de voisinage entre les solutions réalisables. Cette méthode
ne garantie pas d’avoir un optimum globale, elle est donc classée dans les
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méthodes approchées. Les algorithmes de recherches locales sont par exemple
couramment utilisés pour le probléme Minimum Vertex Cover ! [12].

Recherche gloutonne [23] :  Cette métaheuristique cherche a chaque étape
Ioptimum parmi les solutions réalisables proposées a cette étape. Combiné a
la recherche locale, cette méthode choisit alors, & chaque étape la meilleure
solution parmi les voisins de la solution courante. Elle permet en générale au
mieux de trouver un optimum local.

Recherche tabou (ou recherche avec tabous) [30, 31] :  Cette métaheu-
ristique utilise aussi la notion de voisinage. En effet, & partir d’un état donné,
le meilleur voisin (selon 'objectif souhaité) est choisi, et les voisins déja visi-
tés et menant & une solution moins bonne sont stockés dans une pile appelée
liste tabous afin de les retirer des voisins & explorer. L’algorithme se termine
si plus aucun déplacement n’est possible ou si le nombre d’itérations maximal
est atteint. Il est montré que dans un temps infini (pas de nombre d’itérations
maximal), 'optimum global peut étre atteint, mais dans la pratique il est né-
cessaire d’avoir une limite du nombre d’itérations, et donc la méthode est en
général sous-optimale.

Séparation et Evaluation [59] : Cet algorithme énumére de fagon impli-
cite ’ensemble des solutions réalisables. L’étape de séparation divise le pro-
bléme en plusieurs sous-problémes (par exemple, dans la recherche d'un vecteur
de n entiers, le premier entier est fixé & une valeur réalisable et on cherche le
meilleur vecteur de n — 1 entiers réalisable avec l'entier fixé, et ainsi de suite
de fagon récursive) et crée ainsi un arbre de recherche. L’étape d’évaluation,
quant & elle, détermine, pour un nceud donné, 'optimum du sous-probléme as-
socié au nceud si cela est possible, ou au contraire I'inexistence d’un optimum
dans le sous-probléme associé. Cet algorithme est exacte et peut étre associé
a des métaheuristiques pour accélérer I’algorithme.

Programmation linéaire en nombres entiers [85] : La programmation
linéaire en nombres entiers (PLNE) est un probléme d’optimisation combina-
toire dans lequel la fonction objectif et les fonctions de contraintes sont li-
néaires. L’idée est alors, si par exemple les contraintes ne sont pas linéaires, de
les réécrire de fagon linéaire sans modifier leur sens (les solutions qui sont réa-
lisables pour les contraintes non linéaires doivent le rester pour les contraintes
linéaires, et les contraintes linéaires ne doivent pas apporter de solutions réa-
lisables supplémentaires). Pour résoudre la PLNE, on peut utiliser différentes
méthodes : le BaB ou la Recherche tabou sont couramment utilisées.

1. Appelé en frangais Probléme de Couverture Minimum par Sommets, ce probléme de
la théorie des graphes consiste & trouver un ensemble de sommets d’'un graphe de taille
minimale tel que chaque aréte du graphe est incidente & un sommet de cet ensemble.
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Recuit Simulé (RS) [16, 54] : Cette métaheuristique s’inspire d’un pro-
cédé métallurgique consistant a alterner cycles de refroidissement lent et de
réchauffage (recuit) afin d’amener le matériau & un état minimisant son éner-
gie interne. Cet algorithme part d’une solution réalisable initiale choisie aléa-
toirement, puis & chaque itération analyse ’énergie d’un voisin : si celle-ci est
inférieure a 1’énergie de I’état courant, alors le voisin est choisi comme nou-
vel état de référence, sinon le voisin est choisi selon une certaine probabilité
(dépendant fortement de la température du systéme). L’algorithme s’arréte si
le systéme n’évolue plus depuis un certain nombre d’itérations fixé ou si la
température diminue jusqu’a atteindre un seuil fixé lui aussi. L’inconvénient
de cet algorithme est principalement le choix des différents paramétres (choix
de la solution initiale, de la température initiale, de la loi de décroissance de la
température, des critéres d’arréts, etc). Plusieurs études montrent que le recuit
simulé peut converger vers un optimum global sous certaines conditions et sans
limite de temps [25], mais dans le cas général, la solution est sous-optimale.

Algorithmes génétiques [32, 47] : Ces algorithmes sont une sous-classes
des algorithmes évolutionnistes (ou évolutionnaires) dont le principe se base
sur I’évolution naturelle en biologie. En génétique, lors de la phase de repro-
duction entre deux organismes, on distingue trois opérations constituant le
brassage génétique : la sélection, I’enjambement (ou croisement) et la muta-
tion. La sélection détermine quel candidat, au sein d’une population, est le
plus apte a donner de bons résultats (en sélection naturelle on parle du candi-
dat le plus apte a survivre). L’enjambement produit de nouvelles solutions (de
nouveaux candidats) a partir des deux organismes se reproduisant, en échan-
geant des génes entre eux. Enfin, la mutation modifie, de fagon aléatoire, un
géne chez un organisme. Un algorithme génétique utilise ses trois opérations
pour trouver une bonne solution : a partir d’'une population initiale aléatoire,
on sélectionne deux bons candidats, on effectue un enjambement de ces deux
candidats puis on applique des mutations aléatoires pour créer une nouvelle
population. L’algorithme s’arréte alors quand un maximum d’itérations est at-
teint ou quand la solution n’évolue plus ou plus assez rapidement (selon des
critéres définis par l'utilisateur).

Procédure de recherche gloutonne aléatoire et adaptative (GRASP)
[27] ¢ Cette métaheuristique combine une recherche gloutonne et une re-
cherche locale. Une premiére phase, dite de construction, produit itérativement
une liste de morceaux candidats & former une solution réalisable, puis la solu-
tion réalisable est construite & partir de cette liste en prenant aléatoirement des
morceaux parmi les meilleurs candidats. Ensuite la phase de recherche locale
part de cette solution créée et recherche dans le voisinage une meilleure solution
réalisable. La solution résultante est alors conservée comme meilleure solution
de l'itération de lalgorithme. Ce dernier s’arréte quand la condition d’arrét
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(généralement le nombre d’itérations) est atteinte, et la meilleure solution de
toutes les itérations est retournée par ’algorithme.

5.1.2 Optimisations des largeurs

C’est au milieu des années 1990 que l'intérét autour de I'implémentation &
largeurs multiples et de I'optimisation des largeurs est apparu [97, 98, . 1
faut cependant attendre le début des années 2000 pour une formalisation du
probléme [20] et une étude de sa complexité [22]. En effet, dans [22], Constan-
tinides et Woeginger expriment le probléme de décision lié¢ au probléme d’op-
timisation des largeurs de la facon suivante :

“ Existe-t-il un ensemble de largeurs minimales qui minimise la fonction objec-
tif tout en respectant les contraintes de précision”,

et démontrent que ce probléme est NP-difficile?. En fait, I’expression exacte
du probléme de décision donnée dans leur article dépend de leur fonction ob-
jectif et de leurs contraintes, mais celles-ci sont assez génériques pour que
le résultat soit applicable a I’ensemble (ou au moins la grande majorité) des
problémes d’optimisations des largeurs (avec d’autres fonctions objectifs et
d’autres contraintes).

Passons maintenant en revue les différents travaux effectués sur 'optimi-
sation des largeurs. L’idée n’est pas d’étre le plus exhaustif possible mais de
montrer la diversité des approches proposées et 1’évolution de celles-ci. Les
travaux des principaux acteurs du domaine sont décrits, ainsi que des travaux
un peu moins connus.

Ki-Il Kum et Wonyong Sung ont initié les travaux sur ’optimisation des
largeurs [97, 98|. Leurs premiers travaux consistaient d’une part & minimiser
la largeur des parties entiéres des différents signaux par simulation, puis a
effectuer une optimisation des largeurs fractionnaires pour minimiser le cotit
d’implémentation matériel tout en respectant une contrainte de performances,
d’autre part. Afin de minimiser le nombre de largeurs & optimiser, une phase
de groupement des opérateurs partageant la méme largeur est effectuée avant
la phase d’optimisation. Pour chaque vecteur de largeurs, la performance est
évaluée elle aussi par simulation, la fonction de cotit & optimiser est calculée
d’aprés une table contenant les cotits des opérations en fonction des largeurs.
Une approche exhaustive et une approche utilisant une métaheuristique sont
comparées pour la phase d’optimisation. La comparaison montre que leur mé-
taheuristique donne en moins de temps un résultat trés proche de la solution de
la recherche exhaustive (le coiit d’implémentation additionnel est en moyenne
inférieur & 5%). Dans 56|, leur méthode de regroupement des opérateurs est
améliorée et le partage des ressources matérielles est pris en compte. De ce

2. Un probléme de décision P est dit NP-difficile s’il existe, pour tout probléme R de la
classe NP, une réduction en temps polynomiale de R vers P.
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fait, un algorithme d’ordonnancement est proposé, puis amélioré dans [55], qui
accélére la phase de regroupement et donc le temps global de I'optimisation
des largeurs.

Cantin et al. [15] proposent en 2001 une méthode pour optimiser les lar-
geurs en minimisant le colit d’implémentation matériel. Cette méthode est
fortement basée sur la simulation : une premiére simulation est faite en vir-
gule flottante, des largeurs minimales sont déterminées, une simulation est
effectuée en virgule fixe avec ces largeurs minimales et le calcul d’erreur s’ef-
fectue en comparant les simulations flottantes et fixe. L’optimisation consiste
alors & trouver les largeurs optimales en simulant a chaque fois I'implémenta-
tion fixe et en comparant cette simulation a la simulation flottante. Dans cet
article, quatre algorithme d’optimisation sont proposés, une recherche exhaus-
tive, deux recherches gloutonnes (I'une partant d’une solution initiale minimale
en ajoutant un bit par itération, 'autre partant d’une solution maximale en
soustrayant un bit par itération), et une procédure évolutive (une métaheurs-
tique convertissant un & un les opérandes flottants en opérandes fixe en faisant
varier la largeurs de ceux-ci & partir de 0 jusqu’a répondre aux exigences sou-
haitées). Dans [13], cette méthode est appliquée a neuf algorithmes d’optimi-
sation, dont les procédures gloutonnes, exhaustive et évolutive déja discutées
dans [15], mais aussi la métaheuristique de Jum et Sung proposée dans [95],
un algorithme de Séparation et Evaluation, un algorithme de Recuit Simulé,
un hybride de deux recherches gloutonnes (on part d’une solution minimale,
on ajoute b bits distribués entre les différentes largeurs, lui on décrémente d’un
bit par itération) et une procédure pré-planifiée. Une nouvelle métrique, pre-
nant en compte a la fois le cotit d’implémentation, les erreurs de calculs et les
spécifications de l'utilisateur, est considérée comme objectif & optimiser. Cette
métrique est améliorée dans [11] pour prendre en compte plusieurs modéles
d’erreurs entre les simulations flottante et fixe.

Constantinides et al. |20, 21| proposent aussi en 2001 leur premiére métho-
dologie d’optimisation des largeurs. Basée sur une représentation sous forme
de graphe flot de données, les auteurs adoptent une approche analytique de
I'évaluation des erreurs (en propageant les formats virgule fixe a travers leurs
graphes) représentées par des bruits. Ils décrivent ensuite leur probléme d’op-
timisation sous forme d’une Programmation Linéaire Mixte (Mized Integer
Linear Progamming), qu’ils résolvent en utilisant le solveur BonsaiG [35], dont
lalgorithme de résolution est basé sur un BaB. Dans [20], une métaheuristique
est également présentée, reprise dans [19]. Il s’agit d’un algorithme glouton
dont la recherche du voisinage est affinée par une heuristique dépendant de la
fonction objectif. L’évaluation des erreurs de précision est améliorée dans [17]
par un hybride d’évaluations analytique et par simulation. L’essentiel de ces
travaux est repris dans le livre [18]. Dans [63] les auteurs proposent une réso-
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lution de leur probléme & ’aide d’un algorithme de Recuit Simulé Adaptatif

[ ]3.

Ménard et al. [38]| reprennent le principe de groupement des opérations
partageant la méme largeur de Kum et Sung dans leur méthodologie. Celle-ci
consiste & coupler la synthése d’architecture et I'optimisation des largeurs dans
un processus itératif. A chaque itération, un ensemble de largeurs est déterminé
et est testé dans la phase de synthése de ’architecture. L’algorithme d’opti-
misation utilisé est un algorithme glouton utilisant comme critére de décision
pour l'incrémentation le rapport entre le gain sur la précision et I’augmentation
du cott. Cet algorithme est présenté en détail dans la thése de Nicolas Hervé
[37], avec un autre algorithme d’optimisation consistant a résoudre d’une part
le probléme dans le domaine continue et & discrétiser ’ensemble de largeurs
résultant d’autre part (en utilisant un algorithme de type BaB). Dans [70], les
auteurs proposent une méthode d’évaluation analytique des erreurs de calculs
pour les filtres LTI, afin d’améliorer la rapidité du processus d’optimisation
et de synthése. Un nouvel algorithme d’optimisation est proposé dans [33],
basé sur la métaheuristique GRASP, il combine une recherche tabou et une
recherche locale. La notion de voisinage est définie en fonction du cofit et de
I’évaluation des erreurs de calcul. Cet algorithme est pleinement décrit dans
la thése d’Hai-Nam Nguyen [32]|. Dans [31], la détermination des largeurs des
parties entiéres, généralement effectuée analytiquement ou par simulation, est
modélisée par un probléme d’optimisation basé sur la tolérance & un certains
degré de débordement. En effet, la simulation prend généralement du temps
mais la méthode analytique est souvent pessimiste (pour assurer ’absence de
tout débordement), et diminuer ces largeurs peut aussi faire diminuer le coit
d’implémentation. Enfin, dans [36], Parashar, Ménard et Sentieys proposent
un algorithme en temps polynomial pour résoudre le probléme d’optimisation
des largeurs en utilisant une relaxation convexe du probléme et un solveur
dédié a cette classe de probléme.

Ahmadi et Zwolinski |[!]| proposent une optimisation multi-objectifs de la
surface et du bruit. Pour I'optimisation, ils utilisent un algorithme génétique
classique. Dans [3], cette approche est insérée dans un processus de synthése
de haut niveau, et dans [2] le modéle de bruit utilisé est modifié en un modéle
symbolique avec une représentation algébrique du bruit.

Pour finir, on peut trouver quelques travaux ot les auteurs se sont intéressés
occasionnellement ou trés récemment au probléme d’optimisation. L’un de ces
travaux, parmi les premiers sur ce sujet, par Wakekar et Parker [105], propose
comme Kum et Sung quelques années plutot, une solution algorithmique pour

3. Lester Ingber propose un outil implémentant son algorithme sur sa page personnelle,
utilisé par Lee et al. dans leur article : http://www.ingber.com/#ASA
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regrouper les opérations qui devraient avoir des largeurs proches, pour ainsi
limiter le nombre de largeurs différentes et minimiser le cotit d’implémentation
en terme de surface. L’algorithme utilisé pour ’optimisation des largeurs de ces
groupes consiste en une recherche aléatoire basée sur un algorithme génétique
(détaillé dans la these de Wadekar [93]). Un algorithme génétique est également

utilisé par Leban et Tasic dans [62] pour une classe particuliére de FIR.
Belanovic et Rupp, dans [37], propose une optimisation des largeurs incluse
dans leur outil de conversion flottant vers fixe, Fixify [38]. Cette optimisation

offre trois algorithmes possibles : une recherche exhaustive sur des ensembles
restreints de valeurs possibles, une recherche gloutonne et un BaB.

Dans [04], Lee et Gerstlauer utilise le méme algorithme de recuit simulé
adaptatif que Constinides et al. dans [63], et considére une nouvelle approche
heuristique pour simplifié en amont la recherche des largeurs en utilisant no-
tamment un modéle de pseudo bruit de quantification a la place du modéle
usuel. Enfin, récemment, Vakili et al. [101] ont proposé une approche utilisant
I’arithmétique affine pour déterminer les intervalles des variables et I’évaluation
de l'erreur. Deux algorithmes sont proposés, mixant évaluation par simulation
et évaluation analytique de 'erreur, le premier est un algorithme glouton et
I’autre un algorithme de BaB avec une métaheuristique qui analyse le probléme
et donne un arbre de recherche syntaxique.

Le bilan & dresser de cet état de 'art est qu’il existe de nombreuses métho-
dologies et approches du probléme d’optimisation des largeurs. Cette diversité
s’explique notamment par les objectifs que chacun cherche & optimiser, ceux-
ci pouvant étre ’exactitude numérique, la surface ou encore le cotit de calcul,
induits par un ensemble de largeurs. Le formalisme virgule fixe et 'approche
algorithmique, souvent différents d’une équipe de recherche & une autre, inter-
viennent également dans les causes de cette diversité. C’est pour ces mémes
raisons, et surtout parce que nous nous limitons aux filtres LTI, pour lesquels
nous avons des outils plus fins tels que 'approche par le WCPG ou l'arith-
métique modulaire, que nous proposons une nouvelle approche. En effet, la
prochaine section propose une solution algorithmique supprimant de nos cal-
culs les bits les qui sont le moins significatifs pour le résultat final, si 'on
tolére un arrondi fidéle sur ce résultat. Cette premiére approche algorithmique
permettra par la suite de formuler une contrainte de notre probléme d’optimi-
sation.

5.2 Premiére approche de réduction des bits des
largeurs : le formatage de bits

La premiére approche pour prendre en compte le paradigme des largeurs
multiples a été d’utiliser la propriété des filtres linéaires concernant le compor-
tement d’un intervalle au travers de ces filtres (proposition 3.2). En effet, on
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a vu dans le chapitre 3 que ce résultat pouvait nous permettre de connaitre
le format du résultat d’un produit scalaire, et ainsi, en utilisant une propriété
de 'arithmétique en complément & deux, de supprimer des bits de poids forts
inutiles. Nous allons alors montrer que la connaissance de la position du lsb du
résultat peut elle aussi étre exploitée pour limiter le nombre de bits des termes
a sommer, au niveau de leurs bits les moins significatifs.

5.2.1 Problématique et notations

Comme dans le chapitre précédent, on s’intéresse & un produit scalaire

N
s= Y pi,oup;=c; xv; pour 1 <i< N, dont le résultat est sur un format

i=1
virgule fixe connu par la proposition 3.2, noté (ms,#s). On rappelle que 'on
considére une implémentation matérielle, par conséquent les p; peuvent avoir
des largeurs différentes, et la somme des termes peut s’effectuer sans perte sur
le format optimal. Puisque le FPF du résultat est connu, on suppose qu’on
calcule d’abord une somme intermédiaire exacte (sans perte par rapport aux
P;), puis ce résultat est ramené sur le format final pour obtenir le résultat final.
On note alors :

— (my, £;) le format de p; pour 1 <i < N,

— (mopt, lopt) le format intermédiaire optimal, avec :

Mopt £ m?x(mi) + {logQ(N — 1)] , (5.1)
lopt = min(4;), (5.2)

oll [logz(N — 1)1 correspond au nombre de bits de retenus possibles lors
d’une somme de N termes.

~ Sopt la somme exacte intermédiaire des p; au format (mept, lopt), €t s la

somme finale au format (ms, £s),

— pij le j-iéme bit de p;.

Les notations sont illustrés par la figure 5.1a.

On a en fait s = o4(sopt), avec o4 € {og(s), Va(s)}, c.-a-d. soit 'arrondi
au plus proche, soit 'arrondi par troncature, selon le choix du mode d’arrondi
pour I'implémentation.

On sait déja d’aprés la régle de 'arithmétique en complément a deux vue
au chapitre 3 que 'on peut supprimer des p; les bits dont la position est
strictement supérieure & mg. On veut alors déterminer une régle similaire pour
les bits dont la position est plus petite que £;. Or, on sait qu’arrondir des
bits implique une dégradation de la valeur arrondie, et cette dégradation peut
impacter le résultat final méme si ces bits ont une position inférieure a £5. De
maniére générale, on ne pourra jamais garantir d’avoir un arrondi exact (selon
le mode d’arrondi choisi) sauf en conservant tous les bits de p;.

Le but est alors de déterminer un nombre minimal de bits & conserver au-
dela de la position £, noté d, de calculer une somme intermédiaire s5 en ne
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considérant que les bits p; ; pour 1 <7 < N et £, — § < j < my, de telle sorte
que l'arrondi de cette somme s5 sur le format final (mg, fs) soit un arrondi
fidele de sop:. On notera s cette seconde somme finale.

Le figure 5.1 illustre cette approche. La figure 5.1a montre la somme telle
qu’on la calcule dans le cas optimal en se ramenant ensuite sur le format final,
et la figure 5.1b montre la somme intermédiaire des termes p; formatés sur le
format (ms, s — d), puis ramenée sur le format final (ms, ;).

En fait, on ne peut garantir un arrondi fidéle du résultat optimal que dans
le cas de 'arrondi au plus proche. En effet, on peut facilement exhiber un
exemple, dans le cas de 'arrondi par troncature, ot sopt — ' = 2% alors que
l'arrondi fidéle signifierait sppr — ' < 2fs 11 suffit pour cela de considérer,
pour n’importe quel § € N*, une somme ss ou les bits en position ¢; — § &
ls — 1 (les § bits en plus) sont tous égaux a 1, et de considérer que la retenue
engendrée par les bits tronqués (en position strictement inférieure a £5 — ) est
strictement positive. Ainsi, dans le calcul de s, la retenue se propagerait au
moins jusqu’au bit en position £, tandis que dans le calcul de s5 on n’aurait pas
de retenue et tous les bits intermédiaires a 1 seraient tronqués lors du passage
a s’. On n’aurait alors bien sy — s’ = 2ls

pP1 ‘||.|
[s]

[ [ ]
| [ ]
| | ]
p [E [ 1]

s
E

EEEEEN
[ ] [ o R R R

o
S

,
ﬁ
:
|

(a) La somme des p; est calculée sur le format optimale,(b) Les p; sont formatés, la somme calculée sur un
puis ramenée sur le format final attendu. format intermédiaire, et cette somme est ramené sur
le format final attendu.

FI1GURE 5.1 — Illustration du formatage de bits.

5.2.2 Calcul de ¢ et résumé de la méthode

La proposition 5.1 donne la valeur de § pour les deux modes d’arrondi
considérés lors de la suppression des bits {p;;};<s,—s-

Proposition 5.1. Pour le mode d’arrondi au plus proche, le plus petit entier
§ tel que 8" = xp, (Sopt) est donné par :

§2 |logy(N)| +1 (5.3)
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Pour le mode d’arrondi par troncature, le plus petit entier 0 qui garantit
s—s < 2ls (ce qui est aussi équivalent 4 avoir Sopr — s’ < 2&*1) est donné
par :

§2 |logy(N—1)] +1 (5.4)

Démonstration. La preuve compléte pour les deux modes d’arrondi se trouve
en annexe C.4. O

Une fois que I'on a calculé §, on peut alors formater tous les p;, pour 1 < i <
N, au format (msg, £s—9). Par conséquent, puisque tous les termes ont le méme
format, on peut les sommer dans n’importe quel ordre sans avoir & considérer
d’alignement (et donc sans avoir a prendre en compte les erreurs impliquées
par ces alignements). De ce fait, les seules dégradations numériques sont celles
engendrées par les formatages avant de calculer la somme, et la dégradation
cumulée globale, commune & tous les ordres possibles, peut étre évaluée (sous
forme de bruit ou d’intervalle) avant le choix du schéma d’évaluation.

Proposition 5.2. L’intervalle cumulé de l'erreur, noté [e; €|, est, en utilisant
la méthode de formatage, donné par :
— Arrondi par troncature :

e=» (20704 2f) —2f 42670 (5.5a)
icl
=0 (5.5b)

— Arrondi au plus proche :

e= (20707 p ol —ofl 4 9f0 (5.6a)
iel

g=) (267071 4 obt (5.6b)
icl

Le bruit cumulé de Uerreur est donné par ses moments d’ordre un et deut,
notés respectivement e et oe, avec :
— Arrondi par troncature :

Me — 2(225—5—1 . 2[2—1) + 263—1 . 2£S—5—1 (57)
i€l
2 22(6—9) —2(ts—6—1;)
e ZE; (1272 (5.8)
1

— Arrondi au plus proche :

pe = Y (267H) 42470 (5.9)
i€l
2 22(6:=0) 2(bs—5—17)
= 1— 9 2b—0-t 1
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L’ensemble I est [’ensemble des indices i des p; qui ont un formatage a droite
positif, c.-a-d.

IT={i|1<i<Netly—5>0} (5.11)

avec £; le Isb de p; pour 1 <i < N.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les équations vues dans les parties 4.3.1
et 4.3.2. O]

La méthode peut se résumer ainsi :

1. on calcule § selon le mode d’arrondi choisi,

2. on formate tous les produits p; pour 1 < ¢ < N sur le format intermé-
diaire (mg, s — 9), ou (ms, s) est le format du résultat final s,

3. on calcule la somme intermédiaire ss sur le format intermédiaire,

4. on arrondit sy sur le format final (en supprimant les ¢ bits de garde et
en arrondissant selon le mode d’arrondi).

5.2.3 Exemple

On reprend la forme directe I de notre exemple fil rouge (voir section 3.4)
afin d’illustrer cette méthode. Le mode d’arrondi choisi est ’arrondi par tron-
cature et on considére dans cet exemple que les coefficients et les variables sont
représentés sur 16 bits. Il y a sept produits a calculer et en appliquant la propo-
sition 5.1 on obtient § = 3. Par conséquent, puisque y(k) € [—23.7637; 19.9824]
pour tout k£ > 0, le format de y(k) est (my,£,) = (5, —10) et le format de la
somme intermédiaire s; est (mg;, £s;) = (5, —13). La figure 5.2 illustre 'oSoP
obtenu en appliquant le formatage. Chaque multiplieur posséde son propre dé-
calage pour mettre le résultat sur le format intermédiaire commun. On peut
alors évaluer I'intervalle des erreurs de calcul commise sur y(k) a chaque ins-
tant k£ > 0 en utilisant la proposition 5.2, on obtient [e;e] = [—0.00170892;0].
On peut constater que comme attendu, la borne sur l'erreur de calcul & tout
instant k est plus petite en valeur absolue que 26+ =279 = 0.001953125.

Finalement, & partir de cet intervalle on peut calculer I'impact de cette er-
reur sur le résultat final en appliquant le corollaire 3.1 avec les valeurs données
par ’équation (3.39). Si dy(k) désigne la différence entre la sortie calculée en
appliquant le formatage et la sortie de référence a tout instant & > 0, avec
Sy(k) € [8y; dy], alors on a :

[6y; 0y] = [—0.00235806; 0.000584955]. (5.12)
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(5,-10)
ulk — 3]

5.3. Formalisation du probléme d’optimisation

(-1-16) (5.-10) (-5,-20) (5.-10) (-5,-20) (5.-10) (-3-18) 5-10) (-1,-16)
20832) ylk—1] [22782) w[k—1] (32159 yk—3] [(25313) w[k—2] [(-16450) y[k — 2]

FIGURE 5.2 — 0SoP obtenu en appliquant le formatage.

5.3 Formalisation du probléme d’optimisation

On l'a vu en début de chapitre, le but de l'optimisation des largeurs est
de minimiser une fonction de cotlits dépendant des largeurs, tout en respectant
des contraintes de précision.

Le systéme considéré est un filtre H exprimé sous forme implicite dont
I’algorithme, donné par les équations 1.48, peut s’écrire ainsi :

V=27 v (5.13)
avec
t(k + 1) ~J' M N £(k)
veE|lzk+l)], ZZ2[( K P Q|, et v=|xk)|. (514

y(k) L R S u(k)

2 A A . . !
On notera également n S ng+n, +ny et n = ng+ng +ny, on a ainsi v e R"? ,
/
veRYet Z/ e R" ¥,
Les vecteurs w, et w, désignent les vecteurs de largeurs des termes de
/ 3 Yact_a_di A

v’ et v respectivement, c’est-a-dire (w,); = w,, est la largeur de v;, pour
v € {v,v}. De la méme maniére, wys désigne la matrice des largeurs des

s S-di .4 /..

termes de Z’, c’est-a-dire (wzr);; = wgz, . est la largeur de Z7;;.

On veut alors optimiser les largeurs w,s et wyz tout en répondant & nos
contraintes.

Un probléme d’optimisation combinatoire, avec ces variables, s’exprimera
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généralement ainsi :

max /min  f(wzs, wy) (5.15a)
tel que  g1(wz/, wy) <O (5.15D)
92(wzr, wyr) <O (5.15¢)

9N (Wzr, wy) <0, (5.15d)

ou la fonction f est appelé fonction objectif et représenter I'objectif a réaliser,
les équations g;(w z7, w4 ) < 0 pour 1 < ¢ < N, sont les contraintes a respecter
et N, est le nombre de contraintes.

Remarque 5.1. Nous allons voir par la suite que les largeurs du vecteur v
n’apparaissent pas dans les contraintes décrites. En fait, puisque les vecteurs t
et x apparaissent o la fois dans les vecteurs v' et v (a des instants différents
mais la largeur d’une variable reste la méme quelque soit linstant), seul le
vecteur d’entrées u n’apparait pas dans ces contraintes. Cela vient du fait que
u est l’entrée du systéme et est donc considéré comme une donnée exacte du
probléeme, c’est donc a lutilisateur de choisir les largeurs du vecteur wy,.

La fonction objectif f peut par exemple évaluer le cotit d’implémentation
étant donné un jeu de largeurs. Sur un FPGA, le cotlit peut étre le nombre
de LUT nécessaires pour implémenter le filtre pour un ensemble de largeurs
donné (ce nombre de LUT peut étre approché par une fonction en fonction des
largeurs, et les résultats sont stockés dans une table |38, 81], ou bien mesuré
a posteriori). Minimiser le nombre de LUT revient & minimiser la surface
d’implémentation, ce que le modéle utilisé dans [20] considére.

Etant donnée que ces travaux constituent pour nous une premiére approche
dans le domaine de 'optimisation combinatoire, nous avons opté pour un mo-
déle plus simple et linéaire, ot 'objectif est de minimiser 1’ensemble des lar-
geurs de notre probléme, c’est-a-dire on considére la fonction objectif f sui-
vante :

flwz,wy) =Y Jwy, +) D jwar,,. (5.16)
i=1

i=1 j=1

Cette fonction objectif a par exemple été utilisée dans les travaux de Ble-
novic et al. [37].

Nous avons maintenant besoin des contraintes de précision a respecter pour
définir 'ensemble des solutions réalisables pour nos largeurs. Pour notre pro-
bléme, on considére deux types de contraintes de précision, les contraintes liées
au formatage de bits, et les contraintes de précision sur l'erreur finale, décrites
dans la suite.
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5.3.1 Formalisation des contraintes de formatage de bits

On l’a vu, la méthode du formatage de bits impose, étant donné le format
virgule fixe d’'une somme, un format intermédiaire pour les termes a sommer,
c’est-a-dire pour les produits constante/variable. On a également vu (partie
2.4.2.4) qu’on connait, lors d'un produit constante/variable, la position du bit
potentiellement faux le plus significatif du produit. L’idée est alors de combiner
ces deux informations en écrivant une contrainte telle que les bits des produits
sur le format intermédiaire (imposé par le formatage de bits) soient tous exacts.
Cela revient en effet a choisir les largeurs des constantes et des variables telles
que tous les bits potentiellement faux de leurs produits soient formatés par le
format intermédiaire.

La position du bit potentiellement faux le plus significatif d’'un produit
c; X v;, oll ¢; est une constante et v; une variable, est €., + m,,;, d’apres

N
Iéquation (2.60). De plus, dans une somme de produits s = > ¢; X v;, le
i=1

formatage de bits impose & chaque produit d’avoir son [sb en position £3 — ¢,
avec £ le [sb final de s et 6 donné par la proposition 5.1. Pour que le formatage
ne considére, dans son format intermédiaire, que les bits exacts des produits,
il faut alors vérifier :

=8> Lo +my, Y1<i<N, (5.17)

qui devient, en utilisant I'égalité w = m — £ + 1 et le fait que l'inégalité
n’implique que des entiers (donc a > b est équivalent a a > b+ 1) :

We, — Ws = Me, + My, —Mms+5+1 VI<i<N. (5.18)

On peut déja noter deux choses. Premiérement, il y a une contraintes de for-
matage par produit d’'un SoP. Ensuite, le membre de droite est une constante,
et donc seules les largeurs des constantes et du résultat du produit scalaire sont
prises en compte, les largeurs des variables v; n’ont aucune incidence sur la
contrainte que ’on souhaite respecter. De plus, on précise que ces contraintes
sont & considérer uniquement pour des constantes non nulles. En effet, si¢; =0
pour un certains 1 < ¢ < N, alors le produit ¢; X v; est nul et il n’y a pas lieu
d’exprimer une contrainte pour ce produit.

Si le produit scalaire consiste en une simple multiplication par une constante
égale a 1, alors il s’agit d’une affectation et donc la contrainte n’est pas consi-
dérée. Pour les constantes égales & des puissances de 2, dont 1 si la somme de
produits est constituée de plus d’un produit, il n’y a pas de produit a faire, un
simple décalage suffit, mais ce cas n’est pas détecté dans notre implémentation.
De plus, dans ce cas, les équations des contraintes sont toujours vraies, bien
que moins fines qu’un traitement particulier.

Appliqué au filtre H et & son implémentation sous forme SIF, avec les
notations de I’équation (5.13), ’équation (5.18) donne les inégalités suivantes :

Wz, . — Wy = myg, . My, — My + (5,,,; + 1, (5.19)
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pour Z’;; # 0 et pour tout 1 < ¢ < n'ettout 1 < j<n Si2Z; =0
pour un couple (4,7) tel que 1 < i < n’ et 1 < j < n, on n’a pas besoin de
contrainte faisant intervenir w ey puisque ce coefficient ne sera pas pris en
compte dans I'algorithme implémenté. En effet, on rappelle qu’on ne veut pas
stocker toutes la matrices Z’ des coefficients sur la cible, mais uniquement
implanter I'algorithme qui aura été implémenté a partir de la réalisation sous
forme implicite, donc seuls les coefficients non nuls seront pris en compte (et
ont donc besoin de contraintes pour minimiser leurs largeurs).

5.3.2 Formalisation des contraintes d’erreurs

Ce second type de contraintes concerne l’erreur de précision sur la sortie fi-
nale y. Lorsqu’on applique la méthode du formatage de bits sur un SoP, on sait
évaluer les erreurs de calcul (voir proposition 5.2), et a partir de ces évaluations
sur tous les SoPs d’un systéme on peut alors calculer I'intervalle théorique de
Perreur finale (ou les moments d’ordre 1 et 2 si l'erreur est modélisée par un
bruit) par le corollaire 3.1.

On veut alors pouvoir exprimer nos différentes largeurs de fagon & ce que
les bornes de l'intervalle théorique de 'erreur finale soient majorées par une
constante fixée par 'utilisateur.

Soit [dy; dy] I'intervalle théorique de l'erreur finale donné par le corollaire

3.1 pour l'entrée €, avec :

[e1;€1]

I 2 s (520)

[En’ ; Efn’]

ou [g;;&;] est U'intervalle d’erreur sur v, donné par la proposition 5.2. Soit &
la borne sur l'erreur finale choisie par I'utilisateur, on veut alors choisir nos
largeurs pour vérifier :

max (|dy;|,[0yi|) <& VI<i<n' (5.21)

Il faut donc faire apparaitre les largeurs dans 1’équation (5.21). Pour cela,
on revient a l'expression des intervalles [g;;€;]. On peut en effet borner ces
intervalles d’erreurs de calcul par un terme fonction des largeurs w,. Puisque
les intervalles [g;;€;] ont une expression différente selon le mode d’arrondis, il

est nécessaire de gérer les deux cas séparément.

5.3.2.1 Mode d’arrondi par troncature

D’aprés les équations (5.5) et les notations de 1’équation (5.13), on a les
majorations suivantes dans le cas de ’arrondi par troncature :

lea| < 2% 41, (5.22a)
&l =0, (5.22b)
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pour tout 1 < i < n'.

On en déduit les majorations suivantes pour l'intervalle [dy; dy], d’aprés
le corollaire 3.1 :

~

N € TEj € —€j
buil = 3 |(Hehpoha g — (Hehyy 52| (529
j=1
< D HDDe)is + (Heiy| -2 (5.24)
j=1
By < 3 [((HDpe)is — (He)y| -2 (5.25)
j=1

pour tout 1 < ¢ < ny. On peut également utiliser une écriture matricielle pour
plus de lisibilité, on obtient alors :

10y| < [(He)pe + (He| - 2% (5.26a)

|8y| < [(Hedpe — (He| - 2% (5.26b)
9%

o 26 £ : , le symbole ‘<’ désigne dans ce cas l'infériorité terme-a-
2%l

terme et la valeur absolue d’un vecteur (resp. d’une matrice) désigne le vecteur
(la matrice) des valeurs absolues.

Pour respecter la contrainte (5.21), il suffit alors de montrer, utilisant ’éga-
lité w =m — £+ 1 sur les équations (5.26) :

[(Hedpe + (Heh| - 2m 0wl < € (5.27a)
[(Hedpe — (He)| - 2mw 0wt <€ (5.27b)

avec, pour 2™’ ~W»'*t1 une notation analogue a celle de 2%’ donnée précé-
demment.

Finalement, I'expression des contraintes pour le mode d’arrondi par tron-
cature est :

A-27 <1y, (5.28a)
D27 <1, (5.28b)
ol le symbole < désigne dans ce cas l'infériorité terme & terme, et
m +1
Auy 2 [(Helpo)es + (Hed. |- (5.29)
m +1
Dij £ [((Hpeis - (Hels| - 24 (5.290)
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pour tout 1 <@ < ny et tout 1 < j < n', et 1,, est un vecteur de 1 de taille
Ny.
5.3.2.2 Mode d’arrondi au plus proche

On veut dans un premier temps majorer | oy ! par £. Pour cela, on rappelle
la formule de ‘ dy ‘ déduite du corollaire 3.1 :

’57’!}‘ = [(He)pcem — (He) & 5 (5.30)

ol (e, &y) est le vecteur d’intervalles [g; €| en notation centre/rayon.
On peut déduire des équations (5.6) un encadrement de |e,,| et de |e,] :

0 < |em| < 2871, (5.31a)
0 < les| < 2% (5.31b)

Donc, en utilisant 1'inégalité triangulaire sur la valeur absolue, on obtient,
d’aprés (5.30) et (5.31) :

0y| < [(Hehpol em + (He) - &r, (5.32)
< |{(Hedpel - 2% 71+ (He) - 2 (5.33)
< ([{Hedpel - 2™ + (He)) - 2w Hl) - 270 (5.34)

L’inégalité triangulaire utilisée pour majorer |5y‘ implique qu’on obtient,
par ce procédé, exactement la méme majoration pour le vecteur des bornes
supérieurs ‘@‘ Ainsi, on obtient I'expression suivante des contraintes sur I’er-
reur pour le mode d’arrondi au plus proche :

C-27" < 1,, (5.35)

avec

2mv; 2mvg+1
T (He; - ,
'3 << €>>’Lj &

pour tout 1 <7 < ny et tout 1 < j < n.

Cij = |((Hehpe)igl- (5.36)

5.3.3 Discussion sur les différentes contraintes

Pour les deux modes d’arrondi considérés, le premier constat que ’on peut

faire sur les contraintes d’erreurs est qu’elles n’impliquent que les largeurs w,,
J

pour 1 < j < n/, cest-a-dire les largeurs des variables de sorties de la SIF

de H. De plus, si on regarde ce qu’implique ce constat sur les contraintes de
formatage de bits (équation (5.19)), alors on remarque que la connaissance de
w,s donne une borne minimale sur les largeurs des coefficients de la matrice

144



5.4. Résolution du probléme

Z'. En effet, en supposant que w, est connu, les contraintes de formatage de
bits deviennent :

W 7/ 2wvg—|—mzriyj+mvj —mv§+61,/i+1, V1 <Z'<’I’L/, V1< j<n,
(5.37)
avec le terme de droite de l'inégalité constant pour chaque 1 < i < n/ et
chaque 1 < j < n. Or, puisqu’on cherche & minimiser nos largeurs et que
I’équation précédente n’implique que des entiers, il suffit de prendre, pour
chaque coefficient de la matrice Z’, la borne minimale donnée par ’équation
(5.37).
Notre probléme d’optimisation peut alors s’exprimer uniquement en fonc-
tion des largeurs W, pour 1 < j <7/, les largeurs des coefficients de la matrice

,J

Z' se déduisant directement a partir de w, et de 'équation (5.37).

min  f(wy) = Zwv/i (5.38a)
i=1

tel que g1(wq) <0, (5.38b)

gn(wyr) <0, (5.38c¢)

ou les contraintes g;(w,s) < 0 sont définies soit & partir des équations (5.28)
dans le cas du mode d’arrondi par troncature, soit par I’équation (5.35) dans
le cas du mode d’arrondi au plus proche.

Une fois ce probléme résolu, on déduit directement les largeurs a partir de
léquation (5.37) et de la solution trouvée pour le vecteur w,.

Ce probléme, ainsi formulé, fait partie de la classe de probléme Program-
mation Convexe Non-Linéaire en Nombre Entiers (PCNLNE) [30]. En effet,
il est clair que la fonction objectif choisie est convexe et que les contraintes
d’erreurs sont non-linéaires. De plus les variables (les différentes largeurs) sont
des nombres entiers.

Remarque 5.2. [ est important de noter que cette simplification du probléme
d’optimisation n’est possible que par la simplicité de notre fonction objectif.
En effet, avec une fonction objectif non linéaire, par exemple une fonction qui
chercherait a minimiser le coidt d’implémentation en fonction des largeurs, on
ne pourrait pas forcément en extraire une sous-fonction objectif considérant
uniquement les largeurs Wy .

5.4 Reésolution du probléme

Dans la section précédente nous avons formalisé les contraintes de notre
probléme d’optimisation, nous allons maintenant abordé sa résolution. Dans
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un premier temps un cas particulier est présenté dans lequel 'optimisation n’a
plus lieu d’étre car les contraintes donnent les bornes minimales sur les largeurs
que l'on souhaite minimiser. La résolution du probléme dans le cas général est
décrite dans un second temps.

5.4.1 Cas particulier

Les équations (5.28a) et (5.28b) expriment, de fagon matricielle, deux en-
sembles de contraintes qui peuvent étre développées comme suit :

Aq A A
2,1,11,1 + waé o+ 211,—" <1, V1<i<ny, (5.39a)
D; D D,y
2w11,1 + 211,12,2 o+ 2107" <1, V1<i<n, (5.39b)

Il y a donc deux contraintes pour chaque sortie du filtre H, qui s’écrivent
comme des produits scalaires d’au plus n’ termes, o1 n’ correspond au nombre
de produits scalaires dans le systéme (n' est défini comme le nombre de va-
riables de sorties). Autrement dit, dans le cas d’un filtre SISO décrit par un
seul produit scalaire, par exemple une forme directe I :

y(k) =Y biu(k —i) = > ay(k—i), (5.40)
=0 =1

on aurait . p
gur <L gur <L, (5.41)
ce qui donne
wy > logy (a), wy > logy (d), (5.42)
ou
A 2t
e (5.43)
gmy+1
d 2 |[Helne = (H)eps| (5.44)

§

De plus, l'objectif simplifié devient min f(wy) = wy, on cherche donc le plus
petit entier w, qui respecte les deux contraintes précédentes, c’est-a-dire :

wy = | logy (max(a,d))| + 1. (5.45)

Les largeurs minimales des coefficients seraient alors, d’aprés 1’équation
(5.37) :

Wy, = Wy +Mp, + My —my +6+1, VO<i<n, (5.46a)
Wq;, =Wy + Mg, +d+1, VI<i<n, (5.46D)

ou 6 est donné par la proposition 5.1.
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Remarque 5.3. En fait, les équations (5.45) et (5.46) devraient étre des in-
égalités, et donnent ainsi les bornes minimales sur les largeurs des coefficients
et de la sortie. Puisque [’on cherche a minimiser ses largeurs, on peut prendre
ces bornes minimales et donc considérer des égalités.

Dans ce cas 14, on ne peut pas parler d’optimisation combinatoire puisque
toutes les largeurs (exceptée celle de 'entrée u qui est choisie par I'utilisateur)
sont directement données par des formules.

Remarque 5.4. On peut également remarquer que si on décide d’utiliser la
méme largeur pour toutes les variables w, pour 1 < i < n/, alors on peut
directement déduire cette largeur, notée w’: des équations (5.39a) et (5.39b).
En effet on a alors :

! !

w' > log, i A |, v >log nZDij . V1<i<ny (5.47)
j=1 Jj=1
et donc
n’ n’
w = 122)7; logy | max ; Aij, ]Zl Dij + 1. (548)

Bien que n’entrant plus dans le cadre du paradigme des largeurs multiples,
cette largeur commune répond auzx contraintes d’erreurs, elle est donc réali-
sable, et peut donc servir de solution initiale & un algorithme de résolution du
probléeme dans le cas général.

5.4.2 Cas général

Nous avons vu plus haut que le probléme d’optimisation des équations
(5.38) faisait partie de la classe PCNLNE. Le solveur Bonmin? [9] est dédié a
la classe de probléme Programmation Convexe Non-Linéaire Miztes (PCNLM,
Mixtes désigne le fait que certaines variables sont entiéres et les autres conti-
nues), dont la classe PCNLNE est une sous-classe.

En fait, si la fonction objectif et les contraintes sont convexes, alors Bonmin
donne la solution exacte du probléme relaxé (c’est-a-dire le probléme oul toutes
les variables sont considérées comme continues), mais si les fonctions sont non-
convexes, alors Bonmin peut quand méme étre utilisé en tant qu’heuristique.
Le solveur Bonmin utilise trois différents algorithmes, un algorithme BaB, un
algorithme d’approzimation externe (Outer Approzimation, OA), et un hybride
OA /BaB, dont nous décrivons briévement le principe.

4. Basic Open-source Nonlinear Mixed INteger programming,
https://projects.coin-or.org/Bonmin
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— Algorithme BaB : le probléme initial est séparé en plusieurs sous-problémes
et on calcule des bornes inférieurs de ces sous-problémes en résolvant
leurs relaxations continues, c’est-a-dire en supposant toutes les largeurs
comme des nombres réels (plus de détails dans [31]). Si un sous-probléme
ne donne pas de solution réalisable, on descend d’une nceud dans 'arbre
en construisant de nouveaux sous-problémes de taille inférieure, sinon on
passe au sous-probléme suivant. L’algorithme s’arréte quand une solution
totalement entiére est trouvée ou quand un critére d’arrét est atteint.

— Algorithme OA [25] : & partir du probléme de départ P non linéaire, on
déduit un probléme @ en linéarisant (au premier ordre) les contraintes de
P. Ce probléme @ est plus facile a résoudre et on sait obtenir la solution
optimale mais pas forcément réalisable. En effet, certaines valeurs de la
solution optimale sont continue et d’autres discrétes. A partir de cette
solution, un nouveau probléme R est construit en fixant sur le probléme
P les variables dont on a trouvé une solution discréte et en optimisant
sur les variables restantes. Cette résolution va permettre d’exhiber de
nouvelles contraintes pour le probléme @ et le processus sera réitérer
tant que ) ne trouve pas une solution optimale entiérement discréte ou
jusqu’a ce qu'un critére d’arrét (un certains temps fixé par 'utilisateur)
soit atteint. Le probléme ) est un probléme linéaire mixte (variables
discrétes et continues), tandis que le probléme R est un probléme convexe
non linéaire.

— Algorithme hybride : cet algorithme utilise & la fois ’algorithme BaB et
I’algorithme OA. L’utilisation de I'approximation externe dans le par-
cours de 'arbre permet de limiter le nombre de noeuds de celui-ci, et
la construction de sous-problémes rend plus facile la résolution de I'ap-
proximation externe.

Pour plus de détails le lecteur pourra se référer a [9].

Dans le solveur Bonmin, les instances de problémes sont décrites dans le
langage de description AMPL®, qui est un language largement utilisé dans la
plupart des solveurs de problémes d’optimisation.

5.5 Exemples

La méthode pour I'implémentation matérielle et le choix des largeurs est
appliquée dans cette section a notre exemple fil rouge (voir section 3.4), dans
le cas de la forme directe I (pour illustrer le cas particulier de la section 5.4.1)
et du state-space pour le cas général.

5. http://ampl.com/
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5.5.1 Forme Directe I

Afin d’illustrer le cas particulier vu précédemment, reprenons ici la forme
directe I de 'exemple fil rouge, dont on rappelle I’équation ici :

3 3
y(k) = biu(k —i) =Y ay(k — i) (5.49)
i=0 i=1

avec
bp = —0.602538, a; = —0.317866
by = 0.0217266, a2 = 0.251000 (5.50)
by = —0.0965601, a3 = 0.0306691 '
by = —0.0514917,

(on rappelle que les valeurs données sont des valeurs approchées).

On rappelle également que l'entrée est donnée par u(k) € [—25;30] et que,
par la proposition 3.2, la sortie est donnée par y(k) € [—23.7637;19.9824].

On choisit pour cet exemple d’avoir une borne sur l'erreur globale sur la
sortie égale a £ = 273, Pour appliquer la formule donnée par I’équation (5.45),
il faut d’abord calculer a et d d’apreés les équations (5.43) et (5.44), en utilisant
les valeurs de I’équation (3.39) et m, =5 (puisque y(k) € [—25;30] pour tout
k) :

a=1412.97, d = 350.510. (5.51)

On peut maintenant appliquer 1’équation (5.45) et on obtient :
wy = | logy (a)| + 1 = 10, (5.52)

donc le signal y est au format (5, —4).

Pour déterminer les largeurs des coefficients en appliquant les équations
(5.46), il faut calculer les msb des coefficients et calculer également ¢ d’aprés
la proposition 5.1. Les msb des coefficients sont donnés par :

mp, = Oa Mg, = _]-a

Moy = =D Map = L (5.53)
mb2 = —37 ma3 = —5,

mp, = —4,

et d’aprés la proposition 5.1, on a § = 3. On applique alors les formules des
équations (5.46), il vient :

wp, = 14, we = 13,

wy, = 9, we, = 13,

wp, = 11, wey = 9, (5:54)
wp, = 10.

La largeur de l'entrée u(k) est arbitraire (elle n’est pas soumise a une des
contraintes), donc on peut la choisir, et on décide dans cet exemple d’affecter
a u(k) la méme largeur que y(k), on a donc w, = 10.
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On connait alors les formats des coefficients (on a les largeurs et les msb,
on peut donc en déduire directement les formats), ainsi que ceux de l’entrée
et de la sortie, on peut donc calculer les formats pour les produits et calculer
la somme.

La figure 5.3 illustre la somme correspondant au calcul de y(k). A chaque
itération, une somme intermédiaire est calculée sur le format (5, —7) avec les
bits exacts des produits constantes/variables (les bits hachurés sur les pro-
duits représentent les bits tronqués par le formatage mais également les bits
potentiellement faux de chaque produit), et le résultat est ensuite arrondi sur

le format final (5, —4) garantissant une erreur globale sur la sortie inférieure a
£=273.

1 I

FIGURE 5.3 — [lustration sous forme d’une somme de la résolution du probléme
des largeurs minimales dans le cas d’une DFI.

La figure 5.4 illustre la solution trouvée sous forme d’'un oSoP de hauteur
minimale, puisque tous les 0SoP produisent la méme dégradation numériques
a chaque itération.

5.5.2 State-Space

Cet exemple vise & illustrer, dans le cas général, la résolution de notre
probléme d’optimisation. On reprend alors notre exemple fil rouge exprimé
par la réalisation state-space (voir équation (3.44)).

Comme dans le cas précédent, on rappelle que I'entrée est donnée par
u(k) € [—25;30] et que, par la proposition 3.2, la sortie est donnée par y(k) €
[—23.7637;19.9824]. De plus, on souhaite toujours avoir une erreur globale sur
la sortie inférieure a & = 273,

Le probléme d’optimisation, exprimé par les équations (5.38), correspond
pour cet exemple au probléme suivant :
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(_ -
422) ulk—3) [2604) yk—1] A7) wk—1] [B251 yk-—3] 01 wuk-—2 [2056) ylk-— 2]

FIGURE 5.4 — Illustration sous forme d’un oSoP de la résolution du probléme
des largeurs minimales dans le cas d’une DFI.

min = f(Wa, , Way, Wy, Wy) = Wa, + Way + Way + Wy (5.55a)
al a as ay

tel que ey + s + Ses + Sy < 1 (5.55b)
d; ds ds dy

_l’_

2w:c1 + 2’11];32 2wm3 2wy

<1 (5.55¢)

avec a et d déterminés par les équations (5.28) en utilisant les valeurs données
par les équations (3.49) et (3.50) :

a = (442720 112053. 158199. 1024.0) (5.56)
d = (455.189 15193.0 21724.0 0.0)

Le solveur Bonmin nous donne la solution optimale suivante pour les lar-
geurs :
Wey, = 14, wWg, =20, wg, =19, w, = 12. (5.58)

A titre indicatif, la largeur commune pour les quatre variables, calculée
d’aprés 1'équation (5.48), est w’ = 19.

On peut alors calculer les largeurs des coefficients d’aprés les largeurs des
variables, en utilisant I’équation (5.37). Pour cela, on rappelle que dans cet
exemple on calcule 4 SoP, et on doit donc calculer au préalable §,, pour 1 <
1 < 4. Dans notre exemple, on a, d’aprés la proposition 5.1 : '

by = [logo(3)] +1=2, VI<i<4 (5.59)

On note Z la matrice correspondant & la SIF de notre spate-space, c’est-

a-dire Z £ <A

o d)’ et on note également W z la matrice des largeurs des
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coefficients de Z, c-a-d. (Wz);; = wg,; pour 1 < 4,5 < 4. On a alors, par
application de la formule de 'équation (5.37) :

22 27 27:13
28 33 33116
26 31 3215

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

17 22 22:15

Wy = (5.60)

Comme pour I'exemple précédent, on choisit d’affecter & w,, la valeur de la
largeur de sortie, c’est-a-dire w,, = wy = 12.

On calcule ensuite les formats des produits des différents SoP a partir des
équations (2.42) et (2.43). La figure 5.5 illustre les représentations binaire des
quatre sommes de produits. On peut constater que certains produits néces-
sitent un nombre important de bits, notamment sur la figure 5.5b illustrant le
calcul de z2(k) ou deux produits nécessitent 52 bits. Cependant, 1’application
de nos régles de formatage nous permettent de ne pas calculer le produits sur
I’ensemble des bits. En effet, les bits en positions plus petites que le [sb im-
posé par lopération de formatage (le lsb du résultat moins les § bits de garde
déterminés par la proposition 5.1) n’ont pas a étre stockés, seule la retenue
qu’ils impliquent sur les bits significatifs est nécessaire. De plus, les bits dont
la position est plus grande que le msb du résultat n’ont pas a étre calculés
d’aprés la régle décrite dans la section 3.3.2.

La difficulté supplémentaire lors de la résolution du probléme pour un
state-space par rapport & une DFI est qu’ici la largeur d’un état est utilisée
dans les expressions des contraintes des largeurs des autres états, et vice-versa.
Par conséquent, on ne peut pas résoudre le probléme pour SoP du chaque
state-space, étant donné que les différentes contraintes dépendent les unes des
autres.

Afin de comparer ce résultat avec un code flottant double précision, un code
est généré en C++ en utilisant la librairie ac_fixed. Ce choix est justifié par
I'utilisation de largeurs différentes pour chaque variable et chaque coefficient, la
librairie permettant de définir des variables de largeur arbitraire. Afin de cibler
la comparaison sur les erreurs de calculs (et non les erreurs de quantification des
coefficients), les coefficients utilisés dans le code flottant double précision sont
les mémes coefficients que dans le code virgule fixe, avec les mémes largeurs res-
pectives. Le signal d’entrée u est tiré aléatoirement dans l'intervalle [—25; 30].
La figure 5.6 représente la différence dy(k) = y*(k) —y(k) pour 0 < k& < 10000.
Les droites vertes illustrent les bornes attendues sur 'erreur (on souhaitait dans
cet exemple borner l'erreur en valeur absolue par 272), et les droites rouges
illustrent les bornes théoriques sur ’erreur, calculées par le corollaire 3.1 &
partir des valeurs déduites du résultat de I’optimisation. L’intervalle théorique
de l'erreur (illustré par les droites rouges) est [—0.0768329;0.00575609]. Si le
code est loin d’atteindre les bornes attendues par 1'utilisateur, c’est parce que
la détermination des contraintes (5.28) est pessimiste par rapport a l'évalua-
tion théorique de l'erreur, et I’évaluation théorique de l'erreur est elle-méme
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sss.
[ ]

(d) Calcul de y(k) sur le format intermédiaire (5, —8).

FIGURE 5.5 — Représentation des sommes avec les formats obtenus d’aprés la
résolution du probléme d’optimisation.

pessimiste (elle dépend du wors-case-peak-gain qui, méme s’il peut étre atteint,
est généralement pessimiste).

5.6 Conclusion

Nous avons dressé dans ce chapitre un état de I’art autour de 'optimisation
des largeurs en virgule fixe, un enjeu majeur dans le domaine de l'arithmé-
tique virgule fixe de ce début de siécle, quand une implémentation matérielle
est considérée. Dans la suite, nous avons proposé une nouvelle méthodologie,
utilisant une méthode de formatage de bits permettant de limiter le nombre de
bits impliqués dans le calcul d’'une somme de plusieurs termes si ’on s’autorise
un arrondi fidéle sur le résultat final.

Cette méthodologie repose également sur I'analyse de lerreur utilisant le
WCPG vu dans le chapitre 3, afin de pouvoir déterminer les largeurs pour une
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FIGURE 5.6 — Différence entre la sortie y flottante double précision et la sortie
virgule fixe du code généré a partir des résultats de 'optimisation. Les droites
vertes (extérieures) représentent les bornes attendues sur 'erreur, et les droites
rouges (intérieures) illustrent les bornes théoriques sur lerreur.

borne donnée sur l'erreur finale.

Le solveur Bonmin est utilisé pour résoudre le probléme d’optimisation
ainsi formalisé et il a été observé que, dans le cas ou lalgorithme du filtre
n’implique qu’un seul produit scalaire ou dans le cas ou toutes les largeurs
sont les mémes, le probléme se simplifie et on peut directement obtenir les
largeurs souhaitées.
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Chapitre O

Exemple complet du flot
FiPoGen

“It doesn’t matter how beautiful your theory is, it
doesn’t matter how smart you are. If it doesn’t
agree with experiment, it’s wrong.”

- Richard P. Feynman

Depuis le début de cette thése, un outil programmé en Python est en déve-
loppement, appelé FiPoGen (pour Fixed-Point code Generator). Le but de cet
outil est de répondre aux méthodologies décrites dans les chapitres précédents
(pour une implémentation logicielle ou une implémentation matérielle) et ainsi
de fournir automatiquement le meilleur code possible selon les critéres définis.
Cet outil devrait étre disponible prochainement en open-source et également
accessible via une interface web.

Aprés une description des méthodes employées par FiPoGen dans le cas
logiciel et dans le cas matériel, un exemple sera introduit afin d’illustrer par
la suite les capacités de 1'outil.

6.1 Meéthodologie FiPoGen

Nous avons proposé, dans les chapitres 4 et 5, une méthodologie pour ré-
pondre au probléme de 'implémentation en virgule fixe dans le cas logiciel et
le cas matériel, respectivement.

L’outil FiPoGen propose une implémentation qui reprend presque point par
point cette méthodologie pour les deux types de cibles visées. On se propose
dans cette section de décrire, non pas la méthodologie d’implémentation, déja
décrite dans les chapitres précédemment cités, mais I'implémentation faite dans
FiPoGen de cette méthodologie.
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6. EXEMPLE COMPLET DU FLOT FI1P0OGEN

6.1.1 Solution logicielle

La méthode d’implémentation pour un produit scalaire est résumée dans
la section 4.5. La solution développée dans FiPoGen pour répondre a cette
méthode est illustrée par la figure 6.1.

Spécifications matérielles

l 0SoPs : le meilleur
Conversion [SoP FxP| Génération / 0SoP Génération
virgule fixe Propagation de code

/ Evaluation

SoP suivant

p Codes FxP
Filtre — SoPs >

FIGURE 6.1 — Schéma du flot FiPoGen pour I'implémentation logcielle.

Les différentes étapes sont décrites ci-dessous :

— l'algorithme du filtre est décomposé en une succession de produits sca-
laires décrivant le calcul ;

— pour un SoP et en utilisant les spécifications matérielles (largeurs des
opérateurs, des constantes, des variables, DC-gain et WCPG du filtre
pour déterminer les formats FxP des variables, etc.), une conversion FxP
est effectuée qui détermine les coefficients FxP mais aussi les formats des
variables ;

— & partir de ce SoP virgule fixe, les 0SoPs, sont générés et le meilleur
0SoP (selon les critéres définis) est retourné. Dans FiPoGen, les étapes
de génération des 0SoPs, de propagation des intervalles, d’évaluation des
erreurs et de choix, décrites dans la section 4.5, sont effectuées simulta-
nément (la propagation et ’évaluation s’effectuant sur chaque sous-oSoP
lors de la génération) ;

— une fois le meilleur 0SoP déterminé et tous les formats intermédiaires du
calcul spécifiés, on génére le code correspondant a cet 0oSoP ;

— lopération est répétée pour chaque SoP de l'algorithme.

6.1.2 Solution matérielle

De la méme maniére que pour la solution logicielle, le schéma de la solution
matérielle développée dans FiPoGen pour répondre a la problématique décrite
dans le chapitre 5 est illustré par la figure 6.2.

Les différentes étapes sont décrites ci-dessous :

— la premiére étape est la méme que dans le cas logiciel, I’algorithme du
filtre est décomposé en une succession de SoPs décrivant le calcul, sauf
qu’ici 'ensemble des SoPs est considéré dans les étapes suivantes;

— deux voies sont possibles suivant le nombre de SoPs dans ’algorithme :
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Génération
schéma FxP

ensemble
de largeurs

Contraintes
minimales

NG Code FxP

Génération
de code

Expression
contraintes
d’optimisation

fichier
description == ===~
AMPL

FIGURE 6.2 — Schéma du flot FiPoGen pour I'implémentation matérielle.

— ¢’il n’y a qu'un seul SoP, on considére pour les variables et les coeffi-
cients les bornes minimales des contraintes (voir 5.4.1);

— ¢’il y a plusieurs SoPs dans ’algorithme : les contraintes sont expri-
mées pour ’ensemble des variables des SoPs et une description de ces
contraintes dans le langage AMPL est générée. A partir de cette des-
cription le solveur Bonmin résout le probléme et fourni une solution
optimale (ou sous-optimale si 'optimal ne peut pas étre atteint) pour
I’ensemble des largeurs;

— a partir des largeurs (déterminées par les bornes minimales s’il y a un
SoP ou par Bonmin s’il y en a plusieurs), un schéma FxP est généré.
On rappelle ici que, puisque le formatage de bits est appliqué, tous les
schémas possibles commentent les mémes erreurs de calculs (voir propo-
sition 5.2), et donc le critére utilisé par FiPoGen est celui du plus grand
parallélisme du schéma ;

— le code FxP de cet 0SoP est finalement généré.

6.2 Description de 'exemple

Le but de cet exemple est dans un premier temps d’illustrer ’ensemble de
la méthodologie mise en place durant cette thése. Cet exemple aura également
pour but de montrer les performances de ’outil, en indiquant les temps d’exé-
cution, les erreurs sur les résultats finaux, etc. Les avantages de notre approche
globale, du choix de la bonne réalisation pour un filtre jusqu’a la génération
de code, seront également mis en avant en considérant, pour un méme filtre,
tout un panel de réalisations différentes.

Pour cette étude, un filtre LTT SISO (afin de pouvoir considérer les réali-
sations pDFIIt et LGS) aléatoire d’ordre 8, H, a été généré avec Matlab par
la commande drss, déja utilisée pour I'exemple fil rouge du manuscrit.

La fonction de transfert H du filtre H est la suivante :
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8
Zbiz_i
H(z) = —=5 , VzeC, (6.1)
l—i-Zaiz_i
=0
avec
by = —0.940140,
by = 1.04326, a; = —2.06925,
b, = 0.292108, ay = 1.95404,
b; = —0.693159, a3 = -—1.04616,
by = 0183105, a4 = 0.0898125, (6.2)
b; = 0.270429, a5 = 0.172354,
b = —0.296554, ag = —0.0730519,
b; = —0.0311837, a; = —0.00696194,

bs = 0.0363021, ag = 0.00556424.

Afin d’illustrer 'intérét de choisir une bonne réalisation, ’étude est réalisée
sur plusieurs réalisations. Ces réalisations sont briévement décrites une a une
et les matrices de leurs coefficients sont précisées.

Pour les state-space, les matrices de coefficients sont données sous la forme

<A+b>, ou A est une matrice de taille 8 x 8. De la méme maniére, pour les

SIF, les matrices de coefficients sont données sous la forme | K P Q |,
LIRS

ol S est un scalaire, P est de taille 8 x 8, et J est de taille variable selon la
réalisation considérée.

Forme directe I (DFI): Cette réalisation est obtenue a partir de I’équation
classique d'une DFI (équation (1.14)) avec n = 8 et les coefficients de I’équation
(6.2). Elle consiste en un SoP composé de 17 produits.

pDFIIt (SIFp) : On considére également une Forme directe II transposée
avec opérateur p (pDFIIt), représentée sous forme de SIF, dont la description
est donnée dans [11|. La matrice Z, des coefficients de cette SIF est donnée
par l'équation (6.3). On peut constater que la matrice, de taille 17 x 17, est
trés creuse, et implique peu de calculs : 40 produits et 24 additions, répartis
en 17 SoP (le plus gros impliquant 4 produits et 3 additions).
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State-space équilibré (SSeq) : Le premier state-space considéré est un
state-space équilibré (voir définition 1.12), dont la matrice des coefficients,
notée Z,, est donnée par I'équation (6.4).

Les prochains state-space sont obtenus en re-paramétrant celui-ci, c.-a-d.
en lui appliquant une transformation T'.

Remarque 6.1. Tous les state-space considérés ici sont pleinement paramétrés
(aucun coefficient nul) et posséde ainsi le méme nombre de calculs : 9 SoP de
taille 9 (9 produits et 8 additions chacun), soit un total de 81 produits et 72
additions.

State-space aléatoire (SSal) : Cette réalisation est obtenue & partir de
SSeq en lui appliquant une transformation aléatoire, dans le but d’obtenir un
state-space quelconque. On a la matrice de coefficients suivante :

—0.0632406  0.8939 3.0728 —1.61614 0.178363 —0.845585 0.765506 —1.87008 —0.286985
3.55187 5.47809  0.998207  4.98081 2.48082 4.89826  2.47933  6.43144 0.782005
—0.169653 —2.09311 —1.1035 —1.20609 —1.82609 —3.03564 —2.00589 —2.07307 —0.449679
—4.2914  —5.42848 —4.92528 —2.77789 —0.656006 —0.757243 —2.47233 —2.31986§ 0.506792
—13.7971 —15.3266 —9.05665 —12.8906 —2.12159 —5.431 —6.06198 —11.7924§ 0.753966

4.44396 6.71614 5.02911 4.33814 1.93579 3.34264 3.90283  4.21117 0.085371

2.11671 2.72764 2.65081 1.51698 0.156384  0.424597 1.22339 1.17236 170.518907

043289 —1.64873 —0.433148 —0.563853 —1.93156 —3.03834 —1.26397 —1.90865 0952559

9.5539 10.424 3.17811 11.317 2.29594 6.62574 4.5831 11.0614 | —0.940140
(6.5)

State-space Ly (SSr,) :  Cette re-paramétrisation du state-space SSeq mi-
nimise la sensibilité a la norme L£o. On a la matrice des coefficients Z ., sui-
vante :

0.467458 0.310338 0.197121 —0.735333  0.0278436 —0.00672839 —0.067344 —0.664021:—0.00936502

—0.240399  0.16769 —0.265197 0.132307 0.793924 —0.105099 0.0626461 0.193218 @ —0.106941
—0.223757 —0.313438 —0.262534 0.441753  —0.360888  0.0713033  0.223862 0.0377591; —0.0582334
0.000539906 —0.546026 —0.309396 0.596688 0.142015 0.188554  0.0215739 0.082093 : —0.176416
—0.38521 —0.452078 —0.574424 —0.0800689  0.312343 0.391252  —0.207539 —0.20437 ; 0.0547321

—0.139317 0.417174  0.43892  —0.369843  0.0856432 0.42537 0.456983 —0.160648§ —0.0595954

—0.100473 0.0299304 0.327077 —0.144329 —0.0349994  0.472064 0.12982  0.155027 @ —0.114077
.0:326336  —0.259867 0.265129  0.0149514 _ 0.0329415 —0.0883162 0.57605  0.232416 : —0.215465
2.1134 2.88476 —0.317584  1.36126 0.385345 1.61323 —0.785983 1.70236 —0.940140
(6.6)
State-space ey (SSey) : On minimise maintenant Uerreur sur la fonction

de transfert. On a la matrice des coefficients Z.,, suivante :
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6.2. Description de I'exemple

—0.667553 —0.678978 —0.277133 —1.395 —0.129737
0.246859  0.579478 —0.0754829 0.611096 0.0751157
0.405165 0.634561 —0.242565 0.332917 —0.407238
1 0.706014 0.498726 1.16488 0.0293219
—4.80614 —4.60383 —1.91791 —5.0454 —0.0593067
1.56596 2.38678 0.678404 1.9673 0.45611
—0.476016 —0.424787 —0.0151908 —0.355471 —0.188894
—0.578343_—1.10723  —0.125448 —0.585721 0.104804 —0.0514263 0.214419 _0.0625335
9.53727 10.788 2.81306 11.3199 2.36002

State-space ¢, (55¢;) :

—0.392609 —0.476533 —1.35659 | —0.00685491
—0.214719  —0.304638 0.516869 | 0.00646396
—0.662181 —0.578579 —0.381738; —0.0476695
0483624 0435732 0.928656 | —0.126046
~1.35512  —1.19145 —4.50814 | 0.252832
126446  1.08701  1.23325 | 0.0419036
0.0926871 —0.0326742 0.121052 | —0.115213
—0.0514263  0.214419  0.0625335 | 0.0273167
6.83203  4.51911  10.6925 | —0.940140
(6.7)

Cette réalisation minimise ’erreur sur les poéles du

filtre. On a la matrice des coefficients Z. suivante :

—0.267075 —0.542593 —0.128242 —0.875133 —0.411657 —0.597916 —0.556239 —0.730887 1—0.0869271
—0.620391 —0.109652 —0.292396 —0.373419 0.310999 —0.235429 —0.223878 —0.164808 0.0842079
—0.151488 0.587543 0.242128 0.234363 —0.863583 —1.02798 —0.290766 —0.0648477§ —0.0482105
1.22583 0.832452 0.48337 1.49561 0.241016 0.691114  0.425144 1.13851 170.110295
—2.03562 —2.19214 —1.18198 —2.15955 —0.00390481 —0.872703 —0.82956 —1.84989 0.0891084
0.913739 1.44872 0.58143 1.26123 0.429005 1.17488 0.932959 0.752039 0.0741525
—1 —0.348655 0.105839 —0.401638 —0.654041 —0.465387 0.0449626 0.224698 —0.148856
0.0372506_—0.707618 —0.404017 —0.580764 035874 0.347269 0.0534274 —0.507698 | 0.032585
9.55084 10.5361 2.76477 11.2003 2.36008 6.98261 4.47201 10.6515 | —0.940140
(6.5)

State-space cp, (SSepmy) :

La derniére re-paramétrisation que ’on consi-

dére ici est un compromis entre la minimisation de I’erreur sur la fonction de

transfert et de l'erreur sur les poles (voir équation (98) de |

ainsi la matrice Z.,,  suivante :

—0.929397 —1.14874 —0.379761 —1.65697
—0.0726404 0.464209 —0.0758013  0.3568
0.491203 0.70549 —0.0298367 0.488557
1.28886 0.949109  0.517961 1.45105
—3.05212 —2.97141 —1.37129 —3.19486
0.655526 1.26301 0.41576 0.978725
—0.636365 —0.455317 —0.0255871 —0.408501
—0.0734973 —0.5 —0.0741442 —0.205418
9.52823 10.6977 2.89418 11.3407

Structure LGS (SIFrgs) :

—0.308237
0.379573
—0.533858
—0.0457192
—0.0864633
0.354417
—0.225859
0.188245

2.34548

]). On obtient

—0.597498  —0.660425 —1.55863 | —0.0145945
—0.0853479 —0.119665  0.455788 | 0.0515328
~0.782556  —0.529685 —0.174433| —0.0604004
0487466  0.391709 110436 | —0.146328
—1.02892  —0.987039 —2.93595 | 0.151564
0979585  0.844913  0.425266 | 0.0836914
0.0138523 —0.00654007 0.119926 | —0.117447
0.200947  0.31811  0.226649 | 0.0113756
6.81605 449271 10.6935 | —0.940140
(6.9)

La matrice Zgg des coefficients de la SIF de

la structure LGS est donnée par 1’équation (1.60). Cette matrice, trés creuse,
est de taille 185 x 185 et n’est donc pas représentable ici. On préfére indiquer
les matrices non triviales, et on rappelle pour ¢a que la matrice U(i, j, ) est
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définie comme la matrice identité sauf I’élément en position (7,j) qui vaut x
(voir équation (A.17) en annexe).

AL = U(2,1,-0.0859379), A® = U(5,50.831215), AUD = U(7,8,1.47875),
A®) = U(2,2,0.992669), A®) = U(6,5,-0.648844), AUS = U(6,7,0.839682),
AB) = U(3,1,-0.346854), A0 = U(6,6,0.740774), AU = U(5,6,0.539329),
AW = U(3,3,0.893315), A0 = U(7,6,-1.13352), A8 = [U(4,50.419595),
AG) = U(@4,3,-0.414314), A2 = U(7,7,0512348), A9 = [U(3,4,0.370113),
A = U(4,4,0.867045), A3 = U(8,7,-2.88622), ARY = U(2,3,0.344311),
A = U(5,4,-0.483937), AUY = [U(8,8,0.095441), ARD = U(1,2,0.0859379),
(6.10a)
1 0.0859379 0 0 0 0 0 0
—0.0859379 1 0.346854 0 0 0 0 0
0 —0.346854 1 0.414314 0 0 0 0
AC2) _ 0 0 —0.414314 1 0.483937 0 0 0
- 0 0 0 —0.483937 1 0.648844 0 0
0 0 0 0 —0.648844 1 1.13352 0
0 0 0 0 0 —1.13352 1 2.88622
0 0 0 0 0 0 —2.88622 —4.20969
(6.10b)
bin = (0.00134071  0.0156009 0.0453105 0.122423 0.291765 0.540979 0.644266 0.435683) ',
(6.10c¢)
Cin = (—0.619531 0.305563 0.360364 0.381527 —0.209683 —0.713876 —0.596989 —0.314716),
(6.10d)
d = —0.940140. (6.10e)

Entrée et sortie : Le signal d’entrée u est considéré comme une variable
aléatoire uniformément répartie dans U'intervalle [—237;162]. En appliquant la
proposition 3.2 sur cet intervalle d’entrée, on obtient pour le signal de sortie
y lintervalle [—1235.97;1622.63], et ce pour toutes les réalisations (puisque
toutes les réalisations ont la méme fonction de transfert, et donc les mémes
DC-gain et WCPG).

Par conséquent, le msb de u et y sont m,, = 8 et m, = 11, respectivement.

6.3 Implémentation logicielle

Le choix fait sur les largeurs pour 'implémentation logicielle est de 16 bits
pour les coefficients et les variables (u, y mais aussi « et ¢ pour les state-space
et les SIF), et 32 bits pour les calculs intermédiaires (schémas 16 x 16 — 32
pour la multiplication et 32 + 32 — 32 pour I’addition).

Ainsi, & partir des msb de u et y précédemment évalués, on obtient les
formats (my,?,) = (8,—7) et (my,l,) = (11,—4) pour les signaux u et y
respectivement.

On lance pour chacune des réalisations la méthodologie employée par FiPo-
Gen, décrite précédemment et résumé par la figure 6.1. Pour une réalisation, les
différents meilleurs 0SoP sont générés en minimisant dans un premier temps
les erreurs de calcul puis dans un second temps le parallélisme. Ensuite, du
code entier C est généré a partir de chaque 0SoP sélectionné.
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6.3. Implémentation logicielle

Temps de génération : Le temps de génération et de choix des meilleurs
0SoPs pour chaque réalisation est mesuré et retranscrit, avec le nombre d’opé-
rations de chaque réalisation, dans le tableau 6.1. Le temps de génération
pour la réalisation DF'I n’a pas pu étre estimé du fait de I’explosion combina-
toire. En effet, cette réalisation est constituée d’un SoP de taille 17, or d’aprés
I'équation (4.1), il y a environ 2 - 107 0SoP de taille 17 & considérer. A titre
de comparaison, il faut plus d’une heure pour générer les 9 0SoPs de taille 9
(environ 18 millions d’oSoP au total & considérer) de la réalisation SSc, . Il
a donc été choisi, pour la DFI uniquement, de générer I"accumulation (aucun
parallélisme dans I'arbre syntaxique) qui minimise uniquement les erreurs de
calcul. Cette génération est quasi instantanée et le temps n’est pas indiquée
dans le tableau 6.1 pour ne pas fausser la comparaison.

Reéalisations Temps Nombre

(mm/ss"cc) | d’opérations

DFI — 17 x et 16 +
SIF, 00'00703 | 40 x et 24 +
SIFrcs 02'27"61 73 X et 34 +
S58eq 00’4312 81 x et 72 +
SSal 02/17748 | 81 x et 72 +
SSe, 5'48"87 81 x et 72 +
S8, 1100”89 | 81 x et 72 +
Ss., 931761 | 81 x et 72 +
SSeu, 04’1556 | 81 x et 72 +

TABLE 6.1 — Comparaison des temps de génération et des nombres d’opérations
pour chaque réalisation.

Remarque 6.2. I faut cependant noter que ces résultats sont propres au filtre
choisit, ceci étant dd a la génération qui utilise une heuristique pour limiter
le nombre d’0oSoP générés qui dépend des formats virgule fixe des différents
produits. Ce phénoméne s’observe également pour les réalisations équivalentes
en nombre d’opérations d’un méme filtre, comme ici pour les différents state-
space : le nombre de multiplications et d’additions est le méme mais les coef-
ficients différents impliquent des temps de calculs trés variés.

Intervalles d’erreur : Lors de la génération des différents oSoP de chaque
réalisation, les erreurs de calculs ont été évaluées, il est donc possible de calculer
I'intervalle de 'erreur finale sur le résultat de chaque réalisation, en appliquant
le corollaire 3.1. Les résultats sont retranscrits dans le tableau 6.2.

On peut alors observer qu’en théorie, la réalisation SS,, est meilleure que
les autres réalisations, en considérant la plus grande valeur absolue des deux
bornes de chaque intervalle.
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e . Intervalle d’erreurs
Reéalisations —
(13y:59))
DFI [—2.37205; 4.21885e-15]
SIF, [—1.62242;0.176747]
SIFrgs [—0.608507; 5.66752]
SSeq [—1.43509;0.110959]
SSa [—31.4617;1.60702]
SSe, [—1.31393;0.311331]
SSe, [—3.21514;0.161485]
SSe, [—2.65737;0.189219]
SSey, [—3.44109; 0.168142)

TABLE 6.2 — Comparaison des intervalles d’erreur théoriques pour chaque réa-
lisation.

Pour vérifier la validité de la théorie, on se propose de comparer les résul-
tats des codes générés. Pour cela, on compare 'erreur entre une implémenta-
tion double précision de référence et le code généré pour chaque réalisation,
sur 10000 échantillons du signal aléatoire u. On commence par comparer les
différentes state-space entre eux afin de comparer par la suite le meilleur d’en-
tree eux avec les autres réalisations. La figure 6.3 illustre les erreurs mesurées
pour chaque state-space sur 10000 impulsions aléatoires.

Il apparait clairement que le state-space aléatoire SS,; offre de mauvaises
performances numériques par rapport aux autres state-space qui semblent as-
sez proches les uns des autres. On réitére alors la simulation sans considérer
5S4 afin d’avoir une observation plus nette sur les autres state-space. La figure
6.4 illustre ce procédé.

D’aprés ces observations, le state-space SS,, semble offrir les meilleures
performances numériques par rapport aux autres state-space. Cela signifie que
les coefficients du state-space équilibré de départ étaient plus sensibles & la
mesure Lo et que la minimisation de cette mesure était le meilleur choix pour
ce filtre.

Comparons maintenant le state-space SS,, aux autres réalisations non
state-space, a savoir la structure LGS, la pDFIIt et le DFI. Sur le méme prin-
cipe, la figure 6.5 illustre les résultats des erreurs produites par les réalisations
par rapport a une implémentation double précision sur 10000 échantillons.

Le state-space S.Sg, reste, pour ce filtre, la réalisation qui offre les meilleures
performances numériques. En effet, les réalisations DFI et SIF) sont légére-
ment moins bonnes numériquement, mais restent proches des autres state-
spaces en comparaison avec la figure 6.4. La réalisation SIFrag est également
moins bonne (un facteur 2 avec la DFI ou avec les state-space SS;,, et SS¢,, ,
en valeur absolue des bornes) mais offre tout de méme une précision bien
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FIGURE 6.3 — Comparaison des erreurs produites par les différents state-space
par rapport a une implémentation double précision de référence. Légende : SSeq
= §8eq, SSal = 584, SSL2 = SS.,, SSEH = SS.,,, SSEp = SS.,, SSEHp= SS.,,,
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FIGURE 6.4 — Comparaison des erreurs produites par les différents state-space
par rapport a une implémentation double précision de référence. Légende : SSeq
= 884, SSL2 = SS,, SSEH = SS.,,, SSEp = SS. , SSEHp= SS.,,, .
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FIGURE 6.5 — Comparaison des erreurs produites par le state-space SSg, et les
réalisations non state-space, par rapport a une implémentation double préci-
sion de référence. Légende : SSL2 = SS,,, SIFrho = SIF),, SIFlgs = S1Fgs.

meilleurs que le state-space aléatoire.

Il faut cependant recouper les différentes informations et remarquer que si
le state-space SS,, offre la meilleure précision numérique pour ce filtre, il est
aussi I'un de ceux impliquant le plus long temps de génération du code virgule
fixe. La réalisation STF), offre une précision relativement proche et la généra-
tion du code virgule fixe est quasi instantanée, pour un nombre d’opération
également meilleur. Si I'on ne prend pas en compte le parallélisme de la cible,
la DFI peut étre trés rapide et plutét performante numériquement dans cet
exemple, mais totalement irréalisable si I’on cherche & maximiser la précision
et le parallélisme.

6.4 Implémentation matérielle

On souhaite, pour I'implémentation matérielle, déterminer les largeurs des
coefficients et des variables de chaque réalisation pour avoir une erreur sur
la sortie proche de celles observées précédemment pour I'implémentation logi-
cielle. La borne sur ’erreur sera commune pour toutes les réalisations, afin de
pouvoir en déduire des informations par comparaison des résultats. On choisit
pour cela une borne égale a 2, c’est-a-dire on souhaite que I’erreur sur la sortie
de chaque réalisation soit dans U'intervalle [—2;2].
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Pour I’ensemble des réalisations, puisque la largeur du signal est u est
arbitraire dans notre approche et afin de baser les comparaisons sur un signal
commun, la largeur de u est fixé a 18 bits, ce qui correspond & une moyenne
des largeurs calculées pour les variables de ’ensemble des réalisations.

Pour chacune des autres réalisations, les contraintes sont calculées par
FiPoGen a partir des DC-gain et WCPG de chaque réalisation, et ces contraintes
sont données au solveur Bonmin. On rappelle que les contraintes concernées par
loptimisation sont les contraintes des équations (5.28) dans le cas d’un arrondi
par troncature et les contraintes de I’équation (5.35) dans le cas d’un arrondi au
plus proche. Ainsi, pour un state-space ’optimisation donne une solution pour
les largeurs des variables x; et y, et pour une SIF la solution de I'optimisation
comprend également les largeurs des variables ¢;.

Les résultats de 'optimisation pour chaque réalisation sont consignés dans
le tableau 6.3. Le critére optimalité du tableau précise si la solution obtenue
a été prouvée optimale par le solveur ou si la solution est sous-optimale. Le
nombre total de bits correspond & la somme des largeurs des différentes va-
riables du probléme.

o Temps de . .. | Nombre de bits

Reéalisations ) Optimalité )
résolution (sec) des variables

SIF, 836.15 Oui 293
SIFrgs 600 Non 749
S5Seq 1.62 Oui 107
SSai 3.87 Oui 182
SSe, 0.28 Oui 142
SSe, 8.03 Oui 157
SSe, 4.76 Oui 155
SSey, 8.12 Oui 158

TABLE 6.3 — Résultats retournés par 'optimisation du solveur Bonmin.

Le temps de résolution maximal était fixé & 600 secondes pour ces tests et
Bonmin n’a pas trouvé de solution optimale pour la réalisation STFgg. Ceci
est dil au grand nombre de variables & déterminer, 38 dans ce cas. En fait, au
bout de ces 10 minutes, la meilleure borne inférieure obtenue en considérant
le probléme continue a été 748.062, et la meilleure solution entiére 749, on
peut alors penser qu’on était trés proche de la solution optimale mais toute la
difficulté réside justement dans la preuve de cet optimalité par le solveur.

Cela souligne l'intérét d’un algorithme de résolution spécifique & notre pro-
bléme, plutdét qu’un solveur pour une classe globale dont fait partie notre
probléme. En effet, exploiter chaque information du probléme dans un algo-
rithme dédié pourrait permettre de résoudre plus efficacement le probléme, et
peut-étre d’arriver plus rapidement une solution optimale.
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Dans le cas de la réalisation S1F), vu le nombre de variables plus petits
que pour la LGS (17 contre 38), nous savions qu’avec un peu plus de temps le
solveur pourrait prouver I'optimalité de la solution, nous avons donc repoussé
la limite de temps pour cette réalisation.

Pour la réalisation "DFI" il n’y a pas d’optimisation car cette réalisation
composée d'un seul produit scalaire entre dans le cas particulier décrit dans la
section 5.4.1. Ainsi, FiPoGen applique les formules (5.45) et (5.46) et détermine
ainsi les largeurs de la sortie y et des coefficients a; et b; pour 1 <7 < 8 et
0 < j < 8. Cette réalisation a également la particularité par rapport aux autres
réalisations considérées d’utiliser directement les sorties y et les entrées u des
8 instants précédents a chaque itération. Cela signifie qu’il faut stocker ces
valeurs d’une itération a l'autre et par conséquent les largeurs de ces variables
sont également comptabilisées dans le nombre de bits total de la réalisation.

Une fois les largeurs des variables obtenues, FiPoGen en déduit les largeurs
des coefficients a ’aide des contraintes de formatages de bits de ’équation
(5.19). Le tableau 6.4 présente les résultats de ces calculs. Pour chaque réa-
lisation, le nombre indiqué correspond a la somme des largeurs des variables
obtenues par Bonmin et des largeurs des coeflicients déduites par 1’équation
(5.19).

Réalisations Nombre de
bits total

DFI 670
SIF, 1025
SIFLas 1702
SSa 2318
5S;, 1642
SSe,, 1898
SSe, 1882
SSey, 1891

TABLE 6.4 — Résultats finaux aprés déduction des largeurs des coefficients a
partir des résultats trouvés par Bonmin.

Remarque 6.3. La réalisation SSe, semble intéressante, car la résolution de
son probléme est rapide et le nombre de bits obtenu pour ses wvariables est
le plus petit, mais cela nous a justement posé probléeme par la suite. En ef-
fet, certaines largeurs trop petites (5 ou 3 bits), produisent, en appliquant les
contraintes de formatage de bits, des coefficients dont la largeur est négative,
et donc la suppression de certains produits de ’algorithme. Notre outil permet
quand méme de générer un code mais qui perd tout son sens du fait de cette
perte d’information.
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6.5. Conclusion

Ceci peut signifier deux choses : soit nos contraintes ne sont pas assez fortes
pour garantir la génération d’un code cohérent, soit cette instance posséde une
particularité qui la rend irréalisable par notre approche. Dans tous les cas,
en l’absence d’une solution évidente & ce probléme, il a été décidé de ne plus
considérer cette réalisation dans le suite de notre exemple.

D’apreés le tableau 6.4 on peut observer que la DFI nécessite trés peu
de bits pour étre implémentée par rapport aux autres réalisations, d’autant
plus que ses largeurs sont calculées directement sans passer par un processus
d’optimisation. Ceci dit, la DFI souffre du méme probléme que dans le cas
logiciel, & savoir le temps de génération du code, une fois les largeurs connues.
En effet, la prochaine étape, une fois les différentes largeurs de chaque réali-
sation connues, est de générer le code virgule fixe, en cherchant par exemple
& minimiser le parallélisme. Dans le cas de 'optimisation des largeurs, notre
algorithme de génération d’oSoP est utilisé et s’arréte dés qu’un oSoP de hau-
teur minimale est atteinte. Si pour ’ensemble des réalisations cela accélére la
génération par rapport au cas logiciel, pour la DF'I cela reste irréalisable, et
on considére alors la méme accumulation que précédemment. Il serait aussi
possible de construire 'oSoP en largeur plutot qu’en profondeur dans ce cas
14 mais ce type de solution n’est pas implémentée dans notre outil.

L’ensemble des codes générés pour les différentes réalisations possédent une
erreur sur la sortie dans Uintervalle [—2;2] (puisque c’était la contrainte fixée
au départ), comme le montre la figure 6.6. Sur cette figure les code générés
sont comparés a une implémentation double précision sur 1000 échantillons du
signal d’entrée u.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons décrit puis illustré les fonctionnalités de 1'outil
FiPoGen, a travers un exemple comparant différentes réalisations d’'un méme
filtre. Le but n’est bien str pas de comparer formellement les réalisations,
puisque la sensibilité de chaque réalisation est propre au filtre choisit, et donc
la réalisation idéale pour un filtre peut étre différente de la réalisation idéale
pour un autre filtre.

Cet exemple a cependant permis de valider, par 'utilisation de l'outil,
la théorie développée au sein de ce manuscrit, notamment pour 'analyse de
I’erreur et les contraintes de notre probléme d’optimisation.
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6. EXEMPLE COMPLET DU FLOT FIPOGEN

15 T T T T T T T T T

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FI1GURE 6.6 — Comparaison des erreurs produites par les différentes réalisations
par rapport a une implémentation double précision de référence. Légende :
SSL2 = SS¢,, SSEH = SS.,;, SSEp = SS;,, SSEHp= 5SS, , SIFrho = SIF,
SIFlgS = SIFLGS.
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Conclusion et perspectives

“Science never solves a problem without creating
ten more.”

- George Bernard Shaw

Conclusion

Le choix de la meilleure implémentation de filtres LTI en virgule fixe est
sujet & des contraintes diverses, et celles-ci dépendent de la cible visée. La
conversion en virgule fixe implique des dégradations qui sont soit des erreurs
de quantification des coefficients, soit des erreurs de calcul. Les erreurs de
quantification dépendent des largeurs allouées aux coefficients et de la finesse
de l'arithmétique virgule fixe utilisée (une mauvaise estimation de la position
de la virgule peut conduire a une dégradation plus importante du coefficient),
tandis que les erreurs de calcul dépendent des largeurs des opérateurs, de
I’ordre des calculs et des modes d’arrondi. En logiciel, les largeurs sont fixées,
I’action va donc se concentrer le formalisme virgule fixe et I'ordre des calculs,
la meilleure implémentation sera celle qui sera le moins dégradée numérique-
ment tout en exploitant au mieux les ressources (parallélisme quand cela est
possible). En matériel, les largeurs ne sont pas fixées et 'enjeu est alors de mi-
nimiser ces largeurs pour respecter des contraintes numériques, on dira alors
que la meilleure implémentation est celle qui minimisera les largeurs (ou la
surface,la consommation, etc.), sous contraintes de précision numérique.

Pour répondre & cette problématique, une méthodologie a été mise en place
durant cette thése.

La premiére étape a été de rappeler les bases des filtres LTI afin de pouvoir
en exploiter certaines propriétés et en déduire de nouvelles propriétés, utiles a
notre approche. Parmi celles-ci, la linéarité du filtre nous a permis d’exprimer
le filtre dégradé comme le filtre exact perturbé, sur la sortie, par la sortie d’un
filtre alimenté par toutes les erreurs internes, permettant ainsi de résoudre le
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probléme du "rebouclage". La connaissance de ce filtre de transport des erreurs
nous a permis, en utilisant une autre propriété des filtres LTI, d’évaluer les
bornes théoriques (mais que l'on peut atteindre & un epsilon prés) de lerreur
sur la sortie, ce qui, dans le contexte matériel de 'optimisation des largeurs,
nous permet d’établir une contrainte sur cette erreur. Cette méme propriété
nous permet également de déterminer les bornes de la sortie d’un filtre, et
donc d’en déduire son format virgule fixe. Cette information est utile, aussi
bien dans le cas logiciel que dans le cas matériel, pour limiter la propagation
des intervalles dans les sommes de produits quand elle devient inutile, en se
débarrassant des bits de poids forts inutiles.

La méthodologie proposée différe selon que la cible est logicielle ou ma-
térielle. Pour une cible logicielle, la méthodologie consiste a générer tous les
schémas d’évaluation virgule fixe possibles, a propager les intervalles & travers
chacun d’eux pour en déduire les erreurs de calcul et ensuite en déduire quel
est le meilleur d’entre eux (en prenant en compte d’autres critéres comme le
degré de parallélisme de chaque schéma). Afin de réaliser cette approche le plus
finement possible, un formalisme de I'arithmétique virgule fixe a été proposé,
utilisant 'arithmétique d’intervalle.

Pour une cible matérielle, on cherche & minimiser les largeurs pour respecter
certaines contraintes numériques. Dans ce contexte, ’approche a consisté a for-
maliser le probléme d’optimisation exprimant nos contraintes. Ces contraintes
imposent, comme décrit précédemment, une borne sur I’erreur finale, mais aussi
de calculer la somme de produits sur un format intermédiaire supprimant tous
les bits potentiellement faux des différents produits.

Ces deux approches sont mise en ceuvre dans un outil, FiPoGen, développé
en Python durant ces trois ans, afin de répondre & la problématique de facon
automatique. A partir des données d’un filtre et de certains autres paramétres
comme les différentes largeurs en logiciel ou la borne sur 'erreur & respecter en
matériel, FiPoGen est capable de générer le ou un des meilleurs codes virgule
fixe implémentant ce filtre, au sens défini pour chaque approche.

Cependant, I’approche globale que nous avons proposé durant cette thése
souffre de quelques inconvénients. En effet, I'implémentation logicielle, si les
produits scalaires considérés ont un nombre élevé de produits, peut étre trés
longue. Cela est dii au nombre de schémas a générer pour un filtre de donné.
Dans les faits, ’outil utilise une heuristique pour limiter ce nombre de schémas
en excluant trivialement certains cas, mais le nombre de schémas effectivement
générés reste sensiblement du méme ordre de grandeur que le nombre de sché-
mas générés sans ’heuristique.

Une autre limitation de notre approche réside dans I’utilisation d’un solveur
externe pour 'optimisation des largeurs. Le solveur Bonmin est libre de droit
mais le langage de description AMPL utilisé par le solveur ne l'est pas, ce qui
peut entrainer des problémes pour la portabilité de notre outil. De plus, le sol-
veur Bonmin est dédié aux problémes d’optimisation convexes et non-linéaires,
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dont fait partie notre probléme mais qui est une classe trés générale. Cela
signifie que la solution apportée par le solveur, qu’elle soit optimale ou sous-
optimale, numériquement parlant, ne 1’est pas en ce qui concerne le temps de
résolution. Une meilleure connaissance des propriétés de notre probléme pour-
rait permettre d’atteindre la solution optimale (ou une solution sous-optimale)
plus rapidement. La solution idéale est de développer dans I'outil FiPoGen un
solveur propre a notre probléme d’optimisation, afin d’étre plus rapide et in-
dépendant d’autres outils.

Perspectives

L’implémentation de filtres linéaires en arithmétique virgule fixe est un su-
jet trés vaste et de nombreuses pistes ont été abordées, que ce soit les propriétés
de ces filtres, la formalisation de 'arithmétique virgule fixe, ou les deux ap-
proches logicielle et matérielle qui ont chacune leurs spécificités. De par cette
diversité des pistes, certains points n’ont pas pu étre complétement explorés.

Ainsi, un meilleur algorithme pour la génération des schémas est d’ores-
et-déja envisagé, se limitant aux seuls schémas efficaces numériquement, en
somme utilisant une heuristique beaucoup plus forte que celle utilisée actuel-
lement par FiPoGen. Celui-ci devrait, dans le pire des cas, se limiter & une
centaine de schémas pour une somme de neuf produits, au lieu de plus de deux
millions actuellement.

Une analyse plus compléte de notre probléme d’optimisation nous permet-
trait d’établir un algorithme d’optimisation dédié & ce probléme et d’en déduire
une implémentation dans I'outil FiPoGen.

Cet outil ayant par ailleurs vocation & étre un logiciel libre et également
disponible sous une interface en ligne, nécessiterait encore du développement
pour étre pleinement et ergonomiquement utilisable.

Un dernier exemple de perspective concerne encore une fois I’outil FiPoGen.
Si le sigle FiPoGen est aussi vague (on rappelle que FiPoGen est une abrévia-
tion pour Fized-Point code Generator) et ne fait pas intervenir le terme de
filtres, c’est parce que I'objectif majeur est d’étendre les connaissances acquises
sur 'implémentation en virgule fixe & diverses classes d’algorithmes, comme les
algorithmes d’algébre linéaire, et d’autres classes d’algorithmes de traitement
du signal tel que les filtres adaptatifs.
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Annexe A

Structures LGS et LCW

A.1 Paramétrisation JSS

Décrite dans [52, 68] par Johns, Snelgrove et Sedra (d’ou le nom JSS donné
a la paramétrisation par Li et al.), cette paramétrisation caractérise en fait un
state-space dans le domaine continu. Elle offre ’avantage d’avoir une matrice
de coeflicients trés creuse mais également un trés bon conditionnement numé-
rique par rapport & la norme Lo.

Soient H un filtre et F'(s) sa fonction de transfert dans le domaine continu,
F(s) est de la forme
N(s)
D(s)’
oul D et N sont deux polyndémes en s. Le polynéme D peut se décomposer en
une somme de deux polynoémes, I’'un composé des monoémes de degré pair, noté
E, et Pautre composé des monomes de degré impair, noté O.

On pose alors Z(s) = % si le degré de D est impair et Z(s) = % si le
degré de D est pair. On note A le polynéme au numérateur et B le polyndéme
au dénominateur, on a alors Z(s) = g((‘;% et deg(A) = deg(B) + 1.

On peut alors écrire Z sous la forme d’une fraction continue :

F(s) = (A.1)

1
Z(s) =rns+ . (A.2)
Tn—18 + 1
Tn—28 +
" ris
Pour cela, on décompose A(s) en
A(s) = LMa(s) + Ra(s) (A.3)

ot LMy est le mondme de plus haut degré de A (leading monomial) et Ry est
le polynéme formé des autres mondémes de A. Soient Q et R, respectivement le
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quotient et le reste de la division de LM 4 par B. Puisque deg(A) = deg(B)+1,
on a () = rys, ou r, est une constante. On a alors :

G R RO
- gl (A.5)
= rps+ R ;RA (A.6)
— st —— (A7)
R+R4

Soit d £ deg(A). On a, par construction, deg(B) = d — 1 et deg(Ra) =
d — 2. De plus, puisque R est le reste de la division de LMy par B, on a
deg(R) < deg(B), et par conséquent on a deg(B) = deg(R+ R4) + 1, on peut
alors répéter I'opération jusqu’a obtenir une décomposition compléte.

Une fois la décomposition de Z sous forme de fraction continue complétée,

et les r; € R tous obtenus, on calcule a1, as,...,qy :
1
ap = , k=1,2,...,n—1 (A.8)
TETk+1
1
= - A9
Qp m (A.9)

On construit alors la matrice ®;, et le vecteur k;, de la fagon suivante :

0 a1
—Q 0 (5] O
— 0
B, = @ , (A.10)
O 0 Qn—1
—Qp—1 —0On
0
ki, 2 (:) . (A.11)
200,

Si la fonction de transfert F' est décrite sous la forme d’un state-space
ayant pour paramétrisaiton (®,k,l,m), alors de la méme maniére que dans
le domaine discret, toute fonction de transfert ayant pour paramétrisation
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(T~'®T, T 'k,IT, m) est mathématiquement équivalente a F, pour toute
transformation non singuliére T'. Par conséquent, & partir de ®;, et k;,, on
peut trouver T';, telle que :

o, = T,'®T,, (A.12)
ki, = T;'k (A.13)

et en déduire I, £ IT;,, de sorte que (®;,, Kin, Lin, m) est équivalente a la
paramétrisation (®, k,l,m).

A.2 Structure LGS

On l’a vu, cette structure s’inspire de la paramétrisation JSS dans le do-
maine continue, il est donc nécessaire, étant données une fonction de transfert
H dans le domaine discret et une paramétrisation (A, b, ¢, d), de passer dans
le domaine continue pour appliquer la transformation qui nous donnera la
paramétrisation JSS. Pour passer de la fonction de transfert H(z) dans le do-
maine discret & son équivalent dans le domaine continue F'(s), on applique la

transformée de Tustin [$1], c’est-a-dire le changement de variable s = Z%, ou
z= %, tel que :
F(s) = H(2)| 1 (A.14)

Si (A, b, ¢, d) est une paramétrisation de H, il peut étre montré qu’il existe
une paramétrisation de F, (®,k,l, m), telle que :

P=(I+A)71A-1TI (A.15a)
k=2(I+A)™'b (A.15Db)
l=V2c(I+A)! (A.15c¢)

m=d—c(I+A)"'b (A.15d)

A partir de la fonction de transfert F'(s), on peut calculer ®;, et k;;, comme
dans les équations (A.10) et (A.11), et en déduire la transformation T';, pour

passer de la paramétrisation (®, k,l,m) a la paramétrisation (®;,, kin, lin, m),

comme vu précédemment.

On repasse alors dans le domaine discret & partir de cette nouvelle para-

métrisation en appliquant 'inverse de la transformations des équations (A.15),

on a alors :

Apy = (I +®;,)(I — &) " (A.16a)
bin — ‘f(r + Au)kin (A.16b)
Cin = \gilm<I + Am) (A.IGC)

d=m+ Cin<I + Ain>7lbin (A'16d)
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L’inversion de matrice dans ’équation (A.23a) implique que la matrice A;,
est dense, contrairement a la matrice ®;, qui est creuse. On montre alors que
A;y, peut se factoriser en un produit de matrice creuse (un seul coefficient non
trivial par matrice).

Soit U (i, j, z) la matrice définie comme la matrice identité sauf I’élément
en position (4,7) qui vaut z, c’est-a-dire :

1 sii=j
U (io, jo,x)ij; = x sii=igetj=jo (A.17)
0 sinon

On peut montrer que I — ®,, s’écrit :

I-%,="T;'T,"..T'... T} ¥, (A.18)
avec
T, 2Uk+1,k+1,v)U(k+1,k, —az), (A.19)
W la matrice définie par :
1 sii=j
U, ;28 B sij=i4+1, (A.20)
0 sinon

les coefficients (), sont définis par la récurrence suivante :

N o IN
Bre1 = == s = 1—ogfy, ViISk<n-2,
A N
/81 = —oOj, Sp—1 = l+a,— an—lﬁn—la

et enfin les coefficients 4 sont définis par
vw2s !, VI<k<n-—1 (A.21)

On peut remarquer que l'inverse de W peut s’écrire :
n—1
O =U®1,2,-4).. Un—1Ln,—pn1)=[[UlGi+1,-5)
i=1

Finalement, toutes ces notations permettent de factoriser la matrice A;, :
Ay = (I—®p)T+ )"
= (I-®,)v T, T, ... T
= (I+(I’2n) U(1727 _ﬁl)U(n_ 17”7 _anl)
S— ———

AN AN-1)
xU(n,n,yn-1)U(n,n — 1, —ap_1) ... (A.22)
x...U(2,2, 71)JU(27 1,—aq)
A(2) A
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On obtient donc

N
= HA(k) avec N £ 3n — 1,

et le state-space caractérisé par la paramétrisation (A;p, bin, Cin,d) devient,
avec cette factorisation :

) = (k)

) = AMgm=N(k) k=12 N
z(k+1) = =™ (k) + bju(k)

) = cinz(k)+ du(k)

L’algorithme ci-dessus n’est plus un state-space, et correspond a ce que
I’on appelle la structure LGS.

A.3 Structure LCW

On reprend l'écriture de la DJSS décrite pour la structure LGS (équations
(A.16)), rappelée ici :

A = (I +®,)(I — &) " (A.23a)
2

bin = \2[(1 + Am)km (A'23b)
2

Cin = \glm(I + Ai) (A.23c)

d=m+ cin(I+ Aipn) by, (A.23d)

On précise que les notations pour la paramétrisation JSS dans le domaine
continu sont conservées ici.
On a alors :

Ay = (I—®;)

= (@I-(
= 2(I —®;,)"

HI+ @)
— @) (I — ®in) !
L |

et on en déduit By, = V2(I — ®;,) ' kqy.

On utilise maintenant une propriété des state-space dans le cas d’un filtre
SISO. Cette propriété stipule que la paramétrisation duale d’'une paramétrisa-
tion (A, b, c,d), obtenue par (A", c",b",d), est une paramétrisation du méme
filtre. On note alors (Ay, by, ¢, d) la paramétrisation duale de (Ajp, bin, Cin, d)
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et on a :
A 2 A =(T+®,) (I-®;,) =T —®;,)  (I+®i,)(A24)
b 2 ¢ (A.25)
c £ by, =V2k,(I-®;,) " (A.26)

On applique ensuite la transformation T* £ (I—®;,,) " sur cette réalisation

pour obtenir (A*,b*, c*,d)

A* = (I—®) "(I+®,)" =A]
b* = (I — q)in)iTc;
ct = \/Qk:n

On définit maintenant

1
m, Vlékén—Q,
1

I+an—ap—1Bn-1’

Br+1

A1

—Ok+17k, Vi

—aq, Tn—1

> 1>
> 1>

on reprend également les notations définies pour la structure LGS, U (i, j, x)
(voir équation (A.17)) et T pour 1 < k < n — 1 (voir équation (A.19)).
On peut montrer que l'on a :

(I-®:) H' = 07T, ... TyT,
= T'U0n,n,v 1)Umn,n—1,001)...U(2,2,7)U(2,1,1)
= T Ay 1)Agn1)-1-.- A2Ay (A.27)
ou
1 sii=j
Tij=q-B sij=i+1
0 sinon

On a la décomposition suivante pour I'"! :

' = U1,2,8)U(2,3,6)...Uk,k+1,8)...U(n—1,n,B,1)
= Asm-1)Aszm-1)-1--- Agn-1)—k - - - Ag(n—1)+1 (A.28)

D’aprés (A.27) et (A.28), on a :

(I — @) )7 7T, .. TT,
= A3(n—1)A3(n—1)—1 LA AAY
3(n—1

(n=1)
= J] An (A.29)
=1

m=
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On a donc

Soient W* le grammien de commandabilité défini d’apres la paramétrisa-
tion (A*,b*,c*,d), et s2 £ (W,*)x. On peut montrer (voir [67]) que, généra-
lement, la paramétrisation (A*, b*, c*,d) n’est pas Lo-échelonnée, c’est-a-dire
qu’il existe un entier k tel que s% # 1. Li et al. appliquent alors une derniére
transformation pour obtenir une paramétrisation Lo-échelonnée (La-scaled).
La transformation appliquée est T's = diag{s1,s2,...,50} ((Ts)i; = si si
j=1iet (Ts);; =0 sinon), on obtient ainsi (4, B,C,d) :

3(n—1)

A 2 T]'AT =2 [ An-1T
m=1

b 2 T;lc;n

¢ & V2s,k},

ol Am = T;lAmTS, Vm. Le vecteur ¢ a la méme structure creuse que le
vecteur k;, (un seul élément non nul, voir équation (A.11)). De plus, A, a la
méme structure que A,,, ou les coefficients {«yx, Ok, Vi } sont remplacés par les
coefficients {ay, Be, Yk} avec

~ A -1

ap = Sk+1$kaka
~ N 1

B = Sk Sk+1Bks
5 A

Y& = Tk

pour 1 <k<<n—1.
Finalement, on obtient la structure suivante :

zO k)  =2x(k)

z2™(k) =Anzem(k), k=12,...,N
z(k+1) =2 (k) —z(k) + bu(k),

y(k) = cx(k) + du(k),

avec N = 3(n — 1). Cette structure est appelée structure LCW. De méme que
pour la structure LGS, I'utilisation de variables intermédiaires (™) (k) fait que
cette structure n’est pas un state-space.

Les transformations nécessaires pour obtenir une LGS ou une LCW pa-
raissent bien compliqués, toutefois il y a un réel intérét & obtenir une réalisa-
tion d’espace d’état creuse (avec peu de coefficients, 5(n—1) pour la LGS et 4n
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pour la LCW) et présentant une faible sensibilité vis-a-vis de la quantification
des coefficients. Nous mettrons cela en évidence dans le chapitre 6 et ’exemple
final.
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Annexe B

Codes

B.1 Code de 'exemple 4.5.1

Code B.1 — Code C du calcul de x7 sur 32 bits. Code B.2 — Code C du calcul de x5 sur 32 bits.

int16_t C_int_x1(intl16_t vO0,intl16_t vi1, int16_t C_int_x2(intl16_t v0,int16_t vi1,
intl6_t v2,int16_t v3) intl6_t v2,int16_t v3)

{ // Registers declaration { // Registers declaration
int32_t r0, ril; int32_t r0, ri;
// Computation of c3*v3 in r0 // Computation of c3%v3 in r0
r0 = -31852%v3; r0 = -23042%v3;
r0 = r0 >> 3; r0 = r0 >> 6;
// Computation of cO*v0 in ril // Computation of cO*v0O in ril
rl = 17455%v0; rl = -19089*v0;
rl = rl1 << 6; rl = r1 << 6;
// Computation of rO+rl in r0 // Computation of rO+rl in r0
r0 = r0 + ri; r0 = r0O + ri;
// Computation of cl*vl in ril // Computation of cl*vl in ril
rl = 20349x%v1l; rl = -22265%v1l;
rl = r1 << 11; rl = r1 << 11;
// Computation of rO+rl in rO // Computation of rO+rl in rO
r0 = r0 + ril; r0 = r0 + ril;
// Computation of c2*v2 in ri // Computation of c2*v2 in ri
rl = 29059%v2; rl = -31795%v2;
rl = r1 << 11; rl = r1 << 11;
// Computation of rO+ril in rO // Computation of rO+rl in rO
r0 = r0O + ri; r0 = r0O + ri;
// The result is returned with // The result is returned with
// a final right shift // a final right shift
return r0 >> 16; return r0 >> 16;

} }
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Code B.3 — Code C du calcul de x3 sur 32 bits. Code B.4 — Code C du calcul de y sur 32 bits.

intl16_t C_int_x3(intl16_t vO0,intl16_t vi1, int16_t C_int_y(int16_t vO,intl6_t vi,
int16_t v2,intl16_t v3) intl16_t v2,intl16_t v3)

{ // Registers declaration { // Registers declaration
int32_t r0, ril; int32_t r0, ri;
// Computation of c3*v3 in r0 // Computation of c3*v3 in r0
r0 = 18933%*v3; r0 = -19744%xv3;
r0 = r0 >> 6; r0 = r0 << 1;
// Computation of cO*vO in ril // Computation of cO*vO in ril
rl = 26083%*v0; rl = 30060%v0;
rl = r1 << 5; rl = r1 << 3;
// Computation of rO+rl in r0 // Computation of rO+rl in r0
r0 = r0 + ri; r0 = r0 + ri;
// Computation of cil*vl in ril // Computation of cl*vl in ri
rl = 30432x%vl; rl = 17267*vl;
rl = rl1 << 10; rl = rl << 8;
// Computation of rO+rl in rO // Computation of rO+rl in rO
r0 = r0O + ri; r0 = r0 + ri;
// Computation of c2*v2 in rl // Computation of c2*v2 in ril
rl = 21729%v2; rl = 24028%*v2;
rl = r1 << 11; rl = r1 << 8;
// Computation of rO+rl in rO // Computation of rO+rl in rO
r0 = r0O + ri; r0 = rO + ri;
// The result is returned with // The result is returned with
// a final right shift // a final right shift
return r0 >> 16; return r0 >> 16;

} }
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Annexe O

Preuves

C.1 Preuve de la proposition 3.1 (page 79)

Le filtre H est caractérisé par un state-space de paramétrisation (A, B,C, D),
sa réponse impulsionnelle h peut donc étre définie par cette paramétrisation
de la fagon suivante :

0 sik<O0
h(k)=<{D sik=0 (C.1)
CA*'B sinon

Par définition de la sortie y, on a y = h * u, soit & tout instant & :
+oo
y(k)= > hOu(k—10). (C.2)
f=—00

On peut donc calculer le moment de premier ordre de y, en utilisant la
définition 1.2 :

+o0
wy =E{y(k)} = E {Z CA" 'Bu(k — () + Du(k)} (C.3)
=1
“+oo
= Y CA'BE{u(k—(-1)}+ DE{u(k)} (C4)
£=0
+oo
= <Z CA'‘B + D) Lo (C.5)
=0

Or par I'équation (1.33) on a (H)pq = C(I, — A)"' B+ D, que 'on peut
+o00
écrire C Y. A’B + D, on a donc bien

{=—o00

By = (H)pc  Hu (C.6)
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On calcule maintenant W, toujours d’apres la définition 1.2 :

v, = BE{k) - m) k) —p)"}

+00 +oo i
- E (Z h(Ou(k — ) — uy) (Z h(m)u(k —m) - w)
/=0 m=0

+oo
On peut alors remplacer gy par ) h(i)p, et factoriser, on obtient :
i=0

—+00 +00 T
¥, = F <Z B() (ulk— ) - uu)> (Z (m) (w(k —m) - uu)>
=0 m=0

(C.7)
qui, en utilisant la linéarité de I'espérance, devient :
+oo +oo T
v, =33 h)E { (u(k - uu) <u(k —m) — uu) } h(m)T (C.8)
£=0 m=0
Par hypothése, u est décorrélé, on a donc :
+oo +00
Ty = D D h(0)dmTuh(m)’ (C.9)
£=0 m=0
+o0o
= > h(O)T,h(0)" (C.10)
=0
+oco .
= D¥,D'+) CA'B¥,B'A" C' (C.11)

£=0

On peut alors, a partir de cette derniére expression, calculer 0'321, qui par
définition est la trace de Wy, :

0'221 = tr(¥y) (C.12)

+oo
— (D\IJUDT) +tr (\IluBT ZA@TCTCAEB> (C.13)
=0
or par définition du grammien d’observabilité (équation (1.26)), on a :

o2 = tr (D\IluDT)+tr (muBTWOB> (C.14)

On utilise maintenant la décomposition de Choleski de W,,, c’est-a-dire 1, =
PuPu |, On peut ainsi écrire :

o2 = tr ((Dpu)(Dpu)” + (Beu) Wi(Bpu)) (C.15)
et donc o, = ||H - @ull3 d’aprés I'équation (1.30).
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C.2 Preuve de la proposition 3.2 (page 80)

La preuve est faite ici dans le cas SISO pour simplifier les notations mais
se généralise aisément au cas MIMO.

Soit (Um, ur) l'intervalle des valeurs prises par le signal u, c’est-a-dire u(k) €
(U, up), pour tout k& > 0, et on veut déterminer y,, et y, tels que y(k) €
(Ym, yr) pour tout k > 0. D’aprés la proposition 3.1, on sait que la moyenne
ty des y(k) pour tout k£ > 0 est égale & (H))pc - Um- En prenant p, comme
centre de lintervalle (y,,,y,), c’est-a-dire y,, = p,, on cherche y, tel que
y(k) € (Ym,yr) pour tout k > K ou K dépend d’'un certains e.

On notera que par définition du DC-gain, on a y,, = ZLOS h(€) - U,

D’aprés I’équation (1.10) définissant la relation entre l'entrée et la sortie
via la réponse impulsionnelle, on a :

k
y(k) = D h0)-ulk—1)
=0

k
y(k) = Zh( um+zh u(k = £) = tm)

yw—mewlzgy w(k —€) — up) — E:h
£=0 l=k+1
+oo
ly(k) = yml| < ZW) > h(o)
= t=k+1
ly(k) — ym| < E:Vl )= }: [h(0)]) - ur + }: [(0)] - |uml
= k+1 {=k+1
ly(k) —ym| < (H)wepg W + Z (O] - (Jum| —ur).  (C.16)
l=k+1

+o00
On pose alors e, = Y. |[h(0)| - (|um| — ur).
(=k+1
Ainsi, le membre de gauche de I'inéquation (C.16) correspond a la distance

entre le signal de sortie y & un instant k et la sortie moyenne y,,. De plus, dans
le membre de droite, seul ¢ dépend de k. On souhaite donc, pour un € donné,
calculer le plus petit K € N tel que pour tout k£ > K on a

(H D) wepg - ur +€ = y(k) — yml (C.17)

c’est-a-dire calculer K tel que (H)), ., tr + € majore y,, avec € = k.

Pour cela, on suppose que le filtre H est décrit par un state-space (A, b, ¢, d),
que A est diagonalisable et qu'on a la décomposition en éléments propres de
A suivante :

A=XEX ! (C.18)
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ou E est la matrice diagonale composée des valeurs propres de A et X est la
matrice composée des vecteurs propres de A. On a alors :

cA*b = cXE*X'b (C.19)

= > mAf (C.20)
=1

avec
R; £ (cX);(X 'b);, (C.21)
et \; la i-éme valeur propre de A, pour 1 <7 < n.
On a donc
+oo +oo
Somel = Y )cAfb( (C.22)
t=k+1 (=k-+1
+oo n
= > Do (C.23)
(=k+1 |i=1
Or, Volkova et al. ont montré dans [104] que cette somme pouvait se ma-
jorer par p(A)**! . m avec
m 2 Irel _ Ihel C.24
2T Nl (A (€24
Ainsi, en injectant (|um,| — u,) dans 'équation (C.23), on obtient :
+00
D 1O (] = wr) < p(A) - m (| — ) (C.25)

{=k+1

Et puisqu’on veut que le membre de gauche soit plus petit qu'un € donné,
on a :
P(AYH o (] — ) < £ (C.26)

dont on peut déduire K, le plus petit entier tel que k& qui vérifie ’équation
(C.26) pour tout k > K :

D[

C.3 Preuve de la proposition 4.2 (page 103)

log

£
-l —ur)

log p(A)

w . (C.27)

Cette preuve utilise le lemme suivant.
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Lemme 1. Soient L une liste contenant des 0SoPs, créée dans l’algorithme
3, et i un indice de L (L[i] est un 0oSoP). Si mg(L[i]) < mg(L[1]), alors L[1]
est un 0SoP provenant de deuzr sous-0SoPs générés a l’étape précédente de
Ualgorithme.

Démonstration. Du fait de sa position (premier élément de la liste L), I’élément
L[1] est soit un produit soit un oSoP. S’il est un produit alors L est la liste
initiale des produits triés, et donc L[1] est pi, le produit d’indice 1, et donc
on aurait mg(L[i]) = mg(L[1]) pour tout 1 < i < Longueur(L). Donc L[1]
est un oSoP, et puisqu’il est en position 1 c’est qu’il a été généré a 'étape
précédente de 'algorithme, étant donné que les 0SoPs sont insérés a chaque
étape en début de liste. O

On peut maintenant démontrer la proposition 4.2.

L’algorithme génére tous les 0SoPs: Sans considérer la condition mg(L[i]) >
mg(L[1]), algorithme génére toutes les paires possibles a partir de liste de
sous-05S0Ps, qui sont soit des arbres de tailles inférieures a celle des oSoPs
finaux, soit des multiplieurs. Toutes les combinaisons sont prises en compte,
donc on génére au moins tous les 0SoPs.

La condition mg(L[i]) > mg(L[l]) garantie ’absence de doublons :
On suppose, et on note H; cette hypothése, qu’on a généré tous les 0SoPs
qui pouvait I’étre & partir de la condition mg(L[i]) > mg(L[1]), pour toute
liste L et tout indice 1 < i < Longueur(L). On cherche alors & démontrer
que si, pour une sous-liste L et un indice 7, on ne respecte pas la condition
mg(L[i]) = mg(L[1]), alors la liste créée aura déja été créée.

Soient, a une étape de ’algorithme, une liste L contenant des sous-oSoPs,
et ¢ > 1 un indice de L, tels que mg(L[i]) < mg(L[1]). On note cette hypo-
thése Hy. On applique alors la suite de l'algorithme, soit j tel que ¢ < 5 <
Longueur(L), et on additionne les termes L[i] et L[j], la liste obtenue est notée
Ly

La 2 (L] + L)), Z11), . ] (C.28)

ou le reste de la liste Ly est composé des autres éléments de L, c.-a-d. L[k]
pour k € {2,..., Longueur(L)}\{4, j}.

D’aprés le lemme 1, & I’étape précédente de ’algorithme, on avait une liste
L' qui a engendré la liste L et telle que

L[] = (L'[k] + L'[¢)) (C.29)

pour 1 < k < ¢ < Longueur(L’). De plus, étant donné qu’a une étape on ne
crée qu’une paire, il existe ig (resp. jo) tel que L[i| = L'[ig] (resp. L[j] = L'[jo])
avec k # ig # £ # jo (sinon on ne pourrait pas avoir les éléments L[1], L[i] et
Lj] tous différents).
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On peut alors différencier deux cas, soit mg(L'[ig]) < mg(L'[1]), soit
mg(L'[ig]) = mg(L'[1]). Or, pour la construction de la liste L', par 'hypothése
Hy, la condition mg(L'[i]) > mg(L'[1]) était respectée, donc le premier cas
n’était pas possible. Le second cas signifie qu’on pouvait créer des paires a
partir de l'indice iy puisqu’il respectait la condition. En particulier la paire
d’indice (g, jo) a été considérée, et a donné la liste L; suivante :

Ly = [(L'[io] + L'[jo)), - - ] (C.30)

ot le reste de la liste L; est composé des autres éléments de L, en particulier
L'[k] et L'[¢]. 1l existe donc k; et ¢; tels que

Lik] = LA, (C.31)
Lt = L'/, (C.32)
(C.33)

et par construction de L; on a :
Le[1] = (L'lio] + L'[jo]) = (L[i] + L]). (C.34)

Or, d’aprés 'hypothése Ho, mg(L[i]) < mg(L[1]), et de plus mg(L[l]) =
mg(L'[k]) (d’aprés 'équation C.29 et 'hypothése Hy qui était respectée), donc
mg(L[i]) < mg(L'[k]), qui s’écrit, par les équations (C.31) et (C.34) :

mg(Li[1]) < mg(Li[k]), (C.35)

ce qui respecte la condition pour la liste L; et I'indice k;. On peut donc créer
des paires & partir de 'indice k; et de la liste L;, en particulier la paire d’indice
(k¢, £) a été considérée, et a donné la liste Ly (liste finale qui parachévera
cette démonstration) suivante :

Ly = [(Le[ke] + Le[te]), Le[1], - . (C.36)

Or, d’aprés les équations (C.29), (C.31) et (C.32), on a (Ly[ks] + Li[l]) =
L[1], et d’aprés I'équation (C.34) on a Ly[1] = (L[i] + L[j]), donc L; peut
s’écrire :

Ly = [L[], (L[i] + L)), .. ). (C.37)

On obtient alors que la liste L, qui avait déja été généré d’apres I'hypothese
H1, est, & permutation prés des ses deux premiers éléments, la liste L;. Donc
Ly est bien une liste doublon d’une liste déja générée.

Remarque C.1. En fait pour étre tout & fait rigoureux, il aurait fallu montrer
que les restes (cachés dans les “...") des listes Lq et Ly sont biens les mémes.
Ceci est évident puisque les deux listes découlent toutes deux de la liste L' (L'
a engendré L qui a engendré et Lg par I’hypothese Ho, et L' a engendré L,
qui a engendré et Ly par Uhypothése Hy). En reprenant les notations, les deux
restes sont composés de L'[m] pour m € {1, ..., Longueur(L")}\{io, jo, k, £}
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C.4 Preuve de la proposition 5.1 (page 136)

C.4.1 Arrondi par troncature

Démonstration. On souhaite calculer une somme intermédiaire
N
ss 2> Y_s-1(pi) (C.38)
=1

pour un 0 > 0 arbitraire, et déterminer ce ¢ pour vérifier sop — s’ < 2fs ou
s =V, (ss).
Pour calculer ss on tronque des bits des termes p;, donc a fortiori :

Sopt = 85 (C.39)

Le cas sopt = S5 est trivial car il implique s = ¢/, on considére donc uni-
quement le cas s > ss. La différence s,y — s5 correspond a la somme des
bits des p; qui ont été tronqués pour calculer sg, c.-a-d. :

N N lo—5-1
Sopt — S5 = > _pi— Ve—a(pi) =Y Y 2pi, (C.40)
=1 =1 =L

ou L = min(4;), en supposant p; ; = 0 pour j < /;.
Puisque esf:Ll 2jp7;,j < b0 pour 1 <¢ < N,ona:
j=
Sopt — 85 < N - 2679 (C.41)
De plus, puisque par définition s’ = vy (s5), on a :

55— s < 25, (C.42)

En fait on peut étre plus précis sur cette majoration car on sait que le [sb de
ss est £ — 9, on a donc :

55— <2 — 2679, (C.43)
En ajoutant terme & terme les équations (C.41) et (C.43), on a :
Sopt — 8 <28 (N —1).267° (C.44)

Pour avoir s’ = s, c.-a-d. Y, (ss) = Vo, (Sopt), il faudrait majorer le terme
droit de I'équation (C.44) par 2%, ce qui n’est pas possible (dans I'optique de
supprimer des bits), et on a vu qu'il était facile d’exhiber un exemple montrant
qu’il était impossible de garantir s’ = s. On veut donc garantir dans le pire
des cas 8" = V, (sopt) — 2%, c.-a-d. le nombre FxP qui précéde immédiatement
s sur le format (ms,£s), et pour cela on majore le terme droit de 1'équation
par 2611 .
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26 (N —1)-257° < 2bH!
(N-1)-27% < 1
logo(N —1) < 46 (C.45)

Le plus petit entier § qui respecte 'équation (C.45) est donné par :
§ 2 |logy(N —1)| +1. (C.46)

O]

C.4.2 Arrondi au plus proche

Démonstration. Par définition de o4(x), pour z € R* et d € N, on a (voir le
tableau 2.4 et 'arrondi au plus proche en précision infinie) :

x —og(z) € [-2971; 2471, (C.A47)

En réalité si x est un nombre virgule fixe (ce qui nous intéresse ici) dont on
arrondit k bits, alors on a (voir le tableau 2.4 et 'arrondi au plus proche en
précision finie) :

z —og(x) € [-2971; 2471 907k, (C.48)

Dans cette preuve, une telle précision sur la borne supérieure est inutile puisque
en valeur absolue la borne inférieure est plus grande et atteignable, c’est donc
elle que 'on va vouloir majorer. Pour les termes & sommer p;, on a donc :

pi — o, —5(p;) € [26707 267071, (C.49)
et par définition de sqp et ss :
Sopt — 85 € [~ N - 207071 N . glam0 1T (C.50)

De méme, par définition de s’, arrondi de s5 au £s-iéme bit, il vient :
ss—§ e [=207L 9671 (C.51)

En ajoutant terme & terme (et en utilisant Parithmétique d’intervalle, ou
en combinant les précédentes équations, ce qui revient au méme) les équations

(C.50) et (C.51), on obtient :
Sopt — 8 € [—2671 = N . 2fsm0 Lol L L glamo ] (C.52)
Or on veut que s’ soit un arrondi fidéle de sqpt, c.-a-d. :
|sopt — 8’| < 2%, (C.53)
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on doit déterminer § qui vérifie la majoration suivante :

bl 4 N2l < 9
N-27071 <
logo(N) < 4§ (C.54)

Le plus petit entier § qui respecte 1'équation (C.54) est donné par :
§ 2 |logy(N)| +1. (C.55)

O]
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