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▼♠❡✳ ❇é❛tr✐❝❡ ❇ér❛r❞ ❊①❛♠✐♥❛tr✐❝❡ ▲■P✻✱ P❛r✐s
▼✳ ❙❡r❣❡ ❍❛❞❞❛❞ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r ▲❙❱✱ ❊◆❙ ❈❛❝❤❛♥
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▼✳ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❉❡❧♦s♠❡ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ■❇■❙❈✱ ❊✈r②
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❆❧✐① ❡t ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❡✉r ❡♥✲
❝❛❞r❡♠❡♥t✱ t❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉✬❤✉♠❛✐♥✳ ▲❡✉r ✈✐s✐♦♥ ❡t ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ♠✬♦♥t ✐♥✢✉❡♥❝é très ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✳ ❏❡ s✉✐s très ❤❡✉r❡✉① ❞❡
❧❡s ❛✈♦✐r r❡♥❝♦♥trés ❡t ❞✬❛✈♦✐r tr❛✈❛✐❧❧é ❛✈❡❝ ❡✉① ♣❡♥❞❛♥t tr♦✐s ❛♥♥é❡s q✉✐ ♦♥t ♣❛ssé très ✈✐t❡✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt ❛❝❝♦r❞é à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳

▼❛ t❤ès❡ s✬❡st ❞ér♦✉❧é❡ ❡♥ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉ ▲■P✻ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❙❖❈✱ ❞❛♥s
❧✬éq✉✐♣❡ ❆▲❙❖❈✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❝❡rt❛✐♥s ♠❡♠❜r❡s ❞✬❛✉tr❡s
éq✉✐♣❡s ❡t ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ■❇■❙❈ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞✬❊✈r②✲❱❛❧ ❞✬❊ss♦♥♥❡ ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❏❡❛♥✲▼❛r❝✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞✉ ▲■P✻
❡t ❞✬■❇■❙❈ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s ♣ré❝✐❡✉① ❡t ❧❡s ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣❛rt❛❣é❡s s✉r ❞❡s s✉❥❡ts très ✈❛r✐és✳ ❏✬❛✐ ❛♣♣ré❝✐é ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡✱ ✈♦✐r❡ ❧✬❛♠✐t✐é✱ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡t s❛♥s ♦r❞r❡ ♣ré❝✐s✱ ❥❡ ♣❡♥s❡ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❑❛r✐♥❡
❍❡②❞❡♠❛♥♥✱ ❨♦✉❡♥ ▲❡s♣❛rr❡✱ ❆♥❞✐ ❉r❡❜❡s✱ ❇r✉♥♦ ❇♦❞✐♥✱ ▼♦❤❛♠❡❞ ❇❡♥❛③♦✉③✱ ▲✉❝✐❡♥ ●♦✉✲
❜❡t✱ ▲✐❧✐❛♥❛ ❆♥❞r❛❞❡✱ ❇❡♥♦✐t ❱❡r♥❛②✱ ❖❧✐✈✐❡r ▼❛r❝❤❡tt✐✱ ❏❡❛♥✲▲♦✉ ❉❡s❜❛r❜✐❡✉①✱ ❘♦s❡❧②♥❡
❈❤♦t✐♥✲❆✈♦t✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ❊♥❝r❡♥❛③ ❡t ❙❤❛❤✐♥ ▼❛❤♠♦♦❞✐❛♥✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬éq✉✐♣❡ ▼♦❱❡ ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❙②stè♠❡s ❈♦♠♣❧❡①❡s✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❋❛❜r✐❝❡
❑♦r❞♦♥✱ ❇é❛tr✐❝❡ ❇ér❛r❞✱ ❈❧❛✉❞❡ ●✐r❛✉❧t ❡t ❨❛♥♥ ❚❤✐❡rr②✲▼✐❡❣✳

❏❡ rés❡r✈❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡ ♣♦✉r ❍❛♥♥❛ ❑❧❛✉❞❡❧ ❡t ❈✐♥③✐❛ ❉✐ ●✐✉st♦✱
❞❡ ❧✬■❇■❙❈✱ ❡t ♣♦✉r ❘❛②♠♦♥❞ ❉❡✈✐❧❧❡rs ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▲✐❜r❡ ❞❡ ❇r✉①❡❧❧❡s✳

▲❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ♥♦♥ ❝✐té❡s ✐❝✐ ❡t q✉❡ ❥✬❛♣♣ré❝✐❡ ❢♦♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠❡s ♣❡♥sé❡s
r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡s ❡t ❛♠✐❝❛❧❡s✳
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❘és✉♠é

❈♦♥t❡①t❡ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s à é✈é♥❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥✲
séq✉❡♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦✐t✐é ❞✉ s✐è❝❧❡ ♣❛ssé✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐
❡♥ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❡t ❡st ❡♥❝♦r❡ ❛❝t✐✈❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳

❉❛♥s s❛ t❤ès❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✶✾✻✷✱ ❈❛r❧ ❆❞❛♠ P❡tr✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐s❝r❡ts✱ ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❡t ❞✐str✐❜✉és✳ ❈❡s
rés❡❛✉① s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❜✐♣❛rt✐s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥✜♥✐✳ ❚♦✉t ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❧♦❝❛✉①✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❧♦❝❛❧
ét❛♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❛❝❝✉❡✐❧❧❛♥t ❞❡s ❥❡t♦♥s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✬ét❛t ✈✐❛ ❧❡s t✐rs
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❈❡s rés❡❛✉① ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✱ ❝♦♥✢✐t
❡t s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ très ❡①♣r❡ss✐❢ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♥✬❡st ♣❛s ❚✉r✐♥❣✲❝♦♠♣❧❡t ❡t ❜é♥é✜❝✐❡
❞❡ ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐
❛✉t♦r✐s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❉❡
t❡❧s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❥✉st✐✜❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈ér✐✲
✜❝❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❡t ❛t❡❧✐❡rs ✢❡①✐❜❧❡s✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ✳✳✳

▲❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❞♦✐✈❡♥t ♣rés❡r✈❡r t♦✉t❡s ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés s✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s
♣ér✐♦❞❡s t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧✐♠✐té❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❣❛r❛♥t✐❡s s♦♥t ❢♦♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❛ss♦❝✐é❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ s♦♥t
❛♣♣❡❧é❡s ✈✐✈❛❝✐té ✭♦✉ ❧✐✈❡♥❡ss✮✱ ❡t ♠é♠♦✐r❡ ❜♦r♥é❡ ✭♦✉ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ré❡❧s ♦♥t s♦✉✈❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉s❡✱ ❡t
❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r à ❧❡✉r ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ t♦✉t ét❛t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ▲❛
♣r♦♣r✐été ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ✭♦✉ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✮✳

❉❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ❧❡s ❥❡t♦♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜✲
str❛✐t❡✱ ♥♦♥ ✈❛❧✉é❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t
❛❜str❛✐t❡s ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❥❡t♦♥s✱ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉① ❞é♣❡♥❞❡♥t
❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❡✉rs ♠❛rq✉❛❣❡s✳

❊♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❜✉✛❡rs ♣❛r ❞❡s ♣❧❛❝❡s✱ ❧❡s s♦✉s✲♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣❛r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s✲♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣❛r ❞❡s ❛r❝s à ♣♦✐❞s✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ s♦♥t ❛❞❛♣tés
à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♠❜❛rq✉é❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠✲

■❱



♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s r❡q✉✐s❡s ❞ès ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ é✈✐t❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❝♦ût❡✉s❡s q✉✐ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✐♥❞✉✐t ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬❛♥❛❧②s❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té s♦♥t
❊❳P❙P❆❈❊✲❤❛r❞✳ ❉❡ s♦rt❡ à ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té
❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st s♦✉✈❡♥t ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❡t ❧✐♠✐t❡ ❧✬ét✉❞❡ à ❞❡s s♦✉s✲❝❧❛ss❡s ❞❡ rés❡❛✉①✳ ❉❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s q✉✐
❛ss✉r❡♥t ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❝❧❛ss❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣♦♥❞érés
✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ❣é♥ér❛❧✐sés✮✱ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és✳

❉❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥♥✉s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝✐✲❛♣rès ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥♥✉s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡
❑❛❤♥ ❡t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✭❙❉❋✮✳ ▲❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✲
✈é♥✐❡♥ts s♦♥t ❡①♣♦sés✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ❡t ♥♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s ♥♦tr❡
❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❑❛❤♥✳ ❈❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ❑❛❤♥ Pr♦❝❡ss ◆❡t✇♦r❦s ❬❑❛❤♥ ✼✹❪✱
♦♥t ✉♥❡ très ❢♦rt❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡t ♣❡✉✈❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛t❛✢♦✇ ✭à ✢✉① ❞❡
❞♦♥♥é❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ✿ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té
❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❑❛❤♥ ❡st ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r
❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❜✉✛❡rs✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♠♦t✐✈❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s
q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té s✉✣s❛♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡ s♦rt❡ à
❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♠❜❛rq✉é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❑❛❤♥✱ ❧❡s s♦✉s✲♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❛❝t❡✉rs ❡t ❡♥✈♦✐❡♥t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❝t❡✉rs ✈✐❛ ❞❡s ❜✉✛❡rs ❋■❋❖ ✐♥✜♥✐s✳ ❈❤❛q✉❡ ❜✉✛❡r ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ✉♥ é❝r✐✈❛✐♥ ❡t ✉♥ ❧❡❝t❡✉r✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❝t❡✉r ♣❡✉t ❜❧♦q✉❡r ❡♥ ❧❡❝t✉r❡ s✉r ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s
❝❛♥❛✉① ❞✬❡♥tré❡s✱ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡✉① ❡①é❝✉t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s
❡♥tré❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♠è♥❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✱ ✐♥❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳

❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❧✬❛❝t❡✉r A1 ❡♥✈♦✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à A2 s✐ x = 0✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❡❧❧❡s s♦♥t
st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉✛❡r (A1, A2)✱ s✐♥♦♥ ❧✬❛❝t❡✉r ❧❡s ❡♥✈♦✐❡ à A3✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❡❧❧❡s s♦♥t st♦❝❦é❡s
❞❛♥s ❧❡ ❜✉✛❡r (A1, A3)✳

❱



A1

A2

A3

x = 0

x <> 0

❆❝t❡✉r A1

s✐ ✭x = 0✮ ❛❧♦rs
❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ à A2

s✐♥♦♥
❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ à A3

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❑❛❤♥ ❡t ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❝t❡✉r A1✳

▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✭❙❉❋✮ ❡t ❈②❝❧♦✲❙t❛t✐❝ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✭❈❙❉❋✮✳

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉❛t❛ ❋❧♦✇✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✶✾✽✼ ♣❛r ▲❡❡ ❡t ▼❡ss❡rs❝❤♠✐❞t✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♣❤❛s❡s✱ ♥♦♠♠é❡ ❈②❝❧♦✲❙t❛t✐❝ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✭❈❙❉❋✮ ❬❊♥❣❡❧s ✶✾✾✹❪✱
s♦♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❛t❛✢♦✇ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s ❡①é❝✉té❡s s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ■❧s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s♦✉✈❡♥t ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❑❛❤♥✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❙❉❋ ♣❡✉✈❡♥t ❜❧♦q✉❡r ❡♥ ❛tt❡♥t❡
❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ❜✉✛❡r ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠
✉♥ é❝r✐✈❛✐♥ ❡t ✉♥ ❧❡❝t❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❑❛❤♥✱ ❧❡s ❙❉❋ ♦♥t
✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té très ré❞✉✐t❡ ✿ ❧❡s s♦✉s✲♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐s❡♥t ❡t é❝r✐✈❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✜①❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
ré❣✉❧✐❡r✱ ♠❛❧❣ré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡s✱ ❛♣♣❡❧és ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳

▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s ✭❡♥
t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❞✬✉♥ ❙❉❋ ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❜✉✛❡rs ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s à s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❙❉❋ ❛✈❡❝ 3 ❛❝t❡✉rs q✉✐ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t ✈✐❛ ❞❡s ❜✉✛❡rs
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ■❧s ❧✐s❡♥t ❡t é❝r✐✈❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✜①❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✖✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s
s✉r ❧❡s ❛r❝s✖❞❛♥s ❝❡s ❜✉✛❡rs✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬❛❝t❡✉r A1 t❡r♠✐♥❡✱ ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ 2 ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉✛❡r
(A1, A2) ❡t ❧✬❛❝t❡✉r A2 ❡st ❛✉t♦r✐sé à ❞é♠❛rr❡r ❧♦rsq✉✬❛✉ ♠♦✐♥s 3 ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s ❝❡ ❜✉✛❡r✳

A1

A2

A3

2

5

3

5

2

3

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉❛t❛❋❧♦✇ ❛✈❡❝ 3 ❛❝t❡✉rs✳
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▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ s✬❛✈èr❡♥t très ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞✲
é❧✐s❡r ❧❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛✈❡❝ ❝♦♥✢✐ts✱ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✳ ■❧s
♦♥t ✉♥ ❢♦rt ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣r❡ss✐❢ ❡t ❧❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t ❞é❝✐❞✲
❛❜❧❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❑❛❤♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛ttr❛❝t✐❢✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❙❉❋ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❛❝t❡✉rs ♣❛r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s
❜✉✛❡rs ♣❛r ❞❡s ♣❧❛❝❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ▲❛ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐
♣♦♥❞érés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❙❉❋ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❚✲s②stè♠❡s à ♣♦✐❞s✳

A1

A2

A3

2

5

3

5

2

3

A1

A2

A3

B1

B3

B2

2

3

5

2

3

5

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❙❉❋ s✉r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✳

❉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s

▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ à ♣♦✐❞s s♦♥t ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❛t❡❧✐❡rs ✢❡①✐❜❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és✳ ▲❡s ♣♦✐❞s r❡♥❞❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡t
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❛r ♣❛q✉❡ts✱ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s
❝❡s s②stè♠❡s ❬❚❡r✉❡❧ ✾✼✱ ▲❡❡ ✽✼❜❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés❡❛✉① ♥♦♥ ♣♦♥❞érés✱
❧❡s ♣♦✐❞s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

▲❡s ❛t❡❧✐❡rs ✢❡①✐❜❧❡s✳ ❯♥ ❛t❡❧✐❡r ✢❡①✐❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ✉s✐♥❡ q✉✐ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
❝♦♠♣♦sés ❞✬❡♥t✐tés ❞✐s❝rèt❡s ❡t q✉✐ ♣❡✉t ❣ér❡r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts✳ ❯♥ ❛t❡❧✐❡r ✢❡①✐❜❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡
tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✢❡①✐❜❧❡s ✭❞❡s st❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✮✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
tr❛♥s♣♦rt ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t✳ ❯♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬✉s✐♥❡ q✉✐ ♣❡✉t ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉r tr❛♥s♣♦rt✳

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬✉♥ ❛t❡❧✐❡r ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❝ré❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝❛❣❡s ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

P♦✉r ✉♥ ❛t❡❧✐❡r ✢❡①✐❜❧❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❛ss✉r❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❞✉✐ts à ❢❛❜r✐q✉❡r✳ ▲❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ❧❡s ❛t❡❧✐❡rs s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❙✐❧✈❛ ✾✵✱ ❊③♣❡❧❡t❛ ✾✺✱ ❚❡r✉❡❧ ✾✼❪✱
❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s✳
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▲❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és✳ ❈❡s s②stè♠❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣rés❡r✈❡r t♦✉t❡s ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés
❛✉ ✜❧ ❞✉ t❡♠♣s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❜♦r♥é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t é✈✐t❡r ✉♥❡
♣❤❛s❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦ût❡✉s❡ ❡t t♦✉❥♦✉rs ❛✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r à ❧❡✉r ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ♣❡✉t
❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛♣rès ✉♥❡ ❡rr❡✉r✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡✉rs
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❡t ❛r❝s à ♣♦✐❞s✳ ❈❡s ♣♦✐❞s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❧✉❡s ♦✉ é❝r✐t❡s✳ ▲❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❡st ✉♥❡ ❡①✐❣❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥✲
t❛❧❡ q✉✐ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡t♦✉r à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧
à ♣❛rt✐r ❞❡ t♦✉t ét❛t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ré✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❞é✜♥✐t ❧❛
ré✈❡rs✐❜✐❧✐té✳

▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❙❉❋ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✈❡rs❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❡♠❜❛rq✉és ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❬▲❡❡✽✼❛✱ P✐♥♦ ✾✺✱ ❙r✐r❛♠ ✵✾❪✳

▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❈❙❉❋ ét❡♥❞❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❙❉❋ ❡♥ ❛✣♥❛♥t ❧❡s ❛❝t❡✉rs ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❤❛s❡s✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ❝②❝❧✐q✉❡♠❡♥t✳
■❧s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❬❇✐❧s❡♥ ✾✹✱ ❊♥❣❡❧s ✾✺❪ ♦ù ✐❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥
❡♥❝♦❞❡✉r ✈✐❞é♦✳ ■❧s s❡ s♦♥t ❛✈érés ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ▼P✸
❬❲✐❣❣❡rs ✵✼❜❪ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❬❇❡♥❛③♦✉③ ✶✵❪✳ ❉❡ t❡❧s
❡①❡♠♣❧❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧✳
❈❡s ❣r❛♣❤❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❞❛t❛✢♦✇ ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ré♣❛rt✐r ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❈❙❉❋ s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ✷✺✻ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❑❛❧r❛②✶✳

P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ❙❉❋ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✵✾❪ ❡t ❈❙❉❋ ❬❇❡♥❛③♦✉③ ✶✸❪✱ ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥♥✉❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✮ ❞✉
❣r❛♣❤❡✱ t❡❧❧❡s ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❬❆♥❛♣❛❧❧✐ ✵✾❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❡t
❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❜♦r♥é❡ ❬▲❡❡ ✽✼❜✱ ❚❡r✉❡❧ ✾✷✱ ❇✐❧s❡♥ ✾✺❪✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s
♣❧✉s ❧❛r❣❡s ❬❚❡r✉❡❧ ✾✼❪✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ♠♦t✐✈❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té
s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡s✳

✶❑❛❧r❛②✳ ▼❛♥②❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ✇✇✇✳❦❛❧r❛②✳❡✉✳

❱■■■



❉❡s s♦✉s✲❝❧❛ss❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦r✐❣✐♥❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❝❧❛ss❡s ❡①♣r❡ss✐✈❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❣é♥ér❛❧✐sés✱ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
é❝r✐✈❛✐♥s ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❡❝t❡✉rs ❞❡ ♠ê♠❡s ❜✉✛❡rs✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
❧❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✱ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❚✲s②stè♠❡s✳ ❈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛r❣❡✲
♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❚✲s②stè♠❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❙❉❋✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❏♦✐♥✲❋r❡❡✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t✳

▲❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ r❡str✐❝t✐♦♥ str✉❝✲
t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣♦♥❞érés✳ ❊❧❧❡ ✐♠♣♦s❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥tré❡s✱ ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s
❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛❝❡ s♦✐❡♥t é❣❛✉①✱ ❡t ❝❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é❣❛❧✐té
❞❡s ♣♦✐❞s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡s ♣❧❛❝❡s ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té✳

▲❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❡t ❧❡s ❚✲s②stè♠❡s✳ ❈❡s s②stè♠❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡
❞❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡
s♦rt✐❡✳ ▲❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡s ❚✲s②stè♠❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❡t ✉♥❡ s♦rt✐❡✳ ▲❡s ❚✲
s②stè♠❡s ❢♦r♠❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✳

▲❡s s②stè♠❡s ❏♦✐♥✲❋r❡❡✳ ❉❛♥s t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✱ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡
❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❡♥tré❡✳

▲❡s s②stè♠❡s ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✱ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ s♦rt✐❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❡t ❏♦✐♥✲❋r❡❡✳

❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ❡♥ ❋✐❣✉r❡s ✹ ❡t ✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲❡ s②stè♠❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ▲❡ rés❡❛✉ s✉r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡st
✉♥ ❏♦✐♥✲❋r❡❡✳ ▲❡ rés❡❛✉ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❡st ✉♥ ❚✲s②stè♠❡✳

◆♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❣é♥ér❛❧✐sés

▲❡s ❙❉❋✱ ♦✉ ❚✲s②stè♠❡s✱ ♦♥t été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♠❜❛r✲
q✉é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s
❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ét❡♥❞✉❡✳ ❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ❙❉❋ ❡t ❚✲s②stè♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à tr❛✐t❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❛✉t♦r✐s❛♥t ❞❡s ❝❤♦✐①✱ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡✣❝❛❝❡s✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❚✲s②stè♠❡s ❡t ❙❉❋ q✉✐ ✿

• s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ q✉✐
❛✉t♦r✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲♣r♦❣r❛♠♠❡s à é❝r✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❜✉✛❡r❀

• ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❡t ❊q✉❛❧✲
❈♦♥✢✐❝t✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❝❤♦✐① ❡✛❡❝t✉és ❧♦rs ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✜①és ❡t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❢♦r♠❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞é✜♥✐t ❧❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ à ♣♦✐❞s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❝❧❛ss❡s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
❡t ❞❡s r❛♣♣❡❧s ❞❡ rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❛ss♦❝✐és✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈✐✈❛♥t ❡t ❣❛r❛♥✲
t✐t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❜♦r♥é❡ ♣♦✉r t♦✉t ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❀ ✉♥❡ t❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ❞✐t❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡✱
♦✉ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳

◆♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ré♣❛rt✐❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸✱ ✹ ❡t ✺✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❢♦r♠❡♥t ❧❡ s✉❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❝♦♥st✐t✉❡ ♥♦tr❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❛♣rès ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ tr♦✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✲
❞❡①é❡s ✭✶✮✱ ✭✸✮ ❡t ✭✹✮ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳ ▲❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❡st ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♥♦♥ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❝❡tt❡

❳



t❤ès❡ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡ s✉❥❡t ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t q✉✐ ét✉❞✐❡ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❞❡s ❈❙❉❋✳

❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ✲ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✭✶✮✱

✭✸✮ ❡t ✭✹✮

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❝♦ût
❞✬❛♥❛❧②s❡ é❧❡✈é ❬❈❤❡♥❣ ✶✾✾✸✱ ❊s♣❛r③❛ ✶✾✾✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té✱ ❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡ ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ❬❍❛❝❦ ✶✾✼✻✱
❆r❛❦✐ ✶✾✼✼✱ ▼❛②r ✶✾✽✹❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❡st ❊❳❙P❆❈❊✲❤❛r❞ ❬❍❛❝❦
✶✾✼✹✱ ▲✐♣t♦♥ ✶✾✼✻❪✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡❢✲
✜❝❛❝❡♠❡♥t t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦rt❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧❡
s②stè♠❡ tr❛♥s❢♦r♠é✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t ❬❇❡rt❤❡❧♦t ✶✾✽✻✱ ✽✼✱ ▼✉r❛t❛
✶✾✽✾✱ ❈♦❧♦♠ ✷✵✵✸❪ ❡t s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ❞❡s
♠♦t✐❢s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡t ❧♦❝❛✉① ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t s♦✉✈❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ♠è♥❡ à
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❡✣❝❛❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❝❡s rè❣❧❡s
♥❡ ré❞✉✐s❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬❛♥❛❧②s❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦✉✈❡❧❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s
rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣♦♥❞érés ✭❣é♥ér❛❧✐sés✮ q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❞❡ ❢♦rt❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❡t
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s✱ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❢✉r❡♥t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❚✲s②stè♠❡s ❣é♥ér❛❧✐sés ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à t♦✉s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❡t ♠♦❞✐✜❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❡t ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡
✐♥✐t✐❛❧✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s
r❛t✐♦♥♥❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❜✐❡♥
❢♦r♠é❡✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ré✈❡rs✐❜✐❧✐té✳

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥❡t♦♥s ✉t✐❧❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡
t♦✉t rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❥❡t♦♥s ✉t✐❧❡s ❛✉
s②stè♠❡✱ à s❛✈♦✐r ❝❡✉① q✉✐ ✈♦♥t s❡r✈✐r à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s t✐rs ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❞♦✐✈❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡r
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡s ♣♦✐❞s ❡♥t♦✉r❛♥t ❝❡tt❡
♣❧❛❝❡✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡✱ ♥♦♠♠é❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐❡r ❞✉ s❝❛❧✐♥❣ s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t à t♦✉t s②stè♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡t ♠❡♥❛♥t à ✉♥ s②stè♠❡ t♦❦❡♥✲
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❥❡t♦♥s ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥❡t♦♥s ❡st
❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s ❡st ❣r❛♥❞❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✲
✜é❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à t♦✉s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✱ ❝❛r
✐❧s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ❬❙✐❢❛❦✐s ✼✽✱ ▼❡♠♠✐ ✽✵❪✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❚✲s②stè♠❡s ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
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❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪ ❞❡ s♦rt❡ à
❝❡ q✉❡ ❧❡ ❚✲s②stè♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ♦❜t❡♥✉ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❥❡t♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥
❞❡ s❡s ❝✐r❝✉✐ts✱ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s❛ ✈✐✈❛❝✐té✳

❈❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✶✮✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t rés❡❛✉ ❞❡ P❡tr✐ ♣♦♥❞éré ❡♥
s②stè♠❡ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♣♦♥❞éré ✭✉♥❡ ❝❧❛ss❡ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t✮✱ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ❛r❝s ♠❛♥q✉❛♥ts ❡♥tr❡ ♣❧❛❝❡s
❡t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞éq✉❛t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❝❛❧✐♥❣✱ ❞❡ s♦rt❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
s♦✐t ♣rés❡r✈é✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡✱ ❞♦♥t
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉
s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣✱ q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à t♦✉t s②s✲
tè♠❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❚✲s②stè♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❞❡ ❢♦rt❡s
♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❚✲s❡♠✐✢♦✇s ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t
♣rés❡r✈é✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ❚✲s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❝❡❧✉✐
❞✉ s②stè♠❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ❡t ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✹✮✳

❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ✲ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✭✶✮ ❡t ✭✸✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❡t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
♣♦♥❞érés ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ✭✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❧❡✉rs s♦✉s✲❝❧❛ss❡s✱ ❝♦♠✲
♣r❡♥❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✱ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❚✲s②stè♠❡s✳ ❉❡s
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s ❝❧❛ss❡s
❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✹✱ ✾✻✱ ✾✼✱ ❘❡❝❛❧❞❡ ✾✺✱ ✾✻✱ ❙✐❧✈❛ ✾✽✱ ❆♠❡r✲❨❛❤✐❛ ✾✾❛❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❞❡ t❡❧s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡st rés♦❧✉ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳

❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ rés❡❛✉ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❛ été ❝♦♥ç✉✱ ❧❡ ❞é✜ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈✐✈❛♥t✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♠❛rq✉❛❣❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❡✉❧❡s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s
♣♦✉r ❧❡s ❝✐r❝✉✐ts ❜✐❡♥ ❢♦r♠és à ♣♦✐❞s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t
♣♦♥❞éré ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉
♣♦✉r êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❬❈❤r③❛st♦✇s❦✐✲❲❛❝❤t❡❧ ✾✸✱ ❘❛♠✐r❡③✲❆❧❢♦♥s✐♥ ✾✻❪✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡tt❡
❞✐✣❝✉❧té s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ♣❧✉s ❧❛r❣❡s ❡t ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥✐t✐✲
❛✉① ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s ❡①♣r❡ss✐✈❡s✳ ❯♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❥❡t♦♥s ❡t ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

➚ ❝❡ ❥♦✉r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ✈✐✈❛♥ts ♣♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❧❡✉rs s♦✉s✲❝❧❛ss❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
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❞❡ ❥❡t♦♥s ✐♥✐t✐❛✉① ♦✉ ❡♥ t❡♠♣s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✸✱ ✾✻✱ ✾✼❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❚✲s②stè♠❡s
♣♦♥❞érés✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s
s②stè♠❡s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❛✐t ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❞✐é❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉✣s❛♥t❡s ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❡t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✱ ❝♦♥✲
tr❛st❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♦r✐❣✲
✐♥❛✉① ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ✈✐✈❛♥ts ❜♦r♥és ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té
q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① ❏♦✐♥✲❋r❡❡ éq✉✐❧✐❜rés✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ q✉❛♥t✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ ❥❡t♦♥s r❡st❡
✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ✈✐✈❛♥ts ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❏♦✐♥✲❋r❡❡
❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❝♦♥♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❞❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs
♠❛rq✉❛❣❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✱ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ❧❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣♦♥❞éré✳

❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ♥♦s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✭✶✮ ❡t ✭✸✮✳

❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮ ✲ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✭✶✮ ❡t ✭✹✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té
❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❡t ❏♦✐♥✲❋r❡❡✳ ❉❛♥s ❝❡r✲
t❛✐♥s ❝❛s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ✈✐✲
✈❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❡t ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❡①♣r❡ss✐❢s à ❧❛ ❢♦✐s ✈✐✈❛♥ts ❡t ❜♦r♥és✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ♠é♠♦✐r❡ ❜♦r♥é❡ s♦♥t ❛ss✉ré❡s✱ ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❡st ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡
♣r♦♣r✐été à êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t r❡q✉✐s❡ ♣❛r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✈✐✈❛♥t ré✈❡rs✐❜❧❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s♦♥ ❣r❛♣❤❡
❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é❡✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é❡s ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ✈✐✈❛♥ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré✈❡rs✐❜❧❡s ❡t ❞❡s s②stè♠❡s ré✈❡rs✐❜❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✈✐✈❛♥ts ❬▼✉r❛t❛ ✶✾✽✾❪✳ ▲❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❡t

❳■■■



♠é♠♦✐r❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❝❧❛ss❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣♦♥❞érés✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❚✲
s②stè♠❡s✱ ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❜♦r♥é❡✳ ❈❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪ ❝❛r ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s②stè♠❡s
❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ✈✐✈❛♥t ❜♦r♥és q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré✈❡rs✐❜❧❡s✳

❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✈✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❚✲s②stè♠❡s
❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪ ❡t ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❡st ❛✐♥s✐ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛ss✉ré❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳ ▲❡s ♠❛r✲
q✉❛❣❡s ré✈❡rs✐❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té✱ ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ✈✐✈❛♥ts ❜♦r♥és ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪ ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ t❡❧s ♠❛rq✉❛❣❡s ✈✐✈❛♥ts ré✈❡rs✐❜❧❡s
s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ t❡♠♣s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♦✉ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
❞❡ ❥❡t♦♥s ✐♥✐t✐❛✉①✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡s ré✈❡rs✐❜❧❡s ❛ été ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ✈✐✲
✈❛♥ts ❜♦r♥és ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✸❪ ❜✐❡♥ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❡t ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞é❞✐é❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ré✈❡rs✐❜❧❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ❞♦♥♥é❡s✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠❛rq✉❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① à ❧❛ ❢♦✐s
✈✐✈❛♥ts ❡t ré✈❡rs✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✶✮✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ♣❛r ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞é❞✉✐s♦♥s
❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠❛rq✉❛❣❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ✈✐✈❛♥ts ré✈❡rs✐❜❧❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s tr♦✉✲
✈és ♣♦✉r ❧❛ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ré✈❡rs✐❜✐❧✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ✜♥❛❧❡✲
♠❡♥t ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐tés ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✹✮✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ✈✐✈❛♥ts ❝♦♥s✐s✲
t❛♥ts✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t✳ ❈❡ ❢❛✐t ♥♦✉s ♠♦t✐✈❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s✉♣♣♦sés ✈✐✈❛♥ts ❝♦♥s✐st❛♥ts✱
✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ét❡♥❞
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐ ❢✉t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❬❚❡r✉❡❧
✶✾✾✼❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♠è♥❡ ❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠❛rq✉❛❣❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ✈✐✈❛♥ts ré✈❡rs✐❜❧❡s
♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠❛rq✉❛❣❡s
♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ✈✐✈❛♥ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦sé❡✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✱
❞♦♥t ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té✱ ♠é♠♦✐r❡ ❜♦r♥é❡ ❡t ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss✉ré❡s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳

❳■❱



▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡

◗✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s✳ ❉❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s r❡st❡♥t ♦✉✈❡rt❡s✳
Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ♣♦♥❞éré ♥✬❡st ♣❛s

❝♦♥♥✉❡ ❡t ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐♦♣❤❛♥t✐❡♥ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡
❬❈❤r③❛st♦✇s❦✐✲❲❛❝❤t❡❧ ✾✸✱ ❘❛♠✐r❡③✲❆❧❢♦♥s✐♥ ✾✻❪✳ ❖♥ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ré✈❡rs✐❜✐❧✐té✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❏♦✐♥✲❋r❡❡
♣♦♥❞érés ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡s ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ r❡t✐r❡ ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦✲
♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ❛tt❡♥❞❡♥t
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡✉rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥ ❡♥tré❡ s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡r♠✐s❡s❀ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞✬❛✈♦✐r ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡♥❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❞✐st✐♥❣❛❜❧❡s✳ ❇✐❡♥
q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ s♦✐t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✱ ❡t q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s✱ s❡✉❧s ❞❡s rés✉❧t❛ts str✉❝t✉r❡❧s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐ts ✈✐❛ ❞✉❛❧✐té✱ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠✲
♣❧èt❡♠❡♥t ♠❛îtr✐sé✳

❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✳ ❉❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛✲
t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été tr♦✉✈é❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s rés❡❛✉①
❞❡ P❡tr✐ ♣♦♥❞érés✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❀ ❝❡♣❡♥✲
❞❛♥t ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ♥✬❛ été ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡s ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ à ♣♦✐❞s✳ ❉♦ré♥❛✈❛♥t✱
❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ét✉❞✐é❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ♣♦♥❞érés ❡♥ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡
♣♦♥❞érés ♣♦✉rr❛✐t ❛✉t♦r✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲
❝❧❛ss❡ à t♦✉s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳

Pr♦♣r✐étés ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ t❡♠♣♦r✐sés✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ♦♥t ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s✱ q✉✐ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✳
◗✉❛♥❞ ❧❡ t❡♠♣s ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t
êtr❡ ét❛❜❧✐❡✳ ❉❡s ❜♦r♥❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ s②stè♠❡ ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❚✲s②stè♠❡s
à ♣♦✐❞s ❬❇❡♥❛❜✐❞✲◆❛❥❥❛r ✷✵✶✷❪ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉❡s à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣❧✉s ❧❛r❣❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é❡s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✳

❉❛♥s ❧❡s ❝❧❛ss❡s q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❞❡s ❝❤♦✐①✱ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ét✉❞✐é❡s✱
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❬❇♦✉✐❧❧❛r❞ ✵✺❛❪✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❡✉t ❛✉ss✐
s✉✐✈r❡ ❧❛ ♣✐st❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❬❇♦✉✐❧❧❛r❞ ✵✺❜❪✳

▲❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s②stè♠❡s ré❡❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞✉❧❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦♥t été ❡①♣❧♦ré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛❞éq✉❛ts t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞és✐ré❡s✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣♦♥❞éré❡s q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐✈❡s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❚✲s②stè♠❡
à ♣♦✐❞s ❬❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✻✱ ❘❡❝❛❧❞❡ ✾✽❪✳

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❉❛t❛✢♦✇✱ ❞❡ t❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❡♥t ❛✉ss✐✳ ▲❡s ❙❉❋ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s

❳❱



❛✈❡❝ ♠é♠♦✐r❡s ❋■❋❖ ♣❛rt❛❣é❡s ❬❚r✐♣❛❦✐s ✷✵✶✸❪ ❡t ❧❡s ❙❉❋ ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬P✐❛t ✷✵✵✾❪
s♦♥t ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❙❉❋✳

P❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛✣♥❡♠❡♥t ❢✉r❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à r❡♠✲
♣❧❛❝❡r ❞❡s ♥♦❡✉❞s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉✱ s❡❧♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s s♣é❝✐❛❧❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ✈♦✉❧✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❈❙❉❋ ét❡♥❞❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❉❋ ❡♥ ❛✣♥❛♥t ❧❡s
❛❝t❡✉rs ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❤❛s❡s ❬❇✐❧s❡♥ ✶✾✾✺❪✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛✣♥❡♠❡♥t ❢✉r❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡
ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❬❙✉③✉❦✐ ✶✾✾✸✱ ❇r❛✉❡r ✶✾✾✵❪✳

❯♥❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❡t ❞✬❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♣♦ss✐✲
❜❧❡✱ ❧✐❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♠✉♥❛✉tés✳

▲✐st❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❘❡✈✉❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ✿

✭✶✮ ❚❤♦♠❛s ❍✉❥s❛✱ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❉❡❧♦s♠❡✱ ❛♥❞ ❆❧✐① ▼✉♥✐❡r✲❑♦r❞♦♥✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ✐♥ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s ✭❚❊❈❙✮✱ ❱♦❧✳ ✶✸✱ ◆♦✳ ✶✹✶✱ ♣❛❣❡s ✶✕✷✺✱
❏✉❧② ✷✵✶✹✳ ❆❈▼ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳

❈❡tt❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✭✸✮✱ ❞ét❛✐❧❧❛♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✮✱ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡s ♠❛rq✉❛❣❡s ✈✐✈❛♥ts ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ❡t ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s
♣r❡♠✐❡rs ♠❛rq✉❛❣❡s ✈✐✈❛♥ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❋♦r❦✲
❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳

❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ✿

✭✷✮ ▼♦❤❛♠❡❞ ❇❡♥❛③♦✉③✱ ❆❧✐① ▼✉♥✐❡r✲❑♦r❞♦♥✱ ❚❤♦♠❛s ❍✉❥s❛✱ ❛♥❞ ❇r✉♥♦ ❇♦❞✐♥✳ ▲✐✈❡✲
♥❡ss ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝②❝❧♦✲st❛t✐❝ ❉❛t❛❋❧♦✇ ❣r❛♣❤✳ ■♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✺✵t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❉❡s✐❣♥
❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❉❆❈✬✶✸✮✱ ♣❛❣❡s ✶✕✼✱ ❆✉st✐♥✱ ❚❡①❛s✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✸✳ ❆❈▼ ◆❡✇ ❨♦r❦✱
◆❨✱ ❯❙❆ ✴ ❊❉❆❈ ✴ ■❊❊❊✳

❈❡tt❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ♣♦✉r
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❈❙❉❋✱ q✉✐ ❛✣♥❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❙❉❋ ❛✈❡❝ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣❤❛s❡s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧❡s ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ✈✐✈❛❝✐té ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té❡✳

✭✸✮ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❉❡❧♦s♠❡✱ ❚❤♦♠❛s ❍✉❥s❛✱ ❛♥❞ ❆❧✐① ▼✉♥✐❡r✲❑♦r❞♦♥✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙✉✣❝✐❡♥t
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❲❡❧❧✲❇❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❢♦r ❲❡✐❣❤t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❙②st❡♠s✳ ■♥ ♣r♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✸t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝② t♦ ❙②st❡♠

❳❱■



❉❡s✐❣♥ ✭❆❈❙❉✬✶✸✮✱ ♣❛❣❡s ✾✵✕✾✾✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ❏✉❧② ✷✵✶✸✳ ■❊❊❊✳

❈❡tt❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s à t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡s rés❡❛✉①
❞❡ P❡tr✐ à ♣♦✐❞s✱ ♣rés❡r✈❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦rt❡s ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✮✱ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❧❡s
♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❡t
❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳

✭✹✮ ❚❤♦♠❛s ❍✉❥s❛✱ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❉❡❧♦s♠❡✱ ❛♥❞ ❆❧✐① ▼✉♥✐❡r✲❑♦r❞♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❲❡❧❧✲❇❡❤❛✈❡❞ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❙②st❡♠s✳ ■♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ✭P❡tr✐ ◆❡ts✬✶✹✮✱ ♣❛❣❡s ✸✸✹✕✸✺✸✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ▲◆❈❙✳

❈❡tt❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ✈✐✈❛♥ts ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❜✐❡♥
❢♦r♠és✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❡t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❞❡ ✈✐✈❛❝✐té ❡t ré✈❡rs✐❜✐❧✐té s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✮✳
❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❡♥ ❚✲s②stè♠❡s ❜✐❡♥
❢♦r♠és é❝❧❛✐r❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳
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❆❜str❛❝t

▼❛♥② r❡❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ❡♠❜❡❞✲
❞❡❞ s②st❡♠s✱ ♠❛② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❝❛♥
❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❡❛r❧② ♦♥ ❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❤❛s❡✱ t❤✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❝♦st❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s②st❡♠s✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t t❤r❡❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❧✐✈❡♥❡ss✱
✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛❝t✐✈❡ ♦✈❡r t✐♠❡❀ ❜♦✉♥❞❡❞✲
♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢
r❡ss♦✉r❝❡s❀ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s ❛ ❝♦st❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛s ❤♦✇❡✈❡r ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ❞✐✣❝✉❧t s✐♥❝❡ ♠♦st ❡①✐st✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❇② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐✈❡ s✉❜❝❧❛ss❡s
♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❡♥s✉r❡ ❧✐✈❡♥❡ss✱ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss
❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❇② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✇❡
♠❡❛♥ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞
❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ✇❤✐❧❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❚❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡❧✐♥❡❛t❡ s❡✈❡r❛❧ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts t❤❛t
❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ✇❤♦s❡ str✉❝t✉r❡
❡♥s✉r❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐✈❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ st✉❞② t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲
❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✇❤♦s❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt②
✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛r❦✲
✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞
r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❧✐✈❡
❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧
♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t s✉❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s
❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤ts s❡✈❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐✈❡ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts t❤❛t ❛r❡ ✉s❡✲
❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ r❡❛❧ s②st❡♠s✳
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❈♦♥t❡♥ts
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❆ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❉②♥❛♠✐❝ ❙②st❡♠s ✭❉❊❉❙✮ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣❛st ❝❡♥t✉r②✳ ❆✉t♦♠❛t❛ ❛♥❞ P❡tr✐ ♥❡t ❢♦r♠❛❧✐s♠s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤✐s t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛r❡ st✐❧❧ ✢♦✉r✐s❤✐♥❣ t♦❞❛②✳

■♥ ❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✶✾✻✷✱ ❈❛r❧ ❆❞❛♠ P❡tr✐ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡s✴tr❛♥s✐t✐♦♥s
♥❡ts ✭P❡tr✐ ♥❡ts✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞
s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ♥❡ts ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ st❛t❡s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♣❧❛❝❡s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t♦❦❡♥s✱ ❛♥❞ st❛t❡ ♠♦❞✐✜❡rs✱ ❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢
❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✱ ❝♦♥✢✐❝ts ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✳ ❚❤✐s
❤✐❣❤❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ♥♦t ❚✉r✐♥❣✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢
♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞
❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ♦r ❝♦♥s✐❞❡r st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡❧②✳ ❙✉❝❤ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❥✉st✐❢② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts ❢♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
s②st❡♠s✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝✐r❝✉✐ts✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②st❡♠s✳✳✳

❊♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t ❢✉❧❧② ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡
t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ♦✈❡r t✐♠❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡t② ♦❢ t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✉s❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠✲
♦r②✳ ❙✉❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥
P❡tr✐ ♥❡ts ❛r❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡❛❧ s②st❡♠s ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦st❧②
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❢r♦♠ ❛♥②
r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ P❡tr✐ ♥❡ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ P❡tr✐ ♥❡ts
❞❛t❛ ✐s ❛❜str❛❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t♦❦❡♥s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ✇❤✐❧❡
❧❡❛✈✐♥❣ ♦✉t t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠✬s st❛t❡ ❛r❡ ❧❡❢t ♦✉t ✐♥ t❤❡ P❡tr✐
♥❡t ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ ❜❛r❡ ❜♦♥❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t♦❦❡♥s✱
t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r ♠❛r❦✐♥❣s✳
❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜✉✛❡rs ❜② ♣❧❛❝❡s✱ s✉❜♣r♦❣r❛♠s ❜② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s✉❜♣r♦❣r❛♠s
❜② ❛r❝s✱ P❡tr✐ ♥❡ts ❛r❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠❛❦✐♥❣ s✉r❡ t❤❛t ✉s❡❢✉❧
❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❝♦st❧②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ♦❝❝✉r ❛❢t❡r✇❛r❞s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢
❛ ❤✐❣❤ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❛r❡
❊❳P❙P❆❈❊✲❤❛r❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t♦ ♣r♦♣❡r s✉❜❝❧❛ss❡s✳ ❍❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❛❧s♦
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡
❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐✈❡ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ✇✐t❤ ❛
✈✐❡✇ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳

✸



✶✳✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❛rt r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✇❡ ♠♦t✐✈❛t❡ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ P❡tr✐ ♥❡t
♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts
♦♥ P❡tr✐ ♥❡ts t❤❛t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♦✉r ✐ss✉❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳

✶✳✷ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✶✳✷✳✶ ❊①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s

❲❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ♦❢ ❑❛❤♥ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ❣r❛♣❤s ✭❙❉❋✮✳
❲❡ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❙❉❋ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❚✲s②st❡♠s✳ ❲❡
✜♥❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡ ♦✉r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ P❡tr✐ ♥❡t ❢♦r♠❛❧✐s♠✳

✶✳✷✳✶✳✶ ❑❛❤♥ ❣r❛♣❤s

❑❛❤♥ ❣r❛♣❤s ❬❑❛❤♥ ✶✾✼✹❪ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛✢♦✇ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛
❑❛❤♥ ❣r❛♣❤ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡
❜✉✛❡rs ❬P❛r❦s ✶✾✾✺❪✳ ❙✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡ s✉✣✲
❝✐❡♥t ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ✇✐t❤ tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ ❛ ❑❛❤♥ ❣r❛♣❤ ♦r ✏❑❛❤♥ Pr♦❝❡ss ◆❡t✇♦r❦✑✱ t❤❡ s✉❜♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ♥❛♠❡❞ ✏❛❝t♦rs✑ ❛♥❞
s❡♥❞ ❞❛t❛ ✐t❡♠s t♦ ♦t❤❡r ❛❝t♦rs ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥♣✉ts ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳

❉❛t❛ ✐t❡♠s ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛❝t♦r t♦ ❛♥♦t❤❡r ✈✐❛ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❋■❋❖ ❜✉✛❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛r❝✳ ❊❛❝❤ ❛❝t♦r ♠❛② ❜❧♦❝❦ ✇❤❡♥ r❡❛❞✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❛✐t✐♥❣
❢♦r ♥❡✇ ❞❛t❛ ✐t❡♠s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✱ t❤❡ ❛❝t♦r A1 s❡♥❞s ❞❛t❛ ✐t❡♠s t♦ A2 ✐❢ x = 0✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❝❛s❡ t❤❡② ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r (A1, A2)✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t s❡♥❞s t❤❡♠ t♦ A3✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❝❛s❡ t❤❡② ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r (A1, A3)✳

A1

A2

A3

x = 0

x <> 0

❆❝t♦r A1

✐❢ ✭x = 0✮ t❤❡♥
s❡♥❞ ❛ ❞❛t❛ ✐t❡♠ t♦ A2

❡❧s❡
s❡♥❞ ❛ ❞❛t❛ ✐t❡♠ t♦ A3

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❆ ❑❛❤♥ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t♦r A1✳

✹



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✷✳✶✳✷ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉❛t❛❋❧♦✇ ✭❙❉❋✮ ❛♥❞ ❈②❝❧♦✲❙t❛t✐❝ ❉❛t❛❋❧♦✇ ✭❈❙❉❋✮

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✭❙❉❋✮ ❬▲❡❡ ✶✾✽✼❛✱ ▲❡❡ ✶✾✽✼❜❪ ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥
t♦ ❈②❝❧♦✲❙t❛t✐❝ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✭❈❙❉❋✮ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♣❤❛s❡s ❬❊♥❣❡❧s ✶✾✾✹✱ ❇✐❧s❡♥ ✶✾✾✺❪ ❛r❡ s♣❡✲
❝✐❛❧ ❞❛t❛ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳
❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥②✖♦❢t❡♥ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛✖❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ▼P✸ ♣❧❛②❜❛❝❦
❬❲✐❣❣❡rs ✷✵✵✼❛❪✳

■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❑❛❤♥ ❣r❛♣❤s✱ ❙❉❋s ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② r❡str✐❝t❡❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✿ s✉❜♣r♦❣r❛♠s
r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ✇❛✐t ❢♦r ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥✲
♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❜✉✛❡r ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✇r✐t❡r ❛♥❞ ♦♥❡ r❡❛❞❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭❞❡❛❞❧♦❝❦✮ ♠❛② ♦❝❝✉r✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ r❡♣✲
r❡s❡♥ts ❛♥ ❙❉❋ ✇✐t❤ 3 ❛❝t♦rs t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜✉✛❡rs✳ ❚❤❡② r❡❛❞
❛♥❞ ✇r✐t❡ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✖✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ✇❡✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ❛r❝s✖✐♥t♦ t❤❡s❡ ❜✉✛❡rs✳
❲❤❡♥ ❛❝t♦r A1 t❡r♠✐♥❛t❡s✱ ✐t s❡♥❞s 2 ❞❛t❛ ✐t❡♠s t♦ t❤❡ ❜✉✛❡r (A1, A2) ❛♥❞ ❛❝t♦r A2 ✐s
❡♥❛❜❧❡❞ ❢♦r st❛rt✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛t ❧❡❛st 3 ❞❛t❛ ✐t❡♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❛t ❜✉✛❡r✳

A1

A2

A3

2

5

3

5

2

3

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❆ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉❛t❛❋❧♦✇ ✇✐t❤ 3 ❛❝t♦rs✳

❚❤❡ ❧♦✇ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✖
t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✖t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛♥ ❙❉❋ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜✉✛❡r s✐③❡s
♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳

✶✳✷✳✶✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ P❡tr✐ ♥❡ts

P❡tr✐ ♥❡ts ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ✉s❡❢✉❧ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ❝♦♥✢✐❝ts✱ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ✇❤✐❧❡✱ ✐♥ ❝♦♥str❛st ✇✐t❤
❑❛❤♥ ❣r❛♣❤s✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❬▼✉r❛t❛ ✶✾✽✾✱ ❊s♣❛r③❛ ✶✾✾✽❪✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥ ❙❉❋ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❝t♦rs ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❜✉✛❡rs ✇✐t❤ ♣❧❛❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳

✺



✶✳✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

A1

A2

A3

2

5

3

5

2

3

A1

A2

A3

B1

B2

B3

2

3

5

2

3

5

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚❤❡ ❙❉❋ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ P❡tr✐ ♥❡t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳

P❡tr✐ ♥❡ts s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉t♣✉t ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❚✲s②st❡♠s✱ ♦r ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮ ❡✈❡♥t ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❚✲s②st❡♠s
s✉❜s✉♠❡s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❙❉❋✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ st✉❞②✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❚✲s②st❡♠s ❛♠♦✉♥ts t♦
❞♦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❙❉❋s✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ P❡tr✐ ♥❡t ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❖✉r ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ P❡tr✐ ♥❡t ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ ♦❢ ❛ ✈❡r② r✐❝❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡ts✳

✶✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ❛r❡ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❋❧❡①✐❜❧❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙②st❡♠s ✭❋▼❙✮
❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♠❛❦❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜✉❧❦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✱ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼✱
▲❡❡ ✶✾✽✼❜❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ✭♥♦♥✲✇❡✐❣❤t❡❞✮ ♥❡ts✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛❧❧♦✇ ❛
♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

✶✳✷✳✷✳✶ ❋❧❡①✐❜❧❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙②st❡♠s ✭❋▼❙✮

❆ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②st❡♠✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✐s ❛ ❢❛❝t♦r② t❤❛t ❤❛♥❞❧❡s
♠❛t❡r✐❛❧s ♠❛❞❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥t✐t✐❡s✳

❆ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝t
❢❛♠✐❧✐❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♠❛♥❛❣❡ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝t ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❆♥ ❋▼❙ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts✿ ❛ s❡t ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✭✇♦r❦st❛t✐♦♥s✮✱ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s♣♦rt
s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ s②st❡♠✳

❆ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭❲P✮ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡
❛ ♣r♦❞✉❝t✳

❆ s②st❡♠ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❤♦❧❞ ❛ ♣r♦❞✉❝t✱ ❡✳❣✳ ❢♦r
tr❛♥s♣♦rt✳

✻



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❛♥ ❋▼❙ ❝♦♠♣❡t❡ ❢♦r ❛ s❛♠❡ s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✱
✐♥❞✉❝✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s t❤❛t ❜❧♦❝❦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦r❞❡rs✳ ❋♦r ❋▼❙✱ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②
❡♥s✉r❡s t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡s ♦✈❡r t✐♠❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t♦ ❛❞❞ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝ts t♦ ❜❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ ❝②❝❧✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❋♦r ❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❙✐❧✈❛ ✶✾✾✵✱ ❊③♣❡❧❡t❛ ✶✾✾✺✱
❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❊♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s

❊♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❛❧❧ t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞
♠❡♠♦r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❝♦st❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇s ♣❡r✐♦❞✐❝
s❝❤❡❞✉❧❡s✱ ♠❛② ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❡rr♦r r❡❝♦✈❡r②✱ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜②
♣❧❛❝❡s ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛r❝s✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ❛r❝s r❡♣r❡s❡♥t ❛♠♦✉♥ts ♦❢ r❡❛❞ ♦r ✇r✐tt❡♥
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✐s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞
❛s t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❢r♦♠ ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡
st❛t❡ ✭❛ r❡s❡t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

❙❉❋ ❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥
❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❉✐❣✐t❛❧ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭❉❙P✮
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬▲❡❡ ✶✾✽✼❛✱ P✐♥♦ ✶✾✾✺✱ ❙r✐r❛♠ ✷✵✵✾❪✳

❈❙❉❋ ❣r❛♣❤s ❡①t❡♥❞ ❙❉❋s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♣❤❛s❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❊♥❣❡❧s ✶✾✾✹✱
❇✐❧s❡♥ ✶✾✾✺❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ✈✐❞❡♦ ❡♥❝♦❞❡r✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ✉s❡❢✉❧
t♦ ♠♦❞❡❧ ▼P✸ ♣❧❛②❜❛❝❦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❲✐❣❣❡rs ✷✵✵✼❜❪ ❛♥❞ ❛ ❘❡❡❞✲❙♦❧♦♠♦♥ ❉❡❝♦❞❡r ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❬❇❡♥❛③♦✉③ ✷✵✶✵❪✳ ❙✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❉❙P s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❛♣ ❛
❈❙❉❋ ❣r❛♣❤ ♦♥ t❤❡ ▼❛ss✐✈❡❧② P❛r❛❧❧❡❧ Pr♦❝❡ss♦r ❆rr❛② ✭▼PP❆✱ ✷✺✻ ♣r♦❝❡ss♦rs✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② ❑❛❧r❛② ❝♦♠♣❛♥②✶✳

❙❡✈❡r❛❧ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❧✐✈❡♥❡ss ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❙❉❋ ❣r❛♣❤s
❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❈❙❉❋ ❣r❛♣❤s ❬❇❡♥❛③♦✉③ ✷✵✶✸❪✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥
♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ✉s❡ ❛ ❝♦st❧② s②♠❜♦❧✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❬❇❡♥❛③♦✉③ ✷✵✶✸✱ ❆♥❛♣❛❧❧✐ ✷✵✵✾❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞
❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬▲❡❡ ✶✾✽✼❜✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✷✱ ❇✐❧s❡♥ ✶✾✾✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r
❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐♥
♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝❧❛ss❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✶❑❛❧r❛②✳ ▼❛♥②❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ✇✇✇✳❦❛❧r❛②✳❡✉✳

✼



✶✳✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✶✳✷✳✸ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t r❡s✉❧ts ♦♥ P❡tr✐ ♥❡ts

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦✉r ✐ss✉❡ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❲❡ ✜rst
r❡✈✐❡✇ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ✭❤✐❣❤✮ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳
❲❡ ❞❡♣✐❝t ✐♥❢♦r♠❛❧❧② s♦♠❡ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡
❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❚✲s②st❡♠s✱ t❤✉s ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙❉❋ ❣r❛♣❤s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡
st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ P❡tr✐ ♥❡ts✳

❙♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❚❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣
✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡✖❛ ♠❛r❦✐♥❣✖t❤❛t ✐s ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛ st❛t❡ ♥♦t
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥② ❛❝t✐♦♥✖t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✐❢
❛ P❡tr✐ ♥❡t ✐s ❧✐✈❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✜r❡❞ ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s
❢r♦♠ ❛♥② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣✳

❉❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❛tt❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛r❦✐♥❣ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣
❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛ ♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠
❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ✐❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣
❞❡✜♥❡s t❤❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦r ❤♦♠❡ st❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣
✐s ❛ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ s♦❧✈❡s t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✳

▼❛♥② P❡tr✐ ♥❡ts ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢
❢❛❝t✱ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❊❳P❙P❆❈❊✲❤❛r❞ ❬▲✐♣t♦♥ ✶✾✼✻✱
❈❤❡♥❣ ✶✾✾✸❪✳ ❚❤❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❬❆r❛❦✐ ✶✾✼✼✱
❞❡ ❋r✉t♦s ❊s❝r✐❣ ✶✾✽✾❪ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥✳

❊①♣r❡ss✐✈❡ s✉❜❝❧❛ss❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s✱ ♣r♦♣❡r s✉❜❝❧❛ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❙✲s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❞✉❛❧
♦❢ ❚✲s②st❡♠s❀ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ❚✲s②st❡♠ ❛ ♣❧❛❝❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉t♣✉t✱
t❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❙✲s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❙✲s②st❡♠s ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡s s✐♥❝❡ t❤❡✐r
♣❧❛❝❡s ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♦✉t♣✉ts✱ t❤✉s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳

❲❡✐❣❤t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❚✲s②st❡♠s ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣
♣❧❛❝❡s t♦ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉ts✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✇❡r
♦❢ ❙✲s②st❡♠s ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts✳ ❚❤❡ s②st❡♠s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s✱ ❤❡♥❝❡ ✐♥❤❡r✐t✐♥❣ t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ✭❋❆✮ s②st❡♠s✳

❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❝❧❛ss ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞
❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ t❤❡ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

✽



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✳ ❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥❡t ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✖t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✖✇❤✐❧❡
❛ ❧✐♠✐t❡❞ ✉s❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✐s ❡♥s✉r❡❞✖t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥❡ss ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss
❬❙✐❢❛❦✐s ✶✾✼✽✱ ▼❡♠♠✐ ✶✾✽✵❪✳

❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞
❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ✭♥♦♥✲✇❡✐❣❤t❡❞✮ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡
♥❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ♠♦r❡ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ t❤❛♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts ❜✉t ❧❛❝❦✲
✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❬❉❡s❡❧ ✶✾✾✺❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r
❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪ ❛♥❞ ♦r❞✐✲
♥❛r② ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✳ ❋♦r s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡
♥❡❝❡ss❛r② ♦r s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❛t✐♦♥s ❬❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✺✱ ❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✻✱ ❙✐❧✈❛ ✶✾✾✽❪✳ ❋♦r t❤❡ ❝❧❛ss❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱
♥❛♠❡❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts ✇✐t❤ t❤❡✐r s✉❜❝❧❛ss❡s✱ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss
✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✹✱ ❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✻✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼✱ ❆♠❡r✲❨❛❤✐❛ ✶✾✾✾❛❪✳

❲❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡♥s✉r✐♥❣
❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛❧❧❡❞ ✏✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss✑✳ P♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❧❛ss❡s✱ ❡✈❡♥ ❢♦r
✇❡✐❣❤t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts✱ ❛♥❞ ♠❛② ♥♦t ❡①✐st✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❋r♦❜❡♥✐✉s ❬❈❤r③❛st♦✇s❦✐✲❲❛❝❤t❡❧ ✶✾✾✸❪✳ ❚❤✉s✱ ✜♥❞✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t✖❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✖
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss t❤❛t ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s
✇♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s✐♠♣❧② q✉❛❧✐❢② s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛s ✏♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ s✉❝❤ r❡❧❛①❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡❛s② t♦ ❞✐s❝♦✈❡r✳ ❖♥❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ r❡❝❡♥t❧② ❢♦r ❚✲s②st❡♠s ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳ ■♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛♥❞
s♦♠❡ ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s✱ ♦♥❧② ❝♦st❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✻✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✱
✉s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s✱ ❢♦r❜✐❞❞✐♥❣ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❧ s②st❡♠s✳ ◆❡❝❡ss❛r② ❜✉t ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✲
♥❡ss ❛❧s♦ ❡①✐st ❬❆♠❡r✲❨❛❤✐❛ ✶✾✾✾❜❪✳ ❖t❤❡r r❡s✉❧ts ❡♥❝♦♠♣❛ss ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s
♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♦r❞✐♥❛r② ❝❧❛ss❡s ❬❇❛r❦❛♦✉✐ ✶✾✾✷✱ ❈❤❛♦ ✷✵✵✶✱ ❆❧✐♠♦♥t✐ ✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ♥♦♥✲
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥❡s ✐❢ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❬❇❛r❦❛♦✉✐ ✶✾✾✻✱ ❏✐❛♦ ✷✵✵✹❪✳
❲❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

❍♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❍♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❛r❡ ♠❛r❦✐♥❣s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞
❢r♦♠ ❛♥② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣❀ t❤❡② r❡✢❡❝t ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝②❝❧✐❝✐t②✳ ❯s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡② ❛✈♦✐❞ ❛ tr❛♥s✐❡♥t ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s ♦❢t❡♥
r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ ❛ st❡❛❞② ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❇❡s✐❞❡s✱ s✉❝❤ ♠❛r❦✐♥❣s
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡② ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✈❛❧✲
✐❞❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧✐✈❡ ❛♥❞ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❛r❡ ♥♦t
❛❧✇❛②s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❬▼✉r❛t❛ ✶✾✽✾❪✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ♥♦♥✲✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ✇✐t♥❡ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t②

✾



✶✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡s✐s ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ s②st❡♠s✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✷❪ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❧❛ss❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❤♦♠❡
♠❛r❦✐♥❣s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✸✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻✱ ❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✽✱ ❙✐❧✈❛ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s st❛t❡❞✱
❛♥❞ ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❜✉✐❧❞ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧
t♦❦❡♥s ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ❢♦r ♠♦st ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❧❛ss❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s✳

❲❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♥s✐❞❡rs
♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② r❡str✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
✇❡✐❣❤t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛t ❛✈♦✐❞ ♥❛✐✈❡
❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✐♠ ❛t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♥❡t ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦r ♦t❤❡r
str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦st ✐s ❧♦✇❡r ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♥❡t✳ ▼❛♥② tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s r✉❧❡s t❤❛t ❛♣♣❧② t♦ s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❛❧ ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ♦❢t❡♥ r❡❞✉❝❡
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡✣❝✐❡♥t s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬❇❡rt❤❡❧♦t ✶✾✽✻✱ ❇❡rt❤❡❧♦t ✶✾✽✼✱
▼✉r❛t❛ ✶✾✽✾✱ ❈♦❧♦♠ ✷✵✵✸❪✳

❙tr✉❝t✉r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s st✉❞② t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ✐♠♣❛❝t
♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ♥♦t❛❜❧② ❢♦r str✉❝t✉r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ s✉❜❝❧❛ss❡s✳ ◆❡t
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥❡ts ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s✳

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡s✐s ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❙❉❋s✱ ♦r t❤❡ ❚✲s②st❡♠s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✱ ♠♦❞❡❧ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❤❛s t♦ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤✉s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❙❉❋s ❛♥❞ ❚✲s②st❡♠s ✐♥
♦r❞❡r t♦ tr❡❛t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ✈✐❡✇ t♦ ♦✛❡r✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t
❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚✲s②st❡♠s ❛♥❞ ❙❉❋s t❤❛t

• ❛r❡ str✐❝t❧② ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ str✉❝t✉r❛❧❧②✱ ❛s ❛r❡ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
❝❧❛ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ s❡✈❡r❛❧ s✉❜♣r♦❣r❛♠s t♦ ✇r✐t❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉✛❡r✱ ✇✐t❤ ♦♣t✐♦♥❛❧
✭r❡str✐❝t❡❞✮ ❝❤♦✐❝❡s❀

• ♣❡r♠✐t ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❛s ❛r❡ t❤❡ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✜①❡❞ ❛♥❞
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠s✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✳

✶✵



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞
P❡tr✐ ♥❡ts t❤❛t ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s
✐♥ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛❧❧ P❡tr✐ ♥❡ts ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡s ♦♥❧②
t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✳ ❲❡ ❛❧s♦
❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❛❧✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t♦❦❡♥s t♦ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡r② ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲
❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❚✲s②st❡♠ ✇✐t❤ str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥❡✇ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜rst
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❛r❦✐♥❣s ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

❚♦ ✜♥❞ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜rst ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t♦
❜❛❧❛♥❝❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ✐t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ❛❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠s t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡
s②st❡♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡s❡ ♥❡✇ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ s②st❡♠s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② s✐③❡❞
✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡
✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥s s②st❡♠s✳ ❲❡ t❤❡♥ st✉❞② t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡
❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s✉❜❝❧❛ss✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥♦t❤❡r ♦r✐❣✐♥❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ t❤✐s ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡
❝❧❛ss✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ✜rst ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②

✶✶



✶✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡s✐s ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❢♦r ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
t❤❛t ✇❛s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞
❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡
♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s r❡✲
♠♦✈❡❞✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❛❜❧❡ ✐♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤♦s❡
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳

❚❤❡s✐s ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱
✇✐t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡❝❛❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✉❜❝❧❛ss❡s
st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r♠ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡
❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt②
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❢♦r♠s ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✶✷





Chapter 2
❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

❈♦♥t❡♥ts
✷✳✶ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✶✳✶ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ♥❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✶✳✷ ▼❛r❦✐♥❣s✱ s②st❡♠s✱ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✷✳✶ ❉❡❛❞❧♦❝❦s✱ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✷✳✷ ❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✷✳✸ ❍♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✷✳✹ ❙❡♠✐✢♦✇s✱ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✸ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✸✳✶ ❈♦♥✢✐❝ts ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡✲♣❧❛❝❡s✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✸✳✷ P✲✭❚✲✮s✉❜♥❡ts✱ P✲✭❚✲✮s✉❜s②st❡♠s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✸✳✸ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s maxp ❛♥❞ gcdp ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✸✳✹ ❍♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛✲
t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❧❡ss ❝♦♠♠♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♥❛♠❡❧② ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r s✉❜❝❧❛ss❡s
❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❢♦r t❤❡s❡ ♥❡ts
❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts ❜② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✷✳✶ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❆❢t❡r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥❡ts ❛♥❞ t❤❡✐r s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♥❡ts✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♠❛r❦✐♥❣s ❛♥❞ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳

✷✳✶✳✶ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ♥❡ts

❆ ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ ♥❡t ✐s ❛ tr✐♣❧❡ N = (P, T,W ) ✇❤❡r❡✿

− t❤❡ s❡ts P ❛♥❞ T ❛r❡ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥t✱ T ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ P ♦♥❧② ♣❧❛❝❡s✱

− W : (P × T ) ∪ (T × P ) 7→ ◆ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

P ∪ T ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✳

❆♥ ❛r❝ ✐s ♣r❡s❡♥t ❢r♦♠ ❛ ♣❧❛❝❡ p t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t t♦ ❛ ♣❧❛❝❡
p✮ ✐❢ W (p, t) > 0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② W (t, p) > 0✮✳ ❆♥ ♦r❞✐♥❛r② ♥❡t ✐s ❛ ♥❡t ✇❤♦s❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥
W t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ {0, 1}✳

❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ♥❡t N = (P, T,W ) ✐s ❛ ♣❧❛❝❡✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① C ❞❡✜♥❡❞ ❛s

∀p ∈ P ∀t ∈ T, C[p, t] = W (t, p)−W (p, t)

✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❡①✐st✐♥❣ ❛r❝ ✐s 0✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ W ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② t✇♦ ♣❧❛❝❡✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Pre ❛♥❞ Post ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ∀p ∈ P ✱ ∀t ∈ T ✱
Pre[p, t] = W (p, t) ❛♥❞ Post[p, t] = W (t, p)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❛s C = Post − Pre✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❛tr✐❝❡s✱ ✐❢ C ❞❡♥♦t❡s ❛ ♠❛tr✐①✱ α ❛
s✉❜s❡t ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ β ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✇❡ ♥♦t❡ C[α, β] t❤❡ ❧❛r❣❡st s✉❜♠❛tr✐① ♦❢ C ✇❤♦s❡
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ r♦✇ ♦❢ α ❛♥❞ t♦ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ β✳

❚❤❡ ♣r❡✲s❡t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t x ♦❢ P ∪ T ✐s t❤❡ s❡t {w|W (w, x) > 0}✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② •x✳ ❇②
❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❢♦r ❛♥② s✉❜s❡t E ♦❢ P ♦r T ✱ •E =

⋃
x∈E

•x✳

❚❤❡ ♣♦st✲s❡t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t x ♦❢ P ∪ T ✐s t❤❡ s❡t {y|W (x, y) > 0}✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② x•✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ E• =

⋃
x∈E x•✳

✶✺



✷✳✶✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥❡t ✇✐t❤ ✐ts ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✇✐t❤ ♥♦t❛t✐♦♥s✳

p1

p2

p3

1

1

2

1

1
1

1
t1

t2

t3
1 1 ✲2
0 ✲1 1
✲1 0 1







p1
p2
p3

t1 t2 t3

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥❡t ❛♥❞ ✐ts ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♣r❡✲s❡t ♦❢ p1 ✐s {t1, t2} ❛♥❞ ✐ts
♣♦st✲s❡t ✐s {t3}✳

✷✳✶✳✷ ▼❛r❦✐♥❣s✱ s②st❡♠s✱ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤s

❆ ♠❛r❦✐♥❣ M ♦❢ ❛ ♥❡t N ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ M : P → ◆✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② M t❤❡ ❝♦❧✉♠♥
✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s M(p) ❢♦r p ∈ P ✳

❆ s②st❡♠ ✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡ (N,M0) ✇❤❡r❡ N ✐s ❛ ♥❡t ❛♥❞ M0 ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷
♣✐❝t✉r❡s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s②st❡♠✳

❆ ♠❛r❦✐♥❣ M ♦❢ ❛ ♥❡t N ❡♥❛❜❧❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ∈ T ✐❢ ∀p ∈ •
t ,M(p) ≥ W (p, t)✳ ●❡♥❡r✲

❛❧✐③✐♥❣ t♦ s❡ts✱ ❛ s❡t A ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ✐❢ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ A ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜②
M ✳ ❆ ♠❛r❦✐♥❣ M ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♣❧❛❝❡ p ∈ P ✐❢ ∀t ∈ p•✱ M(p) ≥ W (p, t)✳ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t♦ s❡ts✱
❛ s❡t A ♦❢ ♣❧❛❝❡s ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ✐❢ ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ ♦❢ A ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ✳ ❚❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ M ′

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ M ❜② t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡♥❛❜❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✱ ♥♦t❡❞ M
t

−→ M ′✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
∀p ∈ P,M ′(p) = M(p)−W (p, t) +W (t, p)✳

❆ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ σ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n ≥ 1 ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s T ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ {1, . . . , n} →
T ✱ ✇r✐tt❡♥ σ = t1t2 · · · tn✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ✐❢ ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✳ ❆ ✜r✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ σ = t1t2 · · · tn ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ (N,M0) ✐❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ♦❜✲

t❛✐♥❡❞✱ M0
t1−→ M1

t2−→ M2 · · ·
tn−→ Mn✱ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t Mi−1 ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ti ❢♦r ❡❛❝❤

i ∈ {1, · · · , n}✳ ❲❡ ♥♦t❡ M0
σ
−→ Mn✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ✜♥✐t❡

❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳

❆ ♠❛r❦✐♥❣ M ′ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ M ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✜r✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ σ s✉❝❤ t❤❛t M

σ
−→ M ′✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢r♦♠ M ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② [M〉✳

❚❤❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ~σ : T → ◆ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s σ ♠❛♣s
❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t ♦❢ T t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t ✐♥ σ✳
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❚❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② s❡t ♦❢ ❛ s②st❡♠ S = (N,M0)✱ ♥♦t❡❞ R(S)✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s
r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐♥ S✳ ❚❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ s②st❡♠ S = (N,M0)✱ ♥♦t❡❞ RG(S)✱ ✐s ❛ r♦♦t❡❞
❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ (V,E, v0)✱ ✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s ♦❢ R(S)✱ t❤❡ r♦♦t

v0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M0 ❛♥❞ E = {(M, t,M ′) | M,M ′ ∈ V ❛♥❞ M
t

−→ M ′} ✐s t❤❡ s❡t
♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛r❝s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts s✉❝❝❡ss♦r ♠❛r❦✐♥❣s✳ ❆
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳

p1

p2

p3

1

1

2

1

1
1

1
t1

t2

t3
0, 0, 2 1, 0, 1 2, 0, 0 0, 1, 1

1, 1, 0

t1

t1 t3
t1

t2

t2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆ ✇❡✐❣❤t❡❞ s②st❡♠ S = (N,M0) ✇❤♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M0 ❡q✉❛❧s (0, 0, 2)✳ ❚❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♥❛❜❧❡❞ ✇❤❡r❡❛s t2 ❛♥❞ t3 ❛r❡ ♥♦t✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ = t1 t1✱ ✇❤♦s❡
P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s ~σ = (2, 0, 0)✱ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ (2, 0, 0)✳
❚❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ♦❢ S ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳

✷✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✷✳✶ ❉❡❛❞❧♦❝❦s✱ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss

❆ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆ ♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t
❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞❡❛❞ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❆ s②st❡♠ ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ✐❢ ♥♦ r❡❛❝❤❛❜❧❡
♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❞❡❛❞✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛r❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s
♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✜r❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s r❡♠❛✐♥s ❜♦✉♥❞❡❞✳
❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r♠❛❧❧② ♥❡①t✳

❆ s②st❡♠ S = (N,M0) ✐s ❧✐✈❡ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♠❛r❦✐♥❣ M ✐♥ [M0〉 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥
t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M ′ ✐♥ [M〉 ❡♥❛❜❧✐♥❣ t✳

✶✼



✷✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

S ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡
♥❡✈❡r ❡①❝❡❡❞s k✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ∃k ∈ ◆ ∀M ∈ [M0〉 ∀p ∈ P, M(p) ≤ k .

S ✐s k ✲❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ p ∈ P ✱ k ≥ max{M(p)|M ∈ [M0〉} .

❆ ♠❛r❦✐♥❣ M ✐s ❧✐✈❡ ❢♦r ❛ ♥❡t N ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ (N,M) ✐s ❧✐✈❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❛♣♣❧✐❡s t♦ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳

❆ s②st❡♠ S ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✳

❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ▲✐✈❡♥❡ss ✐♠♣❧✐❡s ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱
❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛s ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳

1
1

4

4

2
2

1
1

4

4

2
2

1
1

4

4

1
2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ♥♦t ❧✐✈❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❛❞ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❚❤❡
❝✐r❝✉✐t ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐s ❧✐✈❡✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ 4✲❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳
❚❤❡ ❧❛st ❝✐r❝✉✐t ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞✳

1

1 1

1

3

22

3

t1 t2

t3t4

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❞❡❛❞♦❝❦✲❢r❡❡✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❧✐✈❡✱ s✐♥❝❡ ♥♦ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t1 ❛♥❞ t4✳
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✷✳✷✳✷ ❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♥❡t N ♠❛② ❜❡ st✉❞✐❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M0

s✉❝❤ t❤❛t (N,M0) ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✿

− N ✐s str✉❝t✉r❛❧❧② ❧✐✈❡ ✐❢ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M0 ❡①✐sts s✉❝❤ t❤❛t (N,M0) ✐s ❧✐✈❡✳

− N ✐s str✉❝t✉r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ (N,M0) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ M0✳

− N ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✐❢ ✐t ✐s str✉❝t✉r❛❧❧② ❧✐✈❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞✳

❚❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❝✐r❝✉✐t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✿ ✐t ✐s str✉❝t✉r❛❧❧② ❧✐✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦r t❤✐s ♥❡t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✐r❝✉✐t✱ ❛♥❞ ✐t ✐s str✉❝t✉r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ s✐♥❝❡
✐ts ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❛❢t❡r ❡✈❡r② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✜r✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡✳

✷✳✷✳✸ ❍♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②

❆ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛ ♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❛♥② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱
M ✐s ❛ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ (N,M0) ✐❢ ∀M ′ ∈ [M0〉,M ∈ [M ′〉✳ ❆ s②st❡♠ ✐s r❡✲
✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t
❛ s②st❡♠ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ■♥ t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❛❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t②
❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐s t❤✉s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ♠❛r❦❡❞ ❝✐r❝✉✐t ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✱
❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ❛♥❞ ♥♦t ❧✐✈❡✳

1
1

4

4

2
2

1
1

4

4

2
2

p1

p2

p3

t1

t2

t3

2, 2, 0 1, 3, 0 0, 4, 0 0, 0, 4

2, 0, 21, 1, 2

4, 0, 0

0, 2, 2

3, 1, 0

t1 t1 t2

t3
t1

t3

t1

t3
t1

t3

t1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❚❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❝✐r❝✉✐t ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣t② ♠❛r❦✐♥❣✱ t❤✉s
✐ts r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ ❡♠♣t② ♠❛r❦✐♥❣ ❛♥❞ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✐♠♣❧②✐♥❣
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝✐r❝✉✐t ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ✐ts r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤✱
❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡② ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

✶✾



✷✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✷✳✷✳✹ ❙❡♠✐✢♦✇s✱ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥❡ss

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② P t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s ❛♥❞ T t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡t
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② I(V ) t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r V ✳ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢
❛ ✈❡❝t♦r V ✱ ♥♦t❡❞ |V |✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st s✉❜s❡t ♦❢ I(V ) ❜❡✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♥♦♥✲③❡r♦
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ V ✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ∀i ∈ |V |✱ V [i] 6= 0 ❛♥❞ ∀i ∈ I(V ) \ |V |✱ V [i] = 0✳

❙❡♠✐✢♦✇s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ❛♥♥✉❧❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① C t❤❛t ✐s s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❡♠♣t②✿

− ❆ P✲s❡♠✐✢♦✇ ✐s ❛ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r X ∈ ◆
|P | s✉❝❤ t❤❛t tX · C = 0✳

− ❆ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✐s ❛ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r Y ∈ ◆
|T | s✉❝❤ t❤❛t C · Y = 0✳

❆ P✲s❡♠✐✢♦✇ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1
❛♥❞ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦♣❡r s✉♣❡rs❡t ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r P✲s❡♠✐✢♦✇✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ✶n t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ n ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧ ❡q✉❛❧ t♦ 1✳

❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① C ♦❢ ❛ ♥❡t N ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♠✐✢♦✇s✿

− N ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐❢ ❛ P✲s❡♠✐✢♦✇ X ∈ ◆
|P | ❡①✐sts ❢♦r C s✉❝❤ t❤❛t X ≥ ✶

|P |✳

− N ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ∈ ◆
|T | ❡①✐sts ❢♦r C s✉❝❤ t❤❛t Y ≥ ✶

|T |✳

❚❤❡ ♥❡t ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t✳

p1

p2

p3

p4

p5

1

1

2

1

2
12

1
1 2

2

t1

t2

t3 t4

t 2
1
2
1
1







1 1 ✲2 0
0 ✲2 2 0
✲1 0 1 0
0 0 ✲1 2
0 0 1 ✲2





 =

t
0
0
0
0







1 1 ✲2 0
0 ✲2 2 0
✲1 0 1 0
0 0 ✲1 2
0 0 1 ✲2







2
2
2
1





 =

0
0
0
0
0







❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚❤✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥❡t ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✭t❤❡ ❧❡❢t ✈❡❝t♦r (2, 1, 2, 1, 1) ✐s ❛ P✲s❡♠✐✢♦✇
❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ≥ 1✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✭t❤❡ r✐❣❤t ✈❡❝t♦r t(2, 2, 2, 1) ✐s ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇
❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ≥ 1✮✳

✷✵



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

✷✳✸ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s✉♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳
❋✐rst ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s♦♠❡ ❦❡②✇♦r❞s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤
❛s ❝❤♦✐❝❡✲♣❧❛❝❡s ❛♥❞ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
s✉❜♥❡ts ❛♥❞✱ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜s②st❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s✉❜s❡ts ♦❢ ♣❧❛❝❡s ♦r tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♣r♦♣❡rt②✱
❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✲♣❧❛❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝❡s ❛♥❞ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss✳

✷✳✸✳✶ ❈♦♥✢✐❝ts ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡✲♣❧❛❝❡s✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts ❛❧❧♦✇s ❝♦♥✢✐❝ts✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦
tr❛♥s✐t✐♦♥s t1 ❛♥❞ t2 s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ t1 ❞✐s❛❜❧❡s t2✳
❚❤❡ ♣✉r❡❧② str✉❝t✉r❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✐s ❛ ❝❤♦✐❝❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t s♦♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s t ❛♥❞ t′ ❛r❡ ✐♥ ❝❤♦✐❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐❢
•
t ∩ •

t
′ 6= ∅✳ ❆ ❝❤♦✐❝❡✲♣❧❛❝❡ ✐s ❛ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤✉s ♠♦❞❡❧✐♥❣

❛ ❝❤♦✐❝❡✳

P❡tr✐ ♥❡ts ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t s♦♠❡ ♣❧❛❝❡s ❤❛✈❡ ❛
❝♦♠♠♦♥ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s✱
✇❤✐❝❤ t❤✉s ♠♦❞❡❧s ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳

p

t1 t2

p1 p2

t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s t1 ❛♥❞ t2 ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ❛♥❞ p ✐s ❛ ❝❤♦✐❝❡✲♣❧❛❝❡✳ ❖♥ t❤❡
r✐❣❤t✱ t ✐s ❛ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s p1 ❛♥❞ p2✳

✷✳✸✳✷ P✲✭❚✲✮s✉❜♥❡ts✱ P✲✭❚✲✮s✉❜s②st❡♠s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ′ ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ ✐❢ σ′ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ σ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣
s♦♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ σ✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ σ t♦ t❤❡ s❡t T ′ ⊆ T ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ σ ✇❤♦s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ T ′✱ ♥♦t❡❞ σ T ′ ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ = t1 t2 t3 t2 t♦ t❤❡ s❡t {t1, t2} ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1 t2 t2✳

✷✶



✷✳✸✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♥❡t N ′ = (P ′, T ′,W ′) ✐s ❛ P✲s✉❜♥❡t ♦❢ N = (P, T,W ) ✐❢ P ′ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ P ✱
T ′ = •

P
′ ∪ P ′• ❛♥❞ W ′ ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ W t♦ P ′ ❛♥❞ T ′✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♥❡t N ′ = (P ′, T ′,W ′) ✐s ❛ ❚✲s✉❜♥❡t ♦❢ N = (P, T,W ) ✐❢ T ′ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢
T ✱ P ′ = •

T
′ ∪ T ′• ❛♥❞ W ′ ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ W t♦ P ′ ❛♥❞ T ′✳

❚❤❡ s②st❡♠ S′ = (N ′,M ′
0)✱ ✇✐t❤ N ′ = (P ′, T ′,W ′)✱ ✐s ❛ P✲s✉❜s②st❡♠ ♦❢ S = (N,M0)

✐❢ N ′ ✐s ❛ P✲s✉❜♥❡t ♦❢ N ❛♥❞ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M ′
0 ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ M0 t♦ P ′✱ ✐✳❡✳

M ′
0 = M0 P ′ ✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ❞✐s♣❧❛②s t✇♦ P✲s✉❜s②st❡♠s ♦❢ ❛ s②st❡♠✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ s②st❡♠ S′ = (N ′,M ′
0)✱ ✇✐t❤ N ′ = (P ′, T ′,W ′)✱ ✐s ❛ ❚✲s✉❜s②st❡♠ ♦❢ S =

(N,M0) ✐❢ N ′ ✐s ❛ ❚✲s✉❜♥❡t ♦❢ N ❛♥❞ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M ′
0 ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ M0 t♦ P ′✱

✐✳❡✳ M ′
0 = M0 P ′ ✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ s❤♦✇s t✇♦ ❚✲s✉❜s②st❡♠s ♦❢ ❛ s②st❡♠✳

p1

p2

p3

p4

p5

1

1

2

1

2
12

1
1 2

2

t1

t2

t3 t4

p1

p2

p3

1

1

2

1

2
2

1
t1

t2

t3

p4

p5

1

1 2

2

t3 t4

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❚✇♦ P✲s✉❜s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛r❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡
❧❡❢t♠♦st P✲s✉❜s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s {p1, p2, p3}✳ ❚❤❡ r✐❣❤t♠♦st P✲
s✉❜s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s {p4, p5}✳

p1

p2

p3

p4

p5

1

1

2

1

2
12

1
1 2

2

t1

t2

t3 t4

p1

p2

p3

p4

p5

1

1

2

1

2
12

1
1t1

t2

t3

p4

p5

2

2

t4

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❚✇♦ ❚✲s✉❜s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡
❧❡❢t♠♦st ❚✲s✉❜s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s {t1, t2, t3}✳ ❚❤❡ r✐❣❤t♠♦st
❚✲s✉❜s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s {t4}✳

✷✷



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

✷✳✸✳✸ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s maxp ❛♥❞ gcdp

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② maxNp t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤t ♦❢ p ✐♥ t❤❡ ♥❡t N ❛♥❞ ❜② gcdNp t❤❡
❣r❡❛t❡st ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤ts ♦❢ p ✐♥ t❤❡ ♥❡t N ✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡r
♥♦t❛t✐♦♥s maxp ❛♥❞ gcdp ❛r❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ♥♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ♦♥ t❤❡
❢❛❝✐♥❣ ♣❛❣❡✱ maxp1 = 2 ❛♥❞ gcdp1 = 1✳

✷✳✸✳✹ ❍♦♠♦❣❡♥❡✐t②

❆ ♣❧❛❝❡ p ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ∀t, t′ ∈ p•✱
W (p, t) = W (p, t′)✳ ❆ ♥❡t N ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐❢ ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p ♦❢ N ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✶✵ ♣✐❝t✉r❡s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥❡t✳

2
2 3

3

56

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❆❧❧ t❤❡ ♣❧❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡t ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳

✷✳✸✳✺ ❙♦✉r❝❡ ♣❧❛❝❡s

❆ s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥♣✉t
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ♣✐❝t✉r❡s ❛ s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝❡✳

p t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡ p ✐s ❛ s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝❡✳

✷✳✸✳✻ ❲❡❧❧✲❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss

❆ ♥❡t ✐s ✇❡❧❧✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
✐♥♣✉t✳

✷✸



✷✳✹✳ P❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜❝❧❛ss❡s

✷✳✹ P❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜❝❧❛ss❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✹✳✶ ❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts

❆ ♥❡tN = (P, T,W ) ✐s ❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡ ✐❢ ∀p1, p2 ∈ P ✱ p•1∩p
•
2 6= ∅ ⇒ p•1 ⊆ p•2 ♦r p

•
2 ⊆ p•1✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡ ❞❡♣✐❝ts t❤r❡❡ ❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✳

✷✳✹✳✷ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts

❆ ♥❡t N = (P, T,W ) ✐s ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ✐❢ ∀t1, t2 ∈ T ✱ •t1 ∩
•t2 6= ∅ ⇒ •t1 =

•t2✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
t❤❡ ♥❡t ✐s ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ✐❢ ∀p1, p2 ∈ P ✱ p•1 ∩ p•2 6= ∅ ⇒ p•1 = p•2✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r② ♥❡ts✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♦t❤❡r ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✱ ❛s t❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡
t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❬❉❡s❡❧ ✶✾✾✺❪✱ ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ❊①t❡♥❞❡❞
❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ✇❡✐❣❤ts✳ ❖t❤❡r ♥❛♠❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡
♥❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ s✉❝❤ ❛s ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❊①t❡♥❞❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪✳

❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ♣✐❝t✉r❡s t✇♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡s✳

✷✳✹✳✸ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts ❛♥❞ s❡ts

❆ ♥❡t N = (P, T,W ) ✐s ❛♥ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ✭❊❈✮ ♥❡t ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s t ❛♥❞ t′ ♦❢ N ✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s tr✉❡✿ •t ∩ •

t
′ 6= ∅ ⇒ ∀p ∈ P,W (p, t) = W (p, t′)✳

❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❡✐❣❤t❡❞
❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✮✳ ❆ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ∼ ♦♥ ❛ s❡t X
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡✳
❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ∀a, b, c ∈ X✱ a ∼ a ✭r❡✢❡①✐✈✐t②✮✱ ✐❢ a ∼ b t❤❡♥ b ∼ a ✭s②♠♠❡tr②✮✱ ✐❢ a ∼ b
❛♥❞ b ∼ c✱ t❤❡♥ a ∼ c ✭tr❛♥s✐t✐✈✐t②✮✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ x ✉♥❞❡r ∼✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② [x]✱ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s [x] = {y ∈ X | x ∼ y}✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♥❡t✳

✷✹



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

p1 p2

t1 t2

2

2 3

3

p1 p2

t1 t2

2

3

3

p1 p2

t1 t2

2

4 3

3

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❚❤❡ ♥❡t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ❛♥ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡t✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ •
t1 = {p1, p2} 6=

{p2} = •
t2 ✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡t ✐s ♥♦t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❆s②♠♠❡tr✐❝✲

❈❤♦✐❝❡ ♥❡t✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ♣r❡✲s❡ts ♦❢ ❜♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ t❤✉s t❤❡ ♥❡t ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞
❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♥♦t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✿ t❤❡ ♦✉t♣✉t
✇❡✐❣❤ts ♦❢ p1 ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ❡q✉❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❊q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡t N = (P, T,W )✳ ❚✇♦
tr❛♥s✐t✐♦♥s t ❛♥❞ t′ ♦❢ T ❛r❡ ✐♥ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ✐❢ Pre[P, t] = Pre[P, t′] 6= ✵

|P |✳ ■t
✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧
❝♦♥✢✐❝t s❡t✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts ♦❢ ❛ ♥❡t N ✐s ♥♦t❡❞ E(N)✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❛♥ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ✳

✷✳✹✳✹ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts ❛♥❞ ❚✲♥❡ts

❆ ♥❡t N = (P, T,W ) ✐s ❛ ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t ✐❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♦✉t♣✉t
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ∀p ∈ P ✱ |p•| ≤ 1✳

❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts ❢♦r♠ ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts✳

❆ ❚✲♥❡t ✐s ❛ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t N = (P, T,W ) s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✐♥♣✉t
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ∀p ∈ P ✱ |•p| ≤ 1 ❛♥❞ |p•| ≤ 1✳

❍❡♥❝❡✱ ❚✲♥❡ts ❢♦r♠ ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ s❤♦✇s ❛ ❈❤♦✐❝❡✲
❋r❡❡ ♥❡t ❛♥❞ ❛ ❚✲♥❡t✳

✷✳✹✳✺ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts ❛♥❞ ❙✲♥❡ts

❆ ♥❡t N = (P, T,W ) ✐s ❛ ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t ✐❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✐♥♣✉t
♣❧❛❝❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ∀t ∈ T ✱ |•t| ≤ 1✳

❚❤✉s✱ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts ❢♦r♠ ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✿ t❤❡② ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

✷✺



✷✳✹✳ P❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜❝❧❛ss❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❛ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ ❚✲♥❡t✳ ❚❤❡ ♥❡t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐s ❛
❚✲♥❡t✳

❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts✳

❆♥ ❙✲♥❡t ✐s ❛ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t N = (P, T,W ) s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡
♦✉t♣✉t ♣❧❛❝❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ∀t ∈ T ✱ |t•| ≤ 1 ❛♥❞ |•t| ≤ 1✳

❍❡♥❝❡✱ ❙✲♥❡ts ❢♦r♠ ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ♣✐❝t✉r❡s ❛♥ ❙✲♥❡t ❛♥❞ ❛ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❛ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t t❤❛t ✐s ♥♦t ❛♥ ❙✲♥❡t✳ ❚❤❡ ♥❡t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐s ❛♥
❙✲♥❡t✳

✷✳✹✳✻ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ♥❡ts

❆ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ♥❡t ✭♦r ❋❆ ♥❡t✮ ✐s ❜♦t❤ ❛ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❛ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t✳

❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳

❙✐♥❝❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚✲♥❡t ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s✱ ❚✲♥❡ts ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
❋❆ ♥❡ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✐♥❝❡ ❛ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ❙✲♥❡t ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❙✲♥❡ts ❛r❡
♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❋❆ ♥❡ts✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❋❆ ♥❡ts ❛❧❧♦✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♦✉t♣✉ts✱ ❛❧s♦
❦♥♦✇♥ ❛s s♣❧✐ts ♦r ❢♦r❦s✱ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❙✲♥❡ts✳ ❋❆ ♥❡ts ❛❧❧♦✇ ♣❧❛❝❡s ❤❛✈✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉ts✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ttr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❚✲♥❡ts✳
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ♣✐❝t✉r❡s ❛ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ♥❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❆ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ♥❡t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❧❛❝❡ ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♦✉t♣✉ts✳

✷✳✹✳✼ ■♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜❝❧❛ss❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐
♥❡ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡

❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡

❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

❚ ❙

❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t

❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❏♦✐♥✲❋r❡❡❋❆

❈✐r❝✉✐ts

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❙♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ s②st❡♠s✳

✷✼



✷✳✺✳ ❉✉❛❧✐t②

✷✳✺ ❉✉❛❧✐t②

❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ♥❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❛r❝s ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♣❧❛❝❡s ✐♥t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ ♣❧❛❝❡s✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥ts t♦ tr❛♥s♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❞✉❛❧✳ ❚❤❡ ❙ ❛♥❞ ❚ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✉❛❧❀
✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ❚✲s②st❡♠ ❛ ♣❧❛❝❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐s
tr✉❡ ❢♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❙✲s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ♥❡ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ❛r❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✻✳

✷✳✻ ❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉s❡❢✉❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✷✳✻✳✶ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❙✉❝❤ s②st❡♠s ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡s s✐♥❝❡ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡s ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♦✉t♣✉ts✱ t❤✉s ✐♥❞✉❝✐♥❣
❛ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❇❛s✐❝ P❛r❛❧❧❡❧ Pr♦❝❡ss❡s ✭❇PPs✱
❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ♠✉❧t✐s❡t r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ♣r♦❝❡ss❡s✮ ❬▼❛②r ✷✵✵✵❪✳
❘❡s✉❧ts ♦♥ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t r❡str✐❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡✱ ❤❛✈❡
s❡r✈❡❞ t♦ ❣❛✐♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ❣r❛♠♠❛rs ❛♥❞ ❇PPs ❬❊s♣❛r③❛ ✶✾✾✼❪✳

✷✳✻✳✶✳✶ ❙✲s②st❡♠s

❚❤❡② ❛r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❣r❛♠s r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❧❡ ♠❡♠♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❝✉t ❞♦✇♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❞❧❡ t✐♠❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡
♦❢ ❡①tr❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ②❡t t❤❡② ♠❛② ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡✐r s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❬❋r♦♠♠❡r ✷✵✵✵❪✳ ❆ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ r❡❛❞s ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ❝♦♠♣✉t❡s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡r✇r✐t❡s ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♣❞❛t❡❞
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦❧✈✐♥❣
♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ P❡tr✐ ♥❡t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✳
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

♠P1 P2 P3 P4

w4

w3

w6

w5w1

w2

w7

w8

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❚❤❡ ❙✲♥❡t ♠♦❞❡❧s ♦♥❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❛s t❤❡ ♣❧❛❝❡ m✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢♦✉r ❛s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss♦rs r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡✐❣❤ts
❞❡♥♦t❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ r❡❛❞ ♦r ✇r✐tt❡♥ ❞❛t❛✳

✷✳✻✳✷ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❛♥❞ s✉❜❝❧❛ss❡s

❋❧♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s ✭♦r ✇✐t❤ ❙❉❋s✮ ❬▲❡❡ ✶✾✽✼❜❪✳
❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♠♦❞❡❧ ❛❞❞s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✇r✐t❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✐♥ ❛ ♠❡♠♦r②✱
t❤✉s ✐s str✐❝t❧② ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❛♥ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♠♦❞❡❧
❛❞❞s r❡str✐❝t❡❞ ❝❤♦✐❝❡s t♦ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♠♦❞❡❧✳

✷✳✼ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❢♦r t❤❡ s✉❜✲
❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❏♦✐♥✲❋r❡❡
♥❡ts✳

✷✳✼✳✶ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ❡①♣r❡ss❡s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❢♦r
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❬❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✻✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t N ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♦r ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✶✳ N ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡

✷✳ N ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥❡ss ✐♥ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲
❋r❡❡ ♥❡ts ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥❡ss ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✵ s❤♦✇s ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t✳

✷✾



✷✳✽✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊❈ ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts

✷✳✼✳✷ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts

❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts ✐s r❡❝❛❧❧❡❞
♥❡①t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✭❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪✮✮✳ ▲❡t N ❜❡ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❊q✉❛❧✲
❈♦♥✢✐❝t ♥❡t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

• N ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞❀

• N ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ✐ts ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❡q✉❛❧ t♦
|E(N)| − 1✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ♣✐❝t✉r❡s ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡t ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

p1

p2 p3

p4

p5

t1

t2 t3

t4

t5

2

2 3

3

1 1

1

1

1

1

3 2

3

1

1

t 1
4
5
1
1







✲2 1 2 ✲2 1
1 ✲1 0 0 0
0 0 ✲1 1 0
✲3 3 3 ✲3 0
1 0 0 0 ✲1





 =

t 0
0
0
0
0







✲2 1 2 ✲2 1
1 ✲1 0 0 0
0 0 ✲1 1 0
✲3 3 3 ✲3 0
1 0 0 0 ✲1







1
1
1
1
1





 =

0
0
0
0
0







❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❚❤✐s ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡t N ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭❜♦tt♦♠ ❡q✉❛❧✐t②✮ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
✭t♦♣ ❡q✉❛❧✐t②✮✳ ❚❤❡ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts ❛r❡ {t1, t4}✱ {t2}✱ {t3} ❛♥❞ {t5}✱ t❤✉s |E(N)| = 4✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ ✐ts ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ❡q✉❛❧s 3 = |E(N)| − 1✳ ❚❤✉s✱ N ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡❝❛❧❧s t❤❛t ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲
❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✸❪✮✳ ❆ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳

✷✳✽ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊❈ ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
♥❡ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s✉❜❝❧❛ss✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts✳

❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✐♥ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts ❛♥❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✳
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭❯♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✮✳ ■❢ N = (P, T,W ) ✐s ❛ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t✱ t❤❡♥ N ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Y ✐s t❤❡ s❡t T ✳

p1

p2

p3

p4

p5

1

1

2

1

2
12

1
1 2

2

t1

t2

t3 t4

1 1 ✲2 0
0 ✲2 2 0
✲1 0 1 0
0 0 ✲1 2
0 0 1 ✲2







p1
p2
p3
p4
p5

t1 t2 t3 t4

2
2
2
1





 =

0
0
0
0
0







❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ❚❤✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤✉s
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾✮✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✐s t(2, 2, 2, 1)✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥❡①t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s✉❜♥❡ts ♦❢ ❛ ♥❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡ts ❜② s✉❜♥❡ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❯♥✐♦♥ ♦❢ s✉❜♥❡ts ❛♥❞ ❝♦✈❡r✐♥❣✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♥❡ts N1 ❛♥❞ N2 t❤❛t ❛r❡
s✉❜♥❡ts ♦❢ ❛ ♥❡t N ✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ N1 = (P1, T1,W1) ✇✐t❤ N2 = (P2, T2,W2) ✐s t❤❡ ♥❡t
N ′ = (P ′, T ′,W ′) s✉❝❤ t❤❛t P ′ = P1 ∪ P2✱ T

′ = T1 ∪ T2✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ W ′

✐♥❤❡r✐ts t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❛r❝s ❞❡✜♥❡❞ ❜② W1 ♦r W2✳ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t♦ ❛ s❡t C
♦❢ s✉❜♥❡ts✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ C = {C1, . . . , Ck} ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ C1 ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ C \ {C1}✳ ❆ ♥❡t N ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ s❡t C ♦❢ s✉❜♥❡ts ✐❢ N ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ C✳

❆ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪
❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❣❛✐♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡✐r
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② st✉❞②✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❡
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❋❆ P✲s✉❜♥❡ts t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✐♥ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ✭❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❋❆ P✲s✉❜♥❡ts ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t N ✇✐t❤ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✳ ■❢ N∗ = (P∗, T∗,W∗)
✐s ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜♥❡t ♦❢ N t❤❡♥ N∗ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y∗✱ ❛♥❞ Y T∗

✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ Y∗✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ N ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② s✉❝❤ ❋❆ P✲s✉❜♥❡ts✳

❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✳

❋♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♥❡①t s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜♥❡ts ♥❛♠❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪✮✳ ❆ ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥t N ′ ♦❢ ❛ ♥❡t N ✐s ❛
str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜♥❡t ♦❢ N ✳ ❆ ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
N ′ ♦❢ ❛ ♥❡t N ✐s ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❚✲s✉❜♥❡t ♦❢ N ✳
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✷✳✽✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊❈ ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts

p1

p2

p3

1

1

2

1

2
2

1
t1

t2

t3
1 1 ✲2
0 ✲2 2
✲1 0 1







p1
p2
p3

t1 t2 t3

1
1
1

[ ]
=

0
0
0

[ ]

p41

1 2

2

t3 t4

p5

✲1 2
1 ✲2

[ ]
p4
p5

t3 t4

2
1

[ ]
= 0

0

[ ]

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❚✇♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜♥❡ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲
❋r❡❡ ♥❡t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✐s Y = t(2, 2, 2, 1)✳ ❚❤❡✐r ♠✐♥✐♠❛❧
❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Y t♦ t❤❡
s❡t {t1, t2, t3} ✐s Y1 = t(2, 2, 2)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ (1, 1, 1)✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢
t❤❡ ✜rst P✲s✉❜♥❡t✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Y t♦ t❤❡ s❡t {t3, t4} ✐s Y2 = t(2, 1)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ P✲s✉❜♥❡t✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛♥ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡t ✐s ❛ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t✳

❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② P✲
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡♠✐✢♦✇s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ✭❈♦✈❡r✐♥❣s ♦❢ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✸❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡t N ✳ N ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜♦t❤ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❞✉❝✐♥❣
t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✱ ❛♥❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ P✲s❡♠✐✢♦✇✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ❡✈❡r② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t N ✐s
❝♦✈❡r❡❞ ❜② P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❋❆ ♥❡ts✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❦✐♥❞ ♦❢ r❡s✉❧t ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✱ ✇❤❡r❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts
❜② ❞✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts ❜② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s st❛t❡❞ ♥❡①t✳

✸✷



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ✭❈♦✈❡r✐♥❣s ♦❢ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t N ✳ N ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❋❆ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠
✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡
P✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡t N ✐s N ✐ts❡❧❢✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ P✲s❡♠✐✢♦✇
♦❢ N ✳

✷✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐
♥❡ts✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞
♥♦t❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡ts✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜❝❧❛ss❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❡✐r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❲❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✉❛❧✐t②
❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts✳ ❲❡ ❣❛✈❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣r❡s✲
s✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉❜❝❧❛ss❡s ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t✱ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✢♦✇s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts✳

✸✸



✷✳✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
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Chapter 3
P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢

✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✶✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✷ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✷✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✷✳✸ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✸ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✹ ❯s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✺ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✻ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✻✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✻✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

▼❛♥② ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts ❛r❡ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❬❈❤❡♥❣ ✶✾✾✸✱ ❊s♣❛r③❛ ✶✾✾✹❪✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡
❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❬❍❛❝❦ ✶✾✼✻✱ ❆r❛❦✐ ✶✾✼✼✱ ▼❛②r ✶✾✽✹❪✳ ❚❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❊❳P❙P❆❈❊✲❤❛r❞
❬❍❛❝❦ ✶✾✼✹✱ ▲✐♣t♦♥ ✶✾✼✻❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦r ♦t❤❡r str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s t❤❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s②st❡♠✳ ▼❛♥② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①✐st
❬❇❡rt❤❡❧♦t ✶✾✽✻✱ ❇❡rt❤❡❧♦t ✶✾✽✼✱ ▼✉r❛t❛ ✶✾✽✾✱ ❈♦❧♦♠ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s
r✉❧❡s t❤❛t ❛♣♣❧② t♦ s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❛❧ ❣r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ♦❢t❡♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✱ ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ ❡✣❝✐❡♥t s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❞♦ ♥♦t r❡❞✉❝❡ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞
P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❚✲s②st❡♠ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ str♦♥❣
str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣❧② t♦ ❡✐t❤❡r ❛❧❧ P❡tr✐ ♥❡ts ♦r ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈❡ ♦♥❡s ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣
♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s ✐♥ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳
❚❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ❛s t❤❡② ✇✐❧❧ ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ st✉❞②
♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ P❡tr✐
♥❡t ❜② ❛ ✈❡❝t♦r✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❛❧✐♥❣✱
❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s②st❡♠ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠✱ ✇❤♦s❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐s ✐♥✈❛r✐✲
❛♥t✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❛❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡②
❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❬❙✐❢❛❦✐s ✶✾✼✽✱ ▼❡♠♠✐ ✶✾✽✵❪✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❚✲s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ♣r♦♣✲
❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ♦❢ ❛♥② P❡tr✐ ♥❡t ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② P❡tr✐ ♥❡t ✐♥t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❚✲s②st❡♠ t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s❡t ♦❢
❚✲s❡♠✐✢♦✇s ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✸✳✶ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ s②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡ t♦ ❛♥② ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡t✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡s ♦♥❧② t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t❤❡

✸✼



✸✳✶✳ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ s②st❡♠s

✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
st✉❞② t❤❡ r❡♣❡r❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s
❛♥❞ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳

✸✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❡s ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❜② ♣♦s✐t✐✈❡ ✭♠❡❛♥✐♥❣
> 0✮ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛ ♣❧❛❝❡ p t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
✐ts ♠❛r❦✐♥❣ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t✐♦♥❛❧ αp ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥♣✉t ❛♥❞
♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♠❛r❦✐♥❣ ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ■❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ p ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
r❛t✐♦♥❛❧ αp✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r α ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣
❢❛❝t♦rs αp✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❛r❦❡❞ ♣❧❛❝❡ ❜② 2✳

p

2

3

1

5

t1

t2

t3

t4
p

4

6

2

10

t1

t2

t3

t4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ♠❛r❦❡❞ ♣❧❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② 2✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳

✸✳✶✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s

❲❡ st✉❞② ❜❡❧♦✇ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭▲❛♥❣✉❛❣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t S = ((P, T,W ),M0) ❜❡ ❛ s②st❡♠ ❛♥❞ α ❛ ✈❡❝t♦r
♦❢ |P | ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❙❝❛❧✐♥❣ S ❜② α ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢
✜r✐♥❣s✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t S′ = ((P, T,W ′),M ′
0) ❜❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ S =

((P, T,W ),M0) ❜② α✳ ▲❡t σ = σ1t ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜r✐♥❣s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ σ t❤❛t σ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S ❛♥❞ S′✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s tr✉❡ ✐❢ σ ✐s ❡♠♣t②✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t σ1 ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ S ❛♥❞ S′✳
❚❤❡ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ σ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

∀p ∈ •
t , M0(p) +

∑

ti∈•p

W (ti, p) · ~σ1(ti)−
∑

ti∈p•

W (p, ti) · ~σ1(ti) ≥ W (p, t)

✸✽



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛❢t❡r s❝❛❧✐♥❣

∀p ∈ •
t , αp ·M0(p) +

∑

ti∈•p

αp ·W (ti, p) · ~σ1(ti)−
∑

ti∈p•

αp ·W (p, ti) · ~σ1(ti) ≥ αp ·W (p, t)

❛♥❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

∀p ∈ •
t , M ′

0(p) +
∑

ti∈•p

W ′(ti, p) · ~σ1(ti)−
∑

ti∈p•

W ′(p, ti) · ~σ1(ti) ≥ W ′(p, t) .

❚❤✉s✱ t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ S′✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❡❛s✐❧② t❤❛t t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛s st❛t❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ✭▲✐✈❡♥❡ss ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ❆ s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts s❝❛❧✐♥❣s ❛r❡ ❧✐✈❡✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s s♦♠❡ str♦♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭❚✲s❡♠✐✢♦✇s ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ❙❝❛❧✐♥❣ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① C ❛♥❞ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r α✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠
✐s s❝❛❧❡❞ ❜② α✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① C ′ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s C ′[p] = αp ·C[p] ❢♦r ❡✈❡r②
♣❧❛❝❡ p✳ ❚❤❡s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r♦✇s ❜② ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αp ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✭♦r
♥✉❧❧ s♣❛❝❡✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜r✐♥❣ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ ❛♥❞
t❤❡♥ s❝❛❧✐♥❣ ✐t ❜② ❛ ✈❡❝t♦r α✱ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜rst s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
s②st❡♠ ❜② α ❛♥❞ t❤❡♥ ✜r✐♥❣ σ✳ ❚❤✉s✱ ✜r✐♥❣ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐t②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ S ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M0 ❛♥❞ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡
s❡q✉❡♥❝❡ σ✳ ❈❛❧❧ M t❤❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t M0

σ
−→ M ✳ ▲❡t α ❜❡ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r

❢♦r S ❛♥❞ S′ ❜❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❝❛❧❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M ′
0 = α ◦ M0✱ ✇❤❡r❡ ◦

✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ♣r♦❞✉❝t ✭❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t✮✳ ❚❤❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ M ′ ✐♥ S′ s✉❝❤
t❤❛t M ′

0
σ

−→ M ′ s❛t✐s✜❡s M ′ = α ◦M ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r α s❝❛❧❡s S = ((P, T,W ),M0) t♦ S′ = ((P, T,W ′),M ′
0) ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✜r✐♥❣s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ S ❛♥❞ S′✱ t❤❡♥
❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αp > 0✱

M ′(p) = M ′
0(p) +

∑

ti∈•p

W ′(ti, p) · ~σ(ti)−
∑

ti∈p•

W ′(p, ti) · ~σ(ti)

= αp ·
(
M0(p) +

∑

ti∈•p

W (ti, p) · ~σ(ti)−
∑

ti∈p•

W (p, ti) · ~σ(ti)
)
.

✸✾



✸✳✶✳ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ s②st❡♠s

M0 M

M ′
0 M ′

σ

α

σ

α

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ✜r✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❡✿ M ′
0 = α ◦M0 ❛♥❞ M ′ = α ◦M ✳

❙✐♥❝❡
M(p) = M0(p) +

∑

ti∈•p

W (ti, p) · ~σ(ti)−
∑

ti∈p•

W (p, ti) · ~σ(ti) ,

✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t M ′(p) = αp ·M(p)✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷ ✭❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ❆ s②st❡♠ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts s❝❛❧✐♥❣s
❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ S = (N,M0) ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ S′ = (N,M ′
0) ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ s❝❛❧✐♥❣

S ❜② ❛ ✈❡❝t♦r v✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✽✱ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ σ t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡
✐♥ S′✳ ❲❡ ♥♦t❡ M0

σ
−→ M ✐♥ S ❛♥❞ M ′

0
σ

−→ M ′ ✐♥ S′✳ ❍❡♥❝❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t S ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✿

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σ′ t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ (N,M) s✉❝❤ t❤❛t M
σ′

−→ M0✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ′

✐s t❤❡♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ (N ′,M ′)✱ ✇✐t❤ M ′ σ′

−→ M ′′✳ ❲❡ ♥♦t❡ σr = σ σ′✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ M ′′ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ M0 ❜② v✱ ✇❤✐❝❤ ✐s M ′

0✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ S′✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸ ✭❇♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ❆ s②st❡♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts s❝❛❧✐♥❣s
❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ S = (N,M0) t❤❛t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ S′ = (N ′,M ′
0) t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢

S ❜② ❛ ✈❡❝t♦r v s✉❝❤ t❤❛t S′ ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❧❛❝❡ p ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ S′✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② k t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ p ♦✈❡r ❛❧❧ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ✐♥ S✳
❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M ′ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐♥ S′ s✉❝❤ t❤❛t M ′(p) > v(p) ·k ·2✱ t❤✉s ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M
✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐♥ S s✉❝❤ t❤❛t M ′ = v ◦M ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✮ t❤✉s M ′(p) = v(p) ·M(p)✱ ✐♠♣❧②✐♥❣
t❤❛t M(p) > k · 2✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ k ♦❢ p✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ♥❡①t t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ s❝❛❧✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣t② ♠❛r❦✐♥❣✱ t❤✉s s❝❛❧✐♥❣ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹ ✭❙tr✉❝t✉r❛❧ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ❆ s②st❡♠ ✐s str✉❝t✉r❛❧❧②
❧✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts s❝❛❧✐♥❣s ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ❧✐✈❡✳ ❆ s②st❡♠ ✐s str✉❝t✉r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ✐ts s❝❛❧✐♥❣s ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts s❝❛❧✐♥❣s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳

✹✵



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

Pr♦♦❢✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✾✱ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥✱ t❤✉s ✐❢ ❛ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ M0 ❡①✐sts ❢♦r ❛ ♥❡t N ✱ ❡✈❡r② s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ (N,M0) ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✐✈❡
s②st❡♠ (N ′,M ′

0)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ❧✐✈❡✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str✉❝t✉r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ s②st❡♠ S = (N,M0)✱ M0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣t②

♠❛r❦✐♥❣✱ ❛♥❞ S′ = (N ′,M ′
0) ✐s ❛ ♥♦t str✉❝t✉r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ S✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣

✈❡❝t♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ S ✐♥t♦ S′ ❜② v ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✈❡❝t♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ S′ ✐♥t♦ S ❜② v−1✳
❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M ′

1 s✉❝❤ t❤❛t S′
1 = (N ′,M ′

1) ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❡✈❡r②
♠❛r❦✐♥❣ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ M ′

1✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M ′′
1

❡①✐sts s✉❝❤ t❤❛t S′′
1 = (N ′,M ′′

1 ) ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❝❛❧❡❞ ❜② v−1 ✭♠✉❧t✐♣❧② M ′
1 ❜②

t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❢ v−1✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠ S1 = (N,M1)✳
❙✐♥❝❡ N ✐s str✉❝t✉r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞✱ S1 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸ ♦♥ t❤❡
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣✱ t❤❛t ♣r❡✲
s❡r✈❡s s❡✈❡r❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❛❧✐♥❣✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✸✳✷ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❲❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ✐ts tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✜r❡❞✱
t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♣❡✲
❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥❡ss✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ 1✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥❡ss ✐♥
❬❏♦♥❡s ✶✾✼✼❪✳ ■t ✐s ❛❧s♦ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ str✐❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥❡ss✱ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ s❤❛❧❧
❝❛❧❧ ✐t t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥❡ss ♦r✱ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r✱ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐ts ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s t❤❡♥
r❡❛❞✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s❝❛❧✐♥❣ t❤❛t ②✐❡❧❞s t♦❦❡♥✲
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠s ❛♥❞
❜❛❧❛♥❝❡❛❜❧❡ s②st❡♠s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

✸✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❜❡❧♦✇ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ✐s t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐❢

∑

p∈•t

W (p, t) =
∑

p∈t•

W (t, p) .

■❢ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♥❡t ❛r❡ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ t❤❡ ♥❡t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳

◆♦✇ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s ❛ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳

✹✶



✸✳✷✳ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

2

1
3

t

2

1
4

t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❛ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ❛ ♥♦♥ t♦❦❡♥✲
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛ s②st❡♠ S ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❝❛❧✐♥❣ S ❜② ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t✐♦♥❛❧
♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ✐s t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳

21

2

4

2

1

1

p1

p3p2

t2 t1 t3

❇❛❧❛♥❝✐♥❣
❜②

[2, 2, 1]

−→

22

4

4

4

2

2

p1

p3p2

t2 t1 t3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ♥♦t t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t3 ✐s
♥♦t t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s②st❡♠ s❝❛❧✐♥❣✳

✸✳✷✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❣❛✐♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠s ❛s s❤♦✇♥ ❜②
t❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ❆ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① C✱ t❤❡♥ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ✈❡❝t♦r X ≥ ✶

|P | ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t tX ·C = 0✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❡✈❡r② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t C[p, t] ❜② Xp ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① C ′✱ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❢♦r
❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t✱ t

✶
|P | ·C ′[t] = 0✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs

❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❡❝t♦r X ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t✐♦♥❛❧

♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❛♥♥✉❧s ❡✈❡r② ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ✐ts ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ X ❜② t❤❡
❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✈❡❝t♦r✱
❤❡♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳

❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❛❧✐♥❣✱ t❤✉s ✐♥❤❡r✐ts ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳

✹✷



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳ ❆ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ❜❛❧❛♥❝✐♥❣s ❛r❡ ❧✐✈❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳ ❆ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ❜❛❧❛♥❝✐♥❣s ❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

✸✳✷✳✸ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛❧❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈❡♥❡ss ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❬❙✐❢❛❦✐s ✶✾✼✽✱ ▼❡♠♠✐ ✶✾✽✵❪✱
❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
♠♦❞❡❧s ❢♦r r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳

❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✭❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✮ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♥❡t ✇✐t❤ ✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① C ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ tX ·C = 0, X ≥ ✶

|P |✱ ♦r tC ·X = 0, X ≥ ✶
|P |

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ C ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢X ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❆ P❡tr✐ ♥❡t ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ■♥ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t✐♦♥❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ X ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ✇❡❛❦❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❬▼❡❣✐❞❞♦ ✶✾✽✼❪✳
▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ X ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡✐r ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜✐ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ❝❛♥ ❣r♦✇ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧❧②✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡r s✐③❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ✐ts❡❧❢ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❧② t♦ ❞❡❞✉❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠✳

✸✳✸ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣

◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦✲
♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ✐♥ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❡✈❡r② ❝✐r❝✉✐t ♦❢ t❤❡ ❚✲s②st❡♠✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣
t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡
❇❡❧❧♠❛♥✲❋♦r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳ ❍❡r❡ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✇❛②✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❚✲s②st❡♠✳ ■t ✐s t❤❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐♥ ❙✲s②st❡♠s✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✲
✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t ❛r❡
❡q✉❛❧✳ ❆ ♥❡t✱ ♦r ❛ s②st❡♠✱ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐❢ ❛❧❧ ✐ts tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
tr❛♥s❢♦r♠s ❛ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦♥❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s②st❡♠ s❝❛❧✐♥❣✳

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s t❤❛t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ❚✲s②st❡♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✭❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✮✳ ■❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❡❞✳

✹✸



✸✳✸✳ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣

2

2
2

t

2

1
2

t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t ✐s ♥♦t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t S = (N,M0) ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ❚✲s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①
C✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r Y ≥ ✶

|T | ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t C · Y = 0✳
❙✐♥❝❡ ❙ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✐ts ♣❧❛❝❡s ❡✐t❤❡r ❤❛✈❡ ♦♥❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r ❛r❡

✐s♦❧❛t❡❞✳ ❖♥❧② ♥♦♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣❧❛❝❡s ♥❡❡❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❉❡♥♦t❡ ❜② K t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s Y [t]✱ t ∈ T ✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱

s✐♥❝❡ ❛♥② ♣❧❛❝❡ p ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ t′ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ t✱

W (t′, p) · Y [t′] = W (p, t) · Y [t]

❛♥❞ ✇❡ s❡t

αp =
K

W (t′, p) · Y [t′]
=

K

W (p, t) · Y [t]
.

◆♦✇ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠ S′ = (N ′,M ′
0) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❝❛❧✐♥❣ S ✇✐t❤

(α1, · · · , α|P |) ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p ∈ •

t

W ′(p, t) = αp ·W (p, t) =
K

Y [t]
.

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛♥② ♣❧❛❝❡ p ∈ t•✱

W ′(t, p) = αp ·W (t, p) =
W (t, p) ·K

W (t, p) · Y [t]
=

K

Y [t]
.

❚❤✉s ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ S′ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳

❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❚✲s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✭Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾✮✱ t❤✉s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦r ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ s②st❡♠ ✐s
♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥ ❡✈❡r② ❝✐r❝✉✐t ✇❤✐❧❡✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✱
✐ts t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚✲s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❚✲s②st❡♠✳

❙✲s②st❡♠s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❆s s❤♦✇♥ ♥❡①t✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
t❤❛t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❚✲s②st❡♠s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ❢♦r ❙✲s②st❡♠s ✇✐t❤ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ❆ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❙✲s②st❡♠ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

9p1 p2 p3

3 3

77

7

3
t1

t2

18p1 p2 p3

6 3

714

7

3
t1

t2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❈♦♥s✐st❡♥t ❚✲s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❚✲s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜✉t ♥♦t ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧
❝✐r❝✉✐ts ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✇❤❡♥ ✜r✐♥❣✱ t❛❦❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t p1 t1 p2 t2✳ ❚❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❚✲s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ p1 ❜② 2✿ ✐t ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜✉t ♥♦t
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❛❢t❡r ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜r✐♥❣s✳

Pr♦♦❢✳ ❆s ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛s ❥✉st ♦♥❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉t♣✉t ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s
❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥✬s ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ✇❡✐❣❤t ❡q✉❛❧s ✐ts ✉♥✐q✉❡ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤t✱
❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r ✐♥ ♦t❤❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❧❛ss❡s✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ❞❡✲
♣✐❝ts ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❙✲s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ❛ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥
s②st❡♠✱ t❤❛t ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜✉t ♥❡✐t❤❡r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥♦r ❡✈❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡✳

p2p1

22

3 3

5

5

t1

t2

t3

p1

p2

p3

1

1

2

1

1
1

1
t1

t2

t3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❆❜✐❧✐t② t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ♦r ❜❛❧❛♥❝❡ ❛ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ❤❡♥❝❡ ❛❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ❆ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❜❛❧❛♥❝❡❞ ❋❆ s②st❡♠ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥♦r ♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡✳

❆s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❛❧✐♥❣✱ ❝♦r♦❧❧❛r② ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✾ ❛♥❞ ❝♦r♦❧❧❛r② ✷ ♦♥
♣❛❣❡ ✹✵ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡s ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳ ❆ s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐✈❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✽✳ ❆ s②st❡♠ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳
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✸✳✹✳ ❯s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s

✸✳✹ ❯s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t s♦♠❡ t♦❦❡♥s ❞♦ ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡
r❡♠♦✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ✇❛s ✜rst
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❆ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡t ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❢ ❡✈❡r②
♣❧❛❝❡ p ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ gcdp✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ❚❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ M0(p) ♦❢ ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p ♦❢ ❛ s②st❡♠ S = (N,M0) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ⌊M0(p)

gcdp

⌋
· gcdp

✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ S✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M0 ♦❢ t❤❡ ♥❡t N ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M ′
0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

∀p ∈ P, M ′
0(p) =

⌊M0(p)

gcdp

⌋
· gcdp .

▲❡t rp ❜❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ M0(p) ❜② gcdp✱ ❤❡♥❝❡ M0(p) = M ′
0(p) + rp✳ ❲❡

♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ σ t❤❛t σ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r M0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
σ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r M ′

0✳
❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s tr✉❡ ✐❢ σ ✐s ❡♠♣t②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s✉♣♣♦s❡ σ1 ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s✱

✇✐t❤ M0
σ1−→ M ❛♥❞ M ′

0
σ1−→ M ′✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r σ = σ1t✳ ❉❡♥♦t❡

vp =
∑

ti∈•p

W (ti, p) · ~σ1(ti)−
∑

ti∈p•

W (p, ti) · ~σ1(ti) .

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤ts ♦❢ p ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ gcdp✱ vp ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ gcdp✳
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ M0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✜r❡ t ✐♥ ❜♦t❤
s②st❡♠s ❛❢t❡r t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ σ1✿

∀p ∈ •
t ,M0(p) + vp ≥ W (p, t) ⇐⇒ ∀p ∈ •

t ,M ′
0(p) + rp + vp ≥ W (p, t) .

❙✐♥❝❡ M ′
0(p)✱ vp ❛♥❞ W (p, t) ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ gcdp ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p✱ ✇❤✐❧❡ rp ✐s str✐❝t❧②

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ gcdp✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

∀p ∈ •
t ,M ′

0(p) + vp ≥ W (p, t) .

❚❤❡r❡❢♦r❡ t ❝❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜❡ ✜r❡❞ ❛t M ′✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

p

2

4

2

6

t1

t2

t3

t4
p

2

4

2

6

t1

t2

t3

t4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❚❤❡ gcd ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡s ❡q✉❛❧s 2✳ ❚❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ t❤❡
✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❖♥ t❤❡
r✐❣❤t✱ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

✸✳✺ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s ❛♥② ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡t ✐♥t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r✲
♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ❛r❝s ❛♥❞ ♥❡✇ t♦❦❡♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡ts ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ str✉❝t✉r❡✳

❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❛
s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡
♠✐ss✐♥❣ ❛r❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡t A ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ♣❧❛❝❡ p✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽ ✭❆ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ S = (N,M0)✱ ✇✐t❤ N = (P, T,W )✱
s✉❝❤ t❤❛t M0 ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❧❛❝❡ ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t s❡t ✐s ♥♦t
T ✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ S t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡✇ s②st❡♠ S′✳ ❙❡❧❡❝t ❛
♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s A ❛♥❞ ❛ ♣❧❛❝❡ p s✉❝❤ t❤❛t A ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ♥♦t ♦✉t♣✉ts ♦❢ p✿

✶✳ ✐❢ gcdp = 1✱ t❤❡♥ s❝❛❧❡ p ❜② 2❀

✷✳ ❋♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t ✐♥ A✿
❛❞❞ ❛♥ ❛r❝ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t 1 ❢r♦♠ p t♦ t❀ ✐❢ ❛♥ ❛r❝ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t w > 0 ❡①✐sts ❢r♦♠ t t♦ p✱
t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡ w ❜② w + 1✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛❞❞ ❛♥ ❛r❝ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t 1 ❢r♦♠ t t♦ p❀

✸✳ ❛❞❞ ♦♥❡ t♦❦❡♥ t♦ p✳

❚❤❡♥✱ S ❛♥❞ S′ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ S ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ t❤❡♥ S′ ✐s ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♠❛② s❝❛❧❡ ❛ ♣❧❛❝❡✱ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✹ ♦♥
♣❛❣❡ ✹✵✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s❝❛❧✐♥❣ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞
❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M0✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ p ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❛r❝s✱ t❤❡
♣❧❛❝❡ p s❛t✐s✜❡s gcdp ≥ 2✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦❦❡♥ ❛❞❞❡❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡

✹✼



✸✳✺✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠s

3

p

t t′

→
❛❞❞ ❛r❝s

❛♥❞ ❛ t♦❦❡♥ 3

p

t t′

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❆ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ A = {t}✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
s②st❡♠ t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✳ ❙✐♥❝❡ gcdp = 3✱ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p ♥❡❡❞s ♥♦t ❜❡ s❝❛❧❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛r❝s
❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ t ❛♥❞ ❛ t♦❦❡♥ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ p✳

3

p

t t′

→
s❝❛❧❡ p ❜② 2

6
6

2

p

t t′

→
❛❞❞ ❛r❝s

❛♥❞ ❛ t♦❦❡♥
7

6

3

p

t t′

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❆ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ A = {t}✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
s②st❡♠ t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✳ ❙✐♥❝❡ gcdp = 1✱ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② 2✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
s②st❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛r❝s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ t ❛♥❞ ❛ t♦❦❡♥ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ p✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ❛r❝
❛❧r❡❛❞② ❧✐♥❦❡❞ t t♦ p✱ 1 ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ✐ts ✇❡✐❣❤t 2✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤t 3✳

♦✉t♣✉t ❛r❝s ♦❢ p ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t 1 ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s②st❡♠✱ ❛♥②
✜r✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ t♦❦❡♥ s❡♥❞s t❤✐s t♦❦❡♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣❧❛❝❡✳
❚❤✉s✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♠❛r❦✐♥❣ M r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠✱ M(p) ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ k · c + 1✱
✇❤❡r❡ k ❛♥❞ c ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t c ≥ 2✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛r❝s ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t 1 ❛r❡
t❤❡ ♥❡✇ ♦✉t♣✉t ❛r❝s✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱
t❤❡♥ t❤❡ s❝❛❧❡❞ s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛r❝s ♦♥❧② ❝❤❡❝❦ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
t♦❦❡♥✱ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✜r✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ str✉❝t✉r❛❧ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss
✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❧✐✈❡♥❡ss ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ s②st❡♠s ✐♥t♦
✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦❧❧♦✇s✱ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
✐t ♠✉st ✜rst ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

❈♦r♦❧❧❛r② ✾ ✭❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠
S = (N,M0)✱ ✇✐t❤ N = (P, T,W )✱ s✉❝❤ t❤❛t M0 ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ S t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❡✇ s②st❡♠ S′✿ ❋♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p ✇❤♦s❡
♣♦st✲s❡t ✐s ♥♦t t❤❡ s❡t T ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿

✶✳ ✐❢ gcdp = 1✱ s❝❛❧❡ ❜② 2 t❤❡ ♣❧❛❝❡ p❀

✷✳ ❋♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t t❤❛t ✐s ♥♦t ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ p t❤❡♥ ❛❞❞ t❤❡ ❛r❝ (p, t) ✭✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t
1✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ❛♥ ❛r❝ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t w ❢r♦♠ t t♦ p ❛❧r❡❛❞② ❡①✐sts✱ r❡♣❧❛❝❡ w ❜② w + 1✱
♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛❞❞ ♦♥❡ ❛r❝ (t, p) ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t 1✳

✸✳ ❛❞❞ ♦♥❡ t♦❦❡♥ t♦ p✳

❚❤❡♥✱ S ❛♥❞ S′ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ S′ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐❢ S ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ t❤❡♥ S′ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✼ ♦♥ ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p
✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t s❡t ✐s ♥♦t T ✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳
❆❢t❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t ♦❢ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛❝❡s P ✳ ❚❤✉s✱
❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s❤❛r✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡✱ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t
s❡t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s②st❡♠ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ♣✐❝t✉r❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

2
3

2
4

2

2

p0 p1

t0 t1 t2

7
4

6
2

1

3 1

1

4
2

p0 p1

t0 t1 t2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❚❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ ❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡✿ p0 ❛♥❞ p1 ❤❛✈❡ ❛
❝♦♠♠♦♥ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ✇❤✐❧❡ p•0 6⊆ p•1 ❛♥❞ p•1 6⊆ p•0✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ gcdp0 = 1
❛♥❞ p0 ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② 2 ❛♥❞ ❛ t♦❦❡♥ ✐s ❛❞❞❡❞✳
❲❡ t❤❡♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡ t✇♦ ❛r❝s ❜❡t✇❡❡♥ p0 ❛♥❞ t2✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ gcdp1 = 2✱ t❤✉s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t
p1 ✐s ♥♦t s❝❛❧❡❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛❞❞ ❛ t♦❦❡♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛r❝ ❢r♦♠ p1 t♦ t0✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❛❞❞ 1 t♦ t❤❡
✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛r❝ ❢r♦♠ t0 t♦ p1✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡①t ❝♦r♦❧❧❛r②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✵ ✭▲✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ ✐s
❧✐✈❡ ✭r❡s♣✳ r❡✈❡rs✐❜❧❡✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡ ✭r❡s♣✳ r❡✈❡rs✐❜❧❡✮✳

✹✾



✸✳✻✳ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r②
✷✱ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✜r✐♥❣s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ♥❡✇
✐♥♣✉t ❛r❝s ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t 1 ♣✉t t❤❡ ♥❡✇ ❛❞❞❡❞ t♦❦❡♥s ❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ♣❧❛❝❡✳

✸✳✻ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡
s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❚✲s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞❡❞✉❝❡
❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞✱
✇✐t❤ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❡①✐st ❛❧r❡❛❞② ❢♦r ❚✲s②st❡♠s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲
❋r❡❡ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳

✸✳✻✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❚✲s②st❡♠ ❢r♦♠
❛ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛❝❡s ❡①✐st t❤❛t ❤❛✈❡
s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉ts✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ❚✲s②st❡♠s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♣❧✐tt✐♥❣ s✉❝❤ ♣❧❛❝❡s ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♦♥❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
✇❡ ❛❞❞ ♣❧❛❝❡s t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛r❝s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥❡✇ ♣❧❛❝❡ ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡
✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦♥❡ ♦✉t♣✉t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♥❡ s②st❡♠ t♦ t❤♦s❡ ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣❧❛❝❡s
❛♥❞ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②s✲
t❡♠✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♥❡✇ ♠❛r❦✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤ts✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S = ((P, T,W ),M0)✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✱ S ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ✐s T ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② U t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Y ✳ ❚❤❡ s②st❡♠ S′ = ((P ′, T,W ′),M ′

0) ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ S ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❙♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧❛❝❡s✳ ❊✈❡r② ♣❧❛❝❡ p ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s
t1 . . . tk ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② k ♣❧❛❝❡s p1 . . . pk ✐♥ P ′ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ 1 . . . k✱
pi ✐s ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ ti ❛♥❞ ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ t✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳

✺✵



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

m

W (tk, p)

W (t1, p)

W (p, t)

tk

t1

p
t

→
♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣

mk

m1

W ′(tk, pk)

W ′(t1, p1)
W ′(p1, t)

W ′(pk, t)tk

t1

t

pk

p1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡ p ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛s k ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛❝❡ p ❧❡❛❞s
t♦ k ♣❧❛❝❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳

◆❡✇ ✇❡✐❣❤ts✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p s♣❧✐t ✐♥t♦ k ♣❧❛❝❡s p1 . . . pk✱ ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ 1 . . . k✱ ❛❧❧ t❤❡
✇❡✐❣❤ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡ pi ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

W ′(ti, pi) = U ·W (ti, p)

W ′(pi, t) = W ′(ti, pi) ·
Y (ti)

Y (t)
.

❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ Y ✐s T ✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② Y (t) ≥ 1 ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ U ✱ U

Y (t) ∈ ◆✱ t❤✉s W
′(pi, t) ∈ ◆✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❦❡♣t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ✢♦✇s ♦❢ t♦❦❡♥s t❤❛t ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p✱ ❤❡♥❝❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❧❞ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡s✳ ❚♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② W ′(pi, t) · Y (t) = W ′(ti, pi) · Y (ti)
❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ pi r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✱ t❤❡
❡q✉❛❧✐t② W ′(p1, t) · Y (t) = W ′(t1, p1) · Y (t1) ❤❛s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳

◆❡✇ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M ′
0 ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ M0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

M ′
0(pi) =

⌊M0(p) · U ·W (ti, p) · Y (ti)

gcdpi ·W (p, t) · Y (t)

⌋
· gcdpi .

❚❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

M ′
0(pi) =

⌊M0(p) ·W
′(pi, t)

gcdpi ·W (p, t)

⌋
· gcdpi .

❚❤❡ ♥❡✇ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣❧❛❝❡ pi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❧❞ ♠❛r❦✐♥❣ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♣r❡s❡r✈❡

✺✶



✸✳✻✳ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✜r✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ t r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s r♦✉♥❞❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ gcdpi ✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s✳

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✳

t3

t1

t2

2

1

3

2

1

2

1p0

p2

p1

2 1 ✲3
✲2 0 1
0 ✲1 2

[ ]
1
4
2

[ ]
=

0
0
0

[ ]

8 0 ✲4
0 4 ✲8
✲2 0 1
0 ✲1 2





 1

4
2

[ ]
=

0
0
0
0







4

8

8

4

4

8

2

1

2

1

t1

t2

t3
p′0

p′′0

p2

p1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❚❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ (1, 4, 2)✱ t❤✉s
U = 4✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ W ′(t1, p

′
0) = 2·4✱ W ′(t2, p

′′
0) = 1·4✱ W ′(p′0, t3) = 8·1/2

❛♥❞ W ′(p′′0, t3) = 4 · 4/2✳ ❚❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ p1 ❛♥❞ p2 ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❙✐♥❝❡ gcdp′
0
= 4✱

W (t2, p0) = 1✱ gcdp′′
0
= 4 ❛♥❞ W (t1, p0) = 2✱ ✇❡ ❣❡t M ′

0(p
′
0) = 4 ❛♥❞ M ′

0(p
′′
0) = 8✳ ❲❡

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✳

✸✳✻✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② ♣r❡s❡r✈❡s str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss✳ ❆s s❤♦✇♥ ♥❡①t✱ ✐t ❛❧s♦ ♣r❡s❡r✈❡s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✭❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲
❋r❡❡ s②st❡♠ S ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❚✲s②st❡♠ S′✳ ❇♦t❤ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❚✲
s❡♠✐✢♦✇s ❛♥❞ S′ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳

Pr♦♦❢✳ S ❛♥❞ S′ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s T ✳ ❚❤❡ s②st❡♠ S✱ ❜❡✐♥❣ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ ❤❛s
❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✱ ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ✐s T ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✮✳ ❋♦r ❡✈❡r②
tr❛♥s✐t✐♦♥ ti✱ Y (t) ·W ′(pi, t) = Y (ti) ·W

′(ti, pi)✱ t❤✉s Y ✐s ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ S′✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡
t❤❛t S′ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤✉s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾✮
❛♥❞ ✐t ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt T ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✮✳ ❙✐♥❝❡
Y ✐s ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ S′ ❛♥❞ t❤❡ ❣❝❞ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s 1✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♠❛❧❧❡r ❚✲s❡♠✐✢♦✇
✐♥ S′✱ t❤✉s Y ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ S′✳ ❆s ❡❛❝❤ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢
Y ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ s②st❡♠s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❛♥❞
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦♥❡✳

✺✷



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣❡rt② ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s ✐♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ✭▼❛r❦✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ♣r♦♣❡rt②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲
❋r❡❡ s②st❡♠ (N,M0) ❛♥❞ ✐ts tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ (N ′,M ′

0)✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ p tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ k ♣❧❛❝❡s p1 . . . pk✿

k∑

i=1

M ′
0(pi) ≤ M0(p) · U .

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ M ′
0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

∑

i=1...k

M ′
0(pi) =

∑

i=1...k

⌊M0(p) · U ·W (ti, p) · Y (ti)

gcdpi ·W (p, t) · Y (t)

⌋
· gcdpi

≤
∑

i=1...k

M0(p) · U ·W (ti, p) · Y (ti)

W (p, t) · Y (t)

≤
U ·M0(p)

W (p, t) · Y (t)
·
∑

i=1...k

W (ti, p) · Y (ti)

❙✐♥❝❡
∑k

i=1W (ti, p) · Y (ti) = W (p, t) · Y (t)✱ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s ♣r♦✈❡❞✳

❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡✱M ′
0(p

′
0)+M ′

0(p
′′
0) = 12 ✇❤✐❧❡M0(p)·U = 3·4 = 12✳

❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ S′ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ S ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✭▲❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✮✳ ❊✈❡r② s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S′ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σ t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥
S′ = (N ′,M ′

0)✳
■❢ σ ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S = (N,M0)✳ ❍❡♥❝❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t σ = σ1t ❤❛s

s✐③❡ k ≥ 1 ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s tr✉❡ ❢♦r σ1✱ t❤✉s σ1 ✐s ❛❧s♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S✳ ❲❡ ♥♦t❡ M0
σ1−→ M1

❛♥❞ M ′
0

σ1−→ M ′
1

t
−→ M ′✳

■❢ ♥♦ ✐♥♣✉t ♦❢ t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s
p✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ p ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✜r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✱ t❤✉s M ′

1(p) = M1(p) ❛♥❞ t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M1 ✐♥ S✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥② ♥♦♥✲♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ ♦❢ t✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r②
✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ p ♦❢ t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ♣❧❛❝❡s p1 . . . pk✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡s
pi✱ i = 1 . . . k✱ ❛r❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ′

1 ✐♥ S′ t❤❡♥ p ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M1 ✐♥ S✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

s❤♦✇ t❤❛t M ′(pi) ≥ 0✱ ∀i ∈ {p1, . . . , pk}✱ ✐♠♣❧✐❡s M(p) ≥ 0 ✇❤❡r❡ M1
t

−→ M ✳ ❋♦r ❡✈❡r②
s✉❝❤ ♣❧❛❝❡ pi✱ i ∈ {1, . . . , k}✱

M ′
0(pi) +W ′(ti, pi) · ~σ(ti)−W ′(pi, t) · ~σ(t) ≥ 0 .

✺✸



✸✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ W ′✱ ✇❡ ❣❡t

M ′
0(pi) + U ·W (ti, p) · ~σ(ti)− U ·W (ti, p) ·

Y (ti)

Y (t)
· ~σ(t) ≥ 0 .

❇② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦✈❡r ♣❧❛❝❡s p1 . . . pk✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∑

i=1...k

M ′
0(pi) + U ·

( ∑

i=1...k

W (ti, p) · ~σ(ti)− (
∑

i=1...k

W (ti, p) · Y (ti)) ·
~σ(t)

Y (t)

)
≥ 0

❙✐♥❝❡
∑

i=1...k W (ti, p) · Y (ti) = W (p, t) · Y (t)✱

∑

i=1...k

M ′
0(pi) + U ·

( ∑

i=1...k

W (ti, p) · ~σ(ti)−W (p, t) · ~σ(t)
)
≥ 0

❋r♦♠ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ♣r♦♣❡rt② ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

U ·
(
M0(p) +

∑

i=1...k

W (ti, p) · ~σ(ti)−W (p, t) · ~σ(t)
)
≥ 0

t❤✉s U ·
(
M1(p)−W (p, t)

)
≥ 0 ❛♥❞ σ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✷✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t3 t1 t2 t2 t3 ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ❛♥❞ ❛❧s♦
✐♥ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t3 t1 t2 t3 ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡
s②st❡♠ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❚✲s②st❡♠✳

❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② st❛t❡s t❤❛t ✇❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ t❤✉s ✐♥❤❡r✐ts
❛ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢
❚✲s②st❡♠s t♦ st✉❞② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳

❲❡ s❤♦✇❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❛❧✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s ❡✈❡r② ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐✈❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠✱ ✐♥❤❡r✐t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s✳ ❆s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✲
♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳

✺✹



❈❤❛♣t❡r ✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡t ✐♥t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲
❈❤♦✐❝❡ P❡tr✐ ♥❡t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲
❋r❡❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s
❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s②st❡♠ ✐♥t♦
t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠✳

✺✺
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Chapter 4
P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss

❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞

❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

❈♦♥t❡♥ts
✹✳✶ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲

❋r❡❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✶✳✶ ❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✶✳✷ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✶✳✸ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✶✳✹ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✷ Pr❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✷✳✶ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✷✳✷ ▲✐✈❡♥❡ss ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✸ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ✻✺

✹✳✸✳✶ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✸✳✷ ❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚✲s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✹ ❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✹✳✶ ❑♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✹✳✷ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❜② ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✹✳✸ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✺ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✻ ❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✽



❈❤❛♣t❡r ✹✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r s✉❜❝❧❛ss❡s✿ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❚✲s②st❡♠s✱ ❙✲s②st❡♠s
❛♥❞ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❡①✲
✐st ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✹✱ ❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✺✱ ❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✻✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼✱
❙✐❧✈❛ ✶✾✾✽✱ ❆♠❡r✲❨❛❤✐❛ ✶✾✾✾❛❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss
♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s tr❛❝t❛❜❧❡✳

❖♥❝❡ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ♥❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❧✐✈❡
✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠❛r❦✐♥❣✳
❖♥❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞
❝✐r❝✉✐ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡s✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t
❬❈❤r③❛st♦✇s❦✐✲❲❛❝❤t❡❧ ✶✾✾✸✱ ❘❛♠✐r❡③✲❆❧❢♦♥s✐♥ ✶✾✾✻❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ♣r♦♣❛✲
❣❛t❡s t♦ ❛❧❧ ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s✱ ❧✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐✈❡
❝❧❛ss❡s✳

❚♦ ❞❛t❡✱ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st t❤❛t ❜✉✐❧❞ ❧✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❛♥❞
♠♦st ♦❢ t❤❡✐r s✉❜❝❧❛ss❡s✱ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s ♦r ✐♥ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧ t✐♠❡ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✸✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s t♦ ❜✉✐❧❞ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ s②st❡♠s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② s✐③❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ r❡s✉❧ts ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t
♦❢ t♦❦❡♥s r❡♠❛✐♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ t❤✐s r❡s✉❧t ❛♥♦t❤❡r s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❡✲
♦r❡♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡s❡
r❡s✉❧ts t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
❛♥♦t❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❛s❡✳

✺✾



✹✳✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡

s②st❡♠s

✹✳✶ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❛❧❛♥❝❡❛❜❧❡✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss ❛
✜rst s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ♦♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡
t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡
♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ✐♠♣♦s❡s
❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣❧❛❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛❧s♦
❧✐✈❡✳

✹✳✶✳✶ ❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❜② ❚❤❡♦✲
r❡♠ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✷ t❤❡s❡ s②st❡♠s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡str✐❝t ♦✉r st✉❞② t♦ ❏♦✐♥✲❋r❡❡
❜❛❧❛♥❝❡❛❜❧❡ s②st❡♠s✳

✹✳✶✳✷ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛ ❡①♣r❡ss❡s ❛ s✐♠♣❧❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❡♥❛❜❧❡❞ ♣❧❛❝❡s✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ▲❡t S = ((P, T,W ),M0) ❜❡ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

∑

p∈P

M0(p) >
∑

p∈P

(maxp − gcdp) . ✭✹✳✶✮

❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♠❛r❦✐♥❣ M ✐♥ [M0〉✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❧❛❝❡ p ∈ P ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ✳

Pr♦♦❢✳ ❆s M0 ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p✱ M0(p) ✐s
❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ gcdp✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p ❛r❡ ❛❧s♦ ♠✉❧t✐♣❧❡s
♦❢ gcdp✱ M(p) ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ gcdp ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ M ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p✳

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t M ✐s ❛ ✜①❡❞ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t
❡♥❛❜❧❡ ❛♥② ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡♥

∀p ∈ P,M(p) ≤ maxp − gcdp,

❤❡♥❝❡ ∑

p∈P

M(p) ≤
∑

p∈P

(maxp − gcdp) . ✭✹✳✷✮

❙✐♥❝❡ S ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ✜r✐♥❣ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱
✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ∑

p∈P

M(p) =
∑

p∈P

M0(p) .

✻✵



❈❤❛♣t❡r ✹✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✷✮ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

∑

p∈P

M0(p) ≤
∑

p∈P

(maxp − gcdp),

❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✶✮✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✶✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✳ ❆ ❜❛❧❛♥❝❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠ S = (N,M0) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡
✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❧✐✈❡ ✐❢

∑

p∈P

M0(p) >
∑

p∈P

(maxp − gcdp) .

Pr♦♦❢✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t
S ✐s ❧✐✈❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ M ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡
❛♥❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ st❛rt✐♥❣ ❛t M t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M ′ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t✳ ❋♦r t❤❛t
♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❡s s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞
t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❚♦❦❡♥s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♥✉♠❜❡r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

■❢ M(p) ≥ W (p, t) t❤❡♥ t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ σ ✐s t❤❡ r❡q✉❡st❡❞
✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡ p ✐s ♥♦t ❡♥❛❜❧❡❞✳ L ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❜② ▲❡♠♠❛ ✶
♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ p′ ❡①✐sts✳ ▼♦r❡♦✈❡r p 6= p′ s✐♥❝❡ p 6∈ L✳

❆t ❡✈❡r② st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✱ ❛ ✜r✐♥❣ ♦❝❝✉rs s♦ ❛s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ t♦❦❡♥ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ✜r✐♥❣ ❝❛♥ ♠♦✈❡ s❡✈❡r❛❧
t♦❦❡♥s ❛t ♦♥❝❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s✱ t❛❦✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ p✳ ❙✉❝❤ ❛ ✜r✐♥❣ ✐s ❛❧✇❛②s
♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ p ✐s ♥♦t ❡♥❛❜❧❡❞✱ s✐♥❝❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ♣❧❛❝❡
❛t ❛♥② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣✳ ■♥ s♦ ❞♦✐♥❣✱ ❛ ♥❡✇ ♠❛r❦✐♥❣ M ′ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇
s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ dM

′

✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t dM >lex dM
′

✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❡①✐❝❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ◆δ✳
❚❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ t′ ❡♥s✉r❡s t❤❛t dM

′

i < dMi ✳ ❆t t❤✐s st❡♣✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐s♣❧❛❝❡❞
t♦❦❡♥s ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ i✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② dM >lex dM

′

✐s tr✉❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ dMj ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡
❢♦r j > i✳ ◆♦✇✱ ❛s t❤❡ ❧❡①✐❝❛❧ ♦r❞❡r ✐s ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ♦✈❡r ◆δ✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✱ σ ✐s
✜♥✐t❡ ❛♥❞ t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✸ s❤♦✇s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ t♦ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡
s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ s❛t✐s✜❡s

∑
p(maxp− gcdp) = 1+1+0 = 2. ❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

❜❡❝♦♠❡s
∑

pM0(p) > 2 ❛♥❞ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳
❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❋❆ s②st❡♠s ✐s t❤❡ s❛♠❡

❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝✐r❝✉✐ts ✐♥ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✉♥❧❡ss t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳

✻✶



✹✳✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡

s②st❡♠s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ st❛rt✐♥❣ ❛t M s♦ ❛s
t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛♥② ✜①❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✳
❉❛t❛✿

− ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❛❝❤❡❞ ♠❛r❦✐♥❣ M ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s δ t♦❦❡♥s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♥✉♠❜❡r❡❞
1, . . . , δ❀

− ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ p ♦❢ t❀

− ❚❤❡ δ✲t✉♣❧❡ dM = (dM1 , . . . , dMδ )✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ dMi ❢r♦♠
t♦❦❡♥ i t♦ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ M ❀

❘❡s✉❧t✿ ❆ ✜♥✐t❡ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ σ s✉❝❤ t❤❛t M
σ
→ M ′ ❛♥❞ M ′ ❡♥❛❜❧❡s t✳

✶ σ := ǫ✱ t❤❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥❝❡❀

✷ ✇❤✐❧❡ M(p) < W (p, t) ❞♦

✸ ▲❡t L ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ❛♥❞ J = {i1 . . . ik} t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ t♦❦❡♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡s ♦❢ L ❛t M ❀

✹ ▲❡t p′ ❜❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ L ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t♦❦❡♥ i ✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ✐♥ J ❀

✺ ▲❡t µ = p′, t′, p′′, . . . , p ❜❡ ❛ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❢r♦♠ p′ t♦ p❀

✻ ❋✐r❡ t′ s✉❝❤ t❤❛t t♦❦❡♥ i ✐s s❡♥t t♦ p′′❀

✼ ❯♣❞❛t❡ M ❛♥❞ dM ❀

✽ σ := σ t′

✾ ❡♥❞

✻✷



❈❤❛♣t❡r ✹✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

p1

p2p3

11

2 1

1

2

2

1

1

t1t2 t3 t4

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠ ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳

✹✳✶✳✸ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❜❡❝♦♠❡s
❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❙✲s②st❡♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✳ ❆♥ ♦r❞✐♥❛r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t ✐s ❛♥ ❙✲♥❡t✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t N ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ✇✐t❤ |t•| > 1✳ N ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤✉s t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❝✐r❝✉✐t c = tp1t1p2t2 . . . pktk ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t ✇✐t❤ tk = t✳ ❆s N ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts X ≥ ✶

|P | s✉❝❤ t❤❛t tX · C = 0✱ ✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ N ✳ ❙✐♥❝❡ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ |t•| > 1✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛♥♦t❤❡r ♣❧❛❝❡ p′ ∈ t•

✇✐t❤ p′ 6= p1✳ ❚❤✉s
X[pk] =

∑

p∈t•

X[p] > X[p1] .

●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ ♦✈❡r i ∈ {1, . . . , k − 1}✱ X[pi] ≥ X[pi+1]✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ X[p1] ≥ X[pk]✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥tr❛❞✐❝ts X[pk] > X[p1]✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶ t❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❙✲s②st❡♠s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✶✳ ❆♥ ♦r❞✐♥❛r②✱ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠ ✭❙✲
s②st❡♠✮ S = ((P, T,W ),M0) ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❧✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢

∑
p∈P M0(p) ≥ 1✳

✹✳✶✳✹ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s MJF✱ ❛ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❧❛❝❡ p0✳

✻✸



✹✳✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡

s②st❡♠s

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② ♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ✐s ❛❧s♦ ❧✐✈❡✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ✭❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s MJF✮✳ ▲❡t S = (N,M0) ❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞✱
str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✭✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✮ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠✳ S ✐s ❧✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

− ❢♦r ❛ ♣❧❛❝❡ p0 ✱ M0(p0) = maxp0

− ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p ✐♥ P − {p0}✱ M0(p) = maxp − gcdp .

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❧✐✈❡✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✷✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✈❡❝t♦r α ≥ ✶
|P | ❢♦r S s✉❝❤

t❤❛t α ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❙❝❛❧✐♥❣ S ❜② α ②✐❡❧❞s t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ s②st❡♠
S′ = (N ′,M ′

0)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

∀p ∈ P, max′p − gcd′p = αp · (maxp − gcdp)

✇✐t❤ max′p − gcd′p ∈ ◆✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

∑

p∈P

M ′
0(p) ≥

∑

p∈P−{p0}

(max′p − gcd′p) +max′p0 >
∑

p∈P

(max′p − gcd′p) .

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p✱ maxp ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ gcdp✳ ❚❤✉s M ′
0 ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠ S′ ✐s ❧✐✈❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✸✱ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss✱ t❤✉s S
✐s ❧✐✈❡✳ ▲❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣s ❛r❡ ❛❧s♦ ❧✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛❜♦✈❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳

p1

p2p3

21

2 1

2

4

2

1

1

t1t2 t3 t4

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠
❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳

✻✹



❈❤❛♣t❡r ✹✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

✹✳✷ Pr❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❛ ❦♥♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ✐ts ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❢♦r ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✱
❛♥② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❧✐✈❡✳

✹✳✷✳✶ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ s②st❡♠s

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✱ ❡✈❡r② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss
♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✐ts P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ✭❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠ S = (N,M0)✳ S ✐s ❧✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ✭✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✮ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥t N ′ =
(P ′, T ′,W ′) ♦❢ N ✱ t❤❡ s②st❡♠ (N ′,M0 P ′) ✐s ❧✐✈❡✳

❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉❜s②st❡♠s ❞♦❡s ♥♦t tr✐✈✐❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛♥
❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❧✐✈❡♥❡ss✱ ❛s ♦♥❡ ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜s②st❡♠s✳

✹✳✷✳✷ ▲✐✈❡♥❡ss ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ s②st❡♠s

❚❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♠♦♥♦t♦♥♦✉s✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❝❧❛ss❡s✱ ❛s ♣✐❝t✉r❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❍❡✐♥❡r ✷✵✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❡♥s✉r❡s t❤✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✱ ❛s r❡❝❛❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✺ ✭❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪✮✳ ▲❡t (N,M0) ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r
❛ ♠❛r❦✐♥❣ M ′

0 s✉❝❤ t❤❛t M ′
0 ≥ M0✳ ■❢ (N,M0) ✐s ❧✐✈❡ t❤❡♥ (N,M ′

0) ✐s ❧✐✈❡✳

❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡t✱
t❤❡♥ ❡✈❡r② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❧✐✈❡✳

✹✳✸ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t

s②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s t♦
❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✺✱ ❡✈❡r② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❧✐✈❡✳
❲❡ ❛❧s♦ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♥❡✇ r❡s✉❧ts ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss t❤❛t ✇❛s ❢♦r♠❡r❧②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❚✲s②st❡♠s ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳
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✹✳✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

p1

p2 p3

p4

p5

t1 t2

t3

2

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚❤✐s ❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡ P❡tr✐ ♥❡t ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❧✐✈❡♥❡ss
♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✿ ❛❞❞✐♥❣ ❛ t♦❦❡♥ ✐♥ ♣❧❛❝❡ p4 ❛❧❧♦✇s ✜r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1 t1✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦
❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

✹✳✸✳✶ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s

❚❤❡ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts ❛❧❧♦✇s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s✳ ❚❤❡ ✜r✲
✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠❛② ♦❝❝✉r ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡✐r ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s ❛r❡ ❡♥❛❜❧❡❞✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞
♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜♥❡ts t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦r
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳

❲❤❡♥ ❛♥ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡t ❤❛s ♥♦ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t
❛♥❞ t❤❡ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✹ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡
P✲s✉❜♥❡ts ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ▲❡t N ❜❡ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡t ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❊✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜♥❡t ♦❢ N ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❛ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜♥❡t N
JF

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧②
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ ✐♥ N ✳ ❚❤❡♥✱ ❡✐t❤❡r N

JF
✐s ❡q✉❛❧ t♦ N ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞

t❤❡♥ ❜❡ ❛ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ♦r N
JF

✐s ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜♥❡t ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♥♦❞❡ n ✐♥ N

JF
❛♥❞ ❛ ♥♦❞❡ n′ ✐♥ N −N

JF
✱ s✉❝❤ t❤❛t n′ ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ n✱ s✐♥❝❡ N ✐s str♦♥❣❧②

❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ n ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ♣❧❛❝❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ N
JF

✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ P✲s✉❜♥❡t✳ ❍❡♥❝❡ n
✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s✿ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ N

JF
✱ N

JF
❜❡✐♥❣ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱

❛♥❞ n′✳ ❚❤✉s N
JF

❝♦♥t❛✐♥s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ N ✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✻✻



❈❤❛♣t❡r ✹✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲
❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡♦r❡♠ ❛r❡ ♥♦t ❏♦✐♥✲❋r❡❡✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✹✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✻ ✭P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ MEC✮✳ ▲❡t S = (N,M0) ❜❡ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲
❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠✳ S ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s pi
♦❢ ❛❧❧ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ M0(pi) = maxpi ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡s p✱ M0(p) = maxp − gcdp .
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t S
JF

= (N
JF
,MJF

0 ) ❜❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ N ✱ ✇❤❡r❡ N
JF

= (P
JF
, T

JF
,W

JF
)

❛♥❞MJF

0 ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢M0 t♦ PJF
✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾✱ S
JF

✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜s②st❡♠ ♦❢ N ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜②
▲❡♠♠❛ ✷✱ ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜♥❡t ♦❢ N ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ❛♥ ✐♥♣✉t
♣❧❛❝❡ ♦❢ ❛ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ❛ ♣❧❛❝❡ p s✉❝❤ t❤❛t M0(p) = maxp✳ ❚❤✉s✱
❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✹✱ S

JF
✐s ❧✐✈❡✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t M0 ♠❛❦❡s ❡✈❡r② P✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧✐✈❡

❛♥❞ S ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✺✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✺✱ ❛♥② ❧❛r❣❡r
♠❛r❦✐♥❣ ♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❞❡♣✐❝ts ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✵✮✱ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ pi ♦❢ ❛ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♠❛r❦✐♥❣
❡q✉❛❧ t♦ maxpi ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡s p ❝♦♥t❛✐♥ maxp− gcdp t♦❦❡♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ s❤♦✇s ❛❧❧
t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤✐s s②st❡♠✳

p1

p2 p3

p4

p5

t1

t2 t3

t4

t5

2

2 3

3

1 1

1

1

1

1
3 2

3

1

1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ t❤✉s t❤❡ ❧✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✶✻ ♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤✐s ❧✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱
♥♦t✐❝❡ t❤❛t t1 ❛♥❞ t4 ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤✉s t❤❡✐r ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s p1 ❛♥❞ p4 ❛r❡
✐♥✐t✐❛❧❧② ♠❛r❦❡❞ ❜② maxp1 = 2 ❛♥❞ maxp4 = 3 t♦❦❡♥s✳ ■t ✐s t❤❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❛r❦ ❡✈❡r②
♦t❤❡r ♣❧❛❝❡ p ✇✐t❤ maxp−gcdp t♦❦❡♥s✿ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❛r❦❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❞❞✐♥❣ t♦❦❡♥s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡str♦② ✐ts ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss✳

✻✼



✹✳✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

p1

p2 p3p5

t1

t2 t3

t4

t5

2

2

1 1

1

1

1

1 2

1

1

p2 p3

p4

t1

t2 t3

t4

3

3

1 1

1

3 3

1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳

✹✳✸✳✷ ❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚✲s②st❡♠s

❋♦r ❚✲s②st❡♠s✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ✇❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽
♦♥ ♣❛❣❡ ✻✺✳

❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❧❡♠♠❛ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❚✲♥❡ts✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ❆❧❧ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜♥❡ts ♦❢ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❚✲♥❡t ❛r❡
❝✐r❝✉✐ts✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜♥❡t N ♦❢ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❚✲♥❡t
❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ♦❢ N ❤❛s ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♦✉t♣✉t ♣❧❛❝❡s p1
❛♥❞ p2✳ ▲❡t p ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ ♦❢ t✳ P❧❛❝❡s p1 ❛♥❞ p2 ❜❡❧♦♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛t❤s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ p s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡t ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣❛t❤s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦
♠❡r❣❡ ❛s t✇♦ ✐♥♣✉ts ♦❢ ❛ ♣❧❛❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡t ✐s ❛ ❚✲♥❡t✳ ❚❤❡② ❝❛♥♥♦t ♠❡r❣❡ ❛s t✇♦ ✐♥♣✉ts
♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡✐t❤❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉❜♥❡t N ✐s ❏♦✐♥✲❋r❡❡✱ ❛♥❞ N ✐s ♥♦t str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ ❛ ❦♥♦✇♥ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❚✲s②st❡♠s t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈❡ ♥♦✇✱
❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ✭❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✮✳ ▲❡t S = ((P, T,W ),M0) ❜❡ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚✲s②st❡♠ t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✉s❡❢✉❧✲t♦❦❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ S ✐s ❧✐✈❡ ✐❢ ❡✈❡r② ❝✐r❝✉✐t SC ♦❢
S s❛t✐s✜❡s ∑

p∈PC

M0(p) >
∑

p∈PC

(maxp − gcdp) ,

✇❤❡r❡ PC ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t SC ✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐❢ (P, T,W ) ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚✲♥❡t t❤❡♥ ✐ts ❝✐r❝✉✐ts
❛r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝✐r❝✉✐ts ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts✱
t❤✉s ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❚✲♥❡ts ❛r❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts ❛♥❞ S ✐s str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✺✱ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s ♣r♦✈❡❞✳

✻✽



❈❤❛♣t❡r ✹✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

✹✳✹ ❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❚✲
s②st❡♠s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r
✸✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❧✐✈❡♥❡ss ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳

✹✳✹✳✶ ❑♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ✭❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✮✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r ❛ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S = (N,M0)✱ ✐ts s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s T ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①
C ♦❢ N ✳ S ✐s ❧✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ M ∈ [M0〉 ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
σ t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ (N,M) s✉❝❤ t❤❛t ~σ ≥ ✶

|T | ❛♥❞ C · ~σ ≥ 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ✭◆❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❚✲s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✷❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛
❚✲s②st❡♠ S = (N,M0)✱ ✇✐t❤ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s T ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① C ♦❢ N ✳ ■❢ S ✐s ❧✐✈❡
t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ Y ≥ ✶

|T | s✉❝❤ t❤❛t C · Y ≥ 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σY t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S
s✉❝❤ t❤❛t ~σY = Y ✳

✹✳✹✳✷ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❜② ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss
❢♦r str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✽ ✭❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② S′ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ S✳ ■❢ S′ ✐s ❧✐✈❡✱ t❤❡♥ S ✐s ❧✐✈❡✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜♦t❤ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢
tr❛♥s✐t✐♦♥s T ✳ ❇② t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✷✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹
♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✱ S ❛♥❞ S′ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ≥ ✶

|T |✳ S′ ✐s ❧✐✈❡✱ t❤✉s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σY
s✉❝❤ t❤❛t ~σY = Y ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✮✳ ❇② t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ♦♥
♣❛❣❡ ✺✸✮✱ σY ✐s ❛❧s♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❧✐✈❡ ✭t❛❦❡ M = M0 ❛♥❞ σ = σY ✐♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✮✳

❚❤✐s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳

✹✳✹✳✸ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❚✲s②st❡♠s✱
✇❤♦s❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(max{|P | · |T |, |P | · log(minp∈P maxp)}) ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✱
❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②s✲
t❡♠s✳

✻✾



✹✳✹✳ ❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s
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t3

t1

t2 t4

t5

t6

2

1
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2

1

2

1

1

1
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3

1

1

2 3
p0

p2

p1

p3

p4

p5

p6

4

8

12

24
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6

8

4

4

8

2

1 1

2

3

2

1

1

1

2

24

36

12

12

24

12

t1

t2

t3
p′′0

p′0

p2

p1

p3

p′3

p′′3

p4

p5

p6

t4

t5

t6

2 1 ✲3 0 0 0
✲2 0 1 0 0 0
0 ✲1 2 0 0 0
0 0 ✲4 1 2 4
0 0 1 ✲1 0 0
0 0 1 0 ✲2 0
0 0 2 0 0 ✲3







p0

p2
p3
p4
p5
p6

p1

t1 t2 t3 t4 t5 t6

3
12
6
6
3
4






=

0
0
0
0
0
0
0







8 0 ✲4 0 0 0
0 4 ✲8 0 0 0
✲2 0 1 0 0 0
0 ✲1 2 0 0 0
0 0 ✲12 0 24 0
0 0 ✲24 0 0 36
0 0 ✲12 12 0 0
0 0 1 ✲1 0 0
0 0 1 0 ✲2 0
0 0 2 0 0 ✲3







p2
p3

p4
p5
p6

p1

p′0
p′′0

p′3
p′′3

t1 t2 t3 t4 t5 t6

3
12
6
6
3
4






=

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0







❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s
❚✲s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡✱ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ ✭P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② S′ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ S✳ ❚❤❡♥ S′ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ S′′✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ S′′ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ♦♥
♣❛❣❡ ✻✽ ❢♦r ❚✲s②st❡♠s✱ t❤❡♥ S ✐s ❧✐✈❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ S ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ S′ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✷✱ t❤✉s ❝♦♥s✐st❡♥t
❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ S′ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭❚❤❡♦r❡♠

✼✵



❈❤❛♣t❡r ✹✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

✺✮ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✼✮✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t
t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ S′′ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ S′✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ S ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✽
♦♥ ♣❛❣❡ ✻✾✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✽ ❛♣♣❧✐❡s t♦ S′′ ❛♥❞ ❧❡❛❞s ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r S✳

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳

6

2

1

1

2

2

1 1

2

3

2

1

1

1

2

2

3

1

1

2

1

t1

t2

t3
p′′0

p′0

p2

p1

p3

p′3

p′′3

p4

p5

p6

t4

t5

t6

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❚❤✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚✲s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻
♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✽✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡✳

✹✳✺ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❋♦r ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❋❆ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss
♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r
♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❜s✉♠❡s t❤❡ ♦t❤❡rs✳

■♥❞❡❡❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ s❤♦✇s ❛ ❧✐✈❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❋❆ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ❧✐✈❡♥❡ss ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶ ❜✉t ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ s❤♦✇s ❛ ❧✐✈❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❋❆ s②st❡♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦✲
r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳
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2

3

2

2

3
1

1

p1

p2

p3

t1

t2

t3

12

18

6

6

2

3
1

1

p1

p′′1

p2

p3

t1

t2

t3

2

3

1

1

2

3
1

1

p1

p′′1

p2

p3

t1

t2

t3

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❋❆ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥
♣❛❣❡ ✻✶ ✭

∑
p∈P M0(p) = 5 >

∑
p∈P (maxp − gcdp) = 4✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚✲s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✵ ❞♦❡s ♥♦t s✉❜s✉♠❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶✳

2

1

1

1 1

2

2
1

1

t1

t2

t3

t4

p1

p2

p3

p4

2

2

1

1
2

22

21
1

t1

t2

t3

t4

p1

p2

p′3

p4

p′′3 2

2

2

2
2

22

21
1

t1

t2

t3

t4

p1

p2

p′3

p4

p′′3

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ❧✐✈❡ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢②
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶✿

∑
p∈P (maxp − gcdp) = 2✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s

t❤r❡❡ t♦❦❡♥s ✇❤❡r❡❛s t✇♦ t♦❦❡♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❧✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s t❤❡
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚✲s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡
r✐❣❤t✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐t ✉♣♦♥ s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p2
❜② 2✳ ❙✐♥❝❡ t✇♦ t♦❦❡♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ ❡✈❡r② ❝✐r❝✉✐t C ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚✲s②st❡♠ ✇❤✐❧❡∑

p∈C(maxp − gcdp) = 1✱ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✽ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶ ❞♦❡s ♥♦t s✉❜s✉♠❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ ♦♥
♣❛❣❡ ✼✵✳

✹✳✻ ❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ♥♦t ❜❡ ❧✐✈❡ t♦ ❡♥s✉r❡
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡✮✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳

❚❤❡ ♦t❤❡r s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❚✲s②st❡♠s ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✳ ❆ ❧✐✈❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧
t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✶✳ ■♥❞❡❡❞✱

∑

p

(maxp − gcdp) = (14− 2) + (21− 7) + (6− 3) = 29 .

p1

28

p2

p3

t1

t2

t3

14

6 21

14 21

6

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❚❤✐s ❝✐r❝✉✐t ✐s ❧✐✈❡ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✜r❡❞ ❢r♦♠ ❛♥②
r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤✉s t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✐s ❧✐✈❡✳

0, 28, 0

0, 7, 21

6, 7, 15 12, 7, 9 18, 7, 3 4, 21, 3 4, 0, 24

10, 0, 18

16, 0, 12

2, 14, 128, 14, 6

14, 14, 0 22, 0, 628, 0, 0
t1

t3

t2
t2 t2 t1 t3

t2

t2

t2

t1

t2t2

t2t1t1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❚❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t s❤♦✇s ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❙t❛rt✲
✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡✈❡r②
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤✉s ✐♠♣❧②✐♥❣ ❧✐✈❡♥❡ss✳
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✹✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts✳ ❋♦r t❤✐s ❝❧❛ss✱
❛♥❞ ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛r❦✐♥❣s ❤❛✈❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱
❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ♦♥❧② ❛ ❧✐♥❡❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ♣r✐♦r ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s✳

❲❡ ❛❧s♦ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥♦t❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛
s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ s✉❜s✉♠❡s
t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ♠❛❦✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✇♦rt❤② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

✼✹





Chapter 5
❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞

❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❈♦♥t❡♥ts
✺✳✶ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✶✳✶ Pr❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✶✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✺✳✶✳✸ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✶✳✹ ❆ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ P✲s✉❜s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✶✳✺ ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✶✳✻ ❆ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✶✳✼ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺✳✶✳✽ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✶✳✽✳✶ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✶✳✽✳✷ ❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✶✳✽✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✺✳✷ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✺✳✷✳✶ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② r❡✈❡rs✐❜❧❡ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
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✺✳✷✳✸ ❆ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✲s②st❡♠ t❤❛t ✐s ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✷✳✹ ❋❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ✐♠♣❧② ❧✐✈❡♥❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✷✳✺ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✷✳✻ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐♥ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✷✳✼ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✸ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✸✳✶ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✹ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥
str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡
❛❧s♦ st✉❞② ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❜✉✐❧❞ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❡①♣r❡s✲
s✐✈❡ s②st❡♠s ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛r❡
❡♥s✉r❡❞✱ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣❡rt② t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞❡❞ ❜② r❡❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❝❡ ❛ s②st❡♠ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡
r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ♠❛② ❜❡ ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞✳

❚❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥♦t t✐❣❤t❧② r❡❧❛t❡❞✿ t❤❡r❡ ❡①✐st ❧✐✈❡ s②st❡♠s
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❧✐✈❡ ❬▼✉r❛t❛ ✶✾✽✾❪✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢
✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚✲s②st❡♠s✱ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r tr✉❡ ❢♦r ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡
❡①✐st ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❡①✐st t❤❛t ❜✉✐❧❞ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ❚✲s②st❡♠s ❬▼❛r❝❤❡tt✐ ✷✵✵✾❪✱ ❤❡♥❝❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ❡❢✲
✜❝✐❡♥t❧② ❡♥s✉r❡❞ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✳ ❍♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱
❡①✐st ❢♦r ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s
❛r❡ ❜✉✐❧t ❡✐t❤❡r ✐♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ♦r ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ✐♥ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✸❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♥♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
♠❡t❤♦❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s✉❜❝❧❛ss✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥♦t❤❡r ♦r✐❣✐♥❛❧
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❝❧❛ss✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✲s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② ✐ts r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ ❣✐✈✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t
✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s
❝❧❛ss✳ ❲❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜rst ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❧✐✈❡
❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s
❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳

✼✼



✺✳✶✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡
♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s r❡✲
♠♦✈❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❡ t❡st ♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠s ✐♥ ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s✳

✺✳✶ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ t❤❛t ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛♣♣❧②
t♦ t❤❡✐r ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s✉❜❝❧❛ss✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡
❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✳

❚❤❡♥✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛
♥❡✇ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② t❤❛t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜s②st❡♠s✱ ♥❛♠❡❧② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧t ❡①t❡♥❞s ❛ ❦♥♦✇♥ ❧✐✈❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣
♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t ❛ ❦♥♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ P✲s✉❜s②st❡♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥str✉❝t✱
❢♦r t❤❡s❡ s②st❡♠s✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t♦❦❡♥s✱ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦❧❞❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ♥♦
❞✐r❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❚✲s②st❡♠ s✉❜❝❧❛ss✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ P✲s✉❜♥❡ts ❛r❡ ❝✐r❝✉✐ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♥❝❡ ❡✈❡r② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❧✐✈❡
❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

✺✳✶✳✶ Pr❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts

❲❡ r❡❝❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts ❛♥❞
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❧✐✈❡♥❡ss✱ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

▲✐✈❡♥❡ss ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❊q✉❛❧✲
❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪ ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✱ ❛❧❧♦✇✲
✐♥❣ t♦ ❣❡t ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② st✉❞②✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤❡
♥❡①t r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s t♦ t❤❡ st✉❞② t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ✐♥ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡
s②st❡♠s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②s✲
t❡♠ S = (N,M0) ✇✐t❤♦✉t s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝❡s✳ S ✐s ❧✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s S∗ = ((P∗, T∗,W∗),M0 P∗

) ♦❢ S ❛r❡ ❧✐✈❡✳

✼✽



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡ ♠❛② ❜❡ ♣❛rt❧② s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✽ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✺ ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ✇❤❡♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜s②st❡♠s ❜❡❝♦♠❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥
P✲s✉❜s②st❡♠s✳

❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✲
✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✱ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ❜❡✲
❧♦✇✳ ❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞
❛♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S = (N,M0) ✇✐t❤ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇
Y ✳ S ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σY s✉❝❤ t❤❛t ~σY = Y ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M0✳

P❡rs✐st❡♥t s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ❆ s②st❡♠ ✐s ♣❡rs✐st❡♥t ✐❢ ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✲
✐♥❣ M t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s t1 ❛♥❞ t2 ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1t2✳ P❡rs✐st❡♥t s②s✲
t❡♠s ❡♥❝♦♠♣❛ss t❤❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ♣❡rs✐st❡♥t ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥✢✉❡♥t ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ ❬❑❡❧❧❡r ✶✾✼✺✱ ▲✐❡♥ ✶✾✼✻✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼✱ ❇❡st ✷✵✵✽❪✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡
❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❆ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢
❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ♣❡rs✐st❡♥t s②st❡♠s ❡①✐sts ❬❇❡st ✷✵✵✽❪✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦♥❡✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ✭❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✮✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ (N,M0)✳ ■❢
M1 ❛♥❞ M2 ❛r❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s s✉❝❤ t❤❛t M0

σ
−→ M1 ❛♥❞ M0

τ
−→ M2 t❤❡♥ ❛ ♠❛r❦✐♥❣

M3 ❡①✐sts s✉❝❤ t❤❛t M1
α

−→ M3 ❛♥❞ M2
β

−→ M3✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s α ❛♥❞ β
s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t✿

~α(t) = max{~σ(t), ~τ(t)} − ~σ(t)

~β(t) = max{~σ(t), ~τ(t)} − ~τ(t) .

M0 M1

M2 M3

σ

τ

β

α

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ■❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s σ ❛♥❞ τ ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡
s❡q✉❡♥❝❡s α ❛♥❞ β ❡①✐st ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ M3✳

✼✾



✺✳✶✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

✺✳✶✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts

❙❡q✉❡♥❝❡s ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ❡q✉❛❧s ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ❛r❡ str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
♣r♦♣❡rt②✱ s✐♥❝❡ s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ❢❛❝t✱ ✇❡
st✉❞② ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡❧♦✇
❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r st✉❞② ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❚r❛♥s✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ s②st❡♠s✮✳ ▲❡t S = (N,M0) ❜❡ ❛ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛
❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ σ ✐s tr❛♥s✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ Y ✐❢ ✐ts P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s s♠❛❧❧❡r ❜✉t
♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ Y ✱ t❤❛t ✐s ~σ(t) ≤ Y (t) ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t ❛♥❞ ~σ(t′) < Y (t′) ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t′✱ ♥♦t❡❞ ~σ � Y ✳ ❚❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ σ ✐♥ S✱ ✇❤❡♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛r❦✐♥❣
M ✱ ✐♥❞✉❝❡s ❛ tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❞r✉♣❧❡ (N,M, σ, Y )✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r st✉❞② ♦❢ tr❛♥s✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ s②st❡♠s✱ ✇❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡
♣❧❛❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ r❡❛❞② ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ♦♥❡s✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❘❡❛❞② ♦r ❢r♦③❡♥✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ S = (N,M, σ, Y )✳ ❆ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ t ✐s r❡❛❞② ✐♥ S ✐❢ ~σ(t) < Y (t)✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❢r♦③❡♥ ✐♥ S✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡
~σ(t) = Y (t)✳ ❆ ♣❧❛❝❡ ✐s r❡❛❞② ✐♥ S ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡❛❞② ✐♥ S✱
♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❢r♦③❡♥ ✐♥ S✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ♣✐❝t✉r❡s r❡❛❞② ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ♥♦❞❡s✳

1
1

4

4

2
2

p1

p2

p3

t1

t2

t3

1
1

4

4

2
2

p1

p2

p3

t1

t2

t3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡s❡ ❝✐r❝✉✐ts ❤❛✈❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y = (4, 1, 2)✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡
s❡q✉❡♥❝❡ σ = t1 t1 t2 ✐s tr❛♥s✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ Y s✐♥❝❡ ~σ = (2, 1, 0) � (4, 1, 2) = Y ✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ σ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr❛♥s✐❡♥t
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ Y ✳ ❆❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② r❡❛❞② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ Y ✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t2 ✐s ❢r♦③❡♥ s✐♥❝❡ ~σ(t2) = 1 = Y (t2)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s ♦❢ t2 ❛r❡
❢r♦③❡♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣❧❛❝❡ p2✳

❘❡♠❛r❦✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s ♦❢ ❛ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛r❡
❛❧✇❛②s r❡❛❞② ✐♥ ❛♥② P❡tr✐ ♥❡t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ♣❧❛❝❡s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❢r♦③❡♥✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ♣❧❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ ❛ ❢r♦③❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t
❛❧✇❛②s ❜❡ ❢r♦③❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✭str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✮ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②s✲
t❡♠s✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐ts ✉♥✐q✉❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥✿ ❛❧❧ ♦✉♣✉t
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❛❞② ♣❧❛❝❡s ❛r❡ r❡❛❞②✱ ❛❧❧ ♦✉♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡s ❛r❡ ❢r♦③❡♥✳
❚❤❡s❡ ❢❛❝ts ❛r❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

p

t1 t2

p

t1 t2

p

t

p

t

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ✜rst s②st❡♠ s❤♦✇s ❛ ♣❧❛❝❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡❛❞② ♦✉t♣✉t ❛♥❞
❛ ❢r♦③❡♥ ♦✉t♣✉t✱ t❤✉s t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✐s r❡❛❞②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s②st❡♠ s❤♦✇s ❛ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❢r♦③❡♥
♦✉t♣✉ts✱ t❤✉s t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✐s ❢r♦③❡♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ s②st❡♠s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢
♣❧❛❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦✉t♣✉t✿ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❛s ✐ts ♦✉t♣✉t✳

❆s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s✱ ❛ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛ tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡
t❤❛♥ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ S = (N,M0) ✇✐t❤ N = (P, T,W ) ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡
σ s✉❝❤ t❤❛t M0

σ
−→ M ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡ p ✐♥ S′ = (N,M, σ, Y )✳ ■❢ ❛❧❧ ✐♥♣✉t

tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ p ❛r❡ ❢r♦③❡♥ ✐♥ S′✱ t❤❡♥ M(p) = M0(p)✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ M(p) < M0(p)✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ ✐s tr❛♥s✐❡♥t t❤✉s ~σ(t) ≤ Y (t) ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t✳ ❇❡s✐❞❡s✱ p ✐s
❢r♦③❡♥ t❤✉s ❡✈❡r② ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ t ♦❢ p ❤❛s ✜r❡❞ ❡①❛❝t❧② Y (t) t✐♠❡s✿ ∀t ∈ p•, ~σ(t) = Y (t)✱
❛♥❞ ❡✈❡r② ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ ti ♦❢ p ❤❛s ✜r❡❞ ❛t ♠♦st Y (ti) t✐♠❡s✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

M(p) = M0(p) +
∑

ti∈•p

W (ti, p) · ~σ(ti)−
∑

ti∈p•

W (p, ti) · ~σ(ti)

≤ M0(p) +
∑

ti∈•p

W (ti, p) · Y (ti)−
∑

ti∈p•

W (p, ti) · Y (ti) = M0(p) .

❚❤❡ ❡q✉❛❧✐t② M(p) = M0(p) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s ti ❛r❡ ❢r♦③❡♥ ❛♥❞
t❤✉s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜r❡❞ Y (ti) t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s str✐❝t ✇❤❡♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s
❜❡❡♥ ✜r❡❞ ❛ str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ p2 ✐s ❢r♦③❡♥ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡
t❤❛♥ 2 t♦❦❡♥s ❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐ts ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ t1 ✐s r❡❛❞②✱ t❤✉s p2 ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ str✐❝t❧② ❢❡✇❡r
t❤❛♥ 2 t♦❦❡♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② t♦❦❡♥ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳
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✺✳✶✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡s ✐♥ tr❛♥✲
s✐❡♥t ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s✐❡♥t ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S = (N,M, σ, Y )✳
■❢ S ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡✱ t❤❡♥ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❛❞②
✐♥♣✉t ✐♥ S✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ S ✐s tr❛♥s✐❡♥t✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡❛❞② ♣❧❛❝❡✳ ❆s S ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❞② ♣❧❛❝❡ t♦ ❛ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡
♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② r❡❛❞② ♣❧❛❝❡ ✐s r❡❛❞②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❤❛s
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❛❞② ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡ p2✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
❛ r❡❛❞② ✐♥♣✉t t1✳

✺✳✶✳✸ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s

❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s ❢♦r♠ ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✐♥✲
❤❡r✐t t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙tr♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪ t♦ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✮❀ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ❛❧s♦ ❡①✐sts ❢♦r str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ♥❡ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❧✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛ ❤♦♠❡
♠❛r❦✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❛ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾✮✳

❲❡ ✉s❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ tr❛♥s✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛
❛❜♦✉t ❡♥❛❜❧❡❞ ♣❧❛❝❡s✱ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✹ ✭❢♦r ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✮ ❛❧❧♦✇ t♦ ✜r❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤✐s
♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✐♥ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋❆ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s✱ ❞❡✲
♥♦t❡❞ ❜② MFA✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r t❤❡s❡ ❋❆ s②st❡♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s
♣r♦♦❢ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♦r ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦r ❝❤♦✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲❡ s❤♦✇ ♥❡①t t❤❛t ❢♦r ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋❆ ♥❡t ✐♥✐t✐❛❧❧② ♠❛r❦❡❞ ❜② M̂0✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts
❛♥② ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❡t MFA✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♥❛❜❧❡❞ r❡❛❞② ♣❧❛❝❡ ❛❢t❡r ❛♥②
tr❛♥s✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡✳

▲❡♠♠❛ ✻ ✭❊♥❛❜❧❡❞ r❡❛❞② ♣❧❛❝❡✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋❆ s②st❡♠

S
FA

= (N, M̂0) ✇✐t❤ N = (P, T,W ) ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σ t❤❛t ✐s tr❛♥s✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❚✲

s❡♠✐✢♦✇ Y s✉❝❤ t❤❛t M̂0
σ

−→ M̂ ✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♥❛❜❧❡❞ r❡❛❞② ♣❧❛❝❡ ✐♥
(N, M̂, σ, Y )✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Sσ = (N, M̂, σ, Y )✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ σ ✐s tr❛♥s✐❡♥t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
r❡❛❞② ♣❧❛❝❡ ✐♥ Sσ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ S

FA
✐s ❧✐✈❡ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✹

❛♥❞ ♣❧❛❝❡s ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ♣❧❛❝❡ ✐♥ Sσ✳

✽✷



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❝❧❡❛r❧② tr✉❡ ✐❢ ❛❧❧ ♣❧❛❝❡s ❛r❡ r❡❛❞② ✐♥ Sσ✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢
t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ♣❧❛❝❡s ❛r❡ ♥♦t r❡❛❞② ✐♥ Sσ✳

❚❤❡ s②st❡♠ S
FA

✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❤❡♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✷✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ▲❡t S′

FA
= (N ′, M̂ ′

0)✱ ✇✐t❤ N ′ = (P, T,W ′)✱ ❜❡ ❛ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦❢ S
FA
✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

σ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S′
FA

❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✽✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts M̂ ′ s✉❝❤ t❤❛t M̂ ′
0

σ
−→ M̂ ′✳

❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✾✱ S
FA

❛♥❞ S′
FA

❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✱ ❤❡♥❝❡

σ ✐s tr❛♥s✐❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ M̂ ❛♥❞ M̂ ′ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡ts ♦❢ r❡❛❞②
❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡s✳

❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❛❞② ♣❧❛❝❡ ✐♥ S′
σ = (N ′, M̂ ′, σ, Y )✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ σ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ❢r♦③❡♥ ✐♥♣✉ts
✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡♠♣t②✮ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Pf ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❛❞②
✐♥♣✉t ✭♥♦t ❡♠♣t② ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✮ ❜② Pfr ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❞② ♣❧❛❝❡s ✭♥♦t
❡♠♣t② ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮ ❜② Pr✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✱ Pf ✱ Pfr ❛♥❞ Pr ❢♦r♠ ❛ tr✐✲♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡s ♦❢ S

FA
❛♥❞ S′

FA
✿

∑

p∈P

M̂ ′(p) =
∑

p∈Pf

M̂ ′(p) +
∑

p∈Pfr

M̂ ′(p) +
∑

p∈Pr

M̂ ′(p) ,

❤❡♥❝❡

∑

p∈Pr

M̂ ′(p) =
∑

p∈P

M̂ ′(p) −
∑

p∈Pf∪Pfr

M̂ ′(p) . ✭✺✳✶✮

pf

❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❧②
❢r♦③❡♥ ✐♥♣✉ts

M̂ ′(pf ) = M̂ ′

0
(pf )

pfr

❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❛❞② ✐♥♣✉t

M̂ ′(pfr ) < M̂ ′

0
(pfr )

pr

r❡❛❞② ♣❧❛❝❡
✇✐t❤ ❢r♦③❡♥

♦r r❡❛❞② ✐♥♣✉ts

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❚❤❡ ❢r♦③❡♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ s❤❛❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❛❞② ♥♦❞❡s ❛r❡ ✇❤✐t❡✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞
♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❢r♦③❡♥ ♦r r❡❛❞②✳ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ ❛r❡ tr✐✲♣❛rt✐t✐♦♥❡❞
✐♥t♦ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ❢r♦③❡♥ ✐♥♣✉ts ✭t❤❡ s❡t Pf ✮✱ ❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ r❡❛❞② ✐♥♣✉t ✭t❤❡ s❡t Pfr ✮ ❛♥❞ r❡❛❞② ♣❧❛❝❡s ✭t❤❡ s❡t Pr✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐♥ ❛

❢r♦③❡♥ ♣❧❛❝❡ p ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② M̂ ′
0(p)✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s

❝♦♥st❛♥t✱ t❤✐s tr✐✲♣❛rt✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐♥ r❡❛❞②
♣❧❛❝❡s✳
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✺✳✶✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✿

∑

p∈Pr

M̂ ′
0(p) =

∑

p∈P

M̂ ′
0(p) −

∑

p∈Pf∪Pfr

M̂ ′
0(p) . ✭✺✳✷✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ S′
FA
✱
∑

p∈P M̂ ′
0(p) =

∑
p∈P M̂ ′(p)✱ ❛♥❞

t❤❡ ✜rst t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✶✱

∑
p∈Pf

M̂ ′(p) =
∑

p∈Pf
M̂ ′

0(p)

❛♥❞✱ s✐♥❝❡ Pfr ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✱

∑
p∈Pfr

M̂ ′(p) <
∑

p∈Pfr
M̂ ′

0(p) ,

❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s❛t✐s❢②

∑
p∈Pf∪Pfr

M̂ ′(p) <
∑

p∈Pf∪Pfr
M̂ ′

0(p) .

❚❤✉s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q♥✳ ✭✺✳✷✮ ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢
❡q♥✳ ✭✺✳✶✮ ❛♥❞

∑

p∈Pr

M̂ ′(p) >
∑

p∈Pr

M̂ ′
0(p) ≥

∑

p∈Pr

(max′p − gcd′p) ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ M̂ ′
0✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ t♦❦❡♥s ♦❢ M̂ ′ ❛r❡ ❛❧❧ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s✱ s✐♥❝❡ M̂ ′
0 ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s✳

❚❤✉s✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ Pr ✐s t❤❡♥ ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M̂ ′✱ ❤❛✈✐♥❣ max′p ♦r ♠♦r❡ t♦❦❡♥s ✐♥ M̂ ′✳
❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✽✮ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡
✐s tr❛♥s✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✾✮✱ t❤✉s r❡❛❞②
♣❧❛❝❡s ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ S′

σ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❛❞② ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ Sσ✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ♦❢ t❤❡ s❡t MFA ✭❚❤❡♦✲
r❡♠ ✶✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✹ ✇❤❡♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❋❆ ♥❡ts✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ❡✈❡r② str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋❆ ♥❡t✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② M̂0 ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ♦❢ MFA✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✵ ✭❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s MFA✮✳ ■❢ N
FA

✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞✱

str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❋❆ ♥❡t✱ t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ S
FA

= (N
FA
, M̂0) ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞

r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② ❧❛r❣❡r ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✹✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✻ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✷✱
❢♦r ❛♥② tr❛♥s✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ σ ✇✐t❤ M̂0

σ
−→ M̂ ✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❛❞② ♣❧❛❝❡ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M̂ ✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞
❜② M̂ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σY ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ❡q✉❛❧s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ S

FA
❝❛♥

❜❡ ✜r❡❞ ❡①❛❝t❧②✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾✱ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s ♣r♦✈❡❞✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✺ ♦♥
♣❛❣❡ ✻✺✱ ❧✐✈❡♥❡ss ✐s ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ✐♥ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋❆ s②st❡♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣
❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s σY ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝❧❛ss❡s ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢
t♦ ❛❧❧ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts ✇♦✉❧❞ s❤♦✇ t❤❛t ❛❢t❡r ❛♥② tr❛♥s✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ r❡❛❞②
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧② ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛❞②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡
❝♦✈❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t ❜② ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜♥❡ts
✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡✱ ❛❢t❡r ❛♥② tr❛♥s✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦❢ ❛ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s
❛r❡ ❛❧❧ ❡♥❛❜❧❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts✳

❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts ❞♦ ♥♦t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾ ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡ts ❡✐t❤❡r✳

❚♦✇❛r❞s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ st✉❞② t❤❡
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥❡ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡
♥❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋❆ P✲s✉❜♥❡ts ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✮✱ ❛♥❞ ✇❡
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ❋❆ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❋❆ P✲
s✉❜s②st❡♠s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st✉❞② ✜rst t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s
❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ✐ts s✉❜s②st❡♠s✳

✺✳✶✳✹ ❆ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ P✲s✉❜s②st❡♠s

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s t♦ P✲s✉❜s②st❡♠s✳
❙✉❝❤ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪✳

▲❡♠♠❛ ✼✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ S = (N,M0)✱ ✇❤❡r❡ N = (P, T,W )✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts
P✲s✉❜s②st❡♠s S′ = (N ′,M0 P ′)✱ ✇❤❡r❡ N ′ = (P ′, T ′,W ′)✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ ✐♥

S✱ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ σ T ′ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S′✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ M0
σ

−→ M ✐♥ S ❛♥❞ M0 P ′

σ T ′

−→ M ′

✐♥ S′✱ t❤❡♥ M P ′ = M ′✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐③❡ k ✐♥ S✳ ■❢
σ ✐s ❡♠♣t②✱ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❍❡♥❝❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t σ = σ1t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S✱ ✇❤❡r❡ σ1 ❤❛s s✐③❡ k−1✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛✐♠

✐s tr✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ k✳ ❲❡ ♥♦t❡ M0
σ1−→ M1

t
−→ M2

✐♥ S✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ σ1 T ′ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S′✱ ✇❡ ♥♦t❡ M0 P ′

σ1 T ′

−→ M ′
1 ✐♥ S′✱

❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p ✐♥ P ′✱ M1(p) = M ′
1(p)✳
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✺✳✶✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❆s S′ ✐s ❛ P✲s✉❜s②st❡♠ ♦❢ S✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ T ′ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦r
♦✉t♣✉t ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ P ′✳

■❢ t ✐s ♥♦t ✐♥ T ′ t❤❡♥ σ1 T ′ ❡q✉❛❧s σ T ′ ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤✉s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S′✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t ❞♦❡s
♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛❝❡s ✐♥ P ′✱ t❤✉s M ′

1 = M2 P ′ ✳
❖t❤❡r✇✐s❡ t ❜❡❧♦♥❣s t♦ T ′ ❛♥❞ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ (N,M1)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ M1 P ′ = M ′

1✱ ✐♠♣❧②✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s ♦❢ t t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ P ′ ❛r❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ (N ′,M ′

1)✱ t❤✉s t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥

(N ′,M ′
1)✳ ❲❡ ♥♦t❡ M ′

1
t

−→ M ′
2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♣❧❛❝❡ p ✐♥ P ′ ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦r ♦✉t♣✉t ♦❢ t ✐♥ N ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ N ′ t❤✉s M2 P ′ = M ′
2✳

❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳

p1

p2

p3

p4

p5

1

1

2

1

2
12

1
1 2

2

t1

t2

t3 t4

p11

1

2
t1

t2

t3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❚❤❡ P✲s✉❜s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣❧❛❝❡ p1✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ = t4 t1 t1 t3 t4 ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ σ′ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ σ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s
{t1 t2 t3}✱ t❤❛t ✐s t1 t1 t3✱ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ P✲s✉❜s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳

✺✳✶✳✺ ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱
✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✳

▲❡♠♠❛ ✽ ✭❙❡q✉❡♥❝❡ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S = (N,M0) ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k✱ k ≥ 1✱ ❛♥❞ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ ✐♥ S s✉❝❤ t❤❛t ~σ = k · Y ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σY ✐♥ S s✉❝❤ t❤❛t ~σY = Y ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (σY )

k ✐s
❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S✳

❚❤❡ ♥❛♠❡ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ σY ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ k t✐♠❡s✱ ✇✐t❤ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ♦❜✈✐♦✉s❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r
♦❢ σ✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❛s σ✳

✽✻



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✶ ✭◆❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲
❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S = ((P, T,W ),M0)✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ S ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ r❡✲
✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾ ❛♥❞ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✱ S ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✱ ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ✐s t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t T ✳ S ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ t❤✉s ❜② Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σY t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S ❛♥❞ ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r
✐s ❡q✉❛❧ t♦ Y ✳ ❈♦♥s✐❞❡r S∗ = ((P∗, T∗,W∗),M0 P∗

) ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠
♦❢ S✱ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y∗✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σY T∗

✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S∗ ❜② ▲❡♠♠❛ ✼ ♦♥
♣❛❣❡ ✽✺✳ ▼♦r❡♦✈❡r ~σY T∗

= Y T∗
❛♥❞ Y T∗

✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ Y∗ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✳
❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ~σY T∗

✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ Y∗✳ ❚❤✉s✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✽✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σY∗

❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S∗ ❛♥❞ ✇✐t❤ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ Y∗✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾✱ S∗ ✐s
r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

✺✳✶✳✻ ❆ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥❝② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠✳ ❋♦r t❤❛t
♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜r✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

■♥ ❛ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s tr❛♥s✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✱ t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ ❛ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s t♦ ❛tt❛✐♥ Y ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡♥❛❜❧❡❞✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❝❤ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞✳ ❲❡
❢♦r♠❛❧✐③❡ ♥❡①t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❤♦s❡ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✜r❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❇❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠✮✳ ❆ tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❡♥❛❜❧❡❞
r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ♣✐❝t✉r❡s ❛♥ ❋❆ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✱ ✇❤♦s❡
s✉♣♣♦rt ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ♦❢
❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✳ ■❢ s✉❝❤
❛ s②st❡♠ S = (N,M, σ, Y ′) ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡♥ ❧✐✈❡♥❡ss ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥❛❜❧❡❞
❢r♦③❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ S ❛♥❞ Y ′ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ Y ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ~σ✳ ❋♦r t❤❡s❡ s②st❡♠s✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾
✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✷ ✭■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S✳ S ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ♥♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ S
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠✳
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✺✳✶✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

p1

p2

p3

1

1

2

1

1 1

1t1

t2

t3

p1

p2

p3

1

1

2

1

1 1

1t1

t2

t3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❚✇♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋❆ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ (1, 1, 1)✳ ❘❡❧❛t✐✈❡❧② t♦
t❤✐s ❚✲s❡♠✐✢♦✇✱ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❋❆ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜r✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1
✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❡♥❛❜❧❡❞ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✇❤✐t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✮
s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ❡♥❛❜❧❡❞ ♦♥❡ ✐s t1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢r♦③❡♥ ✭❞❛s❤❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s
tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣✳

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥❝❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s tr❛♥s✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾
❛♥❞ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❜❧♦❝❦✐♥❣✱ t❤✉s ❛ r❡❛❞②
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✳ ❋✐r✐♥❣ ♦♥❧② r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❡✈❡r② r❡❛❝❤❡❞ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ r❡❛❞②
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ Y ✐s ✜r❡❞✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ♦♥
♣❛❣❡ ✼✾✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

■❢ S = (N,M0) ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σY ✇✐t❤
P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y s✉❝❤ t❤❛t M0

σY−→ M0 ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ♦♥
♣❛❣❡ ✼✾✮✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡✈❡r② k ≥ 1✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σkY = (σY )

k ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡❣❡r k s✉❝❤ t❤❛t σ ✐s tr❛♥s✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡

t♦ t❤❡ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Yk = k · Y ✇✐t❤ M0
σ

−→ M ✳ ❚❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸ ♦♥
♣❛❣❡ ✼✾✮ st❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s α ❛♥❞ β s✉❝❤ t❤❛t M0

α
−→ M0 ❛♥❞

M
β

−→ M0✱ s❛t✐s❢②✐♥❣✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t✱

~α(t) = max{~σkY (t), ~σ(t)} − ~σkY (t) = ~σkY (t)− ~σkY (t) = 0

~β(t) = max{~σkY (t), ~σ(t)} − ~σ(t) = ~σkY (t) − ~σ(t) .

❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ β ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ σ ✉♣ t♦ t❤❡ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Yk✱

✐✳❡✳ ~σ + ~β = k · Y ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ M0
σ.β
−→ M0✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ (N,M, σ, Yk) ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡♥❛❜❧❡❞ r❡❛❞②
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❜❧♦❝❦✐♥❣✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠ ✐♥ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❣r❛♣❤✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✳
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

M0 M0

M

σkY

σ β

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ■❢ ❜♦t❤ s❡q✉❡♥❝❡s σkY ❛♥❞ σ ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ β s✉❝❤
t❤❛t σ.β ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ~σkY = ~σ + ~β✳

▲❡♠♠❛ ✾ ✭❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s✉❜s②st❡♠✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ tr❛♥s✐❡♥t
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S = (N,M, σ, Y )✳ ■❢ S ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡♥ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠ (N∗,M P∗

) ✇✐t❤ N∗ = (P∗, T∗,W∗) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠
(N∗,M P∗

, σ T∗
, Y T∗

) ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣✳

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ❛ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜r✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥ts✳

1

1

2

2

2

1

2

2

1 1

1

2
2

1

12

2
2t1

t2

t3 t4
t5

t6

1

1

1 1

1

1 1

1

2

2

2

1

2

2

1 1

1

2
2

1

12

2
2t1

t2

t3 t4
t5

t6

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1 t2 t3 t5 ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✇❤✐t❡ ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ tr❡❧❧✐s❡❞✳ ◆♦ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s
❡♥❛❜❧❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣r❡② ♣❧❛❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❡♥❛❜❧❡❞✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ ❛❧❧ ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r n ♦❢ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■❢ n = 0✱ S ✐s ❛♥
❋❆ s②st❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❧❡t t ❜❡ ❛ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❊✐t❤❡r t ✐s r❡❛❞② ♦r ✐t ✐s ❢r♦③❡♥✳ ■❢ ✐t ✐s r❡❛❞②✱
❞❡♥♦t❡ ❜② p ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♥♦♥✲❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s❀ s✉❝❤ ❛ ♣❧❛❝❡ ❡①✐sts s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠
✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t ✐s ❢r♦③❡♥✳ ❙✐♥❝❡ S ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣✱ t❤✉s
tr❛♥s✐❡♥t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ✐♥ S ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤ ✭✐✳❡✳ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡✮ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ p ♦❢ t✳ ❋✐❣✉r❡
✺✳✾ ♣✐❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤✱ ✇❤❡r❡ t = t3✱ ✇❤♦s❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐s
p = p4✳

❆ ♥❡✇ s②st❡♠ S′ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s ♦❢ t ❡①❝❡♣t p✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② R
t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ S′✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S′ ✐♥t♦ ♦♥❡
♥♦❞❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛r❝ (u, v)✱ u ❛♥❞ v ❜❡✐♥❣ t✇♦ ♥♦❞❡s ♦❢ R✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛r❝ (a, b) ♦❢
S′ s✉❝❤ t❤❛t a ❜❡❧♦♥❣s t♦ u ❛♥❞ b ❜❡❧♦♥❣s t♦ v✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ R ✇✐t❤♦✉t ✐♥♣✉t✳
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✺✳✶✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

1

1

2

2

2

1

2

2

1 1

1

2
2

1

12

2
2t1

t2

t3 t4
t5

t6

p0

p2

p1

p4

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤ t4 p4 t3 st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ t4 ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❢r♦③❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ t3✳ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡ p4 ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥♣✉ts ♦❢ t3✱ ♥❛♠❡❧② p0✱
❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞✳

❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② NG = (PG, TG,WG) t❤❡ s✉❜♥❡t ♦❢ S′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ G✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t
G = (NG,M PG

, σ TG
, Y TG

)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❜❧♦❝❦✐♥❣ P✲
s✉❜s②st❡♠ ♦❢ S✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✳

2

2

1

2

2

1 1

1

2
2

1

12

2
2t1

t2

t3 t4
t5

t6

p2

p1

p4

❚♦ s❤♦✇✿ G ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣

2

2
2

2

G

t1

t2 p2

p1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r♦③❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥
t3 ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❧❡t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ G
✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣✳

G ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② P✲s✉❜s②st❡♠ ♦❢ S✳ ❙✐♥❝❡ S ❤❛s ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ S ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥♣✉ts ♦❢
♥♦❞❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❧❡t❡❞ ❛r❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❡ ✐♥♣✉t ❛❢t❡r t❤❡
❞❡❧❡t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ♦❢ S′ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥♣✉t s♦ t❤❛t S′ ✐s ✇❡❧❧✲❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❲❡
❞❡❞✉❝❡ t❤❛t G ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p ♦❢ G ✐♥ S′✱
❛❧❧ ✐♥♣✉ts ♦❢ p ✐♥ S′ ❜❡❧♦♥❣ t♦ G s✐♥❝❡ G ❤❛s ♥♦ ✐♥♣✉t ✐♥ R✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ p
✐♥ S′ ❜❡❧♦♥❣s t♦ G s✐♥❝❡ G ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ G ✐s ❛ P✲s✉❜s②st❡♠ ♦❢ S′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ P✲s✉❜s②st❡♠ ♦❢ S s✐♥❝❡ ♦♥❧② ♣❧❛❝❡s ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❍❡♥❝❡ G ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② P✲s✉❜s②st❡♠
♦❢ S✳
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

G ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t S ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ S0 = (N,M0) ❜② ✜r✐♥❣ σ✳ ❙✐♥❝❡ G ✐s
❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② P✲s✉❜s②st❡♠ ♦❢ S✱ Y TG

✐s ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ G ❛♥❞ σ TG
✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ G0 =

((PG, TG,WG),M0 PG
) ❜② ▲❡♠♠❛ ✼ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✺✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t ♦❢ TG✱

~σ TG
(t) = ~σ(t)✱ t❤✉s ✐❢ t ✐s r❡❛❞② ✐♥ S✱ ✐t ✐s r❡❛❞② ✐♥ G✳ ❲❡ s❤♦✇ ✜rst t❤❛t G ❝♦♥t❛✐♥s ❛

r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t G ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❢r♦③❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢r♦③❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ tf ✐♥

G✳ ❙✐♥❝❡ S ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤ c ❢r♦♠ ❛ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ tr t♦ tf
❡①✐sts ✐♥ S✳ ❚❤✐s ♣❛t❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✐♥ S′ s✐♥❝❡ G ❤❛s ♥♦ ✐♥♣✉t✱ t❤✉s c ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞❡❧❡t❡❞
✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ ♦❢ t✳ ❲❡ ♥♦t❡ c = c1 t c2 tf ✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤ t c2 tf ❡①✐sts ✐♥ S′ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s
t♦ G s✐♥❝❡ G ❤❛s ♥♦ ✐♥♣✉t ✐♥ R✳ ■❢ t ✐s r❡❛❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t ✐s ❢r♦③❡♥✱
❛♥❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐ts ❞❡❧❡t❡❞ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤ c′1 ❢r♦♠ ❛
r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ t′r t♦ t ✐♥ S′✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ t′r c

′
1 t c2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ G✱ ✇❤✐❝❤ t❤✉s ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡❛❞②

tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ❞❡♣✐❝ts t❤✐s ❝❛s❡✳

c2

c1
c′1

tf

t

t′r

tr

p′
p

GS

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❚❤❡ s②st❡♠ S′ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss❡❞ ♣❧❛❝❡ p′✳ ❙✐♥❝❡ tf ❛♥❞ t ❛r❡
❢r♦③❡♥✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤ t′r c

′
1 t ❜❡❧♦♥❣s t♦ G✱ t❤✉s G ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ t′r✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t G ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ σ TG
✐s tr❛♥s✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡

t♦ Y TG
✐♥ G0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ G ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉ts ✐♥ G ❛s ✐♥ S′✳ ❚❤✉s✱

✐❢ t ❜❡❧♦♥❣s t♦ G ❛♥❞ ✐s r❡❛❞② t❤❡♥ ✐ts ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❡♥❛❜❧❡❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ G✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r r❡❛❞② tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ S′ ❛r❡ ♥♦t ❡♥❛❜❧❡❞ ❡✐t❤❡r✱ t❤✉s ♥♦ r❡❛❞②
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ G ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❛♥❞ G ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣
P✲s✉❜s②st❡♠ G✳

❋✐♥❛❧❧②✱ G ✐s ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ P✲s✉❜s②st❡♠ ♦❢ S ❝♦♥t❛✐♥✲
✐♥❣ str✐❝t❧② ❢❡✇❡r ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛♥ S✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ G✱ ❛
♥♦♥✲❡♠♣t② ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠ F = ((P∗, T∗,W∗), (M PG

) P∗

, (σ TG
) T∗

, (Y TG
) T∗

) ✇❤✐❝❤ ✐s
str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❡①✐sts ✐♥ G✱ t❤✉s ❡①✐sts ✐♥ S s✉❝❤ t❤❛t (M PG

) P∗

= M P∗
✱

(σ TG
) T∗

= σ T∗
❛♥❞ (Y TG

) T∗

= Y T∗
✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ s❤♦✇s ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠ F ✳

✾✶



✺✳✶✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

2

2

1

2

2

1 1

1

2
2

1

12

2
2t1

t2

t3 t4
t5

t6

p2

p1

p4

G

F

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❚❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠ F ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✸ ✭❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S = ((P, T,W ),M0)✳ S ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s S∗ = ((P∗, T∗,W∗),M0 P∗

) ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✼✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥❝② ♥❡①t✳
■❢ S ✐s ❡♠♣t② ♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ♦r tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s tr✉❡✳ ❍❡♥❝❡

✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t S ❤❛s ❛ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t S ✐s ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ t❤❡♥
❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✼ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S s✉❝❤ t❤❛t M0

σ
−→ M ✱ ❧❡❛❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠ Sb = ((P, T,W ),M, σ, Y )✱ ✇❤❡r❡ Y ✐s ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ S✳ ❇❡s✐❞❡s✱
▲❡♠♠❛ ✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✾ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ Sb ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣
❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠ Sb

∗ = ((P∗, T∗,W∗),M P∗
, σ T∗

, Y T∗
)✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜r✐♥❣ σ T∗

✐♥ S∗ =
((P∗, T∗,W∗),M0 P∗

)✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶ ❛♥❞ ✶✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✽✱ S∗ ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳
❆♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✼✱ S∗ ✐s ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ❣✐✈❡s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤
s✉❜s②st❡♠s✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s✳ ❚✲s②st❡♠s ❢♦r♠ ❛ ♣r♦♣❡r
s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❲❤❡♥ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ t❤❡✐r ❧✐✈❡♥❡ss ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❛❧❧ t❤❡✐r ❝✐r❝✉✐t P✲s✉❜s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✷❪✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ♥❡①t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✹ ✭❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❚✲s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✷❪✮✳ ■❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❚✲s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✱ t❤❡♥ ✐t ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❚✲s②st❡♠ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ❝✐r❝✉✐t P✲
s✉❜s②st❡♠s ❛r❡ ❧✐✈❡✱ t❤✉s r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✸✳ ■♥ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ❡♥s✉r❡s t❤❡
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ❜❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❚❤✐s
❝♦♥tr❛st ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✳

✾✷



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

1
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2

2

2

1

2
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1 1

1
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∗
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2
2t1
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t6
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1
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1
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1 1

1

S∗

2
2

1

12

2
2t1

t2

t3 t4
t5

t6

1

1

1 1

1

1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ s②st❡♠ Sb ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜r✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1 t2 t3 t5
✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ S ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠ Sb

∗✳ ❚❤❡
✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ S ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠ S∗✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
♦❢ t1 t2 t3 t5 s❡t T∗ = {t4 , t5 , t6} ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t5✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S∗ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ Sb

∗✳

p1

p2

p3

p4

p5

1

1

2
1

2 12

1 1 2

2

t1

t2

t3 t4
p1

p2

p3

p4

2

13

2 1

3 2

2

t1

t2 t3

p1

p2

p3

1

1

2
1

2 2

1t1

t2

t3

p4

p5

1

1 2

2

t4
p1

p2

t1

t2
22

3 3

p3

p4

t3
21

1 2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s
❛♥ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠ t❤❛t ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❚✲s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ ✐ts ❝✐r❝✉✐t P✲s✉❜s②st❡♠s✳

✺✳✶✳✼ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦r str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s MFA ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✵ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✹ ✭❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋❆ s②st❡♠s✮✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② MCF t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ MEC ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✻ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✼ ✇❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❋❆✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t MCF ✐s
❛❧s♦ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

✾✸



✺✳✶✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❚❤❡♦r❡♠ ✷✺ ✭❚❤❡ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ MCF✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ♥❡t N t❤❛t ✐s ♥♦t ❛♥ ❋❆✳ ❚❤❡ s②st❡♠ S = (N,MCF) ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞
❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ❧❛r❣❡r ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞
r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❊✈❡r② ♥♦♥✲❡♠♣t② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠ S∗ = (N∗,M∗) ♦❢ S ❝♦♥t❛✐♥s
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ❛ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✻✳ ❙✐♥❝❡ M∗ ✐s t❤❡ r❡str✐❝✲
t✐♦♥ ♦❢ MCF t♦ t❤❡ ♣❧❛❝❡s ♦❢ N∗✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❛ ♣❧❛❝❡ p ✐♥ S∗ ❝♦♥t❛✐♥s maxp t♦❦❡♥s✱
✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡s p′ ♦❢ S∗ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛t ❧❡❛st maxp′ − gcdp′ t♦❦❡♥s✳ ❚❤✉s✱ M∗ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ MFA ❛♥❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✵ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✹✱ S∗ ✐s ❧✐✈❡
❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s ♦❢ S ❛r❡ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳
❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✸ ♦♥ ♣❛❣❡ ✾✷✱ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S ✐s
❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ s✐♥❝❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✺ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✺ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❧✐✈❡♥❡ss ✐s
♠♦♥♦t♦♥♦✉s ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s✳ ❙✐♥❝❡ S ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ ✐t ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇
Y ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶✮ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σY s✉❝❤ t❤❛t ~σY = Y
✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾✮✳ ❆♥② ❧❛r❣❡r ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σY ✱ t❤✉s
♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾✮✳

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❈❤♦✐❝❡✲
❋r❡❡ s②st❡♠ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts t✇♦ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
P✲s✉❜s②st❡♠s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✺✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✐ts ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s✳

✺✳✶✳✽ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②

Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ♥❡✇ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❋♦r t❤✐s ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✐♥t♦ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s ✐♥❞✉❝❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡
♠❛r❦✐♥❣s ✐♠♣♦s❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥✐✲
t✐❛❧❧② ❡♠♣t② ♣❧❛❝❡s ♠❛② ♥♦t ❡①✐st✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝❛✉s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ s②st❡♠s✳

✾✹



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❲❡ s❤♦✇ ♥❡①t t❤❛t t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦❦❡♥s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S✳ ❉❡✲
♥♦t❡ ❜② S′ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ S✳ ■❢ S′

✐s ❧✐✈❡✱ t❤❡♥ S ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❇♦t❤ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ❛♥❞ S′ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✶ ❛♥❞ t❤❡ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✷✮✳ ■❢
S′ ✐s ❧✐✈❡✱ t❤❡♥ ✐t ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✾✷✮ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σY ✱ ✇✐t❤ P❛r✐❦❤
✈❡❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ Y ♦❢ ❜♦t❤ s②st❡♠s✱ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S′ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷
♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾✮✳ ❇② t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✸✮✱ σY ✐♥ ❛❧s♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❧✐✈❡ ✭t❛❦❡ M = M0 ❛♥❞ σ = σY ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✾✮ ❛♥❞
r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾✮✳

✺✳✶✳✽✳✶ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✽ ❢♦r ♥♦r♠❛❧✲
✐③❡❞ ❚✲s②st❡♠s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✼ ✭P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r
❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ S✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② S′ t❤❡ ❚✲s②st❡♠
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ S✳ ❚❤❡♥ S′ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ S′′✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ S′′ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✶✼ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✽ ❢♦r ❚✲s②st❡♠s✱ t❤❡♥ S ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ S ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ S′ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✷✱ t❤✉s ❝♦♥s✐st❡♥t
❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✷✾✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ S′ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺
♦♥ ♣❛❣❡ ✹✸✮ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✼ ♦♥
♣❛❣❡ ✹✺✮✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ S′′ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ S′✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❜♦t❤
❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ S ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✻✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ♦♥
♣❛❣❡ ✻✽ ❛♣♣❧✐❡s t♦ S′′ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r S✳

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❚✲s②st❡♠
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❧✐✈❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❋❆ s②st❡♠ ✭r❡s♣✳ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♣❧❛❝❡ p4✮ ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

✺✳✶✳✽✳✷ ❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②

❚❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❚✲s②st❡♠ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲
❋r❡❡ s②st❡♠✱ s✐♥❝❡ t❤❛t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✳

✾✺



✺✳✷✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s
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1

1

2
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1

1
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1
1
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p3
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2

3

2

2

3

1

1

p4

1
1
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p′′1
p3
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2

3

1

1

2

3

1

1

p4

1
1

t1

t2
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋❆ s②st❡♠ ✭r❡s♣✳ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦tt❡❞
♣❛rt✮✱ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ MFA ✭r❡s♣✳ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ MCF✮ ❤❡♥❝❡ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱
✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✲❧✐✈❡ ❚✲s②st❡♠✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❋❆ ✭r❡s♣✳
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✮ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛♥② ♠❛r❦✐♥❣ ✐♥MFA ✭r❡s♣✳ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣
MCF✮✱ s✐♥❝❡maxp3−gcdp3 = 3−1 = 2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞
❚✲s②st❡♠✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❋❆ ✭r❡s♣✳ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡✮ s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡
❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❚✲s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳

✺✳✶✳✽✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ♦❢ MFA

❢♦r ❋❆ s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ MCF✱ ❛s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❞♦tt❡❞ ♣❧❛❝❡ p4✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛r❦✐♥❣s t❤❛t ❛r❡ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t
❜❡✐♥❣ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ s♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ MFA✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡
♠❛r❦✐♥❣ MCF✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ♣❧❛❝❡ p4 ✐s ❛❞❞❡❞✳

❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛r❦✐♥❣s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ♥❡✐t❤❡r ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡t
♥♦r ✐♥❝❧✉❞❡s ✐t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦r t❤❡
♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥❡✳

✺✳✷ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

❚❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✱ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✸✱ ❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♠❛r❦✐♥❣s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r
❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ❬❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✽✱ ❙✐❧✈❛ ✶✾✾✽❪✳

✾✻



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s✱ ❛ ♥❛✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡st✐♥❣
t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ s②st❡♠✱ ✇❤♦s❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ✐s ✜♥✐t❡ ❜② ❜♦✉♥❞❡❞✲
♥❡ss✱ ✇♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ✐t ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❧✐✈❡ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞✱ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✵✳

■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✇❡❧❧✲
❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s✳

❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳

❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❙✲s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❛❜❧❡ ❛♥② ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✱ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ✇❡r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡❞
❛♥❞ s❤♦✇♥ t♦ ✐♠♣❧② ❜♦t❤ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❲❡ s❤♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t
✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥②♠♦r❡ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✲s②st❡♠s✱ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❧✐✈❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳

❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡✱ ✉s✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤❡ ✜rst ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❚✲s✉❜s②st❡♠s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❢♦r
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

✺✳✷✳✶ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② r❡✈❡rs✐❜❧❡ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❆s r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✱ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞
❜② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ P✲s✉❜s②st❡♠s✳
■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ st❛t✐♥❣ t❤❡✐r r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡✐r
str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❋❆ P✲s✉❜s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡✐r P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞②
❦♥♦✇✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✺✱ t❤❛t ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡ ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ✐ts P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❧✐✈❡✳ ❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ st❛t❡ t❤❛t ❛
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ✐ts
P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲
❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ ✇❤♦s❡ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞
r❡✈❡rs✐❜❧❡✳
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✺✳✷✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❚❤✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ ✐s ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❚❤❡ t✇♦ P✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡
✺✳✶✼ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

✺✳✷✳✷ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡①t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦✉r st✉❞② ♦❢ r❡✲
✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❚✲s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♣❛rt✐❛❧ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ P❡tr✐ ♥❡t ✇✐t❤ s❡t ♦❢ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s T ✳ ❆ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ✇❤♦s❡
s✉♣♣♦rt ✐s T ✳ ❆ ♣❛rt✐❛❧ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❚✲
s❡♠✐✢♦✇ ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ T ✳

❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✭♣❛rt✐❛❧ ♦r ♥♦t✮ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✴
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❚✲s❡♠✐✢♦✇s ✴ ❚✲✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✭♣❛rt✐❛❧ ♦r ♥♦t✮ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t
✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❞❡✜♥❡s ✇❡❛❦ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✷❪✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ♥❛♠❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❞❡♥♦t❡s ❛ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✳

■❢ ❛ s②st❡♠ S ✐s ❧✐✈❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✜r❡s ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥
❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ t❤✐s s②st❡♠ S ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱
✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❢♦r r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ P❡tr✐ ♥❡ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❝♦♥s✐st❡♥t✳

■t ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡
❧✐✈❡♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐♠♣❧✐❡s r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛❧❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ tr✉❡
❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠s ❬❉❡s❡❧ ✶✾✾✺❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s✳ ❖t❤❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss❡s
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬▲♦♣❡③✲●r❛♦ ✷✵✶✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❚✲
s❡q✉❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳ ❲❡ s❤♦✇ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❛t t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✉✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳

✺✳✷✳✸ ❆ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✲s②st❡♠ t❤❛t ✐s ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡

❆ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✲s②st❡♠✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠✱ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t1 t6✱ ✇✐t❤
P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ❡①✐sts✳

2

1 1

2 2 2

1 11

11

1

t1 t2 t3

t4t5t6

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❚❤✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✲s②st❡♠ ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

✺✳✷✳✹ ❋❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ✐♠♣❧② ❧✐✈❡♥❡ss

❲❤✐❧❡ ✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ❛r❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✱ t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❊q✉❛❧✲
❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✮✳ ■♥ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ✜r❡❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛ ❚✲s❡♠✐✢♦✇✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♠♣❧✐❡s ❜♦t❤ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✭❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✼❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✲s②st❡♠s✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❙✲s②st❡♠ ❜✉t ♥♦t
❧✐✈❡✳

✺✳✷✳✺ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②

❯s✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
❢♦r ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳ ❲❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ t❤❡♦r❡♠ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
❢❛✐r♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✱ ❞❡✜♥❡❞ ♥❡①t✱ t❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❛ ❧❡♠♠❛✳

✾✾



✺✳✷✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

1

2 2

1 1 1

2 2

t1 t2

t3t4

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❚❤✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✲s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❧✐✈❡ ✭✜r❡ t1 t2✮ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐s
❢❡❛s✐❜❧❡ ✭✜r❡ t1 t1 t4 t2 t2 t3✮✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❛✐r♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡
❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❝❧❛ss✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❋❛✐r♥❡ss ✐♥ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✮✳ ❆♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✜r✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧②
❢❛✐r ✐❢ ✐t ✜r❡s ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳ ❆♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✜r✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❢❛✐r ✐❢ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts tr❛♥s✐t✐♦♥s
✐s ✜r❡❞ ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r✐♥❣s✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t ✜r❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛r❡ ✜r❡❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t✐♠❡s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❬❚❡r✉❡❧ ✶✾✾✻❪ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐r♥❡ss ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦✉r ❧✐✈❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✽ ✭❋❛✐r♥❡ss ✐♥ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✮✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ σ t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❢❛✐r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❢❛✐r✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ σ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❢❛✐r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t σ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❢❛✐r✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✳
❉❡♥♦t❡ ❜② Q t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥✜♥✐t❡❧②
♦❢t❡♥ ✐♥ σ ❛♥❞ ❜② Q t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts✳ ❚❤❡ s❡t Q ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t② s✐♥❝❡
t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts ❛♥❞ σ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t σ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❢❛✐r ❛♥❞ Q ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s❡ts ✐♥ Q ❛r❡ ✜r❡❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✐♥ σ✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❡ts ✐♥ Q ❛r❡ ✜r❡❞ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ❢♦r❡✈❡r ♥♦♥✲❡♥❛❜❧❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜r✐♥❣
♦❢ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡✜① s❡q✉❡♥❝❡ σ0 ♦❢ σ✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② M t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ r❡❛❝❤❡❞
❜② ✜r✐♥❣ σ0 ✐♥ S ❛♥❞ ❜② σ′ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉✣① s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ σ s❛t✐s❢②✐♥❣ σ = σ0 σ

′✳ ❇② t❤❡
❧✐✈❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ✐♥ Q ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ1 ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t
M s✉❝❤ t❤❛t σ1 ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ Q ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❧② tr❛♥s✐t✐♦♥s
♦❢ Q ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t♦❦❡♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❛
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡✜① s❡q✉❡♥❝❡ σ2 ♦❢ σ′ ❡①✐sts s✉❝❤ t❤❛t ~σ2 > ~σ1✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t ❜❡❝♦♠❡s ❡♥❛❜❧❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ0 σ2✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

✶✵✵



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ Q st❛②s ❢♦r❡✈❡r ♥♦♥✲❡♥❛❜❧❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ σ0✳ ❚❤✉s✱ Q ✐s ❡♠♣t② ❛♥❞
σ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❢❛✐r✳

◆♦t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥ t✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Et t❤❡ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✳ ❲❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ σ∞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Kn

tx
(σ)✱

n ≥ 1✱ ♦r ♠♦r❡ s✐♠♣❧② Kn
x (σ)✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡✜① s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ σ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤❡ n✲t❤

♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ tx ✐♥ σ✱ t❤✉s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ n−1 ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ tx✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ σ = t1 t2 t1 t3 t1 t2 t3✱ K3

t1
(σ) = t1 t2 t1 t3 ❛♥❞ K1

t3
(σ) = t1 t2 t1✳

❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✳

▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ S = (N,M0)✱ ✇✐t❤ N = (P, T,W )✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ σr ✐♥ S✳ ❋♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M0

s✉❝❤ t❤❛t M0
t

−→ M ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σc t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M ✇✐t❤ σ = t σc ❛♥❞ ❛♥
✐♥t❡❣❡r k ≥ 1 s✉❝❤ t❤❛t σ ✐s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ~σ = k · ~σr✳

M0 M
t

σr

σc

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ■❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σr ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
σc ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M ✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ♥♦t❡ K1 = K1
t (σr) t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡✜① s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ σr

♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t σr ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠K1 t σ2✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
K1 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t✳ ❚❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt
♦❢ ~σr ✐s T ✳

■❢ t ✐s t❤❡ ✜rst tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ Et t♦ ❜❡ ✜r❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ σr✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t K1

❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ Et✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ K1 ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡
❛♥② t♦❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s ♦❢ t✱ t❤✉s ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ K1 ❛❢t❡r t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ tK1 σ2 ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M0✳ ❍❡♥❝❡✱ σc = K1 σ2✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ t ✐s ♥♦t t❤❡ ✜rst tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ Et t♦ ❜❡ ✜r❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ σr✱ ♠❡❛♥✲
✐♥❣ t❤❛t K1 ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ Et✳ ❲❡ s❤♦✇ ♥❡①t
t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❜✉✐❧❞s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σc t❤❛t r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦♥ ❛ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✷ ❛♥❞ ✺✳✷✸✳

❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣✳ ❚❤✐s ❧♦♦♣ ❛✐♠s ❛t ✜r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t ✐♥
Et ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ τ ❡q✉❛❧s t❤❛t ✐♥ K1✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✜r❡❞ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ Et s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜r❡❞ ✜rst ✐❢ ♦♥❡

✶✵✶



✺✳✷✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σc

❉❛t❛✿ ❚❤❡ s②st❡♠ (N,M) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜r✐♥❣ t ✐♥ S✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σr✳
❘❡s✉❧t✿ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ σc t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ (N,M) s✉❝❤ t❤❛t M

σc−→ M0✳

✶ τ := t❀

✷ ✇❤✐❧❡ ∃ t′ ∈ Et \ {t}, ~K1(t′) > ~τ(t′) ❞♦

✸ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡t Et ✐s ♥♦t ❡♥❛❜❧❡❞ ❞♦

✹ ❆♠♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❡♥❛❜❧❡❞ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts✱ ✜r❡ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ tx ✇❤♦s❡ (~τ(tx) + 1)✲t❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥ (σr)

∞❀
✺ τ := τ tx❀
✻ ❡♥❞

✼ ❆♠♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ Et ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t✱ ✜r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ty s❛t✐s❢②✐♥❣
~K1(ty) > ~τ(ty) ❛♥❞ ✇❤♦s❡ (~τ(ty) + 1)✲t❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ K1 ❀

✽ τ := τ ty❀

✾ ❡♥❞

✶✵ ▲❡t α ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t ~τ ≤ α · ~σr❀
✶✶ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② κ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (σr)

α❀

✶✷ ✇❤✐❧❡ ~τ 6= ~κ ❞♦

✶✸ ❋✐r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tx ✇❤♦s❡ (~τ(tx) + 1)✲t❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ κ❀

✶✹ τ := τ tx❀
✶✺ ❡♥❞

✶✻ τ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t σc❀
✶✼ r❡t✉r♥ σc

✶✵✷



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

1 1

2 2

1 1

2 21

11

1

t1 t3 t5

t6t4t2

p0 p1 p2 p3

1 1

2 2

1 1

2 21

11

1

t1 t3 t5

t6t4t2

p0 p1 p2 p3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✲s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❚✲
s❡q✉❡♥❝❡ σr = t1 t2 t3 t5 t5 t4 t3 t6✳ ❆s ✜rst ❛❝t✐♦♥✱ t = t3 ✐s ✜r❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ p1 t♦ ❜❡ ✜r❡❞ ✐♥ σr ✐s t1 6= t3✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♥str✉❝ts t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σc r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ M0✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤✉s✱
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣✱ τ = t3 ❛♥❞ K1 = K1

t3
(σr) = t1 t2✳

✇❛♥t❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ σr✳ ■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡✈❡r② t✐♠❡ Et ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✱ ❛ ✜r✐♥❣ ♦❝❝✉rs
✐♥ t❤✐s s❡t t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ K1 ✉♥t✐❧ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ❛✐♠s ❛t ✜r✐♥❣
tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ Et ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦r❞❡r ✐♥ (σr)

∞ s♦ ❛s t♦
❡♥❛❜❧❡ Et✳ ▲❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s Et✳ ❋✐rst✱ ❜② t❤❡
❧✐✈❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡t✳ ◆♦✇
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡
ν ✐s ✜r❡❞ t❤❛t ♥❡✈❡r ❡♥❛❜❧❡s Et✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜r✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ (σr)∞

❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ σr ✐s T ✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ν ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❢❛✐r✱ t❤✉s ❣❧♦❜❛❧❧② ❢❛✐r ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✽
♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✵✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Et ♥❡✈❡r ❜❡❝♦♠❡s ❡♥❛❜❧❡❞✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t Et

❜❡❝♦♠❡s ❡♥❛❜❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ t❡r♠✐♥❛t❡s✳
❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✜rst ❧♦♦♣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ❛❧✇❛②s

t❡r♠✐♥❛t❡s✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ty ✐s ✜r❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❧♦♦♣ s✉❝❤ t❤❛t
~K1(ty) > ~τ(ty) ❛♥❞ ty ✐s ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t τ ✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣
st❡♣s t♦ ❛tt❛✐♥ ~K1(ty)✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♦✉t❡r ❧♦♦♣ t❡r♠✐♥❛t❡s✳

❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣✱
t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ τ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✉♣ t♦ κ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
✉♥✜r❡❞ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ κ✳ ❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ MinPos(Et, τ, κ) ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ✐❢
t❤❡ ❧❛r❣❡st s✉❜s❡t A ♦❢ Et s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t′ ∈ A s❛t✐s✜❡s ~τ(t′) < ~κ(t′) ✐s ♥♦t
❡♠♣t② ❛♥❞ ~τ ≤ ~κ✿ MinPos(Et, τ, κ) r❡t✉r♥s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t′ ♦❢ A ✇❤♦s❡ (~τ(t′) + 1)✲t❤
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ κ✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦♦♣ ✐♥✈❛r✐❛♥t I(k) t♦ ❜❡ tr✉❡ ❢♦r k ≥ 0✿
I(k)✿ ✧❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ k✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ tu s✉❝❤ t❤❛t ~τ(tu) < ~κ(tu) ❛♥❞
tu = MinPos(Etu , τ, κ)✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ty ♦❢ Etu ✱ ~τ(ty) = ~K(ty)✱ ✇❤❡r❡ K ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Km

u (κ) ❛♥❞ m ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ~τ(tu) + 1✧✳
❇❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❧♦♦♣✱ k = 0✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s ❢♦r ❡✈❡r② tu s❛t✐s❢②✐♥❣ ~τ(tu) <

~κ(tu) ❛♥❞ tu = MinPos(Etu , τ, κ)✳ ■❢ tu ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ Et✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ✜r✐♥❣s ♦❢ Etu
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✺✳✷✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

1 1

2 2

1 1

2 21

11

1

t1 t3 t5

t6t4t2

p0 p1 p2 p3

κ = σr = t1 t2 t3 t5 t5 t4 t3 t6

τ = t3 t5 t5 t4 t1

τ ′ = t2 t3 t6

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❝r♦ss❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s κ t❤❛t ❤❛✈❡
♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ✜r❡❞ ✐♥ τ ✳ ❇❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣✱ K1 = t1 t2 ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s
♦❢ p1 r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ K1 ❛r❡ t1✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣ ✜r❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ p1
t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜r❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t3✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t1✱
❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦♦♣ st❛rts ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s②st❡♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧②
❡♥❛❜❧❡❞ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡t ✐s {t5}✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ τ ❡q✉❛❧s t3 t5 t5 t4 t1✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣✱ α = 1✱ κ = σr✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣ ✜r❡s
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ κ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ✜r❡❞ ✐♥ τ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ κ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣ ❤❛s t♦ ✜r❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ τ ′ = t2 t3 t6✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s τ ❛♥❞ κ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ❧♦♦♣ ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ τ ′ ✐s ✜r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ σc = t5 t5 t4 t1 t2 t3 t6✳

❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❛r❡ ❛s ♠❛♥② ✐♥ τ ❛s ✐♥ K ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡
t❤❛t ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ty ♦❢ Etu s❛t✐s✜❡s ~τ(ty) = ~K(ty)✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ tu ❜❡❧♦♥❣s t♦ Et ❛♥❞ t❤❡
✜rst ❧♦♦♣ ✜r❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛❧❧ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ Et t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ K1✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst
✉♥✐q✉❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ t✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ty ♦❢ Et s❛t✐s✜❡s ~τ(ty) = ~K(ty)✳

◆♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t k ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ♦❝❝✉r❡❞ ❛♥❞ I(k) ✐s tr✉❡✳ ❉✉r✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥
k + 1✱ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ tx ✐s ✜r❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ κ✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ k + 1✱
❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ tu s✉❝❤ t❤❛t ~τ(tu) < ~κ(tu) ❛♥❞ tu = MinPos(Etu , τ, κ)✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜②
K ′ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Km′

u (κ) ✇❤❡r❡ m′ = ~τ(tu) + 1✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✐❢ tu ❞♦❡s
♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ Etx ✱ t❤❡♥ K ′ ✐s t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r②
tr❛♥s✐t✐♦♥ ty ♦❢ Etu ✱ ~τ(ty) ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ❡✐t❤❡r✱ t❤✉s ~τ(ty) = ~K ′(ty)✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ tu
❜❡❧♦♥❣s t♦ Etx ✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ Etx = Etu ✱ t❤❡♥ K ′ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢
❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ty ♦❢ Etx ❛s ✐♥ t❤❡ K ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ tx ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r
tx ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♦♥❧② tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ τ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐s tx✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥
ty ♦❢ Etu ✱ ~τ(ty) = ~K ′(ty)✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡
tr✉❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ k r❡♠❛✐♥ tr✉❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ k + 1✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s tr✉❡ ❛t ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ tx ❝❤♦s❡♥ ❛t ❡✈❡r② st❡♣✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ m = ~τ(tx) + 1 ❛♥❞ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ K = Km

x (κ)✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ K ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ τ ♦❢
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ty ∈ T ✱
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

~τ(ty) ≥ ~K(ty)✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ K ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M0 ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s tx✱ ❜②

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ κ✳ ❚❤✉s✱ τ ✜r❡❞ t❤❡ ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s
♦❢ tx ❛t ❧❡❛st ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ✐♥ K✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢
Etx ✜r❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ✐♥ K ❛s ✐♥ τ ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s ♦❢ tx r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t ❧❡❛st
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s t❤❡② ✇♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ ❜② ✜r✐♥❣ K ❢r♦♠ M0✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t tx ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✳
❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦♦♣ ❝♦♠♣❧❡t❡s ~τ ✉♣ t♦ ~κ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✺✳✷✸✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣ ✜r❡s t❤❡ ❝r♦ss❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ κ✿ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ tx = t2✱
m = ~τ(t2) + 1 = 1✱ K = K1

t2
(κ) = t1 ❛♥❞ τ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ✜r❡❞ ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t1✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦

♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t2 ✇❛s ✜r❡❞ ✐♥ τ ✱ t❤✉s t2 ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ t2✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✱
tx = t3✱ τ = t3 t5 t5 t4 t1 t2✱ τ ′ = t3 t6✱ m = ~τ(t3) + 1 = 2✱ K = K2

t3
(κ) = t1 t2 t3 t5 t5 t4

❛♥❞ τ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ✜r❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ K✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ~τ(t1) = 1 = ~K(t1) ❛♥❞
~τ(t3) = 1 = ~K(t3)✱ t❤✉s t3 ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ κ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (σr)
α ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r α > 0✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ t σc ✐s ❛

❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳

❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❧❡♠♠❛ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲
❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✾✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ S = (N,M0) s✉❝❤ t❤❛t N = (P, T,W )✳
❚❤❡ s②st❡♠ S ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t②✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t S ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❇② t❤❡
❧✐✈❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ0 ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❇② t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ1 r❡t✉r♥✐♥❣
t♦ M0✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ0 σ1 ✐s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥❝② ♥❡①t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ σr ✐♥ t❤❡ ❧✐✈❡
s②st❡♠ S✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ✱ ✇✐t❤ M0

σ
−→ M ✱ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ∗ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ s❤♦✇
❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ n ♦❢ σ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② P (n)✿

✏■❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠ S = (N,M0) ❛♥❞
❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥♦t❡❞ σr✱ ❡①✐sts ✐♥ S✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ⋆ s✉❝❤

t❤❛t M0
σ σ⋆

−→ M0✳✑

■❢ n = 0✱ σ ❛♥❞ σ⋆ ❛r❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ s✉♣♣♦s❡ n > 0✱ ✇✐t❤ σ = t σ′✱ ♥♦t❡ M0
t

−→ M
σ′

−→ M ′✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡
♣r♦♣❡rt② P (n− 1) t♦ ❜❡ tr✉❡✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✵ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✶✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σc
t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M s✉❝❤ t❤❛t M

σc−→ M0 ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t σc ✐s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ σc t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M ✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
σ′ ♦❢ s✐③❡ n− 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐✈❡ s②st❡♠ (N,M)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σd t❤❛t
✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M ′ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t♦ M ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ∗ = σd σc ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M ′ ❛♥❞
❧❡❛❞s t♦ M0✳

✶✵✺



✺✳✷✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

M0 M M ′
t σ′

σc σd

σr

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ S✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡
s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t S ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

✺✳✷✳✻ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐♥ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ s②st❡♠s

❚❤❡ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✾ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t
s②st❡♠s✱ ❛s st❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✵ ✭❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠
S = (N,M0) t❤❛t ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ♠❛r❦✐♥❣ M ′

0 ≥ M0✱ t❤❡ s②st❡♠ (N,M ′
0) ✐s

❛❧s♦ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✺✱ (N,M ′
0) ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✾

♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ σ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S✳ ❚❤❡ s②st❡♠
(N,M ′

0) ❝❧❡❛r❧② ❡♥❛❜❧❡s σ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✾✳

✺✳✷✳✼ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ s②st❡♠s

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s t♦ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣ MEC ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✻ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✼ ✐s ❛❧s♦ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❢♦r
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ♥❡①t s✐♠♣❧❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❚✲s✉❜s②st❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛❝❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠✳

▲❡♠♠❛ ✶✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ P❡tr✐ ♥❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣❧❛❝❡ p ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦✉t♣✉t✳ ▲❡t S′

❜❡ ❛♥② s✉❜s②st❡♠ ✭s✉❜❣r❛♣❤✮ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ p ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉ts ♦r ♦✉t♣✉ts✳ ❉❡♥♦t❡
❜② maxp t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤t ♦❢ p ✐♥ S✱ ❜② max′p t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ✇❡✐❣❤t ♦❢
p ✐♥ S′✱ ❜② gcdp t❤❡ ❣❝❞ ♦❢ p ✐♥ S ❛♥❞ ❜② gcd′p t❤❡ ❣❝❞ ♦❢ p ✐♥ S′✳ ❚❤❡♥ maxp ≥ max′p✱
gcdp ≤ gcd′p✱ ❛♥❞ maxp − gcdp ≥ max′p − gcd′p✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p ♠❛② ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r ♦✉♣✉ts ✐♥ S′ t❤❛♥ ✐♥ S✱ maxp ≥ max′p✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ♠♦r❡ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡♥ max′p = 0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p ♠❛② ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r ♦✉♣✉ts ♦r ✐♥♣✉ts ✐♥ S′

t❤❛♥ ✐♥ S✱ t❤❡ ❣❝❞ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♠❛② ♦♥❧②
❜❡ ❧❛r❣❡r ♦r ❡q✉❛❧✱ t❤✉s gcdp ≤ gcd′p✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❡❛s✐❧② t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

1 2

3 4 6

p 2

4

p

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ gcdp = 1✱ maxp = 6 ❛♥❞ maxp − gcdp = 5✳ ■♥ t❤❡ ❚✲s✉❜s②st❡♠
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ gcdp = 2✱ maxp = 4 ❛♥❞ maxp − gcdp = 2✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s MEC

❛♥❞ MJF✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s②st❡♠ S = (N,M0) t❤❛t ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❚✲
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■❢ S ✐s ♥♦t ❏♦✐♥✲❋r❡❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t M0 ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣
MEC✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ S ✐s ❏♦✐♥✲❋r❡❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t M0 ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ♠❛r❦✐♥❣
♦❢ MJF✳ ❚❤❡♥✱ S ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐❞❡❛s ❜② ❡①❛♠♣❧❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢✳
■❢ ♥♦ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S ✐s ❛♥ ❋❆ ❚✲s✉❜s②st❡♠ ♦❢ S✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②

♠❛r❦❡❞ ❜② MCF ♦r ❛ ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ MEC ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✶ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝✐♥❣
♣❛❣❡✱ t❤✉s t❤❡② ❛r❡ ♠❛❞❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✺ ♦♥ ♣❛❣❡ ✾✸✳ ❉❡♥♦t❡
❜② C1 . . . Ck ❛❧❧ t❤❡ k ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s
❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ❚✲s✉❜s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t Ci✱
i = 1 . . . k✱ ❡♥❛❜❧❡s ✐♥ S ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ σi ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ Ci ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✼✾✮✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ = σ1 . . . σk ✐s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t
✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✳

1
1 1

1
1

1

1

1

2

2

2

1

2

2

1 1

1

t1

t2

t3 t4

t5

t6

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✿ ❚❤✐s ✭❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t✮ s②st❡♠ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② MEC✱ ❛♥❞ ✐ts t✇♦ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts
C1 ❛♥❞ C2✱ ❞❡✜♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② {t1, t2, t3, t4} ❛♥❞ {t5, t6}✱ ❤❛✈❡ ❡❛❝❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ MCF✱ t❤✉s ❛r❡ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✭♣❛rt✐❛❧✮ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ σ1 = t3 t1 t2 t4 t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ C1 ❛♥❞ t❤❡ ✭♣❛rt✐❛❧✮
❚✲s❡q✉❡♥❝❡ σ1 = t5 t6 t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ C2✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ = σ1 σ2 ✐s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡
❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t s♦♠❡ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❋❆ ❚✲s✉❜s②st❡♠s✳ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t
❏♦✐♥✲❋r❡❡✱ t❤❡♥ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ✐s ♥♦t ❋❆✱ M0 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦r
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✺✳✷✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ MEC ❛♥❞ ❡✈❡r② ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ✐s ♥♦t ❋❆ ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳
❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❏♦✐♥✲❋r❡❡✱ M0 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ MJF✱
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛❝❡ p s❛t✐s✜❡s M0(p) ≥ maxp ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❋❆ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
✇❤♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ M0 ♦♥ ✐ts ♣❧❛❝❡s✱ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛
♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ MJF✱ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✵ ♦♥ ♣❛❣❡ ✽✹✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥
❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t S ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❆s s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜r❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❛❧ ❚✲
s❡q✉❡♥❝❡s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡
♠❛② ❡①✐st ❋❆ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡②
❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣❧❛❝❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ♥❡①t t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❤ ❚✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t C✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛tM0✱ ✜r❡s ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ C ❛♥❞
r❡t✉r♥s t♦ M0✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❢❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ t3 t5 t7 t8 t6 t4 t1 t2✱
✇❤❡r❡ C3 t❤❡ ❋❆ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❜② {t7, t8} ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ C✳

1

11

1

1 1

11

1

1

2

2

2

1

2

2

1 1

1

t1

t2

t3 t4

t5 t6

t7

t8

p

p0

pf

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ❚❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t C1 t❤❛t ✐s ♥♦t ❋❆✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② {t1, t2, t3, t4}✱
✐s ♠❛❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❋❆ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts C2 ❛♥❞ C3

❞❡✜♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② {t5, t6} ❛♥❞ {t7, t8} ❛r❡ ♥♦♥✲❧✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t3
❛❞❞s ❛ t♦❦❡♥ t♦ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p✱ ♠❛❦✐♥❣ C2 ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
t3 t5 ♠❛❦❡s C3 ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

❇② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ✐♥ S ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ♣❧❛❝❡ t❤❛t ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢ ❛♥
❡♥❛❜❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙❡❧❡❝t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤ µ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ p0 t0 . . . pf ✇❤❡r❡ p0 ✐s ❛♥
❡♥❛❜❧❡❞ ♣❧❛❝❡✱ t0 ✐s t❤❡ ♦♥❧② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ µ ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M0 ❛♥❞ pf ❜❡❧♦♥❣s t♦ C✳ ❙✉❝❤ ❛
♣❛t❤ ❡①✐sts ❜② str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♣❛t❤ p0 t3 p t5 pf ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✳

❙✐♥❝❡ µ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♣❧❛❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ♦♥❝❡✳ ❉❡♥♦t❡
❜② σ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ µ✱ t❤✉s st❛rt✐♥❣
❜② t0✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡ts ♦❢ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤♦s❡ ✉♥✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❛t❤ µ✱ s❡❧❡❝t
❛ s❡t D ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② u ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ C✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ µ
❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛t ♠♦st t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ D✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ D ♦r❞❡r❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤
µ ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Di✱ i = 1..u✱ ✇✐t❤ Du = C✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ D1 = C1✱ D2 = C2 ❛♥❞
Du = C3✳ ◆♦✇ t❤❡ ♣❛t❤ µ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s d1 . . . du−1 pf ✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② i = 1 . . . u−1✱
di st❛rts ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ d1 st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ p0✱ pf = du ✐s t❤❡ ♦♥❧②
♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜♣❛t❤ ♦❢ µ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ C✱ ❛♥❞ di ✐s t❤❡ ❧♦♥❣❡st s✉❜♣❛t❤ ♦❢ µ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s

✶✵✽



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

t♦ Di ❜✉t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♥♦❞❡ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ Di+1✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ d1 = p0 t3✱ d2 = p t5✱
du = d3 = pf ✳

❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t σ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ S✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ σ✱ ✐ts ✜rst tr❛♥s✐t✐♦♥ t0 ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ pi ♦❢ µ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st maxpi − gcdpi t♦❦❡♥s ✐♥ S✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t σ
✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ τ t τ1✱ ✇❤❡r❡ τ ❝❛♥ ❜❡ ✜r❡❞ ✐♥ S ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s
t0✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❛❜❧❡ t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛t❤ ✐s ❡❧❡♠❡♥t❛r②✱ t ❤❛s
♥♦t ❜❡❡♥ ✜r❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ■❢ t ✐s ❛ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✐t ✇❛s ❡♥❛❜❧❡❞
❜② M0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ µ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♥❛❜❧❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t0✳ ❚❤✉s t ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ p✳ ■❢ t ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ p✱ t❤❡♥ ♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ τ r❡♠♦✈❡❞ t♦❦❡♥s ❢r♦♠ p✱ t❤✉s p ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛t ❧❡❛st maxp − gcdp
t♦❦❡♥s ❛t M0 ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s
✐♥ τ ✱ ❛♥❞ t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛♥♦t❤❡r ♦✉t♣✉t t′ ♦❢ p ❡①✐sts ✐♥
S✳ ■❢ t′ ✐s ❛ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ p ❛♥❞ t ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♥❛❜❧❡❞✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ µ✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡r② ♦✉t♣✉t ♦❢ p ❤❛s p ❛s ✐ts ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t✳ ■❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t t′ ♦❢ p ❤❛s ❜❡❡♥ ✜r❡❞
✐♥ τ ✱ t❤❡♥ ✐ts ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ p ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t µ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤✳ ❚❤✉s✱ ♥♦ ♦✉t♣✉t ♦❢ p ❤❛s ❜❡❡♥ ✜r❡❞ ✐♥ τ ✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t
✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳

❚❤✉s✱ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t σ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✳
◆♦✇✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ u t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ Mc r❡❛❝❤❡❞ ❜② ✜r✐♥❣ σ ♠❛❦❡s C

❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σ∗ ✇❤♦s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts D1 . . . Du−1 ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s t♦ M0✳

■❢ u = 2✱ t❤❡♥ σ ✜r❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ D1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛r❦✐♥❣
M t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♣❧❛❝❡ pf ✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ M ♦♥ t❤❡ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t C ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ MFA✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ✐ts ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
σ∗ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ ✉♣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ D1✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✱ ✐❢ C = C2✱ t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ σ = t3 ❡♥❛❜❧❡s p✱ ♠❛❦✐♥❣ C2 ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ❛♥❞
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σ∗ = t4 t1 t2 ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ M0✳

■❢ u > 2✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s tr✉❡ ❢♦r u − 1✳ ❚❤❡ ♣r❡✜① s❡q✉❡♥❝❡ ν ♦❢ σ
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ µ1 = d1 . . . du−2 ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M0✖µ1 ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❛♥
❡♥❛❜❧❡❞ ♣❧❛❝❡ t♦ ❛ ♣❧❛❝❡ ♦❢ Du−1 ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♥❧② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M0 ✐s t0✖❛♥❞
✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M t❤❛t ♠❛❦❡s Du−1 ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
ν ′ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ du−1 ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s pf ✱ ♠❛❦✐♥❣ C ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛t ❛
♠❛r❦✐♥❣ M ′✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ Du−1 ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ν ′′ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M ′ s✉❝❤
t❤❛t ν ′ ν ′′ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇
♦❢ Du−1 ❛♥❞ t❤✉s ❧❡❛❞s t♦ M ✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ γ✱ ✇❤♦s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts D1 . . . Du−2✱ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ M0✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ν ′′ γ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M ′✱ ❧❡❛❞s t♦ M0 ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② tr❛♥s✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts D1 . . . Du−1✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s tr✉❡ ❢♦r ❡✈❡r② u ≥ 2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✇❡
❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t Ci t❤❛t ✐s ♥♦t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
s❡q✉❡♥❝❡ σ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M0 ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ Mc t❤❛t ♠❛❦❡s Ci ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ❤❡♥❝❡
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σi ✇❤♦s❡ P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❚✲s❡♠✐✢♦✇ ♦❢ Ci ❛♥❞

✶✵✾



✺✳✸✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t Mc t❤❛t r❡t✉r♥s t♦Mc✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σ∗ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t Mc✱ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦M0✳
❉❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s ❜② γi = σ σi σ

∗✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱
t❤❡♥ ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ ❛❧❧ s✉❝❤ ♣❛rt✐❛❧ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s γi✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥t Ci t❤❛t ✐s
♥♦t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤♦s❡ t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧② ✜r❡ ♣❛rt✐❛❧ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥
t❤❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ♥❡①t t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s MEC ❛♥❞ MJF ❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❢♦r
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✷ ✭P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s✮✳ ▲❡t S = (N,M0) ❜❡ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠✳ ■❢ S ✐s ♥♦t ❏♦✐♥✲❋r❡❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t M0 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♠❛r❦✐♥❣ MEC✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ S ✐s ❏♦✐♥✲❋r❡❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t M0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ MJF✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ S ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦
✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

Pr♦♦❢✳ ❊✈❡r② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡t ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻
♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ M0 s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✱ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❛
❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✷✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✺✱ t❤❡ s②st❡♠ S ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ▼♦r❡✈❡r✱ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ✐s ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✺✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✵ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✻✮✳

✺✳✸ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②s✲
t❡♠s✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❜② r❡♠♦✈✐♥❣
t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✉s✱ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜❝❧❛ss
♦❢ t❤❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❝❧❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♥❡①t t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳

✺✳✸✳✶ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s MJF ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✹ ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ♦❢
❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s t❤❛t ♠❡❡t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✵
❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♣❧❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❛
s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s MJF ❛❧s♦ s❛t✐s❢② t❤✐s ♣r♦♣✲
❡rt②✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❡♥❛❜❧❡❞ ♣❧❛❝❡ ❜❡✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ ❛ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠✱ t❤❡
❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❧❡❛❞ t♦ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❡♥❛❜❧❡❞
♣❧❛❝❡s ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡♥❛❜❧❡❞ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t s❡ts✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❢❛❝t ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ t❤❡
♣❛rts t❤❛t ♥❡❡❞ ♥❡✇ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

✶✶✵



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❲❡ ✜rst ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢
▲❡♠♠❛ ✶✵ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✶ ❢♦r t❤❡ ❧✐✈❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✇❤♦s❡ ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡
♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♣❧❛❝❡✳

▲❡♠♠❛ ✶✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❧✐✈❡ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠ S =
(N,M0)✱ ✇✐t❤ N = (P, T,W ) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♣❧❛❝❡✳ ❙✉♣✲
♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ σr ✐♥ S✳ ❋♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ t ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② M0 s✉❝❤

t❤❛t M0
t

−→ M ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σc t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M ✇✐t❤ σ = t σc ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r
k ≥ 1 s✉❝❤ t❤❛t σ ✐s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ~σ = k · ~σr✳

M0 M
t

σr

σc

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✿ ■❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σr ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
σc ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❛❞♦♣t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❝❛s❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ K1 = K1
t (σr)

t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r❡✜① s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ σr ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t σr ✐s ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ K1 t σ2✱ ✇❤❡r❡ K1 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t✳ ❚❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞
s✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ~σr ✐s T ✳ ❲❡ ♥♦t❡ p t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ ♦❢ t✳

■❢ t ✐s t❤❡ ✜rst tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ p• t♦ ❜❡ ✜r❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ σr✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t K1

❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ p•✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ K1 ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛♥②
t♦❦❡♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ ♦❢ t✱ t❤✉s ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ K1 ❛❢t❡r t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♦❢ t ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ tK1 σ2 ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t M0✳ ❍❡♥❝❡✱ σc = K1 σ2✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ t ✐s ♥♦t t❤❡ ✜rst tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ p• t♦ ❜❡ ✜r❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ σr✱ ♠❡❛♥✲
✐♥❣ t❤❛t K1 ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ p•✳ ❲❡ s❤♦✇ ♥❡①t
t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❜✉✐❧❞s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ σc t❤❛t r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❆❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✷ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡❞ ❡q✉❛❧✲❝♦♥✢✐❝t s❡ts ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❡♥❛❜❧❡❞ ♣❧❛❝❡s✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s p✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❡✈❡r②
r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♣❧❛❝❡✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ ❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ν ✐s ✜r❡❞ t❤❛t ♥❡✈❡r ❡♥❛❜❧❡s p✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ p ❛r❡ ✜r❡❞ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✐♥ ν✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜r✐♥❣s ✐♥ t❤❡
❧♦♦♣ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ (σr)∞ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ σr ✐s T ✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡♥
❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛❝❡ p′ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ♦✉t♣✉t tr❛♥s✐t✐♦♥ ✜r❡❞ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t♣✉ts
❛♥❞ ✐♥♣✉ts ♦❢ p′ ❛r❡ ✜r❡❞ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳ ❇② str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡
t❤❛t ♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ✜r❡❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ p ❜❡❝♦♠❡s
❡♥❛❜❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♦♣ t❡r♠✐♥❛t❡s✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✵ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✶✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡
κ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (σr)

α ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r α > 0✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ t σc ✐s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳

✶✶✶



✺✳✸✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σc✳

❉❛t❛✿ ❚❤❡ s②st❡♠ (N,M) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜r✐♥❣ t ✐♥ S✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ σr✳
❘❡s✉❧t✿ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ σc t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ (N,M) s✉❝❤ t❤❛t M

σc−→ M0✳

✶ τ := t❀

✷ ✇❤✐❧❡ ∃ t′ ∈ p• \ {t}, ~K1(t′) > ~τ(t′) ❞♦

✸ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ p ♦❢ t ✐s ♥♦t ❡♥❛❜❧❡❞ ❞♦

✹ ❆♠♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ❡♥❛❜❧❡❞ ♣❧❛❝❡s✱ ✜r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
tx ✇❤♦s❡ (~τ(tx) + 1)✲t❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ (σr)

∞❀
✺ τ := τ tx❀
✻ ❡♥❞

✼ ❆♠♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ p• ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t✱ ✜r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ty s❛t✐s❢②✐♥❣
~K1(ty) > ~τ(ty) ❛♥❞ ✇❤♦s❡ (~τ(ty) + 1)✲t❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ K1 ❀

✽ τ := τ ty❀

✾ ❡♥❞

✶✵ ▲❡t α ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t ~τ ≤ α · ~σr❀
✶✶ ❉❡♥♦t❡ ❜② κ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (σr)

α❀

✶✷ ✇❤✐❧❡ ~τ 6= ~κ ❞♦

✶✸ ❋✐r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ tx ✇❤♦s❡ (~τ(tx) + 1)✲t❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ κ❀

✶✹ τ := τ tx❀
✶✺ ❡♥❞

✶✻ τ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t σc❀
✶✼ r❡t✉r♥ σc

✶✶✷



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❧❡♠♠❛ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✇❤♦s❡ ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♣❧❛❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❧✐✈❡✱ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠ S = (N,M0)
s✉❝❤ t❤❛t N = (P, T,W ) ❛♥❞ ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ S ✐s
r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✾✳ ■♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜②
M t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ✜r✐♥❣ t✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❡✈❡r② ♠❛r❦✐♥❣ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ M ❡♥❛❜❧❡s
❛ ♣❧❛❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▲❡♠♠❛ ✶✷ ❛♣♣❧✐❡s✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✇❤♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ❜❡❧♦♥❣s t♦
MJF ❛r❡ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✹ ✭P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❤♦♠❡ ♠❛r❦✐♥❣s MJF✮✳ ▲❡t S = (N,M0) ❜❡ ❛ str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ MJF✳ ❚❤❡♥✱
S ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② ❧❛r❣❡r ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❛❧❧❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t♦ ❜❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❧✐✈❡ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ♥❡①t t❤❡ s✉✣❝✐❡♥❝②✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t S ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ S ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋❆
❚✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✸✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✵✼ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❚❤✉s✱ S ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶ ♦♥
♣❛❣❡ ✻✵✱ ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✸ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ S ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✳
❊✈❡r② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❧✐✈❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✹✮✱ ♠❛❦❡s ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣
❡♥❛❜❧❡ ❛ ♣❧❛❝❡ ✭▲❡♠♠❛ ✶ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✵✮ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s ❚❤❡♦r❡♠ ✸✸ ❛❧s♦
❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❡✈❡r② ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

✺✳✹ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s

❲❡ ❝♦♥str✉❝t s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts ✇❤♦s❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ✐s ♥♦t ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❊q✉❛❧✲
❈♦♥✢✐❝t ❝❧❛ss ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ P❡tr✐ ♥❡t ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽ ♣✐❝t✉r❡s ♦r❞✐♥❛r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧✐✈❡ s②st❡♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ ❛
❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❉❡s❡❧ ✶✾✾✽❪✱ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✇❤❡♥
M0(p4) = 0✳ ■❢ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ p4✱ t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✳ ■♥
❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ✐❢ ✇❡ ♠♦❞✐❢② ♦♥❧② t❤❡ t♦❦❡♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p4✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✲
✈❡rs✐❜❧❡✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✧❝❤❡❝❦✐♥❣✧ ❛r❝s ❜❡t✇❡❡♥
t3 ❛♥❞ p4✱ ❛♥❞ ✜①✐♥❣ M0(p4) = 0✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡✱ ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞✱ ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛❧✲
❧♦✇s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❢♦r ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ✐♥ p4✳

✶✶✸



✺✳✹✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s

?

p0

p1

p2

p3 p4

t0t1

t2
t3

p0

p1

p2

p3 p4

t0t1

t2
t3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✿ ■♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p4
♠♦❞✐✜❡s ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ✐❢ M0(p4) = 0✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❧✐✈❡✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❀ ✐❢ M0(p4) ≥ 1✱
t❤❡♥ ✐t ✐s ❧✐✈❡✱ ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❡ ✜① M0(p4) = 0✱ ❛♥❞ ❞❡❧❡t❡
t❤❡ ❛r❝s ❜❡t✇❡❡♥ t3 ❛♥❞ p4 ❀ t❤❡ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❧✐✈❡✱ ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞✱ ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ t0 t3 t2 t1✳

■♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p1 ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♣❧❛❝❡✳
❚❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ t0 ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥❛❜❧❡ t2✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ ✜r❡ t3 ✇✐t❤♦✉t ✜r✐♥❣ t2✳ ❋✐r✐♥❣s ♦❢
t3 ❡♥❛❜❧❡ t1 ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s t♦❦❡♥s ✐♥ p1✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ M0(p4) = 1✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜r❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
(t3 t1)

k ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ p1✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✐❢
M0(p4) = 1✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇❛② t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐♥ p1✿ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜r❡ t2
t✇✐❝❡ ❛s ♦❢t❡♥ ❛s t1✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✳ ❲❡
❛❞❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p5✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥✱ ✇❤♦s❡ r♦❧❡ ✐s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ✜r✐♥❣s ♦❢ t1 ❛♥❞ t❤✉s
t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p1✳ ❲❡ s❝❛❧❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p0 ❜② 2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ♥❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② str✉❝t✉r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✱ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜❧❡
s②st❡♠ t❤❛t st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡ ❝❧❛ss
s✐♥❝❡ p0 ❛♥❞ p2 ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥♣✉ts ♦❢ t0✱ p•0 = {t0, t1}✱ p•2 = {t0, t3}✱ t❤✉s p•0 6⊆ p•2 ❛♥❞ p•2 6⊆ p•0✳
❲❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡t t❤❛t ✐s ❧✐✈❡✱ ♥♦♥✲❜♦✉♥❞❡❞✱
♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❛r❝s
❜❡t✇❡❡♥ p0 ❛♥❞ t1 ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✳
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

2

2

2

2

p0

p1

p2

p3
p4

p5

t0
t1

t2

t3

2, 1, 1, 0, 0, 1

0, 1, 1, 0, 1, 2

0, 1, 0, 1, 1, 2

2, 0, 0, 1, 0, 2

t0

t3

t2

t1

2, 1, 0, 1, 0, 1

2, 2, 1, 0, 0, 0

0, 2, 1, 0, 1, 1

0, 2, 0, 1, 1, 1

t3

t1

t0

t3

t2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾✿ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✱ ♥♦♥✲r❡✈❡rs✐❜❧❡
❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ t0 t3 t2 t1✳ ■ts r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❲❡ ❝❛♥
s❡❡ t❤❛t ❡✈❡r② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳

p0

p1

p2

p3 p4

t0t1

t2
t3

P❧❛❝❡ p ❖✉t♣✉t s❡t p•

p0 t0
p1 t2
p2 t0, t3
p3 t1, t2
p4 t2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✿ ❚❤✐s ♦r❞✐♥❛r② ❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠ ✐s ❧✐✈❡✱ ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞✱ ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡
❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ t0 t3 t2 t1✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✶ ♦❢ ❛ P❡tr✐ ♥❡t t❤❛t ✐s ❧✐✈❡✱ ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡♥✲
❛❜❧❡s ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t♦❦❡♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p0 t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ s♦ t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t t❤❡ t♦❦❡♥s ❜❛❝❦✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t3 t1 ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ (1, 1, 0, 1, 0) ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦
r❡❛❝❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ t3 t2 t1 t0 r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳

✶❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②♦✉t✱ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛ P❡tr✐ ♥❡t ❝♦✉rs❡ ♦❢ Pr✳ ❏❛✈✐❡r ❈❛♠♣♦s✱ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞

❞❡ ❩❛r❛❣♦③❛✱ ❙♣❛✐♥✳

✶✶✺



✺✳✹✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s

p0
p1

p2

p3 p4

t0
t1

t2

t3

1 ✲1 1 ✲1
0 1 0 ✲1
0 ✲1 0 1
1 0 ✲1 0
✲1 0 1 0







p0
p1
p2
p3
p4

t0 t1 t2 t3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶✿ ❚❤✐s P❡tr✐ ♥❡t ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✱ ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡
t3 t2 t1 t0✳ ■ts ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✭❛❞❞ ❝♦❧✉♠♥
t0 t♦ t2✮✱ t❤✉s ♥♦t ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✭t❤❡ ✈❡❝t♦r (1, 1, 1, 1) ❜❡✐♥❣ t❤❡
P❛r✐❦❤ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡✮✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ②❡t ✐❢ ❧✐✈❡ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡
♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡
s②st❡♠ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤✐s ♥❡t ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦t ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ♥❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ✐❢ ♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤♦✉t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳

2 3

2

2

2

p0

p1

p2

p3

t0 t1

t2

t3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷✿ ❚❤✐s ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ P❡tr✐ ♥❡t ✐s ❧✐✈❡✱ ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞✱ ♥♦t r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡
❚✲s❡q✉❡♥❝❡ t1 t3 t2 t0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥ t0✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❧② t✇♦
✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡ p1 ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡ p0 ✐s ✸✲❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤✉s✱ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
✜r✐♥❣s ♦❢ t1 ❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t0 ✐s ❡✐t❤❡r ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② ❛ ✜r✐♥❣ ♦❢ t1 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✜r✐♥❣ ♦❢
t3✱ ♦r ❜② t✇♦ ✜r✐♥❣s ♦❢ t3✳

✶✶✻



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐✈❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s

❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts s❡✈❡r❛❧ s✉❜❝❧❛ss❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦✉♥t❡r✲
❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❝r♦ss❡s r❡♣r❡s❡♥t s②st❡♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❣✉r❡s✳ ❆♥ ▲ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❧✐✈❡✱ ❛ ❇ st❛t❡s ✐ts ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❛♥ ❘ ✐ts
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❡tt❡r ❚ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡
❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♦✈❡r❧✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡tt❡rs✳

❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡

❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡

❲❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts

❚ ❙

❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t

❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❏♦✐♥✲❋r❡❡❋❆

❈✐r❝✉✐ts

1

2

3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸✿ ❚❤❡ ❝r♦ss 1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r②
❆s②♠♠❡tr✐❝✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠ s❛t✐s❢②✐♥❣✿ ▲ B R ❚✳ ❚❤❡ ❝r♦ss 2 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾ ✐♥t♦ ❛ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ s②st❡♠ s❛t✐s❢②✐♥❣✿ ▲ ❇ R ❚ ✭❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✾ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✽ ❛♥❞ ❈♦r♦❧✲
❧❛r② ✶✵ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✾✮✳ ❚❤❡ ❝r♦ss 3 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❥♦✐♥✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣✿ ▲ B R ❚✳

✶✶✼



✺✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐✈❡ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢
✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ❤❛s ♠❛♥②
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s②st❡♠s ❤❛✈✐♥❣ ❛ st❡❛❞② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞s ❛ ❝♦st❧② tr❛♥s✐❡♥t ♣❤❛s❡✳ ■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥s s②st❡♠s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
❢♦r ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❚✲s②st❡♠s ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r s✉❜s②st❡♠s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞
t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✱ ✇❤❡r❡❛s ♣r✐♦r ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t✐♠❡ ♦r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t♦❦❡♥s✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ❛♥♦t❤❡r s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❢♦r ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❛♥♦t❤❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ✇♦rt❤② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r
t❤❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s✳

▲❛t❡r ♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✜rst ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s
r❡s✉❧t✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲
❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❛t ♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❜❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❧❛r❣❡r
❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ❧✐✈❡ P❡tr✐ ♥❡t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱
❡✈❡♥ ✐♥ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s t✐❣❤t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t str✉❝t✉r❡✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ♠❛r❦✐♥❣s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❡①♣r❡ss✐✈❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❝❧❛ss❡s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ st❛rt✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s t❤❛t ♥❡❡❞
t♦ ❜❡ ❧✐✈❡✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

✶✶✽





Chapter 6
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶✷✵



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡①✲
♣r❡ss✐✈❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ P❡tr✐ ♥❡t ❛r❡
str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s✱ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐③✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❛❧✐♥❣ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠s ❛♥❞
❧❡❛❞s t♦ ❛ t♦❦❡♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠✱ ✇❤♦s❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡
✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❚✲s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❝♦♥st❛♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❦❡♥s ✐♥ ❡✈❡r② ❝✐r❝✉✐t✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ✐♥t♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡
P❡tr✐ ♥❡ts✳

❆❧❧ t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r❡s❡r✈❡ str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❚✲s②st❡♠✱ ✇❤♦s❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦
st✉❞② t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s
❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞✳

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♠❛r❦✐♥❣s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❦♥♦✇♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞
❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✳

❲❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥♦t❤❡r s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r t❤❡ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲
❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✇♦rt❤② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❋♦r❦✲
❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠s✳

❲❡ ❣❛✈❡ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❋♦r❦✲❆ttr✐❜✉t✐♦♥ s✉❜s②st❡♠s✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❡
✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞ ♥❡✇ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢
❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❜❡♥❡✜t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡
❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❚✲s②st❡♠✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠
s✉❜s✉♠❡s t❤❡ ♦t❤❡rs✳

❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②s✲

✶✷✶



t❡♠s ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❝❧❛ss✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s ♣❧❛② ❛
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤❡ ✜rst ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❧✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②s✲
t❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ st❛t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ t♦ ❡♥s✉r❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐✈❡ ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❢♦r
✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t s②st❡♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚✲s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❛♥②♠♦r❡
✐♥ ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❧✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡
s②st❡♠s✱ ✉s✐♥❣ ♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ s②st❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s
t✐❣❤t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛❧❧♦✇ t♦ ❡♥s✉r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣r❡s✲
s✐✈❡ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ✇❤❡r❡❛s ♣r✐♦r ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❡✐t❤❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦r
❞✐❞ ♥♦t ❡①✐st✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t♦ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡
❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
st✉❞② ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦r ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡s s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r❡s❡r✈❡❞ ♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿
✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ ♦r ✐♥ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s②st❡♠✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

▲❛♥❣✉❛❣❡ ▲✐✈❡ ❛♥❞✴♦r ❚✲s❡♠✐✢♦✇s ❲❡❧❧✲❢♦r♠❡❞♥❡ss
r❡✈❡rs✐❜❧❡

❙❝❛❧✐♥❣ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔

❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔

❯s❡❢✉❧ t♦❦❡♥s ⇔ ⇔ ⇔ ⇔

❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔

P❧❛❝❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ ⊇ ⇐ ⇔ ⇔

✶✷✷



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥s✉r✐♥❣ ♦r
❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✳ ❆ ❝❤❡❝❦♠❛r❦ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥❡✇ r❡s✉❧t ✇❤✐❧❡ ❛ ❝❤❡❝❦♠❛r❦ ✐♥
❜r❛❝❦❡ts ❞❡♥♦t❡s ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❧✐✈❡♥❡ss

▼♦♥♦t♦♥♦✉s P♦❧②♥♦♠✐❛❧
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t
♠❛r❦✐♥❣s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚✲s②st❡♠s X ✭X✮

❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ X X

❏♦✐♥✲❋r❡❡ X X✭❜❛❧❛♥❝❡❞✮

❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t X

❚❛❜❧❡ ✻✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣s ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r r❡✲
✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s✳ ❆ ❝❤❡❝❦♠❛r❦ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥❡✇ r❡s✉❧t
✇❤✐❧❡ ❛ ❝❤❡❝❦♠❛r❦ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ❞❡♥♦t❡s ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ◆❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s

▼♦♥♦t♦♥♦✉s P♦❧②♥♦♠✐❛❧
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s
♠❛r❦✐♥❣s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚✲s②st❡♠s X ✭X✮ ✭X✮

❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ X X ✭X✮ ✰ X

❏♦✐♥✲❋r❡❡ X

❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t X X

✶✷✸



P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❖♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ♦♣❡♥✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝✐r❝✉✐t r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥

❛♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❉✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t
❬❈❤r③❛st♦✇s❦✐✲❲❛❝❤t❡❧ ✶✾✾✸✱ ❘❛♠✐r❡③✲❆❧❢♦♥s✐♥ ✶✾✾✻❪✳ ❆ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
♦❢ ♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳

❙❡❝♦♥❞✱ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❢♦r ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❏♦✐♥✲
❋r❡❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❡✐t❤❡r✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss r❡♠♦✈❡s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡
♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❛✐t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡✐r ✐♥♣✉t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛r❡ ♥♦t ♣❡r♠✐tt❡❞❀ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡ ❢♦r
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❝❧❛ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❝❧❛ss✱ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ❛r❡
✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ♦♥❧② str✉❝t✉r❛❧ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❞✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✐s ♥♦t t♦t❛❧❧② ♠❛st❡r❡❞✳

P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲
❢♦r♠❡❞♥❡ss ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❡①✐sts
❢♦r ❊q✉❛❧✲❈♦♥✢✐❝t ♥❡ts✱ ❤♦✇❡✈❡r ♥♦ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❋r❡❡✲
❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ t❤❡ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞
r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝❧❛ss✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ✐♥t♦ ✇❡✐❣❤t❡❞
❋r❡❡✲❈❤♦✐❝❡ ♥❡ts ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s s✉❜❝❧❛ss
t♦ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✐♠❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❘❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❲❤❡♥ t✐♠❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥
t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❡①✐st ❢♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s ❬❇❡♥❛❜✐❞✲◆❛❥❥❛r ✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ♠❛②
❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳

■♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡s✱ r♦✉t✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦
t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❇♦✉✐❧❧❛r❞ ✷✵✵✺❛❪✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞
✉s✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ❛s ✐♥ ❬❇♦✉✐❧❧❛r❞ ✷✵✵✺❜❪✳

▼♦❞✉❧❛r✐t②✳ ▼❛♥② r❡❛❧ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❙✉❝❤
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ❝♦♠✲
♣♦s✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠♦❞✉❧❡s ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❧❛ss❡s t❤❛t
❛r❡ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚✲s②st❡♠s ❬❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✻✱ ❘❡❝❛❧❞❡ ✶✾✾✽❪✳

■♥ t❤❡ ❞❛t❛✢♦✇ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛❧s♦ ❡①✐st✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❙❉❋ ✇✐t❤ s❤❛r❡❞
❋■❋❖s ✭❉❙❙❋✮ ❬❚r✐♣❛❦✐s ✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ■♥t❡r❢❛❝❡✲❇❛s❡❞ ❙❉❋ ✭■❇❙❉❋✮ ❬P✐❛t ✷✵✵✾❪ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❉❋ ❣r❛♣❤s✳

✶✷✹



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❙❡✈❡r❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧s♦ ❡①✐st✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ✐♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡s ❜② ❛
♥❡t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r✉❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈❙❉❋ ❣r❛♣❤s
❡①t❡♥❞ t❤❡ ❙❉❋ ♠♦❞❡❧ ❜② r❡✜♥✐♥❣ ❛❝t♦rs ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣❤❛s❡s ❬❇✐❧s❡♥ ✶✾✾✺❪✳ ❘❡✜♥❡♠❡♥t
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ❛s ✐♥ ❬❙✉③✉❦✐ ✶✾✽✸✱ ❇r❛✉❡r ✶✾✾✵❪✳

❆ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜r✐❞❣✐♥❣
t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳

✶✷✺



✶✷✻



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶✷✼



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❆❧✐♠♦♥t✐ ✷✵✶✶❪ P❛♦❧❛ ❆❧✐♠♦♥t✐✱ ❊st❡❜❛♥ ❋❡✉❡rst❡✐♥✱ ▲✉✐❣✐ ▲❛✉r❛ ❛♥❞ ❯♠❜❡rt♦ ◆❛♥♥✐✳ ▲✐♥✲
❡❛r t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈♦♥✢✐❝t✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✶✷✱ ♥♦✳ ✹✲✺✱ ♣❛❣❡s ✸✷✵✕✸✽✱ ✷✵✶✶✳

❬❆♠❡r✲❨❛❤✐❛ ✶✾✾✾❛❪ ❈❤ér✐❢ ❆♠❡r✲❨❛❤✐❛ ❛♥❞ ◆♦✉r❡❞❞✐♥❡ ❩❡r❤♦✉♥✐✳ ❙tr✉❝t✉r❡ t❤❡♦r② ♦❢
❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ P❡tr✐ ♥❡ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❋r❛♥❦❧✐♥ ■♥st✐t✉t❡✱
✈♦❧✳ ✸✸✻✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡s ✽✸✸✕✽✹✾✱ ✶✾✾✾✳

❬❆♠❡r✲❨❛❤✐❛ ✶✾✾✾❜❪ ❈❤ér✐❢ ❆♠❡r✲❨❛❤✐❛✱ ◆♦✉r❡❞❞✐♥❡ ❩❡r❤♦✉♥✐✱ ❆❜❞❡❧❧❛❤ ❊❧ ▼♦✉❞♥✐ ❛♥❞
▼✐❝❤❡❧ ❋❡r♥❡②✳ ❙♦♠❡ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙②st❡♠s✱ ▼❛♥ ❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s✱
P❛rt ❆✱ ✈♦❧✳ ✷✾✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✻✹✕✶✼✷✱ ✶✾✾✾✳

❬❆♥❛♣❛❧❧✐ ✷✵✵✾❪ ❙✉❦✉♠❛r ❘❡❞❞② ❆♥❛♣❛❧❧✐✱ ❑r✐s❤♥❛ ❈❤❛✐t❤❛♥②❛ ❈❤❛❦✐❧❛♠ ❛♥❞ ❚✐♠♦t❤② ❲✳
❖✬◆❡✐❧✳ ❙t❛t✐❝ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ❈②❝❧♦ ❙t❛t✐❝ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ●r❛♣❤s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭P❉P❚❆✬✵✾✮✱ ♣❛❣❡s ✸✵✷✕✸✵✻✱ ✷✵✵✾✳

❬❆r❛❦✐ ✶✾✼✼❪ ❚♦s❤✐r♦ ❆r❛❦✐ ❛♥❞ ❚❛❞❛♦ ❑❛s❛♠✐✳ ❉❡❝✐❞❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝✲
t✐✈✐t② ♦❢ P❡tr✐ ♥❡t r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② s❡ts✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✱ ♥♦✳ ✶✱
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✇❤✐❝❤ r❡✜♥❡ ❙❉❋ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ♣❤❛s❡s✳ ❆♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❧♦s❡✲t♦✲♦♣t✐♠❛❧
❜✉✛❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❡♥s✉r✐♥❣ ❧✐✈❡♥❡ss ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✭✸✮ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❉❡❧♦s♠❡✱ ❚❤♦♠❛s ❍✉❥s❛✱ ❛♥❞ ❆❧✐① ▼✉♥✐❡r✲❑♦r❞♦♥✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙✉✣❝✐❡♥t
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❲❡❧❧✲❇❡❤❛✈❡❞♥❡ss ❢♦r ❲❡✐❣❤t❡❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❙②st❡♠s✳ ■♥ ♣r♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✸t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝② t♦ ❙②st❡♠
❉❡s✐❣♥ ✭❆❈❙❉✬✶✸✮✱ ♣❛❣❡s ✾✵✕✾✾✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ❏✉❧② ✷✵✶✸✳ ■❊❊❊✳

❚❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ♥❡✇ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ♣r❡✲
s❡r✈✐♥❣ str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❈❤❛♣t❡r ✸ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✮✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉❢✲
✜❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❛♥❞ ❏♦✐♥✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✭❈❤❛♣✳ ✹✮✳

✭✹✮ ❚❤♦♠❛s ❍✉❥s❛✱ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❉❡❧♦s♠❡✱ ❛♥❞ ❆❧✐① ▼✉♥✐❡r✲❑♦r❞♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❲❡❧❧✲❇❡❤❛✈❡❞ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ ❙②st❡♠s✳ ■♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ✭P❡tr✐ ◆❡ts✬✶✹✮✱ ♣❛❣❡s ✸✸✹✕✸✺✸✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ▲◆❈❙✳

❚❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❧✐✈❡ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s✳
❋♦r t❤✐s ❝❧❛ss✱ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✭❈❤❛♣t❡r ✺ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✮✳ ❆♥ ♦r✐❣✐♥❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❈❤♦✐❝❡✲❋r❡❡ s②st❡♠s ✐♥t♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❚✲s②st❡♠s ❣✐✈❡s ✐♥s✐❣❤t
✐♥t♦ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❈❤❛♣✳ ✸✮✳
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