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"The underlying physical laws necessary for the mathematical theory of a large part of
physics and the whole of chemistry are thus completely known, and the difficulty is only
that the exact application of these laws leads to equations much too complicated to be
soluble."

Paul Dirac
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Résumé

La cristallisation induite par déformation des élastomères est un processus cinétique
qui conduit à la formation de nano-cristallites thermodynamiquement stables. La présence
de ces nano-cristallites au sein de la phase amorphe modifie considérablement les proprié-
tés mécaniques des élastomères cristallisables. Ces élastomères ont en effet la propriété
intéressante d’être auto-renforçants. L’objectif de ce travail est de développer un modèle
physique capable de décrire localement l’évolution de la microstructure sous l’effet d’un
champ de contrainte élastique durant la cristallisation. Dans ce but, un modèle de champ
de phase est élaboré et mis en oeuvre dans le cadre de la mécanique des milieux continus
en couplant thermodynamique et mécanique avec une dynamique de transition de phase
d’Allen-Cahn. La description thermodynamique de la cristallisation induite par déforma-
tion à petite échelle est basée sur la fonctionnelle d’énergie libre du système amorphe-cristal.
Cette fonctionnelle est déterminée grâce à l’approche statistique moyennée de Flory sur
un réseau de chaînes macromoléculaires complétée par les effets de tension de surface qui
résultent de la présence d’interfaces stables à l’équilibre des phases en volume. Les consé-
quences du choix de cette formulation sont discutées, on étudie en particulier les effets
de contraintes élastiques sur l’équilibre des phases en volumes ainsi que sur la cinétique
de croissance des domaines cristallins au sein de l’amorphe. Trois modèles de champ de
phase sont présentés, un modèle « élémentaire » qui ne prend en compte que le couplage
entre les contraintes appliquées et la transition de phase, un modèle cinétique et un modèle
énergétique qui prennent en compte le transport des contraintes topologiques telles que les
enchevêtrements et/ou les noeuds de réticulation. Le modèle élémentaire prédit, dans le cas
de la croissance, la formation de cristallites instables thermodynamiquement qui peuvent
croitre jusqu’à ce qu’elles atteignent une taille infinie avec une cinétique qui augmente avec
le taux de déformation. L’introduction de l’élasticité du réseau des contraintes topologiques
induite par les enchevêtrements et/ou les noeuds de réticulation dans le modèle de champ
de phase a permis de mettre en évidence l’existence d’un état stable de cristallites formées
(modèle énergétique) mais aussi des instabilités de croissance (modèle cinétique). Sur la
base de ces deux modèles, cinétique et énergétique, nous avons étudié systématiquement
l’influence des contraintes topologiques sur la cinétique de croissance et nous montrons que
cette cinétique est en effet contrôlée par l’accumulation de contraintes élastiques à l’in-
terface. Avec le modèle cinétique nous avons mis en évidence l’existence d’instabilités de
croissance induites par l’excès des contraintes topologiques sur le front de croissance. Cet
excès fait apparaître des hétérogénéités dynamiques dans le système et conduit à la for-
mation de structures en branches ramifiées. Il apparaît que l’accumulation des contraintes
topologiques à l’interface est vue par le front de croissance comme des points de blocage
relatif ralentissant seulement la cinétique, et les cristaux formés sont toujours instables
thermodynamiquement. Contrairement à ce modèle, la prise en compte de l’élasticité du
réseau des contraintes topologiques dans l’approche thermodynamique de cristallisation
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Résumé

prédit une augmentation de la tension de surface et par conséquent un arrêt du mécanisme
de croissance en donnant lieu à la formation de cristallites stables. Enfin, nous avons adopté
le modèle énergétique pour modéliser le couplage entre nucléation, croissance et déforma-
tion cyclique. Pour valider le modèle local proposé afin d’étudier la cristallisation induite
par déformation, une comparaison entre les résultats des simulations par champ de phase
et les données expérimentales issues de la caractérisation d’un caoutchouc naturel réticulé
est effectuée et nous montrons qualitativement l’accord entre l’expérience et le modèle.

Mots-clés : Elastomères, caoutchouc naturel réticulé, cristallisation induite, défor-
mation, croissance, nucléation, champ de phase, contraintes topologiques, instabilités de
croissance, hétérogénéités dynamiques, morphologie.
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Abstract

Natural rubber NR and more generally elastomer presents unique physical properties
that are very important for many engineering applications. Strain induced crystallization
of elastomer presents a major interest because it improves considerably the mechanical
properties. In fact, the presence of crystallites within the amorphous phase in a polymer
network induces a strengthening of this material, giving NR a self-reinforcement character.
In this thesis, we develop a mesoscopic model to describe the crystallization of elastomers
under strain. In this context, we present a kinetic model using a new physical approach : a
phase field model. This model combines the crystallization thermodynamics with the local
stress field. The thermodynamic description of the phase transition is based on a Gibbs
free energy functional F which contains all energy contributions of the system : the bulk
contributions (enthalpy and entropy) and surface tension. To understand the experimental
observation of nanometer size crystalites, an explicit account of the topological constraints
induced by both entanglements and/or crosslinks is necessary. We investigated two limiting
mechanisms, a kinetic limitation of the growth, and an energetic limitation.
Based on both the kinetic and the energetic approaches, we have systematically studied the
influence of topological constraints on the growth process. We have shown that the growth
process is affected by the accumulation of elastic stress at the interface. The kinetic model
predicts the existence of instabilities during the growth. These instabilities induce a hete-
rogeneous dynamical growth which leads to the formation of dendrite like structures. On
the contrary, the energetic approach predicts an exponential increase of the surface tension
during the growth that limits the size of the crystallites very efficiently.
In the last part we investigated elastomer crystallization under cyclic deformation. To this
end, we coupled the previous energetic model with the nucleation process. Finally the si-
mulation data are compared with experimental measurements.

Keywords : Elastomers, natural rubber, crystallization, strain, growth, nucleation,
phase field, topological constraints, growth instabilities, dynamical heterogeneities, mor-
phology.
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Introduction générale

Du fait de leurs propriétés élastiques remarquables, les élastomères sont couramment
utilisés dans les applications industrielles ou domestiques. Ils peuvent être soit d’origine
naturelle soit d’origine synthétique. Le caoutchouc naturel (NR) possède en outre la faculté
de cristalliser sous l’effet d’un champ de température (cristallisation thermique), ou sous
l’effet d’un champ de déformation (cristallisation induite par déformation). Cette capacité
à cristalliser provient de la grande stéréorégularité des chaînes macromoléculaires qui le
composent. Elle lui confère des propriétés physiques et mécaniques uniques, en particulier
un caractère auto-renforcant, et une très grande résistance à la fatigue ou à la rupture. Cela
explique ainsi qu’il est actuellement très utilisé dans l’industrie, notamment celle des pneu-
matiques. D’autres élastomères synthétiques présentent aussi cette aptitude à cristalliser
sous sollicitation mécanique, à température ambiante, comme par exemple le polyisoprène
synthétique IR, le polyisobutylène, ou le polybutadiène. Néanmoins, les propriétés du ca-
outchouc naturel, liées à sa cristallisation, sont jusqu’à présent inégalées par ces substituts
synthétiques. La compréhension des mécanismes qui contrôlent la cristallisation sous dé-
formation, et du lien entre la microstructure générée et la réponse mécanique est donc un
enjeu scientifique et industriel majeur.

Depuis la découverte de cette cristallisation sous tension et de ses avantages pratiques,
de nombreux travaux expérimentaux ainsi que théoriques ont été réalisés dans le but d’y
répondre. Ainsi, le rôle conjoint de l’orientation moléculaire et de la cristallisation sur les
propriétés physiques et mécaniques du caoutchouc naturel est maintenant bien établi et
documenté. Les investigations expérimentales menées à ce jour ont aussi permis de mettre
en évidence le caractère cinétique de la cristallisation et de déterminer les paramètres im-
pliqués dans le processus de cristallisation, ceux concernant le matériau comme les enche-
vêtrements physiques ou les noeuds chimiques de réticulation, et ceux des essais comme la
vitesse de sollicitation, et la température. En parallèle à ces investigations expérimentales,
plusieurs modèles phénoménologiques et physiques, dont celui de Flory, ont été propo-
sés. L’approche généralement utilisée est basée sur des considérations thermodynamiques
à l’équilibre. Néanmoins, elle ne permet pas de décrire les caractéristiques structurales
du matériau à l’échelle locale, et omet les aspects cinétiques. A ce jour, plusieurs ques-
tions restent donc sans réponse : quels sont les paramètres pertinents qui contrôlent la
déformation critique de cristallisation ? Quelle est précisément la morphologie cristalline et
comment-est elle générée ? Quelle est l’influence des contraintes topologiques créées par les
enchevêtrements des chaines et les noeuds de réticulation chimiques ? Quelle est la dyna-
mique de cette cristallisation, c’est-à-dire celle des processus de nucléation, de croissance et
de fusion ? Cette dernière question bute notamment sur le peu de données expérimentales
concernant les premiers instants de la cristallisation. Si des travaux expérimentaux dans ce
domaine sont en cours, il est évident qu’il faut dans le même temps construire un modèle
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Introduction générale

physique permettant de mieux en comprendre les résultats, et pourquoi pas aboutir à un
modèle prédictif. C’est l’objectif du présent travail qui vise à développer un modèle ciné-
tique capable de prédire la morphologie cristalline induite lors de la déformation, ainsi que
de décrire le comportement mécanique et son lien avec le taux de cristallisation, tout en ren-
dant compte des effets de température et de vitesse de sollicitation. L’idée de base consiste
à construire étape par étape un modèle local afin de suivre à une échelle intermédiaire
(nanométrique) la dynamique des interfaces amorphe-cristal. Les morphologies obtenues
lors de la cristallisation résultent du couplage entre plusieurs phénomènes complexes ciné-
tiques et énergétiques : diffusion thermique, accumulation de contraintes élastiques ainsi
que les énergies de surface. Les méthodes de champ de phase sont bien adaptées à la mo-
délisation de ce type de problème. La souplesse de ces approches permet de traiter des
problèmes aussi variés que la croissance cristalline, l’instabilité de Grinfeld dans les solides
sous contrainte, la cavitation, la digitation visqueuse, la dynamique des émulsions et des
cellules sanguines, le glissement aux interfaces en microfluidique . . .Nous avons donc choisi
de développer ce type d’approche pour la description de la cristallisation du caoutchouc
naturel sous contrainte. Cela nécessite d’établir un modèle mathématique adapté au type
de couplage rencontré dans notre matériau entre la transition de phase et les équations de
transport qui pilotent le mouvement des interfaces (contraintes élastiques, contraintes to-
pologiques, diffusion,. . .). Les équations différentielles couplées qui en résultent demandent
alors leur résolution numérique. L’objectif est d’aboutir à des simulations du processus de
cristallisation reproduisant le plus fidèlement possible les données expérimentales décrites
dans la littérature.

Ce manuscrit de thèse est donc organisé en 4 chapitres :

– Le premier chapitre bibliographique présente un rapide état de l’art sur les élasto-
mères, plus particulièrement le caoutchouc naturel et ses propriétés, en insistant sur
la phénoménologie de la cristallisation de ce matériau sous déformation. Quelques
modèles développés pour sa description sont également rappelés. Une partie est na-
turellement dédiée à la modélisation de champs de phase, son intérêt et ses aboutis-
sements.

– Le second chapitre présente le modèle élémentaire de champ de phase que nous
utiliserons tout au long de ce travail. Ce modèle de base se limite au couplage entre la
transition de phase traitée avec une approche de Landau-Ginzburg et les contraintes
élastiques appliquées, traitées dans le cadre de la théorie de l’élasticité non linéaire
des élastomères. Une dynamique de Allen et Cahn est implémentée pour suivre l’évo-
lution de la microstructure. Ce modèle est ensuite appliqué à l’étude de la cinétique
de croissance de germes cristallins sous l’effet d’un champ de déformation extérieur.

– Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons à la question essentielle de la
limitation de la croissance cristalline. Pour cela, nous introduisons une description
des effets des contraintes topologiques, dues aux enchevêtrements et/ou des noeuds
de réticulation, sur le processus de cristallisation. Deux modèles, l’un cinétique, et
l’autre énergétique, permettant de traiter ces effets sont présentés dans ce chapitre.
Différentes simulations sont alors conduites pour tester le bien fondé de ces approches.

– Enfin, dans un quatrième chapitre, nous nous rapprochons un peu plus des condi-
tions réelles de sollicitations en simulant des essais de sollicitations mécaniques cy-
cliques. Ce type d’essai est en effet un bon moyen d’étudier la cinétique de cristal-
lisation, notamment le processus de nucléation. Nous complétons ensuite le modèle
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Introduction générale

par une description du processus de nucléation, et en discutons des conséquences sur
les simulations en conditions cycliques.

Le manuscrit s’achève par une conclusion générale visant à dresser un bilan de l’ensemble de
notre travail. Les nombreuses perspectives qu’il permet d’ouvrir y sont également discutées.
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Chapitre I
Généralité sur les élastomères et
méthodologie de champ de phase
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Les élastomères cristallisables, comme le caoutchouc naturel qui fait l’objet de cette
étude, se distinguent par leurs propriétés mécaniques remarquables. Il cristallise sous défor-
mation ce qui leur donne la propriété d’être auto-renforçant. La compréhension de l’origine
de ces propriétés nécessite une description de la microstucture de ces matériaux. Dans ce
chapitre nous présentons dans un premier temps quelques généralités sur la structure des
élastomères et leurs comportement mécanique. Nous présentons ensuite les faits expéri-
mentaux qui mettent en évidence le phénomène de cristallisation sous contrainte, ainsi que
les modèles les plus utilisés dans la littérature pour relier les caractéristiques structurales
de ces matériaux aux propriétés mécaniques. Dans une seconde partie, nous présentons le
formalisme général des méthodes de champ de phase qui vont nous servir par la suite pour
construire à une échelle locale un modèle physique de la cristallisation sous sollicitation
mécanique.
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Chapitre I Généralité sur les élastomères et méthodologie de champ de phase

I.1 Généralités sur la structure et l’élasticité des élastomères

Les polymères sont des matériaux hétérogènes amorphes. Ils sont constitués de longues
chaînes macromoléculaires formées par la répétition d’un motif élémentaire appelé mo-
nomère. Ces chaînes peuvent être assemblées à partir d’un même monomère (homopoly-
mère) ou à partir de monomères différents (copolymère). Dans l’état relaxé, ces chaînes
se trouvent sous forme de pelotes statistiques repliées sur elles mêmes et enchevêtrées.
Leur comportement mécanique dépend fortement de la température. La figure I.1 montre
l’évolution typique du module élastique E (Module d’Young) lors d’une sollicitation mé-
canique en fonction de la température. On note l’existence de plusieurs régions avec des
comportements différents : un domaine dit "vitreux", une zone de transition, un domaine
caoutchoutique et une zone d’écoulement. Chaque polymère est caractérisé par sa propre

 Zone de 

transition

Tg

Plateau caoutchoutique

de l’élastomère réticulé
Plateau caoutchoutique

de l’élastomère cru

  

Etat vitreux Etat caoutchoutique
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Température T

Log E (Pa)
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Figure I.1 – Evolution du module d’Young en fonction de la température

température de transition vitreuse Tg. En dessous de cette température, les interactions
de type Van der Waals entre les chaînes sont prédominantes devant l’agitation thermique.
Dans ce cas, le polymère se trouve dans un état vitreux et il se comporte quasiment comme
un solide élastique avec un module d’Young élevé (quelques GPa). Dans la zone de tran-
sition vitreuse, le module élastique E varie rapidement. Au dessus de la température de
transition vitreuse Tg, l’agitation thermique devient prépondérante devant les interactions
entre les chaînes ce qui confère à ces dernières une liberté de mouvement les unes par
rapport aux autres. Néanmoins, les enchevêtrements présents empêchent le matériau de
s’écouler. Le matériau est alors dit dans l’état caoutchoutique avec un module d’Young
de l’ordre de 1MPa. Le plateau caoutchoutique s’étend sur un domaine de température
d’autant plus large que les chaînes de polymère sont longues. Pour les hautes températures,
la dynamique des chaînes rend les enchevêtrements inefficaces et le matériau s’écoule.
Un élastomère est un polymère constitué de chaînes longues dans lequel ont été créés des
noeuds de réticulation chimiques permanents qui empêchent l’écoulement même à haute
température. Ainsi un élastomère est composé d’un ensemble de chaînes connectées par des
liens physiques (les enchevêtrements) et d’autres chimiques (les noeuds de réticulation).
L’ensemble de ces noeuds crée dans le matériau une structure de réseau tridimensionnel
ce qui lui confère des propriétés mécaniques remarquables : la capacité de supporter des
grands taux de déformation, et une récupération quasi-parfaite de leur propriétés initiales
dès suppression de la sollicitation mécanique. Il existe pour chaque matériau un taux de
réticulation qui optimise ces propriétés physiques ou mécaniques. La figure I.2 résume la
dépendance de ces propriétés par rapport à la densité de réticulation. Un des élastomères
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Figure I.2 – Représentation schématique des propriétés physiques et mécaniques en fonc-
tion de la densité de réticulation [1]

le plus courant est le caoutchouc naturel (Natural Rubber NR), il est constitué essentielle-
ment de polyisoprène de formule chimique (C5H8)n, sa température de transition vitreuse
Tg est de l’ordre de −40̊ C. Quant aux autres élastomères synthétiques, ils sont obtenus
par un procédé de polymérisation de monomères (caoutchouc isoprène IR, polyéthylène
PE, . . .).

Certains élastomères présentent la particularité de cristalliser sous l’effet de la tempé-
rature (cristallisation thermique à froid) et/ou de la déformation (cristallisation induite
par la déformation) ; c’est le cas du caoutchouc naturel réticulé NR [2, 3]. Du fait de sa
stéréorégularité, cet élastomère dont la température de fusion est inférieure à l’ambiante,
à la capacité de cristalliser à partir d’un certain taux de déformation à des températures
supérieures à celle de fusion. Ce phénomène de cristallisation lui confère de remarquables
propriétés mécaniques, en particulier une très bonne résistance à la déchirure, et aussi un
caractère unique d’auto-renforcement dû à la présence de cristallites. D’autres élastomères
synthétiques présentent aussi cette aptitude à cristalliser sous sollicitation mécanique, à
température ambiante comme par exemple le polyisoprène synthétique, le polyisobutylène,
ou le polybutadiène [4]. Néanmoins, les propriétés du NR, liées à sa cristallisation, sont
jusqu’à présent inégalées par ces substituts synthétiques.

I.1.1 Comportement mécanique des élastomères

Pour illustrer le comportement mécanique typique des élastomères cristallisables, nous
présentons sur la figure I.3 la réponse à une déformation lors d’un essai de traction uniaxial
du caoutchouc naturel réticulé au soufre. La figure I.3 montre la grande déformabilité de ce
matériau et un comportement mécanique non-linéaire. D’après cette courbe on peut iden-
tifier trois régions en déformation présentant des comportements différents. Pour les très
faibles taux de déformation, le comportement mécanique est linéaire et peut être modélisé
par la loi de Hooke. La deuxième région correspond à des taux de déformations intermé-
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Figure I.3 – Réponse mécanique du NR sous traction quasi-statique

diaires. Cette région est liée à la relaxation des chaînes au cours de la déformation et/ou à
une modification des contraintes topologiques du fait de l’anisotropie induite par la défor-
mation. Pour les grandes déformations, la contrainte augmente rapidement ce qui conduit
à un durcissement du matériau. Ce phénomène de durcissement est souvent interprété par
l’atteinte de l’extension maximale des chaînes macromoléculaires suivant la direction de
traction.

Pour modéliser le comportement mécanique des élastomères, deux approches ont été
proposées depuis les années 40, l’une est purement phénoménologique (les modèles hyper-
élastiques) et l’autre s’appuie sur des considérations physiques. Les modèles d’hyperélasti-
cité sont basés sur une formulation mathématique de la densité de l’énergie de déformation
W prenant en compte les propriétés d’isotropie et d’incompressibilité du système. L’iden-
tification de cette fonction permet d’établir une loi de comportement du matériau. Bien
que ces modèles puissent reproduire le comportement mécanique de certains matériaux,
ils font appel à plusieurs paramètres phénoménologiques. Les principaux modèles hyper-
élastiques sont ceux de Mooney [5], Mooney-Rivlin [6], Gent-Thomas [7, 8] et Ogden [9].
Pour une revue bibliographique détaillée sur ce sujet, nous recommandons de se référer à la
thèse d’habilitation (HDR) de A. Boukamel [10]. La formulation la plus simple est celle de
Mooney-Rivlin [6] qui permet de relier la contrainte à la déformation à l’aide de la relation
suivante :

σ =
dW

dλ
= 2

(
C1 +

C2

λ

)(
λ− 1

λ2

)
(I.1)

Où σ est la contrainte nominale, λ est le taux d’étirement, C1 et C2 sont deux constantes
élastiques indépendantes de la déformation. Cette expression (I.1) permet généralement de
reproduire correctement les données expérimentales des élastomères en traction pour des
taux de déformation avoisinant les 100%. Pour décrire le comportement macroscopique des
élastomères en grande déformation, Kilian [12, 13] a proposé une étude qualitative de la
microstructure afin d’établir un potentiel hyperélastique W du matériau avec une prise en
compte des intéractions entre les chaînes. Cette étude est basée sur une analogie entre le
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comportement d’un réseau de chaînes sous déformation et un gaz réel, dont les chaînes sont
assimilées à des quasi-particules et plongées dans un potentiel de déformation. L’expression
de la contrainte nominale qui dérive de ce potentiel est donnée par la relation suivante :

σ = νkbT
1

1/
(
λ− 1

λ2

)
− b
− a

(
λ− 1

λ2

)2

(I.2)

Où ν est la densité de réticulation, a et b sont deux paramètres phénoménologiques qui sont
reliés aux interactions entre les chaînes et à leurs extensibilités maximales. Cette formule
(I.2) permet de prendre en compte le phénomène de durcissement observé dans certains
élastomères (par exemple le caoutchouc naturel réticulé), mais elle n’est pas capable de
reproduire les résultats expérimentaux dans toutes les régions de déformation.

Les modèles hyperélastiques ont l’avantage de s’affranchir des complexités microsco-
piques et sont donc très généraux. Cependant, pour prédire correctement la variation des
paramètres mécaniques en fonction des propriétés intrinsèques du matériau une approche
plus physique est nécessaire. La formulation utilisée dans l’approche physique s’appuie sur
une description statistique moyennée des chaînes afin d’établir une loi de comportement
du matériau : la variation d’entropie des chaînes en fonction de la déformation appliquée
est ainsi estimée en calculant la variation du nombre de configuration d’un système au
cours de la déformation [14–17]. Edwards [33] a amélioré cette approche en introduisant
les contraintes topologiques (les enchevêtrements) qui réduisent les configurations possibles
dans l’espace des phases. Dans le paragraphe suivant nous allons voir que les fluctuations
des chaînes ou plus précisément leur entropie joue un rôle primordial dans la compréhension
des propriétés physiques et élastiques des élastomères.

I.1.2 Origine de l’élasticité caoutchoutique

Dans cette partie nous allons présenter une description physique des élastomères à
l’échelle de chaînes macromoléculaires et l’origine de leur comportement mécanique [19].

I.1.2.1 Concept thermodynamique de l’élasticité

L’approche physique la plus simple pour comprendre l’origine de l’élasticité des élasto-
mères consiste à relier la force de rétraction des chaînes à la déformation macroscopique en
s’appuyant sur une description thermodynamique du système au cours de la déformation
(Treloar [20,21], Kuhn [22], James et Guth [23], Flory [24]). Cette description met en avant
la diminution de l’entropie du système provoquée par la déformation du réseau de chaînes
macromoléculaires. La caractérisation des états thermodynamiques d’un élastomère sous
déformation peut être établi grâce à l’énergie libre F du système :

F = U − TS (I.3)

Si on considère que la déformation du système est régie par une transformation isotherme,
la variation de l’énergie libre est alors due essentiellement au travail fourni par la force de
rétraction des chaînes f . La différentielle exacte de l’énergie libre s’écrit alors : dF = dW =
fdl− pdV , où dl est l’allongement du système, p la pression, et dV la variation de volume
provoquée par la déformation. On peut en déduire que la force de rétraction s’écrit :

f =
∂F

∂l

∣∣∣∣
T,V

=
∂U

∂l

∣∣∣∣
T,V

− T ∂S
∂l

∣∣∣∣
T,V

(I.4)

En utilisant le fait que la variation de l’énergie libre est une différentielle totale, la variation
de l’entropie par unité de longueur devient :

∂S

∂l

∣∣∣∣
T,V

= − ∂f
∂T

∣∣∣∣
l,V

(I.5)

9

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre I Généralité sur les élastomères et méthodologie de champ de phase

A l’aide de cette relation, on peut évaluer la variation de l’énergie interne durant la défor-
mation. L’équation (I.4) devient :

f =
∂U

∂l

∣∣∣∣
T,V

− T ∂f
∂T

∣∣∣∣
l,V

→ ∂U

∂l

∣∣∣∣
T,V

= f + T
∂f

∂T

∣∣∣∣
l,V

(I.6)

L’expression (I.6) montre la dépendance en température du comportement mécanique. Ce
couplage thermomécanique s’avère très important dans la compréhension du phénomène
d’auto-échauffement observé dans certains élastomères sous sollicitation mécanique à haute
fréquence. Nous pouvons remarquer aussi que la force de rétraction est composée de deux
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Figure I.4 – Contribution de l’entropie et l’énergie interne à l’effort total en fonction de
l’élongation à une température de 20̊ C, [21, 25]

contributions : l’une est énergétique et l’autre est entropique. La première contribution
énergétique est associée au déplacement de la matière par rapport à l’équilibre, tandis que
la deuxième correspond à la variation de l’entropie configurationnelle d’un réseau de chaînes
macromoléculaires lors de l’étirement du système. L’élasticité caoutchoutique résulte de la
compétition entre ces deux contributions. L’amplitude de ces contributions est différente
d’un matériau à l’autre. En effet, l’élasticité d’un solide cristallin sous déformation est
contrôlée par l’énergie potentielle car une faible variation des distances interatomiques in-
duite par la déformation conduit à une variation importante de l’energie interne, et comme
la structure cristalline est marquée par un ordre à longue portée la variation de l’entropie
reste faible. Au contraire dans les élastomères, l’élasticité est dominée par l’entropie puisque
les chaînes macromoléculaires sont à l’état désordonné et que leur nombre de configurations
possibles est très dépendant de la déformation, et qu’enfin les distances interatomiques ne
varient que très légèrement sous l’effet de la déformation : la variation d’énergie interne
reste très faible devant la variation d’entropie. Enfin, ce modèle thermodynamique pré-
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Chapitre I Généralité sur les élastomères et méthodologie de champ de phase

voit que pour un taux d’élongation fixé, la force de rétraction moyennée est une fonction
croissante de la température (équation (I.4)).

Expérimentalement, Anthony et al. [25] ont pu évaluer la contribution de ces deux
termes entropique et énergétique à l’effort total dans le cadre d’un essai de traction sta-
tique du caoutchouc naturel réticulé et à une température fixée. Leurs premiers résultats
montrent que la contribution de l’énergie interne reste faible devant celle de l’entropie, ce
qui est en bon accord avec la théorie de l’élasticité entropique. La figure I.4 résume ces
constatations expérimentales.

I.1.2.2 Théorie d’élasticité caoutchoutique

Plusieurs auteurs ont développé des formalismes statistiques s’appuyant sur la des-
cription structurale des élastomères afin de calculer la variation de l’entropie du système
durant la déformation. Cela permet de remonter par la suite à la force de rétraction (ou la
contrainte nominale) en fonction du taux d’élongation et de la température.

Le formalisme le plus simple est celui d’un réseau idéal composé de n chaînes gaus-
siennes [26] (proposé par Khun). Une chaîne gaussienne est définie de telle sorte que les
segments qui constituent cette chaîne ne sont pas corrélés spatialement, chaque chaîne du
réseau est composée de N segments de longueur l. Le modèle du réseau idéal est basé sur
l’hypothèse d’une déformation affine à savoir que l’ensemble des chaînes se déforment avec
le même taux de déformation macroscopique [23,24,26–28]. A l’état relaxé, les fluctuations
thermiques conduisent les chaînes à adopter un ensemble de configurations afin de maxi-
miser l’entropie du système [29,31]. Ces chaînes peuvent être décrites statistiquement par
le modèle de marche aléatoire [30,32] avec une distribution gaussienne :

P (~r) =
β3

π3/2
exp(−β2(r2)) avec β2 =

3

2Nl2
(I.7)

Lorsqu’on déforme le matériau dans les trois directions spatiales avec des taux λx = Lx/L
0
x,

λy = Ly/L
0
y et λz = Lz/L

0
z, les chaînes du réseau s’allongent et adoptent des nouvelles

conformations caractérisées par le vecteur bout-à-bout ~r, où L0
x, L0

y, L0
z et Lx, Ly,Lz

sont les dimensions du matériau dans l’état non-déformé et dans l’état déformé respec-
tivement. Comme les segments des chaînes gaussiennes sont indépendants, la longueur
moyenne de la chaîne correspond à la longueur quadratique moyenne du vecteur ~r c’est-
à-dire < r2 >= Nl2. L’entropie configurationnelle d’un réseau de chaînes réticulées s’écrit
S = nkb ln(P (~r)). La variation de l’entropie du système durant le processus de déformation
s’écrit alors, après quelques calculs :

∆S = S − S0 = −nkb
2

(
λ2
x + λ2

y + λ2
z − 3

)
(I.8)

Dans le cas d’une déformation uniaxiale d’un matériau incompressible (conservation du
volume durant la déformation i.e λxλyλz = 1), l’entropie s’exprime en fonction du taux
d’étirement principal λx = λ (avec x l’axe de traction et λy = λz = 1/λ), l’expression (I.8)
devient :

∆S = −nkb
2

(
λ2 +

2

λ
− 3

)
(I.9)

A l’équilibre thermodynamique, la force de rétraction est obtenue à l’aide d’une minimisa-
tion de l’énergie libre par rapport au taux d’étirement (voir l’équation (I.4)). Nous avons
pu voir auparavant que l’élasticité des élastomères est essentiellement entropique au moins
pour les taux de déformations allant jusqu’au 400%. En première approximation la contri-
bution de l’énergie interne à la force de rétraction peut donc être négligée [21, 25]. On en
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Chapitre I Généralité sur les élastomères et méthodologie de champ de phase

déduit alors que :

f ≈ −T ∂∆S

∂L

∣∣∣∣
T,V

= − T

L0

∂∆S

∂λ

∣∣∣∣
T,V

=
nkbT

L0

(
λ− 1

λ2

)
(I.10)

A partir de l’expression (I.10), nous pouvons établir facilement une loi de comportement
du matériau (contrainte vraie σ en fonction de la déformation ε = 1 + λ) :

σ =
f

L0
yL

0
z

=
n

V
kbT

(
λ− 1

λ2

)
=
ρRT

Mc

(
λ− 1

λ2

)
≡ E

(
λ− 1

λ2

)
(I.11)

Où ρ est la densité de l’élastomère, Mc est la masse molaire entre deux points de réticula-
tion, et ν = n/V est la densité de chaînes actives dans le réseau. Nous pouvons remarquer
que le coefficient élastique E (module d’Young) augmente linéairement avec la tempéra-
ture et avec la densité de segments dans le réseau : lorsqu’on augmente la température,
les chaînes résistent davantage à la déformation. Nous voyons aussi sur la formule de la
contrainte (I.11) qu’un réseau de chaînes gaussiennes courtes est peu déformable (Mc petit
→ E grand). Ce modèle est capable de reproduire le comportement à l’équilibre des élas-
tomères observé expérimentalement pour les petites déformations. Néanmoins, la majorité
des élastomères sont caractérisés par un durcissement à grande déformation : à un certain
taux de déformation, on observe généralement une augmentation rapide de la contrainte,
ce qui n’est pas le cas de ce modèle qui prédit seulement une augmentation linéaire avec
la déformation.

Pour décrire le comportement macroscopique en grandes déformations, plusieurs mo-
dèles physiques ont été développés (Kuhn [22], James et Guth [23]). Ces modèles découlent
aussi de la description structurale du réseau de chaînes mais intègrent en plus l’extensibilité
limite des chaînes : λm =

√
N (on définit l’extensibilité limite d’une chaîne par le rapport

entre la longueur de la chaîne complétement étirée Nl et la longueur quadratique moyenne
du vecteur bout-à-bout sans étirement

√
Nl). Si on considère un réseau à trois chaînes

parallèles aux axes principaux de déformation, avec l’hypothèse d’une déformation affine,
la contrainte en fonction de l’extensibilité maximale des chaînes est donnée par la relation
suivante :

σ3ch =
Gλmλ

3

(
L−1

(
λ

λm

)
− 1

λ3/2
L−1

(
1

λ1/2λm

))
(I.12)

Où L−1 est la fonction de Langevin inverse L−1 avec L(x) = coth(x) − 1/x. Ce modèle
permet de mettre en évidence le phénomène de durcissement à grande déformation, la
contrainte diverge lorsque les chaînes arrivent à leur extensibilité maximale. Ce modèle
est souvent en bon accord avec les expériences pour les élastomères non-cristallisables.
D’autres modèles ont été proposés afin d’ajuster au mieux le comportement mécanique
de ces élastomères en introduisant les contraintes topologiques imposées par les noeuds
de réticulations et les enchêvetrements physiques [33–35], à titre d’illustration nous citons
le modèle fantôme. Ce dernier intégre les fluctuations des noeuds de réticulation dans la
description structurale, ce qui conduit à une diminution de l’entropie par rapport au modèle
gaussien et par conséquent une réduction du module d’Young [33,36]. Aucun de ces modèles
ne prend en compte le phénomène de cristallisation observé dans certains élastomères.

I.2 Cristallisation induite des élastomères

Comme nous l’avons déjà mentionné, le caoutchouc naturel (NR) a la capacité de
cristalliser soit d’une manière thermique [37–40] soit par l’application d’une déformation
mécanique [41, 42, 44, 46, 47, 55]. La cristallisation thermique du caoutchouc naturel se
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produit dans un domaine de température situé entre −50̊ C et 15̊ C, avec une température
optimale pour la vitesse de cristallisation située autour de −25̊ C [39, 45]. L’étirement
du NR réticulé oriente les chaînes suivant l’axe de traction, ceci conduit à la formation
de zones régulières avec un ordre à grande distance. En conséquence, la cristallisation
peut être induite même à des températures supérieures à la température de fusion. A
cause de la présence des irrégularités, des défauts dans la structure moléculaire et surtout
des contraintes topologiques crée par les noeuds de réticulation et les enchevêtrements,
les élastomères n’ont pas la capacité de cristalliser totalement. La déformation conduit
ainsi à la formation de structure semi-cristalline (coexistence de deux phases : amorphe
et cristalline). Le phénomène de cristallisation induite par déformation peut être expliqué
par une approche thermodynamique à l’équilibre. Soit Tm la température de fusion du
matériau à un taux de déformation donné :

Tm =
∆Hm

∆S
(I.13)

La variation de l’enthalpie de fusion ∆Hm varie très peu avec la déformation [47], par
contre l’étirement de chaînes conduit à une diminution considérable de l’entropie de la
phase amorphe. En conséquence, la température de fusion augmente avec la déformation.
Les études menées à ce jours sur la cristallisation du caoutchouc naturel induite par la
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Figure I.5 – Réponse mécanique du NR à une sollicitation mécanique [48]

déformation ont permis de mettre en évidence la corrélation entre la cristallinité et les
propriétés mécaniques. A l’aide de la technique de diffraction des rayons X in-situ aux petits
et aux grands angles, plusieurs auteurs [44, 50–52, 55, 57] ont montré que la cristallisation
du caoutchouc naturel réticulé au soufre se produit à partir d’un taux de déformation
avoisinant 300% à l’ambiante (taux d’élongation λ = 4). La cristallinité augmente ensuite
avec la déformation conduisant à une rigidification de la structure (cf. Fig. I.5).

13

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre I Généralité sur les élastomères et méthodologie de champ de phase

I.2.1 Cristallisation induite par déformation

Du point de vue expérimental, plusieurs techniques ont été employées pour étudier la
cristallisation sous traction du caoutchouc naturel, synthétique ou chargé, en particulier la
diffraction de rayon X. La diffraction de rayon X permet de mesurer le degré de cristallinité
au cours de la déformation (traction simple, essai cyclique : traction-rétraction), ainsi que
le degré d’orientation et la taille des cristallites [44,49–52,55,57].

I.2.1.1 Evolution de la cristallinité et de la contrainte lors d’un cycle de trac-
tion

Les pluparts des travaux menés sur la cristallisation du caoutchouc naturel sous solli-
citation mécanique à l’ambiante ont permis de mettre en évidence l’existence d’un cycle
d’hystérèse cristallinité-déformation qui suggère le caractère cinétique du processus de cris-
tallisation [2,4]. La figure I.6 illustre l’évolution de la contrainte et le degré de cristallinité
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Figure I.6 – Evolution de a) la contrainte et b) du degré de cristallinité χ du caoutchouc
naturel réticulé (le nombre de monomères estimé entre deux noeuds de réticulation est 238
et 135) en fonction du taux d’élongation à T = 23̊ C [51]. Nc est le nombre de segments
entre deux points de réticulation.

en fonction du taux d’élongation λ. Le matériau est sollicité d’une manière cyclique avec
une faible vitesse de traction afin de rester dans des conditions quasi-statiques de déforma-
tion. La partie OABC de la figure I.6 correspond à un essai de traction quasi-statique et la
partie CDEO à la rétraction. Nous pouvons constater sur les figures b) que la cristallisation
est induite à partir d’un taux de déformation avoisinant 300% (taux d’élongation λ = 4),
puis la cristallinité augmente linéairement avec la déformation. Lors de la rétraction le
taux de cristallinité diminue progressivement avec la déformation jusqu’à une disparition
totale des cristallites à λ = 2, 5. Ainsi la cristallinité est plus importante dans la phase de
rétraction que dans celle de traction. Du point de vue de la réponse mécanique (Figures
a)), on voit d’abord une augmentation de la contrainte en fonction du taux d’élongation
(zone OA : notons que dans cette zone le comportement mécanique peut être modélisé
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par le modèle gaussien puisque le matériau se trouve dans l’état amorphe), puis une chute
suivie d’une légère stabilisation (zone AB), cette zone correspond à l’apparition des pre-
mières cristallites qui conduisent à la relaxation mécanique de la phase amorphe ; enfin
pour les taux d’élongation supérieurs à 5 (zone BC) la contrainte augmente très rapide-
ment ; dans cette zone le taux de cristallinité est élevé (en général, pour le caoutchouc
naturel, le taux de cristallinité ne dépasse pas les 20%) ce qui confère au matériau le ca-
ractère d’autorenforcement. Durant la rétraction, la contrainte diminue progressivement
avec le taux d’élongation. On observe aussi l’existence d’un plateau (zone DE) pour lequel
la contrainte reste constante durant la fusion de cristallites, ceci est dû à la relaxation
des chaînes amorphes. A la fusion de toutes les cristallites (zone EO), le comportement
mécanique devient le même qu’en traction.

Nous pouvons remarquer aussi que la déformation de début de cristallisation est in-
dépendante de la densité de réticulation, par contre la cristallinité et l’aire du cycle mé-
canique diminuent lorsqu’on augmente la densité des noeuds dans le matériau (cf. Fig
I.6 Nc = 145 et Nc = 238). Dans la littérature, plusieurs travaux sur les effets de la
densité de réticulation sur la cristallisation induite par déformation confirment ces consta-
tations [4, 51]. Ils ont pu mettre en évidence l’impact de ces noeuds sur la cinétique de
cristallisation [2, 4, 40, 46, 47, 52]. La vitesse de cristallisation diminue pour les taux de
réticulation élevés. En effet, localement les noeuds de réticulation et les enchevêtrements
piègent les chaînes macromoléculaires et limitent leurs mobilités et par la suite leurs aligne-
ments sous l’effet de la déformation. Selon Trabelsi et Chenal, la cinétique de cristallisation
est optimale pour une densité de réticulation effective de l’ordre de 1.3×10−4 mol/cm3 [52].
Tosaka [56] et Toki [55] ont proposés un schéma descriptif de la cristallisation induite qui
intégre l’hétérogénéité du réseau de chaînes et s’appuie sur les observations en diffraction
sous rayon X. Dans cette description, sous l’effet de la déformation les chaînes courtes
s’orientent d’abord et sont les premières à cristalliser.

I.2.1.2 Effet de la température

La température est un facteur important dans le processus de cristallisation. La figure
I.7 présente l’évolution de la cristallinité à l’équilibre du caoutchouc naturel réticulé en
fonction de la température et du taux d’étirement λ. La procédure suivie dans cette ex-
périence consiste à préétirer le matériau et ensuite à le refroidir jusqu’à la température
optimale de cristallisation −25̊ C [39, 45]. L’augmentation de la température à un taux
d’étirement fixé conduit à une diminution de la cristallinité [51, 57, 58], la fraction cristal-
line est alors mesurée en fonction de la température en chauffant le matériau à un taux
d’étirement fixé. Il en résulte que la température de fusion des cristallites augmente avec la
déformation [51]. Ainsi, l’application d’une déformation à une certaine température d’es-
sai suivie par un refroidissement jusqu’à la température optimale permet d’accélérer la
cinétique de cristallisation [2].

I.2.1.3 Modèle thermodynamique de la cristallisation induite par déformation

En 1947, Flory [59] a développé une théorie de la cristallisation des élastomères sous éti-
rement basée sur une description statistique moyennée de l’orientation des chaînes similaire
à celle utilisée dans la théorie de l’élasticité caoutchoutique. Flory explique l’apparition de
cristallites au sein de la phase amorphe par la réduction de l’entropie induite par la dé-
formation (une réduction du nombre de configurations possibles) et par la relaxation des
chaînes macromoléculaires. Dans ce modèle, il considère que le réseau de réticulation est
homogène, et que les cristallites croissent suivant l’axe d’étirement. Dans ce contexte, la
variation de l’énergie libre en volume qui caractérise la transformation d’une portion de
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Figure I.7 – Degré de cristallinité en fonction de la température pour différents taux
d’élongation du caoutchouc naturel réticulé à T = 23̊ C [51].

la phase amorphe en cristallites durant la déformation d’un élastomère est donnée par
l’expression suivante (à noter que l’état de référence dans ce modèle est un cristal idéal
infini) :

F = νkbT

{
n
hm
kb

(
1

T 0
m

− 1

T
)(1− χ) +

3n

2

χ2

1− χ

−2λ

√
3n

2π

χ

1− χ
+

(
λ2

2
+

1

λ

)
1

1− χ
− 3

2

}
(I.14)

Où T 0
m est la température de fusion d’un cristal idéal non déformé, ν est la densité de

réticulation, n est le nombre de segments entre deux noeuds de réticulation, λ correspond
au taux d’élongation, et finalement χ est le degré de cristallinité (ce degré correspond à la
fraction cristalline moyennée dans tout le volume considéré). A l’aide de cette formulation
thermodynamique du processus de cristallisation sous étirement, avec l’hypothèse que les
cristallites atteignent toutes leur état d’équilibre, la minimisation de l’énergie libre permet
d’obtenir l’expression du degré de cristallinité à l’équilibre en fonction de la température et
du taux d’étirement. On peut également obtenir la température de fusion des cristallites et
leurs effets sur la réponse mécanique du système à une déformation donnée. La cristallinité
d’équilibre est donnée par la relation suivante : ∂F/∂χ = 0, et par conséquent, le degré
de cristallinité à l’équilibre en fonction du taux d’étirement λ et de la température doit
vérifier :

χ = 1−

√
3/2− ϕ(λ)

3/2− θ(T )
Avec

 θ(T ) =
∆Hf

kb
(1/T 0

m − 1/T )

ϕ(λ) =
√

6
nπλ− (λ

2

2 + 1
λ) 1

n

(I.15)

On retrouve ainsi que la cristallinité à l’équilibre augmente avec le taux d’étirement pour
une température donnée, et diminue avec la température pour un taux d’étirement fixé. Le
cas extrême de la cristallinité à l’équilibre χ = 0 permet de relier la température de fusion
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des cristallites en fonction du taux d’étirement ; cette relation s’écrit :

1

T 0
m

− 1

Tm
=

kb
hm

(√
6

nπ
λ−

(
λ2

2
+

1

λ

)
1

n

)
=

kb
hm

ϕ(λ) (I.16)

L’expression (I.16) montre que la température de fusion des cristallites augmente avec la
déformation. Pour λ = 1, nous pouvons vérifier que ϕ(λ) 6= 0 et nous constatons donc qu’il
y a un écart entre la température de fusion Tm(λ = 1) est la température de fusion T 0

m du
cristal idéal à l’état non-déformé. Cette température étant postulée comme un paramètre
fixe du modèle, l’écart entre ces deux températures devient plus grand pour les réseaux de
chaînes longues. Pour corriger cet écart, Flory a postulé que la température de fusion des
cristallites dépend de la structure du réseau sauf dans le cas des faibles taux d’élongations.
Il a proposé de remplacer la fonction ϕ(λ) par une fonction qui tend vers 0 pour λ = 1.
Pour les faibles taux d’élongations, la température de fusion peut ainsi être ajustée par la
relation suivante :

1

T 0
m

− 1

Tm
∼=

kb
hm

(√
6

π

λ√
n
− 1

2

(
λ√
n

)2
)

(I.17)

Cette relation (I.17) traduit qu’une augmentation du nombre de segments entre deux
noeuds de réticulation par un facteur a peut être compensée par l’augmentation de l’allon-
gement de la chaîne par un facteur

√
a.

Le modèle de Flory est capable d’évaluer aussi l’impact des cristallites sur le compor-
tement mécanique à l’équilibre du caoutchouc naturel. En effet, la force de rétraction par
unité de surface ou la contrainte vraie est reliée directement à la cristallinité par la relation
suivante :

σ =
∂F

∂λ
= νkbT

(
λ− 1

λ2
−
√

6n

π
χ

)
1

1− χ
(I.18)

Cette relation (I.18) montre que la contrainte à une température donnée diminue d’abord
avec la cristallinité puis augmente pour les hauts taux de cristallinité, cela est en accord
avec l’expérience. Néanmoins, le taux de cristallinité est lui-même dépendant de la défor-
mation (relation (I.15)), et doit d’après ce même modèle décroître à taux de déformation
élevé, ce qui n’est pas observé. Ainsi, le modèle de Flory ne décrit pas de manière com-
plètement satisfaisante les résultats expérimentaux, tout particulièrement le phénomène
de durcissement généralement attribué à la cristallisation (cf. Fig. I.5 une interprétation
courante du phénomène de durcissement est que les cristallites jouent le rôle de charges et
renforcent le matériau d’où l’augmentation de la contrainte au cours de la cristallisation).

I.2.2 Morphologies cristallines

La structure formée durant la cristallisation de polymères est caractérisée par la co-
existence de deux phases, une phase amorphe et l’autre cristalline. Le modèle de micelles
à franges a été initialement développé par Hermann et Abitz afin de décrire les structures
semi-cristallines des polymères [60,61]. Ce modèle prévoit que certains segments de chaînes
macromoléculaires à l’état fondu ou en solution peuvent s’orienter et se rassembler en for-
mant ainsi des zones ordonnées (phase cristalline). Ces dernières peuvent croître par l’ajout
de segments orientés qui peuvent appartenir à des chaînes macromoléculaires différentes.
Cependant, dans ce modèle le mécanisme de croissance n’est pas affecté par la présence
des noeuds de réticulation ni par les enchêvetrements.

Plusieurs études expérimentales sur les polymères cristallisés à partir du fondu (par
exemple le polyéthylène) ont montré que les cristaux formés ont une structure lamellaire
de taille nanométrique [62, 63]. Dans cette structure la phase cristalline est constituée
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par un ensemble de segments alignés les uns par rapport aux autres, ces segments peuvent
appartenir à la même chaîne macromoléculaire qui forme alors des repliements dans la phase
amorphe. Lorsque les chaînes sont très orientées, la structure cristalline prend une forme
fibrillaire [64]. Pour décrire les caractéristiques structurales de ce type de cristallisation des
polymères à l’état fondu, et en particulier l’aspect de repliement, deux classes de modèles
sont souvent utilisées. Tout d’abord, le modèle de repliement aléatoire de chaînes ("random
switchboard" [65]), dans lequel chaque chaîne adopte une conformation repliée au sein
d’une lamelle voire même participe à la formation d’autres lamelles. Le deuxième modèle
("adjacent reentry" [66]) prévoit un repliement périodique des chaînes à la surface des
lamelles. Ces deux modèles prévoient que la croissance cristalline est assurée par diffusion
des chaînes repliées vers les lamelles. Durant le processus de cristallisation à l’état fondu,

Figure I.8 – Représentation schématique de la structure a) Sphérulite et b) Shish-Kebab

les lamelles se rassemblent au cours de la croissance en donnant lieu à une structure de
forme sphérulitique constituée d’arrangement de lamelles cristallines radiales d’épaisseur
nanométrique séparées par des zones amorphes [67] (cf. Fig. I.8 a)), la croissance des
lamelles ayant lieu dans la direction radiale. Notons que cette structure est observée dans
le cas de la cristallisation à froid du caoutchouc naturel [45,68].

Si la cristallisation est induite par déformation, la description de la morphologie cristal-
line devient rapidement très complexe car elle fait intervenir les aspects cinétiques comme
la mobilité des chaînes. Ce type de cristallisation conduit à la formation d’une structure
dite en "Shish-kebab". Bien que cette morphologie ait été initialement décrite pour la cris-
tallisation des polymères sous écoulement [69] (le cas du polyisoprène), elle est souvent
évoquée pour décrire l’évolution morphologique durant la cristallisation des élastomères
induite par déformation [45]. Le scénario souvent évoqué pour expliquer les effets de la dé-
formation sur l’évolution de la morphologie est que la déformation conduit à l’alignement
d’un ensemble de chaînes dans la direction de traction, et conduit à la formation des fibrilles
"Shish" qui s’ajoute sur les lamelles "Kebab" déjà formées à l’état fondu [45]. La structure
"Shish-kebab" a une symétrie globalement cylindrique, et elle resulte de l’association des
deux structures fibreuses et lamellaires à chaînes repliées (cf. Fig. I.8 b)). A ce jour, les
études expérimentales menées sur la cristallisation induite par déformation du caoutchouc
naturel ne permettent pas de confirmer l’existence de cette structure dite "Shish-kebab",
et certains auteurs évoquent même l’existence d’une transition piloté par la déformation
d’une structure lamellaire à une autre plutôt fibrillaire [2, 71–73].
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I.2.3 Approches classiques de la cristallisation des élastomères

D’un point de vue physique, la cristallisation est un changement d’état qui conduit
à l’apparition de la phase cristalline à partir d’un liquide ou un gaz (dans le cas d’un
polymère à l’ambiante, l’état de départ est la phase amorphe). Cette transformation est
induite par la condition thermomécanique dans laquelle se trouve le matériau. A l’échelle
microscopique, la description des aspects cinétiques de la cristallisation est différente de
celle à l’échelle macroscopique. La théorie classique de la nucléation est bien adaptée pour
décrire les mécanismes physiques qui contrôlent la transformation de phase à l’échelle
macromoléculaire, tandis qu’à l’échelle macroscopique des modèles globaux de cinétique de
cristallisation sont plus adaptés.

I.2.3.1 Théorie classique de la nucléation

La nucléation est un processus associé à une transition de phase du premier ordre au
cours de laquelle une phase métastable se transforme localement en une nouvelle phase
thermodynamiquement stable. Nous pouvons distinguer trois types de nucléation [76] : nu-
cléation primaire homogène [77], nucléation primaire hétérogène [78], et nucléation secon-
daire. Dans le cas d’une nucléation primaire homogène, la formation des germes cristallins
est due aux seules fluctuations thermiques. Au contraire, pour la nucléation primaire hé-
térogène, les germes apparaissent depuis un agent de nucléation présent dans le matériau
(par exemple des impuretés). Durant le développement des cristaux, ces derniers peuvent
jouer eux-même le rôle d’agent de nucléation, ce qui donne lieu au processus de nucléation
secondaire. Un tel mécanisme de nucléation peut se produire lors d’une fusion partielle
d’un polymère semi-cristallin suivi par un refroidissement rapide [79] (à noter que la tem-
pérature de fusion de polymères semi-cristallins n’est pas bien définie). L’activation d’un
mécanisme de nucléation primaire ou secondaire nécessite le franchissement d’une barrière
énergétique, ce mécanisme se produit dans la zone métastable de la phase à nucléer. La
théorie classique de nucléation développée par Volmer [80], Weber et Farkas [81], Becker
et Döring [82] s’appuie sur une approche phénoménologique, et est capable de prédire cer-
taines grandeurs thermodynamiques telle que la taille critique du noyau (nucleus), l’énergie
d’activation et le taux de nucléation c’est-à-dire le nombre de nucleus formés par unité de
temps et de volume [83].

Pour décrire les mécanismes de nucléation et de croissance des cristaux dans les poly-
mères à l’état fondu ou sous l’effet d’un champ de forces extérieures comme les contraintes
appliquées, nous allons nous appuyer seulement sur le processus de nucléation homogène.
L’apparition de germes cristallins à partir de l’état fondu du polymère est favorable thermo-
dynamiquement lorsque la phase amorphe devient métastable sous l’effet de la température
ou par application de contraintes élastiques sur le système [84,85]. La caractérisation de ce
processus s’appuie sur la formulation de l’enthalpie libre ∆G qui contient toutes les contri-
butions énergétiques en volume et en surface associées à la formation du germe. Après
la formation spontanée d’un germe cristallin suite à une fluctuation, sa croissance ou sa
disparition dépend de la variation de l’enthalpie libre en fonction de la taille du germe.
Considérons le cas de la cristallisation à froid du polymère T < T 0

m (en dessous de la
température de fusion des cristallites T 0

m , la phase cristalline est plus stable que la phase
amorphe), la variation de l’enthalpie libre associée à la formation d’un germe de rayon r
s’écrit :

∆G = −4πr3

3
∆Gv + 4πr2γ (I.19)

Où ∆Gv est la variation de l’enthalpie libre volumique entre la phase amorphe et cristalline,
et γ est la tension de surface du germe. La cristallisation du polymère est induite par la

19

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre I Généralité sur les élastomères et méthodologie de champ de phase

surfusion ∆T = T 0
m − T , la variation de l’enthalpie libre volumique s’écrit alors :

∆Gv =
∆T∆hm
T 0
m

(I.20)

Avec T 0
m la température de fusion d’un cristal parfait et ∆hm l’enthalpie de fusion. Dans

l’expression (I.19) deux contributions sont en opposition, l’une correspond à la force motrice
de la transition favorable à la formation des germes, car elle prend des valeurs négatives
pour les températures inférieures à la température de fusion, et l’autre correspond à la
variation d’énergie liée à la formation de l’interface amorphe-cristal qui est toujours défa-
vorable à la croissance. L’enthalpie libre de formation possède un maximum qui correspond
à l’état limite d’équilibre instable du germe, cet état est caractérisé par le rayon critique
de nucléation rc :

rc =
2γ

∆Gv
(I.21)

L’énergie minimale nécessaire pour former un germe de rayon rc en équilibre instable et
correspondant à la barrière d’énergie d’activation ∆G∗ s’écrit :

∆G∗ =
16π

3

γ3

∆G2
v

(I.22)

Bien que le raisonnement qualitatif de la formation de cristallites décrit ci-dessus soit

G∆
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Figure I.9 – Variation de l’enthalpie libre liée à la formation d’un germe sphérique

adapté pour une géométrie sphérique, la description d’autres géométries plus adaptées à
la germination dans les polymères peut être obtenue de manière similaire. Dans la théorie
classique de nucléation, le taux d’apparition de germes en équilibre par unité de volume et
de temps dépend de plusieurs paramètres tels que la fréquence de nucléation, la géométrie
de nucleus, l’énergie d’activation . . .. Selon la théorie de Becker-Döring [82], le taux de
nucléation par unité de volume I est donnée par la relation suivante :

I =
dN

dt
= K exp

(
−∆G∗

kbT

)
(I.23)

Où K est un préfacteur cinétique de dimension m−3s−1 et N le nombre de germes formés.
D’après les expressions (I.20) et (I.22), nous constatons que le taux de nucléation augmente
avec le terme de surfusion ∆T .
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Modèle de croissance lamellaire et nucléation secondaire : Théorie de Lauritzen-
Hoffman

La théorie de Lauritzen-Hoffman à été proposée afin d’étudier la cinétique de cristal-
lisation à une échelle moléculaire des polymères qui cristallisent à l’état fondu à partir de
chaînes repliées [86–88]. Cette théorie est largement utilisée pour décrire le processus de
cristallisation en température de polymères flexibles tels que le polyéthylène (PE) [88], le
polypropylène isotactique (iPP) [89], le caoutchouc naturel et synthétique [90]. Dans ce
qui suit, nous présentons brièvement les principes fondamentaux de cette théorie. Dans
cette théorie le processus de cristallisation de polymères à l’état fondu est constitué de
trois étapes : la formation du germe primaire dans le fondu suivie par un processus de
nucléation secondaire et enfin par la croissance. La formation de germes (monocouche de
chaînes repliées de forme parallélépipédique) et le dépôt successif de chaînes sur les sur-
faces laterales du germe initial correspondent au mécanisme de nucléation secondaire et
de croissance [79,87,88]. En effet, le processus de croissance est assuré par la diffusion des
chaînes répliées jusqu’à la surface latérale de croissance ainsi que par le dépôt successif de
couches cristallines. Hoffman a montré qu’il existe trois régimes de croissance de lamelles à
chaînes repliées selon la valeur de la surfusion [87,88]. Soit Vi la vitesse de dépôt des germes

Régime 1 Régime 2 Régime 3

Figure I.10 – Régimes de croissance cristalline selon la théorie de Lauritzen-Hoffman

secondaires et Vg la vitesse de complétion d’une couche, la vitesse globale de croissance G
dépend seulement de ces deux paramètres :

– Régime 1 : Pour les faibles valeurs de surfusion, l’activation du processus de nucléation
devient très difficile. En conséquence, la vitesse de remplissage d’une couche Vg est
plus grande que la vitesse de dépôt de germes secondaires Vi. En effet, chaque couche
est complétée avant la formation d’un nouveau germe. Dans ce cas, la vitesse de
croissance globale est proportionnelle à la vitesse de dépôt des germes G ∝ Vi.

– Régime 2 : Les deux vitesses sont comparables, il y a donc une compétition entre
la croissance latérale et la germination secondaire. Ce régime se manifeste pour les
valeurs de surfusion intermédaires, la vitesse de croissance globale s’écrit : G ∝
(ViVg)

1/2.

– Régime 3 : Pour les fortes valeurs de surfusion, la vitesse de dépôt des germes devient
dominante devant la vitesse de complétion des couches cristallines, la croissance des
lamelles est gérée essentiellement par les dépôts de plusieurs germes sur le front
cristallin. Dans ce cas, la vitesse de croissance globale s’écrit : G ∝ Vi.

La figure I.10 représente les trois régimes de croissance de lamelle prédits par la théorie de
Hoffmann et al. La vitesse de croissance globale des lamelles peut s’exprimer en fonction
de deux contributions qui assurent la croissance : l’une pour caractériser la diffusion des
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chaînes au sein du fondu et l’autre pour le dépôt des germes secondaires sur le front
cristallin, cette vitesse G s’écrit :

G = G0 exp(− A

T − T∞
) exp

(
−∆G∗

kbT

)
(I.24)

Avec G0 un préfacteur cinétique, A un coefficient lié à l’énergie d’activation du mouve-
ment moléculaire dans l’état fondu, T la température de cristallisation, kb la constante de
Boltzmann, ∆G∗ la barrière d’énergie de nucléation et T∞ la température à laquelle les
chaînes macromoléculaires restent figées (cette température est estimée souvent par la re-
lation suivante T∞ = Tg−30̊ C). D’après l’expression (I.24), la croissance est limitée par la
réduction de la diffusion des chaînes au voisinage de la température de transition vitreuse
Tg, et à hautes température par la diminution de dépôt des germes, avec par conséquent
une faible vitesse de croissance dans ces deux cas.

I.2.3.2 Modèles cinétiques globaux de la cristallisation

A l’échelle macroscopique, la cinétique de cristallisation des polymères, en particulier
celle induite par la température, peut être décrite avec les modèles globaux. En effet, ces
modèles cinétiques permettent de suivre l’évolution du taux de cristallinité en fonction du
temps, de la température et d’autres paramètres caractéristiques du matériau (le taux de
cristallinité est défini comme le rapport de la fraction volumique cristallisée à l’instant t sur
celle obtenue à l’infini). La formulation mathématique de ces modèles telle que proposée
la première fois par Kolmogoroff en 1937 [91] s’appuie sur une approche probabiliste. Par
ailleurs, dans cette approche, plusieurs hypothèses sont nécessaires pour modéliser la ciné-
tique du changement de phase [92] tels que : l’équirépartition des germes dans le volume,
pas de changement de volume total du matériau durant la solidification, une géométrie des
cristaux imposée au départ(sphères à 3 dimensions, disques à 2 D ou bâtonnets à 1 D),
conservation de la géométrie des germes ( qui se traduit par l’interdiction de collision entre
les germes).

Modèle d’Avrami : transformation isotherme

Le modèle d’Avrami [93,94] est un cas particulier du modèle de Kolmogoroff, qui s’ap-
plique dans le cas d’une cristallisation isotherme. Dans ce modèle la fréquence de nucléation
est considérée constante, de même pour la vitesse de croissance cristalline G. Le taux de
cristallinité α(t) à une température T est donnée par l’équation d’Avrami :

α(t) = 1− exp(−K(T )tn) (I.25)

Le coefficient K dépend de la température, de la géométrie et du nombre de germes par
unité de volume. Pour des germes ayant une structure sphérique, ce coefficient prend la
forme suivante K = 3πG3N/4, où N est le nombre de germes formés par unité de volume,
et G est la vitesse de croissance radiale. L’exposant d’Avrami n dépend de la géométrie
des cristallites et du type de nucléation primaire (homogène ou hétérogène). Cet exposant
prend les valeurs suivantes pour un processus de nucléation hétérogène (ou homogène) :
3(4) pour la croissance à 3 dimensions, 2(3) pour 2 dimensions, et 1(2) pour une croissance
à une dimension.

Modèle de Nakamura :

Afin d’intégrer l’histoire thermodynamique dans l’approche cinétique d’Avrami, Naka-
mura a proposé un formalisme différentiel qui permet d’évaluer la vitesse de cristallisation
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en fonction de la température [95,96]. Dans ce modèle, l’évolution du taux de cristallinité
est régie par l’équation suivante :

dα

dt
= nKNak(T ) (1− α) [− ln(1− α)]1−

1
n (I.26)

Ce modèle comme le précédent, permet de modéliser l’évolution de structures cristallines
ayant une géométrie simple, essentiellement sphérique. Néanmoins, ils ne permettent pas
de décrire ni les interactions entre les cristallites, ni la morphologie cristalline formée lors
de la cristallisation en température ou sous contrainte. Ces approches ne décrivent pas non
plus l’arrêt de la croissance cristalline observée expérimentalement et que nous exposons
dans la suite de cette thèse.

I.3 Modélisation de la cristallisation : Champ de phase

Les modèles cinétiques proposés pour étudier le processus de cristallisation dans le do-
maine des polymères et en particulier les élastomères cristallisables ne permettent pas de
prédire l’évolution de la microstructure et ses caractéristiques structurales. En effet, ces
modèles s’appuient sur la théorie classique de nucléation dont la morphologie cristalline
est une donnée d’entrée. Cependant, des instabilités de croissance peuvent se produire
au cours du processus de cristallisation pouvant donner naissance à une microstructure
complexe. On peut citer par exemple la structure en sphérulite obtenue lors du processus
de solidification de polymères à l’état fondu [97]. En général, les morphologies obtenues
lors de la cristallisation résultent du couplage entre plusieurs phénomènes complexes ciné-
tiques et énergétiques : diffusion thermique, accumulation de contraintes élastiques ainsi
que les énergies de surface. La description thermodynamique des transitions de phase est
basée sur la théorie phénoménologique de Landau [98, 99]. Une variante de cette théo-
rie [100, 101] constitue la base des méthodes de champ de phase [102–104]. Ces méthodes
permettent de décrire localement les différentes phases à travers un champ continu ap-
pelé champ de phase qui peut représenter un paramètre d’ordre physique, comme la den-
sité locale, ou bien pûrement mathématique. Les méthodes de champ de phase ont été
développées essentiellement pour modéliser l’évolution de diverses morphologies structu-
rales dues à des hétérogénéités (présence de plusieurs phases) [102, 105–107], ainsi que les
caractéristiques spatio-temporelles de structures complexes telles que les dendrites (des
structures similaires aux flocons de neige) [108–110], les lamelles ou les fibrilles [111, 112].
En effet, les modèles de champ de phase permettent de suivre localement la cinétique de
formation des microstructures en couplant la thermodynamique, le transport thermique
et la mécanique. Plusieurs auteurs ont même montré la possibilité de coupler le champ
de phase avec des modèles mécaniques non-linéaires [113–116]. Les méthodes de champ
de phase sont largement utilisées en science des matériaux pour étudier divers problèmes
physiques liés à la formation des structures [117], comme dans le cas de la solidifica-
tion [118–125]. On peut citer les travaux sur la croissance dendritique [108–110, 126–129],
la croissance des cristaux liquides [130,131], la décomposition spinodale [132,133], l’évolu-
tion de la microstructure des matériaux polycristallins [134–136], l’étude des mécanismes
de nucléation-croissance [137,138], de recristallisation [139–141], la séparation de phases de
liquides visqueux [142, 143], la structuration en couche minces [144–146], l’étude de l’effet
des contraintes et la dynamique des dislocations [147–149], la fracture [150–152], ainsi que
les matériaux ferroélectriques [153–156].

Les modèles de champ de phase sont des outils très efficaces pour décrire l’évolution
de la microstructure, mais ils permettent aussi de prendre en compte les mécanismes de
nucléation [137,138,157–159]. Ces derniers sont modélisés généralement à l’aide d’une force
motrice stochastique qui traduit la présence de fluctuations locales du paramètre d’ordre.
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Dans le cas où l’origine des fluctuations est thermique, la force motrice est de type Lan-
gevin [160, 161]. Le problème de la solidification a servi généralement de modèle pour
étudier de nombreuses morphologies obtenues par auto-organisation durant le processus
de croissance. De ce fait, nous allons nous appuyer dans cette partie sur les morphologies
de solidification pour introduire la méthodologie du champ de phase. Nous en profiterons
également pour identifier les mécanismes responsables de la formation de ces structures.
Nous nous intéresserons en particulier aux structures dendritiques, qui sont à l’origine des
méthodes de champ de phase, mais aussi aux structures sphérulitiques, car les sphéru-
lites sont observées lors de la cristallisation en température dans certains élastomères, en
particulier le caoutchouc naturel.

I.3.1 Modèle de champ de phase pour la croissance cristalline

Prenons pour commencer l’exemple fondateur de la croissance dentritique.

I.3.1.1 Croissance dendritique

Une dendrite est définie comme un cristal ramifié avec des branches primaires (les bras
de la dendrite) et d’autres secondaires issues du même noyau de départ (voir figure I.11).
La formation des structures dendritiques est liée à la présence d’une instabilité physique

Figure I.11 – Dendrite de Succinonitrile 1981 [160,161]

durant le processus de croissance [162]. Cette instabilité peut être induite par la diffusion de
la chaleur latente produite aux interfaces ou par le transport des impuretés relarguées aux
interfaces dans le cas des alliages métalliques. La vitesse de croissance est limitée par ces
mécanismes de transport. L’anisotropie des propriétés interfaciales joue un rôle important
dans le processus de croissance dendritique [108, 163]. En effet, l’anisotropie de l’interface
favorise l’instabilité et les branches qui se forment alors ont des directions bien particulières
(croissance directionnelle) [162,164]. La dendrite résulte de la croissance d’un cristal solide
dans un fluide sous-refroidi. L’image traditionnelle de la croissance dendritique est que le
cristal primaire de symétrie supposée quasiment sphérique croît avec une vitesse qui dépend
de la force de surfusion ∆T et de la tension interfaciale entre le liquide et le cristal. A partir
d’une certaine taille, une instabilité de l’interface se produit et se développe en donnant lieu
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à la formation de branches dont le nombre dépend de la symétrie du cristal. Ces branches
croissent dans chacune des directions imposées par l’anisotropie de tension de surface.
La croissance des branches primaires est pilotée par les pointes cristallines qui émettent
des branches secondaires. Dans le cas de la croissance directionnelle dans un alliage, la
vitesse de croissance d’une dendrite atteint une constante qui est fonction de la surfusion
et de l’anisotropie des propriétés interfaciales (de la tension de surface ou de la cinétique
de l’interface) [164]. Plusieurs travaux analytiques et numériques ont été menés afin de

Figure I.12 – A gauche une photo d’un flocon de neige : une dendrite qui croit dans
l’eau pur sous l’effet d’une force de surfusion ∆T (Photo de Kenneth Libbrecht), a droite
simulation de dendrite par champ de phase : Modèle de Kobayashi. Le résultat de simulation
est reproduit de T. Biben [174]

calculer la vitesse de croissance et le rayon de courbure des pointes de dendrite [167–169].
L’idée de base de ces approches est de modéliser la pointe de la dendrite par un paraboloïde
de révolution controlé par la diffusion thermique ou le transport des impuretés. Ivantsov
a proposé une solution analytique au problème de la diffusion thermique dans le cas où
la pointe est isotherme [167, 168]. Néanmoins, cette solution ne permet pas de relier la
vitesse de la pointe V à son rayon de courbure r. Une autre approche à été proposée par
Langer [169] pour contourner ce problème en introduisant un critère de stabilité marginale
qui permet de relier la vitesse et le rayon à travers une constante de stabilité σ∗. Dans la
littérature il existe d’autres modèles qui traitent de la formation des dendrites, comme le
modèle de la croissance directionnelle de Kurz [170] et le modèle de la croissance équiaxe
de Lipton [171], mais comme cette instabilité n’est pas le sujet de ce mémoire, nous ne
détaillerons pas ces approches.

Sur le plan numérique, la méthode de suivi d’interfaces a été utilisée au départ dans le
domaine de la métallurgie pour modéliser la microstructure et ses caractéristiques struc-
turales. Il s’agissait non seulement d’étudier les mécanismes de formation de structures
complexes comme les dendrites mais aussi d’autres structures issues du processus de soli-
dification. La technique utilisée pour modéliser ces structures est conditionnée par l’échelle
de l’interface à étudier. A l’échelle des branchements dendritiques (de l’ordre de 10 µm) la
structure dendritique peut être simulée par la méthode de champ de phase. Cette méthode
permet de suivre l’évolution de l’interface solide-liquide durant le processus de croissance
et de prédire ainsi l’existence d’une éventuelle instabilité de croissance. La microstructure
dendritique est donc un résultat de la simulation par le champ de phase (cf. Fig. I.12) et il
est ainsi possible de prédire la vitesse d’avancé du front durant la croissance. La figure I.13
présente une simulation de dendrite de Nickel par la méthode de champ de phase [165,166].
Nous pouvons remarquer qu’il y a un bon accord entre les vitesses de croissance mesurées
expérimentalement et celles simulées en fonction de la force de surfusion.
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Un modèle de champ de phase qui va nous inspirer par la suite est le modèle de
Kobayashi [108]. Le modèle de Kobayashi est capable de décrire les mécanismes physiques
qui contrôlent la croissance dendritique lors de la solidification d’une substance pure. Dans
ce cas, l’instabilité vient de la diffusion de la chaleur latente relarguée aux interfaces. Ce
modèle d’évolution structurale en deux dimensions a l’avantage d’intègrer de manière très
simple l’anisotropie de la tension interfaciale à l’énergie libre totale du système. Nous
utiliserons la même stratégie par la suite. Notons que les simulations par les méthodes de
champ de phase de morphologies de solidification ne sont pas limitées aux substances pures.
Ces méthodes sont utilisées aussi dans le cas de solidification d’alliage multiphasiques et à
plusieurs composants [175–177].

Figure I.13 – Simulation de la croissance d’une dendrite de Nickel par la méthode de
champ de phase. A gauche la dendrite et à droite une comparaison des vitesses de croissance
obtenues par simulations (symbols pleins) et expériences (symbols ouverts) [165,166]

I.3.1.2 Formation de sphérulites

Les sphérulites sont des structures ayant une symétrie globalement sphérique (elles
adoptent une forme moyennement sphérique à grande échelle), et dont la taille est typi-
quement de l’ordre de quelques micromètres. Ces structures sont observées dans plusieurs
domaines d’études : en métallurgie (solidification d’une substance pure de Se [178]), en
physique des polymères (solidification d’un polymère semi-cristallin à l’état fondu [179]),
dans les cristaux liquides [180,181], et bien d’autres. La figure I.14 montre qu’après la for-
mation individuelle des sphérulites, le système global liquide-solide évolue par croissance
de ces sphérulites qui gardent en mémoire leurs formes sphériques de départ.

La formation de structures en sphérulites est contrôlée par un processus de croissance
fortement hors équilibre [183]. En effet, la croissance se manifeste par l’auto-organisation de
lamelles monocristallines autour d’un site de nucléation. Les constatations expérimentales
sur les structures sphérulitiques [97,184,186] indiquent qu’il existe deux variétés principales,
l’une résulte de la croissance multidirectionnelle depuis un site central de nucléation accom-
pagnée par la formation de branches secondaires qui se ramifient de manière intermittente
afin de remplir l’espace disponible, et la deuxième résulte de la croissance unidirection-
nelle accompagnée par le dépôt de nouveaux sites de lamelles (ces deux mécanismes de
formation sont schématisés dans la figure I.15). Plusieurs modèles phénoménologiques ont
été proposés pour décrire le processus de formation des sphérulites et les conditions phy-
siques favorables à leurs développements [179, 180, 187, 188]. Les descriptions qualitatives
de ces modèles sont basées sur la présence d’hétérogénéités dans le système qui pénalisent
la croissance. Dans les matériaux polymères, ces hétérogénéités peuvent être des impuretés

26

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre I Généralité sur les élastomères et méthodologie de champ de phase

Figure I.14 – Croissance de sphérulites : à gauche les sphérulites sont observées par la
technique de micrographie optique en lumière polarisée lors de la cristallisation en tem-
pérature du polypropylène isotactique iPP [97], l’image de droite est une simulation par
champ de phase de la croissance des sphérulites [182]

Empilement

de lamelles

Sphérulite

 naissante

(ou cylindrites)

    Axialites

Catégorie 2Catégorie 1

Figure I.15 – Représentation schématique de la formation des deux principales variétés de
sphérulites. A gauche la catégorie 1 de sphérulite formée par croissance multidirectionnelle,
et à droite la catégorie 2 de sphérulite formée par croissance unidirectionnelle à partir d’un
germe monocristallin à chaîne repliée (croissance radiale des lamelles) [184,185]

ou des défauts moléculaires ; le rejet de ces composantes par le front de croissance peut
expliquer la formation de branches [183]. Dans un liquide pur, Magill [179] a montré que ce
critère de rejet des impuretés par le front cristallin ne peut pas expliquer le développement
des sphérulites et suggère qu’à haute valeur de surfusion la viscosité est responsable de
la formation de ces structures. Dans les polymères à l’état fondu, un processus de crois-
sance accompagné de nucléation secondaire est souvent évoqué pour expliquer la formation
de structures en sphérulites et pour évaluer la vitesse de croissance : les lamelles cristal-
lines se forment par le dépôt de chaînes repliées dont la croissance se manifeste par une
alternance de lamelles et par la diffusion des chaînes sur la surface latérale des lamelles
formées [179, 183, 184, 186, 187, 189, 190]. Ces deux mécanismes donnent naissance à la
structure en sphérulite dont la ramification des lamelles est aléatoire suivant les directions
cristallographiques du système. Granasy et al. [182,191] ont proposé un modèle unifié pour
décrire les mécanismes de croissance des structures polycristallines en s’appuyant sur le
principe du rejet orientationnel de défauts dû à la présence d’hétérogénéités locales (soit
des impuretés ou soit la formation d’hétérogénéités induites par les propriétés intrinsèques
du liquide en surfusion). Dans ce modèle le mécanisme de nucléation secondaire est présent,
il prend de plus en compte la possibilité d’avoir des hétérogénéités spatiales qui peuvent
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se manifester durant la séparation des phases. Compte tenu de tous ces élements descrip-
tifs du processus de croissance de ces structures lors de la solidification, Granasy a pu
modéliser par les méthodes de champ de phase les deux catégories de sphérulites et bien
d’autres structures polycristallines [182,191]. Dans ce modèle, les simulations par champ de
phase intègrent le processus de nucléation primaire de cristaux à partir de l’état fondu et
le processus de solidification multi-grains (multigrain solidification) [134,157,191,192]. Le
modèle de solidification multi-grain a été utilisé pour décrire la cinétique de cristallisation
dans les alliages [134,193] et l’interaction entre les charges et les dendrites [194]. En effet,
ce processus de solidification prend en compte les instabilités de diffusion des impuretés
aux interfaces de type Mullins-Sekerka [162,195,196] et Keith-Padden [183,186,198], l’ani-
sotropie d’interface cristalline, la cinétique d’attachement des molécules et le piégeage des
défauts dans les cristaux suivant les directions cristallographiques [182, 199]. Les résultats
des simulations par les méthodes de champ de phase obtenus par Granasy [182] sont pré-
sentés dans les figures I.16 et I.17 qui correspondent à la catégorie 1 et 2 de sphérulite
respectivement. Le point de départ de ces simulations est le choix de la géométrie du

Figure I.16 – Simulation de la croissance d’une sphérulite de catégorie 1 par une méthode
de champ de phase . La série d’images : en haut une carte de composition (une carte en
couleur grise a été utilisée pour augmenter le contraste), et en bas une carte d’orientation
(les régions liquides sont de couleur noire ). Cette figure est issue de la référence [182,191]
Copyright 2005 American Physical Society

germe cristallin : ici, c’est un germe circulaire de rayon R qui croit sous l’effet de la force
de surfusion. Durant la croissance, la région d’interphase accumule les défauts rejetés par le
cristal. En effet, a des fortes valeurs de surfusion, le système est totalement hors équilibre et
l’interface liquide-cristal devient instable [197,198] (Mullins-Sekerka [162,195,196]). Cette
instabilité est induite par la cinétique du front cristallin qui passe d’un mouvement géré
par la diffusion avec une loi cinétique R ∼ t1/2 à un autre (interface ondulée) dont la loi est
caractérisée par R ∼ t [183,198,199]. Le changement du comportement de vitesse du front
cristallin influence fortement la diffusion des impuretés aux interfaces car les zones liquides
autour des branches agissent comme un puits pour les défauts (localement des zones de
fortes densités de défauts se forment) [183, 198]. L’échelle de longueur des branches est
contrôlée par la compétition entre la diffusion des impuretés et l’énergie interfaciale [196].
Les sphérulites de catégorie 1 sont formées par un processus de croissance multidirection-
nelle [187,191]. Le couplage d’un champ de phase avec le transport des défauts mis en place
dans ce modèle prédit une transition de forme du noyau cristallin : d’une forme carrée au
départ il transite vers une forme globalement circulaire dans des conditions isothermes.
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Figure I.17 – Evolution de la microstructure en sphérulite de catégorie 2 obtenue par une
méthode de champ de phase (Solidification d’un alliage Ni-Cu à 1574K) La série d’images :
en haut une carte de composition et en bas une carte d’orientation. Cette figure est issue
de la référence [182,191] Copyright 2005 American Physical Society

Cette transformation met en jeu des constantes de diffusion qui dépendent de la direction
de l’espace. Dans ce cas la croissance du cristal est frustrée et la nucléation de germes
secondaires sur le front de croissance principal [134] fait évoluer la microstructure vers une
géométrie sphérique à grande échelle (cf. Fig. I.16). Les sphérulites de catégorie 2 sont
obtenues lors de la solidification à une sursaturation fixée. Dans ce type de sphérulite, des
fibrilles primaires se forment, suivies par une nucléation secondaire d’autres fibrilles sur le
front de croissance pour former un noyau central. Les extrémités de ces fibrilles croissent ce
qui donne lieu à la formation des branches secondaires ; la microstructure évolue par la suite
vers une forme sphérique par courbure des branches [97, 184, 185] (cf. Fig. I.17). D’après
les auteurs, cette progression de la croissance est universelle dans les matériaux polymères
cristallisés a partir de l’état fondu. Les morphologies sphérulitiques obtenues durant la
solidification des polymères sont fortement influencées par les paramètres de contrôles tels
que la température et la pression. Les simulations par champ de phase utilisées dans la
croissance polycristalline [134,157, 191] ont confirmées les prédictions théoriques liées à la
formation des structures en sphérulites en particulier le lien entre les hétérogénéités et les
instabilités induites durant la croissance [183]. Ces modèles ne traitent cependant pas de
la cristallisation sous contrainte.

I.3.2 Formalisme de champ de phase

Les modèles de champ de phase sont développés essentiellement pour décrire l’évolution
des systèmes hors équilibre caractérisés par une transition de phase à l’échelle mésosco-
pique [166, 200], et récemment les méthodes de champ de phase cristallin "Phase Field
Crystal" [201–203] pour décrire les systèmes multicomposants présentant plusieurs phases
thermodynamiques et de différentes compositions à l’échelle atomique. Plusieurs méthodes
de modélisation peuvent être utilisées pour étudier l’évolution de ces systèmes comme la
dynamique moléculaire, les modèles basés sur la théorie de la fonctionnelle de la densité
(DFT) ou les simulations de Monte-Carlo. La nature et l’échelle des interfaces jouent un rôle
important dans ces techniques de modélisation. En effet, à l’échelle atomique les modèles
de dynamique moléculaire, DFT et Monte-Carlo sont limités par le pas de temps et par la
taille des boites de simulation, ce qui réduit le champ d’étude aux phénomènes physiques
liés à la transition de phase sur des courtes durées (la nanoseconde) et à très petite échelle
spatiale (le nanomètre). Le phénomène de transition de phase conduit à la formation d’hé-
térogénéités, les cristallites, dont la dynamique est liée aux déplacements des interfaces.
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Cela conduit à un problème de frontière libre dont la solution n’est pas toujours évidente
à évaluer car il faut déterminer explicitement la position des interfaces [174, 204, 205]. En
général, on utilise deux approches pour traiter les problèmes de frontières libres : les in-
terfaces abruptes [206, 210] ou diffuses [207, 208]. Dans le modèle des interfaces abruptes,
les phases en équilibre sont considérées comme des zones distinctes et leurs interfaces sont
singulières ; au contraire pour le modèle des interfaces diffuses l’interphase est une région
d’épaisseur non-nulle à laquelle on peut associer un paramètre d’ordre continu : le champ
de phase. Une description thermodynamique continue de l’interface introduite par Langer
en 1986 [209, 210] a permis de contourner certains problèmes présents dans les modèles
d’interfaces abruptes. Les modifications topologiques des interfaces comme la coalescence
de domaines [118,210], difficiles à prendre en compte avec les méthodes traditionnelles d’in-
terfaces abruptes, sont automatiquement prises en compte dans la méthode des interfaces
diffuses. Du point de vue de la physique, les interfaces sont en réalité diffuses avec des
épaisseurs faibles, de l’ordre du nanomètre. Si l’on souhaite modéliser des nanocristallites
il est donc naturel de faire appel à ces modèles. Du point de vue numérique, le modèle
de champ de phase représente un atout majeur car il est capable de simuler l’évolution
des microstructures à des échelles variables, depuis l’échelle locale, typiquement de l’ordre
de quelques nanomètres, jusqu’à des échelles micrométriques ; mais surtout il permet de
suivre la dynamique sur des temps longs (plusieurs secondes) en intégrant naturalement les
processus de nucléation et de croissance, à l’aide d’une fonctionnelle de l’énergie libre de
type Ginzburg-Landau [136,137]. Cette fonctionnelle est l’ingrédient principal de la modé-
lisation. Nous allons détailler par la suite sa construction, notamment la prise en compte
des interfaces. Nous décrirons ensuite la gestion de la dynamique qui dérive de cette fonc-
tionnelle "énergie libre" (ou plutôt Enthalpie libre dans la suite). Cette dynamique devra
faire converger le système vers son équilibre thermodynamique, atteint asymptotiquement.
Le modèle de champ de phase sera utilisé par la suite pour étudier la croissance cristal-
line au sein de la phase amorphe (une approche simple pour étudier la cristallisation des
élastomères sous sollicitation mécanique), un exemple illustratif de la transition de phase
amorphe-cristal sera exposé dans la section suivante pour présenter le formalisme utilisé.

I.3.2.1 Approche de Ginzburg-Landau : Fonctionnelle d’énergie libre

L’approche phénoménologique de Landau fournit un cadre d’étude universel des pro-
blèmes de transition de phase [98,99]. Cette approche est basée sur une description statis-
tique hors équilibre du système à travers une variable d’état désignée comme un paramètre
d’ordre. Ce paramètre est défini d’une manière qui permet de distinguer les phases thermo-
dynamiques présentes dans le système. Le choix du champ de paramètre d’ordre dépend de
la nature du changement de phase et des propriétés caractéristiques globales du système,
comme les symétries. Il peut être défini à partir de quantités physiques mesurables expé-
rimentalement associées à la transition comme par exemple la concentration chimique, la
densité électronique, la fraction cristalline, etc. Dans certaines situations physiques com-
plexes comme dans le cas de la solidification de substances pures ou impures (changement
d’état liquide-solide sous l’effet de la température), plusieurs paramètres peuvent être né-
cessaires pour une description complète du sytème [214,215]. Pour contourner ce problème,
on peut considérer un champ de paramètre d’ordre plus simple, mathématique, dont le rôle
se limitera à identifier localement dans quelle phase on est. Cela peut être un paramètre
scalaire, un vecteur ou un tenseur selon les degrés de liberté du système. Dans la suite,
nous prendrons un paramètre d’ordre scalaire relié à la fraction cristalline dans le système.
Pour prendre en compte l’existence des interfaces, il faut que le paramètre d’ordre soit
local : θ(r) = 〈θ〉T où 〈. . .〉T représente une moyenne thermodynamique sur un volume
centré en r. La moyenne est prise en pratique sur un volume qui est plus petit que les

30

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre I Généralité sur les élastomères et méthodologie de champ de phase

longueurs de correlation dans le système, l’énergie libre de Gibbs que nous devons utiliser
doit par conséquent contenir des contributions non locales. Dans la théorie de Landau,
l’énergie libre de Gibbs du système est développée en fonction du paramètre d’ordre et de
ses dérivées spatiales, ce qui permet d’introduire les effets non locaux de manière simple
(champ moyen). Près du point critique cette théorie est insuffisante et il faut avoir recours
à une procédure de renormalisation pour extraire de la théorie de Landau des informa-
tions pertinentes. Partout ailleurs heureusement, le champ moyen permet de décrire les
coéxistences de phases de manière quantitative, pour peu que les interfaces soient traitées
proprement [212]. Pour cela, il suffit d’utiliser une théorie de Ginzburg-Landau [100, 101]
en "gradient carré" [212] pour pouvoir prendre en compte la présence d’interfaces stables
à l’équilibre des phases et la tension de surface qui en résulte. Soit F [θ] la fonctionnelle
de l’énergie libre de Gibbs, le formalisme général développé par Landau-Ginzburg puis par
Cahn-Hilliard [137,213] consiste à écrire la fonctionnelle sous la forme :

F [θ] =

∫
dr
{
fbulk(θ(r, t)) + Γ

ε2

2
||∇θ(r, t)||2

}
(I.27)

Où fbulk est la densité d’énergie libre de Gibbs locale, Γ est une échelle de la densité
d’énergie, ε est un paramètre positif qui contrôle l’épaisseur de la région interfaciale, et
θ(r, t) est le champ de phase à l’instant t. Le champ de paramètre d’ordre θ(r, t) est une
fonction continue en espace et en temps. Localement, le champ de phase prend une valeur
dans chaque phase et il varie continûment entre l’ensemble de ces valeurs dans les régions
d’interphases. Par souci de commodité, considérons un système composé de deux phases
par exemple solide-liquide ou cristal-amorphe, θ = 0 représentera par exemple la phase
amorphe et θ = 1 le cristal. En général, la densité d’énergie libre d’un système binaire
est modélisée par une fonction fbulk(θ) concave dont les minima correspondent aux phases
thermodynamiques homogènes. Plusieurs types de fonctionnelles de la densité d’énergie
libre ont été proposées pour étudier différents systèmes dont le point commun est leurs
formes en double puits "double well potential". La formulation la plus simple de cette
fonction est celle du modèle connu sous le nom de "théorie en φ4" basée sur l’étude des
symétries du système, et utilisée essentiellement pour caractériser la transition désordre-
ordre. Le choix de la densité d’énergie libre que l’on va adopter par la suite pour caractériser
le système amorphe-cristal est donc un modèle en θ4 :

fbulk(θ) =
Γ

4
θ2 (1− θ)2 + . . . (I.28)

La fonction fbulk est caractérisée par sa forme en doubles puits dont les deux minima sont
séparés par une zone concave, les minima correspondent aux valeurs du champ de phase
θ = 0, 1 pour lesquelles fbulk = 0 (cf. Fig. I.18). Le passage d’une phase à l’autre nécessite
le franchissement de la zone concave de la fonction fbulk, ce qui prouve que la densité
d’énergie libre homogène contribue implicitement à la tension interfaciale.

Cette fonction telle qu’elle est présentée ici permet de traiter des problèmes de coexis-
tence de phases. La température n’intervient pas à ce niveau. Pour traiter des problèmes
de croissance cristalline, comme par exemple la formation de structures dendritiques issues
de la solidification d’une substance pure [108,216], il faut compléter cette formulation par
un terme qui décrit la dépendance en température. Une prescription simple est de prendre
une fonction polynômiale du type ∼ K(T − Tm)θ avec K une constante liée à l’enthalpie
de fusion, Tm la température de fusion du solide, et θ le champ de phase. La température
de fusion du solide Tm correspond à l’état de coexistence thermodynamique entre le liquide
et le solide. Lorsque la température de contrôle T devient supérieure à la température de
fusion Tm, le puits de la phase liquide devient plus bas que celui de la phase solide qui est
donc instable thermodynamiquement. Par contre, lorsque T ≤ Tm la phase solide devient
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Figure I.18 – Densité d’énergie libre de Gibbs en fonction de la phase

plus stable que la phase liquide (cf. Fig. I.18). Pour des températures très élevées, la fonc-
tion fbulk peut changer d’allure et perdre un de ses deux puits : cela revient à déstabiliser
totalement l’une des phases thermodynamiques présentes dans le système. Une phase ho-
mogène est stable ou métastable si elle correspond à un minimum de fbulk, ce qui implique
que la dérivée première est nulle, mais aussi que la dérivée seconde est positive. La limite
de stabilité d’une phase correspond à l’annulation de la dérivée seconde : ∂2fbulk/∂θ

2 = 0.
Dans ce cas, la phase est instable vis a vis de n’importe quelle perturbation, et le comporte-
ment s’apparente au passage d’une spinodale, avec une transition continue (sans barrière à
franchir) vers la phase stable. Nous parlerons de ligne spinodale pour désigner cette limite
de stabilité. Pour des températures en dessous de la ligne spinodale nous sommes dans le
scénario classique du mécanisme de nucléation-croissance pour lequel une barrière existe
entre les deux états et ce sont les fluctuations thermiques qui vont provoquer le saut par
dessus la barrière et donc piloter la transition de phase. De ce fait, le choix du champ
de paramètre d’ordre (ou champ de phase) et de la densité d’énergie libre représente une
étape déterminante dans les modèles de champ de phase puisqu’il permet non seulement
d’évaluer le diagramme de phase, mais aussi les mécanismes d’évolution du système vers
l’équilibre. Nous allons maintenant discuter les propriétés thermodynamiques de la théorie
en θ4 présentée ci-dessus (I.28) et discuter le profil d’équilibre du champ de phase à travers
l’interface et la tension de surface qui en découle.

I.3.2.2 Equilibre des interfaces et tension de surface

La détermination de l’état d’équilibre et de l’épaisseur de l’interface représentent une
étape essentielle dans les méthodes de champ de phase puisqu’il permet de relier les
constantes phénoménologiques ε et Γ à des grandeurs thermodynamiques mesurables tels
que la tension de surface.

L’équilibre thermodynamique correspond à un état stationnaire qui minimise l’énergie
libre totale de Gibbs du système. Pour des systèmes homogènes et infinis, l’état d’équilibre
peut être obtenu sans tenir compte de la présence des interfaces car l’énergie interfaciale
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devient négligeable devant celle de volume, et la condition d’équilibre macroscopique des
phases porte seulement sur l’énergie libre de Gibbs en volume fbulk (θ, T, . . . ). En revanche,
lorsque le système produit des cristallites nanométriques, la densité d’interfaces devient non
négligeable, et il faut les prendre en compte dans l’équilibre des phases. Le champ de phase
fait cela naturellement, et nous allons calculer la tension de surface qui correspond au
modèle en θ4.

Considérons le cas d’une interface plane isotrope (dans ce cas ε est une constante)
séparant les deux phases en coexistence. L’équilibre thermodynamique implique que θ(x)
vérifie l’équation de minimisation suivante (voir l’Annexe A) :

∂fbulk(θ(x))

∂θ(x)
− Γε2

d2θ

dx2
= 0 (I.29)

Où x est la direction orthogonale à l’interface. Loin de l’interface le système peut être traité
comme un milieu infini et homogène, ceci conduit aux conditions aux limites suivantes :

lim
x→−∞

θ(x) = 0, lim
x→+∞

θ(x) = 1, et lim
x→±∞

dθ(x)

dx
= 0 (I.30)

Avec la fonction fbulk(θ) = Γ
4 θ

2 (1− θ)2 que nous avons choisie, le profil θ(x) du champ
de phase pour une interface plane à l’équilibre s’écrit (le détail de calcul se trouve dans
l’annexe B) :

θe(x) =
1

2

[
1 + tanh

(
x

2
√

2ε

)]
(I.31)

Ce profil θe montre que loin de l’interface le champ de phase prend l’une des valeurs 0
et 1 qui caractérisent les phases thermodynamiques présentes dans le système, et il varie
continûment dans une région d’épaisseur κ = 2

√
2ε (cf. Fig I.19). Ce dernier paramètre

montre que plus le coefficient ε devant le gradient est grand, plus l’interface sera large
donc très diffuse. La notion d’interface diffuse introduite par le coefficient ε peut être soit
considérée comme une façon artificielle de suivre une interface en réalité abrupte, c’est la
stratégie classique du champ de phase [217], très intéressante pour modéliser des systèmes
macroscopique, soit refléter la nature physique réelle des interfaces à l’échelle nanométrique.
C’est cette dernière option que nous allons suivre. Notons ici que le coefficient ε joue
également un rôle important au niveau de la stabilité numérique des simulations par les
méthodes de champ de phase, puisqu’il contrôle le choix du pas de discrétisation spatial. En
effet, dans ces méthodes, l’échelle spatiale de l’étude est fixée par la nécessité de résoudre
l’épaisseur de l’interface. En pratique, on choisi la résolution spatiale de sorte à avoir un
profil d’interface décrit par au moins 10 points.

La présence des interfaces implique l’existence d’une tension de surface. Les deux contri-
butions de la fonctionnelle d’énergie libre : le terme en gradient du champ de phase et la
variation locale de l’énergie libre en volume au voisinage de la région interfaciale, participent
à l’énergie nécessaire pour former une interface équilibrée. En effet, l’énergie interfaciale
est définie comme l’excès de l’énergie totale du système F par rapport à l’énergie des
phases loin de l’interface. A coexistence, cette énergie est la même pour les deux phases
et vaut fbulk(θ = 0 ou 1) par unité de volume. Soit F0 l’énergie totale à l’équilibre qui
correspond à une intégration sur tout le volume du système de la densité d’énergie en
volume fbulk(θ = 0 ou 1). Pour une interface plane à l’équilibre la soustraction des deux
fonctionnelles F et F0 conduit à l’expression de la tension de surface suivante :

γ = F − F0 =

∫ +∞

−∞
dxΓε2

(
dθe(x)

dx

)2

(I.32)
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Figure I.19 – Profil des interfaces à l’équilibre

Dans l’Annexe B, nous discutons en détail la formulation de la tension de surface donnée
par (I.32), ainsi que l’origine de cette expression qui est due à l’équipartition d’énergie entre
les deux contributions énergétiques à la fonctionnelle F . En utilisant le profil d’interface
plane à l’équilibre donné par (I.31) et après une intégration de ce profil, la tension de
surface devient :

γ =
Γε
√

2

12
(I.33)

La tension de surface dépend de deux paramètres phénoménologiques ε et Γ que nous
pouvons fixer indépendamment l’un de l’autre. L’expression (I.33) montre que plus le
produit de ces deux paramètres est grand plus la tension de surface devient élevée. Cette
tension γ implique l’existence d’une force qui pénalise le mouvement des interfaces et en
conséquence la croissance de la région interfaciale.

En conclusion, la détermination du profil d’équilibre et de la tension de surface dépend
fortement de la formulation utilisée pour la fonctionnelle de l’énergie libre de Gibbs (I.27).
Dans la littérature, de nombreuses formulations utilisent des formes identiques ou très
voisines à celle présentée dans cette section (I.31), voir par exemple [108,216].

I.3.2.3 Equations dynamiques d’évolution des systèmes hors équilibre

L’évolution temporelle du champ de paramètre d’ordre ainsi que d’autres champs de
variables thermodynamiques, comme la température, représentent un aspect important
dans le développement des modèles de champ de phase, afin de modéliser l’évolution des
microstructures formées dans des milieux hors équilibre. Dans ces modèles, les aspects
cinétiques du système sont déduits de la fonctionnelle d’énergie libre. En effet, cette fonc-
tionnelle permet de déterminer localement les forces motrices qui provoquent les transi-
tions de phase, et donc l’évolution du système d’un état hors équilibre vers son équilibre
thermodynamique [104, 210]. Les équations cinétiques gouvernant l’évolution du champ
de phase, se distinguent par la nature de ce dernier qui peut être soit conservé soit non-
conservé [104, 210, 211]. Un champ est dit conservé lorsque l’intégrale de ce champ sur
tout l’espace est une constante, par exemple la concentration chimique. Au contraire pour
un champ non-conservé, l’intégrale sur tout l’espace n’est plus une constante mais elle
évolue avec le temps. Dans cette partie, nous allons discuter les deux approches phéno-
ménologiques décrivant les équations d’évolution de ces variables de champ conservées et
non-conservées.

Pour un système thermodynamique décrit par un champ de paramètre d’ordre conservé
(concentration, densité de particules) et qui se trouve à un état hors équilibre, par exemple
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des impuretés dans un alliage qui diffusent durant la solidification. Ce champ doit verifier
l’équation de conservation qui s’écrit :

∂θ(r, t)
∂t

= −∇Jθ (I.34)

Où Jθ est le flux associé au champ θ(r, t), qui représente localement un écart à l’équilibre
du système. Le gradient de ce flux est une force motrice permettant au système d’évoluer
d’un état hors équilibre vers un état d’équilibre global. Le flux Jθ est relié au potentiel
chimique µθ(r) par la relation suivante :

Jθ = −Mθ∇µθ(r) (I.35)

Où Mθ est un coefficient de relaxation positif qui dépend du champ θ(r, t) et d’autres
variables thermodynamiques comme la température T (r, t). Le potentiel chimique µθ(r)
n’est rien d’autre que la dérivée de la fonctionnelle de l’énergie libre de Ginzburg-Landau
F par rapport au champ θ, dont on rappelle l’expression :

µθ(r) =
δF [θ]

δθ
(I.36)

En combinant les expressions (I.36) et (I.35) avec l’équation de conservation (I.34), nous
trouvons alors l’équation de Cahn-Hilliard qui décrit la dynamique de relaxation du champ
θ(r, t) vers l’équilibre [172,210,213,218], et s’écrit :

∂θ(r, t)
∂t

= ∇ ·
[
Mθ∇

δF [θ]

δθ

]
(I.37)

Considérons le cas d’un coefficient de relaxation homogène et indépendant de la tempéra-
ture Mθ ≡M , l’équation d’évolution du champ θ(r, t) devient :

∂θ(r, t)
∂t

= M∆
δF [θ]

δθ
= M∆

[
∂fbulk(θ)

∂θ
− Γε2∆θ

]
(I.38)

L’évolution d’un système vers l’équilibre doit respecter le deuxième principe de la ther-
modynamique qui prédit que chaque transformation de phase est accompagnée par une
diminution de l’énergie libre totale du système [102] :

dF

dt
=

∫
dr
δF

δθ

∂θ

∂t
= M

∫
dr
(
δF

δθ
∇ · ∇δF

δθ

)
= −M

∫
dr
(
∇δF
δθ

)2

6 0 (I.39)

Cahn et Hilliard ont proposé cette équation afin d’étudier le phénomène de décomposition
spinodale [132, 172, 213, 218]. Comme nous l’avons déjà mentionné, en dehors de la région
spinodale, ce sont les fluctuations thermiques qui contrôlent les changements de phase
car ce sont ces fluctuations qui vont produire le processus de nucléation. Pour prendre
en compte les fluctuations du champ θ, il faut rajouter un terme de bruit à l’équation
d’évolution déterministe donnée par (I.38), et dont l’amplitude est déterminée à l’aide du
théorème de fluctuation-dissipation [161, 219]. En présence d’un bruit gaussien l’équation
d’évolution de Cahn-Hilliard devient :

∂θ(r, t)
∂t

= M∆
δF [θ]

δθ
+ ζ(r, t) (I.40)〈

ζ(r, t)ζ(r′, t′)
〉

= 2kbTM∆δ(r− r′)δ(t− t′) (I.41)

D’autres phénomènes physiques liés à la transition de phase se caractérisent par des
variables de champ non-conservées, comme c’est le cas pour la croissance cristalline où la
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quantité de solide augmente avec le temps (en solidification d’un matériau pur dans des
conditions isotherme, le champ de paramètre d’ordre quantifie l’état solide). Soit θ(r, t) un
champ non-conservé, l’évolution de ce champ est proportionnelle à la variation locale du
potentiel thermodynamique δF/δθ qui va assurer sa relaxation vers l’équilibre ; on obtient
ainsi l’équation d’Allen-Cahn [173,218,220] :

∂θ(r, t)
∂t

= −Lθ
δF [θ]

δθ
(I.42)

Où Lθ est un coefficient cinétique positif qui contrôle la mobilité du champ de phase
θ(r, t), et définit ainsi le temps caractéristique de relaxation du champ vers l’équilibre.
Pour simplifier l’équation d’évolution, nous considérons comme dans le cas d’un champ
conservé que le coefficient de mobilité est indépendant du champ de phase θ(r, t) et de la
température T (r, t). Après une dérivation fonctionnelle de l’énergie libre (cf. Annexe A),
l’équation d’évolution du champ de phase devient :

∂θ(r, t)
∂t

= L

[
Γε2∆θ − ∂fbulk(θ)

∂θ

]
(I.43)

L’équation d’évolution d’Allen-Cahn (I.42) vérifie également le principe de diminution de
l’énergie libre totale du système durant le changement de phase [102] :

dF

dt
=

∫
dr
δF

δθ

∂θ

∂t
= −L

∫
dr
(
δF

δθ

)2

6 0 (I.44)

L’expression (I.44) montre que l’énergie totale du système diminue avec le temps, cela
confirme que l’équation d’Allen-Cahn décrit seulement une relaxation pure du champ de
phase. Par conséquent pour décrire un processus thermodynamiquement activé comme la
nucléation, il faut rajouter un terme de fluctuation à l’équation d’évolution pour que le
système puisse passer au dessus de la barrière d’énergie :

∂θ(r, t)
∂t

= −LδF [θ]

δθ
+ ζ(r, t) (I.45)〈

ζ(r, t)ζ(r′, t′)
〉

= 2kbTLδ(r− r′)δ(t− t′) (I.46)

Les équations cinétiques résultant des méthodes de champ de phase sont en général
non-linéaires, et elles permettent de fournir une compréhension qualitative de plusieurs
phénomènes physiques complexes, on peut citer à titre d’exemple l’évolution des instabili-
tés morphologiques qui provoquent la formation de structures complexes lors du processus
de solidification : structures dendritiques [108, 127, 165, 219, 221], monotectique [222], eu-
tectique [111,112,199,223–225] et bien d’autres.

I.3.2.4 Implémentation numérique

L’une des taches les plus délicates des méthodes de champ de phase est de résoudre ana-
lytiquement ou numériquement les équations différentielles couplées qui en résultent. En
effet, les équations d’évolutions déterministes sont linéaires par rapport aux forces motrices
du système, par contre elles ne le sont pas vis-à-vis des champs. A ce jour, la modélisation
quantitative de plusieurs phénomènes physiques multiéchelles (comme l’ébullition) restent
encore difficilement accessibles par des simulations de champ de phase. Ceci demande en
effet un effort énorme afin de mettre en oeuvre les schémas de simulation numérique né-
cessaires. L’efficacité des algorithmes numériques utilisés est donc un défit majeur pour
ces modèles. Les simulations numériques des systèmes complexes par champ de phase né-
cessitent un temps de calcul long, ce qui impose une contrainte sur les échelles de temps.
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Afin d’éviter cela, plusieurs techniques numériques ont été développées telles que le calcul
en parallèle où la grille de simulation est découpée en plusieurs parties individuelles, les
schémas numériques peuvent être exécutés alors sur plusieurs processeurs différents qui
traitent chacun une partie de la grille en communiquant les résultats de simulation idéale-
ment instantanément entre eux [175, 226]. Cette méthode a été utilisée pour effectuer des
simulations de champ de phase à deux ou à trois dimensions, par exemple lors de l’étude de
l’évolution des structures dendritiques à 3D [194,226,227]. On trouve aussi la méthode du
maillage adaptatif qui consiste à choisir un type de maillage capable de réduire le nombre
de points utilisés dans les simulations de champ de phase en diminuant la résolution là ou
elle n’est pas nécessaire (loin des interfaces) [228,229], ou encore la méthode spectrale qui
s’appuie sur les transformées de Fourier pour établir des algorithmes efficaces [230, 231].
Cette méthode est souvent utilisée pour simuler l’évolution d’un champ conservé géré par
l’équation de Cahn-Hilliard.

L’utilisation de ces méthodes numériques nécessite un procédé d’adimensionnement et
de discrétisation des équations cinétiques issues des méthodes de champ de phase. Dans
cette partie nous allons présenter les grandes lignes de la procédure d’adimensionnement et
de discrétisation de ces équations (Cahn-Hillard ou Allen-Cahn). Par souci de simplicité,
nous ne traitons que le cas de deux dimensions. Le principe de la technique de discrétisation
utilisée est basée sur la différence centrale de points sur une grille de simulation uniforme.

Nous rappelons l’expression du potentiel thermodynamique associé à un champ de
phase mathématique θ qui décrit les états d’équilibres du système, et dont l’interface est
considérée comme isotrope (ε est une constante) :

δF

δθ
=
∂fbulk(θ)

∂θ
− Γε2∆θ (I.47)

L’expression (I.47) est indépendante de la nature du champ de phase, conservé ou non-
conservé. En simulation numérique, le champ de phase θ(x, y, t) est discrétisé sur un réseau
rectangulaire de longueur Lx, Ly dans chaque direction. Considérons que ce réseau est
composé de N "volumes" élémentaires Ve et que l’espacement entre les points du réseau est
caractérisé par ∆x et ∆y dans les deux directions de l’espace (en pratique, nous considérons
que ∆x = ∆y = h). La discrétisation en temps s’effectue par un schéma de différence
centrale entre deux points avec un pas de ∆t. Le potentiel discrétisé s’écrit :

∂F

∂θi
= Ve

∂fbulk
∂θ

∣∣∣∣
θi

− Γε2
∑
j

∆ijθj

 (I.48)

où l’indice i représente un site du réseau. Les équations cinétiques discrétisées pour les
deux types de champ de phase non-conservé et conservé sont traitées séparément dans la
suite. La solution de ces équations est approchée par une méthode d’Euler explicite.

Paramètre d’ordre non-conservé
Soit θ un champ non-conservatif ; l’équation d’évolution d’Allen-Cahn discrétisée spa-

tialement (pour une résolution en 2 dimensions) est alors :

∂θi
∂t

= − L
Ve

∂F

∂θi
+ ζi (I.49)

Le deuxième terme est un bruit aléatoire qui à été introduit par Cook [232] afin de prendre
en compte la présence des fluctuations thermiques dans le système, l’amplitude de ce bruit
doit satisfaire le théorème de fluctuation-dissipation :〈

ζi(t)ζj(t
′)
〉

= 2kbT
L

Ve
δijδ(t− t′) (I.50)
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La discrétisation temporelle de l’équation d’évolution :

θt+∆t
i − θti =

∫ t+∆t

t
dt′
{
− L
Ve

∂F

∂θi
+ ζi(t

′)

}
= − L

Ve

∂F

∂θi
∆t+ ξi(t)

√
∆t (I.51)

ξi est donc un bruit Gaussien centré défini par :

ξi(t) =
1√
∆t

∫ t+∆t

t
dt′ζi(t

′) (I.52)

Soit fscale l’unité de la densité de l’énergie libre de Gibbs, la fonctionnelle de l’énergie libre
de Gibbs adimensionnée s’écrit donc :

∂F̃

∂θi
=

1

fscaleVe

∂F

∂θi
(I.53)

L’équation d’évolution pour un paramètre d’ordre non-conservé (I.51) adimensionée s’écrit
alors :

θ̃t+∆t
i − θ̃ti = −Lfscale

∂F̃

∂θi
∆t+ ξ̃i(t)

√
∆t (I.54)

Le facteur τ = Lfscale a la dimension d’un temps ; on définit ensuite t̃ = t/τ comme un
temps adimensionné, ce qui nous permet d’écrire :

θ̃t̃+∆t̃
i − θ̃t̃i = −∂F̃

∂θi
∆t̃+ ξ̃i(t̃)

√
∆t̃ (I.55)

Paramètre d’ordre conservé
Soit θ un champ conservé ; l’équation dynamique de Cahn-Hilliard discrétisée avec un

coéfficient de mobilité constant s’écrit :

∂θi
∂t

=
M

Ve

∑
j

∆ij
∂F

∂θj
+ ζi (I.56)

Où ζi est un bruit Gaussien dont la fonction de corrélation spatiale et temporelle s’écrit :〈
ζi(t)ζj(t

′
)
〉

= 2
kbT

Ve
Mδij∆δ(t− t

′
) (I.57)

Comme dans le cas d’un champ non-conservé, l’équation d’évolution discrétisée en espace
et en temps s’écrit :

θt+∆t
i − θti =

M

Ve

∑
j

∆ij
∂F

∂θj
∆t+ ξi(t)

√
∆t (I.58)

Nous introduisons alors les variables adimensionnées suivantes :

∆̃ = h2∆;
∂F̃

∂θi
=

1

fscaleVe

∂F

∂θi
; τ =

fscaleM

h2
; t̃ =

t

τ
(I.59)

L’équation d’évolution pour un champ conservé adimensionné s’écrit finalement :

θ̃t̃+∆t̃
i − θ̃t̃i =

∑
j

∆̃ij
∂F̃

∂θ̃j
∆t̃+ ξ̃i(t̃)

√
∆t̃ (I.60)
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I.4 Conclusion

L’étude bibliographique sur la cristallisation des élastomères sous sollicitation méca-
nique nous a permis d’identifier les paramètres pertinents mis en jeu dans les mécanismes
qui contrôlent la cristallisation comme, la température, les noeuds de réticulation chi-
miques ou physiques, le taux d’élongation et la vitesse de sollicitation, ainsi que les aspects
énergétiques des élastomères cristallisables par déformation. Dans un premier temps, nous
avons présenté des généralités sur la structure des polymères ainsi que les élastomères,
et leurs comportements thermomécanique à l’échelle macroscopique. Ensuite, nous avons
rappelé à l’aide d’une description thermodynamique à l’équilibre, l’origine de l’élasticité
entropique des élastomères. En s’appuyant sur cette description, nous avons présenté deux
approches, physique et phénoménologique, les plus utilisées pour modéliser le comporte-
ment macroscopique des élastomères vis-à-vis d’une déformation. Ces approches sont basées
sur une description statistique moyennée des chaînes macromoléculaires à l’équilibre ther-
modynamique. Les lois de comportement résultant de ces modèles statistiques permettent
de reproduire certains résultats à faible déformation. Toutefois, malgré le développement
constant de ces modèles, plusieurs phénomènes observés en grande déformation pour le
caoutchouc naturel ainsi que pour d’autres élastomères synthétiques restent mal compris
notamment la cristallisation induite par déformation. Ce processus influence sensiblement
les propriétés structurales des élastomères en créant des hétérogénéités qui évoluent dans
le temps à différentes échelles. La cristallisation du caoutchouc naturel est un processus
cinétique qui conduit à la formation de structures cristallines complexes comme les struc-
tures en sphérulites dans le cas d’une cristallisation en température TIC, ou une structure
"Shish-kebab" suggérée par plusieurs auteurs pour la cristallisation induite par déformation
SIC. Concernant l’effet de cette cristallisation sur le comportement mécanique à l’échelle
macroscopique du caoutchouc naturel, nous avons constaté que le début de ce processus est
accompagné par un adoucissement de la contrainte liée à la relaxation des chaînes lors de la
formation des premières cristallites. Par ailleurs, plus le taux d’allongement macroscopique
augmente, plus le taux de cristallinité augmente, ce qui conduit à une augmentation rapide
de la contrainte avant la rupture. A ce jour, les modèles proposés pour étudier les caracté-
ristiques structurales du caoutchouc naturel sous traction ne sont pas capables de décrire
d’une manière satisfaisante la relation entre la microstructure formée durant la cristallisa-
tion et la réponse mécanique macroscopique. D’une part, les modèles cinétiques globaux
sont basés sur une approche purement probabiliste qui ne permet de fournir d’information
ni sur les mécanismes mis en jeu durant la formation et le développement des cristallites au
sein de l’amorphe, ni sur l’impact de ces dernières sur la réponse mécanique du système vis-
à-vis d’une déformation. D’autre part, les modèles physiques qui décrivent la cristallisation
par déformation sont basés sur des considérations statiques, ce qui n’est pas complétement
approprié pour ce type de cristallisation où la vitesse de sollicitation mécanique joue un
rôle déterminant dans le processus de formation des cristaux et dans la relaxation méca-
nique du système. Pour interpréter correctement les constatations expérimentales sur la
cristallisation du caoutchouc naturel sous traction, il est ainsi nécessaire de construire un
modèle physique capable de décrire localement les mécanismes qui contrôlent la formation
des cristallites et leurs évolution dans un milieu hors équilibre. Dans cette optique, nous
avons choisi de développer un modèle de champ de phase qui prend en compte les aspects
thermomécaniques des élastomères ainsi que la cinétique de cristallisation. La littérature
a en effet montré que cette technique est un outil de modélisation performant capable de
décrire à une échelle intermédiare les mécanismes de nucléation et de croissance, ainsi que
les instabilités physiques engendrées durant la croissance cristalline. Ainsi dans les études
faites sur la formation des sphérulites et des dendrites, la morphologie cristalline obtenue
et les caractéristiques structurales sont un résultat du modèle et non une donnée d’entrée
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Chapitre I Généralité sur les élastomères et méthodologie de champ de phase

comme les approches précédentes. L’approche de champ de phase doit donc nous permettre
de suivre localement l’évolution des microstructures complexes en couplant thermodyna-
mique et mécanique avec une dynamique de la transition de phase. Partant de ce constat,
notre travail consistera à développer ce modèle de champ de phase en l’enrichissant à fur et
à mesure par des particularités physiques des élastomères. Les résultats de ce modèle seront
ensuite confrontés aux données expérimentales issues de la caractérisation d’un caoutchouc
naturel réticulé.
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Chapitre II
Modèle élémentaire de la cristallisation
sous contrainte
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II.1 Introduction

La croissance de cristaux à partir de la phase amorphe met en jeu plusieurs mécanismes
physiques qui contrôlent leur développement. Il y a d’une part la thermodynamique qui
contrôle l’équilibre des phases, il faut que la phase cristalline soit favorable devant la
phase amorphe, mais il y a également des aspects cinétiques. La cinétique de croissance
peut conduire à des géométries complexes pour les cristallites en particulier si elle donne
lieu a des instabilités. On peut citer à titre d’exemple la formation de dendrites dans les
solides cristallins classiques ou bien la grande variété des cristaux de neige qui résulte de
la cinétique de croissance des flocons dans le nuage qui leur a donné naissance. Mais pour
les élastomères d’autres ingrédients viennent compliquer les choses, comme la présence
d’enchevêtrements ou de noeuds de réticulation. En général, la forme des cristaux garde
en mémoire les mécanismes physiques qui ont donné lieu à leur formation et ce sont ces
mécanismes que nous allons chercher à modéliser.
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Un outil particulièrement bien adapté à l’étude de la croissance cristalline est le champ
de phase, cette modélisation permet en effet de suivre la cinétique de croissance des cristal-
lites à une échelle locale. Cette approche est basée sur un modèle thermodynamique local
de la transition de phase qui prend en compte la nature diffuse des interfaces à l’échelle
nanométrique. La cinétique de croissance est basée sur les modèles d’Allen-Cahn et/ou de
Cahn-Hilliard qui ont montré entre autre leur pertinence pour décrire les décompositions
spinodales à ces échelles. Les modèles de champ de phase sont utilisés depuis plusieurs
années maintenant pour décrire divers phénomènes cinétiques complexes et sont couram-
ment utilisés pour prédire l’évolution de la morphologie cristalline et ses caractéristique
structurale dans les matériaux cristallins atomiques. Notre objectif dans ce chapitre va
être de construire un modèle de champ de phase pour la cristallisation des élastomères
en présence d’un champ de contraintes appliquées. Nous allons tout d’abord définir un
paramètre d’ordre θ qui va nous permettre de distinguer la phase cristalline de la phase
amorphe, puis discuter de l’équilibre des phases dans le cadre de la thermodynamique ma-
croscopique, c’est à dire sans interface. Cette première discussion nous permettra d’établir
la forme de l’énergie libre de Gibbs en fonction de θ en l’absence d’interface. Puis nous
discuterons des effets interfaciaux et analyserons le comportement du rayon critique de
nucléation en fonction des paramètres du modèle. En supposant une taille finie pour les
cristallites nous évaluerons les conséquences de la présence d’interfaces sur la température
de fusion et sur le diagramme des états en général. Cette analyse nous sera très utile par la
suite car elle nous permettra de nous situer dans le diagramme de phases et de comprendre
certains effets comme la germination secondaire. Bien sûr, cette étude suppose une géomé-
trie connue "a priori" et pour s’affranchir de cette contrainte il sera nécessaire de passer au
modèle local, le modèle de champ de phase, dont nous testerons les résultats préliminaires
en fin de chapitre.

II.2 L’énergie libre de Gibbs en volume

II.2.1 Choix du modèle

Pour décrire la cristallisation des élastomères sous l’effet d’une déformation nous allons
utiliser le modèle de Flory présenté au chapitre I. Ce modèle permet en effet de décrire
l’effet des déformations sur l’entropie des polymères, au moins dans le cadre des chaînes
gaussiennes. On pourra dans la suite utiliser des modèles plus adaptés aux grandes dé-
formations. Dans ce modèle, l’énergie libre (de Gibbs) d’un élastomère sous contrainte
est composée de deux contributions : l’enthalpie, qui prend en compte la cristallisation à
froid, et l’entropie qui dépend fortement de la déformation appliquée. En se basant sur
des considérations thermodynamiques à l’équilibre, Flory a en effet montré que l’origine
de l’élasticité des élastomères est entropique ce qui diffère des solides usuels pour lesquels
l’élasticité provient de l’enthalpie. Pour les élastomères, la cristallisation est favorisée par
l’application de contraintes sur le système, cela est dû à la diminution de l’entropie engen-
drée par la déformation : plus une chaîne est étirée, moins elle a de configurations possibles.
Le modèle de Flory est cependant un modèle de champ moyen : il n’y a pas d’interaction
entre cristallites et les interfaces ne sont pas prises en compte. Néanmoins, nous allons
utiliser les ingrédients de base de ce modèle pour construire une formulation "bulk" (en
volume) de l’énergie libre de Gibbs du système. Les effets interfaciaux et les interactions
entre cristallites seront intégrés naturellement dans le modèle final du champ de phase.

Pour identifier la phase dans laquelle se trouve le système, nous allons définir un pa-
ramètre d’ordre scalaire θ qui prend les valeurs θ = 0 dans la phase amorphe, et θ = 1
dans la phase cristalline. Quand nous discuterons des interfaces, θ sera un paramètre local
et variera continûment entre 0 et 1 dans la région de l’interface. Il nous faudra donc une
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prescription pour l’énergie libre de Gibbs dans cet intervalle. Mais discutons d’abord des
états d’équilibres θ = 0 et θ = 1. Dans le modèle de Flory, la phase cristalline est prise
comme état de référence ; nous prendrons donc pour densité d’énergie libre de Gibbs zéro
dans la phase cristalline :

fbulk(θ = 1) = 0 Phase cristalline (état de référence) (II.1)

fbulk(θ = 0) = ρ

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
kbT

2n

(
λ2 +

1

λ
− 2

))
Phase amorphe (II.2)

Où ρ est la densité de segments (monomères) dans le matériau, n le nombre de segments
entre deux points de réticulation, hm l’enthalpie de fusion par monomère, T 0

m la tempé-
rature de fusion en l’absence de déformation appliquée, et λ est le taux d’étirement du
matériau supposé uniforme et incompressible. Il est important de préciser que nous avons
pris une formulation 2D pour l’énergie d’élongation car c’est la géométrie que nous al-
lons utiliser en pratique dans nos résolutions numériques. La formulation 3D donnerait
λ2 + 2/λ− 3 au lieu de λ2 + 1/λ− 2. D’après l’expression (II.2), nous pouvons identifier la
contribution enthalpique qui fait apparaître la température de fusion "à froid" d’un cristal
supposé infini (sans déformation appliquée) T 0

m, et la contribution d’élasticité entropique
qui dépend de λ et qui sera noté par la suite Edef :{

Edef (θ = 1) = 0 Phase cristalline
Edef (θ = 0) = ρkbT

2n

(
λ2 + 1

λ − 2
)

Phase amorphe
(II.3)

A l’issu de cette formulation on remarque qu’à un taux d’élongation λ fixé, l’énergie né-
cessaire pour déformer un réseau de chaînes courtes est plus élevée que celle d’un réseau
de chaînes longues, n est donc un paramètre important de ce modèle.

En dehors des valeurs de coexistence θ = 0 et 1 qui minimisent localement fbulk, la
densité d’énergie libre de Gibbs en fonction de θ doit adopter une forme en double puits.
Cette fonction doit donc avoir une zone concave entre les deux minima et nous avons
construit fbulk(θ) pour répondre à ce critère :

fbulk(θ) =
Γ

4
θ2(1− θ)2 + g(θ)

(
ρhm

T 0
m − T
T 0
m

+ Edef (θ = 0)

)
(II.4)

2

θ (1−θ)
2Γ

4
g(   )θ ( ... )

f
bulk

(   )θ

=

1 0 1 100 θ θ

+

θ

Figure II.1 – Energie libre pour un système homogène fbulk (cas où la phase cristalline
θ = 1 est la plus stable)

Le terme proportionnel à Γ est une fonction en forme de double puits avec deux minima
en 0 et 1. Notons que ce premier terme n’a aucun effet sur l’énergie des phases amorphe
et cristalline puisqu’il s’annule exactement pour θ = 0 et 1. La constante Γ est donc un
paramètre libre dont nous discuterons la valeur plus tard. Le deuxième terme proportion-
nel à g(θ) permet d’assurer la bonne valeur de l’énergie libre de Gibbs dans les phases
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cristallines et amorphes : g(θ) est une fonction d’interpolation entre 0 et 1. Le choix de
cette fonction doit respecter certaines contraintes : la position des minima de la fonction
fbulk(θ) doit être 0 et 1 indépendamment de la température ou de λ. La fonction g(θ) doit
donc vérifier la condition suivante ( [237]) :

dg

dθ

∣∣∣∣
θ=0

=
dg

dθ

∣∣∣∣
θ=1

= 0 (II.5)

et pour satisfaire les deux formules (II.1) et (II.2), la fonction g(θ) doit valoir 1 pour la
phase amorphe (θ = 0) et 0 pour la phase cristalline (θ = 1). L’une des fonctions qui
satisfait ces conditions et que nous allons choisir en pratique dans la suite est un polynôme
d’ordre 3 en θ :

g(θ) = 1− θ2(3− 2θ) (II.6)

Avec ce choix, la fonction fbulk prend bien la forme d’un double puits avec deux minima
en θ = 0 et en 1 qui correspondent aux états d’équilibres du système. Une schématisation
de cette fonction avec ses deux minima est présentée sur la figure II.1 où nous montrons
la forme de chaque terme séparément.

Cette fonction dépend de plusieurs paramètres, dont certains sont liés au matériau,
comme ρ la densité de monomères et n le nombre de monomères entre deux noeuds de
réticulation, et d’autres sont a priori plus phénoménologiques, comme Γ. Nous avons ce-
pendant déjà énoncé que Γ est lui même relié à la tension de surface γ entre la phase
cristalline et la phase amorphe. Les paramètres pertinents du modèle sont donc ρ, n, γ,
T 0
m et hm. Les paramètres intrinsèques du matériau de référence (NR) utilisés dans les

discussions du modèle d’énergie libre pour un système homogène ou pour les simulations
de la croissance sous contrainte sont résumés dans le tableau suivant II.1. La plupart des
paramètres sont extraits de l’article de Flory [59] sauf la température de fusion T 0

m qui est
fixée à 303K car c’est la valeur qui se compare le mieux avec les expériences pour nos mo-
dèles. Cette valeur se compare assez bien avec les estimations actuelles qui sont de l’ordre
de 308K [234]. Pour la tension de surface γ, les valeurs classiques que l’on trouve dans la
littérature varient entre 0.0239 J.m−2 et 0.0503 J.m−2 [233], nous avons pris en pratique
0.02 J.m−2. Pour le nombre de monomères entre deux noeuds de réticulation nous avons
testé au départ la valeur donnée par Flory n = 50 puis nous avons opté pour n = 95 valeur
plus proche des expériences réalisées au MATEIS [44].

Nous allons maintenant discuter les effets d’une élongation (homogène, incompressible)
sur l’équilibre de phase, ce qui nous permettra de nous familiariser avec ces paramètres.

Table II.1 – Paramètres choisi pour le matériau NR

Paramètre Symbole Unité Valeur

Température de fusion T 0
m K 303

Densité des chaînes activées ν mol/m3 2.94× 102

Nombre de monomère entre deux noeuds de réticulation n (−) 50 et 95
Densité de monomères ρ mol/m3 1.47× 104

Tension de surface γ J/m2 2× 10−2

Densité d’enthalpie de fusion hm J/m3 73.34× 106
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

II.2.2 Conséquences sur l’équilibre des phases

Dans ce paragraphe nous allons discuter les effets provoqués par l’application de contrain
-tes sur le matériau. Pour cela, nous allons analyser la variation de l’énergie en volume du
système fbulk en fonction de la température et du taux d’étirement du matériau λ. Notre
analyse va se porter sur un modèle de déformation homogène de la phase amorphe. Comme
déjà mentionné, la formulation de la densité d’énergie libre s’appuie sur l’hypothèse que la
déformation est affine c’est-à-dire que le taux d’allongement du matériau à l’échelle d’une
chaîne macromoléculaire est le même qu’à l’échelle macroscopique.

Sur la figure II.2, nous avons représenté l’énergie libre en fonction du paramètre d’ordre
θ pour un système homogène amorphe-cristal pour différents taux d’étirement du matériau
et pour trois valeurs différentes de la température T = 298K, T = T 0

m = 303K et T =
308K. La température T 0

m correspond à la température d’équilibre thermodynamique en
l’absence de contrainte extérieure (à cette température nous avons coexistence des deux
phases amorphe et cristalline). Nous prenons pour nombre de monomères entre deux noeuds
de réticulation la valeur qui a été choisie par Flory n = 50 [59]. Ce paramètre correspond
au nombre de segments de Kuhn entre noeuds de réticulation estimé pour un élastomère
réticulé chimiquement.
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Figure II.2 – Energie libre pour un système homogène, θ = 0 correspond à la phase
amorphe et θ = 1 au cristal.

Dans les trois cas, la densité d’énergie libre de Gibbs prend la forme d’un double puits dont
les deux minima sont séparés par une zone concave. Cette zone correspond à la barrière
d’énergie à franchir pour que le système transite de la phase amorphe θ = 0 vers la phase
cristalline θ = 1. La coexistence de phases correspond bien à la température T = T 0

m en
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

l’absence de déformation imposée (λ = 1), comme on peut le voir sur la figure II.2a). De
même, pour λ = 1 la phase amorphe devient instable si T < T 0

m (II.2b) et est stable par
rapport à la phase cristalline si T > T 0

m (II.2c). Nous avons donc bien cristallisation à
température inférieure à T 0

m sans déformation imposée.
Plus intéressant, l’application d’une déformation modifie de manière sensible l’équilibre

de phases et nous pouvons voir sur l’ensemble des graphes de la figure II.2 que la phase
amorphe voit son énergie libre de Gibbs augmenter avec λ. La déformation va donc favoriser
la phase cristalline comme souhaité. Pour une température T < T 0

m, la phase cristalline
est toujours stable vis-à-vis à la phase amorphe, donc la contrainte ne fait qu’augmenter
l’écart d’énergie entre les deux phases, ce qui aura des conséquences sur la cinétique : la
croissance sera plus rapide. Dans le cas contraire T > T 0

m, nous pouvons voir sur la figure
II.2c) que la situation est plus intéressante puisqu’il existe une déformation seuil au delà
de laquelle la phase cristalline devient la plus stable (de l’ordre de λ = 3). La déformation
peut donc déplacer la transition de phase et induire la cristallisation pour des températures
supérieures à T 0

m. Cette température joue donc un rôle important dans la cristallisation
sous déformation.

Un autre effet de la déformation appliquée dans ce modèle est qu’elle peut même
déstabiliser totalement la phase amorphe pour des taux d’élongation extrêmes (λ > 8). La
concavité de fbulk(θ = 0) peut ainsi être inversée et la barrière d’énergie libre disparaître.
On a alors un comportement spinodal, c’est à dire une transition amorphe-cristal qui ne
nécessite pas de nucléation. Nous allons évaluer, dans le paragraphe qui suit, la position
de cette courbe spinodale car nous avons vu dans nos modélisations des cas de croissance
avec formation de cristallites secondaires induite par un passage local de la spinodale.

II.2.3 Température de fusion et diagramme de phase sous déformation

Comme nous venons de le voir, le fait d’appliquer une déformation modifie l’équilibre
des phases et induit un déplacement de la température de fusion Tm qui devient ainsi une
fonction de λ. Au voisinage du point de fusion Tm, nous pouvons exprimer la condition de
coexistence des phases amorphe-cristalline par la relation suivante :

∆Gv = ∆H0
m − Tm∆S0

m = 0 donc Tm =
∆H0

m

∆S0
m

(II.7)

Où ∆H0
m et ∆S0

m représentent respectivement la variation de l’enthalpie et de l’entropie
d’un polymère lors de la cristallisation. En utilisant l’expression de l’énergie libre de Gibbs :

∆Gv = fbulk(θ = 0)− fbulk(θ = 1) = ρ

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
Tkb
2n

(
λ2 +

1

λ2
− 2

))
(II.8)

La température de fusion s’exprime en fonction du taux d’elongation selon l’expression
suivante :

Tm(λ) =
T 0
m

1− T 0
mkb

2nhm

(
λ2 + 1

λ2
− 2
) (II.9)

Nous voyons que cette équation prédit une température de fusion à λ > 1 donné toujours
supérieure à la température T 0

m qui est la température de fusion du matériau non-étiré. La
courbe représentative de Tm(λ) est présentée sur la figure II.3 ainsi que la courbe spinodale
Ts(λ) définie à la fin du paragraphe précédent, et qui correspond à la limite de stabilité de
la phase amorphe. La température spinodale qui correspond à la limite de stabilité de la
fonction fbulk est donnée par l’équation suivante :

∂2fbulk
∂θ2

∣∣∣∣
θ=0,T=Ts

= 0 (II.10)
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Figure II.3 – Température de fusion Tm et spinodale Ts en fonction du taux d’étirement
λ et du nombre de segments dans une chaîne isolée n

Après quelques calculs, la température spinodale en fonction du taux d’élongation s’écrit :

Ts(λ) =
ρhm − Γ/12

ρhm
T 0
m
− kbρ

2n

(
λ2 + 1

λ2
− 2
) (II.11)

Comme la température spinodale à λ donné se trouve en dessous de la température de
fusion (voir Figure II.3), il existe une région du diagramme de phase comprise entre ces deux
courbes Ts(λ) et Tm(λ) pour laquelle la formation du cristal nécessite le franchissement
d’une barrière d’énergie. Quand la température du système à un taux d’élongation λ fixé
est inférieure à la température spinodale, la phase amorphe est totalement instable car
la dérivée seconde de la fonction fbulk est négative

(
∂2fbulk
∂θ2

∣∣
θ=0

< 0
)
. Dans cette région

de température, il n’y a pas de barrière d’énergie de nucléation, ce qui conduit a une
transformation spontanée de la phase amorphe en une phase cristalline sans avoir recours
au mécanisme de nucléation-croissance.

Sur la figure II.3, nous pouvons constater que les températures Ts(λ) et Tm(λ) aug-
mentent fortement avec le taux d’élongation appliqué. Une comparaison du diagramme
obtenu pour n = 50 et pour n = 95 montre que l’effet de la déformation est d’autant
plus grand que les chaînes sont courtes. Soit Tm − Ts l’épaisseur de la région dans la-
quelle la barrière d’énergie de nucléation n’est pas nulle. Cette région correspond à un état
métastable du système homogène qui ultimement doit cristalliser intégralement d’après ce
modèle thermodynamique. Ce n’est pas réalisé en pratique et nous reviendrons sur ce point
plus tard. Pour des faibles taux d’extensions (λ ≤ 3 pour n = 95 et λ ≤ 2 pour n = 50)
l’épaisseur de cette région métastable est pratiquement constante ; elle s’élargit un peu au
delà.

II.3 Effet des interfaces

La présence d’interfaces entre la phase amorphe et la phase cristalline va jouer un rôle
de deux façons différentes. D’une part les interfaces interviennent dans le processus de
nucléation puisque la tension de surface contrôle la valeur du rayon critique de nucléation,
et d’autre part dans l’énergie de formation des germes puisque les cristaux qui sont observés
expérimentalement sont de taille finie, parfois nanométriques.

La taille finie des cristaux, que l’on va maintenant appeler cristallites, nécessite la prise
en compte de l’énergie de surface dans le bilan d’énergie libre de Gibbs. L’équilibre de
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

phase va donc être modifié. Nous allons donc rajouter l’énergie de surface de manière ad-
hoc, c’est à dire en supposant une forme a priori pour les cristallites. Nous discuterons
sur cette base de l’effet d’une déformation sur le rayon critique de nucléation puis de la
modification du diagramme de phase induit par la taille finie des cristallites.

II.3.1 Nucléation et stabilité thermodynamique des cristallites

Dans la théorie classique de nucléation, on sépare généralement le processus de forma-
tion de la phase cristalline en deux étapes : une étape de nucléation c’est à dire de formation
du germe qui est généralement stochastique et fait appel aux fluctuations thermiques, et
une étape de croissance, qui est généralement déterministe (saufs instabilités de croissance
qui démarrent en général grâce au bruit thermique).

Pour étudier la nucléation, il faut connaître le rayon critique de nucléation (qui doît être
plus petit que la cristallite) et l’énergie d’activation qui correspond à la barrière d’énergie
libre à franchir (voir figure II.4). Cette énergie d’activation joue un rôle important dans
le temps caractéristique de formation d’un germe ou nucleus ; et le taux de nucleation
s’écrit généralement sous la forme I ∝ exp(−∆G∗/kbT ) où ∆G∗ est l’énergie d’activation,
avec un préfacteur qui est généralement inconnu. Pour obtenir une expression de ∆G∗(λ)

G∆

G∆

r

*

r
c

Evolution du rayon du germe

croissancefusion

Figure II.4 – Représentation schématique de la barrière de nucléaction, où ∆G est l’en-
thalpie libre du germe.

et du rayon critique de nucléation rc(λ), nous allons étudier la condition de stabilité des
cristallites, c’est-à-dire établir un critère sur la taille initiale pour que le germe puisse
croître sous l’effet de la contrainte et/ou de la température. Pour cela, considérons un germe
cristallin isolé en présence d’une contrainte élastique. Par souci de simplicité, la géométrie
choisie pour le germe cristallin est un disque de rayon r (géométrie 2D). Il est considéré
comme isotrope et séparé de la phase amorphe par la présence d’une interface de tension
de surface γ (voir la figure II.5). D’après le modèle que nous avons introduit précédemment
(II.4), la variation de l’énergie libre de Gibbs pour passer de la phase cristalline à la phase
amorphe pour un réseau de chaînes polymériques sous contrainte est donné par l’équation
(II.8). L’enthalpie libre de formation d’un germe cristallin de rayon r exprimée par unité
de longueur s’écrit donc :

∆G = 2πrγ − πr2∆Gv (II.12)

La présence d’une interface amorphe-cristal pénalise la croissance des cristallites. En effet,
un accroissement de la taille de la cristallite augmente son périmètre et donc l’énergie
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

Cristal

Amorphe

λλ

Figure II.5 – Représentation schématique du système amorphe-cristal sous étirement

stockée dans l’interface. Inversement, la variation d’enthalpie libre de volume est favorable
à la croissance de la phase cristaline et on a donc une compétition entre les effets de surface
et les effets de volume. Le rayon critique rc à partir duquel le germe cristallin peut croître
correspond au maximum de ∆G (voir la figure II.4) :

∂∆G

∂r

∣∣∣∣
r→rc

= 0 (II.13)

Au delà de rc, l’énergie libre de Gibbs est une fonction décroissante de r et la cristallite à
tout intérêt à croître pour minimiser ∆G. Dans notre cas le rayon critique du germe vaut
rc = γ/∆Gv et l’énergie d’activation qui correspond à la barrière d’énergie de nucléation
s’écrit ∆G∗ = πγ2/∆Gv. Explicitement, le rayon critique de nucléation et l’énergie d’acti-
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Figure II.6 – Rayon critique de nucléation en fonction de la température T et le taux
d’élongation λ

vation dépendent de la tension de surface, de la densité de chaînes, de la température, et
du taux d’élongation :

rc(λ) =
γ

ρhm
T 0
m−T
T 0
m

+ Tkbρ
2n

(
λ2 + 1

λ2
− 2
)

∆G∗ =
πγ2

ρhm
T 0
m−T
T 0
m

+ Tkbρ
2n

(
λ2 + 1

λ2
− 2
) (II.14)
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

La figure II.6 représente le rayon critique de nucléation pour un système sous traction sta-
tique en fonction de la température et du taux d’élongation. Nous pouvons remarquer que
pour un système relaxé non étiré i.e λ = 1, plus la surfusion ∆T = T 0

m−T est importante,
plus le rayon critique de nucléation est faible. Cela se comprend facilement car l’enthalpie
libre de cristallisation est directement proportionnelle à la surfusion et est favorable à la
croissance cristalline alors que la tension de surface reste quant à elle constante. Les petits
germes peuvent donc croître plus facilement. Lorsque le taux d’élongation λ augmente à
une température donnée, le rayon critique diminue. On peut conclure que l’élasticité en-
tropique favorise également la formation de la phase cristalline et joue un rôle similaire à
la surfusion de ce point de vue. En comparant les deux cas n = 50 et n = 95 (toujours sur
la figure II.6) nous voyons que le rayon critique pour les matériaux composés d’un réseau
homogène de chaînes courtes est plus petit que celui d’un réseau de chaînes longues ( A
titre d’exemple, a l’ambiante et pour une extension de l’ordre de λ = 3, le rayon critique
vaut rc = 7.57 nm pour n = 50 et rc = 14.39 nm pour n = 95). La nucléation devrait donc
être plus facile dans un réseau de chaînes courtes que dans un réseau de chaînes longues,
la formation spontanée de germes de petite taille étant plus probables que la formation de
germes de grande taille.

Dans tous les cas, ce modèle simple de nucléation-croissance prédit que la cristallite
croît jusqu’à l’infini si son rayon initial est plus grand que rc. Cette propriété n’est jamais
observée, et même dans le cas d’une cristallisation à froid les cristallites peuvent atteindre
des tailles micrométriques, dans les essais de traction, elles gardent en général une taille
nanométrique. Notre modèle de champ de phase aura pour objectif de comprendre quels
facteurs peuvent limiter la croissance. Mais avant de considérer ce modèle local, il est
important de réaliser qu’une taille finie des cristallites peut modifier le diagramme de phase.
Nous allons donc maintenant voir comment la température de fusion peut-être affectée par
les effets de taille finie des cristallites.

II.3.2 Effet sur la température de fusion

La relation (II.9) obtenue à l’aide du modèle thermodynamique de Flory est basée sur un
raisonnement macroscopique : on compare les enthalpies libres de deux systèmes infinis, la
phase amorphe homogène et la phase cristalline homogène. Nous ne prenons pas en compte
les aspects microscopiques dans ce raisonnement, en particulier la présence d’interfaces qui
peut induire une modification de la température de fusion. Pour les polymères en l’absence
d’une sollicitation mécanique i.e λ = 1, une cristallisation en lamelles d’épaisseur finie ls
peut se produire, et Gibbs et Thomson ont établi une relation qui relie la température de
fusion des polymères à l’épaisseur des lamelles et à la tension de surface :

Tm = T 0
m

{
1− 2γ

ls∆H0
m

}
(II.15)

Cette relation prédit que la température de fusion Tm du polymère semi-cristallin réel est
inférieure à celle d’un cristal idéal. Dans le cas où des cristallites de taille finie se forment,
nous pouvons utiliser le même genre d’idée pour estimer la température de fusion de notre
système à condition d’avoir une idée de la géométrie des cristaux formés et de l’enthalpie de
fusion des cristallites à l’équilibre. A l’aide de notre modèle d’énergie libre homogène, nous
pouvons calculer l’effet de la tension de surface pour des cristallites circulaires de rayon
fini rs sur la température de fusion. La condition de coexistences des phases en tenant
compte de la présence des interfaces correspond à l’annulation de la variation d’enthalpie
libre entre la cristallite et la phase amorphe, c’est à dire l’enthalpie libre du germe calculée
précedemment :

∆G = 2πrγ − πr2∆Gv = 0 (II.16)
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

En injectant l’expression de ∆Gv (II.8) dans (III.29), la température de fusion devient une
fonction qui dépend explicitement de la tension de surface et de la taille des cristallites :

Tm(λ, rs) = T 0
m

{
1− 2γ

rshmρ

1− kbT 0
m

2nhm

(
λ2 + 1

λ2
− 2
)} (II.17)

Nous voyons sur cette expression que la tension de surface réduit également la tempéra-
ture de fusion du système par rapport à la température de fusion "macroscopique" Tm(λ)
obtenue précédemment (II.9).

Cette expression de Tm(λ, rs) peut être utilisée pour éliminer le taux de déformation λ
de l’expression de l’énergie libre de Gibbs (II.17) :

fbulk(θ) =
Γ

4
θ2(1− θ)2 + g(θ)ρ

(
hm

Tm(λ, rs)− T
Tm(λ, rs)

+
2γ

rsρ

T

Tm(λ, rs)

)
(II.18)

Nous avons alors une expression qui ne dépend plus que de la température et de la fonction
Tm(λ, rs). L’intérêt de cette expression est de pouvoir étudier le diagramme de phase et de
pouvoir prédire le sens de l’évolution du système même si nous n’avons pas de formulation
analytique pour l’énergie de déformation : il suffit d’avoir une détermination expérimentale
de la courbe Tm(λ, rs).

Nous pouvons remarquer que lorsqu’un système semi-cristallin réel se trouve dans un
état de coexistence à une élongation fixée (T = Tm(λ, rs)), la phase cristalline reste la
plus stable au sens de la thermodynamique macroscopique puisque fbulk n’a alors qu’un
seul minimum absolu en θ = 1. C’est l’ajout de la tension de surface qui assure l’équilibre
entre les deux états. Dans la limite rs →∞, le point de fusion correspond bien à l’état de
coexistence des phases macroscopique et la fonction fbulk retrouve la forme d’un double
puits.

II.4 Modèle local de croissance cristalline sous déformation

Dans cette partie, nous allons étudier plus en détail la croissance cristalline en utilisant
le modèle de champ de phase. Le modèle d’énergie libre que nous avons construit précé-
demment grâce à la description thermodynamique des élastomères sous contrainte est basé
sur l’hypothèse que le système est homogène, donc monophasé, et que la déformation de
la phase amorphe est elle-même homogène. Ce n’est plus le cas ici puisque la présence de
la cristallite rend le système inhomogène, et qu’en toute rigueur la déformation locale vue
par le système ne correspond pas exactement à celle qui est appliquée sur ses bords. Il
faut donc formuler une théorie qui prenne en compte les hétérogénéités de phase (donc de
θ) et de déformation. La fonctionnelle de l’énergie libre que nous devons écrire ne dépend
plus d’une seule variable de champ mais de deux : le champ de phase θ(r) et le champ de
déformation caractérisé par le tenseur ε(r). Ce dernier décrit la variation spatiale δr de
la position de la matière par l’intermédiaire du champ de déplacement u(r). Le champ de
déformation résulte à la fois de la contrainte appliquée et de la présence des cristallites qui
vont déformer la phase amorphe. Si l’on découpe le système en éléments de volume petits
devant les longueurs caractéristiques de variation des champs θ(r) et ε(r), c’est à dire pe-
tit devant l’épaisseur des interfaces, on peut les considérer comme quasi-homogènes dans
l’élément de volume considéré. Pour estimer l’énergie libre de Gibbs de ce système, une
bonne approximation est d’utiliser fbulk avec les valeurs locales de θ et ε. Cette approche
pûrement locale est intéressante mais elle n’est pas suffisante pour donner des résultats
cohérents : si un équilibre de phase existe, deux éléments de volume voisins peuvent choisir
leur phase sans concertation ce qui conduit à des variations abruptes et aléatoires de θ sans
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

corrélation spatiale. Pour régler ce problème il suffit de pousser le développement un peu
plus loin et d’introduire le gradient du paramètre d’ordre qui va pénaliser les variations
abruptes de θ. Le résultat est que l’on obtient ainsi des interfaces diffuses possédant une
énergie de surface. La théorie dite de "gradient carré" s’écrit :

F [θ, {εij}] =

∫
dr
{
fbulk(θ(r), ε(r)) + Γ

ε2

2
||∇θ(r)||2

}
(II.19)

Nous avons déjà discuté en détail le lien entre le terme en gradient carré et la tension de
surface ainsi que l’épaisseur des interfaces dans le chapitre I et dans l’annexe B, nous rap-
pelons juste ici qu’en l’absence d’élongation appliquée, la tension de surface γ de l’interface
amorphe-cristal est donnée par :

γ =
ε
√

2Γ

12
(II.20)

et que l’épaisseur κ de cette interface vaut :

κ = 2ε
√

2 (II.21)

Nous pouvons donc, en ajustant les deux paramètres phénoménologiques du modèle ε et Γ,
reproduire l’épaisseur des interfaces et la tension de surface mesurées expérimentalement.
Il n’y a donc pas de paramètre libre dans cette formulation.

Dans l’expression (II.19), fbulk est la densité d’énergie libre de Gibbs introduite précé-
demment dans l’équation (II.4), que nous reproduisons ici par soucis de clareté :

fbulk(θ) =
Γ

4
θ2(1− θ)2 + g(θ)

(
ρhm

T 0
m − T
T 0
m

+ Edef (θ = 0)

)
(II.22)

Nous devons maintenant trouver une expression locale de Edef (θ = 0), l’énergie de défor-
mation de la phase amorphe, pour une déformation locale ε(r) quelconque. C’est l’objet
du paragraphe suivant où nous présentons la procédure suivie pour déterminer l’expression
analytique de l’énergie de déformation des élastomères, que nous supposerons incompres-
sibles localement. Cette expression sera utilisée par la suite dans le modèle de champ de
phase.

II.4.1 Energie de déformation

Soit u(X, t) ≡ x −X le champ de déplacement d’un point de l’espace repéré dans un
état initial X vers un état final x. L’état de déformation est caractérisé par le tenseur de
déformation ε en fonction du champ de déplacement :

εij =
1

2

(
∂uj
∂Xi

+
∂ui
∂Xj

+
∑
k

∂uk
∂Xi

∂uk
∂Xj

)
(II.23)

Ce tenseur de déformation est un opérateur symétrique et non linéaire par construction.
Dans le cas des petites déformations, ce qui est un cas courant dans les solides cristallins, la
variation spatiale du champ de déplacement est faible et le terme quadratique en gradient
de champ de déplacement est en général négligé en première approximation, cela n’est pas
valable pour les grandes déformation, cas qui nous intéressent ici. L’expression de ε peut
s’obtenir à partir du tenseur "gradient" F plus simple à calculer :

ε =
1

2

(
F+ F − I

)
avec Fij =

∂xi(X, t)

∂Xj
(II.24)
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

Pour identifier l’énergie de déformation qui correspond à la théorie de Flory, il suffit de
calculer l’expression du tenseur F en fonction de λ pour l’élongation uniaxiale homogène
et incompressible :

Fij =
∂xi(X, t)

∂Xj
=

 λ 0 0
0 1√

λ
0

0 0 1√
λ

 (II.25)

Le système subit en effet une élongation d’un facteur λ dans la direction de traction (la
direction e1 ici), et une contraction d’un facteur

√
λ dans les deux autres directions pour

assurer l’incompressibilité. On en déduit l’expression du tenseur des déformations :

ε =
1

2

 λ2 − 1 0 0
0 1

λ − 1 0
0 0 1

λ − 1

 (II.26)

La trace de ce tenseur vaut :

Tr(ε) =
1

2

(
λ2 +

2

λ
− 3

)
(II.27)

Ce qui correspond exactement à la dépendance en λ de l’énergie élastique de déformation
trouvée par Flory pour la phase amorphe. On en déduit aisément l’expression de l’énergie
de déformation en fonction de ε :

Edef (θ = 0) =
kbρT

n
Tr(ε) (II.28)

Sous cette forme, cette expression est très générale et elle est valable aussi bien en 3D qu’en
2D. En 2D on peut en effet vérifier que :

Fij =
∂xi(X, t)

∂Xj
=

(
λ 0
0 1

λ

)
→ ε =

1

2

(
λ2 − 1 0

0 1
λ2
− 1

)
(II.29)

ce qui conduit à Tr(ε) = 1
2

(
λ2 + 1

λ2
− 2
)
que l’on peut comparer avec l’équation (II.3).

La fonctionnelle est donc maintenant complète et nous pouvons passer aux équations ci-
nétiques.

II.4.2 Equations cinétiques

Dans cette partie, nous allons développer les équations cinétiques pour modéliser la
structure et la dynamique des cristallites sous contrainte. Les variables de champ utilisées
dans le modèle de champ de phase sont le paramètre d’ordre local θ(r) et un champ de
déformation caractérisé par u(r) le déplacement local de la matière. La fonctionnelle de
l’énergie libre que nous avons construite dépend de ces deux champs de variables et s’écrit :

F [θ,u] =

∫
dr
{

Γ

(
θ2

4
(1− θ)2 +

ε2

2
||∇θ||2

)
+ ρg(θ)

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
kbT

n
Tr(ε(r))

)}
(II.30)

Pour étudier la cinétique de croissance sous contrainte, deux équations différentielles cou-
plées sont nécessaires : l’une pour traiter la relaxation du champ de phase et l’autre pour
traiter la relaxation du champ de déformation. Le paramètre d’ordre θ choisi est un pa-
ramètre scalaire et non-conservatif puisqu’il représente la fraction de cristal, et peut aug-
menter avec le temps au cours de la cristallisation. L’approche cinétique non-conservative
d’Allen-Cahn est donc tout à fait appropriée pour formuler des équations dynamiques
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

capables de décrire la relaxation du système vers l’équilibre sous l’effet d’un champ de
déformation ou d’un changement de température :

∂θ(r)
∂t

= −αθ
δF [θ,u]

δθ(r)
et

∂u(r)
∂t

= −αu
δF [θ,u]

δu(r)
(II.31)

Où αθ et αu sont deux coefficients cinétiques qui fixent les temps de relaxation associés
au champ de phase τ1 ∝ 1/αθ et au champ de déplacement τ2 ∝ 1/αu.

Relaxation du champ de phase :
Tout d’abord, évaluons la dérivée fonctionnelle de l’énergie libre de Gibbs par rapport

au champ de phase. Deux situations sont examinées pour établir l’équation gouvernant
la cinétique de l’interface. Dans un premier cas, on étudie la cinétique d’une interface
diffuse isotrope et dans un deuxième on s’intéressera au cas d’une interface diffuse aniso-
trope. L’anisotropie de tension de surface joue en effet un rôle important dans la géométrie
des cristallites, elle est responsable de la formation des facettes que l’on observe dans les
cristaux à l’équilibre.

– Interfaces isotropes :

Pour une interface isotrope, la tension de surface ne dépend pas de l’orientation et l’épais-
seur des interfaces reliée à ε n’en dépend pas non plus. En suivant la stratégie de minimi-
sation présentée dans l’Annexe A nous pouvons facilement calculer la dérivée fonctionnelle
de l’énergie libre de Gibbs par rapport à θ(r). L’équation d’évolution du champ de phase
θ(r) s’écrit :

∂θ(r)
∂t

= αθ

{
Γ

(
ε2∆θ +

θ

4
(1− θ)(1− 2θ)

)
− ρg′(θ)

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
Tkb
n

Tr(ε(r))
)}
(II.32)

– Interfaces anisotropes :

Pour introduire l’anisotropie de la tension de surface dans le modèle de champ de phase,
nous allons suivre la méthodologie proposée par R. Kobayashi [108] qui introduit une
modulation angulaire dans la largeur de l’interface ε. Comme la tension de surface est
proportionnelle à ε (voir Annexe B pour la démonstration), cela engendre une dépendance
de la tension de surface en fonction de l’orientation interfaciale. Mathématiquement, il
suffit de changer la largeur de l’interface ε par une fonction ε(v) qui dépend de l’orientation
interfaciale. Comme cette fonction ne dépend que de l’orientation de v et pas de sa norme,
Kobayashi définit cette fonction vectorielle ε(v) par un ensemble de fonctions qui respectent
la condition suivante : ε(ιv) = ε(v) avec ι > 0, où ι est un multiplicateur de Lagrange. Il
en déduit une expression générale pour la dérivée de la fonctionnelle de l’énergie libre de
Gibbs :

δF [θ,u]

δθ(r)
= Γ

{
∇(ε2 · ∇θ)−∇ ·

(
||∇θ||2 · ε ∂ε

∂v

)
+

1

4
θ(1− θ)(1− 2θ)

}
− ρg′(θ)

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
Tkb
n

Tr(ε(r))
)

(II.33)

En général, pour caractériser la dépendance angulaire de ε, on se repère à l’aide du vecteur
normal à l’interface n̂. Ce vecteur peut être défini à partir du gradient du champ de phase
∇θ. En deux dimensions, ce vecteur ne dépend que d’un seul angle φ qui peut être choisi
comme l’angle entre ∇θ et l’axe x :

n̂ =
∇θ
|∇θ|

= cos(φ)êx + sin(φ)êy (II.34)
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

La dépendance angulaire du coefficient ε est alors une simple fonction de φ et l’équation
(II.33) devient :

δF [θ,u]

δθ(r)
= Γ

{
∇(ε2(φ) · ∇θ)− ∂

∂x

(
ε(φ)ε′(φ)

∂θ

∂y

)
+

∂

∂y

(
ε(φ)ε′(φ)

∂θ

∂x

)
+

1

4
θ(1− θ)(1− 2θ)

}
− ρg′(θ)

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
Tkb
n

Tr(ε(r))
)

(II.35)

L’anisotropie peut être introduite par une dépendance angulaire de la forme ε(φ) = ε(1 +
δ cos(a(φ − φ0))). Le coefficient δ représente l’amplitude de l’anisotropie, a contrôle le
numéro du mode d’anisotropie (a = 6 correspondra à une anisotropie hexagonale par
exemple), ε est l’épaisseur moyenne de l’interface, et φ0 est un coefficient qui nous permet
de changer la direction des axes. Dans le cas où le facteur δ est nul, l’interface devient
isotrope et on retrouve l’expression (II.32). Il faut noter que même si l’interface est isotrope
a priori, l’anisotropie du champ de contrainte au voisinage de l’interface peut induire une
anisotropie de croissance. Nous pouvons maintenant écrire l’équation de relaxation du
champ de phase θ(r) :

∂θ(r)
∂t

= αθ

[
Γ

{
∇(ε2(φ) · ∇θ)− ∂

∂x

(
ε(φ)ε′(φ)

∂θ

∂y

)
+

∂

∂y

(
ε(φ)ε′(φ)

∂θ

∂x

)
+

1

4
θ(1− θ)(1− 2θ)

}
− ρg′(θ)

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
Tkb
n

Tr(ε(r))
)]

(II.36)

Relaxation des contraintes : On rappelle l’équation de relaxation du champ de dépla-
cement u

∂ui
∂t

= −αu
δF [θ,u]

δui(r)
(II.37)

Le calcul de la dérivée fonctionnelle de F par rapport à ui(r) est présenté dans l’Annexe
C, et nous ne reprendrons ici que le résultat qui est assez intuitif puisque δF/δui(r) n’est
rien d’autre que la force locale (au signe près) qui agit sur un élément de volume et qui est
donc reliée à la divergence du tenseur des contraintes Σ :

δF [θ,u]

δui(r)
= −∇Xj .Σij (II.38)

L’expression de Σij est un peu complexe et nous montrons dans l’Annexe C qu’un tenseur
plus simple possède exactement la même divergence, indépendamment de la dimension
d’espace ! Nous l’avons appelé σ :

σij = g(θ)
ρkbT

n

(
δij +

∂ui
∂Xj

)
(II.39)

Nous allons discuter ici deux point importants qui vont rendre les équations finales un
peu plus complexes, mais dont l’origine est très simple. D’une part nous avons supposé en
première approximation que l’élastomère est incompressible, il faut donc minimiser la fonc-
tionnelle F en incorporant la contrainte d’incompressibilité. Cela peut se faire simplement
en ajoutant un paramètre de Lagrange qui pénalise les variations de volume. En pratique,
on ajoute un champ de pression que l’on ajuste de sorte à satisfaire à chaque pas de temps
la condition d’incompressibilité locale. Soit P ce champ de pression ; l’équation à résoudre
pour le champ de déplacement u s’écrit donc :

∂ui
∂t

= αu∇Xj .

(
−Pδij + g(θ)

ρkbT

n

∂ui
∂Xj

)
(II.40)
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

Dans cette expression nous avons absorbé dans la définition de P le terme en δij qui appa-
raissait dans l’expression de σij ; c’est une procédure que nous utiliserons systématiquement
dans la suite. Le deuxième point important est que les dérivées spatiales qui apparaissent
dans cette équation sont des dérivées par rapport à X la position avant déformation. Dans
notre stratégie numérique nous allons discrétiser le système après déformation, c’est donc
dans la variable x qu’il nous faut exprimer les dérivées. Le changement de variable va
introduire une matrice jacobienne qui va compliquer beaucoup l’équation de relaxation du
champ de déplacement, mais qui ne va rien changer à la physique qu’elle contient. Nous
devons donc discuter maintenant cette partie un peu technique, qui aura l’avantage de
mettre en lumière la condition d’incompressibilité en grande déformation.

Le tenseur qui permet de passer des coordonnées avant déformation aux coordonnées
après déformation est le "tenseur gradient" F dont les composantes sont les dérivées des
positions après déformation par rapport aux positions avant déformation :

Fij ≡
∂xi
∂Xj

(II.41)

Ce tenseur à un déterminant qui correspond au jacobien du changement de variables X→
x, et la condition d’incompressibilité s’écrit par conséquent detF = 1. Pour relier cette
condition qui porte sur le gradient des positions, au gradient des déplacements, il suffit
d’utiliser la définition du déplacement : u = x−X. On a donc x = u + X et donc :

Fij =
∂ui
∂Xj

+ δij (II.42)

La condition d’incompressibilité à deux dimensions dans la variable X est donc :

1 = det(F ) =

(
1 +

∂ux
∂X

)(
1 +

∂uy
∂Y

)
− ∂ux
∂Y

∂uy
∂X

(II.43)

Soit encore, en développant :

Tr

(
∂ui
∂Xj

)
= −det

(
∂ui
∂Xj

)
(II.44)

Inversement le passage x→ X met en jeu l’inverse de F qui possède également un déter-
minant unité pour une transformation incompressible et s’exprime :

F+
ij ≡

∂Xi

∂xj
= δij −

∂ui
∂xj

(II.45)

et la condition d’incompressibilité dans la variable x est donc :

Tr

(
∂ui
∂xj

)
= + det

(
∂ui
∂xj

)
(II.46)

Pour exprimer les dérivées par rapport à X en fonction des dérivées par rapport à x nous
avons besoin du tenseur F :

∂

∂Xj
=
∂xk
∂Xj

∂

∂xk
(II.47)

Que l’on peut encore écrire sous forme matricielle :

∇X = F .∇x (II.48)
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

Il nous faut cependant, exprimer les éléments de F en fonction des dérivée par rapport à
x qui sont celles que nous pouvons évaluer numériquement. Pour cela il suffit d’utiliser F+

qui fait directement apparaître les ∂ui/∂xj , et de l’inverser. Comme le déterminant vaut
1, et que nous somme en 2D, l’inversion est simple :

F =

(
1− ∂yuy ∂xuy
∂yux 1− ∂xux

)
(II.49)

où nous avons utilisé ∂x ≡ ∂/∂x pour simplifier les notations. A partir de cette expression
nous pouvons vérifier que :

∂ui
∂Xj

=
∂ui
∂xj
− δij det

(
∂u
∂x

)
(II.50)

Cette dernière formule nous permet de ré-exprimer l’équation d’évolution (II.40) pour la
variable u :

∂ui
∂t

= αuFkj∇xk .
(
−
[
P + g(θ)

ρkbT

n
det

(
∂u
∂x

)]
δij + g(θ)

ρkbT

n

∂ui
∂xj

)
(II.51)

On peut encore une fois absorber tous les termes en δij dans un seul et même paramètre
de Lagranges : En posant P1 = P + g(θ)ρkbTn det

(
∂u
∂x
)
on obtient finalement :

∂ui
∂t

= αuFkj∇xk .
(
−P1δij + g(θ)

ρkbT

n

∂ui
∂xj

)
(II.52)

Le paramètre de Lagrange P1 doit être ajusté de sorte à vérifier l’incompressibilité, ce que
nous assurons en écrivant une équation de relaxation pour P1 :

∂P1

∂t
= −αp

(
divu− det

(
∂u
∂x

))
(II.53)

Adimensionnement et récapitulation des équations d’évolution :

Avant de passer à la résolution numérique et aux résultats du modèle, il est important
d’adimensionner correctement les équations pour identifier les temps caractéristiques du
problème. Nous avons dit que τ1 était proportionnel à 1/αθ et τ2 à 1/αu sans préciser
la relation exacte. C’est ce que nous allons préciser maintenant. Il nous faut pour cela
analyser les dimensions des objets qui interviennent dans le modèle.

D’après les équations génériques du modèle (II.31), il nous faut connaitre la dimension
des dérivées fonctionnelles de F . F est une énergie et sa dérivée fonctionnelle par rapport
à un champ est une énergie par unité de volume divisée par la dimension du champ ;
cela provient de la définition de la dérivée fonctionnelle qui fait disparaître l’intégration
volumique : on a après dérivation une fonction locale, donc par unité de volume.

Il est facile alors de voir que αθ est l’inverse d’un temps et d’une énergie par unité de
volume, car θ est sans dimension, et αu est une longueur au carré sur l’inverse d’un temps
et d’une énergie par unité de volume. Il s’en suit qu’en prenant comme unité d’énergie
volumique "fscale" que nous préciserons plus loin, et comme unité de longueur ε, reliée à
l’épaisseur des interfaces, on peut écrire :

αθ ≡
1

τ1fscale
, αu ≡

ε2

τ2fscale
et αp ≡

fscale
τ2

(II.54)

Où τ1 est le temps de relaxation du champ de phase et τ2 le temps de relaxation du
champ de déformation. Nous pouvons maintenant adimensionner les équations d’évolution,
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

mais avant cela nous définissons les échelles du système, le tilde représentant le champ
adimentionné :

t = τ1t̃, x = εx̃, y = εỹ, ∇̃ = ε∇, ∆̃ = ε2∆, u = εũ, P1 = fscaleP̃1 (II.55)

Γ = fscaleΓ̃, ∆T = T 0
m − T, fε = 1 + δ cos(a(φ− φ0)), P̃2 = P̃1

T 0
mn

T
(II.56)

3 Pour une interface anisotrope, l’équation d’évolution du champ de phase s’écrit :

∂θ(r)
∂t̃

= Γ̃

{
∇̃(f2

ε (φ) · ∇̃θ)− ∂

∂x̃

(
fε(φ)f ′ε(φ)

∂θ

∂ỹ

)
+

∂

∂ỹ

(
fε(φ)f ′ε(φ)

∂θ

∂x̃

)
+

1

4
θ(1− θ)(1− 2θ)

}
− g′(θ)

(
ρhm

∆T

T 0
mfscale

+
T

nT 0
m

Tr(ε)

)
(II.57)

3 Pour une interface isotrope, l’équation d’évolution du champ de phase s’écrit :

∂θ(r)
∂t̃

= Γ̃

(
∆̃θ +

1

4
θ(1− θ)(1− 2θ)

)
− g′(θ)

(
ρhm

∆T

T 0
mfscale

+
T

nT 0
m

Tr(ε)

)
(II.58)

3 Relaxation des contraintes :

∂ũi

∂t̃
= − τ1T

τ2nT 0
m

Fkj∇x̃k .
(
−P̃2δij + g(θ)

ρkbT

n

∂ũi
∂x̃j

)
(II.59)

Notons que le tenseur F est déjà sans dimension par définition.

3 Champ de pression :

∂P̃2

∂t̃
= −τ1nT

0
m

τ2T

(
divũ− det

(
∂ũ
∂x̃

))
(II.60)

Les paramètres principaux utilisés dans la suite sont résumés dans le tableau II.2 :

Table II.2 – Récapitulation des paramètres utilisés dans les simulations par champ de
phase.

Paramètre Symbole Unité Valeur

Température de fusion T 0
m K 303

Densité des chaînes activées ν mol/m3 2.94× 102

Nombre de monomère entre deux noeuds de réticulation n (−) 50 et 95
Densité de monomères ρ mol/m3 1.47× 104

Tension de surface γ J/m2 2× 10−2

Densité d’enthalpie de fusion hm J/m3 73.34× 106

Largeur de l’interface ε nm 1
Epaisseur de l’interface κ nm 2.83

Unité de densité d’énergie libre fscale J/m3 37.03× 106

Coefficient phénoménologique Γ J/m3 169.7× 106
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

II.5 Simulation par champ de phase de la croissance sous
contrainte

Nous allons maintenant étudier la cinétique de croissance d’un germe cristallin sous
contrainte. L’objectif de cette étude est de comprendre l’influence des contraintes sur la
croissance d’un germe cristallin. Nous allons donc considérer un matériau amorphe initiale-
ment étiré d’un taux λ et générer un germe circulaire de petite taille au centre du système
de simulation. Le germe est nucléé après déformation du matériau. Nous allons suivre grace
au champ de phase sa croissance ou bien sa disparition. Nous évaluerons également l’effet
de la température et du taux de réticulation (la longueur "n" des chaînes actives) sur la
croissance cristalline.

L y

L x

λ λ

Maillage

Système initialement étiré

germe formé

étirement

boite
de simulation
rectangulaire

carré

de l’espace

après

après

étirement

Figure II.7 – Représentation schématique de la boîte de simulation qui représente un
sous-volume de l’élastomère sous étirement

Le système de simulation que nous considérons est représenté schématiquement sur la figure
II.7 où nous définissons la géométrie modélisée : il s’agit d’une simulation à 2 dimensions,
ce qui nous permet de suivre la dynamique du système sur des échelles plus grandes qu’à
3D. Le modèle présenté peut être adapté facilement en 3D. La boîte de simulation cor-
respond à une portion carrée du système initialement étiré. A l’instant initial, un germe
cristallin circulaire est créé au centre de la boîte de simulation. Le maillage utilisé est un
maillage carré dont les vertex représentent la position des points après déformation, nous
travaillons donc dans une représentation eulerienne dans la variable x. Les opérateurs diffé-
renciels sont calculés par différence finie et nous avons choisi une version d’ordre 2 isotrope
pour ces opérateurs de sorte à limiter les effets de grille. Nous verrons par la suite que
sans contrainte ni anisotropie de la tension de surface, un germe circulaire reste circulaire
(le bruit de grille est même tellement faible qu’il faudra ajouter du bruit pour voir les
instabilités de croissance). La boîte est de dimension LxLy et les points de la grille sont
espacés de ∆x et ∆y (avec ∆x = ∆y) dans les deux directions x et y respectivement.

Initialement, nous générons une configuration θ(x, y, t = 0) qui correspond à un germe
cristallin localisé au centre de la boite de simulation ; cette région cristalline est entourée
par la phase amorphe. La forme du cristal est circulaire de rayon Ri. Le germe cristallin
formé peut croître ou fondre en fonction de sa taille initiale et de la déformation appliquée ;
si sa taille est inférieure au rayon critique de nucléation le germe va fondre. Pour générer
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

les cristallites, nous avons utilisé la formule suivante :

θ(x, y, t = 0) =
1

2

[
1− tanh

(
r(x, y)−Ri

2
√

2ε

)]
et r(x, y) =

√
x2 + y2 (II.61)

Cette forme utilise la solution analytique θe(x) pour le profil du champ de phase à travers
l’interface à l’équilibre et en géométrie plane (voir Annexe B). Bien sûr nous avons ici un
germe circulaire et une situation hors équilibre ; le profil d’interface est donc mal défini, mais
ce choix permet une mise en équilibre des interfaces assez rapide, c’est à dire suffisamment
rapide pour que le germe ne fonde pas avant qu’il ne l’ait atteint. Aux bords de la grille,
le champ de phase est fixé à θ = 0, et pour le champ de déplacement u les conditions aux
bords sont données par :

u(0, y, t) = −λ− 1

λ

Lx
2

et u(Lx, y, t) =
λ− 1

λ

Lx
2

(II.62)

u(x, 0, t) = −(1− λ)
Ly
2

et u(x, Ly, t) = (1− λ)
Ly
2

(II.63)

II.5.1 Effet de l’anisotropie

L’évolution temporelle d’un germe circulaire, de tension de surface isotrope, ainsi que
les contraintes élastiques dues à la déformation appliquée aux bords de la grille sont re-
présentées sur la figure II.9. Une fois le germe nucléé, la relaxation de sa forme se fait de
sorte à minimiser la fonctionnelle énergie libre. Si le germe à un rayon inférieur au rayon
critique de nucléation l’énergie interfaciale l’emporte et le germe disparaît pour assurer
cette minimisation. Dans le cas contraire, l’énergie en volume l’emporte et le germe croît
à l’infini pour faire disparaître les interfaces. Plus la tension de surface est élevée, plus
la force motrice est importante et plus la cinétique doit être rapide. Réciproquement, on
peut s’attendre à ce qu’une cinétique rapide traduise une force motrice importante. Nous
pouvons constater sur la figure II.9 que lors d’un test de traction statique avec un taux
d’élongation λ = 4 et à une température T = T 0

m, le germe commence à croître dans la
direction de traction. Au fur et à mesure de la croissance, le germe rejette les contraintes
dans la phase amorphe suivant la direction de traction ce qui explique la relaxation de
contrainte observée dans la phase amorphe à droite et à gauche de la cristallite. Comme le
système est incompressible cette relaxation de contrainte dans la direction de traction va
conduire à la formation de zones de haute contraintes localisées aux pôles du germe. Notons
ici que l’élément du tenseur des contraintes que nous avons tracé est σxx. Une forte valeur
de σxx aux pôles traduit une elongation forte du système dans la direction x à ces endroits,
et donc une compression forte dans la direction y à cause de l’incompressibilité. Cette
compression explique pourquoi la croissance est lente dans la direction y. Nous pouvons
donc conclure ici que pour un germe dont la tension de surface est isotrope, la contrainte
appliquée favorise la croissance dans la direction de traction qui de fait est plus rapide que
dans la direction perpendiculaire. La traction induit donc une anisotropie dans la crois-
sance même si la tension de surface (sans traction) est isotrope. Pour tester la compétition
entre cette anisotropie induite par la contrainte et une éventuelle anisotropie de tension
de surface nous avons choisi un cas simple où la tension de surface dans la direction y est
plus grande que dans la direction x (voir figure II.8). Nous savons en effet que les cristal-
lites observées expérimentalement ont une forme qui est plutôt allongée dans la direction
perpendiculaire à la traction, ce qui est compatible avec ce choix d’anisotropie. En prenant
donc une anisotropie de mode 2 (le numéro du mode d’anisotropie utilisé dans la fonction
fε vaut a = 2), et une amplitude d’anisotropie modérée δ = 0.2, nous pouvons voir sur la
figure II.10 que l’évolution de la forme est totalement différente. D’une part la croissance
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Figure II.8 – Différentes formulations utilisées pour la tension de surface : diagramme
polaire de la tension de surface, cas isotrope en rouge et cas anisotrope en vert.

est plus lente que précédemment dans la direction x, mais cela peut se comprendre car la
tension de surface dans la direction x est plus faible pour le germe anisotrope que pour
le germe isotrope considéré précedemment (voir figure II.8). Inversement la croissance est
plus rapide dans la direction y car la tension de surface est plus élevée dans cette direction,
on observe même la formation de coins. La forme finale du cristal (c’est à dire juste avant
que le germe ne touche les bords de la boîte de simulation) dépend essentiellement du taux
d’étirement appliqué sur le système. Pour λ = 4, nous observons une croissance sous forme
de bâtonnets pointus à t = 175 τ1. La différence de cinétique entre le cas isotrope et le cas
anisotrope est plus facile à voir sur la figure II.11 qui représente l’évolution de la morpho-
logie cristalline à des intervalles de temps égaux, 25 τ1, pour le cas isotrope δ = 0 (Fig.
a)) et le cas anisotrope (Fig. b)). Nous pouvons remarquer que les isocontours sont plus
espacés pour le cas isotrope que pour le cas anisotrope dans la direction x, ce qui indique
une vitesse de croissance plus grande pour le cas isotrope dans cette direction. Inversement
les isocontours sont plus ressérés pour le cas isotrope dans la direction y ce qui indique une
vitesse de croissance plus faible dans cette direction.
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Figure II.9 – Evolution temporelle d’un germe cristallin de forme circulaire pendant la
croissance sous l’effet d’une force de traction λ = 4, essai de traction selon la direction x, à
une température de coexistence T = T 0

m = 303K. Paramètre d’ordre (gauche), champ de
contraintes suivant la direction x(droite) en MPa pour une tension de surface isotrope.62
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Figure II.10 – Evolution temporelle d’un germe cristallin de forme circulaire pendant la
croissance sous l’effet d’une force de traction λ = 4, essai de traction selon la direction x, à
une température de coexistence T = T 0

m = 303K. Paramètre d’ordre (gauche), champ de
contraintes suivant la direction x(droite) en MPa pour une tension de surface anisotrope.
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Figure II.11 – Evolution de la morphologie d’un seul germe cristallin isolé sous l’effet
d’une force de traction λ = 4 pour différents temps de simulation : chaque 25 τ1. a) la
tension de surface est isotrope, b) la tension de surface est anisotrope
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Figure II.12 – Evolution du champ de phase θ(t).

Concernant la cristallinité, nous avons tracé l’évolution du champ de phase θ(t), c’est
à dire la moyenne de θ(r) sur toute la boîte de simulation à l’instant t (Fig. II.12). Cela
nous a permis d’étudier plus quantitativement la cinétique de croissance à différents taux
d’élongation appliqués. Sur cette figure II.12 on compare la croissance du germe isotrope
à la celle du germe anisotrope et globalement l’évolution de la cristallinité est peu sensible
à l’anisotropie. Si on observe plus attentivement, on remarque trois régimes de croissance
(pour un taux d’extension fixé à λ = 4) : un premier intervalle [0, 65 τ1] où les effets
de l’anisotropie de croissance sont faibles : la vitesse moyenne de croissance pour une
interface isotrope n’est que légèrement supérieure à celle d’une interface anisotrope. Pour
un temps t ∈ [65 τ1, 180 τ1] l’anisotropie accélère la cinétique de croissance ; par contre,
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

pour t ≥ 180 τ1 la cinétique de croissance pour le cristal anisotrope devient plus lente,
mais il faut noter que le germe à déjà atteint le bord de la boîte dans la direction y et seule
subsiste la croissance dans la direction x, plus lente. Pour des taux d’extension plus élevés,
λ ≥ 5, la cinétique de croissance devient quasiment la même dans les deux cas. On peut
conclure de cette étude que si l’anisotropie joue beaucoup sur la forme des cristallites, elle
ne modifie que peu la cinétique globale de cristallisation.

II.5.2 Effet de la déformation sur la cinétique

Comme l’anisotropie influe peu sur la cinétique de cristallisation, nous allons nous foca-
liser maintenant sur le cas isotrope et comparer la cinétique de croissance pour différentes
valeurs de λ. Pour cela nous nous sommes placés à T = T 0

m et nous avons mesuré la cris-
tallinité au cours de la relaxation du champ de phase, ainsi que la réponse mécanique à cet
essai de traction statique (la contrainte moyenne dans la direction de croissance). Les fi-
gures II.13 (a,b) et (c,d) représentent l’évolution du champ de phase θ(t) et de la contrainte
pour différents taux d’extension. Nous pouvons remarquer que pour des taux d’extensions
λ 6 3, le cristal fond avec des vitesses variées (θ(t)→ 0), de plus nous pouvons vérifier que
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Figure II.13 – Evolution du champ de phase θ(t) et de la contrainte σxx(t) dans la
direction de traction ex à une température de coexistence T = T 0

m pour un réseau de
chaînes macromoléculaires homogène avec n = 95 (nombre de segments entre les noeuds
de réticulation). Dans la Fig a) le champ de phase est multiplié par un facteur 100 par
souci de commodité e.g θ(0) ∼= 0.007

la réponse mécanique du système est instantanée puisque la contrainte s’ajuste immédia-
tement à la variation de θ(t). Si la valeur du taux d’extension augmente, la cinétique de
fusion devient de plus en plus lente ce qui peut se comprendre car on se rapproche du taux
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d’extension critique pour lequel le germe ne fond plus. La croissance d’un germe cristallin
isolé est assurée à partir d’un taux d’extension λ = 4, et si on augmente la déformation
appliquée sur le système, on accélère la cinétique de croissance (le temps caractéristique
de croissance est évalué à 238 τ1 pour λ = 4, et vaut 95 τ1 pour λ = 6). Nous pouvons
constater aussi que lorsque le germe commence à croître, il finit par occuper tout l’espace
disponible (θ(t)→ 1). Au fur et à mesure que le germe croît, il rejette les contraintes élas-
tiques vers la phase amorphe, par conséquent cette phase stocke plus d’énergie élastique ce
qui la rend de plus en plus instable. Il n’y a donc aucun mécanisme de stabilisation pour
arréter la croissance.

II.5.3 Effet de la réticulation sur la cinétique

Nous avons discuté auparavant l’influence du taux de réticulation sur l’énergie de dé-
formation : plus le matériau est réticulé, n petit, plus l’énergie de déformation stockée dans
la phase amorphe est grande, avec pour conséquence une barrière de nucléation grande. La
réticulation défavorise donc la nucléation. Nous allons maintenant discuter de l’influence
de la taille n des chaînes actives sur la cinétique de croissance. La figure II.14 représente
l’évolution du champ de phase à la température de coexistence pour deux type de réseaux
macromoléculaires n = 50 et n = 95. Soit λc le taux d’extension critique à partir duquel
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Figure II.14 – Evolution du champ de phase θ(t).

la cristallisation sous sollicitation mécanique se déclenche. Nous pouvons constater que ce
taux est sensible au nombre de monomères dans une chaîne. En fait, pour un réseau de
chaînes courtes n = 50 la croissance démarre à un taux d’extension λc = 3, par contre
pour un réseau de chaînes longues n = 95 le taux d’extension critique vaut 4. La figure
II.14 montre que dans les deux cas, la cinétique de croissance devient de plus en plus ra-
pide si on augmente le taux d’extension du matériau. A un taux d’extension fixé λ = 4,
le temps caractéristique de croissance pour un réseau de chaînes courtes est de l’ordre de
105 τ1, pour un réseau de chaînes longues ce temps vaut 238 τ1 pour n = 95. On peut com-
prendre simplement cet effet en se souvenant que des chaînes courtes ont peu d’entropie
et vont donc cristalliser facilement, alors que des chaînes longues auront plus de difficulté.
Une augmentation de n conduit donc naturellement à une diminution de la cinétique dans
notre modèle. Cet effet est conforme aux interprétations classiques, basées sur une vision
plus moléculaire de l’élastomère : au cours de la déformation du matériau, les segments de
chaînes s’orientent suivant la direction de traction, cela favorise la formation des cristallites
et leur croissance par la suite. Dans le cas où les chaînes contiennent un nombre faible de
segments, l’application de la déformation sur le matériau va entraîner un alignement rapide
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Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

de l’ensemble de ces segments précisément car ils sont peu nombreux et contiennent donc
peu d’entropie, ce qui n’est pas le cas pour un réseau de chaînes longues.

En résumé, une diminution de la densité de réticulation a un rôle pénalisant vis-à-
vis de la croissance : la cinétique de croissance est plus lente et on observe un retard à
la formation des cristallites puisque les barrières de nucléation sont plus élevées (voir le
paragraphe II.3.1).

II.5.4 Effet de la température

La température joue un rôle fondamental dans le mécanisme de cristallisation du po-
lymère. La densité d’énergie libre est conçue pour prendre en compte l’aptitude des élas-
tomères à cristalliser en température ainsi que sous contrainte. L’objectif de cette partie
est d’évaluer l’effet de la température d’essai sur la cinétique de croissance. La figure II.15
représente l’évolution du champ de phase pour trois valeurs différentes de la température.
D’après cette figure, nous pouvons constater que le seuil de déformation nécessaire pour
provoquer la cristallisation dépend effectivement de la température d’essai : λc croît avec
la température. A coexistence T = T 0

m, la cristallisation peut avoir lieu à partir d’un taux
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Figure II.15 – Evolution du champ de phase θ(t) pour trois valeurs différentes de tempé-
rature 298K, 303K et 308K

d’extension λc = 4 pour n = 95, et si on diminue la température le matériau cristallise à
des taux plus faibles (λc = 3 pour T = 298K). Mais pour une température élevée il est
nécessaire d’appliquer des taux de déformation très élevés (λc = 5 pour T = 308K) pour
voir la cristallisation se faire. Il faut en effet que la contrainte appliquée augmente suffi-
samment la température de fusion pour que l’on se trouve dans un domaine du diagramme

67

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre II Modèle élémentaire de la cristallisation sous contrainte

de phase ou la phase cristalline est stable. La température contrôle également la cinétique
de cristallisation. Plus la température est élevée, plus le champ de phase relaxe lentement
vers la phase cristalline (à un taux d’extension fixé λ = 5 on passe de 110 τ1 pour une
température T = 298K à 180 τ1 pour T = 308K).

II.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté un modèle élémentaire de croissance de cristallites
sous sollicitation mécanique basé sur l’approche de champ de phase et couplé avec un mo-
dèle d’élasticité entropique non-linéaire. La formulation de l’énergie libre que nous avons
choisie est inspirée de la théorie de l’élasticité caoutchoutique complétée par la prise en
compte de la tension interfaciale. Nous avons vu que le sens de la transition de phase à une
température donnée est fortement influencé par les contraintes appliquées sur le système.
En analysant l’énergie libre de Gibbs du système, nous avons pu mettre en évidence une
relation entre la déformation homogène de la phase amorphe et le rayon critique. Celle-ci
nous a permis de prédire le taux de déformation critique à partir duquel le germe cristallin
peut croître. Pour étudier la cinétique de croissance d’un germe cristallin, nous avons suivi
la dynamique d’Allen-Cahn pour le champ de phase. La forme finale du cristal est un ré-
sultat de ce modèle. Des simulations numériques ont été réalisées pour étudier l’effet d’un
champ de contraintes élastiques sur la dynamique d’une interface diffuse isotrope ou aniso-
trope. Après une intégration spatiale du paramètre d’ordre nous en déduisons l’évolution
de la fraction cristalline dans notre boîte de simulation en fonction de la déformation et de
la température, ainsi que la relaxation mécanique. Les résultats obtenus montrent que la
déformation favorise la croissance. Cependant, dès que le germe à la possibilité de croître
il finit par envahir toute la boîte de simulation, ce qui conduit à des taux de cristallisation
irréalistes pour les matériaux que l’on désire étudier. Une limitation de la croissance est
nécessaire pour rendre compte des observation expérimentales, ce qui nécéssite la prise en
compte d’autres mécanismes physiques comme l’effet des contraintes topologiques lors de
la croissance. C’est l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre III
Limitation de la croissance et effets des
contraintes topologiques
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III.1 Introduction

L’approche thermodynamique présentée dans le chapitre précédent nous a permis d’éta-
blir les bases d’un modèle de champ de phase que nous avons appelé le modèle élémentaire.
Ce modèle élémentaire prédit une cristallisation sous déformation, mais ne prédit pas la
saturation de la taille des cristallites qui est observée expérimentalement. Nous n’avons
cependant pas pris en compte dans ce modèle élémentaire une des particularités des élas-
tomères qui est l’existence de contraintes topologiques dues aux enchevêtrements ou encore
aux noeuds de réticulation. L’objectif du présent chapitre est d’améliorer le modèle pré-
cédent en intégrant le transport des noeuds de réticulation et/ou des enchevêtrements au
voisinage des interfaces diffuses ainsi que leur effet sur la croissance. On peut s’attendre en
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

effet à une forte accumulation de ces contraintes topologiques à la surface des cristallites
car elles sont expulsées de la phase cristalline (qui n’a pas de défaut par définition) lors
de la croissance. L’effet de ces contraintes topologiques (aussi désignées sous le nom de
défauts topologiques dans la suite) et leurs impacts sur le processus de cristallisation sous
déformation reste une question ouverte dans la littérature. Cependant, l’accumulation de
ces contraintes topologiques devrait défavoriser la croissance cristalline, soit par un excès
d’énergie élastique autour des cristallites, ce qui pénalise la formation d’interface, soit par
un ralentissement de la cinétique (soit les deux). Dans cette étude nous allons considé-
rer deux modèles, un modèle "énergétique" qui reprend la première idée et un modèle
"cinétique" qui reprend la deuxième :

– Modèle cinétique : la cinétique de croissance est ralentie dans les régions de forte
concentration en contraintes topologiques. Nous verrons que ce mécanisme peut
conduire à des instabilités de croissance et donner naissance à des morphologies
cristallines complexes, mais ne permet pas d’arrêter la croissance cristalline.

– Modèle énergétique : l’accumulation des contraintes topologiques à la périphérie du
domaine cristallin induit une accumulation de contraintes élastiques. Nous verrons
que ce mécanisme permet de former des nano-cristallites stables et que nous pouvons
définir une tension de surface effective qui augmente exponentiellement avec la taille
des cristallites.

Nous analyserons les effets de ces deux mécanismes sur la croissance et sur la stabilité
des cristallites. Pour ce faire, les enchevêtrements et/ou les noeuds de réticulation seront
modélisés par une densité locale, que nous appelerons "densité de défauts topologiques",
sans préciser s’il s’agit des noeuds de réticulation ou des enchevêtrements. La vitesse de
transport de ces défauts à l’interface entre l’amorphe et le cristal sera établie dans la partie
III.2. Les équations dynamiques établies précédemment seront modifiées pour prendre en
compte l’existence des défauts topologiques et leur couplage avec la cinétique de croissance
en fonction du modèle choisi, partie III.3 pour le modèle "cinétique" et partie III.4 pour
le modèle "énergétique". Enfin, un modèle thermodynamique sera proposé dans la partie
III.5 pour étudier la stabilité des cristallites formées sous déformation dans le cadre du
modèle énergétique. Nous montrerons en effet que l’on peut définir dans ce cas une tension
de surface effective qui traduit l’excès d’énergie élastique dû aux contraintes topologiques.

III.2 Contraintes topologiques et mécanisme de transport

Le modèle élémentaire introduit dans le chapitre II prend en compte les noeuds de
réticulation à travers la variable globale n. Au cours d’une déformation, le modèle élé-
mentaire suppose donc que ces noeuds sont transportés avec la phase amorphe de manière
homogène. Lors de la cristallisation, le modèle élémentaire ne dit pas comment les noeuds
se redistribuent dans la phase amorphe, il les ignore tout simplement. De fait, la forma-
tion d’une cristallite conduit à la disparition des noeuds de réticulation qui se trouvaient
dans la phase amorphe à l’endroit où la cristallite s’est formée, de même pour les enchevê-
trements. C’est un effet non-physique que nous allons corriger maintenant en prenant en
compte explicitement le mécanisme de redistribution des contraintes topologiques (noeuds
de réticulation et/ou enchevêtrements) au cours de la croissance. Nous allons supposer ici
que le cristal qui se forme est parfait, c’est-à-dire qu’il n’y a aucun défaut topologique
présent à l’intérieur des domaines cristallins. Les defauts topologiques sont donc expulsés
de la phase cristalline et se concentrent aux interfaces avec la phase amorphe, comme re-
présenté sur la figure III.1. Le mouvement de ces défauts est contrôlé par la cinétique de
l’interface amorphe-cristal. Pour évaluer la vitesse de rejet de ces défauts vers l’amorphe,
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

cristal parfait

Excès de noeuds de réticulation 
et/ou d’enchevetrements

1

0

θ

Figure III.1 – Représentation schématique du modèle de champ de phase tenant compte de
l’hétérogénéité de la structure comme les noeuds de réticulation et/ou les enchevêtrements

il est nécessaire de calculer la vitesse V de l’interface amorphe-cristal. Cette interface est
décrite par le champ de phase θ et nous allons l’utiliser pour identifier V. Comme le temps
de relaxation des interfaces est donné par τ1, et que la croissance se fait sur des échelles
de temps beaucoup plus grandes (plusieurs centaines de fois τ1), le profil de θ à travers les
interfaces garde en pratique une forme stationnaire tout au long de la croissance.
On peut le voir sur la figure III.2 où nous avons représenté l’évolution temporelle d’une
interface plane amorphe-cristalline sous l’effet d’une contrainte à une température T =
Tm = 303K et à un taux d’étirement λ = 4, issus d’une simulation par le modèle élémen-
taire de croissance présenté au chapitre II. Nous constatons que le profil de l’interface est
simplement translaté au cours de la croissance, et il adopte une forme semblable à celui
calculé analytiquement pour un système non-étiré λ = 1. Donc, nous pouvons supposer
que le profil de l’interface est indépendant du taux d’élongation λ. La vitesse V recherchée
est donc a priori celle du référentiel dans lequel l’interface est stationnaire :

Dθ

Dt
=
∂θ

∂t
+ V · ∇θ = 0 (III.1)

Une solution de cette équation III.1 est :

V = −∂θ
∂t

∇θ
‖∇θ‖2

(III.2)

L’expression (III.2) nous permet ainsi d’évaluer la vitesse de déplacement de l’interface
amorphe-cristal qui sera aussi la vitesse d’expulsion des défauts topologiques vers l’extérieur
du domaine cristallin. Nous allons maintenant préciser pour chacun des modèles étudiés les
équations de transports que nous utilisons pour les defauts topologiques (dans l’annexe E,
nous discutons en détail la formulation de la vitesse donnée par l’expression (III.2), ainsi
que la loi de déplacement des défauts topologiques).
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Figure III.2 – Evolution du champ de phase θ(x,Ny/2, t) en fonction du temps pour une
température T = T 0

m = 303K et un taux d’élongation λ = 4 (les configurations du champ
de phase θ sont espacées en temps par un intervalle de 25 τ1). Pratiquement, cette évolution
représente la position de l’interface isotrope amorphe-cristal suivant l’axe de traction x

III.3 Modèle cinétique

Dans cette partie, nous supposons que la présence des défauts topologiques dans le
système ne modifie pas la densité d’énergie fbulk(θ), mais conduit à un ralentissement de
la cinétique de croissance en modifiant le temps de relaxation du champ de phase. Pour
mettre en pratique cette idée, nous avons supposé que ces défauts sont conservés dans le
système durant la croissance et que le temps de relaxation du champ de phase est une
variable de champ qui dépend explicitement de la densité locale ρtopo(r) des contraintes
topologiques. Cette densité vérifie l’équation de conservation locale donnée par :

∂ρtopo
∂t

+∇ · J = 0 (III.3)

Avec J le flux local associé au champ ρtopo(r). Ce flux est localisé dans la région interfa-
ciale puisque le domaine cristallin formé rejette les défauts présents dans l’interface. Nous
pouvons définir le flux J = ρtopoV, où V est la vitesse d’avancée du front de croissance
donnée par l’équation (III.2).

Dans la section suivante III.3.1, nous allons présenter la formulation de champ de phase
choisie pour le modéle cinétique, et nous discuterons en détail l’impact des contraintes
topologiques sur la cinétique de croissance et aussi sur la morphologie des cristallites.

III.3.1 Mise en oeuvre des équations de relaxation des interfaces

Supposons donc que les défauts topologiques agissent seulement sur la cinétique de
croissance sans modifier l’énergie en volume fbulk. Pour modifier localement le temps de
relaxation du champ de phase, il suffit de remplacer le temps τ1 introduit dans le deuxième
chapitre, par un temps τθ qui dépend de la concentration locale ρtopo :

τθ(r) = τ1h(ρtopo(r)) (III.4)
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

où h est une fonction qui décrit le ralentissement de la dynamique causé par l’excès de
contrainte topologique ρtopo(r). Nous avons choisi deux types de fonctions h1 et h2 pour
évaluer l’effet de l’accumulation des défauts topologiques aux interfaces sur la cinétique de
croissance mais aussi sur la morphologie cristalline ; l’une est polynômiale h1 et l’autre est
exponentielle h2 :

h1(ρtopo(r)) = 1 + (ρtopo(r)/ρ∞topo)
m et h2(ρtopo(r)) = exp(ρtopo(r)/ρ∞topo) (III.5)

Où ρ∞topo est la densité des défauts topologiques loin de la cristallite et m est un exposant.
Ce modèle introduit des hétérogénéités dynamiques importantes dans le problème puisque
la variation locale des temps de relaxation peut être extrèmement forte. Nous allons en
évaluer plus loin les conséquences, mais rappelons d’abord les équations du modèle, qui
sont identiques à celles du deuxième chapitre à l’exclusion du paramètre cinétique αθ qui
n’est plus une constante, mais qui dépend de ρtopo à travers la définition de τθ :

∂θ(r)
∂t

= −αθ
δF [θ,u]

δθ(r)
et

∂u(r)
∂t

= −αu
δF [θ,u]

δu(r)
(III.6)

Avec F [θ,u] =

∫
dr
{

Γ

(
θ2

4
(1− θ)2 +

ε2

2
||∇θ||2

)
+ ρg(θ)

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
kbT

n
Tr(ε(r))

)}
g(θ) = 1− θ2(3− 2θ) , αθ ≡

1

τθ(r)fscale
et αu ≡

ε2

τ2fscale
(III.7)

Où θ(r, t) et u(r, t) ont la même signification que dans le deuxième chapitre II (champ de
phase et champ de déplacement).

III.3.2 Test numérique et validation du modèle du champ de phase

Dans cette section nous allons discuter brièvement de la méthode numérique utilisée
pour résoudre les équations du modèle, car cela va avoir des conséquences sur les résultats
présentés dans la suite. En effet ce modèle de limitation cinétique a des parentés avec des
modèles plus classiques de croissance limitée par la diffusion, or ces modèles sont connus
pour donner naissance à des instabilités morphologiques. Pour étudier une instabilité mor-
phologique il est nécessaire d’introduire des perturbations, qui en général sont provoquées
par les fluctuations thermiques dans les systèmes physiques. Nous n’allons pas modéliser
les fluctuations thermiques ici, car elles sont en principe déjà intégrées dans notre modèle
thermodynamique local (au moins à petite échelle), mais nous allons introduire un bruit
de très faible amplitude pour permettre aux éventuelles instabilités de se manifester. Nous
ne pouvons cependant pas choisir arbitrairement l’amplitude du bruit aussi petite que l’on
veut car la méthode de discrétisation produit elle-même un bruit de "grille" (bruit résiduel)
qui est en général anisotrope, et conduit à des morphologies non physiques. Notre stratégie
sera d’imposer un bruit isotrope suffisamment faible pour ne pas changer la nature du
problème physique, mais aussi suffisamment fort pour masquer le bruit résiduel de grille.

Considérons les équations d’évolution, de la microstructure et de la densité de défauts
topologiques, qui régissent la relaxation du système vers son état d’équilibre :

∂θ(r, t)
∂t

= − 1

τ1fscaleh(ρtopo(r, t))

(
Γε2∆θ − ∂fbulk(θ)

∂θ

)
(III.8)

∂ρtopo(r, t)
∂t

−∇ ·
(
ρtopo

∂θ

∂t

∇θ
‖∇θ‖2

)
= 0 (III.9)
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Pour des raisons de commodité, dans nos simulations numériques nous avons choisi d’im-
plémenter un schéma numérique basé sur la méthode classique des différences finies, no-
tamment la méthode des différences finies explicite à deux dimensions sur un réseau rec-
tangulaire.

Afin de mieux approcher de la solution exacte de ces équations différentielles, il est
nécessaire de s’assurer que tous les opérateurs différentiels restent isotropes après discré-
tisation. La discrétisation de l’opérateur Laplacien ∆ sur une grille carrée à l’ordre le plus
bas (en se limitant seulement aux plus proches voisins) est une approximation d’ordre 2
(terme correctif d’ordre O(∆2

x,∆
2
y)) qui est intrinsèquement anisotrope et elle doit être évi-

tée le plus possible. Dans nos simulations numériques, la discrétisation aux différences finies
en espace de cet opérateur reste d’ordre 2, mais le terme correctif d’ordre O(∆2

x,∆
2
y) est

ajusté afin qu’il soit isotrope. Sur la figure III.3 nous avons rapporté un élément de maillage
numérique uniforme autour d’un point repéré par (i, j), ainsi que les facteurs utilisés dans
la version discrétisée de l’opérateur Laplacien isotrope (ces éléments sont pondérés par un
facteur de 1/6∆x∆y). Malgré tout, une anisotropie subsiste si le développement est poussé

∆y

∆x

4 1

11

1

−20 4

4

4 (i,j)
(i+1,j)

(i+1,j−1)

(i+1,j+1)
(i,j+1)

(i,j−1)
(i−1,j−1)

(i−1,j)

(i−1,j+1)

Figure III.3 – Représentation schématique d’une grille rectangulaire uniforme qui repré-
sente le procédé de discrétisation spatial de l’opérateur Laplacien isotrope ∆

à l’ordre suivant, et l’on parle alors d’anisotropie résiduelle. Cette anisotropie résiduelle
conduit à un bruit numérique de faible amplitude qui peut perturber les résultats. Pour
mettre en évidence l’effet du bruit numérique résiduel sur la morphologie cristalline, nous
présentons sur la figure III.4 le résultat d’une simulation numérique de croissance d’un
germe cristallin isotrope à une température T = 283K. Il s’agit ici de cristallisation en
température et il n’y a donc pas de contrainte appliquée (i.e λ = 1). Pour cette simulation,
la configuration initiale θ(x, y, t = 0) correspond à un germe circulaire de rayon R fixé ici
à 5nm :

θ(x, y, t = 0) =
1

2

[
1− tanh

(
r(x, y)−R

2
√

2ε

)]
et r(x, y) =

√
x2 + y2 (III.10)

Dans ce test, nous avons utilisé la fonction h2(ρtopo(r)) = exp(ρtopo(r)/ρ∞topo), avec ρ∞topo = 1
pour relier la densité de défauts topologiques avec la cinétique de croissance. La figure III.4
représente l’évolution de la morphologie cristalline à des intervalles de temps égaux 100 τ1

(Fig a) ainsi que le champ de densité des contraintes topologiques présentes dans le système
à l’instant t = 1200 τ1 (Fig b). On remarque le développement d’une instabilité physique
qui démarre sur le bruit numérique résiduel puisque les équations d’évolution utilisées dans
ce modèle sont totalement déterministes. Nous constatons que le germe ayant une géométrie
circulaire au départ évolue vers une structure en branches. La formation de cette structure
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b)a)

Figure III.4 – a) Evolution de la morphologie cristalline d’un germe isotrope (initialement
le germe à une forme circulaire d’un rayon 5 nm) pour différents temps de simulation, avec
un pas de 100 τ1, b) Champ de la densité de défauts topologiques dans le système à l’instant
t = 1200 τ1

est la conséquence de l’expulsion des défauts topologiques et l’accumulation de ces derniers
dans la région interfaciale durant la croissance. Cela conduit à la formation de points de
blocage localisés (voir figure III.4 (b)) avec pour conséquence la formation de branches
qui croissent dans les régions de faible concentration en densité de défauts topologiques.
L’instabilité qui donne lieu à cette structure se manifeste à des temps de simulation longs
car le bruit résiduel est de très faible amplitude dans notre schéma numérique. En effet, il
faut attendre quasiment 500 τ1 pour que l’instabilité se développe.
Cette simulation nous a donc permis de repérer l’existence d’une instabilité physique due
à l’excès de contraintes topologiques dans la région interfaciale révélé par l’anisotropie
résiduelle de la grille de simulation. Cependant, la géométrie finale ne reflète pas la physique
du système. Afin de masquer cette anisotropie résiduelle, nous avons ajouté à l’équation
d’évolution de la microstructure un terme qui représente un bruit numérique isotrope
d’amplitude plus grande que celle due aux opérateurs différentiels. L’équation d’évolution
d’Allen-Cahn (III.8) se réécrit :

∂θ(r, t)
∂t

= − 1

τ1fscaleh(ρtopo(r, t))

(
Γε2∆θ − ∂fbulk(θ)

∂θ

)
+ ζ(r, t) (III.11)

Où ζ(r, t) est le terme qui représente le bruit dans l’équation d’évolution de la microstruc-
ture (III.11), défini par :

〈ζ(r, t)〉 = 0 et
〈
ζ(r, t)ζ(r′, t′)

〉
= A2δ(r− r′)δ(t− t′) (III.12)

Avec A un préfacteur qui représente l’amplitude du bruit et dépend de sa nature. En effet,
lorsqu’on veut étudier l’impact des fluctuations thermiques sur la réalisation d’une confi-
guration donnée, le choix naturel s’oriente vers un bruit blanc gaussien avec une amplitude
reliée à la température et au coefficient de mobilité de l’équation d’Allen-Cahn à l’aide du
théorème de fluctuation-dissipation : A2 = 2kbT/τ1fscale. Dans ce cas, la probabilité de
trouver une configuration θ(r, t) suit la loi de Boltzmann ∝ exp(−F [θ]/kbT ), où F [θ] est
la fonctionnelle d’énergie libre, considérée alors comme un Hamiltonien. L’utilisation de ce
type de bruit peut générer une nucléation qui ne fait pas l’objet de cette étude. Cepen-
dant, a ce stade, nous souhaitons seulement masquer l’anisotropie résiduelle générée par
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

les opérateurs différentiels à l’aide d’un bruit correctif isotrope dont l’amplitude est plus
grande que celle du bruit résiduel de la grille numérique. Nous introduisons donc une va-
riable aléatoire dans l’équation d’évolution pour caractériser le bruit correctif isotrope ζ̄(t).
L’équation d’évolution du champ de phase θ(r, t) que nous utiliserons dans nos simulation
s’écrit alors :

∂θ(r, t)
∂t

= − 1

τ1fscaleh(ρtopo(r, t))

(
Γε2∆θ − ∂fbulk(θ)

∂θ

)
+ ζ̄(t) (III.13)

La version discrétisée en temps de cette dernière équation (III.13) s’écrit :

θ(r, t+ ∆t) = θ(r, t)− 1

τ1fscaleh(ρtopo(r, t))

(
Γε2∆θ − ∂fbulk(θ)

∂θ

)t
∆t+ ζ̄(t)

√
∆t (III.14)

Le bruit correctif ζ̄(t) = A η̄(t) est généré par un générateur gaussien η̄(t) qui varie
continument entre les deux valeurs 0 et 1. L’amplitude de bruit A est ajustée de manière
à rester faible pour ne pas perturber la relaxation du champ de phase mais assez grande
pour éliminer l’anisotropie résiduelle de la grille de simulation. Nous avons fixé la valeur de
cet amplitude A à 447× 10−7. A titre de comparaison, pour les fluctuations thermiques à
une température T = 283K, l’amplitude de bruit thermique est évaluée à 1127.32× 10−3.

Examinons maintenant les résultats des simulations numériques de la croissance en
température (λ = 1), respectivement sans et avec le bruit correctif isotrope. La figure III.5
représente l’évolution de la microstructure à des intervalles de temps égaux 100 τ1 pour les
deux cas a) sans le bruit correctif et b) avec le bruit correctif. Tout d’abord, concernant

a) b)

Figure III.5 – Evolution de la morphologie cristalline d’un germe isotrope (initialement le
germe à une forme circulaire de rayon 5 nm) pour différents temps de simulation : chaque
100 τ1, pour les deux cas a) sans l’ajout d’un bruit b) avec l’ajout d’un bruit correctif
isotrope

la forme de croissance, la structure en branches reste similaire lorsqu’on rajoute le bruit
correctif. Cela est prévisible car l’instabilité physique due aux hétérogénéités dynamiques
est toujours présente dans le système. On remarque aussi que l’instabilité se manifeste dès
les premiers instants de croissance dans le cas du bruit correctif car l’amplitude de ce dernier
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Figure III.6 – Profils du champ de phase en fonction de la distance au centre du germe
cristallin selon la direction x à différents temps de simulation avec un intervalle de 50 τ1

pour les deux cas : a) bruit résiduel b) bruit correctif isotrope

est plus grande que le bruit résiduel de grille. La différence la plus notable est la symétrie
de la forme dans le cas du bruit résiduel, ce dernier n’est en effet pas aléatoire et possède la
symétrie de la grille. Pour analyser les microstructures obtenues par les simulations dans les
deux cas, nous rapportons sur la figure III.6 l’évolution de l’interface durant la croissance
selon la direction x pour différents temps de simulation (le profil du champ de phase θ est
obtenu sur une coupe de la boite de simulation en y = 0 selon la direction x). Les profils
de l’interface diffuse obtenus confirment que la structure en branches observée dans le cas
du bruit résiduel est symétrique. Contrairement au cas du bruit correctif isotrope où la
structure en branches n’est pas symétrique.

III.3.3 Croissance d’un germe cristallin isotrope isolé

Nous allons maintenant discuter les résultats donnés par le modèle "cinétique". Nous
allons en particulier voir s’il est capable de limiter la croissance de cristallites. Considérons
tout d’abord la cristallisation en température qui correspond à λ = 1 (pas de déformation
appliquée). La température T est fixée à 283 K. Le nombre de monomères entre deux
noeuds de réticulation est fixé à 95, les autres paramètres du modèle sont présentés dans
le tableau II.1 (voir chapitre II). Nous prendrons pour commencer une forme exponen-
tielle h = h2 = exp(ρtopo) pour le couplage entre le champ de phase et la densité des
contraintes topologiques. Dans cette expression, la densité des contraintes topologiques à
l’infini ρ∞topo est absorbée dans une redéfinition de ρtopo(r) ce qui revient à poser ρ∞topo = 1.
La morphologie cristalline résultant de la croissance d’un germe, initialement de forme
circulaire avec des propriétés interfaciales isotropes est représentée sur la figure III.7. La
structure obtenue est une structure globalement en branches. Nous pouvons remarquer que
la densité de contraintes topologiques augmente au voisinage de l’interface amorphe-cristal,
conformément au modèle souhaité, et prend des valeurs très faibles à l’intérieur du cristal.
L’équation de transport (III.9) fait donc bien le travail d’expulser les contraintes topolo-
giques des cristallites et de les rassembler dans la région interfaciale. Comme le temps de
relaxation dépend de la densité locale des contraintes topologiques d’une manière exponen-
tielle, la croissance devient de plus en plus lente dans les régions où leur concentration est
forte. Une instabilité structurale se développe alors dès que la densité locale des contraintes
topologiques devient trop importante. En effet, si une accumulation de contraintes topo-
logiques se forme à un endroit de l’espace devant le front de croissance, le système à tout
intérêt à contourner cette région pour permettre à la croissance de se poursuivre. Une mo-
dulation de la répartition des contraintes topologiques autour de la cristallite, comme celle
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Figure III.7 – Evolution temporelle de la forme du germe durant la croissance, initialement
de forme circulaire de rayon de 5 nm. Champ de phase θ(r, t) (série de figures à gauche),
champ des défauts topologiques ρtopo(r, t) (série de figures à droite)
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

observée sur la figure III.7 à l’instant t = 125 τ1 produit donc des points de blocage que la
croissance cristalline va contourner. On observe alors la formation de doigts qui rejetent les
impuretés sur les cotés et peuvent donc croître pendant un certain temps dans la direction
radiale. Mais la pointe du doigt finit elle-même par accumuler des contraintes topologiques
juste devant elle et doit se couper en deux pour contourner le nouveau point de blocage.
Il y a donc formation de structures en branches ramifiées, comme on le voit sur la figure
III.7.

III.3.3.1 Cinétique de la croissance

Pour évaluer la cinétique de croissance en présence des défauts topologiques dans le
système, nous avons reporté sur la figure III.8 l’évolution temporelle de la cristallinité
(moyenne sur l’espace du champ de phase, calculée sur tous les points de la boite de
simulation), qui représente la fraction de surface occupée par le cristal dans notre boîte
de simulation. Tout d’abord, nous constatons que le taux de cristallinité augmente avec le
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Figure III.8 – Evolution du champ de phase θ(t)

temps jusqu’au stade où le germe cristallin occupe tout l’espace disponible. Nous pouvons
distinguer la présence de deux régimes de croissance avec des comportements cinétiques
différents. Dès les premiers instants de la croissance (t ≤ 25 τ1), les interfaces relaxent
puisque le profil initial de l’interface choisi pour générer les germes dans nos simulations ne
correspond pas exactement au profil d’équilibre du champ de phase. Le deuxième régime
(25 τ1 ≤ t ≤ 150 τ1) se caractérise par deux comportements : une augmentation de la
cristallinité, qui marque le début de la croissance, suivie par un ralentissement. Initialement
rapide, la cinétique de croissance devient en effet lente à cause des contraintes topologiques
qui s’accumulent devant le front de croissance. Nous pouvons voir sur la figure III.7 qu’une
modulation de la forme apparaît dès t = 125 τ1. L’apparition de cette modulation ne
donne cependant pas de signature visible sur la cinétique de croissance ; ce n’est qu’à
partir de t = 150 τ1 que l’on voit la courbe s’infléchir vers le haut (Figure III.8). Le régime
suivant (150 τ1 ≤ t ≤ 800 τ1) correspond à la formation de structures en branches ; la
cinétique est alors rapide : une fois que le système a trouvé une façon de contourner les
points de blocage il peut croître efficacement. Pour t ≥ 800 τ1 la cristallite atteint les
bords de la grille de simulation (voir la dernière image de la figure III.7) et la cinétique
ralenti de nouveau. Finalement, la croissance cristalline se poursuit jusqu’à ce que la phase
cristalline remplisse toute la boîte. Ce n’est pas surprenant car nous n’avons modifié que
la cinétique, et l’état final du système reste le même qu’au chapitre II. Néanmoins, les
structures obtenues pendant la croissance sont intéressantes ; nous allons donc étudier
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

l’influence du choix de la fonction h sur la morphologie des cristallites et sur leur cinétique
de croissance.

III.3.3.2 Evolution de la microstructure

Le choix de la fonction h(ρtopo) qui permet de relier le temps de relaxation du champ
de phase à la densité des défauts topologiques est un élément crucial de ce modèle. Nous
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Figure III.9 – Evolution des fonctions h1 (courbe bleu) et h2 (courbe rouge) choisies dans
cette étude

présenterons ici les résultats obtenus pour deux fonctions, l’une exponentielle h2(ρtopo) =
exp(ρtopo(r)) et l’autre polynômiale h1(ρtopo) = 1 + (ρtopo(r))5. La variation de ces deux
fonctions est indiquée sur la figure III.9. L’objectif étant de stopper la croissance via la
présence des contraintes topologiques dans le système, nous avons choisi des fonctions qui
varient très rapidement avec ρtopo. Comme ces fonctions sont croissantes, plus la densité
des contraintes topologiques est grande plus le temps de relaxation des interfaces devient
élevé. Nous voyons sur la figure III.9 que c’est la fonction polynomiale qui devrait ralentir le
plus la croissance. Les structures qui se forment durant la croissance sont présentées sur la
figure III.10, elles possèdent des branches comme observé précédemment, mais nous voyons
que cette structure en branches est plus développée dans le cas d’une fonction polynômiale
que dans le cas d’une fonction exponentielle. Cela vient d’une croissance effectivement plus
lente pour la fonction polynomiale (figure III.10 b)). En effet, les contours tracés avec le
même intervalle de temps sur les deux images sont plus beaucoup plus resserrés sur la figure
de droite indiquant ainsi une croissance plus lente. Concernant la formation des branches,
dans les deux cas, les branches primaires se développent sur le front de croissance à partir
d’une modulation initiale qui est amplifiée. L’instabilité qui donne naissance aux branches
se developpe avec une cinétique a peu près équivalente dans les deux cas, nous voyons que
les premières branches apparaissent dès le troisième contour (en partant du centre) sur les
deux images. Concernant la formation des branches secondaires, nous pouvons voir sur la
figure de droite (fonction polynomiale) que des points de blocage se forment à la pointe des
branches primaires, ce qui conduit à une division de la branche primaire en deux branches
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

secondaires qui contournent le point de blocage. Ce processus se produit également pour
la fonction exponentielle (figure de gauche), mais est un peu moins visible car les points
de blocage dans ce cas sont moins nombreux et moins efficaces. Une conséquence de cette
moindre efficacité est que les branches sont plus larges et peuvent même fusionner latérale-
ment avec leurs voisines, ce qui donne une structure en branches beaucoup moins marquée
que pour la fonction polynomiale.
Analysons maintenant la cinétique globale, en traçant la cristallinité (valeur moyenne

a) b)

Figure III.10 – Evolution de la morphologie cristalline d’un germe isotrope pour dif-
férents temps de simulation : chaque 100 τ1, pour deux formulations du temps de
relaxation du champ de phase en fonction de la densité des défauts topologiques a)
h(ρtopo) = exp(ρtopo(r)) et b) h(ρtopo) = 1 + (ρtopo(r))5
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Figure III.11 – Evolution du champ de phase θ(t)

de θ) en fonction du temps (figure III.11). Dans les premiers instants de la croissance
(0 ≤ t ≤ 5 τ1) l’évolution est identique car on part de la même configuration dans les deux
cas et dans cet intervalle de temps seuls les profils d’interface ont le temps de relaxer. La
croissance démarre réellement à t ≥ 5 τ1 ; elle très différentes quand on compare les deux
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cas et c’est la fonction polynomiale qui donne la croissance la plus rapide. Pour comprendre
cela, il est intéressant de noter sur la figure III.9, à ces temps très courts, que la fonction
polynomiale est en dessous de la fonction exponentielle pour les faibles valeurs de ρtopo.
Au début de la croissance les interfaces commencent juste à accumuler les contraintes to-
pologiques, et la fonction polynomiale est donc celle qui donne le ralentissement le plus
faible. Dès que les contraintes topologiques deviennent suffisamment élevées au voisinage
de l’interface la situation s’inverse et on observe un ralentissement très fort pour le cas
polynomial. Les deux courbes de cristallinité se croisent à t de l’ordre de 35 τ1 ce qui reste
dans le domaine des temps très courts (ce croisement est invisible sur la figure de gauche
qui donne la croissance aux temps longs).
Même si dans les détails on peut observer quelques différences quantitatives entre les deux
formulations, la physique reste la même : une instabilité se développe avec la formation
de branches primaires qui se dédoublent à leurs pointes. Nous allons donc choisir l’une
des deux fonctions pour poursuivre l’étude, et c’est en pratique la fonction exponentielle
que nous avons choisie pour rester en cohérence avec notre approche de champ de phase :
l’épaisseur des structures formées (les branches) doit rester plus grande que l’épaisseur des
interfaces ce qui n’est pas garanti par la fonction polynomiale, en particulier lorsque l’on
applique une déformation.

III.3.4 Croissance cristalline sous déformation

Afin d’étudier l’effet d’une sollicitation mécanique sur le mécanisme de croissance cris-
talline, nous avons effectué des simulations numériques correspondant à un essai de traction
statique sur un système composé de deux phases amorphe et cristalline (le maintien de la
déformation aux bords de la grille de simulation est selon la direction x). Dans nos simula-
tions, nous considérons que le germe est nucléé après l’application de la déformation. Pour
toutes nos simulations, nous avons fixé le rayon de ce germe à 9 nm et la température de
fusion des cristallites au repos à T 0

m. Dans ce paragraphe, nous utilisons la forme expo-
nentielle pour la fonction h. L’évolution de la microstructure durant la croissance d’un

a) b) c)

Figure III.12 – Evolution de la morphologie cristalline d’un germe isotrope en fonction du
temps de simulation (chaque configuration est évaluée à 50 τ1), pour trois valeurs différentes
de températures et du taux d’élongation, a) T = 298K ,λ = 4 b) T = 303K ,λ = 4 et c)
T = 308K ,λ = 5

germe cristallin est représentée sur la figure III.12 en fonction de la température et du taux
d’élongation. Notons ici que dans ce calcul la tension de surface du champ de phase est
isotrope et que l’anisotropie globale de la forme que l’on peut voir sur les images de la figure
III.12 provient donc de la déformation appliquée. Comme dans le cas de la cristallisation en
température, des structures en branches se forment durant la croissance sous contrainte, du
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Figure III.13 – Configurations locales du champ de phase θ(r, tb), de la densité de défauts
topologiques ρ(r, tb) et de la contrainte σxx(r, tb) selon la direction xx. Ces configurations
correspondent à trois cas, a) T = 298K ,λ = 4 b) T = 303K ,λ = 4 et c) T = 308K ,λ = 5.
Le temps tb correspondant est indiqué en bas de chaque configuration.

fait de l’accumulation des défauts topologiques à l’interface. Cependant, d’après les images
de la figure III.12, la présence de la déformation tend à favoriser les branches qui sont
orientées suivant les diagonales. Comme on le voit également sur cette figure, l’évolution
de la structure en branches est sensible à la variation de la température et à la variation
de l’élongation. Plus la température est basse, plus la phase cristalline est stable et va
croître rapidement. De même, pour le taux d’élongation, plus λ est grand et plus la phase
cristalline est favorisée, avec pour conséquence une cinétique plus rapide. Or nous avons
vu dans la partie précédente qu’une cinétique rapide conduit à une structure possédant de
nombreux branchements, avec des branches fines. C’est ce que nous pouvons observer sur
la figure III.12 : en diminuant la température de 303K à 298K (image b) vers image a))
l’épaisseur des branches décroît et le nombre de branchements augmente significativement.
De même lorsqu’on augmente λ de 4 à 5 (image b) à image c)) on observe le même type
de comportement, même si pour l’image c) nous avons du augmenter la température à
308K pour permettre au germe de croître. Pour confirmer que la vitesse de croissance est
effectivement plus grande dans les cas a) et c) que dans le cas b) il suffit de voir que le
nombre de contours avant l’apparition de l’instabilité est plus grand dans le cas b) que dans
les deux autres cas : la cinétique est donc plus lente pour le cas b) (les contours des trois
cas a) b) et c) ont été choisis isochrones). Nous pouvons aisément comprendre pourquoi
une augmentation d’élongation a plus d’effet qu’une diminution de la température. Cela
provient de la non-linéarité de l’élasticité pour des déformations aussi élevées, alors que la
température joue linéairement dans ce modèle.
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

Concernant les aspects mécanique, nous avons tracé sur la figure III.13 la configuration
finale de la cristallite, c’est à dire avant qu’elle ne touche les bords, la configuration des
contraintes topologiques et la composante σxx du tenseur des contraintes (x est la direc-
tion de traction) pour les trois cas a) b) et c). Nous pouvons remarquer qu’à l’intérieur du
cristal la contrainte est nulle mais qu’elle augmente à l’interface et dans la phase amorphe :
durant la croissance le germe relaxe en effet la contrainte dans la phase amorphe et l’éner-
gie de déformation est par conséquent totalement stockée dans cette phase. Au dessus et
en dessous de la cristallite, les contraintes élastiques restent modérées alors que dans la
direction de traction elles atteignent des valeurs relativement grandes. De manière intéres-
sante, les maxima de contrainte se trouvent entre la cristallite et les bords de la boîte, et
ils sont localisés suivant des lignes qui sont liées à la structure en branches. C’est un point
qu’il faudrait étudier plus en détails : cela suggère en effet que la structure est capable de
localiser les contraintes.

Concernant l’évolution temporelle des contraintes, nous avons tracé sur la figure III.14
l’évolution du champ de phase et de la contrainte selon la direction x à température
ambiante et pour différents taux d’élongation. Comme nous l’avons mentionné dans le
chapitre précédent, le germe cristallin commence à croitre pour un taux d’élongation λ = 4
à T = 303K pour n = 95. Par rapport au modèle de champ de phase présenté dans le
deuxième chapitre, la cinétique de croissance est lente si on la compare avec celle présentée
sur la figure II.13. Le temps de croissance était en effet inférieur à 225 τ1 dans le cas le
plus lent λ = 4 pour le modèle élémentaire, alors que pour le modèle cinétique il dépasse
1500 τ1 d’après la figure III.14 a). La cinétique est de plus influencée par la présence de
l’instabilité structurale due aux hétérogénéités dynamiques (variation spatiale des temps
de relaxation dans le système). Comme pour le modèle élémentaire, nous pouvons aussi
remarquer sur la figure III.14 b) que la contrainte globale diminue durant la croissance.
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Figure III.14 – Evolution du champ de phase θ(t) et de la contrainte σxx dans la direction
de traction x à une température de coexistence T = T 0

m = 303K pour un réseau de chaînes
macromoléculaires homogène avec n = 95

Afin de mieux caractériser la cinétique de croissance, notamment l’existence d’une
vitesse de croissance aux temps longs, nous avons introduit dans cette étude un rayon
moyen effectif du cristal en utilisant la formule suivante :

R =

√
S

π
(III.15)

Où S est l’aire totale du germe cristallin dans une boite de simulation à deux dimensions :
S =

∫
dr θ(r, t). L’évolution temporelle du rayon effectif pour différentes températures est
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Figure III.15 – Evolution temporelle du rayon effectif pour trois valeurs de température
298K, 303K et 308K

représentée sur la figure III.15. Les simulation en champ de phase ont été effectuées pour
trois valeurs de températures 298K, 303K et 308K. Nous avons constaté, en comparant
les résultats du modèle élémentaire de croissance et du modèle énergétique (sans et avec les
contraintes topologiques), que le seuil de déformation nécessaire pour provoquer la cristal-
lisation λc est le même pour les trois températures discutées ici. Néanmoins, la cinétique
de croissance n’est plus la même puiqu’elle est dépendante de la présence des contraintes
topologiques dans le système. Sur la figure III.17, nous remarquons le changement de com-
portement du germe durant la croissance. En outre, la fonction R(t) montre une succession
de régimes à peu près linéaires, ce qui nous permet donc de considérer que la vitesse de
croissance est bien définie ici. Lorsque le germe commence à croître, la vitesse de croissance
est très rapide puis elle diminue lorsque les contraintes topologiques s’accumulent (comme
nous l’avons déjà discuté). Dès que l’instabilité de forme se manifeste, la vitesse réaugmente
et se stabilise à une valeur constante. Cela montre que la formation des branches est un
processus de croissance efficace, et que le rejet des contraintes topologiques ne peut arrêter
la croissance du germe. Même en prenant des boîtes de simulation plus grandes, l’existence
d’une vitesse limite montre que la croissance se poursuivra jusqu’à atteindre les bords. Il
n’y a donc pas de cristallite stable avec ce modèle.
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

III.3.5 Effet d’anisotropie de tension de surface

Dans les parties précédentes nous avons supposé que la tension de surface du champ
de phase était isotrope, et nous avons vu dans le paragraphe précédent que l’application
d’un champ de déformation peut conduire à une anisotropie de forme due à l’élasticité.
Cette anisotropie induite par le champ élastique ne doit cependant pas être confondue avec
l’anisotropie de tension de surface qui existe dans les cristaux réels. Même en l’absence de
déformation appliquée un cristal réel présente des facettes. Nous allons donc maintenant
prendre en compte ces effets d’anisotropie intrinsèques à la structure cristalline. Pour cela,
nous avons vu au chapitre II qu’il suffit de moduler l’épaisseur de l’interface ε avec φ l’angle
entre le vecteur normal à l’interface et la direction de référence l’axe (x). Comme la tension
de surface est directement proportionnelle à l’épaisseur de l’interface : γ(φ) = ε(φ)

√
2Γ/12 ;

une modulation angulaire de ε donne une modulation angulaire de γ semblable. La formu-
lation choisie pour ε(φ) s’écrit :

fε2(φ) =
ε(φ)

ε
=

(
1 + δ cos(a(φ− φ0)) +

1

2
δ sin2(a(φ− φ0))

)
(III.16)

En prenant un mode a = 2, une amplitude δ = 0.33 et φ0 = π/2, cette formulation permet
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Figure III.16 – a) Formes d’équilibres de la cristallite en l’absence de contrainte élastique
i.e λ = 1 selon la formulation fε utilisée pour engendrer l’anisotropie de la tension de
surface b) évolution de la morphologie cristalline d’un germe anisotrope (initialement le
germe à une forme circulaire d’un rayon de 9 nm) à une température T = 293K pour
différents temps de simulation avec un pas de 25τ1.

de former des facettes dans les directions x et y. Les formes du germe cristallin à l’état
initial en fonction de leurs propriétés de tension de surface sont représentées sur la figure
III.16 a). Avec la formulation fε2 que nous allons utiliser pour générer une modulation
angulaire de la surface du cristal dans nos simulations par champ de phase, la tension de
surface est anisotrope et elle est plus grande dans la direction y que dans la direction x
(voir figure III.16 a)). La forme d’équilibre attendue pour ce type d’anisotropie de tension
de surface est en forme de plaquette, avec une épaisseur dans la direction y plus grande
que dans la direction x (d’après la construction de Wulff [238]). L’évolution de la forme
du germe cristallin anisotrope à une température T = 293K en l’absence de contraintes
topologiques et sans déformation appliquée λ = 1 est représentée sur la figure III.16 b).
Nous pouvons remarquer que la vitesse de croissance est plus grande dans la direction y
que dans la direction x. Le résultat de cette simulation confirme que la forme d’équilibre
de l’interface correspond effectivement à une plaquette (voir figure III.16 b)).
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

a) b)

Figure III.17 – Evolution de la morphologie d’un germe cristallin isolé au sein de la
phase amorphe de forme initialement circulaire à une température T = 293K pour diffé-
rents temps de simulation de pas de 75 τ1. Comparaison entre les morphologies obtenues
pour deux formulations différentes de la fonction h(ρ), a) h(ρtopo) = exp(ρtopo(r)) et b)
h(ρtopo) = 1 + (ρtopo(r))5

Figure III.18 – Morphologie obtenue lors de la cristallisation sous tension du caoutchouc
naturel (cis-polyisoprene) à un taux de déformation de 100% [233]. Le caoutchouc naturel
est déformé à l’ambiante puis refroidi jusqu’à une température de −26̊ C pendant 2hr.

Nous allons maintenant discuter l’effet de l’anisotropie de tension de surface sur la mor-
phologie résultant de l’évolution de la croissance d’un germe anisotrope. Pour comparer
la vitesse de croissance et les structures cristallines, nous avons repris la même straté-
gie que pour le cas isotrope : nous avons comparé les structures obtenues avec les deux
fonctions exponentielle h2 et polynomiale h1 pour le ralentissement dû aux contraintes
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

topologiques. Les figures III.17 représentent l’évolution de la microstructure à une tempé-
rature T = 293K sans sollicitation mécanique (i.e λ = 1). Nous constatons que la forme
finale du cristal est la même pour les deux fonctions, l’impact du choix de la fonction h
est donc beaucoup plus faible ici que dans le cas isotrope. Cependant, comme pour le cas
isotrope, la cinétique de croissance est différente : globalement la croissance est plus lente
pour le cas polynômial que pour le cas exponentiel, même si aux temps courts c’est l’in-
verse qui se produit comme cela a déjà été discuté au paragraphe III.3.3.2. Concernant la
morphologie, la structure observée est loin de la structure que l’on peut attendre d’après
l’anisotropie de tension de surface : elle présente en effet des branchements qui forment
une structure en fagots. Les branches principales partent des coins de la cristallite pour
former une structure en X, et la croissance se fait principalement dans la direction y entre
les deux branches du X, ce que l’on peut comprendre car la tension de surface est plus
grande dans cette direction. On peut être tenté de rapprocher cette structure en fagots de
structures similaires observées par Edwards [233] et rappelé dans la figure III.18. Edward
interprète ce résultat en partant du mécanisme de nucléation de cristallite ayant une forme
lamellaire type-α qui se rassemblent durant le stade de croissance pour former ainsi une
structure en branches. Dans notre cas, on observe aussi une structure en X (voir figure
III.17) mais cette structure résulte directement d’une instabilté de croissance.

III.3.6 Conclusion

L’idée de relier le transport des défauts topologiques par l’interface avec la cinétique de
croissance est un point crucial dans ce modèle. Le ralentissement induit par l’accumulation
des contraintes topologiques aux interfaces fait en effet apparaître des hétérogénéités dy-
namiques qui sont capable d’engendrer des structures complexes. Ces structures résultent
en fait d’une instabilité physique qui ressemble à celle des dendrites dans le sens qu’il y a
une compétition entre un effet stabilisant, la tension de surface, et un effet déstabilisant
dû au transport des contraintes topologiques. Ceci dit, une analyse plus poussée serait
nécéssaire pour vraiment comprendre cette instabilité car la dynamique de transport des
contraintes topologiques n’est pas diffusive. On observe de plus un mécanisme de forma-
tion des branchements qui est très différent de celui des dendrites classiques : les branches
primaires se divisent à leur pointe en deux branches secondaires. L’objectif de ce modèle
cinétique était de stopper la croissance des cristallites à l’aide des contraintes topologiques
qui représentent physiquement les enchevêtrement et/ou les noeuds de réticulation. Nous
avons montré via l’évolution de la microstructure que les contraintes topologiques jouent
le rôle des points de blocage durant la croissance, mais ne suffisent pas pour arrêter la
croissance. En effet, dans tous les cas étudiés le germe finit par envahir tout l’espace dis-
ponible. Cet effet est dû à l’existence de l’instabilité morphologique qui permet au germe
de contourner les points de blocage, ce qui conduit à une croissance beaucoup plus rapide
que ce que l’on souhaitait. Un autre problème lié à ce modèle est que le couplage que l’on
impose est pûrement cinétique, il ne change pas l’équilibre thermodynamique des phases.
Ultimement le système atteindra de toute façon son état d’équilibre thermodynamique qui
correspond à une phase cristalline homogène, même si la cinétique peut être très lente
dans les régions où les contraintes topologiques sont denses. Autrement dit, les points de
blocages dont nous avons parlé ne sont pas des points de blocage "absolus" car les temps
de relaxation restent finis à ces endroits (même si ils peuvent être très grands). Il est donc
nécéssaire d’enrichir le modèle en considérant maintenant la possibilité d’un couplage entre
les contraintes topologiques et l’énergie libre du système pour modifier localement l’équi-
libre des phases et arrêter rééllement la croissance. C’est l’objectif du modèle "énergétique"
que nous presentons dans la partie suivante.
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

III.4 Modèle énergétique

Nous avons vu dans la partie précédente que le modèle cinétique ne permet pas d’ar-
rêter la croissance cristalline, même s’il donne naissance à des morphologies intéréssantes.
L’origine du problème vient du couplage que nous avons choisi, qui suppose que l’accumla-
tion de contraintes topologiques aux interfaces ne fait que ralentir la croissance. En réalité
on peut s’attendre également à une modification de l’énergie élastique due à l’excès de
contraintes topologiques. C’est cet effet que nous allons modéliser maintenant en repartant
du modèle élémentaire présenté au chapitre II.

III.4.1 Contribution des contraintes topologiques à l’énergie libre

De même que précédemment, nous allons supposer que les contraintes topologiques
sont repoussées dans la phase amorphe lors de la croissance : comme la phase cristalline est
supposée parfaite, les contraintes topologiques présentes dans le système sont déplacées par
les interfaces avec une vitesseV. Comme on peut s’y attendre, le déplacement de ces défauts
par l’interface conduit localement à une déformation supplémentaire à celle appliquée au
système. Cette déformation est décrite par l’écart à l’équilibre de la position des défauts
topologiques dans le système. Nous définissons alors un champ de déformation associé aux
contraintes topologiques εtopo afin d’évaluer leurs contributions élastiques à l’énergie libre
totale du système F . Pour calculer ce champ de déformation nous allons introduire le
champ de déplacement associé aux contraintes topologiques utopo. Lorsque l’interface se
déplace, utopo subit deux modifications, d’une part il est transporté par l’interface à une
vitesse V et d’autre part sa valeur est changée d’une quantité Vdt qui prend en compte le
déplacement pendant un instant dt (voir le schéma de la figure III.19).

instant t

instant t+dt

Figure III.19 – Représentation schématique des deux champs de déformation : l’un cor-
respond au champ de déformation élastique et l’autre au champ de déformation associé
aux contraintes topologiques

Le champ de déplacement des défauts topologiques utopo à donc pour équation d’évolution :

∂utopo

∂t
+ V · ∇utopo = V (III.17)
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

Comme ces déplacements se font à l’échelle des cristallites, en pratique à l’échelle nanomé-
trique, nous allons utiliser en première approximation le cadre de l’élasticité linéaire pour
évaluer l’effet de ces déformations sur la croissance. Nous verrons que cet effet est en fait
très fort, même à ce niveau d’approximation. Dans le cadre des petites déformations le
tenseur de déformation topologique s’écrit :

εtopoij =
1

2

(
∂utopoi

∂xj
+
∂utopoj

∂xi

)
(III.18)

Par hypothèse, la phase cristalline ne contient pas de contrainte topologique, par consé-
quent cette énergie élastique est totalement stockée dans la phase amorphe, dans la région
interfaciale. Supposons maintenant que les constantes élastiques sont linéaires et isotropes,
la contribution des défauts topologiques à l’énergie élastique peut être évaluée par la loi
de Hooke :

ftopo(θ) = g(θ)

(
λ∗

2

(
Tr εtopo

)2
+ µ∗Tr (εtopo)2

)
(III.19)

Avec λ∗ et µ∗ les deux coefficients de Lamé. Nous pouvons exprimer ces deux coefficients
en fonction d’un module de Young E∗ et d’un coefficient de Poissons ν∗ par :

λ∗ =
E∗ ν∗

(1 + ν∗)(1− 2ν∗)
et µ∗ =

E∗

2(1 + ν∗)
(III.20)

Les deux coefficients de Lamé donnés par l’expression III.20 vérifient la loi de Hooke en
3D qui décrit le comportement mécanique d’un milieu homogène isotrope. En 2D, ces deux
coefficients s’expriment ainsi :

λ∗ =
E∗ ν∗

1− ν∗2
et µ∗ =

E∗

2(1 + ν∗)
(III.21)

III.4.2 Equations d’évolution du système vers l’équilibre

Dans notre approche, la fonctionnelle d’énergie libre de Gibbs dépend implicitement
d’un troisième champ correspondant au champ de déplacement des défauts topologiques
dans le système utopo. Cette fonctionnelle se réécrit :

F [θ,u,utopo] =

∫
dr
{

Γ

(
θ2

4
(1− θ)2 +

ε2

2
||∇θ||2

)
+ ρg(θ)

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
kbT

n
Tr(ε(r))

)
−g(θ)

(
λ∗

2

(
Tr εtopo(r)

)2
+ µ∗Tr (εtopo(r))2

)}
(III.22)

Avec cette formulation (III.22), une nouvelle contribution à la tension de surface s’ajoute
à celle du modèle élémentaire : elle provient de l’élasticité stockée à l’interface par les
contraintes topologiques. Les équations cinétiques de relaxation du système vers l’équilibre
sous l’effet d’une sollicitation mécanique ou sous l’effet de la température sont quasiment
les mêmes que celles présentées dans le deuxième chapitre. Pour réécrire ces équations, nous
avons utilisé l’approche cinétique non-conservative d’Allen-Cahn. Comme les deux champs
de déformation sont indépendants l’un de l’autre, l’équation de relaxation mécanique reste
inchangée. Cependant, la contribution de l’énergie libre dépend explicitement du champ
de phase ; nous allons considérer deux cas :

– Interfaces isotropes :
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

En minimisant, encore une fois, la fonctionnelle de l’énergie libre de Gibbs F à partir de
l’équation (III.22), avec ε une constante, nous obtenons l’équation d’évolution du champ
de phase θ(r) :

∂θ(r)
∂t

=
1

τ1fscale

{
Γ

(
ε2∆θ +

θ

4
(1− θ)(1− 2θ)

)
− ρg′(θ)

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
Tkb
n

Tr(ε(r))
)

+g′(θ)

(
λ∗

2

(
Tr εtopo(r)

)2
+ µ∗Tr (εtopo(r))2

)}
(III.23)

– Interfaces anisotropes :
Pour introduire l’anisotropie de la tension de surface, nous avons choisi de suivre la même
procédure que celle utilisée dans le deuxième chapitre. Après une minimisation de la fonc-
tionnelle en tenant compte de l’anisotropie à travers l’épaisseur de l’interface ε(φ), nous
aboutissons à l’équation d’évolution du champ de phase θ(r) suivante :

∂θ(r)
∂t

=
1

τ1fscale

{
Γ

[
∇(ε2(φ) · ∇θ)− ∂

∂x

(
ε(φ)ε′(φ)

∂θ

∂y

)
+

∂

∂y

(
ε(φ)ε′(φ)

∂θ

∂x

)
+

1

4
θ(1− θ)(1− 2θ)

]
− ρg′(θ)

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
Tkb
n

Tr(ε(r))
)

+g′(θ)

(
λ∗

2

(
Tr εtopo(r)

)2
+ µ∗Tr (εtopo(r))2

)}
(III.24)

III.4.3 Simulation par champ de phase de la croissance cristalline sous
contraintes élastiques et topologiques

Nous allons pouvoir maintenant évaluer la robustesse du modèle du champ de phase
que nous avons développé dans la section précédente. Dans les deux cas d’interfaces, iso-
tropes et anisotropes, les équations cinétiques régissant leurs relaxations sous l’effet de la
température et sous l’effet des contraintes élastiques et topologiques (III.23) et (III.24) sont
résolues numériquement par différence finie implicite (Annexe F). Le système de simulation
que nous allons utiliser dans cette étude, les conditions aux limites et les conditions initiales
pour le champ de phase θ et le champ de déformation u sont les mêmes que dans les pré-
cédentes simulations en deux dimensions. Ces conditions sont données dans la section II.5.
Le champ de déplacement des contraintes topologiques utopo est choisi initialement nul. Les
deux coefficients de Lamé sont choisis pour prendre en compte l’excès local d’énergie élas-
tique due à l’enrichissement en contraintes topologiques. Comme cet enrichissement local
près des interfaces peut être assez fort (200% voire même 300% dans le modèle cinétique
précédent), nous avons choisi les coefficients de Lamé du même ordre de grandeur que ceux
du coutchouc naturel lui même, pour le taux de réticulation considéré. Ces coefficients
dépendent en toute rigueur des paramètres du matériau, et même potentiellement de la
température. Comme notre objectif n’est pas de décrire précisément un matériau particu-
lier, mais plutôt d’évaluer les conséquences de cette contribution élastique sur la croissance
nous ne prendrons pas en compte ces dépendances, et nous nous contenterons d’un ordre
de grandeur. Bien sûr le modèle peut être amélioré pour une étude plus quantitative. Nous
avons donc pris pour valeurs λ∗ = 0.15275 × 106 J.m−3 et µ∗ = 0.611 × 106 J.m−3. Les
autres paramètres du modèles sont ceux qui ont été choisis dans le chapitre II, et qui sont
récapitulés dans le tableau II.2. Nous effectuons nos simulations sur une boite rectangulaire
de dimension Lx = Ly = 200, et le pas de temps adimensionné par τ1 à été fixé à 0.1.

Nous présentons maintenant, les résultats d’un cas test afin d’évaluer les ingrédients
physiques de notre modèle. Ce cas correspond à la croissance d’un germe cristallin initia-
lement circulaire dans la phase amorphe préalablement étirée avec un taux d’élongation
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Figure III.20 – Evolution de la structure du germe durant la croissance à une température
de coexistence T = 303K et à un taux d’élongation λ = 4 : a) champ de phase à deux
instants t = 0 et t = 250τ1, b) à gauche, champ de contraintes élastiques σxx et à droite
l’excès des contraintes élastiques ∆σxx, c) à gauche, la densité de défauts topologiques et
à droite les contraintes topologiques σtopoxx

λ = 4 à la température T = T 0
m ; la tension de surface est ici choisie isotrope. L’évolution

du germe du début de la croissance jusqu’à un stade avancé de la saturation t = 250 τ1

est représentée sur la figure III.20. Nous observons que le germe conserve sa forme circu-
laire durant la croissance sous étirement jusqu’à ce qu’il atteigne une forme stationnaire.
Contrairement à ce qui était observé avec le modèle élémentaire qui ne prend pas en compte
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Figure III.21 – a) champ de contraintes topologiques σtopoxx selon la direction x, b) champ
de déplacement uxtopo(x,Ny/2, t) associé aux contraintes topologiques selon la direction x
(ce champ est représenté suivant l’axe de traction x). Notons que ces résultats sont issus
d’une simulation par champ de phase de la croissance d’un germe cristallin isotrope à la
température de coexistence T = 303K et à un taux d’élongation λ = 4. Les deux champs
sont représentés à un temps de simulation fixé à 175τ1.

les contraintes topologiques (on observait une croissance rapide dans la direction de trac-
tion, voir figure II.9), nous constatons que le germe croit de manière isotrope. Qui plus est,
le modèle élémentaire ne prévoyait pas de saturation de la croissance alors que le nouveau
modèle le fait. On remarque aussi la formation de zones de hautes contraintes élastiques
localisées dans la direction de traction dues au phénomène de transfert local d’énergie
élastique de la phase cristalline vers la phase amorphe. Pour étudier l’effet des contraintes
topologiques sur le mécanisme de croissance, nous avons estimé la densité de ces derniers en
se basant sur le champ de déplacement utopo. Supposons que les contraintes topologiques
sont conservées, la variation d’un élément de volume contenant nd contraintes topologiques
peut alors s’écrire sous la forme suivante :

δV

V
= div utopo(r) (III.25)

Le volume qu’elles occupent après une déformation finie est de l’ordre de exp(div utopo(r)).
La densité qui résulte de cette dilatation (ou contraction) varie comme nd divisé par le
volume final et peut donc s’écrire ρ(r) = ρ0 exp(−div utopo(r)). Ce n’est qu’une estimation
car il faudrait en tout rigueur intégrer sur le chemin réellement suivi par les contraintes
topologiques, mais cela permet de visualiser les régions riches en contraintes topologiques.
Cette densité n’est pas utilisée dans les calculs, elle sert juste à la visualisation.

Nous remarquons qu’elles se localisent dans la région interfaciale durant la croissance
(cf. Fig.III.20 c) a gauche). Leur accumulation ralentit à fur et à mesure de la croissance,
et lorsque la densité devient élevée le germe cesse de croître. Nous pouvons visualiser aussi
l’effet de ces contraintes topologiques sur le mécanisme de croissance à partir de l’élément
σtopoxx du tenseur des contraintes topologiques. Sur la figure III.20 c) à droite, nous observons
que les contraintes topologiques sont stockées seulement dans les interfaces dont la région
intérieure est en traction ; en effet le germe rejette les défauts vers la phase amorphe durant
la croissance, et la phase amorphe résiste par une force de compression sur l’interface. Nous
pouvons comprendre aisément l’origine de cette force de compression en analysant le profil
du champ de déplacement utopo associé au contraintes topologiques. Ce champ utopox est
représenté sur la figure III.21, qui montre que les contraintes topologiques sont repoussées
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

vers l’extérieur de l’interface mais sur une distance limitée. A l’intérieur de la cristallite
le champ de déformation correspond à une dilatation car les contraintes topologiques sont
repoussées par la croissance, mais à l’extérieur le champ de déformation doit tendre vers
zéro et on a au contraire une compression sur la ceinture externe de la cristallite.

III.4.3.1 Cinétique de la croissance

Nous allons maintenant discuter les résultats du modèle énergétique en se focalisant
sur la cinétique de croissance d’un germe isolé. Nous considérons tout d’abord une tension
de surface isotrope.

Afin de suivre la cinétique de croissance sous contrainte, nous avons utilisé la même
stratégie que dans le chapitre II : le système est soumis à une élongation homogène et on
simule la croissance d’un germe nucléé après déformation (voir figure II.7). Pour suivre
l’évolution de la cristallisation, nous mesurons la cristallinité qui est en fait la moyenne
du champ de phase θ sur la boîte de simulation. Cette cristallinité sera désignée par "pa-
ramètre d’ordre θ" sur les figures. La figure III.22 montre en premier lieu que le germe
croit jusqu’à une taille de saturation, et que la contrainte élastique σxx relaxe avec la
même cinétique. Nous avons montré auparavant que la croissance d’un germe de rayon
de R = 9nm ne se déclenche qu’à un certain taux d’élongation critique qui dépend de la
température d’essai. A coexistence T = T 0

m, le germe croit à partir d’un taux d’élongation
λc = 4. Concernant l’influence du taux d’élongation, nous voyons sur la figure III.22 que
l’élongation accélère la cinétique, ce qui n’est pas surprenant d’après ce que l’on a vu dans
le chapitre II : l’élongation favorise la phase cristalline. A titre de comparaison, le temps
caractéristique de croissance à la température de coexistence est évalué à 70 τ1 pour un
taux d’élongation λc. Si l’on augmente la déformation, la cinétique devient plus rapide, le
temps de croissance tombe à 20 τ1 pour un taux d’élongation de 6. Nous remarquons que
la taille de saturation des cristallites n’est par contre pas très sensible à l’élongation appli-
quée, sauf au voisinage du seuil λc. Concernant l’influence de la température, on observe le
même type de phénomène : une augmentation de température ralentit la croissance. Pour
un taux d’élongation fixé à λ = 5, les temps caractéristiques de croissance sont évalués
respectivement à 25 τ1 et à 66 τ1 pour les deux températures d’essais T = 298K et 303K.
De même, la température influe peu sur la taille de saturation des cristallites.

Les résultats de la figure III.22 ont été obtenus pour un germe initial circulaire de rayon
R = 9nm. Nous avons fait ce choix car ce rayon de germe est supérieur au rayon critique
de nucléation pour toutes les valeurs de λ et de température que nous avons présenté ici.
Ce rayon est a priori choisi par le processus de nucléation lui même et il est intéressant de
voir comment le rayon du germe influe sur les résultats. Pour cela nous avons également
testé des germes plus petits, de rayon R = 5nm. Pour l’ensemble des valeurs de λ et T que
nous avons choisies ce rayon ne sera pas nécéssairement plus grand que le rayon critique de
nucléation comme discuté dans le chapitre II, mais en prenant λ = 5 et T = Tm = 303K
la croissance est assurée pour les deux germes (R = 9nm et R = 5nm). La figure III.23
représente l’évolution temporelle du rayon effectif de cristallite pour les deux conditions
initiales R = 5nm et R = 9nm. Dans les deux cas la cinétique est la même, le temps
nécessaire pour qu’un germe puisse atteindre sa taille de saturation est de 35 τ1, mais la
taille finale est différente et est décalée de 4nm. De manière intéréssante, la différence de
taille finale correspond à la différence de taille initiale, ce qui montre que seule la distance
parcourue par l’interface joue : le rejet des contraintes topologiques se fait de la même
façon dans les deux cas.

Pour compléter cette étude menée sur l’effet des contraintes topologiques sur la ciné-
tique de croissance, nous allons présenter les résultats d’une simulation à une température
T = Tm = 303K avec différents taux d’élongations (voir figure III.24). Dans cette simula-
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Figure III.22 – Evolution du champ de phase θ(t) et de la contrainte σxx(t) dans la
direction de traction ex pour un réseau de chaînes macromoléculaires homogène avec n = 95
et pour trois valeurs différentes de température 298K, 303K et 308K

tion, nous avons choisi de générer initialement un germe de rayon fixé à R = 5nm auquel
nous appliquons initialement un taux d’élongation λ = 5 pour permettre la croissance
comme discuté précédemment. La simulation consiste alors à appliquer sur le système une
déformation alternée correspondant à deux taux d’élongation λ = 5 et λ = 4. La déforma-
tion est appliquée d’une manière instantanée et nous laissons le système relaxer vers l’état
d’équilibre sur un intervalle de temps de 500 τ1 à chaque modification du taux d’élongation.
A l’instant t = 2000 τ1 nous appliquons enfin sur le système un taux d’élongation λ = 3 et
de même nous laissons relaxer la forme du germe.

La figure III.24 montre que la croissance est réversible si on passe d’un taux d’élongation
à un autre. La cinétique de relaxation de la forme est très rapide lors de ce processus, de
l’ordre de 10τ1 au plus. On a donc un équilibrage de la forme quasi-instantané au cours de
ce processus.
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Figure III.23 – Evolution temporelle du rayon effectif de la cristallite dans le cas de
la croissance d’un germe cristallin circulaire avec une tension de surface isotrope à la
température T = 303K et un taux d’élongation λ = 5. Le rayon du germe est initialement
fixé à a) 5nm, et à b) 9nm
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Figure III.24 – Evolution du champ de phase θ(t) à la température de coexistence 303K
pour différents taux d’élongation λ

Lorsque le taux d’élongation est abaissé à λ = 3, nous remarquons que l’évolution de
la cristallinité suit une courbe particulière ; on peut identifier deux régimes : un régime de
décroissance ralentie suivi d’un régime de fusion accélérée. Pour rejoindre son nouvel état
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Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

d’équilibre la cristallite commence en effet par décroitre rapidement, comme dans le cas
précédent, mais en arrivant à des tailles voisines du rayon critique de nucléation la cinétique
devient lente à cause de la barrière d’énergie libre que le germe doit franchir. Ce régime
s’étend sur un intervalle de temps allant de 2000 τ1 à 2100 τ1. Lorsqu’il parvient à franchir
la barrière d’énergie libre, aux environs de 2100 τ1, la décroissance accélère de nouveau et
le germe finit par fondre très rapidement. Cette dynamique met en avant le rôle joué par
le rayon critique de nucléation sur la cinétique de fusion. Notons ici que l’effet est amplifié
par le choix λ = 3 que nous avons fait. Cette valeur de λ est en fait très proche de la valeur
critique de fusion λm et le passage de la barrière est donc très lent. Nous discuterons les
valeurs de λm plus en détail dans le paragraphe III.4.3.3 sur la température de fusion.

Bien sûr, si on souhaite comparer ces résultats avec les expériences on a besoin de
connaître la valeur de τ1. Cette valeur est difficile à estimer parce que nous ne simulons ici
que le processus de croissance ; dans les expériences le temps d’apparition des cristallites
contient en plus le temps de nucléation qui est en général plus grand que le temps de
croissance. Néanmoins il est possible de donner une borne supérieure de τ1 en comparant
nos résultats avec les temps donnés dans la littérature. A l’ambiante, le caoutchouc naturel
cristallise sous déformation dans un intervalle de temps allant de 50 ms à 200 ms, dans
notre modèle l’unité de temps τ1 doit donc être au plus de l’ordre de 1 ms. Bien que cette
méthode d’identification soit imprécise nous choisirons cette valeur dans le chapitre suivant
pour étudier le cas des déformations cycliques.

III.4.3.2 Effet de l’anisotropie de tension de surface

Dans le cas des interfaces isotropes nous avons vu que le modèle énergétique ne prédit
pas d’instabilité de croissance et que les cristallites gardent une forme quasi-circulaire.
Mais en réalité les cristallites possèdent une anisotropie de tension de surface et nous
allons évaluer en quoi cette anisotropie peut modifier les résultats. Nous allons utiliser ici
la même anisotropie que celle de la partie III.3.5 (équation (III.16)) que nous reproduisons
ici :

fε2(φ) =
ε(φ)

ε
=

(
1 + δ cos(a(φ− φ0)) +

1

2
δ sin2(a(φ− φ0))

)
(III.26)

Ce choix favorise davantage la croissance selon la direction perpendiculaire à l’axe de
traction y. Le mode d’anisotropie est fixé à 2 et l’amplitude à 0.33 comme précédemment.
Les résultats des simulations sont comparés avec ceux obtenus pour les interfaces isotropes.
L’évolution de la structure cristalline durant la croissance sous l’effet d’une force de traction
λ = 4 à la température de coexistence T = T 0

m = 303K, pour le cas isotropes (Fig a)) et le
cas anisotropes (Fig b)) est représentée sur la figure III.25. La première constatation est
que la cristallite atteint une forme stationnaire dans le cas anisotrope comme dans le cas
isotrope ; cependant la forme est très différente. Dans le cas isotrope, la cristallite conserve
sa forme quasi-circulaire durant la croissance, par contre dans le cas anisotrope la forme
finale est une plaquette allongée dans la direction y, perpendiculaire à l’axe de traction.

Nous allons maintenant discuter l’effet de l’anisotropie de tension de surface sur la
cinétique de croissance. La figure III.26 présente l’évolution du champ de phase θ(t) en
fonction du temps à une température T = T 0

m = 303K pour différentes valeurs du taux
d’élongation λ. Cette figure compare les deux cas isotropes et anisotropes et nous pouvons
noter tout d’abord une similitude de comportement lorsque λ < 6. De manière intéressante,
la vitesse de croissance est pratiquement la même pour toutes les valeurs de λ, il y a
juste un décalage des courbes dans le cas λ = 4 mais les pentes restent voisines. Le cas
λ = 6 est intéressant car il montre qu’une instabilité peut se manifester qui conduit à la
formation de pointes dans les coins de la plaquette. La croissance devient alors très rapide
et notre programme ne permet pas de suivre la croissance aux instants ultérieurs. On peut

97

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre III Limitation de la croissance et effets des contraintes topologiques

a) b)

Figure III.25 – Evolution de la morphologie d’un seul germe cristallin au sein de la phase
amorphe sous l’effet d’une force de traction λ = 4 pour différents temps de simulation
séparés de 25 τ1. a) la tension de surface est isotrope, b) la tension de surface est anisotrope.
A noter que la boite de simulation est de dimension 200 ∗ 200, les résultats présentés ici
correspondent à un zoom sur la microstructure obtenue dans les deux cas
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Figure III.26 – Evolution temporelle du champ de phase à la température de coexistence et
pour différents taux d’élongation λ. Les résultats correspondent aux deux types d’interfaces
diffuses isotrope et anisotrope

cependant s’attendre à avoir des contraintes trés fortes au niveau des pointes à même de
faire transiter le système vers un état spinodal (instable).

Pour conclure cette étude, lorsque λ reste inférieur à 6, les cinétiques de croissance sont
très semblables dans le cas isotrope et le cas anisotrope, ce qui justifie notre travail sur le
cas isotrope. Par contre la forme des cristallites est très différente.
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III.4.3.3 Estimation de la température de fusion par le modèle énergétique

L’une des informations que l’on peut tirer de ce modèle local est l’évolution de la tem-
pérature de fusion en fonction du taux d’élongation. Dans cette partie nous allons discuter
essentiellement l’évolution de cette température pour un matériau de densité moyenne
ν = ρ/n = 1.547 × 10−4 mol/cm3 et une tension de surface isotrope. Pour cela, nous
avons défini une procédure qui consiste à faire croitre un germe de taille 5 nm dans une
phase amorphe étirée avec un taux d’élongation λ = 6. Lorsque la cristallite atteint sa taille
d’équilibre à ce taux d’élongation, nous procédons à un essai de rétraction chaque 500 τ1

par pallier de 0.5 jusqu’à la disparition de cette cristallite. Nous avons vu précédemment
que ce temps permet à la cristallite de se stabiliser car le temps caractéristique de croissance
ne dépassent pas les 100 τ1, et les temps de retractions sont très courts. Nous pouvons donc
considérer que la cristallite atteint sa taille d’équilibre chaque fois que l’on change le taux
d’élongation. Cette procédure nous permet d’estimer à une température donnée le seuil de
déformation λm pour lequel la cristallite fond, et inversement la température de fusion Tm
à λ donné.

La figure présente l’évolution temporelle du rayon effectif de la cristallite en fonction
du taux d’élongation pour trois valeurs différentes de la température. Le rayon effectif
est évalué à partir de la surface occupée par la cristallite dans une boite de simulation
en 2D, et mesuré par

∫
dr θ(r, t). Comme nous avons constaté dans les simulations par

champ de phase le germe cristallin conserve sa forme circulaire durant la croissance, et
donc le rayon effectif d’une cristallite stable peut être évalué par l’expression suivante :√∫

dr θ(r, t)/π. La figure III.27 montre que la cristallite est bien stable chaque fois qu’on
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Figure III.27 – a) Evolution temporelle du rayon effectif du germe circulaire avec une
tension de surface isotrope en fonction de la température et du taux d’élongation, b)
Température de fusion en fonction du taux d’élongation

change le taux d’élongation. En effet, en diminuant le taux d’élongation la cristallite fond
jusqu’à ce qu’elle atteigne sa nouvelle taille d’équilibre. On remarque aussi qu’à un certain
taux d’élongation la cristallite disparaît totalement. Toutefois, ce taux d’élongation noté ici
λm est différent du taux associé au début de la cristallisation λc. A coexistence T = 303K,
nous avons évalué λc à 4 et λm à 3. Enfin, à ce taux d’élongation λm, la cinétique de fusion
est quasiment inchangée en fonction de la température.

La variation de la température de fusion en fonction du taux d’élongation est donnée
par la figure III.27 b). Celle-ci montre que la température de fusion des cristallites augmente
avec le taux d’élongation. Pour λ = 3 la température de fusion est estimée à 303K qui
coïncide avec la température de fusion en volume de la phase cristalline (cristal infini)

99

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
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à λ = 1 que l’on a choisie. On peut déduire de cette courbe qu’à un taux d’élongation
fixé la température de fusion d’une cristallite finie est plus petite que celle d’un cristal
infini. Ce résultat est cohérent avec la formulation de la température de fusion établie par
Gibbs-Thomson qui fait intervenir la tension de surface et la taille des cristallites.

III.5 Thermodynamique de la cristallisation des élastomères
sous contraintes : effet de la tension de surface effective

L’étude de la cinétique de croissance par le modèle de champ de phase montre que les
contraintes topologiques agissent essentiellement dans la région interfaciale, ce qui conduit
soit à un ralentissement de la cinétique avec des structures en branches (modèle cinétique),
soit à un arrêt du processus de croissance via l’accumulation des contraintes topologiques
dans les interfaces (modèle énergétique). Dans ce dernier cas, nous allons montrer que la
contribution des contraintes topologiques (enchevêtrements et/ou noeuds de réticulation) à
l’énergie élastique est équivalente à une tension de surface effective. En utilisant l’approche
macroscopique de la cristallisation des élastomères que nous avons développée au chapitre
II, nous allons analyser l’effet de la tension de surface effective sur l’équilibre de phase et
sur la barrière de nucléation. Pour cela, nous allons rajouter la tension de surface effective
à la force motrice de nucléation ∆Gv (différence d’énergie libre entre l’amorphe et le cristal
en volume) et nous en discuterons ensuite les conséquences sur le diagramme de phase.

III.5.1 Estimation de la tension de surface effective

La tension de surface effective peut être déterminée à l’aide des simulations de croissance
par champ de phase. En effet, elle est la somme de deux contributions mesurables dans
notre modèle, l’une est reliée au gradient du champ de phase et l’autre à l’énergie libre
locale dans les interfaces (équation (III.22)). La procédure que nous avons suivie pour
étudier la variation de la tension de surface en fonction de la taille des cristallites est
de mesurer simultanément le rayon effectif de la cristallite et ces deux contributions au
cours de la fusion. A coexistence T = 303K, nous appliquons sur le système une force de
traction de λ = 6 que nous diminuons brutalement, pour chaque période de 500 τ1, jusqu’à
la disparition totale de la cristallite. Dans nos simulations numériques, l’état initial du
champ de phase correspond à un germe circulaire de rayon 5 nm centré dans une boite de
simulation en 2D, de taille 200 nm∗200 nm. L’évolution de la tension de surface effective en
fonction du rayon des cristallites est représentée sur la figure III.28 pour différentes valeurs
de E∗ et n. Cette figure montre d’une part que la contribution des contraintes topologiques
à la tension de surface devient importante pour les grandes cristallites et d’autre part une
quasi-indépendance de cette tension avec le nombre de segments entre deux noeuds de
réticulation à E∗ constant. La variation de E∗ à n constant conduit au contraire à une très
forte vartiation de la tension de surface effective, puisque la valeur de l’énergie élastique
additionnelle induite par les contraintes topologiques est proportionnelle à E∗.

On rappelle qu’en l’absence de contraintes topologiques dans le système, la tension de
surface n’est qu’une constante liée aux deux paramètres phénoménologiques ε et Γ et vaut
ici γ0 = 2× 10−2 J/m2 (cf. Annexe B). Nous pouvons aussi constater que la contribution
des contraintes topologiques à la tension de surface est négligeable pour les cristallites
d’un rayon inférieur à 10 nm. En effet, comme il y a déjà des contraintes topologiques
présentes dans la phase amorphe, l’enrichissement que l’on observe initialement à un effet
très faible. Par contre, comme le germe cristallin accumule des contraintes topologiques
dans les interfaces lors de la croissance, et qu’elles ne peuvent pas diffuser dans la phase
amorphe, l’augmentation d’énergie libre stockée dans les interfaces devient considérable
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Figure III.28 – Evolution de la tension de surface effective ∆γ = γ − γ0 en fonction
du rayon de la cristallite pour différents matériaux (chaque matériau est identifié par une
densité moyenne de réticulation ρ/n)

pour les plus grandes cristallites. Cette variation forte de l’énergie de surface est un aspect
remarquable du modèle énergétique, et elle permet de comprendre pourquoi la cristallite
atteint une forme stable. Pour quantifier cet effet, nous avons ajusté le comportement de
la tension de surface effective γeff en fonction du rayon r par une fonction exponentielle :

γeff (r) = γ0 +A exp(B r) (III.27)

avec pour ρ = 1.47×104 mol/m3 et n = 95 : A = 0.5406×10−4 J/m2 et B = 0.3561 nm−1.
Nous voyons sur la figure III.28 que l’ajustement est excellent. Les valeurs de A et de B
peuvent être ajustées indépendamment pour chaque matériau (voir tableau récapitulatif
III.2).

III.5.2 Stabilité thermodynamique des cristallites

Nous proposons à présent une approche thermodynamique à une échelle macroscopique
pour décrire la cristallisation du caoutchouc naturel sous déformation. Pour cela nous allons
reprendre la théorie classique de nucléation discutée dans le chapitre II (en particulier le
paragraphe II.3.1), et nous allons introduire la tension effective, dont la valeur dépend
fortement du rayon du germe, et en discuter les conséquences. Le développement théorique
de cette approche thermodynamique repose sur l’hypothèse que les contraintes topologiques
ne contribuent pas à l’énergie en volume du système mais sont intégralement prises en
compte dans la tension de surface effective des cristallites. Comme nous l’avons montré
dans le chapitre II (section II.3.1), la force motrice de la cristallisation du système en
traction à 2D s’écrit :

∆Gv = fbulk(θ = 0)− fbulk(θ = 1) = ρ

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
Tkb
2n

(
λ2 +

1

λ2
− 2

))
(III.28)

En introduisant l’énergie de surface, l’énergie libre de formation d’un germe cristallin cir-
culaire de rayon r exprimée par unité de longueur devient :

∆G = 2πrγeff (r)− πr2∆Gv (III.29)

Les conditions de stabilité des cristallites formées sous l’effet de la déformation peuvent
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Figure III.29 – Représentation schématique de la barrière de nucléation, où ∆G est l’en-
thalpie libre du système

être déduites en analysant la variation de l’énergie libre de formation des germes cristallins,
à un taux d’élongation donné et en fonction de la taille de ces germes. Lorsqu’on ne prend
pas en compte l’effet des enchevêtrements et/ou des noeuds de réticulation, la tension
de surface est une constante et les germes nucléés au sein de la phase amorphe peuvent
croître dès que leur rayon dépassent le rayon critique défini auraparavant par l’expression
rc = γ0/∆Gv (voir II.14). Dès que le germe franchi la barrière de nucléation, il continu
alors à croitre jusqu’à l’infini.

Toutefois, avec la formulation que nous avons adoptée pour la tension de surface effec-
tive γeff , la fonction de l’enthalpie libre du germe peut avoir un minimum pour une valeur
du rayon rs non nulle. Nous pouvons alors envisager quatre situations pour le processus de
croissance selon les conditions de température et de déformation appliquées sur le système.
La figure III.29 représente les quatre scénarios possibles. Dans tous les cas, l’enthalpie libre
de formation possède un maximum caractérisant l’état d’équilibre instable qui correspond
à la barrière de nucléation. Au delà de cet état, le germe peut croître jusqu’à ce qu’il trouve
un état d’équilibre plus stable qui correspond a un minimum local de l’enthalpie libre de
formation (voir figure III.29 a)) :

∂∆G

∂r

∣∣∣∣
r=rs

= 0 (III.30)

La limite d’existence de ce minimum correspond à un état spinodal dans lequel les cristal-
lites fondent spontanément ∂2∆G/∂r2 = 0 (figure III.29 d)). Lorsque ce minimun existe,
s’il n’est que local, les cristallites sont dans un état métastable en rs (figure III.29 c)).
L’état de coexistence des deux phases qui marque le début de la fusion des cristallites
est donnée par : ∆G = 0 (figure III.29 b)). Lorsque ∆G < 0, c’est-à-dire que lorsque le
minimun devient global, la cristallite de rayon rs est stable (figure III.29 a)).
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Figure III.30 – a) Variation de l’enthalpie libre en fonction du rayon de la cristallite
pour différents taux d’élongation à T = 303K, b) rayon critique rc et rayon de saturation
rs de la cristallite en fonction du taux d’élongation à T = 303K. Le réseau des chaînes
macromoléculaires est homogène, les chaînes sont constituées de n = 95 segments.

Voyons maintenant comment ce scénario s’applique à notre modèle. Nous avons re-
présenté sur la figure III.30 la variation de l’enthalpie libre pour un système sous traction
statique pour différents taux d’élongations à une température T = 303K. On remarque que
la déformation stabilise les cristallites puisque le minimum se déplace vers le bas lorsque λ
augmente. A un taux d’élongation fixé, par exemple λ = 6, un germe de rayon 6 nm croit
sous l’effet de la déformation jusqu’à atteindre sa forme d’équilibre dont le rayon est évalué
ici à 15 nm. Sur la figure III.30 b), on remarque que le rayon critique diminue avec le taux
d’élongation tandis que le rayon de saturation des cristallites augmente lentement et de-
vient quasiment une constante pour les taux d’élongations les plus élevés. Nous avons alors
calculé la valeur de rc et rs pour différents valeurs de n et E∗. Le tableau III.1 représente
un récapitulatif de tous les résultats obtenus pour trois matériaux différents. Nous pouvons
d’abord constater l’effet du paramètre n (nombre de segments de chaîne entre deux noeuds
de réticulation) à même valeur de E∗ : le rayon critique de nucléation augmente avec n ; le
calcul montre également que la barrière de nucléation diminue. Ces résultats indiquent que
la probabilité de former des germes cristallins de grande taille serait plus favorable pour
les réseaux de chaînes longues que pour ceux de chaînes courtes (n = 40). Toujours avec la
même valeur de E∗, on observe une diminution de rs quand n augmente. Ainsi, si la crois-
sance des cristallites conduisait - via l’accumulation des défauts topologiques à l’interface -
à un surplus d’énergie élastique indépendant de la valeur de n, alors cela impliquerait que
les cristallites stables formées à un λ donné seraient plus petites dans le cas d’un réseau de
chaînes longues (à T = 303K et pour un taux d’élongation λ = 6, la taille de la cristallite
formée passe de 18 nm pour n = 40 à 13 nm pour n = 150). Cependant, des résultats
expérimentaux du laboratoire MATEIS ont au contraire montré que la taille des cristallites
augmente lorsque la densité de réticulation du caoutchouc diminue (c’est à dire lorsque n
augmente). La seule manière d’en rendre compte dans nos simulations est de considérer
que la valeur de E∗ diminue quand n augmente. En effet, une plus faible concentration de
chaines actives conduit nécessairement à moins de contraintes topologiques ; et l’on voit
bien, d’après nos simulations, que E∗ et n ont un effet opposé sur la taille saturante des
cristallites : il suffit de comparer les résultats obtenus pour (n = 95, E∗ = 0.50916 MPa)
et ceux obtenus pour (n = 40, E∗ = 1.01832 MPa). Pour réellement simuler l’effet du
paramètre n sur la taille des cristallites, il faudrait donc au préalable établir un lien entre
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n et E∗, ce qui dépasse ici le cadre de notre travail.

Table III.1 – Rayon critique et saturation à T = 303K

E∗ (MPa) n (−) ν = ρ/n (mol/m3) λ (−) rc (nm) rs (nm)

0.50916 40 3.675× 102

3.5 4.17 13.5
4.0 3.06 15.0
4.5 2.35 16.0
5.0 1.87 16.5
5.5 1.52 17.5
6.0 1.26 18.0
6.5 1.07 18.5
7.0 0.91 19.0

0.50916 95 1.547× 102

3.5 9.90 −
4.0 7.27 −
4.5 5.59 −
5.0 4.44 13.5
5.5 3.62 14.5
6.0 3.01 15.0
6.5 2.54 16.0
7.0 2.18 16.5

0.50916 150 0.98× 102

3.5 15.64 −
4.0 11.49 −
4.5 8.83 −
5.0 7.01 −
5.5 5.71 12.0
6.0 4.75 13.0
6.5 4.01 14.0
7.0 3.43 14.5

1.01832 40 3.675× 102

3.5 4.17 11.5
4.0 3.06 12.0
4.5 2.35 13.0
5.0 1.87 13.5
5.5 1.52 14.0
6.0 1.26 14.5
6.5 1.07 15.0
7.0 0.91 15.5

III.5.3 Température de fusion

Intéressons nous maintenant à l’effet de la tension de surface effective sur la température
de fusion. Pour cela nous allons reprendre la même stratégie que dans le paragraphe II.3.1
du chapitre II et comparer le cas d’une tension de surface constante γ0 sans contraintes
topologiques et le cas où ces dernières sont prises en compte via γeff . Rappelons tout
d’abord l’effet de la tension de surface γ0 sur l’évolution de la température de fusion en
fonction de la densité du réseau des chaînes actives ν = ρ/n. Supposons que les cristallites
formées soient stabilisées par un mécanisme non pris en compte ici (c’est un modèle très
souvent utilisé dans la littérature pour estimer des ordres de grandeurs [79,233,234]) ; pour
une cristallite de taille finie avec une géométrie circulaire de rayon rs, la température de
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fusion est donnée par la condition ∆G = 0 :

Tm(λ, rs) = T 0
m

{
1− 2γ0

rshmρ

1− kbT 0
m

2nhm

(
λ2 + 1

λ2
− 2
)} (III.31)

Cette expression (III.31) montre que la déformation via le taux d’élongation λ et la tension
de surface γ0 influencent la température de fusion. L’évolution de la température de fusion
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Figure III.31 – Température de fusion Tm en fonction de la taille de saturation des cristal-
lites et du nombre de segments dans une chaîne active n pour différents taux d’élongation
λ

en fonction du taux d’élongation et de la taille d’une cristallite pour deux matériaux
différents est représentée sur la figure III.31. Dans ces calculs, la température de fusion
d’un cristal infini au repos T 0

m est fixée à 303K. Les autres paramètres sont reportés dans
le tableau récapitulatif du chapitre II. On observe que la température de fusion d’une
cristallite de taille finie augmente avec la déformation, ce qui est une conséquence de la
diminution de l’entropie du système. Quelque soit le taux d’élongation, la température de
fusion d’une cristallite n’évalue quasiment plus lorsque sa taille dépasse les 100 nm. A cette
taille, on peut donc estimer la température de fusion d’un cristal infini. En outre, si l’on
compare, à même taille de cristallite et même taux de déformation, deux matériaux d’une
densité moyenne ν respectivement 1.547 × 102 mol/m3 (n = 95) et 3.675 × 103 mol/m3

(n = 40) on observe que la température de fusion est plus grande lorsque les cristallites de
taille donnée sont formées à partir d’un réseau des chaîne plus courtes.

Prenons maintenant en compte l’accumulation des contraintes topologiques dans les
interfaces en remplaçant γ0 par γeff . Dans ce modèle, nous avons vu que rs n’a pas à
être choisi arbitrairement, mais est un résultat du modèle. Nous devons donc calculer rs
de manière auto-cohérente de manière à obtenir la température de fusion en fonction de
λ. Avec γeff (r) = γ0 + A ∗ exp(B r) deux conditions sont nécessaires pour déterminer la
température de fusion, l’une correspond à l’annulation de l’enthalpie libre de formation du
germe et l’autre à la condition de saturation de la taille de la cristallite. Nous obtenons
alors le système d’équations suivant :

∆G = 2πrγeff (rs)− πr2∆Gv(Tm, λ) = 0 (III.32)
∂∆G

∂r

∣∣∣∣
r→rs

= 2πγeff (rs) + 2π
dγeff
dr

∣∣∣∣
r→rs

− 2πrs∆Gv(Tm, λ) = 0 (III.33)

En combinant ces deux équations, nous obtenons une relation simple qui relie le rayon de
saturation d’une cristallite formée au sein de la phase amorphe pré-étirée d’un facteur λ à
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la température de fusion Tm avec les deux paramètres phénoménologiques de la tension de
surface effective A et B :

rs =
1

B
ln

(
∆Gv(Tm, λ)

2AB

)
(III.34)

En introduisant les deux expressions du rayon de saturation (III.34) et de la tension de
surface γeff dans l’équation (III.32), nous obtenons :

x(ln(x)− 1) =
γ0

A
avec x =

∆Gv(Tm, λ)

2AB
(III.35)

En résolvant cette équation (III.35), nous obtenons à la fois l’évolution de la température de
fusion en fonction de la déformation, et la taille des cristallites au point de fusion. D’après,
cette équation, le rayon de saturation de la cristallite au point de fusion est indépendant de
la déformation. Celui-ci rs(Tm), ainsi que les paramètres phénoménologiques de la tension

Table III.2 – Paramètres de la tension de surface effective γeff et du rayon de saturation
à la température de fusion pour différents matériaux

Paramètres E∗ (×106) n ν (×102) A (×10−4) B x rs

Unité Pa − mol/m3 J/m2 nm−1 − nm

Valeur
0.50916 40 3.675 0.6024 0.3547 93.7644 12.80
0.50916 95 1.547 0.5406 0.3561 102.0393 12.98
0.50916 150 0.98 0.9189 0.3279 67.6970 12.85
1.01832 40 3.675 0.4684 0.4401 114.2154 10.76

de surface effective pour chaque matériau de densité de réticulation moyenne ν considéré,
sont reportés dans le tableau III.2. Pour tous ces calculs nous avons fixé, la tension de
surface en l’absence des contraintes topologiques γ0 à 2 × 10−2 J/m2 et la densité des
chaînes actives ρ à 1.47 × 104J/m3. Nous pouvons voir qu’à même valeur de E∗ le rayon
des cristallites à la fusion est pratiquement indépendant du taux de réticulation, il est de
l’ordre de 12.9 nm. Ce rayon diminue lorsque l’on augmente la valeur de E∗ à n constant,
puisque cela augmente γeff .

En partant de l’équation (III.35) et l’expression de ∆Gv(Tm, λ) III.28, la température
de fusion devient une fonction qui dépend non seulement de la déformation macroscopique
appliquée sur le système, mais aussi de l’accumulation des contraintes topologiques via les
deux paramètres A et B :

Tm(λ) = T 0
m

{
1− 2xAB

hmρ

1− kbT 0
m

2nhm

(
λ2 + 1

λ2
− 2
)} (III.36)

Quand A → 0, nous retrouvons l’expression de la température de fusion pour un cristal
de taille infinie établie auparavant (II.9) (cf. chapitre II). Dans cette limite, les contraintes
topologiques ne jouent en effet plus aucun rôle (γeff → γ0) et la taille d’équilibre des
cristallites tend bien vers l’infini.

La figure III.32 (a) représente la variation de la température de fusion pour un cristal
de taille infinie (déduite de l’équation (III.36) lorsque A → 0 pour différentes valeurs de
n). Cette température augmente avec la densité des chaînes actives dans le système. Ce
résultat ait prévisible : en effet, l’énergie élastique stockée dans la phase amorphe augmente
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Figure III.32 – a) Variation de la température de fusion pour une cristallite idéale en
fonction du taux d’élongation pour différents matériaux, b) Variation de l’écart entre la
température de fusion d’une cristallite réelle et idéale en fonction du taux d’élongation
pour différents matériaux

avec la densité de réticulation. La figure III.32 (b) montre l’évolution avec la déformation
de l’écart entre la température de fusion pour des cristallites de tailles finies et celle du
cristal infini (cf. équation (III.36)). Les paramètres A et B utilisée sont ceux extraits de
nos simulations par champ de phase. A même valeur de E∗, on trouve que T 0

m − Tm croit
d’autant plus vite avec λ que n est petit. rs étant indépendant de λ au point de fusion
et la fonction décrivant la tension de surface effective étant quasiment indépendante de n
(cf. section III.5.1), cela vient du fait que l’énergie de déformation croit plus rapidement
avec λ lorsque n est petit. Par ailleurs, à même valeur de n, l’augmentation de E∗ conduit
naturellement à une diminution de la température de fusion à λ donné puisque la tension
de surface effective est plus grande.

III.6 Conclusion

Tout au long de ce chapitre nous nous sommes intéressés au mécanisme d’expulsion
des contraintes topologiques au cours de la croissance des domaines cristallins et à son
impact sur l’évolution morphologique de ces derniers. Sur la base de modèles de champ
de phase simples, nous avons étudié deux mécanismes de couplage entre des contraintes
topologiques induites par les enchevêtrements et/ou les noeuds de réticulation et la ciné-
tique de croissance des cristallites. Pour tenir compte de l’énergie élastique correspondant
à ces contraintes topologiques dans la formulation thermodynamique de notre système
amorphe-cristallin sous déformation, nous avons postulé que les cristallites formées au sein
de la phase amorphe ne contiennent pas de contraintes topologiques. De ce fait, elles les
rejettent simplement durant la croissance. Les deux modèles proposés dans ce chapitre,
cinétique et énergétique, sont basés sur le concept du transport de ces contraintes dans le
système durant la croissance.

Le modèle cinétique suppose que l’accumulation des contraintes topologiques aux in-
terfaces ne fait que ralentir la croissance. Nous avons testé deux fonctions pour modéliser
ce ralentissement dans la région de fortes concentrations en défauts topologiques, une po-
lynômiale et une exponentielle. Des simulations numériques ont été réalisées afin de tester
les prédictions du modèle sur la cinétique de croissance sous l’effet de la déformation. Du
fait que les défauts topologiques sont expulsés de la phase cristalline, un ralentissement de
la cinétique est observé aux premiers stades de la croissance, qui devient ensuite de plus
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en plus lente. On observe alors l’apparition de branches qui se ramifient. Cette instabilité
de forme permet alors à la croissance de s’accélérer car la formation des branches permet
de rejeter les contraintes topologiques sur les cotés. Il apparaît donc des hétérogénéités
dynamiques dans le système. Les structures ainsi formées sont similaires à des sphérulites
microscopiques, effectivement observées expérimentalement en cristallisation à froid (sans
déformation appliquée sur le système). De plus, sous l’effet de la déformation, ces struc-
tures en branches sont orientées.
Nous avons aussi testé l’effet de l’anisotropie de la tension de surface sur le processus de
cristallisation. Comme dans le cas isotrope, l’accumulation de contraintes topologiques à
l’interface donne lieu à une instabilité de forme et à un ralentissement de la cinétique de
croissance. La formulation que nous avons choisie pour relier la tension de surface avec
l’orientation de l’interface permet la formation de facettes dès les premiers instants de la
simulation et ainsi de se rapprocher davantage de la forme des cristallites réelles. Sans
déformation appliquée, la simulation de l’évolution de la structure de la cristallite montre
qu’elle croît lorsqu’on abaisse la température, et donne naissance à une structure en fagot
dans la direction perpendiculaire à la direction dans laquelle la tension de surface est la
plus basse. Toutefois, comme dans le cas isotrope, la croissance n’est jamais stoppée et la
phase cristalline peut occuper tout l’espace disponible aux temps longs. Ainsi, si le modèle
cinétique décrit bien l’effet des contraintes topologiques sur la cinétique de croissance et
sur l’évolution morphologique, il ne permet pas d’obtenir des cristaux stables vérifiant les
conditions d’équilibre thermodynamique.

Le second modèle, dit énergétique, consiste à rajouter une contribution énergétique
supplémentaire à la fonctionnelle d’énergie libre afin de rendre compte de l’influence de
l’élasticité du réseau des contraintes topologiques. Le rejet des contraintes topologiques
lors de la croissance met en effet ce réseau sous tension et une ceinture élastique se forme
autour des cristallites. Les simulations montrent que cette approche permet d’arrêter la
croissance. La cristallite qui en résulte correspond à un état thermodynamiquement stable.
Sa taille dépend directement de la déformation appliquée, et le processus de croissance
est réversible au cours d’une expérience de traction-rétraction. Ce modèle prédit aussi une
accélération de la croissance si l’on augmente la déformation. Globalement, les résultats
obtenus avec ce modèle (les déformations critiques de croissance et de fusion) s’accordent
bien avec les résultats expérimentaux rapportés dans la littérature. Nous avons montré
également que le modèle énergétique peut se ramener à la définition d’une tension de
surface effective qui augmente exponentiellement avec la taille de la cristallite. Ce résultat
est intéressant car il permet de comprendre la saturation de la croissance et de prédire la
taille des cristallites en fonction de la déformation appliquée.

En conclusion, l’approche énergétique reste la plus appropriée pour modéliser l’effet
des enchevêtrements et/ou des noeuds de réticulation sur le processus de croissance. C’est
cette approche que nous allons priviligier dans le chapitre suivant, dédié à la description
du processus de cristallisation sous condition cyclique.
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Chapitre IV
Applications : Réponse à une déformation
cyclique
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Ce dernier chapitre est consacré aux applications du modèle de champ de phase à l’étude
de la cristallisation dans des conditions cycliques. Dans un premier temps, nous étudions
la cinétique de croissance-fusion d’une cristallite isolée. Cette étude est réalisée à partir
du modèle énergétique décrit dans le chapitre précédent. Dans un deuxième temps, nous
nous intéressons au comportement de plusieurs germes cristallins lors d’une déformation
cyclique. A cet effet, nous avons amélioré le modèle énergétique en couplant la croissance,
la nucléation et la déformation cyclique. Ce modèle à pour vocation de compléter notre
étude de la cristallisation induite par déformation. Au final, nous appliquons ce modèle
sur un système standard (NR de densité ν = 1.547 × 102 mol/m3). Nous évaluons en
particulier les effets de la vitesse de sollicitation et de la température sur la cristallinité.
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IV.1 Etude de la croissance-fusion d’une cristallite isolée

L’étude de la cinétique de croissance sous déformation statique a montré l’aptitude du
modèle de champ de phase développé au chapitre III, à reproduire certaines constatations
expérimentales. On peut mentionner l’accélération de la cinétique de croissance lorsque
la déformation augmente, l’existence d’une forme d’équilibre stable pour le modèle éner-
gétique et la reversibilité morphologique lorsque les cristallites sont soumises à des sauts
de traction-rétraction. De plus, le modèle nous a permis d’estimer les temps caractéris-
tiques de la croissance en fonction de la déformation appliquée sur le système. Nous allons
maintenant nous intéresser au comportement des cristallites vis-à-vis d’une sollicitation
mécanique cyclique. Dans un premier temps, nous allons évaluer l’effet de la vitesse de
sollicitation sur la cinétique de croissance-fusion d’une cristallite isolée.

IV.1.1 Définition du système modèle et des conditions de cristallisation

En utilisant le modèle de champ de phase dans le cadre de l’approche énergétique, nous
souhaitons simuler le comportement d’un germe cristallin formé et relaxé après étirement
puis soumis à une sollicitation cyclique. Dans cette étude, les paramètres sont choisis pour
représenter un caoutchouc naturel réticulé et non-chargé qui nous servira de système mo-
dèle. La densité de réticulation est fixée à 1.47 × 104 mol/m3 et le nombre de segments
entre deux noeuds de réticulation à 95. En ce qui concerne les autres paramètres du mo-
dèle, la tension de surface, la température de fusion d’une cristallite idéale et les paramètres
phénoménologiques ε et Γ, les valeurs sont celles du tableau II.2.
Nous avons vu précédemment que le choix du rayon R du germe est important dans le pro-
cessus de nucléation : pour avoir croissance, il faut que R > rc. D’après nos calculs, avec
les paramètres que nous avons utilisés, le rayon critique d’un germe à un taux d’élongation
λ = 4 et à une température T = 294 K vaut rc = 4.6 nm. Nous allons donc simuler un
système avec un germe de 5 nm et étudier un cyclage entre λ = 3 et λ = 5. Ce choix nous
impose des contraintes sur les températures possibles. En effet, la phase amorphe doit être
dans un état métastable pour que le processus de nucléation croissance puisse avoir lieu.
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Figure IV.1 – Température de fusion Tm et spinodale Ts en fonction du taux d’étirement
λ, pour un réseau de chaînes macromoléculaires homogène, dont le nombre de segments
entre deux noeuds de réticulation est fixé à 95.
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D’après le diagramme de phase construit au chapitre II, la phase amorphe peut se trouver,
suivant la valeur de la température et de la déformation appliquée, soit dans un état stable,
soit dans un état métastable, soit dans un état totalement instable. Ces états sont asso-
ciées respectivement à la fusion du cristal, au mécanisme de nucléation croissance, et à la
décomposition spinodale. Le diagramme représenté sur la figure IV.1 résume les conditions
imposées sur l’amplitude de la déformation à une température donnée pour que la phase
amorphe reste dans son état métastable. Ainsi, pour éviter la formation de cristallites se-
condaires, il faudra se restreindre à un domaine de déformation compris entre la courbe de
fusion et celle de la spinodale durant la sollicitation mécanique du système.

En ce qui concerne les simulations numériques, la procédure utilisée est analogue à
celle déjà présentée dans le chapitre II : la phase amorphe est initialement étirée et on
place un germe au centre du système de simulation. Comme précédemment, la grille de
simulation correspond aux positions après déformation. Nous laissons tout d’abord relaxer
le germe jusqu’à ce qu’il atteigne sa taille d’équilibre après un temps que l’on désignera
par ta, ensuite nous sollicitons dynamiquement le système amorphe-cristal à des vitesses
différentes.

IV.1.2 Résultats des simulations

Dans tous nos calculs, le système amorphe-cristal est pré-déformé à un taux d’élongation
λa = 4 et laissé à relaxer pendant 50 τ1. Ce temps τ1 a été estimé à 1 ms dans le chapitre
III. On rappelle qu’après relaxation le système est sollicité dynamiquement autour de
λ = 4 avec une amplitude de ∆λ = 1. Grâce à l’approche énergétique utilisée dans notre
modèle de champ de phase, la forme de la cristallite est conservée durant la relaxation
des interfaces. Comme nous n’avons pas introduit d’anisotropie de tension de surface, la
forme finale du cristal restera donc circulaire. Nous pouvons donc analyser l’effet de la
déformation cyclique sur la cinétique de croissance en évaluant la surface occupée par
le cristal (Sc =

∫
drθ(r, t) = 2πR2) ou son rayon effectif en fonction du temps. Nous

discuterons dans un premier temps de l’évolution de la cristallinité lors d’un cycle de
traction lente, 2Hz, à une température de 300K. Puis dans un deuxième temps, nous
étudierons l’influence de la vitesse de sollicitation sur la cinétique de cristallisation et sur
l’allure du cycle d’hystérèse cristallinité-déformation.

IV.1.2.1 Cycle de traction-rétraction à basse fréquence

L’évolution de la taille d’un germe cristallin en fonction du temps lors d’un cycle de
traction à une vitesse de 2 s−1 est représentée sur la figure IV.2. La figure IV.3 présente
cette même évolution en fonction de λ. Nous observons que, lors de la première phase
de sollicitation (i.e. lors de la relaxation), le germe ayant initialement un rayon de 5 nm
croit sous l’effet de la déformation, jusqu’à ce qu’il atteigne sa forme d’équilibre circulaire
avec un rayon effectif de 20.6 nm. L’arrêt de la croissance est une conséquence de l’ex-
cès des contraintes topologiques dans la région interfaciale. Nous avons évalué le temps
caractéristique de cette étape de croissance à 20 ms. Dès que l’on commence à solliciter
dynamiquement le système amorphe-cristallite, à partir de t = ta = 50 ms, la cristallite
évolue et cherche constamment une nouvelle forme d’équilibre pour répondre à la déforma-
tion cyclique appliquée sur le système. Les interfaces se trouvent dans un état hors équilibre
à cause de la variation instantanée de l’énergie élastique en volume stockée dans la phase
amorphe. Le rayon effectif de la cristallite atteint une valeur de 21.3 nm au maximum du
cycle de traction λ = 5, et une valeur de 19.62 nm au minimum du cycle λ = 3.
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Figure IV.3 – Evolution respectivement, a) du rayon effectif du cristal formé et b) de la
relaxation de la contrainte dans la direction de traction x, au cours d’un cycle de traction-
rétraction avec une vitesse de 2 s−1 à la température de 300 K. Le germe cristallin de
départ est formé après une pré-déformation du système à λ = 4 et laissé relaxer durant
50 τ1.

La relaxation des interfaces vers leurs états d’équilibres nécessite un temps caractéristique
qui dépend de la déformation appliquée sur le système et aussi de la densité de défauts
topologiques. Dans notre cas, un cycle de traction lent, la cristallite atteint sa nouvelle
forme d’équilibre dans un intervalle de temps extrêmement faible par rapport à la période
de la sollicitation mécanique T = 0.5 s. En effet, les deux figures indiquent que la taille de
la cristallite varie comme, et en phase avec le taux d’élongation. On notera que cela signifie
que lors de la rétraction, la cristallite arrive à éliminer le surplus de l’excès des contraintes
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topologiques accumulées sur sa surface durant la phase de traction.

Analysons maintenant le comportement mécanique du système vis-à-vis à la déforma-
tion cyclique. La figure IV.3 présente l’évolution de la contrainte élastique suivant l’axe
de traction x en fonction du taux d’élongation du système amorphe-cristallite. Lors de la
phase initiale de relaxation, la contrainte relaxe du fait de la croissance de la cristallite
à sa taille d’équilibre ; comme déjà mentionné, cela vient du choix de notre description
qui, s’inspirant de Flory, suppose que la cristallite ne participe pas aux contraintes élas-
tiques une fois formée. En outre, nous constatons que l’évolution de contrainte, comme
celle du rayon de la cristallite, est en phase avec l’évolution de la déformation, ce qui est
attendu puisque le temps de relaxation mécanique a été choisi bien plus court que celui de
la relaxation du champ de phase.

IV.1.2.2 Effet de la vitesse de sollicitation mécanique

La vitesse de sollicitation est un paramètre déterminant de la cristallisation induite par
déformation. Il est évident, en raisonnant sur le seul taux de cristallinité, que la vitesse
de sollicitation contrôle la cinétique de cristallisation. Cependant, il est moins trivial de
prédire l’effet de cette vitesse sur les mécanismes physiques élémentaires qui pilotent cette
cinétique. Pour progresser sur cette question, nous avons effectué des simulations par champ
de phase d’un système amorphe pré-déformé à un taux de λa = 4 et sollicité cycliquement
avec une amplitude fixée à ∆λ = (λmax − λmin)/2 = 1 pour des vitesses de sollicitations
(fréquences) différentes. Expérimentalement, il est connu que la température du matériau
n’est pas toujours facile à contrôler car sa sollicitation à grandes vitesses peut conduire à des
effets d’auto-échauffement. Une compréhension voire même une quantification de ces effets
nécessitent de prendre en compte les chaleurs latentes produites lors de la cristallisation,
la diffusion thermique dans tout le système, les effets d’échauffement dus aux frottements
entre les chaînes, etc. Cela dépasse le cadre du travail que nous nous sommes fixé dans
cette thèse. Nous ne chercherons donc pas à étudier localement l’évolution temporelle de
la température sous l’effet de la déformation, et nous nous placerons dans l’approximation
d’une température homogène dans le système, que nous fixerons pour chaque fréquence de
sollicitation à la valeur ad hoc. Nous utiliserons pour cela la température d’un caoutchouc
naturel non chargé évaluée expérimentalement par Nicolas Candau [44] lors d’essais de
tractions cycliques à des fréquences et des taux de déformation similaires à ceux que nous
simulons. Les résultats des simulations sont représentés sur les figures IV.4 et IV.5 qui
correspondent respectivement à l’évolution temporelle du rayon effectif de la cristallite et
au cycle rayon effectif-déformation en fonction de la vitesse de sollicitation.
La figure IV.4 montre d’abord que le temps nécessaire pour que la cristallite atteigne
sa forme d’équilibre augmente avec la température (voir l’intervalle de temps allant de
0 à 50 τ1 qui correspond à la relaxation du système pré-déformé vers l’équilibre). La
cristallite formée atteint une taille de saturation quasiment identique ≈ 20 nm pour les
différentes températures d’essais. Observons maintenant le comportement sous sollicitation
cyclique. Pour des fréquences inférieures ou égales à 30 Hz, la cristallite oscille entre deux
rayons bien définis, et le cycle de traction-rétraction est réversible. A partir d’une certaine
fréquence de sollicitation 40 Hz nous constatons que la taille de la cristallite présente deux
comportements distincts en fonction du nombre de cycles de traction. En effet, sur les
premiers cycles, 14 à une fréquence de 50 Hz, la surface occupée par le cristal est stable ;
puis au-delà, elle diminue progressivement jusqu’à la disparition de la cristallite aux temps
longs. Cela pourrait s’expliquer par le fait que la fusion n’est pas instantanée. Cela est
manifeste lorsqu’on observe les courbes du rayon effectif tracé en fonction de λ sur la
figure IV.4. On y voit clairement une hystérèse d’autant plus importante que la fréquence
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Figure IV.4 – Evolution temporelle du rayon effectif d’une cristallite isolée en fonction de
la vitesse de sollicitation mécanique.
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Figure IV.5 – Evolution du rayon effectif d’une cristallite au cours d’un cycle de traction-
rétraction pour deux vitesses de sollicitation mécanique 2 Hz Fig. a) et 40 Hz Fig. b). Le
germe cristallin de départ est formé après une prédéformation du système à λ = 4 et laissé
à relaxer durant 50 τ1.

est élevée. En toute rigueur on peut s’attendre à ce que la cinétique de fusion soit rapide
par rapport à la cinétique de cristallisation car le passage d’une phase désordonnée vers
une phase ordonnée est plus difficile que le contraire. Dans notre modèle cet effet n’est a
priori pas introduit directement puisque nous avons pris une cinétique à un seul temps τ1.
Néanmoins, une différence peut exister entre la fusion et la croissance liée au mécanisme
de transport des défauts topologiques par les interfaces diffuses : pour croître, le solide
doit expulser les contraintes topologiques, alors que pour fondre il n’est pas obligé de les
ramener au sein de la cristallite. Le temps nécessaire pour que la cristallite atteigne sa forme
d’équilibre à λ = 4 est de 45 ms, ce qui est bien supérieur à la période de sollicitation
T = 20 ms (50 Hz). Ainsi, pour les vitesses élevées, la période de sollicitation dynamique
devient comparable au temps caractéristique de la croissance mais supérieure au temps de
fusion. Comme la fusion est rapide, la cristallite fond partiellement à chaque cycle, de plus
en plus, jusqu’à ce que sa taille passe en dessous du rayon critique, auquel cas elle fond
complètement.
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IV.2 Modéle cinétique de la nucléation-croissance

Le développement d’un modèle cinétique pour décrire la cristallisation, en particulier
celle induite par déformation, est une tache très complexe qui fait intervenir deux phéno-
mènes la nucléation et la croissance avec deux échelles de temps différentes. Jusqu’à présent
nous ne nous sommes interessés qu’à la croissance. Nous allons maintenant considérer la
nucléation et discuter comment ce processus peut-être pris en compte dans notre descrip-
tion thermodynamique de la cristallisation. L’approche thermodynamique locale que nous
avons utilisée est une approche moyennée ; nous avons donc fait disparaître les fluctua-
tions thermiques en faisant cette moyenne locale. Or la nucléation vient de ces fluctuations
thermiques. Il y a donc plusieurs façons possibles de les prendre en compte.

– Nous pouvons modéliser le phénomène de nucléation-croissance avec les méthodes
du champ de phase, en intégrant explicitement les fluctuations thermiques dans le
système à l’échelle de la cristallite (nanométrique). C’est la procédure standard pro-
posée par Cook [232] : pour faire apparaître ces fluctuations thermiques et activer le
processus de nucléation, on rajoute un terme de bruit aléatoire de type Langevin aux
équations déterministes qui décrivent l’évolution de la microstructure. En utilisant
cette procédure nous pouvons alors décrire localement l’évolution de la microstructure
avec le même modèle énergétique via un champ de phase stochastique. L’amplitude
du bruit aléatoire associée aux fluctuations thermiques dépend des paramètres du
modèle, mais aussi de la discrétisation en temps et en espace que nous avons choisie.
On la détermine à l’aide du théorème de fluctuation-dissipation (voir chapitre I).
Cependant, à une échelle nanométrique, l’amplitude du bruit de Langevin est ex-
trêmement forte devant les variations du champ de phase θ(r, t). Du point de vue
numérique, cela nous oblige à utiliser des pas de temps très faibles afin de résoudre
correctement la dynamique du système (de l’ordre de la picoseconde). Comme la nu-
cléation se fait généralement sur des temps beaucoup plus longs que la picoseconde,
la méthode n’est pas utilisable en pratique. Pour optimiser le temps de simulation,
nous devons utiliser des pas de temps plus grands qui assurent une implémentation
numérique stable. Idéalement il faudrait donc trouver une méthode qui permette de
reproduire correctement l’amplitude des fluctuations thermiques et qui assure la ra-
pidité des simulations et la précision de calculs. Comme nous ne connaissons pas une
telle méthode, nous allons procéder autrement.

– Pour contourner cette difficulté nous allons utiliser une description explicite de la
nucléation qui consiste à engendrer durant l’évolution de la microstructure des confi-
gurations θ(r, ti) qui correspondent à des germes cristallins nucléés à des instants
ti ∈ [0, t]. L’évolution de la microstructure, résultant du processus de nucléation-
croissance, est ainsi obtenue par une moyenne sur l’ensemble des cristallites présentes
à l’instant t considéré.

Nous allons donc discuter en détail, dans le paragraphe suivant, la procédure plus complète
suivie pour une modélisation du processus de nucléation-croissance de cristallites dans un
système amorphe étiré à un taux λ(t) (en sollicitation dynamique).

Mise en oeuvre du processus de nucléation dans le modèle du champ de phase

Nous allons maintenant présenter les procédés cinétiques utilisés afin d’inclure la nu-
cléation dans notre description thermodynamique locale de la cristallisation. Le but de ces
procédés cinétiques est d’engendrer des cristallites à une fréquence donnée dans un système
amorphe étiré. Ce procédé de nucléation est ensuite couplé avec le modèle énergétique qui
décrit la croissance des cristallites.
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Chapitre IV Applications : Réponse à une déformation cyclique

La première approche que nous avons testé visait à modéliser des cristallites en inter-
action. En nous appuyant sur la statistique de Boltzmann qui permet d’établir un critère
de sélection des configurations, nous pouvons utiliser une méthode de Monte Carlo pour
générer des germes cristallins durant l’évolution du système. La méthode se fait en deux
étapes : tout d’abord on engendre des germes test à intervalle de temps régulier tn, et
on vérifie selon l’énergie du système s’ils respectent cette statistique. L’algorithme utilisé
repose sur les points suivants :

– A chaque instant tn on tire aléatoirement une nouvelle position test et une taille pour
le germe cristallin que l’on souhaite créer.

– Pour insérer le germe gi dans le système de simulation, supposé nucléé à l’instant ti =
i× tn, on calcule la probabilité d’accepter ce nouveau germe dans le système ; cette
probabilité est proportionnelle à exp(−(E2 − E1)/kbT ), où E1 et E2 correspondent
à l’énergie libre associée respectivement à la configuration θ(r, ti) sans le germe, et
avec le germe.

– En cas d’occupation des sites par un germe préexistant, le nouveau germe est systé-
matiquement rejeté.

Ces étapes sont effectuées systématiquement à chaque fois qu’un germe gi apparaît dans
le système à l’instant i × tn et ne posent pas de problème numériquement. Par contre, la
déformation cyclique impose de transporter les germes sur des grandes distances. Dans le
chapitre précédent nous n’avions qu’un seul germe dans la boîte de simulation, ce qui nous
permettait de nous placer dans le référentiel du germe, et donc d’éviter le transport. Nous
avons maintenant un grand nombre de germes en interaction à manipuler et le transport
des germes au cours de la déformation est une étape difficile. La méthode la plus directe
dans notre formulation eulerienne est de calculer la vitesse des germes et de transporter
les germes grâce à un terme d’advection. L’équation du champ de phase devient alors :

∂θ(r)
∂t

+ Vgermes(r, t) · ∇θ =
1

τ1fscale

{
Γ

(
ε2∆θ +

θ

4
(1− θ)(1− 2θ)

)
−ρg′(θ)

(
hm

T 0
m − T
T 0
m

+
Tkb
n

Tr(ε(r))
)

+ g′(θ)

(
λ̄

2

(
Tr εtopo(r)

)2
+ µTr (εtopo(r))2

)}
(IV.1)

Pour estimer la vitesse des germes, nous allons supposer que la déformation est essentiel-
lement affine, c’est à dire que les cristallites se déplacent essentiellement à cause de la
déformation globale appliquée sur le système. Dans ce cas, le champ des vitesses dans tout
le système est connu et vaut :

Vaffine :


Vx = dx

dt = dλ
dt
x
λ

Vy = dy
dt = −dλ

dt
y
λ

(IV.2)

Pour obtenir la vitesse de chaque cristallite i, nous utilisons un traceur qui extrait la
composante du champ de phase θi qui correspond à la cristallite i. Il suffit alors de moyenner
la vitesse affine sur toute la cristallite grâce à θi :

Vi
germes :


V i
x =

∫
dr θi(r, t) dλ

dt
x
λ/
∫
dr θi(r, t)

V i
y = −

∫
dr θi(r, t) dλ

dt
y
λ/
∫
dr θi(r, t)

(IV.3)

Le champ local de vitesse pour les germes est :

Vgermes(r, t) :


Vx(r, t) =

∑
i θi(r, t)V

i
x

Vy(r, t) =
∑

i θi(r, t)V
i
y

(IV.4)
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Comme mentionné auparavant (voir chapitre III.4.1), les contraintes topologiques présentes
dans le système sont déplacées par les interfaces qui séparent les cristallites de la phase
amorphe durant la croissance. Le déplacement des germes cristallins avec la déformation
nécessite de transporter également les contraintes topologiques qui entourent ces germes.
Malheureusement la forte localisation des contraintes topologiques rend les algorithmes de
transport que nous avons testé instables. Une solution possible serait de passer à une des-
cription lagrangienne, ce qui devrait assurer automatiquement le déplacement des germes
cristallins avec la déformation locale. Ceci dit, le problème reste difficile car il faudrait
changer constamment le maillage utilisé dans le système de simulation pour résoudre les
équations issues du modèle de champ de phase, ce qui revient à réécrire entièrement le
programme. Nous avons choisi en pratique une autre stratégie, que nous allons détailler
maintenant.

λa t1 t32t tf

min
λ

λa

Temps

λ

λ
max

λλ

t4

formésgermes

étirement

après

Système initialement étiré

Figure IV.6 – Représentation schématique du processus de nucléation durant la sollicita-
tion mécanique du système amorphe

Pour contourner ce problème de transport, nous allons supposer que les cristallites for-
mées dans le système sont indépendantes et n’interagissent pas élastiquement entre elles.
Cela revient donc à une étude de croissance sur un ensemble de germes cristallins indépen-
dants nucléés dans la phase amorphe après déformation à des instants différents. Cela nous
permet de nous placer pour chaque cristallite dans son référenciel propre, et de moyenner
sur un ensemble de cristallites indépendantes, mais nucléées à des taux d’étirement diffé-
rents. La stratégie globale est représentée sur la figure IV.6. Pour prendre en compte le
fait que le nombre de cristallites ne peut pas être infini dans un système fini nous allons
introduire une probabilité d’acceptation pour les germes qui va interdire à la cristallinité
de dépasser un certain taux A, au moment de la nucléation. Cela revient, dans une certaine
mesure, à rajouter des effets de volume exclu en champ moyen. Si S0 représente la surface
totale de cristallites possible dans le système, après nucléation de i cristallites, la cristallite
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i+ 1 a un volume accessible qui ne peut dépasser S0 −
∑i+1

j=1 Sj(t) où Sj(t) est la surface
occupée par la cristallite j. Nous définirons donc une probabilité d’acceptation :

pi+1 = 1−
i+1∑
j=1

Sj(t)

S0
(IV.5)

Notons que S0 est un paramètre arbitraire qui va contrôler le nombre moyen de cristallites
que nous allons simuler. Il ne doit pas jouer sur les valeurs moyennes dans l’absolu, mais
il va jouer sur la statistique que nous aurons. En outre, on prendra par la suite A égal à 1
pour tracer les figures, pour d’autres valeur de A il suffira simplement de multiplier par A
les valeurs de la cristallinité obtenues avec 1.

L’algorithme que nous allons utiliser par la suite est donc basé sur les points suivants :
– On décompose la phase amorphe en N sous-systèmes de taille identique (les boîtes

qui vont contenir les germes).

– A chaque instant ti = i× tn, nous générons un germe gi circulaire d’un rayon fixé à
Ri = R au centre de l’un des sous-systèmes i et nous l’acceptons avec la probabilité
pi. Au moment où il est nucléé, le taux d’élongation est λ(ti). Les sous-systèmes i
sont ensuite sollicités dynamiquement entre λmin et λmax avec la même fonction λ(t).

– La cinétique de croissance de l’ensemble des germes cristallins le long du cycle dyna-
mique est évaluée grâce au modéle énergétique. Chaque cristallite contribue à la cris-
tallinité moyenne (fraction surfacique de la phase cristalline) par χi(t) =

∫
dr θi(r, t).

Avec

θi(r, t) =


0 si t < (i− 1)tn

θ(r, t− (i− 1)tn) si t ≥ (i− 1)tn

(IV.6)

Ainsi, l’évolution temporelle de la cristallinité χ(t) est donnée par :

χ(t) =
1

S0

N∑
i=1

χi(t) =
1

S0

N∑
i=1

∫
dr θi(r, t) (IV.7)

La valeur maximale de χ(t) est donc ici égale à 1. On notera également que plus S0 sera
grand, plus la contribution de chaque cristallite à la cristallinité totale sera petite.

IV.3 Résultats du modèle de champ de phase : Nucléation-
croissance

Dans ce paragraphe, nous allons discuter les résultats des simulations obtenus en cou-
plant le modèle énergétique avec le processus de nucléation présenté ci-dessus. Pour cela,
nous allons procéder à l’implémentation de cette méthode avec le jeu de paramètres corres-
pondant à un caoutchouc naturel standard : une densité de 1.47×104mol/m3 et un nombre
de monomère entre deux noeuds de réticulation fixé à 95. Concernant la contribution des
contraintes topologiques à la fonctionnelle de l’énergie libre, comme au chapitre II, les va-
leurs des deux coefficients de Lamé sont fixées respectivement à λ∗ = 0.15275× 106 J.m−3

et µ∗ = 0.611× 106 J.m−3.
Les cinétiques de nucléation et croissance que nous souhaitons étudier se caractérisent

par deux temps a priori différents. Nous avons peu d’information sur les temps de nucléation
dans notre système, ces temps dépendent a priori de multiples paramètres dont le taux
de déformation et bien sûr la température. Cependant, les expériences suggèrent que la
nucléation se produit sur un temps plus long que le temps caractéristique de croissance des
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cristallites sous déformation. Le temps tn que nous avons introduit précédemment n’est
pas le temps de nucléation, c’est l’intervalle de temps entre deux créations de cristallites.
Ce paramètre dépend donc a priori de la taille du système que l’on considère : si on
double la taille du système, on doit donc doubler le nombre de cristallites produits par
unité de temps, et donc la fréquence de nucléation. tn est par conséquent un paramètre
phénoménologique du modèle. Nous avons choisi deux valeurs pour tn que nous désignerons
(abusivement) sous le nom de "fréquence de nucléation" : une valeur qui est commensurable
avec la fréquence se sollicitation mécanique, fixée à 5 τ1 et une valeur qui ne l’est pas, fixée
à 5.035 τ1. Notons de plus que le temps de relaxation de l’interface τ1 a été identifié
auparavant à 1 ms (voir chapitre III) et c’est cette valeur que nous utiliserons ici. La
surface de référence S0 discutée précédemment est fixée ici à S0 = 150× 150 nm2. Durant
le stade de croissance, nous suivons la cinétique du germe grâce au modèle énergétique
depuis sa formation jusqu’à sa disparition. Le germe peut disparaitre immédiatement si
son rayon est inférieur au rayon critique de nucléation au moment où il apparait, ou bien
il peut croitre et fondre sur un cycle, ou bien survivre plusieurs cycles. Cela dépend en fait
du cycle appliqué et de la phase du cycle pendant laquelle le germe est nucléé.

Nous effectuons les simulations de croissance en deux dimensions sur des boites rec-
tangulaires identiques de taille Lx = Ly = 200 nm. Nous allons donc utiliser la même
stratégie de simulation que celle présentée dans le chapitre II et III pour étudier cette fois
la croissance de l’ensemble des cristallites. Les conditions initiales, le champ de phase θi
et le champ de déplacement des contraintes topologiques sont les mêmes pour l’ensemble
des boites de simulations (sous-systèmes amorphe contenant les germes gi). La forme des
germes est circulaire, et nous fixerons leur rayon à 5 nm sur l’ensemble des configurations
de θ(r, ti). Le champ de déplacement des contraintes topologiques est nul à l’instant où
le germe gi est créée. Concernant le champ de déformation, les cristallites apparaissent
à des temps différents qui correspondent à des taux d’élongation différents. Le champ de
déformation initial pour chaque germe est donc u(r, ti) qui correspond à la déformation
appliquée à l’instant ti de nucléation du germe. Rappelons que les détails numériques sur
la façon dont ces conditions sont appliquées sont donnés dans la section II.5.

Dans toutes les simulations que nous allons présenter par la suite, le système amorphe
est sollicité dynamiquement autour de λ = 4 avec un amplitude de ∆λ = (λmax−λmin)/2 =
2. Nous allons commencer par présenter l’évolution temporelle de l’ensemble de cristallites
formées au sein de la phase amorphe durant le cycle mécanique à une température donnée et
à une vitesse de sollicitation lente 1Hz. Ensuite nous évaluerons les effets de la température
et de la vitesse de sollicitation sur le cycle d’hystérèse cristallinité-déformation.

IV.3.1 Cycle d’hystérèse

Observons tout d’abord le rôle joué par la fréquence de nucléation sur la statistique
établie sur l’ensemble de cristallites. Comme annoncé précédemment, nous considérons
deux situations pour la fréquence de nucléation (intervalle de temps entre deux nucléation
successive tn) : soit une fréquence de nucléation commensurable avec la fréquence de sol-
licitation (tn = 5 ms, soit une fréquence de nucléation incommensurable avec la fréquence
de sollicitation (tn = 5.035 ms). L’évolution temporelle du rayon effectif R de chacune des
cristallites formées lors d’un cycle de traction mécanique à une vitesse constante fixée à
1 s−1 et à une température de 303K est représentée sur la figure IV.7. On y observe les
différents stades de nucléation et croissance des cristallites sur plusieurs cycles de traction
mécanique. Concernant la croissance, la figure montre que seuls les germes nucléés à des
taux d’élongation λ(ti) ≥ 4.8 croîtront à la température de coexistence des phases en vo-
lume T = T 0

m = 303K. Ce résultat est prévisible puisque le rayon critique de nucléation
rc (T = T 0

m, λ = 4.8) ' 5 nm. Les germes nucléés à un taux d’élongation λ ∈ [2, 4.8]

119

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre IV Applications : Réponse à une déformation cyclique

0 2000 4000 6000 8000
Temps t/τ

1
 (-)

0

5

10

15

20

25

30

R
a
y

o
n

 e
ff

e
c
ti

f 
 R

 (
n

m
)

λ
 (

-)

λ = λ
a
 + ∆λ Sin(2π fr t)

4

2

6

0 2000 4000 6000 8000
Temps t/τ

1
 (-)

0

5

10

15

20

25

30

R
a
y
o
n
 e

ff
e
c
ti

f 
 R

 (
n
m

)

λ
 (

-)

2

4

6
λ = λ

a
 + ∆λ Sin( 2 π fr t )

a) b)

Figure IV.7 – Evolution temporelle du rayon effectif de l’ensemble des cristallites formées
à une vitesse de sollicitation mécanique de 1 s−1 et à la température de 303K. Les germes
cristallins sont nucléés avec un rayon de 5 nm à différents taux d’élongation λ(ti = i tn).
L’espacement entre deux nucléations successive tn est fixé à a) 5 τ1, et à b) 5.035 τ1.

fondent donc systématiquement. Par contre lorsque λ ∈ [4.8, 6] les germes croîssent jusqu’à
atteindre leur taille maximale et cela est indépendant de la phase dans laquelle ils sont
nucléés (phase de traction ou phase de rétraction). Durant la phase de rétraction, le rayon
des cristallites diminue lentement avec la déformation jusqu’à ce qu’il atteigne la valeur
du rayon critique de nucléation qui correspond à la limite de stabilité de la cristallite à un
taux d’élongation donné, puis il décroit extrêmement rapidement (les cristallites fondent).

Concernant l’influence de la fréquence de nucléation, nous constatons que le nombre de
cristallites formées est légèrement plus grand dans le cas incommensurable. Cet effet est fa-
cile à comprendre car l’incommensurabilité permet de nucléer des germes pour tous les taux
d’élongation possibles, alors que le cas commensurable ne permet de nucléer des germes
que pour un ensemble discret de taux d’élongation. L’échantillonnage est par conséquent
moins bon pour le cas commensurable et de fait nous aurons une meilleure statistique avec
le cas incommensurable. Nous avons mentionné précédemment qu’il y a un autre paramètre
phénoménologique S0 qui contrôle le nombre moyen de cristallites : plus la surface totale
du système est grande, plus la probabilité d’accepter une nouvelle cristallite est grande
(équation (IV.5)). La statistique sera donc d’autant meilleure que S0 est grand.

A noter que la figure IV.7 b) peut être trompeuse et laisser croire que les cristallites
ont un rayon initial plus petit que 5 nm ; en fait il n’en est rien : les germes ont bien 5 nm
de rayon initialement pour les deux cas, commensurable et incommensurable. Comme la
fréquence de sauvegarde utilisée dans le programme est commensurable avec la sollicitation
mécanique, on rate de ce fait le premier point R = 5 nm dans le cas incommensurable. Sur
la figure IV.7 b), on ne voit donc l’état du germe qu’après un certain temps d’existence :
soit il a commencé à fondre, soit il a commencé à croître .
Nous allons nous intéresser maintenant au comportement collectif des cristallites durant un
cycle de traction mécanique afin de corréler les résultats du modèle cinétique de nucléation-
croissance avec le taux d’élongation. La figure IV.8 représente l’évolution du taux déduit
de l’équation (IV.7) en fonction du taux d’élongation lors d’un cycle de traction à une
vitesse de 1s−1 et à une température de 303K. Nous pouvons constater sur les deux figures
IV.8 a) et b) que plus tn est grand (cas où la fréquence de nucléation et le cycle mécanique
sont commensurables : tn = 5.035τ1), plus la statistique sur la détermination de ce taux
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Figure IV.8 – Evolution de la cristallinité durant un cycle de traction mécanique de
vitesse 1s−1 à la température de coexistence T = T 0

m = 303K. L’espacement entre deux
nucléations successive tn est fixé à a)5 τ1, et à b) 5.035 τ1.

est bonne. En effet, les différentes courbes que l’on peut observer dépendent du nombre de
cristallites présentes dans le système (ce dernier étant, on le rappelle, d’autant plus grand
que la valeur de S0 est élevée). Lorsque qu’une cristallite est formée, on voit la cristallinité
augmenter un peu, et la courbe correspondant à "n" cristallites rejoindre la courbe à
"n+1". Cela montre que l’on est bien dans un régime de cyclage lent : les cristallites ont le
temps de relaxer au cours du cycle et à nombre de cristallites données on parcourt toujours
la même courbe. Les résultats présentés ici correspondent à une quinzaine de cristallites
en moyenne. Nous pouvons voir sur la figure IV.8 b) que les résultats sont un peu moins
bruités que dans le cas a), mais il faudrait prendre des valeurs de S0 beaucoup plus grandes
pour voir vraiment l’effet de l’incommensurabilité. Comme il y a peu de différences entre les
deux cas, nous discuterons les résultats sur la base du cas incommensurable tn = 5.035τ1.
En outre, nous discuterons sur la base d’un cycle correspondant une moyenne des cycles
présentés sur la figure IV.8.

Nous constatons d’abord que la cristallisation est induite à partir d’un taux d’élongation
de l’ordre de λc = 4.8, puis la cristallinité augmente avec le taux d’élongation. En effet,
les germes cristallins nucléés à des taux d’élongation λi < λc ne peuvent pas croitre vu
que leur rayon est inférieur au rayon critique de nucléation (à la température de 303K)
puis la cristallinité augmente linéairement avec le taux d’élongation jusqu’à atteindre la
valeur de 1 imposée par l’équation (IV.7). Durant la phase de rétraction, tout en restant
plus élevé que durant la phase de traction, le taux de cristallinité diminue progressivement
avec l’élongation jusqu’à la disparition totale des cristallites à λm = 2.3 .

Qualitativement, et même quantitativement en ce qui concerne les valeurs de λ, l’allure
de la courbe de la cristallinité IV.8 en fonction du taux d’élongation montre un bon accord
avec celles expérimentalement obtenues pour un caoutchouc naturel sollicité dynamique-
ment à une faible vitesse de sollicitation (voir le chapitre I). Ces courbes expérimentales
montrent en effet un cycle d’hystérèse cristallinité-élongation, un taux d’élongation de cris-
tallisation λc compris entre 4 et 4.5, et un taux d’élongation de fusion λm entre 2.5 et 3
pour une température de 303K et une vitesse de sollicitation mécanique fixée à 1s−1.
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Chapitre IV Applications : Réponse à une déformation cyclique

IV.3.2 Effet de la vitesse de sollicitation

Nous avons vu précédemment, dans le cas de la croissance d’une cristallite isolée, lors
d’un cycle de traction (voir figure IV.5), que la vitesse de sollicitation impacte l’aire du cycle
de cristallinité et plus généralement la courbe de cristallinité en fonction de l’élongation.
Nous allons maintenant étudier l’effet de la vitesse de sollicitation à une température fixée,
dans le cadre de notre modèle de nucléation croissance. Des simulations ont été effectuées
sur plusieurs cycles de traction pour des fréquences de sollicitation de 2, 5 et 10 Hz. Les
résultats des simulations (cycles stabilisés) sont représentés sur la figure IV.9 sur laquelle
nous avons également rappelé ceux obtenus à 1Hz et discutés précédemment.
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Figure IV.9 – Evolution de la cristallinité durant un cycle de traction mécanique à la
température de coexistence T = T 0

m = 303K (courbe stabilisée). L’espacement entre deux
nucléations successive tn est fixé à 5.035 τ1.

Sur cette figure, on constate l’augmentation du taux d’élongation de cristallisation λc
et une diminution de celui de fusion λm lorsque la fréquence passe de 1 à 2Hz. En outre
l’aire du cycle augmente légérement. Les cinétiques de fusions et de cristallisation ont donc
des temps caractéristiques proches du temps de sollicitation.
A partir de 5 Hz la forme du cycle d’hystérèse change. Il est encore différent à 10 Hz. Dans
ces deux cas, les cristallites ne fondent plus totalement durant la phase de rétraction. La
cristallinité garde en effet une valeur non nulle pour λ = λmin ; bien que λm < λmin,
les cristallites n’ont alors plus le temps de fondre complètement avant que l’élongation
ne réaugmente. La fusion se poursuit pendant tout (10Hz) ou partie (5Hz) de la nouvelle
phase de traction. A 5 Hz les cristallites finissent par fondre totalement lorsque λ atteint
la valeur de 2.3. Pour 10 Hz la cristallinité globale ne descend jamais à une valeur nulle ;
elle atteind son miminum dans un domaine de taux d’élongation allant de λ = 2.75 à 4,
domaine dans lequel elle varie peu.

Il est intéressant de noter que la cristallinité χmax au maximum du taux d’élongation
λmax est une fonction non-monotone de la vitesse : elle diminue pour les faibles vitesses
puis elle augmente à partir de 5 Hz. Nous l’avons reporté sur la figure IV.10 b). Pour com-
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Figure IV.10 – La cristallinité au maximum du taux d’élongation en fonction de la vitesse
de sollicitation mécanique. Comparaison qualitative des résultats de notre modèle avec les
mesures expérimentales. A gauche (cf. Fig a)) comportement de la cristallinité au maximum
du taux d’élongation λmax = 4.5 et à une température de 298K en fonction de la vitesse de
sollicitation, pour un échantillon de caoutchouc naturel peu réticulé d’une densité moyenne
ν de 0.71 × 10−4 mol/cm3 [235]. A droite (cf. Fig b)) résultat de simulation par champ
de phase : la cristallinité est évaluée à λmax = 6 et à T = 303K. Notons que les résultats
de cette simulation correspondent à une densité du réseau des chaînes actives ν différente
(1.547× 10−4 mol/cm3).

prendre cet effet il est important de noter que tn reste le même pour tous les cas considérés.
Lorsque la fréquence du cycle est doublée, le nombre de germes testés est divisé par deux.
Une augmentation de la fréquence de cyclage a donc pour premier effet de diminuer le
nombre de germes potentiels. Cet effet permet de comprendre la diminution de cristallinité
mesurée à λmax observée entre 1 et 5 Hz, nous avons en effet vérifié que le nombre de cris-
tallites présentes à λmax est 16 pour 1 Hz, 13 pour 2 Hz et 7 pour 5 Hz. Par contre, pour
10 Hz le nombre de cristallites remonte à 14, ce qui est très voisin du cas 2 Hz. Pour com-
prendre cette remontée de la cristallinité, il faut remarquer que les cristallites ne fondent
plus intégralement au cours du cycle à 10 Hz. Les germes cristallins sont peu nombreux
au cours du cycle, mais lorsqu’ils parviennent à croître ils ne fondent plus. Au cours du
temps, le nombre de cristallites augmente donc régulièrement à chaque cycle et le temps
d’équilibrage devient long. Lorsque le cycle est équilibré, ce qui est le cas pour le cycle que
nous avons considéré, la cristallinité est donc plus grande, du même ordre que celle que
l’on obtient à basse fréquence. Le changement de comportement observé à 10 Hz est donc
du au fait qu’au cours du cyclage le rayon des cristallites reste au dessus du rayon critique
rc.
Il est tentant de comparer ces résultats au moins qualitativement avec les mesures expéri-
mentales menées par Zhao B. et al [235] (voir figure IV.10 a)). Les expériences concernent
un caoutchouc naturel réticulé avec une densité de 0.71× 10−4 mol/cm3 (il est moins réti-
culé que le notre donc il doit cristalliser sous déformation à des taux d’élongation plus bas),
et il est sollicité dynamiquement entre λmin = 1 et λmax = 4.5 à différentes vitesses. Il
existe dans cette expérience un minimum de cristallinité pour des valeurs très semblables
à celles de notre étude, mais la comparaison avec notre modèle s’arrete là ; en effet, les
conditions expérimentales sont très différentes : nos essais sont cycliques alors que dans
l’expérience ils ne le sont pas. Ainsi, s’il est facile d’interpréter la diminution de cristalli-

123

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre IV Applications : Réponse à une déformation cyclique

nité d’abord observé lorsque la vitesse de sollicitation augmente (puisqu’elle est liée à un
temps de sollicitation qui devient de l’ordre de celui du processus de nucléation-croissance),
la réaugmentation de la cristallinité ne peut être interpété ici par un retard à la fusion,
mais fait intervenir des effets viscoélastiques complexes. Nous reviendrons sur ce point en
conclusion du manuscrit.

IV.3.3 Effet de la température

Nous l’avons déjà montré, la température est un paramètre qui contrôle la cristallisation
induite par déformation qu’ils s’agissent des aspects énergétiques ou cinétiques. Nous nous
intéresserons tout d’abord au cas d’une faible vitesse de sollicitation, et nous évaluerons
ici les effets de la température sur le cycle d’hystérèse cristallinité-déformation.
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Figure IV.11 – Evolution de la cristallinité durant un cycle de traction mécanique du
NR à une vitesse de sollicitation de 1s−1 pour trois différentes températures T = 298K,
303K et 308K (premier cycle). L’espacement entre deux nucléations successives tn est fixé
à 5.035 τ1

Ensuite, comme dans le paragraphe IV.1.2.2 nous nous rapprocherons des conditions ex-
périmentales étudiées au laboratoire et simulerons le processus de cristallisation sous solli-
citation cyclique à différentes fréquences et aux températures estimés expérimentalement
pour chacune de ces fréquences (MATEIS-INSA, collaboration dans le cadre de la thèse de
Nicolas Candau [236]).

La figure IV.11 présente le taux de cristallinité en fonction de λ lors du premier cycle
de sollicitation stabilisé à 1 Hz, à trois température différentes (le taux d’élongation λ est
compris entre λmin = 2 et λmax = 6). L’augmentation de la température conduit à une
augmentation du taux d’élongation de cristallisation λc : plus la température est élevée,
plus le rayon critique de nucléation rc devient grand. On observe aussi une augmentation
de λm ; cela est également en accord avec nos discussions précédentes. A titre d’illustration,
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le taux d’élongation à la cristallisation λc (de fusion λm) vaut 4.8 (2.3) pour T = 303K et
5.5 (3) pour T = 308K.
En outre, de 303K et 308K, à λmax, on observe une diminution de la cristallinité, correspon-
dant à ce taux d’élongation à un nombre de cristallites qui diminue de 16 pour T = 303K à
12 pour 308K : du fait de la cinétique de nucléation moins rapide à T = 308K, on obtient
à λmax une cristallinité plus faible ; néanmoins, n’ayant pas encore atteint le taux maximal
autorisé qui est ici de 1, le taux de cristallinité augmente durant la phase de rétraction
jusqu’à atteindre la valeur maximale atteinte pour le cycle à 303K. On ne discutera pas
la cristallisation irrégulière lors de la phase de traction à T = 298K, qui s’explique par un
probleme de statistique. Par contre, on observe que la courbe obtenue à T = 298K montre
une allure particulière lors de la seconde phase de traction. Durant la phase de rétraction,
le taux de cristallinité diminue peu mais régulierement avec la déformation jusqu’à ce qu’il
atteigne une valeur non-nulle à λmin. Cela indique que les cristallites ne fondent que par-
tiellement durant la rétraction, c’est à dire que leur rayon reste au dessus du rayon critique
rc à λmin. Ce sont donc ces mêmes cristallites qui vont réaugmenter de taille pendant la
phase de traction suivante, conduisant ainsi à une aire d’hystérésis très faible.
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Figure IV.12 – Evolution de la cristallinité durant un cycle de traction mécanique pour
différents vitesses de sollicitation (cycle stabilisé). La température du système est modifiée
pour chaque vitesse afin de tenir compte de l’effet d’auto-échauffement. L’espacement entre
deux nucléations successives tn est fixé à 5.035τ1.

Intéressons nous maintenant aux effets d’auto-échauffements observés expérimentale-
ment lors du cyclage mécanique du caoutchouc naturel à hautes fréquences. La figure IV.12
montre l’évolution de la cristallinité en fonction du taux d’élongation pour des fréquences
de sollicitation de 1, 2, 5, 10 et 20 Hz (cycles stabilisés). Comme dans nos simulations
précédentes, λc augmente lorsque la fréquence augmente de 1 à 2 Hz mais aussi pour les
fréquences au delà de 2 Hz ; tandis que λm décroit continument lorsque la fréquence de
sollicitation augmente. On constate également que le taux de cristallinité, et en particulier
l’aire du cycle d’hystérèse, diminue. Le cas à 10 Hz est intéressant car il montre que la
cristallinité est bien plus faible qu’aux fréquences inférieures, quelque soit le taux d’élon-
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gation : l’augmentation de la température, en augmentant la valeur du rayon critique des
cristallites, accélère aussi la cinétique de fusion. La fusion peut donc être totale lors de
la rétraction, même à 10 Hz. A 20 Hz la cinétique de nucléation devient trop lente par
rapport à la vitesse de sollicitation, et aucune cristallite n’a le temps d’être nuclée.

Cette étude sur les effets d’auto-échauffement montre donc qu’ils peuvent avoir un im-
pact considérable sur l’évolution de la cristallinité lors d’un cycle de sollicitation à grandes
vitesses.

IV.4 Conclusion

Nous avons dédié ce chapitre à l’étude de la cristallisation sous conditions cycliques par
champ de phase. Nous nous sommes attachés dans un premier temps à quantifier l’effet de
la sollicitation cyclique sur la cinétique de croissance. Le modèle énergétique développé au
troisième chapitre a alors été utilisé pour simuler le comportement d’une cristallite isolée
durant un cycle de traction. Des simulations ont été effectuées à différentes fréquences en
se focalisant sur le cas d’une interface diffuse isotrope. Elles nous ont permis de mettre
en évidence une différence de cinétique de croissance et de fusion. Le principal résultat
de cette étude de croissance est la diminution de la taille des cristallites aux temps longs
pour les hautes fréquences de sollicitations (sur plusieurs cycles mécaniques). Ceci a été
expliqué par le fait qu’à haute fréquence de sollicitation le temps nécessaire pour atteindre
le maximum de déformation devient comparable au temps caractéristique de croissance et
qu’en outre la cinétique de fusion est plus rapide que celle de la croissance.
Dans une seconde partie, nous avons voulu compléter le modèle en y intégrant une des-
cription de la nucléation. Ce travail n’est pour l’instant que préliminaire ; il a consisté à
simplifier le problème en ne décrivant pas le couplage entre les cristallites et en utilisant
un critère pour la nucléation dépendant uniquement d’un taux de cristallinité maximum
arbitrairement choisi. Si cette approche se limite pour l’instant aux aspects cinétiques (et
non quantitatifs) elle permet néanmoins d’obtenir des cycles de cristallisation d’allure com-
parable à ceux expérimentalement observés, de rendre compte des effets de fréquences, ou
de mettre en évidence l’impact potentiellement important de l’auto-échauffement sur la
cristallisation durant des essais cycliques.
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Jusqu’à présent, les études menées sur la cristallisation induite par déformation, qu’elles
soient théoriques ou expérimentales, ne permettent pas de comprendre complètement les
mécanismes physiques qui contrôlent ce phénomène, notamment sa cinétique. Notre objec-
tif a donc été de développer un modèle de champ de phase apte à décrire la cinétique de
cristallisation et à prédire les morphologies cristallines obtenues, en fonction des conditions
de température et de déformation imposées au système.

Dans un premier temps, nous avons simplifié le problème posé en nous focalisant sur
la cinétique de croissance d’un germe pré-existant, c’est-à-dire en mettant de côté la des-
cription de la nucléation. Le modèle mis en oeuvre couple les équations de la thermodyna-
mique de la cristallisation et les équations de la mécanique, associées à une dynamique de
transition de phase d’Allen-Cahn. Le comportement de la phase amorphe est élastique non
linéaire et comme dans le modèle de Flory, l’on suppose que la croissance cristalline permet
de relaxer une partie des contraintes. Avec la formulation proposée, dès lors que le germe
introduit dans la phase amorphe a un rayon supérieur à son rayon critique, on retrouve
qu’une augmentation de la déformation accélère la cinétique de cristallisation ; en outre, à
un niveau de déformation donné, une augmentation de la réticulation accélère aussi cette
cinétique. Nous avons également étudié l’effet d’une description anisotrope de l’énergie de
surface. Une telle description permet, d’une certaine manière, de rendre compte de l’ani-
sotropie intrinsèque à la cristallisation de chaines étirées, telle qu’elle intervient dans un
caoutchouc naturel sous étirement. Elle conduit en effet à une forte anisotropie de forme
de la cristallite sous déformation.

Cependant, dans les cas isotrope comme anisotrope, le modèle prédit aussi une crois-
sance qui ne s’arrête qu’à la disparition de la phase amorphe, puisque rien ne vient contre-
balancer la diminution d’énergie du système qui en résulte. Cela est en contradiction avec
les données expérimentales qui suggèrent au contraire qu’il existe un frein à la croissance
des cristallites – cristallites dont les dimensions dans un caoutchouc naturel réticulé ne
dépassent jamais quelques dizaines de nanomètres. Il est raisonnable de penser que cela
provient de contraintes topologiques existant au sein de l’élastomère, celles créées par les
noeuds de réticulation et les noeuds d’enchevêtrements piégés entre ces noeuds chimiques.
Ces contraintes sont nécessairement expulsées de la phase cristallisée pour permettre l’or-
ganisation des chaines polymères, et se retrouvent donc en concentration importante dans
et aux voisinages de l’interface, réduisant ainsi les possibilités de cristallisation des chaines
encore amorphes.

Nous avons donc introduit ce concept de défauts topologiques dans notre modèle. Deux
voies ont été explorées pour traduire la gêne à la croissance cristalline qu’ils imposent. La
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première voie consiste à considérer que l’accumulation des contraintes topologiques limite
localement la cinétique de relaxation du champ de phase. Sans déformation appliquée, la
simulation montre alors, lors de la croissance, la présence d’instabilités dynamiques et la
formation de structures en branches similaires à des sphérolites microscopiques qui sont
effectivement observées expérimentalement en cristallisation à froid. Sous l’effet de la dé-
formation, ces structures en branches s’orientent et deviennent donc également anisotrope.
Cette anisotropie est exacerbée si l’on utilise une description anisotrope de l’énergie de
surface. Dans ce cas, la simulation de la croissance d’une cristallite sans étirement conduit
alors à une morphologie en fagot remarquablement similaire à certaines observations expé-
rimentales d’un caoutchouc naturel étiré à froid. Ces résultats sont donc très intéressants
mais prédisent cependant une croissance de la cristallite qui n’est jamais stoppée.

Nous avons donc développé une seconde approche consistant à rajouter une contri-
bution énergétique supplémentaire à la fonctionnelle d’énergie libre pour rendre compte
de l’influence de l’élasticité du réseau des contraintes topologiques. L’expulsion de ces
contraintes lors de la croissance crée en effet une sorte de ceinture élastique autour des
cristallites. Cette fois, la croissance de la cristallite sous déformation est bien stoppée. La
taille stabilisée des cristallites dépend directement de la déformation appliquée, en outre
le processus de croissance est réversible au cours d’une expérience de traction-rétraction.
Le modèle prédit aussi une accélération de la croissance avec l’augmentation de la dé-
formation. Globalement, les résultats obtenus (par exemple les déformations critiques de
croissance et de fusion) s’accordent bien avec les résultats expérimentaux rapportés dans
la littérature. Nous avons également montré que le modèle énergétique peut se ramener
à la définition d’une tension de surface effective qui augmente exponentiellement avec la
taille de la cristallite. Cette approche est intéressante car elle permet de comprendre rapi-
dement la saturation de la croissance et de prédire la taille des cristallites en fonction de
la déformation appliquée.

L’approche énergétique étant la plus appropriée pour modéliser l’effet des contraintes
topologiques sur le processus de croissance, c’est celle que nous avons ensuite utilisée quand
il s’est agi de simuler des essais sous déformation cyclique. Les résultats des simulations
avec ce type de sollicitation mettent en évidence une cinétique de fusion différente d’une
cinétique de croissance, conduisant de fait, pour certaines fréquences, à une disparition de
la cristallite. Ils ont également démontré la nécessité d’une description du processus de
nucléation dans le modèle. Pour réduire la difficulté que cela impose, nous avons choisi
de ne considérer aucun couplage entre les cristallites et d’utiliser un critère simplifié pour
leur nucléation. Si cette approche se limite pour l’instant aux aspects cinétiques (et non
quantitatifs) elle permet néanmoins d’obtenir des cycles de cristallisation d’allure compa-
rable à ceux expérimentalement observés. Elle permet aussi de rendre compte des effets de
fréquences tels qu’ils sont rapportés dans la littérature, et de mettre en évidence l’impact
potentiellement important de l’auto-échauffement sur la cristallisation durant des essais
cycliques.

Nos travaux ouvrent donc de nombreuses perspectives, dont celle d’améliorer la descrip-
tion de la nucléation des cristallites. Comme cela est longuement discuté dans le chapitre
IV, ce travail nécessite néanmoins une réécriture du modèle en description Lagrangienne
pour modéliser correctement le déplacement des cristallites. Un tel travail est tout à fait
envisageable mais nécessitera cependant un effort important. Il est en tout cas indispen-
sable si l’on veut explorer correctement les effets de la cristallisation sur le comportement
mécanique (ce qui explique que nous ayons volontairement négligé cet aspect ici). Il per-
mettrai en particulier de prendre en compte l’interaction entre les cristallites et leur effet
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sur le renforcement. Une étude complémentaire des instabilités de forme qui peuvent se
manifester pour les grandes valeurs de λ bénéficierai également d’un passage à une réso-
lution 3D, cela permettrait de comparer les structures qui se forment à celles réellement
observées. En outre, si l’un des résultats marquant de cette thèse est la modélisation –à
notre avis convaincante – d’une limitation par les contraintes topologiques de la croissance
des cristallites, des améliorations sur ce point sont possibles. Il faudrait notamment relier
l’énergie élastique additionnelle à la densité de chaines actives, c’est-à-dire trouver une
formulation pertinente de la dépendance du paramètre E∗ avec le paramètre n. A plus
long terme, il serait également intéressant d’introduire une dynamique différente de celle
de l’interface pour le champ des contraintes topologiques. Cela permettrait ainsi de mieux
comprendre certains effets très fortement viscoélastiques comme le durcissement du ma-
tériau observés expérimentalement lorsque la cristallisation du caoutchouc naturel sous
déformation devient importante. Enfin, nous avons montré dans le dernier chapitre que
l’auto-échauffement pouvait jouer un rôle déterminant sur l’aptitude du matériau à cristal-
liser sous déformation cyclique. L’introduction d’un couplage supplémentaire de transport
thermique avec la dynamique de transition de phase est donc une perspective très intéres-
sante et permettrait de mieux comprendre ces effets d’auto-échauffement.
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Annexes

Annexe A : Minimisation de la fonctionnelle

Considérons la fonctionnelle que l’on peut écrire de manière générique sous la forme :

F [θ] =

∫
dr
{
fbulk(θ(r)) + Γ

ε2

2
||∇θ(r)||2

}
(IV.8)

La minimisation de cette fonctionnelle s’effectue en faisant une variation infinitésimale du
profil θ(r) : θ(r)→ θ(r) + δθ(r). Cette variation induit une variation de F :

F [θ + δθ] =

∫
dr
{
fbulk(θ(r) + δθ(r)) + Γ

ε2

2
||∇θ(r) +∇δθ(r)||2

}
(IV.9)

Au premier ordre en δθ, fbulk(θ(r)+δθ(r)) devient fbulk(θ(r))+f
′
bulk(θ(r))δθ(r) ou le prime

dénote une dérivation par rapport à θ. On peut de même développer le gradient carré et
on obtient au premier ordre en δθ :

||∇θ(r) +∇δθ(r)||2 = ||∇θ(r)||2 + 2∇θ(r).∇δθ(r) (IV.10)

Il s’en suit que l’on peut écrire la variation de F sous la forme :

δF ≡ F [θ + δθ]− F [θ] =

∫
dr
{
f

′
bulk(θ(r))δθ(r) + Γε2∇θ(r).∇δθ(r)

}
(IV.11)

La dérivée fonctionnelle correspond au terme proportionnel à δθ(r) dans l’intégrale. Ici il
y a un terme en gradient de δθ(r) que nous allons intégrer par partie pour faire disparaître
le gradient. On peut utiliser en effet la relation différencielle :

∇.(δθ∇θ) = ∇(δθ).∇θ + δθ∆θ (IV.12)

pour écrire :

δF =

∫
dr
{
f

′
bulk(θ(r))δθ(r)− Γε2δθ(r)∆θ(r)

}
+

∫
dr∇.(δθ∇θ) (IV.13)

Le dernier terme est un terme de flux à travers les limites du système, que l’on peut annuler
en prenant δθ nul sur les bords. On obtient donc :

δF =

∫
dr
{
f

′
bulk(θ(r))− Γε2∆θ(r)

}
δθ(r) (IV.14)

La dérivée fonctionnelle de F est donc :
δF

δθ(r)
= f

′
bulk(θ(r))− Γε2∆θ(r) (IV.15)

La condition de minimisation s’écrit :

f
′
bulk(θ(r))− Γε2∆θ(r) = 0 (IV.16)
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Annexe B : Tension de surface

Un point crucial des méthodes de champ de phase résulte dans la calibration de l’énergie
de surface et son lien avec les paramètres phénoménologiques ε et Γ que nous avons introduit
la fonctionnelle (II.19). C’est ce lien que nous allons étudier maintenant et pour cela nous
allons considérer une interface amorphe-cristal d’épaisseur κ, et dont les phases en volume
sont purement homogènes loin de cette région interfaciale. Au voisinage des interfaces,
le champ de phase varie continûment entre 0 et 1 et le profil d’équilibre de cet interface
correspond à un minimum de la fonctionnelle d’énergie libre de Gibbs. Pour une interface
plane entre deux phases en coexistence, la tension de surface est définie comme l’excès
d’énergie libre de Gibbs par rapport à la valeur qu’on aurait sans interface, c’est à dire
pour une phase homogène. A coexistence la valeur de l’énergie libre de Gibbs est la même
pour les deux phases et on peut donc soustraire la valeur "bulk" de l’une des deux phases
(θ0 = 0 ou 1). Si l’on désigne par x la direction perpendiculaire à l’interface :

γ =

∫ +∞

−∞
dx

(
fbulk(θ(x)) +

Γε2

2
(∇θ(x))2 − fbulk(θ0)

)
(IV.17)

L’équation (IV.17), identifie clairement les deux contributions à la tension de surface : la
première contribution correspond à la contribution "bulk" locale à laquelle on soustrait
la valeur fbulk(θ0) à l’infini, cette fonction tend donc vers zéro dans chacune des phases
loin de l’interface, et la deuxième contribution est le terme en gradient carré, qui lui aussi
s’annule loin de l’interface.

Calculons à présent cette énergie interfaciale pour une interface plane. Le profil de
l’interface amorphe-cristal à l’équilibre θe(x) est obtenu en minimisant F [θ], ce qui d’après
l’annexe A s’exprime :

δF [θ]

δθ(x)
= 0 pour θ(x) = θe(x)→ ∂fbulk

∂θe
− Γε2∆xθe = 0 (IV.18)

Après multiplication de l’équation (IV.18) par ∇xθe, nous obtenons :

d

dx

{
fbulk(θe)−

Γε2

2
(∇xθ)2

}
= 0 (IV.19)

L’équation de minimisation possède donc une intégrale première qui s’écrit, en prenant en
compte les limites en + et - l’infini :

fbulk(θe)−
Γε2

2
(∇xθ)2 = fbulk(θ0) (IV.20)

Nous pouvons donc utiliser cette relation pour remplacer fbulk(θe)−fbulk(θ0) par Γε2

2 (∇xθ)2

dans l’expression (IV.17) de la tension de surface :

γ =

∫ +∞

−∞
dxΓε2 (∇xθ)2 (IV.21)

L’intégrant fait apparaître un carré que nous pouvons séparer en deux : Γε2 (∇xθ)2 =√
Γε∇xθ ×

√
Γε∇xθ

En replaçant le premier facteur
√

Γε∇xθ par
√

2(fbulk(θ)− fbulk(θ0)), toujours d’après
l’intégrale première, nous obtenons une expression équivalente de la tension de surface :

γ =

∫ +∞

−∞
dxε
√

2Γ
√
fbulk(θ)− fbulk(θ0)

dθ

dx
dx (IV.22)

132

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Annexes

et finalement en passant à la variable θ :

γ = ε
√

2Γ

∫ θmax

θmin

dθ
√
fbulk(θ)− fbulk(θ0) (IV.23)

L’avantage de cette expression est qu’elle permet le calcul de la tension de surface sans
avoir besoin du profil d’équilibre θe que nous avons fait disparaître grâce au changement
de variable. Elle montre également clairement la dépendance de la tension de surface dans
le paramètre ε qui est un préfacteur, et est donc un paramètre sensible.

Nous pouvons aller plus loin et calculer la tension de surface ainsi que le profil d’équilibre
θe(x) pour notre modèle à l’équilibre thermodynamique T = Tm et en l’absence de force
extérieure (i.e force élastique λ = 1). Dans ce cas l’énergie libre de Gibbs du système se
réduit à l’expression suivante :

fbulk(θ) =
Γ

4
θ2(1− θ)2 (IV.24)

Dans notre cas θmin = 0 qui correspond à la phase amorphe et θmax = 1 pour la phase
cristalline. Après intégration, la tension de surface d’une interface plane vaut :

γ =
ε
√

2Γ

12
(IV.25)

L’équation (IV.18) peut être également intégrée analytiquement, le profil de champ de
phase à l’équilibre est caractérisé par la fonction suivante :

θe(x) =
1

2

[
1− tanh

(x
κ

)]
(IV.26)

où on a défini l’épaisseur de l’interface κ = 2ε
√

2. Le paramètre ε contrôle donc l’épaisseur
de l’interface.

Annexe C : Tenseur des contraintes et équilibre mécanique

Pour minimiser l’énergie libre de Gibbs par rapport au champ de déplacement u(r) il
nous faut calculer la dérivée fonctionnelle de F par rapport à u(r). Pour cela nous allons
considérer une variation de déplacement δu et calculer la variation δF qui correspond. Par
définition de la dérivation fonctionnelle :

δF ≡
∫
dr

δF

δ(∂(ui)/∂Xj)
δ
∂ui
∂Xj

≡
∫
dr Σij δ

∂ui
∂Xj

(IV.27)

Où nous avons utilisé la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés. Le
tenseur Σ est le tenseur des contraintes que l’on peut ainsi relier à F :

Σij =
δF

δ(∂(ui)/∂Xj)
(IV.28)

Le tenseur ainsi défini contient toutes les contraintes présentes dans le système, et nous
allons le découper en deux, le tenseur des pressions statiques, qui proviennent du champ
de phase θ pour lesquelles nous donnerons une expression dans l’annexe suivante, et le
tenseur des contraintes élastiques qui viennent directement du champ de déformation.
C’est ce tenseur que nous désignerons par Σ, et pour l’obtenir il suffit de dériver à θ fixé.

Condition d’équilibre mécanique :
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Comme la variation de ∂ui/∂Xj provient du δu appliqué :

δ
∂ui
∂Xj

=
∂δui
∂Xj

(IV.29)

et donc :
δF =

∫
dr Σij

∂δui
∂Xj

(IV.30)

en effectuant une intégration par partie, nous obtenons que :

δF =

∫
−∂Σij

∂Xj
δui dr (IV.31)

et nous reconnaissons donc la dérivée fonctionnelle de F par rapport à u :

δF

δu
= −∇Xj .Σij (IV.32)

La condition de minimisation est donc∇Xj .Σij = 0 ce qui correspond à la relation classique
d’équilibre mécanique.

Tenseur des contraintes élastiques :
Pour identifier l’expression du tenseur Σ il suffit en principe de calculer δF/δ(∂(ui)/∂Xj)

c’est à dire :

Σij = g(θ)
ρkbT

n

∂ Tr(ε)

∂(∂(ui)/∂Xj)
(IV.33)

car seul le terme en Tr(ε) fait apparaître explicitement u dans l’énergie libre de Gibbs. En
utilisant la définition de ε (II.23) :

Tr(ε) =
∑
i

∂ui
∂Xi

+
1

2

∑
ij

(
∂ui
∂Xj

)2

(IV.34)

on obtient une expression pour le tenseur "Σ" que nous appelerons σ :

σij = g(θ)
ρkbT

n

(
δij +

∂ui
∂Xj

)
(IV.35)

Ce tenseur est intéressant car il est simple à calculer et sa divergence correspond au signe
près à la dérivée fonctionnelle qui intervient dans les équations cinétiques :

δF

δu
= −∇Xj .σij (IV.36)

C’est ce tenseur que nous utiliserons en pratique dans les calculs. Il faut néanmoins noter
qu’il n’a pas la propriété d’être symétrique comme doit l’être un tenseur de contraintes.
Il est en fait possible de trouver une expression symétrique pour notre problème à deux
dimensions en rajoutant à ce tenseur une contribution de divergence nulle, que l’on peut
obtenir de manière équivalente en utilisant la relation d’incompressibilité aux grandes dé-
formations (ici en 2D) :

Tr(∂ui/∂Xj) = −det(∂ui/∂Xj) (IV.37)

pour réécrire Tr(ε) sous une forme équivalente :

Tr(ε) = −det(∂ui/∂Xj) +
1

2

∑
ij

(
∂ui
∂Xj

)2

=
1

2

(
∂ux
∂X
− ∂uy
∂Y

)2

+
1

2

(
∂ux
∂Y

+
∂uy
∂X

)2

(IV.38)
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la dérivation par rapport à ∂ui/∂Xj conduit au tenseur :

Σ = g(θ)
ρkbT

n

 ∂ux
∂X −

∂uy
∂Y

∂ux
∂Y +

∂uy
∂X

∂ux
∂Y +

∂uy
∂X

∂uy
∂Y −

∂ux
∂X

 (IV.39)

Qui est symétrique, et possède la même divergence que le tenseur σ. Ce sera notre tenseur
élastique dans la suite. On peut vérifier que pour un système incompressible à 2D on obtient
un tenseur proportionnel à ε dans la limite des faibles déformations, comme on s’y attend.
Il est important de noter que ce tenseur est défini à un tenseur diagonal près (une pression)
qui assure l’incompressibilité de la phase amorphe.

Annexe D : Tenseur des pressions

Même si nous ne l’utilisons pas dans cette étude, nous mentionnons ici que le modèle
utilisé pour le champ de phase est associé à un tenseur de pression P . Ce tenseur vient
completer le tenseur des contraintes élastiques pour lequel nous avions fait une variation
de déformation à θ fixé. Ici nous ferons une variation (un déplacement) de θ à déformation
fixée. Ces déplacements sont pûrement virtuels puisqu’ils ne correspondent pas à des dé-
placement physique, c’est un moyen mathématique de calculer les deux contributions au
tenseur des contraintes, celui dû au champ θ et celui dû au champ u. Ce tenseur de pression
peut s’obtenir en effectuant un déplacement élémentaire du champ θ d’une quantité δr à
quantité de matière fixée. Cela revient à faire un déplacement conservatif du champ θ et
la variation locale δθ(r) qui correspond doit satisfaire donc l’équation de transport :

δθ(r) +∇.(θ(r)δr) = 0→ δθ(r) = −∇.(θ(r)δr) (IV.40)

La variation d’énergie libre de Gibbs correspondante s’écrit :

δF =

∫
dr

δF

δθ(r)
δθ(r) = −

∫
dr

δF

δθ(r)
∇.(θ(r)δr) (IV.41)

En effectuant une intégration par partie on obtient :

δF =

∫
dr ∇

{
δF

δθ(r)

}
θ(r)δr (IV.42)

et donc la force locale exercée par le champ de phase s’écrit :

f ≡ −δF
δr

= θ(r)∇
{

δF

δθ(r)

}
≡ −∇.P (IV.43)

Pour notre fonctionnelle :

F [θ] =

∫
dr
{
fbulk(θ) + Γ

ε2

2
||∇θ||2

}
(IV.44)

et le tenseur de pression associé peut donc s’écrire sous la forme :

Pij =

(
θ
dfbulk
dθ

− fbulk − Γε2θ∆θ − Γε2

2

)
δij + Γε2∇iθ∇jθ (IV.45)
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Annexe E : Formulation de la vitesse d’interface amorphe/cristal

Nous donnons ici la méthode que nous avons utilisée en pratique pour coupler les
contraintes topologiques avec la cinétique de transition de phase (cristallisation induite
par déformation SIC). L’idée de base des deux modèles présentés au chapitre III est de re-
présenter les noeuds de réticulation et/ou les enchevêtrements par un champ des contraintes
topologiques, et de définir ainsi un critère de transport afin de les redistribuer durant la
croissance des domaines cristallins. En partant de l’hypothèse simpliste du cristal parfait et
en supposant que les défauts topologiques présents dans le système sont conservés durant
le processus de croissance, nous pouvons établir une équation de transports des contraintes
topologiques si on connaît leur vitesse locale. Le choix le plus naturel revient à considérer
que les défauts topologiques sont expulsés du cristal vers la phase amorphe avec la même
vitesse de déplacement que l’interface : les défauts sont poussés par l’interface. Pour iden-
tifier la vitesse V de déplacement des interfaces nous pouvons utiliser le fait que le profil
de l’interface reste stationnaire au cours de la croissance des cristallites (voir discussion du
chapitre III, figure III.2). Localement, dans le référentiel propre de l’interface le champ de
phase θ satisfait l’équation suivante :

Dθ

Dt
=
∂θ

∂t
+ V · ∇θ = 0 (IV.46)

Malheureusement, cette équation (IV.46) admet une infinité de solutions ; l’identification
du vecteur vitesse V nécessite de fixer une jauge ce qui rend le problème plus complexe.
On peut par exemple éliminer la composante tangentielle de la vitesse qui ne produit pas
de déplacement pour l’interface. Une solution pour le champ des vitesses qui satisfait cette
contrainte est :

V = −∂θ
∂t

∇θ
‖∇θ‖2

(IV.47)

Malheureusement, pour le profil stationnaire en tangente hyperbolique que nous avons
obtenu pour l’interface plane θ(x) = 1

2

[
1− tanh

(
x

2
√

2ε

)]
, cette formule conduit à un

champ de vitesse constant dans tout l’espace. Utiliser ce champ pour transporter les défauts
topologiques ne ferait que les translater globalement et ne permettrait pas d’obtenir une
accumulation des contraintes topologiques dans la région interfaciale. Pour le modèle que
nous souhaitons développer afin de limiter la taille de cristallites formées au sein de la
matière amorphe nous devons donc choisir une formulation pour la vitesse d’expulsion
des défauts topologiques qui les concentre au voisinage de l’interface, sans les transporter à
grande distance. La vitesse des défauts topologiques doit par conséquent être nulle hors des
cristallites. Une solution simple est de tronquer le champ de vitesse donné par l’expression
(IV.47) afin d’obtenir une distribution centrée au voisinage de l’interface comme indiqué
dans la figure IV.13. Celle-ci est donnée par l’expression suivante :

V = −∂θ
∂t

∇θ
‖∇θ‖2 + αcut

(IV.48)

Avec αcut est un paramètre phénoménologique qui contrôle la largeur de la distribution du
champ de vitesse. Pour des raisons techniques, liées à la convergence des programmes, nous
utilisons en pratique une méthode hybride basée d’un côté sur le calcul direct du gradient
du champ de phase par différence finie, et de l’autre par une estimation du gradient à
partir de la forme du profil de l’interface supposé en tangente hyperbolique. La méthode
que nous avons retenue revient à estimer la norme du gradient au carré comme le produit
des deux normes obtenues par chaque méthode, et à inclure le paramètre αcut à l’intérieur
des normes : soit N le vecteur normal à l’interface défini par : N = ∇θ

|∇θ| . La variation du
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V

V

R > r 
c

Excès de défauts topologiques

θ

Figure IV.13 – Représentation schématique du modèle de champ de phase tenant compte
de l’hétérogénéité de la structure comme les noeuds de réticulation et/ou les enchevêtre-
ments

champ de phase selon la direction normale s’écrit en supposant que le profil est en tangente
hyperbolique :

|∇θ| =
∂θ

∂N
≈ θ(1− θ)√

2
+ αcut (IV.49)

De même en rajoutant αcut dans le calcul direct de∇θ et en combinant ces deux expressions,
la vitesse d’expulsions des défauts topologiques s’écrit alors :

V = −∂θ
∂t

∇θ(
θ(1−θ)√

2
+ αcut

)√(
∂θ
∂x

)2
+
(
∂θ
∂y

)2
+ αcut

(IV.50)
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Figure IV.14 – Profil du champ de phase en fonction de la distance au centre du germe
cristallin selon la direction x à un instant t accompagné par les profils du champ de vitesse
en fonction de αcut

La figure IV.14 représente le profil de l’interface à un instant t (courbe en bleu) et les profils
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du champ de vitesse d’avancé du front de croissance pour différentes valeurs de αcut. Cette
figure illustre bien l’effet du paramètre αcut sur la portée du transport des contraintes topo-
logiques. En effet, lorsqu’on diminue la valeur de αcut, la distribution de la vitesse devient
plus large et s’étale sur une région qui contient en plus de l’interface une partie de la phase
cristalline. Une calibration de ce paramètre est un point crucial afin de mettre en évidence
le rôle joué par les contraintes topologiques dans la limitation de la taille des cristallites.
Dans nos simulations numériques, le paramètre αcut est fixé à 10−4 ce qui nous permet
d’obtenir une distribution du champ de vitesse quasiment-gaussienne dont la largeur ne
dépasse pas trop la région interfaciale. Il est important de noter que les résultats de deux
modèles cinétique et énergétique présentés dans le chapitre III sont sensibles au choix de
ce paramètre. En effet, le profil du champ de vitesse d’expulsion des défauts topologiques
influence l’épaisseur de la couche d’accumulation de ces défauts (région centrée au voi-
sinage de l’interface) et en conséquence modifie la cinétique de croissance mais aussi les
morphologiques. En toute rigueur, il faut s’attendre à une limitation de la taille très rapide
(pour le modèle cinétique) et à l’obtention de morphologies ramifiées avec une épaisseur
large lorsqu’on augmente αcut.

Remarque : La présence des défauts topologiques dans le système amorphe/cristal conduit
à une modification de la forme et du profil de l’interface à l’équilibre thermodynamique. En
toute rigueur, nous pouvons nous attendre a ce que l’expulsion de ces défauts par le front
de croissance (l’interface amorphe/cristal) conduise à un ralentissement de la cinétique de
l’interface avec une modification de la forme, voire même un arrêt total de la croissance
dans les régions de fortes concentration de ces défauts. Cependant ces modifications ont lieu
dans la phase amorphe uniquement et c’est le paramètre αcut qui est important dans cette
région là, ce qui limite en pratique l’effet de cette modification de forme sur l’estimation
de la vitesse.
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Annexe F : Méthode numérique et algorithme utilisé pour les
équations du champ de phase

Ce paragraphe est consacré à l’implémentation numérique des équations d’évolutions.
La résolution numérique de ces équations nécessite l’établissement d’un schéma numérique
stable permettant la convergence rapide vers la solution du problème. Plusieurs formula-
tions sont possibles pour discrétiser par différences finies ces équations mais un certain
nombre de ces formulations donnent lieu à des instabilités numériques dues au bruit rési-
duel de la grille. Il faut donc faire très attention à la méthode utilisée. Dans cette annexe,
nous traitons les équations d’évolution pour le cas des interfaces isotropes. Le traitement
numérique des équations d’évolutions pour des interfaces anisotropes, vues dans ce manus-
crit, s’effectue avec les mêmes démarches décrites ci-dessous.

• Rappel des équations issues des trois modèles :

Avant de décrire la méthode numérique utilisée pour résoudre les équations cinétiques
du modèle de champ de phase, nous rappelons tout d’abord les équations de base des
différents modèles.

? Modèle élémentaire :

Les équations du modèle élémentaire de la cristallisation sous contraintes développées
au chapitre II sont les équations (II.57), (II.58),(II.59) et (II.60) rappelées ci-dessous :

– Pour une interface isotrope, l’équation d’évolution du champ de phase s’écrit :

∂θ(r)
∂t̃

= Γ̃

(
∆̃θ +

1

4
θ(1− θ)(1− 2θ)

)
− g′(θ)

(
ρhm

∆T

T 0
mfscale

+
T

nT 0
m

Tr(ε)

)
(IV.51)

– Relaxation des contraintes :

∂ũi

∂t̃
= − τ1T

τ2nT 0
m

Fkj∇x̃k .
(
−P̃2δij + g(θ)

ρkbT

n

∂ũi
∂x̃j

)
(IV.52)

– Champ de pression :

∂P̃2

∂t̃
= −τ1nT

0
m

τ2T

(
divũ− det

(
∂ũ
∂x̃

))
(IV.53)

Avec F le tenseur gradient de déplacement qui s’écrit en 2D :

F =

(
1− ∂yuy ∂xuy
∂yux 1− ∂xux

)
(IV.54)

? Modèle cinétique :

Pour le modèle cinétique présenté dans le chapitre III, les contraintes topologiques
sont localisées à l’aide d’une équation de transport supplémentaire et leur couplage avec
le champ de phase est effectué à l’aide du temps de relaxation τ1 → τ1 h(ρtopo(r)). Les
équations régissant la relaxation des contraintes élastiques et de la pression sont les mêmes
qu’auparavant (équations (IV.52) et (IV.53)). En ce qui concerne le champ de phase nous
avons rajouté un terme de bruit numérique à l’équation déterministe de θ afin de masquer
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les effets liés à la méthode de discrétisation en espace utilisée. Rappelons les équations
(III.2), (III.3) et (III.13) de ce modèle discuté au chapitre III :

∂θ(r, t)
∂t̃

= − 1

h(ρtopo(r, t))

{
Γ̃

(
∆̃θ +

1

4
θ(1− θ)(1− 2θ)

)
−g′(θ)

(
ρhm

∆T

T 0
mfscale

+
T

nT 0
m

Tr(ε)

)}
+ ζ̄(t)

1√
∆t

(IV.55)

V = −∂θ
∂t

∇θ
‖∇θ‖2

(IV.56)

∂ρtopo
∂t

+∇ · (ρtopoV) = 0 (IV.57)

? Modèle énergétique :

En ce qui concerne le modèle énergétique présenté dans la deuxième partie du chapitre
III, les équations d’évolution sont similaires à celles présentées au début de ce paragraphe.
Dans ce modèle aussi, les équations pour les contraintes élastiques et pour la pression
sont les mêmes qu’auparavant (mêmes équations (IV.52) et (IV.53)). Une équation sup-
plémentaire (IV.58) se rajoute au système pour caractériser le transport des contraintes
topologiques via l’interface cristal/amorphe.

∂utopo

∂t
+ V · ∇utopo = V (IV.58)

εtopoij =
1

2

(
∂utopoi

∂xj
+
∂utopoj

∂xi

)
(IV.59)

Encore une fois, l’équation d’évolution du champ de phase pour une interface isotrope dans
le cadre du modèle énergétique s’écrit :

∂θ(r)
∂t̃

= Γ̃

(
∆̃θ +

1

4
θ(1− θ)(1− 2θ)

)
− g′(θ)

(
ρ hm

∆T

T 0
m fscale

+
T

nT 0
m

Tr(ε(r))
)

+ g′(θ)

(
λ∗

2fscale

(
Tr εtopo(r)

)2
+

µ∗

fscale
Tr (εtopo(r))2

)
(IV.60)

• Méthode numérique : discrétisation et implémentation numérique

Les équations cinétiques issues des trois modèles : élémentaire, cinétique et énergétique
sont discrétisées par un schéma de différences finies d’ordre 2 en espace et 1 en temps.
Les variables du champ adimensionnées (θ, ũ, P̃2) sont localisées sur un maillage carré. On
utilise une représentation eulérienne pour le champ de phase et les contraintes élastiques.
Les vertex du maillage utilisé ici représentent donc la position des points après déformation
(i, j). Ces points sont espacés de ∆x et de ∆y dans les deux directions x et y. Par souci
de simplicité nous n’allons considérer que le cas d’un maillage dont les points sont espacés
de ∆x dans les deux directions de l’espace (∆x = ∆y). L’espacement du réseau doit être
suffisamment fin pour résoudre le profil interfacial du champ de phase θ. Ainsi, la région
interfaciale est décrite par 10 points. Le choix de la valeur de ∆x impose également une
contrainte sur le pas de discrétisation temporelle ∆t pour assurer la stabilité numérique du
schéma de résolution : nous devons choisir des pas de temps petits pour les maillages très
fins. Nous discrétisons les variables continues sur le réseau de points et nous calculons pour
chaque pas de temps la solution des équations d’évolution de ces variables pour l’ensemble
de ces points. A titre d’illustration, le champ de phase θ(x, y, t) devient θni,j , avec x = i∆x,
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y = j∆x, t = n∆t ; où les deux indices (i, j) ∈ [1, 2, 3, . . . , Nx]× [1, 2, 3, . . . , Ny]. La taille
de la grille est fixée à Lx × Ly, avec Lx = Nx∆x et Ly = Ny∆x. Dans nos simulations, la
grille est supposée carré. Le nombre des points dans les deux directions est donc le même
Nx = Ny = N . Un schéma illustrant le maillage utilisé est représenté sur la figure IV.15.

∆
y

∆x
x∆N=L/

x∆N=L/

i−1 i i+10

j+1

j

j−1

Figure IV.15 – Représentation schématique de la grille carrée uniforme que nous utilisons
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Figure IV.16 – Discrétisation spatiale des opérateurs différentiels utilisés

? Opérateurs différentiels :

Il est nécessaire d’utiliser un schéma de discrétisation qui garantit l’isotropie des opé-
rateurs différentiels afin de s’affranchir des effets liés à l’anisotropie résiduelle du maillage.
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Nous avons utilisé un schéma de différences finies explicite d’ordre 2 pour discrétiser les
opérateurs différentiels du système d’équations couplées présentées ci-dessus. Ce schéma
est mis en place afin de garantir l’isotropie de ces opérateurs à l’ordre 2. Les dérivées
spatiales d’ordre 1 et 2 du champ de phase θ sont données par :

∂θi,j
∂x = 1

12∆x (4 (θi+1,j − θi−1,j) + θi+1,j+1 − θi−1,j+1 + θi+1,j−1 − θi−1,j−1)

∂θi,j
∂y = 1

12∆x (4 (θi,j+1 − θi,j−1) + θi+1,j+1 − θi+1,j−1 + θi−1,j+1 − θi−1,j−1)

∂2θi,j
∂x2

+
∂2θi,j
∂y2

= 1
6∆x {4 (θi+1,j − θi−1,j + θi,j+1 + θi,j−1)

+θi+1,j+1 + θi−1,j+1 + θi−1,j−1 + θi+1,j−1 − 20 θi,j}

Nous utilisons également ces opérateurs à 9 points pour avoir des gradients isotropes et
Laplacien d’ordre 2 pour toutes les autres variables du système ux, uy, u

topo
x , utopoy , ρtopo

et P2 (cf. Fig. IV.16).

? Implémentation numérique du système des équations du champ de phase :

Pour la discrétisation temporelle des équations d’évolution de la microstructure, nous uti-
lisons un schéma de différences finies d’ordre 1. Après discrétisation spatiale et temporelle
de ce système d’équations différentielles, nous obtenons les expressions suivantes :

– L’équation d’évolution du champ de phase discrétisée en temps et en espace s’écrit :

θn+1
i,j − θni,j

∆t̃
= Γ̃

(
∆̃θni,j +

1

4
θni,j(1− θni,j)(1− 2θni,j)

)
−
(
∂g

∂θ

)n
i,j

(
ρ hm

∆T

T 0
mfscale

+
T

nT 0
m

(
Tr(ε)

)n
i,j

)
(IV.61)

– Relaxation des contraintes :
Après quelques calculs nous retrouvons les deux composantes du champ de déplacement
u :

(ũx)n+1
i,j − (ũx)ni,j

∆t̃
=

τ1T

τ2nT 0
m

{
−
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(IV.62)
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∂ũy
∂x

)n
i,j

(
kbT

n

(
∂g

∂θ

)n
i,j

(
∂θ

∂y

)n
i,j

(
∂ũy
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– Champ de pression :
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(IV.64)

En représentation eulérienne, les éléments du tenseur de déformation ε s’écrivent :
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(IV.65)
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∂ũy
∂x

)n
i,j

+
1

2

((∂ũy
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(IV.66)
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∂ũy
∂x

)n
i,j

+

(
∂ũx
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∂ũy
∂y

)n
i,j

−
(
∂ũx
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Dans nos simulations, nous considérons qu’il n y a pas de déplacement dans les domaines
cristallins une fois qu’ils se sont formés et que la pression à l’intérieur reste également figée.
Pour tenir compte de ces hypothèses nous avons multiplié le terme de droite des équations
(IV.52) et (IV.53) par g(θ) au pas de temps n ; rappelons en effet que g(θ) est une fonction
qui vaut 0 dans la phase cristalline et 1 dans la phase amorphe : on a donc bien ∂ũi

∂t̃
= 0

et ∂P̃2

∂t̃
= 0 à l’intérieur des cristallites.

? Conditions initiales et aux limites :

La condition initiale du champ de phase correspond à un germe circulaire centré autour
du vertex (i0, j0). Le profil radial de l’interface est défini à partir du profil d’équilibre sans
application de déformation sur le système, profil que nous avons obtenu dans l’annexe B.
La configuration de θ0

i,j s’écrit de la manière suivante :

θ0
i,j =

1

2

(
1 + tanh

(
R−

√
(i− i0)2 + (j − j0)2

2
√

2

))
(IV.68)

Avec R le rayon du germe cristallin et (i0, j0) la position du centre du germe dans la grille
de simulation. Les conditions aux limites sur les bords de la grille sont périodiques pour le
champ θni,j .

Le système est étiré dans la direction x par un facteur λ. Cette déformation est ap-
pliquée aux bords de la grille ce qui impose des conditions aux limites pour le champ de
déplacement u. En utilisant la condition d’incompressibilité, nous obtenons :

(ũx)0
0,j = −λ− 1

λ

N

2
et (ũx)0

N−1,j =
λ− 1

λ

N

2

(ũy)
0
i,0 = −(1− λ)

N

2
et (ũy)

0
i,N−1 = (1− λ)

N

2

Les autres conditions initiales utilisées dans nos simulations sont données par les relations
suivantes :

(ũx)0
i,j =

(
2
i+ 1

N + 1
− 1

)
λ− 1

λ

N + 1

2
et (ũy)

0
i,j =

(
2
j + 1

N + 1
− 1

)
(1− λ)

N + 1

2

(
∂ũx
∂t

)0

i,j

=

(
∂ũy
∂t

)0

i,j

= 0 et (P̃2)0
i,j = 0

(
ũtopox

)0
i,j

=
(
ũtopoy

)0
i,j

= 0

(ρ̃topo)
0
i,j = 1 et (ρ̃topo)

1
i,j = 1

• Algorithme de résolution des équations cinétiques des trois modèles :

La résolution des équations cinétiques après discrétisation spatiale et temporelle s’ef-
fectue à l’aide d’un algorithme itératif décrit ci-dessous pour chacun des modèles.
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Algorithm 1 Modèle élémentaire de croissance
Entrées: i0 , j0 , R ,N , λ ,NT ime

Sorties: θn , (F )n , (ε)n, (σ)n, (P̃2)n, (ρ̃)n

t = 0, configuration initiale
pour i = 0 jusqu’à N − 1 faire
pour j = 0 jusqu’à N − 1 faire
Calculer les valeurs du champ de phase θ0

i,j , et les autres paramètres
(P̃2)0

i,j , (ũx)0
i,j , (ũy)

0
i,j , attribuées à chaque site (i, j) à l’instant t = 0.

Avec

θ0
i,j =

1

2

(
1 + tanh

(
R−

√
(i− i0)2 + (j − j0)2

2
√

2

))
Poser

ux0 =
(λ− 1)(N + 1)

2λ
et uy0 =

(1− λ)(N + 1)

2

Calculer le champ u tel que :

(ũx)0
i,j = ux0

(
2
i+ 1

N + 1
− 1

)
et (ũy)

0
i,j = uy0

(
2
j + 1

N + 1
− 1

)
(
∂ũx
∂t

)0

i,j

=

(
∂ũy
∂t

)0

i,j

= 0 et (P̃2)0
i,j = 0

fin pour
fin pour
Boucle principale
tantque t ≤ NT ime faire
pour i = 0 jusqu’à N − 1 faire
pour j = 0 jusqu’à N − 1 faire
Calculer (ε)ni,j → (σ)ni,j a partir des expressions (IV.65), (IV.67) et (IV.67).
Calculer (F )n.
Diagonalisation de (F )ni,j → λni,j .
Calculer la nouvelle configuration du champ de phase θn+1

i,j (expression IV.61).
Calculer le champ de déplacement au pas de temps n + 1 : (ũx)n+1

i,j (ũy)
n+1
i,j à

l’aide de deux expressions (IV.62) et (IV.63).
Poser (ũx)ni,j ← (g(θ))ni,j × (ũx)ni,j .
Poser (ũy)

n
i,j ← (g(θ))ni,j × (ũy)

n
i,j .

Calculer le champ de pression au pas de temps n + 1 : (P̃2)n+1
i,j à l’aide de l’ex-

pression (IV.64).
Poser (P̃2)ni,j ← (g(θ))ni,j × (P̃2)ni,j .

fin pour
fin pour
Sommation sur tous les sites (i, j) les variables θni,j , (F )ni,j , (ε)ni,j , (σ)ni,j et (P̃2)ni,j .

fin tantque
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Algorithm 2 Modèle "cinétique"
Entrées: i0 , j0 , R ,N , λ ,NT ime

Sorties: θn , (F )n , (ε)n, (σ)n, (P̃2)n

t = 0
pour i = 0 jusqu’à N − 1 faire
pour j = 0 jusqu’à N − 1 faire
Calculer les valeurs du champ de phase θ0

i,j , et les autres paramètres
(P̃2)0

i,j , (ũx)0
i,j , (ũy)

0
i,j , attribuées à chaque site (i, j) à l’instant t = 0.

Avec

θ0
i,j =

1

2

(
1 + tanh

(
R−

√
(i− i0)2 + (j − j0)2

2
√

2

))
Poser

ux0 =
(λ− 1)(N + 1)

2λ
et uy0 =

(1− λ)(N + 1)

2

Calculer le champ u telque :

(ũx)0
i,j = ux0

(
2
i+ 1

N + 1
− 1

)
et (ũy)

0
i,j = uy0

(
2
j + 1

N + 1
− 1

)
(
∂ũx
∂t

)0

i,j

=

(
∂ũy
∂t

)0

i,j

= 0 et (P̃2)0
i,j = 0

Initialisation de la densité de défauts topologiques dans le système :

(ρ̃topo)
0
i,j = 1 et (ρ̃topo)

1
i,j = 1

fin pour
fin pour
tantque t ≤ NT ime faire
pour i = 0 jusqu’à N − 1 faire
pour j = 0 jusqu’à N − 1 faire
Calculer (ε)ni,j → (σ)ni,j a partir des expressions (IV.65), (IV.67) et (IV.67).
Calculer (F )n.
Diagonalisation de (F )ni,j → λni,j .
(ρ̃topo)

n
i,j ← (ρ̃topo)

n+1
i,j

Calculer (h(ρ̃topo))
n
i,j

Calculer la nouvelle configuration du champ de phase θn+1
i,j (expression (IV.55)).

Calculer le champ de déplacement au pas de temps n + 1 : (ũx)n+1
i,j (ũy)

n+1
i,j à

l’aide de deux expressions (IV.62) et (IV.63).
Poser (ũx)ni,j ← (g(θ))ni,j × (ũx)ni,j .
Poser (ũy)

n
i,j ← (g(θ))ni,j × (ũy)

n
i,j .

Calculer le champ de pression au pas de temps n + 1 : (P̃2)n+1
i,j à l’aide de l’ex-

pression (IV.64).
Poser (P̃2)ni,j ← (g(θ))ni,j × (P̃2)ni,j .
Calculer la densité de défauts topologiques au pas de temps n+ 1 : (ρ̃topo)

n+1
i,j tel

que :

(ρ̃topo)
n+1
i,j = (ρ̃topo)

n
i,j + ∆t

(
∇

(
(ρ̃topo)

n
i,j

(
∂θ

∂t̃

)n
i,j

(
∇θ
‖∇θ‖2

)n
i,j

))n
i,j

fin pour
fin pour
Sommation sur tous les sites (i, j) les variables θni,j , (F )ni,j , (ε)ni,j , (σ)ni,j et (P̃2)ni,j .

fin tantque

146

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0061/these.pdf 
© [R. Laghmach], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



Annexes

Algorithm 3 Modèle "énergétique"
Entrées: i0 , j0 , R ,N , λ ,NT ime

Sorties: θn , (F )n , (ε)n, (σ)n, (εtopo)n, (σtopo)n, (P̃2)n

t = 0
pour i = 0 jusqu’à N − 1 faire
pour j = 0 jusqu’à N − 1 faire
Calculer les valeurs du champ de phase θ0

i,j , et les autres paramètres
(P̃2)0

i,j , (ũx)0
i,j , (ũy)

0
i,j , attribuées à chaque site (i, j) à l’instant t = 0.

Avec

θ0
i,j =

1

2

(
1 + tanh

(
R−

√
(i− i0)2 + (j − j0)2

2
√

2

))
Poser

ux0 =
(λ− 1)(N + 1)

2λ
et uy0 =

(1− λ)(N + 1)

2

Calculer le champ u telque :

(ũx)0
i,j = ux0

(
2
i+ 1

N + 1
− 1

)
et (ũy)

0
i,j = uy0

(
2
j + 1

N + 1
− 1

)
(
∂ũx
∂t

)0

i,j

=

(
∂ũy
∂t

)0

i,j

= 0 et (P̃2)0
i,j = 0

Initialisation du champ de déplacement des défauts topologiques (utopo)0
i,j :

(utopox )0
i,j = (utopoy )0

i,j = 0

fin pour
fin pour
tantque t ≤ NT ime faire
pour i = 0 jusqu’à N − 1 faire
pour j = 0 jusqu’à N − 1 faire
Calculer (ε)ni,j → (σ)ni,j a partir des expressions (IV.65), (IV.67) et (IV.67).
Calculer (F )n.
Diagonalisation de (F )ni,j → λni,j .
Calculer (εtopo)ni,j → (σtopo)ni,j a partir de l’expression (IV.59)
Calculer la nouvelle configuration du champ de phase θn+1

i,j (expression (IV.60)).
Calculer le champ de déplacement au pas de temps n + 1 : (ũx)n+1

i,j (ũy)
n+1
i,j à

l’aide de deux expressions (IV.62) et (IV.63).
Poser (ũx)ni,j ← (g(θ))ni,j × (ũx)ni,j .
Poser (ũy)

n
i,j ← (g(θ))ni,j × (ũy)

n
i,j .

Calculer le champ de pression au pas de temps n + 1 : (P̃2)n+1
i,j à l’aide de l’ex-

pression (IV.64).
Poser (P̃2)ni,j ← (g(θ))ni,j × (P̃2)ni,j .
Calculer le champ de déplacement des défauts topologiques au pas de temps n+1 :
(utopo)n+1

i,j tel que :

(utopo)n+1
i,j = (utopo)ni,j −∆t

(
∂θ

∂t̃

)n
i,j

(
∇θ
‖∇θ‖2

)n
i,j

.
(
∇utopo

)n
i,j

fin pour
fin pour
Sommation sur tous les sites (i, j) les variables θni,j , (F )ni,j , (ε)ni,j , (σ)ni,j , (εtopo)n,
(σtopo)n et (P̃2)ni,j .

fin tantque
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