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Résumé

Résumé

Dans cette these, nous allons prouver des estimations de décorrelation des valeurs
propres pour plusieurs modeles d’opérateurs de Schrodinger aléatoires en dimension un,
dans le régime localisé, tant que nous avons des estimations de Wegner. Ceci permet ’étude
des statistiques spectrales.

Nous commencerons donc par présenter les hypotheses sur lesquelles nous nous ap-
puyons et les différents modeles considérés.

Nous étudierons ensuite les estimations de Minami, qui peuvent étre vues comme des
estimations de décorrélation des valeurs propres proches. Nous montrerons qu’en dimension
un, elles sont conséquences des estimations de Wegner et de 'hypothése de localisation.
Les estimations prouvées ici ont un domaine de validité plus restreint que les estimations
de Minami classiques, mais sont suffisantes pour notre étude.

Nous étudierons ensuite les estimations de décorrélation des valeurs propres éloignées
pour les différents modeles présentés. Nous montrerons qu’elles sont conséquences des
estimations de Minami, des estimations de Wegner et de I’hypothese de localisation. Les
preuves données seront différentes selon les modeles étudiés.

Enfin, nous montrerons que ces résultats permettent d’étudier les statistiques spec-
trales, dans le régime localisé. Par exemple, les estimations de décorrélation permettent
de montrer que les statistiques locales des niveaux d’énergies, prises a deux énergies diffé-
rentes, convergent faiblement vers deux processus de Poisson indépendants sur R d’inten-
sité la mesure de Lebesgue.

Mots-clefs

Opérateurs de Schrodinger aléatoires, Estimations de Minami, Estimations de décor-
rélation, Statistiques spectrales

Spectral statistics for one-dimensional random Schrodinger
operators



Abstract

In this thesis, we will prove decorrelation estimates of eigenvalues for several models
of random Schréodinger operators in dimension one, in the localized regime, provided we
have Wegner estimates. This will allow us to study spectral statistics.

We will begin with the presentation of the hypotheses needed in our proofs and the
models under consideration.

We will continue with the study of the Minami estimates, which can be seen as decor-
relation estimates of close eigenvalues. We will show that, in dimension one and in the
localized regime, they are the consequences of the Wegner estimates. The results proven
here have a area of validity smaller than the usual Minami estimates, but it will suffice
for our study.

Next, we will study the decorrelation estimates of distant eigenvalues for the models
under consideration. We will show that they are consequences of the Minami estimates
and the Wegner estimates, in the localized regime. The proofs will be different from one
model to another.

Eventually, we will show that these results allow us to study spectral statistics in the
localized regime. For instance, the decorrelation estimates will be used to prove that the
local energy level statistics, taken at two distincts energy levels, converge weakly to two
independent Poisson processes on R with intensity the Lebesgue measure.

Keywords

Random Schrédinger operators, Minami estimates, Decorrelation estimates, Spectral
statistics
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Introduction

0.1 Contexte

Le sujet principal de cette these est I’étude mathématique du transport électronique
dans les milieux désordonnés. Commencons par resituer le contexte. Plagons-nous dans
R?. En mécanique quantique, une particule plongée dans un champ électrostatique est
décrite par un état, c’est-a-dire une fonction g de carré intégrable a valeur complexe de
norme égale & un. En particulier, pour tout borélien A de R, le nombre ([, |g00|2(a:)da:)1/ 2
correspond a la probabilité que la particule se trouve dans A. L’évolution de cet état dans
le temps est décrite par I’équation de Schrédinger :

Orp(t,x) = iHp(t, x
{ vplt ) = iHp(t, ) oL
©(0,.) = ()
avec H = —A + V ou V est le potentiel électrostatique et A est I'opérateur laplacien.

L’unique solution de I’équation est la fonction p(t,z) = ey ol 'opérateur
e est défini par le calcul fonctionnel. Nous cherchons & décrire le comportement de
cette solution. Par exemple, si ¢g est a support compact, ¢(t,.) concentre-t-elle I’essentiel
de sa masse dans un cube donné a tout temps ou, au contraire, ’essentiel de sa masse
se déplace-t-elle vers 'infini ? Nous parlerons alors d’état localisé ou d’état diffus. Pour
comprendre ce phénomene il est nécessaire de comprendre les caractéristiques spectrales du
Hamiltonien H. En effet, si par exemple g est un vecteur propre associé a la valeur propre
E, alors ¢(t,.) = Py de sorte que la masse mise dans tout borélien reste constante. Si
le vecteur propre décroit exponentiellement et que donc l’essentiel de sa masse est mise
dans un grand cube, cette propriété reste vrai a tout temps. Pour étre plus précis, cette
différence de comportement est décrite par le fait que 1’état initial soit associé au spectre
purement ponctuel ou associé au spectre continu. Nous verrons dans le premier chapitre
qu’il existe une notion plus forte de localisation, appelée localisation dynamique, qui nous
dit en particulier que, vu comme fonction du temps, la position moyenne de la particule
reste bornée dans ’espace.

Un exemple typique de ce phénomeéne est le cas des cristaux, c’est a dire quand le
potentiel est Z?-périodique. En effet, le potentiel V peut étre défini par 1’équation

V(z)= > q(z —n)

nezd

ou q est le potentiel généré par un atome, les atomes étant supposés étre situés aux points
de Z%, et suffisamment lourds par rapport & la particule pour rester fixes. Dans ce cas,
le spectre de 1'opérateur est constitué de bandes de spectre absolument continu ([RS78]).
Un électron se propage donc dans le cristal. Evidemment, ce modéle est idéalisé et il est
nécessaire d’envisager d’autres modeles, plus fideéles a la réalité.
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C’est dans ce cadre que sont définis les opérateurs de Schrodinger aléatoires. L’idée
est, par exemple, de savoir pour l’essentiel des potentiels possibles d’un type donné, si
certaines parties (éventuellement la totalité) du spectre aménent a de la diffusion ou & de
la localisation (éventuellement dynamique). Pour cela nous faisons intervenir des variables
aléatoires, définies sur un espace probabilisé (£, F,P), dans le potentiel et nous cherchons
a prouver, dans I’idéal, des résultats avec probabilité égale a un. Donnons un exemple uni-
dimensionnel. Choisissons la fonction ¢ continue a support dans [—1/2,1/2] et strictement
positive sur | — 1/2,1/2[. L’environnement que nous modélisons est constitué d'un alliage
de deux atomes possibles, de charges a et b, situés aux sommets du réseau Z. Il est prouvé
([DSS02]) que presque tous les alliages de ce type ont du spectre uniquement purement
ponctuel, propriété dite de localisation spectrale. Pour expliquer cette phrase, introdui-
sons des variables aléatoires de Bernoulli (X;);.;« de méme parametre 1/2 et a valeur dans
{a,b}. Définissons alors le potentiel aléatoire V,,(.) = >, cza Xn(w)q(. — n), ol w désigne
I’aléa, et définissons H,, = —A 4+ V,, l'opérateur de Schroédinger aléatoire correspondant.
La probabilité que l'opérateur H,, vérifie la propriété de localisation spectrale est égale
a un. Il est clair sur cet exemple que nous ne pouvons avoir au mieux qu’un résultat du
type "avec probabilité égale & un" car I'événement £ := {Vi € Z%, X; = a} n’est pas vide
et opérateur correspondant vérifie la propriété de diffusion. En revanche, P(£) = 0!

Il existe une grande variété de modeles d’opérateurs aléatoires, permettant de res-
treindre 1’étude a certaines classes d’opérateurs. Le premier modele fut imaginé par le
physicien P. W. Anderson dans ’article [And58] et est appelé de nos jour modele d’Ander-
son discret. En effet, pour simplifier le probleme, Anderson a commencé par étudier des
analogues discrets des opérateurs de Schrodinger présentés précédemment. L’opérateur
étudié est opérateur H,, : u € £2(Z%) — Hyu € ¢2(Z%) défini par

Vn € Z4, [H,ul(n) = [Au)(n) + wau(n) (0.1.2)

ou les w,, sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, ayant une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue et A est le laplacien discret défini par

[Aul(n) = Z u(m). (0.1.3)

[m—n|=1

Pour cet opérateur aléatoire, Anderson a suggéré qu’il y avait absence de diffusion. Ma-
thématiquement, avec probabilité égale a un, le spectre continu est vide et les vecteurs
propres associés a ses valeurs propres sont exponentiellement décroissants. Ce phénomene
est appelé dans la littérature localisation d’Anderson ou localisation exponentielle. Il est
a noter qu’il s’agit d’une forme faible de localisation car elle n’est, a priori, pas suffisante
pour prouver la localisation dynamique (nous rappelons que cela correspond a une absence
de transport électronique). Nous donnons plus de détails sur les différentes formes de loca-
lisation dans le premier chapitre. Depuis I'article [And58], de nombreux modeles, continus
ou discrets, ont été étudiés et pour beaucoup d’entre eux, la localisation dynamique est
prouvée presque stirement dans une certaine zone du spectre.

Notons que nous étudierons dans cette thése la propagation d’un électron dans des
milieux désordonnés, éventuellement bornés dans I’espace, et que cette étude est loin d’étre
suffisante pour modéliser la réalité, ou, en général, le nombre d’électron est proportionnel
a la taille du milieu. L’étude de la propagation de plusieurs électrons dans un milieu
désordonné est mathématiquement beaucoup plus complexe que la situation présente,
notamment a cause de l'interaction qui existe entre ces particules. Il y a néanmoins des
travaux récents sur le sujet. Par exemple, pour un nombre de particules fixe, les estimations
de Wegner sont étudiées dans [BAMCSSI0] et la localisation est étudiée dans [AW09,



0.2. RESTRICTIONS DES OPERATEURS A DES CUBES ET STATISTIQUES SPECTRALES 13

CS09, [(CBAMS11]. L’étude de la propagation dans un milieu désordonné, d’un nombre
de particules qui croit avec la taille du milieu, n’en est qu’a ses débuts (voir par exemple
[Ven13]). Dans le cas mathématique ol les particules n’interagissent pas entre elles, I’étude
peut se déduire de celle d’'une particule. Les propriétés que nous allons étudier dans cette
these pourront a I’avenir étre étudiées dans ces cadres, mais elles ne sont certainement pas
encore suffisamment comprises dans 1’étude d’une simple particule.

0.2 Restrictions des opérateurs a des cubes et statistiques
spectrales

Dans le manuscrit, nous étudierons des modeles d’opérateurs de Schrédinger H,, me-
surables et ergodiques (nous donnons le sens de ces propriétés dans le premier chapitre).
Ces propriétés nous assurent ’existence d’'un ensemble ¥ tel que, avec probabilité un,

sp(Hy,) = X.

Nous appelons donc ¥ le spectre presque sur de H,,. Dans cette these nous allons étudier
les restrictions de ces opérateurs aléatoires a des cubes. En d’autres termes, si A C R¢
(A C Z% dans le cas discret) est un cube, nous définissons l'opérateur H,(A), comme
étant la restriction de H,, & L%(A) avec conditions aux bords de Dirichlet. En outre, pour
tout L € N, nous définissons Ay, = [~L, L]¢ ([~L, L] N Z¢ dans le cas discret), et nous
étudierons les opérateurs H,(Ar) pour des valeurs de L tendant vers I'infini. I’étude de ces
opérateurs est physiquement pertinente car les matériaux que modélisent ces opérateurs
sont bornés dans ’espace mais sont néanmoins constitués d’un tres grand nombre d’atomes.
Par ailleurs, ces restrictions jouent un réle majeur dans I’étude des opérateurs définis sur
I’espace en entier, par exemple dans les preuves de la localisation.

Dans le cas continu, l'opérateur H,(Ar) est borné inférieurement et est & résolvante
compacte. Dans le cas discret, H,(Ar) peut étre identifié & une matrice symétrique de
Msp+1(R). Dans les deux cas, les opérateurs n’ont que des valeurs propres de multiplicité
finie, constituant un ensemble sans point d’accumulation, et nous les ordonnons Ej(w) <
Es(w) < ..., écrivant autant de fois une valeur propre que sa multiplicité. Nous pouvons
donc définir pour tout £ € R le nombre

_ HieN Ej(w) < F}

N (B, A) = o . (0.2.1)

Si H, = —A+V,, est un opérateur (continu ou discret) Z%-ergodique, nous obtenons alors
la, proposition suivante (voir [CL90])

Proposition 0.1. Il existe une fonction N : R — R et un ensemble €2y de probabilité un,
tel que pour tout w € Qg et presque tout E € R,

lim N,(E,A) = N(E)
L—oo

La fonction N ainsi obtenue est appelée densité d’état intégrée (abrégée DEI) et est
croissante et continue a gauche. La DEI est donc la fonction de distribution d’une mesure
de Borel v, qu’on appelle densité d’état. Le support de v est alors égal a ¥ (voir [CLI0]).
Ceci est un premier résultat sur le comportement des valeurs propres (£;); quand nous
faisons tendre le cube vers Z¢.

D’autres résultats sur le comportement des valeurs propres sont étudiés, notamment
I’étude des statistiques spectrales. Donnons un exemple. Pour bien des modeéles, nous
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pouvons prouver que la densité d’état est lipschitzienne (voir la section suivante), de sorte
que la densité d’état v a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue presque partout
égale a la dérivée de N (définie presque partout également). Prenons donc un opérateur
H, = —A+V,, Z%-ergodique, défini sur L?(R) ou ¢?(Z) et dont la DEI est lipschitzienne.
Définissons alors les statistiques locales des valeurs propres dépliées en Ey comme étant le
processus ponctuel suivant :

E(& Eo,w, A) =Y b¢(pw.0) (€) (0.2.2)
Jj=>1
§i(Eo,w, A) = [A|(N(Ej(w, A) — N(Ep)). (0.2.3)

Les nombres |[A|N(E; (w,A)) sont appelés valeurs propres dépliées. Nous étudions ces
statistiques car, par définition de la DEI, le nombre de valeur propres de H,(A) dans
J est équivalent & N(J)|A| (voir également [Minll]). Les statistiques locales des valeurs
propres dépliées sont décrites par le théoréme suivant qui correspond au [GK10a, Theorem
1.9] avec une hypothese plus forte,

Théoréme 0.2. Prenons Ey € T tel que N(.) est dérivable en Ey et v(Ep) > 0. Alors,
quand L — oo, le processus ponctuel Z(&; Fo,w, A) converge faiblement vers un processus
de Poisson d’intensité la mesure de Lebesque. En d’autres termes, pour tout p € N*, pour
toute ensemble d’intervalles compacts et disjoints (I;)icq1,.. py

#{7:&§(w,AL) €e 1} =k

lim P w;
[A|—=o0

I I|*
: D
tHii&j(w,AL) € L} = ky

Nous savons qu’il existe un spectre presque sur, X. Or le nombre de valeurs propres
considérées dans le processus est égal a la taille du cube A. Ces valeurs propres vont
avoir donc tendance a remplir I’espace contenu dans Y. Le théoréme décrit la facon dont
les valeurs propres remplissent le spectre presque sur en fonction de l’aléa. Un premier
résultat de ce genre a été prouvé par Molchanov dans [Mol81] pour un modeéle particu-
lier d’opérateur de Schrodinger aléatoire sur la droite réelle, puis généralisé par Minami
dans [Min96] pour les modeles d’Anderson discrets, pour toutes les dimensions (voir aussi
[Wan01, [KNO7, Nak07, [CGK10]). Germinet et Klopp ont donné dans |[GK10a] (voir aussi
[KIo13]) une méthode pour prouver différents résultats sur les statistiques spectrales des
opérateurs de Schrodinger aléatoires. Suivant ce travail, il suffit de vérifier que I'opéra-
teur de Schroédinger étudié vérifie certaines hypotheses que nous donnerons dans la section
suivante. Par ailleurs, il est possible d’affaiblir 'hypothese de dérivabilité faite dans le
Théoreme[0.2] et de la remplacer par une hypotheése d’annulation pas trop rapide de la dif-
férence |[N(E + h) — N(FE)| quand h s’approche de zéro. En outre, il est également étudié
pour la premiere fois les statistiques des espacements de niveaux, c’est-a-dire des variables
aléatoires ;41 — &;.

0.3 Hypotheses utilisées dans 1’étude des statistiques spec-
trales

Pour obtenir des résultats similaires au Théoreme Germinet et Klopp utilisent
quatre hypotheéses que nous allons présenter. Les trois premiéres seront expliquées avec
plus de détails dans le premier chapitre car ce seront les hypotheéses de base de notre étude.
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Propriété d’indépendance a une distance
Il s’agit de ’hypothese suivante.

(IAD) : Il existe S € N tel que, pour tout n € N et tout (Ag)geqi,.. n) ensemble de
cubes tel que pour tout k # k' dist(Ag,A}) > S, les opérateurs (H,(Ax))keq1,..,n) SONE
indépendants.

Il s’agit d’une hypothese couramment utilisée et vérifiée pour beaucoup d’opérateurs.
Celle-ci peut étre affaiblie en un simple contréle de la corrélation entre les opérateurs
restreints & des cubes éloignés mais cela complique en général 1’écriture des preuves.

Hypothése de localisation
Il s’agit de ’hypotheése suivante :
(Loc) : Pour tout £ € (0, 1), nous avons

3
sup sup E Zew 11a¢0)f (Hu(AL))Lapll2 | < oo, (0.3.1)
L>0supp fCK ~ezd
If1<1

ou A(z) représente 'intervalle [w — %, T+ %} dans le cas continu et représente le singleton

{z} dans le cas discret.

L’hypothese de localisation est prouvée pour beaucoup de modeles, continus ou discrets
(voir par exemple [KIe0§] et les références données dans le premier chapitre du présent ma-
nuscrit). Elle nous servira essentiellement & réduire 1’étude des caractéristiques spectrales
des opérateurs H,(Ar) a I’étude d’une famille d’opérateur de type H,(A;) ou ! = (log L)"
avec 17 > 1. Notons que nous n’utiliserons pas d’estimations sur 'opérateur défini sur
I’espace en entier.

Estimations de Wegner
Il s’agit de 'hypothese
(W) : Fixons Z un intervalle compact. Il existe C' > 0 tels que pour tout intervalle
J C Z, et tout cube A
Eftr (L,(H.(A)))] < CJ|IA.

Notons que cette hypothese est prouvée pour beaucoup de modeles, aussi bien discrets
que continus (voir par exemple [Ves08| et les références données dans le premier chapitre
du présent manuscrit). Cette hypothese nous dit que les valeurs propres de l'opérateur
H,(A) se déplacent en fonction de 1’aléa. Nous pouvons minorer 'espérance dans (W) par
la probabilité d’avoir une valeurs propre dans J

Estimations de Minami
Il s’agit de ’hypotheése suivante.
(M) : Fixons Z un intervalle compact. Il existe p > 0 et C' > 0 tel que, pour tout
intervalle J C Z, et tout cube A,

Eftr (1y(Hu(A)) - (tr (Ly(Hu(A) = 1] < C(|J]IAD".

Cette hypotheése est de méme nature que les estimations de Wegner. Nous pouvons
minorer 1’espérance dans (M) par la probabilité d’avoir deux valeurs propres dans J. L’hy-
pothese (M) nous dit approximativement que les valeurs propres proches se comportent
comme des variables aléatoires indépendantes. Notons que dans le cas optimal ou nous
avons p = 1, le majorant est le carré du majorant dans les estimations de Wegner.
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Les estimations de Minami sont prouvées pour beaucoup moins de modeles. Dans
I’étude des statistiques spectrales ([Min96]), Minami a utilisé et prouvé ce résultat, pour
les modeles d’Anderson discrets, pour toutes les dimensions. Une preuve plus simple et des
généralisations pour ces mémes modeles se trouvent dans [CGK09|. La preuve dans cet
article permet également de prendre de considérer d’autre hamiltonien libre (c’est-a-dire
sans le potentiel) plus généraux que le laplacien discret (voir également [BHS07, [GV07]).
Par ailleurs, il a été prouvé dans [Klol4], pour les modeéles définis sur la droite réelle, que
les estimations de Minami sont des conséquences des estimations de Wegner et 'hypothese
de localisation. Les estimations de Minami obtenues sont plus faibles que celles présentées
ci-dessus mais sont suffisantes pour I’étude des statistiques spectrales. Par exemple, ces
estimations sont valables uniquement sur des tailles d’intervalles en énergie dépendant de
la taille du volume du cube. Le mécanisme derriere la preuve des estimations de Minami
faite dans [Klo14] est l'effet tunnel, ou plutot, des estimations d’effet tunnel inverse. Enfin,
tres récemment ([TV14]), les estimations de Minami, telles qu’énoncées dans (M), ont été
prouvées pour les modeles discrets de type alliage, pour toutes les dimensions, tant que
la transformée de Fourier du potentiel de simple-site n’est jamais nulle. Le potentiel peut,
quant & lui, changer de signe. La preuve suit celle donnée dans [Min96] et consiste a faire
une transformation sur ’espace de probabilité, technique déja utilisée pour prouver les
estimations de Wegner ([Ves10Oal).

L’effet tunnel utilisé dans [Klo14]. nous permettra de montrer que, si H,(Az) a deux
valeurs propres proches dans un intervalle I assez petit, nous pouvons trouver deux cubes
Aj et Ag, inclus dans Ay, distants 'un de l'autre, de sorte que les deux opérateurs H,,(A;),
indépendants 'un de l’autre, ont chacun une valeur propre dans I. Une fois ce dernier
résultat prouvé, il "suffit" alors de se restreindre a des cubes de taille logarithmique grace
a ’hypothese de localisation et d’appliquer les estimations de Wegner aux deux opérateurs.

Généralisation des résultats

Dans cette theése nous nous posons quelques questions sur les statistiques spectrales des
opérateurs de Schrodinger aléatoires, par exemple décrites par le Théoreme [0.2] et les
hypotheses pour y parvenir.

1. Est-il possible de prouver des résultats similaires au Théoreme [0.2] avec des estima-
tions de Wegner non linéaires en [A| 7

2. Les estimations d’effet tunnel inverse et les estimations de Minami prouvées dans
[KIo14] peuvent-elles étre généralisées a d’autres modeles d’opérateur, notamment
discrets ?

Commentons la premiére question. Il est fait mention dans [GK10a] que les raisonne-
ments tenus pour prouver les résultats sur les statistiques spectrales restent valables si
les estimations de Wegner ne sont plus linéaires en le volume du cube. Des estimations
de ce type ont été prouvées pour certains modeles, par exemple des modeles discrets de
type alliage avec potentiel de simple site qui changent de signe ([VeslOal), ou pour des
modeles plus généraux ([Klo95]). En fait, si les estimations ne sont que polynomiales en
fonction du volume de cube et que les estimations de Minami restent valables (éventuel-
lement sous une forme plus faible, comme dans [Klo14]) sous une forme amoindri, les
preuves restent valables, a quelques changements pres, si nous rajoutons une hypothese
de régularité sur la densité d’état intégrée. En effet, les auteurs utilisent le caractere lip-
schitzien de la DEI. Or, si les estimations de Wegner ne sont plus linéaires en fonction
du volume du cube, nous ne déduisons aucune information sur la régularité de la DEI.
En revanche, nous montrerons que 1’étude des statistiques des niveaux d’énergies reste
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valable si la DEI est log-héldérienne avec exposant suffisamment grand, ou héldérienne.
En dimension un, il est possible d’obtenir la régularité héldérienne par d’autres moyens
(voir [BL85] et I'exemple donné en annexe), notamment par I’étude des matrices de trans-
fert. En revanche, en dimension supérieure, ces méthodes ne se généralisent pas. Il reste
donc important d’optimiser les exposants dans les estimations de Wegner en dimension
quelconque.

Commentons maintenant la seconde question. La preuve des estimations d’effet tunnel
inverse était donnée dans [Klol4] pour l'opérateur différentiel

Hu:= —u" +qu

ou g est bornée. Nous modifions légerement la preuve pour traiter le cas d’opérateurs
différentiels plus généraux. Ainsi, les estimations d’effet tunnel inverse seront prouvées
pour les opérateurs de Sturm-Liouville du type

Hu := —(pu) + qu,

ou q est bornée, p est continue par morceaux, ne change pas de signe trop souvent et |p|
est minorée par une constante strictement positive et majorée. La fonction p peut changer
de signe, mais ne peut pas s’approcher de zéro. En revanche, pour pouvoir appliquer ce
résultat et prouver les estimations de Minami, nous supposerons en plus que p ne change
pas signe, que p est absolument continue par morceaux et que sa dérivée est bornée.

Nous montrerons que le fait que les estimations de Minami sont des conséquences des
estimations de Wegner, dans le régime localisé, est également valable pour des modeles dis-
crets assez généraux, toujours en dimension un, en prouvant les estimations d’effet tunnel.
Ces résultats seront appliqués aux différents modeles considérés dans le manuscrit. C’est
le cas par exemple des modeles discrets de type alliage unidimensionnel, avec potentiel de
simple-site exponentiellement décroissant. Nous ne nécessitons donc pas d’hypothese sur
la transformée de Fourier du potentiel de simple-site. En revanche, les estimations ne sont
valables qu’en dimension un et sont plus faibles que celles données dans (M) et donc dans
[TV14] mais sont suffisantes dans ’étude des statistiques spectrales. La preuve permet éga-
lement de considérer des hamiltoniens libres plus généraux que le simple laplacien discret,
nous considérerons des opérateurs de Jacobi. La preuve que nous faisons suit celle donnée
dans [Klo14], grace aux estimations d’effet tunnel inverse. Le principal avantage dans le
cas discret est que le réseau auquel nous devons restreindre I’appartenance des cubes Aq
et Ao, qui doit étre construit dans le cas continu, nous est ici donné par le modele. En
revanche, certaines preuves de résultats sur les équations aux différences finies nécessitent
plus de calculs que les preuves des résultats analogues sur les équations différentielles.
Par ailleurs, le fait que, pour les modeles continus, les vecteurs propres ne peuvent rester
proche de zéro que sur des petits intervalles, ne trouve pas vraiment d’équivalent pour
les modeles discrets. En revanche, nous exploiterons le fait que la seule suite récurrente
d’ordre deux qui s’annule deux fois consécutivement est la suite nulle.

0.4 Indépendance asymptotique des statistiques locales des
niveaux, prises a différentes énergies

Une fois les statistiques de niveaux d’énergies étudiées, par exemple par 'intermédiaire
du théoreme il est légitime de se poser la question suivante. Comment se comportent
les processus ponctuels Z(&; Eq,w, A) et Z(&; Eo,w, A) avec Ey # Eo, 'un par rapport a
lautre, dans la limite |A — ool. Il a été prouvé dans [Klo11] que, pour le modeéle d’Anderson
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discret en dimension d > 1, I'indépendance asymptotique des processus est vérifiée des que
les énergies |E — Es| > 4d. Par ailleurs, pour le modele d’Anderson discret en dimension
un, I'indépendance asymptotique est vérifiée pour toute paire d’énergies distinctes. Pour
étre plus précis, pour le modele d’Anderson en dimension un, nous extrayons de [Klo11]
le théoreme suivant.

Théoréme 0.3. Prenons (E1, Bs) € I? tels que By # By et tels que N(.) est dérivable en
Ey et en Ejy avec v(E1) >0 et v(E2) > 0.
Dans la limite |A| — oo les processus ponctuels Z(F1,w,\) et Z(Fa,w, ), convergent
faiblement respectivement vers deux processus de Poisson sur R, indépendants et d’inten-
sité la mesure de Lebesgue. En d’autres termes, pour Uy C R et U_- C R des intervalles
compacts et {k,k_} € N x N, nous avons

p (ﬁ{j;gj(El,w,A) cUs} = k‘+> . (\UH'” e|U+|> <|U—|k e'U‘|>
17 &i(Br,w,A) € U} = k- ) Amz \ kgl k! .

Ce type de résultat avait déja été étudié pour certaines matrices aléatoires ([Meh04]),
mais était pour la premiere fois prouvé pour des opérateurs de Schrodinger aléatoires
dans [Klol1]. I a ensuite été prouvé dans [Tril4] (voir également [Mialll]) que, toujours
en dimension un, ce résultat était valable pour un modele de type liaison forte aléatoire.
Pour ce dernier modele, le désordre diagonal est corrélé au désordre hors-diagonal. En
outre, larticle [Tril4] montre que le cheminement de la preuve de [Kloll] était suffi-
sant pour prouver I'indépendance asymptotique d’un nombre fini de processus ponctuels
(E(&; Bj,w, A))je[[l,k]]‘

Pour étre plus précis, pour prouver le Théoreme Klopp prouve d’abord les estima-
tions de décorrélation des énergies éloignées que nous allons présenter. Ainsi, en dimension
un, nous avons le lemme suivant, qui correspond au [Klolll Lemma 1.1].

Lemme 0.4. [ existe v > 0 tel que, pour 8 € (1/2,1), a € (0,7), (E,E') € R? et ¢ > 0,
il existe C' > 0 tel que, pour L > 3 et cL* <[ < %La, nous avons

_ 71 -1
sp(Hy(AL)) N (E L~ E+L ) 70, < Ciie(logmﬁ (0.4.1)
sp(Hu(AL)) N (E, —LLE+ L_l) 70 B

Ce résultat n’est pas exactement celui énoncé dans [Klo11]. En effet, celui-ci est énoncé
originellement avec v = 1. Ceci est du a une légere erreur dans la preuve d’origine, qui se
corrige facilement mais modifie le résultat. Le résultat ci-dessus est donc celui qui devrait
figurer dans [Klo11] mais aussi dans [Tril4]. Le résultat est prouvé avec v = 1/3, mais il est
possible d’améliorer I’exposant sans pour autant parvenir a v = 1, pour 'instant. Le lemme
ci-dessus est un résultat complémentaire aux estimations de Minami. En effet, ces dernieres
peuvent étre vues comme estimations de décorrélation des énergies proches. Associé aux
hypotheses de la section précédente, ce résultat suffit a obtenir le Théoreme Ainsi, les
preuves du Théoréme [0.3] pour d’autres modeéles, y compris multi-dimensionnels, peuvent
se ramener a la preuve des estimations de décorrélation des énergies éloignées. C’est le cas
des modeles considérés dans ce manuscrit.

Généralisation des résultats
Dans cette these, nous nous poserons la question suivante.
— Les estimations de décorrélation des valeurs propres éloignées sont-elles valables pour
d’autres modeles que ceux étudiés dans [Klol1l [Tril4] ?
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Nous montrons que ces estimations sont également valables pour d’autres modeles, tou-
jours en dimension un. Ainsi, nous prouvons ce résultat pour certains modeles discrets de
type alliage, pour le modele des sauts, pour des modeles de type multimere, pour certains
modeles d’Anderson continus et enfin, pour les graphes quantiques unidimensionnels avec
constantes de couplage aléatoires. Ici également, pour les modeles discrets de type alliage
ou de type multimeére, le hamiltonien libre sera un opérateur de Jacobi. Nous reviendrons
sur ces différents modeles dans le premier chapitre, en plus amples détails.

Expliquons maintenant les difficultés surmontées pour parvenir a ces résultats. Il est
montré dans [Klol1] que ces estimations de décorrélation sont, dans le régime localisé,
conséquences des estimations de Minami. La preuve de ces estimations de décorrélation
passe par I’étude des gradients des valeurs propres de H,(Ap), vues comme fonctions des
variables aléatoires. Les gradients de ces valeurs propres sont différents selon les modeles
et nous apportons donc des preuves différentes selon les modeles. Le résultat technique de
la preuve consiste a montrer que les gradients de deux valeurs propres simples ne peuvent
presque jamais étre presque colinéaires. Ce résultat est difficile & obtenir (nous ne savons
toujours pas le prouver pour le modele d’Anderson discret en dimension d > 1, pour des
valeurs propres pas assez éloignées). Illustrons rapidement cette difficulté sur un exemple,
en comparant les traductions de I’hypothese de colinéarité pour le modele d’Anderson
discret et un analogue continu.

Considérons d’abord le modele d’Anderson discret en dimension un, c’est-a-dire ’opé-
rateur H,, : £*(Z) — ¢*(R) défini par

Vu € (2(Z),Yn € Z, [Hyu] (n) = [Au](n) + wpu(n). (0.4.2)
Un calcul simple montre que, si u, est vecteur propre normalisé pour la valeur propre
simple E(w) de H,(Ar), alors
Do B(w) = (usy(n))*.

La condition de colinéarité entre les gradients de E;(w) et Ej(w), valeurs propres associées
a u et v normalisés, s’écrit alors

Vn e AL NZ, u?(n) = v*(n),

que l'on traduit aisément par u(n) = +wv(n) pour tout n € Ap (il reste tout de méme
encore a exploiter ce fait dans les équations, ce que nous ne savons pas faire en dimension
au moins égale a deux).

Maintenant, considérons I'opérateur H,, : L?(R) — L?(R) défini par

Vo € H*(R),Vz € R, Hy(¢)(z) = —¢"(x) + | Y wali_1/21/9(x —n)| ¢(z), (0.4.3)
nez
ou les (wp)nez sont des variables aléatoires i.i.d. Il s’agit du modele d’Anderson continu
avec potentiel de simple site égal a la fonction caractéristique de [—1/2,1/2], quand les
atomes sont disposés aux points du réseau Z. Un calcul simple montre que, si ¢, est une
fonction propre normalisée pour la valeur propre simple F(w) de H,(Ap), alors

0, Ew) = [ (62
[n—1/2,n+1/2]NAL,

La condition de colinéarité entre les gradients de Ej(w) et Ej(w), associés aux fonctions
propres ¢ et 1 normalisées, s’écrit alors

VneZﬂAL,/ (62 () — V2(x))dz = 0
[n—1/2,n+1/2]NAL,
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qu’il n’est pas aisé de traduire. Nous montrerons dans le troisiéme chapitre, qu’en écrivant
ces équations dans des bases bien choisies de solutions des équations différentielles vérifiées
par les fonctions propres, sur [n—1/2,n+1/2] pour n € Z, et en exploitant les raccords de
classe C! aux bords des intervalles, nous obtenons des conditions plus simple & exploiter
sur les fonctions propres. Le choix des bases que nous ferons permettra d’avoir une certaine
symétrie dans les équations, permettant ainsi de simplifier le probléme. Par ailleurs, I'hy-
pothese de recouvrement nous permettra de montrer que, pour des valeurs tres grandes
des variables aléatoires, les solutions des équations de Sturm-Liouville correspondantes
n’oscillent jamais, simplifiant ainsi la comparaison entre solutions.

Par ailleurs, les preuves de [Klol1], de [Tril4] ainsi que certaines preuves données dans
ce manuscrit reposent en partie sur la monotonie des modeles en fonction des variables
aléatoires. Ceci complique donc I’étude du modele des sauts que nous présentons mainte-
nant. Il s’agit de I'opérateur H,, : £2(Z) — ¢%(Z) défini par

Vu € (3(Z), [Hyu)(n) = wpypru(n + 1) + wuu(n — 1),

les variables aléatoires restant uniformément éloignées de zéro. Ainsi, si u,, est un vecteur
propre normalisé associé a la valeur propre simple F(w) de H,(Ap), nous calculons

O E(w) = 2uy,(n + 1)uy(n),

qui peut donc changer de signe. La solution que nous donnons & ce probléme consiste
a se rendre compte que, si nous regardons les valeurs propres comme fonctions de deux
variables aléatoires consécutives, nous obtenons une croissance radiale. La preuve des
estimations de décorrélation se base donc sur des changements de base en coordonnées
polaires des paires de variables aléatoires consécutives. Remarquons par ailleurs que cette
recherche d’une propriété de monotonie n’est pas suffisante en soi, nous devons avoir deux
propriétés de monotonie en fonction de variables indépendantes. Ainsi, quand la monotonie
fait intervenir toute les variables aléatoires, comme cela peut étre le cas avec les modeles
de type alliage avec potentiel de simple-site changeant de signe ([Vesl0al), la preuve par
changement de variables que nous donnons ne permet pas de conclure.

Notons enfin que la démarche donnée dans [Klol1], et que nous reprenons ici, semble
pouvoir se généraliser au cas ou les V,,(n) ne sont pas i.i.d mais que 'on a une certaine
régularité (au moins l'existence d’une densité) de la loi conditionnelle de toute paire de
variables aléatoires par rapport aux autres. Pour les modeéles de type multimere et les
modeles discrets de type alliage, cette propriété de régularité ne peut pas étre vraie. Nous
résolvons cette difficulté pour les modeles de type multimere de la méme maniere que
pour les modeéles continus considérés. Nous ferons également de méme pour le modele de
type alliage discret avec potentiel a support compact. Nous donnons également une autre
preuve pour les potentiels de simple-site décroissant exponentiellement, tant que leurs
transformées de Fourier ne s’annulent pas. Ces derniers modeles peuvent étre vus comme
des petites perturbations du modele d’Anderson discret. Ainsi, nous exploiterons le fait
que le nombre de variables aléatoires intervenant dans la définition de H,(Ar) est plus
grand |Ap|. Ainsi, nous montrerons que la condition de colinéarité se traduit globalement
de la méme maniere que pour le modele d’Anderson discret, et que nous obtenons des
informations sur les variables aléatoires (V,,(n))nes (qui étaient indépendantes dans le cas
du modele d’Anderson discret) ou J est un sous-ensemble de Z bien choisi, de sorte que
la loi jointe de ces variables aléatoires soit réguliere et ait un bon comportement quand L
grandit.
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0.5 Principaux résultats et plan du manuscrit

Dans le premier chapitre, nous donnerons quelques définitions et propriétés générales
sur les opérateurs de Schrodigner aléatoires, notamment sur la mesurabilité et 'ergodicité
d’un opérateur aléatoire, ainsi que 'existence de la densité d’état intégrée. Nous présente-
rons également les différents modeles considérés dans ce manuscrit. Nous terminerons ce
chapitre par une étude plus détaillée des hypotheses sur lesquels nous basons notre étude :
I’hypothese de localisation et les estimations de Wegner.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéresserons aux estimations de Minami. Ainsi,
nous montrerons que dans le régime localisé, les estimations de Minami sont des consé-
quences des estimations de Wegner. Nous prouverons, entre autres, le théoreme suivant,
valable dans le cas continu comme dans le cas discret.

Théoréme 0.5. Fizons J un compact ot sont vérifiées (W) et (Loc). Pour tous s’ € (0, s),
p>0etn>1,il existe Lyy >0 et C := Cyq tels que pour E € J, L > Ly g et
e € (0,L7Y%"), nous avons

S Bt peq(Hu(Ar) > F) < O 12 + L7) (05.1)
k>2

La preuve se basera sur les estimations d’effet tunnel inverse décrites précédemment,
que nous prouverons donc séparément pour les modeles discrets et les modeéles continus.

Dans le troisieme chapitre nous prouverons les estimations de décorrélation des va-
leurs propres éloignées, pour les différents modeles présentés dans le premier chapitre. Les
théoréemes prouvés dans ce chapitre suivront tous, a quelques variations pres, le modele
suivant.

Lemme 0.6. Soit o un ensemble ou nous avons (Loc) et (M). Il existe v > 0 tel que,
pour B € (1/2,1), a € (0,7), (E,E") € 0% et ¢ > 0, il existe C > 0 tel que, pour L > 3 et
cl* << %La, nous avons

sp(Ho,(A;)) N (E—L*l,EJrL*l) £ 0, 2

< ellog )? (0.5.2)
sp(Ho(A) 0 (B = L7 B+ L7Y) £0 Lt

Dans le dernier chapitre, nous étudierons les statistiques spectrales. Nous prouverons
notamment des résultats sur les statistiques des niveaux d’énergie ainsi que sur l'indé-
pendance asymptotique des statistiques de niveaux d’énergie prises a différentes énergies,
en utilisant des estimations de Wegner polynomiale en volume, sous une hypothese de
régularité de la DEI.

En annexe, nous prouverons des résultats que nous utiliserons dans ces chapitres,
notamment des propriétés des variables de Priifer associées a des équations de Sturm-
Liouville ou & des équations aux différences finies d’ordre deux. Nous donnerons également
un exemple d’opérateur aléatoire olt sont prouvées des estimations de Wegner polynomiales
en volume et ayant une densité d’état intégrée holdérienne.

0.6 Problémes non résolus

Nous présentons dans cette derniére section les problemes encore ouverts, classés par
ce que nous jugeons étre 'ordre croissant de difficulté, et d’éventuelles pistes pour leurs
résolutions.
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. Pour prouver les estimations de décorrélation pour le modele d’Anderson continu,

nous utilisons une condition de recouvrement du potentiel de simple-site. Ceci permet
de simplifier le probléme mais il serait bon de savoir prouver les estimations sans
cette restriction. Comme le probléme passe par le choix de bonnes bases de 1’espace
des solutions des équations différentielles, dépendant d’un parametre multiplicatif
devant le potentiel, données par les problemes aux valeurs propres pour deux énergies
distinctes, nous pensons que les bases de solutions données par la théorie de Floquet
seraient de bons choix. Il suffirait alors de montrer que, tant que le potentiel est
positif et strictement positif sur un ensemble de mesure non nulle, les traces des
matrices fondamentales ne peuvent pas étre constamment égales ou opposées, comme
fonctions du parametre devant le potentiel.

. Dans ce manuscrit nous prouvons les estimations de décorrélation pour différents

modeles et les preuves dépendent des modeles. Nous pensons qu’il est possible, en
utilisant un raisonnement similaire & celui pour les modeéles de type multimere, de
prouver ces estimations pour les modeles discrets sous les seules hypotheses de loca-
lisation, d’estimations de Wegner, d’indépendance a une distance (ou éventuellement
controle des corrélations entre des opérateurs définis sur des cubes éloignés) et de
monotonie des opérateurs.

. Nous avons vu qu'il était possible de s’affranchir de la monotonie des modeles, méme

si en un sens, nous nous ramenions a ce cas. Ceci semble compliqué pour les modeles
de type alliage avec potentiel de simple-site qui change de signe. Il faudrait donc
trouver un autre argument afin de s’affranchir de la monotonie.

. Nous ne savons toujours pas prouver les estimations de décorrélation pour toute

paire d’énergies pour le modele d’Anderson discret en dimension d > 1. Nous voyons
deux pistes pour résoudre ce probleme.

La premiere consiste a utiliser une démonstration similaire & celle faite pour les
modeles de type multimere, mais il semble nécessaire de devoir améliorer le controle
que nous avons sur le nombre de site ou un vecteur propre est suffisamment grand.
En effet, pour I'instant le seul résultat que nous ayons est le résultat déterministe qui
dit que si u est un vecteur propre de H(Ay) alors u ne s’annule pas sur un nombre
proportionnel a L de sites, et il existe un opérateur de ce type ou c’est exactement
le cas. Ceci semble insuffisant. Il suffirait alors de prouver un résultat probabiliste
du type : pour 8 € (1/2,1), la probabilité que u soit plus grand que e L sur plus
de L% sites est au moins égale & 1 — L™ avec a > 1.

La deuxiéme consiste a prouver les estimations de décorrélation a partir d’une hypo-
these plus faible que celle prouvée dans ce manuscrit, sur la non-colinéarité des gra-
dients. Nous pourrions, par exemple, étudier les dérivées des valeurs propres simples
par rapport a des blocs de variables aléatoires de coté L<, plutot que par rapport a
chacune de ces variables aléatoires.

. Nous terminons enfin par le probleme qui nous parait le plus difficile, a savoir prouver

qu’en dimension d > 1, dans le régime localisé, les estimations de Minami sont
également conséquences des estimations de Wegner. Ceci est un probléme majeur
car nous ne savons pas prouver les estimations de Minami en dimension quelconque
pour des opérateurs continus. Ceci empéche en particulier I’étude des statistiques
spectrales pour d’autres modeles et de prouver les estimations de décorrélation des
énergies éloignées.



Notations

Dans ce document nous utiliserons les notations suivantes

1.

Les symboles N, Z, R et C représentent respectivement les ensembles des entiers
naturels, des entiers relatifs, des réels et des complexes.

. Si n et m sont deux entiers relatifs, nous noterons [n,m] l'ensemble des entiers

compris entre n et m.

. Si I est un ensemble mesurable de R, nous noterons |I| sa mesure. De méme, si I

est un sous-ensemble de Z, nous noterons || son cardinal

. Si I est un sous ensemble de Z, nous noterons £2(I), 'espace de Hilbert des suites de

carré sommable, définies sur I, muni de la norme usuelle. De la méme maniere si 1
est un intervalle de R, L?(I) est I’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable,
muni de la norme usuelle.

. Soit A un intervalle de R et p € N*. Nous noterons HP(A) I'espace de Sobolev

HP(A) := {f € L*(\), f'™ e L*(A),m € [1,p]}

des fonctions L2(A) dont les dérivées successives jusqu’a p, au sens des distributions,
sont dans L2(A). Nous noterons également H{(A) I'espace

Hy(A) = H'(A) n{f € L*(A), f(0) = f(1) = 0}






Chapitre 1

Modeles et hypotheses

Dans ce chapitre nous présentons les différents modeéles qui seront considérés par la
suite, ainsi que les différentes hypotheses dont nous aurons besoin. Nous rappelons que les
différents modeles sont unidimensionnels et sont donc définis sur L?(R) ou sur ¢?(Z).
Cette hypotheése nous permet d’utiliser des techniques telles que la théorie d’oscillation
de Sturm ou I’étude des suites récurrentes d’ordre 2. Nous étudierons une grande variété
d’opérateurs discrets, en revanche nous étudierons une classe plus restreinte d’opérateurs
définis sur la droite réelle. Nous étudierons également les graphes quantiques unidimen-
sionnels et le rapport qu’entretiennent ceux-ci avec les opérateurs discrets.

1.1 Opérateurs aléatoires

Dans cette section, nous donnons la définition d’un opérateur aléatoire mesurable,
éventuellement ergodique, ainsi que quelques propriétés vérifiées par cet opérateur. Don-
nons nous un espace probabilisé (Q2, F,P), ou F est une tribu sur 2 et P une probabilité
sur (2, F). Ce qu'est réellement  a peu d’importance, mais dépend du modele. Pour
beaucoup de modeles, nous pouvons par exemple prendre 2 égal a RZ et définir F comme
la tribu engendrée par les cylindres de RZ.

1.1.1 Mesurabilité et ergodicité

Nous rappelons les définitions suivantes de mesurabilité et d’ergodicité, nous référons
a [CLI90, Chapitre IV et V] et [KirO8] pour plus de détails et des définitions plus générales.

Définition 1.1. Un opérateur auto-adjoint borné sur un espace de Hilbert H, est dit
mesurable si pour tout u, v dans H, la fonction (H,u, v) est mesurable. Un opérateur auto-
adjoint non borné est dit mesurable si pour toute fonction mesurable bornée f, I'opérateur
f(H,) est mesurable.

Remarque 1.2. Pour beaucoup de résultats, il est utile qu’il existe un coeur commun a
presque toutes les réalisations de 'opérateur aléatoire, c’est-a dire un ensemble Dy tel que,
presque siirement,

1. Dy est dense dans D(H,,),
2. ¥ € D(H,), Hbu)uen € DY, Ho(9) = lim_ Hoo,.

L’hypothese de coeur commun sera vérifiée par les opérateurs non bornés considérés. Pour
les opérateurs bornés, le coeur peut évidemment étre pris égal a H.
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Tous les modeles étudiés par la suite seront mesurables. Les définitions suivantes
concernent la propriété d’ergodicité. Nous donnons ici une version indexée par Z des défi-
nitions, il existe bien évidemment une version indexée par R mais elle n’est pas nécessaire
dans ’application que nous en aurons.

Définition 1.3. Donnons nous une famille (7;),., de transformations préservant la mesure
sur (Q, F,P), c’est-a-dire

VicZ,VAC F, P (T;lA) = P(A).

Un ensemble A € F est dit invariant (par rapport a (7}),.5) si T; A = A pour tout i € Z.
Nous dirons que la famille (73),., est ergodique si tout invariant est de probabilité nulle
ou égale a un.

Un processus stochastique (discret) est la donnée d’une suite de variables aléatoires
(Xn)pez définies sur (Q, F).

Définition 1.4. Un processus stochastique est dit ergodique si il existe une famille ergo-
dique (7}),c5 de transformations préservant la mesure telle que

Yw € Q, X; (Tj(w)) = Xi(w).

Un exemple simple de processus ergodique est la donnée d’une suite de variables aléa-
toires i.i.d (X;);ez réalisée par X;(w) = w;. La mesure P est alors le produit infini de la
méme mesure Py définie sur R par Py(A4) = P(Xo € A). 1l suffit donc de prendre pour
famille ergodique de transformations (7;); sur Q (:= R%), la famille des translations sur
les coordonnées : (7;(w)); = wi—; ol z; désigne la j-éme coordonnée de z € RZ. Nous
référons a [Kir08, Section 4] pour la preuve de ce résultat. Nous rappelons deux résultats

d’importance dans ’étude des processus ergodiques.

Proposition 1.5. Soit (1}),.; une famille ergodique de transformations préservant la
mesure. St une variable aléatoire X est invariante par rapport da la famille (T})iez (c’est-
a-dire si pour tout i € Z, X o T; = X ) alors il existe ¢ € R tel que P(X =¢) = 1.

Le second résultat est le théoréme ergodique de Birkhoff.

Théoréme 1.6. Si (X;);c, est un processus ergodique et si E(|Xo|) < oo alors, avec
probabilité égale a un,
L
1
li X, > E(X
LgI;o2L+1i:z_:L i E(Xo)
Ce théoreme généralise donc la loi forte des grands nombres aux processus ergodiques.

Nous définissons enfin ’ergodicité d’un opérateur aléatoire.

Définition 1.7. Soit H, : H — H un opérateur aléatoire auto-adjoint de domaine D(H,,).
Supposons qu’il existe un coeur commun a presque toutes les réalisations de l'opérateur
aléatoire. H,, est dit ergodique si il existe une famille ergodique (7). de transformations
préservant la mesure et une famille (U;);cz d’opérateurs unitaires sur H telles que

Hry() = U HLU;.

Nous pouvons remplacer cette définition par I’hypothese f(H,) est ergodique pour
toute fonction f mesurable bornée. Un exemple d’opérateur ergodique est le suivant. Sur
(%(Z) définissons My, 'opérateur de multiplication par V,, ott V,(n) = wy. Les (wn)nez
étant i.i.d, My, est ergodique (pour (T;); comme dans I’exemple au dessus, et U; opérateur
de translation par i sur £?(Z)). Dans la suite du manuscrit, V,, pourra désigner la fonction
V., ou l'opérateur de multiplication My, , le contexte permettra aisément d’identifier I’objet
en question.



1.1. OPERATEURS ALEATOIRES 27

1.1.2 Spectre presque sir et densité d’état intégrée

Dans cette sous-section nous rappelons deux résultats fondamentaux sur les opérateurs
ergodiques. Nous commengons par 'existence de spectres presque siir.

Proposition 1.8. [Pas80, [KS81, [KM82] Si H,, est un opérateur aléatoire auto-adjoint et
ergodique, il existe alors un sous-ensemble fermé ¥ de R tel que, presque sirement,

sp(Hy) = X.

On lappelle donc spectre presque sir. De plus, il existe des ensembles YXqc, Ysc, Xpp, Ddisc
et Yess tels que
Vz € {ac, sc,pp, disc,ess}, X, = spy (Hy,)

ot les spy(H) sont les spectres respectivement absolument continu, singulier continu, pu-
rement ponctuel, discret et essentiel.

Nous construisons maintenant la densité d’état intégrée qui représente le nombre de
niveau d’énergie par unité de volume d’un opérateur de Schrodinger aléatoire. Pour cela,
nous commencons par étudier la restriction de ces opérateurs a des intervalles finis avec
conditions aux bords de Dirichlet. Nous aurions pu choisir également des conditions aux
bords périodiques, I’étude n’en est que peu changé. Prenons donc L € R et définissons
le cube Ap :=] — L, L] pour les modeles continus et le cube Ay := [-L, L] N Z pour les
modeles discrets. Nous utiliserons la méme notation, le contexte permettant aisément de
savoir & quelle définition Ay, fait référence. Nous parlerons de cube pour parler de Aj, et non
d’intervalle en référence a 'appellation standard dans le cas multidimensionnel. En outre,
cela permettra de plus facilement distinguer les cubes A, des intervalles d’énergies (souvent
notés I ou J) considérés par la suite. Ainsi, si H, est défini sur L?(R) (respectivement
?%(Z)) nous définissons 'opérateur H,, (A1) défini sur L? (A1) (respectivement sur £ (Ar))
par

Vo € Hy (AL) N H?(AL), Hy (AL) ¢ = Hod (1.1.1)

respectivement, H,, (Ar) est identifié a 1|5, H,1|a, via la bijection canonique entre les
suites & support dans Ay, et £2 (Ar). Nous utiliserons également la notation H,(A) pour
la restriction de H,, a un cube A quelconque avec condition de Dirichlet.

Dans le cas continu, les opérateurs H,,(Ar) étudiés sont bornés inférieurement et sont
a résolvante compacte. Dans le cas discret, H,(Ar) peut étre identifié & une matrice
symétrique de My 11 (R). Dans les deux cas, les opérateurs n’ont que des valeurs propres de
multiplicité finie, sans points d’accumulations, et nous les ordonnons Fj(w) < Ea(w) < ...,
répétant les valeurs propres selon leur multiplicité (notons que dans notre cas, c’est-a-dire
en dimension un avec conditions aux bords de Dirichlet, cette multiplicité est égale a 1).
Nous pouvons donc définir pour tout £ € R le nombre

_ t{j €N, Bj(w) < B}
A |

N (B, A) (1.1.2)

Nous avons alors la proposition suivante, valable pour les opérateurs (continus ou discrets)
Z-ergodiques, Hy, = —A + Vjer + Vi, ot Vjer est un potentiel périodique.

Proposition 1.9. Il existe une fonction croissante N : R — R et un ensemble Qg de
probabilité un tels que, pour tout w € g et tout point de continuité E de N, nous avons

lim N, (E,A.) = N(E)
L—o0
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Nous avons alors
N(E)=E (tr {X01]7OO,E[?(HUJ)D

ou, dans le cas discret, xo est la suite égale a un en 0 et nulle ailleurs, et dans le cas
continu, xo = Ijo1[-

La fonction N (F) est appelée densité d’état intégrée (voir [Ves08] pour de plus amples
détails), et sera notée DEI dans le reste du manuscrit. Il est clair que la fonction N est
croissante, continue a gauche, que nous avons limp_,_ o, N(E) = 0 et, dans le cas discret,
limpg oo N(E) = 1. Elle est donc fonction de répartition d’une mesure borélienne, notée
v et appelée densité d’état. Il est notable que la densité d’état obtenue en prenant des
conditions périodiques aux bords du cube est égale a celle construite ci-dessus. Le support
de la mesure v est égal au spectre presque stir. Par ailleurs, la DEI a un nombre au plus
dénombrable de point de discontinuité, mais dans le cas discret la DEI est méme continue,
la densité d’état n’ayant pas d’atome. Il a été prouvé récemment ([BK13]) que la DEI est
log-holdérienne dans le cas continu, en dimension inférieure ou égale a trois. La densité
d’état intégrée joue un role majeur dans ’étude des opérateurs de Schrodinger aléatoires,
notamment dans I’étude de la localisation. En ce qui nous concerne, elle sera a la base des
résultats sur les statistiques spectrales.

1.2 Différents modeles d’opérateurs de Schrodinger aléa-
toires

Dans cette section, nous présentons les modeles d’opérateurs de Schrodinger aléa-
toires traités par la suite. Les résultats sur les estimations de Minami seront prouvés pour
des opérateurs avec plus de généralité, mais les preuves des estimations de décorrélation
des valeurs propres éloignées, donnés dans le troisieme chapitre, different selon le modele
considéré. Nous étudierons des opérateurs agissants sur £2(Z) mais également sur L?(R).
Dans tout le manuscrit, (wy)nez désignera une suite de variables aléatoires réelles in-
dépendantes, identiquement distribuées. Nous supposerons qu’elles admettent une méme
densité p par rapport a la mesure de Lebesgue, et que celle-ci est bornée a support com-
pact. Ces hypotheses sont pratiques, mais ne sont en général pas toutes nécessaires. Elle
permettent néanmoins de simplifier les conclusions des preuves et d’avoir des estimations
plus faciles a effectuer. Les modeles suivants ont également un sens quand les variables
aléatoires (wy)nez ont des distributions singulieres, par exemple, quand elles sont des va-
riables aléatoires de Bernoulli. En revanche, les preuves que nous feront ne seront plus
valables pour ces modeles. Par exemple, nous utiliserons une certaine forme d’estimations
de Wegner et celles-ci ne peuvent pas étre vrai pour des variables aléatoires de Bernoulli;
il reste néanmoins possible de prouver une forme faible de celles-ci. Nous présentons les
opérateurs définis sur la droite réelle puis ceux définis sur le réseau, ces premiers étant en
moins grande variété que leurs homologues discrets. Enfin, nous présenterons les graphes
quantiques unidimensionnels ainsi que le rapport qu’ils entretiennent avec les modeles
discrets.

1.2.1 Modeéles continus

Prenons ¢ € L* une fonction bornée, a support compact et définissons la fonction V,,
par
Vo €R, Vi(z) =) wagq(z —n). (1.2.1)
nez
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La fonction V,, est presque siirement bornée par une constante uniforme. Nous pouvons
alors définir presque siirement I'opérateur H,, sur L?(R) par :

Vo € HX(R), Hyp = —Ap + V. (1.2.2)

Nous définissons ainsi un opérateur aléatoire mesurable et Z-ergodique. Presque siirement,
I'opérateur H,, est auto-adjoint sur le domaine H?(R) et essentiellement auto-adjoint sur
C>(R). Ce modele est appelé modele d’Anderson continu ou encore modele de type alliage.
En effet, la forme du potentiel modélise le fait que les différents atomes, supposés étre aux
points du réseau 7Z, sont différents les uns des autres, les variables aléatoires modélisant
alors les différentes charges possibles. Pour que la modélisation soit plus fidele a la réalité, il
faudrait considérer des variables aléatoires a loi discréte, mais comme dit précédemment,
il faudra présenter d’autres preuves. Par ailleurs, I’hypotheése de compacité du support
de ¢ est également pratique, elle permet de s’affranchir des interactions a longue portée,
mais pourrait étre relachée en une décroissance exponentielle (ce qui sera fait pour le
modele discret), par exemple. Ces opérateurs sont certainement les modéles continus les
plus étudiés, et de nombreux résultats ont été prouvés pour ces modeles. L’étude de ces
modeles est plus simple quand le potentiel de simple site ¢ est de signe fixe ([His08]),
mais certains résultats sont prouvés quand le potentiel ¢ change de signe ([Klo95, [HK02,
Ves02, Klo02, IKV06, IKNQO9]). Les estimations de Minami prouvées dans [Kloll], et que
nous reprenons ici, avec une légere généralisation, rentrent également dans ce cadre. En
revanche, pour prouver les estimations de décorrélation des valeurs propres éloignées nous
supposerons que le potentiel ¢ est de signe fixe. De plus, nous utiliserons 'hypothese
suivante, appelée hypothese de recouvrement :

il existe n > 0 tel que ¢ > nli_y/2,1 /9 - (1.2.3)

1.2.2 Modéles discrets

Nous présentons maintenant les différents modeles discrets étudiés dans la suite du
manuscrit. Dans le cas continu, le hamiltonien libre considéré était le laplacien. Dans le
cas discret, nous prendrons pour hamiltonien libre un opérateurs de Jacobi, que nous
définissons maintenant.

Soit (by, )nez une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes de la suite (wy, )nez-
Nous supposerons qu'’il existe m > 0 tel que, presque stirement,

1
— > sup |by| > inf |b,| > m > 0. (1.2.4)
m nez neL

Nous définissons alors Ay : u € £2(Z) — Ayu € (*(Z) défini par
Vn € Z, [Apu] (n) = bprru(n + 1) + bpu(n — 1). (1.2.5)

L’opérateur Ap est auto-adjoint. Il est possible d’ajouter un potentiel périodique a cet
opérateur, en revanche cela complique I’étude des estimations de décorrélation pour un des
modeles considérés. Nous gardons donc comme hamiltonien cet opérateur, sans potentiel
périodique. Nous présentons maintenant les différents modeles discrets étudiés par la suite.
Nous présentons d’abord les modeles de type alliage, puis les modeles de type multimere
et enfin le modele des sauts.
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Modeles de type alliage

Les potentiels discrets de type alliage sont les équivalents discrets des potentiels conti-
nus présentés dans la sous-section précédente. Fixons une suite (ay,)nez satisfaisant I’hy-
pothese suivante :

de>0,Yn € Z, |ay| < ce™" (1.2.6)

et définissons le potentiel aléatoire sur 7Z :

Vio(n) = Y wmam—n. (1.2.7)
meZ

Le potentiel est presque slirement borné par une borne uniforme. Nous pouvons donc
définir, presque stirement, I'opérateur auto-adjoint H,, : ¢?(Z) — ¢*(Z) par

V$ € (*(Z), Hup = — Do + Vb, (1.2.8)

Quand la suite (b,) est ergodique ou déterministe et périodique, 'opérateur H,, est
mesurable et ergodique. Comme expliqué dans la sous-section précédente, nous envi-
sageons ici des potentiels a décroissance exponentielle. Cette hypothese était celle uti-
lisée dans [VeslOa], pour prouver les estimations de Wegner. Cette hypothése permet
notamment de considérer cet opérateur comme une petite perturbation de I'opérateur
avec potentiel tronqué suffisamment loin d’un maximum, technique qui sera reprise dans
ce manuscrit. Nous ne savons pas encore traiter le cas des potentiels qui ne vérifient
pas cette hypothese et a notre connaissance, aucune des hypotheses sur lesquelles nous
nous appuyons n’est prouvée dans ce cas la. En revanche, il est possible de rajouter
un potentiel périodique au hamiltonien libre, cela ne change que tres peu la preuve.
Ce modele a été également beaucoup étudié, et les recherches sur ce modele sont plus
avancées que sur le modele de type alliage continu présenté dans la sous-section pré-
cédente, 1a également sans hypothése de signe fixe sur le potentiel de simple site (voir
[ETV10, V10, [ETV11] Ves10al [Ves10b, [Kriil2) [TV14]). En effet, certains résultats sont
prouvés sans hypothese de signe fixe sur le potentiel de simple-site uniquement dans le
cas discret. C’est par exemple le cas pour les estimations de Wegner valables sur R, nous
y reviendrons dans la section suivante. En ce qui nous concerne, notre preuve des estima-
tions de Minami englobe le cas ou le potentiel de simple-site n’est pas de signe fixe. Nous
prouverons les estimations de Minami sous I’hypothése supplémentaire de décroissance
suivante

(Décroissance) : VA > 0, 3K > 0, Vn € Z, |d(n)| < Ke A", (1.2.9)

Nous prouverons les estimations de décorrélation des valeurs propres éloignées pour
des potentiels de simple-site (a,), de signe fixe et dont les transformées de Fourier ne
s’annulent pas, uniquement sous ’hypothese tant que nous avons des estimations
de Minami. Ces deux dernieres hypotheses sont en particulier prouvées pour les potentiels
de simple site a support compact. Par ailleurs, la preuve des estimations de décorrélation
des valeurs propres éloignées pour les modeles continus est également valable, aux modi-
fications dues a la structure discréte pres, pour les opérateurs H, = —A + V,, sur £%(Z)
ou V,, est un potentiel de type alliage dont le potentiel de simple-site est de signe fixe
et a support fini. Ainsi, les estimations de décorrélation sont prouvées pour les modeles
discrets de type alliage avec potentiel de simple-site a support fini sans hypothese sur la
transformée de Fourier de celui-ci.
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Modéles de type multimere

Nous présentons ici des modeles qui sont des généralisations des modeles de type
multimere. Un opérateur aléatoire de type multimere modélise un solide constitué de
chaines d’atomes de méme taille, chacune de ces chaines étant constitué d’un méme atome.
Notons que le cas particulier du modele des dimeres, considéré ici, n’est pas tout a fait
le méme que celui traité dans [DWP90] et dans [DBGOQ]. En effet, ces derniers articles
considerent des variables aléatoire de Bernoulli, modélisant donc des alliages de deux
dimeres différents. Nous ne savons pas traiter ce cas. En revanche, dans ce manuscrit, les
variables aléatoires sont a densité, modélisant donc des alliages d’une possible infinité de
dimeres différents. Fixons donc k € N* et définissons la suite u,, par

Vm € [kn,k(n+ 1) — 1], u,(m) = wy,.

La suite u, prend k fois consécutivement la méme valeur w,. Fixons maintenant (a,)nez
une suite k-périodique. Définissons alors le potentiel aléatoire sur Z

Vo(m) = amue(m). (1.2.10)

Quand la suite a est constante, nous modélisons bien un modele constitué de multimeres,
mais il n’y a pas de grande difficulté supplémentaire & considérer le cas ou a est uniquement
périodique. Le potentiel est presque stirement borné par une borne uniforme. Nous pouvons
donc définir, presque stirement, 'opérateur auto-adjoint Hy, : £2(Z) — ¢%(Z) par

Vo € (2(Z), Hyp = —Npo + V. (1.2.11)

Quand la suite (by,) est ergodique ou déterministe et périodique, l'opérateur H,, est mesu-
rable et ergodique. L’étude des estimations de décorrélation pour ce modele se complique
si nous ajoutons un potentiel extérieur périodique au hamiltonien libre, mais semble toute-
fois possible en considérant une période multiple a la fois de la période dans la suite a et de
la période du potentiel extérieur. Pour ne pas compliquer la preuve, déja technique, nous
travaillerons sans potentiel extérieur. L’ensemble des modeles pour lesquels nous prouvons
les estimations de Minami que nous prouvons englobe ce cas. En revanche, comme pour le
modele de type alliage, nous supposerons que la suite (a, ), est de signe fixe pour prouver
les estimations de décorrélation des valeurs propres éloignées.

Modéle des sauts

Pour ce modele, nous supposerons que la suite (b, )ncz est constitué de variables aléa-
toires identiquement distribuées avec densité compacte et bornée. L’opérateur H,, est alors
défini comme étant égal & Ay. Il n’y a pas de potentiel, mais uniquement du désordre hors-
diagonal (en référence a I’écriture matriciel de 'opérateur). Nous référerons a [KN0O3| pour
I’étude mathématique de ce modeéle et de son analogue multidimensionnel. L’opérateur
ainsi défini vérifie la propriété suivante

Proposition 1.10. La fonction U : ¢ € (*(Z) — 3 définie par 1(n) = (—1)"¢(n) est un
isomorphisme de (*(Z) dans lui-méme et vérifie H,U = —UH,,. En particulier, le spectre
de H,, est symétrique par rapport a l'origine. Ces propriétés restent vraies pour H,,(Ap).

Les estimations de décorrélation des valeurs propres proches ou éloignées seront prou-
vées sous ces hypotheses.
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1.2.3 Graphes quantiques unidimensionels avec constantes de couplage
aléatoires

Nous présentons ici les graphes quantiques unidimensionnels avec constantes de cou-
plage aléatoires et le rapport qu’entretiennent ceux-ci avec les modeles discrets. Nous ne
présentons que le modeéle unidimensionnel, car nos résultats sur les modeles discret sont
prouvés uniquement sous cette hypotheése. En revanche, il est fort probable qu’en suivant
une démarche similaire a celle qui suit, les résultats sur les graphes quantiques en di-
mension supérieure se déduiront de ceux prouvés pour les modeles discrets en dimension
supérieure. Méme si ceux-ci sont définis sur des espaces de fonctions et non de suites,
leur étude peut se ramener a 1’étude de familles d’opérateurs discrets dépendant d’un
parametre, avec potentiels aléatoires. Pour ces modéles, si toutes les variables aléatoires
sont fixés a l'exception d’une seule, la perturbation est de rang 1. Nous utiliserons alors
les résultats de [KP0§]. Nous nous référons & [AGHKHO05] pour la construction de ces
opérateurs. Nous définissons H,, sur ’espace des fonctions

P #H([n,n+1])

nez

avec conditions de raccords :

Vi € Z, fi(1) = fi+1(0)

1.2.12
Vi€ Z, fl1(0) — f/(1) = w; fi(1) ( )
par
d2
Hw = —A: —@ sur U]n7n+1[

ne’

D’apres les résultats de [AGHKHO5], 'opérateur H,, est presque stirement auto-adjoint.
Ici, opérateur est 'le méme" mais l'espace sur lequel il est défini change en fonction de
I’aléa. Nous appliquons maintenant la réduction a une famille d’opérateurs discrets avec
potentiels aléatoires, utilisée dans [KP0S§].

Définissons 'opérateur H? = —A sur Uespace @,,c H?([n,n + 1]) avec conditions de
Dirichlet & chaque point de Z. Cet opérateur est déterministe et peut étre décomposé en
la somme directe des Laplaciens sur chaque intervalle (n,n + 1), n € Z, avec conditions
aux bords de Dirichlet. Il est alors aisé de calculer le spectre de HY. En effet, chacun
des opérateurs composant la somme directe a le méme spectre que les autres. Donc H°
a la méme spectre que 1'un d’eux, & savoir 72N*. Pour E ¢ w2N* définissons M (FE) =

_VE
sin(vE)

la proposition suivante.

(—A + cos(VE)I,) et A, := diag(w,). La réduction présentée précédemment est

Proposition 1.11. Fizons E ¢ m2N*. Alors nous avons :
E e sp(H,) & 0€esp(M(E)—A,) < 0 € sp(—A+ V,(F)),
sin(VE)
— ————Wn.
vE "

Comme les (wy,), sont bornés, nous avons || V,(E) — V,(E') ||oc< C|E — E’|. Ainsi,
I’étude du spectre de H,, peut étre ramenée a I’étude du spectre de —A + V,,(F) d’apres
la propriété suivante.

ot V,(E)(n) = cos(VE)
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Proposition 1.12. Si [ := [Ey — ¢, Ey + €] N 72N* = (), alors

tr (1r(Ho)) < tr (1 g (A + Vi (Bo)) ) -

Notons que cette réduction et ces propriétés sont également valables pour les restric-
tions de H,, a des cubes avec conditions aux bords de Dirichlet et des familles d’opérateurs
restreints a ces mémes cubes.

1.3 Hypotheses

Nous allons utiliser principalement deux résultats, prouvés pour les opérateurs aléa-
toires de la section précédentes : les estimations de Wegner et 'hypothese de localisa-
tion. Nous supposerons que ces résultats sont vérifiés pour 'opérateur aléatoire général
étudié dans le deuxieme chapitre, dédié aux estimations de Minami. Dans ce deuxieme
chapitre, nous supposerons aussi que l'opérateur vérifie I’hypothese d’indépendance a
une distance. Nous verrons que cette hypothese n’est pas nécessaire dans tous les cas,
mais qu’elle permet de simplifier les preuves. Nous détaillons dans cette section ces hypo-
théses et notamment ce qui est prouvé pour les modeles présentés dans la section précé-
dente. Les estimations de Wegner et 'hypotheése de localisation sont également prouvées
pour d’autres modeles que ceux présentés dans la section précédente (voir par exemple
[GHKOT7, [GK10bl, KLNS12a, [KLNS12b, RV12, Klel2, Roj13, EK13, IGMR14]).

Nous commencons par détailler 'hypothése d’indépendance a une distance, les esti-
mations de Wegner, puis ’hypotheése de localisation, les estimations de Wegner servant
éventuellement d’outils pour prouver la localisation.

1.3.1 Indépendance a une distance

Il s’agit de 'hypothese suivante.

(IAD) : 1l existe S € N tel que pour tout n € N et tout (Ax)eq1,.. ) ensemble
d’intervalles (discret ou continu) tel que pour tout k # k', dist(Ax, A}) > S, les opérateurs
(Hw(Ak))keq,....ny sont indépendants.

Cette hypothese est utilisée dans I'analyse multi-échelle faite dans [GKO1] et est claire-
ment vérifiée pour le modele continu considéré ainsi que le modele des sauts et les modeles
de type multimere. C’est également le cas du modele discret de type alliage si le potentiel
de simple-site est a support fini. Nous verrons qu’il également possible d’étudier le cas ou
le potentiel de simple-site est a support infini, si nous ajoutons ’hypothese de décroissance
exponentielle. Elle nous permettra de ramener ’étude des opérateurs a 1’étude d’opéra-
teurs dont les potentiels seront tronqués, et donc vérifiant 'hypotheése (IAD), affaiblie car
la distance S dépendra de la longueur du cube Ay, sur lequel est défini H,, (A}, ), de sorte que
Perreur faite soit contrélable. L’hypothese (IAD) sera utilisée conjointement & (Loc) dans
les chapitres suivants. En effet, ces hypotheéses permettront de décomposer un opérateur,
a une erreur contrélable pres, en plusieurs versions de cet opérateur restreint a des cubes
suffisamment éloignés, de sorte que ces versions soient stochastiquement indépendantes.
Ce phénomene est a la base des preuves des estimations de Minami et de décorrélation
des valeurs propres éloignées que nous ferons. Il jouera également un réle trés important
dans I’étude des statistiques spectrales.

1.3.2 Estimations de Wegner

Fixons Z un intervalle ouvert relativement compact. Les estimations de Wegner sont
I’hypothese suivante :
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(W) : Il existe s € (0,1], m € [1,00) et C > 0 tels que, pour tout J C Z et tout L > 0
suffisamment large, nous avons

P(sp (H(Az) N 1)) < E(tr (1 (Ho(Ar)))) < CHIIY[ALI™

La premiere inégalité est simplement une application de I'inégalité de Markov et est donc
toujours valable. Une des conséquences de ces estimations est que tout réel est valeur propre
de H,(A) avec une probabilité nulle. Ces estimations ont également un sens dans ’étude
plus générales des matrices aléatoires. L’hypothese est optimale quand s = m = 1. Quand
m = 1 nous en déduisons que la DEI est Lipschitzienne et a donc une densité par rapport
a la mesure de Lebesgue. Nous comprenons donc I'importance de telles estimations dans le
cas continu, la DEI n’étant a priori méme pas continue en dimension supérieure ou égale
a quatre (c’est en revanche le cas pour les autres dimensions, [BK13]). Nous imposons ici
uniquement que la constante C' soit localement uniforme. Dans bien des cas ’hypothése est
valable sur R avec constante uniforme. Cette hypothese a été prouvée pour la premiere fois
par Wegner en 1981 ([Weg81]) puis généralisée & beaucoup de modele, aussi bien discrets
que continus. Nous référons a [Ves08] pour plus d’information a ce sujet. Pour les modeles
ayant une propriété de monotonie en fonction des variables aléatoires, ces estimations,
souvent optimales, sont connus depuis un certain temps. Pour les modéles non monotones,
il a fallu trouver d’autres méthodes, n’amenant pas toujours a des exposants optimaux.

Comme annoncé précédemment, ces estimations ne peuvent pas étre valables pour
les modeles précédents lorsque les variables aléatoires sont des variables de Bernoulli.
L’explication est la suivante. Supposons par exemple que les variables sont des variables
de Bernoulli de parametre % La probabilité de tout événement est alors soit nulle, soit
minoré par 271, Ainsi, & L fixé, les estimations de Wegner ne sont pas vérifiées deés que
I est trop petit. Il reste théoriquement possible de prouver ces estimations si, a L fixé,
nous nous restreignons & des intervalles de tailles supérieures &4 27%. Des résultats allant
en ce sens ont été prouvés en dimension un (JCKMS87] pour le cas discret et [DSS02] pour
le cas continu). Un résultat analogue en dimension supérieure est également possible, est
prouvé dans le cas continu ([BK05]), mais n’a toujours pas été prouvé dans le cas discret.
Ceci est du a l'existence du principe de prolongement unique dans le cas continu mais pas
dans le cas discret. Il s’agit d’un des rares cas de résultats prouvés uniquement dans le cas
continu, ou généralement les études sont plus compliquées que dans le cas discret. Nous
allons maintenant commenter cette hypothese selon les modeéles, celle-ci pouvant prendre
différentes formes.

Modéles continus

Pour les modeéles définis en , pourvu que le potentiel soit minoré par une constante
strictement positive sur un intervalle ouvert non vide, les estimations de Wegner sont
valables sur R avec constante localement uniforme et m = s = 1 ([CHKO07]). Le modéle est
monotone en fonction des variables aléatoires, et ce fait peut étre utilisé dans la preuve de
ces estimations. La constante C peut étre prise égale & max |p| ol p est la densité commune
des (wn)nez-

Mode¢le discret de type alliage

Nous nous référons a [VeslOa] pour ce paragraphe. Quand le potentiel de simple-site
n’est pas de signe fixe, il n’y a pas monotonie en fonction des variables aléatoires. Pour ces
modeles, les estimations de Wegner peuvent étre optimales ou non, selon les hypotheéses
sur le potentiel de simple-site (a,;)mez. Nous les énongons maintenant et rappelons que
le potentiel de simple-site n’est pas nécessairement a support fini. Dans tout les cas, nous
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aurons ici s = 1 et I'inégalité sera valable sur R avec constante C uniforme. La différence
se fera sur l'exposant m. Nous supposerons que la densité p est a variation bornée en
plus d’étre a support compact et bornée. Cette derniere condition permet d’avoir une
estimation de type intégration par partie sur la densité.

1. Si la suite (a;);ez est de moyenne non nulle alors nous pouvons prendre m = 2 (car
nos modeles sont unidimensionnels). Si de plus son support est fini, nous pouvons
prendre m = 1 et les inégalités sont optimales.

2. Si la suite (a;)iez est de moyenne nulle et & support inclus dans [—n,n] pour un
certain n, nous pouvons prendre m = n.

3. Si la suite (a;);ez est de moyenne nulle et a décroissance exponentielle, il existe un
exposent m dépendant uniquement de la suite wu.

Modeéle des sauts

Pour le modele des sauts, les estimations de Wegner ne sont pas prouvées sur R en entier,
mais sont prouvées, avec constante uniforme, sur tout intervalle éloigné de zéro. Ceci est
du a la singularité en zéro du modele. En effet, supposons par exemple que A := [0, N]
avec N € N et prenons la suite u définie par u(—1) = 0,u(0) =1 et

bn
Vn €N, u(n—i—l):—b u(n —1).
n+1

Rappelons que, presque sirement, la suite (by), ne s’annule jamais et que u(1) = 0. Il
est clair que 0 est valeur propre de H,(A) si et seulement si u(N) = 0. Par récurrence,
pour tout p € N, nous avons u(2p + 1) = 0. Ainsi, si N est impair, 0 est valeur propre
de H,(A) avec probabilité égale a 1. En revanche, la preuve pour des intervalles d’énergie
éloignés de l'origine conduit & des inégalités de Wegner avec constante localement uniforme
et exposants optimaux.

Modele de type multimeére

Pour ces modeles, nous utilisons les résultats de [K1095], qui prouvent les estimations de
Wegner avec constantes s € (0, 1] et m € [1,00) avec régularité sur la densité des variables
aléatoires tres faible. Si la régularité est un peu plus forte, [HK02] donne des estimations
de Wegner optimales. Ces articles étudient principalement les modeéles continus mais les
preuves sont exactement les mémes pour les modeles discrets aux changements dus au
modele prés. En revanche, ces résultats ne sont valables que sur un certain intervalle ayant
comme borne inférieure la borne inférieure du spectre presque siir. Si la suite périodique
(@m)mez est positive non nulle, nous avons de nouveau un phénomeéne de monotonie et
le [Ves10a, Lemme 7] entraine immédiatement les estimations de Wegner avec exposants
optimaux, valables sur R avec constante uniforme.

Graphe quantique unidimensionnel

Pour ce modele, les estimations de Wegner ne peuvent pas étre valables sur R. Ceci est
du au fait que I’ensemble sp(H") = m2N* est presque stirement dans le spectre de H,(Ap)
pour tout L. En revanche, il est clair, a partir de la Proposition que l'opérateur H,,
vérifie les estimations de Wegner, avec constante uniforme et exposants optimaux, sur tout
intervalle strictement inclus dans le complémentaire de 72N*.
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1.3.3 Hypothese de localisation

Nous détaillons ici I’hypothese de localisation, valable sur un intervalle IC, essentielle
dans I’étude que nous ferons des opérateurs aléatoires. Il existe plusieurs notions de loca-
lisation, comme la localisation exponentielle ou la localisation dynamique, il existe méme
plusieurs notions de localisation dynamique.

Nous disons que nous avons localisation exponentielle dans K si, avec probabilité un,
le spectre continu (union des spectre absolument continu et singulierement continu) de H,,
intersecté avec K est vide et que les fonctions propres associées a des énergies dans K sont
exponentiellement décroissantes. Ceci n’empéche pas le transport électronique. En effet,
il peut exister des état initiaux, uniquement limite de combinaisons linéaires de vecteurs
propres, qui se propagent, si la décroissance exponentielle n’est pas uniforme([dRJLS96]).

Ceci amene alors a la localisation dynamique qu’est la définition suivante. Nous disons
que nous avons localisation dynamique dans /C si, avec probabilité un, pour tout compact
K € K, tout r > 0 et toute fonction (ou suite dans le cas discret) ¢ & support compact

supE (|| (2) 1 (H)e " g]|) < oo,
t>0

ou (z) = v1+ z2. Notons que la localisation dynamique entraine la localisation exponen-
tielle via le théoreme de RAGE (JCFKS87]). L’hypothése nous assure en particulier que
la position moyenne de la particule reste bornée dans I'espace.

Il existe principalement deux manieres de prouver la localisation, I’analyse multi-échelle
et la méthode des moments fractionnaires. Il existe une troisieme maniere en étudiant les
matrices de transfert mais celle-ci n’est valable qu’en dimension un (voir [CL90]) et ne nous
sera donc pas utile si nous voulons généraliser nos résultats en dimension quelconque. La
méthode des moments fractionnaires ([AM93],[ASFHOI],[AENT06]), quand elle peut étre
effectuée, entraine des résultats plus forts que ceux donnés par I’analyse multi-échelle. En
revanche, en 1’état, I’analyse multi-échelle peut-étre appliquée a plus de modeles et c’est
donc cette voie que nous présentons ici. Par ailleurs, le résultat plus faible donné par
Panalyse multi-échelle est néanmoins suffisant pour notre étude. L’analyse multi-échelle
a d’abord été introduite par [FS83], et amenait & la localisation exponentielle. Elle a
ensuite été améliorée au fil des années ([FMSS85],[vDK89]), amenant a la localisation
dynamique ([GDB9§|,[DS01]). Enfin, dans |[GKO01], les auteurs obtiennent des versions
de la localisation dynamique plus fortes que celle précédemment donné (voir également
[GK04l, IGKO06]). Entre autres, il est prouvé que la norme de Hilbert-Schmidt du noyau
de 'opérateur décroit de maniére sous-exponentielle. Nous supposerons dans ce manuscrit
que K est un intervalle ou nous avons des estimations de Wegner et oul nous pouvons
faire I’analyse multi-échelle de [GKO01]. Nous en déduisons en particulier I'hypothese de
localisation suivante.

(Loc) : Pour tout £ € (0, 1), nous avons

1S
sup sup E | Y e |1p00) f(HL(AL) LA ll2 | < o0, (1.3.1)
L>0supp fCK ~ezd
If1<1

ou A(x) représente l'intervalle [x — %, T+ %} dans le cas continu et représente le singleton
{z} dans le cas discret. Remarquons que nous n’utiliserons donc pas d’estimation sur
Popérateur défini sur tout l'espace. Il est prouvé dans [GK10a] que (Loc) est équivalent a
la conclusion de 'analyse multi-échelle faites dans [GKOI].
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Cette analyse (voir par exemple [Kir08| [Sto01, [His08]) est valable pour les modéles
présentés précédemment mais nécessite deux ingrédients, les estimations de Wegner ainsi
qu'une estimation initiale sur la fonction de Green (H,(Ar,)— E)~! pour Ly suffisamment
grand, qu’il faut d’abord prouver. Cette estimation initiale est souvent prouvée dans des
régimes extrémaux, comme dans le bas du spectre presque siir ou a grand désordre, c’est-a
-dire quand ||p||sc est petit, ou p est la densité des variables aléatoires. Cette estimation
en bas du spectre passe par ’étude de la DEI & ce méme endroit, notamment par le fait
qu’elle est suffisamment faible. Ce résultat est appelé asymptotiques de Lifshitz. Le lien
entre la norme de (H — E)~! et la distance entre E et le spectre de 'opérateur permet
souvent d’obtenir cette estimation initiale & grand désordre a partir des estimations de
Wegner. En revanche, I’analyse de la DEI en bas du spectre presque se complique quand
les modeles n’ont pas de caractére monotone en fonction des variables aléatoires. Ainsi,
pour les modeles discrets de type alliage, avec potentiel de simple site changeant de signe
mais a support compact, cette estimation est valable a grand désordre. Pour le modeles
des sauts, (Loc) n’est prouvée qu’au bord du spectre presque-sur ([KNO03]). De la méme
maniére, en utilisant la preuve de (Loc) faite dans [Klo95] pour les modeéles continus,
I’hypothese est également vérifiée pour les modeles de type multimere, en bas du spectre
presque siir. Enfin, pour les modeles continus considérés, quand le potentiel est positif,
I’hypotheése (Loc) est valide sur tout compact K inclus dans R, ceci est prouvé dans [Klo14],
généralisant la preuve de [DS1I].

Quand I'hypothese (Loc) est vérifiée sur l'intervalle Z ou sont vérifiées les estimations
de Wegner (ce qui est le cas quand nous faisons l’analyse de |[GKO01]) nous obtenons les
deux lemmes suivants, que nous utiliserons intensivement dans nos preuves.

Lemme 1.13. (Loc)(I) : Pour tout p > 0 et tout £ € (0,1), pour L suffisamment grand,
il ewiste un ensemble de configuration Uy, de probabilité au moins égale a 1 — L™P tel
que st ¢p(w, L) est une fonction propre normalisée de H,(Ar) associée a la valeur propre
En(w,L) € T et si xo(w) € {—L,...,L} mazimise |¢p,(w,L)| (xo est alors appelé centre
de localisation) alors

| (w, L) (2)| < LPHde= =20l (1.3.2)

Lemme 1.14. (Loc)(II) : Pour tout £ € (0,1) et tout v € (0,&), pour L suffisamment
grand, il existe un ensemble de configuration Vy, de probabilité au moins égale a 1 — e
tel que si ¢p(w, L) est une fonction propre normalisée de H,(AL) associée da la valeur
propre Ey(w, L) et si zg(w) € {—L,..., L} mazimise |¢n(w, L)| (xo est alors appelé centre
de localisation) alors

|fn(w, L) (z)] < 2" emlommol, (1.3.3)

Nous nous référerons a ceux-ci en utilisant (Loc)(I) et (Loc)(II). Les preuves de ces
lemmes sont données dans [GK10al, Section 6]. Ces lemmes nous permettront, en particu-
lier, de ramener 'étude des opérateurs H,(Ar) a I’étude des opérateurs H,(A;) ou | < L
avec a € (0,1) ou I < (log L)" avec n > 1.






Chapitre 2

Estimations de Minami

Dans ce chapitre nous allons énoncer et prouver les estimations de Minami pour des
modeles continus et des modeles discrets, en dimension un. Il semble difficile de générali-
ser la preuve en dimension supérieure. Les estimations de Minami sont les premiers outils
dont nous auront besoin en vue d’obtenir des résultats sur les statistiques spectrales. Elles
servent aussi d’outils pour prouver les estimations de décorrelation des valeurs propres éloi-
gnées. En un sens, elles montrent que les valeurs propres proches de H,, (A1) se comportent
comme des variables aléatoires décorrélées. Dans tout le chapitre nous ne supposerons que
peu de choses sur les opérateurs de Schrédinger aléatoires, définis sur L2(R) ou £%(Z).

Nous prouvons les estimations de Minami pour les opérateurs continus H,, du type

Hou = —(pou’) + quu (2.0.1)

La fonction p,, est absolument continue par morceaux, de signe fixe (par exemple positif),
bornée et éloignée de zéro uniformément en w (il existe P > 0 tel que, presque siirement,
P > supp, et infp, > %) et a dérivée bornée uniformément en w. La fonction ¢, est
bornée uniformément en w. Si p, est négatif, on se ramene au cas positif en changeant
(p,q) en (—p, —q). La premiere partie de la preuve, traitant des estimations d’effet tunnel
inverse, fonctionne sans hypothese de signe sur p tant que p reste éloigné de zéro et que p ne
change pas de signe trop souvent. En revanche, les estimations de Minami ne sont prouvées
qu’avec cette hypothése de signe fixe. En effet, nous aurons besoin d’une estimation (en
l’occurrence une croissance linéaire) sur le nombre de valeur propre que met H,(A;) dans
un intervalle de taille fixe, quand la taille du cube A; croit. La positivité de la fonction p et
le fait d’étre éloignée de zéro permet d’obtenir cette estimation a partir de celle classique
sur le laplacien avec conditions aux bords de Dirichlet.
Nous prouvons les estimations de Minami pour les opérateurs discrets du type

H,=—-Ny, +V, (2.0.2)

ou Ay, est opérateur de Jacobi associé a la suite aléatoire b,. Nous supposerons la
aussi que la suite est éloignée de zéro uniformément en w mais nous n’avons pas besoin
d’hypothese de signe sur celle-ci. En effet, dans le cas discret, le contréle du nombre de
valeur propre de H,(A;) dans un intervalle est évident.

Ainsi, pour ces opérateurs, nous supposerons (IAD) et supposerons que les hypothéses
(W) et (Loc) sont vérifiées sur un intervalle compact J. Nous prouvons le

Théoréme 2.1. Supposons (IAD) et supposons que (W) et (Loc) sont vérifiées dans un
intervalle compact J. Pour tous s’ € (0,s), p >0, il existe L,y >0 et C = Cy, >0 tels
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que pour E € J, L > L,y etec (O,Lfl/s/), nous avons

S Bltr{tipc peq(Hu(Ar)] 2 k) < C(HL2 + L7) (20.3)
k>2

Ce théoréme n’est pas aussi fort que les estimations de Minami prouvées dans [CGKQ9]
pour le modeéle d’Anderson discret en dimension quelconque. Tout d’abord, dans [CGKO09],
les estimations sont prouvées avec les exposants s = p = 1. Par ailleurs, nos estimations
ne sont valables que pour des intervalles d’énergie variant avec la taille de I'intervalle Ay.
La preuve du Théoréme [2.1 n’est valable qu’en dimension un, et a tout d’abord été écrite
pour les modeles continus dans [Klo14], puis écrite pour les modeles discrets dans [Shil3].
Nous déduisons du Théoréme [2.1] le corollaire suivant.

Corollaire 2.2. Supposons (IAD) et supposons que (W) et (Loc) sont vérifiées dans un
intervalle compact J. Pour tous s € (0,s) (s est défini dans (W)), M > 1, p € (0,1),
il existe Ly prp, > 0 et C = Cy prp, > 0 tels que, pour tout E € J, L > Ly, et tout
ec L~V /M, ML=Y'] | nous avons

SO P2 g (Ho(AL)] = k) < C(L)H.
k>2

Remarquons que le membre a droite de 'inégalité est exactement celui utilisé dans
[GK10a]. En revanche, cette inégalité n’est valable que pour des intervalle de taille poly-
nomialement petite par rapport a la taille des cubes. Le Théoréme est suffisant pour
obtenir les estimations de décorrélation des valeurs propres éloignées mais également pour
obtenir les statistiques spectrales. Ainsi, en toute dimension, le Corollaire [2.2] ainsi que les
hypotheses (W) linéaires en volume, (Loc) et (IAD) suffisent a prouver le Théoréme
dans lequel nous prouvons en particulier que les statistiques locales des niveaux d’énergie
dépliées convergent vers un processus de Poisson de mesure intensité égale a la mesure de
Lebesgue. Ceci n’est pas écrit dans [GK10a] mais il y a trés peu de modifications & apporter
a la preuve donnée dans [GK10a] avec (M) au lieu du corollaire En revanche, si (W)
est polynomial en volume au lieu d’étre linéaire, la preuve donnée dans [GK10a] doit étre
modifiée, comme nous le ferons dans la quatrieme chapitre. En particulier, nous faisons
une hypothéese de régularité sur la DEI, qui ne se déduit pas des estimations de Wegner
non linéaire. La seule preuve que nous connaissons d’une telle régularité sans utiliser (W)
est uni-dimensionnel (voir Annexe C). En revanche, si une telle régularité venait a étre
prouvée en dimension quelconque, alors la preuve du Chapitre 4 fonctionnerait également,
les calculs étant légerement différent.

Nous prouverons également le théoréme suivant, utile si nous avons besoin de considérer

des cubes de taille (log L)" avec 7 > 1 et des intervalles d’énergie de taille L~ avec x > s~ L.

Corollaire 2.3. Supposons (IAD) et supposons que (W) et (Loc) sont vérifiées dans un
intervalle compact J. Pour tous s’ € (0,s), M > 1, & € (0,1), a € (¢,1), v € (¢,a),
B> 1+4s+p, il existe Ly pape0 >0 et C=Cypape,y >0 tels que, pour E € J, L >
Lagey et e € [L7YS /M, ML), nous avons, pour | = (log L)'/¢" et I’ =1°

D P(tr[1ip_e g (Ho(M)] > k) < C(e1l?)?,
k>2

Remarque 2.4. Pour prouver le Théoréme 2.I]et donc le Corollaire[2:3|nous utiliserons les
Théoremes [2.6) et [2.15], énoncés et prouvés dans les parties suivantes. Il sera alors possible
d’appliquer directement ces théorémes, sans I'hypothese (Loc) et d’obtenir I'inégalité :

Y P(tr[lp_pxpir-~(Ho(Ar))] > k) < (L75R4H1H0)2 (2.0.4)
k>2
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L’inégalité prouvée dans le Corollaire est meilleure car nous avons a € (£,1), mais
I’équation ([2.0.4) pourrait suffire dans certains cas.

Enfin, nous prouverons le théoréme suivant, qui peut étre utile si nous souhaitons
garder la dépendance quadratique en la taille du cube, mais ceci ne peut se faire qu’au
prix d’une erreur logarithmique.

Théoréme 2.5. Supposons (IAD) et supposons que (W) et (Loc) sont vérifiées dans
un intervalle compact J. Pour tous s € (0,s), M > 1, n > 1, 8 > 1+4+4s+ p, il
eviste Ly pppg > 0 et C = Cy g > 0 tels que, pour E € J, L > Ly ngp et
ec L7V /M, MLY'] | nous avons

S P(tr{1igcpiq(Ho(Ar))] 2 F) < C(L)*(log L),
k>2

Nous allons diviser la preuve du Théoréme [2.1] en trois parties. Tout d’abord nous
allons montrer un résultat intermédiaire, appelé dans [Klol4] "estimations d’effet tunnel
inverse'. Les résultats se présentent de maniére similaire dans le cas continu et dans le
cas discret mais nécessitent des preuves légerement différentes. Nous les prouvons donc
séparément, selon les cas, dans les deux premieres sections.

L’effet tunnel se caractérise de la maniére suivante (voir également [HS84],[CDS83]).
Supposons, par exemple, que le potentiel est constitué de deux puits (voir [Har80]), l'un &
coté de 'autre et considérons les deux opérateurs de Schrédinger dont les potentiels n’ont
qu’un seul de ces deux puits. Si chacun de ces opérateurs possede une valeur propre, avec
un vecteur propre normalisé petit a I’endroit ot se fait le raccord, alors 'opérateur dont le
potentiel est constitué des deux puits posseéde deux valeurs propres proches. Par ailleurs,
les vecteurs propres associés a ces deux valeurs propres sont proches des superpositions
(somme et différence) des vecteurs propres avec un seul puits. Ainsi, pour deux vecteurs
propres normalisés, associés a deux valeurs propres proches d’'un méme opérateur, nous
avons deux alternatives. Dans la premieére alternative, les vecteurs propres ont un lieu com-
mun ou mettre de la masse, quel cas ces vecteurs propres sont construits par ’effet tunnel
expliqué précédemment. Il est donc possible de reconstruire les vecteurs propres, associés
a deux opérateurs définis sur deux cubes distants I'un de l'autre, a I'origine de cet effet
tunnel. Dans la deuxiéme alternative, les vecteurs propres ont les essentiels de leurs masses
éloignés 'un de I'autre. Dans ce cas, ils ne viennent pas de l'effet tunnel. En revanche,
dans ce cas, il est facile de "tronquer" une combinaison linéaire de ces vecteur propres et
d’obtenir des vecteurs propres associés a des valeurs propres proches d’opérateurs définis
sur des cubes distants.

Nous montrerons dans la derniére section que les estimations de Wegner, ’hypothese
de localisation et ces estimations d’effet tunnel inverse entrainent le Théoreme [2.2] grace a
I’hypothese d’indépendance a une distance. En effet, une fois les estimations d’effet tunnel
inverse obtenues, il "suffit" d’appliquer les estimations de Wegner a chacun des cubes
obtenus. Une démarche de ce genre pose toutefois quelques difficultés. Tout d’abord, les
cubes (A;); varient en fonction de ’aléa. Il est donc nécessaire de restreindre 'appartenance
des bords du cubes (qui sont des intervalles dans notre cas) a un réseau fixe du type nZ,
il sera aisé de fixer le bord d’'un des cubes égal a zéro et un des bords de I'autre cube
égal a L, grace aux conditions aux bords de Dirichlet. De plus, la taille n de la maille
du réseau ne doit pas étre trop petite, car il y a toujours i—; possibilités pour les bords
non fixes des cubes. Et méme si la taille de la maille ne dépend pas de L, ce nombre de
possibilité, associé aux estimations de Wegner, donnerait comme majoration a droite dans
les estimations de Minami le nombre C|I|2L?, car il y aurait alors un nombre proportionnel
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& L? de possibilités pour les bords des intervalles. Pour obtenir le résultat C(|I|L)'** avec
p > 1, il suffit alors d’utiliser ’hypothéese de localisation pour ramener I’étude sur notre

grand cube Az & Iétude de ( (

2
ﬁ)erﬁa) cubes de taille (log L) sur lesquels nous prouvons

les estimations de Minami.

2.1 Estimations d’effet tunnel inverse dans le cas continu

Soient L € R, ¢ : [0,L] — R une fonction bornée par une constante @ > 0 et p :
[0, L] — R une fonction continue par morceaux telle qu’il existe P > 1 vérifiant

1
B < inf |p| < sup|p| < P. (2.1.1)

Nous supposerons en plus qu’il existe § > 0 et une subdivision 0 = zg < 21 < 22 < -+ <
xn, = L vérifiant pour tout i € [0,n—1], xi41 —x; > d et p),, ,, 1) admet un prolongement
continu a [z;, x4+ 1]. En particulier, p est de signe fixe sur |z;, x4 1[. Nous utiliserons dans
cette section les résultats de 'annexe A.

Considérons le probléme de Sturm-Liouville aux valeurs propres sur [0, L], avec condi-
tions aux bords de Dirichlet (voir [Zet05] pour une étude plus générale de ce probleme) ,
défini par :

(Hu)(z) = —(pu') (z) + q(z)u(z) = Fu(z), u(0)=0=u(L). (2.1.2)
Le but de cette partie est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.6. Soit S > 0 et J C R un intervalle compact. Il existe eg > 0 et Ly > 0
(dépendant uniquement de ||q|loo, IPlloos [P oos J, 0 et S) tel que, pour L > Lo et
0 < eL* < g, pour E € J, si Uopérateur H, défini dans 1’équation , a deux
valeurs propres dans [E — e, E + €], il existe alors deuz sites x4 et x_ du réseau tronqué
e0Z N [0, L], satisfaisant S < x4 —x_ < 2S5, tels que, si H_, respectivement H,, est
Vopérateur défini comme la restriction de H a L?(0,x_) avec conditions auz bords de
Dirichlet, respectivement a L*(zy, L), alors H_ et Hy ont tous les deuzx une valeur propre
dans lintervalle [E — eL*/eq, E + eL* /o).

La preuve de ce résultat est tirée de [Klo14]. Remarquons que nous pouvons supposer
que 'intervalle d’énergie considéré est l'intervalle [—¢, €] (c’est-a-dire faire "E = 0"), quitte
a ajouter une constante au potentiel, et que les deux valeurs propres de I’hypothese sont 0 et
une autre qu’on appellera F vérifiant alors F < e. Les constantes qui apparaitrons dans la
preuve que nous donnerons dépendrons uniquement de ||¢|oo, |27} |lco €t ||P||oo- Ainsi, dans
le Théoreme les estimations dépendent de [|q|loo, |27 oo, |[Plloc €t J. Nous divisons
la preuve de ce résultat en deux parties. Ainsi, le Théoréme [2.0] sera une conséquence
de la Proposition et de la Proposition qui seront prouvées dans les sous-sections
correspondantes. Pour prouver ces propositions, nous utiliserons les définitions et résultats
suivants.

Prenons u une solution non nulle de . Définissons alors les variables de Priifer
(voir par exemple [Zet05, Chapitre 4]) par :

sin(fu ()} _ [ w(z)
ru(2) <cos(9u(x))> = (p(x)u’(x)) , ru(z) >0, Ou(x)€eR

Comme u n’est pas identiquement nulle, 7, ne s’annule jamais. Par ailleurs, nous pouvons
choisir la fonction 6,, de sorte qu’elle soit continue. Enfin, comme «(0) = 0 = u(L) nous
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pourrons supposer que 6,(0) =0 et 6,(L) = kr, ou k € Z. L’équation (2.1.2]) se réécrit en
fonction des variables de Priifer :

. _L— 71 x) — sin? X

Ouia) = o5 = (57 + @)~ ) sin*(0u(a) (213)
ru(®) = L r)— sin z)) cos T
D= (o 0le) = ) sin0,(a) cos(0,(0). (2.1

Prenons maintenant u et v deux fonctions propres normalisées du probleme de Sturm
Liouville associées a deux valeurs propres consécutives, par exemple 0 et E ; comme
nous ’avons écrit, quitte a ajouter une constante au potentiel ¢, nous pouvons nous rame-
ner a ce cas. Nous supposerons que 0 < F < 1. Le théoreme d’oscillation de Sturm nous
dit que, pour x € (0, L), 0, (x) < 0,(x) et que 0,(L) = 6, (L) + 7 (voir par exemple [Zet05),
Chapitre 4]). Définissons alors

50(z) = 0,(x) — Ou(z). (2.1.5)

Ainsi, comme u(0) = v(0) = 0, 60(0) = 0. Par ailleurs, 06(L) = 7 et §0(x) € [0,00) pour
z € (0, L). La fonction 66 satisfait 1'équation différentielle suivante :

(60)/(z) = (p(lx) + q(:L‘)) (sin2(0y (2)) — sin?(0u(2))] — E sin(6,(z))

1

= (() + q(m)) sin(66(x)) sin(26,(x) — 66(x)) — Esin’(0,(x)).
p(x

Nous utiliserons deux propriétés des variables de Priifer. La premiere dit que, sur un

intervalle ou sin(dy(x)) est proche de zéro, les fonctions r, et 7, sont essentiellement

colinéaires.

(2.1.6)

Lemme 2.7. Soit € > 0. Supposons que, pour x € [x_,x4], nous ayons |sin(00(zx))| < e.
Il existe alors A\ > 0 tel que, pour x € [x_,x1], nous avons

S— | ~—
>| =

@ rPerEL  To(®

oz < l@+P)=+EIL (2.1.7)

Démonstration. D’apres les équations (2.1.4) écrites pour u et v, nous avons

{log (:ﬁg)}/ = (p(lx) + q(aj)) sin(60(x)) cos(260,(x) — 60(x)) — E'sin(20,(z)) (2.1.8)

Or, par hypotheése, pour z € [x_,x1] nous savons que |sin(d0(x))| < e. Ainsi, I’équa-
tion (2.1.8) montre que pour x € [x_, x|, nous avons

!/
ry(x
boe (565
Tu(2)
Intégrons maintenant cette équation entre z et y tels que (z,y) € [z_, 24 ]?. Nous obtenons
alors

<(Q+ P)e+E.

o @+P)t Bl W) _ o) _ (Q+P)etBlw—a) o) (2.1.9)
ra(y) = ru(2) ru(y)
Ceci termine la preuve du Lemme O

La deuxiéme propriété nous dit que, lorsque sin(d6(x)) n’est pas trop petit, le Wrons-
kien de u et v, défini par w(u,v) := u(pv’) — (pu’)v, ne varie presque pas.
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Lemme 2.8. Soit ¢ > 0 tel que E < e < 1. Supposons que
— pour x € [x_, x|, nous avons sin(d0(x)) > € ;
— sin(06(zy)) = €.

Alors, pour x € [x_,xz4], nous avons w(v,u)(z) > 0 et

max |[1— w(v, u)(z) < E(a:_s_ —xz_) < g
r€lr_,z4] 1{11&}{ ]w(v ,u)(z) € €
rE|T—,T4

Démonstration. En exploitant les équations aux valeurs propres vérifiées par les fonctions
u et v (pour les valeurs propres 0 et FE), il est facile de calculer la dérivée du Wronskien.
Nous obtenons alors [w(v,u)]’ = Euv. Ainsi, pour (z,y) € [0, L]?, nous obtenons

w(v, u) ru(z)ry(x) sin(60(x)), (2.1.10)
w(v,u)(x) —w E/ Tu ()T (t) sin(6,(t)) sin(6,(t))dt. (2.1.11)

La positivité de w(v, u) est alors immédiate d’apres ’hypothese. Par ailleurs, toujours par
hypothese, nous pouvons réécrire I’équation (2.1.11)) :

w(v,u)(y) — w(v,u)(x) = f[cyw(v,u)(t)g(t)dt ol sup |g(t)| < 1.

te[z,y]
Ainsi, pour y tel que w(v,u)(y) = I[nax }w(v, u)(x), nous obtenons
TE|T—, T4
E v E
max w(v,u)(z) € J, max w(v,u)(z) €
r€[x_xy] x€lr_,x4]
Ceci achéve la preuve du Lemme [2.8] O

Nous donnons un autre résultat, qui montre que le produit r,r, varie peu sur les
intervalles ou sin(df(z)) n’est pas tres petit.

Lemme 2.9. Soit € > 0 tel que E < e < 1. Supposons que
— pour x € [x_,x], nous avons sin(d60(zx)) > € ;
— sin(06(zy)) = €.

Alors, pour tout a > 1,
= s0it ry(z)ry(z4) + ru(r_ )y (2-) < 2a L(E/¢€)?,

— soit . )
l+a = ry(zg)ry(zs) a

Démonstration. En tant que fonctions propres normalisées du probleme ([2.1.2)) associées
a des valeurs propres distinctes, u et v sont orthogonales dans L?([0, L]). Ainsi, nous avons

L L
/ r2 () sin? (B (2))dz = 1 — / r2(2) sin?(6, (2)) de, (2.1.12)
0 0
L
/O P ()10 () sin(0, () sin(6y () da: = 0. (2.1.13)

Comme w(v,u)(0) = w(v,u)(L) = 0, ’équation (2.1.11)) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz
impliquent donc que

0< Hl{g}i] ru(z)ry ()] sin(d6(z))| < E. (2.1.14)
x€|0,
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Comme pour tout z € [z_,z4] nous avons sin(df(z)) > &, nous obtenons donc

0< max ry(z)ry(z) < Efe. (2.1.15)

r€[r_ x4

Insérons cette équation dans 1’équation (2.1.11)), écrite pour (z,y) = (z—,x4). Comme
sin(06(z_)) = sin(d0(x4)) = €, nous obtenons enfin

[ru(z_)ry(z=) — ry(zs)ry(z4)] < L(E/5)2. (2.1.16)
Maintenant, prenons a > 1 et supposons que
max{r,(z_)ry(z_), ru(z)ry(z4)} > a L(E/e)?,

par exemple 7, (74 )ry(74) > a L(E/e)?. Nous divisons alors I’équation (2.1.16) par
Tu(T4)ry(24) est obtenons la deuxiéme alternative. Si la supposition est fausse, la premieére
alternative est vérifiée. Ceci termine la preuve du Lemme 2.9 O

Nous passons maintenant & la preuve du Théoréme[2.6] La démarche de celle-ci consiste
a trouver deux combinaisons linéaires indépendantes de u et v, notées w_ et w4, et deux
points z_ et x4, tels que w_ s’annule en x_ et w4 s’annule en x4, et tels que w_ (res-
pectivement w; ) met suffisamment de masse dans [0, x_] (respectivement dans [z, L]).
Nous trouverons ces combinaisons linéaires dans les deux cas suivants, que nous traiterons
dans 'ordre.

1. Si le produit r, 7, reste petit sur tout l'intervalle [0, L], que nous nommerons "cas
sans effet tunnel".

2. Si le produit 7, r, prend au moins une grande valeur sur l'intervalle [0, L], que nous
nommerons 'cas avec effet tunnel”.

Sans effet tunnel

Ce premier cas est le plus simple. Les fonctions propres étant normalisées, le fait que
T Ty Teste petit sur U'intégralité de 'intervalle [0, L] montre que ces fonctions propres ont
les essentiels de leurs masses respectives éloignés I'un de 'autre. Les combinaisons linéaires
recherchées seront alors faciles a exhiber car, a ’endroit ou se trouve I’essentiel de la masse
de u, se trouve aussi une partie suffisamment grande de la masse de u + Av. Ainsi, nous
prouvons la

Proposition 2.10. Soit S > 0. Il existe ng > 0 (dépendant uniquement de ||q||oo, [P 0o
et ||plloo) tel que, pour n € (0,m9) et L suffisamment grand (dépendant uniquement de n,
S, 1allsos 1P oo et |Plloc); siu et v sont des fonction propres de H associées aux valeurs
propres 0 et E avec EL < 771/4 et st

Vo € [0,L], ru(z)-ro(z) < % (2.1.17)
alors, il existe deur points T4 et x_ du réseau nZ tels que
|logn|/C < x_ <xy <L —|logn|/C e S<xi—x_ <28, (2.1.18)

et tels que, si H_, respectivement Hy, est l'opérateur défini comme la restriction de H a
L?(0,2_), respectivement a L?(x, L), avec conditions aux bords de Dirichlet, alors H_ et
H, ont tous les deuz une valeur propre dans Uintervalle [—ELn~*, ELy~"/4].
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Démonstration. Comme les fonctions propres u et v sont normalisées, d’apres , il
existe x,, et x, tels que ry(x,) > L1/2 et To(Ty) > L~Y/2 Ainsi, d’aprés I'équation ,
nous avons 7, (,) < nL=Y2 et ro(y) < nL~—Y/2. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que z,, < x,. D’apres I’équation , satisfaite par r,, nous avons | logn|/C <
Ty — 2y (C dépendant uniquement de ||q|loo, [P oo €t ||Plloo). Ainsi, comme la fonction
x — (ry/ry)(x) est continue, il existe z, < xg < z, tel que 7,(xg) = ry(x0). Définissons
alors x4 comme les points du réseau nZ les plus proches de x4 .5/2. 1l existe alors C' > 0
(dépendant uniquement de S, ||q|loo, [P oo €t [|p]loo) tel que

% < (rufre)(ze) <C et |logn|/C <inf(z, — x4, x_ — xy). (2.1.19)

Traitons alors le cas de lopérateur H_ sur Uintervalle [0,z_]. Le cas de 'opérateur H
sur [y, L] se traite maniére similaire. Supposons que |sin(6,(z_))| > /7 et définissons
A= UZ2) ot =y — \v. Par construction, w s’annule en 0 et en z_. Par ailleurs, nous

v(z_)
calculons

E
[H-w-|r2oz ) < EA< ——.

—n
Maintenant, nous savons que 7 (x,) > L~/2. Ainsi, d’apres 'équation (A.2.1)) du
Lemme [A71] pour 7 suffisamment petit nous avons

ol = | (ul@) = M@)o

xTr— xTr— 1
> 2 _ S IV0_pBAl s 1
_/0 u®(z)dx 2)\/0 ru(x)ry(x)de > L™ /C —n?/ "L > 50L

L’opérateur H_ étant auto-adjoint, la preuve de la Proposition est finie dans le cas
ot [sin(py(a_))| = /i

Supposons maintenant que |sin(g,(z_))| < ¥7. Alors, pour 7 suffisamment petit, le
point (2) du Lemme appliqué a 6, nous dit que, pour un certain xy € nZ tel que
v —2¥n < x9 < - — YN, nous avons |sin(f,(xo))| > /7. Nous pouvons maintenant
refaire les calculs précédents avec xg au lieu de x_.

Pour H, sur [z, L], il suffit de prendre w, = v — A~!u ol A est choisi comme précédem-
ment et d’étudier ||(Hy — E)w| 2z, 1
Ceci conclut la preuve de la Proposition

O]

I_g‘.’

Avec effet tunnel

Le but de cette partie est de prouver un résultat similaire a la Proposition [2.10] mais
quand il y a effet tunnel. Ainsi, nous prouvons dans cette partie la

Proposition 2.11. Soit S > 0. Il existe ng > 0 (dépendant uniquement de ||q||loo, ||[P™*|loo
et ||plloc) tel que, pour n € (0,m0) et L suffisamment grand (dépendant uniquement de n,
S, lglloo, 1P oo €t [|plloo)s siu et v sont des fonction propres de H associées auz valeurs
propres 0 et E avec EL < n* et si

Jxo € [0, L], ry(zo) - ry(xo) > %, (2.1.20)
alors, il existe deux points x4 et x_ du réseau nZ tels que
|log(EL?)|/C < 2_ <z, < L —|log(EL?)|/C et S<z,—xz_<2S,  (21.21)

et tels que, si H_, respectivement H,, est l'opérateur défini comme la restriction de H a
L?(0,z_) avec conditions aux bords de Dirichlet , respectivement a L*(zy, L), alors H_
et H, ont tous les deuzx une valeur propre dans Uintervalle [~ EL*n~*, EL*np=4].
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Esquissons rapidement le cheminement de la preuve. Ainsi, en supposant que u et v
mettent de la masse & un méme endroit, nous montrerons qu’il existe deux sites, ou u et v
mettent de la masse, et tels que les angles ¢,, et ¢, sont proches sur un des sites et presque
décalés de 7 sur Pautre site (ce qui est conforme a la description de deux vecteurs propres
construits par superposition via 'effet tunnel). A partir de 14, nous exhiberons un site ou
les vecteurs (u,u’) et (v,v’) sont orthogonaux, et mettent tous les deux de la masse. Les
points x_ et x; seront alors choisis proches de ce site, de maniere a vérifier la conclusion.

Démonstration. D’apres les équations (A.2.2)) appliquées a u et v, 'équation (2.1.20]) donne
I'existence d’une constante C' > 0 (dépendant uniquement de ||¢||oo, [P} |0o €t ||P]|oo) telle

que
n

Vo € [xo— 1,20+ 1] N[0, L] 7y(x)ry(z) > oL’ (2.1.22)
D’apres les équations (2.1.20]) et (2.1.14]), nous avons
Vo € [xg— 1,20+ 1] N[0, L], |sin(66(z))| < EL/n. (2.1.23)
Nous pouvons supposer, par exemple, que
Vo € [xg— 1,20 + 1] N[0, L], 60(x) € 2nZ + [-CEL/n,+CEL/n| (2.1.24)

le cas ou 66(x) € m(2Z + 1) + [-CEL/n,+CEL/n] se traitant de la méme maniere.
Comme les fonctions u et v sont de normes égales a un et orthogonales, nous prouvons le

Lemme 2.12. [l existe C > 0 (dépendant uniquement de ||q||oc) et z2 € [0, L] tel que,
pour x € [x2 — 1,22 + 1] N[0, L], nous avons
ro(2) o (2) > % et 60(x) € T(2Z + 1) + [~CEL? /n,+CEL? /). (2.1.25)

Remarque 2.13. Si 06(z) € 7(2Z + 1) + [-CEL/n,+CEL/n] sur [zg — 1,20 + 1] N
[0, L], dans I’équation ([2.1.24)), I'assertion 66(x) € 7(2Z + 1) + [~-CEL3/n,+CEL?/n) est
remplacée par 66(z) € 277 + +[-CEL?/n, +CEL3 /1.

Démonstration. D’apres les équations (2.1.22)) et (2.1.24)), nous avons

| / P (@)1 (@) sin? (B () ) dz
[Iofl,x0+1}ﬂ[0,L]

EL

ru ()1 (2) sin(0,(z)) sin(0y (z))dx| < -

(2.1.26)

*
[O,L]\[xofl,x(ri»l}

Ainsi, d’aprés les équations (A.2.3)) et (2.1.22)), comme EL* < 1y, il existe C' > 0 (dépen-
dant uniquement de |ql|so, [P ||oo €t ||plloc), tel que

/ (0)ro(@) sin(0u (@) sin(Bu(@))da < — L (1- €T
[0,L\[x0—1,z0+1] TulL) T\ ) ST OuL)) ST L) )AL = CL 12

(2.1.27)
<__
- 2CL
pour L suffisamment grand.
Or, nous calculons
. . n
/EE[O’L]\[%A@OH] Tu ()1 () sin(fy,(x)) sin(0y, (x))dz| < I3 (2.1.28)
ru(x)ro(z)<n/L?
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Ainsi
. . n c
Jrco ez el sinCau ) sinGntede < 32 (1-5)
ru(x)ry (z)>n/L3 (2129)
<1
- 3CL

D’apreés I'équation (2.1.14)), quand z € [0, L] est tel que 7 (z)r,(z) > n/L3, alors
|sin(660(x))| < EL3/n. Ainsi, comme EL* <, en utilisant la formule

sin(¢y) = sin(¢y, + d¢) = sin(py,) cos(dp) + cos(¢py) sin(de)
et I’équation ([2.1.29)), nous obtenons finalement :

. Cn?
(0, L)\ [zo—1,20+1] ru(2)ry () st(apu(x)) cos(60(x))dx < —3% (1 — LZ)
ru(@)ry (z)>n/L?

sin(60(z))<EL?/n (2.1.30)
<,
- 4L

L’équation ({A.2.2]) permet maintenant de conclure. Ceci prouve le Lemme O

D’apres les équations (2.1.24]) et (2.1.25]), nous avons [zg —1,z0+1]N[ra— 1,22+ 1] =
(). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que zg + 1 < xo — 1. D’apreés les
équations ([2.1.24]) et (2.1.27)), comme la fonction x — §6(z) € [0, 00) est continue, il existe
x1 € R tel que xg+1 < 21 < 29 — 1 et tel que |sin(df(x1))| = 1. Pour fixer les idées, nous
supposerons que sin(d6(z1)) = 1.

Définissons maintenant e = n/(CL?). Les équations (2.1.23) et (2.1.25) montrent qu’il
existe deux intervalles [zg, z{] et [z5, 23] tels que,

1. [zo — 1,20 + 1] N[0, L] C [, 2§] C [0,L];

2. [xa — 1,22 +1]N[0,L] C [zy,25] C [0,L];

3. pour tout z € [y, x| U x5, 23], nous avons |sin(60(x))| < e;
.| sin(60(zF))| = | sin(60(z3))| = e.
Comme 7 + 1 < 3 — 1, nous avons 0 < 2y < 2 < 25 < z3 < L. En outre, nous avons
également [z, o+ 1]U [12 — 1, 22] C [0, L]. De plus, il existe un intervalle [z}, ]] tel que

~ w1 € lar,at] C lag 5] € [0, L)

— pour tout z € [z7,z]], nous avons sin(66(z)) > ¢ et sin(d0(z})) = e.
Comme sin(d6(z1)) = 1, nous déduisons du Lemme I'existence d’'une constante C' > 0
(dépendant uniquement de S et ||qlso, [P oo €t ||Plloo), telle que

B

1
' ot = & 2.1.31
xe[ﬂﬁl—lggél_t,_zs] Sln( (I)) =0 ( )

Comme € < 1/C, pour L suffisamment grand, nous obtenons [x1 — 25, x1 +25] € [z], z]].
Le Lemme [A:2] nous dit maintenant que

C Hlog(EL?)| <zxf —xy et Clog(EL?)| < xf — 5. (2.1.32)

Appliquons maintenant le Lemme é [zy, 2] et & [z5, 25]. Pour L suffisamment grand,
I’équation (2.1.7) nous donne alors 'existence de Ag > 0 et de Ao > 0 tels que, pour
i € {0,2}, nous avons

Ai . m(m)) <ru(x)>
T+ Cno/L = = < [+ Cno/L] N 2.1.33
1+ Cno/L ™ elara?] (m(w) < xS BT Om/L] (2.1.33)
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Nous savons que les fonctions r, et r, sont bornées uniformément par une constante
(dépendant uniquement de ||¢||co; [P oo €t ||plloc)- Ainsi, les équations (2.1.32)), (2.1.25)
et (2.1.22) nous montrent que

n crL?
— < < —.
CL3 = >\07)‘2 = n

D’apres le Lemme appliqué a [z1,x]], nous avons

w(u,v)(z) =M <1+O <E:€L>) on M:= max w(u,v)(x). (2.1.34)

z€fz] x]]

Nous prouvons maintenant le

Lemme 2.14. [l existe g > 0 (dépendant uniquement de ||q||oo, [P |lco €t ||Plloo) tel que,
pour 1 € (0,m9), il existe (k_,ky) € N? tel que

1. %<x1—k,n<%and%<k+n—x1<%;

2. il existe Ay € R tel que, pour ® € {4, —}, nous avons
— soit u(ken) = Aev(ken) et
= [A= = Xo| = mom,
= [A4 + A2| = mom.
— soit v(ken) = Aeu(ken) et
= [A= = 1/Xo| = nom,
= [Ar + 1/ A2] = non.

Démonstration. Nous détaillons la preuve uniquement pour k_, celle pour k; étant la
méme, & quelques modifications prés. Le Lemme [A-3] nous assure Pexistence de 79 > 0
(dépendant uniquement de ||q||oo, [P ||oo €t [|P]loo) tel que, pour n € (0,10), les fonctions
| sin(6,(.))| et |sin(f,(.))| ne peuvent rester inférieures a n que sur des intervalles de lon-
gueurs inférieures a n/ng. Il existe donc 1y > 0 tel que, pour n € (0,19), il existe un entier
k tel que

§<x1—k‘n<% et, Vo € [(k — 1)n, (kK + 1)n], {

| sin(0u(2))| > n
|sin(0y ()] >0

(2.1.35)

Notons que pour tout x € [(k — 1)n, (k + 1)n] nous avons alors u(z)v(z) # 0 et que,
d’apres les équations (2.1.32)) et (2.1.35)), pour L suffisamment grand, nous avons kn €
[x1 — 28,21 +25] C 27, 2]

Quitte & échanger les roles de u et v et a échanger \g et 1/A\g nous pouvons supposer
que ry(kn) > ry(kn). Ceci nous donne en particulier 'existence d’une constante C' > 0
(dépendant uniquement de [|q||oo, [P |lco €t ||P]lso), telle que

vz e [(k—1)n, (k+ 1)), ru(z) > 7y (x)e . (2.1.36)

Si le premier point de 'assertion (2) du Lemme est vérifié pour k, il suffit de prendre
k_ = k. Supposons maintenant que ce premier point n’est pas vérifié. Par définition, nous
supposons donc que

A€ [Ao —mom, Ao + non s u(kn) = Av(kn). (2.1.37)

Remarquons que le Wronskien w(u,v) vérifie 'équation w(u,v)/p = v? - (u/v)’. Comme
p est continue par morceaux, quitte a réduire 79, nous pouvons supposer que p est de
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signe fixe sur [kn, kn — n] ou de signe fixe sur [kn, kn + n]. Sans perte de généralité, nous
supposons que p est positif sur [kn, kn + 1] et nous calculons donc (rappelons que w est
positif sur [z], z7])

u(kn—i—n)_u / (u,v)(kn + nt)
vikn+mn) o t k:n—H]t Yo2(kn + nt)
(u,v)(kn +nt)
= \+ 77/ 3
(kn + nt)v?(kn + nt)

Maintenant, nous calculons

b w(u, v)(kn +nt) 1
/0 p(kn +nt)v2(kn+nt)  — ”PHooCT%(k:n)/o w(u,v)(kn + nt)dt >
> M S 1 M
“IpllooCro(kn)ru(kn) ~ [|pllocC w(u,v)(kn)

M
1pllocCr3 (k)

1
> > 2no,
Cllplloo

ol nous avons utilisé successivement
— Le Lemme
— I’équation sur le wronskien w(u, v),
— notre hypothese r,,(kn) < r,(kn),
I’équation ,
éventuellement une réduction de la valeur 7y,
Nous obtenons ainsi

u(kn+mn) = A+ dNv(kn+mn) avec A+ 0\ — g > 0\ — |\ — Xo| > .
Il suffit maintenant de choisir k_ = k + 1. Ceci termine la preuve du Lemme O

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de la Proposition Nous donnons
les détails pour l'opérateur H_, la preuve pour H, restant la méme, si ce n’est le fait de
remplacer L par L3. Cette différence est due au résultat du Lemme

La preuve de la Proposition [2.10] se base sur les résultats du Lemme [2.14] ce dernier
proposant deux alternatives. Commengons par supposer que le Lemme nous dit que
la fonction v — A_v s’annule en x_ = k_7. La fonction w_ := v — A_v s’annule aux bords
de l'intervalle [0, z_]. Par ailleurs, nous calculons :

I(H- — E)w,HL2([o7gc_}) = EH“”LQ([O,x_]) < E.

Nous savons, par construction de [zy,zd], que 60 € 2nZ + [—En/L, En/L] sur [zy,zd].
Ainsi, d’apres le Lemme [2.7] -, comme |[A_ — \g| > non, 'équation ([2.1.33)) nous montre que,
pour tout = € [z, ] |, nous avons

w_(x) = ry(x)sin(fy(x)) — A_ry(z) sin(b,(z))
= [ru() = Ary(2)] sin(0,(2)) + O(EL/n)
= [Ao — A_Jo(@) + O(lv(x)|no/L) + O(n*/ L?).
Nous calculons maintenant

lu = Al 20 ) = m0(n — 1/ L) 0]l 12(jwo—1,20+1)) — C'0°/L® > Cronry (o) — C'n* /L
> Cnon” L~ = C'° L™ > Cnon L™ /2
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quitte a réduire encore 7y, pour L assez grand. Nous avons donc montré que H_ a une
valeur propre & une distance au plus égale & 2EL/(Cnon?) de E.

La deuxieme alternative du Lemme nous dit que la fonction v — A_u s’annule en
x_ = k_n. Dans ce cas, la preuve est la méme, en calculant ||[H_ (v — A_u)||z2(jo4_})- Ceci
conclut la preuve de la Proposition [2.11

Preuve du Théoréme [2.6]

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du Théoréme [2.6] Prenons 7 suffisam-
ment petit de sorte que la Propositions [2.11] et la Proposition [2.10] soient toutes les deux
vérifiées. Les deux alternatives se completent pour prouver le Théoréme [2.6

2.2 Estimations d’effet tunnel inverse dans le cas discret
Dans cette section nous étudierons 1’équation

Hu = byp1u(n 4 1) + byu(n — 1) + apu(n) = Bu(n)

u(0) = 0,u(L+1) = (2.2.1)

Rappelons que la suite b,, vérifie ’hypothese :
1
Vn € N, i < |bn] < M. (2.2.2)

Comme dans la section précédente, les estimations d’effet tunnel inverse sont données par
le théoreme

€ .

F; sutr (I[Efe,E+e} (H)) >
2, alors il existe x_ et x4 dans [1,L] tel que x4 —x_ > S et tel que

Théoréme 2.15. Soit S > 0. Il existe g tel que pour tout € <

tr(I[Eeg;*,megﬂ (H(A[[Lx]])> >1 et tr(z{EeLgl ,E%%} (H(AH%L])> > 1.

€

Nous reprenons ici la preuve donnée dans [Shil3|, dont le cheminement suit celui de
la preuve donnée dans la section précédente. Prenons E € sp(H) et u un vecteur propre

u(n —1)

Un) = ru(n) (Sm(%(”))) . (2.2.3)

normalisé. Pour tout n € [[1, L] définissons U(n) := ( ) et les variables de Priifer

ry and ¢, par :

cos(¢u(n))

Dans cette partie également nous utiliserons des résultats sur les variables de Prifer,
ils sont pour l'essentiel prouvés dans I’Annexe B. Nous suivons la preuve de la section
précédente et divisons la preuve en deux parties. Nous traiterons en premier le cas sans
effet tunnel, qui est plus facile.

2.2.1 Sans effet tunnel

Comme annoncé, nous prouvons d’abord le :
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Proposition 2.16. Soit S > 0. I existe ng > 0 tel que pour tout n € (0,m9) et tout
4
E < st tr (1[,E,E](sp(H(AL))> > 2 et si pour tout n € A, ry(n)ry(n) < % ol u et

n
LY’

v sont des vecteurs propres normalisés associés a deux énergies consécutives, il existe x_

et x4 dans Ap, tels que x4 —x_ > S et tels que

tr (1 pra gy pram (H([L2-1))) > 1,
tr (1[—EL4/774,EL4/774](H([[QU—HL]]))) > 1.

1
Démonstration. Comme u et v sont normalisés, il existe z,, et x, tels que r,(z,) > ﬁ
et my(xy) > . Ainsi, ry(z,) < et ru(zy) < 1 Sans perte de généralité, nous

VL VL ~ VL

T 1

pouvons SUpposer que T, < I,. Soit f la suite f = —. Alors f(x,) > — et f(z,) < 7.
Ty

D’apres le Lemme il existe C' > 0 (dépendant uniquement de ||a||~) tel que

1 1
< M <C.
c f(n)
D fai < L L il exi 1 !
e ce fait, pour n < o5z < o2 Dous savons qu'i existe n € [xy, ] tel que ﬁ <

f(n) < V/C, de sorte que min{n — x,,, z, —n} > {%J + 2, ou |.] dénote la partie entieére.
S S

Prenons alors x_— = n — ({2J + 2) et xz_ = n+ ({2J + 2). Nous vérifions bien que

Ty —x_ > 5+ 2et que

1
c3t?’

c2t2|

(), )} © [

D’apres le Lemme nous pouvons supposer que |sin(¢,(z_))| > n'/*, sinon nous

u(w_
et w = u — M. Nous vérifions A < ——,
v(z_) nl/4

w(0) = w(z-) =0et || (Hu([1,2-]) — E) wll2(n»_1) < E. Par ailleurs, nous calculons

changeons z_ en x_ — 1. Soit A =

3/4 1
2 2 Ui 2 n
lwllizqe_py 2 lullzqe_g =207 2 rulze)” = K7 2 o7,

pour 7 suffisamment petit. Ainsi, H([0,2z_]) — E a une valeur propre dans Ev2L(—1,1),
ce qui termine la preuve pour xz_. La preuve pour x4 est similaire : il suffit d’estimer
|Hy([x+, L])w| au lieu de || (Hy([1,2_]) — E) w]|. Ceci termine la preuve de la Proposi-
tion [2.16) O
2.2.2 Avec effet tunnel

Nous prouvons maintenant un lemme qui sera utilisé dans la seconde partie de la preuve
du Théoréme Il s’agit de I'analogue discret de ’équation (2.1.14)).

Lemme 2.17. Pour tout n € {0,...,L},
|ru(n)ry(n) sin(dp(n))| < ME, (2.2.4)

ou M est défini dans ’équation (2.2.2)).
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Démonstration. Soit W(n) = b(n)[u(n)v(n — 1) — u(n — 1)v(n)] le "wronskien" de u and
v. Nous calculons,

Wn+1)

b(n)ru(n)ry(n Sm(5¢( )

b(n+1) [ u(n + 1)v(n) —u(n)v(n + 1)]
v(n)(— = b(n)u(n —1))

—u(n )( wnv( )+ Ev(n) — b(n)v(n — 1))
W(n) — Ev(n)u(n)

Par définition, nous savons que W (1) = 0 et que u et v ont leurs normes égales a un, donc
pour tout n € [0, L]

n

B> u(n

=0

<E\JZu2 \lin(n)<E
=0

1
Comme |b,| > U la preuve du Lemme [2.17] est complete. ]

La deuxiéme partie de la preuve du Théoreme [2.15] est le résultat suivant :
Proposition 2.18. Soit S > 0. Il exziste ny > 0 tel que pour tout n € (0,1m9) et tout

i
E < L4’ sitr (1[_E7E](H)> > 2 et si il existe xg € [0, L] tel que ry(zo)ry(x0) > % ot

u et v sont des vecteurs propres normalisés associé a deux énergies consécutives, il existe
x_ et x4 dans Ap tels que x4 —x_ > S et tels que

tr (1[—EL4/774,EL4/774](H([[x-i-vLH))) >1

Démonstration. D’aprés les Lemme [B.1] et [B.2] nous pouvons supposer que

1 EL
| sin( ¢y, (z0))] > Yok Du Lemme [2.17| nous déduisons que |sin(d¢(xg))| < —. Maintenant

L EL
traitons le cas ou d¢(xg) € [0, 2}, le cas dp(xzg) € [7‘1‘ 5 7T:| se traitant de la méme
n

maniére. Pour prouver la Proposition [2.1§ nous utilisons le lemme suivant.

EL3
Lemme 2.19. [l existe x5 € {1,..., L} tel que d¢(x2) € |jT — 2,%].
n

Démonstration. Comme les vecteurs u et v sont orthogonaux, nous avons

Zm n) sin(¢(n)) sin(¢y(n)) = 0.

Comme | sin(¢y (o)) — sin(¢y(zo))| < d¢(xp), nous obtenons donc

EL

ru(0)ry (o) sin(u(x0)) + Y ru(n)ry(n) sin(du(n)) sin(¢y(n))| < C o

n#xg

Ainsi comme EL* < n*, pour L suffisamment grand nous obtenons

> ruln)r(n) sin(éu(n)) sin(éu(n)) < — 57 (1 - CL”) < 301

n#xg
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Maintenant, nous avons

> ru(n)ry(n) sin(gu(n)) sin(gy (n))

n#xo,ru(n)ro(n)<n/L?

Donc

. . n
Sl msin(un)sint,(m) <~ (1- 1)

n#xo,ru(n)ro(n)2n/L?

Par ailleurs sin(¢,) = sin(¢y + d¢) = sin(¢,,) cos(d¢) + cos(¢y,) sin(d¢) donc comme
4
|Tury sin(dg)| < ME <

pour L suffisamment grand nous avons

I
3 ru(n)ro(n) sin®(60,(n)) cos(36,(n) < — 7. (2.2.5)
n#z1,mu(n)ry (n)>n/L3
Ainsi, il existe xo # xg tel que ry(x2)ry(z2) > 13 et cos(d¢p(x2)) < 0. Donc |sin(d¢p(x2))| <
L3 Brd | ..
ME? et dp(xg) € |m — MT, 7 |. Ceci termine la preuve du Lemme [2.19 O

Reprenons la preuve de la Proposition 11 existe donc zp et xo tels que dp(zg) €

FEL EL?
{0, ] et dp(xz2) € [w— ——,m|. Ainsi, d’aprés le Lemme et le Lemme [B.3] il
n n

existe ¢g > 0 tel que, pour L suffisamment grand, il existe z; € {1,... , L} satisfaisant

S
do(x1) € €0, ™ — €0]. Aussi, si nous choisissons z_ = x1 — {QJ —letoy =21+ {QJ +1,

alors il existe C' > 0 (dépendant uniquement de S) tel que

€0 €0
v S 0 —,m——=1. 2.2.6
ne lom.aul o) € | Bm - ] (226)
Nous allons maintenant montrer que H, := H,({0,...,z_}) a une valeur propre dans

Vintervalle [~ EL*/n* EL*/n*). L'opérateur H} correspondant se traite de la méme ma-
niere.

Tout d’abord, supposons qu’il existe n € {z_,z_+1} tel que u(n) = 0 ouv(n) = 0. Par
exemple, supposons que u(z_) = 0. Comme o < x_ et comme u?(zq) + u?(zo — 1) # 0,
u est un vecteur propre de H_ . Si v(x_) = 0, alors v est vecteur propre de H .

Maintenant supposons qu’aucun des éléments {u(z_), u(x_+1),v(x_),v(x_+1)} n’est
égal & zéro. Nous pouvons sans perte de généralité supposer que r,(z_) > r,(z_), quitte
a permuter u et v. Nous calculons alors

we 1) _w@)|_ Wt
v +1)  v(zo) la(z— + Dv(x— + Dv(x_)|
Wi +1)
~lale— + Dlro(z— + )ro(z-)
Wiz +1)
~ lale— + Dlro(z— + Dru(z-)
§ Wiz +1)
~ a(z— + 1)|Cry(z— 4+ 1)ry(z— + 1)

[sin(@o(e—+1))| _ 1
> > — >
> c = 2n0
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pour 7y suffisamment petit. Nous pouvons donc supposer que U= _ ru(2o > o,
v(z_ rv(x0)
quitte & remplacer x_ par x_ + 1.
Soit A_ = wz-) et w=wu— A_v, alors w(0) = w(z_) =0et
v(z_)
[(Hy — E)w)leqey = Bwlleqpa._py < E (2.2.7)

2
Par ailleurs, nous savons que 7,(xg) > % donc nous pouvons supposer que v(zg)? > U

Encore une fois, si ce n’est pas le cas, nous remplagons zy par zg — 1. Nous calculons
w(wo) = ru(l'O) Sin(¢u($0)> — Ay (.%‘0) Sin((bv (1'0))
= [ru(wo) — A—r(w0)] sin(u(20)) + ru(20)[sin(Pu(z0)) — sin(¢w(z0))]
= [2420) 3 o)+ rafao) in(utn) — sin(@(eo))]

ry(20)

Or, comme u est de norme égale a un, nous avons

L. 7”u(‘TO) < \/5

2. |sin(@u(an)) — sin(6(r0)| < d6(a0) < 25 <
s -8 — < =
in(¢y(zo in(¢y(z0))| < xO_Cn_L?’
3
donc [[wl[z e = [w(zo)| = :}%72 - % > % pour % suffisamment petit. Ainsi,

comme H_ est auto-adjoint, celui-ci a bien une valeur propre a une distance de E au plus
EL

égale & — . Ceci termine la preuve de la Proposition |2.18 O
Ton

Comme dans la section précédente, le Théoreme [2.15| est maintenant une conséquence
des Propositions 2.16] et [2.18] en prenant € suffisamment petit.

2.3 Preuve des estimations de Minami

Nous suivons dans cette section la preuve donnée dans [Klo14l, Section 3], qui consiste
a utiliser le Théoreme [2.15] pour montrer les estimations de Minami. Plus précisément,
nous allons prouver les théorémes suivants, le Théoréme [2.2] en découlant immédiatement.

Théoréme 2.20. Soit J un compact de T la région de localisation. Alors, pour tout p > 0,
n>1,8> max(l+4s,p) et m’' >m (m et s sont définis dans (W)), il existe Ly g v , >0
et C =Cyp, >0 tel que, pour tout E € J, L > Ly g, etec (0,1), nous avons

D P(tr[1p_e p+q (Ho(AL))] > k) < C[(68Ll6 +eTeI/B) 2Oy L_p}

k>2
ou | := (log L)".
Théoréeme 2.21. Soit J un compact de T la région de localisation. Alors, pour tout o €
(0,1), v € (0,0), B > 1+4s+p et m' > m (m et s sont définis dans (W)), il existe

Logyp>0etC=Cqypy >0 tel que, pour tout E € J, L > Logy, etec (0,1), nous
avons

ZP(tT[I[E—e,E‘—l-e](Hw(AL))] > ki) < C[(ESLZB + efsl/S)QeCeSle’ + G,Lu}’
k>2

oul := L%,
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Les Théorémes et sont des conséquences des Théorémes et Par
exemple, le Théoréme [2.3| est une conséquence du Théoréme en prenant v € (&, a).

En effet, ce choix implique que € > L™ > ™ et que € > e7!".

Le reste de la section sera dédié a la preuve du Théoréme [2.20] nous expliquerons
tres rapidement les outils a utiliser pour prouver le Théoréme Nous faisons cette
preuve dans le cas continu, la preuve pour le cas discret étant la méme, aux modifications
évidentes dus au modele prés. Nous utiliserons le lemme suivant

Lemme 2.22. Soient J un intervalle compact et E € J. Il existe C > 0 (dépendant
uniquement de J, inf p et ||q||c dans le cas continu, C = 3 convient dans le cas discret),
tel que, pour tout € € (0,1), nous avons

i1 g (Ho(AL))] < CL. (2.3.1)

Démonstration. Le résultat est évident dans le cas discret car la matrice H,(Ag) est de
taille 2L + 1. Montrons le maintenant dans le cas continu.

Comme H,(Ap)u = —(p,u') +quu et que g, est bornée, il suffit de vérifier 'estimation
pour lopérateur HO(Ap)u = —(p,u’)’. Or, comme p,, > inf p > 0, nous avons, au sens des
formes quadratiques, I'inégalité

H2(AL) > —infp- Ay, .

L’équation (2.3.1) est clairement vérifiée pour —A|,,, c’est donc également le cas de
HY(Ap) et donc de H,,(AL). O

Nous prouvons maintenant le Théoreme Tout d’abord, I’hypothese de localisation
implique que les valeurs propres de H,(A) sont proches des valeurs propres de ce méme
opérateur, restreint a des intervalles de plus petite taille. Nous rappelons que Uy, est
I'ensemble des w tel que la conclusion de (Loc)(I) est satisfaite.

Lemme 2.23. Pour tout 0 < p < 0 et & < & < 1, il existe Ly¢e > 0 tel que pour

1
l=(ogL)¥, L > Lyee,w €Uy, ety e A, si H,(AL) posséde k valeur propre dans
[E — €, E + €| avec centres de localisation dans A (), alors Hy,(Azi (7)) posséde k valeurs
3 2

€ _i€
propres dans [E — e — e B8 E+ete! /8].
Démonstration. Commengons par prendre ¢ un vecteur propre associé a une valeur propre

F dans [E —¢€, E + €] et supposons que son centre de localisation soit dans A4 (). Choisis-
3

sons x une fonction infiniment dérivable, a dérivées premiere et seconde bornées par un,
et vérifiant 'inégalité

1p <x <1,

101 (7)

3 ()
9 2

D’apres la définition du centre de localisation, nous avons

H,, (Au (7)) x¢ — Exé = (0(x@)") — Exd = (0x'¢ +px¢)' — Ex¢
=X"(p9) + X'(p8)" + X' (p¢') + x(p¢)' — Exo
=X"(p¢) + X'lp¢' + (p9)]
Or, X' et donc x” ont leurs supports dans I'(y) := A%(fy) - AITOZ(’Y). Ainsi, d’apres la

premiere inégalité du Lemme comme p et p’ sont bornées, nous avons pour L suffi-
samment grand,

HHw (A%z(v)) X¢ — Exqu < Clglr2rey) < Cel U0 < o1/ (2.3.2)
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Par ailleurs, si (¢;)jeq1,x] désignent les k valeurs propres de H,(Ar) de I'énoncé, il est aisé
d’estimer la matrice de Gram

_ 2 —15/8
(x5 x93 ez = (832900 gy e + O (k e )
—Idy + O (L%—l%)
car k < CL d’apres le Lemme Ceci termine la preuve du Lemme [2.23 O

Définissons alors les ensembles QP et Q9 := U, L QP par

il existe deux centres de localisation de vecteurs propres
Qb =Jwely L associés & des valeurs propres dans [E — €, F + €]

qui sont a distance au plus égale a 4/ 'un de 'autre

Quand w € 9, le Lemme donne 'existence d’opérateurs (H,, (A ] (7)), définis sur
des cubes plus petits, indépendants les uns des autres , dont les valeurs propres sont
exponentiellement proches des valeurs propres de 'opérateur défini sur le grand cube.
Aussi, nous obtenons le lemme suivant :

Lemme 2.24. Soient 0 < p et 0 < & < & < 1. Il existe Lpee > 0 tel que, pour
1
l=(ogL)¢, L> Lyc¢ et k> 2, nous avons

L
]P)({w < Qb;tT[I[E—E,E-&-E}(Hw(AL))] > k}) S 7P2,9l,l(6) + e—slf/g

et pour k < [L/(4l)] + 1,

P({w € Q9 tr{1p_ pig(Ho(AL))] > k}) < (%m]) (Pystjoarss(e) + /)" (2.3.3)

ot nous avons défini

Prp(e) = sup  P(tr{1jp_c prq(Ho(Ai(7)))] > ).
~el'ZN[0, L]

Démonstration. Prenons k un entier au moins égal a deux. Nous commencons par analyser
P ({w € leéu; tr[1{p_c p1e (Hu(AL))] > k:}) Comme,

P ({we Qe trllpcmpq(Ho(hr))] > k})
<P({we e il cpra(Ha(AL)] > 2}).

il suffit d’étudier le cas k = 2.
Par définition de QP et d’apreés le Lemme nous avons

P ({we @ tllp_cprq(Ho(Ar)] > 2})
<P({IyelZn0.Lk wlly e pyepo s (HolAa(n)] > 2})

< Z P ({tr[l[E_e_efl5/8,E+g+e*lf/8] (Hw(AQI ('7)))] = 2})
~EIZN[0,L]

L e L T
< 7]}”2,91,1 (6 +e! /8> < 7]}”2,95,1 (€) +est/9,
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pour L suffisamment grand, car [ = (log L)l/ ¢ et & > ¢, La derniére inégalité est prouvée
en utilisant les estimations de Wegner (W). Ceci prouve la premieére inégalité du lemme.

Passons maintenant & I’analyse de P ({w € Q‘g,’g,,; tr[1{p—c, pie) (Hw(AL))] > k}) Pour
cela, nous prenons un recouvrement du cube Ay, par des cubes (Ag/3(7))~er. Plus préci-
sément, Ay, = UyerAy 3(7y) de sorte que [3L/(4l)] < #TI' < [L/I]. Supposons maintenant
que w € Q9 vérifie tr[1{p_. pie(Hw(AL))] > k. Les centres de localisation de n’importe
quelle paire de vecteurs propres sont éloignés d’au moins 41. Ainsi, d’apres le Lemme [2.23
il existe k points (7;)1<;j<k dans I tels que

— pour tout 1 < j <k, Hy(Asp/2(7;)) posséde une valeur propre et une seule dans

{E —e—e B Ete+ e*%/g} ;

— pour tout 1 < j < j" <k, dist(Agg2(75), Agesa(vjr)) > 1/2.
Ainsi, d’apres (IAD), pour [/ suffisamment grand, les opérateurs (Hy,(Asg/2(7;)))1<j<k sont
indépendants. Nous obtenons donc I’estimation suivante :

P ({w € Qg/,i”; tr[lip—c pg(Hu(AL))] > k}) < (if) (P1,3€/2,4€/3(6) + efsl§/8>k,

en utilisant de nouveau (W) dans la derniere inégalité. Comme [3L/(41)] < #I' < [L//] et
comme k < [L/(4l)], nous avons terminé la preuve de la deuxiéme inégalité et donc celle
du Lemme [2.24] O

Ce résultat implique le lemme suivant

Lemme 2.25. Soit J un compact de L, la région de localisation. Alors, pour tout p > 0,
£e€(0,1) et & €(0,¢), il existe C = Cegr >0 et Legr > 0 tels que, pour E € J,L > L¢ ¢
et e € (0,1), nous avons

L2
S P(tr{1p_c prg(Ho(AL)] = k) < L7P + TP2,91,1(€)
k>2

L\? 2
+ (l) (P1,3l/2,4l/3(€)+€_Sl£/8) eMFrazayald/t (2.3 4)
ot | = (log L)€',

Démonstration. D’aprés le Lemme notamment 1’équation (2.3.1)), si Z/IXL est l'en-
semble des configurations donné par (Loc)(I) avec ¢ := p + 1, nous obtenons pour L
suffisamment grand,

S P({w g Ul s tllpc prg(Ho(Ar))] > k}) < CLL™9 < L7P. (2.3.5)
k>2

Analysons maintenant P({w € L{XL; tr[1g_c preq(Hu(AL))] > k}) Sommons les équations
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données par le Lemme [2.24] pour & > 2. Nous obtenons alors, pour un certain C > 0,

1
&2 P(welf il cpig(Ho(Ar)) 2 k)
k>2

L\? —s 2 —s
< (l) <P1,31/2,4l/3(€)+6 l€/8> (1+]P’1,3e/2,4e/3(6)+6 lé/g)

L2
+ 6_565/9 + 7P2’94’g (6)

l
2 2
sc((L) (Prseraaessle) + e~ 18)° el Prasannte

L/t

gt L?
+e 5t /9+7P2,9M (e))-

Nous avons utilisé 'inégalité suivante : pour tout (z,y) € (RT)2 et m < n des entiers

naturels,
Z (Z) k< (;) 2" (x+y)" M (2.3.6)

k=m

O]

Nous appliquons maintenant le Théoréeme pour évaluer le terme Pgg;(€) et les
estimations de Wegner pour évaluer le terme I 3;/5 41/3(€). Le Théoréme est alors
une conséquence du Théoréme Quant au Théoréme il est conséquence du méme
raisonnement qu’au dessus et du lemme suivant, qui se prouve comme le Lemme [2.23] en
utilisant (Loc)(II) au lieu de (Loc)(I) :

Lemme 2.26. Soit J un compact de Z, la région de localisation. Pour tout a € (0,1),
£€(0,1) etv e (0,af), il existe Ly, ¢o > 0 tel que pourl = L%, L > Loger,w € Vy, ety €
Ar, si H,(AL) posséde k valeurs propres dans [E—e€, E+¢€|] C J avec centres de localisation
dans A%z (7), alors HW(A%Z (7)) posséde k valeurs propres dans [E—e—e_lg/g7 E—I—e-l-e_lg/g].






Chapitre 3

Estimations de décorrélation pour
des valeurs propres éloignées

Dans ce chapitre, nous allons établir les estimations de décorrélation pour des valeurs
propres éloignées d’opérateurs de Schrodinger aléatoires. Rappelons que le chapitre pré-
cédent, dédié aux estimations de Minami, traitait le cas de valeurs propres proches. La
preuve consiste a montrer que pour tout couple de valeurs propres, il existe un couple de
variables aléatoires tel que, conditionné aux autres variables aléatoires, le couple de valeurs
propres est I'image d’un difféomorphisme local (dont le Jacobien est contrdlé) du couple
de variables aléatoires. Dans cette optique, nous étudierons les gradients de ces valeurs
propres et nous serons amené a étudier la condition de colinéarité de ces gradients. En
particulier, nous montrerons que la probabilité que deux gradients soit presque colinéaires
est faible. Ainsi, avec grande probabilité, les paires de valeurs propres se déplaceront en
fonction de deux variables aléatoires indépendantes. Les estimations de Minami permet-
tront d’estimer la taille de cylindre, dans ’espace des variables, sur lesquels ces valeurs
propres s’éloignent des valeurs prises aux points proches du centre du cylindre. Les gra-
dients des valeurs propres dépendent évidemment du modele considéré; la preuve sera
donc faite séparément pour chacun des modeles présentés dans le premier chapitre.

Nous découpons ce chapitre en six sections. Nous montrerons d’abord des estimations
de décorrélation générales dont les estimations pour chaque modele découleront, a 'ex-
ception du modele des sauts, qui nécessite une adaptation. En particulier, les estimations
de décorrélation pour les graphes quantiques unidimensionnels seront des applications di-
rectes des résultats de cette premiere partie. Dans la seconde section, nous établirons
les estimations de décorrélation pour le modeles des sauts. Les trois sections suivantes
seront respectivement dédiées aux preuves des estimations de décorrélation pour les mo-
deles discrets de type alliage avec potentiel de simple-site exponentiellement décroissant,
les modeles continus et les modeles de type multimere. La preuve de ces estimations pour
les modeles discrets de type alliage avec potentiel de simple & support compact ne sera pas
donnée car elle est la méme que celle donnée pour les modeles continus, aux détails pres
dus a la structure discréte et en utilisant les résultats de I’Annexe B au lieu des résultats de
I’Annexe A. Enfin, dans une derniere section, nous faisons un calcul des dérivées premieres
et secondes des valeurs propres, valable pour tous les modeles considérés et utilisé dans
chacune des preuves. Les preuves de ces résultats sont extraites de [Klol1l [Shil3l [Shil4].
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3.1 Estimations de décorrélation générales

Dans cette section, nous allons établir des estimations de décorrélation des valeurs
propres éloignées dont découleront les estimations de décorrélation pour les opérateurs de
Schrédinger discrets, a ’exception du modele des sauts, mais également pour les graphes
quantiques unidimensionnels. Nous construisons donc un cadre général, qui englobe ces
différents cas. Notons toutefois que ce cheminement de la preuve sera aussi largement
utilisé pour les modeéles continus. Tous ces modeles peuvent étre vus comme des fonctions
des variables aléatoires (wy, ), ou des variables aléatoires (by,), pour le modele des sauts.
L’étude que nous faisons se base sur la dépendance des modeles en ces variables aléatoires.
Nous utiliserons les définitions et notations suivantes, permettant de couvrir plusieurs cas.

Prenons deux fonctions A : R — R et u: R — R. Pour tout E € R, notons Ag = A\(E)
et up = p(E), puis définissons o := {F € R,Ag # 0}. Pour tout E # E’, définissons
d:=Ap+Ag, e:=Ag — Agr et ¢c:= ug — ppr. Enfin, pour E € o, définissons le potentiel

dépendant de Iénergie V,,(E) := —(V,, — ug). Le potentiel V,, peut étre de type alliage

ou prendre des valeurs indépendar)l\t%s identiquement distribuées. Dans les estimations de
Wegner (W) nous supposerons que nous avons s = 1, pour simplifier la démonstration. Les
résultats de cette section nécessiteront I’hypothése suivante : (E, E') € o2 doivent vérifier
qu’au moins deux nombres parmi d, e et ¢ sont non nuls. Remarquons que si A\g = 1
et up = F nous avons 0 = R et V,(FE) = V, — E. Dans ce cas, nous avons toujours
d=2,e=0et c#0.

Dans la preuve, la suite b(n) := (b,(n)) est supposée déterministe de sorte que I'opé-
rateur Ay Pest également. Le résultat quand la suite (b, (n)), est indépendante de la suite
(wn)n en découle immédiatement. Le cheminement de la preuve des estimations de décor-
rélation est tiré de [Kloll]. Nous utiliserons les estimations de Minami prouvées dans le
chapitre précédent, notamment le Théoreme Dans le cas ou les variables aléatoires
(Vs(n))n sont indépendantes (c’est le cas du modele d’Anderson étudié dans [Klo11]) nous
pouvons & la place utiliser les estimations de Minami suivantes ([CGK09]) qui sont plus
précises que celles prouvées dans le chapitre précédant.

Théoréme 3.1 (M). Soit K un compact de R. Pour tout E € o, il existe C > 0 tel que
pour tous I C J C K, nous avons

E(tr1p(—Ap + Vo (E))a, (tr1;(=2p + Vo (E))a, — 1)) < C|I||J||A] (3.1.1)

La constante C' := Cg dépend de A\g et pp et est uniforme sur tout intervalle compact
tel que |\g| est éloigné de zéro et up est borné.
Le but de cette section est de prouver le théoreme suivant.

Théoréme 3.2 (D). Soit 5 € (1/2,1). Pour tout o € (0,1) et tout (E,E') € o tels que
au moins deux nombres parmi d,e et ¢ sont non nuls, pour tout k > 0 il existe C > 0 tel
que pour L suffisamment grand et tout | vérifiant kL* <1 < L*/k, nous avons

P tri_p-1 1p-1)(—=Ap + Vu(E)) |y, # 0, e 12 LogL)?
tTI[,L—17+L—1](—Ab—|—Vw(E,))‘Al #0/) LA/3

En particulier, le Théoréme [3.2| prouve les estimations de décorrélation pour le modele
de type alliage. Il suffit de choisir A\g = 1 et ug = E de sorte que —Ay + V,(E) =
—Ap+V,—FE. Nous supposerons a un moment dans cette preuve que les variables aléatoires
sont i.i.d, il s’agit juste de montrer que dans ce cas, la preuve se conclut rapidement. Tous
les autres résultats seront, soit valables dans tous les cas, soit prouvés dans une partie
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dédiée. Ainsi, dans la présente partie, le Théoréme ne sera prouvé entiérement que
pour des variables i.i.d. Nous montrerons, par exemple, dans la troisiéme section, comment
modifier la preuve pour obtenir les estimations pour le modele de type alliage.

D’apres les estimations de Minami données dans le Corollaire (ou bien (M) ci
dessus dans la cas de variables i.i.d), comme (log L)¢ < e(log L)ﬁ, le Théoréme est une
conséquence immédiate du théoréme suivant, qu’il reste a prouver.

Théoréme 3.3. Soit 3 € (1/2,1). Pour tout o € (0,1) et tout (E,E') € o2 tels que au
moins deur nombres parmi d,e et ¢ sont non nuls, pour tout k > 0 il existe C' > 0 tel que
pour L suffisamment grand et tout | vérifiant kL* <1 < L*/k, nous avons

_ (= _ 5
Py:=DP trl[_L Lt 1]( Ap + V“’(El))‘/\l 1, <C ZT e(logL)ﬁ'
trl[_Lfl,_FLfl}(—Ab—&—Vw(E ))‘Az -1 TA/3

Maintenant, nous allons utiliser (Loc)(I) et montrer que le Théoreme [3.3[se déduit du

Théoréme 3.4. Soit B € (1/2,1). Pour tout a € (0,1) et tout (E,E") € o2 tels que au
moins deux nombres parmi d,e et ¢ sont non nuls, pour tout k > 0 il existe C' > 0 tel que
pour tout & € (0,€) (€ est défini dans (Loc)(I)), L suffisamment grand et | = (log L)Y/¢,
nous avons

1= = —5 | € .
tri_op—1 tor-1(—2p + Vo (E')) a, =1 L4/3

Preuve du Théoréme[3.3 en utilisant le Théoréme[3.2).

Définissons HE (A;) := (Ap+Viu(E))a,, HE (A) := (Ap+Viu(E'))p, et Jp = [-2L71, 2071,
Supposons que les deux opérateurs ont une valeur propre dans [—L~!, L™!]. Pour w dans
Uy, (cf (Loc)(I)), nous associons a chaque valeur propre un centre de localisation. D’apres
le Lemme [2.23] avec p = 2, selon que ces centres de localisation sont éloignés d’au moins
ou d’au plus 31, soit il existe v # ~/ tel que dist(y + Ay +4A) > [ avec

1. HE(y+ A;) a exactement une valeur propre dans Jr,
2. H; E (7' + A;j) a exactement une valeur propre dans Jr,

soit il existe vy tel que HE (o + Aj) et HE 2 (0 + A;;) ont exactement une valeur propre
dans J;. La preuve de ce fait est analogue & celle donnée dans le Lemme [2 - D’apres
(IAD) et (W), nous calculons alors

3 o(HE (Agp(vo) N JL # 0
Py < L72+C(/D)P ~ .
osboraty <{ o(HE (s (VO)HJL#(ZJD
+ C(U/D)*P(o(HE (Aj(v) N T # OP(o(HE (Ai(y)) N T # 0)
< L7244 C/D2(P/L)* + C(1/DPy < c(1/L)?PP=D + C(1/DPy.

Maintenant, prenons £ et & suffisamment proche de 1 et nous obtenons le Théoréme

ﬁ/
avecﬁ—§€<21> O

Le reste de la section est dédié a la preuve du Théoreme Fixons donc (E, E’)
vérifiant les hypothéses du Théoréme Nous écrirons & présent H, (A, E) = (—Ap +
Vw(E))\Af et J, = [-L7Y,L7Y]. Pour € € (2L~1,1), pour un certain x > 2, d’apreés le



64 CHAPITRE 3. ESTIMATIONS DE DECORRELATION

Théoréme m quand un des deux opérateurs H,(A;, E) et H,(A;, E') a deux valeurs
propres dans [—e¢, +¢€], nous avons

P, < CE&lF + P, < C&12" + P, (3.1.2)

ou nous avons défini
P = P(Qp(e)) (3.1.3)
. o(Hy,(A, E))NJp ={E(w)}
o(Ho(A, E)) N (=€, +€) ={E(w)}
o(Hy(A, EN)YNJp = {E'(w)}
o(Hu(A, E')) N (=€, +€) = {E'(w)}

Pour analyser P, nous utiliserons les propriétés et définitions suivantes. D’apres les estima-
tions de Minami (ou les simples conditions aux bords de Dirichlet comme nous travaillons
en dimension un) les valeurs propres de H,(Ar) sont presque surement simples. Nous
nous restreignons donc aux valeurs de w vérifiant cette propriété. Or, quand la valeur
propre est simple, nous savons, d’apres la théorie des perturbations, que celle-ci est loca-
lement analytique réelle. Ceci permet la définition suivante. Pour tout (v,7') € A%, soit
Jy ' (E(w), E'(w)) le Jacobien de I'application (w~,wy) — (E(w), E'(w)) :

0p.E(w) 0, ,Ew
hor (B B = ’ <8w:E’((w)) awTE’((w))> ‘

Qo(e) = S w;

(3.1.4)

et définissons /
7 (€) = Qo(e) N {w; | Iy (B(w), E'(w))] = A}

Quand un de ces jacobiens est suffisamment grand, les valeurs propres bougent quand nous
faisons varier les deux variables aléatoires indépendantes (w,w,/). Ainsi, la probabilité
que le couple de valeur propre reste dans un petit carré est faible. Nous divisons donc la
preuve en deux parties, selon la taille des jacobiens. Le lemme suivant montre que si tous
les jacobiens sont petits, les gradients des valeurs propres doivent étre presque colinéaires.
Ce lemme devra étre généralisé dans la partie traitant des estimations de décorrélation
pour le modele des sauts, mais est suffisant dans le cas présent.

Lemme 3.5. Soit (u,v) € (RT)*" tel que ||lully = ||v||1 = 1. Alors

Uj Uk
V; Vg

Démonstration. Soient (u,v) € (RT)?" tels que |july = ||v]l1 = 1. Le probleme étant
symétrique en u et v, quitte a les échanger, nous pouvons supposer que ||v|2 > ||ul2.
Ecrivons alors © = av + v ot (v,v%) = 0. Les coefficients de u et v sont tous positifs,
donc lassertion v+ = 0 est équivalente & I’assertion u = v. Supposons que u # v, ce qui
est équivalent & supposer que v # 0. Nous calculons alors

2

max
JF#k

1 1
lull3 = o [[oll3 + [lo™ 113 et [lu— vll5 = (o = 1)[Joll3 + [l 13- (3.1.5)

Comme tous les coeflicients de u et de v sont positifs, le nombre oo = <u, W> est stric-
2
tement positif. La premiére équation dans (3.1.5) et 'hypothese ||v|2 > ||ul|2 nous disent

maintenant que o € (0,1). Ainsi, comme u = av + v+ et ||lul; = |[v]1 = 1, nous obtenons

0<1—a<|lu—avl=]|vh.
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Ainsi, d’apres la deuxieme équation dans (3.1.5)) et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz,
nous obtenons
1
Tllu =l < flu—vf2 < [vllzlot [+ [[ot 2 < 2v/nllv™ 2. (3.1.6)

vn

Maintenant, pour tout couple (j, k), nous avons

. €1 1
Vj Vg Uj Vk

Nous calculons donc
2

U; Uk 1 1 1 1
Z vj~ e = Z ((vjvk )2+ (vk.vj )2 — 20,05 VRV; )
gk 177 j.k
i 1 €
=2 Zv? (Z(Uk )2> -2 Zvjvj (Z vkvk>
J k 7 k

= 2ol3lle 13 > =l — o]
= 2 2253 1

Finalement, nous obtenons

2
Uj U

v; Uk

max

> L — o2
j#k ~ 4nb 4=

ce qui achéve la preuve du Lemme [3.5
O

Ainsi, soit I'un des jacobiens n’est pas petit, soit les gradients de E et E’ sont presque
colinéaires. Nous allons montrer que la probabilité que le deuxiéme cas arrive est faible,
mais tout d’abord nous montrons qu’un vecteur propre normalisé a un grand nombre de
sites ol ses composantes ne sont pas petites.

Lemme 3.6. Il existe ¢ > 0 tel que, si u est un vecteur propre normalisé de
(=Aq + Viu(E)) |y, il existe ng € Ay tel que pour tout m € I := [ng — clP g+ clP1NZ soit
lu(m)| > e soit |u(m +1)| > e 1.

Démonstration. Le potentiel V,, est presque surement borné. Ainsi, le Lemme [3.6] est
une conséquence immédiate de la croissance exponentielle donnée par le Lemme en

1
choisissant ng de sorte que |u(ng)[? > 7 O
Notons que ng est aléatoire, et les points dans I vérifiant |u(-)| > e~ sont également
aléatoires, mais que le nombre de choix possibles est inférieure & 2! (cardinal de I’'ensemble
des sous-parties de [1,!]). La condition de non colinéarité énoncée précédemment est le
résultat suivant.

Lemme 3.7. Soient E, E' € 02 tels que au moins deux nombres parmi d,e et ¢ sont non
nuls et B > 1/2. Soit P la probabilité que (—Ap + V,(E))a, et (—Ap + Vo, (E'))a, aient

chacun au moins une valeur propre, notées E;(w) et Ep(w), dans [—e‘lﬁ,e_lﬂ] et qu’en
plus
Vu(E; Vul(E _
Ve (Ej(@)lh Ve (Br (@)l |

1l existe ¢ > 0 tel que
—cl?#

P<e (3.1.8)
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Démonstration. La preuve suit celle du [Klo11, Lemme 2.4], en tenant compte de la dépen-
dance en énergie du potentiel. Rappelons que nous ne faisons la preuve que dans le cas ou
Vu(n) = wp, les modifications pour les potentiels de type alliage étant faites dans la troi-
sieme partie. Soit ¢; un vecteur propre normalisé associé & E;. D’apres la Proposition [3.44]
nous avons

8wnEj(w) = <(awnHw) ¢j7 ¢]>
= (Amoj(n)en, ¢j) = Apd3 (n)
Vo (Ej(w))

Ve (Ej (@)1
P,Qavec PNQA=0et PUQ=1[L,1] tel que

A
Ainsi, (n) = ’TE’qu(n)z = +¢;(n)?. Nous déduisons alors 'existence de
E
Vi € P, |6;(n) — du(n)] < e 1
Vi € Q,16;(n) + di(n)| < e/

Soit P (respectivement Q) le projecteur orthogonal sur £2(P) (respectivement sur ¢2(Q))
dans ¢2([[1,1]). Ainsi, les équations aux valeurs propres se réécrivent

(AEAp + pg + Vo) (Pu+ Qu) = hg
()‘E’Ab + ug + Vw)(P’U, — Qu) = hg .

ou |hg| + |hg| < Ce" et nous écrivons u au lieu de ¢;. Nous multiplions alors les
équations par P et @, les sommons et les soustrayons pour obtenir

()\E + )\E/)AbPu + (AE - AE/)AbQU
+ (pg + ) Pu+ (pg — 1y)Qu +2VyPu = hg + hg , (3.1.9)

puis
()\E - )\E/)AbP’LL + ()\E + )\E’)AbQu+
(uE — pg)Pu+ (pp + 1) Qu +2V,Qu = hg — hg . (3.1.10)
Comme PV,Q = QV,P = 0, nous avons

()\E —l—)\El)(QAbP-‘rPAbQ)u
+ (/\E — AE1)<QAbQ + PA[,P)’U, + (/LE - M%)u = hE,E’ . (3.1.11)

Nous rappelons que si 'un des trois réels e := (Ag — Agr), ¢ 1= pup — py, d:= (Ap + Apr)
est nul, les deux autres ne le sont pas. Nous utiliserons le lemme suivant, dont la preuve
sera donnée dans ’avant-derniere section du chapitre.

Lemme 3.8. Il existe (Cy)y, des sous-intervalles disjoints de [1, N1, tels que, si Cy, désigne
le projecteur orthogonal sur ¢? (Cy), alors nous avons

PAYQ+QAYP =) CrAYCy. (3.1.12)
k

Comme nous avons également

PALP + QApQ + PALQ + QAP = Ay,



3.1. ESTIMATIONS DE DECORRELATION GENERALES 67

o o .
\_//\/

FIGURE 3.1 — Exemple de décomposition C, D

si C = UCy, alors PA,P + QA,Q = Zk Dy AyDy. ou D = UDy, = Hl,. . .,l]] - UkCOk et
ot Dy, est le projecteur orthogonal sur ¢2(Dy). Ainsi C et D ont des roles symétriques
dans I’équation. Nous illustrons cette construction sur la Figure L’équation
est équivalente a 1’équation suivante :

(eAy + 205 Y " ChAC + c)u = h. (3.1.13)
k
Sin ¢ C, alors
e(b(n + u(n +1) + b(n)u(n — 1)) + cu(n) = h(n), (3.1.14)

donc si e = 0, alors ¢ # 0 et |u(n)| < e’ Supposons que e = 0. Nous déduisons alors
du Lemme que C¢ ne peut pas avoir deux points consécutifs dans I (celui-ci est défini
dans le Lemme [3.6)) et de méme pour D€ si d = 0. Ainsi, sans perte de généralité, nous

pouvons supposer
d+£0ect §(CNI)>4I/2.

Sin € Ci’l, alors

d(b(n+ Du(n+1) + b(n)u(n — 1)) + cu(n) = h(n). (3.1.15)
SiCy={n_,...,ny}, alors
eb(ny + Du(ny + 1) + db(ny)u(ny — 1) + cu(n) = h(n), (3.1.16)

db(n— + Du(n_ 4+ 1) + eb(n_)u(n_ — 1) + cu(n)

h(n). (3.1.17)

Maintenant, nous montrons que cela impose des restrictions sur les variables aléatoires
(wn )n- En effet, nous savons que ’équation vérifiée par u est

A (b(n + Du(n + 1) + b(n)u(n — 1)) + (g + wa)u(n) = he(n). (3.1.18)

Nous combinons alors cette équation avec (3.1.15)) et obtenons

B

UE + Wy — )\EE lu(n)] < et (3.1.19)

Vn € Cck, d

Donc si |u(n)| > e="/2 nous obtenons

‘ME+wn+>\E§’ <e V2, (3.1.20)
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n .
Supposons que Ci, C I. Si |[Ck| = ny il existe alors au moins L;” — 1J sites dans C ou

les composantes de u ne sont pas petites. Il nous reste donc a étudier les cas ny = 2 et
ng = 3. Supposons que b # 0. Nous combinons (3.1.16]) et (3.1.18]) pour obtenir

<ce ™, (3.1.21)

’)\E (1 — j) b(ny)u(ny —1) + (ME +wn, — AEZ) u(ny)

A\E (1 - Z) b(n— + u(n_ +1) + (ME +wn_ — /\EZ) u(n_)’ <ce . (3.1.22)

Quand n; = 2, nous avons

c d
+wn, = Ap~ 1-2
HE i, =B /\E< €> ) <U(n+)> <ce ™.

e (1 — ‘;) b(ny) pp+w, — AES u(n-—

8
> Ce"/2, nous avons

<e "2 (3.1.23)

c c A

Si ng = 3, nous avons Cy, := {n_,n,ny} et

c d
¢ u(n4.) 5
0 uE—l—wn—/\Eg 0 u(n) <Ce .
u(n_
0 A\E (1—Z> b(n) pE+wn_ —)\EE )
e
Si [u(n)| > e="/2  alors
uE+wn—)\E2’ <e 2, (3.1.24)
Si |u(n)| < e/2 alors |u(ny)| > e /2 et
€ —18/2
e + wny —)\E;| <Ce . (3.1.25)

Maintenant, supposons que e = 0. Si il y a un espace entre Ci et les deux intervalles
{Ck+1,Ck—_1}, nous savons que |u(ny+1)| < e et lu(n_—1)| < Ce~"". Donc les conditions
quand ny € {2,3} sont

E +wn+ Apb(ng) u(ng) ol
H ( Agb(ny) pp+wn ) \u(no) )| = e sing =2

BE + Wny Apb(ny) . 0 u(ny)
0 ,uE—I-an—)\Ea 0 u(n) §Ce_lﬂ sing = 3.
0 Apb(n) wE + Wn_ u(n-)

Dans les deux cas nous obtenons une condition sur les (wy,), similaire & (3.1.20]) et (3.1.23)).
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Si Cy, est adjacent a C41, il existe un intervalle Dy, dans D de longueur deux (celui
qui fait la jonction entre Cj et Ci41) et nous avons de nouveau une condition sur les (wy)n
similaire a , mais ol d et e sont échangés (rappelons que nous avons supposé d # 0).
Pour résumer, si C; C I, quand nj > 4 nous avons au moins |(ng — 2)/2] conditions du
type et si np = 2 ou ng = 3 nous avons une condition du type ou du type
(3.1.24)), éventuellement partagé avec un de ses voisins.

Il y au plus deux intervalles du type C; qui ne sont pas entierement inclus dans I, et
pour ces deux intervalles il y au moins |(#(C; N I) — 1)/2] sites ou les composantes de
u ne sont pas petites. Donc si §(C; N I) € {1,2} il n’y a pas forcément de point n ou
lu(n)| > e="/2. Soit, iy, = #(Cr, N I). Nous avons supposé que Y fix > cl’/2 = #1/2. Ainsi,
le nombre de conditions obtenues sur les (wy,), est au moins égal a

) DRNTCASEVZT R SENTCE LIRS DI

ko >3m0 <nyg ki >4, M =n knp€{2,3},mp=ng

> > w5+ Y /3

kg >3, <ng kg >3m0 <ng

+ Z nk/5—|—% Z ng/5—2

ki >4, =ng kg, €{2,3},mp=ny

> clP/10 -2 > (1°/10

Il y a au plus 2! choix pour P, I choix pour ng, 2 choix pour les points oll u satisfait
lu(n)| > e="/2. Pour chacun de ces choix, nous obtenons une probabilité au plus égale &
e_dw, car les variables aléatoires sont indépendantes. Ainsi, comme > 1/2, pour un ¢

plus petit et L suffisamment grand

P<e <2 (3.1.26)
Ceci acheve la preuve du Lemme dans le cas ou V,,(n) = wp. O]

Reprenons la preuve du Théoreme Soit A = eV’ ApAp. D’apres le Lemme
la probabilité que 'un des jacobiens est grand est au moins égale a 1 — e~ 11 reste
donc & évaluer P(Qg:g/(e)). Pour cela nous étudions les variations du jacobien, en utilisant
les matrices hessiennes. Ceci nous permettra d’évaluer la taille des carrés en (w-,w,)
sur lesquelles la matrice jacobienne reste globalement fixe. Les matrices hessiennes sont
différentes selon le modeéle considéré, nous prouverons donc ce résultat dans la derniere
partie de ce chapitre.

Soit v € (1/2,1). D’apres la Propositionet le Théoréme quand H,(A;) a deux
valeurs propres dans [E — L™% E 4+ L~°], pour L suffisamment grand, avec probabilité au
moins égale & 1 — L™2*), nous avons

| Hessw(E(w)) |l + |[Hessy (B (w))]|geoer < CL*. (3.1.27)
Dans le lemme suivant nous écrirons w = (W, Wy, Wy 7).

Lemme 3.9. Soit e = L™. Pour tout w., , si il existe (wg,wg,) € R? tel que

(w27w2/7“’%7’> € Q&’g/(e), alors pour (wy,wy) € R? tel que |(wy,w) — (wg,wgl)\oo < N
nous avons

(Bj(w), Ex(w)) € J, x Jp, = [(wy,wy) — (wg,wg/)\oo <L7IATh
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Démonstration. Soit Sg le carré Sg = {|(wy,wy) — (wg,wg,)]m < A%e}. Choisissons w.
tel qu’il existe (wg,wg,) € R? pour lesquels nous avons (wg,wgl,w%y) € Qg:g/ (¢). Dans le

reste de la preuve w., . sera fixé, aussi, nous omettrons la dépendance en ces variables.
Nous écrirons donc f(wy,wy) au lieu de f(wy, wyr, wy 7).

Considérons I'application (wy,w,) = ¢(wy,wy) := (E(w), E'(w)). Nous allons montrer
que ¢ est un difféomorphisme de Sg dans son image. D’apres les définitions de Qgg (€) et
de Q(€), nous savons que

0 (Hu w0, (M) N (E = Ce, B+ Ce) = {BE(w)} C (B~ CL Y, E+CL™),
a(H(www;)(Al)) N[(E —Ce, E —Ce/2) U (E + Ce/2,E + Ce)] = 0,

a(H(ngwZ/)(Al)) N(E' —Ce,B'+Ce) = {E'(w)} C (E' —CL Y E'+ CL™Y), (3.1.28)
a(H(wg,w;I)(Al)) N[(E'—Ce, E' — Ce/2) U (E' + Ce/2, E' + Ce)] = 0.

Or les gradients des valeurs propres sont bornés (le calcul général des gradients sera donné
dans la derniere partie), donc pour (w,,w.) € Sg nous avons

E—Ce¢/2,E+ Ce/2) ={E(w)} C (F —Ce/4,E + Ce/4),
(E—Ce/2,E—Ce/4)U(E+ Ce/4,E + Ce/2)] =0,

E' —Ce/2,E + Ce/2) = {E(w)} C (E' — Ce/4,E' + Ce/4),
(E'—Ce/2,E' — Ce/4) U (E'+ Ce/4, E' + Ce/2)] = 0.

oD DO DO D

D’apres le théoreme fondamental de I'analyse et '’équation (3.1.27)), pour (wy,wy) € Sg,
nous avons

IV 0wy wyr) = Vip(wls )]

3.1.29
< (|[Hessy (E(w)) o + [[Hossu(B'(@)) i) eA> < CA%. (3129

Montrons maintenant que ¢ est injective sur le carré Sg. D’apres (3.1.29), nous calculons

/
(/J,Y — Wry
W,Iy/ - CL)»Y/

wh —w
et iy) = i) = oleba) (7 )| <
' v

/
Comme (w9, wgl, wy 1) € Q% (€), nous avons

0, 0
‘Jac P(wy, wy )| > A
Ainsi, pour L suffisamment grand, nous avons
1 W —w
/ / o - v vy
‘gp(wwwvl) P(wy,wy )| > 2)\ (w;/ _wq/>H

donc ¢ est bien injective. L’inégalité (3.1.29) montre également que
|[Jac p(wy,wy) — Jac gp(wg,wglﬂ < CN?

Aussi, pour L suffissamment grand, nous avons

Y(wy,wy) €Sg, |y (Bw), E'(w))] > A, (3.1.30)

| =
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‘ Zone autorisée

Fi1GURE 3.2 — Exemple de disposition des carrés

Le théoreme d’inversion global nous dit donc que ¢ est un difféomorphisme de Sg dans son
image. D’apres ’équation , I'inverse de la matrice jacobienne est borné par C1? pour
un certain C' > 0 indépendant de L. Donc, pour (w.,w,) tel que |(wy,wy) — (wg, w2,)|oo <
e, si (E(w), E'(w)) € J, x J} alors

[(wrsw7) = (@5, W)l = [ H(E(W), E' (@) — ¢ (B, E)|oo <CL™'A™
Ceci termine la preuve du Lemme [3.9 ]

Terminons maintenant la preuve du Théoréme[3.4] en finissant Uestimation de P, défini

dans (3.1.3). Comme dans le Lemme prenons (wg, wg/) tel que (wg, wg,, Wy ') € Qg:g,(e)

et définissons A := (wg,wg,) + {(wy,wy) € RZUR?, |w,y| > Meou |wy| > A%e}. Pour
les modeles considérés, nous savons que pour tout ¢ € Z, les fonctions w; — FEj;(w) et
w; — Ej(w) sont croissantes. Ainsi, si (wy,wy) € A alors (Ej(w), Ex(w)) ¢ Jr x Jr. Nous
déduisons de cela que tous les carrés de c6té A%e qui contiennent un point dans Qg:g,(e)
sont placés le long d’une ligne brisée décroissante qui part du coin supérieur gauche et qui
arrive au coin inférieur droit. Nous l'illustrons sur la figure [3.2]

Comme les variables aléatoires sont presque stirement uniformément bornées par C' >
0, il y a au plus CL*\~2 carrés de ce type. Maintenant, comme les (wy,), sont i.i.d, le

Lemme [3.9] appliqué & chacun de ces cubes montre que
P(QY7 (¢) < CLO2A™4 (3.1.31)
et donc, en sommant ces équations pour (’y,’/ ) € A2,
P, < CLY2)\73 (3.1.32)

ou nous rappelons que A\ = e ApAp. Ainsi, nous optimisons en « dans (3.1.2)) pour
aboutir a a = 2/3. Ceci termine la démonstration du Théoreme

3.2 Estimations de décorrélation pour le modele des sauts

Rappelons que le modele des sauts Hy, : £2(Z) — ¢*(Z) est défini par
Hou = —Ayu, (3.2.1)
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ou les variables (b, )necz sont aléatoires, i.i.d, avec une densité p bornée a support compact.
Le but de cette partie est de montrer le

Théoréme 3.10. Pour tout |E| > |E’| #0, il existe C > 0, tel que pour & € (0,€), pour
L suffisamment grand et | = (log L)/¢" nous avons

trljp_ - 1 (Hy, (A 0, 2
P, ::P( (E-r-1, B+ (Ho(Ar)) # ) §C<l4/3> 4
trip -1 gy (Ho(Ag)) #0 L

Au vu de la symétrie du spectre de H,,(A;) par rapport a 'origine (voir le Chapitre
1), nous ne prouverons les estimations de décorrélation qu’a des énergies F et E’ vérifiant
|E| # |E’|. Comme dans la partie précédente, en utilisant les estimations de Minami
prouvées dans le deuxieme chapitre et I'hypotheése de localisation, le Théoreme [3.10] est
une conséquence du théoréme suivant, dont la preuve sera donnée par la suite.

Théoréme 3.11. Pour tout |E| > |E’'| > 0, il existe C > 0, tel que pour & € (0,&), pour
L suffisamment grand et | = (log L)'/¢" nous avons

PP < trip_r—1 prr1(Ho(A))) = 1)) o ( 2 ) elﬁ'

tTI[E’—L—l,E’-i-L—l](Hw(Al)) = 1 L4/3

Le reste de la section sera dédié a la preuve du Théoreme Fixons donc |E| > |E'| >
0 et [ := (log L)"/¢". Définissons Jj, := [E — L™ E+ L7, J; == [E' =L~ E' + L™ "] et
€:= L% avec o € (1/2,1). D’apres le Théoreme I’événement

o(Hy(A))NJp ={E(w)}
o(Hy,(N))N(E—¢,E+¢€)={E(w)}

o(Hy(A)) N Jp, = {E'(w)}
o(Hy(M)) N (B — ,E' +¢) = {E'(w)}

Qo(e) =S w;

satisfait
Py < P(Qole)) + L™2*(log L)°, (3.2.2)

pour un certain C' > 2. Comme dans la section précédente il reste a évaluer P (Qp(e)).
Nous étudions donc les gradients de valeurs propres. Soient Ej(b,;), Ej(b,) deux valeurs
propres simples et positives de H,(A;) et ¢, b des vecteurs propres normalisés qui leur
sont associés. D’aprés la Proposition nous avons

Do, () Bj = (0bw (k) Heo (A1), ) = 20()$(k — 1). (3.2.3)

La principale différence avec les modeles considérés dans la section précédente est que
les dérivées des valeurs propres peuvent ici changer de signe, alors que le fait de garder
un signe fixe était essentiel dans 'application du Lemme Nous allons voir que nous
pouvons retrouver cette positivité ailleurs. Multiplions par ¢(k) 1’équation satisfaite par
le vecteur propre, au point k. Nous obtenons alors

b (k + 1), (k1) Ej + b (k)0 (1) Ej = E;0° (k). (3.2.4)

L’équation montre que si nous prenons les coordonnées polaires du couple de va-
riable (b, (k),b,(k + 1)), les valeurs propres croissent radialement. Comme dans 1’appli-
cation du Lemme [3.9] nous aurons besoin de deux propriétés de croissance en fonction
de variables indépendantes. Ainsi, nous allons montrer que la probabilité que tous les
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¢*(1) (i)
¢*(7) ¥*(5)
Lemme sont petits est exponentiellement faible. Dans cette optique, nous prouvons
les deux lemmes suivants qui sont des généralisations du Lemme

déterminants J; ; = avec |[i — j| > 2 (au lieu de ¢ # j, comme dans le

(Ry)™ tel que ||ul|y = ||v]|1 = 1. Fizons jy € {1,...n} tel

Lemme 3.12. Soient (u,
| > —. Définissons J = {jo — 1, jo,jo+ 1}, K:={1,...n} =T et

)€
gue maxu(j)] = [uio) =

1
A= vljo) Supposons qu’il existe C > 1 tel que {||uix||1, |lvic|li} € < ,1) et supposons
u(jo) . ¢
qu’il existe € € | 0, QnQC> tel que
max (“jo ”’“) <e (3.2.5)
kel Vjy Vg

Alors \ € {1

20,20] et [[vix — M| < n?e.

v (jo)

u (jo)
(3.2.5)) et la définition de jp montrent que |d;| < ne. Ainsi,

Démonstration. Soit A := > 0. Pour k € K définissons d := v — Auy. L’équation

v = Awilly < D 16k < ne.

kek
Par ailleurs, ’hypotheése de positivité nous dit que Y dx = |lvicli — A|wix||1. Ainsi,
kex
vl = > 0k
A= MK et nous obtenons
luikcla
A lE o0 e a s L > !
n2e>
- 1/C C - 20
Ceci acheve la preuve du Lemme O

Lemme 3.13. Il existe C > 1 tel que pour Ej(w) valeur propre de H,(A;) et ¢ un vecteur
propre normalisé qui lui est associé, si nous deﬁmssons u e R par u(i) = ¢%(i) et si K et

J sont définis comme dans le Lemme|3.19, nous avons |uix|1 € | =, 1

C

Démonstration. Comme pour tout n € N, on a |b,(n)| € { , la croissance au plus

exponentielle donnée par le Lemmenous dit qu’il existe C' > 1 (dépendant uniquement
>

de M) tel que, pour [ suffisamment grand, on a S; := > u(k) %0)
ke
1 1
>>  wu(k) = 1. Ainsi, soit S1 > 3 soit u(jo — 1) +u(jo) +u(jo+ 1) > =. Dans ce dernier
k6{17"'7l}

. Par définition,

\V)

1
et donc S > ok Ceci termine la

D=

cas, comme u(jo) = maxu(j), nous avons u(jg) >
j

preuve du Lemmr [3.13 O

Reprenons les notations jg, J et K du Lemme Nous prouvons le
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Lemme 3.14. Soit E,E' € R* avec |E| # |E'| et 3 > 1/2. Notons P la probabilité
qu’il eziste E,(w) et En(w), des valeurs propres simples de H,(A;), l'une dans [E —
e_lB,E + e_lB] Uautre dans [E' — e_ZB,E’ + e_lﬁ], telles que si ¢, 1 sont des vecteurs
propres normalisés associés a B, et E,, nous avons

(A2l — w21 < e (3.2.6)

Alors il existe ¢ > 0 tel que
—cl?f

P<e (3.2.7)

Démonstration. La preuve de ce résultat suit celle du Lemme [3.7] 11 existe P, Q vérifiant
PNQ=0etPUQ=K tels que

v € P, [VAG;(n) — dp(n)| < e /2
Vn € Q,|VApj(n) + dr(n)| < e /2

Soit P (respectivement Q and J) le projecteur orthogonal sur ¢2(P) (respectivement sur
7%2(Q) et sur £2(J)). Définissons alors P := P + J. Les équations aux valeurs propres se
réécrivent alors

(A — B)(Pp+ Q¢) = hg

~ J hg
Ay — E") (P — + H,(E' <—J): .
(Ap = E)(Po — Q) (E) )=
hg
ou |hg|+ @ < Ce'"/2. Nous combinons alors ces équations comme dans la preuve du

Lemme et obtenons lexistence de deux ensembles d’intervalles (Cy)j et (Dy)y tels que
si nous définissons C := UiCy, et D := UDy, alors D = {1,...,1} — C et

/ n (Y
CrldCr+ (B — BY| ¢ = hy — HL(E') (22 — Jg), 3.2.8

/ n ([ JY
" DpAyDy + (B' + B)| ¢ = hy + Hu(E') (e — J6 ). 3.2.9
[k eBe D+ ( ) ? ( )<ﬁ ) (3.29)

Le Lemme [3.6 reste valide pour le modele des sauts. Définissons alors I comme dans
le Lemme et définissons J = J U {jo — 2,750 + 2}, K := K — {jo — 2,j0 + 2} et

. J N
I =KnNI. Le vecteur H,(E") <\/7§ —J gb) a son support inclus dans J. Il existe au plus
quatre intervalles Cy, non inclus I.
~ —18)2
Fixons maintenant n € I. Si n ¢ C, ’équation (3.2.8) montre que |¢p(n)| < |£‘7E’|'

Ainsi, d’apres le Lemme [3.6] pour L suffisamment grand, C¢ ne peut pas avoir deux points
consécutifs dans I. Comme C¢ = D , si Dy, est inclus dans I, nous avons |Dy| € {2, 3}.

Supposons que |Dg| = 3, Dy := {n_,n,n4}. L’équation (3.2.9) au point ny donne
e—1°/2

aw(n4)
P(ny) — E+E/¢(n) < E+ E"

(3.2.10)

Comme E + E' #0 et |p(n)| < |E — E'|~Ye""/2 car n € C¢, pour L suffisamment grand,

_lB/Q

nous obtenons |¢(ny)| < Ce , ce qui entre en contradiction avec la définition de I.

Donc |Dg| = 2.
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Ecrivons maintenant Dy, := {n_,n,}. Les équations ([3.2.9) aux points n, et n_ en-
trainent ’équation suivante

( E+FE —aw<n+>> <¢<n_>>
w(ng)  E+E" ] \é(ny)

Comme D, C I, on a

8

<e (3.2.11)

I8 .. .
> et /2. Nous obtenons donc la condition suivante

SUT Wy,
bu(ni)? = (B + B < e /2, (3.2.12)

Un raisonnement similaire montre que si Cy, est inclus dans I, |C| = 2 et si Cy, := {m_, m4}
nous obtenons la condition suivante sur wpy,, :

’aw(m+)2 —(E- E’)Q‘ < e/, (3.2.13)

Maintenant supposons que Cj (respectivement Dy) est 'un des quatre intervalles par-
tiell~ement inclus dans 1. Une équation similaire a , mais prise au bord inclus dans
in I, montre que |Cy N I| = 1 (respectivement |Dy N I| = 1). Maintenant, comme un
point m d’un intervalle Cj, inclus dans I est égal & un point n_ d’un intervalle Dy, nous
obtenons |I — 4| conditions sur (b,(n)), du type ou du type (3.2.13). Il existe
maintenant [ choix de jo, 2! choix de partitions P et Q Comme 11| > clﬁ ceci acheve la
démonstration du Lemme [3.14] O

Ainsi, d’apres le Lemme quand les vecteurs ¢? et 12 sont presque colinéaires, il
existe j € {1,...,1} avec |j — jo(w)| > 2 tel que

¢*(jo) > (jo) —1)
20 )| 2¢ (8.2.14)

Il y a au plus /2 choix pour (jo, 5).

Maintenant, supposons que (jo, j) satisfont (3.2.14) et fixons (bw(n))ng (). 1,j0.jo+1}-
A partir de maintenant, nous omettrons la dépendance de E,, and E,, en

(6w (1)) g {5,j1 1,j0,jo+1} € écrirons donc
Ep(w) = Ep (b(5), 0w (5 + 1), bus (o) b (Jo + 1))
pour p € {n,m}. Pour tout (r1,61,r2,602) € (R% x [0, 27r))2 définissons
F, (r1,01,72,02) :== E, (r1 cosf1, 71 8in 01,79 cos Oz, 2 sin 0y . (3.2.15)

ﬂMr.

1 1
Comme M > |b,(n)| > —, nous nous restreignons a 1’étude de (r1,r2) € {,
> o) = 4 g (rum) € | o
Nous calculons,
O I := co8 010, (j) En (r1 cos 61,71 8in 01, 79 cos B2, 19 sin O)
+ sin 918bw(j+1)En (7"1 COS 091, 1 sin 01, T9 COS 92, T2 sin 92) .
Ainsi,
100 Fy, = 2E,¢%(j) and r20,, F, = 2E,$%(jo). (3.2.16)
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Par ailleurs,

Jmax [0r,0rgF| < dmax ]abw(k)abw(k,)En(w)] < 4||Hessy, En(w)|.  (3.2.17)

Fixons maintenant (61, 62). Soit J(r1,r2) le jacobien de I'application
(r1,m2) = (Fu(r1,72), Fin(r1,m2)) -

Jjjo(r1,72) = |<g:§; gsg;) | : (3.2.18)
Soit A := E'Ee~"/2 et soit
QL8 (€) = Qo(e) N {aw; |Jj.jo (r1,m2)| = A}
D’apres le Lemme [3.14] nous avons
P (Qo(e)) <e +ZZIP’ (%% () - (3.2.19)

Il reste donc a évaluer P (Q{)Jé)(e)) D’apres la Proposition [3.46, quand (r1,r2) € Q“O( ),

|Hess, Fy|| + ||Hess, Fin|| < —. Nous obtenons donc le lemme suivant qui correspond au

Lemme [3.9] et est prouvé de la méme maniére.

Lemme 3.15. Soit € = L. Pour tout (bw(n))ng{jj 1,jojo+1}, Pour tout (61,02), si il
existe (r),r9) € R2 tel que b, € Q&’g/(e) alors pour (ri,r2) € R2 tel que |(r1,r2) —
(19,7900 < A%e nous avons (Fy(by), Fm(by)) € Jp x J <= |(r1,72) — (19,79)]00 <
L=Ix!

Ainsi, en revenant aux variables aléatoires et en utilisant I'indépendance de celles-
ci, nous obtenons I’équation suivante, qui se prouve de la méme maniere que ’équation

(3.1.31).
P(Qg7 (¢)) < CLO2A, (3.2.20)

2
L’optimisation en o donne o« = —. Ceci acheve la preuve du Théoreme [3.11| et donc celle
du Théoréme B.100

3.3 Estimations de décorrélation pour les modeles discrets
de type alliage

Dans la premiere section nous avons prouvé les estimations de décorrélation sous I'hy-
pothese que le potentiel aléatoire prenait des valeurs i.i.d. Dans cette section nous allons
prouver les estimations de décorrélation pour les modeles discrets de type alliage, de sorte
que les valeurs prises par le potentiel sont corrélés. Nous rappelons ici le modele. Soit
L € N et soient (wy), des variables aléatoire indépendantes identiquement distribuées
selon une densité bornée a support compact p. Soit a : Z — R une suite réelle non nulle
et soit Hy,(AL) = Ay + V,, sur £2({1,...,L}) avec conditions aux bords de Dirichlet et ou

Vw<m) = Z a(n)wn—i-m

nel
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La suite b sera supposée éloignée de zéro et déterministe (elle peut étre également choisie
aléatoire, indépendante de la suite w). Nous supposerons qu'’il existe K > 0 et A > 0 tel
que |a(n)| < Ke=*"l. Quitte & faire une translation sur les indices des variables aléatoires,
nous pouvons supposer que |a(0)| est le maximum le plus a droite dans Z, c¢’est-a-dire :

|a(0)| = max{|a(n)|,n € Z},
Vn > 1, |a(n)] < |a(0)]. (3.3.1)

Le but de cette section est de prouver les estimations de décorrélation pour ce modele.
La premieére difficulté est le fait que 'opérateur ne vérifie pas nécessairement ’hypothese
(TIAD), condition utilisée pour prouver les estimations de Minami dans le deuxiéme cha-
pitre. Pour remédier a cela, nous allons tronquer la suite (ay,), suffisamment loin de ’ori-
gine afin d’approcher l'opérateur H,, par un opérateur vérifiant I’hypotheése (IAD), mais
ou la distance dans (IAD) dépendra de la longueur du cube. Posons S := RlogL et
définissons les variables aléatoires

Zm 1= Vy(m) = Z a(n)wn4+m (3.3.2)

Inj<s

et Popérateur aléatoire H,, := A+V,,. Soit k > 1. Il existe AR,K x tel que, pour A > Ag i x,
nous avons pour L suffisamment grand,

|Hy — Hy| = |Ves — Vislloo < Ke 9 < L7F, (3.3.3)

Ainsi, nous obtenons la relation suivante, valable pour A > Ag i, et L suffisamment
grand :

tr(Lp_r» prr-e(Ho(AL))) < tr(lp_op—« pror-—r (Ho(AL)))

< tr(ljp_sp =, grsr—+) (Hu(AL)))- (334)

Ainsi, pour une troncature S = Rlog L donnée et une taille d’erreur L™, si le taux de
décroissance A est assez grand, nous approchons 'opérateur H,, par H,, et erreur obtenue
est inférieure a L™". Nous savons que si (A;); est un ensemble d’intervalles distants les uns
des autres d’au moins 25, alors les opérateurs (H, (A;)); sont indépendants. Nous avons
vu dans le premier chapitre que, dans [Ves10al, les estimations de Wegner étaient prouvées
pour 'opérateur H,, sous I’hypothése que les (wy,),, avaient une densité a variations bornées.
Nous rappelons le résultat.

Théoréme 3.16 ([VeslOal). Il existe D € N, D # 0, dépendant uniquement des (a(n))n
tel que pour tout B > D/ il existe K > 0 tel que pour tout LE N, E € R et € >0

E [tr(1p_c pq(Ho(Ar)| < CeL(L+ Blog L+ K)P*. (3.3.5)

Ce théoreme entraine en particulier les estimations de Wegner suivantes, valables pour
L suffisamment grand.

E [tr(1(p—c peq (Ho)(Ar)))| < CeLP*2. (3.3.6)

Nous appliquons maintenant les résultats du deuxiéme chapitre & H,, et obtenons le théo-
reme suivant.
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Théoréme 3.17. Soit J un intervalle compact tel que (W) et (Loc) sont vérifiées. Pour
tout p € (0,1), K > 1, il existe C := C, et A, > 0 tel que, pour tout taux de décroissance
A> Apw, L assez grand, £ € J, et e = L™, les estimations suivantes soient vérifiées :

P (t"‘<1[Efe,E+e} (Hw(AL))) > 2) <P (tr(1[E726,E+2e](ﬁw(AL))) > 2)

< cn (3.3.7)

Démonstration. Fixons 1 > 0. D’apres la preuve du Théoreme dans le deuxieme
chapitre que la constante ey, dépendant de S, est de taille au plus C° pour un certain
C > 1 (voir Annexe B). Prenons alors R > 0 de sorte que C° < L, puis AR,y de sorte
que pour A > Ag, et L assez grand, nous avons . Il reste alors a conclure la preuve
en utilisant (W) et (Loc) comme dans le deuxiéme chapitre. O

Ce théoreme n’est pas aussi fort que ceux du deuxiéme chapitre car nous nécessitons un
taux de décroissance qui dépend des parametres du problemes. En revanche, si le potentiel
de simple-site vérifie I’hypothese suivante

(Décroissance) : YA > 0, 3K > 0, Vn € Z, |d(n)| < Ke ", (3.3.8)
nous obtenons alors les estimations de Minami suivantes.

Théoréme 3.18 (M). Soit J un intervalle compact tel que (W) et (Loc) sont vérifiées.
Pour tout p € (0,1), k > 1, il existe C := Cp,. > 0 tel que, pour L assez grand, E € J et
e = L7", les estimations suivantes soient vérifiées :

P (tr (e pra(Ho(Ar)) > 2) <P (tr(1p_2epr20(Hu(AL)) > 2)

< clenye (3.3.9)

Ces estimations sont prouvées sous les seules hypotheses de décroissance exponentielle
(Décroissance) sur le potentiel de simple-site, de localisation et des estimations de Wegner.
Le potentiel de simple-site peut par exemple changer de signe. En revanche, nous utiliserons
les hypotheses supplémentaires suivantes sur le potentiel pour prouver les estimations de
décorrélation.

(H1) : (a(n)), C R% ou (a(n)), C RZ.

(H2) : pour tout 0 € [0,27),,, a(n)e™® # 0.

Nous supposerons en outre que le potentiel de simple-site est exponentiellement décrois-
sant et que nous avons des estimations de Minami. Nous avons uniquement prouvé les
estimations de Minami sous ’hypothese supplémentaire (Décroissance) mais la preuve qui
suit ne nécessite pas cette hypothése tant que nous avons des estimations de Minami. Nous
supposons donc que |a(n)| < Ke ", Sous ces hypothéses nous prouverons donc le

Théoréme 3.19. Soit 8 € (1/2,1). Pour a € (0,1) et E # E’', pour tout k > 1, il existe
C > 0 tel que, pour L suffisamment grand et kL* <1 < L*/k, nous avons

P ( tTI[E—Lfl,E—I—L*I](Hw(Al)) 7é O?) < C ( l2 ) e(logL)B.
trijp - pryr-1(Ho(A)) # 0 LA/

L’hypotheése (H1) montre que les valeurs propres sont des fonctions monotones des
variables aléatoires. Nous supposerons a partir de maintenant que (H1) est vérifiée et
nous supposerons, sans perte de généralité que (ay), C R%. Les hypotheses (H2) et (H2’)
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seront quant a elles utilisées pour montrer que si les gradients de deux valeurs propres
sont presque colinéaires, nous avons les mémes conditions sur les vecteurs propres que
dans la preuve du Théoréme [3.7] Nous obtiendrons donc les mémes conditions qu’a la fin
de la preuve du Théoreme mais sur les (z,), (voir (3.3.2))) et non sur les (wy,),. Nous
commengons donc par prouver une propriété des variables aléatoires (z,),. Nous aurons
besoin du lemme suivant, dans lequel nous utilisons .

Lemme 3.20. Soit v := a(0)? — a(—1)a(1) > 0. Il existe N € N tel que pour tout n € 7Z,
e—)\N/Q 1
< .
1 — e AN/2 7 8vd(0)2

Démonstration. Le résultat est immédiat a partir de la décroissance exponentielle de

(a(n))n. ]

Nous rappelons le théoréme de Gershgorin [Bel65], que nous utiliserons dans la propo-
sition suivante :

si |n| > N alors a(n) < a(0)e /2 et

Théoreme 3.21. Soit M = [m; j](; jy € Mn(R) une matrice a diagonale dominante, c’est-
d-dire vérifiant

Vie{l,...,n}, Imig| > > Imij| = R;.

J#i

Alors sp(M) C U; D(mi i, R;).
Proposition 3.22. [l existe C > 0 (indépendant de L) tel que, pour tout J sous-ensemble
fini de 7 tel que pour (i,j) € J* avec i # j nous avons |i — j| > N, ot N est défini dans
le Lemme le vecteur (2;)jesus+1 a une densité bornée par (C||plloo)?”.

Démonstration. Définissons la suite t := aly_g  g1. Nous avons alors z; = >°, <7 t(n)wn1i.
Maintenant, considérons I'application

(Wi)icqug+1 = (%i)ieJug+1-

Le jacobien de cet application est le déterminant de la matrice A = [ai;](; j)e(sus41)2
ol aj; = t(i — j). Comme le suggere la définition de la matrice A, celle-ci peut étre
réécrite par blocs de taille deux, et les blocs diagonaux sont tous égaux a la matrice

1 .
T:= (tfmi) iEOg . Ecrivons alors A = D + R cette décomposition par blocs, ou D est
diagonal par blocs de taille deux, ces blocs étant égaux a T', et R n’est constitué que de
termes t(x) ott |z| > N. Nous avons alors A = D(I + D™ R). Le coefficient le plus grand
0
de T est égal a a(0) de sorte que le plus grand coefficient de son inverse est égal a M
Y
ol 7 est défini dans le Lemme [3.20
Rappelons que la suite (ay,), est supposée positive et que donc les coefficients de A le
sont également. Nous remarquons alors que pour ¢ € J, d’apres le Lemme [3.20 nous avons

> agsio) 3 e
jedj¢{ii+1} JESj¢{iri+1}
¥
< 2a(0) Z e AN
k=1
—(1Y J+1)VN
< 2a(0)e NN : _(L;JXN)
o~ NN

g
<
- 1—e NN = 44(0)




80 CHAPITRE 3. ESTIMATIONS DE DECORRELATION

par hypothese. D’apres le Théoréme si u est une valeur propre de I + D™'R, alors
1 #
> 5 Le déterminant de A est donc au moins égal a <;) . Maintenant, nous savons que

les (wp,)n sont des variables aléatoires indépendantes avec une densité commune bornée et
a support compact p. Ceci achéve la preuve du Lemme [3.22] O

Remarque 3.23. 1l est facile de modifier la preuve et d’obtenir le lemme suivant

Pour prouver les estimations de décorrélation, nous suivons la preuve donnée dans la
premiere section. Soit Ej (w) une valeur propre simple de H,,(A;) et u un vecteur propre
normalisé. Comme dans le lemme précédent, prenons la suite ¢ := alj_g ). Comme 2, =
> t(i)witn, d’apres (H1) et la Proposition [3.44] nous obtenons :

l

O 25 =D t(i)u(m — i) =Y t(m — i)u?(i) > 0. (3.3.10)

i i=1
ot nous posons u(m) = 0 pour m ¢ [1,1]. Ainsi, pour [ assez grand, en notant 4; := >, t(i),
nous avons A; = ||V, Ej|| € [||lall1/2, |lall1]. Nous prouvons le lemme suivant, ott u et v sont

des vecteurs propres normahses associés a E # Ej, valeurs propres de H,, (Ar). Notons
que nous avons ||V, E Il =1V Ek|| = A

Lemme 3.24. Supposons que
|VoE; - V“E"ful <e . (3.3.11)

Alors,
18

Vie {1,...,L}, |u*(i) —v2(i)| < e” (3.3.12)

Démonstration. Pour i € [1,1] définissons X (i) := u?(i) — v2() et définissons

B := [bijl(ij)en—s,i+8]x[1,] Par bij = t(i—j) ot := alj_g g). Alors, est équivalent
a | BX| < e, Prenons ng := max{n € N,bub_, # 0}. Alors ng < S et, sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que b(ng) # 0. Comme la suite (a(n)),, est exponentiel-
lement décroissante, pour L suffisamment grand, la suite (¢(n)),, satisfait également (H2).
Définissons alors B := [b”]( NEN=S,1+5]2) ol nous rappelons que b;; = t(i — j). La matrice
B est une sous matrice de B et B est une matrice circulante. Deﬁmssons alors X € RI+29
par X (i) = X (i) sii € {1,...,1} et zéro ailleurs. Ainsi, (3 est prouvée si nous prou-
vons |BX| < e~ Drapres (H2) et [VeslOb, Proposition 5], il existe C' > 0 (dépendant
uniquement de (a(n)),) tel que |B~!| < C. Ceci termine la preuve du Lemme O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver lemme suivant, dans lequel nous rap-
pelons que t := alj_g g].

Lemme 3.25. Soit E,E' € R? et B > 1/2. Soit P la probabilité qu’il eviste E;(w) et
E(w), valeurs propres simples de (—Ay+Vy,)a, et (—Ay+V,,)a, dans [E — e_lB,E—l—e_lB]

et [E — e 1’ E—i—e_l ] tels que
w(Bj(w)) Vo (Ex(w)) v
H IV (5 (@)1 * Vo (Br@)ill, = (3.3.13)

1

Alors il existe ¢ > 0 tel que
—cl?P

P<e (3.3.14)
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Démonstration. La preuve est la méme que celle du Lemme [3.7]sauf que nous obtenons les
conditions (3.1.20)), (3.1.23) et (3.1.24)) sur les variables (zy), au lieu des variables (wp,).
Plus précisément nous obtenons ¢l? conditions d’un des deux types suivants :

2
<,UE + 2Zn, — AEZ) (ME +2n_ — AEZ) oy (1 - Z)

avec ng —n_ =1

<e V2 (3.3.15)

<e V2, (3.3.16)

c
ou ‘ME + zn — AEE

Afin d’appliquer le Lemme [3.22] nous remplagons cette condition par la condition plus
faible

21| < Ce/2 (3.3.17)

c
‘ME +zn — Ag—
a

car les variables aléatoires |z,| sont uniformément bornées.

Prenons alors ¢I? conditions parmi elles de maniére & ce que les indices des variables
aléatoires forment un ensemble JUJ + 1 satisfaisant les hypotheéses du Lemme [3.22] Alors,
pour L suffissamment grand, comme les variables aléatoires (z,)nejus+1 ont une densité
bornée par (Cp)?/ avec 24J =< ¢I” et B € (0,1), la probabilité que ces conditions soient
simultanément vérifiées est plus petite que

1128
Act|pl|ll e < e < L2 (3.3.18)
Ainsi ,
P<L72 (3.3.19)
Ceci termine la preuve du Lemme |3.25 O

Maintenant, la croissance des valeurs propres donnée par 1’équation (3.3.10) nous
permet de nouveau d’appliquer le Lemme qui reste valide, et ainsi obtenir 1’équa-
tion(3.1.31)) puis le Théoréme pour H,(Ar). Autrement dit nous avons prouvé le

Théoréme 3.26. Soit f € (1/2,1). Pour a € (0,1) et E # E’', pour tout k > 1, il existe
C > 0 tel que, pour L suffisamment grand et kL* <1 < L*/k, nous avons

) B r7 2
t’l“_Z[E/_LflyEq_L*l](Hw(Al)) 7& 0 L

Maintenant, I’équation (3.3.4)) nous permet enfin d’obtenir le Théoreme

I1 ne parait pas évident de s’affranchir de ’hypothese (H1). En effet, dans I’application
du Lemme 3.9} nous avons utilisé la monotonie des valeurs propres en fonction des variables
aléatoires. Ceci empéche qu’'une paire de valeurs propres tourne autour d’'un point de
R? quand nous faisons croitre une des variables aléatoires. Il existe peut-étre d’autres
hypotheses empéchant ce comportement.

3.4 Estimations de décorrélation pour les modeles continus

Dans cette section nous prouvons les estimations de décorrélation pour les modeles
continus. La preuve est également la méme pour les modeles discrets de type alliage H,, =
—A + V,, sur £?(7Z) avec potentiel de simple-site positif et & support compact, aux détails
dus a la structure discréte pres, en utilisant les résultats de ’Annexe B.
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Nous prenons donc nn > 0, N € N et ¢ une fonction continue par morceaux sur R telle
que

1
El[fN,N] >q>nlpy (3.4.1)

L’opérateur aléatoire étudié dans cette section est l'opérateur H, : H?(R) c L*(R) —
L?(R) défini par H, = —A + V,, ot

Vo(x) = Z wpq(x —n) = Z wn q(x —n) (3.4.2)

nez ne€lz—N,z+N|NZ
Le but de cette section est alors de montrer le

Théoréme 3.27. Soit 5 € (1/2,1). Pour a € (0,1) et F' # G, pour tout k > 1, il existe
C > 0 tel que, pour L suffisamment grand et kL* <1 < L*/k, nous avons

P (trl[F—leFHH(Hw(Al)) a 0,> <C (lz) plog L)?
trljg_r—1 ger-1(Hu(Ar)) #0 LA/3

La preuve suit exactement celle des estimations de décorrélation générales, donnée dans
la premiere section de ce chapitre, a ’exception du Lemme dont la preuve est différente,
car le gradient ne s’exprime pas de la méme maniére. Notons enfin que la preuve fonctionne
également, si la fonction ¢ a des zéros isolés dans [0, 1], en utilisant la Remarque Nous
utiliserons dans nos preuves des propriétés des fonctions analytiques de plusieurs variables
réelles ; celles-ci sont énoncées et prouvés dans ’annexe D.

Nous dédions donc le reste de la section a la preuve du

Lemme 3.28. Soient F,G € R? avec F # G et 8 > 1/2. Notons P la probabilité que

H,(A\;) a deuz valeurs propres, notées Ej(w) et Ep(w), l'une dans l'intervalle [F—e*lﬁ, F+

e*lﬁ] Pautre dans lintervalle |G — e G+ eilﬁ] et qu’en plus

< eilﬁ. (3.4.3)

‘ Vo (Bj(w)) Ve (Ek(w))
IV (Ej@)ll Ve (Er(w))l1

1

1l existe alors ¢ > 0 tel que

_cl28

P<e (3.4.4)

Nous divisons la preuve en deux parties mais introduisons d’abord quelques définitions.
Sur L?(—N, N) définissons la forme bilinéaire symétrique positive :

N
(F.9dy= [ Fg(batit. (34.5)

Nous noterons ||.||; la semi-norme correspondante. Nous dirons que deux fonctions f et g
sont g-orthogonales si (f, g), = 0. La notion de 1-orthogonalité est 1'orthogonalité usuel
sur L2(—1,1).

Fixons (F,G) € R et prenons u et v des fonctions propres l-normalisées de H,,(A;)
associées aux valeurs propres Ej(w) € [F — e’ Fye et Byw) e [G-e,G+
e—lﬁ]. Ces valeurs propres sont presque stirement simples et nous calculons, d’apres la
Proposition [3.44]

O () = (B, o)y = gy, 220, (3.4.6)
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ot u(z) =0 siz ¢ A;. Ainsi, comme u est 1-normalisée, d’apres (3.4.1]), nous avons
1< |[VuBj(w)ll €< 2Ny~

Dans le reste de cette section, M sera fixé de sorte que les variables aléatoires (w;); sont
presque stirement bornées par M.
Pour e € {F, G}, définissons "équation différentielle

(E}) : Vo € (=N, N),y"(z) + Vy(n+ 2)y(z) = ey(x) (3.4.7)

Comme la forme définie par (3.4.5) est un produit scalaire sur ’espace des solutions de
(£7'), nous pouvons prendre (ef ,, €5 ,) une base g-orthonormale de solutions de (&;'). Nous
utiliserons la proposition suivante.

Proposition 3.29. Soit ¢ € {F,G}. Nous pouvons choisir e, et e, de maniére d ce
qu’elles soient analytiques réelles en les (wj)je[n—2Nn+2N]-

Démonstration. Nous omettrons la dépendance en n et e et écrirons uniquement w au lieu
de (wj)jefn—nNntn]- Prenons W et @ les solutions de (£7') satisfaisant ¥'(0) = ®(0) = 0
et ¥(0) = ®'(0) = 1. Nous savons que ¥ et ® sont des séries entiéres de w et que

|Wlg - [|Pllq # 0. Ainsi, e; := est analytique et est solution de (£}'). Maintenant,

P
définissons @ := ®— (P, e1)e;. Ainsi, ¢ est une fonction analytique non nulle et orthogonale
P
a eq, également solution de (5;1) 11 suffit alors de prendre e and ey := w pour conclure
q

la preuve de la Proposition |3.29
Maintenant, comme u est solution de ’équation différentielle
y' + Vo(n+2)y(z) = Fy(z) + (Ej(w) — F)y(z) (3.4.8)

avec |Ej(w) — F| < e=” et v est solution de I'équation différentielle avec k au lieu de j et
G au lieu de F, il existe deux uniques couples (4,, B,) € R? et (4,, B,) € R? tels que,
pour tout z € (n — N,n + N), nous avons

~ e . (3.4.9)

u(zw) := Apel p(z —n) + Bpey p(v —n) + €,(x —n)
v(x) = Anel g(z —n) + Buey g(z —n) + e (v —n)

et tels que pour ® € {u,v} nous avons ¢7(0) = (e2)' (0) = 0. Nous avons alors

_I8
letlloo + lleblloo + 11 (€5) lloo + 11 (€)oo < Ce™

pour un certain C' > 0 (dépendant uniquement de ||¢||oo, M et N). Ainsi,
2,7 6
1) nmine 7 = A+ Bi +enet oy e = A%+ Ba + e, avec [efi| +[ep] < Ce™".

Nous avons donc
l

N :=|VEjli= Y (AL +B) + &
n=-—1

~ l ~ ~

N = |VEh = Y (A + B2) +&

n=-—I

(3.4.10)
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O, = ﬁ C. = An
avec |&,| + & < Ce~"/2. Maintenant, définissons : \gﬁ \gﬁ Alinsi,
Dn = = 5 Dn = Ti
N N
l l
SN2+ D:=Y C24 D240 ) =1+0( ). (3.4.11)

n=-—I| n=-—1|

Enfin, définissons U(n) = (g") et V(n) = (gn>, prenons (ry, 6y) € R x [0,27) tel

sin 6,

0s 0,
pour t,. La fonction ¢, est égale a tan,, ou cot 6, selon que |tanf,| <1 ou |tanf,| > 1.
Avec ces notations, I’équation se réécrit

que U(n) =1y, et définissons t, := sgn(tan6,) inf (| tan ,], | cot 6, |) et de méme

Hru - Tv”l < 06_16/2- (3.4.12)
La premiere partie de la preuve du Lemme [3.28| consiste en le

Lemme 3.30. [l existe neuf fonctions analytiques réelles (fi)ie[[ovgﬂ (dépendant uniquement
de q et N ) définies sur RN+ 'une d’entre elle au moins n’étant pas constamment nulle,
telles que, si u (respectivement v) est une fonction propre 1-normalisée de H,, associée d

Ej(w) e [F —e " F+ e‘lﬂ (respectivement associée a Ey(w) € [G — e G+ e_lﬂ]), si
pour un certain ng € ZN (=1 + 8N,l — 8N) nous avons r,(ng) > e="/4 et

Vm € [no — TN, ng + TN], [ru(m) — ro(m)| < e 172

et st nous définissons les polynomes de degré 8

8 8
Ro(X) =Y fil@)X" and Qu(X) =) fs—i(@)X"
i=0 i=0
ot nous avons posé & := (Wny—8N - - - » Wny+8N ), NOUSs avons alors :

tv(no) = g(0s(no))
tu(no) = g(0u(no))

sinon, nous avons |Qg (t, (ng))] < VP74

st 3g € {tan, cot}, { , alors |Rg (ty (no))] < e /4,

Démonstration. Nous prouverons ce résultat sous les hypotheses t,(ng) = tan,(ng) et
ty(no) = tan6,(ng), c’est-a-dire quand

max (| tan 0, (no)|, | tan 6, (ng)|) < 1. (3.4.13)

Les modifications a faire dans les autres cas sont mineures. Comme les variables aléatoires
sont i.i.d, il suffit de prouver le résultats pour ng = 0, ce qui sera supposé dans le reste de
la preuve. Nous considérerons donc ’équation différentielle

Vo € (=TN,7N),y" (z) + V,(2)y(x) = Fy(x), (3.4.14)

qui ne dépend que de (w_gn,...,wsn). Supposons que |r,(m) — r,(m)| < e=1’/2 pour
m € [-7N,7N] et supposons que r,(0) > e="/4. Nous montrons que ty(0) est presque
une racine d’un polynéme dépendant uniquement de (w_gn, . ..,wsN).
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. . . _18

Dans les lignes suivantes £ dénotera un vecteur tel que ||| < Ce™'"/2, sa valeur
changeant d’une ligne a ’autre. Comme u et v ont des dérivées premieres continues, nous
avons

MYU@2N) = NFU(0) 4 ¢ (3.4.15)

I p(=N) €3 p(=N) I r(N) €3 p(N)
ou MF .= LE 2.F et NI = LE %F . Ainsi, si
((6(1),F)’(—N) (€3,7) (=N) (€1, ) (5 p)(N)
nous posons T3 := (M¥)~I N nous avons

—o
2
&

U2N)=TFU(0) +¢c et V(2N) =T# V(0) +e. (3.4.16)
En effet, la matrice (Mp)~! dépend uniquement de (w_y,...,wy) € [—M, M]?N*+1 et est
donc bornée uniformément par une constante C' > 0 (dépendant uniquement de |/¢|/0, M

et N).
Comme t,,(0) = tan #,,(0), nous calculons

ra2N)\? sin 6,,(n)
( 74 (0) > _’Tl“f (cos&u(n)>
1 tu(n)
T tu(n)? Tg( 1 )

pour un certain |e| < Ce="/4. Dans le cas t,(0) = cot 6,(0), nous calculons

2
+ €

2
+ ¢,

2

ro2N)\? sin 6,,(n)
(ru(0)> —‘lef (cos&u(n)> Te
1 A

La fonction propre v vérifie la méme équation, avec G au lieu de F'. Ainsi, ’équation

(e (nzy

< Ce’lﬁ/‘l

peut étre réécrite

L tu(m)\ || 1 tm\|
il O + [Tl —18/4
1+tu(0)2TF< 1) 116,002 TG<1> <Cce "/, (3.4.17)
. . . . lﬁ/4
Ainsi, il existe €1 avec |e1] < Ce" /* tel que
2 2
1 + (tu(n) s (te(n)
1+ t,(0)2 Tr ( 1 ) 1+ t,(0)2 e 1 + €1. (3.4.18)

Maintenant, considérons I’équation U(—2N) = T U(n) + € pour la matrice T construite
de la méme maniere que T° Pf . Des calculs similaires & ceux amenant a (3.4.18)) nous donnent

18 /4
()

Pexistence d'un 7y avec || < Ce"/* tel que

RO
TF( 1 )H 1 +t,(0)2

2

1
+ 1. (3.4.19)

1+ t,(0)?
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Définissons alors les polynomes de degré 2

(1) (1)

D’apres (3.4.13)), les équations (3.4.18]) et (3.4.19) peuvent étre réécrites
L (1
75 ()| - Pottu()

+2t,(0) <T;5 (é) 1 ®> (1+£2(0))

2
(1+£2(0) |77 (‘f)

T (3) —Pc(tv(()))]

+2t,(0) <T; (é) Ty (2)> (1 +12(0))
1 (3)

- Pg (tv (O))
Ainsi, ¢,(0) est racine des deux polynémes t — Ri(t,t,(0)) — €2 et t — Ra(t,t,(0)) — 1.
Le résultant de ces deux polyndémes doit donc étre nul. Tous les coefficients de R; et Ro
sont uniformément bornés par rapport a (wm)me[-n,n]- Ainsi, le résultant R(t,(0)) de
Ri(-,t5(0)) et Ry(-,1,(0)) est inférieur a e=1"/4,

Si nous avons t,(0) = tan,(0) mais ¢,(0) = cot§,(0) au lieu de ¢,(0) = tan6,(0),
le résultant Q(t) obtenu est égal & t*R(1/t). Si nous avons t,(0) = cot 0,(0) et t,(0) =
cot 0,,(0) au lieu de t,,(0) = tan 6,,(0) et t,(0) = tan 6,(0), le résultant obtenu est également
R.

Maintenant, nous pouvons étudier les paires de fractions

2 2

Po(t) :=‘ and Qp, =

2
R1(t4(0),1,(0)) := t2(0)

(1+t3(0))|

_l’_

—PG(tv(O))] — e (3.4.20)

et

2
Ry (t(0),t,(0)) = 2 (n)

(1 +t3(0))’

+ = . (3.4.21)

(1 +t3(0))|

ru(2iN) ot ru(—2iN)
ru(0) 7u(0)

i € N (la construction précédante est alors le cas n = 1) et nous construisons R; de

la méme maniére que R mais ou les opérateurs TjjE sont remplacés par (Tjiz), en utili-

sant la continuité des dérivées premieres de u et v aux points {(2¢ + 1)N,i € Z}. Les

coefficients des résultants ainsi obtenus (R;);ef1,2,3) sont des fonctions analytiques des

pour

(W_gN,W_8N+1," -+ ,wsn ). Nous allons maintenant prouver que, par rapport aux variables
(W_gN,wW_gN+1," " ,wsn), I'un de ces résultants n’est pas constamment le polynéme nul.
Nous le ferons sous ’hypothese supplémentaire w_gny = w_gn+1 = -+ = wgn. Sous cette

hypothese nous avons

Vo € (=TN,7N), V,(z) = anq(x—n) = wp Z q(x —n).
neZ n€(x—N,X+N)NZ

Nous nous ramenons donc a 'étude des équations différentielles

Vo € (=7TN,7N),y" (z) = (wog(x) — o) y(z) (3.4.22)
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ou G(x+1) =g(z), § > 0sur (—1/2,1/2) et @ € {F,G}. Ces équations montrent que dans
ce cas, pour i € {1,2,3} et @ € {F, G}, nous avons les relations (voir (3.4.16))

TS = (T et Ty = (T~
Nous prouvons maintenant le

Lemme 3.31. I] eziste ig € {1,2,3} tel que, pour wy vérifiant won > F > G (n est défini
dans (3.4.1) ), R;, n’est pas le polynéme nul.

Démonstration. Prenons wy tel que won > F' > G. Le fait que R, est le polynéme nul est
équivalent au fait que, pour tout ¢’ € R, les polynémes Ry (-,t’) et Ra(-,t') ont une racine
commune. Ceci est également équivalent au fait que pour toute solution non nulle w de
(3.4.22) pour e = @G, il existe une fonction z := z(v) # 0 de (3.4.22) pour e = F telle que

’<r2(2N)>2 (rw(2N)>2 N (rz(QN)>2 (rw(QN)>2 B
72(0) 7w (0) r2(0) 7w(0)
Maintenant, nous remarquons que r, et r, ne changent pas si nous changeons les bases
g-orthonormales (ef ,,e3 ) pour z € {F,G} par d’autres bases g-orthonormales de I’es-
pace des solutions de (£7). Ainsi, si pour z € {F,G}, (f';, f3,) sont d’autres bases
g-orthonormales de 'espace des solutions de (&) et si (P;); sont les résultants construits
de la méme maniere que (R;); mais dans les bases (f{';, ', )z, le fait que le résultant R;
n’est pas le polyndme nul est équivalent au fait que P; n’est pas le polynéme nul.

Prenons maintenant des bases g-orthonormales (fi r, f2.r) et (fi,¢, f2,c) telles que,
pour z € {F,G} et Gs(t) := ¢(t) + (1 — t), nous avons

/_ ]JVV f1o () f5 (=) = fra(t) foe(—t) (wods(t) — Ex) = 0. (3.4.23)

Nous prenons alors les variables (7, éu), (ry, év), les opérateurs Tlff, Tg et les résultants
(Ri)i dans les bases (fi.r, for) et (fi.q, foq). D'apres ([B.4.20) et (3.4.18) (avec TF au
lieu de TiF), le résultant R1 est un polyndéme de degré au plus égal a 8 et le coefficient du
mondme de degré 8 est égal au déterminant de la matrice

Ay 0 Az 0

A= [ 2 I A (3.4.24)

ol nous avons posé

A= ||ITE0)? = 175 (1,0)|,
My = (T3 (1,0), 7 (0,1)),
Ao = ||TE0, )] = |75 (1,0)|?,
Ag = ||Tr (1,0)? = 175 (1,0)]2
M- = (75 (1,0), (0, 1)),
Ay = ||Tx (0, 1) = 175 (1, 0)]

De la méme maniere, posons A; la matrice dont les coefficients (Am,i)me[[lA]] et 14 ;

sont les mémes que ceux de A; mais avec (Tf)’ au lieu de Tf Le coefficient du monoéme
de degré 8 de R; est alors le déterminant de la matrice A;. Nous montrons maintenant
que, d’apres (3.4.23)), les coefficients des matrices (A;); satisfont une relation de symétrie.
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i pi L
Lemme 3.32. Prenons z € {F,G}. Pouri € N, écrivons <?f Zf) := (T;})". Nous avons
x xT

A . A . i — i
alors (T,7)' = (T,F) ™" = ( e bm)- Ainsi, Ay; = Az, Aoy = Ay et Iy ; = —T1 ;.

) 7
—Cg dx

Démonstration. Commencons par le cas ¢ = 1. Nous calculons alors

tg = f3,0(=N)F12(N) = faa(=N)f{ 2(N)
by = fo0(=N) faa(N) = fou(=N) f5.2(N) (3.4.25)
¢ = flo(N)fra(=N) = fra()fi (=)
dylc - é,z(N)fl,z(_N) - f2,$(1)f{,:p(_N)
La matrice T, = (T;)~" a les mémes coefficients mais ot les arguments N et —N sont

échangés. Il reste donc a prouver
f2.0(=N)f12(N) = f22(N) f1 o (N) = f2..(N) fra(=N) = fou(N) f1 .(=N).

fl,x(t) f2,x(_t)
f{,z(t) fé,z(_t)

W(t) = 2f1 2 (1) f2,0(—1) — fra(t) f22(—)(G(t) + G(—1) — 22).

Le cas i = 1 est donc une conséquence de (3.4.23)). Nous terminons la preuve du Lemme
par récurrence. O

Pour cela, posons W (t) = . Nous calculons alors

Reprenons la preuve du Lemme D’aprés le Lemme pour i € [1,3], nous
obtenons
det Al = 4H3_72-A1’iA27Z'. (3426)

Nous utiliserons les Lemmes et Les solutions de (3.4.22)) sont étendues a R de
maniére a satisfaire (A.3.1)). Pour (z,y) € {F, G} x {1, 2}, notons F, , l'extension de fy, &
R, solution de (A.3.1)). Les composantes du vecteur (73)*(1,0) sont les coordonnées dans
la base (f1,z, f2,z) de la restriction de Fj 5 & [(2¢ —1)N, (2i+1)N]. Le Lemme nous dit
que F1 4 et Fa, ont au plus un zéro. Comme elles sont g-orthogonales sur (—N, N), nous
pouvons supposer que Fp , s’annule dans (—N, N) et que F» , est strictement positive sur
(N, 00) et strictement négative sur (—oo, —N).

Maintenant, si I, = 0 (= —II_), alors F ;, doit avoir un zéro dans (IV, 3NV) et un autre
dans (—3N, 0). Ceci entre en contradiction avec le Lemme Ainsi, I # 0. Supposons
maintenant que Fi, s’annule en un point, par exemple dans [(2m — 1)N, (2m + 1)N].
Alors, quitte a changer Fj , en —F 4, F1 . est strictement positive sur ((2m+ 1), 00) et
strictement négative sur (—oo, (2m — 1)N). D’apres le Lemme ceci contredit le fait
que

((TE)™(1,0), (TE)™(0,1)) = = ((T)™(1,0), (T)™(0,1))

Ainsi, F1 , ne s’annule pas et nous pouvons supposer que JFi, est strictement positive.

Maintenant, pour f : R — R définissons P;(f) comme la restriction de f a [(2i —
1)N, (2i + 1)N]. Alors, comme ||T£tl(170)|| = ||P+i(Fi2)llq (une équation similaire est
vérifiée pour (0, 1) au lieu de (1,0)), pour i € {1,2,3} nous avons

{ Ay =0 (B(FLr + Fra), B(Frr - Fig)), = 0 (3.4.27)

N =0 (P(For + Fic), Pi(For — fl,G)>q =0
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Pour (z,y) € {1,2}2, nous savons d’aprés le Lemme que la fonction Fy r — Frq
change de signe au plus trois fois. Nous savons que F, r 4+ Fy ¢ est positive sur [V, 4-00)
et négative sur (—oo, —N]. Supposons que pour i € {1, 2,3}, soit

(Pi(Frr + Fra), PBi(Fir — Fr6), =0
soit
(Pi(For + Fr,6), Pi(For — Fr,6)), = 0.

Alors, 'une des deux fonctions Fi p — Fi g et Fo p — Fi ¢ doit s’annuler deux fois dans
(N,7N). Par ailleurs, pour = € {F,G}, HT;ZXH = || T, ;X||. Ainsi, cette méme fonction
doit également s’annuler deux fois dans (—7N, —N). Ceci entre en contradiction avec le

Lemme Ceci termine la preuve du Lemme [3.31 O
Nous pouvons maintenant terminer la preuve du Lemme Il existe (w_gn, .- ., wWsN)

tel que 'un des coeflicients de R;, n’est pas nul. Ecrivons alors

8

Rio(X) = filw_sn, ..., wsn) X",
i=0

ou les (f;); sont analytiques réelles. L’une des fonctions (f;); n’est donc pas constamment

nulle. Par ailleurs, par construction, |R;,(t,(0))] < e="/4. Ceci termine la preuve du
Lemme [3.30) O

Nous continuons maintenant la preuve du Lemme Prenons u (respectivement v)
une fonction propre l-normalisée de H,, associée & Ej(w) € {F — e‘lﬂ, F+ e‘lﬁ} (respec-

tivement associée a Ej(w) € [G — e G+ e*lﬁ]) et supposons que ||, — 7y|j1 < e 1/2,

Soit Ry (X) := S8 ¢ fi (w_sn, -+ ,wsn) X le polynéme donné par le Lemme et
i1 € [0, 8] le plus grand indice tel que f; n’est pas constamment nul. D’apres la Proposi-
tion et le fait que les variables aléatoires sont presque stirement bornées par M, nous
obtenons la proposition suivante.

Proposition 3.33. Soit & := (x_gn,...,TsN) €t

A= { € [-M MOV | ()] < 8

Il existe ¢ € (0,1) (dépendant uniquement de M, ||q||o, et N ) tel que, pourl suffisamment
grand, nous avons

P((w_gn, -+ ,wsny) € A) < e

Sur A€, posons (Z;(%))ic[1,i,] € C™ les racines de Rz, répétées selon leurs multiplicités,
et Z; = oo pour i € [i1, 8]. Les racines de Q,, défini dans dans le Lemme sont alors
les inverses des racines (Z;); non nulles, avec la convention co~! = 0. Nous prouvons
maintenant la

Proposition 3.34. Fizons & € A€ et supposons que |Rz(t)| < e~ /4 pour un certain
€ [-1,1]. Il existe alors i € [1,i1] tel que

It — Zy(2)| < e V164,
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Démonstration. Fixons & € A€ et écrivons
i ,
R = [fu @] It = Zi(@)] < e"/%
i=1

Comme |f;(z)| > e /8 ot iy < 8, un des termes du produit doit satisfaire
It — Zi(2)] < e 17/64,
Ceci termine la preuve de la Proposition [3.34] O

Notons que, pour tout ¢t € R et z € C nous avons [t — R(z)| < |t — z|. Maintenant,
supposons par exemple que 7,(0), 7,(—8N —1) et 7,(8N + 1) sont tous supérieur ou égal a
e~VP/4 et supposons que Q_ := (w_16N-1, - ,w—1) € A% et Q4 = (w1, ,wiN+1) € A°.
Le Lemme |3.30| nous dit que

s (Lo (=8N = 1))| + [0a, (t(8N + 1)) < 7"/

pour certains (e, ) € {R, Q}?, selon que tg = tan(fn) ou tg = cot(f) pour O € {u,v}.
Comme Q_ et Q appartiennent & A°, il existe (i_,i,) € [1,8]? tel que

t(-8N = 1) =R (27 (2))| +

(SN +1) = R (ZE ()| < e/,

pour certains (,) € {1, —1}2, selon que tg = tan(fg) ou tg = cot(fn) pour O € {u,v}.
Dans le reste de la preuve, nous utiliserons la méme notation 6 pour la classe de # dans
R/7Z. Nous munissons T := R/7Z de la distance usuelle, que nous noterons d, obtenue a
partir de la valeur absolue sur R.

En définissant ©; 1(4) := arctan (R [Z;(Q4)]), et ©; _1(Qy) := cot™? (3% [Zi_l(ﬂi)b,

nous obtenons
d(0,(—8N —1),0;_ (Q)) + d(6,(8N +1),0;, 4(24)) < Ce /64, (3.4.28)

Maintenant, comme 6, (—8N — 1) représente la direction d'une solution de (5" ~') proche
de v, nous déduirons de (3.4.28)) que la direction du vecteur (v(—8N —1),v'(—8N —1)) est
presque fixe. Dans ce contexte, nous prenons les variables de Priifer (R,(.),¥y(.)) € Ry xR)

telles que
o(t)) _ sin(y (t))
<v'<t>> = Bult) (eoswv(t)))

erq(0)  e34(0)
(e1c)'(0) (e54)'(0)
méomorphisme bi-lipschitzien T : § € T — S'/{1, —1} (S! est le cercle unité de R?), défini
a partir de la fonction 6 +— (sin 6, cos @), olt nous avons munis le quotient S'/{1, —1} de la
distance obtenue & partir de la distance euclidienne sur R%. Nous prouvons maintenant le

et définissons les matrices A,, := < > . Nous utiliserons également I'ho-

Proposition 3.35. Supposons que r,(n) > e=/2 et supposons qu’il existe © € T tel
que d(0,(n);0) < e=7/64 11 existe alors C > 1 (dépendant uniquement de ||q||co, N et

1
M) tel que Ry,(n) > grv(n) et il existe U € T (dépendant uniquement de ©) tel que
d(thy(n); ) < Ce™t/32,
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Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que n = 0. Par définition

(voir (3.4.9)), nous avons pour z € (—N, N)
v(x) = Ao} o(2) + Bo €3 (a) + ()

avec €2(0) = (¢2)/(0) = 0. Ainsi, nous obtenons
v(0)) . ~ sin(6,(0))
(v’(O)) =ro(0)N Ao <cos(€v(0))>

Nous savons que la matrice Ay dépend uniquement de (w_p, - ,wy) et que det(Ag) # 0
Il existe donc C' > 0 (dépendant uniquement de ||¢||so, N and M), tel que

Yiwo, o) € [-M, MPNFL [ det(Ao)| > 2
sin(6,(0))

Ainsi, en posant X := (cos(ev(o))

1
>, nous avons .~ < | ApX|| < C. Comme r,(0) > =112,

I

pour [ assez grand, nous obtenons R, (0) > Em(()).

Maintenant, nous savons que

sin(4,(0)) _ 7(0)
<cos<wv<o>>> = R0

7 (0)N
R,(0)

Ainsi, en posant Y := ApX, nous avons |Y|| =1 et

A X > (3.4.29)

_ —1 _ —1
Yo(0)=TH(Y) =T (HAoXll

Par définition, X € S! est un représentant de Y(6,(0)) et nous pouvons choisir
un représentant X € S' de YT(O) satisfaisant [|X = X| < e=!"/64 Nous avons alors

~ X X
| Ao (X — X)|| < Ce™"/04 puis ||j0X|| \jOXH || Ce~"/64 Nous définissons alors
0 0
X
Uo=7"1 LN et obtenons
[ Ao X]|
d (1,(0), ¥) < Ce /64,
Ceci termine la preuve de la Proposition [3.35 O

D’apres la Proposition et I'équation ([3.4.28)), il existe W;_ ,(2_) et W, (1) tels
que

d(tho(—8N — 1), Wy () + d((BN +1), U, 4(Q)) < Ce /64, (3.4.30)
Nous utiliserons la

Proposition 3.36. Soit W une fonction bornée sur un intervalle (x1,z2) C R. Soient
(h1, ha) les solutions de I’équation différentielle

Vz € (z1,22), =y (z) + W(x)y(z) =0, (3.4.31)
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satisfaisant hi(x1) = hh(x1) = 1 et hi(xz1) = ha(x1) = 0. Pour tout § € R, définissons
yg = sin(0)hy + cos(0)ha. L’opérateur

Toragw @ T—T

0 ! ! (y@@’?)ﬂ
/
o (x2)] + [y (x2)]* \Yo(22)
est alors bien défini et lipschitzien avec constante de Lipschitz dépendant uniquement de

|Wlleo €t |21 —x2|. De plus, il existe C > 0 (dépendant uniquement de ||W || et |z1—x2|)
tel que, pour tout 0 < e < 1 et W vérifiant |[W — W|oo < €, nous avons

SUp d( Ty 0o, w (0), Ty, 4y i (©)) < Ce
ocT

Remarque 3.37. Nous repoussons la preuve de la Proposition [3.36[a la fin de la section et
terminons la preuve du Lemme [3:28] mais en premier lieu, nous faisons une remarque. La
classe Ty, 2,,w (©) est la direction du vecteur (y(z2),y'(x2)) ol y peut étre toute solution
non nulle de I’équation différentielle

Vo € (21,22), —y"(z) + W(z)y(z) =0,
telle que la direction de (y(z1),y'(z1)) est égale a la classe ©.

Maintenant, comme le potentiel V,, dépend uniquement de (w_gn_1, - ,w—1) (qui
sont fixes car 2_ est fixe) sur lintervalle (=8N — 1,—N), en prenant ®; ,(Q2_) :=
T-sn-1,-N,v,—c (¥i_ «(Q-)), nous avons

d(ho(—N), ®;_(Q_)) < Ce17/64, (3.4.32)

De la méme maniere, il existe ®;, 4(€21) tel que

d(hy(N), B, (1)) < Ce /04, (3.4.33)
Par définition, nous avons 1, (N) = T_y n,v, —E,(w) (¥u(—=N)). Ainsi, comme |G~ E(w)| <
e_lﬁ, nous déduisons de la Proposition |3.36| que

d(u(N), -y Vomc (u(~N)) ) < Ce!"/01

et finalement ,
d(®;, 4(04), Ton N V-G (P (Q-))) < Ce /64, (3.4.34)

Maintenant, comme 2_ et €2, sont fixes, nous pouvons réécrire le potentiel aléatoire
V, sur (=N, N) :
Vo € (=N,N), V,(z) :=V(x) + woq(x)
ou V est une fonction déterministe. Ainsi, I’équation dit approximativement que
I'image par la fonction aléatoire Ty, := T_N NWtwyq de la direction fixe ®;_ ,(2_) est
presque fixe. Ceci est une condition sur les 32N + 3 variables aléatoires consécutives

(Q_,wp, 1) et le lemme suivant montre que cette condition arrive avec probabilité expo-
nentiellement faible.

Lemme 3.38. II existe g > 0 et m > 1 tels que, pour tous 0 < € < g, (01,02) € T? et
(Q-,Q4) € [-M, M]**2, si Peo, 0,00, dénote la probabilité que d(T,,(01),02) < e,

nous avons
N € 1/m
Peoi0:0-0 < () :

€0
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Nous repoussons la preuve de ce lemme a la fin de la section et terminons la preuve du
Lemme[3.7] Comme u est normalisée et comme r,, est au plus exponentiellement croissante,
il existe ng € Z tel que

Vn € [ng — 1%, n0 + 1°] N Ay, ru(n) > e /4, (3.4.35)

Notons que ng est aléatoire et qu’il existe au plus [ choix pour ng. Ainsi, nous avons
P (vn € (—1,1) N2 [ru(n) = ro(n)| < ™)

<l- sup P(Vne(ng—1°ny+1"
Nz

)z, ) = ro(m)| < 77
noE(—l,l ’ ‘

et ry(n) > e 17/42

Prenons maintenant ng € (—[,1) N Z. Pour simplifier les notations, supposons que ng = 0.
Définissons K := Vﬁ/(32N + S)J puis

K K
I= || [(2/ —1)(A6N +1), (25 + (AN + )] = | | J; € (=1°,17).
j=—K j=—K

Ainsi, si m; := 2j(16N + 1) nous avons J; = [m; — 16N — 1,m; + 16N + 1]. Définissons
ra(n) = ro(n)] < e”""/2

alors I’événement B; := § w; Vn € Jj, 5
et ru(n) > e /4

} et définissons

Q= (wmj—IGN—la'” ,wmj—1)7

+ .
Qj L (ij—i-l’ e 7wm]'+16N+1) .

Le Lemme B.3T] nous donne alors I'inclusion

g, [tu(m; — 8N — 1) < e 4

Bj € {w;3(e.0) € {R, Q)7

Ot [to(mj + 8N + 1)]’ < eV /4
J

Maintenant, d’apres les équations (3.33)) et (3.4.28]), nous obtenons que B; est inclu dans

Q;GAou [Q;EAcet

3(i, %) € [1,8] x {—1,1},d(6,(m; — 8N — 1),@i7*(ij)) < Ol /64 },

ws

+ + c
Qf € Aou [Qj € AC et
(

3(0,3) € [18] % {1, L d(0u(m; + SN+ 1),0,5(0)) < /% |
Finalement, en utilisant les notations de (3.4.34)), nous avons B; C C; ol

. Q) € AouQf € Aou [(97,9]) € (A9 et 3(i,7) € [1,8]7,
j= § W

S 0) € LAY, AT, (02(0])), Bis(0) < O 08
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Pour résumer, nous avons prouvé que

(CERERE B R
K K K
SP( M BJ‘) SP( N CJ) < II B, (3.4.36)
j=-K j=—K j=—K

car les événements (Cj)j sont indépendants. Maintenant, d’apres la Proposition et le
Lemme m il existe ¢ € (0,1) et C' > 1 tels que, pour tout j, nous avons

P(C;) < Ce ", (3.4.37)
Ainsi, comme K = %, nous avons pour [ assez grand
< elﬂ/2>

~ 2K+1 N
< (Cem®)T < e, (3.4.38)

ru(n) _ ro(n)

ru(0)  7,(0)

P (Vn € [-16N — 2,16N + 2],

pour un certain 0 < é < €. Il reste donc a prouver la Proposition |3.36| et le Lemme |3.38
pour terminer la preuve du Lemme [3.28

Preuve de la Proposition |3.36, Fixons 8 € R et prenons yy comme dans ’énoncé. Nous

avons alors
Yy = yo(w2) | _ (ha(w2) he(w)) (sin(0)) _ 24 sin(6)
= \whten)) = \niea) mo(ea) ) \costo) cos(6)
avec det’ H = 1. Comme hj et hy sont solutions de (3.4.31)), il existe C' > 0 (dépendant
uniquement de |[W]| et |xo — x1]) tel que max{||H||,||[H ||} < C. Ainsi, pour tout § € R

nous avouns || Yp| > Yok d’ou Zy := ﬁ € S'. De plus, yg = —yprr donc Zg = —Zg,» et
0

Ta1 20w €st bien défini.
1
Maintenant, la fonction 6 € R — Yy € R? est lipschitzienne et C' > ||Yy|| > ol pour

tout 6. La fonction # € R — =y € S! est donc lipschitzienne. Ainsi, le fait que T1 w0, €St
lipschitzien vient du fait que T~! I'est également.

Enfin, prenons W tel que |[W — W] < € < 1 et fixons # € R. Nous utiliserons
les mémes notations que précédemment pour W, mais avec le symbole -. Par exemple,
(h1,h2) sont les solutions fondamentales de pour W, (hy,ha) sont les solutions
fondamentales pour W et nous avons

_ (Mm(z2)  ha(z2) ot T — @1(362) 7}2(962)
”Qmm metH<um>%mJ'

Ainsi, nous savons que ||H — H|| < Ce pour un certain C' dépendant uniquement de ||W/||
et |za — x1|. Il existe donc C' > 0 tel que, pour tout # € R, nous avons

N 1 . - -
I¥e = Yol| < Ce et = < min{||[¥p], [|¥o[l} < max{[|[Ys]|, [|¥ell} < C

Ainsi, pour tout # € R, nous obtenons ||Zg — Z4|| < Ce. Nous concluons en utilisant le fait
que Y1 est lipschitzien. Ceci termine la preuve de la Proposition ]
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Preuwve du Lemme[3.38. Pour tout (©1,9Q_,Q.), prenons yy, comme dans la Proposi-
tion (avec 1 = —N et 22 = N et W = V + wpq), ol 6; est un représentant de
©1. Notons alors De, oo, (wo) la classe dans S'/{—1,1} du point

. 1 Yo, (N)
Dova-a o) = oy ool (yéJN”) ’

représentant la direction du vecteur non nul (yg, (N),yp, (N)) et notons De, := T(02), la
classe du point Dy, = (sin 2, cos f2) o 02 est un représentant de ©2. Nous avons alors

Peo,0:.0-0. <P([Dg 0 0, (wo) — Do,|l < €) + P (| Doy 00, (wo) + Do, || <€) .

Commengons par montrer que le vecteur non nul (yg, (N),yp, (N)), analytique en
(01,92-,Q4,wp), et 2m-périodique en ; n’est localement pas de direction constante se-
lon la derniere coordonnée. Comme ¢ > 0 et ¢ est minorée par une constante strictement
positive sur un intervalle de longueur strictement positive, ceci est prouvé par la théorie
de Sturm-Liouville (voir [Zet05 Section 4.5]). En effet, il existe des variables de Priifer
(R(t),o(t)) telles que (ZZi Eg) = R(t) (zlor;((z((i)))))’ telles que ¢p(—N) = 67 et telles que
() est une fonction strictement croissante de wy.

Maintenant, les applications

(d)b ¢27F7>F+7w0) = HD¢17F_,F+ (wo) - D¢2H§ )

et
(d)b ¢27F7>F+7w0) = HD¢17F_,F+ (wo) + D¢2H§ )

sont analytiques, 2m-périodiques en ¢; et ¢2, et ne sont pas constamment nulles. De plus,
pour tout (¢1, ¢2, ', T'4,wp), ces applications ne sont localement pas constamment nulles
dans la direction de la derniére coordonnée. La Proposition[D.3 nous donne alors l'existence
de C' > 1et m > 1, tels que

A

1
Pe,@L@g,Qf,QJr < ael/m‘ (3439)

Ceci termine la preuve du Lemme [3.38 ]

3.5 Estimations de décorrélation pour les modeles de type
multimere

Rappelons le modeéle considéré dans cette section. Fixons £ € N* et définissons sur Z
la suite
Vm € [kn,k(n+1) — 1], u,(m) = wy,.

La suite u,, prend k fois consécutivement la méme valeur w,. Fixons maintenant (a,)nez
une suite k-périodique de nombres réels strictement positifs . Définissons alors le potentiel
aléatoire sur Z

Vo(m) = amue(m). (3.5.1)

Le potentiel est presque surement borné par une borne uniforme. Nous considérons donc
I'opérateur auto-adjoint H,, : £2(Z) — ¢*(Z), défini presque surement par

Vo € ((Z), Hyp = — Ay + V0. (3.5.2)

Dans cette section, nous prouvons les estimations de décorrélation pour les modeéles de
type multimere. Nous prouvons donc
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Théoréme 3.39. Soit 5 € (1/2,1). Pour o € (0,1) et F # G, pour tout k > 1, il existe
C > 0 tel que, pour L suffisamment grand et kL* <1 < L*/k, nous avons

(s I 20 o () ener
trljg_r—1 ger-1(Ho(Ar)) #0 LA/3

Cette preuve suit celle donnée dans la premiére section, seule la preuve du Lemme [3.7]
change. Ainsi, nous prouvons dans cette section le

Lemme 3.40. Soient F,G € R? avec F # G et B > 1/2. Notons P la probabilité que

H,,(A;) a deuz valeurs propres, notées Ej(w) et Ei(w), 'une dans Uintervalle [F—e‘lﬁ, F+
e ] Vautre dans Vintervalle [G — e, G + "] et qu’en plus
‘ (Bw) , VolBw) | _ o 553
IV (Ej@)lls Ve (Br(w)l |f;
1l existe alors ¢ > 0 tel que
P < e (3.5.4)

Dans le cas ou Ay, = A il est possible de reprendre la preuve faite dans la Section
aux modifications dues au modeles pres, en utilisant les résultats de ’annexe B. La preuve
dans le cas général suit tout de méme celle donnée pour le modele continu dans la section
précédente. Nous ne prouvons ici que les parties qui nécessitent des modifications.

Nous commencons ici également par des notations, équivalentes discretes de celles
données dans la section précédente. Sur ¢2 ([0, N — 1]) nous définissons le produit scalaire :

N-1

(f: g>a = Z amf(m)g(m> (3'5'5)

m=0

Nous noterons ||.||, la norme correspondante. Nous dirons que deux vecteurs f et g sont
a-orthogonaux si (f,g), = 0. La notion de l-orthogonalité est la notion d’orthogonalité
usuelle sur ¢2 (1,1 — 1]). Dans cette section également, M > 0 sera fixé de sorte & ce que
les variables aléatoires (w;); soient presque stirement bornées par M.

Soit u et v deux vecteurs propres 1-normalisés de H,(/;) associés aux valeurs propres
Ej(w) et Ei(w). Ces valeurs propres sont, presque surement, simples et nous calculons,
d’apres la Proposition :

N-1
Oun Ej(wn) = ((Ow, Hy) u,u); = Z anu?(m 4+ Nn). (3.5.6)
m=0

L’équation (3.5.6)) se réécrit donc :

0, (w) (3.5.7)

_ 2
- ||u‘|INn,Nn+k71]] Ha'

La suite (an), est périodique et ses termes sont tous strictement positifs. Il existe donc
C > 0, dépendant uniquement de la suite (ay),N, tel que

VBl € | 5.0

Sur RY nous définissons le plan P% défini par ¥m € [1, N — 2],

bm+1y(m + 1) + bpy(m — 1) + (amwn — F)y(m) = 0. (3.5.8)
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La suite u vérifie pour tout m € [Nn, Nn + N — 1] ’équation suivante :
bmrru(m + 1) + bpu(m — 1) + (apw, — Fy(m) = (Ej(w) — F)y(m) (3.5.9)

avec |Ej(w) — F| < e’ et v vérifie la méme équation avec (Ejy, G) au lieu de (E;, F).
Ainsi, il existe deux couples uniques (A,, B,) € R? et (A,, B,) € R? tels que, pour tout
m € [Nn,Nn+ N — 1], nous avons

. , (3.5.10)

avec €g(0) = €g(1) = 0. Notons que ||€]! ||oo + ||} |00 < Ce=” pour un certain C dépendant

uniquement de [lafjos, M et N. Nous avons donc [[uy,, NHN%HHL% = A2 + B2 + " et

¥ - 1B na
[P |2 = A2 + B2 + ¢ avec |e?] + || < Ce™"". Ainsi,

l
N = |VEj|1 =) (A% + B}) + &

" . (3.5.11)
N:=|VEh =Y (A + B} + &
n=1
A - A
Cn = K y Cn = 71
Définissons maintenant : VN W Nous avons alors
D, = B D, = B
VN T UN
l L ~ , .
S CE4DE=YC24+D2+0(e /) =1+0(e"/?). (3.5.12)
n=1 n=1

Posons U(n) = (Cn> et V(n) = (g">, définissons les suites (14 (n), 0, (n)) € RY x [0,27)
n n

telles que U(n) = ry(n) sin 0, (n) puis définissons comme dans la section précédente
cos 0, (n)
1
t,, = sgn(tan 6, ) inf (] tan 6, Ttanfy| ’> et de méme pour ¢,. Avec ces notations, I’équation
an 0,
(3.5.3) se réécrit
lru — 7ol < 772, (3.5.13)

Pour n € N et m € [0, N — 1] prenons

1 F—anw, —-by
P mWn  —ONntm 3.5.14
ot bNn+m+1 (an+m+1 0 ) ( )

la matrice de transfert & un pas pour allant de {Nn+m, Nn+m — 1} a {Nn +
m+1,Nn+m}.

Comme dans la Section dans les lignes suivantes, € dénotera un vecteur vérifiant
el < Ce/2, sa valeur changeant d’une ligne a D'autre. Pour tout n € [1,...,1], nous

avons
My U(n+1) = ATNTU(n) + ¢
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ott MF — e?,F(l) egF(l) Ni 6?,F(N—1) BS,F(
" 8?7}7(0) egp(O) rom 7

F._
Ay = Py roPnrN-1-
NP o + . (MF V-l AFNF
Ainsi, si nous définissons T}/ . 1= (M, 1) A, N, nous avons

Un+1)=T,pUm)+eet Vin+1) =T, V(n) +e.
Maintenant, comme dans la Section [3.4] nous prouvons le

Lemme 3.41. [l existe neuf fonctions analytiques réelles (fi)ic[og] (dépendant unique-
ment de q et N) définies sur R3, l'une d’entre elle n’étant pas constamment nulle, telles
que, si u (respectivement v) est un vecteur propre 1-normalisé de H,, associé a E;(w) €

{F e’ F e } (respectivement associé . Ey(w) € [G — e, G+ e71"]), si pour un
certain ng € ZN (=1 + 8N, — 8N) nous avons ry(ng) > e 1P/4 o

Vm € {ng — 1,n9,n0 + 1}, |ru(m) — ry(m)| < eI/

et st nous définissons les polynomes

8
RW(X) = Zf (Wno 17wnoawno+l)XZ
=0

8

Z w’no luwno)wno-i-l)Xi
=0

de degré au plus égal a 8, alors nous avons
tu(no) = g(6u(n0))
tu(no) = g(0u(no))

sinon, nous avons alors |Q,, (t, (no))| <e

si 3g € {tan, cot}, { alors |Ry (ty (no))| < e /4,

_15/4

Démonstration. La preuve suit celle du Lemme [3:30] et nous utiliserons ses notations.
Comme dans la preuve du Lemme m il suffit de montrer qu’il existe (wyp—1,wWn,wWn4+1)
tel que la matrice

A 0 Az 0
My A;p II- Asg

A= Ay T, A, IL (3.5.15)
0 Ay 0 Ay
ou nous avons défini N N

Ay =T (1,012 — 1T 5(1,0)]12,

My 1= (T, (1,0), T, (0, 1))

Ay = T} (0, )17 = [T 5(1,0)]17,

Az =T, p(1,0)]7 - HTn,G( 0|2

= (T, x(1,0), T, (0, 1)>a

Ay =T, (0, 1)H2 H (Lo

est de déterminant non nul. Ceci sera prouvé sous I’hypothese supplémentaire

Wnil = Wp = Wn_1, (3.5.16)
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que nous supposons donc vérifiée. Nous calculons un équivalent du déterminant quand wy,

tend vers l'infini. .
_ n _ 0

Si N > 3, nous avons (N=1) e5p(N=1) = | VIN-I +o(1) et
(N — -2) 0 0

n n 0 0
(el,F(l) 62,F(1)> =1y - ) +0(1). Si N =2, nous avons

1
e?,F(N -1) eg,F(N - 1) _ e?,F(l) eg,F(l) _ [ var ? .
et p(N —2) eyp(N—2) er (0) ey p(0) 0 7%
Maintenant, HT,;|r (1,0)]|o est la a-norme du vecteur y(-) vérifiant (3.5.8)) et tel que
y(l) :AF 671L,F(N_ 1) .
y(0) " \etp(N —2)
Dans les lignes suivantes, nous gardons la différence (wy, 41, wy, w,—1) dans les notations,

bien que ces variables soient égales, pour une meilleur compréhension de chacun des termes.
Quand w, — o0, nous avons

(F' — an—1wn) (F — apwn 1)
y(1) 1 an-1
(y(())) bN(n+1)+1bN(n+1) bN(n+1)+1(F aN—lwn) O(W )

VON-1

Ainsi, pour tout m € [1, N — 2], nous avons

m~+1 -1
(y(m M D) = (Jm II bN(n+1)+i> Y +olwy)
i=0

y(m)
ol
m
(F — aN—lwn)'HO (F' — ajwn+1)
1=
Y =
m—1
ON(nt1)4m1(F — an—1wn) 'Ho (F — ajwnt1)
7=
Nous obtenons donc
2
| TR (1,0 = 0wV
’ a
N3 (F — an—awns1)? + b3 _
+(F - aN_1wn)2 H (F — aiwn+1)2 = (n+2)—1
i=0 +
2
|7mr 0, 1)] = 0(w2¥=5)
N1 (F —ajwp+1)”+0b
+ (F — agwn)? (F — ajwn—1) 2 (1)
=2 -
N—1
ou By = H ON(n+1)+i €t B— =[] byn-1)4i- De la méme maniére, nous obtenons
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N-1 N-1
Maintenant, définissons A := [[ a; > 0 et Ag := > [[ am > 0. Quand w,, — oo,
i=0 =0 mi

nous calculons

Ar= BI%FAAO(F ~ GV g oWV
Iy =0 (wleA)
3=0(
Ag=o (wbe_l) (3.5.17)
- =0 (wiNA)
Ba=(F) e+ ot
Maintenant, un calcul simple montre que
det A= (IT1 Az —TT_A) (I Ay — TT_Ag) + (A1 A4 — ApAz)?. (3.5.18)

Quand w,, — 0o, nous obtenons donc

1 4
det A ~ (A1AL)2 ~ (F — G)2AZA3 ( > WEN-2.
BiB_
Le déterminant de A n’est donc pas constamment nul. Nous terminons la preuve du
Lemme de la méme maniere que dans la preuve du Lemme [3.30, en utilisant la

Proposition O

N—1
Nous continuons maintenant la preuve du Lemme |3.40. Soit Tfl)G = II Pugm la
’ =0

m=
matrice de transfert & N pas pour I’équation (3.5.2), allant de {Nn—1,Nn} & {Nn+ N —
1, Nn+ N}. La matrice TS,G est le produit de toute les matrices P, j,, dépendant de w,.
Comme dans la Section [3.4] définissons l'opérateur

Tg:T—T

‘ T

ou nous rappelons que T := R/7Z est muni de la distance d et '’homéomorphisme T :
T — S'/—1,1 est bi-lipschitzien. La classe '7;07(;(@) est la direction du vecteur TSGX ol
X € R? peut étre tout vecteur de direction ©. Nous prouvons maintenant le

Lemme 3.42. I] existe ¢g > 0 et m > 1 tels que, pour tout 0 < € < € et tout (01,02) €
T2, si nous notons P, la probabilité que d(EO,G(@l)’ O2) < e, alors nous avons

R 1/m
P, < <6> .
€0

Démonstration. D’apres la Proposition comme dans la preuve du Lemme il suffit
Sin(al)
cos(61)

de montrer que, pour tout 1, le vecteur non nul Z := TS’G , analytique en wy,,

n’est pas de direction constante.
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D’apres (3.5.14)) nous savons que

ou les (FP;); sont des polynémes en wy,. Quand w, — 0o, nous calculons

N R (—am)

" m=0 bnN+m+1 (3519)
P3(wp) = O(wy™h)

Py(wp) ~w

s 0 1 .\
D’apres (3.5.14)), nous avons P, g1 ( 1) = —bNn+1 <0> Nous calculons alors, de maniére
similaire a (3.5.19)), dans la limite w,, — oo,

N-1 = (—am)
Poleon) e I (3520

m=1
Py(wn) = O(wf;[_Q)

bnNer

Par ailleurs, comme det P, gm = — , il existe K,, € R* tel que, pour tout wy,,

bnN+m+1
nous avons det Tg ¢ = K. Nous obtenons donc I'équation

PP — PPy =K.

ou deg(P1) = N = deg(P2) +1 > 2, deg(P3) < N — 1 et deg(Py) < N — 2. Ceci montre
en particulier que deg(Ps) > deg(Py) et donc P53 n’est pas le polynéme nul. Ainsi, Py ne
peut pas non plus étre le polynéme nul, car nous aurions alors P, - P3 = K,.

Prenons maintenant 6, € T. Par définition, nous avons

sin(601) P (w) + cos(61) Pa(wy,)
sin(¢91)P3(w) + COS(¢91)P4(wn) '

D’apres I’équation (3.5.19)) quand 61 # 7Z et I’équation (3.5.20) quand 6 = 7Z, la direction
de Z se rapproche de l'axe dirigé par (1,0). Il suffit alors de montrer que Z n’est pas

constamment colinéaire a (1, 0) pour conclure. Comme deg(P3) > deg(Py) < 0, la deuxieme
composante du vecteur Z ne peut étre constamment nulle pour aucune valeur de 6. Ceci
termine la preuve du Lemme [3.42] O

Maintenant, le Lemme est prouvé de la méme maniere que le Lemme [3.28] en
utilisant le Lemmes [3.47] et 3.42] au lieu des Lemmes [3.30] et 3.38]

3.6 Décomposition de PA,Q) + QAP

Le but de cette section est de prouver un résultat utilisé dans la premiere section.
Soit N > 3 un entier et P, Q deux sous ensembles de [1, N] formant une partition de ce
dernier. On note P (respectivement Q) le projecteur orthogonal sur £?(P) (respectivement
sur £2(Q)). Dans le lemme suivant uniquement, pour simplifier les notations, Aév représente
la restriction de 'opérateur Ay au cube [1, N] avec conditions aux bords de Dirichlet. Nous
prouvons alors le
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Lemme 3.43. Il existe (Cy)i des sous-intervalles disjoints de [1, N], tels que, si Cj dé-
signe le projecteur orthogonal sur 2 (Cy), alors nous avons

PAYQ+QAY P = CrA) Cy. (3.6.1)
k

Démonstration. Pour prouver ce lemme, il suffit de trouver ces intervalles de sorte que
les opérateurs sont égaux sur la base (dy), ou J, est le vecteur valant 1 au point n et
zéro ailleurs. Nous construisons les intervalles (Ci); point par point selon les alternatives
disjointes suivantes. Fixons n € [1, N] et supposons que n € Q. Comme nous avons

[PAYQ+ QAN P| 6, = [PAY] 85 = P (an416n11 + andn-1),

nous construisons les intervalles selon les alternatives suivantes, incluant le cas particulier
ou n est I'un des bords de [1, N] :

- Si{n—1,n+1} C QU {0, N + 1}, alors n n’appartient & aucun des (Cg)x

- Si{n—1,n+ 1} C P, alors n est a l'intérieur d’un intervalle C;, (c’est-a-dire que

n+ 1 et n — 1 seront également dans Cy,)

-~ Sin—1€ QU{0} et n+ 1€ P, alors n est 'extrémité gauche d’un intervalle Cy.

-~ Sin—1€Petn+1e QU{N+1},alors n est 'extrémité droite d'un intervalle Cy,.
Si n € P nous prenons les mémes alternatives mais ou P et Q sont échangés. Il est aisé de
vérifier ’égalité des opérateurs sur chacun des vecteurs de base. O

3.7 Gradients et matrices Hessiennes des valeurs propres

Dans cet partie, nous calculons les dérivées premieres et secondes des valeurs propres
d’opérateurs H, (A1), quand elles sont simples, en fonction des variables aléatoires. Nous
référons a [RST8|, et notamment & la théorie de la perturbation pour la régularité des
valeurs propres quand elles sont simples. Nous donnerons également une estimation d’une
norme de la matrice Hessienne. Nous commencons par donner un cadre général, englobant
tous les modeles considérés, afin de donner une seule preuve.

Soit N € N* et soit (A;);ep,n] des opérateurs définis sur L?(0, N) ou £2([1, N]), bornés
et autoadjoints . Nous supposerons qu’il existe C' > 0 (indépendant de N) tel que

N

Z xiAi

=1

< Cf|X]|oo, (3.7.1)
2

V(@:)iep,ng € RY,

ou ||Al|2 désigne la norme d’opérateur subordonnée a la norme hilbertienne et ||X]|| la
norme infinie sur RY du vecteur (zi)ien,N) € RYN. Pour tout z := (2;)sen+ € RY', définis-
sons 'opérateur

N
HL(.T) = H](j + szAl, (372)

i=1
ou Hg désigne, dans le cas continu, le laplacien sur L?(0, N) avec conditions aux bords de
Dirichlet et, dans le cas discret un opérateur de Jacobi sur £2([1, N]) avec condition aux
bords nulles. Notons (Ej(z));cp; vy ses valeurs propres, ordonnées de maniére croissante,
écrites autant de fois que leurs multiplicités. Tous les opérateurs aléatoires H,, considérés
dans ce chapitre sont construits de cette maniére et vérifient 'hypothese (3.7.1]). Pour le
modele des sauts, les matrices A; sont définis par A;(n,m) =1sim=n+1=j+1et
zéro ailleurs. Pour les autres modeles (dans le cas discret les matrices A; sont diagonales,
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dans le cas continu les opérateurs A; sont des opérateurs de multiplication) nous avons
Zi]\il x;A; = V, ou V, est le potentiel quand les configurations (w;); sont égales aux
(2;)i- L’hypothese est donc simplement vérifiée car les potentiels V,, considérés
sont uniformément bornés.

Proposition 3.44. Soient xg € RN et n € [1, N] tels que E,(z0) est simple. La fonction
x +— E,(x) est localement analytique de plusieurs variables en xq et nous calculons

OiEn(z) = (Aipn(x), Pn()) (3.7.3)
ot ¢, est un vecteur propre normalisé associé a E, et localement analytique en xg.

Démonstration. Nous omettons dans cette preuve les indices n et N et ne gardons que la
dépendance en x. Par définition, nous avons

H(x)p(z) = E(z)p(x) (3.7.4)
Nous calculons alors
(H(2)¢(x), 0:6(x)) = E(2)(8(x), di(x)) = 0

car ¢ est de norme égale a un. Dérivons maintenant 1’équation (3.7.4]) par rapport a z;.
Nous obtenons alors

[0:H ()] ¢(x) + H(2)0ip(x) = O, E(x)d(x) + E(2)0id(x). (3.7.5)

Nous prenons maintenant le produit scalaire de cet équation par ¢(z), exploitons le fait
que H(z) est auto-adjoint et que ¢(z) est de norme un pour obtenir :

OiE(x) = ([0:H ()] ¢(x), ¢(x)). (3.7.6)

Nous terminons la preuve de la Proposition [3.44] en constatant que, par définition, 0; H =
A, O

Nous calculons maintenant la matrice Hessienne de F,(z) au voisinage de z( ou cette
valeur propre est simple.

Proposition 3.45. Soient xg € RN eti € [1, N] tels que E,, 1(w0) est simple. La fonction
x +— E,(x) est localement analytique de plusieurs variables en xg et nous calculons

05j Bn(t) = =2($n(x), [H(z) = En(@)]™ (@) (3.7.7)

avec Py, p(x) = I(z)Ajpn(x) ol ¢, est un vecteur propre normalisé, associé & Ey(z),
localement analytique en xq et II(x) est le projecteur orthogonal sur ¢n(x)=.

Démonstration. Dans cette preuve également, nous omettrons la dépendance en n et N.
D’aprés la Proposition nous avons

O;E(z) = (Aip(x), 6(2))
Ainsi, en utilisant le fait que A; est auto-adjoint, nous obtenons

05 E(x) = 2(Aigp(x), (0;0)(x))
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Par ailleurs, I’équation [3.7.5 nous montre que

[H(z) — E(2)] 0;¢(z) = [0;E(z) — Aj] ¢(x).

Or, comme E(x) est simple, H(x) — E(z) est un isomorphisme de ¢(x)*. Ainsi, comme
0j¢(z) € ¢p(x) L, c'est aussi le cas de ;(z) := [A; — O;E(x)] d(z) et

0;0(x) = — [H(z) — E(x)] " (). (3.7.8)

Nous calculons maintenant :

Vi(z) = [Aj — 0;E(z)] p(x) = Ajp(z) — (Aj¢(x), ¢(x))¢ = T(x) Aj¢p()

ot II(z) est le projecteur orthogonal sur ¢(x)*. Par ailleurs, par orthogonalité, nous savons
que

(Aip(x), 0;¢(x)) = ([Ai — BiE(x)] §(x), 0;p(x)) = (¢i(x), 0;p(x)).

Ceci termine la preuve de la Proposition [3.49 O

Proposition 3.46. Soit Hess(x) la matrice Hessienne de E,(-), définie dans un voisinage
de xq tel que Ey (o) est simple. Il existe C > 0 (indépendant de N ) tel que

C
e < dist{En(x), sp(H (z)) — En(2)}

||[Hess(x) (3.7.9)

Démonstration. Soit Y € RN un vecteur tel que |Y]|oo = 1 et tel que
|Hess(x)||poopr = ||[Hess(z)Y||1. Nous savons qu’il existe Z € R tel que || Z]|cc = 1 et
tel que |[Hess(z)Y||1 = (Z, Hess(z)Y).

Notons Y = (Y1,...,Yn) et Z = (Z1,...,Zy). Prenons maintenant i € [1, N|, nous
calculons alors le i-eme coefficient du vecteur Hess(z)Y :

N
(Hess(x)Y); = Y 0y E(x)Y; = =2(¢i(x), [H (z) — E(x)] " ¥V (x)
j=1
ot U () := Zé\f:l Yj1;(x). Nous obtenons donc

ess(x = —2(0%(x ) — B oY (¢ 27|29 |2
i ess(@)Y) = =20, ) = Bl S G p @), sp(H@) - By @)}

(3.7.10)

Il reste donc & évaluer la norme || ||5 (et donc celle de ¥#). Nous savons que

VY (z) = I(x) ¢(x).

N
>y A
j=1

Notons BY := Z;-V:l y;jA;. Ainsi, comme ¢(x) est normalisé, d’apres I'hypothese (3.7.1]),
1972 < 1BY ¢(2)[l2 < |BY |2 < C.

Ceci termine la preuve de la Proposition [3.46 O



Chapitre 4

Statistiques spectrales

Dans ce chapitrons nous énongons des résultats sur les statistiques spectrales des opéra-
teurs de Schrodinger aléatoires. Les preuves utilisent les résultats des chapitres précédents
et suit la stratégie mise en place dans [GK10a]. Ceux-ci sont valables pour tous les modeéles
d’opérateurs de Schrodinger aléatoires pourvu qu’il satisfassent les hypothéses que nous
rappelons maintenant.

Les opérateurs considérés dans ce chapitre sont soit le modele des sauts, soit des
opérateurs NZ-ergodiques, discrets ou continus, du type H,(A) = Hy + V,,, ou Hy est un
opérateur de Jacobi symétrique avec coefficients périodiques, vérifiant (IAD) et, pour un
méme intervalle Z, (Loc) et les estimations de Wegner suivantes.

(W) : Tl existe C' > 0, m > 1, tel que pour J CZ et A C N

Ptr (1,(Ho(A)) > 1] < CLJ||A™, (4.0.1)

Nous avons alors les estimations de Minami suivantes, découlant immédiatement du
Théoréme 211

Théoréme 4.1 (M). Prenons un intervalle compact J de Z. Pour tous k > 1, p > 0 et
€ (0,1), il existe Ly, , > 0 tel que pour E € J, L > L, , et € € (0,L™"), nous avons

> Pt pra(Ho(AL)] = k) < C [(eL)'H7 4 L77] (4.0.2)
E>2

Comme expliqué dans le second chapitre, ces estimations de Minami sont plus faibles
que celle utilisées dans [GK10a] mais seront suffisantes, comme les preuves le montreront.
Remarquons que pour € = L™" avec k > 1, le terme a droite dans peut étre majoré
par C(eL)'” en prenant p assez grand et si pour tout p > 0 € = O(L~P), alors le terme &
droite est aussi O(L~P) pour tout p > 0.

Les estimations de Wegner (W) nous permettront donc d’utiliser les caractérisations
(Loc)(I) et (Loc)(II). Les estimations de décorrélation des valeurs propres éloignées, prou-
vées dans le troisiéme chapitre, ne sont pas nécessaires a 1’essentiel des résultats prouvés
dans [GK10a]. Elles ne seront utilisées que dans la preuve du Théoréme

La différence entre I'hypothese (W) dans ce document et ’hypotheése (W) dans larticle
[GK10a] est I'exposant m dans (W). Les résultats prouvés dans [GK10a] l'ont été avec
des estimations de Wegner linéaires en volume, c’est-a-dire quand m = 1. L’étude des
statistiques spectrales dans le régime localisé se base sur le lemme suivant, qui correspond
au [GK10al Lemme 3.1], a une preuve analogue au Lemme et est utilisé pour décrire
les valeurs propres de H,,(A) en termes des valeurs propres de H,, restreint & des cubes plus
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petits. Nous utilisons (Loc)(I) si ces cubes sont polynomialement grands en |A| et (Loc)(II)
si ils sont logarithmiquement grands en |A|, de sorte que la probabilité du complémentaire
de I'ensemble des configurations donné dans ’hypotheése est polynomialement petite en

A

Lemme 4.2. Supposons (IAD), (W), (M) et (Loc). Soient ¢’ et € tels que (RLog|AL|)'/¢ <
¢! < { < L pour R suffisamment grand, et, pour un certain v € A, considérons le cube
Ae(7y) tel que Ap_p(y) C Ap. Soit Wy, Uensemble Uy, ou Vy,, selon que nous avons
(Loc)(I) ou (Loc)(Il). Pour L suffisamment grand nous avons

1. Pour tout w € Wy, , si E(w) est une valeur propre de H, (A1) avec centre de lo-
calisation dans Ng—p(7y), alors Hy(AL N Ae(y)) a une valeur propre dans [E(w) —
e_(gl)g/z, E(w)+ e_(gl)g/Q] ; de plus, st w € Wy, (y), la fonction propre correspondante
est localisée au sens de ((1.2.6]).

2. Supposons de plus que Ny(y) C Ar. Alors, réciproquement, pour tout w € Wha,(v)s St
E'(w) est une valeur propre de H,(Ay(7y)) avec centre de localisation dans Ag_p (),
alors H,(Ap) a une valeur propre dans [E'(w) — e~ ()*/2, E'(w)+e /2] - de plus,
siw € Wy, , la fonction propre correspondante est localisée au sens de (1.2.6]).

Prenons maintenant p € [0, P { ol p est défini dans (M) et prenons Ey € I tel que
p

1+
Va > b,3C > 0,3¢, Y0 < € < €, |N(Eq + ae) — N(Ey — be)| > Ce' 7. (4.0.3)
Définissons également
apy = (14 p) (1112’;) <1 (4.0.4)

Nous utiliserons le théoreme de décomposition suivant. Ce théoréme nous permet de

controler toutes les valeurs propres de H,(A) dans des intervalles d’énergie de taille ﬁ,

pour a € (a, v, 1).

4.1 Théoréeme de décomposition

Le théoréme suivant correspond au [GK10al, Theorem 1.1]. Celui-ci traduit mathémati-
quement ce que nous disions en introduction : la localisation permet de réduire I’étude du
spectre de 'opérateur H,(Ay) a I’étude des spectres d’opérateurs Hy,(Ay(7)) avec ¢ < L,
ou les cubes Ay(7y) sont suffisamment éloignés, de sorte que ces opérateurs sont des copies
indépendantes d’un méme opérateur Hy,, (Ay(70)).

Théoréme 4.3. Supposons que Ey vérifie (4.0.3) et prenons o € (o, v,1) Soit In un
intervalle centré en Ey tel que N(Iy) < |Ap|~%. Il existe B > 0 et 5’ € (0,3) petit tels que
1 /
14+ 8p < ag ie et, pour £ < LP et 0! < LB, il existe une décomposition A = A, en cubes
p
disjoints de la forme Ag(7y;) :=v; + [0,1] satisfaisant :
2. sij # k, dist(Ao(r), Ae() > £
3. diSt(Ag(’Yj), (‘3A) > 4
4- [ANU; Ag(y) S AL/,
et telle que, pour L suffisamment grand, il existe un ensemble de configurations Zy tel que
1. P(Zy) > 1 — |A]7(@=2.p)
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2. pour w € Zy, chaque centre de localisation associé a H,(A) appartient a un cube
A¢(7y;) et chaque cube Ay(7y;) satisfait

(a) le Hamiltonien H,(Ao(7;)) a au plus une valeur propre dans Iy,
par exemple E;(w, A(v;)) ;

(b) A(v;) contient au plus un centre de localisation, qu’on appelle wy;(w, A), d’une
valeur propre de Hy,(A) dans Iy, qu’on appele Ey,(w,A) ;

(c) Ae(vj) contient un centre de localisation xy, (w, A) si et seulement si
o(Hy(Ae(y;)) NIx # 0 ; quel cas nous avons

|Ex, (w, A) — Ej(w, Ae(yy))| < e et dist(ay, (w, A), A\Ae(y;)) > €. (4.1.1)

En particulier st w € Z), toutes les valeurs propres de H,(A) sont décrites par (4.1.1)).

Démonstration. Nous suivons la preuve du [GK10al Theorem 1.1], en prenant en compte
les estimations de Wegner avec un exposant sur le volume et les estimations de Minami
plus faibles. Prenons 3/ = 0+ et 8 > [’ que l'on choisira ultérieurement, définissons
¢ = L7 et ¢ de sorte que ({+¢)k+¢ = L, ot k = | L'~?|. Prenons maintenant des cubes
de taille ¢ dans Ap, satisfaisant les conditions du Theorem Nous utiliserons (Loc)(I)
dans cette preuve. La probabilité qu'un des cubes Ay(y;) ne satisfait pas (Loc)(I) est plus
petite que |Az|'#~PP. La probabilité que Az ne satisfait pas (Loc)(I) est au plus égale &
|Az|P. Ainsi, pour p suffisamment grand, a ’exception d’un ensemble de configurations
de probabilité négligeable devant |Ap|~(®=®#)  tous ces cubes satisfont (Loc)(I), ce qui
sera supposé par la suite.

Soit Sy, I'ensemble des cubes Ay_g(y;) C Ap contenant deux centres de localisa-
tion H,(Ar). L’ensemble Sy, est de cardinal au plus égal & |AL|*=P. Par ailleurs, le
Lemme nous dit que si Ay_y(7y;) est un cube de Sy alors 'opérateur He,(As(7;))
possede deux valeurs propres a une distance au plus égale a e~ de celles de H,(A)
associées aux centres de localisation dans A,_s(7;). D’apres I’équation nous avons

1 a
|[In] < N(Ip)™7 =< |A|” ™. 11 suit donc du Théoréme (en prenant p assez grand)
I’estimation

-1
P(tSer > 1) S [A P (AP |A]7T57) e S APt (4.1.2)

1

Définissons T = Az\ U; Ay_s(7;) et considérons une partition T = UM, Ay (z) en cube
de taille ¢, avec M = L{~'. Nous pouvons élargir chaque cube de %E’ a exception des
cOtés qui coincident avec la frontiere de Ap, de sorte que si un centre de localisation se
trouve dans Y nous pouvons appliquer le Lemma Ainsi, d’apres (W) :

P(H,(AL) a un centre de localisation dans Y)

M
ZIP (A1) a un centre de localisation dans Ay (zy))
k
1 !
S Mg, ["|a] S LE™IN ()T S (AP
10
Prenons maintenant

> (14 p)max (14 Bp)y,1— B +mp')). (4.1.3)
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Si nous optimisons en 3 nous obtenons :

1=+ pm

’ py+1

(4.1.4)

et a>(1+ﬁ)<11_7_p7m*8/)

py+1

1-— 1
Ainsi, choisir a5 := (1+p) (1 — +71> = (14p) <1 :‘; > < 1 donne le résultat voulu.
p
Ceci acheve la preuve du Théoreme O

4.2 La distribution locale des valeurs propres

Comme dans [GK10al Section 2], nous calculons la distribution des valeurs propres dé-

pliées, c’est-a-dire les nombres (]A LIN(E; (w))) . L’inégalité (W) n’est pas nécessairement
J

linéaire en la longueur du cube. Cela n’implique donc pas que la DEI est Lipschitzienne,

contrairement au cas linéaire, ni méme holdérienne. Nous faisons donc une hypothese de

régularité sur la DEIL Définissons R, (¢) := sup N(I). Comme nous sommes en dimen-
[I]<e=*"

sion un, nous pouvons prouver I’hypothese de régularité suivante en utilisant les techniques

introduites dans [BL&5)] :

(R) : Vn € (0, 1),3320 LR,({') =0, (4.2.1)

ou ¢ est défini dans Théoréme Ainsi, comme ¢ = Lﬁl7 (R) est vérifiée pourvu que
la DEI est Log-héldérienne avec un exposant suffissamment grand ou héldérienne. L’hypo-
these (R) signifie que la DEI d’un intervalle de taille exponentiellement petite doit étre
négligeable devant les quantités polynomialement petites.

Nous prouvons dans l'annexe C que (R) est vérifiée pour le modele suivant :

Théoréme 4.4. Soient (wp)nen des variables aléatoires i.i.d avec densité dont le support
est égal a [0,1]. Définissons sur (>(Z) Uopérateur aléatoire H, = —A + V,, ot V,,(2i) =
—Vu(2i + 1) = w;. La DEI est bien définie et est héldérienne sur [—3, 3].

Pour ce modele, si la densité est suffisamment réguliere, les estimations de Wegner
sont prouvées dans le bas du spectre presque sur, ces estimations étant polynomiales en
volume ([K1o95]).

Pour calculer la distribution des valeurs propres dépliées nous utiliserons le lemme
suivant :

Lemme 4.5. Supposons que (W) et (Loc) soient vérifiées dans un compact I. Pour tous
v e (0,1) et Rlog L)V/¢ < ¢! < ¢ < L, définissons N(J,£,0') comme étant le nombre de
valeurs propres de Hy,(Ag) dans J avec centre de localisation dans Ng_p. 1l existe alors
C>0etl>¢&" > tels que, pour J C T un intervalle satisfaisant |J| > e~ nous
avons

[E(N(J,0,0) — N(J)|A|| < ClI|(€)™ + CRen (€)1 (4.2.2)

Démonstration. Soit Uy, 'ensemble des configurations donné par (Loc)(I) pour certains

p € N* et £ € (v,1), de sorte que P (Z/{KZ) < L7P. D’apreés le Lemme puis (W), nous
avons

[E(N(J,6,6) = a1, (Ho(A)))| <P (Ve ) S 1I16)™, (4.2.3)

Prenons une fonction infiniment dérivable x, telle que 0 < x,, < 1, xp = 1 sur J et

Xr = 0 en dehors de J + [—r, 7] avec r := e (O et &" que nous choisirons ultérieurement.
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Définissons alors )y ¢ le sous-ensemble de Uy, ot H,,(Ay) a tous ses centres de localisation
dans Ay_p. Maintenant, définissons K := (J + [—r,r]) \ J. Nous avons alors | K| = 2r et

0<r(x)—1;() <1lg(x).
Ainsi, en utilisant (W), nous obtenons
[ [ox[1y (Huo(Ae) — xr (Hu(Ae)]]| S rlAd™ (4.2.4)
Par ailleurs, H,, étant NZ-ergodique, nous avons
E (tr 51 (HL)]) = N - N(J)

ot nous avons défini Jp := 1o y| dans le cas continu (dans le cas discret nous prenons
0o :=1y0,...N—1} ). Ainsi, par covariance de H,,, pour tout £ € NN, nous avons

E[tx[1a, 15 (Ho)]] = [Ad [N ().
Ainsi, pour £ > 1 nous avons
E[tx[15,1,(Ho))] = [Ad IN(D)| + O (N(J)).
De la méme maniére, par définition de K et de Rgr(¢') nous obtenons
’E[tr[lAzlj(Hw) — T xe (H))| \ < Ren(£)|Ag| + Cr 4 CRen(€)). (4.2.5)

Etudions maintenant 1p,(Hy(Ap) — z)_llAe — 1y, (H, — z)_llAe. Quand w € YV p,
tous les centres de localisation de H,(Ay) sont dans Ay_p et nous avons, en utilisant la
décroissance exponentielle des résolvantes et les calculs faits dans [GK13|, (8.10)] (dans le
cas discret les calculs sont similaires)

e_(zl)&
< |Ag| w3 (4.2.6)

’tr [1/\@ (Hy, — Z)il L, = 1a, (He(Ar) = Z)il 1Ae] [Tmz|?

Maintenant, d’apres la formule de Helffer-Sjostrand (voir par exemple[HS00, Appendix
B)), représentant x,(H,(A¢)) et xr(H,) en utilisant leurs résolvantes, il existe C' > 0 tel
que

—C _—(0¢ —(1"¢
1y, , 1l (Hu(Ar) — 1, X (H)]]| < |Arlr=Ce ) < A e (4.2.7)

si nous choisissons &’ € (v,£). Nous combinons maintenant les équations
et remarquons que les deux termes d’erreur les plus grands sont Rev (¢')|Ag| et
|J|(¢")™. Ceci termine la preuve du Lemme O

Sur Uy, définissons la variable aléatoire de Bernoulli X = X (J,£, (') telle que X =1
si et seulement si H,(Ay) a une seule valeur propre dans J avec centre de localisation dans
As—p. Quand X = 1, notons E; cette valeur propre. Comme dans [GK10a, Lemma 2.1],
le Théoreme permet d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 4.6. Supposons que (W) et (Loc) soient vérifiées dans un compact . Pour
tous v € (0,1), p > 0 et R(log L)'/¢ <« ¢! < ¢ < L avec R suffisamment grand, pour tout
intervalle J C T tel que |J| > e~ " nous avons

IP(X = 1) — N(J)| < (|| + L7 +|J|(€)™ + R, (£')¢ (4.2.8)
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Démonstration. D’apres le Lemme pour prouver ce théoreme, il suffit de prouver
I'inégalité
[P(X = 1) —E(N(J, 6, )| < (IJ|D)'F* + L7P.

Pour cela, il suffit de remarquer que P(X = 1) =P(N(J,¢,¢") = 1). Ainsi, nous calculons
E(N(J,£,0)) — Z]P’ (J,0,0') > k) (4.2.9)

Nous appliquons maintenant le Théoréme[4.1] Ceci termine la preuve du Théoreme[d.6] [

Nous utiliserons ces résultats sous les hypothéses N (J) < [Ap|~%, |J| < N(J)V/1H7 et
(R), avec ¢ = LP et K’ = L donnés par le Théoréme [4.3] Dans ce cas, les termes & droite
dans I’équation (4 sont des termes d’erreur et les plus grands termes d’erreur sont les
termes (|.J]¢)1+? et |J|(€’) . En effet, nous avons alors

L\ Ly
(N()T5e) SN NI < N(J) & ap

N(J)T ()™ < N(J) Bea>(1+p)(a+mp —B)

1+5p

Ces deux derniéres conditions sont vérifiées d’apres I’équation (4.1.3) et le fait que o €
(0,1).

4.3 Statistiques spectrales

Dans cette section nous énongons quelques résultats sur les statistiques spectrales
d’opérateurs de Schrodinger aléatoires. Nous donnons ici deux résultats typiques : I’étude
des statistiques locales des niveaux d’énergies, qui utilise (W),(M) et (Loc), et I'indépen-
dance asymptotique des statistiques locales de niveaux a différentes énergies, qui utilise
en plus les estimations de décorrélation prouvées dans le troisiéme chapitre. Les preuves
reposent pour l’essentiel sur les Théoremes [4.3| et [4.5 ainsi que (W) et (M), c’est pourquoi
nous supposons que la DEI vérifie 'hypothese (R).

Les résultats et leurs preuves sont tirés de [GK10al; nous y apportons néanmoins
quelques modifications pour tenir compte des estimations de Wegner et de Minami que
nous utilisons. Nous noterons dans la suite de cette section

El(w,A) <. ..Ej(w,A) NN

les valeurs propres de H,(A), répétées autant de fois que leurs multiplicités.

Statistiques locales des niveaux d’énergies dépliés
Par définition de a5 € (0,1), nous avons

14+p B dp?

=0.
”p1+p 2p+1

Il existe donc &, ; > a5 tel que, pour tout o € (&, 5, 1), nous avons

1+p 1 dp?

1+,0 2p+1

>1—a. (4.3.1)
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Les statistiques locales des niveaux d’énergie dépliées proches de Ey sont le processus
ponctuel défini par

E({, Ey, w, A) - Z 6§j(Eo,w,A) ({) (432)
Jj=1
§i(Eo,w, A) = |A|(N(Ej(w, A) — N(Eo)) (4.3.3)

Ces statistiques sont décrites par le théoréme suivant qui correspond au [GK10al, Theo-
rem 1.10].

Théoréme 4.7. Prenons p € {0, 1—7—[ ot p est défini dans (M). Prenons Ey € I tel que
p

Vo € (0,1),3C(5) > 0,3eg, V0 < € < €0, Va € [—1,1],
IN(Eo + (a + 6)e) — N(Eqo + ae)| > C(8)e! ™. (4.3.4)

Soit o € (Gpp,1). 1l existe alors 6 > 0 tel que, pour toute suite d’intervalles Iy =

I ... I I;)\ dans |A|*=%.[=1,1], ou p peut dépendre de A, satisfaisant
inf dist(I;, I,) > eI\’ (4.3.5)
J#k
nous avons, pour toute suite d’entiers naturels ki = k{\, ok = kﬁ
i &(w,A) e iy =k o o
I|™ L,|"r
li P o — e =0 4.3.6
Ao © ! k! (43.6)

Hii&(w,A) € I} = ky

En particulier, Z(&; Eg,w, A) converge faiblement vers un processus de Poisson d’intensité
la mesure de Lebesgue.

Démonstration. Rappelons que A = Ap. Nous allons diviser la preuve en deux parties.
Tout d’abord, nous montrerons le théoréme dans les cas dégénérés, c’est-a-dire quand la
taille d’'un intervalle tend vers zéro, ou quand le nombre d’intervalles, la somme des tailles
des intervalles ou la somme de (k;);, tend vers U'infini. Dans ces trois cas, nous montrerons
que les deux termes dans 1’équation [£.3.6] tendent séparément vers zéro. Nous prouverons
ensuite le théoréme dans le cas restant. D’aprés les hypotheéses du Théoréme [4.7] nous
pouvons appliquer le Théoréme a lintervalle Iy = N~Y(N(Ep) + |A|7%[—1,1]), avec
B et B reliés par 1’équation , de sorte que les exposants donnés par les estimations
de Wegner et de Minami dans la preuve du Théoréme [£.3] sont égaux. Soit Z, l'ensemble
des configurations donné par le Théoreme pour cet intervalle et définissons N comme
étant le nombre de cubes construits par ce théoreme. Nous noterons (Ag(v;)), <j<n ces
cubes. Ainsi, nous avons N = |[A|'=#(1 — O(|A|~(1=A)/dy).

Considérons ’évenement
P
A )
O ooty by = [ V{05 #{d3 &(w,A) € I} = Ky}
=1

Prenons ¢ < p := '€ ou 8/ nous est donné par le Théoreme 4.3/ et § par 1’équation (4.3.5)).
Comme la probabilité de Z, tend vers 1 quand |A| tend vers l'infini, pour prouver le
Théoréme [£.7] il suffit de prouver la convergence suivante

k k
A iy ™ i Il
P(Qll,kl;lz,kz;-";lp,kp ﬂZA> — e ‘11|Tl!..-€ ‘Ip‘kpip! _>|A|*>+OO 0. (437)
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Rappelons que N est continue et croissante. Ainsi, 'image réciproque d’un intervalle est
un intervalle. Pour tout cube A et tout intervalle I, définissons les variables aléatoires de
Bernoulli Xy, ; par ’équation

XAg,I = 1Hw (A¢) a une valeur propre dans N—1[N(Ep)-+|A|~1I] avec centre de localisation dans A,_,

Nous rappelons que les longueurs £ et ¢/ sont prises comme dans le Theorem c’est-a-
dire ¢ < LP et ¢’ < LP'. Nous pouvons réécrire ces variables aléatoires en fonction de celles
définies dans la section Ainsi, Xp, 1 = X(Ae, N"HN(Ep) + |A|7H]), ).

Commengons par éliminer un des cas dégénérés : quand la longueur d’un des intervalles
(I;); tend vers zéro. Supposons donc que, pour un certain e petit, |I;1] < € . Suppo-
sons d’abord que k1 # 0. Nous savons que pour L assez grand, lintervalle N(Ep) +

|A|7! (Il + e -1, 1]) est de taille inférieure & 2—— Ainsi, nous avons

Al

N[N + A (14 e P 1,])]| S (A’>“ﬁ. (4.3.8)

D’aprés la décomposition donnée par le Théoréme [4.3] pour un certain n > 0, pour
L suffisamment grand, en utilisant le Lemme avec p assez grand et 'hypothese (R),
nous obtenons

(Qll,kl,lg,k% Ty () ZA) <P (Qll ky N ZA) SNP (XA,Z(«,),11+67L’7 ~1,1] = 1)

SN-N (N[N (Eo) + AT (I + e [-1,1])]) Al

QMWW)MYH+NQM)ﬁW)

14p

_1
_ € 1+p 1+p mB’
S e IAPIAPO) () AP () g

1+p _14p _1 _ /1
§g+51+ﬁ|A|1+5” T+p +51+ﬁ|A|1 Brmp — 117

Se.

d’apres (4.1.3)), la troisieéme inégalité étant en utilisant ’hypothese (4.0.3]).

. _ I %1 .
Par ailleurs, quand k1 # 0, nous avons e |Il|% < e. De plus, nous avons toujours

—|1) [11* s o=l |\Il,k1 -1 \’Ip\k” . L
e e < 1. Ainsi, e ?---e P E < e. Si k1 = 0, les calculs précédents
’ 1. -
montrent que

A
0 < P, kyioosty iy N 28) = POXY i1y hyioiry, N 22) S €

et
2 k 2 k
T LTy A 1 R T 1 A 11 PR A Ry
ka! o k! k!
s e i) H2|*? Lp|™
Il reste ensuite a estimer la différence PP (ng%m;lp’kp) — e~ |2l | kl! el L k" '

Ainsi, nous nous ramenons au cas ol les intervalles (I;); sont tous de longueur au moins
égale a €, ce qui sera supposé dans la suite de la preuve. Définissons maintenant I j‘ =1I;U

[—e=F" et et I =1I;n(L + [—e~ " e~L"]). Par définition, nous avons I; CI;C Ij‘.
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De plus, d’apres (4.3.5)), pour L suffisamment grand, nous avons I;r NI ,j =1, NI =
pour j < k et nous avons |I+] = |L;|(14+0(e ")) et [ = 11 |(1+0(e~t")). Par ailleurs,
pour L assez grand, pour J € [1,p], nous avons |I+] > ]I | >e/2.

D’apres 1’équation (4.1.1)) donnée dans le Theoreme nous savons que

p
ﬂ { #{7; X Ae(y) Iy — 1} = kl} mZA C Qj}lkaIQ,kQ;'”?Ipvkp N Z4,
= (4.3.9)

p
A . ., _ _
QI17k1;I2,k2;"';Ip7kp NZy C m {w’ #{]’ XAZ('YJ)J# - 1} - kl} ﬂZA'
=1

Commengons par majorer ]P’(Q/I\1 ikl k, (1 ZA) €t par montrer que nous pouvons

supposer que p est fini (dépendant de ¢). Par définition de Z, (voir le Théoréme [4.3]), nous

savons que si [ # I” alors P({XAe(w) = LX)t = 1} N Z,) = 0. Nous calculons
>4y sty

donc
p
P(Qll,kl,lg,kz, Ip kp N ZA) <P (ﬂ {w #{‘77 )I+ _ 1} B kl} " ZA>
=1
D Vi€ Ky, XA N+ =1,
K[C{L"',N} =1 \v/] ¢ Kl7 XAZ('Y]),I[‘— = 0

#K=k;, 1<I<p
KlﬂKl/:Q) si l;ﬁl/

Comme pour [ # I’ nous avons K; N Ky = (), les vecteurs aléatoires ((X,, () IF )jeK, 1<i<p
sont indépendants. En effet, les cubes (A/(;)); sont & une distance au moins egale a R les
uns des autres (voir (IAD)), les événements ({w #{J; Xy, () = =1} = kl}>1§l§p sont

donc indépendants. Nous obtenons donc les inégalités suivantes :

p
(Qll,kh]z,km s5Ipkp NZy) < Z HP ({w; Vj e K, XAZ( DIF = 1})

. !
KZCIILN]] =1
# K=k, 1<I<p
KiNK, =0 si 1£l'

e (e 0 St <o)

=1

< Y Ie({w vie ks X, >I+—1})

KZCIILN]] =1
# K=k, 1<I<p

p p
x P ({w; vi ¢ |J K, ZXAZ(%_)JZ+ = 0})

=1 =1

et donc

N ki
Jr
P, kst i Ly N 28) < (kl I k:p> I1 (Pl )

ou nous avons défini pljE = IP(XA@(M) = =1)for 1 <1 <p.
"

Estimons maintenant le dernier terme dans ’équation (4.3.10)). Nous utiliserons le
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Lemme 4.8. Définissons
1+p

145

Pour le choiz des (Ifr)lglgp fait ci-dessus, sous les hypothéses du Théoréme pour ce
choix de { et V', pour L suffisamment grand, nous avons

(’AI )¢
P ZXAZ(Vl)Jer:O :1_ Zm‘

=1

Bp (4.3.11)

0=«

Démonstration. En utilisant les estimations de Minami (M) de la méme maniere que dans
la preuve du Lemme [£.6] nous savons que

p
(UN N(Eo) + A7), £ fﬂ ”(ZXAZ(%W 21)
=1 '

< C|A PN P+ L7

Ainsi, d’apres le Lemme et hypothese (4.0.3)), comme les termes donnés par les esti-
mations de Minami et de Wegner sont de méme taille (car 8 et 5’ sont reliés par (4.1.4)),
nous obtenons pour p assez grand

P Lty
P (lZIXAz(vj),I; > 1) (U N7 (N(Eo) + [A[” 1I+)) +0 (\AAH'D’N(IA)’”‘;)

= AP S5]+0 (AP,
j=1
ol nous rappelons que Iy = N - (N (Eo) + |A|7*[—1,1]). Nous avons supposé que
[I[7] > /2 et que 1+ Bp < al £ (donc g —1 > ,6(1 +p) — a}ip) De plus, nous avons

également 8 —1 > 3 apres I'équation (4.1.3)) (rappelons que a > &, > vy ).
Ceci et la définition de I;" par rapport a I; font du terme |A|A—1 Z?Zl |1;] 1e terme principal.
Ceci acheve la preuve du Lemme O

Reprenons l'estimation du dernier terme de 1’équation (4.3.10). D’apreés le Lemme
Phypothese ([£3.4) et la définition de (I;*);, nous avons

= LA 1+ O(IA]7%) = [LINTH L+ O(IA] ). (4.3.12)

Définissons alors k = ky+- - +ky et I = |I |+ -+ |[}|. D’apres le Théoréme pour
w € Z, nous avons k < N(I)|A] < |A|'72. Par ailleurs, les hypotheses du Théoréme
nous disent que It < 2|A|'~“. Ainsi, pour L assez grand, nous avons

k+IT=o(|A*?) = o(N). (4.3.13)

D’apres les équations (4.3.10]) et (4.3.12)) ainsi que le Lemme en réduisant éventuel-
lement la valeur de §, nous obtenons donc la majoration suivante

\ My (), ro(art) N
P(Qflvkl;fm@;"ﬁfp:kp NZzy) < k N 1= #I (4.3.14)

(I+)ke—1+60(\/\|*51+) < (I+)k —It

=T K¢
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ol nous avons utilisé I’équation (4.3.13]) pour 'estimation
|A|70TF < |A|7OHITY = (1), (4.3.15)

En effet, d’apres la définition de 0 donnée dans I’équation (4.3.11)) et le fait que &, ; < «

(voir (4.3.1))), nous avons

1
5+1a=alig+l+ﬁp+1o~%ﬁ
< Lty dp” +1 + (B ap” -
1+, 20+ 1 P opr1

Le premier terme dans la derniére inégalité est strictement négatif d’apres (4.3.1). Main-
tenant, comme S et 3 sont reliés par (4.1.4) et « > &, ; > «, 5, nous pouvons prendre /3’

suffisamment proche de 0 et donc S suffisamment proche de de sorte que le deuxieme

0
2p+1
terme dans la derniére inégalité soit plus petit que 'opposé du premier terme. Nous avons
donc —§ + 1 — a < 0, ce qui prouve ’équation et donc I’équation .
L’inégalité nous dit en particulier que si k + I — 400 (dans la limite L — +00)
alors P(Qﬁ,kulz,k%m;lp,k‘p N Z,) — 0. Or, nous avons supposé que, pour 1 < [ < p, nous
avons |I;7| > €/2. Ainsi, si p — 0o quand L — oo, c’est également le cas de IT — oc.
Ainsi, si k +I" + p — +oo quand L — 400, nous avons

A
P, kit sty oy 1 20) = 0.
Par ailleurs, c’est également le cas du produit

k k
LY A B LV T A
k1! kp! '
toujours dans I'hypothese ot |I;'] < |I;| > £/2. Nous avons donc prouvé le théoréme sous
I'hypothese k + IT +p — 400 quand L — +o0.
Il reste donc & traiter le cas ol k, I et p restent bornés, ce qui sera supposé dans le reste

de la preuve. D’apres I’équation (4.3.9), en utilisant les mémes calculs que précédemment,
nous avons

ﬁ Vj G Kl, XAZ('Yj))Il_ == ]_,

E P Wi\ Nz
Y Ky, X - =0 A

KiC[1,N] I=1 i ¢ lgl P ) 1,

# K=k, 1<I<p
KlﬁKl/:(B si l#l,

< P(Qﬁ,kub,k%'”Jm% NZ4)
. Vi€ K Xy =1
< X PlM“vwgUm, x =0 (1%
KiC[1N] =t v

#K =k, 1<I<p
KiNK; =0 si l£l

Ag(vj).I"
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Or P(Z,) tend vers un et p est borné. Nous avons donc

p Vj c Kl, X N - = 17
2 P(ﬂ{w;. Mo })+4n
o\ w0 =0

# K=k, 1<I<p
KiNK =0 si 1A'

< PR, byt hsioily by 1 Z0)
p Vi e Ky, XA@("/') I+ = 1,
) )4
< Z P(“{M’V'glf X 0 + o(1).
K;C[1,N] =1 J e VIC Al

# K=k, 1<I<p
KlﬂKl/:(Z) si l#l’

Prenons maintenant, pour 1 < [ < p, des ensembles K; C [1, N] tels que (#K))1<i<p =
(k1)1<i<p et KjN Ky =0 quand [ # I'. Nous calculons alors

P vj € K, XAZ(%‘)J;’ =1,
P C.
Dl Vi ¢ U K X0 =0
= VAl
P P
S H P (Z XA/Z(VJ’)JZ-F - O) H P (XAe(w)Jf’ - 1)
jeu_ K, \i=1 I=1jekK,

p N—(k14-+kp
=P ZXAE(’Yl)Jfr - 0)

N—(k1+-+kp) p Ky
) [T ()" (1+0(1))
=1

P
< (II 6_"7'IL+|M> (N)fr++Ee (1 + o(1))
=1
puis
Vi€ K Xy =1 ; F-lht oty
F ﬂ w;V' K, X ! =0 ZP<ZXAz(71),Il:O>
=1 J ¢ Ki, Ae(yy) I = =1
p Aty =
< T (Suen (a0
jGUl K; =1 71 e\Y5 )54y,
N—(ky+-—+kp)
2P <IZ—; XAz(’Yl)»If - 0)

p XA( Wi :1»
< 1 <leem [P(XAZ(%)JZ_:Q_@(XW z :1)})
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car k(= ki + - + kp) est borné, ainsi que

:1,

X,
Ae(vi) ], L] =w <1 +0 (\A!"S)) '

P (X, - =1) —P
e(v5).1
o Xt iy
Par ailleurs, toujours car k est borné, quand N — +o00, nous avons

PN
> 1= ] (kl)(1+o(1))

K,C[1,N] l
# K=k, 1<I<p
KmKl/:® si l;ﬁl/

Ainsi, pour L suffissamment grand, nous obtenons

_ .y
(Ll

-1y A
e 1] N ! (1 + 0(1)) < P(Qh,kl;b,kz;“';fp:kp n ZA)
+ k1 +k
< e—\ﬁl& ... e—UI\M(l +o(1))
N k)|
- + —Ln
Maintenant, comme |I;~| = |I;| + O (e ), nous obtenons enfin
k1 I |Fo
- A BT A1 e 1) /%
|A|1i>rﬂl-oo |P (Qll’kl;b’kz;'";lpvkl’) ¢ ky! ¢ Kyl | 0
Ceci termine la preuve du Théoreme [.7] O

Maintenant, le Théoréme [0.2] est une conséquence du Théoréme [£.7] En effet, la condi-
tion (4.3.4) est en particulier satisfaite a tout point Ep ot N est dérivable et de dérivée
strictement positive.

Indépendance asymptotique des processus locaux

Dans cette section, nous montrons comment des processus ponctuels associés a diffé-
rentes énergies se comportent entre eux, en utilisant les estimations de décorrélation. Le
résultat suivant correspond au [GK10a, Theorem 1.11].

Théoréme 4.9. Supposons que (IAD), (W), (M), (Loc) et (D) soient vérifiées. Prenons
Ey €T et Ejj € T tels que Ey # E|, et supposons que ’hypothése est satisfaite en
Ey et en Ej.

Quand |A| — oo les processus ponctuels E(Eg,w, A) et Z(E},w, ), convergent faiblement
vers deux processus de Poisson sur R indépendants avec intensité la mesure de Lebesgue.
En d’autre termes, pour Uy C R et U_ C R deuz intervalles compacts et {k+,k_} € NxN,
nous avons

153 &i(Bo,w, A) € Us} = Ky U o) (101" o
v (ﬁ{j;fj(E(l),W,A) cU_} = k:) Az ( k! € B °

Démonstration. Dans cette preuve également nous utiliserons le Theoreme [£.3] Ainsi, nous
décomposons A en cubes A = Uyer, Ay(y) ; ot la taille £ est donné dans le Théoreme
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et N := #I'p ~ \Aw*d. Remarquons que la décomposition est la méme pour les énergies
E et E'. Pour tout intervalle compact I C R, définissons les variables aléatoires

1 si Hy(A¢(7)) a une valeur propre dans N[N (Ep) + |A|~11],

0 si ce n’est pas le cas.

X’Y(Eﬂj) :{

(4.3.17)
Pour prouver le Théoréme il suffit de prouver que, pour (k,k') € N2, I C Ret I’ C R
deux intervalles compact, nous avons

k K
lim E (Z XV(E,I)> ZXV(E’,I’))

A|—
[Al=-+oo vELA YELA

i k 74
= lim E (Z XV(E,I)> E (Z XV(E’,I’)) . (4.3.18)

|A|=+o0 LIS WX RIS

Il suffira alors d’appliquer le Théoréme [4.7] Ainsi, nous développons les sommes et en
utilisant I'indépendance des opérateurs restreint aux cubes, nous obtenons (pour simplifier
Iécriture, le symbole ~; signifie v; € A;)

k K
Sn(k, k') =E (Z XW(E,I)) (Z XW(E’,I’))

YELA YELA
> Y EXu (B D) Xy (B D) Xy (BT Xy (B, 1)
Y1 Vk 717“- 7'\/]’6/

= Gn(k,k') + Ry(k, k')

ou
Gn(k,K) = 3 E Xy (B, 1) X (B, 1) - X (B, 1) X,y (B T)]
{vmedn{ag g, 1=0
et ou
k—1
=Y > E|X(EDX(E.I)-]] X, H Xy (B, T)
YoM Vk—1 j=1
Vi ey
SES())
v l=1U=1 ! I
l
> E|X(EDX(E. ) [] Xy, (E HX (E', 1)
YE{v1 ve—1} J=1

YL V1 )
kE—1k'—1
=Y E[X(E,DX,(E N> > ( 1)( lil>
v I=11=1
2

YE{ V1 V=1
YEVL Yy b

l

11X, (E HX (E',I')

j=1
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Ainsi,
: o iR -1\ (K -1 ,
RN(k,k):ZE[XW(E,I)XW(E,I)]ZZ( z >< p )SN_I(Z,Z). (4.3.19)
Y I=110=1

Par ailleurs, nous calculons

k K
Sy (k)Sy(k (Z X, (E 1) E (Z XW(E’,I’))

vETA veElA

= Y E[X,(E)- ] > E[X (1) Xy (B )]
Y155 Vk

,Y N 7’yk/

= GN(]{J, k/) + QN(k‘, ki/)
ou

:Z Z E[XV(EVZ)X%(EV[)"'X’Yk—1(E7I)]

E X, (B, I'\X, (E,T')---X,, (E.I
71wzﬂ:’k/_1 B Iy (B 1) b B0 (4.3.20)
k—1 2
D EACHIEANERT) o (G EX]
ol =1

Nous remarquons que nous avons obtenu deux fois le terme Gy (k, k') et que donc
Sn(k, k") — Sn(k)Sn(K') = Ry (k, k') — QN (k, k). (4.3.21)

L’inégalité de Cauchy-Schwartz nous dit maintenant que

Sn(k, k') < \/Sn(2k)Sn (2K)).

Par ailleurs, comme le Lemme nous dit que P(X,, = 1) < C/N, nous calculons

N

N N k

v <3 <]> (f;) <o Z( ) (C ) < 0}, NBLHCR/N) < 0 CF < |
§=0

oll, pour k > 2, nous avons défini Cj, = eF(logk—1-logloghk)

Ainsi, pour tout k et k’, nous avons

sup |Sy (k)| + [Sn(k, k)| < 400,
N>1

Ainsi, les équations (4.3.19), (4.3.20)) et (4.3.21]) nous permettent d’obtenir

S (k, k') — Sy (k) Sy (K)]

< Cj g max <Z E[X,(E,D]E[X,(E 1], E[X,(E,1)X,(F, I’)])
v Y

Ainsi, pour prouver (4.3.18)) il suffit de montrer que
S EX(EDNE[X(ET)] — 0 et > E[X(EDNX/(E. I — 0.
v v

|[A| =400 |[A| =400
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Par construction les opérateurs (H, (A¢(7)))~ sont i.i.d., cela revient donc & prouver que

L L
—E[Xo(E,D|E[XoE", I t —.E[Xo(E,DXE' I
/ [ U( ) )] [ 0( ’ )] \A\——>>+ooo € ; [ 0( ) ) 0( ) )] |A|—_>>+oo

(4.3.22)
Le premier point est maintenant une conséquence des estimations de Wegner, car ¢/L — 0,
et le second des estimations de décorrélation des valeurs propres éloignées car /L7 — 0
(v est exposant donné dans le théoréme en réduisant éventuellement 3. Ceci termine
la preuve du Théoréme O

Statistiques locales des espacement de niveaux d’énergie

D’autres résultats sur les statistiques spectrales s’obtiennent sous les mémes hypo-
theses. Nous rappelons sans preuve, a titre d’exemple, une implication du [Klo13, Theorem
1.5] et des résultats de [Min07], qui donne un résultat plus général que le [GK10a, Theo-
rem 1.4] sur les espacements de niveaux d’énergie. Prenons Iy = [ap,bp] tel que |ap| +
’bA‘ — 0. Définissons (5Nj(w,A) = \A\(N(E]_H(w,A)) — N(E](w,A))) >0, N(IA,A,CU) =
#{j, Ej(w,A) € I} et définissons la distribution empirique de ces espacements comme le
nombre aléatoire défini pour tout x > 0 :

o ﬁ{]a Ej(wa A) € EO + IAa 5Nj(w7 A) > .le}

DSL(z; Ey+ Ip,w,A) = N(In A o) (4.3.23)

En utilisant un théoreme de décomposition (a savoir le [GK10al, Theorem 1.2]) similaire
au théoreme mais qui contréle la plupart des valeurs propres dans des intervalles de
taille logarithmique, nous avons le

Théoréme 4.10. Supposons que (IAD),(W), (M), (Loc) sont vérifiées et que la DEI est
holdérienne. Fizons Ey € Z. Soit (In)x une suite décroissante d’intervalle telle que

sup |E| — 0. 4.3.24
EEFAI e ( )

Supposons que
N(EO + IAL+Z’) -

i ' =o(L) al li 4.3.25
si o(L) alors Am N(Eo T 1y, ( )

Il existe alors T = 7(p) tel que, si pour A assez grand, nous avons
N(Eg+ IN)IA 7P > 1 et |A]°.N(Eo + 1) o, o (4.3.26)

—

1)
pour un certain § > 0 et un certain p > 0, tel que 1 d

< 7. Alors, avec probabilité égale

a un, quand A — oo, DLS(x; Eg + Ip,w,\) converge uniformément vers la distribution
x — e~ %, autrement dit, avec probabilité égale a un,

sup |[DLS(xz; Ep + Iy, w,A) —e™*] — 0. (4.3.27)
>0 A—Z
Dans [GK10a] nous trouvons d’autres résultats, liés par exemple aux statistiques des
centres de localisation ou a 1’étude des statistiques jointes des niveaux d’énergie et des
centres de localisation. Par ailleurs, dans le régime localisé, 'opérateur H, (défini sur
I’espace entier) a uniquement du spectre purement ponctuel. Il est donc légitime et pos-
sible (voir par exemple [GK10al [Klo13]), d’étudier les statistiques des valeurs propres de
I'opérateur H,,.



Annexe A

Propriétés des solutions
d’équations de Sturm-Liouville

A.1 Variables de Priifer

Dans cette section, nous présentons les variables de Priifer (voir par exemple[Zet05),
Chapter 4]), essentielles dans la compréhension des équations de Sturm-Liouville et dans
la preuve des estimations de Minami.

Fixons [ € R, p: [0,{] — R une fonction continue par morceaux et ¢ : [0,/] — R une
fonction mesurable telles qu’il existe M > 0 vérifiant

supess|q| < M
(A.1.1)

1 .
— <inf < <M
17 < inflp| < supp| <

Comme p est continue par morceaux, il existe v € (0,1/2) et une subdivision 0 = zy <
1 < T2 < --- < xy =1 avec x;41 — x; > v, tels que p est continue et de signe fixe sur
|%s, 2|

Dans cette annexe, nous étudierons le probleme aux valeurs propres associé a ’équation
de Sturm-Liouville :

{ (Hu) : = ~(pu)' + qu= Eu, (A.1.2)

u(0) =u(l) =0

Les constantes dans les résultats que nous énoncerons dépendront uniquement de ||¢||~,
IP]l00, de [|p~!||oo et de 7. Remarquons que, quitte a multiplier ¢ — E par une constante,
nous pouvons supposer que

sup |p| < 1. (A.1.3)

Nous le ferons dans les preuves des résultats que nous énoncerons. Ainsi, les constantes
dans nos preuves dépendront uniquement de ||q||oo et de |[p~!|s et 7. Nous pouvons
associer a toute solution non nulle v de des fonctions continues (ry, ¢,) € RY xR,
appelées variables de Priifer, telles que,

u(z) sin (¢u(z))
= ryu(T . Al4
[oeieter) =) (ol D
L’équation (A.1.2) peut alors étre réécrite en fonction des variables de Priifer et nous
obtenons alors le systeme
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. = L— 71 T) — sin

0u(w) = = = (o5 +a(w) = ) sin® (9,(a) (A15)
(@) = L xr)— sin x)) cos x

e = (p(x) +4(e) — ) sinfou(w)) cos(6 () (A16)

Maintenant, si u est solution de pour E = 0 et v est solution de (A.1.2)

pour E # 0, nous pouvons définir (5q§ = (bv ¢y. Cette fonction vérifie alors ’équation
différentielle

(60) (@) = (25 +ala) ) (sin*(0u(2) = s (60(2))) + B sin (5, (x)

— (p(lfn) + q(ﬂﬁ)) [sin(¢y(2) + ¢o(2)) sin(du () — do(x))] + E?sin®(¢y(z))
(A.1.7)

A.2 Estimations d’effet tunnel inverse

Dans cette partie, nous prouvons des résultats qui ont été utilisés dans le deuxiéme
chapitre, dédié aux estimations de Minami. Ces résultats sont tirés de [Klol1, Appendix|
et les preuves de [HSS10, Appendix] et [Klolll, Appendix|, & quelques changements pres,
dus a I’équation considérée ici.

Dans le lemme suivant nous noterons I(x) := [z — 1/2,z + 1/2] N [0,1].

Lemme A.1. Il existe C > 0 (dépendant uniquement de ||q|loo, ||Plloo, o7 oo et v) tel
que, st u est solution de ’équation Hu = 0 alors Vx € [0,]

/ y)dy <ri(x) <C | uP(y)dy, (A.2.1)
c I(2)
minr, < maxr, < Cminr,, (A.2.2)
I(x) I(x) I(z)
. 1
[sin (¢u(.)) lL2(7(x)) = ok (A.2.3)

Démonstration. Nous supposons dans la preuve que est vérifiée et nous rappelons
que p est de signe fixe sur les intervalles |z;, x; 1] de tallle au moins égale a n avec n €
(0,1/2).

D’apres (A.1.6), il existe C > 0 (dépendant uniquement de [|g||o et [|p™!||ls) tel que
rl, < Cry. La deuxiéme inégalité est donc une application immédiate du lemme de
Gronwall.

Nous prouvons maintenant la premiere inégalité . Celle-ci est homogene de
degré 2, il suffit donc de prouver le résultat sous I'hypothese r,(z) = 1. D’aprés I'inégalité

1 v?
(A.2.2)), il existe C' > 0 tel que min 72 > —. Supposons que max u?> < —-. Nous avons
I(z) C? 1(x) 402"
3
alors Ilrzin (pu')? > WTorh Comme pu’ est continue, elle garde donc un signe constant sur
xT

I(z). De plus, (u')? > (pu)? d’apres (A.1.3)), et si p est de signe constant sur (y, z) C I(z),
alors u/ garde un signe constant sur (y, z) et nous calculons

u(z) — :/yzu’(t)d‘ f|z0 vl (A.2.4)
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Maintenant, comme |I(x)| = 1, il existe ¢ tel que |x;, z;41[NI(x) est un intervalle de taille
supérieur & v € (0,1/2). Nous pouvons donc choisir 'intervalle (y, z) de longueur égale a

3
n, et sur lequel p est de signe fixe. Nous obtenons alors % > |u(z) —u(y)| > \chy, ce qui

2

est absurde. Il existe donc zg € I(x) tel que u?(zo) Maintenant, toujours d’apres

>
S 4C?
la seconde inégalité, nous avons

max (u)? < [[p7 3 max (pu')® < ||p75 max vy < [p7H[5.C%
I(z) I(z) I(z)

Ainsi, pour z € I(z),

u(z) — u(z0)| < I eClz — 0] (A.25)
Posons ¢ = Lﬂio)- Alors, pour z € I(x)N[xg— 6,z +J], nous avons |u(z)| > futzo)]
2CIp~Hloo B
Ainsi,
2
u(z
/I( )uQ(y)dy > (57‘ (20)| . (A.2.6)

Ceci prouve la premiere inégalité, en prenant un nouveau C > 0 suffisamment grand.

Pour la derniére inégalité (A.2.3)), nous savons que

Isin (¢u(.)) |2 :/ ) s / u®(y)dy.
ul\-)) IL2(I(x)) @) m2(y) 7 T maxjz) 2 J1(@)

2
o rul®) 1

u

~ Cmax,r2 — C*

d’aprés la premiere puis la seconde assertion. O

Soit u une solution non nulle de Hu = 0 et v une solution non nulle de Hv = Ev. On
leur associe des variables de Priifer (ry, ¢,,) et (74, ¢,) comme dans le lemme précédant.
Définissons d¢p = ¢, — ¢y

Lemme A.2. Il existe C > 0 (dépendant uniquement de ||qlloo, ||Pllco €t [P o) tel que
pour tout xo € [0, ], nous avons

Va € [0,4], |sin(dp(x))] < [|sin(dp(xo))| 4+ Eb)eCl#=ol,

Démonstration. Soit s la fonction s(xz) = |sin(d¢(s))|. Nous déduisons de (A.1.7) qu’il
existe C > 0 tel que s vérifie I’équation intégrale

s(x) < s(xo) + B+ c/m s(b)dt.

Zo

Nous concluons la preuve en utilisant le lemme de Gronwall. ]

Lemme A.3. Il existe g > 0 (dépendant uniquement de ||q||oo, ||Plloo €t [P 0o) tel que,
pour tout n € (0,m9), nous avons

1. siy <4y sont choisis de sorte que IT%&X] sin ¢y, ()] <, alors |y —y'| <n/no;
z€ly,y’

2. si [sin(pu(y))| < n pour un certain y, alors pour x vérifiant 4n < |r —y| < /1, nous
avons

[sin(¢u(y))| = |z —yl/2.
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3. siy <y sont choisis tels que

|sin du (y)| = [sin pu(y')| =7 et in [sin ¢ ()| > n

alors |y —y'| > (no — m)no-

Démonstration. Tout d’abord, I’équation (A.1.5) nous donne lexistence de C' > 0 (dé-
pendant uniquement de ||q|loo, [[Pllcos [P oo €t 1), tel que |¢l (x)| < C et tel que, si
|sin(¢u(z))| < n alors 1 — Cn? < |cos ¢y (x)|¢),(x). Choisissons alors 79 € (0,1) tel que
1-Cng >1/2.

Commencons par prouver le premier point. Choisissons y < v/ tels que
Ier%ax/] |sin ¢y (x)| < 1. Comme 1 < 1y < 1, cos ¢, (x) garde un signe constant sur [y, /].
z€[Yy

De ce fait, nous obtenons

202 Jsin6u(y) — sindu(n)| = [ |eos (w6 (x)dx =y ~ /2
11 suffit alors de prendre 7y suffisamment petit pour prouver (1).

Passons maintenant a la preuve de (2). Nous avons vu que, pour un certain C' > 0
(dépendant uniquement de ||q|loo, |[Plloo €t [[p7}00), nous avons |¢,(z)] < C. Ainsi, il
existe g > 0 tel, que pour tout n € (0,70], si nous avons |sin(¢,(y))| < n, alors pour
|z — y| < no nous avons |sin(¢p,(z))] < np . Aussi, pour ny suffisamment petit, la fonction

9
x — |cos(¢y(z))| reste au moins égal a 9/10 sur [y — no,y + no] et |¢),(x)] > o S
[y — mo,y + no]. Nous obtenons ainsi

Yy — 0,y -+ ), o lsin(ou ()] > 3/4.

Le point (2) est alors une conséquence de la formule de Taylor.
Terminons maintenant avec le preuve du point (3). Comme |¢),(z)] < C, pour tout
z € (y,y + (no —n)/C), nous avons |sin(¢,(z))| < no. Ainsi, la fonction = — cos @, () ne
change pas de signe sur [y, min(y’, y+(no—n)/C)]. De plus, comme g[ﬁn }] sin(¢y(2))| < n,
T /

)

la fonction z — sinp,(x) garde le méme signe que z — cos ¢, (). Aussi, pour tout
z € (y,y+ (no —n)/C), nous savons que

z

| sin ¢y (2)] = | sin ¢y (y)] —I—/ | cos ¢y ()@, (x)dx

Y

>n+\1=0)*z—-y)/2>n.

Nous obtenons ainsi ¢y’ > y+(np—n)/C. Nous pouvons maintenant prendre 79 suffisamment
petit de sorte que le point (3) soit prouvé. O

A.3 Solutions jamais oscillantes

Dans cette section, nous prouvons des résultats sur les équations de Sturm-Liouville
et leurs solutions jamais oscillantes. Ces résultats servent a prouver les estimations de
décorrélation pour les modeles continus. Nous commencons par resituer le probléme.

Soit ¢ une fonction définie sur [0, 1) continue et positive. Définissons alors ¢ son exten-
sion 1-périodique par

{Vw €[0,1), g(z) = q(x)
Vr e R, glx+1) = q(z)
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et prenons deux réels Fy < FEj. Supposons que m := inf g > 0. Définissons ’équation
différentielle ‘
(&) :Vz € R, y"(z) = (A\g(x) — Ej) y(x). (A.3.1)

Nous allons prouver que pour A assez grand, les solutions de (A.3.1) n’oscillent jamais et
pourrons de ce fait étre comparées les unes aux autres assez facilement. Tout d’abord nous
prouvons le

Lemme A.4. Soit A tel que Am > E;. Alors, toute solution non-nulle de (Sf\) s’annule
au plus une fois.

Démonstration. Soit u une solution non nulle de (55\) s’annulant au point . Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer que u'(xg) > 0. Ainsi, pour tout z > zg, u(x) > 0.
Si ce n’était pas le cas, il existerait 1 tel que u”(x1) < 0 et u(x1) > 0, ce qui entrerait
en contradiction avec le fait que Am > Ej;. De la méme maniere, nous prouvons que pour
tout x < xg, u(z) < 0. O

Ainsi, une solution posseéde un signe fixe au voisinage de +00. Nous pouvons maintenant
comparer des solutions associées & des énergies différentes.

Lemme A.5. Soit A tel que \m > E; > Es. Soit u (respectivement v) une solution non
nulle de (E}), positive au voisinage de oo (respectivement (£3), positive au voisinage de
o0 ). Alors la fonction v — u change de signe au plus trois fois.

Démonstration. Définissons la fonction w := v — u. La fonction w satisfait I’équation
différentielle suivante :
w” = (\qg— E1)w + (Ey — Ex)v. (A.3.2)

Maintenant, supposons qu'il existe x4 tel que v(z1) > 0, w(zy) = 0 et tel que w est
négative a gauche de x et positive a droite de x;. La fonction v est alors positive sur
x4, 00[ et, pour tout > x4, w(xz) > 0. Si ce n’était pas le cas, il existerait x1 > z; tel
que v(z1) > 0, w(z1) > 0 et w”’(xz1) <0, ce qui entrerait en contradiction avec (A.3.2)).
De la méme maniére nous prouvons que s’il existe z_ tel que v(z_) <0, w(z_) =0 et
tel que w est négative a gauche de x_ et positive a droite de x_ alors pour tout x < x_,
w(z) < 0 et v(x) < 0. Maintenant, comme w change de signe sur (z_,z,) il existe un
unique z. € (z_,z4) tel que w change de signe en z.. O

Remarque A.6. Il est possible de prouver les résultats de cette section pour un potentiel
q ayant des zéros isolés. En effet, sur un intervalle qui contient un unique zéro de g, toute
solution de oscille avec une pulsation proche de E. Mais dans la limite A\ tend vers
I'infini, la longueur d’un tel intervalle tend vers zéro. Ainsi, pour A assez grand, la fonction
reste strictement croissante et il est possible de prouver les Lemmes[A4] et [A5] de la méme
maniere que ci-dessus.






Annexe B

Propriétés des solutions
d’équations aux différences finies
d’ordre deux

B.1 Estimations d’effet tunnel inverse

Dans cette partie, nous prouvons des résultats qui ont été utilisé dans le chapitre
dédiée aux estimations de Minami, dans le cas discret. Ce sont des équivalents discrets des
résultats de 'annexe A, dédiée aux solutions d’équations de Sturm-Liouville.

Nous rappelons certaines notations. La suite non nulle (u(n)),e[1,—1] vérifie I'équation
aux différences finies suivante

{ Hu = bypiu(n + 1) + byu(n — 1) + apu(n) =0 (B.1.1)
u(0) = u(l) =0

avec conditions au bord égale a zéro. Nous rappelons qu’il existe M > 1 tel

.
5V < 1I%f‘bn| <sup |b,| < M

sup |an| < M
n

Il existe alors des suites (7,(-),0,(+)) € (0,00) x [0, 27), appelées variables de Priifer, telles

que
u(n+1) sin (6, (n))
= . B.1.2
( u(n) ) ru(n) (cos (0u(n)) ( )
Nous pouvons maintenant annoncer et prouver les différents résultats. Le lemme sui-
vant montre que la suite r,(.) croit au plus exponentiellement.

Lemme B.1. Pour toutn € [1,1 — 2],
1

V1+2M*

Démonstration. Le lemme découle immédiatement de I'inégalité

ru(n+1) <ry(n) < V14+2MAr,(n+1). (B.1.3)

[u(n + 1| < M*(|u(n)| + |u(n - 1))).



ANNEXE B. PROPRIETES DES SOLUTIONS D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES
128 D’ORDRE DEUX

Le lemme suivant montre que la quantité sin(¢,(-)) ne peut pas prendre consécutive-
ment deux petites valeurs.

Lemme B.2. [ existe ¢¢ > 0 tel que pour tout n € [0,L] et tout 0 < € < €y, si
| sin(¢y(n))| < € alors |sin(¢y(n +1))| > €.
1 1
Démonstration. Soit C' > M et ¢ tels que W\/l — 6(2) — CMey > 3
Fixons n € {0,...,L} tel que |sin(¢y(n))] < € < €. Comme byyiu(n + 1) = ayu(n) —

1 1
bpu(n — 1) nous avons un +1) = [wy, sin(¢y(n)) — ay, cos(dy(n))]. Ainsi, nous avons
Tu(n) an+1

lu(n +1)| 1 1 1
R > MQ\COS((;SU( n))| — CMey > Ve 1—e2—CMe > > 5 (B.1.4)
Maintenant, comme _ru(m) L ous obtenons |sin(¢,(n + 1)) > ! Ceci termine
intenant, comm — nou nons | sin(¢y(n — i termin

nil) ~ C ! 2C°
la preuve du Lemme O

Prenons maintenant, u une solution non nulle de Hu = 0 et v une solution non nulle
de Hv = Ew, avec conditions aux bords nulles. Nous leurs associons les variables de Priifer
(ru, &u) €t (ry, ¢p) comme précédemment et définissons ¢ = ¢, — ¢y.

Lemme B.3. [l existe eg > 0 tel que pour tout n € [0,L] et tout 0 < e < ey, si E <€ et
dp(n) € [0,€] alors dp(n+1) € {O, é] U {Zw - %,2%).

Démonstration. Supposons que d¢(n) € [0, €], alors nous avons | sin(¢,,(n)) —sin(¢y(n))| <
€ et |cos(¢y(n)) — cos(¢y(n))| < e. Ainsi, nous obtenons :

D o) — - cos(u ()
= gin(u(n) — 2 cos(u(m)) + K. = LA 4 g
On+1 (41 ry(n)

ou K, vérifie
_ |wnsin(¢y(n)) — wnsin(@u(n)) + an cos(du(n)) — an cos(¢y(n))]

|an+1|

< M(CH+ M)e < Ce.
Comme K. = K, + Esin(¢,(n)), nous avons également |K!| < (C + 1)e.

Ainsi,
<u(n+ 1))2 _ (v(n—f— 1))2 ‘e
ru(n) rv(n)
ou C, vérifie |C¢| < (C + 2)e. Par ailleurs,

(A ) = sin(gu(n))? = (2 ) Y

ru(n) ro(n)
ou |M,| < 2¢. Nous calculons donc
u(n 2 u(n) \?
(o) + Gt

(ru(n—i- 1))2
TU(n) 1 2 2
(r) « G) +eeem

(D) o
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1 ry(n+1)

— < < C et de méme pour r,. Ainsi, pour un
C ry(n)

Maintenant, nous savons que

certain C' nous obtenons

(M) ()| = |1 - <m7(«f<;§>1))2 <TUZZ(Z)1>)2

Nous déduisons maintenant de 1’égalité

7%?11)) - 7:,(&111)) (TUS@)D) (Jéii(i)u) - (JZ(?D) K (P49

< Ce.

les inégalités suivante :

’sin(dm(n—i— 1)) — sin(¢y(n + 1))‘ < ‘1 _ (T”(n"i_ 1)) (ruru(n) )’

ro(n) A (n<)"+ 2 (B.1.6)
+ (ru(n + 1)) Kl
et pour un certain N > 0
[sin(gu(n + 1)) = sin(¢y(n + 1))| < Ne. (B.1.7)

Par ailleurs, r,(n + 1) cos(¢u(n + 1)) = ry(n)sin(¢,(n)) donc par une preuve analogue
nous montrons que

‘ cos(pu(n + 1)) — cos(py(n + 1))‘ < Ne. (B.1.8)

Prenons maintenant ey < %, alors 0¢p(n + 1) € [0,2Ne|J [2m — 2N¢, 27). O

De la méme maniere, nous prouvons le
Lemme B.4. II existe g > 0 tel que, pour tout n € {0,...,L} et tout 0 < e < €, si

E <eetsidp(n)€[r—em+e|, alors dp(n+1) € |:7T€,7T+6].
€0 €0

B.2 Solutions jamais oscillantes
Dans cette section, nous présentons des équivalents discret des résultat de ’annexe A.

Fixons k € Net By > Ey. Soit (an)ne[[l,k]] € R et (@, )mez son extension par k-périodicité.
Nous supposons qu’il existe m > 0 tel que

inf(an)neﬂl’kﬂ >m. (B.Q.l)
Nous définissons alors I’équation aux différences finies :

(&) :Vn € Z,u(n + 1) + u(n — 1) = (Ej — Adn) u(n). (B.2.2)

Lemme B.5. Soit A\ tel que m(E; — Am) > 2. Alors, tout solution non nulle de (Si)
change de signe au plus une fois.
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Démonstration. Soit u une solution non nulle de (Ei) changeant de signe en (ng,ng + 1).
Sans perte de généralité nous pouvons supposer que u(ng + 1) > u(ng). Alors, pour tout
n > np+ 1, u(n) > 0. Si ce n’était pas le cas, il existerait n; tel que u(ny) > 0 et
u(ny + 1) +u(ng — 1) < 2u(ng). Ainsi, nous aurions

u(ny +1) +u(ng — 1) < 2u(ny),

ce qui entrerait en contradiction avec le fait que £; — Am > 2. De la méme maniere, nous
prouvons que pour n < ng, u(ng) < 0. O

Lemme B.6. Soit A\ tel que Ey — Am > E; — Am > 2. Soit u (respectivement v) une
solution mon nulle de (E}), positive au voisinage de oo (respectivement de (£3), positive
au voisinage de 0o ). Alors v — u change de signe au plus trois fois.

Démonstration. En effet, si w := v — u, alors w satisfait ’équation
wn+1)+w(n —1) = (E1 — Aay)w(n) + (E2 — Eq)v. (B.2.3)

Maintenant, supposons qu’il existe n4 tel que v(n4) > 0, w(ny) < 0 et w(ng +1) > 0.
Alors, pour n > ny + 1, w(n) > 0 et v(n) > 0. Si ce n’était pas le cas, il existerait
ny > ny + 1 tel que v(ny) > 0, w(ny) > 0 et w(ng — 1) +w(ny + 1) < 2w(ny), ce qui
entrerait en contradiction avec .

De la méme maniére, nous prouvons que s’il existe n_ tel que v(n—) <0, w(n_-—1) <0
et w(n_) > 0 alors pour n < n_ — 1, w(n) < 0 et v(n) < 0. Maintenant, comme w est
positif puis négatif sur (n_,ny) il existe un unique n. € [n_,n4] tel que w change de
signe au point x.. O



Annexe C

Preuve du Théoreme 4.4

Soit (w;)iez des variables aléatoires i.i.d avec une densité a support compact, satisfai-
sant I’hypothese suivante :

PO
o0 > 0,3ep > 0, Ve € [0, e],/ sup gt + eu) — g(t)|dt < (6) . (C.0.1)
R ue[-1,1] €0

Prenons (u;);ez des suites réelles, I'une d’entre elle au moins n’étant pas constamment
nulle, et définissons

Vo(n) == szul(n —1) (C.0.2)

€7

de sorte que 'opérateur est ergodique et définissons I'opérateur aléatoire H,, := Hy+V,, sur
?%(Z) ot Hy est une perturbation du laplacien, auto-adjointe et semi-bornée inférieurement.
D’apres [K1o95], nous avons des estimations de Wegner au bord inférieur du spectre presque
sur. En effet, prenons FEj,s la borne inférieure du spectre presque sur. Nous avons alors

Théoreme C.1. [] existe Ey > Eis, C >0, qo > 0 tel que, pour tout l > 2, tout € > 0 et
tout E € [Eins, Fol,

P(d(E,o(H,(A\;))) <€) < Cel, (C.0.3)
Choisissons maintenant wug; 1 := 0 et ug; définie par ug;(0) = 1, ug;(—1) = —1 et zéro
ailleurs. Nous avons alors V,(2i) = —V,(2i + 1) = we;. Supposons que w; a son support

égal & [0, 1]. Alors, nous savons que presque surement, o(H,(A;)) C [-3,3].

Maintenant, pour ¢ € £2(Z) définissons ®(n) = ( s (QZ(T—L)I)> . Si ¢ est un vecteur propre

associé a la valeur propre FE, alors la matrice de transfert & un pas allant de n a n + 1 est

—-FE -1
égale a (Vw (ni 0 ) . Ainsi, la matrice de transfert & deux pas allant de 2n a 2n +2

est égale a

- [—(wpn—E)wpn+E)—-1 —(wp,—E)
-1, := ( (wn 4 E) "1 > (C.0.4)
B (wn — E)(wn+E)+1 (w, —FE)
- _ ( (n 4 E) ) ) ) (C.0.5)

Dans la suite nous étudions les matrices (7,), au lieu des matrices de transfert & deux
pas, mais ce que nous prouvons pour les (7,), est également valable pour (—T,,),. Les
matrices (1), )nez sont i.i.d et, en suivant les techniques de [BL85], nous prouvons que G, le
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sous-groupe fermé de SLy(R) engendré par le support de ces matrices, n’est pas compact
et que l'orbite de chaque direction dans P(R?), la droite projective, contient au moins trois
éléments.

Prenons E € [—3,0], le cas E € [0, 3] se traitant de la méme maniére. Comme les (wy, ),
ont leur support égal a [0, 1], la matrice suivante appartient & G (en prenant w; = 0) :

A= (1 _EE2 _1E> : (C.0.6)

Nous avons tr(A4) = 2 — E?, de sorte que si E € [—3, —2), tr(A) < —2 et A est une matrice
hyperbolique. G n’est donc pas borné et donc non compact.

Prenons maintenant 7 la classe de x dans P(R?) et supposons que E € [-3, —2), le cas
E € (2,3] se traitant de la méme maniére. La matrice A a une valeur propre dans (1, +00)
associée au vecteur propre e; et une autre dans (0, 1] associée & es. Ainsi, Porbite d’une
direction autre que e; et es a une infinité d’éléments. Mais comme w, prend toutes les
valeurs de (0,1), pour 6 € (0,—2 — E) C (0,1) et w, = §, G contient une autre matrice
hyperbolique C avec tr(C) =2 - E? +6 <2 — (—2—-0)2+ 5 = -2 — 0 — 62 < —2 mais
ayant d’autre vecteur propres et valeurs propres. Les orbites de e et ey contiennent donc
aussi une infinité d’éléments.

Maintenant, prenons E € (—2,—1). En prenant w; = 1, la matrice suivante appartient

aG: )
2—F 1—-F
B._<1+E . > (C.0.7)
Ainsi,
tr(B) = 3 — E? (C.0.8)

et donc A et B sont des matrices elliptiques. Nous calculons maintenant
tr(A%) = (1 - E?)? —2F? +1=E*—4F>+2 € (-2,2). (C.0.9)

Ainsi, A et A% sont des matrices elliptiques. Or, nous savons qu’une matrice elliptique
n’a pas de direction fixe dans P(R?). L’orbite d'une direction # € P(R?) contient donc
I'ensemble {#, A%, A%%} qui a donc trois éléments. Par ailleurs, un calcul montre que

(C.0.10)

—_ /) . —2
AB_BA:< 2. F E+E>'

E’+E 2.F

Ainsi, les matrices A et B ne commutent pas. Leur commutateur A~'B~'AB est donc
une matrice hyperbolique qui appartient & G et donc G n’est pas compact.

Maintenant, supposons que E = —2. Alors, A est une matrice parabolique et G n’est
donc pas compact. Nous calculons tr(B) = —1 et tr(B?) = (2— E?)?+2(1-E)(1+E)+1 =
E* —6E? +9 = 1. Ainsi, B et B? sont des matrices elliptiques et ’orbite d’une direction
# € P(R?) a donc au moins trois éléments.

Supposons maintenant que E € [—1,0) et prenons § € (0, —FE). Alors, A et A? sont
de nouveau des matrices elliptiques, de sorte que l'orbite d'une direction # € P(R?) a au
moins trois éléments. Comme w; prend toutes les valeurs de [0, 1], la matrice

_[1+8*—FE* 1-E+56
05._<1+E+5 ) ) (C.0.11)

appartient & G. Nous calculons alors tr(C) = 2+ % — E? € (—2,2), ainsi C est une matrice
elliptique qui ne commute pas avec A. Le groupe G n’est donc pas compact.
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Enfin, supposons que £ = 0. La matrice B est une matrice hyperbolique et donc le
groupe G n’est pas compact. Maintenant, la matrice Cs pour un certain 6 € (0,1) est
également hyperbolique, mais avec des valeurs propres et des vecteur propres différents.
Ainsi, 'orbite d'une direction # € P(R?) a au moins trois éléments.

Ceci termine la preuve de la proposition

Proposition C.2. Si le support de wy est l'intervalle [0,1] et si E € [—3,—3], le groupe
G n’est pas compact et l'orbite de toute direction a au moins trois éléments.

Nous appliquons maintenant le théoréme de Furstenberg et comme dans les [BL85,
Sections B-1I-4 et B-1I-6], en utilisant la régularité de l'exposant de Lyapounov, nous
obtenons le fait que la DEI est holdérienne sur [—3, 3]. En combinant ceci avec le Théo-
réme [C.I] nous avons les estimations de Wegner et la régularité holdérienne de la DEI au
bord inférieur du spectre presque sur et ceci termine la preuve du Théoréme [4.4]






Annexe D

Fonctions analytiques de plusieurs
variables réelles

Dans cette partie, nous prouvons deux propriétés des fonctions analytiques de plusieurs
variables réelles, utilisées dans les preuves des estimations de décorrélation pour les modeéles
continus et les modeles de type multimere. Pour z € R™, nous noterons x = (Z, x,). Nous
utiliserons le théoréme de préparation de Weierstrass (voir par exemple [f.0j65]), que nous
rappelons maintenant.

Théoreme D.1. Soient O un ouvert de R™ contenant lorigine et f : O — R une fonction
analytique s’annulant a lorigine telle que la fonction analytique x, — f(0,---,0,zy,) ait
un zéro d’ordre m € N* en 0. Il existe alors un voisinage U de lorigine, un polynome
de Weierstrass P(#,x,) = ag(2) + a1(2)xn + - + am_1(2)x" "1 + 2™, défini sur U, avec
a;(0) = 0 pour tout i € [1,m — 1], et une fonction analytique g : U — R avec g(0) # 0,
tels que, pour tout x € U, nous avons f(x) = P(x)g(x).

Nous prouvons maintenant la

Proposition D.2. Soit Q@ C R™ un ouvert et f : Q@ — R une fonction analytique non
nulle. Fizons G un compact de ). Il existe ¢g > 0 et m € N* tel que, pour tout 0 < € < €,

1/m
nous avons |[{x € G,|f(x)] < e}| < (é)

Démonstration. Par compacité de G, il suffit de prouver qu’il existe un voisinage de chaque
point sur lequel le résultat est vrai. Prenons donc un point x € G. Si f(x) # 0, le
résultat est clair ; supposons maintenant que f(z) = 0. Sans perte de généralité, supposons
que £ = 0. Comme f n’est pas constamment nulle, quitte & opérer une rotation sur les
coordonnées, nous pouvons supposer que h, +— f(0,...,0,h,) n’est pas constamment
nulle au voisinage de zéro, et a donc un zéro d’ordre m en 0 pour un certain m € N*.
D’apres le théoreme de préparation de Weierstrass, il existe un voisinage U de l’origine, un
polyndéme de Weierstrass P comme dans le Théoreme et une application g analytique
ne s’annulant pas en zéro tels que, pour tout x € U, nous avons f(z) = P(z)g(z). Prenons
maintenant V :=| — §,6[" inclus dans U tel que ;Iel{;g(x) =: & > 0. Ainsi, si z € V vérifie

|f(z)] < ¢, alors |P(x)| < Ce. 1l reste donc a vérifier le résultat pour le polynome de
Weierstrass P.

Prenons alors € > 0 et £ €] — 4,6[""! puis supposons que |P(Z,2,)] < e. Comme
le polyndome X, +— P(%#,X,) est unitaire, notons (2;(2))ie[1,m] ses racines complexes,
écrites autant de fois que leur multiplicité. Comme |P(z)| < ¢, il existe i € [1,m] tel que
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|zy — 2:(2)] < em . Comme Zn, € R nous avons alors |z, — R (2;(2)) | < em et donc

tn€ A@) = | [R(=@) - e, R (2(2) + e |

i€[l,m[

- X 1
et Ac(Z) est de mesure inférieure & 2mem . Ainsi, nous avons

{2 € V,|P()| < &} < / </ dxn> di < (26)" 2men.
z€]-6,6["1 Ac(2)

Ceci termine la preuve de la Proposition [D-2] O
Nous prouvons maintenant une autre proposition, liée a la Proposition

Proposition D.3. Soit Q C R™ un ouvert contenant l'origine et f : Q — R une fonction
analytique telle que, pour tout (&,x,) € Q, la fonction h, — f(Z,x, + hy) n'est pas
constamment nulle au voisinage de zéro et fivons G := [—M, M|™ un compact inclus dans
Q. Il existe eg > 0 et m € N* tel que, pour tous 0 < € < ¢y et & € [-M, M]"~ !, nous avons

[ € [-M. M), |f(@2)] < o} < (&)

Démonstration. Par compacité de G, il suffit de montrer que, pour tout
(&, 2,) € [-M, M]", il existe § > 0, ¢g > 0 et m € N* tels que, pour tout § € 2+]—6, 5",
nous avons

€ 1/m
(B € [=6,8], 1 £ (3, 20 + hn)| < €}] < () .

€0

Comme, par hypothese, la fonction h,, — f(7,x, + h,) n’est pas constamment nulle dans
un voisinage de zéro, nous pouvons appliquer le Théoréme [D.I]selon la n-iéme coordonnée
et conclure comme dans la preuve de la Proposition O
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