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Chapitre 1

Introduction générale

Contexte

Ces trente derniéres années, nous avons pu percevoir I'impact des développements des appli-
cations de l'ingénierie dans le monde industriel ainsi que dans la vie quotidienne. Les nouveaux
systémes complexes apportent des réponses aux exigences accrues du marché en termes de per-
formances, de confort, de sécurité, de consommation d’énergie, de réduction de pollution et d’in-
novation. Ces systémes, dit « systémes mécatroniques » visent & concilier toutes ces contraintes
de conception et de combiner des technologies concourantes par leur intégration en synergie. Leur
apparition a demandé un changement de méthodes dans le processus de conception.

Auparavant, la conception d’un tel systéme complexe adoptait une démarche d’ingénierie
séquentielle. Cette démarche décompose le systéme en plusieurs sous-systémes (selon leur disci-
pline) et étudie ces sous-systémes en utilisant, de maniére séparée, différentes méthododologies
issues des différents domaines de la physique. La mécatronique, pourtant, exige de concevoir le
systéme étudié de maniére transverse, considérant l'interaction entre différentes technologies et en
gardant une vue d’ensemble sur le produit. L’approche classique de I'ingénierie séquentielle n’est
plus adéquate. Dans ce contexte, les concepts d’ingénierie concourante et de cycle de conception
en V sont apparus. L’ingénierie concourante vise & améliorer I'interaction entre les différents
partenaires d’un projet. Elle permet de prendre en compte les différentes phases du cycle de vie
du systéme dés la conception et de mener en paralléle les différentes études afin de limiter les
risques de conflit lors de l'interfacage des différentes technologies et donc de réduire les phases
de re-conception. Le cycle de conception en V permet de décomposer le travail de conception en
deux phases : descendante (spécification des besoins et développement) et ascendante (intégra-
tion et validation). Ces deux phases sont reliées a la base du cycle par la réalisation de prototypes
physiques. Ce cycle de conception nécessite d’étre parcouru plusieurs fois totalement ou partiel-
lement jusqu’a trouver une solution optimale. Cette démarche peut étre alors cotiteuse en temps
d’étude, dépendant du nombre d’itérations et de la durée de chacune d’entre elles. Le prototype
physique est donc remplacé par un prototype virtuel modélisant et simulant le comportement du
systéme & chaque itération.

Face a l'internationalisation des marchés et a la conjoncture économique actuelle, I'industrie
doit étre la plus compétitive possible. A c6té des contraintes de qualité, il existe donc également
celles de marché et d’économie. La fabrication a trés haute précision peut introduire des produits
de qualité excellente mais implique dans le méme temps des colits plus importants qui, éven-
tuellement, dépassent les contraintes économiques et dégradent la compétitivité du produit sur
le marché. Pour faire face & ce conflit, les contraintes de qualité peuvent étre intentionnellement
sur le marché. La spécification de tolérance est alors un élément clé pour résoudre ce conflit.
L’objectif de conception n’est plus uniquement de dimensionner des valeurs nominales, mais de
déterminer également des tolérances sur ces valeurs nominales. Des tolérances bien spécifiées per-
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2 Chapitre 1. Introduction générale

mettent d’atteindre un compromis entre la performance du systéme et les cotits de fabrication.
Le probléme de synthese de tolérance devient alors une partie trés importante dans le processus
de conception d’un systéme mécatronique.

En outre, dans la conception d’un systéme mécatronique, il existe toujours des incertitudes.
Malgré les avancées technologiques, elles peuvent dégrader considérablement les performances des
systémes par rapport aux performances prévues théoriquement. Ces facteurs incertains viennent
des perturbations externes ou des incertitudes sur le modéle dynamique et sont classés en trois
catégories : aléatoire, épistémique et erreur. Leur existence nécessite leur prise en compte dans
la conception d’un systéme, en particulier, dans la synthése de tolérance. Pour cela, 'ingénieur
de conception doit connaitre les méthodes pour modéliser et propager les incertitudes.

Cette thése s’inscrit dans ce contexte de conception des systémes mécatroniques et porte, plus
particulierement, sur la synthése de tolérance paramétrique de chaine d’actionnement. Nous nous
intéressons également & la prise en compte des facteurs incertains dans le processus de synthése
de tolérance.

Motivations

Dans le contexte du cycle en V, la conception d’un systéme mécatronique ou d’une chaine
d’actionnement est réalisée a différents niveaux :

— niveau systéme : le choix de l'architecture du systéme est fait conformément au cahier des

charges,

— niveau sous-systéme : les sous-systémes sont sélectionnés pour satisfaire le cahier des

charges,

— niveau composant : & partir des spécifications données, les paramétres du systéme sont

détermingés.

Lorsque I'architecture du systéme a été définie, le dimensionnement consiste & choisir les
différents composants des chaines d’actionnement suivant les spécifications imposées par le cahier
des charges. Les approches existant dans la littérature pour aborder ce probléme peuvent étre
classées en deux catégories : les approches par modéle direct et les approches par modéle inverse.

L’approche par modéle direct est essentiellement une méthode essai - erreur - correction.
Dans cette approche, un composant est sélectionné sur des critéres généralement simples du type
statiques ou stationnaires dans un catalogue de composants disponibles. Un modéle du systéme
équipé du composant sélectionné est mis en place et sa simulation est ensuite entreprise (essai)
afin de calculer les performances en sortie et les comparer avec les performances spécifiées dans
le cahier des charges (erreur). Si les spécifications ne sont pas satisfaites, il faut recommencer
la procédure (correction). Cette approche posséde deux inconvénients : le nombre d’itérations
est variant, difficilement prévisible et peut étre grand suivant la complexité du probléme de
conception. De plus, la solution obtenue n’est pas garantie d’étre idéale (surdimensionnement).

Moins classique, I’approche par modéle inverse correspond pourtant plus a la maniére natu-
relle de poser un probléme de dimensionnement. Généralement, dans un probléme de dimension-
nement, les spécifications sur les sorties du modéle retenu sont données et il faut chercher les
entrées de commande et les paramétres du modéle. L’approche inverse consiste alors & construire
un modéle inverse dont les entrées sont les spécifications et les grandeurs recherchées sont les
entrées de commande et les paramétres. Ce modéle inverse ne correspond pas a la causalité
physique du systéme mais est néanmoins mathématiquement envisageable. Il permet en effet
de calculer I’évolution des entrées du modéle a partir de ’évolution de ses sorties. L’approche
inverse posséde deux avantages par rapport a I’approche directe : le nombre d’itérations dans le
processus de conception est diminué et les spécifications sont prises en compte d’emblée dans ce
processus et a tout instant de leur évolution. Cela permet de procéder & un dimensionnement
sur des critére dynamiques.
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L’approche inverse a été exploitée depuis la fin des années 60 en conception industrielle
[Coe69, PJ86, VKP87, Deq98|. Cependant, elle n’est systématiquement généralisée et formalisée
qu’a la fin des années 90. Le laboratoire d’Automatique Industrielle (LAI)! a proposé une mé-
thodologie de dimensionnement par modéle bond graph inverse [SAR91,NST96,FN97|. Elle est
basée sur 'inversion des modéles bond graph en exploitant la bicausalité [Gaw95]|. Possédant les
avantages d’une approche inverse, la méthodologie permet en plus de spécifier la conception d’un
nouvel actionneur si aucun des existants ne répond aux exigences.

Une partie importante de la méthodologie repose sur une analyse structurelle du modéle.
Cette analyse permet de vérifier des conditions nécessaires d’inversibilité du modéle ainsi que
I’adéquation entre le modéle et les spécifications avant d’entreprendre l'inversion. L’analyse struc-
turelle aide également & une nouvelle rédaction du cahier des charges dans le cas ol le probléme
n’est pas correctement posé pour une inversion. Cela fournit de la flexibilité et une réduction de
temps d’étude par rapport a ’approche directe.

En procédant & des inversions successives, nous pouvons remonter les spécifications et di-
mensionner progressivement chaque étage d’une chaine d’actionnement. La méthodologie peut
étre utilisée pour la synthése de la commande en boucle ouverte ainsi que le dimensionnement
paramétrique.

La synthése de tolérance d’un paramétre dans un systéme mécatronique peut étre vue comme
une généralisation du probléme de dimensionnement paramétrique. Nous envisageons donc la
possibilité d’utiliser I’approche par modéle inverse pour le probléme de synthése de tolérance.
Cette idée vise & apporter un gain de temps considérable dans le travail de synthése de tolérance,
comparé & la plupart des approches directes actuelles basées notamment sur les techniques de
simulation telle que la méthode de Monte-Carlo.

Le formalisme bond graph dispose d’outils pour la modélisation de l'incertitude : le bond
graph de sensibilité, le bond graph incrémental et le bond graph incertain. Pourtant, ces outils
donnent une information limitée sur la nature ainsi que les propriétés de l'incertitude. Ils ne
sont alors pas adaptés a la synthése de tolérance lorsque que I'on a besoin de plus d’information
sur la distribution d’un parameétre. La prise en compte, dans la méthodologie de dimensionne-
ment par bond graph inverse, de I'incertitude, notamment de 'incertitude aléatoire, est faite
par la théorie des probabilités [Fek11]. Cependant, dans un systéme mécatronique, 1'incertitude
aléatoire et Vincertitude épistémique® co-existent. La considération d'un seul type d’incertitude
n’est alors pas suffisant. Il est nécessaire de prendre en compte 'incertitude épistémique dans la
méthodologie et, par conséquent, une approche compléte systématisée considérant les deux types
d’incertitude.

Dans ce contexte, ce mémoire est une contribution & la problématique de synthése de tolérance
pour la conception des systémes mécatroniques visant les objectifs énoncés ci-dessous.

Objectifs

Les objectifs de cette thése sont :

— une contribution & la modélisation des incertitudes épistémiques dans le formalisme bond
graph,

— la prise en compte de ces incertitudes dans la méthodologie de dimensionnement par bond
graph inverse,

— formalisation d’une méthodologie générale de synthése de tolérance par bond graph inverse,
tenant compte des deux types d’incertitude (aléatoire et épistémique),

— application de la méthodologie a un exemple du domaine de I’automobile.

1. devenu aujourd’hui le laboratoire Ampére.
2. voir définitions dans 3.2.2, page 22
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4 Chapitre 1. Introduction générale

Organisation du mémoire

Pour répondre aux objectifs de cette thése, ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres.

Le premier chapitre établit le contexte général de nos travaux de recherche. Tout d’abord,
nous présentons une bréve introduction a la mécatronique et 'architecture générique d’un systéme
mécatronique du point de vue énergétique. Ensuite, la conception de ces systémes est abordée.
Les concepts d’ingénierie concourante, de cycle de conception en V sont également introduits.
Parmi plusieurs problémes de conception d’un systéme mécatronique, nous nous focalisons sur
celui de la synthése de tolérance d’un composant. Aprés I'introduction de la tolérance dans la
conception d’un systéme mécatronique, nous rappelons les méthodes existantes pour traiter le
probléme de synthése de tolérance.

Afin d’aborder la prise en compte de I'incertitude dans la méthodologie de dimensionnement
par bond graph inverse, le deuxiéme chapitre propose un état de l'art sur les incertitudes dans
un systéme mécatronique. Les incertitudes sont classées soit par leur source, soit par leur nature
(aléatoire, épistémique). Ensuite, différents outils de modélisation et d’étude des systémes incer-
tains sont présentés. Ces outils servent & quantifier 'impact des incertitudes sur le comportement
du systéme. Cette présentation fournit une vue trés générale sur les avantages et les inconvénients
de ces outils, ainsi que leurs domaines d’application. Elle donne des pistes pour choisir un outil
de modélisation de l'incertitude.

Comme nous allons exploiter 'inversion de modéles par bond graph pour résoudre le probléme
de synthése de tolérance, la méthodologie de dimensionnement par modéles bond graph inverses
sera étudiée dans la suite du deuxiéme chapitre. Une bréve introduction de ses différentes étapes
et différents aspects sont présentés. A la fin de ce chapitre, les travaux sur la prise en compte des
incertitudes dans un modéle bond graph sont également discutés. Ces travaux portent notamment
sur les aspects modélisation et analyse des incertitudes paramétriques dans le formalisme bond
graph.

Le troisiéme chapitre est consacré a la présentation de notre contribution a la prise en compte
de I'incertitude épistémique dans le formalisme bond graph. Inspiré par le bond graph probabiliste
[Fek11], nous proposons le bond graph flou. Nous commengons ce chapitre par un rappel de
certaines notions de base de la logique floue telles que celles de la fonction d’appartenance et des
a-coupes. Ensuite, nous établissons la base du bond graph flou en associant un ensemble flou
a chaque variable de puissance. Nous présentons deux approches de propagation des ensembles
flous dans un modéle bond graph flou : 'approche globale et 'approche locale, puis les régles
d’exploitation d’un modéle bond graph flou sont introduites. L’exploitation du bond graph flou
est illustrée par un exemple simple d’'un moteur & courant continu. Nous considérons le cas
mono-incertitude et le cas multi-incertitudes.

Le dernier chapitre est consacré au probléme de synthése de tolérance tenant compte des
incertitudes admissibles sur les spécifications en sortie. En exploitant la méthodologie par bond
graph inverse et les deux formalismes de bond graph probabiliste et de bond graph flou, nous
proposons une méthodologie générale pour la synthése de tolérance. L’objectif est d’obtenir la
tolérance de paramétres de conception pour satisfaire aux exigences spécifiées dans le cahier
des charges. La méthodologie proposée se compose de cing étapes. Aprés la modélisation du
systéme, objet de la conception, par modéle bond graph, les incertitudes sont quantifiées soit par
des fonctions de densité de probabilité, soit par des ensembles flous. Elles sont propagées a travers
le modéle inverse (globalement ou localement) afin d’atteindre les paramétres de conception. Les
tolérances paramétriques sont alors synthétisées a partir des résultats de propagation.

La conclusion présente une synthése des contributions de ce mémoire ainsi que plusieurs
perspectives de recherche pour compléter et élargir ces travaux.

Enfin, le mémoire est complété par plusieurs annexes qui donnent des informations complé-
mentaires aux chapitres. L’annexe A présente des notions de base sur le langage bond graph
comme une entrée en matiére de cet outil. Les annexes B et C, quant a elles, donnent des rappels
sur la théorie des probabilités et la logique floue, bases des deux grandes approches pour la ma-
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nipulation des incertitudes dans ces travaux de recherche. Enfin, I’annexe D détaille les calculs
de ’exemple du chapitre 5.
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Chapitre 2

Tolérance dans le probléme de
conception d’un systéme mécatronique
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8 Chapitre 2. Tolérance dans le probléme de conception d’un systéme mécatronique

2.1 Introduction

Durant ces trente derniéres années, la mécatronique et ses applications ont fondamentalement
changé le monde. Ces systémes pluridisciplinaires nécessitent une approche de la conception qui
tient compte de différents métiers. Par ailleurs, le cahier des charges dans la conception de
systémes est de plus en plus complexe : les coiits et les temps de développement doivent étre
réduits au maximum alors que les performances demandées sont plus grandes (nouvelles normes
en termes de sécurité, nouvelles contraintes environnementales, etc). Par conséquent, le probléme
de conception des systémes mécatroniques demande de plus en plus d’effort.

Dans le probleme de conception des systémes mécatroniques, le dimensionnement vise &
déterminer les valeurs des paramétres de sélection des composants du systéme. Le probléme de
dimensionnement est classiquement déterministe.

Outre les contraintes de qualité, celles du marché et économique ont également une grande
importance dans la conception industrielle. La fabrication trés précise peut introduire une qualité
excellente du produit mais implique aussi un coftit élevé qui éventuellement dépasse les contraintes
économiques. Pour cette raison, les contraintes de qualité peuvent intentionnellement étre rela-
spécification de tolérance est alors un élément clé pour répondre & ce probléme. Une tolérance
bien spécifiée garantira la performance du systéme et également un colit de fabrication réduit.
Pour cela, 'ingénieur en charge du produit doit consulter ’avis du fabricant et faire une étude
de marché lors de la conception.

D’autre part, dans un systéme mécatronique, il existe toujours des incertitudes. Les incer-
titudes sur les spécifications, les mesures et la modélisation sont inévitables et engendrent une
différence entre la performance du systéme réel observé et la performance du modéle mathéma-
tique associé.

Il est donc nécessaire de prendre en compte les incertitudes dans la conception du systéme,
en particulier pour la synthése de tolérance, et d’avoir des méthodes efficaces de modélisation
et de propagation de ces incertitudes. L’objectif est alors de concevoir non plus une valeur
déterministe, mais une tolérance [ASMO09| sur le paramétre. Cette tolérance doit permettre de
vérifier les spécifications techniques, de minimiser les effets négatifs des incertitudes et de garantir
un certain cott de fabrication. Cet aspect est largement développé dans la littérature, pourtant,
il manque a notre connaissance une méthodologie systématique.

Ce chapitre est consacré a I’établissement du cadre général de nos travaux. Nous proposons
tout d’abord une courte introduction aux systémes mécatroniques. Ensuite, la conception de ces
systémes est abordée. Parmi plusieurs problémes de conception d’un systéme mécatronique, nous
nous focalisons sur celui de la synthése de tolérance d’un composant.

Aprés l'introduction de la tolérance dans la conception d’un systéme mécatronique, nous
rappelons les méthodes existantes pour traiter le probléme de synthése de tolérance.

Ainsi, ce chapitre nous permet de positionner nos travaux dans les différentes étapes de la
conception d’un systéme mécatronique.

2.2 Introduction a la mécatronique

Dans ce paragraphe, nous proposons une introduction & la mécatronique. Avant d’aborder sa
conception, nous présentons ’architecture générique et énergétique d’un systéme mécatronique.
Ensuite, les notions d’ingénierie concourante, de cycle de conception en V sont introduites.

2.2.1 Les systémes mécatroniques

Le terme MECHATRONICS (ou MECATRONIQUE en francais) a été inventé en 1969 par l'ingé-
nieur japonais MORI de la société YASUKAWA ELECTRIC en concaténant les mots MECHAnics et
elecTRONICS [Mor69], pour caractériser un systéme intégrant une partie mécanique et une partie
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2.2. Introduction a la mécatronique 9

électronique. Depuis, la définition de la mécatronique a évolué avec la complexification des sys-
témes [Ise05,Ise08]. 11 existe plusieurs définitions d’un systéme mécatronique dans la littérature.
Parmi elles, nous pouvons citer les définitions de quelques organisations importantes :

— La définition du journal international MECHATRONICS : « Mechatronics in its fundamental
form can be regarded as the fusion of mechanical and electrical disciplines in modern
engineering process. » [DH91|

— La définition du journal international IEEE TRANSACTIONS ON MECHATRONICS : « Me-
chatronics is the synergetic combination of mechanical engineering with electronics and
intelligent computer control in the design and manufacturing of industrial products and
processes ». [KO96|

— La définition du IFAC TECHNICAL COMMITTEE ON MECHATRONIC SYSTEMS : « Mecha-
tronics, from a control engineer’s perspective, is a synergistic approach to utilize advanced
control, sensing and actuation methodologies in a variety of applications across many fields
such as robotics and automation, motion control, automotive systems, biomedical systems,
micro and nanoscale systems and information storage systems. » [IC13]

En général, la mécatronique est définie comme l'intégration multidisciplinaire de systémes

mécaniques et électromécaniques avec des systémes électroniques et issus de la technologie de
I'information (figure 2.11).

- microélectronique
- électronique de

- capteurs

- actionneurs

MECATRONIQUE

Mécanique et
électromécanique :
- éléments
mecaniques

- machines

- mécanique de
précision

- éléments électriques

FIGURE 2.1 — La mécatronique : synergie de différentes disciplines [Jar10].

En France, le terme « mécatronique » est apparu officiellement en 20052. L’Association
Francaise de Normalisation (AFNOR) a proposé en 2008 une définition de la mécatronique pour
la communauté scientifique et industrielle [AFNO8| :« Une démarche visant l’intégration
en synergie de la mécanique, ’électronique, ’automatique et ’information dans la
conception et la fabrication d’un produit en vue d’augmenter et/ou d’optimiser sa
fonctionnalité ».

Touchant de nombreuses applications dans des domaines variés, les systémes mécatroniques
se retrouvent dans notre vie quotidienne ainsi que dans le milieu industriel : produits grand public
(caméscope, lecteur CD, jouet,...), médecine (robot de chirurgie mini-invasive, prothése,...), re-
cherche spatiale (robot explorateur, satellite,...), outils de production (machine outil & commande
numérique, chaine automatisée d’assemblage,...) ou encore transport (avion, véhicule routier,...).

Un systéme mécatronique peut étre vu comme une chaine de transmission de puissance su-
pervisée a 'aide d’algorithmes de commande, eux-mémes éventuellement paramétrés par l'inter-

1. Figure extraite de [Jarl0] sous l'autorisation de l'auteur.
2. Dans Le Petit Larousse.
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10 Chapitre 2. Tolérance dans le probléme de conception d’un systéme mécatronique

Lave-vaisselle
Machine & laver Machine outil
Loisirs : Chaine d’assemblage

0.2

) Vie quotidienne .
Machine & café Monde industriel :

Caméscop

887 i
[y Robot t
o obot jouel

Lecteur CD

Recherche spatiale :

Robot d'exploration

} Satellite
Médecine :

Robot de chirurgie
mini-invasive

meédiaire d’une interface homme-machine (Fig. 2.3). D’un point de vue énergétique, les chaines
de transmission de puissance sont 1’association de plusieurs fonctions telles que : 'alimentation
énergétique, les modulateurs de puissance, la conversion et la transmission de I’énergie... [Laf04]

(Fig. 2.3).

Prothése bionique Transpons :
Simulateur

d'accouchement Avion

Simulateur de vol

Automobile

=

FIGURE 2.2 — Exemples de systémes mécatroniques [Jar10].

SYSTEME
MECATRONIQUE

- Technologie de

l'information
systéme piloté @) Electronique
Meécanique et
@ électromécanique
Variables
de référence

Variables Variables
de commande mesurées

Flux d'information

Eléments
d'adaptation Charge
 d'énergie

[

GHAINE = D Flux d'énergie
DACTIONNEMENT ~  opérative 9
ENVIRONNEMENT J

FIGURE 2.3 — Architecture générique d’un systéme mécatronique d’un point de vue énergétique

[Jar10].

Remarque 1. L’architecture de la figure 2.3 est une architecture simple. Il existe d’autres confi-

gurations (par exemple l'association de plusieurs chaines d’actionnement) [Laf04].
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2.2. Introduction a la mécatronique 11

2.2.2 Conception des systémes mécatroniques

Auparavant, I’approche globale de la conception pour des systémes complexes utilisant diffé-
rentes technologies issues de différents domaines de la physique consistait & décomposer le systéme
en plusieurs sous-systémes 3. Ce découplage par discipline scientifique pose une question sur 1’as-
sociation des sous-systémes congus : « & partir des propriétés des différentes parties, il n’est pas
trivial de déduire le comportement de I’ensemble » [Leb03]. Une combinaison de différentes tech-
nologies est optimale si et seulement si une réelle communication entre les différents spécialistes
est mise en place et 'interconnexion des différentes disciplines est prise en compte dés le processus
de conception. Ceci nécessite donc un changement de méthode de conception ce qui a motivé la
création de ingénierie concourante®, une nouvelle démarche qui est principalement basée sur la
communication des différents partenaires du projet et la mise en ceuvre d’outils et plates-formes
communs de développement. Cette approche est appliquée avec succés dans de nombreuses in-
dustries. Une description plus détaillée peut étre trouvée dans [Jag93, AFN94, DF98|.

Aujourd’hui, les spécialistes de la conception de systémes mécatroniques s’accordent & repré-
senter leur démarche sous la forme d’un cycle en V. Issue du génie logiciel, cette démarche a
effectivement été adaptée par et pour la communauté mécatronicienne. Le cycle en V est consti-

Niveau
fonctionnel

Specifications ks 5 :
Techniques des zpec?ﬁcahﬁns Validat A fonﬂ.‘!ﬁl:;:am
Besoins (STB) nctionnelles

Spécifications. Spécifications —
Techniques e
Générales (STG) Sy

Spécifications Définition I sobioge) Tosk
Jechniques sous- — 1 hardware et
Détaillées (STD) systémes steémes aoftwers

Niveau
systéme

Niveau
sous-systéme

Spécifications P Simulation

Techniques de Définition - alicati Hardware In the
Niveau Réalisation (STR) composants 0OMpo! Loap.Anatyse
composant contraintes d'effort.

FIGURE 2.4 — Le cycle de conception en V [Jarl10].

tué de deux branches principales : la phase descendante (top down) correspond aux différentes
phases de spécifications et de conception tandis que la phase ascendante (bottom up) représente
les étapes de validation et d’intégration des différentes technologies. Le projet est donc décom-
posé en plusieurs sous-projets de différents niveaux (figure 2.4). Il permet de mener en paralléle
les deux phases principales existant dans le cycle de conception : la phase de conception de la
chaine d’actionnement du systéme et la phase de détermination et d’implémentation des lois de
commande [DT99].

Dans le cadre de nos travaux, nous nous intéressons & la conception de la chaine de transmis-
sion de puissance d’un systéme mécatronique aux niveaux systéme, sous-systéme et composant.
La conception d’une chaine de transmission de puissance revét plusieurs aspects [Fekll] : la
synthése d’architecture (niveau systéme) [Lic07|, la sélection de sous-systémes ou de compo-
sants sur étagére (niveau sous-systéme) [FN97,Ul03], la synthése paramétrique (niveau compo-
sant) [Ngw98, Laf04].

3. Ce point de vue traditionnel a ainsi abouti & ce que nous pouvons appeler 1'ingénierie séquentielle [Jarl0].
4. Parfois dénommée ingénierie simultanée [Ise96].
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12 Chapitre 2. Tolérance dans le probléme de conception d’un systéme mécatronique

2.2.3 Probléme de synthése paramétrique

Une fois l'architecture du systéme définie, la synthése paramétrique consiste & déterminer
les paramétres des différents composants de la chaine de transmission de puissance respectant
les spécifications imposées par le cahier des charges. Contrairement au probléme d’identification
paramétrique ol on détermine des paramétres inconnus d’une structure choisie a priori, en exploi-
tant des résultats de mesures ou de simulations obtenus pour des entrées données [WP94], un pro-
bléme de synthése paramétrique vise la détermination des paramétres inconnus d’une structure
donnée & partir de la connaissance des spécifications sur les sorties et des commandes [Ngw98|.
Ces données exigent la compatibilité des commandes et des spécifications avec la structure du
modéle.

Deux approches peuvent étre envisagées pour aborder ce probléme de synthése paramétrique :
I’approche par modéle direct et 'approche par modéle inverse

Approche par modéle direct : méthode essai-erreur-correction

Cette approche consiste a :

1. Sélectionner un actionneur dans un catalogue d’actionneurs disponibles sur des critéres
simples (cf. par exemple [New50, Coe69].)

Modéliser I'actionneur sélectionné.
Spécifier I'entrée du modéle (actionneur-charge).
Lancer une simulation afin de calculer la performance en sortie.

Comparer la performance obtenue avec la performance spécifiée dans le cahier des charges.

S Otk W

Itérer la procédure si la performance obtenue ne satisfait pas les critéres fixés dans le cahier
des charges.

Le modéle utilisé dans cette approche, le modéle direct, est un modéle qui respecte le principe
de la causalité physique entre les entrées et les sorties du systéme physique.

Cette approche est basée sur des critéres généralement stationnaires : les grandeurs maximales
a ne pas dépasser. Par conséquent, elle n’exploite pas la totalité des spécifications et peut rendre
la sélection non pertinente en pratique. Elle aboutit trés rarement & une solution acceptable dés
la premiére simulation, ce qui fait qu’elle est cotliteuse en temps.

En fait, les méthodes directes ne donnent aucune assurance de converger vers une solution et
méme en cas de convergence, rien ne garantit que la solution obtenue soit optimale. Pour pallier
ces inconvénients, une approche possible est I’approche par modéle inverse.

Approche par modéle inverse

Contrairement au probléme direct, ot on donne les causes et le modéle décrivant 1’évolution du
systéme résultant de ces causes pour obtenir les effets observables expérimentalement, certaines
problématiques en ingénierie favorisent le probléme inverse pour déterminer les causes & partir
des observations expérimentales de leurs effets. Dans cette approche, les modéles ne respectent
plus le principe de causalité physique et une inversion entrée/sortie du modéle est nécessaire.
Cette opération n’est possible que si le modéle est inversible. La résolution mathématique de ce
probléme peut étre difficile car il peut étre mal posé ou la solution non unique.

En automatique, le probléme d’inversion d’un modéle a fait son apparition en 1963 [ZD63,
Wei64|. Le premier algorithme d’inversion des systémes discrets et des systémes linéaires mono-
variables & temps invariant a été introduit en 1965 [Bro65, BM65]. Cet algorithme a été ensuite
étendu pour le cas multivariables [YD66, Dor69, PSSM70|. Depuis, l'inversion des modéles phy-
siques a fait 'objet de nombreux travaux : sur les modeéles linéaires [SM69, Por69, Wil74, RW77],
les modéles non linéaires [Hir79, Sin81, Nij82, Nij86, F1i86] et les modeéles singuliers [TV8S|.
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2.3. Tolérance dans la conception d’un systéme mécatronique 13

Dans un probléme de synthése d’architecture et/ou de sélection de sous-systémes, les données
du probléme de conception sont les spécifications sur les sorties et les valeurs des différents
paramétres. Ainsi, il parait plus naturel de poser ce probléme comme un probléme inverse. Il y
a classiquement trois méthodes de dimensionnement utilisant I'inversion : la méthode générale
communément adoptée en robotique pour dimensionner les actionneurs de robots manipulateurs
(évoquée dans [Jarl0]), celle de POTKONJAK et VUKOBRATOVIC [PJ86, VKP87|, et celle de
DEQUIDT [Deq98, Deq00].

Dans un probléme de synthése paramétrique d’'un composant d’une chaine de transmission
de puissance, les variables de puissance de ce composant, obtenues par inversion, sont tracées
dans un plan (effort, flux). La synthése paramétrique se fait en exploitant les relations entre ces
variables [Fek11].

En conception, I’étape ultime avant la fabrication est la synthése de tolérance. Comme il a
été évoqué dans 'introduction de ce chapitre, une fabrication trés précise d’'un composant peut
introduire un cofit de réalisation élevé, et éventuellement dégrader la compétitivité du produit
sur le marché. Ceci motive donc la définition de tolérances dans le processus de conception.

2.3 Tolérance dans la conception d’un systéme mécatronique

Dans cette partie, la définition d’une tolérance ainsi que le contexte général du probléme de
synthése de tolérance dans la conception d’'un systéme mécatronique sont présentés. Ensuite, les
solutions classiques de ce probléme sont introduites.

2.3.1 Tolérance dans un systéme mécatronique

Nous présentons ici la définition de tolérance extraite de la norme ISO 14253-1 :1998

[ISO98] :
DEFINITION 1. Tolérance : différence entre les limites supérieure et inférieure de tolérance.

Chaque domaine physique peut voir la définition légérement changer. Nous pouvons citer
ainsi la définition de la tolérance dimensionnelle utilisée dans le domaine mécanique.

DEFINITION 2. La tolérance dimensionnelle exprime la différence acceptable et cohérente entre
la plus petite et la plus grande dimension d’un objet. [CR11].

Du point de vue général, cette définition peut étre étendue aux autres domaines physiques.
Une tolérance porte non seulement sur les dimensions, mais également sur une propriété, une
grandeur, un parameétre. . .en fonction de I'objectif et du domaine d’application.

La spécification des tolérances pour les composants fabriqués devient reconnue par 'industrie
comme un élément clé dans leur activité de conception. Une tolérance bien spécifiée peut générer
des économies de colt significatives en gardant une performance acceptable du systéme. La
conception technique et la fabrication sont toutes deux impactées par les tolérances spécifiées.
Tandis que I'ingénieur de conception doit spécifier une tolérance qui garantit la performance du
systéme, le fabricant sait qu’une tolérance serrée augmente fortement le cotit de production. Les
tolérances ont aussi une grande influence sur le choix des procédés de production, et déterminent
la qualité et la durée de vie du produit final.

Tenir compte des incertitudes dans le processus de conception du systéme et déterminer les
tolérances peuvent réduire les effets négatifs des incertitudes, tout en conservant les performances
du systéme. Le systéme est par conséquent rendu robuste et moins cher.

La synthése de tolérance est alors un lien important entre 'ingénierie de conception et la
fabrication. Elle doit étre un outil pour répondre & des exigences concurrentes et fournir un
compromis entre la performance et le cotit de fabrication.
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14 Chapitre 2. Tolérance dans le probléme de conception d’un systéme mécatronique

2.3.2 Probléme de synthése de tolérance paramétrique

Il est & noter que le probléme de synthése paramétrique par la méthodologie de dimension-
nement est déterministe [Ngw98, Laf04]. Les spécifications considérées dans ces travaux sont des
trajectoires temporelles nominales, et par conséquent, des contraintes fortes qui ne tiennent pas
compte des incertitudes admissibles sur les trajectoires en sorties. Il est donc judicieux de définir
un domaine de fonctionnement admissible pour chaque sortie qui permette de déterminer les
tolérances paramétriques. Dans ce contexte, I’analyse par intervalles a été utilisée pour traiter le
probléme dans [Hoc02, Ly04, Fek11].

Il est nécessaire d’étudier, lors de la conception d’un systéme, les effets inévitables des in-
certitudes sur les trajectoires en sorties. Ces études peuvent servir, par exemple, pour la dé-
termination de commandes robustes qui permettent de réduire, en boucle fermée, la sensibilité
du comportement du systéme a l'incertitude paramétrique [AB03a| ou de limiter I'impact né-
gatif des incertitudes en boucle ouverte en définissant une zone de fonctionnement admissible.
Dans le probléme de conception présenté dans ce mémoire, la question posée est : quelle tolé-
rance peut-on appliquer aux paramétres de conception du systéme pour satisfaire
les spécifications du cahier des charges ? La réponse peut étre dans la prise en compte de
I'incertitude dans la procédure de conception. En particulier, dans le contexte de notre recherche,
nous visons & prendre en compte une variabilité admissible sur les sorties spécifiées,
pour la synthése de tolérance paramétrique.

Nous présentons dans la suite, des méthodes pour synthétiser des tolérances dans un sys-
téme mécatronique. Ces méthodes sont utilisées dans plusieurs domaines d’application : génie
mécanique, génie civil, automatique ...

2.4 Outils pour la prise en compte de la tolérance en conception

Traditionnellement, les concepteurs utilisent la notion de coefficient de sécurité pour tenir
compte de la variabilité d’un paramétre dans la conception d’un systéme. Cette notion classique
présente plusieurs inconvénients et a vu 'introduction de celle de probabilité de défaillance ou
celle des coefficients de sécurité partiels. La probabilité de défaillance peut étre considérée comme
un outil préliminaire pour la prise en compte de l'incertitude dans la conception.

Afin de surmonter les insuffisances des procédures de conception déterministe, la conception
non-déterministe permet d’observer les mesures de fiabilité et de robustesse au cours du processus
de conception. Les deux grandes classes de problémes de conception non-déterministe sont des
problémes de conception robuste et des problémes de conception basée sur la fiabilité [Huy01|. Le
probléme de synthése de tolérance peut étre classé comme un probléme de conception robuste.
Cependant, il nécessite également la considération de la fiabilité.

Parmi les domaines physiques existant dans un systéme mécatronique, le monde mécanique
dispose des méthodes spécifiques de synthése de tolérance. En effet, dans un systéme mécanique,
il faut considérer les critéres d’assemblage des piéces. La tolérance spécifiée doit alors satisfaire
non seulement les critéres fonctionnels mais aussi les critéres d’assemblage.

2.4.1 Le coefficient de sécurité

Les procédures traditionnelles de conception utilisent le coefficient de sécurité pour tenir
compte des incertitudes. Cependant, elles présentent plusieurs inconvénients. Tout d’abord, ces
procédures peuvent étre difficiles & appliquer aux systémes mécatroniques qui ont des configura-
tions multidisciplinaires et non conventionnelles. Ensuite, les mesures de fiabilité et de robustesse
ne sont pas fournies dans le processus de conception. Par conséquent, il n’est pas possible de
déterminer I'importance relative des différentes options de conception sur la fiabilité et la robus-
tesse du systéme. Enfin, I’approche par coefficient de sécurité est inconsistante. Il tient compte
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2.4. Outils pour la prise en compte de la tolérance en conception 15

de conditions d’échec en utilisant une moyenne ou un état de « pire des cas ». En réalité, une
condition pire des cas est difficilement identifiable.

Avec 'apparition de la conception non-déterministe et la probabilité de défaillance (cf. para-
graphe 2.4.2), les coefficients de sécurité partiels ont été introduits. Ces coefficients de sécurité
partiels sont posés sur plusieurs valeurs critiques de la distribution du paramétre incertain (au
lieu d’un seul coefficient sur la valeur nominale). Ils garantissent alors la fiabilité du systéme. En
pratique, les coefficients de sécurité partiels ne sont pas calculés mais prédéfinis dans les codes.

2.4.2 La conception non-déterministe

La formulation non-déterministe est celle dans laquelle certains éléments essentiels du pro-
bléme de conception (variabilité de fabrication, données expérimentales, de mesure, solutions
informatiques, erreurs de discrétisation, ...) sont considérés comme incertains [ZHWT02]. Ces as-
pects incertains peuvent étre exprimés de plusieurs fagons comme par exemple par I’arithmétique
par intervalles ou par des fonctions de densité de probabilité.

Les deux grandes classes de problémes de conception non-déterministe sont des problémes de
conception robuste et des problémes de conception basée sur la fiabilité [Huy01]|. Un probléme de
conception robuste est celui dans lequel un systéme reste insensible aux petites variations dans
les quantités incertaines de la conception. Un probléme de conception basée sur la fiabilité est
celui dans lequel la conception a une probabilité de défaillance inférieure & une valeur spécifiée.

La méme formulation mathématique peut étre utilisée pour décrire & la fois la conception
robuste et la conception basée sur la fiabilité. Cependant, leurs domaines d’application sont assez
différents.

Concernant la conception basée sur la fiabilité et afin de pallier les inconvénients des coeffi-
cients de sécurité dans la procédure traditionnelle de conception, une description plus analytique
a été établie dans les années 50 [Fre56, Bol69]. Dans cette description, tous les paramétres d’un
modéle d’ingénierie sont des variables aléatoires. Il n’existe pas de siireté absolue, et la défaillance
est caractérisée par une probabilité.

Plus précisément, soit le vecteur R composé de toutes les variables aléatoires décrivant les
propriétés d’'un modéle, S le vecteur des charges (pouvant étre considérées comme les spécifica-
tions) et g(R,S) la fonction d’état limite (c’est-a-dire g(R,S) < 0 signifie un mauvais systéme,
g(R,S) > 0, un bon systéme). Alors pg = P(g(R,S) < 0) est la probabilité de défaillance,
F =1 — py est la fiabilité du systéme. Pour déterminer la probabilité pg, les types et les
paramétres des distributions de probabilité de R et S sont nécessaires. Cela multiplie le nombre
de valeurs devant étre fournies par 'ingénieur qui congoit : chaque paramétre est livré avec un
type de distribution.

En fait, les codes actuels emploient des valeurs critiques Ry et Sy (certains quantiles de R et
S) et des coefficients de sécurité partiels yr et 7yg, avec lesquels le concepteur doit vérifier une
relation du type :

Ry,
— > Y55k
TR

Depuis les années 1980, les codes européens utilisent les probabilités [£S02,0bel1]. Cependant,
I’emploi de la probabilité de défaillance est fortement critiqué pour sa dépendance importante
aux hypothéses de modélisation. Un exemple, donné dans [OF02, OF05b, OF08|, montre que la
probabilité de défaillance peut varier de plusieurs ordres de grandeur lorsque des modéles statis-
tiques différents (mais tous acceptables) des données d’entrée sont utilisés. Une autre évaluation
critique de la dépendance de pg sur le choix des distributions de probabilité peut étre trouvée
dans [Eli99, OF05b, OF05a].

La probabilité de défaillance peut étre considérée comme un outil préliminaire pour la prise
en compte de l'incertitude dans la conception. Les procédures de conception tenant compte de
I'incertitude aident a surmonter les insuffisances des procédures de conception traditionnelles.
En particulier, les mesures de fiabilité et de robustesse sont dans ce cas disponibles au cours du
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16 Chapitre 2. Tolérance dans le probléme de conception d’un systéme mécatronique

processus de conception. Cette information permet au concepteur de produire un niveau constant
de fiabilité et de performance dans les systémes sans sur-dimensionnement de certaines parties
(sous-systémes, composants).

Les méthodes mathématiques pour les procédures de conception robuste sont bien moins
développées que celles de la fiabilité. Dans 'industrie, les procédures de conception sont souvent
déterministes. Un travail considérable a été effectué pour la commande robuste, mais ce travail
s’est limité a l'utilisation de normes bornées des variables incertaines. Bien que les principes
de conception robuste de TAGUCHI [Tag87, TC90] soient utilisés dans I'industrie, ce ne sont pas
nécessairement les méthodes les plus adaptées pour un grand nombre de problémes de conception
robuste. Les méthodes de conception basée sur la fiabilité ont été quant & elles utilisées au sein
du génie civil [Sun95] et dans la conception de moteurs d’avion [Cru01].

Le probléme de synthése de tolérance peut étre classé comme un probléme de conception
robuste. Cependant, il nécessite également la considération de la fiabilité.

L’utilisation de méthodes de conception basées sur l'incertitude exige que les diverses incerti-
tudes liées au probléme de conception soient caractérisées et gérées, et que les méthodes d’analyse
et d’optimisation intégrent cette caractérisation des quantités incertaines. Dans la suite, nous
nous concentrons sur la caractérisation et la gestion des incertitudes, puis, sur I'utilisation des
incertitudes dans la conception.

La caractérisation et la gestion des incertitudes sont nécessaires au niveau des composants
ainsi qu’au niveau du systéme intégré. Il s’agit notamment des incertitudes numériques et expé-
rimentales produites par les méthodes d’analyse du domaine d’application lui-méme, et par la
relation entre les incertitudes affectant 1'entrée et les incertitudes affectant la sortie.

2.4.3 Les méthodes dans le domaine mécanique

Dans cette partie, plusieurs outils de traitement de la tolérance dans le domaine mécanique
sont décrits. Certaines limites des modeéles pour I'analyse de la tolérance sont mises en évidence.

La spécification géométrique d’une tolérance dans le domaine mécanique est un cas particu-
lier du probléme de synthése de tolérance en général. La tolérance spécifiée doit satisfaire non
seulement les critéres fonctionnels mais aussi les critéres d’assemblage. Le domaine mécanique
dispose donc de méthodes spécialisées pour la synthése de tolérance. Ces méthodes ne sont gé-
néralement pas valables pour d’autres domaines d’application mais elles donnent des idées utiles
pour la synthése de tolérance dans un systéme mécatronique.

Dans le domaine mécanique, les problémes de synthése de tolérance sont généralement associés
a l'analyse de tolérance et lallocation de tolérance (ou synthése de tolérance dans certaines
références). Dans l'analyse de tolérance, les tolérances des composants sont toutes connues ou
spécifiées et la tolérance de I’assemblage est calculée. Dans I’allocation de tolérance, la tolérance
d’assemblage est connue & partir du cahier des charges, et les tolérances des composants ne
sont pas connues. La tolérance de l'assemblage doit étre alors distribuée ou répartie entre les
composants d’une maniére rationnelle.

Nous présentons maintenant les deux problémes ainsi que leurs résolutions classiques. Notons
que notre probléme traite la synthése de tolérance dans la conception d’un systéme mécatronique
avec des incertitudes admissibles spécifiées dans le cahier des charges. Il est donc plus proche du
probléme de I’allocation de tolérance.

L’analyse de tolérance

Dans 'analyse de tolérance, les tolérances des composants sont toutes connues ou spécifiées
(a partir de tables par exemple) et la tolérance de 1’assemblage est calculée. L’objectif est de
prédire la tolérance cumulée dans les composants assemblés. L’analyse de la tolérance dans la
conception utilise un modéle analytique de 'accumulation des tolérances dans un assemblage de
piéces mécaniques. Les deux approches les plus couramment utilisées (pire des cas et statistique)
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dans la conception sont briévement définies ci-aprés. Un traitement plus complet peut étre trouvé
dans [For67].

Dans une analyse pire des cas, la tolérance de 'assemblage (Tasps) est déterminée en
faisant la somme des tolérances des composants (7;) de maniére linéaire. Chaque dimension du
composant est supposée étre & son maximum ou minimum. Le résultat sur 'assemblage est donc
envisagé au pire des cas.

Dans I’approche statistique de I'analyse de tolérance, la faible probabilité de la combinai-
son des pires cas est prise en compte statistiquement, en supposant que les composants suivent
une distribution de loi normale ou gaussienne. Les tolérances sont alors généralement prises a six
écarts-types (60) [CG88|.

L’allocation de tolérance

L’allocation rationnelle des tolérances des composants nécessite la mise en place d’une régle
sur laquelle 'allocation est fondée. Nous présentons ici deux régles classiques : 1'allocation par
I’échelle proportionnelle et I’allocation par le facteur de précision constant.

Dans l'approche de 1’allocation par I’échelle proportionnelle, le concepteur commence
par affecter les tolérances des composants « raisonnables » en fonction du systéme ou du cahier des
charges. Il récapitule ensuite les tolérances des composants pour voir s’ils répondent & la tolérance
spécifiée de I’assemblage. Sinon, il multiple les tolérances des composants par un facteur constant.
De cette maniére, les amplitudes relatives des tolérances des composants sont conservées.

Dans l'approche de 1’allocation par le facteur de précision constant, les tolérances
peuvent étre réparties en fonction des tailles des piéces. Les piéces usinées ont des tolérances
égales si elles ont la méme taille. Quand la dimension augmente, les tolérances augmentent
proportionnellement avec la racine cubique de la taille [For67].

T, = P(D;"*) (2.1)
ou D; est la taille de base et P est le facteur de précision. Le facteur de précision est calculé
soit par ’approche pire des cas, soit par ’approche statistique.

La méthode du facteur de précision est similaire & la méthode de l'allocation par 1’échelle
proportionnelle, sauf qu’il n’y a aucune attribution initiale requise par le concepteur. Au lieu de
cela, les tolérances sont initialement attribuées en fonction de la dimension nominale de chaque
composant, puis, mises & 1’échelle pour atteindre la tolérance d’assemblage spécifiée.

Synthése de tolérance par optimisation

Dans le domaine mécanique, hormis les deux approches mentionnées ci-dessus, il existe des
méthodes pour résoudre le probléme de synthése de tolérance basées sur 'optimisation (allocation
optimale de tolérance) [Che01].

Cette approche illustre le conflit traditionnel entre la conception et la fabrication [LW90]. La
synthése de tolérance vise alors & s’assurer que la fonctionnalité et la qualité de la conception
sont satisfaites [Jea99|.

La synthése de tolérance par les techniques d’optimisation nécessite la modélisation mathé-
matique de la relation cofit-tolérance. L’algorithme d’optimisation dépend des composantes des
forces appliquées au systéme et cherche systématiquement la combinaison des tolérances qui mi-
nimise le cotit. Dans les environnements de production réels, la relation cofit - tolérance existe.
Cependant, il est assez difficile d’obtenir les paramétres de ces relations.

Par conséquent, la synthése de tolérance est formulée comme un probléme d’optimisation
traitant le cotlit de fabrication en tant que fonction objectif. La tolérance de fabrication peut
étre utilisée pour atteindre un équilibre économique entre le colit de production et la perte de la
qualité du produit [CM95, LW98, Jea99].
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18 Chapitre 2. Tolérance dans le probléme de conception d’un systéme mécatronique

Limitations des méthodes dans le domaine mécanique

Les facteurs suivants semblent limiter sérieusement ’application des méthodes de synthése
de tolérance (dans le domaine mécanique) pour la conception d’un systéme mécatronique :

— ces méthodes tiennent compte de la tolérance d’assemblage des piéces mécaniques et ne sont
pas valides pour les systémes dans d’autres domaines ou de plusieurs domaines physiques,

— dans les premiéres étapes de conception, peu d’information est disponible sur le type de
distribution des tolérances,

— la complexité de calcul augmente trés rapidement avec la précision, causant de grandes
difficultés lors du travail avec des systémes multi-dimensionnels.

2.5 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté une courte introduction & la mécatronique
et 'architecture générique d’un systéme mécatronique. Considérant leur complexité, nous avons
vu qu’elle nécessitait de prendre en compte ’aspect pluridisciplinaire dans la conception de ces
systémes mécatroniques.

Parmi les problémes de conception d’un systéme mécatronique, nous nous sommes intéressés
en particulier a celui de la synthése de tolérance. Malgré les avancées technologiques, a cause des
facteurs incertains, le comportement d’un systéme mécatronique peut s’écarter du comportement
nominal désiré théoriquement. La synthése de tolérance permet alors de tenir compte des facteurs
incertains dans la conception d’un systéme mécatronique, et de diminuer leurs effets négatifs sur
la performance du systéme. Du point de vue du fabricant, une tolérance bien spécifiée garantit
un cott de fabrication optimal.

Apreés l'introduction du probléme de synthése de tolérance dans la conception d’un systéme
mécatronique, les méthodes habituellement utilisées pour traiter ce genre de probléme ainsi que
leurs limites ont été introduites.

Dans le chapitre suivant, nous présentons les différents facteurs incertains dans un systéme
mécatronique. Plusieurs outils de modélisation et d’étude pour la caractérisation des systémes
incertains et pour la mesure de I'impact de ces incertitudes sur le comportement du systéme sont
introduits.

Ce premier chapitre a évoqué, entre autres, 'exploitation de modéles directs pour la synthese
paramétrique. Afin de considérer le cahier des charges dans sa globalité, le chapitre suivant s’at-
tache quant & lui & préciser une approche du dimensionnement basée cette fois-ci sur 'inversion.
La méthodologie de dimensionnement par modéles bond graph inverses proposée initialement
par AMARA et SCAVARDA [Ama9l]| est alors étudiée.

Dans le contexte de notre recherche, nous utilisons en effet la méthodologie de dimensionne-
ment par inversion d’'un modéle bond graph pour la synthése de tolérance dans une approche
de conception non-déterministe. Les différentes étapes de cette méthodologie et ses différents
aspects sont donc développés dans le chapitre 3. Les travaux récents sur la prise en compte des
incertitudes dans un modéle bond graph sont également discutés.
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Chapitre 3

Incertitudes et inversion bond graph
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20 Chapitre 3. Incertitudes et inversion bond graph

3.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons présenté la mécatronique et ses différents domaines d’ap-
plication. L’architecture d’un systéme mécatronique a ensuite été introduite. Malgré les avancées
technologiques, le comportement d’un systéme mécatronique est différent du comportement no-
minal désiré a cause des facteurs incertains. La conception d’un systéme mécatronique présentant
des incertitudes, en particulier, la synthése de tolérance, nécessite alors leur prise en compte. Une
tolérance bien spécifiée peut minimiser 'effet négatif de 'incertitude sur le comportement du sys-
téme, ainsi que le cotit de fabrication.

Dans ce chapitre, nous présentons la prise en compte de I'incertitude dans la conception d’un
systéme mécatronique. Tout d’abord, une bréve introduction aux différents facteurs d’incerti-
tudes affectant ces systémes est effectuée. Les incertitudes sont classées soit par leur source, soit
par leur nature. Ensuite, différents outils de modélisation et d’étude des systémes incertains sont
présentés. Ces outils servent & quantifier 'impact des incertitudes sur le comportement du sys-
téme. Ils sont fortement utilisés dans plusieurs domaines de I'ingénierie (génie mécanique, génie
civil, automatique. . .).

Nous avons également évoqué dans le premier chapitre I’exploitation de modéles directs et
de modéles inverses pour la synthése paramétrique. Consommatrices en temps de conception,
les méthodes directes ne donnent pourtant aucune assurance de converger vers une solution et
méme en cas de convergence, rien ne garantit que la solution obtenue soit optimale. En revanche,
I’approche inverse permet de franchir ces limitations des approches directes. Elle garantit la per-
tinence du résultat et réduit significativement le temps de conception. Cependant, elle nécessite
de vérifier que le modéle soit inversible.

Dans le cadre de notre travail, nous nous intéressons a I’approche inverse. La méthodologie de
dimensionnement par modéles bond graph inverses est utilisée. Une bréve introduction de ses dif-
férentes étapes et ses différents aspects, ainsi que le langage bond graph, I'outil de modélisation,
sont donc présentés. En fin de chapitre, les travaux récents sur la prise en compte des incertitudes
dans un modéle bond graph sont également discutés. Ces travaux ont notamment porté sur l'as-
pect de 'analyse et de la modélisation des incertitudes paramétriques dans le formalisme bond
graph. Le bond graph de sensibilité [GR00| permet d’analyser dans le domaine temporel la sensibi-
lité du comportement du systéme a la variation de certains paramétres. L’analyse dans le domaine
de LAPLACE se fait en utilisant le modéle bond graph incrémental [BGO1,BDT04, BDTKO06|. Le
bond graph incertain [DT99, Kam01] permet d’établir des modeéles d’état des systémes linéaires
incertains adaptés pour l'analyse de la robustesse et pour la commande robuste.

Ces trois représentations peuvent étre considérées comme des modéles de l'incertitude bor-
née et ne contiennent qu’une information trés limitée sur lincertitude. EL FEKI a proposé
dans |Fek11] une approche qui apporte plus d’information sur la caractéristique de l'incertitude
traitée : le bond graph probabiliste. Cette approche est notamment développée pour la synthése
de tolérance et supporte le concept de bicausalité du bond graph. Etant un modéle bond graph
multi-liens, le bond graph probabiliste permet de caractériser les incertitudes aléatoires par ses
fonctions densité de probabilité, ses espérances et ses variances et de les associer aux éléments
bond graph correspondants.

L’objectif de ce chapitre est de donner un apercu des méthodes de modélisation de l'incerti-
tude dans un systéme mécatronique, ainsi que celles dans le formalisme bond graph. Il présente
une premiére réflexion sur la prise en compte de I'incertitude dans la démarche de conception
d’un systéme mécatronique par inversion de modéle bond graph.

3.2 Les incertitudes dans un systéme mécatronique

Les effets de I'incertitude sont une préoccupation croissante dans ’analyse et la conception
des systémes mécatroniques. Le fait que les propriétés d’un systéme soient incertaines implique
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3.2. Les incertitudes dans un systéme mécatronique 21

qu’il existe une incertitude sur la performance (par exemple : la réponse dynamique). Par ailleurs,
il y a des écarts de fabrication inévitables car des composants produits en masse ne sont jamais
parfaitement identiques. En outre, les propriétés d’un systéme changent avec le temps en raison,
entre autres, de son environnement et, par conséquent, modifient sa performance.

3.2.1 Classification de I’incertitude par sa source

On distingue deux sources d’incertitudes dans un systéme mécatronique [ACAT99] : les per-
turbations externes et les variations du modéle.

Les perturbations externes

Les perturbations externes regroupent tous les signaux et les actions non contrélés qui
viennent du milieu environnant. Contrairement aux variations du modéle dynamique, ces actions
externes ne modifient pas les caractéristiques internes du systéme (temps de réponse, dépasse-
ment, etc...) mais seulement la trajectoire de ses sorties.

Les variations du modéle dynamique

Deux types d’incertitudes pouvant causer des variations au niveau du modéle dynamique du
systéme sont identifiés : les incertitudes du modéle et les incertitudes paramétriques. Rassem-
blant les dynamiques négligées du modéle, les incertitudes du modéle représentent les dynamiques
rapides du systéme et 'erreur d’approximation entre le modéle dynamique et la réalité. Les in-
certitudes paramétriques sont dues aux erreurs d’identification ou aux variations de certains
paramétres physiques du systéme [Fra78,Fek11|. Dans le cadre de notre travail, nous considérons
notamment les incertitudes paramétriques. Dans la littérature, ces incertitudes sont géné-
ralement classées en deux grandes familles : les incertitudes non-structurées et les incertitudes
structurées.

Les incertitudes non structurées : La seule information disponible sur les incertitudes
non-structurées sont les bornes extrémales de l'incertitude [Saa96, Bou00|. Elles peuvent étre
modélisées comme additives, multiplicatives en entrée ou multiplicatives en sortie, et constituent
les représentations les plus courantes des incertitudes de modélisation.

Les incertitudes structurées : Ces incertitudes ont des distributions structurées contenant
plus d’information que les incertitudes non structurées. Elles sont généralement de natures di-
verses : erreurs d’identification, d’approximation ou variations/perturbations de certains para-
métres physiques du systéme. Nous pouvons considérer trois structures classiques de l'incertitude
paramétrique structurée [Fra7§]| :

— Incertitudes de type « : les variations des parameétres autour de la valeur nominale non-nulle
o, # 0, dues généralement aux incertitudes de fabrication : tolérance dans des cotations
de piéces ou dans des valeurs de composants électroniques. Ces variations n’affectent pas
I’ordre du modéle.

— Incertitudes de type 3 : les variations des conditions initiales autour de leur valeur nominale
By. Les causes de ces variations sont principalement les erreurs de mesure.

— Incertitudes de type 7 : les variations des parameétres autour d’une valeur nominale nulle
(v, = 0). Liées a une idéalisation dans le développement mathématique des modéles ou
des erreurs d’identification de l'ordre du modéle, ces variations peuvent donc affecter cet
ordre.

Nous nous intéressons par la suite aux incertitudes paramétriques de types a et 3.

Remarque 2. Incertitudes expérimentales : Les techniques d’analyse de l’information pro-
babiliste a partir des données observées se trouvent dans les méthodes d’inférence statistique avec
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22 Chapitre 3. Incertitudes et inversion bond graph

lutilisation des informations obtenues a partir des données d’échantillonnage. Les méthodes tra-
ditionnelles d’estimation incluent les estimations par point et les estimations par intervalle. Les
méthodes courantes de l’estimation par point sont la méthode du mazimum vraisemblance [Whel0]
et la méthode des moments. L’estimation par intervalle concerne la détermination d’un intervalle
contenant la valeur du paramétre et un niveau de confiance prescrit. Les procédures systématiques
de caractérisation et de gestion des incertitudes dans les activités expérimentales incluent la mé-
thode de conception expérimentale [Tag87] et les techniques statistiques de contréle de proces-
sus [Whel0]. La premiére se concentre sur la caractérisation des incertitudes et la seconde reléve
de la gestion des incertitudes.

3.2.2 Classification de l’incertitude par sa nature

OBERKAMPF [Obe98] a classé les incertitudes en trois classes distinctes. La variabilité (ou
incertitude aléatoire) fait référence a « la variation inhérente au systéme physique ou de l'en-
vironnement considéré ». L’incertitude (incertitude épistémique) est « un défaut potentiel dans
une phase d’activité ou de la modélisation qui est dii au manque de connaissance ». L’erreur
est « un défaut reconnaissable dans n’importe quelle phase de 'activité de modélisation et de
simulation qui n’est pas dii & un manque de connaissance ». La valeur de cette classification est
que les approches pour la caractérisation et la gestion des incertitudes de ces trois classes sont
trés différentes. Nous n’allons pas mettre I’accent sur cette distinction et le lecteur intéressé peut
consulter [Obe98| pour plus d’informations.

Négligeant les erreurs qui sont d’origine humaine, nous nous focalisons sur 'incertitude aléa-
toire (la variabilité, 1’aléa) et I'incertitude épistémique. Le mot aléatoire vient du latin alea, qui
signifie le roulement des dés. Ainsi, une incertitude aléatoire est présumée avoir un caractére
aléatoire intrinséque & un phénomeéne. Le mot épistémique vient du grec emeoTnun (épisteme),
qui signifie la connaissance. Ainsi, une incertitude épistémique est supposée causée par le manque
de connaissance (ou de données).

La plupart des problémes de l'ingénierie implique ces deux types d’incertitudes. Dans le
contexte de la conception, il est commode de classer les incertitudes par leur caractére aléatoire
ou épistémique.

L’incertitude aléatoire et I'incertitude épistémique posent des questions de sécurité, de fiabi-
lité et de performance. Ces questions conduisent & des demandes de méthodes de modélisation
spécifiques pour prendre en compte les incertitudes dans les propriétés du systéme. Des approches
telles que celle des coefficients de sécurité peuvent étre mises en place. Toutefois, le désir d’une
plus grande efficacité, d’une meilleure performance, d’'un temps de mise sur le marché réduit et
d’une réduction des cofits, ainsi que 'utilisation croissante des prototypes virtuels ont conduit a
une demande d’amélioration des méthodes de calcul.

L’incertitude aléatoire peut étre subdivisée en inter-variabilité, différences entre des réalisa-
tions physiques d’un échantillon de produits nominalement identiques (variabilité de fabrication
par exemple) et intra-variabilité, qui résulte de changements dans les propriétés d’'une réalisa-
tion unique & différents moments (dus par exemple au vieillissement) ou dans des conditions
d’exploitation différentes (température, charge, ...)

3.3 Modéle de représentation des incertitudes

Comme nous avons vu dans les paragraphes 3.2.1 et 3.2.2, il existe plusieurs types d’incer-
titudes dans les systémes mécatroniques. Ces différents types sont traités de différentes fagons.
Plusieurs outils de modélisation ont été développés dans la littérature pour la caractérisation et
pour la mesure de I'impact de 'incertitude sur le comportement d’un systéme. Avant d’aborder
le probléme de synthése de tolérance, nous présentons dans ce paragraphe ces outils, sans étre
pour autant exhaustifs.
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Un outil de modélisation de I'incertitude doit étre capable de représenter I'incertitude d’un
systéme physique avec le plus d’information possible, pour avoir une image proche de la situation
réelle. Les représentations d’incertitude doivent refléter et intégrer I'information disponible sur
les données, étre capables d’étre propagées par calcul numérique et permettre de déterminer une
sortie d’'un modéle dont I'incertitude est formulée dans les mémes termes. Un autre aspect qui doit
étre pris en compte est la fagon dont les informations sur l'incertitude des différents paramétres
sont combinées (ceci se référe a la modélisation de la dépendance des grandeurs incertaines ainsi
que la combinaison d’informations de sources différentes).

Plusieurs systémes axiomatiques existent dans la littérature pour la modélisation de I'incer-
titude. Nous présentons par la suite un résumé de ces systémes. Les lecteurs intéressés peuvent
trouver plus d’information sur ces systémes dans [OF02,Obe03, Obe05a, OR05, Obe05b, SOA10].

Trois aspects de la modélisation de 'incertitude se distinguent [Obell] :

— Définition et aziomatique : comment les incertitudes sont décrites et quelles sont les régles

de combinaison ?

— Numérique : Comment les incertitudes sont propagées par le modéle de calcul 7

— Sémantique : Quelle interprétation peut-on déduire des résultats pour la conception ?

Puisque nous nous intéressons aux incertitudes paramétriques (cf. 3.2.1), nous classons les
outils de modélisation par la nature de l'incertitude a traiter : aléatoire, épistémique et erreur.
Nous évoquons également 'approche par modéle standard d’interconnexion. Développée par la
communauté de I'automatique, cette derniére est capable de traiter 'incertitude paramétrique et
I'incertitude non-paramétrique. De plus, les incertitudes considérées peuvent porter sur des sys-
témes linéaires temps invariant (LTT) réels ou complexes, ou des systémes linéaires & paramétres
variants (LPV).

Nous présentons tout d’abord un outil commun : P’arithmétique par intervalles dans
le sens qu’elle peut étre utilisée pour la modélisation de 'incertitude aléatoire et l'incertitude
épistémique, car elle ne contient que les informations de base sur I'incertitude. Etant 'un des
outils les plus utilisés pour la caractérisation et la prise en compte des incertitudes paramé-
triques dans un modeéle dynamique [MM79, Neu91, Jau01l, WH03, MKCO09|, l’arithmétique par
intervalles considére les incertitudes comme des enveloppes tenant compte des plages de va-
riation, représentées par deux scalaires : une borne inférieure et une borne supérieure. Elle
permet de définir les frontiéres du comportement du modéle dynamique, qui contient un en-
semble de comportements possibles. L’arithmétique par intervalles est traditionnellement utili-
sée dans les applications industrielles, notamment des problémes mécaniques comportant des va-
riables bornées [AH83,Dim95, CW97,Did97, ML03], la localisation de robot ou de véhicule mobile
[Jau01,Dro02,FPG04|, la commande robuste [VM05,LH06], le diagnostic [EBK98,Adr00,FPG04],
I'optimisation [WH03, RRIC04, BRBT05], I’estimation paramétrique [MNPLW96, Bra02], etc. ..

L’arithmétique par intervalles permet de trouver une enveloppe stire des réponses des sys-
témes. Elle est capable de faire des calculs qui prennent en compte a la fois les erreurs physiques,
expérimentales, et les erreurs dues aux calculs machine.

Pourtant, la quantité de calcul avec l'arithmétique par intervalles est grande [ZHW™T02].
Il faut également étre conscient du risque de surestimation de cette enveloppe quand il y a
un nombre significatif de paramétres incertains ou quand il y a une dépendance entre ceux-
ci [Rev01,Jau01,AD05,Han11]. Dans la littérature, il existe alors des algorithmes pour minimiser
I’écart entre ’enveloppe théorique et ’enveloppe estimée dans le cas de paramétres dépendants
ou encore a occurrence multiple : arithmétique généralisée par intervalles [Han75, Krd06, EO06],
modeéles d’intervalles de Taylor [Rob84, Loh87|, arithmétique affine [CS93,FS03], la bibliotheque
ALIAS [Mer00,LMMO04,Cha08], etc. .. Néanmoins, la plupart des méthodes proposées ne garantit
pas la solution exacte.

Pour remédier aux inconvénients de ’arithmétique par intervalles, les chercheurs ont déve-
loppé plusieurs outils alternatifs pour le traitement de I'incertitude.

Les modéles probabilistes et le raisonnement probabiliste ont tout d’abord été considérés mais
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jugés des concepts trop restreints. Par ailleurs, la pratique de l'ingénierie a montré de maniére
assez flagrante que les estimations d’intervalle devaient étre intégrées dans le cadre de 'analyse
d’incertitude.

A partir des années 90, la facilité d’utilisation des ensembles flous (fuzzy sets) a été exploitée
en ingénierie. L'un des premiers projets sont les travaux de HALDAR ET REDDY [HR92|, qui
ont modélisé les propriétés des matériaux des batiments existants par des ensembles flous. Dans
les années suivantes, une vaste littérature est apparue sur les méthodes floues telles que les
méthodes floues éléments finis, les modéles de décision & base de régles floues, la planification
de projets avec des durées floues et les cofits, la proposition d’un concept de sécurité floue en
remplacement complet de I’approche probabiliste (MOLLER ET AL. [MBGH99|). Plus tard, la
théorie d’évidence [FKGT02, OH02| et la probabilité d’intervalle [HBD98| ont également été
explorées.

Dans les années 2000, 'utilité des ensembles aléatoires (random sets) était de plus en plus
reconnue, & commencer par les travaux pionniers de BERNARDINI ET AL. [TBMO00a, TBMOOb]
et HALL ET AL. [HRAO4]. Dans un certain sens, les ensembles aléatoires ont été considérés
comme un cadre de travail pour combler le fossé entre les probabilités et ’analyse par intervalles,
et admettant des outils de visualisation facilement accessibles tels que les boites de probabilité
(P-box) [FKGT02]). Les prévisions inférieures et supérieures (lower and upper previsions) ont
également trouvé des applications dans la fiabilité des systémes [UK01, UK02]. En plus de ces
approches, un certain nombre d’autres outils ont été proposés dans la littérature technique :
par exemple, les clouds [Neu04|, l’analyse des écarts d’information (info-gap-analysis) [BHO1],
Uanti-optimisation [Eli99, EO10].

Dans la suite, nous présentons une bréve introduction des méthodes classiques de modélisation
de l'incertitude dans l'ingénierie, classées par type d’incertitude traitée.

3.3.1 Modélisation de l’incertitude aléatoire

Dans un systéme mécatronique, les variables aléatoires réelles représentent les incertitudes
paramétriques. Elles permettent de définir la variabilité de 1’état et des sorties du modéle suite
aux effets des incertitudes paramétriques et des aléas des entrées. Dans un contexte industriel,
on travaille souvent sur la notion de tolérance, avec élimination des piéces hors tolérance. Les
paramétres incertains sont bornés et il est alors naturel d’utiliser 'arithmétique par intervalles.
Pourtant, un intervalle ne contient que des informations basiques sur les incertitudes. Pour mieux
caractériser un phénomeéne aléatoire, on utilise trés souvent la théorie des probabilités.

Développée depuis longtemps, la théorie des probabilités a progressivement évolué et tou-
ché plusieurs domaines d’application : mécanique, théorie des jeux, biologie moléculaire, fi-
nance, etc... Etant originellement le fait qu'une idée est admise par tous (dans les traductions
d’ARISTOTE), le mot probabilité a pris le sens de la vraisemblance d’une idée au cours du moyen
age puis a la renaissance. Au 17¢ siécle, il prend le sens actuel d’une quantification du carac-
tére aléatoire d’une variable avec sa formulation mathématique par BLAISE PASCAL et PIERRE DE
FERMAT. BOREL, LEBESGUE, LEVY et MARKOV ont introduit la théorie moderne des probabilités
au début du 20° siécle.

Etant ’étude mathématique des phénoménes caractérisés par le hasard et l'incertitude, la
théorie des probabilités permet de définir des variables aléatoires qui peuvent évoluer dans le
temps. Elle ne considérait initialement que des variables discrétes et ses méthodes étaient princi-
palement combinatoires. Les variables aléatoires continues ont fait leur apparition dans la théorie
avec les concepts analytiques introduits par KOLMOGOROV [Kol60].

Il existe deux représentations probabilistes des incertitudes dans la littérature : le modéle
probabiliste a priori et le modeéle probabiliste a posteriori [Soi09, Fek11] :

— le modéle probabiliste a priori, appelé aussi modéle probabiliste mathématique, ne nécessite

aucune expérience pour déterminer les probabilités sur les variables aléatoires,

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



3.3. Modéle de représentation des incertitudes 25

— le modéle probabiliste a posteriori, appelé aussi modéle probabiliste statistique, permet de
calculer les probabilités des variables aléatoires & partir de mesures expérimentales.
Dans nos travaux, nous cherchons & modéliser les incertitudes paramétriques dans un systéme
mécatronique dés la phase de conception et sans mesure expérimentale. Ceci nous conduit & nous
intéresser & la modélisation probabiliste a priori. Cette approche permet la modélisation des
paramétres incertains d’un modéle continu par des variables aléatoires continues (caractérisées
par leur loi de probabilité).

3.3.2 Modélisation de I’'incertitude épistémique

Dans un systéme mécatronique, les incertitudes épistémiques représentent les connaissances
imparfaites que nous disposons sur le systéme. Les raisons de cette imperfection sont de deux
types. Le premier concerne l'obtention et la représentation de ces connaissances & partir du réel,
généralement soumises a des erreurs, des imprécisions, des pertes d’information par rapport au
systéme appréhendé. Le deuxiéme est 1ié & une flexibilité inhérente ou une évolution progres-
sive du systéme et de son fonctionnement [BM95]. On peut classer les imperfections dans les
connaissances par leur nature :

— les incertitudes concernent un doute sur la validité d’une connaissance (une propriété ou

une prévision),

— les imprécisions correspondent a une difficulté dans I’énoncé de la connaissance (connais-

sance numérique mal connue, terme du langage naturellement vague),

— les incomplétudes sur certaines caractéristiques du systéme (liées a 'impossibilité d’obtenir

certains renseignements, & un probléme au moment de la captation de la connaissance, ou

a l'existence de connaissances implicites).
Pour traiter les imperfections dans les connaissances, au XVIIIéme siécle, les scientifiques ont
introduit 'idée de degré de croyance, en la confondant avec celle de chance |[BP63]. LAPLACE
a emprunté le concept de probabilité pour apprécier la véracité des témoignages [Lap40|. Pour-
tant, la notion de probabilité n’est pas adaptée & la représentation d’incertitudes épistémiques.
RAMSEY [Ram26| et DE FINETTI [Fin37] ont introduit I'idée de probabilité subjective pour trai-
ter des connaissances incertaines. Une étape plus approfondie est 'introduction de la théorie de
’évidence |Dem67,Sha76|, qui permet la manipulation des degrés de confiance qu’'un observateur
attribue a la validité de certains faits.

L’incertitude épistémique peut également étre envisagée avec la théorie des intervalles [Moo66].
Pourtant, il existe des inconvénients similaires a ceux vus pour le traitement de 'incertitude aléa-
toire. Il est possible de gérer les imprécisions par combinaison d’intervalles si elles sont uniquement
de type numérique [MSM192].

ZADEH [Zad65] a introduit la théorie des sous-ensembles flous comme un moyen de représen-
tation et de traitement de I'imprécision. Depuis, cette approche a intensivement été développée
afin de répondre aux problémes de diagnostic, d’automatiser, ou d’assister les actions humaines
naturellement empreintes d’imprécisions. ZADEH a également introduit la théorie des possibili-
tés afin de parvenir & un raisonnement qui a une ressemblance avec le raisonnement humain.
La logique floue est un cadre englobant de la théorie des sous-ensembles flous et la théorie des
possibilités.

Dans le domaine de I'intelligence artificielle, il existe des méthodes de traitement des connais-
sances incertaines, basées sur les représentations probabilistes des connaissances telles que la lo-
gique probabiliste, I'induction bayésienne, les réseaux de croyance [Nea90]. Les incertitudes non
probabilistes peuvent étre envisagées avec les coefficients de confiance, la théorie de 1’évidence,
mais aussi par une logique possibiliste introduite dans le cadre de la théorie des possibilités.

Parmi les outils de modélisation de I'incertitude épistémique, la logique floue nous appa-
rait aujourd’hui comme le seul cadre dans lequel les imprécisions et les incomplétudes puissent
étre également traitées. Elle autorise aussi le traitement des connaissances numériques et des
connaissances exprimées symboliquement par des qualifications du langage naturel.
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3.3.3 Modéle de l'incertitude bornée (Bounded uncertainty design)

La communauté automatique a développé ses propres outils pour la modélisation de 'in-
certitude dans un systéme mécatronique, notamment, en commande. Dans ces approches, les
incertitudes du systéme peuvent étre soit paramétriques soit non paramétriques. En outre, les
incertitudes peuvent étre des fonctions indépendantes du temps, réelles ou complexes, ou des
fonctions dépendantes du temps linéaires ou non-linéaires [Doy82, BP96].

L’objectif principal de ces approches est d’obtenir des bornes sur les variations possibles dans
les performances du systéme en fonction des limites sur les incertitudes paramétriques et non
paramétriques. Le type d’analyse requis dans ces approches peut varier considérablement d’une
application & une autre [Doy82, Mos93, BD94, CDM94, BP96, PKBP96, BFP+97, GPD99, BB99,
NK99|. Concernant les systémes linéaires, plusieurs techniques sont disponibles pour intégrer les
incertitudes paramétriques et non paramétriques. Les modéles d’incertitudes a la fois structurées
et non structurées peuvent étre pris en compte dans ce contexte [BP96,SGC97, AA9S|.

Le traitement des systémes linéaires invariants dans le temps présentant des incertitudes
peut étre étendu a des systémes linéaires variant dans le temps ainsi qu'une certaine classe
de systémes non linéaires [SGCI7, AA98|. Pour les systémes non linéaires, le traitement des
incertitudes bornées est ad hoc car il n’existe pas de méthode formelle pour traiter ces systémes.
Toutefois, dans certains cas, la théorie de stabilité de Lyapunov peut étre utilisée pour établir
des limites sur la performance du systéme non linéaire.

Dans le contexte de nos travaux, nous nous sommes intéressés uniquement & la représentation
d’état des systémes linéaires incertains. Une raison est que les travaux réalisés sur ce sujet par
I’approche bond graph concernent ce type de systéme. Nous citons ici deux formes de modéles :
le modéle canonique et le modeéle standard d’interconnezion (ou & boucle de retour interne).

Dans la communauté automatique, ces approches considérent les systémes incertains par leur
représentation d’état. Soit un systéme linéaire donné par sa représentation d’état :

Ax(t) + Bu(t)

Ca(t) + Dult) (3.1)
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ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € RP est le vecteur
de sortie.

La représentation d’état des systémes incertains [Doy82,Mor85,CLM94,1.D94, HHCO03| permet
la séparation de la partie nominale du modéle de la partie incertaine afin de déterminer 1’écart
entre le comportement nominal et le comportement avec incertitudes.

Modéle d’état canonique Le modéle d’état canonique représente les incertitudes sous forme
additive (absolue). Il présente les valeurs nominales des paramétres dans des matrices nominales
et les incertitudes dans des matrices incertaines [Mor85|. Le modéle canonique s’écrit alors comme
suit :

y(t) = (Cp + AC)z(t) + (D, + AD)(t) (3.2)

Tandis que les matrices A,,, B,,C, et D, contiennent uniquement les valeurs nominales, les
matrices AA, AB, AC et AD dépendent des incertitudes ainsi que des valeurs nominales.

{g'c(t) = (A + AA)x(t) + (B, + AB)u(t)

Modéle standard d’interconnexion Le modéle standard d’interconnexion est un cas par-
ticulier de la transformation linéaire fractionnaire (ou fractionnelle selon certaines références).
Les Transformations Linéaires Fractionnaires (LFT) permettent une représentation dans laquelle
les incertitudes sont extraites du procédé. Elles sont utilisées dans de nombreux problémes de
modélisation et de commande des systémes dynamiques. Les représentations LFT peuvent servir
a représenter un systéme physique incertain sous la forme du systéme nominal bouclé sur une
matrice d’incertitudes représentant les erreurs de modélisation. Le modéle standard d’intercon-
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FI1GURE 3.1 — Représentation linéaire fractionnaire haute des incertitude.

nexion permet de séparer les valeurs nominales des paramétres du modéle dans une matrice P,
et toutes les incertitudes relatives dans une matrice diagonale A (figure 3.1). Des entrées u, et
sorties 1, auxiliaires sont ajoutées afin de faire apparaitre les incertitudes sous la forme d'un re-
tour interne [Doy82,Saf82, Mor85|. Cette approche permet de traiter les incertitudes structurées
et non-structurées [Lav03]. Les modéles standard d’interconnexion sont utiles pour analyser les
propriétés de performance et de robustesse des systémes linéaires bouclés [PD93, BP96|.

Il est & noter que le modéle initial doit étre propre, stabilisable et détectable (au sens classique
de Pautomatique) afin d’établir son modeéle standard d’interconnexion.

Les approches proposées par la communauté automatique ne donnent pas d’information sur
la forme de distribution, ni d’interprétation de l'incertitude. Elles sont donc plus adaptés pour
les problémes d’optimisation robuste ou de synthése de commande robuste, et moins pour la
synthése de tolérance ou il y a besoin de plus d’information sur les incertitudes.

3.4 Mesure de I'impact de P’incertitude

Plusieurs outils ont été développés dans la littérature pour mesurer I'impact des imprécisions
sur le comportement et la durée de vie des systémes dynamiques. Ces outils peuvent donner des
pistes pour la prise en compte de l'incertitude dans la procédure de conception.

Les outils d’étude des incertitudes peuvent étre classés par la fagon de modéliser, de propager
ou par la finalité. Nous choisissons de les classer par la finalité du probléme a traiter :

— analyse d’incertitude (ou propagation de 'incertitude) : I'objectif est de caractériser I'incer-

titude en sortie du modéle, I'incertitude associée aux paramétres du systéme étant donnée,

— analyse de sensibilité : 'objectif est de prédire I'effet de la variation de chaque paramétre

incertain sur la dispersion du comportement du modéle afin, d’'une part, de réduire la
complexité du systéme en éliminant les paramétres qui n’ont pas d’effet significatif sur le
comportement du systéme, et d’autre part, de juger I'impact de la variation d’un paramétre
sur le comportement du systéme et sa durée de vie [CB06].

3.4.1 Analyse d’incertitude

La problématique posée dans ce mémoire est la synthése de tolérance paramétrique des sys-
témes mécatroniques a partir d’une variabilité admissible spécifiée en sortie. Néanmoins, I’analyse
d’incertitude peut se révéler importante en ingénierie. L’objectif de 1’analyse d’incertitude (ou
la propagation d’incertitude) est de caractériser les incertitudes de la sortie du systéme, étant
donné une certaine connaissance des incertitudes associées aux paramétres du systéme avec un ou
plusieurs modéles de calcul et des données expérimentales. Plusieurs méthodes sont disponibles
pour estimer les incertitudes de performance en fonction des incertitudes paramétriques. Elles
varient selon que les incertitudes des paramétres sont spécifiées en termes de fonctions de densité
de probabilité, de fonctions d’appartenance, ou d’intervalles.
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Analyse probabiliste

[’analyse probabiliste est I’approche la plus développée parmi les méthodes de ’analyse d’in-
certitude. Elle est basée sur la spécification des incertitudes comme des fonctions de densité de
probabilité (FDP). L’analyse probabiliste donne les valeurs nominales des fonctions de perfor-
mance et leur FDP. Le choix d’'une méthode spécifique dépend de la précision sur la sortie du
modéle et de la nature de 'information probabiliste attendue.

L’analyse probabiliste est effectuée de maniére classique par des méthodes de type Monte-
Carlo [Fis96,Mac02,RK07] ou échantillonnage statistique. Le principe est simple : le modéle de
processus est invoqué plusieurs fois avec un ensemble de paramétres d’entrée générés en fonction
de leur FDP pour produire un ensemble d’échantillons de sorties. Les propriétés statistiques
des fonctions de performance sont alors déduites a partir des échantillons de sortie [Mel99).
Cette approche est également présentée comme une méthode de simulation ou une méthode
d’échantillonnage. La méthode Monte-Carlo classique exige que les échantillons soient établis en
respectant strictement les FDP des paramétres d’entrée. La construction précise des FDP des
sorties peut demander un trés grand nombre de simulations. La méthode Monte-Carlo est trés
efficace car :

— elle est adaptée au calcul massivement paralléle, sans aucun développement de logiciels,

— sa convergence peut étre contrélée pendant le calcul,

— la vitesse de convergence est indépendante de la dimension.

Cette vitesse de convergence de la méthode Monte-Carlo peut étre améliorée en utilisant les
méthodes de simulation Monte-Carlo avancées [PP96, PS97, PK99, Sch09], la technique de sous-
ensemble de simulation [AB03b, AB03c|, la simulation Monte-Carlo du domaine local [PS10].
Deux des alternatives les plus classiques pour la méthode de Monte-Carlo sont I’échantillonnage
important [RZ07| et I’échantillonnage hypercube latin [MBC79|. La premiére permet des
estimations précises de la queue de la FDP et est utile dans les problémes de conception basés
sur la fiabilité. La seconde fournit des échantillons qui assurent la couverture de I’ensemble des
parameétres d’entrée avec beaucoup moins de simulations que la méthode de base de Monte Carlo.

Ces derniéres années, un intérét croissant a été consacré aux méthodes stochastiques spec-
trales. L’analyse d’incertitude probabiliste est alors effectuée grace a la solution d’équations dif-
férentielles stochastiques [GS90,GS91,GS03]. Avec cette approche, les incertitudes peuvent étre
associées aux conditions initiales, aux conditions aux limites, aux propriétés de transport, et aux
termes sources. WIENER [Wie38| a développé un procédé de représentation de I’aspect aléatoire de
la solution avec une expansion en polynomes orthogonaux, les coefficients du développement étant
des fonctions déterministes. Cette approche est appelée chaos polynomial. Elle est développée
et appliquée dans les problémes d’analyse de structure [Gha99,GS03|, de mécanique des fluides et
de structure de fluides [XK02]. La méthode de chaos polynomial fournit une représentation expli-
cite de la sortie du modéle aléatoire en fonction des paramétres aléatoires modélisant les incerti-
tudes en entrée [GK96, Gha99, XK02, GG08,Mat08,Nou09, MK10]. Une approximation du modéle
aléatoire est requise sur la base d’approximations fonctionnelles appropriées. Il existe deux classes
distinctes de techniques pour la définition et le calcul de cette approximation : les méthodes basées
sur la projection de type Galerkin [GS91, GK96, DBO01, GS03, LMKNGO04, LMNGKO04, WZ04,
BTZ05,FST05, MLMO07, Mat08, Nou09, XW09, MK10], et les méthodes basées sur une simulation
directe (ou les méthodes non-intrusives) [BSL06, GZ07, BS08, NTW08,ZG08, MZ09, BNT10|. Le
colit de calcul de ces méthodes est supérieur a celui d’une solution déterministe pour I’équation
différentielle. Il est cependant inférieur a celui de la méthode de Monte-Carlo [Soill].

La logique floue

La logique floue permet de créer des modéles avec des données inexactes, incomplétes, ou
des connaissances peu fiables et, de plus, d’en déduire le comportement approximatif du systéme
a partir de ces modéles. La logique floue fournit un moteur de calcul pour traiter ces modéles
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[HMB93]. Elle est appliquée dans plusieurs domaines comme la commande, la fabrication, ou
méme la finance [BD87, LH91, Dex95, Hun95,IN98, Ise98, HQJ00, HR01, Han05|. La logique floue
manipule a la fois des notions « précises » (traduction du mot anglais : « crisp » ) telles que
des nombres, vrai, faux, et des notions imprécises comme supérieur, petit... Le concept central
de la logique floue est la fonction d’appartenance qui représente le degré d’appartenance de la
variable floue au sein de ’ensemble flou. Un intérét important de la logique floue est sa simplicité
d’application et de mise en ceuvre. Elle peut étre utile dans des applications ot des modéles
physiques précis ne sont pas disponibles. De plus, elle étend la logique binaire et apparait comme
une logique graduelle qui permet de définir une interface entre le qualitatif/symbolique et le
quantitatif/numérique.

L’inconvénient de la logique floue réside dans leffet de sur-estimation quand les variables
floues considérées sont dépendantes. Pour contrer cette effet et améliorer la précision des résultats,
HANSS a proposé la méthode de transformation [Han02].

La logique floue est l'outil le plus classique pour l'analyse de l'incertitude épistémique.
Dans la littérature, il existe aussi les méthodes bayésiennes, la logique probabiliste, la structure
DEMPSTER-SHAFER,. . .Les lecteurs intéressés sont invités a consulter [Yag86, Wal90, SNHT04,
ARPP04,F004, Ton04, HL04, OF05a, Obell].

Analyse d’intervalle

[’analyse d’intervalle est naturellement basée sur 'arithmétique par intervalles. L’arithmé-
tique par intervalles implique les régles élaborées pour effectuer des opérations mathématiques
sur des intervalles. Elle est bien adaptée pour faire face aux incertitudes paramétriques dans les
systémes. Elle a été appliquée dans une variété de domaines, y compris ’analyse structurelle et
I'analyse dynamique [HS81,Sny92,JW93,PV97, RB97,PV00, Jau01, HW04|. Un probléme poten-
tiel avec I'arithmétique par intervalles est le coiit de calcul important. Il faut prendre en compte
également D'effet enveloppant (ou effet de surestimation).

3.4.2 Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité a été introduite dans en 1967 [Dis67, TV68,DR68,Dor68, TV72, Fra78,
FE80,Wie84|. Tandis que 'analyse d’incertitude présentée dans le paragraphe 3.4.1 est considérée
comme un outil qui permet de quantifier les incertitudes, I’analyse de sensibilité est recommandée
comme un outil pour assurer la qualité du modéle dynamique (Agence de protection environ-
nementale des Etats-Unis, Commission Européenne [otEcC09, Age09]). L’analyse de sensibilité
permet de prédire I'effet de la variation de chaque paramétre incertain sur la dispersion du com-
portement du modéle. Elle sert a réduire la complexité du modéle en éliminant les paramétres qui
n’ont pas d’effet significatif sur le comportement du systéme. On peut également juger I'impact
de la variation d’un parameétre sur la durée de vie du systéme [CBO06]. Le résultat d’une analyse
de sensibilité peut étre représenté par une fonction de sensibilité.

DEFINITION 3. La fonction de sensibilité absolue est définie par la dérivée partielle de la sortie
y par rapport & un paramétre p : g—g (cas de paramétres indépendants) et la fonction de sensibilité
relative est définie par g—zg.

Les méthodes d’analyse de sensibilité d’un modéle dynamique peuvent étre groupées en trois
classes [SCS09] :
— méthode de criblage (Factor screening) [Jac05, SRTCO06,JLDO06] : cette méthode quantita-
tive basée sur les techniques des plans d’expérience permet de déterminer les paramétres
(ou groupes de paramétres) qui ont le plus grand impact sur la variabilité de la sortie du
modeéle. Le cotit en temps de calcul des méthodes de criblage augmente linéairement avec
le nombre de valeurs des paramétres,
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— analyse de sensibilité globale : cette méthode quantitative utilise généralement des mé-
thodes d’échantillonnage statistique, comme 1’échantillonnage hypercube latin, afin de dé-
terminer I'incertitude totale dans la sortie du modéle et a répartir cette incertitude parmi
les différents paramétres,

— analyse de sensibilité locale [TV68, TV72| : cette méthode vise la détermination des co-
efficients (ou fonctions) de sensibilité. Les fonctions de sensibilité peuvent étre absolues
ou relatives. Elles permettent de quantifier la variation d’une variable par rapport a la
variation du paramétre. Utilisant la dérivée du premier ordre des sorties du modéle par
rapport aux parameétres, cette méthode est trés cotiteuse (et parfois inexacte) en temps de
calcul. Ce calcul peut étre moins important quand les fonctions de sensibilité pour le mo-
déle sont disponibles. Cependant, il augmente linéairement avec le nombre de paramétres.
Cette méthode est limitée a la proximité des valeurs aux paramétres nominaux.

[’analyse de sensibilité ne demande pas nécessairement de connaissance des propriétés pro-
babilistes d’entrée. Si la relation entrée-sortie est explicite, on peut utiliser les dérivées partielles
pour calculer les fonctions de sensibilité comme dans [Ost05, FO06]. D’autres méthodes basées
sur la théorie des probabilités ou la théorie des probabilités imprécises sont également disponibles
dans la littérature [Kru87, HISS06, MPV07,ZFJ11,HWK12|. L’analyse de sensibilité en présence
d’incertitude dans le modéle s’est récemment développée [JLD06, SRTCO06|.

L’analyse de sensibilité est utilisée dans plusieurs domaines de 'ingénierie : la modélisation des
systémes linéaires incertains [KamO1|, analyse de stabilité d’une commande d’un robot [Kaz89],
le calcul par éléments finis [KHAK97|, estimation de paramétre [Eyk74, GR00|, 'optimisation
[CF95] ainsi que dans plusieurs domaines d’application [DBW 85, Ins90, BE91, LR92, RS93|.

Nous avons présenté dans ce paragraphe un état de ’art sur les incertitudes dans un systéme
mécatronique. Classées soit par leur source, soit par leur nature (aléatoire ou épistémique '), les
incertitudes et les différents outils de modélisation et d’étude ont été présentés. Cette présenta-
tion fournit une vue trés générale sur les avantages et les inconvénients des méthodes, ainsi que
leurs domaines d’application. Elle donne des pistes pour choisir I’outil de modélisation de I’incer-
titude dans un systéme mécatronique. Nous présentons maintenant la méthodologie d’inversion
de modéle par bond graph que nous utiliserons pour la synthése de tolérance.

3.5 La méthodologie d’inversion dans le probléme de conception
d’un systéme mécatronique

Nous présentons dans ce paragraphe la méthodologie de dimensionnement sur des critéres
dynamiques et énergétiques. Les notions d’inversion d’un modéle bond graph, de modéle inverse
d’ordre minimal, et les critéres d’inversibilité sont également rappelés. L’annexe A présente les
généralités sur le langage bond graph et les notions complémentaires sur la méthodologie de
dimensionnement.

Nous nous sommes ensuite intéressés a la prise en compte des incertitudes dans un modéle
bond graph (outil support de la méthodologie) avec différentes approches : le bond graph de
sensibilité, le bond graph incrémental, le bond graph incertain et le bond graph probabiliste.
Tandis que les trois premiéres approches sont des modéles de 'incertitude bornée, le bond graph
probabiliste est un modéle bond graph multi-liens permettant la représentation & la fois énergé-
tique et probabiliste du systéme. Elle porte plus d’information sur la distribution des incertitudes
aléatoires existant dans le systéme par rapport aux trois autres méthodes.

3.5.1 Le langage bond graph

Dans le contexte de notre recherche, nous utilisons le bond graph [Pay61| pour représenter
un systéme mécatronique afin de mieux appréhender la modélisation de ’échange d’énergie et de

1. voir définitions dans 3.2.2, page 22
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travailler avec différentes causalités.

Fondé par PAYNTER en 1959 et publié pour la premiére fois en 1961 [Pay61]|, le langage
bond graph est un outil de modélisation pluridisciplinaire basé sur la description graphique
des transferts d’énergie au sein d’un systéme, ce qui fait de lui un formalisme adapté pour
la modélisation des systémes mécatroniques |Gaw91, DT99, DM03, vA03|. Il est couramment
utilisé dans les applications d’ingénierie [Bre08, KMR12|, en particulier les systémes physiques
multidomaines [Kar90a, Bre09|. Le premier livre de référence sur ce langage est paru en 1968
[Kar68| et plusieurs autres éditions ont été depuis publiées [KR75, Kar90b, KMR06, KMR12].

Dans la littérature, certains auteurs ont déja exploité le langage bond graph pour aborder
le probléeme de synthése d’architecture [RK93, Mos99, SFH103, KMO07], de reconception |Lic07],
de synthése paramétrique [Ngw98|, d’identification [GBS05|, de réduction de modéles [L.S09], de
synthése de commande [SDT93, LSRAMO02, JGD02, BST03, JDAT05] et de stireté de fonction-
nement [FMBB01, LWRC02, DMOBDT06, DMOBDT07, DOBMDT08, DOBMO09]. De plus, dans
un probléme de conception et d’analyse, cet outil facilite 'interprétation physique des résultats
et donne la possibilité de traiter différents problémes relatifs aux différents niveaux du cycle de
conception en V [Jarl0|.

Il existe par ailleurs des travaux importants sur les concepts de causalité, de bicausalité et sur
les algorithmes d’inversion de modéle [SAR91,NST96|. Le concept de causalité en bond graph
permet, entre autres, d’orienter les équations d’un modéle pour le transformer en un modéle de
simulation. Ce concept rejoint le principe physique de la causalité dans le sens ot un phénomeéne
cause produit un autre phénoméne effet. Contrairement a la causalité physique, le concept de
bicausalité, introduit par GAWTHROP |Gaw95] en 1995, ne respecte pas la causalité physique et
permet d’envisager de nouveaux schémas de calcul tels que celui associé & un modéle inverse.
Ainsi, avec la bicausalité, un modeéle bond graph peut servir & la conception tout en gardant la
méme structure physique du modéle direct. L’approche par modéle inverse pour la conception
réduit le nombre de simulations. En outre, 'inversibilité structurelle d’un modéle bond graph est
facilement vérifiée grace a des procédures existantes fondées sur les lignes de puissance [NST96]
et les chemins causaux [JMFTO09|. Les concepts de causalité et bicausalité sont présentés dans
I’annexe A.

Avant de poursuivre sur le dimensionnement par modéle inverse, nous présentons maintenant
les concepts clés d’analyse structurelle utilisés dans la méthodologie pourl’inversion d’un modéle
bond graph.

3.5.2 Outils de I’analyse structurelle

Nous précisons dans cette partie un certain nombre de définitions et de concepts utiles &
la mise en ceuvre de 'analyse structurelle dans ’approche bond graph. Une présentation plus
compléte peut étre trouvée dans [Rah93, FN97, Jar10, Fek11].

Lignes de puissance

DEFINITION 4. [WYT95,NB05, Borll] Ligne de puissance : Une ligne de puissance dans
une représentation bond graph acausale est une suite alternée de liens de puissance et d’éléments
multiport. Par définition, une ligne de puissance ne passe pas plus d’une fois par le méme lien
de puissance.

Une ligne de puissance représente un « chemin » d’acheminement de 1’énergie entre deux
points d’un systéme.

DEFINITION 5. [Borll| Ligne de puissance entrée/sortie : Une ligne de puissance en-
trée/sortie est une ligne de puissance entre un lien de puissance dont I'une des deux variables de
puissance dépend d’une entrée du modéle et, un lien de puissance dont I'une des deux variables
de puissance est en relation avec une sortie.
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DEFINITION 6. |[Ngw01,Borll] Lignes de puissance disjointes : Deux lignes de puissance
sont dites disjointes si elles n’ont aucun lien de puissance en commun.

Chemins causaux

Tandis que le concept de ligne de puissance s’appuie essentiellement sur I’existence de relations
entre les puissances et est acausal, le concept de chemin causal est associé & 'orientation des
équations du modéle et 'affectation des variables du modéle par ces équations.

DEFINITION 7. [WYT95, Ngw01, Borll] Un chemin causal dans une représentation bond
graph causale ou bicausale est une suite ordonnée de variables mises en relation les unes aux
autres conformément a I'affectation de la causalité ou bicausalité sur le bond graph, sans qu'une
seule de ces variables n’apparaissent plus d’une fois dans la suite.

DEFINITION 8. [Borll] Un chemin causal entrée/sortie est une chemin causal entre une
variable d’entrée et une variable de sortie.

DEFINITION 9. [Ngw01,Borll| Deux chemins causaux disjoints sont deux chemins causaux
sans aucune variable commune.

DEFINITION 10. [NBO05,Borll| Un chemin causal est associé a une ligne de puissance si
pour chaque lien de puissance de la ligne, I'une des deux variables de puissance appartient au
chemin causal.

La notion de chemin causal montre comment une variable influe mathématiquement sur une
autre dans un modéle bond graph.

Notions d’ordre dans un modéle bond graph

Nous présentons dans cette partie les notions de causalités intégrale et dérivée d’un élément
de stockage, d’ordre d’un chemin causal et d’'un ensemble de chemins causaux.

DEFINITION 11. [Dau00,KMR12| Un élément de stockage de type I (resp. C) est en causalité
intégrale si le trait causal, sur le lien de puissance auquel il est connecté, est placé prés (resp.
éloigné) de I’élément. Dans ce cas, la variable d’effort est une entrée (resp. sortie) pour 1’élément,
et la variable de flux est une sortie (resp. entrée) pour 1’élément.

DEFINITION 12. [Dau00,KMR12| Un élément de stockage de type I (resp. C) est en causalité
dérivée si le trait causal, sur le lien de puissance auquel il est connecté, est placé éloigné (resp.
prés) de I’élément. Dans ce cas, la variable d’effort est une sortie (resp. entrée) pour 1’élément,
et la variable de flux est une entrée (resp. sortie) pour 1’élément.

Lors de Iaffectation de la causalité, un modéle bond graph est en causalité préférentiellement
intégrale (resp. dérivée) s’il a le plus grand nombre possible d’éléments de stockage d’énergie en
causalité intégrale (resp. dérivée).

DEFINITION 13. [Ber97,FN97,Borll] L’ordre d’un chemin causal dans une représentation
bond graph causale ou bicausale (en causalité préférentiellement intégrale) est défini comme la
différence entre le nombre d’éléments de stockage en causalité intégrale d’une part, et celui des
éléments de stockage en causalité dérivée d’autre part, rencontrés le long du chemin causal.

L’ordre d’un ensemble de chemins causaux est la somme des ordres des chemins causaux
constituant I’ensemble.

Les notions de ligne de puissance, de chemin causal et d’ordre de chemin causal sont utilisées
dans les critéres d’inversibilité et la procédure pour trouver le modéle bond graph inverse d’ordre
minimal.
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3.5.3 Inversion d’un modéle bond graph

Avant d’aborder la méthodologie de dimensionnement basée sur des critéres dynamiques et
énergétiques (paragraphe 3.5.4), I'inversion d’'un modéle bond graph est décrite dans ce para-
graphe. Nous présentons tout d’abord la définition d’un modéle bond graph inverse.

DEFINITION 14. [FN97] Le bond graph inverse d’un systéme est son modéle bond graph
obtenu aprés affectation de la bicausalité et tel qu’il représente graphiquement le modéle inverse
permettant d’exprimer ses entrées en fonction de ses sorties.

Critére structurel d’inversibilité

Nous considérons dans ce paragraphe, jusqu’a la fin de ce chapitre, les hypothéses suivantes :

Hypothése 1. Les systemes sont carrés : le nombre d’entrées du modéle est égal au nombre de
sorties.

Hypothése 2. Les systémes sont Linéaires et Invariants dans le Temps (LTI).

Le critére structurel d’inversibilité d’'un modéle bond graph repose sur les notions de lignes
de puissance entrée/sortie (E/S) disjointes et les chemins causaux entrée/sortie (E/S) disjoints.
Il a été défini par NawoMmpPo [FN97, NBO5| et est applicable a des systémes linéaires et non
linéaires :

Critére 1. Soit un modéle bond graph avec m entrées vérifiant U'hypothése 1, le modéle est
structurellement inversible si les conditions suivantes sont vérifiées :

— Condition nécessaire 1 : il existe au moins un ensemble de m lignes de puissance (E/S)
disjointes sur le modéle bond graph acausal. Si cette condition n’est pas vérifiée alors le
modéle n’est pas inversible.

— Condition nécessaire 2 : il existe au moins un ensemble de chemins causaux E/S dis-
joints sur le modéle bond graph causal. Si cette condition n’est pas vérifiée alors le modéle
n’est pas inversible.

Si le modéle contient plusieurs ensembles de m chemins causauz E/S disjoints, alors :

— choisir un ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes associé a un ensemble de
m chemins causauz E/S disjoints,

— remplacer les entrées du modéle bond graph par des double détecteurs et remplacer les
sorties du modele bond graph par des double sources,

— construire le modéle bond graph bicausal correspondant en propageant la bicausalité le
long des m lignes de puissance E/S disjointes choisies.

- Condition nécessaire 3 : La structure de jonction du modéle bond graph bicausal résultant
doit étre résoluble. Si quel que soit ’ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes choisi
et quelles que soient les affectations causales retenues pour le modeéle bond graph bicausal,
une structure de jonction non résoluble apparait, alors le modeéle n’est pas inversible.

Modéle bond graph inverse d’ordre minimal

L’inversion d’'un modéle d’état (linéaire ou non linéaire) permet 'obtention d’un modéle in-
verse d’ordre plein qui posséde un espace d’état de méme dimension que celui du modéle direct.
Néanmoins, SILVERMAN [Sil68] a démontré que la dimension de I'espace d’état du modéle inverse
peut étre réduite. Cette réduction permet I'obtention du modéle inverse d’ordre minimal ot la
dimension de 'espace d’état est minimal. Ce type de modéle permet la simplification de diffé-
rentes études comme la détermination de commande découplante ou la synthése paramétrique.
Nawompo [FN97,NB05| a défini une procédure bond graph permettant de déterminer le modéle
inverse d’ordre minimal & partir de la notion d’ordre d’un ensemble de chemins causaux.
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Procédure 1. Soit un modéle bond graph avec m entrées, vérifiant I’hypothése 1 et le critére
d’inversibilité 1. Un modéle inverse d’ordre minimal peut étre obtenu comme suit [FN97,NBO05 :

1. Choisir un ensemble de m chemins causaux E/S disjoints d’ordre minimal;

2. Déterminer I’ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes associé a cet ensemble de
chemins causaux E/S disjoints ;

3. Construire le modéle bicausal en propageant la bicausalité le long des lignes de puissance
appartenant & l’ensemble déterminé & 1’étape précédente.

Remarque : Si n est la dimension de 'espace d’état du modéle direct et wy,;, 'ordre minimal
d’un ensemble de m chemins causaux E/S disjoints, alors n — wy,iy est la dimension minimale de
I'espace d’état du modele inverse [FN97].

Le modéle bond graph obtenu par la procédure 1 permet d’obtenir le systéme d’équations
exprimant les entrées en fonction des sorties et de leurs dérivées par rapport au temps. Le modéle
inverse d’ordre minimal ainsi exprimé garantit le nombre minimal de dérivations des sorties. Ce
nombre est I'ordre d’essentialité des sorties.

DEFINITION 15. [CDD'86, GM92| L’ordre d’essentialité d’une sortie est égal a l'ordre
maximal de dérivations (par rapport au temps) de cette sortie apparaissant dans le modéle
inverse d’ordre minimal.

L’ordre d’essentialité permet de vérifier si les trajectoires spécifiées sont suffisamment dé-
rivables par rapport au temps pour calculer des entrées physiquement réalisables. Les ordres
d’essentialité sont déterminées sur le bond graph bicausal [Jarl0, Fek11].

3.5.4 Dimensionnement sur des critéres dynamiques et énergétiques

Les premiers travaux sur le dimensionnement des systémes mécatroniques réalisés au sein
du Laboratoire Ampére par SCAVARDA et al. [SAR91, Ama91| ont utilisé 'approche par modéle
inverse. Par la suite, une méthodologie de dimensionnement des systémes mécatroniques basée
sur des critéres dynamiques et énergétiques a été développée [NST96, FN97].

Cette méthodologie propose quatre étapes permettant de dimensionner les composants de
chaines d’actionnement :

1. Adéquation : vérification de ’adéquation entre la structure du modéle de conception et le
cahier des charges (inversiblité du modéle et dérivabilité des spécifications sur les sorties).

2. Spécification : construction du modéle bond graph inverse de la charge et calcul des
variables de puissance en entrée de cette charge permettant 'obtention des sorties spécifiées.

3. Sélection : choix d'un (des) actionneur(s) potentiel(s) dans un catalogue disponible &
partir des résultats obtenus lors de I'étape précédente.

4. Validation : validation ou non du (des) composant(s) choisi(s) a I’étape précédente.

Dans le contexte plus général d’une cascade de plusieurs composants, les spécifications sont
remontées tout le long de la structure grace a des inversions successives. Finalement, la com-
mande en boucle ouverte du systéme peut étre déterminée.

Comparée aux méthodes par 'approche directe, cette méthodologie permet de réduire le
nombre d’itérations en simulation, de spécifier le gabarit d’un nouvel actionneur si aucun des
existants ne répond aux exigences, et d’aider a la rédaction du cahier des charges. La métho-
dologie a été utilisée dans un contexte académique [Mil03] et également dans le milieu indus-
triel [Gan03, MSMF03, MMFSF03, Laf04].
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La méthodologie de dimensionnement peut étre utilisée dans plusieurs aspects de la concep-
tion des systémes mécatroniques : dimensionnement /sélection de composant, détermination de
la commande en boucle ouverte [FN97, Jar10, Fek11], comparaison d’architectures |Laf04], vérifi-
cation de I’adéquation cahier des charges/structure physique d’un composant [Fek11] et synthése
paramétrique [Ngw98, Laf04, Fek11].

3.5.5 L’approche inverse pour la synthése de tolérance

Le probléme de synthése de tolérance peut également étre traité avec deux approches : directe
ou inverse. Par approche directe, une tolérance est générée pour les parameétres de conception (&
partir de 'opinion d’expert ou de manuels de référence), puis une analyse de sensibilité est effec-
tuée pour vérifier les spécifications sur les sorties. Cette approche directe présente un inconvénient
au niveau des itérations de calcul et de vérification.

Une autre approche est basée sur I'inversion de modéle. Dans cette approche, les incertitudes
admises dans les spécifications sur la sortie sont propagées aux paramétres de conception & tra-
vers le modeéle inverse (figure3.5.5). A partir de l'incertitude obtenue sur un paramétre, nous
proposons de synthétiser la tolérance correspondante.
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FIGURE 3.2 — L’approche inverse pour la synthése de tolérance.

Cette approche est dans le principe plus rapide par rapport a I'approche directe mais néces-
site cependant que le modéle soit inversible.

3.6 Prise en compte de l'incertitude dans ’approche bond graph

Le langage bond graph supporte également la représentation de l'incertitude. Dans la lit-
térature, des approches différentes ont été établies pour la modélisation de 'incertitude para-
métrique avec le bond graph : le bond graph de sensibilité, le bond graph incrémental, le bond
graph incertain et le bond graph probabiliste. Tandis que les trois premiéres approches explicitent
graphiquement les incertitudes sur le bond graph initial du modéle, le bond graph probabiliste
est une représentation multibond graph associant les variables incertaines dans un modéle bond
graph avec leur fonction de densité de probabilité, leur espérance et leur variance.

Le bond graph de sensibilité permet d’établir graphiquement les fonctions de sensibilité dans
le domaine temporel et donc de prédire 'effet de la variation de chaque paramétre incertain sur
le comportement du modéle. Le bond graph incrémental présente graphiquement les variations
absolues au premier ordre des paramétres.

Le bond graph de sensibilité et le bond graph incrémental sont deux approches bond graph
indépendamment développées avec le but de faciliter la détermination des fonctions de sensibilité.
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Le bond graph de sensibilité permet le calcul des fonctions de sensibilité directement & partir
du modéle bond graph. Au contraire, la détermination des fonctions de sensibilité avec le bond
graph incrémental nécessite de faire du calcul matriciel a posteriori.

Le bond graph incertain établit graphiquement un modéle d’état adapté pour 'analyse et
la commande des systémes incertains : soit sous forme d’'un modéle d’état canonique, soit sous
forme d’un modéle standard d’interconnexion. Le bond graph probabiliste est une représentation
a la fois énergétique et probabiliste permettant de propager des incertitudes tout le long de la
structure du modéle.

Dans ce paragraphe, nous présentons le bond graph de sensibilité, le bond graph incrémental
et le bond graph incertain. Ces trois approches utilisent le modéle de I'incertitude bornée et donc
contiennent une information limitée.

Nous verrons la nécessité d’approches qui apportent plus d’information sur la caractéristique
de I'incertitude : le bond graph probabiliste et le bond graph flou. Le bond graph probabiliste sera
présenté en fin de ce chapitre. Le bond graph flou est proposé dans le chapitre 4 pour la représen-
tation de 'incertitude épistémique et utilisé pour étendre la méthodologie de dimensionnement
basée sur le formalisme bond graph a la synthése de tolérance (chapitre 5).

3.6.1 Bond graph de sensibilité

Les premiéres contributions & ’analyse de sensibilité d’un modéle bond graph dans le domaine
temporel introduisent la notion de pseudo bond graph [CF95,RT00]. Dans un modéle pseudo bond
graph, les variables associées aux liens ne sont pas des variables de puissance mais les dérivées
partielles premiéres par rapport aux paramétres de I'effort et du flux. Puis, ce formalisme a évolué
pour donner le bond graph de sensibilité [GRO0].

Cette approche tient compte des deux hypothéses suivantes :

Hypothése 3. Les incertitudes considérées sont des incertitudes paramétriques (structurées).
Hypothése 4. Les différents paramétres sont indépendants.

Dans un modéle bond graph de sensibilité, on associe aux liens, en plus des variables de puis-
sance, les dérivées partielles (par rapport aux parameétres) de ces variables. Cette représentation
multi-liens permet la propagation de la puissance et également la propagation de la sensibilité
dans un modéle bond graph. Elle est utilisée principalement pour I'optimisation, 'identification
temps réel et I’estimation d’état.
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FIGURE 3.3 — (a) Circuit électrique et (b) le modéle bond graph de sensibilité associé.

A un élément bond graph est associée une relation constitutive qui implique les variables de
puissance e(t) et f(t) associées a cet élément et les parameétres caractéristiques des phénomeénes
physiques dans le systéme. La relation constitutive de cet élément peut s’écrire sous la forme
suivante :

B(v(t),0) =0

onv(t) = | e(t) f(t) ]T et 0 est le vecteur contenant les paramétres du systéme.
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La sensibilité du vecteur v(t) par rapport au j® paramétre §; est donnée par :

J’U(t) — age(:)

La relation constitutive de sensibilité de I’élément par rapport au j° parameétre 6; s’écrit alors :

1p(w(t),v(t),0) = =0 (3.3)

L’équation 3.3 permet la propagation de la sensibilité a travers un élément 1 port. Pour les
éléments multi-ports, les régles de propagation se trouvent dans [GRO0O].

3.6.2 Bond graph incrémental

Tandis que le bond graph de sensibilité sert & déterminer les fonctions de sensibilité, le bond
graph incrémental [BG01,BG02, BDT04, BDTKO6| est développé pour déterminer les variations
absolues au premier ordre. Cette approche tient compte de '’hypothése 2 (systémes LTT) en plus
des hypothéses 3 et 4.

Le bond graph incrémental est indépendant de la causalité. Il ne prend pas en compte la
variation de la commande en boucle ouverte. Un bond graph incrémental est construit de maniére
systématique a partir du bond graph du modéle original en remplacant les éléments par leur
modéle incrémental correspondant. Ce bond graph incrémental permet de modéliser les variations
Ae et Af des variables de puissance e et f.
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FIGURE 3.4 — Modeéles bond graph incrémental (a) d'un élément R et (b) d’un élément I.

La représentation d’état des variations des variables d’énergie peut étre déduite & partir de la
représentation d’état du modeéle bond graph nominal (modéle & variations paramétriques nulles)
et les relations constitutives des éléments :

{A)’((t) = An(0)Ax(t) (34)

x(t) +
Ay(t) = Ca(0)Ax(t) +
ou :

— x(t) est le vecteur d’état constitué des variables d’énergie associées aux éléments de stockage
d’énergie en causalité intégrale ;

— u(t) (respectivement y(t)) est le vecteur des variables d’entrée (respectivement de sortie)
associé aux éléments sources (respectivement détecteurs) ;

— les matrices Ay, Bn, C, et Dy, dépendent du vecteur € invariant dans le temps et re-
groupent les différents parameétres du modéle;

— Ax(t) est le vecteur constitué des variations des variables d’énergie associées aux éléments
de stockage d’énergie en causalité intégrale (Ax(t) € R"( ot () est le nombre d’éléments
de stockage d’énergie en causalité intégrale sur le modéle bond graph en causalité préféren-
tielle intégrale) ;
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— Ay/(t) est constitué des variations des variables de sortie associées aux détecteurs;
— 40 est le vecteur regroupant les variations des parameétres;
~ Bx(t),u(t),0) = £ (Anx(t) + Baut)) et D(x(t), u(t),0) = £ (Cux(t) + Dyut)).

Remarque 3. Le modéle bond graph incrémental fournit une approrimation au premier ordre.

3.6.3 Bond graph incertain

En automatique, la description des systémes incertains se fait & travers une représentation
d’état adaptée. Dans cette représentation d’état, la partie nominale et la partie incertaine du
modéle sont généralement séparées afin de pouvoir décrire ’écart entre le comportement nominal
et le comportement en présence des incertitudes [DMOBDT06, DMOBDT07, DOBM09|. Dans le
paragraphe 3.3.3, deux formes de représentation d’état pour les systémes linéaires incertains
ont été introduites : le modele canonique et le modéle standard d’interconnexion. Le bond graph
incertain a été développé dans I'objectif de faciliter la détermination de ces deux modéles. Il prend
en compte les hypothéses suivantes, en plus des hypothéses 1 (systémes carrés), 4 (paramétres
indépendants) et 2 (systémes LTT) :

Hypothése 5. Les incertitudes considérées sont des incertitudes paramétriques de type a.. Ainsi,
l’ordre du modele reste inchangé.

Hypothése 6. Les incertitudes considérées sont uniquement des incertitudes sur les parameétres
des éléments bond graph passifs.

Détermination du modéle canonique

En remplacant les éléments bond graph par les modéles canoniques correspondant qui tiennent
compte de l'incertitude additive, le modéle d’état canonique peut étre directement déterminé.

Les modéles bond graph canoniques sont déterminés en respectant les régles suivantes :

— chaque élément bond graph incertain est dissocié en deux éléments de méme type connectés
par une structure de jonction simple (jonction 0 ou 1), 'un pour I’élément nominal et 'autre
pour l'incertitude additive,

— la causalité des éléments nominaux reste inchangée,

— les éléments de stockage incertains caractérisés par les incertitudes Al et AC ont une
causalité dérivée,

— pour les éléments TF et GY 2-ports incertains, la valeur du paramétre associé a 1’élément
bond graph incertain dépend de la causalité affectée,

— les éléments incertains sont causalement liés aux éléments nominaux qui leur sont associés
mais n’ont aucun couplage possible avec le reste du modéle bond graph.

La procédure de KAM et DAUPHIN-TANGUY [SKDTO05| basée sur les gains des chemins cau-
saux et la régle de MASON permet de graphiquement déduire la représentation d’état canonique
a partir du modeéle bond graph incertain. En se basant sur les travaux dans [FN97, Jar10|, EL
FEKI a proposé une procédure alternative [Fekll| qui tient compte des boucles algébriques et
permet la simplification de la détermination graphique de la représentation d’état canonique.

Détermination du modéle standard d’interconnexion

Le modéle standard d’interconnexion peut étre déterminé a partir d’une représentation bond
graph associée [DTK99, Kam01,SKDTO05|. Le modéle initial doit étre propre, stabilisable et dé-
tectable (au sens classique de 'automatique) afin d’établir son modéle standard d’interconnexion.

La modélisation d’un élément bond graph sous forme standard d’interconnexion dépend de
la relation associée, et donc, de la causalité affectée. Par conséquent, il existe plusieurs modéles
standards d’interconnexion pour un méme élément bond graph, correspondant aux différentes
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causalités. Le principe de la modélisation d’un élément bond graph est de faire apparaitre explici-
tement les incertitudes relatives dans la relation associée a ’élément et de traduire cette relation
en modele bond graph. Cette traduction nécessite d’ajouter des sources modulées (M S, et M Sy)
associées aux entrées auxiliaires et des détecteurs (D, et Dy) associés aux sorties auxiliaires.
Le modeéle standard d’interconnexion d’un systéme linéaire incertain en boucle ouverte s’écrit :

x(t) = Apx(t) + Biw(t) + Banu(t)
z(t) = C1x(t) + D11w(t) + D12u(t)
y(t) = Conx(t) + D21w(t) + Da2nu(?)
w(t) = Az(t)

(3.5)

avec A = diag(6;1,,,), w(t) € R (respectivement z(t) € R!) est le vecteur d’entrée (respecti-
vement sortie) auxiliaire. J; représente 1'i® incertitude relative (|0;] < 1) et n; est la dimension
correspondante de cette incertitude. Ay, Ban, Con et Dasy, sont calculées de la méme maniére
que pour un modéle bond graph nominal.

Les procédures détaillées sont disponibles dans les travaux de DAUPHIN-TANGUY et KAM
[DTK99,Kam01,SKDTO05|. Une procédure alternative pour construire un bond graph fournissant
un modele standard d’interconnexion d’un systéme a été proposée dans [Fek11].

3.6.4 Bond graph probabiliste

Nous avons envisagé jusqu’a maintenant le bond graph de sensibilité, le bond graph incrémen-
tal et le bond graph incertain. Ces trois représentations sont des modéles de l'incertitude bornée
et ne contiennent qu’une information limitée sur 'incertitude dans le modéle dynamique. Nous
présentons dans ce paragraphe une approche qui apporte plus d’information sur la caractéristique
de l'incertitude : le bond graph probabiliste.

EL FEKI a proposé dans [Fekll| I'approche bond graph probabiliste pour la synthése de
tolérance. Dans un modéle bond graph probabiliste, les incertitudes aléatoires sont caractérisées
par leur fonction densité de probabilité (FDP), leur espérance et leur variance. Ces grandeurs sont
associées aux liens bond graph et I’approche bond graph probabiliste est donc une représentation
multibond graph.

Les notions probabilistes utilisées dans I’approche bond graph probabiliste sont données dans
I’annexe B.

DEFINITION 16. Un bond graph probabiliste est un bond graph pour lequel & chaque variable
de puissance et d’énergie et a chaque paramétre incertain sont associées leur fonction de densité
de probabilité, leur espérance et leur variance.

Un modéle bond graph probabiliste est une description a la fois énergétique et probabiliste
qui permet de propager les incertitudes tout le long de la structure du modéle. Ce formalisme
est disponible pour les schémas de calcul causaux et bi-causaux. Dans le contexte de synthése
de tolérance par ’approche inverse, un schéma de calcul bicausal est utilisé sur ce modéle bond
graph.

Propagation globale de I’incertitude dans un modéle bond graph probabiliste

La propagation de 'incertitude aléatoire dans un modéle bond graph probabiliste peut étre
effectuée par une approche globale ou par une approche locale. Dans ’approche globale, 'infor-
mation est globalisée en calculant la FDP conjointe a toutes les variables aléatoires, puis, la FDP
marginale associée & une variable aléatoire en particulier en est déduite.

Nous présentons ici la propagation globale pour un modéle direct. Pour un modéle inverse,
lapproche est similaire et peut étre trouvée dans [Fek11].

La FDP conjointe ¢y, @ impliquant une sortie y; s’écrit :
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by;.0(Yj,0,1) = by j0=0(y;, t10)Pe(0)
=0(y; — H;(0,1))¢e(0)

ou H;(0,t) est la solution unique du systéme dynamique pour la sortie y; tenant compte des
conditions initiales.

Ensuite, cette FDP conjointe est intégrée sur le domaine de distribution €2g de 'aléa ® pour
déterminer la FDP marginale ¢y, associée a la sortie y; :

¢yJ'(yj’t) :/ 0 qﬁyj,@(y,@,t)dﬁ@

Propagations élémentaire et locale de I’incertitude dans un modéle bond graph pro-
babiliste

La propagation élémentaire 2est une propagation élément bond graph par élément bond
graph. La propagation locale est une propagation sous-modéle par sous-modéle a travers le
modéle bond graph.

Une fonction de densité de probabilité et deux grandeurs caractéristiques (espérance et va-
riance) sont associées a chaque variable de puissance et d’énergie et aux paramétres incertains.
En tenant compte des affectations causales ou bicausales, les schémas de calcul associés aux dif-
férents éléments de jonction, de transduction et aux éléments passifs sont établis. Ces schémas de
calcul permettent de déduire les FDP associées aux variables de puissance sortantes d’un élément
bond graph a partir des FDP marginales ou conjointes des variables de puissance entrantes (pro-
pagation élémentaire). De la méme fagon, les grandeurs caractéristiques (espérance et variance)
sont propagées a travers les éléments bond graph. Sur la base de cette propagation élémentaire,
la propagation locale peut étre effectuée de sous-modéles en sous-modéles.

Nous présentons ici des schémas de calcul bicausaux pour la propagation élémentaire des
FDP (table 3.1, 3.2 et 3.3). Ceux pour la propagation élémentaire de l'espérance et de la variance
nécessitent la propagation des FDP également et peuvent étre trouvés dans [Fek11].

2. La propagation élémentaire définie ici correspond a la propagation locale définie dans [Fek11]. Nous redéfinis-
sons ici la notion de propagation locale comme une propagation sur un sous-modéle, c’est-a-dire une propagation
intermédiaire entre la propagation élémentaire et globale. Cette distinction est reprise pour ’exploitation du bond
graph flou (paragraphe 4.3).

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



3.6. Prise en compte de I'incertitude dans I’approche bond graph

TABLE 3.1 — Propagation des FDP & travers les jonctions [Fek11].

Elément | Bicausalité Schémas de
BG possible calcul associés
Jonction ¢el (617 t) = ¢es (63’ t)
O, | Dy,
0 ¢ez (627 t) = Qbes (637 t)
gexef'nple % 0 % Ot (fr.t) = [72° [72° 08, g 8 (f1, fo, f3,t)dfodfs
a3 liens) = fj;o fj;o 0(f1 = (f2 + [3))bta.85 (f2, f3, 1) df2df3
Jonction b5, (f1,1) = b5 (f3,1)
O, | Dy,
1 ¢f2(f27t) :¢f3(f37t)

gexer'nple IT‘I ! ITT:'I ¢91 (617t) = fjoooo fj;o (bel,ez,eg (617627637t)d62d63
a 3 liens) — fj;o fj;’oo d(e1 — (€2 + €3))Peg.e5 (€2, €3, t)deades

TABLE 3.2 — Propagation des FDP a travers les éléments de transduction [Fek11].

Elément Bicausalité Schémas de calcul
bond graph possible associés
Lo Lo {¢el<e1,t> = h1%es (1)
‘ ! Z ¢f1(f17t) = ’m‘(bfé(mflvt)
TF
¢92 (627 t) = |m|¢61 (m€27 t)
o o
¢f2(f27t) = ﬁ(?fl(f_wivt)
NS {%(el,t) = hon(2,1)
GY ' ' ¢f1(f1>t) = |'I"|¢e2(’l"f1,t)
¢f2 (f2> t) = |’I"|¢el (Tf27 t)
7 %o .
' ' ¢ez (627 t) = mﬁbfl(?Qa t)
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TABLE 3.3 — Propagation des FDP a travers les éléments passifs [Fek11].

Elément Causalité Schémas de Schémas de calcul
BG possible calcul associés (cas linéaire)
{DE . 5 €
o7 R:Tal) Bole,t) = ZLE{DD de(et) = yde(5:t)
R
D ) de(T'r(f),t)
—o AR oe(f:0) = ety iy oe(f,t) = [Rlpe(Rf. 1)
D, . ¢e(€,t) = fjo? ¢e,f(€7 f7 t)df )
o, 11T = [T268(e — Hi(f))de(f, t)df Pe(e,t) = op(7,t)
oue= Hi(f)
I o Odp, e(Pye t) + - 0¢p, %gove it =0 O¢p, e(p,e,t) +pa¢p%§?76’t) =0
o AT ¢p(p:t) = |7 dpe(p, e t)de bp(0,t) = [T bp.o(p, e, t)de
¢p(Lr(f).1)
¢f(f7t)—m oe(f, )—|I|¢p(ff7 t)
o, = [ desle, [ t)de ,
o, AC:Tel) = [1356(f = Hole))gele,t)de be(f,1) = yde(t)
ou f = Hc(e)
C o 0¢q, fa(gvf»t) + q-ad)q fa((;]vf»t) =0 0dq, fa(;lvfyt) + q-8¢q fa(gvfyt) =0
o7 C: et balg,t) =[5 , agqu )q)f t)df bq(a:t) = [T Z0qr(q, f.t)df
Pele, t) m ¢e(€7t) = |Cloq(Ce,t)

ot (-)~! représente la fonction inverse et (-), la dérivée de la fonction.
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Remarque 4. Sur le modéle bond graph probabiliste, les FDP (ainsi que les grandeurs caracté-
ristiques) associées a un lien de puissance ne représentent pas des puissances. Le fait d’associer
une FDP & un lien de puissance doit étre interprété comme une notation conventionnelle.

3.6.5 Invariance par composition dans le modéle bond graph probabiliste

Dans le paragraphe précédent, nous avons proposé une alternative pour la propagation des
FDP dans un modéle : 'approche locale et ’approche globale. Il est donc 1égitime d’étudier sous
quelles hypothéses ces approches conduisent & des résultats identiques.

Une représentation bond graph causale ou bicausale traduit les relations entre les variables
de puissance et d’énergie au sein du systéme physique par un graphe orienté. La propagation de
FDP peut donc étre vue comme une composition d’applications dans ce graphe. Nous montrons
que les approches sont consistantes en ce sens que le résultat de propagation est indépendant
de 'approche choisie. Aussi, la consistance des approches est caractérisée par I'invariance par
composition.

L’invariance par composition est une propriété essentielle dans I’étude de la propagation d’in-
certitudes. En effet, on peut envisager que deux études portant sur un méme systéme donnent
lieu & une décomposition en deux partitions distinctes et non disjointes. Il apparait alors néces-
saire que pour des entrées identiques, les résultats obtenus soient identiques pour les variables
intermédiaires communes aux deux partitions.

Dans le modéle bond graph probabiliste, cette propriété est une conséquence directe de la
différentiation d’une application composée.

On considére un systéme décrit par les relations X — Y — Z ou X, Y et Z sont les
ensembles associés aux vecteurs de variables x, y et z respectivement. On se donne les densités
ox,,---,Px, et on étudie la propagation de ces incertitudes sur Z soit par 'intermédiaire de Y
soit directement par I’application composée p3 = 2 0 ©1.

On introduit la notation ¢[¢| pour désigner I'image de la densité ¢ par I'application ¢, soit

pop?

[ Jo(p )]
On se place dans le cas ot les applications ¢1 et o sont des diffémorphismes et on suppose que
variables aléatoires sont indépendantes. Il s’agit alors de montrer que s [p1[dx]] = w20p1[dx]
pour avoir l'invariance par composition.

olg] = (3.6)

On rappelle que ¢y = ¢1[¢x] donne pour tout y = Lp;l(z)
ox (01 (03'(2)) ox (v35'(2)

1
e ) e e e e (s ) 30
d’ou le résultat suivant
e2 [p1[ox]] (2) = paldv](2)
oy (w'(2)
[T (057 (2)) |
(3.7) 1 ox (v3'(2)
T Ve @ @) e (e ()] (38)
Ox (803 1 (2)

_ ) Z
= o (o0 z))\ e3ox](2)

= 20 p1[ox](2) -

ce qui montre 'invariance par composition.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les différents facteurs incertains affectant les systémes mécatroniques ont été
rappelés, ainsi que les différents outils de modélisation et d’étude des systémes incertains. Dans le
contexte de la synthése de tolérance par inversion du modéle bond graph, nous avons également
abordé la méthodologie de dimensionnement sur des critéres dynamiques et énergétiques. Enfin,
nous avons présenté la prise en compte des incertitudes dans un modéle bond graph (outil support
de la méthodologie) avec les approches bond graph de sensibilité, bond graph incrémental, bond
graph incertain et bond graph probabiliste. Tandis que les trois premiéres approches font appel
& des modéles de l'incertitude bornée, le bond graph probabiliste est un modéle bond graph
multi-liens permettant la représentation & la fois énergétique et probabiliste du systéme. Elle
porte plus d’information sur la distribution des incertitudes aléatoires existant dans le systéme
par rapport aux trois autres méthodes.

Ce chapitre a préparé la prise en compte de 'incertitude dans la démarche de conception
d’un systéme mécatronique par inversion de modéle bond graph. En effet, la modélisation bond
graph des incertitudes a pour objectif de s’inscrire dans la démarche de synthése de tolérance
par inversion de modéle bond graph. Les spécifications des incertitudes sur les sorties doivent
permettre de remonter, grace au modéle inverse, aux tolérance admissibles sur les paramétres de
conception.

Le bond graph probabiliste, bien que transportant des informations relativement complétes,
est une approche pour le traitement de l'incertitude aléatoire. Il existe des difficultés pour la re-
présentation de 'incertitude épistémique ainsi que pour l'interprétation du résultat. Cependant,
dans la conception d’un systéme mécatronique, l'incertitude aléatoire et l'incertitude épisté-
mique co-existent. Une autre méthode plus appropriée pour la représentation de l'incertitude
épistémique avec le formalisme bond graph est alors nécessaire, et ce, dans I'objectif d’utiliser
cette représentation dans la méthodologie de dimensionnement, notamment pour la synthése de
tolérance.

Le chapitre suivant présente nos contributions pour pallier ce probléme : le traitement de I'in-
certitude épistémique par 'approche bond graph et la logique floue, un aspect peu développé dans
la littérature, pourtant trés souvent rencontré dans la conception d’un systéme mécatronique.
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4.1 Introduction

Les chapitres 2 et 3 nous ont permis d’aborder la conception des systémes mécatroniques
de maniére trés générale puis de nous focaliser sur les approches existantes pour la synthése
de tolérance dans leurs chaines d’actionnement. Basée sur 'utilisation de modéles bond graph
inverses, la méthodologie proposée par le laboratoire AMPERE a alors été présentée.

Nous avons également présenté les différents types d’incertitude dans la conception d’un sys-
téme mécatronique, ainsi que les outils de traitement des incertitudes, notamment ceux utilisant
le bond graph. Nous soulignons le fait que dans la conception d’un systéme mécatronique, 'incer-
titude aléatoire et 'incertitude épistémique coexistent. Il est donc nécessaire, dans le contexte de
la méthodologie, de pouvoir utiliser le formalisme bond graph pour le traitement de 'incertitude
épistémique.

La suite de ce mémoire présente nos contributions au traitement de 'incertitude épistémique
par 'approche bond graph. Nous proposons tout d’abord le formalisme bond graph flou, et en-
suite, ’appliquons dans le contexte de la synthése de tolérance.

4.1.1 Nécessité d’un traitement de l’incertitude épistémique

Le comportement d’un systéme réel est toujours différent du comportement prévu en simu-
lation. Les raisons sont les incertitudes dans les valeurs réelles des paramétres des composants
et I'incomplétude de la connaissance sur le modéle lors de la conception. Il peut y avoir plu-
sieurs causes a 'incertitude : la variabilité d’'un phénoméne empéchant de prévoir le résultat de
la prochaine expérience, le manque d’information, la présence d’informations contradictoires. . .
L’incertitude est généralement classée en deux grandes catégories : l'incertitude aléatoire asso-
ciée a la variabilité d’une grandeur et l'incertitude épistémique associée a l'ignorance sur une
grandeur (cf. paragraphe 3.2.2). La plupart des problémes de I'ingénierie implique les deux types
d’incertitudes. Traditionnellement, toutes ces incertitudes sont traitées par la théorie des proba-
bilités. Certains chercheurs ont suggéré qu’une distinction claire entre les deux types soit faite.
Toutefois, il est souvent difficile de déterminer si une incertitude doit étre mise dans la catégorie
aléatoire ou la catégorie épistémique. Suivant le contexte et I’application, un concepteur peut
établir cette catégorisation.

La distinction entre l'incertitude aléatoire et 'incertitude épistémisque a été évoquée dans
le paragraphe 3.2.2. Par nature, l'incertitude aléatoire est liée a la variabilité et la dispersion
des paramétres géométriques, des propriétés matérielles. .. et I'incertitude épistémique est liée a
I'imprécision et au manque de connaissance dans les paramétres et les conditions initiales ou aux
limites et aux défauts de modélisation. L’incertitude épistémique est parfois appelée incertitude
subjective ou incertitude réductible, ce qui signifie qu’elle ne pourrait étre réduite que par une
meilleure compréhension du systéme, ou des données plus pertinentes. Nous reviendrons sur la
distinction entre I'incertitude aléatoire et 'incertitude épistémique dans un modéle mécatronique
dans le paragraphe 5.3.2 afin de bien choisir les outils pour modéliser une incertitude particuliére.

Nous avons présenté dans le chapitre 2 le bond graph de sensibilité, le bond graph incrémental
et le bond graph incertain. Ces trois représentations ne contiennent qu'une information limitée
sur l'incertitude dans le modéle dynamique. Nous avons donc besoin d’approches qui apportent
plus d’information sur la caractéristique de l'incertitude.

Le bond graph probabiliste a été proposé par EL FEKI dans [Fekll] comme un formalisme

pour traiter l'incertitude aléatoire dans un modéle bond graph.
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Comme l'incertitude épistémique et I'incertitude aléatoire coexistent dans un systéme mé-
catronique, I’approche bond graph probabiliste toute seule est insuffisante pour un traitement
complet de l'incertitude. Afin de faire face au probléme de traitement de l'incertitude épisté-
mique dans un modéle mécatronique et d’exploiter le formalisme bond graph pour la synthése
de tolérance en présence de cette incertitude, nous proposons de combiner le bond graph et la
logique floue.

Inspiré du bond graph probabiliste, nous développons donc dans ce chapitre le bond graph
flou comme un formalisme bond graph utilisant la logique floue pour le traitement de l'incerti-
tude épistémique.

4.1.2 Propagation de I'incertitude dans plusieurs types de probléme de concep-
tion

Dans le paragraphe 2.4.3, nous avons envisagé deux grandes classes de problémes dans le
domaine mécanique : soit les tolérances des composants sont données et on cherche la tolérance
de ’assemblage, soit la tolérance de 'assemblage est spécifiée, et elle est distribuée sur les compo-
sants. De maniére générale, un probléme de conception consiste en la détermination des éléments
inconnus & partir des éléments connus, indépendamment du domaine physique considéré. Suivant
I’enjeu de conception et les éléments & déterminer, nous avons donc différents types de problémes.

Nous pouvons considérer trois grands types de problémes nécessitant la propagation de I'in-
certitude épistémique. Nous présentons ces types de problémes du point de vue de I'automatique,
en termes des entrées, des paramétres et des sorties d’un systéme. Si deux de ces trois éléments
sont donnés, nous pouvons trouver le dernier par un processus d’analyse ou de dimensionnement.
Dans le contexte de la conception des systémes mécatroniques incertains, nous définissons les en-
trées de conception (éléments connus) et les sorties de conception (éléments a déterminer) :

— Analyse d’incertitudes : nous cherchons & déterminer les incertitudes sur les sorties du
modéle & partir des incertitudes sur les entrées/paramétres. L’analyse d’incertitudes donne
Iinformation sur 'impact de l'incertitude sur la performance du systéme ainsi que la sen-
sibilité de la sortie. Ce probléme exploite la structure d’un modéle direct entrée/sortie.
Les entrées de conception sont alors les commandes en entrée et les paramétres du systéme.
Les sorties de conception sont les sorties du systéme.

— Synthése de commande en boucle ouverte ou reconstruction d’entrée : les incer-
titudes sur les entrées de commande du modéle sont déterminées & partir des incertitudes
sur les sorties et les paramétres. Les incertitudes obtenues sur les entrées de commande
peuvent servir & la configuration de la commande afin de satisfaire les spécifications de
sortie. Ce probléme exploite la structure d’'un modéle inverse sortie/entrée.

Les entrées de conception sont alors les sorties et les paramétres du systéme. Les sorties de
conception sont les entrées de commande du systéme.

— Synthése de tolérance : les incertitudes sur les paramétres du modéle sont déterminées
a partir des incertitudes sur les spécifications sur les entrées et les sorties. Les incertitudes
obtenues sur les paramétres peuvent servir a la synthése de tolérance de ces paramétres.
Ce probléme exploite la structure d’un modeéle inverse sortie/parameétre.

Les entrées de conception sont alors les sorties et les entrées de commande du systéme. Les
sorties de conception sont les paramétres en question.

Les trois problémes présentés ci-dessus peuvent avoir une formulation commune :
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(4.1)

%x(0,t) = F(u(8,t),u(0,t),...,u®(8,t),x(8,t),0)
y(0,t) = G(u(8,t),u(8,t),...,ul®(8,t),x(6,t),0)

ou x(0,t) € R™ est le vecteur d’état, u(0,t) € R™ est le vecteur des entrées de conception,
y(0,t) € R™ est le vecteur des sorties de conception et 8 € R™® est le vecteur des paramétres
soumis aux incertitudes épistémiques (les incertitudes paramétriques et les variables incertaines
intervenant dans les entrées u(0,t)).

Les conditions initiales sont données par :
x(0, t(]) = Xp (42)

Dans le cas ot les conditions initiales sont également soumises a des incertitudes épistémiques,
elles composent alors, au méme titre que les parameétres incertains, le vecteur 6.

Dans les trois problémes évoqués précédemment, les incertitudes en entrées de conception
sont données et nous cherchons & déterminer les incertitudes sur les sorties de conception. Le
probléme revient donc & la propagation d’incertitudes entre 8 et y. En effet, la propagation de
I'incertitude fournit une solution aux trois problémes mentionnés ci-dessus. En modélisant le
systéme incertain par un bond graph flou, nous présentons dans la suite de ce chapitre deux
approches de propagation : globale et locale. Ensuite, nous introduisons les régles d’exploitation
des éléments bond graph flou (propagation élémentaire), utilisées pour la propagation locale.

En fait, 'approche globale fournit un outil de propagation ou les incertitudes des éléments
bond graph intermédiaires sont cachées. L’approche locale fournit des informations sur les incer-
titudes de sous-modéles au prix d’un calcul plus important. Nous illustrerons les deux approches
dans 'exemple d’'un moteur & courant continu.

Dans la suite de ce chapitre, I'incertitude fera référence a 'incertitude épistémique.

4.2 Logique floue - Bond graph flou

Nous rappelons dans cette partie quelques définitions de base de la logique floue utilisées
pour le bond graph flou. Un rappel théorique sur la logique floue est donné dans ’annexe C.

4.2.1 Logique floue - Outils

L’incertitude épistémique contient les incertitudes concernant un doute sur la validité d’une
connaissance, les imprécisions et les incomplétudes sur certaines caractéristiques. L’incertitude
épistémique apparait souvent avec I'imprécision dans les explications linguistiques : par exemple,
« x est environ égal & 31 ». Dans sa forme la plus simple, 'incertitude épistémique est quantifiée
avec arithmétique par intervalles [HJO04, HJOS10|. Cependant, I'arithmétique par intervalles
est cofiteuse en temps de calcul et son résultat de propagation de l'incertitude est souvent une
surestimation. Parmi les représentations alternatives de l'incertitude épistémique, on peut noter
la probabilité imprécise, théorie de DEMPSTER-SHAFER [Sha76, OH02|. Nous nous intéressons
ici & la logique floue, un outil trés utilisé pour le traitement de l'incertitude épistémique.

La logique floue a été créée en 1965 par le professeur LOTFI A. ZADEH [Zad65]. Elle est un
outil pour traiter les incertitudes épistémiques représentant les connaissances imparfaites.
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Dans [BM95|, deux définitions de la logique floue sont données :

— la premiére correspond & tous les développements concernant la théorie des sous-ensembles

flous,

— la seconde la présente comme une extension de la logique classique, avec I'objectif de

raisonner sur des connaissances imparfaites.

La logique floue est indiquée lorsque la connaissance sur le systéme contient des imperfections
et ol une modélisation rigoureuse est difficile et complexe. Elle permet le passage des descriptions
du systéme exprimées linguistiquement par un expert ou un observateur a une représentation
standardisée. La logique floue offre une grande flexibilité dans la précision de la représentation
et dans 'adaptation aux conditions d’utilisation du systéme étudié.

Un autre argument en faveur de 1'utilisation de la logique floue comme outil de représentation
de l'incertitude épistémique est le fait qu’elle est le seul cadre dans lequel on puisse traiter des
imprécisions, des incertitudes et également des incomplétudes [BM95|. De plus, la logique floue
autorise le traitement simultané des connaissances numériques et des connaissances exprimées
symboliquement par des qualificatifs du langage naturel.

La logique floue est basée sur le concept de sous-ensemble flou (SEF). Le sous-ensemble
flou a pour but de répondre au besoin de représenter des connaissances imprécises. Contrairement
a la théorie des ensembles classiques, ol il n’y a que deux situations acceptables pour un élé-
ment : appartenir ou ne pas appartenir & un sous-ensemble, la logique floue sort de cette logique
booléenne en introduisant la notion d’appartenance pondérée : permettre des graduations dans
I’appartenance d’'un élément a un sous-ensemble, c’est-a-dire autoriser un élément a appartenir
plus moins fortement & ce sous-ensemble. En cela, elle permet d’éviter les passages brusques
d’une classe & une autre et d’autoriser des éléments & appartenir partiellement a chacune des
classes.

On considére un ensemble de référence X. Un sous-ensemble classique A de X est défini par
une fonction caractéristique x4 qui prend la valeur 0 pour les éléments de X n’appartenant pas
a A et la valeur 1 pour ceux qui appartiennent a A [BM95] :

xa:X —{0,1}

DEFINITION 17. Sous-ensemble flou
Un sous-ensemble flou A de X est défini par une fonction d’appartenance qui associe a
chaque élément x de X, le degré pa(z) (ou fa(x) dans certaines références) compris entre 0 et
1, avec lequel z appartient & A [BM95] :

pa: X —[0,1]

Un sous-ensemble classique est donc un cas particulier de sous-ensemble flou ot ;14 ne prend
que des valeurs égales & 0 ou 1.

Un sous ensemble flou A est classiquement représenté en utilisant la notation suivante. Elle
indique pour tout élément x de X son degré p4(x) d’appartenance a A [BM95] :

A= Z pua(z)/z | si X est dénombrable,
reX

A= / wa(z)/x, si X est non dénombrable.
X
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La notation est symbolique. Elle n’a pas le sens du calcul.

La définition d’un sous-ensemble flou correspondant & une propriété donnée dépend du
contexte de son utilisation. Par exemple, la représentation de « faible » dans le cas de I’évaluation
de la puissance du moteur d’un avion n’est pas la méme que la représentation de « faible » dans
le cas de I’évaluation de la puissance d’un micro-robot.

La définition d’un sous-ensemble flou dépend également de ’ensemble des caractérisations
autorisées pour une méme grandeur observée. Par exemple dans une caractérisation de puis-
sance, la représentation de « faible » et « fort », dans le cas ou seules les propriétés « faible » et
« fort » sont autorisées, est différente de la représentation de « faible » et « fort » dans le cas
ou les propriétés « faible », « moyennement puissant » et « fort » sont autorisées.

DEFINITION 18. Définitions générales :

— Le support de A, noté supp(A), est la partie de X sur laquelle la fonction d’appartenance
de A n’est pas nulle : supp(A) = {x € X/ua(x) # 0}.

— La hauteur de A, notée h(A), est la plus grande valeur prise par sa fonction d’apparte-
nance : h(A) = sup(pa(x)). Si h(A) =1, on a un sous-ensemble flou normalisé.
zeX

— Pour un seuil donné « de [0,1], on définit la a-coupe du sous-ensemble flou A de X comme
le sous-ensemble Ay, = {x € X/pua(x) > a} de X. Sa fonction caractéristique x 4, est telle
que : x4, (x) =1 pour z tel que pa(x) > a.

Les a-coupes de A sont des parties non floues de X emboitées par rapport a la valeur du
niveau « : si o > a, alors A, O A,. Pour le niveau o = 1, on obtient la plus petite a-coupe, qui
est le noyau de A. La plus grande a-coupe est ’ensemble de référence X, pour le niveau o = 0.

Si la hauteur ~(A) d’un sous-ensemble flou A est inférieure a 1, les a-coupes avec a € [h(A), 1]
sont des ensembles vides.

Un sous-ensemble flou A de X peut étre représenté a partir de ses a-coupes grace au théo-
réme de décomposition.

Théoréme 1. Théoréme de décomposition Tout sous-ensemble flou A de ’ensemble de
référence X est défini & partir de ses a-coupes par :

Ve € X,pa(r) = sup a.xa,(z)
«€]0,1]

ou sup indique le supremum (la borne supérieure des valeurs possibles) et x4, est la fonction
caractéristique de A,.

DEFINITION 19. Un sous-ensemble flou A de I’ensemble R des nombres réels est convexe si, pour
tout couple d’éléments a et b de R, et pour tout nombre A de [0,1], la fonction d’appartenance

de A vérifie [BM95] :
palda+ (1= \)b) = min(pa(a), 1a(b))

Il est & noter qu’on ne considére la propriété convexe que sur ’ensemble des nombres réels R.
Si A et B sont deux SEF convexes de R, leur intersection est convexe.

DEFINITION 20. Quantité floue, intervalle flou et nombre flou
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— Une quantité floue ) est un sous-ensemble flou normalisé de R. Une valeur modale de
@ est un élément 1 de R tel que pg(z) =1 (fig. 4.1).

— Un intervalle flou I est une quantité floue convexe (fig. 4.1). Il correspond & un intervalle
de I'ensemble des réels dont les limites sont imprécises (ou mal déterminées).

— Un nombre flou N est un intervalle flou de fonction d’appartenance semi-continue su-

périeurement et de support borné, admettant une unique valeur modale z; (fig. 4.1). I
correspond a une valeur réelle x1 connue imprécisément.

1} ’ .
u(x)
Quantiteé floue X
0 .

”

Xp X1 Xz
i e e
uix)
Intervalie flou X
0 >
xn X1 X2

MNombre flou b {
L.
»

X0 X1 X2
FIGURE 4.1 — Quantité floue, intervalle flou et nombre flou.

Dans la modélisation de I'incertitude sur les grandeurs physiques d’un systéme mécatronique,
on considére de maniére classique des nombres flous.

Nous présentons par la suite les définitions de T-norme et T-conorme (ou S-norme). Elles
sont introduites par SCHWEIZER et SKLAR [SS63]. Dans la logique floue, elles sont utilisées pour
caractériser 'intersection et I'union des sous-ensembles flous.

DEFINITION 21. T-norme et T-conorme

— Une application
T :10,1] x [0,1] — [0, 1]

est une norme triangulaire (T-norme) si et seulement si elle est symétrique, associative,
monotone et T(a,1) =a Va € [0,1].
— Une application
S :[0,1] x [0,1] — [0,1],

est une conorme triangulaire (T-conorme ou S-norme) si et seulement si elle est symé-
trique, associative, monotone et S(a,0) =a Va € [0,1]

— Les T-norme et T-conorme sont utilisées pour la définition de 1’intersection et ’union
des sous-ensembles flous. Soient une T-norme 7' et une T-conorme S, la T-intersection et
la S-union des sous-ensembles flous A et B sont les applications définies comme suit :

(ANB): X — [0,1]
z — (ANB)(z) =T (na(x), pp(x)) (4.3)
(AUB): X — [0,1] |
z — (AUB)(2) = S(na(x), pp(x))

Remarque 5. Si T est une T-norme, donc S(a,b) :=1—T(1 —a,1 —b) est une T-conorme
associée a T
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Chaque T-norme ou T-conorme est utilisée dans différents scénarios afin de modéliser et
imposer une certaine contrainte sur I'intersection et 'union des sous-ensembles flous. Nous pré-
sentons quelques paires de T-normes et T-conormes couramment utilisées :

— min-max : Tyin(a,b) = min{a,b} Spmaz(a,b) = max{a,b}

— Lukasiewicz : Tr.(a,b) = max{a+b— 1,0} S;(a,b) = min{a+b,1}

— Probabiliste : Tp(a,b) =ab Sp(a,b) =a+b—ab

Dans le cadre de notre travail, nous utilisons dans la suite de ce mémoire la T-norme min
et la T-conorme sup.

Dans la modélisation et la propagation de plusieurs incertitudes épistémiques dans un systéme
mécatronique, nous avons besoin de regrouper différents sous-ensembles flous dans leur produit
cartésien ou de déduire la fonction d’appartenance d’un élément & partir d’un sous-ensemble flou
commun. Nous présentons par la suite les définitions nécessaires pour ces opérations.

DEFINITION 22. Produit Cartésien, Projection et Extension cylindrique

— Soient des sous ensembles flous A, Ao, ..., A, respectivement définis sur X7, Xo, ..., X,.
On définit le produit cartésien A = A; X Ay X --- X A, comme un sous-ensemble flou de
X =X X X9 x -+ x X, de fonction d’appartenance définie pour tout x = (x1,za,..., ;)
de X par

pa(e) = min{pa, (21), pay (22), -, pa, (@)} = min g () (4.4)

— La projection IIy d’'un sous-ensemble flou A de X = X7 x X9 X ... Xx X, sur ¥ =
Xo X Xp X ... X Xp avec a,b,....k € {1,2,...,r} est définie comme un sous-ensemble flou
IIy A de Y dont la fonction d’appartenance est définie pour tout o = (e, ap, ..., ) de
Y par:

prryAla) = sup pA(Ziy, gy T, ) (4.5)
{@iy i,y )/ 1¢{a,.... k}}
ol les 7; et les o sont ordonnés.

— Soit A = A; x Ay x --- x A, un sous-ensemble flou défini sur X = X7 x X9 X --- X
X,. L’extension cylindrique sur X d’un sous-ensemble flou A;,i € {1,...,r} est un
sous-ensemble flou noté A; (ou parfois Cx(A;) dans la littérature) de X dont la fonction
d’appartenance est donnée pour tout z = (x1,x9,...,2,) de X par

g () = i, (x7) (4.6)

Le produit cartésien et la projection des sous-ensembles flous peuvent causer une « perte
d’information » en ce sens que les sous-ensembles flous obtenus par la projection d’un produit
cartésien ne sont pas nécessairement les sous-ensembles flous initiaux. De plus, nous pouvons
avoir une différence entre le produit cartésien des projections et le sous-ensemble flou initial. Sous
certaines hypothéses, cependant, on peut montrer que ces opérations commutent. En d’autres
termes, on a les égalités suivantes :

Py, Avxx Ay = A €6 [Ty AxxTlx, A = HA1x-x Ay

Ces égalités font I'objet de nos deux propositions suivantes.

Proposition 1. Soient des sous ensembles flous A1, Ag, ..., A, définis sur X1, X, ..., X,, dont
les fonctions d’appartenance pi4,, ftA,, - - -, [tA, sont normalisées. Alors, la projection du produit
cartésien A = Ay x --- x A, relativement & X; est A;. En d’autres termes, on a

Mlix, A = A, (4.7
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Démonstration : pour tout a; de X, on a par définition

/ijA(aj) = sqpuA(fl, e QG Ty)
xr
= supmin {14, (1), .-, pa,; (), -, pra, (T) }
! (4.8)
— min {sup/ml(m% s pag (@), ,supuAT(xr)}
1 Tr
= MAj(aj)

car sup p4,(z;) = 1 pour tout ¢ # j par hypothése et ou T désigne un élément de A; x --- X
x;

Ai—l X Ai+1 X oo X Ar-
Fin de démonstration

De plus, le produit cartésien des projections et le sous-ensemble flou initial ne sont pas tou-
jours identiques. Retrouver exactement A = A; x- - -x A, & partir des projections IIx, A, ..., IIx, A

correspond & un probléme de type « lossless join » dans la logique floue dont la condition générale
est proposée dans [RM88|. Nous adaptons cette condition pour les projections.

Proposition 2. Soient des sous ensembles flous Aq, Ao, ..., A, définis sur X7, X5,..., X,.. On
suppose que pour tout z de X = X7 x --- x X,., il existe au moins un indice iy tel que
Miroa(®) = na(@), (4.9)

oll lf(m\A est 'extension cylindrique de IIx,, A sur X. Alors, le produit cartésien des projections
IMx, A x --- x IIx, A est précisément le produit A = A; x --- x A,, soit, pour tout z de X,

Iy, Ax-xTix, A(T) = pa(z) (4.10)
. . , (4.6) (4.5)
Démonstration : Notons tout d’abord que, pour tout x dans X, ,u@(x) =" iy, a(z) =
sup pA(@r, ..., Ty ..., ap) > pa(x) et que par conséquent, sous I'hypothése de la proposition,
nOUS avons
) (4.9)
min g (2) =" pa@). (4.11)
Il vient alors
(4.4) | .
Pl AxooxTl, A(T) =" minprya(@) = min pg=— () = pag) (4.12)

Fin de démonstration

Ces deux conditions sont des propriétés trés importantes pour 'exploitation du bond graph
flou (défini par la suite) dans la méthodologie de synthése de tolérance. Nous reviendrons sur ces
conditions dans le chapitre 5.

4.2.2 Bond graph flou

En associant & chaque variable de puissance et d’énergie et a chaque paramétre incertain
d’un modéle bond graph une fonction d’appartenance correspondant & une propriété définie,
nous sommes capables de propager des incertitudes épistémiques tout le long de la structure
du modéle de conception, et d’offrir une description qui prend en compte & la fois 1’évolution
énergétique et celle de 'incertitude épistémique.
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e (€,ME)
f (f,uF)
(a) (b)

FIGURE 4.2 — (a) Lien de puissance et (b) lien de bond graph flou associé.

DEFINITION 23. Un bond graph flou est un bond graph pour lequel a chaque variable de puis-
sance et d’énergie et a chaque paramétre incertain est associée sa fonction d’appartenance (fig.
4.2).

Il est & noter qu’une fonction d’appartenance d’un sous-ensemble flou représente une propriété
définie. La description des spécifications sur un systéme fait généralement intervenir plusieurs
critéres, caractéristiques ou variables. Si des incertitudes épistémiques existent sur plusieurs
propriétés, elles sont modélisées par la fonction d’appartenance du produit cartésien de leur
sous-ensemble flou respectif.

Sur le modéle bond graph flou, le produit des fonctions d’appartenance associées a un lien
de puissance ne représente pas une puissance. Le fait d’associer une fonction d’appartenance a
un lien de puissance doit étre interprété comme une notation conventionnelle.

Parfois, les grandeurs sujettes aux incertitudes ne sont pas toujours directement exploitables
par le bond graph flou car elles ne représentent pas une variable de puissance (par exemple, dans
la spécification temporelle d’une sortie d’un systéme mécatronique, une constante de temps peut
étre soumise a une description imprécise). Nous sommes dans ce cas amenés a utiliser le principe
d’extension pour ramener l'incertitude sur une variable de puissance.

Le bond graph flou est donc un outil de modélisation des systémes mécatroniques qui four-
nit U'information sur I’état énergétique du modéle en tenant compte de I'incertitude épistémique.
Afin d’utiliser le bond graph flou dans des problémes pratiques comme ceux mentionnés au début
du chapitre, il est nécessaire de mettre en place des outils pour la propagation de l'incertitude
dans un modéle bond graph flou.

Nous nous intéressons maintenant & la propagation de I'incertitude épistémique au sein d’un
modéle bond graph flou avec les deux approches : globale et locale.

4.3 Propagation de I’incertitude épistémique

Dans le modéle bond graph flou, nous reprenons les approches élémentaire, locale et globale
(cf. paragraphe 3.6.4) pour la propagation des incertitudes épistémiques.

La propagation élémentaire est définie au niveau de chaque élément bond graph.

Dans I'approche de propagation globale dans un modéle bond graph flou, les fonctions
d’appartenance (représentant les incertitudes) sont directement obtenues a partir d’une relation
globale entrée /sortie sur le modéle.

Dans l'approche de propagation locale, les fonctions d’appartenance sont propagées de

sous-modéles en sous-modéles de maniére a extraire I'information sur les variables de puissance
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intermédiaires (les entrées et sorties des sous-modéles par exemple).

Nous présentons maintenant le calcul des fonctions d’appartenance par les différentes ap-
proches de propagation.

4.3.1 Approche globale

Dans l'approche globale, la détermination de la fonction d’appartenance liée & une variable
d’un modéle, & partir d’une fonction d’appartenance donnée liée & une autre variable du modéle,
est effectuée en utilisant le principe d’extension de ZADEH [BM95| appliqué a la relation
entre ces deux variables.

DEFINITION 24. Etant donné un sous-ensemble flou A de X et une application ¢ de X vers
Y, le principe d’extension permet de définir un sous-ensemble flou B de Y associé & A par
I'intermédiaire de ¢ tel que Vy € Y :

pe(y) = sup  palz)sio ({y}) #0
{veX/y=(x)} (4.13)

pa(y) =0si ¢ ({y}) =0

Si ¢ est bijective, la détermination de la fonction d’appartenance de B est juste un transfert
de la fonction d’appartenance de A vers 'ensemble de référence Y : Vy € Y, up(y) = pa(é=(y)).

Remarque 6. Il est a noter que dans la propagation globale de l’incertitude, la formulation et
la résolution des problémes direct et inverse sont indépendantes du formalisme bond graph. Le
modele bond graph ici ne sert que pour l’établissement du modéle dynamique (ou les relations sur
lesquelles on propage les incertitudes).

Remarque 7. La notion "globale" ici est différente de celle dans un modéle bond graph proba-
biliste. La propagation globale d’un modéle bond graph probabiliste est effectuée grice a la déter-
mination de la FDP marginale de la variable en question & partir de la FDP conjointe de toutes
les variables incertaines du modeéle (cf. paragraphe 3.6.4).

Si le résultat porte sur un vecteur de variables incertaines, on peut également déterminer
la fonction d’appartenance associée & une de ces variables en effectuant une projection sur ’en-
semble correspondant.

Nous présentons maintenant de maniére détaillée le principe d’extension appliqué & un mo-
déle bond graph flou.

Nous considérons le modéle dynamique représenté par les équations 4.1 et 4.2. Dans le pro-
bléme posé, nous cherchons & déterminer la fonction d’appartenance associée aux sorties de
conception y du modeéle dynamique (direct ou inverse) en tenant compte des incertitudes sur les
entrées de conception. Les entrées de conception u du modéle sont spécifiées par des trajectoires
temporelles qui sont sujettes a des incertitudes épistémiques. Egalement, les paramétres internes
et les conditions initiales incertains peuvent exister dans le modéle. Les fonctions d’appartenance
associées & ces variables incertaines sont soit données par le cahier des charges, soit établies a
partir des données expérimentales ou de I'expérience des experts. Ces variables incertaines sont
supposées indépendantes, modélisées par les fonctions d’appartenance : ug,, to,, - - - 1Oy, -
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Le produit cartésien © = ©1 x --- x O, des sous-ensembles flous ©;, i € {1,...,np}, est
caractérisé par la fonction d’appartenance :

6(8,1) = min {6, (61,), o, (02,1), - 16, (Bug ) | (4.14)

En tenant compte des conditions initiales 4.2, le vecteur de sortiey € Y = Y7 x---xY,, C R™,
dépendant de 8 € Qy C R™ (solution du systéme d’équations 4.1), est unique et peut s’écrire
sous la forme suivante :

y =H(0,1) (4.15)
Séparément, chaque sortie y;, j € {1,...,m}, peut étre définie par :
y; = H;(0,1) (4.16)

La fonction d’appartenance associée au vecteur de sortie y est calculée en appliquant le
principe d’extension de ZADEH a I’équation 4.15.

MB(yat) = sSup ﬂ@(aat) (417)
{0€Qy /y=H(6,t)}
ou B est le sous-ensemble flou associé a y.
Si nous nous intéressons & une seule sortie y; € Yj, j € {1,...,m}, du modéle, la fonction
d’appartenance associée peut étre calculée en appliquant le principe d’extension de ZADEH &
I’équation 4.16 :

1B, (Y5, t) = sup 1e(6,1) (4.18)
{0€Q0 /y;=H;(6,)}
ol Bj est le sous-ensemble flou associé a y;.

On peut également déterminer la fonction d’appartenance associée a y; en effectuant une
projection de B sur Y;. Cette fonction d’appartenance peut donc étre déterminée a partir de
UB -

,uHY]_B(yj,t) = sup UB(- s Yise oy Yjsayt) (4.19)
{ie{l,....m} i}

En comparant les équations 4.17, 4.18 et 4.19, nous vérifions ’équivalence entre les deux

méthodes pour chercher la fonction d’appartenance d’une sortie.

,tujB(yj,t) = sup UB(- s Yise oy Yjsneyt)
{ie{1,...,m},i#5}
= sup sup ne(6,t)
GE{1,mbi#i) | {0€90 /y=H (8,0} (4.20)
= sup ne(6,t)
{0€Qq/y;=H;(0,1)}
UB; (yj7 t)

En changeant les entrées de conception et les sorties de conception, nous pouvons adapter
cette approche de propagation globale afin de résoudre les différents types de problémes pré-
sentés au paragraphe 4.1.2. Ces formules permettent de propager les fonctions d’appartenance
des entrées de conception aux sorties de conception. Ces fonctions d’appartenance permettent &
leur tour d’extraire des informations significatives sur les variables incertaines (sorties, entrées
ou parametres, selon le probléme) comme :

— le niveau de satisfaction des valeurs de la variable incertaine (sortie, entrée ou parameétre)

en exploitant les a-coupes (cet aspect sera présenté dans le paragraphe 5.3.6),

— les valeurs d’un paramétre satisfaisant la propriété associée (données par le support de la

fonction d’appartenance),
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4.3. Propagation de I'incertitude épistémique 57

— les valeurs nominales des grandeurs incertaines.

Remarque 8. Dans un bond graph probabiliste, les valeurs de plus forte probabilité des para-
metres/entrées/sorties (selon le probléme) déduites de la propagation ne sont pas nécessairement
les valeurs déterministes des grandeurs correspondantes. Dans un bond graph flou, si le pro-
bleme est bien posé, les valeurs déterministes (cas idéal nominal) auront le plus grand niveau de
satisfaction par rapport & la propriété considérée par les fonctions d’appartenance.

L’approche globale permet un traitement simple de 'incertitude dans un modéle bond graph
flou. Cependant, les incertitudes sur les sous-modéles intermédiaires sont masquées dans la pro-
cédure de propagation. Pour extraire une telle information, le bond graph flou permet également
une propagation locale de I'incertitude.

4.3.2 Approche locale

Dans 'approche globale, les problémes direct et inverse peuvent étre résolus indépendam-
ment du formalisme bond graph. Le bond graph ne sert que pour la détermination du modéle
dynamique (modéle dynamique inverse d’ordre minimal dans le cas du probléme inverse). Ce mo-
dele dynamique est alors utilisé pour déterminer les relations entrée/sortie connectant les entrées
de conception aux sorties de conception. Ensuite, les incertitudes sont propagées aux sorties de
conception en appliquant le principe d’extension a ces relations. Les incertitudes sur les éléments
bond graph ne sont donc pas explicitées.

Dans 'approche globale, les relations entrée/sortie ne sont pas nécessairement simples a dé-
terminer formellement. Le bond graph flou permet alors de propager localement les incertitudes.
Dans ce cas, les fonctions d’appartenance associées aux entrées de conception incertaines sont
transférées de sous-modéles en sous-modéles dans la représentation bond graph (ou bond graph
inverse d’ordre minimal dans le probléme inverse) jusqu’aux sorties de conception. Cette ap-
proche de la propagation de 'incertitude est locale. Son intérét est d’associer un sous-ensemble
flou (et donc une fonction d’appartenance) a chaque variable de puissance aux entrées et sorties
des sous-modeéles et par conséquent, de mesurer les différentes incertitudes sur chacun d’eux.

L’approche locale définie ici pose I’hypothése suivante pour chaque sous-modéle :

Hypothése 7. Les entrées d’un sous-modéle sont indépendantes des sorties de ce méme sous-
modéle.

Cette hypthése suppose d’exprimer explicitement les sorties d’un sous-modéle en fonction
de ses entrées sans dépendance de ces entrées a ces sorties (par lintermédiaire d’autres sous-
modeéles). Autrement dit, les sous-modéles sont supposés découplés. La décomposition en sous-
modeles vérifiant cette hypothése, rarement possible pour un modéle de connaissances direct (en
particulier, représenté par un bond graph causal), 'est beaucoup plus dans le contexte de modéle
inverse (notamment représenté par un bond graph bicausal).

Dans le cas de la propagation d’un vecteur de fonctions d’appartenance, on propage le produit
cartésien des sous-ensembles flous associés. Le résultat de la propagation peut étre ensuite projeté
pour trouver l'incertitude d’une variable particuliére.

L’approche locale peut finalement étre considérée comme une approche intermédiaire entre
I’approche globale et I’approche élémentaire.

Dans la suite, en tenant compte des affectations bicausales, nous présentons les régles d’ex-
ploitation des éléments bond graph dans un modéle bond graph flou. Ces régles sont présentées
dans le contexte de la bicausalité qui est le cadre d’exploitation du bond graph inverse de nos
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travaux. Il n’est pas difficile d’en déduire les régles dans le cas ou seule la causalité est affectée
(contexte de modéle direct).

Nous dénotons dans les tableaux qui suivent px la fonction d’appartenance associée a la
grandeur (variable ou paramétre) = € Q, C R.

Propagation élémentaire des fonctions d’appartenance a travers les éléments jonc-
tions

Le tableau 4.1 présente les différents schémas de calcul formels des fonctions d’appartenance
associés aux éléments jonctions 0 et 1. Ces schémas de calcul représentent une exploitation bi-
causale du modéle bond graph flou.

TABLE 4.1 — Schémas de calcul associés aux éléments jonctions.

Elément Bicausalité Schémas de
BG possible calcul associés
JOHCtiOH IJEJ“FZ /’LEI (617 t) = /’LES (617 t)
0 HE Ue HE; (e2at) = UE; (e2,t)
geer'nple I lJF1 A 0 I HF: A HEy (flat) — sup min {,U'FQ (f?at)HUJFg (f37t)}
a 3 liens) 1 {(f2,f3)€Q, xQpy / fr=Ff2+f3}

Jonction “EZJ:UFz ()u’F1(flat) = pr;(f1,1)

1 He Ue MF2(f2=t) = MF3(f27t)
gexe;nple ' UF1 2 11 UF: 7 || pE (e1,t) = sup min {p g, (e2,t), e, (e3,t)}
a 3 liens) 1 {(e2,63)€0e, X ey fe1=e2+e3}

Propagation élémentaire des fonctions d’appartenance a travers les éléments de
transduction d’énergie

Le tableau 4.2 présente les différentes fonctions d’appartenance associées aux éléments de
transduction d’énergie (TF et GY) et les régles de propagation formelles de ces fonctions d’ap-
partenance. Ces schémas de calcul représentent une exploitation bicausale du modéle bond graph
flou et sont issus de l’application du principe d’extension de ZADEH aux lois caractéristiques
orientées suivant I'affectation bicausale des éléments.

Le tableau 4.2 présente le cas de paramétres déterministes caractérisant les éléments TF et
GY. La propagation élémentaire tenant compte des incertitudes paramétriques peut étre effec-
tuée en suivant les régles de calcul présentées dans le tableau 4.3.

Nous prenons donc en compte les incertitudes paramétriques dans la propagation des incer-
titudes & travers le bond graph flou. Dans la conception d’un systéme mécatronique, il existe des
problémes ot les incertitudes sur les paramétres deviennent les objets & déterminer, comme en
synthése de tolérance. Nous envisageons alors la détermination des incertitudes paramétriques
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TABLE 4.2 — Schémas de calcul associés aux éléments de transduction.

Elément Bicausalité Schémas de calcul
bond graph possible associés
LME,  TFL ME, pe (e1,t) = pm, (5, t)
Hr 7 m o MR 7 {MFl(flvt):MFz(mfht)
TF
| EE ) TF, EE | {MEg(GM):MEI(meM)
room B s (fart) = pry (£2,0)
L Me, GYLHME e (e1,t) = pp, (1)
M 7 r MR 7 {MFl(fl,t)ZMEg(Tfl,t)
GY
e, jey_Ue {m(eg,w:m%w
I 1y (f2.t) = g, (rfa,t)

TABLE 4.3 — Schémas de calcul associés aux éléments de transduction avec incertitude sur le

module.
Elément Bicausalité Schémas de calcul
bond graph possible associés
1 (e1,t) = sup min {1z, (e2,t), par(m) }
| ME, TFL_ME, {(eg,m)eQQXQm/elzmeg}
Hr, 7 Mm MR 7 /’LFl(f17t) = sup min{ﬂFz(f27t)7ﬂM(m)}
{(f2,m)60f2 XQm/flz%}
TF
KE,(e2,t) = sup min {pg, (e1,t), uar(m)}
| Me, TF Me. | {(e1,m)€Qe; X /e2=71
R 7 b MR, pry (f2,t) = sup min { g, (f1,1), pear(m)}
{(frm)€Qpy xQum / f2=mf1}
pE (e1,t) = sup min {pp, (f2,1), pr(r)}
L_ME, /I GYL_MHE. . {(f2,r)€Q5, xQ fer=rf2}
HF, MR HF, My (fbt) = sup min {:LLEQ (62775)7”1%(71)}
{(eg,r)eﬂ%xﬂr/fl:%z}
GY
B, (e, t) = sup min {pp (f1,1), pr(r)}
: ME, |(-:.YI ME, {(f1.r)€Qf, xQ Jea=rf1 }
HF 7 WR' MR P (f2,t) = sup min {pp, (e1,t), ur(r)}
{(e1,1)€Qe; X/ f2=1 }
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associées aux éléments bond graph, a partir des fonctions d’appartenance associées aux variables
de puissance entrantes. Pour les éléments de transduction d’énergie, ce sont les modules des
transformateurs m et des gyrateurs 7.

Il est & noter que pour déterminer ces incertitudes paramétriques, les éléments de transduc-
tion d’énergie doivent étre en bicausalité débouchante et non en bicausalité traversante comme
dans les cas précédents.

Le tableau 4.4 présente le calcul formel de la fonction d’appartenance associée & un élément
de transduction en bicausalité débouchante.

Propagation élémentaire des fonctions d’appartenance pour les éléments passifs

Le tableau 4.5 présente les différentes fonctions d’appartenance intervenant dans les éléments
passifs (de dissipation et de stockage d’énergie) ainsi que les régles de propagation de ces fonc-
tions d’appartenance.

De la méme fagon que pour les éléments de transduction d’énergie, il faut également consi-
dérer le cas ol les paramétres caractéristiques des éléments sont soumis a des incertitudes para-
métriques. Elles sont associées aux paramétres R, I et C' dans le cas linéaire. Ces incertitudes
sont spécifiées par des fonctions d’appartenance pp, pr et pe soit a partir du cahier des charges,
soit a partir de 'opinion des experts. Dans le cas général non linéaire, nous regroupons les pa-
rameétres intervenant dans les lois caractéristiques des éléments passifs dans les vecteurs @, 07,
et Oc en leur associant les fonctions d’appartenance pe,, te,, et pteo, respectivement. Concer-
nant les éléments de stockage et d’éventuelles incertitudes sur les conditions initiales associées
(po € Qp, C R sur le moment généralisé pour un élément I et gg € 2y, C R sur le déplacement
généralisé pour un élément C), celles-ci sont prises en compte par la fonction d’appartenance pp,

(resp. pq,) associée a pg (resp. qo).

La propagation élémentaire tenant compte des incertitudes paramétriques peut étre effectuée
en suivant les régles de calcul formelles présentées dans le tableau 4.6.
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TABLE 4.4 — Détermination des fonctions d’appartenance pour les éléments TF et GY en bicau-

salité débouchante.

Elément Bicausalité Schémas de calcul
BG possible associés
IU'M(mvt) = sup min {ﬂFl(f17t)7MF2(f27t)}
(f1./2)€Q, xQp, /m=12
| He. TR ME, { V< /m=7
UF1 ”M sz .
p (€1,1) = sup min {pr(m, 1), p, (e2, 1)}
{(m,eg)emeQe2/61:meg}
MM(m7t) = sup min {MEI (61,15),/“52 (627t)}
(e1,62)EQe; XN /m:Z—1
ME, j TF|_ME, { e ? }
"Hr T um MR _
MFz(f%t) = sSup min {/“W(mvt)qul (fbt)}
{(m,f1)€Qm><Qfl /fzimﬁ}
TF
par(m, t) = sup min {yp, (e1,t), pr, (€2, 1)}
(e1,e2)EQe; XQe /m::—1
Ve, ) TF HE, { xfe/m=i}
“F1 M “Fz .
H MFl(flvt) = sup min {MM(mvt)quz(f27t)}
{(mfz)GEQmXQfg/fl:%}
:U’M(m’t) = Sup min {/J’Fl(f17t)7lu’F2(f27t)}
(fl,fg)EQf XQf /m:Q
| “E1 ] TF uEz /I { ! 2 n }
UF1 ”M sz .
HE, (627t) = sup min {:U'M(mvt)vMEl (eht)}
{(m,el)GQmXQel /62:%}
(1) = sup wmin {jur (f1, 1), 1 (e2, 1))
(f1,e2)€Qp, XQey [r=2
| He oy Me, { </t
MF 7 WR HF, .
e (e1,t) = sup min {pg(r, 1), pr, (f2, 1)}
{(T‘,fQ)GQT XQf2 /81 =’r‘f2}
pr(r,t) = sup min {pp, (f1,1), e, (e2,1)}
(fl,ez)EQf XQE /T:e—z
| “E1 J GY} uEz { ! ? n }
UF1 ”R sz .
HFy (f27t) = sup min {MR(r7t)7,u'E1 (61,15)}
{(T‘,el)GQrXQel /fQZETl}
GY
ILLR(T7 t) = sSup min {MFz (f27t)7:u'E1 (Gl,t)}
(fQ,el)GQf X Qe /T:ﬂ
ME, | GY! ME, a { SR }
UF1 ”R sz .
HEy (fbt) = sup min {IU’R(T7t)7IU’E2 (62’t)}
{(r,eg)eﬂrxﬁez/ﬁ:%}
ILLR(T7 t) = sSup min {MFz (f27t)7:u'E1 (Gl,t)}
(fQ,el)GQf X Qe /T:ﬂ
Me, jGY__ME. | { 2 ' f2}
T VO Vo _
HE; (627t) = Sup min {:LLR(Tv 75)HLLF1 (fl,t)}
{(rf1)€QxQy, Jer=rf1}
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TABLE 4.5 — Schémas de calcul associés aux éléments passifs.

Elément Causalité Linéarité Schémas de calcul associées
Résistance o pp(et) = sup ur(f,t)
Non linéaire (e /e=Tr(H)}
|ﬁ—i, R: TR ()
Linéaire pe(et) = pr(H,t)
R
Conductance L ur(f,t) = sup ue(e,t)
Non linéaire (ecu/f=T71(0))
——ART=0)
Linéaire ur(f,t) = pe(Rf,t)
Intégrale pe(fit) = sup p(et)
o .
Non linéaire {eeQe/fFfl(f edT+p0)}
HE . ‘o
ra e pr(fit) = sup ne(e,t)
Linéaire {eEQe/f:} ft edTJr}pO}
I i
Dérivée o ue(e t) = sup ur(f,t)
Non linéaire {fey/e=I1(f)}
| ME .
o B Linéaire ME(67 t) - Sup ) IU'F(f7 t)
{freQy/e=If}
Intégrale [LE(@, t) = sup /“LF(fa t)
o .
Non linéaire {feﬂf/epcl(f deJrqO)}
ME i ‘o
7 e pe(et) = sup ur(f,t)
o .
Linéaire {fle/e=é I deJréqO}
C 0
Dérivée L ur(f,t) = sup pe(e,t)
Non linéaire {ectu/f=Tc(e)}
% C:ile ()
éa pr(fit)=  sup  pug(e,t)
Linéaire (e /f=Cé}
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TABLE 4.6 — Schémas de calcul associés aux éléments passifs avec incertitude dans les lois caractéristiques.

Elément Causalité Linéarité Schémas de calcul associées
Résistance L pe(et) = sup min {ppr(f,t), poy(0r)}
Non linéaire {(£.6R)€Q Q% /e=Tr(£.08)}
|t+ R: T ()
F Al :U’E(e7 t) = sup min {MF(fv t)v :U’R(R)}
Linéaire {(F.R)EQ xQp/e=Rf)}
R
Conductance - ur(f,t) = sup min {pp(e,t), po,(Or)}
Non linéaire ((0R)EQ X0, /=I5 (c.05))
ﬁ+| R:Tx ()
s pr(fit) = sup min {pp(e,t), pr(R)}
Linéaire {(e.R)EQexp/f=5}
Intégrale Non linéai pr(ft) = Sup ) min {ug(e,t), po, (1), kp,(Po)
on Hueaire {(e,ef P0)EQe X, X Qo /F=T7 ([ edr+po,01)
He to
I: F| . .
R pr(fit) = sup min {ug(e,t), ur(I), 1p,(Po)}
« . . t
Linéaire {(evapo)EQexﬂIXon/f:} S edT-&-}po}
t
] 0
Dérivée - pe(et) = sup min {pr(f,t), ne,(0r)}
Non linéaire ((F.60)€9 x 0, fe=T1(£.61)}
l HE .
o e Linéaire :U’E(e7 t) = sup . min {:U’F(fv t)v Hr (I)}
{(£.DeQyxQ Je=If}
Intégrale . pe(et) = sup min {pr(f,t), po.(0c), 1, (q0)}
Non linéaire 1,k
(f,0c,90)€Q s x Qo XQqq /e=T', (tf fdr+q0,0¢)
He 0
C:Tc(. N
e cirel) pe(et) = sup min {ur(f,t), pe(C), kg (o)}
« . . t
Linéaire {(f,quo)GQf XQoxQqfe=5 [ de+éqo}
to
C
Dérivée o ur(f,t) = sup min {up(e, t), po.(0c)}
Non linéaire {(e.80)€QexQp,, /f=Tc(e8)}
% CiTe ()
inéai :U’F(fv t) = sup min {ME(€7’5)7MO(C)}
Linéaire (.0)eQ x 0 f=Cé)
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64 Chapitre 4. Bond graph flou et son exploitation

Enfin, le tableau 4.7 correspond & une bicausalité débouchante pour la détermination de I'in-
certitude paramétrique dans les éléments passifs. Dans le cas général non linéaire, l'incertitude
sur un des parameétres notés R, I ou C' est déterminée en supposant connues les incertitudes sur
les autres paramétres regroupés dans les vecteurs Or, 87 et O caractérisant les lois respective-
ment des éléments R, I et C. Dans le cas de la détermination des incertitudes sur les conditions
initiales pg et qo des éléments de stockage d’énergie, les schémas de calcul sont également pré-
sentés.

Remarque 9. Les schémas de calcul présentés pour les éléments passifs ne concernent que des
éléments 1-port. Cependant, il n’est pas difficile de généraliser aux éléments multiport en utilisant
le produit cartésien des sous-ensembles flous associés aux variables de puissance entrantes.
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TABLE 4.7 — Détermination des fonctions d’appartenance pour les éléments passifs en causalité débouchante.

Elément

Bicausalité Linéarité

possible

Schémas de calcul associés

Non Linéaire

pr(R,t) = sup

min {NE (67 t)7 MF(f7 t)7 M@R(QR)}
{(e,£,8R)EQe XUy xQ , /e—T R (f,R,0r)=0}

R ,E%l R:Tr ()
. ,U’R(Rv t) = sup min {:U’E(€7 t)7 MF(f7 t)}
Linéaire {(e,f)eQerf/Rzﬁ}
MI(Iat) = sup min {ME(eat)qu(fa t)?lu’@] (OI)HUPo(pO)}
t
{(e,f,GI,po)EQe ><Qf XQ@I Xon/f—F;I(f edT+po,I,9[):0}
to
Non Linéaire | ou
MPo(p()at) = sup min {ME(eat)qu(fa t)?lu’@] (01)}
t
(e.£,01)€EQexQy x Qg / f~T7 ([ edr+po,01)=0
to
Ve o I.1) = i 1), 1),
I 7 0 pr(1,t) sup min {pg(e,t), wr(f,t), 1py(po)}
f edT+pq
(€:£:p0) EQe X 2 X Qg /1=
Linéaire
ou
pp, (po,t) = sup min {pg(e,t), ur(f,t), pr(l)}
{(e,f,I)EQeXQfXQI/pOZIf—j edT}
to
//JC(C7t) = sup min {/LE(@,t),,UF(f,t),,U@C (00)7//JQ0 (QO)}
t
{(67]“,96‘7(]0)695 XQf XQQC ><ngl() /e_FE'l(f deJ’_qO?Cng):O
to
Non Linéaire | ou
1Qo (g0, t) = sup min {pg(e,t), ur(f,t), poc(0c)}
t
{(e,f,HC)GQEXQf xQg, [e=T 5" ([ fdr+q0,00)=0
to
C * C:Tec(.) ,U/C(C7t) = sup min {ME(G,t),/J,F(f, t)v:U’QO (QO)}
F fdt+aqg
(e,,q0)EQe X X Qg /C="2
Linéaire
ou
HQo (QO7t) = sup min {:U’E(€7t)7uF(f7 t)v,U’C(C)}

Cetty
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66 Chapitre 4. Bond graph flou et son exploitation

4.3.3 Invariance par composition dans le modéle bond graph flou

Tout comme dans le contexte du bond graph probabiliste, nous montrons l'invariance par
composition de la propagation d’incertitudes au sein d’un modéle bond graph flou.

On peut formuler ce probléme de la fagon suivante. On considére trois ensembles X = X; x

XX, Y =Yy x---xYet Z =271 x--- x Z, dont les éléments sont respectivement notés

x,y et z, et sur lesquels le systéme considéré est décrit par les applications X 2Ly 2 7 On
notera A, B, C' les sous-ensembles flous de X,Y, Z.

Etant donnés des sous-ensembles flous A, ..., A, sur X1,..., X, on étudie la propagation de
ces sous-ensembles sur Z soit par I'intermédiaire de Y en appliquant successivement le principe
d’extension a ¢ puis @2 (approche locale), soit directement en appliquant le principe d’extension
a p3 = w90y (approche globale). On introduit la notation ¢[F| pour désigner 'image par ¢ du
sous-ensemble flou F' suivant le principe d’extension. On a le résultat suivant.

Proposition. Les opérations d’extension et de composition commutent.

En d’autres termes, pour un sous-ensemble flou A associé & X dont I'image par propagation
est le sous-ensemble flou C' associé & Z, la proposition précédente se traduit par I’égalité

C = p2[p1[A]] = g2 0 1[4]. (4.21)

Démonstration : Notons B = ¢;[A] de fonction d’appartenance pp définie par

pe(y) = sup  pa(x), (4.22)
{z/y=p1(x)}
il vient
Hafpr[A]l(2) = Ho1B)(2)
= sup puB(y)
{y/z=p2(y)}
(4.22)
= sup ( sup MA($)>
{u/z=p2(w)} \{z/y=p1(2)} (4.23)
= sup pa(z)

{y/z=p2(y)}n{z/y=¢p1(z)}
= sup pra(x)
{z/2=p2(p1(2))}
= /1’3020301[14}(2) .
Fin de la démonstration.

La propagation globale offre alors un calcul généralement plus simple, pourtant, aucune infor-
mation n’est obtenue sur I'impact des incertitudes sur les éléments intermédiaires. La propagation
locale, malgré un calcul plus important, offre une information plus détaillée sur ’état énergétique
et I'impact des incertitudes sur les sous-modéles.

4.4 Exemple : Bond graph flou d’une chaine d’actionnement

Afin d’illustrer les régles d’exploitation d’un modéle bond graph flou introduites dans les pa-
ragraphes 4.3.1 et 4.3.2, nous considérons dans ce paragraphe un exemple de modélisation d’un
systéme électromécanique constitué d’une charge en rotation actionnée par un moteur a courant
continu (figure 4.3).
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4.4. Exemple : Bond graph flou d’'une chaine d’actionnement 67

Hypotheses de modélisation : La partie électrique comporte une source de tension u, une
résistance interne R et une inductance L. Le couplage électromécanique (idéal) est caractérisé
par une constante de couple k.. La partie mécanique prend en compte les moments d’inertie de
I’arbre moteur J,,, et de la charge J., un rapport de transmission % et un frottement visqueux
de coeflicient b, sur 'arbre de la charge.

0 @) T

1/N

]

FIGURE 4.3 — Schéma d’un moteur & courant continu actionnant une charge.

Données du modéle :

L Inductance du moteur 0.001 [H]
k.  Couplage électromécanique 0.031[N.m/A]
Jm  Inertie de 'arbre moteur 1.8 x 1070 [kg.m?]
1/N  Rapport de transmission 1/20
Je  Inertie de la charge 2 x 10~* [kg.m?]
be  Coefficient de frottement visqueux 0.0001[N.m/rad.s ]
u  Tension u 20[V]

La tension u représente I'entrée du systéme et la vitesse de rotation de ’arbre de charge 2
représente la sortie du systéme.

Le modéle est représenté par le bond graph acausal de la figure 4.4.

Dans le probléme de conception par inversion, on souhaite que la vitesse angulaire de sortie
Q) suive une réponse indicielle & un deuxiéme ordre avec un gain statique K = 32 rad/s, un
facteur d’amortissement £ = 24 et une pulsation propre non amortie w, = 650 rad.s™!.

La vitesse angulaire stationnaire de sortie peut varier dans l'intervalle 6K = 41 rad.s™ L.
Pour les deux autres paramétres, on spécifie 66 = +3 et dw, = £30 rads—'. Ces variations
déterminent une enveloppe dans laquelle la trajectoire de sortie doit rester. Dans ces conditions
(£ > 1), la forme de la spécification est :

1
az —aj

oll:ap = —E4+/E2 -1, ag=—&—\E2—1, e =eU¥nl ¢y = t2Wnl,

Nous supposons que la source de tension u est constante au cours du temps.

0, =K |1-

(a261 — aleg) (4.24)

Notre objectif est de quantifier 'incertitude sur la résistance R, en tenant compte des spé-

cifications sur la trajectoire de sortie et de son incertitude. Dans un premier temps, nous consi-
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! tension :: Moteur ::Réducteur:: Charge | | Capteur |

FIGURE 4.4 — Modéle bond graph acausal d’un moteur & courant continu actionnant une charge.

dérons le cas mono-incertitude ot seule 'incertitude sur K est considérée. Ensuite, le cas multi-
incertitudes sur K, £, w,, sera examiné.

Pour le cas mono-incertitude sur K, nous appliquons les deux approches de propagation glo-
bale et locale afin de pouvoir les comparer. Pour le cas multi-incertitudes, seule la propagation
globale sera considérée.

Nous cherchons donc le modéle inverse entre la sortie {2 et le paramétre R. L’analyse structu-
relle du modéle bond graph permet de facilement montrer que le critére structurel d’inversibilité
(cf. paragraphe 3.5.3) est vérifié et que la spécification sur la trajectoire de la sortie (réponse
indicielle & un deuxiéme ordre) est en adéquation avec la structure du modeéle. Ce résultat est
bien entendu trivial étant donné le modéle et la spécification choisis ici.

Le bond graph bicausal correspondant est donné figure 4.5. L’inspection des chemins causaux
entrée/sortie sur ce bond graph bicausal entre la sortie Q et la variable d’effort du double dé-
tecteur indique que l'ordre d’essentialité nge = 2 (c¢f. annexe A). Cet ordre représente le nombre
maximal de dérivations par rapport au temps de cette sortie nécessaires pour exprimer le modéle
inverse d’ordre minimal.

4.4.1 Cas mono-incertitude

Le gain statique incertain spécifié K = 32 + 1 rad.s™1 est caractérisé par un nombre flou
triangulaire symétrique px(K) = T(32,1). £ et w, sont pour l'instant supposés déterministes.

Ce nombre flou peut étre interprété de la maniére suivante. La propriété « K = 32 » est
parfaitement satisfaite & 32 et le niveau de satisfaction diminue graduellement sur lintervalle
[31,33]. En dehors de cet intervalle, K n’est plus considéré comme satisfaisant la propriété.

Nous construisons un modéle bond graph flou associé a ce probléme inverse sortie/paramétre
(figure 4.6). L’entrée de commande (effort) u est constante et déterministe. L'effort associé au
détecteur de flux est nul. Pour simplifier, ces deux efforts sont notés par leur valeur déterministe
dans le modéle bond graph flou (figure 4.6).

La fonction d’appartenance px n’est pas directement exploitable par le modéle bond graph
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FIGURE 4.5 — Modéle bond graph inverse sortie (2 /paramétre R.
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FIGURE 4.6 — Modéle bond graph flou pour le probléme inverse Q/R.

flou et doit étre ramenée sur la sortie. L’ordre d’essentialité de la sortie étant égale & 2, ses
deux premiéres dérivées par rapport au temps sont donc nécessaires et sont obtenues & partir de

I’équation 4.24 :

Approche globale

. wn K
Qs = —"——(e1 — e2)
ap — az
2
. we K
Qs = —"—(a1e1 — azez)
ap — ag

(4.25)

(4.26)

Nous utilisons tout d’abord I’approche globale. Nous déterminons le modéle inverse global
et effectuons la propagation sur ce modéle. L’exploitation du modéle bond graph bicausal de la
figure 4.6 permet de trouver le modéle inverse d’ordre minimal :
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w— | (N + %) O+ 50| - kNG,

£ )8+ 0]
U _LwnK [(JmN + %) wn(alel —_ (1262) + bﬁc(el — 62)] — kCNK [1 — Flal((12€1 — CL1€2)

" ke(ar—as2)
kﬁc [(JmN + %) S2—(e1 —e2) + be [1 — a;al (azer — a1€2)“

= Ry(K,1)
(4.27)

Les incertitudes du gain K sont propagées au paramétre R en appliquant le principe d’ex-
tension a la relation 4.27. Nous obtenons alors la fonction d’appartenance associée a R :

pr, (R, t) = sup i (K) (4.28)
{K€[31,33]/R=Ry (K,t)}

Cette fonction d’appartenance, variant au cours du temps, est tracée sur la figure 4.7.

19U
10
n S ?

-a0
a0 R[]

FIGURE 4.7 — Fonction d’appartenance associée & R - Cas mono-incertitude avec I'approche
globale.

Approche locale

Dans I’approche locale, nous décomposons le moteur & courant continu en trois sous-modéles
vérifiant 'hypothése 7 (c¢f. paragraphe 4.3.2) : le moteur incluant la source de tension, le réduc-
teur et la charge (cf. figure 4.8).

Pour le sous-modéle de la charge, les relations entrée/sortie (cf. figure 4.5) et les relations
entre les fonctions d’appartenance associées & ’entrée et aux sorties de ce sous-modéle sont don-
nées par :
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o e Wl 1 Dotk
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i L o !
1 Ke I 1/N I 1 |
! I LLErsa ! Ech! 0
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| - :MFRéd| :,J.Fcrq o HQ :
| | ' Lo |
| i b o !
! DeDf ] | IRibe |
|
| - o |
: Sous-modéle du moteur : : Réducteur : : Charge :

FIGURE 4.8 — L’approche locale pour le probléme inverse 2/ R.

ech = K Jewn_ (61 — 62) + bc |:1 — ﬁ (a261 — aleg)” = Ken(t)

a;—az

fon =K |1— L (aze; — a162)} = Kfu(t)

WUEqpx Fep (€chs fon,t) = sup pr (K) (4.29)
{K/ech=Ken(t),fch=K f11(t)}
PEq, (echst) = sup WEoy x Fon (€Chs fens t)
{(ecn.fen)/fen€Fcen}
Pre, (fon,t) = sup WEey, x Fep (€Chy fons t)

{(ecn,fen)/ecn€Ecn}

Pour le sous-modéle du réducteur, les relations entrée/sortie et entre les fonctions d’apparte-
nance sont :

1
{ €Red = 7 ECh

Jreda = N fcn
IU’ERedXFRed((eRed’fRed)’t) = sup MEchXFCh(eCh’fCh’t)
{(ech.fon)/erea=ech frea=N fen}
HEReq (eRed, t) = sup HEReaX Fred (eRed, fReds t)
{(eRed>fRed)/ fRed €EFRed}
IU’FRed(fRed’ t) = sup lu’ERedXFRed(eRed’ fReda t)

{(eRed>fRed)/€Red € ERed}

(4.30)
Enfin, pour le sous-modéle du moteur, nous avons :

— L (Jm fReaterica)—ke Red
ke _
ITIC [JMféed+€Red] Ry (eRed7 fRed)

MR[ (R7 t) = sup min {/’LERed (eReda t)a MFRed (fR6d7 t)}
{(eRredsfRea)EQe g XL oy / R=Re(eRed,Red) }

R:u

(4.31)

Les tracés des différentes fonctions d’appartenance obtenues ci-dessus pour les différents sous-

modéles sont donnés sur les figures 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 et 4.13 respectivement pour les entrées
de la charge, du réducteur et pour R.
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L H
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FIGURE 4.9 — Fonction d’appartenance associée a l'effort d’entrée du sous-modéle charge - Cas
mono-incertitude avec ’approche locale.
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f a7 200 % 02 04 o6 ?°
cp, [rad/s] Temps [s] ; ' :

Temps [s]

FIGURE 4.10 — Fonction d’appartenance associée au flux d’entrée du sous-modéle charge - Cas
mono-incertitude avec 'approche locale.

Nous constatons que pug, = pg,. Ce résultat n’est pas difficile & montrer a partir des équations
4.29, 4.30 et 4.31.

Les fonctions d’appartenance obtenues sont des fonctions du temps. Ceci ne doit pas étre in-
terprété comme la valeur de R variant au cours du temps, mais comme le niveau de satisfaction
d’une valeur de R € Qi ayant la propriété « pour que la trajectoire de sortie soit une réponse
indicielle & un deuxiéme ordre dont le gain statique soit K = 32 rad.s™! » qui varie au cours de
I’évolution du systéme.

Cet exemple nous permet également de comparer les deux approches de propagation. Malgré
les résultats identiques sur R, 'approche locale fournit plus d’informations le long du modéle
que 'approche globale.
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Réd

Fonction d'appartenance de e

ere JN/M]

€Req IN/M] 00 Temps [s]

FIGURE 4.11 — Fonction d’appartenance associée a l'effort d’entrée du sous-modéle réducteur -
Cas mono-incertitude avec ’approche locale.
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FIGURE 4.12 — Fonction d’appartenance associée au flux d’entrée du sous-modéle réducteur - Cas
mono-incertitude avec ’approche locale.

4.4.2 Cas multi-incertitudes - Approche globale

Dans ce paragraphe, nous considérons les incertitudes a la fois sur K, £ et w,,. Les spécifica-
tions sur les incertitudes sont traduites en nombres flous symétriques donnés par :

pr(K)=T(32,1), pu=(€) =T(24,3), pa,(wn) = T(650,30) (4.32)

Dans le cas multi-incertitudes, la fonction issue de 1’équation 4.27 donnant R doit étre vue
comme une fonction non seulement de K mais également de £ et w, : R = Ry(K,§ wy,t). La
fonction d’appartenance associée & R est dans ce cas donnée par :

fR, (R, ) = sup min {px (K), pz(§), pa, (wn)} (4.33)
{(K &wn)€QK X Qe XQuy, / R=Rg (K &wn,t) }
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Fonction d'appartenance de R Mg projectée sur (R,t)
v 200
0.9
150
0.8 100 07
0.6 I 0.6
0.4 >
0.2 ‘04
: 0.3
O~.\' -50
200 0.2
-100
;; 0.1
N -150 N
R[Q] -200 0 Temps [s] 0 0.2 0.4 0.6

Temps [s]

FIGURE 4.13 — Fonction d’appartenance associée & R - Cas mono-incertitude avec 1’approche
locale.

La fonction d’appartenance associée & R et variant au cours du temps est tracée sur la figure
4.14

Fonction d'appartenance de R 150" R projectée sur (R.t)
' 0.9
100 038
0.7
',‘m‘
14 ";"1:3::‘ 50 0.6
.‘w "‘:‘::!\’l“ P~
0.8 ::‘,\,,. a;.:,;»:‘;;;w.» G 0.5
- 0 4" ' m
0.6 i 0 0.4
06 0.3
0.4 :
0.4
- 0.2
0.2 S0
0.2 0.1
0- Temps [s]
200 100 0 100 © 0% 02 04 06
RIQ] Temps [s]

FIGURE 4.14 — Fonction d’appartenance associée & R - Cas multi-incertitudes avec une approche
globale.

Remarque 10. La formule de R prend une forme indéterminée a to = 0[s]. Nous avons donc
commencé la simulation a tg = 0.01[s]. En utilisant les équivalences de Q, Qs lorsque t — 0,

nous pouvons cependant trouver R(0) = %II%R Dans ce cas, R(0) prend exactement la valeur
—

nominale dans l’intervalle donnée.

Remarque 11. Lors de la simulation, pour chaque instant t, nous avons divisé le support de
la fonction d’appartenance trouvée en 100 intervalles et avons calculé pgr correspondant & ces
« morceaux ». Cette division a pour but de réduire le temps nécessaire pour tracer ug et de
mieuz visualiser pg. Elle correspond & une précision de 0.5%, beaucoup plus fine que la précision
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habituellement utilisée (10% et 5% ). Cette astuce de simulation n’a pas changé ezactitude du
résultat.

4.5 Conclusion

Ce chapitre a eu pour objectif de proposer un outil pour traiter les incertitudes épistémiques
par I’approche bond graph. En utilisant la logique floue pour la quantification et la propagation
de 'incertitude, le bond graph flou est une description bond graph de I’évolution des incertitudes
épistémiques dans le modéle. Cette approche facilite I'interprétation et la localisation physique
de ces incertitudes.

Les contributions de ce chapitre ont notamment permis :

— d’établir un formalisme bond graph flou offrant une description & la fois sur I’état énergé-
tique et sur ’évolution de l'incertitude,

— de propager l'incertitude épistémique tout le long du modéle bond graph, soit par une
approche globale, soit par une approche locale,

Dans le cadre de la méthodologie de dimensionnement par modéle bond graph inverse et du
probléme de synthése de tolérance, le bond graph flou proposé peut s’avérer étre un outil efficace
qui permet, entre autres :

— de remonter les incertitudes spécifiées sur la sortie aux paramétres de conception, afin

d’observer leur effet, ainsi que la capacité du parameétre & « absorber » ces incertitudes,

— de synthétiser la tolérance sur un paramétre quand on dispose des incertitudes sur les
variables de puissance de I’élément associé (cf. chapitre 5),

— de quantifier la satisfaction d’une valeur d’une propriété par niveau (en utilisant les -
coupes). Cela donne un degré de flexibilité au concepteur lors de la synthése de tolérance
ou la rédaction du cahier des charges.

Enfin, si ce chapitre a été consacré & la formulation du bond graph flou, ce dernier reste
cependant une approche pour un type d’incertitude spécifique (épistémique). En réalité, il existe
également I'incertitude aléatoire. Le bond graph probabiliste et le bond graph flou pris séparé-
ment sont insuffisants pour une description bond graph tenant compte de l'incertitude générale.
En effet, s’il est possible parfois d’« adapter » la FDP pour représenter I'incertitude épistémique
ou la fonction d’appartenance pour représenter 'incertitude aléatoire, dans bien des cas, ’adap-
tation rend difficile I'interprétation et I’exploitation des résultats.

Dans le contexte de la synthése de tolérance par ’approche bond graph inverse, il est donc
intéressant d’avoir une méthodologie commune pour traiter les incertitudes dans le cahier des
charges lorsqu’elles ne peuvent pas étre classées complétement comme aléatoires ou épistémiques.
En tenant compte de l'analogie entre les deux approches, le chapitre suivant est consacré a la
mise en place d’une telle méthodologie.
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5.1 Introduction

Le chapitre précédent a été consacré & la mise en ceuvre du formalisme bond graph flou pour
le traitement de 'incertitude épistémique et nous a notamment permis de montrer comment elle
pouvait étre propagée dans un modeéle bond graph. Le bond graph flou se révéle ainsi un outil
intéressant pour la synthése de tolérance par I’approche bond graph inverse. Cependant, comme
nous ’avons déja souligné, 'incertitude aléatoire et l'incertitude épistémique co-existent dans
un modéle mécatronique. Le bond graph flou ou le bond graph probabiliste seul est insuffisant
pour un traitement complet de 'incertitude. Il est donc intéressant de pouvoir construire une
méthodologie commune, qui tient compte des deux types d’incertitude et fournit un outil de
traitement approprié.

Les structures d’un modéle bond graph probabiliste et d’'un modéle bond graph flou sont celle
du modéle bond graph nominal. Il y a une analogie claire entre les deux approches et il est donc
utile et intéressant de les combiner. Ce chapitre est consacré a cette combinaison. Il présente
notamment nos contributions quant & I’extension de la méthodologie de dimensionnement par
inversion du bond graph : la méthodologie de synthése de tolérance tenant compte des deux
types d’incertitude, épistémique et aléatoire.

Le probléme de dimensionnement prend une place importante dans la conception de systémes
mécatroniques. Dans le probléme de dimensionnement, les solutions techniques possibles sont
déterminées afin de satisfaire un ensemble d’exigences. Une partie de ce processus concerne la
définition des tolérances paramétriques.

Un certain nombre de méthodes de dimensionnement a été proposé dans la littérature. Elles
sont classées en deux catégories : les méthodes directes (essai - erreur - correction) et les mé-
thodes inverses (entrées déduites des sorties désirées). Les méthodes directes sont trés classiques
et appliquées & grande échelle dans I'industrie. Toutefois, elles sont cotiteuses en temps de calcul.
Les méthodes inverses fournissent aux concepteurs une solution avec moins de calcul pour le
dimensionnement. Cependant, elles peuvent étre difficiles & appliquer car la condition d’inversi-
bilité du modéle est nécessaire.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme de synthése de tolérance tenant
compte des incertitudes admissibles sur les spécifications en sortie (Fig. 5.1). L’objec-
tif est d’obtenir la tolérance des paramétres de conception pour satisfaire aux exigences. Nous
adoptons le langage bond graph (pour la modélisation des systémes, I'analyse structurelle et la
génération du modele inverse), les outils de probabilité (pour la représentation et la propaga-
tion des incertitudes aléatoires) ainsi que les outils de logique floue (pour la représentation et la
propagation des incertitudes épistémiques).

Sur la base de la modélisation bond graph, nous avons traité dans le chapitre 4 la modélisa-
tion des systémes mécatroniques soumis aux incertitudes épistémiques grace a la logique floue.

L’incertitude aléatoire dans un systéme mécatronique se référe & la variation arbitraire as-
sociée au systéme physique ou a ’environnement. Traditionnellement, l'incertitude aléatoire est
spécifiée en termes de fonctions de densité de probabilité (FDP). En se basant sur le principe
de la conservation de la probabilité, L1 et CHEN ont proposé une formulation stochastique du
systéme physique [LCO8| [LCO09|. EL FEKI a adopté cette formulation pour le modéle inverse et
pour propager les FDP [Fek11]. Pour une exploitation systématique graphique d’un modéle avec
la présence d’incertitudes aléatoires, EL FEKI définit dans [Fekll]| le bond graph probabi-
liste. L’idée est d’attacher & chaque variable de puissance et d’énergie, et chaque paramétre une
fonction de densité de probabilité (FDP), son espérance et sa variance. Le modéle bond graph
probabiliste permet de propager les incertitudes aléatoires dans toute la structure du modéle de
conception.
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FIGURE 5.1 — Probléme de synthése de tolérance dans un systéme mécatronique.

Les incertitudes épistémiques représentent le caractére incomplet des connaissances sur une
propriété ou une valeur, en raison de données insuffisamment précises.

Inspirés par ’approche probabiliste, nous ajoutons & toutes les variables de puissance et
d’énergie et les parameétres incertains dans le modéle bond graph, les fonctions d’appartenance
(FA) correspondantes, afin de créer un bond graph flou (c¢f. chapitre 4). Sur ce bond graph
flou, nous effectuons la propagation des incertitudes épistémiques par 'intermédiaire de ces FA.

Une méthodologie générale de dimensionnement est présentée dans ce chapitre. Les incerti-
tudes sont caractérisées soit par des FDP, soit par des FA. Elles sont ensuite propagées a travers
le modeéle inverse (globalement ou localement) afin d’atteindre les paramétres dont on cherche a
déterminer les tolérances. Ces tolérances paramétriques sont finalement synthétisées a partir des
résultats de propagation.

5.2 Formulation du probléme

L’objectif de la méthodologie présentée au paragraphe 5.3 est de déterminer les tolérances
des paramétres de conception compte tenu des incertitudes admissibles exprimées dans les spé-
cifications sur la sortie.

Hypothése 8. Nous supposons que la structure du systéme considéré est fixée et que les incer-
titudes données dans les spécifications sont indépendantes.

Soit le modéle d’état direct d’'un systéme mécatronique :

x = F(x,u,0.,t)
x(to) = %o (5.1)
y = G(X? 11, 00, t)

ol x € R" est le vecteur d’état, u € R™ le vecteur des entrées, y € RP le vecteur de sortie,
0. € RP le vecteur des paramétres de conception, et xg € R™ le vecteur des conditions initiales
sur 1’état.

Ce modele d’état peut étre obtenu & partir de la représentation bond graph causal du sys-
téme. Dans ce cas, les variables d’état sont les variables d’énergie des éléments de stockage en
causalité intégrale.
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80 Chapitre 5. Méthodologie de synthése de tolérance d’un systéme mécatronique

Les paramétres de conception 8. font ’objet de la synthése de tolérance. L’approche par mo-
déle inverse permet d’exprimer ces paramétres en fonction des entrées et des sorties du systéme.
En supposant le modéle 5.1 inversible, le modeéle d’état inverse sorties/paramétres de conception
s’écrit :

Xinv = Finw(Xino, 0, ¥, 5, - - . ,y(a)’t)
Xim}(tO) = Xinv0 (5.2)
00 = Ginv(xinq;,u,y7y7. .. 7y(a)7t)

ol X;ny € R™nv est le vecteur d’état du modéle inverse.

Nous supposons que les dérivées des entrées n’apparaissent pas dans ce modéle. Il peut étre
obtenu a partir de la représentation bond graph bicausal du systéme.

La solution du modéle 5.2 peut s’écrire :

0.=H(uy,y,...,y 1) (5.3)

La méthodologie présentée dans le paragraphe suivant permet de « remonter » les incertitudes
spécifiées sur les sorties, vers les paramétres de conception. Comme les incertitudes peuvent étre
de type aléatoire ou épistémique, nous définissons des fonctions de densité de probabilité et des
fonctions d’appartenance pour les caractériser. Ainsi :

— ¢y(y,t) et up(y,t) représentent respectivement la fonction de densité de probabilité conjointe

et la fonction d’appartenance spécificiées sur les sorties,

— ¢p,.(0c,t) et pe, (0, t) représentent respectivement la fonction de densité de probabilité

conjointe et la fonction d’appartenance calculées sur les parameétres de conception.

Cette « remontée » fait appel au principe d’extension pour les fonctions d’appartenance (cf.
paragraphe 4.3.1) et a 'opération de propagation pour les fonctions de densité de probabilité (cf.
paragraphe 3.6.4) appliqués a la relation 5.3.

A partir des incertitudes ainsi remontées sur les paramétres de conception, la méthodologie
présentée dans le paragraphe suivant propose une synthése de tolérances sur ces parameétres.

5.3 Meéthodologie de synthése de tolérance par inversion du mo-
déle bond graph

Dans cette section, nous introduisons une méthodologie de synthése de tolérance par inversion
de modéle bond graph. Tout d’abord, nous présentons la démarche générale de la méthodolo-
gie avant de rentrer dans les détails de chaque étape. La méthodologie permet la synthése de
tolérance par approche inverse, tenant compte de I’existence d’incertitudes aléatoires et d’incer-
titudes épistémiques dans les spécifications du cahier des charges.

Les différentes étapes de la méthodologie sont :

1. Modélisation : Construire le bond graph du systéme et modéliser les incertitudes incluses
dans les spécifications sur les sorties par des fonctions de densité de probabilité (FDP)
si les incertitudes sont aléatoires, ou par des fonctions d’appartenance (FA) si elles sont
épistémiques.

Dans cette étape, les entrées/sorties de conception sont définis. Nous insistons sur la distinc-
tion entre les entrées/sorties de conception et les entrées/sorties fonctionnelles du systéme.
Les entrées (resp. sorties) de conception sont les entrées (resp. sorties) de donnée, qui font
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5.3. Méthodologie de synthése de tolérance par inversion du modéle bond graph 81

lobjet de la synthése de tolérance (resp. I'objet d’une incertitude).

A partir des FDP et des FA modélisées, le bond graph probabiliste et le bond graph flou
associés au modéle du systéme sont construits.

2. Adéquation : Cette étape consiste en la vérification de l'inversibilité structurelle bond
graph et 'adéquation entre la structure du modéle et les spécifications (si la sortie spé-
cifiée est réalisable avec la structure du modeéle). Les critéres structurels d’inversibilité se
trouvent dans [NST96, JMFT09|. La vérification de 'adéquation est basée sur ’analyse
structurelle du modéle bond graph. Elle fait partie de la méthodologie de conception par
inversion de modéle développée au sein du laboratoire Ampére.

3. Inversion du modeéle : Lorsque le modéle est structurellement inversible et en adéquation
avec les spécifications, I’étape suivante est la construction du modéle bond graph inverse.
La procédure d’inversion d’un modéle bond graph est présentée dans [Jar10, Fek11].

4. Propagation de I’incertitude : En utilisant soit une approche globale soit une approche
locale (selon le besoin d’observation dans le modéle), la propagation des FDP est effec-
tuée en exploitant le bond graph probabiliste associé [Fekl1|. La propagation des FA est
effectuée en utilisant le principe d’extension sur le bond graph flou. Les FDP et les FA
correspondantes aux paramétres de conception sont alors déterminées.

5. Adaptation : A partir des FDP et des FA trouvées, une étape d’adaptation des résultats
aux contraintes physiques et aux conditions de fabrication est effectuée pour finalement
déterminer les tolérances sur les paramétres de conception.

Les cing étapes présentées ci-dessus peuvent étre regroupées en 3 grandes phases (figure 5.2).
Apreés la position du probléme de conception, la phase préliminaire (modélisation et adéquation)
est dédiée & la construction et la vérification de la validité du modéle bond graph probabiliste
et du modéle bond graph flou sur lesquels les propagations sont effectuées. La deuxiéme phase
(propagation de l'incertitude) est la phase principale de la méthodologie, qui consiste en 1'in-
version du modéle bond graph et la propagation des FDP et des FA jusqu’aux paramétres de
conception. La derniére phase (synthése de tolérance) est consacrée a l’exploitation des FDP et
des FA trouvées afin de synthétiser les tolérances des paramétres de conception.
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5.3. Méthodologie de synthése de tolérance par inversion du modéle bond graph 83

Nous présentons maintenant les détails des différentes étapes de la méthodologie dans ’ordre
de leur application. Concernant ’étape de modélisation, nous la décomposons en deux parties :
la modélisation du systéme physique et la construction des modéles bond graph probabiliste et
flou.

5.3.1 Modélisation du systéme mécatronique par le langage bond graph

Le modéle bond graph est construit sur la base des phénoménes physiques du systéme mé-
catronique déterministe. Comme nous nous concentrons sur le probléme de la synthése de la
tolérance, la structure du modéle est supposée connue et fixée (il n’y a pas de boite noire, de
commutation, ni de discontinuité). Les paramétres du systéme sont ensuite classés en deux en-
sembles : I'ensemble des paramétres connus et ’ensemble des paramétres de conception (ceux
faisant l'objet de la synthése de tolérance).

En général, la modélisation d’un systéme mécatronique en langage bond graph se déroule en
deux grandes étapes :

— Construction du modéle bond graph a mots (word bond graph) : le systéme est
décomposé en composants, puis chaque composant en sous-composants et ainsi de suite
jusqu’a des « composants élémentaires ». Puis, 'interconnexion de ces différents composants
élémentaires est établie reflétant I’architecture physique du systéme.

— Détermination du modéle bond graph : Le modéle bond graph de chaque « composant
élémentaire » est précisé en identifiant les phénomeénes énergétiques et en représentant leur
interconnexion.

Au cours de ces deux grandes étapes, des procédures de construction pour des modéles rela-
tivement simples, ou plus complexes comme pour les systémes mécaniques multi-corps peuvent
étre utilisées |[Kar90a, Fav97|. La procédure détaillée de construction d’un modéle bond graph
est donnée dans I’annexe A.

5.3.2 Construction des modéles bond graph probabiliste et flou

Le modéle bond graph acausal nous permet de modéliser le systéme déterministe mais il
fixe également la structure générale des modéles bond graph probabiliste et flou auxquels sont
associées respectivement les FDP et les FA. Les incertitudes identifiées dans le cahier des charges
sont ensuite modélisées. Il s’agit ici d’un ensemble d’incertitudes aléatoires et épistémiques. Notre
premier objectif est de séparer ces deux types d’incertitude dans le cahier des charges.

Les sources et la caractérisation des incertitudes dans la modélisation en ingénierie ont été
discutées dans le chapitre 3.

Sur le probléme particulier de la synthése de tolérance, les incertitudes dans les spécifications
du cahier des charges sont classées en deux types : les incertitudes sur les spécifications techniques
et celles sur les spécifications de production. Les incertitudes sur les spécifications techniques sont
normalement données & partir de la demande client ou de 'expérience de 'expert, et donc ra-
rement linguistiquement certaines. Elles contiennent l'ignorance relative de 'information. Par
exemple, « la vitesse doit approcher 32 rad/s » peut signifier que I'on peut quand méme tech-
niquement accepter une vitesse dans l'intervalle de 31.5 a 32.5 rad/s. Elles peuvent donc étre
considérées comme épistémiques et traitées avec la logique floue. Plus précisément, les FA cor-
respondant aux spécifications techniques données sont construites. Ces FA reflétent le niveau de
satisfaction d’un écart de valeur par rapport a la valeur nominale. Ce niveau de satisfaction est
défini a partir des demandes dans le cahier des charges ou des opinions d’expert.
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84 Chapitre 5. Méthodologie de synthése de tolérance d’un systéme mécatronique

Le deuxiéme type d’incertitude porte sur la dispersion de la production. Il est, dans la plupart
des cas, donné statistiquement. Par exemple, il peut étre souhaité que 97 % des produits réalisés
satisfassent les spécifications techniques et qu’ils aient une distribution donnée autour d’une
réalisation nominale. A partir des spécifications sur cette dispersion, une distribution sur la
sortie peut étre attribuée sous forme d’'une FDP.

Remarque 12. Cette attribution des valeurs de FDP ou de FA est subjective, et donc, peut
probablement rajouter de l’incertitude. Cependant, dans le cadre de nos travauzr, nous supposons
que cette procédure est idéale.

5.3.3 Analyse de ’adéquation spécifications/structure du modéle

Cette étape consiste en deux tests : le test de l'inversibilité structurelle puis, le test d’adé-
quation.

Le test de l'inversibilité structurelle du modéle est tout d’abord effectué. L’analyse structu-
relle des lignes de puissance et des chemins causaux [Jarl0,Fek11] doit étre faite pour réaliser ce
test.

Si le modéle est structurellement inversible, ’adéquation entre la structure du modéle et les
spécifications est ensuite étudiée. Il est en effet essentiel de vérifier que les spécifications sont
réalisables par la structure du modéle mis en place a I’étape précédente. Dans le cas d’un systéme
linéaire, la procédure de vérification de I’adéquation basée sur 'ordre d’essentialité est donnée
dans [Jar10,Fek11]. Cette étape permet d’éviter de poursuivre inutilement ’étude si la structure
du modéle n’est pas adéquate aux spécifications exigées. Elle donne également des pistes pour
redéfinir un ensemble approprié d’exigences dans ce cas.

Critére 2. Les spécifications sur les sortiesy = (y1,...,Yp) du systéme sont considérées en adé-
quation avec la structure du modeéle si chaque sortie spécifiée y;, i € {1,...,p}, est au Moins Njec
fois dérivable par rapport au temps ot n;e. est Uordre d’essentialité de la sortie y; respectivement
aux parametres de conception 6.

Par définition, ’ordre d’essentialité n;.. d’une sortie y; correspond au nombre de dérivations
nécessaire maximal de celle-ci apparaissant dans le modéle inverse d’ordre minimal. Par consé-
quent, si la spécification sur cette sortie n’est pas au moins n;.. fois dérivable par rapport au
temps, certaines grandeurs dans le modéle ne seront pas physiquement réalisables.

Il est & noter que le critére 2, condition nécessaire, n’est pas toujours une condition suffisante.
Par ailleurs, le concept d’ordre d’essentialité sur une sortie d’'un modéle est défini respectivement
aux entrées de commande. Dans le contexte de nos travaux visant la synthése de tolérance par
inversion de modeéle sorties/parameétres de conception, les entrées a considérer sont les variables
de puissance imposées au modéle du systéme par les éléments bond graph portant les paramétres
de conception dans le bond graph causal. Ces ordres d’essentialité sont alors déterminés sur le
bond graph bicausal [Jarl0, Fek11].

Si les critéres d’inversibilité et celui de I’'adéquation entre les spécifications et la structure du
modéle sont vérifiés, I'inversion du modéle peut étre effectuée. Sinon, il faut remettre en question
le cahier des charges ou le modéle de conception [Fekl11].

5.3.4 Construction du modéle inverse

La méthodologie utilise 'approche inverse pour la synthése de tolérance. Les incertitudes
spécifiées sur les sorties sont propagées aux parameétres de conception a travers le modéle inverse
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afin de synthétiser les tolérances sur ces paramétres. Nous considérons dans cette partie I'inver-
sion d’un modéle bond graph et la procédure pour obtenir le modéle inverse d’ordre minimal.

Dans un modéle inverse, les sorties du modéle direct sont les entrées du modéle inverse et les
entrées ou les paramétres de conception (suivant le probléme de conception) sont les sorties du
modéle inverse.

Le modéle bond graph inverse prend la méme structure que celle du modéle direct. Les élé-
ments portant les paramétres de conception sont remplacés par des double détecteurs et les
détecteurs sont remplacés par des double sources. Ensuite, I’écriture de modéle inverse repose
sur la propagation de la bicausalité des double sources SeSf vers les double détecteurs DeD f
puis laffectation de la causalité sur les autres éléments du modéle.

Le modéle inverse d’ordre minimal peut alors étre déterminé & partir du bond graph bicausal
avec la procédure décrite dans [Fekl11] et détaillée dans annexe A.

5.3.5 Propagation de l’incertitude

Sur le modéle bond graph inverse d’ordre minimal obtenu, les incertitudes dans les spécifica-
tions sur les sorties sont propagées jusqu’aux paramétres de conception, soit par une approche
globale, soit locale. La premiére considére le modéle inverse comme une relation explicite entre
les sorties et les paramétres de conception déduite du modeéle bond graph inverse (équation 5.3).
La seconde approche, approche locale, exploite le modéle bond graph inverse sous-modéle par
sous-modéle. Cette opération de propagation de l'incertitude se fait sur les modeéles bond graph
probabiliste et flou associés.

Propagation de l’incertitude aléatoire

On propage les fonctions de densité de probabilité en utilisant les deux théorémes suivants :

Théoréme 2. [Sap06]

Soit ©1 une variable aléatoire ayant ¢g, (61) comme fonction de densité de probabilité marginale
et soit ©9 une autre variable aléatoire telle que 6, = g(6;), alors la fonction de densité de
probabilité associée ¢g,(f2) peut étre calculée comme suit si la fonction g est un difféomorphisme
(bijective et bi-différentiable) :

¢@2 (92)

¢@1( )

'dal (5.4)

do, (g~ (62))
l9'(g~1(02))]
1

ol g~ ! est la fonction inverse de g et ¢’ est sa dérivée par rapport a 6.

Le théoréme est étendu pour le cas d’une fonction g qui n’est pas bijective. Lorsque g n’est
pas un difféomorphisme global, la FDP de ©5 peut étre déduite en définissant la fonction g sur k
domaines continus, ou g est localement un difféomorphisme. Ensuite, nous pouvons localement
appliquer le théoréme ci-dessus et prendre la somme de toutes les images réciproques de 6y :

o, (0) = Z leggl |) (5.5)

En réalité, il est trés fréquent que 1’on ait besoin de propager non pas une variable unique, mais un
vecteur de plusieurs variables aléatoires. Dans ce cas, les incertitudes aléatoires sont représentées
par la FDP conjointe de ce vecteur et la propagation est effectuée sur cette FDP conjointe. La
dérivée de g est remplacée par le déterminant de la jacobienne de g, un vecteur de fonctions.
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Théoréme 3. [Sap06]

Soit deux vecteurs de n variables aléatoires ® = (01,...,0,,) de fonction de densité de proba-
bilité conjointe ¢g(0) et P = (Py,..., P,) de fonction de densité de probabilité conjointe ¢p(p)
tels que p = g(@) avec le vecteur de fonctions g = (g1,...,9,) et h =g~ 1.

Si h est contintiment différentiable alors la FDP conjointe ¢p de P s’écrit :

¢p(P) :’Jgrl(?@(a) =!Jg!’1¢e(g’1(p))

991(6) 991(0)
001 e 00,
ou |Jy| = det : : est le déterminant de la jacobienne de g par rapport a
99n.(0) 99n(6)
001 e 00,

Les théorémes ci-dessus impliquent que les vecteurs de variables aléatoires © et P aient
la méme dimension. Ces théorémes ne permettent pas d’obtenir la FDP conjointe associée a
P lorsque le nombre de variables aléatoires de ce vecteur est inférieur au nombre de variables
aléatoires du vecteur ®. C’est toutefois un scénario fréquent. Des variables fictives peuvent alors
étre ajoutées afin d’obtenir la méme dimension pour les deux vecteurs aléatoires. Ces variables
fictives peuvent étre choisies, par exemple, parmi les variables de © :

( P1 :91(01,...,6ng)
pnp - gnp(ela cee 70ng) (56)
Pny+1 = anJrl
png = 9119

Dans le cas d’un vecteur, la FDP obtenue est donc une FDP conjointe. Afin de déterminer la
FDP marginale d’'une variable, la FDP conjointe doit étre intégrée sur tous les domaines de
définition des autres variables (y compris les variables « fictives » si elles ont été ajoutées pour
équilibrer la dimension des vecteurs).

Cette méthode de propagation de l'incertitude aléatoire permet d’exploiter facilement le
bond graph probabiliste en simulation. De plus, elle fournit une analogie avec la propagation de
I'incertitude épistémique et le principe d’extension qui peut étre également considéré comme une
formule de changement de variable dans la logique floue.

Propagation de l’incertitude épistémique

La propagation des FA s’effectue en utilisant le modéle bond graph flou associé dont les
régles d’exploitation ont été détaillées dans le chapitre 4. Cette propagation est basée sur le
principe d’extension (cf. définition 24 page 55). On rappelle que ce principe produise 'effet de
sur-estimation lorsque les paramétres sont dépendants.

Dans le cas ot les variables incertaines considérées ne sont pas indépendantes, pour améliorer
la précision du résultat, HANSS a proposé la méthode de transformation [Han02]. La méthode
de transformation est, en effet, une application du principe d’extension et des opérations floues
sur les entrées floues transformées. Les lecteurs intéressés peuvent trouver plus de détails, ainsi
que les algorithmes de transformation dans [Han02, Han05].

La méthode de transformation améliore la précision de la propagation des FA, mais augmente
considérablement le temps de calcul. L’utilisation de la méthode de transformation doit étre
mirement considérée afin d’établir un compromis entre le temps de calcul et la précision de la
propagation.
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5.3.6 Synthése de tolérance - Exploitation des FDP et des FA

Dans cette étape, les résultats obtenus a I’étape de propagation des incertitudes sont exploités
afin de synthétiser les tolérances sur les paramétres de conception.

Le support d’'une FA d’un paramétre de conception contient toutes les valeurs qui satisfont a
I’ensemble des comportements des sorties floues. Elle est la base de connaissance pour la synthése
de tolérance. Ainsi, en fonction des niveaux de satisfaction spécifiés, une a-coupe (cf. définition
18 page 50) donne la tolérance correspondante du parameétre. Par exemple, un composant sa-
tisfait 70 % de la performance idéale s’il reste dans la 0.7-coupe de la FA correspondante. La
connaissance des FA donne ainsi la possibilité au concepteur du systéme de déterminer les tolé-
rances depuis des a-coupes.

La FDP obtenue pour un paramétre de conception fournit des informations sur une loi de
distribution visée pour une éventuelle fabrication en série. Différent de ’analyse par intervalle,
ou seulement la « solution du pire » est obtenue, la FDP permet obtenir plus d’informations sur
I'intervalle de distribution du paramétre. Cette FDP n’est cependant pas nécessairement sous
la forme « préte pour la spécification de la production ». Par exemple, elle n’est pas sous une
forme gaussienne souvent impliquée dans la plupart des processus de fabrication, ou elle peut
violer certaines contraintes physiques. Une étape d’adaptation est donc nécessaire. L’adaptation
est dépendante de la situation ainsi que des contraintes du fabricant. Dans le scénario classique
ou le fabricant demande une distribution sous forme gaussienne (cohérente avec les machines de
fabrication actuelles), une idée simple est de recommander une telle distribution centrée sur la
valeur modale de la FDP obtenue par propagation. Sa variance sera la méme que celle de la FDP
obtenue. Ce choix présente plusieurs avantages. Les informations nécessaires pour l'adaptation
sont faciles & extraire de la FDP obtenue. Au niveau de la fabrication, elle présente une distribu-
tion focalisée sur la partie la « plus probable » des spécifications. De plus, elle peut facilement
étre ré-adaptée en réduisant 1’écart-type.

En considérant le niveau de satisfaction demandé et la distribution, une tolérance et une
distribution de fabrication pour les parameétres de conception peuvent étre établies.

Le fait d’obtenir les FA et les FDP des paramétres de conception fournit beaucoup plus
d’informations qu’une approche par I'arithmétique par intervalle. Cela donne au concepteur un
certain degré de flexibilité afin de trouver un compromis entre la satisfaction des spécifications
et le cotit de fabrication.

Nous avons donc proposé dans cette partie une méthodologie de synthése de tolérance basée
sur l'inversion du modéle et la propagation de l'incertitude. Nous envisageons maintenant les
conditions d’application de la méthodologie et démontrons le bien-fondé, de maniére générale,
des résultats obtenus par rapport aux spécifications.

5.4 Bien fondé de la méthodologie

5.4.1 Boucle de propagation

Notre méthodologie s’inscrit dans une boucle de propagation d’incertitudes présentée
figure 5.3 dont le principe est le suivant : & partir des grandeurs incertaines spécifiées sur les
sorties 7, on obtient les incertitudes sur les entrées de conception uy = 1~ (y7) par propagation
dans le modéle inverse . La question qui se pose alors est : si en réinjectant ces grandeurs
incertaines obtenues en posant up = u; dans le modéle direct, retrouve-t-on exactement les
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incertitudes spécifiées en sortie sur yp = ¥ (up) = yr ?

Autrement dit, 'invariance du cycle de propagation par les transformations successives des
grandeurs incertaines permet-elle de garantir une synthése de tolérance des entrées de conception
conduisant & un comportement en sortie inscrit dans ’enveloppe des spécifications ?

On considére le systéme dynamique décrit par I'application ¥ : U — Y qui définit la relation
u — y = 1(u) entre le vecteur des entrées de conception u et celui des sorties de conception
y. Les spécifications sur les sorties sont données par le n-uplet {fy;,},, ot dans notre étude, f
désigne une densité de probabilité ou une fonction d’appartenance. Nous ne considérerons que
des incertitudes de méme nature, les f; seront donc toutes soit des fonctions d’appartenance soit
des densités de probabilité. Les spécifications sont supposées indépendantes, quelle que soit
leur nature.

On note ®; le produit tensoriel dont I'image est le produit cartésien des ensembles flous
associés aux {f;}; ou la loi conjointe associée aux densités marginales {f;};. On note mx la pro-
jection dans la direction X, qui, selon le cas, désignera la composante selon X d’un sous-ensemble
flou ou la composante marginale selon X d’une densité conjointe. id désigne I'application identité.

Dans I'étude de la boucle de propagation d’incertitudes (figure 5.3), il s’agit de montrer que,
sous certaines hypothéses, I'image { fy;, }, du n-uplet {fy;,}, par les transformations successives
au travers du modele inverse puis du modele direct est lui-méme, soit fy,, = fy;, pour tout i.

U, w_l i
{fUu}i fUI fYI {fYIi}i
\\
id | ?
®; (0 TYp, /
{fUDi}i fUD fYD {fYDi}i

FI1GURE 5.3 — Boucle de propagation.

Notons tout d’abord que si l'on suppose l'égalité fy, = fu,, on a trivialement fy, = fy,
d’aprés 'invariance par composition de la propagation, soit

fro = ¥lfop) =W vl = v o v fvi] = fir - (5.7)

Ainsi, I’étude de la boucle de propagation se réduit & montrer que ®; om; = idy d’une part, et
m;0®; = idy d’autre part. Nous avons vu auparavant les hypothéses sous lesquelles ces conditions
étaient satisfaites. Nous avons donc le résultat suivant.

Proposition. On se donne le systéme défini sur des ouverts U et Y de R" par le difféomor-
phisme ¥ : u — y. Les spécifications sur les sorties de conception y introduisent des incertitudes
sous la forme, soit d’ensembles flous soit de variables aléatoires réelles, et pour lesquelles on fait
les hypothéses suivantes :

(i) les variables aléatoires réelles sont absolument continues,

(ii) les fonctions d’appartenance sont normalisées et l’extension cylindrique est une jointure
sans perte (lossless join),

(iii) les spécifications sont indépendantes, quelle que soit leur nature.

Alors, la propagation des spécifications fy,, dans la boucle présentée figure 5.3 conduit a
I'égalité fy,, = fv,, pour tout <.
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Démonstration : On distingue ’approche probabiliste de ’approche floue.

L’hypotheése (i) se traduit par I'existence d’une densité de probabilité pour chaque variable
aléatoire. Nous savons alors que, a partir d’une loi conjointe, il est possible d’obtenir les densités
marginales et conditionnelles de maniére unique. Cela signifie que nous avons ’égalité ®; o m; =
idy. Il suffit ensuite de noter que le changement de coordonnées défini par le difféomorphisme
permet de calculer la densité conjointe en sortie du modéle inverse pour avoir I’égalité

fUI - T/J[sz] - % ®107F£=idU fUD : (5'8)

On utilise enfin (5.7) et (iii) pour conclure.

Dans l'approche floue, ’hypothése (ii) permet d’avoir, pour un produit cartésien de sous-
ensembles flous A = A; x --- x A, les relations suivantes (c¢f propositions 1&2, paragraphe 4.2.1,
page 48) :

WZ(A) :Az et 7T1(A) X XT('T(A) =A (59)

La deuxiéme égalité est précisément ®; o m; = idy conduisant & fy, = fy,. On conclut enfin a
l'aide de la premiére égalité et (iii).
Fin de la démonstration.

5.4.2 Relaxation d’hypothése

Dans ce paragraphe, nous étudions 'impact de la relaxation des conditions données dans ’hy-
pothése (ii) de la proposition précédente. Il ne nous semble pas d’un grand intérét d’étendre cette
étude aux hypothéses (i) et (iii) puisque la premiére est une condition nécessaire a l'existence
de loi de densité de probabilité et la seconde reviendrait & redéfinir 'ensemble des entrées-sorties
de conception.

Supposons dans un premier temps que les fonctions d’appartenance ne sont pas normali-
sées et que l'extension cylindrique est une jointure sans perte. L’absence de normalisation des
fonctions d’appartenance nous dit que 7;(A) n’est plus nécessairement le i-éme facteur A; et se
traduit par

mi(fa) < fa, . (5.10)

Puisque 'extension cylindrique est une jointure sans perte ®; o m; = idy et on a

frp =v¢[®iom (fu,)l
=1 W*l [fYI]] =1o wil[fyl] (5'11)
= fy,.

On remarque alors que, bien que 'on retrouve la méme fonction d’appartenance conjointe, il n’y
a plus de garantie sur 1’égalité par composante puisque par (5.10) on a

5.11) (5.10)

On tire ainsi le résultat suivant.

Proposition. Considérons un systéme décrit par le difféomorphisme 9 : u — y et des spéci-
fications données par des sous-ensembles flous (non nécessairement normalisés). On suppose que
I’extension cylindrique est une jointure sans perte. Alors, la boucle de propagation conduit & un
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sur-tolérancement des entrées de conception.

Démonstration. C’est une conséquence directe de (5.12).
Fin de la démonstration

Dans un second temps, on suppose que les fonctions d’appartenance sont normalisées et que
I’extension cylindrique n’est pas une jointure sans perte. En d’autres termes, ®; et m; ne
sont plus réciproques et on en déduit

Jri(A)xxmp(a) = fa- (5.13)

Par propagation, on trouve
fop = @iomi(fu;)

(5.13) (5.14)
> furs
et par conséquent
(5.14)
fYDi = Wﬂ(w[fUD]) > Wﬂ(w[fUI]) - qu : (5'15)

On résume cette constatation par le résultat suivant.

Proposition. Considérons un systéme décrit par le difféomorphisme ¢ : u — y et des spéci-
fications données par des sous-ensembles flous. On suppose que les fonctions d’appartenance sont
normalisées. Alors, la boucle de propagation conduit & un sous-tolérancement des entrées de
conception.

Démonstration. C’est une conséquence directe de (5.15).
Fin de la démonstration

5.5 Exemple : synthése de tolérance sur une suspension de véhi-
cule automobile.

Afin d’illustrer notre méthodologie, nous considérons I'exemple d’un véhicule en situation de
freinage en ligne droite (figure 5.4).

Description du systéme :

Le modéle considéré est un modéle de véhicule dans un plan médian vertical. Il est constitué
d’une masse suspendue (chéssis) et des masses non-suspendues (essieux avant et arriére) (fi-
gure 5.4). Les mobilités du véhicule sont le déplacement longitudinal, le pompage et le tangage.
Chaque essieu est composé d’une roue équivalente et d’une suspension supposée active et agissant
suivant un axe vertical uniquement. Le tangage du véhicule est supposé suffisamment petit pour
considérer constantes les distances entre le centre de masse du chéssis et les axes des suspensions.
La route est plane et horizontale. Le véhicule commence la situation de freinage avec une vitesse
initiale Vj donnée et une distribution constante de la décélération sur les roues avant et arriére
est appliquée. Le véhicule est soumis & une décélération de 0.8g et une répartitition avant/arriére
de 100/38 (exprimée en pourcentage de la décélération).

Chaque suspension est constituée de deux vérins hydrauliques, d’un ressort de suspension
réalisé par un accumulateur hydropneumatique (sphéres des suspensions), d’un amortisseur réa-
lisé par une restriction hydraulique située entre les vérins et la sphére (figure 5.5).
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Dans un contexte de confort, ’objectif de conception est ici la synthése de tolérance de cer-
tains parameétres des suspensions pour répondre aux spécifications du cahier des charges. Les
sorties spécifiées sont le pompage z et le tangage ¢ du véhicule. Les paramétres dont on cherche
A déterminer les tolérances sont les diamétres des pistons dg, et dg-. De plus, nous nous intéres-
sons également aux variables efforts de suspension et vitesses de leur débattement.

A I Z1
Zo Tangage

Xo
FIGURE 5.4 — Schéma du modéle de véhicule étudié.
Parameétres du véhicule
M. Masse suspendue (chéssis) 1700  [kg]
I. Moment d’inertie de la masse suspendue 450 [kg.m?]
Ly Distance centre de masse/essieu avant 1 [m]
Loy Distance centre de masse/essieu arriére 1.7 [m]
M, Masse non-suspendue (roue) 33.7  [kyg]
kpaw Raideur verticale du pneumatique avant 44400 [N.m™!]
Epar Raideur verticale du pneumatique arriére 50000 [N.m™1]
bpav Coefficient de frottement visqueux vertical du pneumatique avant 1348  [N/(m.s™1)]
bpar Coefficient de frottement visqueux vertical du pneumatique arriere 1280  [N/(m.s™1)]
Vo Vitesse initiale du véhicule 36 [m.s™1]
20 Pompage initial du véhicule 0.55 [m]
Azpawo  déplacement vertical initial de essieu avant —0.24 [m]
Azparo  déplacement vertical initial de essieu arriére —0.13  [m]
Paramétres des suspensions
ksew  Raideur hydraulique équivalente de la suspension avant 2.27 x 1010 [Pa.m ™3]
ksqer  Raideur hydraulique équivalente de la suspension arriére 3.36 x 1010 [Pa.m ™3]
bsaw ~ Résistance hydraulique équivalente de la suspension avant 5 x 107 [Pa/(m3.s71)]
bsar  Résistance hydraulique équivalente de la suspension arriére 4.3 x 10° [Pa/(m3.s71)]
Vsavo  Volume hydraulique initial - suspension avant 1.549 x 1073 [m?]
Vsaro  Volume hydraulique initial - suspension arriére 0.516 x 1073 [m3]

Les débits volumiques Qg et (Qu, sont les entrées du modéle et les vitesses de pompage et de
tangage du véhicule (£, ) sont les sorties du modeéle. (F,,, Fy,) sont les efforts de suspension.

Le pompage z et le tangage ¢ sont contraints de suivre les réponses indicielles & des systémes
du deuxiéme ordre (figure 5.7).

Le véhicule est spécifié « confortable » si la variation de pompage en situation de freinage
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bsav,ar — — A

gd

FIGURE 5.5 — Schéma d’une suspension active hydraulique.

Commandes des suspensions

0.3 T T T T
Qav
_Qar H
—0.4 | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5

Temps [s] '

FIGURE 5.6 — Les débits volumiques spécifiés sur les deux suspensions.

ne dépasse pas 15% de la valeur instantanée spécifié par sa trajectoire nominale. Le niveau de
confort se réduit graduellement avec I’écart & la valeur nominale. Une spécification similaire est
posée sur le tangage. Ces variations constituent des enveloppes autour des trajectoires nominales
(figure 5.7).

Afin d’assurer la qualité de construction, il est souhaité que la grande majorité des véhicules
produits ait leur pompage et leur tangage dans l'intervalle de 12% de la valeur nominale.

L’objectif maintenant est de déterminer les tolérances, issues des distributions sous forme
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Spécification de ¢ et AZ

0.08 —Tangage[rad]

_Pompage[10'2m]

0.04

0.02

z

o [rad] et A_[102m]

-0.02
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R I I I I i I i I j
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FIGURE 5.7 — Variations admissibles spécifiées autour des trajectoires nominales.

de FDP et de FA, sur les diamétres des pistons dg, et d,- des suspensions avant et arriére qui
garantissent ces spécifications de confort.

Nous appliquons donc notre méthodologie en adoptant ici 'approche locale afin d’extraire
également 'information sur les efforts et les vitesses de débattement des suspensions.

5.5.1 Etape 1 : Modélisation

Nous modélisons tout d’abord le systéme par un bond graph acausal. Ensuite, nous lui asso-
cions les incertitudes afin de construire les bond graphs probabiliste et flou.

Construction du modéle bond graph

La représentation bond graph acausale de ce modéle est donnée sur la figure 5.8.

Sur ce bond graph, Azgy et Azgy représentent les vitesses de débattement des suspensions
respectivement avant et arriére, et F, et Fy,, les efforts de suspension. Les débits volumiques
Qav et Q- sont les entrées de commande, et les vitesses de pompage et de tangage du véhicule
Z et ¢ sont les sorties spécifiées. Les diamétres des pistons dy, et dq, (éléments TF sur les repré-
sentations bond graph des suspensions avant et arriére) sont les paramétres faisant objet de la
synthése de tolérance.

Modélisation de ’incertitude

Le modéle bond graph acausal nous donne la structure du modéle bond graph probabiliste
et du modéle bond graph flou. Il faut maintenant quantifier les incertitudes et les associer a ce
modéle.

Le pompage z;(t) et le tangage ¢, (t) spécifiés, réponses indicielles a des systémes du deuxiéme
ordre en régime oscillatoire amorti, s’expriment :
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FIGURE 5.8 — Représentation bond graph acausale du modéle bicycle longitudinal du véhicule.

1-&2

zs(t) = K. <1 - ,—1 sin(wp,t +1,).e £zwnzt>
’ (5.16)
1

Sps(t) = Kﬂo <1 — \/@ Sin(wpipt + ¢@).6_§¢wn¢t>

ou :

cos(hz) = &,
Sin(¢z) =v1- gg
cos(hy) = &y

avec les gains statiques K, = —2.5-107%[m] et K, = 2° [0.0349 rad], les facteurs d’amortis-
sement &, = 0.279 et §, = 0.3864, et les pulsations propres non amorties wy,, = 1.0905rad.s ™!
o= 1.13537rad.s~!

Nous constatons que les incertitudes dans les spécifications sont données sur K, et K,
« Le véhicule est spécifié « confortable » si la variation de pompage en situation de freinage

ne dépasse pas 15% de la valeur nominale. Le niveau de confort se réduit graduellement avec
lécart & la valeur nominale. Une spécification similaire est posée sur le tangage. »
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L’incertitude est graduelle et porte sur une propriété subjective. Il est judicieux de la mo-
déliser avec la logique floue. Nous spécifions donc deux nombres flous triangle symétriques dans
l'intervalle de 15% de K, et de K.

pr. = T(K.,0.15K,), pk, = T(Ky, 0.15K,).

En associant ces fonctions d’appartenance a zs et 4, nous avons les entrées du modeéle bond
graph flou.

Par ailleurs, « 4l est souhaité que la grande majorité des véhicules produits ait leur pompage
et leur tangage dans lintervalle de 12% de la valeur nominale. »

Les incertitudes ici portent sur un critére quantitatif. Ce sont donc des incertitudes aléatoires.
Nous établissons alors un modéle bond graph probabiliste.

Nous quantifions les deux incertitudes sur K, et K, par deux lois gaussiennes :

or, = N(K.,0.04K.), ¢k, =N (K, 0.04K,).

Ces lois gaussiennes permettent de garantir que 99.73% des suspensions congues répondront
aux intervalles spécifiés de 12% des valeurs nominales pour les paramétres K, et K. La spécifi-
cation de « grande majorité » sera alors vérifiée.

Ces incertitudes ne sont pas directement exploitables par le modéle bond graph. Elles af-
fectent le modéle a travers z; et .

5.5.2 Etape 2 : Adéquation

Nous considérons tout d’abord l'inversibilité et ’adéquation du modéle du véhicule.

L’analyse structurelle acausale de modéle bond graph de la figure 5.8 répertorie 8 lignes de
puissance E/S entre les éléments TF portant les entrées de conception dg,,dq, et les éléments
Df portant les sorties, vitesses de pompage et de tangage du véhicule (2,¢). Parmi toutes les
combinaisons de ces lignes de puissance, il existe deux ensembles de lignes disjointes. La premiére
condition du critére d’inversibilité 1 (page 33) est alors vérifiée.

La causalité préférentielle intégrale est ensuite affectée et permet d’obtenir le bond graph
causal (figure 5.9).

L’analyse structurelle causale de cette représentation fournit 4 chemins causaux E/S chacun
de longueur 2, et deux ensembles de chemins causaux E/S disjoints chacun de longueur 4 (lon-
gueur minimale). La seconde condition du critére d’inversibilité 1 (page 33) est alors vérifie.

Enfin, la représentation bond graph bicausale est donnée sur la figure 5.10. Elle est obtenue
a partir d'un des deux ensembles de chemins causaux E/S disjoints de longueur minimale égale
a 4 d’une part, et de 'ensemble des lignes de puissance E/S disjointes associé d’autre part.

En vérifiant que la structure de jonction soit résoluble sur cet exemple (pas de boucle algé-
brique non résoluble), la derniére condition du critére d’inversibilité 1 (page 33) est alors vérifiée.

Nous constatons également que les chemins causaux E/S sur le bond graph bicausal sont

d’ordre 2. Les sorties du modéle ont donc leur ordre d’essentialité respectivement égal a 2, ce qui
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FIGURE 5.9 — Représentation bond graph causale du modéle du véhicule.
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FIGURE 5.10 — Représentation bond graph bicausale du modéle du véhicule.
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est en accord avec les spécifications données. Nous vérifions alors I'adéquation E/S avec structure
du modele.

En conclusion de cette phase, le modéle de conception du véhicule est validé par rapport aux
couples d’entrées (dgy, dgr) et de sorties (2, ).

5.5.3 Etape 3 : Inversion

Nous adoptons ici I’approche locale pour la propagation afin d’obtenir les informations sur
les efforts des suspensions et les vitesses de leur débattement. Nous remontons tout d’abord de
Z,¢ aux entrées de suspension et ensuite, aux éléments de transduction d’énergie TF'.

Nous cherchons le modéle inverse entre z, ¢ et les variables de puissance entre les suspensions
et le véhicule. En exploitant le modéle bond graph bicausal de la figure 5.10 et de 1’équation 5.16,
nous obtenons le modéle inverse d’ordre minimal du véhicule. Le calcul détaillé pour ce modéle
inverse est donné dans 'annexe D.

Les équations 5.17 expriment les efforts et les vitesses de débattement des suspensions en
fonction de K, et K.

Favs = HFM(KZ,Kap,t)
Fars = HFar(KzaKgaat)
Azgy, = Hy; (K., K, t)
Azar, = Hp; (K. Ky, t)

(5.17)

Nous cherchons également le modéle inverse de la suspension. En exploitant le modéle bond
graph bicausal dans la figure 5.10, nous obtenons :

(ksav [y Qavdr+ksavVeavotbsavQav ) +vVAsau

Mgy = \ 2F a0 (518)
_ (ksar fO Qa’rdT“staeraTO‘i’bsarQar)7 VAsar
Mar = oy

ou

B = (R J{ Qo™ + Eaas Vo + buaQun) - — 4 (B [ Al + oy Ay ) Fuy

Agar = (ksar fg QardT + ksarVisaro + bsarQav) i -4 <ksar f(f A:ZardT + bsm‘A'.Zar) For
(5.19)
Visavo €t Vsaro sont les conditions initiales des déplacements généralisés des éléments C.
Pour simplifier I’écriture, nous mettons I’équation 5.18 sous la forme :
{mavs = Hmav (Fav87 Az::avsa t) (5.20)
Mars = Hmar (Fama Azars, t)

Les deux systémes d’équations 5.17 et 5.20 définissent le modéle inverse du systéme permet-
tant la remontée de K, et K, aux éléments de transduction d’énergie T'F' dans les modeles de
suspension.
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98 Chapitre 5. Méthodologie de synthése de tolérance d’un systéme mécatronique

5.5.4 Etape 4 : Propagation

Nous utilisons ici I'approche locale. Nous propageons tout d’abord les incertitudes sur K, et
KQO é‘ Fa'U7 Fa?"7 AZU/U? AZGT’? puis7 de Fa'U7 Fa?"7 AZU/U? Azar é‘ ma'm mar-

Propagation des fonctions d’appartenance

Les fonctions d’appartenance des couples (F(w,A(w) et (Far,AM) sont déduites en appliquant
le principe d’extension sur I’équation 5.17.

MFGUXAGU(FamAamt) = sup NszKw(KZ7K@at)
{(K2 Ky) /Fav=Hr,, (K2 Kpit),Azav=H  ; (K2, Kpt)}

NFMXAM(FahAaMt) = sup i x K, (K2, Ko, t)
{(K:.Kp)/Far=Hp,, (K2, Kpit),Azar=Hy (K2, Kpit)}
(5.21)
Les fonctions d’appartenance des couples (effort,flux) au niveau des suspensions sont données
figures 5.11 et 5.12.

FA du couple (effort,flux) au niveau de la suspension avant

0.04-
0.02
1.
0»
0.8
208! 002
= )
=
€04 Eoos
2 5
o=
02, -0.06-
ol 0.08.
0o 0.08

0\' ' S /1'1 0.1
-0.05 e ” e

o 4
_0.1\\/1'05 x10

flux [m/s] -0.15 1

-0.12: i i i i i
1 102 104 106 108 1.1
effort [N] effort [N] 10"

FIGURE 5.11 — Fonction d’appartenance de (Fg,, Aéav).

Nous propageons ensuite les fonctions d’appartenance de (Fyy, A}:av) et (Fyr, Aéar) A& May, Mar
en utilisant le modéle inverse 5.20.

/’Lmav (mdU?t) = sup ’LLFavXAav (FCMH Aavat)
{(Fav 7A2.fcw)€Fav X AiaV7mav:Hmav (Fa'uyAZ'avyt)} (5 22)
/’Lmar (de?t) = sup /’LFaTXAar(FaT’a Aamt) ‘

{(Far,Azar)€Far X Azar,mar=Hmay (Far,Azar,t) }

Le diamétre du piston ne peut étre que positif. Les fonctions d’appartenance de dg, et dg
sont directement déduites a partir de fip,, et pm,, -
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FA du couple (effort,flux) au niveau de la suspension arriére
. 01,

-

506/ -
5 £
504 )
= =
0.2
0.
0.1 ;
0,08~ 6100
g 6050
flux [m/s] ° 5950 o 0025950 6000 6050 6100
effort [N] effort [N]
FIGURE 5.12 — Fonction d’appartenance de (Fg,, Aéar).
wd2
[dgy (dav, t) = Mmau(%7 t)
2 (5.23)
Iu’dar (d(l'r7 t) = Iu’mar(%7 t)
FA du diamétre du piston avant FA du diametre du piston avant

19.45 19.5 19.55
dav[mm] dav[mm]

FIGURE 5.13 — Fonction d’appartenance de dy,,.

Propagation des FDP

Nous propageons les FDP de K., K, a Fy,, Aéav, et puis & Fy,, Aéar. Nous calculons tout
d’abord la FDP conjointe de K et K.
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100 Chapitre 5. Méthodologie de synthése de tolérance d’un systéme mécatronique

FA du diamétre du piston arriére FA du diamétre du piston arriére
e 45
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, 21.35
2 o e 213 05
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FIGURE 5.14 — Fonction d’appartenance de dg;..

oK, K, (K., K,) = ¢k, (K.)ok, (K,) (5.24)

La FDP conjointe de (Fy, Aé(w) est ensuite calculée.

¢(K27K¢)(H(;l}1 (F(w, Aéava t))

¢Fav,Aia‘, (Fa’U7 Aéqv, t)

= : (5.25)
‘JHM (H(;)l (Fava Az(wa t))
ou :
Hp,,
Hav - |: HAz'aU :| (526)

La FDP de (Fgy, Aéav) est donnée sur la figure 5.15.

La valeur de la FDP quand t tend vers 0 est beaucoup plus grande que pour le reste de la
FDP. Cela rend une partie de la surface « illisible ». Pour mieux observer le reste de la FDP,
nous commencons le tracé un peu plus tard en temps (a 0.4s) sur la figure 5.16.

A partir de équation 5.25, nous pouvons également déduire les FDP de Fy, et Azg,.

¢Fav (Fava t) = f ¢Fav,Aiav (F‘“” A’.z‘w? t)dA'.zav
QAzay

. . (5.27)
¢Aiav (Azqu t) - f (b(Fav,Aiav)(Fav’ AZaU’ t)dFav
QF gy
De la méme maniére, la FDP conjointe de Fj,., Az, est également calculée.
: Sk, K,) Har' (Far, Dzar, 1))
O (pr mpu) (Fars D 1) = —21e) e (5.28)
‘JHO,’I‘ (‘Har (F(l'r) Azara t))
ou :
Hp ]
Hor = . (5.29)
v [ Hy;,
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FDP du couple (effort,flux) au nci)\c/)(zau de la suspension avant
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FIGURE 5.15 — FDP de (F,,, Azgy).
FDP du couple (effort,flux) au niveau de la suspension avant
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FIGURE 5.16 — FDP de (F,, Azy,).

La FDP de (Fgy, Aéav) est donnée sur les figures 5.17 et 5.18 (a partir de 0.4s). .
A partir de I'équation 5.28, nous pouvons également déduire les FDP de F,, et Az,

PFar (FOLT’ t) = f ¢(Fa,7Aiar) (Fara A'.Zar, t)dAéar
QAzgr

(bAiar (A:Zara t) = f (b(Far,Aiar) (Far7 Aéara t)dFar
QFar

(5.30)

En utilisant I’équation 5.20, nous propageons ces FDP a mg, et my,.. Pour cela, nous ajoutons
deux variables fictives Az, et Az, pour équilibrer les dimensions des vecteurs [mgy, Azav]T et
[Fam Azav]Ta et [mar7 Azar]T et [FGT‘a AZ@T]T-
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FDP du couple (effort,flux) au niv%a}y de la suspension arriére
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FIGURE 5.17 - FDP de (F,,., Azq,).
FDP du couple (effort,flux) au niv(ﬁau de la suspension arriére
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FIGURE 5.18 — FDP de (F,,, Azq,).

(b . (m Aé t) = ¢Fav,Az.av (F(l'l)vAZC“Mt)
mavyAzav avs av) |JHmav (Fa’L}yAZ(.l’U7t)|

_ ¢Far’AZ'ar (Fa'ryAZaryt)
|JHmar (Fa'ryAéa'ryt) |

(5.31)

gbmar,Aiar (Mar, Azar, t)

Les FDP de my, et mg, sont ensuite déduites :
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¢mav (mava t) = f ¢mav Avar (m(w, Aé’av, t)dAéav

QA zqy . . (5.32)
¢mar (mara t) = f ¢mar AzZar (mara Azar, t)dAZar

QAzar
Les FDP de dg, et dgr sont directement déduites de ¢, et dm,, :

¢mav ( 7rd;w )7t
Pday (dav, t) = =25

wdagv

2 (5.33)

der)i

¢dar (dara t) = %

2

Ces FDP sont données sur les figures 5.19 et 5.20.

FDP de diameétre du piston avant FDP de diameétre du piston avant
45

10

x10 I 4
3.5
34
3
o° 2
=
1
0
4
19.5
45 ' 9.
Temps|s 19.44 19.46 1948 195 19.52 19.54 19.56
ps[s] d_ [mm] d [mm]

F1GURE 5.19 — FDP de d,.

5.5.5 Etape 5 : Synthése de tolérance

Nous exploitons les résultats obtenus avec les propagations pour synthétiser les tolérances
de dgy et dg-. Nous commencons avec les fonctions d’appartenance. En projetant ces fonctions
d’appartenance sur les plans (dgy,t) et (dgr,t), nous obtenons leur support.

Afin de synthétiser les tolérances de dg, et dg,, nous prenons un intervalle commun (instant
t = 0.4s) des supports de pg,, et g, (figures 5.13 et 5.14).

La tolérance synthétisée de dg, est donc : [19.47,19.53][mm]. La tolérance synthétisée de dg;
est : [21.27,21.38][mm].

Nous prenons les FDP de dg, et d,- obtenues au méme instant ¢ = 0.4s (correspondant
avec les FA qu’on a choisies). Nous extrayons les espérances et les variances de ces FDP. Les
distributions de dg, et d,, sont alors synthétisées comme des lois gaussiennes prenant des mémes
espérances et variances. Ces distributions sont données sur les figures 5.21 et 5.22.
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FDP du diamétre du piston arriére FDP du diamétre du piston arriére
4.5¢

x10’

Tembpsls 2124 2126 2128 213 2132 21.34 2136
psls] d, [mm d [mm]

FIGURE 5.20 — FDP de d;.

FDP synthétisée pour le diamétre du piston dav
4.5x 10 ‘

0.5

L | | | | |
18.46 19.47 19.48 19.49 195 19.51 19.52 19.53 19.54
dav[mm]

F1GURE 5.21 — FDP synthétisée pour dg,.

5.5.6 Validation de la méthodologie sur ’exemple

Conformément aux tolérances synthétisées et les FDP, nous générons des valeurs échantillon-
nées des paramétres de conception dg, et d,.. Nous réinjectons ensuite cet ensemble de valeurs
dans le modéle direct. Les simulations permettent de comparer les résultats en sortie avec les
spécifications requises.

Les trajectoires de A, et ¢ sont alors données sur les figures 5.23 et 5.24.

Les trajectoires obtenues sortent de ’enveloppe pendant une petite période au début de la
simulation parce que nous n’avons pas considéré de variation sur les coefficients d’amortissement
et les pulsations propres non amorties. Elles reviennent ensuite dans l’enveloppe et y restent en
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FDP synthétisée pour le diamétre du piston dar

x 10

3.5 T T I

0.5~

dar[mm]

FIGURE 5.22 — FDP synthétisée pour dg;.

Validation de spécification sur AZ
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FIGURE 5.23 — Validation de spécification sur A,.

régime permanent. Les spécifications de K, et K, sont alors vérifiées.

Les FDP des K, et K, sont alors déterminées a partir de la dispersion des échantillons des
résultats de simulation obtenus sur le modéle direct. Comme les trajectoires simulées atteignent
la trajectoire nominale en régime permanent, la FDP des échantillons simulée est beaucoup plus

concentrées sur la valeur nominale (figures 5.25 et 5.26).

Nous pouvons alors valider les tolérances synthétisées pour dg, et dg,.
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FIGURE 5.25 — Validation de la FDP de A,.

5.6 Conclusion

Afin d’étendre la méthodologie de dimensionnement par modéles bond graph inverses & des
problémes de synthése de tolérance en présence d’incertitudes, nous avons proposé dans ce cha-
pitre une méthodologie prenant en compte les deux grandes classes d’incertitudes dans un systéme
mécatronique : l'incertitude aléatoire et I'incertitude épistémique.

La méthodologie se compose de 5 étapes :

1. Modélisation : Construire le bond graph acausal du systéme et modéliser les incertitudes
dans le cahier des charges en FDP et en sous-ensembles flous afin d’établir les modéles
bond graph probabiliste et flou.
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FIGURE 5.26 — Validation de la FDP de ¢.

2. Adéquation : Effectuer les tests de I'inversibilité du modéle bond graph et de 'adéquation
des spécifications basées sur I’analyse structurelle du modéle bond graph.

3. Inversion du modéle : Cette étape consiste en I'inversion du modéle bond graph.

4. Propagation des incertitudes : Les incertitudes sont propagées a partir de la sortie aux
paramétres de conception en utilisant soit une approche globale (propagation & travers une
seule application du modéle inverse) soit une approche locale (propagation étape par étape
de sous-modéles inverses en sous-modéles inverses).

5. Adaptation : A partir des distributions trouvées, une adaptation aux contraintes physiques
et aux conditions de fabrication est effectuée, afin de définir les tolérances finales, sur la
base desquelles le composant sera fabriqué.

Grace a la construction des modéles bond graph probabiliste et flou, la méthodologie permet
de propager les incertitudes aux paramétres de conception. Du point de vue de la conception d’un
systéme mécatronique, les avantages d’une telle méthodologie résident dans le fait qu’elle systé-
matise I'obtention des tolérances des paramétres de conception en tenant compte des incertitudes
dans les spécifications et qu’elle facilite I'interprétation physique de I'impact des incertitudes dans
le cahier des charges. De plus, la méthodologie permet d’avoir une représentation tenant compte
a la fois de I’évaluation des incertitudes ainsi que de la dynamique énergétique du systéme. Tan-
dis que la propagation globale simplifie la procédure au niveau du calcul, la propagation locale
permet d’associer la description des incertitudes (FDP/FA) a chaque variable de puissance et
d’énergie du modéle et par conséquent, de mesurer 'effet des différentes incertitudes prises en
compte sur chaque élément physique et énergétique du systéme.

Les contributions de ce chapitre sont :

— P'extension de la méthodologie de dimensionnement par l'inversion du modéle bond graph
a une méthodologie de synthése de tolérance par I’approche bond graph, en tenant compte
des incertitudes spécifiées dans le cahier des charges,

— la combinaison du bond graph probabiliste et du bond graph flou pour un traitement de
I'incertitude dans le contexte de la synthése de tolérance,

Cependant, il est important de souligner que ce chapitre ne constitue en soi qu’une premiére

étape vers une méthodologie compléte de synthése de tolérance. Les travaux présentés consi-
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dérent notamment les incertitudes épistémiques et aléatoires indépendantes. Ils méritent d’étre
plus largement développés concernant notamment le traitement des incertitudes complexes (I'in-
certitude étant une combinaison aléatoire et épistémique, ou 'incertitude d’ordre 2, présentant
des variables incertaines caractérisant sa FDP, ou sa FA).
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Conclusion générale

Principalement bibliographiques, les deux premiers chapitres ont permis de décrire le contexte
dans lequel s’inscrit cette thése.

En l'occurrence, un premier chapitre (chapitre 2) a fourni une bréve introduction a la mé-
catronique et I'architecture générique d’un systéme mécatronique du point de vue énergétique.
La conception de ces systémes a été ensuite introduite, ainsi que les difficultés de cette concep-
tion notamment liées a leur caractére pluridisciplinaire. Les concepts d’ingénierie concourante,
de cycle de conception en V ont été abordés comme moyens pour réduire les cotits et les temps
d’études au cours du processus de conception.

Le chapitre s’est ensuite orienté vers un probléme particulier de la démarche de conception et
objet des travaux de ce mémoire : celui de la synthése de tolérance paramétrique. La définition
d’une tolérance et les méthodes existantes pour traiter le probléme de synthése de tolérance ont
alors été présentées. Les coefficients de sécurité sont les approches classiques utilisées. Pourtant,
ils peuvent étre difficiles & appliquer aux systémes mécatroniques qui ont des configurations
multidisciplinaires et non conventionnelles. De plus, les mesures de fiabilité et de robustesse ne
sont pas fournies dans le processus de conception. Pour pallier les inconvénients des coefficients de
sécurité, la conception non-déterministe a ensuite été présentée avec la probabilité de défaillance
comme outil préliminaire. Puis, nous nous sommes intéressés a deux grandes classes de problémes
de conception non-déterministe : la conception robuste et la conception basée sur la fiabilité. Le
probléme de synthése de tolérance peut étre classé comme un probléme de conception robuste,
cependant, il nécessite également la considération de la fiabilité. En fin de chapitre, nous avons
considéré les méthodes de traitement de la tolérance dans le domaine mécanique. Pour ce cas
particulier du probléme de synthése de tolérance, il faut considérer & la fois les critéres fonctionnels
et les critéres d’assemblage (qui n’existent pas dans d’autres domaines). Nous avons alors présenté
I’analyse de tolérance, I'allocation de tolérance et la synthése de tolérance par optimisation.

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés a la prise en compte des incertitudes dans
un modéle bond graph dans le but de les intégrer dans une méthodologie de dimensionnement.
Tout d’abord, le chapitre propose un bref état de I’art sur les incertitudes dans un systéme
mécatronique. Les incertitudes sont classées soit par leur source, soit par leur nature (aléatoire
ou épistémique). Ensuite, différents outils de modélisation et d’étude des systémes incertains
sont présentés. Cette présentation fournit un vue trés générale sur les avantages et les inconvé-
nients des méthodes, ainsi que leurs domaines d’application (traitement de I'incertitude aléatoire,
de lincertitude épistémique, ...). Elle donne des pistes pour choisir I'outil de modélisation de
I'incertitude dans un systéme mécatronique.

Dans le contexte de la synthése de tolérance par inversion de modéle bond graph, nous
avons également présenté une méthodologie de dimensionnement sur des critéres dynamiques
et énergétiques. Les notions d’inversion d’un modéle bond graph, de modéle inverse d’ordre
minimal et de critéres structurels d’inversibilité ont été rappelées. Enfin, nous nous sommes
focalisés sur la prise en compte des incertitudes dans un modéle bond graph (outil support de
la méthodologie) avec les approches bond graph de sensibilité, bond graph incrémental et bond
graph incertain. Tandis que ces approches exploitent des modéles de 'incertitude bornée, le bond
graph probabiliste quant & lui est un modéle bond graph multi-liens permettant la représentation
a la fois énergétique et probabiliste du systéme. Il porte plus d’informations que les trois autres
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approches sur la distribution des incertitudes aléatoires existant dans le systéme.

Ces premiers chapitres ont préparé la prise en compte de I'incertitude dans la démarche de
synthése de tolérance de systéme mécatronique par inversion de modéle bond graph. La suite du
mémoire s’est attachée a développer une approche pour traiter 'incertitude épistémique dans un
modele bond graph (aspect non encore considéré dans la littérature & notre connaissance) et a
généraliser une méthodologie de dimensionnement par inversion bond graph conformément aux
objectifs énoncés : la synthése de tolérance dans un systéme mécatronique prenant en compte les
deux types d’incertitudes, aléatoire et épistémique.

Contributions

Nos contributions se sont portées sur la modélisation de l'incertitude épistémique dans la
représentation bond graph et sur une méthodologie pour la synthése de tolérance par approche
bond graph, prenant en compte l'incertitude aléatoire et 'incertitude épistémique.

Le chapitre 4 a été consacré a la formalisation du bond graph flou, notre contribution & la
prise en compte de l'incertitude épistémique dans le formalisme bond graph. Aprés un rappel de
certaines notions de base de la logique floue, nous avons établi le bond graph flou comme une
représentation bond graph de méme structure que celle du bond graph du modéle physique et
associant un sous-ensemble flou & chaque variable de puissance et d’énergie. Nous avons proposé
deux approches de propagation des sous-ensembles flous dans un modéle bond graph flou : globale
et locale. Les régles formelles de propagation au niveau de chaque élément d’un bond graph flou
ont également été introduites. Les deux approches permettent d’avoir un degré de flexibilité dans
I’exploitation du modéle bond graph flou. En fonction de la finalité et des exigences du probléme
(analyse d’incertitude, observation sur des parameétres intermédiaires), nous pouvons choisir une
approche appropriée de propagation des sous-ensembles flous. L’exploitation du bond graph flou
a finalement été illustrée sur un exemple simple d’un moteur & courant continu. Nous avons
considéré deux cas dans cet exemple, le cas mono-incertitude et le cas multi-incertitudes.

Dans le cadre de la méthodologie de dimensionnement par modéles bond graph inverses, le
bond graph flou proposé nous apparait étre un outil efficace pour :

— remonter les incertitudes dans les spécifications sur les sorties aux paramétres de concep-
tion, afin d’observer leur effet ainsi que la capacité des paramétres & absorber ces incerti-
tudes,

— trouver le sous-ensemble flou associé 4 un paramétre quand on dispose des incertitudes sur
les variables de puissance de 1’élément associé,

— quantifier la satisfaction d’une valeur associée & une propriété par niveau (en utilisant les
a-coupes).

Le bond graph flou reste cependant une approche pour un type d’incertitude spécifique (épis-
témique). Le bond graph probabiliste et le bond graph flou indépendamment sont insuffisants
pour une description bond graph tenant compte de 'incertitude générale. Ce constat a été la
motivation pour établir une méthodologie commune pour les deux types d’incertitudes dans le
chapitre 5.

En tenant compte des structures identiques du bond graph probabiliste et du bond graph flou,
nous avons traité, dans ce dernier chapitre, le probléme de la synthése de tolérance a partir des
incertitudes admissibles sur les spécifications des sorties. La méthodologie proposée se compose
de 5 étapes :

— Modélisation : Construction des bond graphs probabiliste et flou du modéle tenant

compte des incertitudes dans les spécifications.

— Adéquation : Vérification de I'inversibilité du modéle bond graph et de I'adéquation entre
la structure du modéle et les spécifications.

— Inversion du modéle : Affectation de la bicausalité afin de trouver le modéle bond graph
inverse d’ordre minimal.
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— Propagation de l’incertitude : Les fonctions de densité de probabilité et les fonctions
d’appartenance sont propagées aux parameétres de conception, soit par une approche glo-
bale, soit par une approche locale.

— Adaptation : Prise en compte des contraintes physiques et des conditions de fabrication
afin de déterminer les tolérances finales, sur la base desquelles le composant sera fabriqué.

La méthodologie montre clairement I'avantage & utiliser le langage bond graph. La propaga-

tion des fonctions de densité de probabilité et des fonctions d’appartenance repose sur I’analyse
causale pour orienter cette propagation.

Les contributions de ce chapitre sont :

— l'extension de la méthodologie de dimensionnement par inversion de modéle bond graph &
une méthodologie de synthése de tolérance tenant compte des incertitudes sur les sorties
dans le cahier des charges,

— la combinaison des bond graphs probabiliste et flou pour un traitement complet de I'incer-
titude dans le contexte de la synthése de tolérance.

Perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire contribuent au développement de la méthodologie de
synthése de tolérance des systémes mécatroniques par modéles bond graph inverses. Néanmoins,
certaines questions restent a approfondir.

Prise en compte des incertitudes complexes

Au niveau de la modélisation et la quantification de I'incertitude, nous avons jusqu’a mainte-
nant supposé que nous disposions de suffisamment d’information dans le cahier des charges pour
quantifier I'incertitude. Cette hypothése, souvent vérifiée dans la réalité, permet de bien définir
I'incertitude considérée par une fonction de densité de probabilité ou une fonction d’apparte-
nance. Pourtant, il existe des scénarios oil il est impossible de donner une telle fonction de fagon
précise pour représenter 'incertitude. Le traitement de ce type d’incertitude dite « complexe »
reste un aspect peu développé dans la littérature pourtant envisageable dans la réalité. Dans ce
cas, les informations utilisées pour établir la fonction de densité de probabilité ou la fonction
d’appartenance sont souvent, & leur tour, sujettes a une imprécision ou une approximation. Le
fait que ces fonctions soient caractérisées par des paramétres incertains rend difficile leur pro-
pagation avec les outils de la méthodologie. Nous pouvons envisager trois types d’incertitude
complexe et les méthodes appropriées pour leur propagation.

1. Incertitude aléatoire dont les paramétres caractéristiques de la FDP sont im-
précis : Par exemple, nous connaissons la forme de la FDP (Gaussienne, (3, ...) pourtant,
les paramétres gouvernant cette distribution ne sont pas connus de maniére certaine. In-
tuitivement, nous pouvons par exemple modéliser cette incertitude par une FDP avec des
paramétres caractéristiques représentés par des sous-ensembles flous. Dans ce cas, une tech-
nique étendue de celle de probabilité de deuxiéme ordre peut étre envisagée [LPTLRLO09].
La propagation se fait alors avec une boucle extérieure et une boucle intérieure. Dans la
boucle extérieure, des sous-ensembles flous sont spécifiés sur des parameétres tels que les
moyennes ou les écarts-types des variables incertaines (dans la technique classique de pro-
babilité de deuxiéme ordre, I'incertitude épistémique est quantifiée par un intervalle). Dans
cette boucle extérieure, 'itération s’effectue sur les valeurs des supports des ensembles-flous
qui sont fournies, accompagnées des valeurs des fonctions d’appartenance associées, a la
boucle intérieure. Dans la boucle intérieure, avec les valeurs fournies par la boucle exté-
rieure, I'échantillonnage s’effectue sur les variables aléatoires de maniére habituelle. Cette
méthode de propagation facilite la séparation et 'identification de l'incertitude aléatoire
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et 'incertitude épistémique. Cependant, elle est trés cofiteuse en temps de calcul car il y a
deux boucles d’itération imbriquées I'une dans 'autre.

Une approche alternative pour ce type d’incertitude est la méthode non-paramétrique dé-
veloppée dans [SM11|. Dans cette méthode, la FDP est choisie en utilisant la méthode
de maximum-vraisemblance (maximum likelihood) sans aucune hypothése sur le type de
paramétre caractéristique de la distribution. Cette FDP est ensuite utilisée pour la propa-
gation.

Cette méthode est fondamentalement différente de celle de probabilité de deuxiéme ordre.
Tandis que la probabilité de deuxiéme ordre vise la propagation de l'incertitude, la méthode
non-paramétrique simplifie tout d’abord 'incertitude en trouvant une FDP alternative, et
ensuite la propage. Par conséquent, la méthode de probabilité de deuxiéme ordre fournit une
information trés riche sur la distribution de 'incertitude, pour un temps de calcul allongé.
La méthode non-paramétrique est plus facile a appliquer mais introduit néanmoins une
perte d’information.

2. Incertitude aléatoire dont les paramétres caractéristiques de la FDP sont éga-
lement aléatoires : Ce type d’incertitude est classiquement quantifié par une famille de
FDP et propagé par 'approche de double-boucle Monte-Carlo. C’est une approche numé-
riquement intensive qui donne une famille de distributions estimées sur les résultats.

Une approche alternative porte sur la construction d’une FDP inconditionnelle [SM13] qui
inclut & la fois I'incertitude sur une variable et I'incertitude sur le paramétre de distribution.

ox(z) = / ox(z|P = p).ép(p)dp (5.34)
D

avec D le domaine d’intégration ot la FDP de la variable aléatoire P est non nulle.

Il est & noter que cette méthode donne un résultat numérique. De plus, le résultat final
perd de l'information sur la distribution du paramétre p.

3. Incertitude épistémique dont la fonction d’appartenance est imprécise : Ce type
d’incertitude peut étre envisagé en utilisant les nombres flous de type 2 (ou nombres flous
de deuxiéme ordre). En effet, le nombre flou de type 2 est une généralisation du nombre
flou (ou nombre flou de type 1). La fonction d’appartenance d’un nombre flou est supposée
certaine. Cela ne refléte pas le fait que la fonction d’appartenance est également construite
& partir des opinions d’expert ou des demandes de clients, et peut alors contenir & leur tour
des incertitudes épistémiques. S’il n’existe aucune incertitude dans la construction de la
fonction d’appartenance, un nombre flou de type 2 se réduit & un nombre flou de type 1.

Il est possible d’utiliser 'arithmétique de la logique floue de type 1 pour caractériser et
propager les nombres flous de type 2. En pratique, I’'arithmétique par intervalles est utilisée
pour les nombres flous de type 2 car les calculs sont beaucoup plus simples.

La considération des « incertitudes complexes » est compliquée et cofiteuse en temps de
calcul. Cependant, elle fournit une connaissance plus compléte et générale sur le comportement
du systéme, ainsi que la capacité de traiter des spécifications plus complexes dans le processus
de conception.

Prise en compte de l’incertitude dans ’analyse structurelle

La méthodologie de dimensionnement par inversion de modéle bond graph dispose en elle
d’un outil trés efficace pour la vérification de l'inversibilité et de I'adéquation du cahier des
charges a la structure retenue pour le modéle de conception : 'analyse structurelle. Cette analyse
est reprise dans I'étape 2 de notre méthodologie de synthése de tolérance. Elle reste pourtant
déterministe. Les tests de 'inversibilité et de ’adéquation sont effectués sur le modéle nominal. I1
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est intéressant d’élargir ces critéres en prenant en compte des incertitudes. Les nouveaux critéres
devraient permettre la vérification de l'inversibilité et de l’adéquation du cahier des charges
(soumis aux incertitudes) a la structure du modéle, sans passer par les tests déterministes.

Vers un processus aléatoire

Un inconvénient de la méthodologie par 'approche inverse est 1ié au fait qu’il faut spécifier
le comportement temporel désiré sur la sortie. Le concepteur doit alors disposer de beaucoup
d’informations sur le systéme afin de spécifier un gabarit et une fonction du temps pour la
trajectoire en sortie. Ceci représente une contrainte forte pour la rédaction du cahier des charges.

Cette contrainte peut étre relachée par construction d’un processus aléatoire d’accroissement
respectant un certain gabarit. De cette maniére, la trajectoire en sortie peut librement évoluer
dans ce gabarit, sans contrainte d’évolution stricte.

Dans la méthodologie, lors de I'inversion du modéle, les dérivées de la sortie spécifiée appa-
raissent également. Pour la remontée de 'incertitude dans le modéle inverse, les FDP correspon-
dantes de ces dérivées sont nécessaires. Cependant, il est relativement difficile de les prendre en
compte dans la formulation actuelle du probléeme. En spécifiant la trajectoire en sortie comme
un processus aléatoire restant dans un gabarit, il est possible de construire le processus de ses
dérivées. Avec ces relations, les FDP peuvent étre ensuite synthétisées sur les dérivées de la sortie
a partir de sa FDP sans aucune hypothése supplémentaire. Cette piste de recherche reste trés
intéressante a approfondir.

Implémentation logicielle

L’implémentation logicielle de la méthodologie semble nécessaire afin d’automatiser ses diffé-
rentes étapes et d’assurer un gain de temps important dans la démarche de synthése de tolérance,
et plus généralement, de conception. Cette implémentation doit faire appel & :

— Danalyse structurelle (analyse des lignes de puissance, des chemins causaux, des ordres de

ces chemins,...)

— un solveur formel pour le niveau d’analyse fonctionnelle et pour établir le modéle inverse,

— un solveur numérique pour le niveau d’analyse numérique et pour la synthése de tolérance,

— une méthode de discrétisation et une méthode d’intégration numérique pour le calcul des

fonction de densité de probabilité et des nombres flous.
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Annexe A

Le langage bond graph

Dans cette annexe, nous présentons les bases du langage bond graph : les éléments, la pro-
cédure de construction d’'un modéle ainsi que la causalité. Une introduction compléte peut étre
trouvée dans les livres de référence dans ce domaine [KMR12, DT00]

A.1 Introduction au langage

Basé sur la description graphique des transferts d’énergie impliqués au sein d’un systéme,
le langage bond graph est un outil de modélisation d’un systéme du point de vue énergétique,
présentant les wvariables de puissance et les wvariables d’énergie. Il fournit une représentation
unifiée, qui permet la modélisation des systémes complexes multi-domaines.

Le langage bond graph a été inventé en 1959 puis publié pour la premiére fois en 1961 par
PAYNTER [Pay61].

A.1.1 Concepts et variables utilisées
Apport, stockage et dissipation d’énergie

Le Langage bond graph est une représentation unifiée pour tous les domaines physiques. Il
permet de caractériser le comportement d’un systéme dynamique par sa description énergétique.
Le langage considére trois types de phénoménes énergétiques dans un systéme : I’énergie transmise
au systéme (source d’énergie), celle répartie a travers le systéme (stockage d’énergie) puis celle
restituée a son environnement (dissipation d’énergie). Des exemples de phénoménes énergétiques
des différents domaines physiques sont donnés dans le tableau A.1.

Domaine Source Stockage Dissipation
physique d’énergie d’énergie d’énergie
Meécanique Vérin Masse en mouvement, ressort Frottement,
Moteur Inertie en rotation, barre de torsion | amortisseur
Hydraulique Pompe, Accumulateur, Orifice,
Compresseur chambre de vérin restriction
Thermo- Pompe a Capacité Conduction
dynamique chaleur thermique

TABLE A.1 — Exemples de composants source, stockage et dissipation d’énergie dans trois do-
maines physiques.

L’interconnexion des différents phénomeénes énergétiques se fait par des liens de puissance et

des éléments de structure de jonction.
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136 Annexe A. Le langage bond graph

Les variables de puissance

Les variables de puissance sont des variables qui caractérisent la puissance instantanée P(t)
pour ’échange d’énergie entre deux sous-systémes indépendamment du domaine physique consi-
déré : les variables d’effort et celles de fluz.

Les variables d’énergie

Les variables d’énergie sont des variables qui caractérisent ’état énergétique d’un systéme.
Elles constituent le vecteur d’état du modéle bond graph. Indépendamment du domaine phy-
sique considéré, elles sont appelées moment généralisé (variable p(t)) et déplacement généralisé
(variable ¢(t)).

ou :

pt) =e
q(t) = f(t)

Quelques exemples sur la nature physique de ces différentes variables et ce, dans différents
domaines, sont donnés dans le tableau A.2.

Représentation des flux d’énergie

Le lien de puissance est un concept bond graph pour représenter 'interaction physique et le
flux d’énergie entre deux sous-systémes ¥4 et X5 (Fig. A.1).

by e(t) >
O

FI1GURE A.1 — Lien de puissance entre les sous-systémes >4 et Yp.

Le lien de puissance porte les variables d’effort e(t) et de flux f(¢) de I’échange d’énergie entre
Y4 et X p. La puissance instantanée P(t) est alors écrite :

P(t) = e()f ()

Les positions de la demi-fleche et des variables e(t) et f(t) respectent les conventions sui-
vantes :
— la direction de la demi-fléche du lien de puissance est celle du flux positif d’énergie,
— la variable de flux f(t) est généralement placée du coté de la demi-fléche (et donc la variable
d’effort e(t) placée de 'autre coté).

A.1.2 Eléments bond graph

Les éléments bond graph sont catégorisés en deux classes : ceux caractérisant les phénomeénes
énergétiques (phénomeénes d’apport, de stockage et de dissipation d’énergie) et ceux caractérisant
I'interconnexion des phénomeénes.
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Variables de puissance Variables d’énergie
Domaine Effort Flux Moment Déplacement
physique e f généralisé généralisé
p q
Mécanique Force Vitesse Quantité de Déplacement
de (N) (m/s) mouvement (m)
translation (kg.m/s)
Mécanique Couple Vitesse Moment Angle
de (N.m) angulaire cinétique (rad)
rotation (rad/s) (kg.m?.rad/s)
Electrique Tension Courant Flux magnétique Charge
(V) (A) total ()
(W)
Hydraulique Pression Débit Moment de Volume
(Pa) volumique pression (m3)
(m3/s) (Pa.s)
Magnétique | Force magnéto- | Dérivée du flux Flux
motrice magnétique magnétique
(4) (Wb/s) (W)
Chimie Potentiel Débit Mole
chimique molaire (mole)
(J/mole) (mole/s)
Thermo- Température Débit Entropie
dynamique (K) d’entropie (J/K)
(W/K)

TABLE A.2 — Exemples de variables de puissance et d’énergie (et leur unité SI) associées a
différents domaines de la physique [Jarl0|

Eléments caractérisant les phénoménes énergétiques

Cette catégorie est constituée des éléments passifs R, I, C et des sources d’énergie (ou des
¢léments actifs) Se et Sy.

Les éléments passifs correspondent & des phénomeénes physiques qui stockent ’énergie (I, C)
ou la dissipent (R). Les sources d’énergie (éléments actifs) sont capables d’imposer une variable

d’effort (S.) ou une variable de flux (Sy) au systéme.

Par convention, les liens de puissance connectés & des éléments passifs sont donc représentés
comme entrants et ceux connectés a des éléments actifs comme sortants (Tab. A.3).

Eléments liés a ’interconnexion des phénoménes

Les éléments de jonction (0 et 1) et les éléments de transduction TF et GY permettent de
décrire les interconnexions entre des phénomeénes énergétiques.

Difféeremment des éléments liés aux phénoménes énergétiques, ceux liés a I'interconnexion

peuvent étre connectés a plusieurs liens de puissance. Ce sont donc des éléments multiports.

Les éléments de jonction permettent l'interconnexion des phénomeénes énergétiques selon
qu’ils partagent une méme variable d’effort (jonction 0) ou une méme variable de flux (jonction 1)
tandis que les éléments de transduction permettent I'interconnexion des phénomeénes énergétiques
appartenant bien souvent a des domaines physiques différents (Tab. A.4).
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Elément Représentation graphique, Exemple
bond graph loi caractéristique physique
et énergie
e(t)

C W C Ressort,
stockage accumulateur,
d’énergie capacité

q(t) = Cole(t)) :9 N électrique,...
; E(ar) = E(qo) + [, e(q) dg
2 ZON
g I W .Mass'e,
@ stockage inertie,
g d’énergie inductance
= p(t) =T (f(t)) =0 électrique,...
2 E(p) = Elpo) + J1' (7) dp
e(t)
R W R Frottements
dissipation secs, visqueux,
d’énergie dissipation par
e(t) = Tr(f(t) =0 effet Joule,...
E(t) = E(to) + [, e(r)f(r)dr
e(t)
Se E(t) : Se W Source de
“é source d’énergie pression, source
g | imposant effort de tension,
2 e(t) = ? (t)
: E(t) = Elto) + [ e(r) f(r) dr
g ()
¥ Sf F(t) - S W Source de
source d’énergie courant, ...
imposant le flux
f(t) = F(t)
E(t) =Elto) + [} e(r)f(r) dr

TABLE A.3 — Eléments bond graph caractérisant les phénomeénes énergétiques.

Les éléments de détection

En dehors des éléments mentionnés ci-dessus, le langage bond graph dispose également de
détecteur d’effort (élément bond graph De) et de flux (élément bond graph Df) (Tab. A.5).
Ces deux éléments sont des éléments passifs utiles pour représenter la mesure ou le suivi d’une
variable. Ils peuvent représenter des capteurs idéaux et n’ont pas d’effet sur le comportement
dynamique du modéle. La puissance associée & un détecteur est nulle.

A.2 Construction d’un modéle bond graph

En général, la modélisation d’un systéme mécatronique en langage bond graph se déroule en
trois grandes étapes :
— Construction du modéle bond graph a mots (word bond graph) (figure A.2) : le
systéme est décomposé en composants, puis chaque composant en sous-composants, etc
jusqu’a des « composants élémentaires ». Puis, une interconnexion de ces différents com-
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Elément Représentation graphique Exemple
bond graph et lois caractéristiques physique
e2<t>Ez<t>
jonction 0 er(t) es(t) Contrainte
conservation 0 cinématique
: )
9 de la A1) y‘?’(t) loi des noeuds,
-~
S puissance
=} a effort e1(t) = ea(t) = e3(t)
3 commun it + fo(t) + f3(t) = 0
&
g
0
£
‘% ea(t)|f2(t)
jonction 1 e (t) es(t Equations de
conservation 0 1 Y 0 NEWTON-EULER,
de la ! 3 loi des mailles,
puissance
3 flux e1(t) + ea(t) +es(t) =0
comumun A1) = F2(t) = f3(0)
ert) m eat)
AW 7TE ft) .
o TF Bras de levier,
° transformateur, y N =0 réducteur mécanique,
§ transduction {61( ) —mea(t) = transformateur
2 instantanée et mfi(t) — fa(t) =0 électrique,
S | sans dissipation ou m est le module du
ke d’énergie transformateur
o
o)
2]
ey
2 ealt) relt)
\QE.) aQy 0 GY 0 Gyroscope a Vites.se
XS gyrateur, constante, conversion
transduction électromécanique d’un
instantanée et er(t) —rf2(t) =0 moteur & courant continu,
sans dissipation rfi(t) —ea(t) =0
d’énergie ou r est le module du
gyrateur

TABLE A.4 — Eléments bond graph liés & I'interconnexion des phénomeénes.

posants élémentaires est établie, a I'image de I’architecture physique du systéme.
— Détermination de la structure du modéle bond graph : Le modéle bond graph de
chaque « composant élémentaire » est précisé en identifiant les phénoménes énergétiques
et en représentant leur interconnexion. La structure du modéle bond graph est ainsi fixée

(figure A.3) .

— Association a chaque phénoméne énergétique (éléments bond graph R I et C') d’une
loi caractéristique particuliére (linéaire ou non).
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Elément Représentation graphique Exemple
bond graph et loi caractéristique physique
o e(t)
-8 De £(t) De Voltmeétre,
Q 2 )
s détecteur d’effort dynamo-
2 imposant un meétre,...
2 flux nul f(#)=0
2 elt) Df
g Df F(t) 7 Ampére-
g détecteur de flux métre, capteur de
‘% imposant un débit, ...
effort nul e(t) =0

TABLE A.5 — Eléments bond graph de détection de variable de puissance.

'.

omposant 4 — | — Composant 6

Composant 1 — omposant 2 —

FIGURE A.2 — Exemple de modéle bond graph a mots.

Sources

Seet Sf

Stockages :. Structure de jonction :. Dissipations
letC : TF,GY,0,1 : R
N N

FIGURE A.3 — Structure générique d’un modéle bond graph.

“
—

A partir de ces trois grandes étapes, des procédures de construction pour les modéles relative-
ment simples, ou plus complexes comme pour les systémes mécaniques multi-corps peuvent étre
appliquées [KMR12, Fav97].

Procédure 2. Construction d’un modéle bond graph (cas de modeles 0D issus de l’électrique,
Uhydraulique, la mécanique de translation et la mécanique de rotation)

1. Identifier les différents domaines de la physique présents dans le systéme.

2. Choisir une référence de potentiel, de pression, de vitesse de translation et de rotation.

3. A chaque noeud distinct de potentiel, de pression, attacher une jonction 0 et, & chaque
vitesse de translation et de rotation, attacher une jonction 1. Nommer les variables liées a
ces potentiels et ces vitesses.

4. Insérer une jonction 1 entre les jonctions 0 et inversement pour les domaines de la méca-
nique.
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5. Placer les liens de puissance faisant alors apparaitre les différences de potentiels, de pres-
sions, de vitesses de translation et de rotation.

0 ~ 1 0 1 0 — 1
(a) (b)
6. Placer les éléments de transduction appropriés entre les domaines d’énergie du systéme.

7. Connecter les éléments I C et R aux liens libres correspondant aux phénomeénes modélisés
et en indiquant leur paramétre (ou leur loi caractéristique).

8. Eliminer les liens de puissance nulle, c’est-a-dire ot I'une des deux variables de puissance
est nulle et simplifier les structures graphiques selon les régles du tableau ci-dessous.

Reégle Modéle bond graph Modéle bond graph simplifié
R1 0
/ /
R2 1
/ /
R3

R4

v N
SN N

A.3 Schéma de calcul associé & un modéle bond graph

Les modéles bond graph considérés jusqu’a maintenant sont des modéles acausaux : ils ne
reflétent que la structure physique du systéme. Le formalisme bond graph dispose également du
concept de causalité et de bi-causalité qui permet l'orientation des équations.

L’orientation des équations est I’arrangement des équations caractéristiques sous forme d’une
séquence d’affectations qui permet de partir de la donnée des grandeurs connues pour arriver a
déterminer les grandeurs inconnues.

Le modeéle bond graph causal (ou bicausal) fournit alors un schéma de calcul orienté.

Dans cette section, nous empruntons le symbole « := » du langage de programmation PASCAL
pour décrire les équations du modéle dans le sens ol le membre de gauche est déterminé par
I’évaluation du membre de droite.

A.3.1 Causalité

Principe général

Le bond graph causal respecte le principe de cause a effet. Dans un tel modéle, un élément
ne peut que soit imposer l'effort et recevoir le flux, soit imposer le flux et recevoir 'effort.

Considérons deux sous-systémes Y. 4 et ¥ p connectés par un lien de puissance (Fig. A.1). Ces
deux sous-systémes ont également les mémes efforts et flux & leur port :

{6A_63:0 (A.1)
fa—fB=0
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ot ey et fa (resp. ep et fp) sont leffort et le flux au port du sous-systéme ¥4 (resp. Xp).

Conformément au principe physique de causalité, seules deux situations peuvent alors avoir
lieu :
— soit le sous-systéme Y4 impose l'effort & X p qui réagit a son tour en imposant le flux a

a4
EB ‘= €4 A
{fA = B (42)

— soit le sous-systéme Y4 impose le flux & X p qui réagit a son tour en imposant 'effort a

a4
cA=CB A3
{fB = fa -

Dans le langage bond graph, l'orientation du schéma de calcul est représentée par un trast
causal sur le lien de puissance, prés de I’élément pour lequel Ueffort est imposé. (Fig. A.4).

EAﬁ'EB EAlﬁzB

(a) Correspondant au (b) Correspondant au
schéma de calcul (A.2) schéma de calcul (A.3)

FI1GURE A.4 — Représentation bond graph de la causalité.

Contraintes de causalité des éléments bond graph

— Par définition, les éléments bond graph Se, Sf, De et D f sont & causalité imposée.

— Les tableaux A.6 et A.7 présentent les différents schémas de calcul possibles pour des
éléments bond graph.

— Certaines causalités sont parfois impossibles pour certains éléments bond graph lorsque
leurs lois caractéristiques sont mathématiquement non inversibles.

— Deux régles strictes pour des éléments jonction :

— un et un seul trait causal doit étre placé prés d’une jonction 0,
— un et un seul trait causal doit étre placé éloigné d’une jonction 1.

— L’affectation de la causalité est la procédure pour organiser les équations localement sur
les éléments et d’obtenir un modéle global de simulation. Graphiquement, cette procédure
permet d’attribuer un trait causal & chaque lien de puissance dans le modéle. Il existe
dans la littérature des procédures de propagation de la causalité. Selon 'objectif (obtenir
le modéle d’état du systéme, anticiper ’apparition de conflits, ou générer les équations
de Lagrange du systéme), nous pouvons utiliser la procédure SCAP [KMR12|, MSCAP
[vD94] ou LCAP [KMR12|. Nous présentons ici la procédure SCAP.

Procédure 3. Affectation de la causalité préférentielle intégrale (procédure SCAP)

1. Pour chaque élément a causalité imposée (sources et éléments non inversibles), affecter
la causalité obligatoire et la propager & travers le modéle bond graph en utilisant les
contraintes de causalité des éléments de jonction 0 et 1 et des éléments TF et GY.

2. Pour chaque élément de stockage d’énergie, affecter une causalité préférentiellement inté-
grale si possible et la propager de la méme fagon qu’a I’étape 1.

3. S’il reste des éléments R non déterminés causalement, affecter une causalité arbitraire & un
de ces éléments et la propager comme précédemment.
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Eléments bond graph Schémas de calcul Commentaires
et causalités possibles associés

e(t) := I‘El(ft'; f(r)dr +q(to)) Causalité intégrale

ft) = %(Fc(e(t))) Causalité dérivée

e(t) == L(T/(f(t))) Causalité dérivée

e(t) :=Tr(f(t)) Causalité résistance

e(t) c
f(t)-
e(t) c
f(t) -
% I f@) = I’;l(ftz e(r) dr + p(to)) Causalité intégrale
e(t) .
f(t) -
e(t) R
(t)-

% R f@) = I’I_%l(e(t)) Causalité conductance

TABLE A.6 — Causalités possibles pour les différents éléments bond graph.

4. Répéter ’étape 3 jusqu’a ce que tous les éléments R soient causalement déterminés.

5. Si le modéle bond graph n’est pas entiérement causal, affecter une causalité arbitraire a un
lien sans trait causal et la propager comme précédemment.

6. Répéter I’étape 5 jusqu’a ce que le modéle bond graph soit entiérement déterminé causa-
lement.

A.3.2 Bicausalité
Principe général

Tandis que la causalité bond graph permet d’envisager les schémas de calcul physiquement
réalisables, le concept de bicausalité bond graph permet de construire des schémas de calcul
physiquement irréalisables (au sens qu’ils ne respectent pas le principe physique de cause a effet)
pourtant mathématiquement réalisables, en dissociant ’affectation des variables d’effort de celle
des variables de flux (Fig. A.5). Le trait causal classique est alors scindé en deux demi-traits
causaux. A partir du schéma acausal A.1, on peut déduire donc deux autres schémas de calcul :

— un premier schéma ol le sous-systéme X 4 détermine & la fois I'effort et le flux pour g :

eR =€y A
{fB = fa (A-4)

— et un deuxiéme schéma ou, cette fois-ci, le sous-systéme X p détermine a la fois I'effort et

le flux pour X4 :
eA:=ep (A.5)
fa=[B

Liés au concept de bicausalité, les double sources et double détecteurs ont également été
introduits (Tab. A.8).
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Eléments bond graph Schémas de calcul Commentaires
et causalités possibles associés
e(t) Causalité unique
: Se f(t) e(t) =E et imposée
e(t) Causalité unique
F .5t W ft)=F et imposée
e(t) Causalité unique
WDG f(t):=0 et imposée
e() Causalité unique
'W Dt e(t) =0 et imposée
ALORAC 10 ex(t) == mea(t)
h(®) h(t) Falt) == mfi(t) .
Deux causalités
uniquement
61(15)/{117} 62(t)/= es(t) == Ley(t
A1) h(t) fi(t) = o fa(t)

Deux causalités

uniquement
Gy | Lei(t)
h(t) fa(t) fi(t) = Jea(t)
es(t) | fo(t) ea(t) := e (t) un seul 'et unio}lue
ol | oz ol et
f1(t)/= 0 N0 i fi(t) === fa(t) = f3(¢)
62(t)J{2(t) e1(t) == —es(t) — es(t) un seul et unique flux
. est imposé sur la
lel(t) C es(t) fz(z) :_ fl(z) jonction 1
0 N f3(t) = fu(t)

TABLE A.7 — Causalités possibles pour les différents éléments bond graph (suite).

EA,ﬁEB Z:A‘ﬁlz)B

(a) Correspondant au (b) Correspondant au
schéma de calcul (A.4) schéma de calcul (A.5)

FIGURE A.5 — Représentation bond graph de la bicausalité.
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double sources
imposant 'effort

Elément Représentation graphique Exemple
bond graph et loi caractéristique physique
e(t)
SeS' f B, F': Sebt f(t) / Pas d’interprétation

physique possible

et le flux e(t) = E
ft)=F
DeD f % DeDf Pas d’interprétation
double détecteurs f(t) physique possible
d’effort et
de flux

TABLE A.8 — Eléments bond graph pour la propagation de la bicausalité.

Bicausalité des différents éléments bond graph

Les différents schémas bicausaux possibles pour les éléments bond graph vus jusqu’a présent

ainsi que leurs éventuelles utilisations sont présentés dans les tableaux A.9, A.10 et A.11.

Eléments bond graph | Schémas de calcul Utilisations
et bicausalités possibles associés éventuelles
AU (0, £(6) > Tel)?
elt), —Lcl)!
f(t)
Synthése
e(t) paramétrique
? 9y
If(t) 71 e(), f(t) = I'1() identification,
caractérisation

Départ d’affectation
bicausale

e(t)
W DeDf

Arrivée d’affectation
bicausale

TABLE A.9 — Bicausalités possibles pour les différents éléments bond graph.

Dans le cas d’un modéle bond graph bicausal, I'affectation de la bicausalité repose, d’une
part, sur la propagation de la bicausalité des éléments double sources SeSf vers les éléments
double détecteurs DeDf et, d’autre part, sur une affectation causale (au sens classique) des

autres éléments du modéle.

Des procédures existent pour affecter la bicausalité & un modéle bond graph. Nous présentons
ici la procédure Scapi! [FN97,NBO05]. Elle permet de propager la bicausalité de maniére a
construire le modéle inverse d’un systéme carré (m entrées et m sorties). Notons que d’autres

1. Sequential Causality Assignment Procedure for Inversion
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Eléments bond graph | Schémas de calcul Utilisations

et bicausalités possibles associés éventuelles
lel(t)/a:% IQQ(t) e1(t) := mes(t) Propagation de

f1(t) fg(t)/l A = L h(t) la bicausalité

W= m 2 (bicausalité

traversante)

(t) fa(t)
A7 R e1(t) = mea(t)
Synthése
paramétrique,
e1(t m leg(z‘/) m e ) identification,
I

e2(t) caractérisation,
: synthése de loi

de commande en
boucle ouverte
e1(t) (bicausalité

ea(t) débouchante)

"
=
N~—
I
3
=
=
N~—

erft) m ep(t) m = 220

T R {ez(t) 'i(%el(t)

er(t) n et e1(t) == rfa(t) Propagation de
L GY ¢ BN 2 . L
o | o e | e

traversante)

e1(t) g es(t) | fo(t) = Ley (1)

)7 () {e2<t> = rfi(t)

TABLE A.10 — Bicausalités possibles pour les différents éléments bond graph (suite).

procédures existent pour la propagation de la bicausalité d’un modéle bond graph : Mscap1?.

Procédure 4. Procédure SCAPI pour P'affectation de la bicausalité. [FN97]

1. Dans le modéle bond graph en causalité préférentiellement intégrale, choisir un ensemble
de lignes de puissance E/S disjointes associées & des chemins causaux E/S disjoints. S’il
n’existe pas de tel ensemble alors le modéle n’est pas inversible et la procédure s’arréte.

2. Dans le modeéle bond graph acausal, remplacer les sources (respectivement les détecteurs)
associées aux entrées (respectivement aux sorties) par des double détecteurs DeDf (res-
pectivement des doubles source SeSf).

2. Modified Sequential Causality Assignment for Inversion [FN97|.
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Eléments bond graph Schémas de calcul Utilisations
et bicausalités possibles associés éventuelles
el(t) r eg(t) . eat)
I GY “——— " RO
A7 fa(t) {em = rfa(t)
Synthése
paramétrique,
e1(t) 1 est) ea(t) identification,
0 IGY =f o A0 caractérisation,
! 2 fa(t) := ;el(t) synthése de loi
de commande
en bo.ucle ouverte
er(t) | ?:Y' .62(t) el (bicausalité
G A f2(t) débouchante)
A®) f2(t) {fl(t) = pea(t)
el(t) , r eg(t) et
GY ' " RO
L7 R0 { .

Iel(t)

(i)

= —fa(t) — f3(t)

Propagation de

PO 70R i i
eg(t) fg(t) el (t) = —ez(t) — eg(t) traversante)

o Yo | (00

1" T Y0 1) = J3

TABLE A.11 — Bicausalités possibles pour les différents éléments bond graph (suite).

w

. Pour chaque élément dont la causalité est imposée (source, élément non inversible), affecter

cette causalité obligatoire et propager cette causalité a travers la structure de jonction en

respectant les contraintes de causalité des jonctions 0 et 1 et des éléments TF et GY'.

W

. Le long de chaque ligne de puissance choisie a ’étape 1, propager la bicausalité de la double

source vers le double détecteur. Puis, propager la causalité a travers le modéle bond graph
en utilisant les contraintes de causalité des jonctions 0 et 1 et des éléments TF et GY . Si
des conflits causaux ou des boucles causales non résolubles apparaissent, recommencer les
étapes précédentes avec un autre ensemble de lignes de puissance E/S disjointes. Si aucun
de ces ensembles ne résout les conflits causaux, alors le systéme n’est pas inversible et la
procédure s’arréte.

5. Pour les éléments de stockage d’énergie, affecter une causalité préférentiellement intégrale

si possible et la propager & travers le modéle bond graph comme a ’étape précédente.

6. S’il reste des éléments R non déterminés causalement, affecter une causalité arbitraire sur

un de ces éléments et la propager comme précédemment.

(O SN |

. Répéter ’étape 6 jusqu’a ce que chaque élément R soit déterminé causalement.

. Si le modéle bond graph n’est pas complétement déterminé causalement, affecter une causa-

lité arbitraire sur un lien bond graph sans trait causal et la propager comme précédemment.
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9. Répéter 'étape 8 jusqu’a ce que le modéle bond graph soit complétement déterminé cau-
salement.

A.4 Notions d’ordre dans un modéle bond graph

Nous présentons dans cette partie les notions de causalités intégrale et dérivée d’un élément
de stockage, d’ordre d’un chemin causal et d’'un ensemble de chemins causaux.

DEFINITION 25. [Dau00,KMR12| Un élément de stockage de type I (resp. C) est en causalité
intégrale si le trait causal, sur le lien de puissance auquel il est connecté, est placé prés (resp.
éloigné) de I’élément. Dans ce cas, la variable d’effort est une entrée (resp. sortie) pour 1’élément,
et la variable de flux est une sortie (resp. entrée) pour 1’élément.

DEFINITION 26. [Dau00,KMR12| Un élément de stockage de type I (resp. C) est en causalité
dérivée si le trait causal, sur le lien de puissance auquel il est connecté, est placé éloigné (resp.
prés) de I’élément. Dans ce cas, la variable d’effort est une sortie (resp. entrée) pour 1’élément,
et la variable de flux est une entrée (resp. sortie) pour 1’élément.

Lors de laffectation de la causalité, un modéle bond graph est en causalité préférentiellement
intégrale (resp. dérivée) s’il a le plus grand nombre possible d’éléments de stockage d’énergie en
causalité intégrale (resp. dérivée).

Lignes de puissance

DEFINITION 27. [WYT95,NB05, Borll| Ligne de puissance : Une ligne de puissance dans
une représentation bond graph acausale est une suite alternée de liens de puissance et d’éléments
multiport. Par définition, une ligne de puissance ne passe pas plus d’une fois par le méme lien
de puissance.

Une ligne de puissance représente un « chemin » d’acheminement de 1’énergie entre deux
points d’un systéme.

DEFINITION 28. [Borll| Ligne de puissance entrée/sortie : Une ligne de puissance en-
trée/sortie est une ligne de puissance entre un lien de puissance dont I'une des deux variables de
puissance dépend d’une entrée du modéle et, un lien de puissance dont I'une des deux variables
de puissance est en relation avec une sortie.

DEFINITION 29. [Ngw01,Borll| Lignes de puissance disjointes : Deux lignes de puissance
sont dites disjointes si elles n’ont aucun lien de puissance en commun.

Chemins causaux

Tandis que le concept de ligne de puissance s’appuie essentiellement sur I’existence de relations
entre les puissances et est acausal, le concept de chemin causal est associé & 'orientation des
équations du modéle et 'affectation des variables du modéle par ces équations.

DEFINITION 30. [WYT95 Ngw01,Borll] Un chemin causal dans une représentation bond
graph causale ou bicausale est une suite ordonnée de variables mises en relation les unes aux
autres conformément a I'affectation de la causalité ou bicausalité sur le bond graph, sans qu'une
seule de ces variables n’apparaissent plus d’une fois dans la suite.

DEFINITION 31. [Borll] Un chemin causal entrée/sortie est une chemin causal entre une
variable d’entrée et une variable de sortie.

DEFINITION 32. [Rah93| Sur un modéle bond graph en causalité préférentiellement intégrale,
deux chemins causaux sont dits BG-différents s’ils ne possédent aucun élément de stockage d’éner-
gie en causalité intégrale en commun.
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DEFINITION 33. [Ngw01,Borll| Deux chemins causaux disjoints sont deux chemins causaux
sans aucune variable commune.

DEFINITION 34. |[NBO05,Borll| Un chemin causal est associé a une ligne de puissance si
pour chaque lien de puissance de la ligne, I'une des deux variables de puissance appartient au
chemin causal.

La notion de chemin causal montre comment une variable influe mathématiquement sur une
autre dans un modéle bond graph.

DEFINITION 35. [Ber97,FN97,Borll] L’ordre d’un chemin causal dans une représentation
bond graph causale ou bicausale (en causalité préférentiellement intégrale) est défini comme la
différence entre le nombre d’éléments de stockage en causalité intégrale d’une part, et celui des
éléments de stockage en causalité dérivée d’autre part, rencontrés le long du chemin causal.

L’ordre d’un ensemble de chemins causaux est la somme des ordres des chemins causaux
constituant ’ensemble.

DEFINITION 36. [FN97| L’ordre BG d’un modéle bond graph est égale au nombre nyp
d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale lorsque le modéle est en causalité pré-
férentiellement intégrale. Ce nombre correspond & la dimension du vecteur d’état et donc au
nombre de conditions initiales qu’il est nécessaire de fixer pour lancer une simulation. Il est égal
au nombre de variables d’état qui sont statiquement indépendantes.

DEFINITION 37. [FN97| L’ordre BG d’un systéme d’équations représenté par un
modéle bond graph est donné par nj;y — nypy ot ny(p) (resp. nyp)) représente le nombre
d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale lorsque le modéle bond graph est en cau-
salité préférentiellement intégrale (resp. dérivée). Cette ordre correspond au nombre de variables
d’état dynamiquement indépendantes.

DEFINITION 38. [Rah93] Sur un modéle bond graph causal, la longeur BG i (v;,v;) d’un
chemin causal (k) entre une variable v; et une autre variable v; est égale au nombre d’éléments
de stockage d’énergie en causalité intégrale rencontrés le long de ce chemin.

DEFINITION 39. [Rah93] Sur un modéle bond graph causal, I’ordre BG wy(v;,v;) d’un
chemin causal (k) entre une variable v; et une autre variable v; est défini de sorte que :

wk(ui,vj) =Ny —np (A6)

ot ny (resp. np) est le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale (resp.
dérivée) rencontrés le long de ce chemin.

DEFINITION 40. Sur un modéle bond graph en causalité préférentiellement intégrale, ’ordre
relatif BG ”%G,i de la sortie y; est égal & wminpaG,i, I'ordre BG minimal qu'un chemin causal
puisse avoir entre la sortie y; et n’importe quelle entrée.

DEFINITION 41. [CDD"86, WDA09| L’ordre d’essentialité d’une sortie est le nombre maxi-
mal de dérivations nécessaires d’une sortie pour exprimer les entrées dans un modéle inverse.

A.5 Critéres d’inversibilité d’un modéle bond graph

DEFINITION 42. [FNO97] Le bond graph inverse d’un systéme est son modéle bond graph
obtenu aprés affectation de la bicausalité et tel qu’il représente graphiquement le modéle inverse
permettant d’exprimer ses entrées en fonction de ses sorties.

Nous considérons dans cette section, les hypothéses suivantes :
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Hypothése 9. Les systéemes sont carrés : le nombre d’entrées du modéle est égal au nombre de
sorties.

APPROCHE ALGEBRIQUE

Pour les systémes linéaires, la littérature fournit plusieurs critéres directs d’inversibilité qui
permettent de tester directement, a partir de la représentation d’état ou de la matrice de transfert
ou encore & partir de la matrice systéme, l'inversibilité du modéle sans la détermination du
modeéle inverse [SM69, BM65, Res90|. Pour les systémes non linéaires, les conditions nécessaires
et suffisantes d’inversibilité se déduisent au cours de la construction du modéle inverse : les
critéres indirects. Ainsi, on définit une deuxiéme hypothése.

Hypothése 10. Les systémes sont linéaires et invariants dans le temps (LTI).

Parmi les critéres d’inversibilité, le plus couramment utilisé est le suivant :

Critére 3. Soit X2 un systéme carré, linéaire et invariant dans le temps, défini par le quadruplet
de matrices (A,B,C,D). On note T sa matrice de transfert donnée par T(s) = C(sI—A) B+
sI-A B
-C D
inversible si et seulement si ['une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
(1) det T(s) #0,
(2) detP(s) #0.

D. La matrice systéme associée P est donnée par P(s) = ( > Le systéme X est

APPROCHE BOND GRAPH

Défini par RAHMANI dans sa thése [Rah93|, le premier critére bond graph direct d’inversibilité
repose sur les notions des chemins causaux E/S différents :

Critére 4. Soit un modéle bond graph avec m entrées et vérifiant les deux hypothéses ci-dessus.

— Si le modéle bond graph ne contient pas m chemins causaux E/S différents, alors le systéme
est non inversible.

— Si le modéle bond graph contient un seul choiz possible de m chemins causaur E/S diffé-
rents, alors le systéme est inversible.

— Si le modeéle bond graph contient plusieurs choix possibles de m chemins causaux E/S
différents, alors il faut calculer le déterminant de la matrice systéme pour conclure sur
ltnversibilité du systéme.

Un autre critére d’inversibilité qui repose sur les notions des lignes de puissances E/S dis-
jointes et des chemins causaux E/S disjoints a été défini par NGwoMpo [FN97,NB05|. Ce critére
est applicable a des systémes linéaires et non linéaires :

Critére 5. Soit un modéle bond graph qui vérifie les hypothéses 9 et 10, le modéle est inversible
si les conditions suivantes sont vérifiées :

— Condition nécessaire 1 : il existe au moins un ensemble de m lignes de puissance (E/S)
disjointes sur le modéle bond graph acausal. Si cette condition n’est pas vérifiée alors le
systeme n’est pas inversible.

— Condition nécessaire 2 : il existe au moins un ensemble de chemins causaux E/S dis-
joints sur le modéle bond graph causal. Si cette condition n’est pas vérifiée alors le systéme
n’est pas inversible.

Si le modéle posséde plusieurs ensembles de m chemins causauz E/S disjoints, alors :

— Choisir un ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes associé a un ensemble de
m chemins causaux E/S disjoints,

— Remplacer les éléments portant les entrées (resp. sorties) du modéle bond graph par des
double détecteurs (resp. double sources),
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— Construire le modéle bond graph bicausal correspondant en propageant la bicausalité le
long des m lignes de puissance E/S disjointes choisies.

- Condition nécessaire 3 : La structure de jonction du modéle bond graph bicausal résultant
doit étre résoluble. Si quel que soit ’ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes choisi
et quelles que soient les affectations causales retenues pour le modeéle bond graph bicausal,
une structure de jonction non résoluble apparait alors le systéeme n’est pas inversible.

A.6 Ordre d’essentialité d’une sortie

Dans le contexte du dimensionnement des systémes mécatroniques, la détermination de ce
type d’ordre nous permet de vérifier ainsi que le cahier des charges est correctement rédigé et
que les trajectoires spécifiées sont suffisamment dérivables par rapport au temps pour calculer
des entrées physiquement réalisables.

Dans la littérature, il existe un certain nombre de procédures pour déterminer I'ordre d’essen-
tialité d’une sortie. Nous considérons tout d’abord ’approche algébrique : 'ordre d’essentialité
est déterminé a partir du modéle d’état.

Théoréme 4 (Modéle d’état — ordre d’essentialité [CDD'86]). Pour un systéme (A, B, C)
inversible & droite et présentant p sorties, I’ordre d’essentialité n;. de la sortie y; peut étre calculé
de sorte que :

p p—1
Nie = § nj — § Njj
J=1 J=1

ou :
— n; est Pordre du 5™ zéro a linfini du systéme (A, B, C);
— Ty; est Uordre du j1™€ zéro a l'infini du systéme (A, B, C;) lorsque :
Ci=(c & l, o )"
i 1 2 v i—1 i+1 P

et Vje{l,...,p}, c; est la jieme Jigne de C.

Remarque 13. L’hypothése d’inversibilité & droite est nécessaire pour justifier le calcul des
ordres d’essentialité pour chacune des p sorties. De plus, méme si le théoréme n’a pas été énoncé
dans ce cadre, il reste valable pour un systéme ou D # 0 (les nj sont alors calculés & partir du
systeme (A, B, C,D) et les ;; & partir des sous-systémes (A,B,C;,D;) ou D; est la matrice
obtenue en supprimant la i**™¢ ligne de D.).

Les ordres d’essentialité peuvent également étre déterminés directement a partir de ’analyse
d’un modéle bond graph en adoptant une approche soit causale soit bicausale.
A.6.1 Approche bond graph causale

JARDIN a proposé dans sa thése la procédure suivante pour déterminer I'ordre d’essentialité
d’une sortie, en exploitant le modéle bond graph causal.

Théoréme 5 (Modéle bond graph — ordre d’essentialité [Jarl0]). .
Soit un modeéle bond graph carré, linéaires et invariants dans le temps et supposé inversible.
L’ordre d’essentialité npg ;e de la sortie y; peut étre calculé de sorte que :
NBGie = Lp - lel

ol, sur le modéle bond graph en causalité préférentiellement intégrale :
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— Ly, est la longueur BG minimale qu'un ensemble de p chemins causaux E/S BG-différents
puisse avoir sur le modéle bond graph initial ;

- ngl est la longueur BG minimale qu'un ensemble de p — 1 chemins causaux E/S BG-
différents puisse avoir sur le modéle bond graph obtenu en supprimant du modéle bond
graph initial son ™€ détecteur.

A.6.2 Approche bond graph bicausale

L’ordre d’essentialité peut étre déterminé d’une maniére plus simple en exploitant directement
le modéle bond graph bicausal correspondant. Un théoréme permettant cette détermination a
été établi par EL FEKI et al. :

Théoréme 6. Modéle bond graph bicausal — ordre d’essentialité [EFMFK12]
Soit un modeéle bond graph carré, linéaire et invariant dans le temps et supposé inversible.
L’ordre d’essentialité npg ;e de la sortie y; peut étre calculé de sorte que :

NBGie = — mMin {wj;
e je[[l,...,m]]{ it
oll wj; est 'ordre BG minimal que peut avoir un chemin causal entre la double source associée a
y; et le double détecteur associée a u; sur le modéle bond graph bicausal correspondant affecté
d’une causalité préférentiellement intégrale.
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Annexe B

Théorie de probabilité

Cette annexe a pour objectif de présenter un certain nombre de définitions et de concepts
de base de 'approche probabiliste. Pour cela, nous allons citer notamment les définitions dans
[Sap06].

B.1 Probabilité

Nous allons introduire dans cette section la probabilité sur un espace fini, puis élargir cette
définition pour les variables aléatoires réelles. Les notions de la densité et de l'indépendance
seront également abordées.

B.1.1 Espace probabilisé

La théorie de probabilité est basée sur la notion « aléatoire ». Une expérience dite aléatoire
est celle dont le résultat est imprévisible. Elle donne lieu & des résultats différents quand elle est
répétée dans des conditions identiques. Notons w le résultat de cette expérience et {2 ’ensemble
de tous les résultats possibles.

L’ensemble 2 est désigné par I’ensemble fondamental ou encore 'univers. Un événement
A est un sous-ensemble de 2 tel qu’a I'issue de 'expérience aléatoire, il est possible de déterminer
si ’événement A s’est produit ou non. L’événement élémentaire est une partie de 2 réduite a un
seul élément.

Dans un ensemble Q non dénombrable !, pour pouvoir construire une probabilité, il est né-
cessaire de restreindre les événements que 'on considére a une sous-classe C(Q2) appelée tribu.

DEFINITION 43. Une tribu A sur €2 est une classe de parties de 2 qui vérifie les trois propriétés
suivantes :
- 0,0 A
~Aec A= Ac A
— Si (Aj)ier est une famille dénombrable d’éléments de A alors | J;c; A; et (),c; Ai sont dans
A

{0,Q} est la plus petite tribu sur Q (tribu grossiere) et P(A) est la plus grosse tribu sur
(tribu discrete). Si A C Q,{0, A, A°,Q} est une tribu sur Q.

L’ensemble des événements constitue une classe C de parties de ).

1. Un ensemble est dénombrable s’il existe une surjection de N sur cet ensemble.
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DEFINITION 44. On appelle espace probabilisable le couple (2;C) ou C constitue une tribu
de parties de €.

DEFINITION 45. On appelle probabilité sur (€2,C) une application P : C — [0, 1] qui vérifie
- PQ)=1
— Si (4;)ier est une famille dénombrable d’éléments de C deux a deux disjoints Vi # j €

I,A;NA; =0 alors
P <U Ai> => P(4) (B.1)

el el
Le triplet (€2,C, P) s’appelle un espace probabilisé.

Supposons que l'on s’intéresse & la réalisation d’un événement A, en sachant qu’un événement
B est réalisé. Cette réalisation est caractérisée par la probabilité conditionnelle de P(A/B).

DEFINITION 46. Soit B un événement de probabilité non nulle. On appelle probabilité condi-
tionnelle de A sachant B (ou encore de A si B) le rapport noté P(A/B) :

P(ANB)

P(A/B) = =5

(B.2)

B.1.2 Indépendance

DEFINITION 47. Indépendance de deux événements A est indépendant de B si P(A/B) =
P(A).
A indépendant de B < B indépendant de A.

DEFINITION 48. Indépendance mutuelle Soient Aq, As, ..., A, des événements; ils sont dits
mutuellement indépendants si pour toute partie I de ’ensemble des indices allant de 1 & n on a :

A
I

Cette condition est beaucoup plus forte que l'indépendance deux & deux, qui ne lui est pas
équivalente mais en est une simple conséquence.

P

=1 Pt (B.3)
I

B.1.3 Loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle

Dans plusieurs cas, on peut associer & chaque événement w € €} un nombre 8 € R. Si on
peut spécifier une régle associant les événements w et les nombres @, on peut définir une variable
aléatoire réelle.

Si X est une application d'un ensemble probabilisé (€2,C, P) dans un ensemble E, il faut
donc que F soit probabilisable, c’est-a-dire muni d’une tribu 7 et que I'image réciproque de tout
élément de T soit un événement. Une variable aléatoire X est donc une application mesurable
de (2,C, P) dans (E,T). Lorsque E = R, la tribu engendrée par les intervalles de R peut étre
utilisée. Cette tribu est appelée tribu borélienne et est notée B.

DEFINITION 49. Une variable aléatoire réelle © est une application mesurable de (£2,C, P) dans
R muni de sa tribu borélienne (R, 5).

On appelle loi de probabilité de © la mesure image de P par © et on la note Pg

DEFINITION 50. La fonction de répartition d’une variable aléatoire © est ’application F' de R
dans [0, 1] définie par :
F(#)=PO<0) (B.4)
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B.2 Fonction de densité de probabilité pour la description de
P’incertitude

Une variable aléatoire continue peut étre caractérisée par sa fonction de densité de probabilité.
Cette fonction associe une probabilité a chaque ensemble de valeurs définies dans un intervalle
donné.

DEFINITION 51. Fonction de densité de probabilité
Soit © une variable aléatoire continue, une loi de probabilité ou une fonction de densité de
probabilité (FDP) associée est une fonction notée ¢g telle que :
— ¢o(0) 2 0;
- fj_;o po(0)df = 1 c’est-a-dire aire totale sous la courbe est égale a 1.
La probabilité que prenne des valeurs comprises entre a et b (a;b € R) est donnée par : P(a <
©<b) = fab o (6)d ce qui correspond a l’aire sous la courbe entre a et b.

La fonction de densité de probabilité représente la dérivée par rapport a la variable aléatoire
de la fonction de répartition.

0
Do (6) = / bo(r)dr (B.5)

Relations entre des variables aléatoires

Nous considérons dans cette section la loi jointe de deux variables aléatoires. Ensuite, nous
introduisons quelques fonctions utiles pour étudier la relation entre des variables aléatoires.

Les définitions portant sur la loi jointe entre deux variables aléatoires ©1 et ©9 impliquent
que ces derniéres soient définies sur le méme espace fondamental €2. Si ©; et ©2 sont définies
respectivement sur les espaces fondamentaux §2; et (o, alors il faut envisager un espace qui
englobe Q; et Q9 (espace-produit).

La loi jointe des deux variables aléatoires ou loi de probabilité du couple (01, ©2) est définie
par :

— Dans le cas discret :

61, 62 — D916, = P(@l = 61 et @2 = (92) (B.G)
— Dans le cas continu :
01,05 — D60, = P(@la <0O1 <0 et P(®2c < By < 92d) (B?)

Ceci peut étre généralisé & un nombre quelconque de variables aléatoires.
Nous présentons par la suite la définition de fonctions de densité de probabilité conjointe,
marginale et conditionnelle.

DEFINITION 52. Fonction de densité de probabilité conjointe

Soit un ensemble de variables aléatoires {©1,...,0,}, la fonction de densité de probabilité
conjointe ¢g,,...0,(01,...,0,) décrit la probabilité d’événements définis en terme de Oy, ..., O,,.
Dans le cas de deux variables aléatoires, on parle de distribution bivariable. Pour n variables
aléatoires, il s’agit d’une distribution multivariable.

DeEFINITION 53. Fonction de densité de probabilité marginale

Les fonctions de densité de probabilité marginales sont les fonctions de densité de probabilité
des variables aléatoires {©1,...,0,} prises séparément. La fonction de densité de probabilité
marginale associée & ©; est notée ¢g, (6;).

A partir de la FDP conjointe, la FDP marginale de chaque variable aléatoire peut étre déduite.
Par contre, la FDP conjointe ne peut étre obtenue a partir des FDP marginales sauf dans le cas
ol les variables sont indépendantes.
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Théoréme 7. La fonction de densité de probabilité marginale de la variable aléatoire ©; peut
étre calculée a partir de la FDP conjointe ¢g, .o, (61,...,0,) comme suit :

oo, (0;) = / s / / e ®o1,...0n (01,...,0,)d0; ...d0;—1db;1q ...dO, (B.8)
Qe Qe,_; /O

Oit1 Qe,

DEFINITION 54. Fonction de densité de probabilité conditionnelle
Pour un couple de variables aléatoires (01,03), la fonction de densité de probabilité condi-
tionnelle ¢g,|g,—0,(01|02) (resp. dpeg,e,—0, (02/61)) est la fonction de densité de probabilité de

la variable aléatoire ©; (resp. O2) conditionnée par la réalisation de I'événement Os = 6,
(resp. ©1 = 61). Pour un ensemble de variables aléatoires {©1,...,0,}, la fonction de densité
de probabilité conditionnelle ¢g,|0,=0,,...0;1=6i_1,01+1=61s1,....0n=0, (0l 01, - - -, 051,051, ..., On)

est la fonction de densité de probabilité de ©; conditionnée par la réalisation des événements

©1="01,...,0;-1=0;-1,0;41 = 0i11,...,0, = Oy

Les fonctions de densité de probabilité marginale, conjointe et conditionnelle peuvent étre
déduites les unes a partir des autres et ce, grace au théoréme 8.

Théoréme 8. Soit deux variables aléatoires ©1 et ©5, la FDP conjointe associée ¢o, 0, peut
s’écrire en fonction des FDP conditionnelles (¢g,j0,—0, €t ¢o,/0,—6,) et des FDP marginales

(¢®1 et ¢92) :
$6,,0,(01,02) = do,|0,-0,(01]02) e, (02) = de,j0,-0, (02|01)0e, (61) (B.9)

Pour des variables aléatoires multiples {©1,...,0,} ., la relation entre les FDP conjointe, condi-
tionnelle et marginale est donnée par :

b01,...0, (01, ,0n) = Do, 101=01,....00_1=0n_1 (Onl01, - - ,On_1)P01,...0, 1 (01, 0n_1)
= ¢@n|@1=91,...,@n_1=9n_1(9n|91’ cee ’anl)
: ¢@n_1|@1=91,...,@n_2=9n_2 (en—l‘eh e 7‘9n—2) (Blo)
: ¢@2|®1:91 (91|92)
: ¢@1 (91)

B.3 Propagation de la densité de probabilité

La propagation de densité de probabilité permet de caractériser I'incertitude aléatoire d’inté-
rét liée par 'intermédiaire d’une fonction continue a une autre incertitude aléatoire dont la FDP
est donnée.

La propagation se fait en utilisant les deux théorémes suivantes :

Théoréme 9. Soit O; une variable aléatoire ayant ¢g, (61) comme fonction de densité de pro-
babilité marginale et soit ©, une autre variable aléatoire telle que ©9 = g(01), alors la fonction
de densité de probabilité associée ¢g,(f2) peut étre calculée comme suit si la fonction g est un
diffeomorphisme (bijective et bi-différentiable) : [Sap06]

e () de,(g7 (6))
P01 00) = G100 ~ 1o/ (g T (02) (B.11)

est la fonction inverse de g et ¢’ est sa dérivée par rapport a ©1.

by
dbsy

Pe,(02) = ‘

ott g1

Le théoréme est étendu pour le cas d’une fonction g qui n’est pas bijective. Lorsque g n’est pas
un difféomorphisme global (un scénario classique), la FDP de © peut étre déduite en définissant
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la fonction g sur k domaines continus, ol g est localement un difféomorphisme. Ensuite, nous
pouvons localement appliquer le théoréme ci-dessus et prendre la somme de toutes les images
réciproques de 61 :

do,(02) = Z legg’ |) (B.12)

En réalité, il est trés fréquent que l'on ait besoin de propager un vecteur de plusieurs va-
riables aléatoires. Dans ce cas, les variables aléatoires sont représentées par les FDP conjointes
de ces vecteurs et la propagation est effectuée sur ces FDP. La dérivée de g est remplacée par le
déterminant de la jacobienne.

Dans le cas général, la propagation se fait en passant par la fonction de répartition.

Dans le cas d’une fonction inversible, la propagation se fait directement avec les FDP.

Théoréme 10. Soit deux vecteurs de n variables aléatoires ® = (01,...,0,,) de fonction de
densité de probabilité conjointe ¢g(0) et P = (P4, ..., P,) de fonction de densité de probabilité
conjointe ¢p(p) tels que p = g(@) avec le vecteur de fonctions g = (g1,...,g,) et h =g™1.

Si h est contintiment différentiable alors la FDP conjointe ¢p de P s’écrit :

op(p) = |Jgl '¢e(0) =|J4 've(g(p))

991(6) 991(6)
001 T 00,
ou |Jy| = det : : est le déterminant de la jacobienne de g par rapport a
Agn(0) Ogn(0)
001 T 00,

Les théorémes ci-dessus impliquent que les vecteurs de variables aléatoires © et P aient
la méme dimension. Ces théorémes ne permettent pas d’obtenir la FDP conjointe associée a
P lorsque le nombre de variables aléatoires de ce vecteur est inférieur au nombre de variables
aléatoires du vecteur ®. C’est toutefois un scénario fréquent. Des variables fictives peuvent alors
étre ajoutées afin d’obtenir la méme dimension pour les deux vecteurs aléatoires. Ces variables
fictives peuvent étre choisies, par exemple, parmi les variables de © :

P1 = g1(01,...,0n,)

Pn, :gnp(ala"',ang) (B13)
pnp—l—l - anp—l—l

Pny = ang

Dans le cas d’un vecteur, la FDP obtenue est donc une FDP conjointe. Afin de déterminer la
FDP marginale d’'une variable, la FDP conjointe doit étre intégrée sur tous les domaines de
définition des autres variables (y compris les variables « fictives » si elles ont été ajoutées pour
équilibrer la dimension des vecteurs).
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Annexe C

La logique floue

C.1 Définitions

Afin de répondre au besoin de représenter des connaissances imprécises, le concept de sous
ensemble flou (SEF) a été introduit. Il permet d’éviter les passages brusques d’une classe a une
autre et d’autoriser des éléments a appartenir partiellement a chacune des classes.

On considére un ensemble de référence X . Un sous-ensemble classique A de X est défini par une
fonction caractéristique x(A) qui prend la valeur 0 pour les éléments de X n’appartenant pas a
A et la valeur 1 pour ceux qui appartiennent a A : [BM95]

xa:X —{0,1}

DEFINITION 55. Un sous-ensemble flou A de X est défini par une fonction d’appartenance qui
associe a chaque élément x de X |, le degré f4(x), compris entre 0 et 1, avec lequel = appartient

a A : [BMY5|

fa: X —[0,1]

Un sous-ensemble classique est donc un cas particulier de sous-ensemble flou ot f4 ne prend
que des valeurs égales a 0 ou 1.
On note F(X) 'ensemble de tous les sous-ensembles flous de X.
Un sous ensemble flou A est classiquement représenté en utilisant la notation suivante. Elle
indique pour tout élément x de X son degré f4(x) d’appartenance a A :

A=>" cxfa(x)/z , si X est dénombrable,

A= [y fa(z)/z, si X est non dénombrable. [BM95]

La notation est symbolique. Elle n’a pas le sens du calcul. Nous présentons maintenant
quelques caractéristiques d’'un SEF A et les opérations sur les SEF :
— Le support de A : supp(A) = {z € X/fa(x) # 0}
— La hauteur de A : h(A) = supzex(fa(x)), si h(A)=1, on a un SEF normalisé.
— Le noyau de A : noy(A) = {z € X/fa(x) =1}
— La cardinalité : [A] =y fa(z)
Les opérations sur les SEF :
~ Bgalité : A= B & Vre X, fa(z) = f(x)
Inclusion : AC B Ve € X, fa(z) < fp(z)
Intersection : ANB =C & Vo € X, fo(z) = min{fa(z), fe(z)}
— Union : AUB =C &V € X, fo(z) = max{fa(x), fe(x)}
— Complément : A® est défini comme le SEF de X de fonction d’appartenance : Vo €
X, fae(@) =1 - fa(a)
Les propriétés des SEF :
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Associativité de N et de U

Commutativité de N et de U
~ANX=A4ANn0=0

~AUX =X;AUh=A

- AUBDADANB

- AnN(B'UB")=(AnB)U(ANnB")

- Au(B'NnB"y=(AUB)Nn(AUB")

— |A|+ |B|=|ANB|+ |AU B

- ANA£PACUA#X

- (AnB)Y £ A°UB% (AUB)® = AN B¢

— (A9 =4

- 0¢=X;XC =9

— (supp(A©)) = noy(A); (noy(A“))® = supp(A)
Définition des a-coupes associées a un sous-ensemble flou :

DEFINITION 56. Pour un seuil donné « de [0,1], on définit la a-coupe du sous-ensemble flou A
de X comme le sous-ensemble A, = {z € X/fa(xz) > a} de X, dont la fonction caractéristique
XA, est telle que : x4, =1 si et seulement si fa(z) > a.

Les a-coupes sont donc les parties non floues de X. Les a-coupes des SEF vérifient :

-~ (ANB)y=AsN B,

- (AUB), = Ay U B,

—s1 AD B alors A, O B,

Un sous-ensemble flou A de X peut étre représenté a partir de ses a-coupes grice au théoréme
de décomposition.

Théoréme 11. Tout sous-ensemble flou A de I’ensemble de référence X est défini a partir de
ses a-coupes par :

Vo € X, fa(r) = supaejo, )X A, (T)

ou sup indique le supremum (la borne supérieure des valeurs possibles) et x4, est la fonction
caractéristique de A,.

C.2 Nombre flou

Dans cette section, nous présentons le concept de nombre flou, qui représente des propriétés
de variables prenant leurs valeurs dans ’ensemble R des nombres réels. Ils correspondent a 1’idée
de voisinage d’une valeur précise.

C.2.1 Sous-ensemble flou convexe

DEFINITION 57. Un sous-ensemble flou A de I’ensemble X des nombres réels est convexe si, pour
tout couple d’éléments a et b de X, et pour tout nombre A de [0,1], la fonction d’appartenance

de A vérifie [BM95] :
fa(a + (1 =A)b) = min(fa(a), f4(b))

Il est & noter qu’on ne considére la propriété convexe que sur ’ensemble des nombres réels R.

Un sous-ensemble flou A de R est convexe si toutes ses a-coupes A, sont convexes : V(a,b) €
A2 VX €[0,1],Aa + (1 — \)b € A,.

Si A et B sont deux SEF convexes de R, leur intersection est convexe.

On utilisera la propriété de convexité dans la définition d’un intervalle flou dans le paragraphe
suivant.
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C.2.2 Nombre flou

DEFINITION 58. Une quantité floue est un sous-ensemble flou normalisé @) de R. Une valeur
modale de @ est un élément m de R tel que fo(m) = 1.

DEFINITION 59. Un intervalle flou I est une quantité floue convexe.

Un intervalle flou correspond & un intervalle de I’ensemble des réels dont les limites sont
imprécises (ou mal déterminées).

DEFINITION 60. Un nombre flou M est un intervalle flou de fonction d’appartenance semi-
continue supérieurement et de support borné, admettant une unique valeur modale m.

Un nombre flou correspond & une valeur réelle m connue imprécisément.

1 __________________
re) Quantité
floue X
0 Xo X2
1 __________________
H(x) Intervalle
flou X
0 X X2
1
n(x)
0

Xo X1 X2

F1GURE C.1 — Quantité floue, intervalle flou et nombre flou.

C.3 Produit Cartésien, principe d’extension

Le concept de sous-ensemble flou est, en effet, une extension de celui de sous ensemble clas-
sique. Par conséquent, les concepts mathématiques classiques sur des sous-ensembles/éléments
précis peuvent étre étendus/adaptés pour des sous-ensemble flous : la convergence floue, les inté-
grales floues, les graphes flous...Nous présentons ici le produit cartésien, le principe d’extension
et les relations flous basiques.

C.3.1 Produit cartésien

La description de tout systéme fait généralement intervenir plusieurs univers de référence.
Par exemple, la connaissance d’'un moteur & courant continu est basée sur la connaissance des
paramétres R, L,... Pour considérer un tel systéme avec plusieurs ensembles de référence, on
construit un univers global dont les diverses composantes sont les ensembles de référence initiaux.

Hypothése 11. Les ensembles de référence n'ont pas d’effet les uns sur les autres (les obser-
vations faites sur chacun d’entre euzr sont indépendantes les unes des autres). On dit alors que
les sous-ensembles flous définis sur ces ensembles de référence sont mon-interactifs. [BM95]
[Zad65]
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DEFINITION 61. Soient des sous ensembles flous Aj, As,..., A, respectivement définis sur
X1, Xo, ..., X,. On définit le produit cartésien A = Ay x Ay X+ - - X A,., comme un sous-ensemble
flou de X = X3 x X9 x---x X, de fonction d’appartenance définie pour tout = = (1, x2,...,z,)
de X par

MA(x) = min {MAl (561), HA, (562), sy HAL (xr))} = Hliin KA, (xl) (Cl)

C.3.2 Projection d’un sous-ensemble flou - L’extension cylindrique

Soit un sous-ensemble flou A défini sur un univers X7 x X, produit cartésien de deux ensemble
de référence X; et Xs. Afin de retrouver des informations sur un composant (X; ou X»), on
effectue la projection sur cet composant.

DEFINITION 62. La projection IIy d’un sous-ensemble flou 4 de X = X; x Xg X ... x X, sur
Y = Xo x Xp X ... x X avec a,b,....k € {1,2,...,r} est définie comme un sous-ensemble flou
IIy A de Y dont la fonction d’appartenance est définie pour tout o = (g, ap, ..., ) de Y par :

NHyA(a) = sup ,uA(fil,oza, .. afirfk,ak) (0'2)
{(jil""’iir,k)/ig{ar“vk}}

ou les 7; et les o; sont ordonnés.

DEFINITION 63. Soit A = A1 x Ay x --- x A, un sous-ensemble flou défini sur X = X; x

Xo X -+ x X,. L’extension cylindrique sur X d’un sous-ensemble flou A;,i € {1,...,r} est
un sous-ensemble flou noté A; (ou parfois Cx(A;) dans la littérature) de X dont la fonction
d’appartenance est donnée pour tout z = (x1,x9,...,2,) de X par

g (2) = i, (22) (©3)

Le produit cartésien et la projection des sous-ensembles flous peuvent causer une « perte
d’information » en ce sens que les sous-ensembles flous obtenus par la projection d’un produit
cartésien ne sont pas nécessairement les sous-ensembles flous initiaux. De plus, nous pouvons
avoir une différence entre le produit cartésien des projections et le sous-ensemble flou initial. Sous
certaines hypothéses, cependant, on peut montrer que ces opérations commutent. En d’autres
termes, on a les égalités suivantes :

My, Ao A = HA; €0 [l AxeoxTlx, A = KA XX Ar
Ces égalités font l'objet des deux propositions suivantes.

Proposition 3. Soient des sous ensembles flous A7, Ag, ..., A, définis sur X1, Xo,...,X,, dont
les fonctions d’appartenance p4,, ftA,, - - -, [tA, sont normalisées. Alors, la projection du produit
cartésien A = Ay x --- x A, relativement & X; est A;. En d’autres termes, on a

Plix, A = [1A; (C4)

De plus, le produit cartésien des projections et le sous-ensemble flou initial ne sont pas tou-
jours identiques. Retrouver exactement A = A; x- - -x A, & partir des projections IIx, A, ... IIx, A

correspond & un probléme de type « lossless join » dans la logique floue dont la condition générale
est proposée dans [RM88|. Nous utilisons cette condition ici pour les projections.

Proposition 4. Soient des sous ensembles flous Ay, Ao, ..., A, définis sur X, X5,..., X,. On
suppose que pour tout z de X = X7 x --- x X,., il existe au moins un indice ig tel que
piya(®) = na(z), (C.5)

ou lﬁm\A est 'extension cylindrique de IIx,, A sur X. Alors, le produit cartésien des projections
IIx, A x --- x IIx, A est précisément le produit A = A; x --- x A,, soit, pour tout z de X,

iy, ity 4(2) = (@) (C.6)

Les démonstrations de ces deux propositions ont été données dans le chapitre 4.
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C.3.3 Principe d’extension

On suppose qu’on dispose d’une application ¢ d’un ensemble de référence X vers un second
ensemble de référence Y. Soit A un sous-ensemble flou de X, on cherche le sous-ensemble flou
B, I'image de A par ¢ en utilisant le principe d’extension de ZADEH [BM95].

DEFINITION 64. Etant donné un sous-ensemble flou A de X et une application ¢ de X vers
Y, le principe d’extension permet de définir un sous-ensemble flou B de Y associé a A par
I'intermédiaire de ¢ tel que Vy € Y :

pe(y) =  sup  palz) si o ({y}) #0
{reX/y=0(2)} (C.7)

pa(y) =0si ¢ ({y}) =0

Si ¢ est bijective, la détermination de la fonction d’appartenance de B est juste un transfert
de la fonction d’appartenance de A vers I’ensemble de référence Y :

Yy e, fp(y) = falo™ ()

Dans le cas particulier ot X est le produit cartésien de plusieurs ensembles de référence
X1, Xo, ..., X;, on peut combiner le principe d’extension et la définition du produit cartésien, pour
trouver le SEF B correspondant dans Y défini par la fonction d’appartenance suivante [BM95] :

VyetY

pp(y) = sup min(fa, (21), fa,(x2), ..., fa, (2) si o7 ({y}) # 0
{o=(e1.@2,.0)EX /y=0(2)} (C.8)

up(y) =0si ¢ ({y}) =0

Le principe d’extension peut étre appliqué pour définir une régle compositionnelle, qui sert,
de maniére analogue & ’approche probabiliste, & la recherche d’une loi « marginale » & partir
d’une loi de probabilité « conjointe ».

Théoréme 12. Etant donné trois ensembles de référence X, Xo, X3 a tout couple de sous-
ensembles flous A de X1 x X5 et B de X5 x X3, on fait correspondre un sous-ensemble flou C
de X7 x X3, de fonction d’appartenance définie par :

Vo, € Xq,Vas € X3, fo(z1,23) = { sup }min(fA(x1a$2)7fB($27$3)) (C.9)
r2€X2

Dans le cas particulier, quand on considére X3 comme un ensemble « unitaire » (Vg €
X3, fxs(z3) = 1), on obtient :

Vi € X1, fo(w1) = sup min(fa(z1,22), fB(22))
{z2€X2}
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Annexe D

Inversion du modéle véhicule

Nous considérons, dans cette annexe, 'inversion du modéle de véhicule en situation de frei-
nage en ligne droite (figure D.1).

Comme nous adoptons ici ’approche locale de la propagation, nous construisons tout d’abord
le modéle inverse du véhicule entre (2, ¢) et (Fyy, Fy,) et ensuite les modeéles inverses des sus-
pensions entre F, et mg, et entre Fy, et mg,.

__________ |___________________________\r_________
Décélération
\
; Distribution ;
I M, + 2M,
' T '
Frar:MSe 1 {0 | 1V} 0l 1} MSe:Fray
< MTF: -z Il MTF: -z V

C:1/keay DPsavR

LaTF é_{ éTF:-Lav '

ef Fav

1

id%a/4 [

' TF k——0 ~—1S¢Quy

[ 1d% /4
L

Sf:Qar}ﬁ 0 ﬁi TF

v

y
D
Ds 1 .S 1 S
. Se:-Mg
-Mg:Se ‘I: C:1/Kpar C:% —I: eIVl
O}ﬁ'] /\‘1 ~ 0
[ bpar:R Bpav:R [
Sf 0 Sf:O
SUSPENSION ARRIERE VEHICULE SUSPENSION AVANT
__________ - - - - -

FIGURE D.1 — Représentation bond graph bicausale du modéle du véhicule.

En exploitant le modéle bond graph bicausal de la figure D.1, nous cherchons le modéle
inverse d’ordre minimal du véhicule permettant de déterminer les variables (Fyy, Azgy, Fory Azar)
en fonction de (z, ¢).

Les efforts F,, et Iy, s’expriment :
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_ I Ic-Sb“l‘(Facav‘f'anr)Z Loy
Fow = [MC'Q + M2~ Lar “TartLay

_ _ (FeavtFrar) Lar 5 _ I w1 Mc.g.Lar

= Tortlao 2 T M (22570 ) % = \ToiTar ) P+ TuriLan

. . M..GLar
—Olgy-2 — 5(11)-2 — Yav-P + ﬁ (D 1)

_ Mc:Lgy McLgy = Ic-¢+(anv+anT)Z Lar = :

Faoo = |75 9 Lot 2 1 Lar TariTay + Me-g + Me.2

_ (anv+anr) L(“, b Ic .- Mc.g.Lav
= et At M\ ) A s ) P T e
_ . . Mc.g.L

= —Qgr.2 — /Bar-z — Yar-$ + ﬁ

ou :
Qa _ (anv+anr)
av - LGT+LGU
_ L
bow = —Me (755
_ I
Jav = (LGT+LM) (D.2)
a _ _ (an'u“l’an'r) :
ar - LGT+LGU
- _ _Lay
Bar = —Me (725 )
_ 1,
Yar =~ (LarﬁL(w)

Le calcul de Azg, et Azg, nécessite de prendre en compte les flux imposés par les dynamiques
résiduelles des roues avant et arriére. Nous considérons ici la roue avant (figure D.2). Le calcul

pour la roue arriére est similaire.
: I: M,
\Zr av/\

.

Se:-Mig
C:1/Kpav

1%6
R/\

Dpav:

SfZO
FiGURE D.2 — Représentation bond graph bicausale de la roue avant.

Le flux au niveau de la suspension avant s’exprime :

AZgy = % — Lap — Zraw (D.3)

Nous appelons le débattement de la roue z.4,. En exploitant le sous-modéle bond graph dans
la figure D.2, nous avons donc :

. ) . . M..gL
Mrzr(w + bp(w-zrav + kp(w-zrav = OQgp-2 + /Bav-z + Yav-P + <_ - - T'g> (D4)
LGT‘ + LGU
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L’équation D.4 caractérise la dynamique résiduelle de la roue avant.

Nous pouvons également déduire ’équation caractérisant la dynamique résiduelle de la roue
arriére d’une maniére similaire.

M,.g.L
Me§-Lav r,g> (D.5)

M, zpar + bpar-zr.ar + kpar-zrar = g2 + Bar-Z + Yar-¢ + <_
Lar + Lay

, _ (_ McgLar _ ([ _Mcg.Lav
En dénotant 8., = ( Y~ Mr.g> et 04 = < y—— - M,.g ), nous avons donc un
systéme d’équations différentielles caractérisant les dynamiques résiduelles des roues avant et

arriére :

M, zrqw + bpavzr.av + kpav-zrav = Q-2 + Baw-Z + Yav-P + Oaw

. . ) . (D.6)
M, zrar + bparzrar + kpar-zrar = Qqr-2 + Bar-Z + Yar-§ + Oar

—N—

Il nous faut trouver z,.q, et zr4, a partir de 'équation D.6. Dans la suite, nous résolvons pour
Zrav- La résolution pour z,. est similaire.
En exploitant les spécifications données sur z et ¢ :

(3(t) = 7522 [wWpz cos(wpat + @) — Ezwnz sin(wp,t + ¢2)] e §zwnzt

) K . _
o(t) = \/1—‘” (W cOs(Wpet + ) — Epwny sin(wppt + ¢y)] e Sownopt

—&2

Z(t) = \;K_Z [(({z.wm)2 — wgz) sin(wpzt + ¢2) — 2.6, wn 2wy cos(wp,t + qﬁz)] g Szwnzt
_K(p

o(t) = e [((@,.ww)Q — wfw) sin(wppt + @) — 2.€Wnpwpyp €OS(wWppt + %,)] e Sewnet
(D.7)

‘

Le premier membre de D.6 s’écrit donc :

K. (aav‘i‘ﬁavfgw%z_ﬁavwgz)e_gzw"zt
V1-¢2

e~ t=nzt cos(wp,t + V)

QapZ + /Bavé + r)/av%b + 5av = (aasz + 6av) -
+26av§zwnzwszz
V1-¢€2

—Epwn
_ JauKpe toenet [(2w2, — w2,) sin(wppt + ) — 28pwnepwpy cos(wppt + Vo))

V& e¥ne ~ Wpp

sin(wp.t + V)

= fa(t)
(D.8)
Nous considérons donc ’équation différentielle :
MT"zT:;I’U —"_ banZT’.GU —"_ kan'ZTGU - fav(t) (Dg)
L’équation différentielle homogéne associée est donc :
MT-ZT:;M) + bpavzr.av + kpav-zr(w =0 (DlO)
L’équation caractéristique est : M, k% + bpavk + Kpaw = 0.
Agy = b2y — Akpay M, < 0 (D.11)
Donc :
—bpav £ 94/ 4kpan M, — b;%av
k1o = (D.12)

2M,
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168 Annexe D. Inversion du modéle véhicule

La solution de ’équation homogéne est :
—bpavt vV=A ) —A
w=e 2Mr [Clav cos <Wravt> + Coqy Sin <Wravt>} (D.13)

La solution de I’équation D.9 a la forme suivante :

Zrav = Zr + 2p1 T Zr2 + 2r3 (D'14)
ol 21, 2r9 €t 2.3 sont les des solutions particuliéres correspondant aux différents termes de
fav(t)-

Calcul de z,q :

zr1 correspond au terme g, K, 4 &4y et est donc une constante :

oy = Qaofe t a (D.15)
kpav

Calcul de z,,

Zpo correspond aux termes sin(wp,t + @) et cos(wp.t + ®.) dans fo, ().

2o = e S2wnst [A2qy cos(wpt + @) + Bagy sin(wp,t + )] (D.16)

En ne retenant que les termes correspondant de I’équation D.9 :

e—fzwnzt COS(UJpzt + ‘1)2) [kpavAQav + bpav(_gzwnzA2av + BQaUsz) + M, [AQav (gwgz - Wgz) - 2B2avaz£zwnz]]

e Eswnst Sin(wpzt + @) [kpavB2av — bpaw (§2wn2Baay + A2avaz) + M, [B2av( zwiz - w}%z) + 2A2UWWPZ£ZW”2H
2 2 2 —&zwnzt

_ Ke(oantBantZun: —favwy, e sin(wpst + ®) 4 erbanzlis o=Geonst cog (.t + P,

\/1-€2 \/1-¢€2

(D.17)
Une solution est donc :
A2av — azavcéav_bzavdlav
a2 . +b2
B2 — m (D18)
av a’gav+bgav

ou :

Azqv = kp(w - gzwnszav + Mr-ggw%z - Mrwp%z
braw = bpavaz - 2-Mrwpz£zwnz
o 2Bav£zwnzwszz (Dlg)

Clav = \/@

_ K. (Q’av +ﬁav§§w%z _ﬁavwgz)

diaw = \/1*52

Calcul de z,5
zpg correspond aux termes de sin(wpet + Py) et cos(wpet + Py) dans fq,(t). De maniére si-

milaire, nous obtenons ’expression de z,3.
zZrg = €59t [ A3, cos(wppt + ®y) + Bagy sin(wput + )] (D.20)

Avec :
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A _ a(pavc2av_bcpavd2av
3av — a?pav-f—bgpav (D 21)
B — b(pavc2av+acpavd2av :
av agaa'u +bgaa'u

— 2,2 2
= kpav — §pWnepbpay + My.owy, — Mywp,

Apav
bcpav = gpayla()p? - 2'M7"wp<p§sowngo

— ZavReSeWneWpe D 22)
Coav = —_— ( .

K -t

_ “BeYav(e2, 2 2

d2av — /—1753 ( ww,w prP)
A partir de %, 2,1, 29 et 2.3 obtenus, nous avons la solution de I’équation D.9 :
- bpav vV — . N/ —
Zrav = € 2.0y " Crav COS( 2 ]\%M t) + Cogyp SID( 2 ]\%M t)> + aav-sz'HSav
<AVip M, pav
(D.23)

e Swnst (Ay,,. cos(wpzt + @) + Bagy sin(wp:t + ¢2))
e Sewnel (Agqy. cos(wppt + ¢p) + Bagy sin(wpet + ¢y))

Clary Cogr se déterminent en utilisant les conditions initiales sur I’écrasement Q.o et la vitesse

d’écrasement prise nulle du pneumatique arriére :

K. +4, ; . .
Crar = Qaro — %TTZTW — Agqar €08 ¢, — Bog, sin ¢, — Agqy cos QSQO — B3gr sin ¢<P

bpar .
CZ(M" - \/2% Q_I)MT Clar — COs ¢Z(B2arwpz - A2ar§zwnz) =+ sin ¢z (BQargzwnz + AZQTWpZ)
— COs (bcp(B?)arwpcp - A3ar§<pwn<p) + sin (bcp (BSar§¢wn¢ + A3arwp<p)]

(D.24)

Le calcul est similaire pour la roue arriére. Nous obtenons z,q; :

_ bpaT /_ . /_
Zrar = € Q'MTt <Clar COS( 2.1@;” t) + CZ(M" Sln( 2.]@:7" t)) + aar']f;z:r(sar

(D.25)

+€7€anzt (AZ(M"- COS(wpzt + ¢z) + Bz‘“" Sin(wpzt - (bz))
+e—Eownot (Asar. cos(wpwt + %) + Bsar sin(wpg;t + ¢¢))

avec
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Agyr = b2, — 4. kpay. M,

par

A — azarclar_bzardlar
2ar — )
dzar zar
B — Ozar 1ar+ zarClar
2ar — 102
zar zar
A _ a(parc2ar_bcpard2ar
3ar — 102
<par par

Bayy = bparc2ar+apard2ar

aZar+bZar
Azar = par gzwnz par + M, éz nz MTWIQ;Z
bzar = bparwpz 2.M wngzwnz
Qpar = par étpwnip par + M, 54,9 ne MTWIQ)QP
bpar = bparwpy — 2. Mywpp€owne

25ar€zwnzwpz K.

Clar = \/@

_ K. (Oéar +Bar§§w%z _ﬁarwgz)

dlar - \/17gg
c _ 2VarKppwneowpy
2ar — \/@
—Key 2,2 2
dogr = 25 (E5wy, — W
ar \/@( prne P%O)

Ko+5 : :
Crar = Qavo — Omrkim — Agar €08 ¢, — Bogy sin ¢, — Azq cos ¢p — Bgar sin ¢tp

par

bpar :
Cogr = \/2% p Clar COs ¢Z(B2arwpz - A2ar£zwnz) + sin ¢z (B2ar£zwnz + AQaTsz)

— COS (bgo(B?)arwpcp - A3ar§gowng0) + sin ¢¢(B3ar§g0wngo + A3arwpg0)]
(D.26)
On déduit zyqy, 2rar & partir des équations D.23 et D.25.

2.M, 2.M,
—|—€_§zw"zt (—A2av£zwnz + B2avaz) COS(szt + sz) - (B2av£zwnz + A2avaz) Sin(wpzt + sz)}

‘|‘€_§¢wmpt (_A?;av&pa}mp + BBaUWpap) COS(ngpt + ¢Lp) - (B?mwggowmp + A3ava<p) Sin(wpgot + ¢<p)]
—b a7‘
Zrar = € 230, t {cos(V A‘”t) ( b”‘“"Clmn + Cogr Y ~Lar > + sin < v A‘”t) ( b”‘“"Cgar Chor o2 ]

Zrav = 6_2%711‘7;: [cos <\/T‘”t> < b’"”Chw + Coaw \/T) + sin (\/T‘“’t> ( bpav ~ Coap — Clav\/Tav)}

2.M, 2. M
_|_e—§zwnzt (_A2ar£zwnz + B2arwpz) COS(szt + ¢z) - (B2ar£zwnz + A2arwpz) Sin(wpzt + sz)

‘|‘€_§¢wmpt (_A?;ar&pwmp + B3arwp<p) COS(ngpt + ¢<p) - (B3ar£<pwmp + ABaTWpap) Sin(wpgot + QS@)]

(D.27)
Le modeéle inverse des flux dans le véhicule peut donc étre mené a la forme :

A'.Zav =z Lava — Zraw (D 28)
Azgr =2+ Laer — Zpar

Les équations D.1, D.27 et D.28 décrivent le modéle inverse du véhicule.

Nous cherchons également le modéle inverse des suspensions. Nous considérons la suspension
avant. Le calcul pour la suspension arriére est similaire. En exploitant le modéle bond graph
bicausal de la figure D.1, nous obtenons une relation implicite en mgv :

ksav < Ot %{i}‘“’dT + f(f QavdT + ‘/;aUO) - % + bsavQav

Ma
= D.29
May Fon ( )

ol Viawo et Viaro sont les conditions initiales des déplacements généralisés des éléments C.

Cette relation s’exprime sous forme un polynéme du second degré a coefficients fonctions du
temps :

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
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t t
Favm?w - <ksav / QavdT + ksav Vsavo + bsanav) May + <ksav / Azgpdt + bsavAZav> =0
0 0
(D.30)

t 2 t
Agap = <ksav / QavdT + ksavVsavo + bsanav) -4 (ksav / Azgpdt + bsavAZav> Fopy >0
0 0

(D.31)
Cette équation a donc deux solutions :
_ (ksav fy Qavdr+ksavVsavo+bsavQav) +VAsav
Mavl = \ 2F 00 (D 32)
(ksav fO QavdT“stavVsavO“Fbsanav)*V Asqv ’
May2 = 2 .,

Le coefficient de transmission d’énergie doit étre positive tout le temps. mq,1 est la seule
solution qui satisfait cette condition.

Le calcul pour la suspension arriére est similaire. Nous trouvons pourtant deux solutions
positives en temps.

(ksar [§ QardT+ksarVearo+bsarQar ) +vAsar

Mar1 = oF
x D.33
(k‘sar fg QardT“l‘k‘saerarO‘i‘bsarQar)_\/ Asar ( )
Mear2 = For

Mer1 est pourtant trop grande pour une suspension de véhicule (il donne un diamétre du
piston d’environ 30m). Nous ne pouvons qu’accepter la solution mgo.

Nous avons donc :

_ (ksav [y Qavdr+ksavVeavotbsavQav ) +VAsau

May = oF
av D.34
o (k‘sar fot QaTdT+ksarvsar0+bsarQar) —VAsar ( )
Mar = 2,

2 . .
Asay = <ksav fg QavdT + ksavVsavo + bsanav) —4 <ksav fg Azgydr + bsaUAZ(w) Fou

2 . .
Asar = (ksar fg QardT + ksar Vsaro + bsarQav) —4 <k8ar fot Azgrdr + bsarAZar) For
(D.35)
L’équation D.34 décrit les modéles inverses des suspensions.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés
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