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Chapitre 1

Introduction générale

Contexte

Ces trente dernières années, nous avons pu percevoir l’impact des développements des appli-
cations de l’ingénierie dans le monde industriel ainsi que dans la vie quotidienne. Les nouveaux
systèmes complexes apportent des réponses aux exigences accrues du marché en termes de per-
formances, de confort, de sécurité, de consommation d’énergie, de réduction de pollution et d’in-
novation. Ces systèmes, dit « systèmes mécatroniques » visent à concilier toutes ces contraintes
de conception et de combiner des technologies concourantes par leur intégration en synergie. Leur
apparition a demandé un changement de méthodes dans le processus de conception.

Auparavant, la conception d’un tel système complexe adoptait une démarche d’ingénierie
séquentielle. Cette démarche décompose le système en plusieurs sous-systèmes (selon leur disci-
pline) et étudie ces sous-systèmes en utilisant, de manière séparée, différentes méthododologies
issues des différents domaines de la physique. La mécatronique, pourtant, exige de concevoir le
système étudié de manière transverse, considérant l’interaction entre différentes technologies et en
gardant une vue d’ensemble sur le produit. L’approche classique de l’ingénierie séquentielle n’est
plus adéquate. Dans ce contexte, les concepts d’ingénierie concourante et de cycle de conception
en V sont apparus. L’ingénierie concourante vise à améliorer l’interaction entre les différents
partenaires d’un projet. Elle permet de prendre en compte les différentes phases du cycle de vie
du système dès la conception et de mener en parallèle les différentes études afin de limiter les
risques de conflit lors de l’interfaçage des différentes technologies et donc de réduire les phases
de re-conception. Le cycle de conception en V permet de décomposer le travail de conception en
deux phases : descendante (spécification des besoins et développement) et ascendante (intégra-
tion et validation). Ces deux phases sont reliées à la base du cycle par la réalisation de prototypes
physiques. Ce cycle de conception nécessite d’être parcouru plusieurs fois totalement ou partiel-
lement jusqu’à trouver une solution optimale. Cette démarche peut être alors coûteuse en temps
d’étude, dépendant du nombre d’itérations et de la durée de chacune d’entre elles. Le prototype
physique est donc remplacé par un prototype virtuel modélisant et simulant le comportement du
système à chaque itération.

Face à l’internationalisation des marchés et à la conjoncture économique actuelle, l’industrie
doit être la plus compétitive possible. A côté des contraintes de qualité, il existe donc également
celles de marché et d’économie. La fabrication à très haute précision peut introduire des produits
de qualité excellente mais implique dans le même temps des coûts plus importants qui, éven-
tuellement, dépassent les contraintes économiques et dégradent la compétitivité du produit sur
le marché. Pour faire face à ce conflit, les contraintes de qualité peuvent être intentionnellement
relâchées afin d’atteindre les cibles économiques et par conséquent, améliorer la compétitivité
sur le marché. La spécification de tolérance est alors un élément clé pour résoudre ce conflit.
L’objectif de conception n’est plus uniquement de dimensionner des valeurs nominales, mais de
déterminer également des tolérances sur ces valeurs nominales. Des tolérances bien spécifiées per-
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2 Chapitre 1. Introduction générale

mettent d’atteindre un compromis entre la performance du système et les coûts de fabrication.
Le problème de synthèse de tolérance devient alors une partie très importante dans le processus
de conception d’un système mécatronique.

En outre, dans la conception d’un système mécatronique, il existe toujours des incertitudes.
Malgré les avancées technologiques, elles peuvent dégrader considérablement les performances des
systèmes par rapport aux performances prévues théoriquement. Ces facteurs incertains viennent
des perturbations externes ou des incertitudes sur le modèle dynamique et sont classés en trois
catégories : aléatoire, épistémique et erreur. Leur existence nécessite leur prise en compte dans
la conception d’un système, en particulier, dans la synthèse de tolérance. Pour cela, l’ingénieur
de conception doit connaître les méthodes pour modéliser et propager les incertitudes.

Cette thèse s’inscrit dans ce contexte de conception des systèmes mécatroniques et porte, plus
particulièrement, sur la synthèse de tolérance paramétrique de chaîne d’actionnement. Nous nous
intéressons également à la prise en compte des facteurs incertains dans le processus de synthèse
de tolérance.

Motivations

Dans le contexte du cycle en V, la conception d’un système mécatronique ou d’une chaîne
d’actionnement est réalisée à différents niveaux :

– niveau système : le choix de l’architecture du système est fait conformément au cahier des
charges,

– niveau sous-système : les sous-systèmes sont sélectionnés pour satisfaire le cahier des
charges,

– niveau composant : à partir des spécifications données, les paramètres du système sont
déterminés.

Lorsque l’architecture du système a été définie, le dimensionnement consiste à choisir les
différents composants des chaînes d’actionnement suivant les spécifications imposées par le cahier
des charges. Les approches existant dans la littérature pour aborder ce problème peuvent être
classées en deux catégories : les approches par modèle direct et les approches par modèle inverse.

L’approche par modèle direct est essentiellement une méthode essai - erreur - correction.
Dans cette approche, un composant est sélectionné sur des critères généralement simples du type
statiques ou stationnaires dans un catalogue de composants disponibles. Un modèle du système
équipé du composant sélectionné est mis en place et sa simulation est ensuite entreprise (essai)
afin de calculer les performances en sortie et les comparer avec les performances spécifiées dans
le cahier des charges (erreur). Si les spécifications ne sont pas satisfaites, il faut recommencer
la procédure (correction). Cette approche possède deux inconvénients : le nombre d’itérations
est variant, difficilement prévisible et peut être grand suivant la complexité du problème de
conception. De plus, la solution obtenue n’est pas garantie d’être idéale (surdimensionnement).

Moins classique, l’approche par modèle inverse correspond pourtant plus à la manière natu-
relle de poser un problème de dimensionnement. Généralement, dans un problème de dimension-
nement, les spécifications sur les sorties du modèle retenu sont données et il faut chercher les
entrées de commande et les paramètres du modèle. L’approche inverse consiste alors à construire
un modèle inverse dont les entrées sont les spécifications et les grandeurs recherchées sont les
entrées de commande et les paramètres. Ce modèle inverse ne correspond pas à la causalité
physique du système mais est néanmoins mathématiquement envisageable. Il permet en effet
de calculer l’évolution des entrées du modèle à partir de l’évolution de ses sorties. L’approche
inverse possède deux avantages par rapport à l’approche directe : le nombre d’itérations dans le
processus de conception est diminué et les spécifications sont prises en compte d’emblée dans ce
processus et à tout instant de leur évolution. Cela permet de procéder à un dimensionnement
sur des critère dynamiques.
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3

L’approche inverse a été exploitée depuis la fin des années 60 en conception industrielle
[Coe69,PJ86,VKP87,Deq98]. Cependant, elle n’est systématiquement généralisée et formalisée
qu’à la fin des années 90. Le laboratoire d’Automatique Industrielle (LAI) 1 a proposé une mé-
thodologie de dimensionnement par modèle bond graph inverse [SAR91,NST96,FN97]. Elle est
basée sur l’inversion des modèles bond graph en exploitant la bicausalité [Gaw95]. Possédant les
avantages d’une approche inverse, la méthodologie permet en plus de spécifier la conception d’un
nouvel actionneur si aucun des existants ne répond aux exigences.

Une partie importante de la méthodologie repose sur une analyse structurelle du modèle.
Cette analyse permet de vérifier des conditions nécessaires d’inversibilité du modèle ainsi que
l’adéquation entre le modèle et les spécifications avant d’entreprendre l’inversion. L’analyse struc-
turelle aide également à une nouvelle rédaction du cahier des charges dans le cas où le problème
n’est pas correctement posé pour une inversion. Cela fournit de la flexibilité et une réduction de
temps d’étude par rapport à l’approche directe.

En procédant à des inversions successives, nous pouvons remonter les spécifications et di-
mensionner progressivement chaque étage d’une chaîne d’actionnement. La méthodologie peut
être utilisée pour la synthèse de la commande en boucle ouverte ainsi que le dimensionnement
paramétrique.

La synthèse de tolérance d’un paramètre dans un système mécatronique peut être vue comme
une généralisation du problème de dimensionnement paramétrique. Nous envisageons donc la
possibilité d’utiliser l’approche par modèle inverse pour le problème de synthèse de tolérance.
Cette idée vise à apporter un gain de temps considérable dans le travail de synthèse de tolérance,
comparé à la plupart des approches directes actuelles basées notamment sur les techniques de
simulation telle que la méthode de Monte-Carlo.

Le formalisme bond graph dispose d’outils pour la modélisation de l’incertitude : le bond
graph de sensibilité, le bond graph incrémental et le bond graph incertain. Pourtant, ces outils
donnent une information limitée sur la nature ainsi que les propriétés de l’incertitude. Ils ne
sont alors pas adaptés à la synthèse de tolérance lorsque que l’on a besoin de plus d’information
sur la distribution d’un paramètre. La prise en compte, dans la méthodologie de dimensionne-
ment par bond graph inverse, de l’incertitude, notamment de l’incertitude aléatoire, est faite
par la théorie des probabilités [Fek11]. Cependant, dans un système mécatronique, l’incertitude
aléatoire et l’incertitude épistémique 2 co-existent. La considération d’un seul type d’incertitude
n’est alors pas suffisant. Il est nécessaire de prendre en compte l’incertitude épistémique dans la
méthodologie et, par conséquent, une approche complète systématisée considérant les deux types
d’incertitude.

Dans ce contexte, ce mémoire est une contribution à la problématique de synthèse de tolérance
pour la conception des systèmes mécatroniques visant les objectifs énoncés ci-dessous.

Objectifs

Les objectifs de cette thèse sont :

– une contribution à la modélisation des incertitudes épistémiques dans le formalisme bond
graph,

– la prise en compte de ces incertitudes dans la méthodologie de dimensionnement par bond
graph inverse,

– formalisation d’une méthodologie générale de synthèse de tolérance par bond graph inverse,
tenant compte des deux types d’incertitude (aléatoire et épistémique),

– application de la méthodologie à un exemple du domaine de l’automobile.

1. devenu aujourd’hui le laboratoire Ampère.
2. voir définitions dans 3.2.2, page 22
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4 Chapitre 1. Introduction générale

Organisation du mémoire

Pour répondre aux objectifs de cette thèse, ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres.
Le premier chapitre établit le contexte général de nos travaux de recherche. Tout d’abord,

nous présentons une brève introduction à la mécatronique et l’architecture générique d’un système
mécatronique du point de vue énergétique. Ensuite, la conception de ces systèmes est abordée.
Les concepts d’ingénierie concourante, de cycle de conception en V sont également introduits.
Parmi plusieurs problèmes de conception d’un système mécatronique, nous nous focalisons sur
celui de la synthèse de tolérance d’un composant. Après l’introduction de la tolérance dans la
conception d’un système mécatronique, nous rappelons les méthodes existantes pour traiter le
problème de synthèse de tolérance.

Afin d’aborder la prise en compte de l’incertitude dans la méthodologie de dimensionnement
par bond graph inverse, le deuxième chapitre propose un état de l’art sur les incertitudes dans
un système mécatronique. Les incertitudes sont classées soit par leur source, soit par leur nature
(aléatoire, épistémique). Ensuite, différents outils de modélisation et d’étude des systèmes incer-
tains sont présentés. Ces outils servent à quantifier l’impact des incertitudes sur le comportement
du système. Cette présentation fournit une vue très générale sur les avantages et les inconvénients
de ces outils, ainsi que leurs domaines d’application. Elle donne des pistes pour choisir un outil
de modélisation de l’incertitude.

Comme nous allons exploiter l’inversion de modèles par bond graph pour résoudre le problème
de synthèse de tolérance, la méthodologie de dimensionnement par modèles bond graph inverses
sera étudiée dans la suite du deuxième chapitre. Une brève introduction de ses différentes étapes
et différents aspects sont présentés. A la fin de ce chapitre, les travaux sur la prise en compte des
incertitudes dans un modèle bond graph sont également discutés. Ces travaux portent notamment
sur les aspects modélisation et analyse des incertitudes paramétriques dans le formalisme bond
graph.

Le troisième chapitre est consacré à la présentation de notre contribution à la prise en compte
de l’incertitude épistémique dans le formalisme bond graph. Inspiré par le bond graph probabiliste
[Fek11], nous proposons le bond graph flou. Nous commençons ce chapitre par un rappel de
certaines notions de base de la logique floue telles que celles de la fonction d’appartenance et des
α-coupes. Ensuite, nous établissons la base du bond graph flou en associant un ensemble flou
à chaque variable de puissance. Nous présentons deux approches de propagation des ensembles
flous dans un modèle bond graph flou : l’approche globale et l’approche locale, puis les règles
d’exploitation d’un modèle bond graph flou sont introduites. L’exploitation du bond graph flou
est illustrée par un exemple simple d’un moteur à courant continu. Nous considérons le cas
mono-incertitude et le cas multi-incertitudes.

Le dernier chapitre est consacré au problème de synthèse de tolérance tenant compte des
incertitudes admissibles sur les spécifications en sortie. En exploitant la méthodologie par bond
graph inverse et les deux formalismes de bond graph probabiliste et de bond graph flou, nous
proposons une méthodologie générale pour la synthèse de tolérance. L’objectif est d’obtenir la
tolérance de paramètres de conception pour satisfaire aux exigences spécifiées dans le cahier
des charges. La méthodologie proposée se compose de cinq étapes. Après la modélisation du
système, objet de la conception, par modèle bond graph, les incertitudes sont quantifiées soit par
des fonctions de densité de probabilité, soit par des ensembles flous. Elles sont propagées à travers
le modèle inverse (globalement ou localement) afin d’atteindre les paramètres de conception. Les
tolérances paramétriques sont alors synthétisées à partir des résultats de propagation.

La conclusion présente une synthèse des contributions de ce mémoire ainsi que plusieurs
perspectives de recherche pour compléter et élargir ces travaux.

Enfin, le mémoire est complété par plusieurs annexes qui donnent des informations complé-
mentaires aux chapitres. L’annexe A présente des notions de base sur le langage bond graph
comme une entrée en matière de cet outil. Les annexes B et C, quant à elles, donnent des rappels
sur la théorie des probabilités et la logique floue, bases des deux grandes approches pour la ma-
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nipulation des incertitudes dans ces travaux de recherche. Enfin, l’annexe D détaille les calculs
de l’exemple du chapitre 5.
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Chapitre 2

Tolérance dans le problème de

conception d’un système mécatronique
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8 Chapitre 2. Tolérance dans le problème de conception d’un système mécatronique

2.1 Introduction

Durant ces trente dernières années, la mécatronique et ses applications ont fondamentalement
changé le monde. Ces systèmes pluridisciplinaires nécessitent une approche de la conception qui
tient compte de différents métiers. Par ailleurs, le cahier des charges dans la conception de
systèmes est de plus en plus complexe : les coûts et les temps de développement doivent être
réduits au maximum alors que les performances demandées sont plus grandes (nouvelles normes
en termes de sécurité, nouvelles contraintes environnementales, etc). Par conséquent, le problème
de conception des systèmes mécatroniques demande de plus en plus d’effort.

Dans le problème de conception des systèmes mécatroniques, le dimensionnement vise à
déterminer les valeurs des paramètres de sélection des composants du système. Le problème de
dimensionnement est classiquement déterministe.

Outre les contraintes de qualité, celles du marché et économique ont également une grande
importance dans la conception industrielle. La fabrication très précise peut introduire une qualité
excellente du produit mais implique aussi un coût élevé qui éventuellement dépasse les contraintes
économiques. Pour cette raison, les contraintes de qualité peuvent intentionnellement être relâ-
chées afin d’atteindre les objectifs économiques pour plus de compétitivité sur le marché. La
spécification de tolérance est alors un élément clé pour répondre à ce problème. Une tolérance
bien spécifiée garantira la performance du système et également un coût de fabrication réduit.
Pour cela, l’ingénieur en charge du produit doit consulter l’avis du fabricant et faire une étude
de marché lors de la conception.

D’autre part, dans un système mécatronique, il existe toujours des incertitudes. Les incer-
titudes sur les spécifications, les mesures et la modélisation sont inévitables et engendrent une
différence entre la performance du système réel observé et la performance du modèle mathéma-
tique associé.

Il est donc nécessaire de prendre en compte les incertitudes dans la conception du système,
en particulier pour la synthèse de tolérance, et d’avoir des méthodes efficaces de modélisation
et de propagation de ces incertitudes. L’objectif est alors de concevoir non plus une valeur
déterministe, mais une tolérance [ASM09] sur le paramètre. Cette tolérance doit permettre de
vérifier les spécifications techniques, de minimiser les effets négatifs des incertitudes et de garantir
un certain coût de fabrication. Cet aspect est largement développé dans la littérature, pourtant,
il manque à notre connaissance une méthodologie systématique.

Ce chapitre est consacré à l’établissement du cadre général de nos travaux. Nous proposons
tout d’abord une courte introduction aux systèmes mécatroniques. Ensuite, la conception de ces
systèmes est abordée. Parmi plusieurs problèmes de conception d’un système mécatronique, nous
nous focalisons sur celui de la synthèse de tolérance d’un composant.

Après l’introduction de la tolérance dans la conception d’un système mécatronique, nous
rappelons les méthodes existantes pour traiter le problème de synthèse de tolérance.

Ainsi, ce chapitre nous permet de positionner nos travaux dans les différentes étapes de la
conception d’un système mécatronique.

2.2 Introduction à la mécatronique

Dans ce paragraphe, nous proposons une introduction à la mécatronique. Avant d’aborder sa
conception, nous présentons l’architecture générique et énergétique d’un système mécatronique.
Ensuite, les notions d’ingénierie concourante, de cycle de conception en V sont introduites.

2.2.1 Les systèmes mécatroniques

Le terme mechatronics (ou mécatronique en français) a été inventé en 1969 par l’ingé-
nieur japonais Mori de la société Yasukawa Electric en concaténant les mots mechanics et
electronics [Mor69], pour caractériser un système intégrant une partie mécanique et une partie
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2.2. Introduction à la mécatronique 9

électronique. Depuis, la définition de la mécatronique a évolué avec la complexification des sys-
tèmes [Ise05,Ise08]. Il existe plusieurs définitions d’un système mécatronique dans la littérature.
Parmi elles, nous pouvons citer les définitions de quelques organisations importantes :

– La définition du journal international Mechatronics : « Mechatronics in its fundamental
form can be regarded as the fusion of mechanical and electrical disciplines in modern
engineering process. » [DH91]

– La définition du journal international IEEE transactions on Mechatronics : « Me-
chatronics is the synergetic combination of mechanical engineering with electronics and
intelligent computer control in the design and manufacturing of industrial products and
processes ». [KO96]

– La définition du IFAC Technical Committee on Mechatronic Systems : « Mecha-
tronics, from a control engineer’s perspective, is a synergistic approach to utilize advanced
control, sensing and actuation methodologies in a variety of applications across many fields
such as robotics and automation, motion control, automotive systems, biomedical systems,
micro and nanoscale systems and information storage systems. » [IC13]

En général, la mécatronique est définie comme l’intégration multidisciplinaire de systèmes
mécaniques et électromécaniques avec des systèmes électroniques et issus de la technologie de
l’information (figure 2.1 1).

.

Figure 2.1 – La mécatronique : synergie de différentes disciplines [Jar10].

En France, le terme « mécatronique » est apparu officiellement en 2005 2. L’Association
Française de Normalisation (AFNOR) a proposé en 2008 une définition de la mécatronique pour
la communauté scientifique et industrielle [AFN08] :« Une démarche visant l’intégration
en synergie de la mécanique, l’électronique, l’automatique et l’information dans la
conception et la fabrication d’un produit en vue d’augmenter et/ou d’optimiser sa
fonctionnalité ».

Touchant de nombreuses applications dans des domaines variés, les systèmes mécatroniques
se retrouvent dans notre vie quotidienne ainsi que dans le milieu industriel : produits grand public
(caméscope, lecteur CD, jouet,...), médecine (robot de chirurgie mini-invasive, prothèse,...), re-
cherche spatiale (robot explorateur, satellite,...), outils de production (machine outil à commande
numérique, chaîne automatisée d’assemblage,...) ou encore transport (avion, véhicule routier,...).

Un système mécatronique peut être vu comme une chaîne de transmission de puissance su-
pervisée à l’aide d’algorithmes de commande, eux-mêmes éventuellement paramétrés par l’inter-

1. Figure extraite de [Jar10] sous l’autorisation de l’auteur.
2. Dans Le Petit Larousse.
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10 Chapitre 2. Tolérance dans le problème de conception d’un système mécatronique

.

Figure 2.2 – Exemples de systèmes mécatroniques [Jar10].

médiaire d’une interface homme-machine (Fig. 2.3). D’un point de vue énergétique, les chaînes
de transmission de puissance sont l’association de plusieurs fonctions telles que : l’alimentation
énergétique, les modulateurs de puissance, la conversion et la transmission de l’énergie... [Laf04]
(Fig. 2.3).

.

Figure 2.3 – Architecture générique d’un système mécatronique d’un point de vue énergétique
[Jar10].

Remarque 1. L’architecture de la figure 2.3 est une architecture simple. Il existe d’autres confi-
gurations (par exemple l’association de plusieurs chaînes d’actionnement) [Laf04].
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2.2.2 Conception des systèmes mécatroniques

Auparavant, l’approche globale de la conception pour des systèmes complexes utilisant diffé-
rentes technologies issues de différents domaines de la physique consistait à décomposer le système
en plusieurs sous-systèmes 3. Ce découplage par discipline scientifique pose une question sur l’as-
sociation des sous-systèmes conçus : « à partir des propriétés des différentes parties, il n’est pas
trivial de déduire le comportement de l’ensemble » [Leb03]. Une combinaison de différentes tech-
nologies est optimale si et seulement si une réelle communication entre les différents spécialistes
est mise en place et l’interconnexion des différentes disciplines est prise en compte dès le processus
de conception. Ceci nécessite donc un changement de méthode de conception ce qui a motivé la
création de l’ingénierie concourante 4, une nouvelle démarche qui est principalement basée sur la
communication des différents partenaires du projet et la mise en œuvre d’outils et plates-formes
communs de développement. Cette approche est appliquée avec succès dans de nombreuses in-
dustries. Une description plus détaillée peut être trouvée dans [Jag93,AFN94,DF98].

Aujourd’hui, les spécialistes de la conception de systèmes mécatroniques s’accordent à repré-
senter leur démarche sous la forme d’un cycle en V. Issue du génie logiciel, cette démarche a
effectivement été adaptée par et pour la communauté mécatronicienne. Le cycle en V est consti-

.

Figure 2.4 – Le cycle de conception en V [Jar10].

tué de deux branches principales : la phase descendante (top down) correspond aux différentes
phases de spécifications et de conception tandis que la phase ascendante (bottom up) représente
les étapes de validation et d’intégration des différentes technologies. Le projet est donc décom-
posé en plusieurs sous-projets de différents niveaux (figure 2.4). Il permet de mener en parallèle
les deux phases principales existant dans le cycle de conception : la phase de conception de la
chaîne d’actionnement du système et la phase de détermination et d’implémentation des lois de
commande [DT99].

Dans le cadre de nos travaux, nous nous intéressons à la conception de la chaîne de transmis-
sion de puissance d’un système mécatronique aux niveaux système, sous-système et composant.
La conception d’une chaîne de transmission de puissance revêt plusieurs aspects [Fek11] : la
synthèse d’architecture (niveau système) [Lic07], la sélection de sous-systèmes ou de compo-
sants sur étagère (niveau sous-système) [FN97,Ull03], la synthèse paramétrique (niveau compo-
sant) [Ngw98,Laf04].

3. Ce point de vue traditionnel a ainsi abouti à ce que nous pouvons appeler l’ingénierie séquentielle [Jar10].
4. Parfois dénommée ingénierie simultanée [Ise96].
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12 Chapitre 2. Tolérance dans le problème de conception d’un système mécatronique

2.2.3 Problème de synthèse paramétrique

Une fois l’architecture du système définie, la synthèse paramétrique consiste à déterminer
les paramètres des différents composants de la chaîne de transmission de puissance respectant
les spécifications imposées par le cahier des charges. Contrairement au problème d’identification
paramétrique où on détermine des paramètres inconnus d’une structure choisie a priori, en exploi-
tant des résultats de mesures ou de simulations obtenus pour des entrées données [WP94], un pro-
blème de synthèse paramétrique vise la détermination des paramètres inconnus d’une structure
donnée à partir de la connaissance des spécifications sur les sorties et des commandes [Ngw98].
Ces données exigent la compatibilité des commandes et des spécifications avec la structure du
modèle.

Deux approches peuvent être envisagées pour aborder ce problème de synthèse paramétrique :
l’approche par modèle direct et l’approche par modèle inverse

Approche par modèle direct : méthode essai-erreur-correction

Cette approche consiste à :

1. Sélectionner un actionneur dans un catalogue d’actionneurs disponibles sur des critères
simples (cf. par exemple [New50,Coe69].)

2. Modéliser l’actionneur sélectionné.

3. Spécifier l’entrée du modèle (actionneur+charge).

4. Lancer une simulation afin de calculer la performance en sortie.

5. Comparer la performance obtenue avec la performance spécifiée dans le cahier des charges.

6. Itérer la procédure si la performance obtenue ne satisfait pas les critères fixés dans le cahier
des charges.

Le modèle utilisé dans cette approche, le modèle direct, est un modèle qui respecte le principe
de la causalité physique entre les entrées et les sorties du système physique.

Cette approche est basée sur des critères généralement stationnaires : les grandeurs maximales
à ne pas dépasser. Par conséquent, elle n’exploite pas la totalité des spécifications et peut rendre
la sélection non pertinente en pratique. Elle aboutit très rarement à une solution acceptable dès
la première simulation, ce qui fait qu’elle est coûteuse en temps.

En fait, les méthodes directes ne donnent aucune assurance de converger vers une solution et
même en cas de convergence, rien ne garantit que la solution obtenue soit optimale. Pour pallier
ces inconvénients, une approche possible est l’approche par modèle inverse.

Approche par modèle inverse

Contrairement au problème direct, où on donne les causes et le modèle décrivant l’évolution du
système résultant de ces causes pour obtenir les effets observables expérimentalement, certaines
problématiques en ingénierie favorisent le problème inverse pour déterminer les causes à partir
des observations expérimentales de leurs effets. Dans cette approche, les modèles ne respectent
plus le principe de causalité physique et une inversion entrée/sortie du modèle est nécessaire.
Cette opération n’est possible que si le modèle est inversible. La résolution mathématique de ce
problème peut être difficile car il peut être mal posé ou la solution non unique.

En automatique, le problème d’inversion d’un modèle a fait son apparition en 1963 [ZD63,
Wei64]. Le premier algorithme d’inversion des systèmes discrets et des systèmes linéaires mono-
variables à temps invariant a été introduit en 1965 [Bro65,BM65]. Cet algorithme a été ensuite
étendu pour le cas multivariables [YD66,Dor69,PSSM70]. Depuis, l’inversion des modèles phy-
siques a fait l’objet de nombreux travaux : sur les modèles linéaires [SM69,Por69,Wil74,RW77],
les modèles non linéaires [Hir79,Sin81,Nij82,Nij86,Fli86] et les modèles singuliers [TV88].
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2.3. Tolérance dans la conception d’un système mécatronique 13

Dans un problème de synthèse d’architecture et/ou de sélection de sous-systèmes, les données
du problème de conception sont les spécifications sur les sorties et les valeurs des différents
paramètres. Ainsi, il paraît plus naturel de poser ce problème comme un problème inverse. Il y
a classiquement trois méthodes de dimensionnement utilisant l’inversion : la méthode générale
communément adoptée en robotique pour dimensionner les actionneurs de robots manipulateurs
(évoquée dans [Jar10]), celle de Potkonjak et Vukobratović [PJ86, VKP87], et celle de
Dequidt [Deq98,Deq00].

Dans un problème de synthèse paramétrique d’un composant d’une chaîne de transmission
de puissance, les variables de puissance de ce composant, obtenues par inversion, sont tracées
dans un plan (effort, flux). La synthèse paramétrique se fait en exploitant les relations entre ces
variables [Fek11].

En conception, l’étape ultime avant la fabrication est la synthèse de tolérance. Comme il a
été évoqué dans l’introduction de ce chapitre, une fabrication très précise d’un composant peut
introduire un coût de réalisation élevé, et éventuellement dégrader la compétitivité du produit
sur le marché. Ceci motive donc la définition de tolérances dans le processus de conception.

2.3 Tolérance dans la conception d’un système mécatronique

Dans cette partie, la définition d’une tolérance ainsi que le contexte général du problème de
synthèse de tolérance dans la conception d’un système mécatronique sont présentés. Ensuite, les
solutions classiques de ce problème sont introduites.

2.3.1 Tolérance dans un système mécatronique

Nous présentons ici la définition de tolérance extraite de la norme ISO 14253-1 :1998

[ISO98] :

Définition 1. Tolérance : différence entre les limites supérieure et inférieure de tolérance.

Chaque domaine physique peut voir la définition légèrement changer. Nous pouvons citer
ainsi la définition de la tolérance dimensionnelle utilisée dans le domaine mécanique.

Définition 2. La tolérance dimensionnelle exprime la différence acceptable et cohérente entre
la plus petite et la plus grande dimension d’un objet. [CR11].

Du point de vue général, cette définition peut être étendue aux autres domaines physiques.
Une tolérance porte non seulement sur les dimensions, mais également sur une propriété, une
grandeur, un paramètre. . .en fonction de l’objectif et du domaine d’application.

La spécification des tolérances pour les composants fabriqués devient reconnue par l’industrie
comme un élément clé dans leur activité de conception. Une tolérance bien spécifiée peut générer
des économies de coût significatives en gardant une performance acceptable du système. La
conception technique et la fabrication sont toutes deux impactées par les tolérances spécifiées.
Tandis que l’ingénieur de conception doit spécifier une tolérance qui garantit la performance du
système, le fabricant sait qu’une tolérance serrée augmente fortement le coût de production. Les
tolérances ont aussi une grande influence sur le choix des procédés de production, et déterminent
la qualité et la durée de vie du produit final.

Tenir compte des incertitudes dans le processus de conception du système et déterminer les
tolérances peuvent réduire les effets négatifs des incertitudes, tout en conservant les performances
du système. Le système est par conséquent rendu robuste et moins cher.

La synthèse de tolérance est alors un lien important entre l’ingénierie de conception et la
fabrication. Elle doit être un outil pour répondre à des exigences concurrentes et fournir un
compromis entre la performance et le coût de fabrication.
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14 Chapitre 2. Tolérance dans le problème de conception d’un système mécatronique

2.3.2 Problème de synthèse de tolérance paramétrique

Il est à noter que le problème de synthèse paramétrique par la méthodologie de dimension-
nement est déterministe [Ngw98,Laf04]. Les spécifications considérées dans ces travaux sont des
trajectoires temporelles nominales, et par conséquent, des contraintes fortes qui ne tiennent pas
compte des incertitudes admissibles sur les trajectoires en sorties. Il est donc judicieux de définir
un domaine de fonctionnement admissible pour chaque sortie qui permette de déterminer les
tolérances paramétriques. Dans ce contexte, l’analyse par intervalles a été utilisée pour traiter le
problème dans [Hoc02,Ly04,Fek11].

Il est nécessaire d’étudier, lors de la conception d’un système, les effets inévitables des in-
certitudes sur les trajectoires en sorties. Ces études peuvent servir, par exemple, pour la dé-
termination de commandes robustes qui permettent de réduire, en boucle fermée, la sensibilité
du comportement du système à l’incertitude paramétrique [AB03a] ou de limiter l’impact né-
gatif des incertitudes en boucle ouverte en définissant une zone de fonctionnement admissible.
Dans le problème de conception présenté dans ce mémoire, la question posée est : quelle tolé-
rance peut-on appliquer aux paramètres de conception du système pour satisfaire
les spécifications du cahier des charges ? La réponse peut être dans la prise en compte de
l’incertitude dans la procédure de conception. En particulier, dans le contexte de notre recherche,
nous visons à prendre en compte une variabilité admissible sur les sorties spécifiées,
pour la synthèse de tolérance paramétrique.

Nous présentons dans la suite, des méthodes pour synthétiser des tolérances dans un sys-
tème mécatronique. Ces méthodes sont utilisées dans plusieurs domaines d’application : génie
mécanique, génie civil, automatique . . .

2.4 Outils pour la prise en compte de la tolérance en conception

Traditionnellement, les concepteurs utilisent la notion de coefficient de sécurité pour tenir
compte de la variabilité d’un paramètre dans la conception d’un système. Cette notion classique
présente plusieurs inconvénients et a vu l’introduction de celle de probabilité de défaillance ou
celle des coefficients de sécurité partiels. La probabilité de défaillance peut être considérée comme
un outil préliminaire pour la prise en compte de l’incertitude dans la conception.

Afin de surmonter les insuffisances des procédures de conception déterministe, la conception
non-déterministe permet d’observer les mesures de fiabilité et de robustesse au cours du processus
de conception. Les deux grandes classes de problèmes de conception non-déterministe sont des
problèmes de conception robuste et des problèmes de conception basée sur la fiabilité [Huy01]. Le
problème de synthèse de tolérance peut être classé comme un problème de conception robuste.
Cependant, il nécessite également la considération de la fiabilité.

Parmi les domaines physiques existant dans un système mécatronique, le monde mécanique
dispose des méthodes spécifiques de synthèse de tolérance. En effet, dans un système mécanique,
il faut considérer les critères d’assemblage des pièces. La tolérance spécifiée doit alors satisfaire
non seulement les critères fonctionnels mais aussi les critères d’assemblage.

2.4.1 Le coefficient de sécurité

Les procédures traditionnelles de conception utilisent le coefficient de sécurité pour tenir
compte des incertitudes. Cependant, elles présentent plusieurs inconvénients. Tout d’abord, ces
procédures peuvent être difficiles à appliquer aux systèmes mécatroniques qui ont des configura-
tions multidisciplinaires et non conventionnelles. Ensuite, les mesures de fiabilité et de robustesse
ne sont pas fournies dans le processus de conception. Par conséquent, il n’est pas possible de
déterminer l’importance relative des différentes options de conception sur la fiabilité et la robus-
tesse du système. Enfin, l’approche par coefficient de sécurité est inconsistante. Il tient compte
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2.4. Outils pour la prise en compte de la tolérance en conception 15

de conditions d’échec en utilisant une moyenne ou un état de « pire des cas ». En réalité, une
condition pire des cas est difficilement identifiable.

Avec l’apparition de la conception non-déterministe et la probabilité de défaillance (cf. para-
graphe 2.4.2), les coefficients de sécurité partiels ont été introduits. Ces coefficients de sécurité
partiels sont posés sur plusieurs valeurs critiques de la distribution du paramètre incertain (au
lieu d’un seul coefficient sur la valeur nominale). Ils garantissent alors la fiabilité du système. En
pratique, les coefficients de sécurité partiels ne sont pas calculés mais prédéfinis dans les codes.

2.4.2 La conception non-déterministe

La formulation non-déterministe est celle dans laquelle certains éléments essentiels du pro-
blème de conception (variabilité de fabrication, données expérimentales, de mesure, solutions
informatiques, erreurs de discrétisation, ...) sont considérés comme incertains [ZHW+02]. Ces as-
pects incertains peuvent être exprimés de plusieurs façons comme par exemple par l’arithmétique
par intervalles ou par des fonctions de densité de probabilité.

Les deux grandes classes de problèmes de conception non-déterministe sont des problèmes de
conception robuste et des problèmes de conception basée sur la fiabilité [Huy01]. Un problème de
conception robuste est celui dans lequel un système reste insensible aux petites variations dans
les quantités incertaines de la conception. Un problème de conception basée sur la fiabilité est
celui dans lequel la conception a une probabilité de défaillance inférieure à une valeur spécifiée.

La même formulation mathématique peut être utilisée pour décrire à la fois la conception
robuste et la conception basée sur la fiabilité. Cependant, leurs domaines d’application sont assez
différents.

Concernant la conception basée sur la fiabilité et afin de pallier les inconvénients des coeffi-
cients de sécurité dans la procédure traditionnelle de conception, une description plus analytique
a été établie dans les années 50 [Fre56,Bol69]. Dans cette description, tous les paramètres d’un
modèle d’ingénierie sont des variables aléatoires. Il n’existe pas de sûreté absolue, et la défaillance
est caractérisée par une probabilité.

Plus précisément, soit le vecteur R composé de toutes les variables aléatoires décrivant les
propriétés d’un modèle, S le vecteur des charges (pouvant être considérées comme les spécifica-
tions) et g(R,S) la fonction d’état limite (c’est-à-dire g(R,S) < 0 signifie un mauvais système,
g(R,S) > 0, un bon système). Alors pd = P (g(R,S) < 0) est la probabilité de défaillance,
F = 1 − pd est la fiabilité du système. Pour déterminer la probabilité pd, les types et les
paramètres des distributions de probabilité de R et S sont nécessaires. Cela multiplie le nombre
de valeurs devant être fournies par l’ingénieur qui conçoit : chaque paramètre est livré avec un
type de distribution.

En fait, les codes actuels emploient des valeurs critiques Rk et Sk (certains quantiles de R et
S) et des coefficients de sécurité partiels γR et γS , avec lesquels le concepteur doit vérifier une
relation du type :

Rk

γR
≥ γSSk

Depuis les années 1980, les codes européens utilisent les probabilités [fS02,Obe11]. Cependant,
l’emploi de la probabilité de défaillance est fortement critiqué pour sa dépendance importante
aux hypothèses de modélisation. Un exemple, donné dans [OF02,OF05b,OF08], montre que la
probabilité de défaillance peut varier de plusieurs ordres de grandeur lorsque des modèles statis-
tiques différents (mais tous acceptables) des données d’entrée sont utilisés. Une autre évaluation
critique de la dépendance de pd sur le choix des distributions de probabilité peut être trouvée
dans [Eli99,OF05b,OF05a].

La probabilité de défaillance peut être considérée comme un outil préliminaire pour la prise
en compte de l’incertitude dans la conception. Les procédures de conception tenant compte de
l’incertitude aident à surmonter les insuffisances des procédures de conception traditionnelles.
En particulier, les mesures de fiabilité et de robustesse sont dans ce cas disponibles au cours du
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16 Chapitre 2. Tolérance dans le problème de conception d’un système mécatronique

processus de conception. Cette information permet au concepteur de produire un niveau constant
de fiabilité et de performance dans les systèmes sans sur-dimensionnement de certaines parties
(sous-systèmes, composants).

Les méthodes mathématiques pour les procédures de conception robuste sont bien moins
développées que celles de la fiabilité. Dans l’industrie, les procédures de conception sont souvent
déterministes. Un travail considérable a été effectué pour la commande robuste, mais ce travail
s’est limité à l’utilisation de normes bornées des variables incertaines. Bien que les principes
de conception robuste de Taguchi [Tag87,TC90] soient utilisés dans l’industrie, ce ne sont pas
nécessairement les méthodes les plus adaptées pour un grand nombre de problèmes de conception
robuste. Les méthodes de conception basée sur la fiabilité ont été quant à elles utilisées au sein
du génie civil [Sun95] et dans la conception de moteurs d’avion [Cru01].

Le problème de synthèse de tolérance peut être classé comme un problème de conception
robuste. Cependant, il nécessite également la considération de la fiabilité.

L’utilisation de méthodes de conception basées sur l’incertitude exige que les diverses incerti-
tudes liées au problème de conception soient caractérisées et gérées, et que les méthodes d’analyse
et d’optimisation intègrent cette caractérisation des quantités incertaines. Dans la suite, nous
nous concentrons sur la caractérisation et la gestion des incertitudes, puis, sur l’utilisation des
incertitudes dans la conception.

La caractérisation et la gestion des incertitudes sont nécessaires au niveau des composants
ainsi qu’au niveau du système intégré. Il s’agit notamment des incertitudes numériques et expé-
rimentales produites par les méthodes d’analyse du domaine d’application lui-même, et par la
relation entre les incertitudes affectant l’entrée et les incertitudes affectant la sortie.

2.4.3 Les méthodes dans le domaine mécanique

Dans cette partie, plusieurs outils de traitement de la tolérance dans le domaine mécanique
sont décrits. Certaines limites des modèles pour l’analyse de la tolérance sont mises en évidence.

La spécification géométrique d’une tolérance dans le domaine mécanique est un cas particu-
lier du problème de synthèse de tolérance en général. La tolérance spécifiée doit satisfaire non
seulement les critères fonctionnels mais aussi les critères d’assemblage. Le domaine mécanique
dispose donc de méthodes spécialisées pour la synthèse de tolérance. Ces méthodes ne sont gé-
néralement pas valables pour d’autres domaines d’application mais elles donnent des idées utiles
pour la synthèse de tolérance dans un système mécatronique.

Dans le domaine mécanique, les problèmes de synthèse de tolérance sont généralement associés
à l’analyse de tolérance et l’allocation de tolérance (ou synthèse de tolérance dans certaines
références). Dans l’analyse de tolérance, les tolérances des composants sont toutes connues ou
spécifiées et la tolérance de l’assemblage est calculée. Dans l’allocation de tolérance, la tolérance
d’assemblage est connue à partir du cahier des charges, et les tolérances des composants ne
sont pas connues. La tolérance de l’assemblage doit être alors distribuée ou répartie entre les
composants d’une manière rationnelle.

Nous présentons maintenant les deux problèmes ainsi que leurs résolutions classiques. Notons
que notre problème traite la synthèse de tolérance dans la conception d’un système mécatronique
avec des incertitudes admissibles spécifiées dans le cahier des charges. Il est donc plus proche du
problème de l’allocation de tolérance.

L’analyse de tolérance

Dans l’analyse de tolérance, les tolérances des composants sont toutes connues ou spécifiées
(à partir de tables par exemple) et la tolérance de l’assemblage est calculée. L’objectif est de
prédire la tolérance cumulée dans les composants assemblés. L’analyse de la tolérance dans la
conception utilise un modèle analytique de l’accumulation des tolérances dans un assemblage de
pièces mécaniques. Les deux approches les plus couramment utilisées (pire des cas et statistique)
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dans la conception sont brièvement définies ci-après. Un traitement plus complet peut être trouvé
dans [For67].

Dans une analyse pire des cas, la tolérance de l’assemblage (TASM ) est déterminée en
faisant la somme des tolérances des composants (Ti) de manière linéaire. Chaque dimension du
composant est supposée être à son maximum ou minimum. Le résultat sur l’assemblage est donc
envisagé au pire des cas.

Dans l’approche statistique de l’analyse de tolérance, la faible probabilité de la combinai-
son des pires cas est prise en compte statistiquement, en supposant que les composants suivent
une distribution de loi normale ou gaussienne. Les tolérances sont alors généralement prises à six
écarts-types (6σ) [CG88].

L’allocation de tolérance

L’allocation rationnelle des tolérances des composants nécessite la mise en place d’une règle
sur laquelle l’allocation est fondée. Nous présentons ici deux règles classiques : l’allocation par
l’échelle proportionnelle et l’allocation par le facteur de précision constant.

Dans l’approche de l’allocation par l’échelle proportionnelle, le concepteur commence
par affecter les tolérances des composants « raisonnables » en fonction du système ou du cahier des
charges. Il récapitule ensuite les tolérances des composants pour voir s’ils répondent à la tolérance
spécifiée de l’assemblage. Sinon, il multiple les tolérances des composants par un facteur constant.
De cette manière, les amplitudes relatives des tolérances des composants sont conservées.

Dans l’approche de l’allocation par le facteur de précision constant, les tolérances
peuvent être réparties en fonction des tailles des pièces. Les pièces usinées ont des tolérances
égales si elles ont la même taille. Quand la dimension augmente, les tolérances augmentent
proportionnellement avec la racine cubique de la taille [For67].

Ti = P (D
1/3
i ) (2.1)

où Di est la taille de base et P est le facteur de précision. Le facteur de précision est calculé
soit par l’approche pire des cas, soit par l’approche statistique.

La méthode du facteur de précision est similaire à la méthode de l’allocation par l’échelle
proportionnelle, sauf qu’il n’y a aucune attribution initiale requise par le concepteur. Au lieu de
cela, les tolérances sont initialement attribuées en fonction de la dimension nominale de chaque
composant, puis, mises à l’échelle pour atteindre la tolérance d’assemblage spécifiée.

Synthèse de tolérance par optimisation

Dans le domaine mécanique, hormis les deux approches mentionnées ci-dessus, il existe des
méthodes pour résoudre le problème de synthèse de tolérance basées sur l’optimisation (allocation
optimale de tolérance) [Che01].

Cette approche illustre le conflit traditionnel entre la conception et la fabrication [LW90]. La
synthèse de tolérance vise alors à s’assurer que la fonctionnalité et la qualité de la conception
sont satisfaites [Jea99].

La synthèse de tolérance par les techniques d’optimisation nécessite la modélisation mathé-
matique de la relation coût-tolérance. L’algorithme d’optimisation dépend des composantes des
forces appliquées au système et cherche systématiquement la combinaison des tolérances qui mi-
nimise le coût. Dans les environnements de production réels, la relation coût - tolérance existe.
Cependant, il est assez difficile d’obtenir les paramètres de ces relations.

Par conséquent, la synthèse de tolérance est formulée comme un problème d’optimisation
traitant le coût de fabrication en tant que fonction objectif. La tolérance de fabrication peut
être utilisée pour atteindre un équilibre économique entre le coût de production et la perte de la
qualité du produit [CM95,LW98,Jea99].
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Limitations des méthodes dans le domaine mécanique

Les facteurs suivants semblent limiter sérieusement l’application des méthodes de synthèse
de tolérance (dans le domaine mécanique) pour la conception d’un système mécatronique :

– ces méthodes tiennent compte de la tolérance d’assemblage des pièces mécaniques et ne sont
pas valides pour les systèmes dans d’autres domaines ou de plusieurs domaines physiques,

– dans les premières étapes de conception, peu d’information est disponible sur le type de
distribution des tolérances,

– la complexité de calcul augmente très rapidement avec la précision, causant de grandes
difficultés lors du travail avec des systèmes multi-dimensionnels.

2.5 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté une courte introduction à la mécatronique
et l’architecture générique d’un système mécatronique. Considérant leur complexité, nous avons
vu qu’elle nécessitait de prendre en compte l’aspect pluridisciplinaire dans la conception de ces
systèmes mécatroniques.

Parmi les problèmes de conception d’un système mécatronique, nous nous sommes intéressés
en particulier à celui de la synthèse de tolérance. Malgré les avancées technologiques, à cause des
facteurs incertains, le comportement d’un système mécatronique peut s’écarter du comportement
nominal désiré théoriquement. La synthèse de tolérance permet alors de tenir compte des facteurs
incertains dans la conception d’un système mécatronique, et de diminuer leurs effets négatifs sur
la performance du système. Du point de vue du fabricant, une tolérance bien spécifiée garantit
un coût de fabrication optimal.

Après l’introduction du problème de synthèse de tolérance dans la conception d’un système
mécatronique, les méthodes habituellement utilisées pour traiter ce genre de problème ainsi que
leurs limites ont été introduites.

Dans le chapitre suivant, nous présentons les différents facteurs incertains dans un système
mécatronique. Plusieurs outils de modélisation et d’étude pour la caractérisation des systèmes
incertains et pour la mesure de l’impact de ces incertitudes sur le comportement du système sont
introduits.

Ce premier chapitre a évoqué, entre autres, l’exploitation de modèles directs pour la synthèse
paramétrique. Afin de considérer le cahier des charges dans sa globalité, le chapitre suivant s’at-
tache quant à lui à préciser une approche du dimensionnement basée cette fois-ci sur l’inversion.
La méthodologie de dimensionnement par modèles bond graph inverses proposée initialement
par Amara et Scavarda [Ama91] est alors étudiée.

Dans le contexte de notre recherche, nous utilisons en effet la méthodologie de dimensionne-
ment par inversion d’un modèle bond graph pour la synthèse de tolérance dans une approche
de conception non-déterministe. Les différentes étapes de cette méthodologie et ses différents
aspects sont donc développés dans le chapitre 3. Les travaux récents sur la prise en compte des
incertitudes dans un modèle bond graph sont également discutés.
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Chapitre 3

Incertitudes et inversion bond graph
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20 Chapitre 3. Incertitudes et inversion bond graph

3.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons présenté la mécatronique et ses différents domaines d’ap-
plication. L’architecture d’un système mécatronique a ensuite été introduite. Malgré les avancées
technologiques, le comportement d’un système mécatronique est différent du comportement no-
minal désiré à cause des facteurs incertains. La conception d’un système mécatronique présentant
des incertitudes, en particulier, la synthèse de tolérance, nécessite alors leur prise en compte. Une
tolérance bien spécifiée peut minimiser l’effet négatif de l’incertitude sur le comportement du sys-
tème, ainsi que le coût de fabrication.

Dans ce chapitre, nous présentons la prise en compte de l’incertitude dans la conception d’un
système mécatronique. Tout d’abord, une brève introduction aux différents facteurs d’incerti-
tudes affectant ces systèmes est effectuée. Les incertitudes sont classées soit par leur source, soit
par leur nature. Ensuite, différents outils de modélisation et d’étude des systèmes incertains sont
présentés. Ces outils servent à quantifier l’impact des incertitudes sur le comportement du sys-
tème. Ils sont fortement utilisés dans plusieurs domaines de l’ingénierie (génie mécanique, génie
civil, automatique. . .).

Nous avons également évoqué dans le premier chapitre l’exploitation de modèles directs et
de modèles inverses pour la synthèse paramétrique. Consommatrices en temps de conception,
les méthodes directes ne donnent pourtant aucune assurance de converger vers une solution et
même en cas de convergence, rien ne garantit que la solution obtenue soit optimale. En revanche,
l’approche inverse permet de franchir ces limitations des approches directes. Elle garantit la per-
tinence du résultat et réduit significativement le temps de conception. Cependant, elle nécessite
de vérifier que le modèle soit inversible.

Dans le cadre de notre travail, nous nous intéressons à l’approche inverse. La méthodologie de
dimensionnement par modèles bond graph inverses est utilisée. Une brève introduction de ses dif-
férentes étapes et ses différents aspects, ainsi que le langage bond graph, l’outil de modélisation,
sont donc présentés. En fin de chapitre, les travaux récents sur la prise en compte des incertitudes
dans un modèle bond graph sont également discutés. Ces travaux ont notamment porté sur l’as-
pect de l’analyse et de la modélisation des incertitudes paramétriques dans le formalisme bond
graph. Le bond graph de sensibilité [GR00] permet d’analyser dans le domaine temporel la sensibi-
lité du comportement du système à la variation de certains paramètres. L’analyse dans le domaine
de Laplace se fait en utilisant le modèle bond graph incrémental [BG01,BDT04,BDTK06]. Le
bond graph incertain [DT99,Kam01] permet d’établir des modèles d’état des systèmes linéaires
incertains adaptés pour l’analyse de la robustesse et pour la commande robuste.

Ces trois représentations peuvent être considérées comme des modèles de l’incertitude bor-
née et ne contiennent qu’une information très limitée sur l’incertitude. El Feki a proposé
dans [Fek11] une approche qui apporte plus d’information sur la caractéristique de l’incertitude
traitée : le bond graph probabiliste. Cette approche est notamment développée pour la synthèse
de tolérance et supporte le concept de bicausalité du bond graph. Étant un modèle bond graph
multi-liens, le bond graph probabiliste permet de caractériser les incertitudes aléatoires par ses
fonctions densité de probabilité, ses espérances et ses variances et de les associer aux éléments
bond graph correspondants.

L’objectif de ce chapitre est de donner un aperçu des méthodes de modélisation de l’incerti-
tude dans un système mécatronique, ainsi que celles dans le formalisme bond graph. Il présente
une première réflexion sur la prise en compte de l’incertitude dans la démarche de conception
d’un système mécatronique par inversion de modèle bond graph.

3.2 Les incertitudes dans un système mécatronique

Les effets de l’incertitude sont une préoccupation croissante dans l’analyse et la conception
des systèmes mécatroniques. Le fait que les propriétés d’un système soient incertaines implique
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3.2. Les incertitudes dans un système mécatronique 21

qu’il existe une incertitude sur la performance (par exemple : la réponse dynamique). Par ailleurs,
il y a des écarts de fabrication inévitables car des composants produits en masse ne sont jamais
parfaitement identiques. En outre, les propriétés d’un système changent avec le temps en raison,
entre autres, de son environnement et, par conséquent, modifient sa performance.

3.2.1 Classification de l’incertitude par sa source

On distingue deux sources d’incertitudes dans un système mécatronique [ACA+99] : les per-
turbations externes et les variations du modèle.

Les perturbations externes

Les perturbations externes regroupent tous les signaux et les actions non contrôlés qui
viennent du milieu environnant. Contrairement aux variations du modèle dynamique, ces actions
externes ne modifient pas les caractéristiques internes du système (temps de réponse, dépasse-
ment, etc...) mais seulement la trajectoire de ses sorties.

Les variations du modèle dynamique

Deux types d’incertitudes pouvant causer des variations au niveau du modèle dynamique du
système sont identifiés : les incertitudes du modèle et les incertitudes paramétriques. Rassem-
blant les dynamiques négligées du modèle, les incertitudes du modèle représentent les dynamiques
rapides du système et l’erreur d’approximation entre le modèle dynamique et la réalité. Les in-
certitudes paramétriques sont dues aux erreurs d’identification ou aux variations de certains
paramètres physiques du système [Fra78,Fek11]. Dans le cadre de notre travail, nous considérons
notamment les incertitudes paramétriques. Dans la littérature, ces incertitudes sont géné-
ralement classées en deux grandes familles : les incertitudes non-structurées et les incertitudes
structurées.

Les incertitudes non structurées : La seule information disponible sur les incertitudes
non-structurées sont les bornes extrémales de l’incertitude [Saa96, Bou00]. Elles peuvent être
modélisées comme additives, multiplicatives en entrée ou multiplicatives en sortie, et constituent
les représentations les plus courantes des incertitudes de modélisation.

Les incertitudes structurées : Ces incertitudes ont des distributions structurées contenant
plus d’information que les incertitudes non structurées. Elles sont généralement de natures di-
verses : erreurs d’identification, d’approximation ou variations/perturbations de certains para-
mètres physiques du système. Nous pouvons considérer trois structures classiques de l’incertitude
paramétrique structurée [Fra78] :

– Incertitudes de type α : les variations des paramètres autour de la valeur nominale non-nulle
αn 6= 0, dues généralement aux incertitudes de fabrication : tolérance dans des cotations
de pièces ou dans des valeurs de composants électroniques. Ces variations n’affectent pas
l’ordre du modèle.

– Incertitudes de type β : les variations des conditions initiales autour de leur valeur nominale
βn. Les causes de ces variations sont principalement les erreurs de mesure.

– Incertitudes de type γ : les variations des paramètres autour d’une valeur nominale nulle
(γn = 0). Liées à une idéalisation dans le développement mathématique des modèles ou
des erreurs d’identification de l’ordre du modèle, ces variations peuvent donc affecter cet
ordre.

Nous nous intéressons par la suite aux incertitudes paramétriques de types α et β.

Remarque 2. Incertitudes expérimentales : Les techniques d’analyse de l’information pro-
babiliste à partir des données observées se trouvent dans les méthodes d’inférence statistique avec
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22 Chapitre 3. Incertitudes et inversion bond graph

l’utilisation des informations obtenues à partir des données d’échantillonnage. Les méthodes tra-
ditionnelles d’estimation incluent les estimations par point et les estimations par intervalle. Les
méthodes courantes de l’estimation par point sont la méthode du maximum vraisemblance [Whe10]
et la méthode des moments. L’estimation par intervalle concerne la détermination d’un intervalle
contenant la valeur du paramètre et un niveau de confiance prescrit. Les procédures systématiques
de caractérisation et de gestion des incertitudes dans les activités expérimentales incluent la mé-
thode de conception expérimentale [Tag87] et les techniques statistiques de contrôle de proces-
sus [Whe10]. La première se concentre sur la caractérisation des incertitudes et la seconde relève
de la gestion des incertitudes.

3.2.2 Classification de l’incertitude par sa nature

Oberkampf [Obe98] a classé les incertitudes en trois classes distinctes. La variabilité (ou
incertitude aléatoire) fait référence à « la variation inhérente au système physique ou de l’en-
vironnement considéré ». L’incertitude (incertitude épistémique) est « un défaut potentiel dans
une phase d’activité ou de la modélisation qui est dû au manque de connaissance ». L’erreur
est « un défaut reconnaissable dans n’importe quelle phase de l’activité de modélisation et de
simulation qui n’est pas dû à un manque de connaissance ». La valeur de cette classification est
que les approches pour la caractérisation et la gestion des incertitudes de ces trois classes sont
très différentes. Nous n’allons pas mettre l’accent sur cette distinction et le lecteur intéressé peut
consulter [Obe98] pour plus d’informations.

Négligeant les erreurs qui sont d’origine humaine, nous nous focalisons sur l’incertitude aléa-
toire (la variabilité, l’aléa) et l’incertitude épistémique. Le mot aléatoire vient du latin alea, qui
signifie le roulement des dés. Ainsi, une incertitude aléatoire est présumée avoir un caractère
aléatoire intrinsèque à un phénomène. Le mot épistémique vient du grec ǫπιστηµη (épisteme),
qui signifie la connaissance. Ainsi, une incertitude épistémique est supposée causée par le manque
de connaissance (ou de données).

La plupart des problèmes de l’ingénierie implique ces deux types d’incertitudes. Dans le
contexte de la conception, il est commode de classer les incertitudes par leur caractère aléatoire
ou épistémique.

L’incertitude aléatoire et l’incertitude épistémique posent des questions de sécurité, de fiabi-
lité et de performance. Ces questions conduisent à des demandes de méthodes de modélisation
spécifiques pour prendre en compte les incertitudes dans les propriétés du système. Des approches
telles que celle des coefficients de sécurité peuvent être mises en place. Toutefois, le désir d’une
plus grande efficacité, d’une meilleure performance, d’un temps de mise sur le marché réduit et
d’une réduction des coûts, ainsi que l’utilisation croissante des prototypes virtuels ont conduit à
une demande d’amélioration des méthodes de calcul.

L’incertitude aléatoire peut être subdivisée en inter-variabilité, différences entre des réalisa-
tions physiques d’un échantillon de produits nominalement identiques (variabilité de fabrication
par exemple) et intra-variabilité, qui résulte de changements dans les propriétés d’une réalisa-
tion unique à différents moments (dus par exemple au vieillissement) ou dans des conditions
d’exploitation différentes (température, charge, ...)

3.3 Modèle de représentation des incertitudes

Comme nous avons vu dans les paragraphes 3.2.1 et 3.2.2, il existe plusieurs types d’incer-
titudes dans les systèmes mécatroniques. Ces différents types sont traités de différentes façons.
Plusieurs outils de modélisation ont été développés dans la littérature pour la caractérisation et
pour la mesure de l’impact de l’incertitude sur le comportement d’un système. Avant d’aborder
le problème de synthèse de tolérance, nous présentons dans ce paragraphe ces outils, sans être
pour autant exhaustifs.
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3.3. Modèle de représentation des incertitudes 23

Un outil de modélisation de l’incertitude doit être capable de représenter l’incertitude d’un
système physique avec le plus d’information possible, pour avoir une image proche de la situation
réelle. Les représentations d’incertitude doivent refléter et intégrer l’information disponible sur
les données, être capables d’être propagées par calcul numérique et permettre de déterminer une
sortie d’un modèle dont l’incertitude est formulée dans les mêmes termes. Un autre aspect qui doit
être pris en compte est la façon dont les informations sur l’incertitude des différents paramètres
sont combinées (ceci se réfère à la modélisation de la dépendance des grandeurs incertaines ainsi
que la combinaison d’informations de sources différentes).

Plusieurs systèmes axiomatiques existent dans la littérature pour la modélisation de l’incer-
titude. Nous présentons par la suite un résumé de ces systèmes. Les lecteurs intéressés peuvent
trouver plus d’information sur ces systèmes dans [OF02,Obe03,Obe05a,OR05,Obe05b,SOA10].

Trois aspects de la modélisation de l’incertitude se distinguent [Obe11] :
– Définition et axiomatique : comment les incertitudes sont décrites et quelles sont les règles

de combinaison ?
– Numérique : Comment les incertitudes sont propagées par le modèle de calcul ?
– Sémantique : Quelle interprétation peut-on déduire des résultats pour la conception ?
Puisque nous nous intéressons aux incertitudes paramétriques (cf. 3.2.1), nous classons les

outils de modélisation par la nature de l’incertitude à traiter : aléatoire, épistémique et erreur.
Nous évoquons également l’approche par modèle standard d’interconnexion. Développée par la
communauté de l’automatique, cette dernière est capable de traiter l’incertitude paramétrique et
l’incertitude non-paramétrique. De plus, les incertitudes considérées peuvent porter sur des sys-
tèmes linéaires temps invariant (LTI) réels ou complexes, ou des systèmes linéaires à paramètres
variants (LPV).

Nous présentons tout d’abord un outil commun : l’arithmétique par intervalles dans
le sens qu’elle peut être utilisée pour la modélisation de l’incertitude aléatoire et l’incertitude
épistémique, car elle ne contient que les informations de base sur l’incertitude. Étant l’un des
outils les plus utilisés pour la caractérisation et la prise en compte des incertitudes paramé-
triques dans un modèle dynamique [MM79, Neu91, Jau01, WH03, MKC09], l’arithmétique par
intervalles considère les incertitudes comme des enveloppes tenant compte des plages de va-
riation, représentées par deux scalaires : une borne inférieure et une borne supérieure. Elle
permet de définir les frontières du comportement du modèle dynamique, qui contient un en-
semble de comportements possibles. L’arithmétique par intervalles est traditionnellement utili-
sée dans les applications industrielles, notamment des problèmes mécaniques comportant des va-
riables bornées [AH83,Dim95,CW97,Did97,ML03], la localisation de robot ou de véhicule mobile
[Jau01,Dro02,FPG04], la commande robuste [VM05,LH06], le diagnostic [EBK98,Adr00,FPG04],
l’optimisation [WH03,RRIC04,BRB+05], l’estimation paramétrique [MNPLW96,Bra02], etc. . .

L’arithmétique par intervalles permet de trouver une enveloppe sûre des réponses des sys-
tèmes. Elle est capable de faire des calculs qui prennent en compte à la fois les erreurs physiques,
expérimentales, et les erreurs dues aux calculs machine.

Pourtant, la quantité de calcul avec l’arithmétique par intervalles est grande [ZHW+02].
Il faut également être conscient du risque de surestimation de cette enveloppe quand il y a
un nombre significatif de paramètres incertains ou quand il y a une dépendance entre ceux-
ci [Rev01,Jau01,AD05,Han11]. Dans la littérature, il existe alors des algorithmes pour minimiser
l’écart entre l’enveloppe théorique et l’enveloppe estimée dans le cas de paramètres dépendants
ou encore à occurrence multiple : arithmétique généralisée par intervalles [Han75,Krä06,EO06],
modèles d’intervalles de Taylor [Rob84,Loh87], arithmétique affine [CS93,FS03], la bibliothèque
ALIAS [Mer00,LMM04,Cha08], etc. . . Néanmoins, la plupart des méthodes proposées ne garantit
pas la solution exacte.

Pour remédier aux inconvénients de l’arithmétique par intervalles, les chercheurs ont déve-
loppé plusieurs outils alternatifs pour le traitement de l’incertitude.

Les modèles probabilistes et le raisonnement probabiliste ont tout d’abord été considérés mais
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jugés des concepts trop restreints. Par ailleurs, la pratique de l’ingénierie a montré de manière
assez flagrante que les estimations d’intervalle devaient être intégrées dans le cadre de l’analyse
d’incertitude.

À partir des années 90, la facilité d’utilisation des ensembles flous (fuzzy sets) a été exploitée
en ingénierie. L’un des premiers projets sont les travaux de Haldar et Reddy [HR92], qui
ont modélisé les propriétés des matériaux des bâtiments existants par des ensembles flous. Dans
les années suivantes, une vaste littérature est apparue sur les méthodes floues telles que les
méthodes floues éléments finis, les modèles de décision à base de règles floues, la planification
de projets avec des durées floues et les coûts, la proposition d’un concept de sécurité floue en
remplacement complet de l’approche probabiliste (Möller et al. [MBGH99]). Plus tard, la
théorie d’évidence [FKG+02, OH02] et la probabilité d’intervalle [HBD98] ont également été
explorées.

Dans les années 2000, l’utilité des ensembles aléatoires (random sets) était de plus en plus
reconnue, à commencer par les travaux pionniers de Bernardini et al. [TBM00a,TBM00b]
et Hall et al. [HRA04]. Dans un certain sens, les ensembles aléatoires ont été considérés
comme un cadre de travail pour combler le fossé entre les probabilités et l’analyse par intervalles,
et admettant des outils de visualisation facilement accessibles tels que les boîtes de probabilité
(P-box) [FKG+02]). Les prévisions inférieures et supérieures (lower and upper previsions) ont
également trouvé des applications dans la fiabilité des systèmes [UK01,UK02]. En plus de ces
approches, un certain nombre d’autres outils ont été proposés dans la littérature technique :
par exemple, les clouds [Neu04], l’analyse des écarts d’information (info-gap-analysis) [BH01],
l’anti-optimisation [Eli99,EO10].

Dans la suite, nous présentons une brève introduction des méthodes classiques de modélisation
de l’incertitude dans l’ingénierie, classées par type d’incertitude traitée.

3.3.1 Modélisation de l’incertitude aléatoire

Dans un système mécatronique, les variables aléatoires réelles représentent les incertitudes
paramétriques. Elles permettent de définir la variabilité de l’état et des sorties du modèle suite
aux effets des incertitudes paramétriques et des aléas des entrées. Dans un contexte industriel,
on travaille souvent sur la notion de tolérance, avec élimination des pièces hors tolérance. Les
paramètres incertains sont bornés et il est alors naturel d’utiliser l’arithmétique par intervalles.
Pourtant, un intervalle ne contient que des informations basiques sur les incertitudes. Pour mieux
caractériser un phénomène aléatoire, on utilise très souvent la théorie des probabilités.

Développée depuis longtemps, la théorie des probabilités a progressivement évolué et tou-
ché plusieurs domaines d’application : mécanique, théorie des jeux, biologie moléculaire, fi-
nance, etc. . . Étant originellement le fait qu’une idée est admise par tous (dans les traductions
d’Aristote), le mot probabilité a pris le sens de la vraisemblance d’une idée au cours du moyen
âge puis à la renaissance. Au 17e siècle, il prend le sens actuel d’une quantification du carac-
tère aléatoire d’une variable avec sa formulation mathématique par blaise pascal et pierre de

fermat. borel, lebesgue, lévy et markov ont introduit la théorie moderne des probabilités
au début du 20e siècle.

Étant l’étude mathématique des phénomènes caractérisés par le hasard et l’incertitude, la
théorie des probabilités permet de définir des variables aléatoires qui peuvent évoluer dans le
temps. Elle ne considérait initialement que des variables discrètes et ses méthodes étaient princi-
palement combinatoires. Les variables aléatoires continues ont fait leur apparition dans la théorie
avec les concepts analytiques introduits par Kolmogorov [Kol60].

Il existe deux représentations probabilistes des incertitudes dans la littérature : le modèle
probabiliste a priori et le modèle probabiliste a posteriori [Soi09,Fek11] :

– le modèle probabiliste a priori, appelé aussi modèle probabiliste mathématique, ne nécessite
aucune expérience pour déterminer les probabilités sur les variables aléatoires,
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– le modèle probabiliste a posteriori, appelé aussi modèle probabiliste statistique, permet de
calculer les probabilités des variables aléatoires à partir de mesures expérimentales.

Dans nos travaux, nous cherchons à modéliser les incertitudes paramétriques dans un système
mécatronique dès la phase de conception et sans mesure expérimentale. Ceci nous conduit à nous
intéresser à la modélisation probabiliste a priori. Cette approche permet la modélisation des
paramètres incertains d’un modèle continu par des variables aléatoires continues (caractérisées
par leur loi de probabilité).

3.3.2 Modélisation de l’incertitude épistémique

Dans un système mécatronique, les incertitudes épistémiques représentent les connaissances
imparfaites que nous disposons sur le système. Les raisons de cette imperfection sont de deux
types. Le premier concerne l’obtention et la représentation de ces connaissances à partir du réel,
généralement soumises à des erreurs, des imprécisions, des pertes d’information par rapport au
système appréhendé. Le deuxième est lié à une flexibilité inhérente ou une évolution progres-
sive du système et de son fonctionnement [BM95]. On peut classer les imperfections dans les
connaissances par leur nature :

– les incertitudes concernent un doute sur la validité d’une connaissance (une propriété ou
une prévision),

– les imprécisions correspondent à une difficulté dans l’énoncé de la connaissance (connais-
sance numérique mal connue, terme du langage naturellement vague),

– les incomplétudes sur certaines caractéristiques du système (liées à l’impossibilité d’obtenir
certains renseignements, à un problème au moment de la captation de la connaissance, ou
à l’existence de connaissances implicites).

Pour traiter les imperfections dans les connaissances, au XVIIIème siècle, les scientifiques ont
introduit l’idée de degré de croyance, en la confondant avec celle de chance [BP63]. Laplace

a emprunté le concept de probabilité pour apprécier la véracité des témoignages [Lap40]. Pour-
tant, la notion de probabilité n’est pas adaptée à la représentation d’incertitudes épistémiques.
Ramsey [Ram26] et De Finetti [Fin37] ont introduit l’idée de probabilité subjective pour trai-
ter des connaissances incertaines. Une étape plus approfondie est l’introduction de la théorie de
l’évidence [Dem67,Sha76], qui permet la manipulation des degrés de confiance qu’un observateur
attribue à la validité de certains faits.

L’incertitude épistémique peut également être envisagée avec la théorie des intervalles [Moo66].
Pourtant, il existe des inconvénients similaires à ceux vus pour le traitement de l’incertitude aléa-
toire. Il est possible de gérer les imprécisions par combinaison d’intervalles si elles sont uniquement
de type numérique [MSM+92].

Zadeh [Zad65] a introduit la théorie des sous-ensembles flous comme un moyen de représen-
tation et de traitement de l’imprécision. Depuis, cette approche a intensivement été développée
afin de répondre aux problèmes de diagnostic, d’automatiser, ou d’assister les actions humaines
naturellement empreintes d’imprécisions. Zadeh a également introduit la théorie des possibili-
tés afin de parvenir à un raisonnement qui a une ressemblance avec le raisonnement humain.
La logique floue est un cadre englobant de la théorie des sous-ensembles flous et la théorie des
possibilités.

Dans le domaine de l’intelligence artificielle, il existe des méthodes de traitement des connais-
sances incertaines, basées sur les représentations probabilistes des connaissances telles que la lo-
gique probabiliste, l’induction bayésienne, les réseaux de croyance [Nea90]. Les incertitudes non
probabilistes peuvent être envisagées avec les coefficients de confiance, la théorie de l’évidence,
mais aussi par une logique possibiliste introduite dans le cadre de la théorie des possibilités.

Parmi les outils de modélisation de l’incertitude épistémique, la logique floue nous appa-
raît aujourd’hui comme le seul cadre dans lequel les imprécisions et les incomplétudes puissent
être également traitées. Elle autorise aussi le traitement des connaissances numériques et des
connaissances exprimées symboliquement par des qualifications du langage naturel.

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf 
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



26 Chapitre 3. Incertitudes et inversion bond graph

3.3.3 Modèle de l’incertitude bornée (Bounded uncertainty design)

La communauté automatique a développé ses propres outils pour la modélisation de l’in-
certitude dans un système mécatronique, notamment, en commande. Dans ces approches, les
incertitudes du système peuvent être soit paramétriques soit non paramétriques. En outre, les
incertitudes peuvent être des fonctions indépendantes du temps, réelles ou complexes, ou des
fonctions dépendantes du temps linéaires ou non-linéaires [Doy82,BP96].

L’objectif principal de ces approches est d’obtenir des bornes sur les variations possibles dans
les performances du système en fonction des limites sur les incertitudes paramétriques et non
paramétriques. Le type d’analyse requis dans ces approches peut varier considérablement d’une
application à une autre [Doy82,Mos93, BD94,CDM94,BP96, PKBP96,BFP+97,GPD99,BB99,
NK99]. Concernant les systèmes linéaires, plusieurs techniques sont disponibles pour intégrer les
incertitudes paramétriques et non paramétriques. Les modèles d’incertitudes à la fois structurées
et non structurées peuvent être pris en compte dans ce contexte [BP96,SGC97,AA98].

Le traitement des systèmes linéaires invariants dans le temps présentant des incertitudes
peut être étendu à des systèmes linéaires variant dans le temps ainsi qu’une certaine classe
de systèmes non linéaires [SGC97, AA98]. Pour les systèmes non linéaires, le traitement des
incertitudes bornées est ad hoc car il n’existe pas de méthode formelle pour traiter ces systèmes.
Toutefois, dans certains cas, la théorie de stabilité de Lyapunov peut être utilisée pour établir
des limites sur la performance du système non linéaire.

Dans le contexte de nos travaux, nous nous sommes intéressés uniquement à la représentation
d’état des systèmes linéaires incertains. Une raison est que les travaux réalisés sur ce sujet par
l’approche bond graph concernent ce type de système. Nous citons ici deux formes de modèles :
le modèle canonique et le modèle standard d’interconnexion (ou à boucle de retour interne).

Dans la communauté automatique, ces approches considèrent les systèmes incertains par leur
représentation d’état. Soit un système linéaire donné par sa représentation d’état :

Σ :

{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(3.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur d’entrée, y(t) ∈ Rp est le vecteur
de sortie.

La représentation d’état des systèmes incertains [Doy82,Mor85,CLM94,LD94,HHC03] permet
la séparation de la partie nominale du modèle de la partie incertaine afin de déterminer l’écart
entre le comportement nominal et le comportement avec incertitudes.

Modèle d’état canonique Le modèle d’état canonique représente les incertitudes sous forme
additive (absolue). Il présente les valeurs nominales des paramètres dans des matrices nominales
et les incertitudes dans des matrices incertaines [Mor85]. Le modèle canonique s’écrit alors comme
suit : {

ẋ(t) = (An +∆A)x(t) + (Bn +∆B)u(t)
y(t) = (Cn +∆C)x(t) + (Dn +∆D)(t)

(3.2)

Tandis que les matrices An, Bn, Cn et Dn contiennent uniquement les valeurs nominales, les
matrices ∆A,∆B,∆C et ∆D dépendent des incertitudes ainsi que des valeurs nominales.

Modèle standard d’interconnexion Le modèle standard d’interconnexion est un cas par-
ticulier de la transformation linéaire fractionnaire (ou fractionnelle selon certaines références).
Les Transformations Linéaires Fractionnaires (LFT) permettent une représentation dans laquelle
les incertitudes sont extraites du procédé. Elles sont utilisées dans de nombreux problèmes de
modélisation et de commande des systèmes dynamiques. Les représentations LFT peuvent servir
à représenter un système physique incertain sous la forme du système nominal bouclé sur une
matrice d’incertitudes représentant les erreurs de modélisation. Le modèle standard d’intercon-
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.

Figure 3.1 – Représentation linéaire fractionnaire haute des incertitude.

nexion permet de séparer les valeurs nominales des paramètres du modèle dans une matrice P,
et toutes les incertitudes relatives dans une matrice diagonale ∆ (figure 3.1). Des entrées ug et
sorties yg auxiliaires sont ajoutées afin de faire apparaître les incertitudes sous la forme d’un re-
tour interne [Doy82,Saf82,Mor85]. Cette approche permet de traiter les incertitudes structurées
et non-structurées [Lav03]. Les modèles standard d’interconnexion sont utiles pour analyser les
propriétés de performance et de robustesse des systèmes linéaires bouclés [PD93,BP96].

Il est à noter que le modèle initial doit être propre, stabilisable et détectable (au sens classique
de l’automatique) afin d’établir son modèle standard d’interconnexion.

Les approches proposées par la communauté automatique ne donnent pas d’information sur
la forme de distribution, ni d’interprétation de l’incertitude. Elles sont donc plus adaptés pour
les problèmes d’optimisation robuste ou de synthèse de commande robuste, et moins pour la
synthèse de tolérance où il y a besoin de plus d’information sur les incertitudes.

3.4 Mesure de l’impact de l’incertitude

Plusieurs outils ont été développés dans la littérature pour mesurer l’impact des imprécisions
sur le comportement et la durée de vie des systèmes dynamiques. Ces outils peuvent donner des
pistes pour la prise en compte de l’incertitude dans la procédure de conception.

Les outils d’étude des incertitudes peuvent être classés par la façon de modéliser, de propager
ou par la finalité. Nous choisissons de les classer par la finalité du problème à traiter :

– analyse d’incertitude (ou propagation de l’incertitude) : l’objectif est de caractériser l’incer-
titude en sortie du modèle, l’incertitude associée aux paramètres du système étant donnée,

– analyse de sensibilité : l’objectif est de prédire l’effet de la variation de chaque paramètre
incertain sur la dispersion du comportement du modèle afin, d’une part, de réduire la
complexité du système en éliminant les paramètres qui n’ont pas d’effet significatif sur le
comportement du système, et d’autre part, de juger l’impact de la variation d’un paramètre
sur le comportement du système et sa durée de vie [CB06].

3.4.1 Analyse d’incertitude

La problématique posée dans ce mémoire est la synthèse de tolérance paramétrique des sys-
tèmes mécatroniques à partir d’une variabilité admissible spécifiée en sortie. Néanmoins, l’analyse
d’incertitude peut se révéler importante en ingénierie. L’objectif de l’analyse d’incertitude (ou
la propagation d’incertitude) est de caractériser les incertitudes de la sortie du système, étant
donné une certaine connaissance des incertitudes associées aux paramètres du système avec un ou
plusieurs modèles de calcul et des données expérimentales. Plusieurs méthodes sont disponibles
pour estimer les incertitudes de performance en fonction des incertitudes paramétriques. Elles
varient selon que les incertitudes des paramètres sont spécifiées en termes de fonctions de densité
de probabilité, de fonctions d’appartenance, ou d’intervalles.
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Analyse probabiliste

L’analyse probabiliste est l’approche la plus développée parmi les méthodes de l’analyse d’in-
certitude. Elle est basée sur la spécification des incertitudes comme des fonctions de densité de
probabilité (FDP). L’analyse probabiliste donne les valeurs nominales des fonctions de perfor-
mance et leur FDP. Le choix d’une méthode spécifique dépend de la précision sur la sortie du
modèle et de la nature de l’information probabiliste attendue.

L’analyse probabiliste est effectuée de manière classique par des méthodes de type Monte-
Carlo [Fis96,Mac02,RK07] ou échantillonnage statistique. Le principe est simple : le modèle de
processus est invoqué plusieurs fois avec un ensemble de paramètres d’entrée générés en fonction
de leur FDP pour produire un ensemble d’échantillons de sorties. Les propriétés statistiques
des fonctions de performance sont alors déduites à partir des échantillons de sortie [Mel99].
Cette approche est également présentée comme une méthode de simulation ou une méthode
d’échantillonnage. La méthode Monte-Carlo classique exige que les échantillons soient établis en
respectant strictement les FDP des paramètres d’entrée. La construction précise des FDP des
sorties peut demander un très grand nombre de simulations. La méthode Monte-Carlo est très
efficace car :

– elle est adaptée au calcul massivement parallèle, sans aucun développement de logiciels,
– sa convergence peut être contrôlée pendant le calcul,
– la vitesse de convergence est indépendante de la dimension.
Cette vitesse de convergence de la méthode Monte-Carlo peut être améliorée en utilisant les

méthodes de simulation Monte-Carlo avancées [PP96,PS97,PK99,Sch09], la technique de sous-
ensemble de simulation [AB03b, AB03c], la simulation Monte-Carlo du domaine local [PS10].
Deux des alternatives les plus classiques pour la méthode de Monte-Carlo sont l’échantillonnage
important [RZ07] et l’échantillonnage hypercube latin [MBC79]. La première permet des
estimations précises de la queue de la FDP et est utile dans les problèmes de conception basés
sur la fiabilité. La seconde fournit des échantillons qui assurent la couverture de l’ensemble des
paramètres d’entrée avec beaucoup moins de simulations que la méthode de base de Monte Carlo.

Ces dernières années, un intérêt croissant a été consacré aux méthodes stochastiques spec-
trales. L’analyse d’incertitude probabiliste est alors effectuée grâce à la solution d’équations dif-
férentielles stochastiques [GS90,GS91,GS03]. Avec cette approche, les incertitudes peuvent être
associées aux conditions initiales, aux conditions aux limites, aux propriétés de transport, et aux
termes sources. Wiener [Wie38] a développé un procédé de représentation de l’aspect aléatoire de
la solution avec une expansion en polynômes orthogonaux, les coefficients du développement étant
des fonctions déterministes. Cette approche est appelée chaos polynomial. Elle est développée
et appliquée dans les problèmes d’analyse de structure [Gha99,GS03], de mécanique des fluides et
de structure de fluides [XK02]. La méthode de chaos polynomial fournit une représentation expli-
cite de la sortie du modèle aléatoire en fonction des paramètres aléatoires modélisant les incerti-
tudes en entrée [GK96,Gha99,XK02,GG08,Mat08,Nou09,MK10]. Une approximation du modèle
aléatoire est requise sur la base d’approximations fonctionnelles appropriées. Il existe deux classes
distinctes de techniques pour la définition et le calcul de cette approximation : les méthodes basées
sur la projection de type Galerkin [GS91, GK96, DBO01, GS03, LMKNG04, LMNGK04, WZ04,
BTZ05,FST05,MLM07,Mat08,Nou09,XW09,MK10], et les méthodes basées sur une simulation
directe (ou les méthodes non-intrusives) [BSL06,GZ07,BS08,NTW08,ZG08,MZ09,BNT10]. Le
coût de calcul de ces méthodes est supérieur à celui d’une solution déterministe pour l’équation
différentielle. Il est cependant inférieur à celui de la méthode de Monte-Carlo [Soi11].

La logique floue

La logique floue permet de créer des modèles avec des données inexactes, incomplètes, ou
des connaissances peu fiables et, de plus, d’en déduire le comportement approximatif du système
à partir de ces modèles. La logique floue fournit un moteur de calcul pour traiter ces modèles
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[HMB93]. Elle est appliquée dans plusieurs domaines comme la commande, la fabrication, ou
même la finance [BD87,LH91,Dex95,Hun95, IN98, Ise98,HQJ00,HR01,Han05]. La logique floue
manipule à la fois des notions « précises » (traduction du mot anglais : « crisp » ) telles que
des nombres, vrai, faux, et des notions imprécises comme supérieur, petit. . . Le concept central
de la logique floue est la fonction d’appartenance qui représente le degré d’appartenance de la
variable floue au sein de l’ensemble flou. Un intérêt important de la logique floue est sa simplicité
d’application et de mise en œuvre. Elle peut être utile dans des applications où des modèles
physiques précis ne sont pas disponibles. De plus, elle étend la logique binaire et apparaît comme
une logique graduelle qui permet de définir une interface entre le qualitatif/symbolique et le
quantitatif/numérique.

L’inconvénient de la logique floue réside dans l’effet de sur-estimation quand les variables
floues considérées sont dépendantes. Pour contrer cette effet et améliorer la précision des résultats,
Hanss a proposé la méthode de transformation [Han02].

La logique floue est l’outil le plus classique pour l’analyse de l’incertitude épistémique.
Dans la littérature, il existe aussi les méthodes bayésiennes, la logique probabiliste, la structure
Dempster-Shafer,. . .Les lecteurs intéressés sont invités à consulter [Yag86, Wal90, SNH+04,
ARPP04,FO04,Ton04,HL04,OF05a,Obe11].

Analyse d’intervalle

L’analyse d’intervalle est naturellement basée sur l’arithmétique par intervalles. L’arithmé-
tique par intervalles implique les règles élaborées pour effectuer des opérations mathématiques
sur des intervalles. Elle est bien adaptée pour faire face aux incertitudes paramétriques dans les
systèmes. Elle a été appliquée dans une variété de domaines, y compris l’analyse structurelle et
l’analyse dynamique [HS81,Sny92,JW93,PV97,RB97,PV00,Jau01,HW04]. Un problème poten-
tiel avec l’arithmétique par intervalles est le coût de calcul important. Il faut prendre en compte
également l’effet enveloppant (ou effet de surestimation).

3.4.2 Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité a été introduite dans en 1967 [Dis67,TV68,DR68,Dor68,TV72,Fra78,
FE80,Wie84]. Tandis que l’analyse d’incertitude présentée dans le paragraphe 3.4.1 est considérée
comme un outil qui permet de quantifier les incertitudes, l’analyse de sensibilité est recommandée
comme un outil pour assurer la qualité du modèle dynamique (Agence de protection environ-
nementale des États-Unis, Commission Européenne [otEcC09,Age09]). L’analyse de sensibilité
permet de prédire l’effet de la variation de chaque paramètre incertain sur la dispersion du com-
portement du modèle. Elle sert à réduire la complexité du modèle en éliminant les paramètres qui
n’ont pas d’effet significatif sur le comportement du système. On peut également juger l’impact
de la variation d’un paramètre sur la durée de vie du système [CB06]. Le résultat d’une analyse
de sensibilité peut être représenté par une fonction de sensibilité.

Définition 3. La fonction de sensibilité absolue est définie par la dérivée partielle de la sortie
y par rapport à un paramètre p : ∂y

∂p (cas de paramètres indépendants) et la fonction de sensibilité

relative est définie par ∂y
∂p

p
y .

Les méthodes d’analyse de sensibilité d’un modèle dynamique peuvent être groupées en trois
classes [SCS09] :

– méthode de criblage (Factor screening) [Jac05,SRTC06,JLD06] : cette méthode quantita-
tive basée sur les techniques des plans d’expérience permet de déterminer les paramètres
(ou groupes de paramètres) qui ont le plus grand impact sur la variabilité de la sortie du
modèle. Le coût en temps de calcul des méthodes de criblage augmente linéairement avec
le nombre de valeurs des paramètres,
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– analyse de sensibilité globale : cette méthode quantitative utilise généralement des mé-
thodes d’échantillonnage statistique, comme l’échantillonnage hypercube latin, afin de dé-
terminer l’incertitude totale dans la sortie du modèle et à répartir cette incertitude parmi
les différents paramètres,

– analyse de sensibilité locale [TV68, TV72] : cette méthode vise la détermination des co-
efficients (ou fonctions) de sensibilité. Les fonctions de sensibilité peuvent être absolues
ou relatives. Elles permettent de quantifier la variation d’une variable par rapport à la
variation du paramètre. Utilisant la dérivée du premier ordre des sorties du modèle par
rapport aux paramètres, cette méthode est très coûteuse (et parfois inexacte) en temps de
calcul. Ce calcul peut être moins important quand les fonctions de sensibilité pour le mo-
dèle sont disponibles. Cependant, il augmente linéairement avec le nombre de paramètres.
Cette méthode est limitée à la proximité des valeurs aux paramètres nominaux.

L’analyse de sensibilité ne demande pas nécessairement de connaissance des propriétés pro-
babilistes d’entrée. Si la relation entrée-sortie est explicite, on peut utiliser les dérivées partielles
pour calculer les fonctions de sensibilité comme dans [Ost05, FO06]. D’autres méthodes basées
sur la théorie des probabilités ou la théorie des probabilités imprécises sont également disponibles
dans la littérature [Kru87,HJSS06,MPV07,ZFJ11,HWK12]. L’analyse de sensibilité en présence
d’incertitude dans le modèle s’est récemment développée [JLD06,SRTC06].

L’analyse de sensibilité est utilisée dans plusieurs domaines de l’ingénierie : la modélisation des
systèmes linéaires incertains [Kam01], l’analyse de stabilité d’une commande d’un robot [Kaz89],
le calcul par éléments finis [KHAK97], l’estimation de paramètre [Eyk74,GR00], l’optimisation
[CF95] ainsi que dans plusieurs domaines d’application [DBW+85, Ins90,BE91,LR92,RS93].

Nous avons présenté dans ce paragraphe un état de l’art sur les incertitudes dans un système
mécatronique. Classées soit par leur source, soit par leur nature (aléatoire ou épistémique 1), les
incertitudes et les différents outils de modélisation et d’étude ont été présentés. Cette présenta-
tion fournit une vue très générale sur les avantages et les inconvénients des méthodes, ainsi que
leurs domaines d’application. Elle donne des pistes pour choisir l’outil de modélisation de l’incer-
titude dans un système mécatronique. Nous présentons maintenant la méthodologie d’inversion
de modèle par bond graph que nous utiliserons pour la synthèse de tolérance.

3.5 La méthodologie d’inversion dans le problème de conception

d’un système mécatronique

Nous présentons dans ce paragraphe la méthodologie de dimensionnement sur des critères
dynamiques et énergétiques. Les notions d’inversion d’un modèle bond graph, de modèle inverse
d’ordre minimal, et les critères d’inversibilité sont également rappelés. L’annexe A présente les
généralités sur le langage bond graph et les notions complémentaires sur la méthodologie de
dimensionnement.

Nous nous sommes ensuite intéressés à la prise en compte des incertitudes dans un modèle
bond graph (outil support de la méthodologie) avec différentes approches : le bond graph de
sensibilité, le bond graph incrémental, le bond graph incertain et le bond graph probabiliste.
Tandis que les trois premières approches sont des modèles de l’incertitude bornée, le bond graph
probabiliste est un modèle bond graph multi-liens permettant la représentation à la fois énergé-
tique et probabiliste du système. Elle porte plus d’information sur la distribution des incertitudes
aléatoires existant dans le système par rapport aux trois autres méthodes.

3.5.1 Le langage bond graph

Dans le contexte de notre recherche, nous utilisons le bond graph [Pay61] pour représenter
un système mécatronique afin de mieux appréhender la modélisation de l’échange d’énergie et de

1. voir définitions dans 3.2.2, page 22
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travailler avec différentes causalités.
Fondé par Paynter en 1959 et publié pour la première fois en 1961 [Pay61], le langage

bond graph est un outil de modélisation pluridisciplinaire basé sur la description graphique
des transferts d’énergie au sein d’un système, ce qui fait de lui un formalisme adapté pour
la modélisation des systèmes mécatroniques [Gaw91, DT99, DM03, vA03]. Il est couramment
utilisé dans les applications d’ingénierie [Bre08,KMR12], en particulier les systèmes physiques
multidomaines [Kar90a, Bre09]. Le premier livre de référence sur ce langage est paru en 1968
[Kar68] et plusieurs autres éditions ont été depuis publiées [KR75,Kar90b,KMR06,KMR12].

Dans la littérature, certains auteurs ont déjà exploité le langage bond graph pour aborder
le problème de synthèse d’architecture [RK93,Mos99, SFH+03,KM07], de reconception [Lic07],
de synthèse paramétrique [Ngw98], d’identification [GBS05], de réduction de modèles [LS09], de
synthèse de commande [SDT93, LSRAM02, JGD02, BST03, JDA+05] et de sûreté de fonction-
nement [FMBB01,LWRC02,DMOBDT06,DMOBDT07,DOBMDT08,DOBM09]. De plus, dans
un problème de conception et d’analyse, cet outil facilite l’interprétation physique des résultats
et donne la possibilité de traiter différents problèmes relatifs aux différents niveaux du cycle de
conception en V [Jar10].

Il existe par ailleurs des travaux importants sur les concepts de causalité, de bicausalité et sur
les algorithmes d’inversion de modèle [SAR91,NST96]. Le concept de causalité en bond graph
permet, entre autres, d’orienter les équations d’un modèle pour le transformer en un modèle de
simulation. Ce concept rejoint le principe physique de la causalité dans le sens où un phénomène
cause produit un autre phénomène effet. Contrairement à la causalité physique, le concept de
bicausalité, introduit par Gawthrop [Gaw95] en 1995, ne respecte pas la causalité physique et
permet d’envisager de nouveaux schémas de calcul tels que celui associé à un modèle inverse.
Ainsi, avec la bicausalité, un modèle bond graph peut servir à la conception tout en gardant la
même structure physique du modèle direct. L’approche par modèle inverse pour la conception
réduit le nombre de simulations. En outre, l’inversibilité structurelle d’un modèle bond graph est
facilement vérifiée grâce à des procédures existantes fondées sur les lignes de puissance [NST96]
et les chemins causaux [JMFT09]. Les concepts de causalité et bicausalité sont présentés dans
l’annexe A.

Avant de poursuivre sur le dimensionnement par modèle inverse, nous présentons maintenant
les concepts clés d’analyse structurelle utilisés dans la méthodologie pourl’inversion d’un modèle
bond graph.

3.5.2 Outils de l’analyse structurelle

Nous précisons dans cette partie un certain nombre de définitions et de concepts utiles à
la mise en œuvre de l’analyse structurelle dans l’approche bond graph. Une présentation plus
complète peut être trouvée dans [Rah93,FN97,Jar10,Fek11].

Lignes de puissance

Définition 4. [WYT95,NB05,Bor11] Ligne de puissance : Une ligne de puissance dans
une représentation bond graph acausale est une suite alternée de liens de puissance et d’éléments
multiport. Par définition, une ligne de puissance ne passe pas plus d’une fois par le même lien
de puissance.

Une ligne de puissance représente un « chemin » d’acheminement de l’énergie entre deux
points d’un système.

Définition 5. [Bor11] Ligne de puissance entrée/sortie : Une ligne de puissance en-
trée/sortie est une ligne de puissance entre un lien de puissance dont l’une des deux variables de
puissance dépend d’une entrée du modèle et, un lien de puissance dont l’une des deux variables
de puissance est en relation avec une sortie.
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Définition 6. [Ngw01,Bor11] Lignes de puissance disjointes : Deux lignes de puissance
sont dites disjointes si elles n’ont aucun lien de puissance en commun.

Chemins causaux

Tandis que le concept de ligne de puissance s’appuie essentiellement sur l’existence de relations
entre les puissances et est acausal, le concept de chemin causal est associé à l’orientation des
équations du modèle et l’affectation des variables du modèle par ces équations.

Définition 7. [WYT95, Ngw01, Bor11] Un chemin causal dans une représentation bond
graph causale ou bicausale est une suite ordonnée de variables mises en relation les unes aux
autres conformément à l’affectation de la causalité ou bicausalité sur le bond graph, sans qu’une
seule de ces variables n’apparaissent plus d’une fois dans la suite.

Définition 8. [Bor11] Un chemin causal entrée/sortie est une chemin causal entre une
variable d’entrée et une variable de sortie.

Définition 9. [Ngw01,Bor11] Deux chemins causaux disjoints sont deux chemins causaux
sans aucune variable commune.

Définition 10. [NB05,Bor11] Un chemin causal est associé à une ligne de puissance si
pour chaque lien de puissance de la ligne, l’une des deux variables de puissance appartient au
chemin causal.

La notion de chemin causal montre comment une variable influe mathématiquement sur une
autre dans un modèle bond graph.

Notions d’ordre dans un modèle bond graph

Nous présentons dans cette partie les notions de causalités intégrale et dérivée d’un élément
de stockage, d’ordre d’un chemin causal et d’un ensemble de chemins causaux.

Définition 11. [Dau00,KMR12] Un élément de stockage de type I (resp. C) est en causalité
intégrale si le trait causal, sur le lien de puissance auquel il est connecté, est placé près (resp.
éloigné) de l’élément. Dans ce cas, la variable d’effort est une entrée (resp. sortie) pour l’élément,
et la variable de flux est une sortie (resp. entrée) pour l’élément.

Définition 12. [Dau00,KMR12] Un élément de stockage de type I (resp. C) est en causalité
dérivée si le trait causal, sur le lien de puissance auquel il est connecté, est placé éloigné (resp.
près) de l’élément. Dans ce cas, la variable d’effort est une sortie (resp. entrée) pour l’élément,
et la variable de flux est une entrée (resp. sortie) pour l’élément.

Lors de l’affectation de la causalité, un modèle bond graph est en causalité préférentiellement
intégrale (resp. dérivée) s’il a le plus grand nombre possible d’éléments de stockage d’énergie en
causalité intégrale (resp. dérivée).

Définition 13. [Ber97,FN97,Bor11] L’ordre d’un chemin causal dans une représentation
bond graph causale ou bicausale (en causalité préférentiellement intégrale) est défini comme la
différence entre le nombre d’éléments de stockage en causalité intégrale d’une part, et celui des
éléments de stockage en causalité dérivée d’autre part, rencontrés le long du chemin causal.

L’ordre d’un ensemble de chemins causaux est la somme des ordres des chemins causaux
constituant l’ensemble.

Les notions de ligne de puissance, de chemin causal et d’ordre de chemin causal sont utilisées
dans les critères d’inversibilité et la procédure pour trouver le modèle bond graph inverse d’ordre
minimal.
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3.5.3 Inversion d’un modèle bond graph

Avant d’aborder la méthodologie de dimensionnement basée sur des critères dynamiques et
énergétiques (paragraphe 3.5.4), l’inversion d’un modèle bond graph est décrite dans ce para-
graphe. Nous présentons tout d’abord la définition d’un modèle bond graph inverse.

Définition 14. [FN97] Le bond graph inverse d’un système est son modèle bond graph
obtenu après affectation de la bicausalité et tel qu’il représente graphiquement le modèle inverse
permettant d’exprimer ses entrées en fonction de ses sorties.

Critère structurel d’inversibilité

Nous considérons dans ce paragraphe, jusqu’à la fin de ce chapitre, les hypothèses suivantes :

Hypothèse 1. Les systèmes sont carrés : le nombre d’entrées du modèle est égal au nombre de
sorties.

Hypothèse 2. Les systèmes sont Linéaires et Invariants dans le Temps (LTI).

Le critère structurel d’inversibilité d’un modèle bond graph repose sur les notions de lignes
de puissance entrée/sortie (E/S) disjointes et les chemins causaux entrée/sortie (E/S) disjoints.
Il a été défini par Ngwompo [FN97, NB05] et est applicable à des systèmes linéaires et non
linéaires :

Critère 1. Soit un modèle bond graph avec m entrées vérifiant l’hypothèse 1, le modèle est
structurellement inversible si les conditions suivantes sont vérifiées :

– Condition nécessaire 1 : il existe au moins un ensemble de m lignes de puissance (E/S)
disjointes sur le modèle bond graph acausal. Si cette condition n’est pas vérifiée alors le
modèle n’est pas inversible.

– Condition nécessaire 2 : il existe au moins un ensemble de chemins causaux E/S dis-
joints sur le modèle bond graph causal. Si cette condition n’est pas vérifiée alors le modèle
n’est pas inversible.
Si le modèle contient plusieurs ensembles de m chemins causaux E/S disjoints, alors :
– choisir un ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes associé à un ensemble de
m chemins causaux E/S disjoints,

– remplacer les entrées du modèle bond graph par des double détecteurs et remplacer les
sorties du modèle bond graph par des double sources,

– construire le modèle bond graph bicausal correspondant en propageant la bicausalité le
long des m lignes de puissance E/S disjointes choisies.

– Condition nécessaire 3 : La structure de jonction du modèle bond graph bicausal résultant
doit être résoluble. Si quel que soit l’ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes choisi
et quelles que soient les affectations causales retenues pour le modèle bond graph bicausal,
une structure de jonction non résoluble apparaît, alors le modèle n’est pas inversible.

Modèle bond graph inverse d’ordre minimal

L’inversion d’un modèle d’état (linéaire ou non linéaire) permet l’obtention d’un modèle in-
verse d’ordre plein qui possède un espace d’état de même dimension que celui du modèle direct.
Néanmoins, Silverman [Sil68] a démontré que la dimension de l’espace d’état du modèle inverse
peut être réduite. Cette réduction permet l’obtention du modèle inverse d’ordre minimal où la
dimension de l’espace d’état est minimal. Ce type de modèle permet la simplification de diffé-
rentes études comme la détermination de commande découplante ou la synthèse paramétrique.
Ngwompo [FN97,NB05] a défini une procédure bond graph permettant de déterminer le modèle
inverse d’ordre minimal à partir de la notion d’ordre d’un ensemble de chemins causaux.
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Procédure 1. Soit un modèle bond graph avec m entrées, vérifiant l’hypothèse 1 et le critère
d’inversibilité 1. Un modèle inverse d’ordre minimal peut être obtenu comme suit [FN97,NB05] :

1. Choisir un ensemble de m chemins causaux E/S disjoints d’ordre minimal ;

2. Déterminer l’ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes associé à cet ensemble de
chemins causaux E/S disjoints ;

3. Construire le modèle bicausal en propageant la bicausalité le long des lignes de puissance
appartenant à l’ensemble déterminé à l’étape précédente.

Remarque : Si n est la dimension de l’espace d’état du modèle direct et ωmin l’ordre minimal
d’un ensemble de m chemins causaux E/S disjoints, alors n−ωmin est la dimension minimale de
l’espace d’état du modèle inverse [FN97].

Le modèle bond graph obtenu par la procédure 1 permet d’obtenir le système d’équations
exprimant les entrées en fonction des sorties et de leurs dérivées par rapport au temps. Le modèle
inverse d’ordre minimal ainsi exprimé garantit le nombre minimal de dérivations des sorties. Ce
nombre est l’ordre d’essentialité des sorties.

Définition 15. [CDD+86, GM92] L’ordre d’essentialité d’une sortie est égal à l’ordre
maximal de dérivations (par rapport au temps) de cette sortie apparaissant dans le modèle
inverse d’ordre minimal.

L’ordre d’essentialité permet de vérifier si les trajectoires spécifiées sont suffisamment dé-
rivables par rapport au temps pour calculer des entrées physiquement réalisables. Les ordres
d’essentialité sont déterminées sur le bond graph bicausal [Jar10,Fek11].

3.5.4 Dimensionnement sur des critères dynamiques et énergétiques

Les premiers travaux sur le dimensionnement des systèmes mécatroniques réalisés au sein
du Laboratoire Ampère par Scavarda et al. [SAR91,Ama91] ont utilisé l’approche par modèle
inverse. Par la suite, une méthodologie de dimensionnement des systèmes mécatroniques basée
sur des critères dynamiques et énergétiques a été développée [NST96,FN97].

Cette méthodologie propose quatre étapes permettant de dimensionner les composants de
chaînes d’actionnement :

1. Adéquation : vérification de l’adéquation entre la structure du modèle de conception et le
cahier des charges (inversiblité du modèle et dérivabilité des spécifications sur les sorties).

2. Spécification : construction du modèle bond graph inverse de la charge et calcul des
variables de puissance en entrée de cette charge permettant l’obtention des sorties spécifiées.

3. Sélection : choix d’un (des) actionneur(s) potentiel(s) dans un catalogue disponible à
partir des résultats obtenus lors de l’étape précédente.

4. Validation : validation ou non du (des) composant(s) choisi(s) à l’étape précédente.

Dans le contexte plus général d’une cascade de plusieurs composants, les spécifications sont
remontées tout le long de la structure grâce à des inversions successives. Finalement, la com-
mande en boucle ouverte du système peut être déterminée.

Comparée aux méthodes par l’approche directe, cette méthodologie permet de réduire le
nombre d’itérations en simulation, de spécifier le gabarit d’un nouvel actionneur si aucun des
existants ne répond aux exigences, et d’aider à la rédaction du cahier des charges. La métho-
dologie a été utilisée dans un contexte académique [Mil03] et également dans le milieu indus-
triel [Gan03,MSMF03,MMFSF03,Laf04].
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La méthodologie de dimensionnement peut être utilisée dans plusieurs aspects de la concep-
tion des systèmes mécatroniques : dimensionnement/sélection de composant, détermination de
la commande en boucle ouverte [FN97,Jar10,Fek11], comparaison d’architectures [Laf04], vérifi-
cation de l’adéquation cahier des charges/structure physique d’un composant [Fek11] et synthèse
paramétrique [Ngw98,Laf04,Fek11].

3.5.5 L’approche inverse pour la synthèse de tolérance

Le problème de synthèse de tolérance peut également être traité avec deux approches : directe
ou inverse. Par approche directe, une tolérance est générée pour les paramètres de conception (à
partir de l’opinion d’expert ou de manuels de référence), puis une analyse de sensibilité est effec-
tuée pour vérifier les spécifications sur les sorties. Cette approche directe présente un inconvénient
au niveau des itérations de calcul et de vérification.

Une autre approche est basée sur l’inversion de modèle. Dans cette approche, les incertitudes
admises dans les spécifications sur la sortie sont propagées aux paramètres de conception à tra-
vers le modèle inverse (figure3.5.5). À partir de l’incertitude obtenue sur un paramètre, nous
proposons de synthétiser la tolérance correspondante.

Figure 3.2 – L’approche inverse pour la synthèse de tolérance.

Cette approche est dans le principe plus rapide par rapport à l’approche directe mais néces-
site cependant que le modèle soit inversible.

3.6 Prise en compte de l’incertitude dans l’approche bond graph

Le langage bond graph supporte également la représentation de l’incertitude. Dans la lit-
térature, des approches différentes ont été établies pour la modélisation de l’incertitude para-
métrique avec le bond graph : le bond graph de sensibilité, le bond graph incrémental, le bond
graph incertain et le bond graph probabiliste. Tandis que les trois premières approches explicitent
graphiquement les incertitudes sur le bond graph initial du modèle, le bond graph probabiliste
est une représentation multibond graph associant les variables incertaines dans un modèle bond
graph avec leur fonction de densité de probabilité, leur espérance et leur variance.

Le bond graph de sensibilité permet d’établir graphiquement les fonctions de sensibilité dans
le domaine temporel et donc de prédire l’effet de la variation de chaque paramètre incertain sur
le comportement du modèle. Le bond graph incrémental présente graphiquement les variations
absolues au premier ordre des paramètres.

Le bond graph de sensibilité et le bond graph incrémental sont deux approches bond graph
indépendamment développées avec le but de faciliter la détermination des fonctions de sensibilité.
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Le bond graph de sensibilité permet le calcul des fonctions de sensibilité directement à partir
du modèle bond graph. Au contraire, la détermination des fonctions de sensibilité avec le bond
graph incrémental nécessite de faire du calcul matriciel a posteriori.

Le bond graph incertain établit graphiquement un modèle d’état adapté pour l’analyse et
la commande des systèmes incertains : soit sous forme d’un modèle d’état canonique, soit sous
forme d’un modèle standard d’interconnexion. Le bond graph probabiliste est une représentation
à la fois énergétique et probabiliste permettant de propager des incertitudes tout le long de la
structure du modèle.

Dans ce paragraphe, nous présentons le bond graph de sensibilité, le bond graph incrémental
et le bond graph incertain. Ces trois approches utilisent le modèle de l’incertitude bornée et donc
contiennent une information limitée.

Nous verrons la nécessité d’approches qui apportent plus d’information sur la caractéristique
de l’incertitude : le bond graph probabiliste et le bond graph flou. Le bond graph probabiliste sera
présenté en fin de ce chapitre. Le bond graph flou est proposé dans le chapitre 4 pour la représen-
tation de l’incertitude épistémique et utilisé pour étendre la méthodologie de dimensionnement
basée sur le formalisme bond graph à la synthèse de tolérance (chapitre 5).

3.6.1 Bond graph de sensibilité

Les premières contributions à l’analyse de sensibilité d’un modèle bond graph dans le domaine
temporel introduisent la notion de pseudo bond graph [CF95,RT00]. Dans un modèle pseudo bond
graph, les variables associées aux liens ne sont pas des variables de puissance mais les dérivées
partielles premières par rapport aux paramètres de l’effort et du flux. Puis, ce formalisme a évolué
pour donner le bond graph de sensibilité [GR00].

Cette approche tient compte des deux hypothèses suivantes :

Hypothèse 3. Les incertitudes considérées sont des incertitudes paramétriques (structurées).

Hypothèse 4. Les différents paramètres sont indépendants.

Dans un modèle bond graph de sensibilité, on associe aux liens, en plus des variables de puis-
sance, les dérivées partielles (par rapport aux paramètres) de ces variables. Cette représentation
multi-liens permet la propagation de la puissance et également la propagation de la sensibilité
dans un modèle bond graph. Elle est utilisée principalement pour l’optimisation, l’identification
temps réel et l’estimation d’état.

Figure 3.3 – (a) Circuit électrique et (b) le modèle bond graph de sensibilité associé.

À un élément bond graph est associée une relation constitutive qui implique les variables de
puissance e(t) et f(t) associées à cet élément et les paramètres caractéristiques des phénomènes
physiques dans le système. La relation constitutive de cet élément peut s’écrire sous la forme
suivante :

Φ(υ(t),θ) = 0

où υ(t) =
[
e(t) f(t)

]T
et θ est le vecteur contenant les paramètres du système.
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La sensibilité du vecteur υ(t) par rapport au je paramètre θj est donnée par :

j
υ(t) =

∂υ(t)

∂θj

La relation constitutive de sensibilité de l’élément par rapport au je paramètre θj s’écrit alors :

jΦ(jυ(t),υ(t),θ) =
∂Φ(υ(t),θ)T

∂υ(t)
j
υ(t) +

∂Φ(υ(t),θ)

∂θj
= 0 (3.3)

L’équation 3.3 permet la propagation de la sensibilité à travers un élément 1 port. Pour les
éléments multi-ports, les règles de propagation se trouvent dans [GR00].

3.6.2 Bond graph incrémental

Tandis que le bond graph de sensibilité sert à déterminer les fonctions de sensibilité, le bond
graph incrémental [BG01,BG02,BDT04,BDTK06] est développé pour déterminer les variations
absolues au premier ordre. Cette approche tient compte de l’hypothèse 2 (systèmes LTI) en plus
des hypothèses 3 et 4.

Le bond graph incrémental est indépendant de la causalité. Il ne prend pas en compte la
variation de la commande en boucle ouverte. Un bond graph incrémental est construit de manière
systématique à partir du bond graph du modèle original en remplaçant les éléments par leur
modèle incrémental correspondant. Ce bond graph incrémental permet de modéliser les variations
∆e et ∆f des variables de puissance e et f .

(a) (b)

Figure 3.4 – Modèles bond graph incrémental (a) d’un élément R et (b) d’un élément I.

La représentation d’état des variations des variables d’énergie peut être déduite à partir de la
représentation d’état du modèle bond graph nominal (modèle à variations paramétriques nulles)
et les relations constitutives des éléments :

{
∆ẋ(t) = An(θ)∆x(t) + B̃(x(t),u(t),θ)∆θ

∆y(t) = Cn(θ)∆x(t) + D̃(x(t),u(t),θ)∆θ
(3.4)

où :
– x(t) est le vecteur d’état constitué des variables d’énergie associées aux éléments de stockage

d’énergie en causalité intégrale ;
– u(t) (respectivement y(t)) est le vecteur des variables d’entrée (respectivement de sortie)

associé aux éléments sources (respectivement détecteurs) ;
– les matrices An, Bn, Cn et Dn dépendent du vecteur θ invariant dans le temps et re-

groupent les différents paramètres du modèle ;
– ∆x(t) est le vecteur constitué des variations des variables d’énergie associées aux éléments

de stockage d’énergie en causalité intégrale (∆x(t) ∈ R
n(I) où n(I) est le nombre d’éléments

de stockage d’énergie en causalité intégrale sur le modèle bond graph en causalité préféren-
tielle intégrale) ;
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– ∆y(t) est constitué des variations des variables de sortie associées aux détecteurs ;
– ∆θ est le vecteur regroupant les variations des paramètres ;
– B̃(x(t),u(t),θ) = ∂

∂θ (Anx(t) +Bnu(t)) et D̃(x(t),u(t),θ) = ∂
∂θ (Cnx(t) +Dnu(t)).

Remarque 3. Le modèle bond graph incrémental fournit une approximation au premier ordre.

3.6.3 Bond graph incertain

En automatique, la description des systèmes incertains se fait à travers une représentation
d’état adaptée. Dans cette représentation d’état, la partie nominale et la partie incertaine du
modèle sont généralement séparées afin de pouvoir décrire l’écart entre le comportement nominal
et le comportement en présence des incertitudes [DMOBDT06,DMOBDT07,DOBM09]. Dans le
paragraphe 3.3.3, deux formes de représentation d’état pour les systèmes linéaires incertains
ont été introduites : le modèle canonique et le modèle standard d’interconnexion. Le bond graph
incertain a été développé dans l’objectif de faciliter la détermination de ces deux modèles. Il prend
en compte les hypothèses suivantes, en plus des hypothèses 1 (systèmes carrés), 4 (paramètres
indépendants) et 2 (systèmes LTI) :

Hypothèse 5. Les incertitudes considérées sont des incertitudes paramétriques de type α. Ainsi,
l’ordre du modèle reste inchangé.

Hypothèse 6. Les incertitudes considérées sont uniquement des incertitudes sur les paramètres
des éléments bond graph passifs.

Détermination du modèle canonique

En remplaçant les éléments bond graph par les modèles canoniques correspondant qui tiennent
compte de l’incertitude additive, le modèle d’état canonique peut être directement déterminé.

Les modèles bond graph canoniques sont déterminés en respectant les règles suivantes :
– chaque élément bond graph incertain est dissocié en deux éléments de même type connectés

par une structure de jonction simple (jonction 0 ou 1), l’un pour l’élément nominal et l’autre
pour l’incertitude additive,

– la causalité des éléments nominaux reste inchangée,
– les éléments de stockage incertains caractérisés par les incertitudes ∆I et ∆C ont une

causalité dérivée,
– pour les éléments TF et GY 2-ports incertains, la valeur du paramètre associé à l’élément

bond graph incertain dépend de la causalité affectée,
– les éléments incertains sont causalement liés aux éléments nominaux qui leur sont associés

mais n’ont aucun couplage possible avec le reste du modèle bond graph.
La procédure de Kam et Dauphin-tanguy [SKDT05] basée sur les gains des chemins cau-

saux et la règle de mason permet de graphiquement déduire la représentation d’état canonique
à partir du modèle bond graph incertain. En se basant sur les travaux dans [FN97, Jar10], El

Feki a proposé une procédure alternative [Fek11] qui tient compte des boucles algébriques et
permet la simplification de la détermination graphique de la représentation d’état canonique.

Détermination du modèle standard d’interconnexion

Le modèle standard d’interconnexion peut être déterminé à partir d’une représentation bond
graph associée [DTK99,Kam01,SKDT05]. Le modèle initial doit être propre, stabilisable et dé-
tectable (au sens classique de l’automatique) afin d’établir son modèle standard d’interconnexion.

La modélisation d’un élément bond graph sous forme standard d’interconnexion dépend de
la relation associée, et donc, de la causalité affectée. Par conséquent, il existe plusieurs modèles
standards d’interconnexion pour un même élément bond graph, correspondant aux différentes
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causalités. Le principe de la modélisation d’un élément bond graph est de faire apparaître explici-
tement les incertitudes relatives dans la relation associée à l’élément et de traduire cette relation
en modèle bond graph. Cette traduction nécessite d’ajouter des sources modulées (MSe et MSf )
associées aux entrées auxiliaires et des détecteurs (De et Df ) associés aux sorties auxiliaires.

Le modèle standard d’interconnexion d’un système linéaire incertain en boucle ouverte s’écrit :




ẋ(t) = Anx(t) +B1w(t) +B2nu(t)

z(t) = C1x(t) +D11w(t) +D12u(t)

y(t) = C2nx(t) +D21w(t) +D22nu(t)

w(t) = ∆z(t)

(3.5)

avec ∆ = diag(δiIni
), w(t) ∈ Rl (respectivement z(t) ∈ Rl) est le vecteur d’entrée (respecti-

vement sortie) auxiliaire. δi représente l’ie incertitude relative (|δi| ≤ 1) et ni est la dimension
correspondante de cette incertitude. An, B2n, C2n et D22n sont calculées de la même manière
que pour un modèle bond graph nominal.

Les procédures détaillées sont disponibles dans les travaux de dauphin-tanguy et kam

[DTK99,Kam01,SKDT05]. Une procédure alternative pour construire un bond graph fournissant
un modèle standard d’interconnexion d’un système a été proposée dans [Fek11].

3.6.4 Bond graph probabiliste

Nous avons envisagé jusqu’à maintenant le bond graph de sensibilité, le bond graph incrémen-
tal et le bond graph incertain. Ces trois représentations sont des modèles de l’incertitude bornée
et ne contiennent qu’une information limitée sur l’incertitude dans le modèle dynamique. Nous
présentons dans ce paragraphe une approche qui apporte plus d’information sur la caractéristique
de l’incertitude : le bond graph probabiliste.

El Feki a proposé dans [Fek11] l’approche bond graph probabiliste pour la synthèse de
tolérance. Dans un modèle bond graph probabiliste, les incertitudes aléatoires sont caractérisées
par leur fonction densité de probabilité (FDP), leur espérance et leur variance. Ces grandeurs sont
associées aux liens bond graph et l’approche bond graph probabiliste est donc une représentation
multibond graph.

Les notions probabilistes utilisées dans l’approche bond graph probabiliste sont données dans
l’annexe B.

Définition 16. Un bond graph probabiliste est un bond graph pour lequel à chaque variable
de puissance et d’énergie et à chaque paramètre incertain sont associées leur fonction de densité
de probabilité, leur espérance et leur variance.

Un modèle bond graph probabiliste est une description à la fois énergétique et probabiliste
qui permet de propager les incertitudes tout le long de la structure du modèle. Ce formalisme
est disponible pour les schémas de calcul causaux et bi-causaux. Dans le contexte de synthèse
de tolérance par l’approche inverse, un schéma de calcul bicausal est utilisé sur ce modèle bond
graph.

Propagation globale de l’incertitude dans un modèle bond graph probabiliste

La propagation de l’incertitude aléatoire dans un modèle bond graph probabiliste peut être
effectuée par une approche globale ou par une approche locale. Dans l’approche globale, l’infor-
mation est globalisée en calculant la FDP conjointe à toutes les variables aléatoires, puis, la FDP
marginale associée à une variable aléatoire en particulier en est déduite.

Nous présentons ici la propagation globale pour un modèle direct. Pour un modèle inverse,
l’approche est similaire et peut être trouvée dans [Fek11].

La FDP conjointe φyj,Θ impliquant une sortie yj s’écrit :
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φyj ,Θ(yj,θ, t) = φyj|Θ=θ(yj , t|θ)φΘ(θ)

= δ(yj −Hj(θ, t))φΘ(θ)

où Hj(θ, t) est la solution unique du système dynamique pour la sortie yj tenant compte des
conditions initiales.

Ensuite, cette FDP conjointe est intégrée sur le domaine de distribution ΩΘ de l’aléa Θ pour
déterminer la FDP marginale φyj

associée à la sortie yj :

φyj
(yj , t) =

∫
· · ·
∫

ΩΘ

φyj,Θ(y,θ, t)dΩΘ

Propagations élémentaire et locale de l’incertitude dans un modèle bond graph pro-
babiliste

La propagation élémentaire 2est une propagation élément bond graph par élément bond
graph. La propagation locale est une propagation sous-modèle par sous-modèle à travers le
modèle bond graph.

Une fonction de densité de probabilité et deux grandeurs caractéristiques (espérance et va-
riance) sont associées à chaque variable de puissance et d’énergie et aux paramètres incertains.
En tenant compte des affectations causales ou bicausales, les schémas de calcul associés aux dif-
férents éléments de jonction, de transduction et aux éléments passifs sont établis. Ces schémas de
calcul permettent de déduire les FDP associées aux variables de puissance sortantes d’un élément
bond graph à partir des FDP marginales ou conjointes des variables de puissance entrantes (pro-
pagation élémentaire). De la même façon, les grandeurs caractéristiques (espérance et variance)
sont propagées à travers les éléments bond graph. Sur la base de cette propagation élémentaire,
la propagation locale peut être effectuée de sous-modèles en sous-modèles.

Nous présentons ici des schémas de calcul bicausaux pour la propagation élémentaire des
FDP (table 3.1, 3.2 et 3.3). Ceux pour la propagation élémentaire de l’espérance et de la variance
nécessitent la propagation des FDP également et peuvent être trouvés dans [Fek11].

2. La propagation élémentaire définie ici correspond à la propagation locale définie dans [Fek11]. Nous redéfinis-
sons ici la notion de propagation locale comme une propagation sur un sous-modèle, c’est-à-dire une propagation
intermédiaire entre la propagation élémentaire et globale. Cette distinction est reprise pour l’exploitation du bond
graph flou (paragraphe 4.3).
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Table 3.1 – Propagation des FDP à travers les jonctions [Fek11].

Élément Bicausalité Schémas de
BG possible calcul associés





φe1(e1, t) = φe3(e3, t)

φe2(e2, t) = φe3(e3, t)

φf1(f1, t) =
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ φf1,f2,f3(f1, f2, f3, t)df2df3

=
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ δ(f1 − (f2 + f3))φf2,f3(f2, f3, t)df2df3

Jonction
0

(exemple
à 3 liens)





φf1(f1, t) = φf3(f3, t)

φf2(f2, t) = φf3(f3, t)

φe1(e1, t) =
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ φe1,e2,e3(e1, e2, e3, t)de2de3

=
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ δ(e1 − (e2 + e3))φe2,e3(e2, e3, t)de2de3

Jonction
1

(exemple
à 3 liens)

Table 3.2 – Propagation des FDP à travers les éléments de transduction [Fek11].

Élément Bicausalité Schémas de calcul
bond graph possible associés

TF

{
φe1(e1, t) =

1
|m|φe2(

e1
m , t)

φf1(f1, t) = |m|φf2(mf1, t)
{
φe2(e2, t) = |m|φe1(me2, t)
φf2(f2, t) =

1
|m|φf1(

f2
m , t)

GY

{
φe1(e1, t) =

1
|r|φf2(

e1
r , t)

φf1(f1, t) = |r|φe2(rf1, t)
{
φf2(f2, t) = |r|φe1(rf2, t)
φe2(e2, t) =

1
|r|φf1(

e2
r , t)
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Table 3.3 – Propagation des FDP à travers les éléments passifs [Fek11].

Élément Causalité Schémas de Schémas de calcul
BG possible calcul associés (cas linéaire)

R

φe(e, t) =
φf (Γ

−1
R

(e),t)

|Γ′

R
(Γ−1

R
(e))|

φe(e, t) =
1
|R|φf (

e
R , t)

φf (f, t) =
φe(ΓR(f),t)

|(Γ−1
R

)′(ΓR(f))| φf (f, t) = |R|φe(Rf, t)

I

φe(e, t) =
∫ +∞
−∞ φe,f (e, f, t)df

φe(e, t) =
1
|I|φḟ (

e
I , t)=

∫ +∞
−∞ δ(e −HI(f))φf (f, t)df

où e = HI(f)




∂φp,e(p,e,t)
∂t + ṗ

∂φp,e(p,e,t)
∂p = 0

φp(p, t) =
∫ +∞
−∞ φp,e(p, e, t)de

φf (f, t) =
φp(ΓI(f),t)

|(Γ−1
I

)′(ΓI (f))|





∂φp,e(p,e,t)
∂t + ṗ

∂φp,e(p,e,t)
∂p = 0

φp(p, t) =
∫ +∞
−∞ φp,e(p, e, t)de

φf (f, t) = |I|φp(If, t)

C

φf (f, t) =
∫ +∞
−∞ φe,f (e, f, t)de

φf (f, t) =
1
|C|φė(

f
C , t)=

∫ +∞
−∞ δ(f −HC(e))φe(e, t)de

où f = HC(e)




∂φq,f (q,f,t)
∂t + q̇

∂φq,f (q,f,t)
∂q = 0

φq(q, t) =
∫ +∞
−∞ φq,f (q, f, t)df

φe(e, t) =
φq(ΓC(e),t)

|(Γ−1
C

)′(ΓC(e))|





∂φq,f (q,f,t)
∂t + q̇

∂φq,f (q,f,t)
∂q = 0

φq(q, t) =
∫ +∞
−∞ φq,f (q, f, t)df

φe(e, t) = |C|φq(Ce, t)

où (·)−1 représente la fonction inverse et (·)′, la dérivée de la fonction.
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Remarque 4. Sur le modèle bond graph probabiliste, les FDP (ainsi que les grandeurs caracté-
ristiques) associées à un lien de puissance ne représentent pas des puissances. Le fait d’associer
une FDP à un lien de puissance doit être interprété comme une notation conventionnelle.

3.6.5 Invariance par composition dans le modèle bond graph probabiliste

Dans le paragraphe précédent, nous avons proposé une alternative pour la propagation des
FDP dans un modèle : l’approche locale et l’approche globale. Il est donc légitime d’étudier sous
quelles hypothèses ces approches conduisent à des résultats identiques.

Une représentation bond graph causale ou bicausale traduit les relations entre les variables
de puissance et d’énergie au sein du système physique par un graphe orienté. La propagation de
FDP peut donc être vue comme une composition d’applications dans ce graphe. Nous montrons
que les approches sont consistantes en ce sens que le résultat de propagation est indépendant
de l’approche choisie. Aussi, la consistance des approches est caractérisée par l’invariance par
composition.

L’invariance par composition est une propriété essentielle dans l’étude de la propagation d’in-
certitudes. En effet, on peut envisager que deux études portant sur un même système donnent
lieu à une décomposition en deux partitions distinctes et non disjointes. Il apparaît alors néces-
saire que pour des entrées identiques, les résultats obtenus soient identiques pour les variables
intermédiaires communes aux deux partitions.

Dans le modèle bond graph probabiliste, cette propriété est une conséquence directe de la
différentiation d’une application composée.

On considère un système décrit par les relations X
ϕ1−→ Y

ϕ2−→ Z où X, Y et Z sont les
ensembles associés aux vecteurs de variables x, y et z respectivement. On se donne les densités
φX1 , . . . , φXr et on étudie la propagation de ces incertitudes sur Z soit par l’intermédiaire de Y
soit directement par l’application composée ϕ3 = ϕ2 ◦ ϕ1.

On introduit la notation ϕ[φ] pour désigner l’image de la densité φ par l’application ϕ, soit

ϕ[φ] =
φ ◦ ϕ−1

|Jϕ(ϕ−1)| (3.6)

On se place dans le cas où les applications ϕ1 et ϕ2 sont des diffémorphismes et on suppose que
variables aléatoires sont indépendantes. Il s’agit alors de montrer que ϕ2 [ϕ1[φX ]] = ϕ2◦ϕ1[φX ]
pour avoir l’invariance par composition.

On rappelle que φY = ϕ1[φX ] donne pour tout y = ϕ−1
2 (z)

φY (ϕ
−1
2 (z)) =

φX
(
ϕ−1
1 (ϕ−1

2 (z))
)

|Jϕ1

(
(ϕ−1

1 (ϕ−1
2 (z))

)
|
=

φX
(
ϕ−1
3 (z)

)

|Jϕ1

(
ϕ−1
3 (z)

)
|
, (3.7)

d’où le résultat suivant

ϕ2 [ϕ1[φX ]] (z) = ϕ2[φY ](z)

=
φY
(
ϕ−1
2 (z)

)

|Jϕ2

(
ϕ−1
2 (z)

)
|

(3.7)
=

1

|Jϕ2

(
ϕ−1
2 (z)

)
|
× φX

(
ϕ−1
3 (z)

)

|Jϕ1

(
ϕ−1
3 (z)

)
|

=
φX
(
ϕ−1
3 (z)

)

|Jϕ3

(
ϕ−1
3 (z)

)
|
= ϕ3[φX ](z)

= ϕ2 ◦ ϕ1[φX ](z) .

(3.8)

ce qui montre l’invariance par composition.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les différents facteurs incertains affectant les systèmes mécatroniques ont été
rappelés, ainsi que les différents outils de modélisation et d’étude des systèmes incertains. Dans le
contexte de la synthèse de tolérance par inversion du modèle bond graph, nous avons également
abordé la méthodologie de dimensionnement sur des critères dynamiques et énergétiques. Enfin,
nous avons présenté la prise en compte des incertitudes dans un modèle bond graph (outil support
de la méthodologie) avec les approches bond graph de sensibilité, bond graph incrémental, bond
graph incertain et bond graph probabiliste. Tandis que les trois premières approches font appel
à des modèles de l’incertitude bornée, le bond graph probabiliste est un modèle bond graph
multi-liens permettant la représentation à la fois énergétique et probabiliste du système. Elle
porte plus d’information sur la distribution des incertitudes aléatoires existant dans le système
par rapport aux trois autres méthodes.

Ce chapitre a préparé la prise en compte de l’incertitude dans la démarche de conception
d’un système mécatronique par inversion de modèle bond graph. En effet, la modélisation bond
graph des incertitudes a pour objectif de s’inscrire dans la démarche de synthèse de tolérance
par inversion de modèle bond graph. Les spécifications des incertitudes sur les sorties doivent
permettre de remonter, grâce au modèle inverse, aux tolérance admissibles sur les paramètres de
conception.

Le bond graph probabiliste, bien que transportant des informations relativement complètes,
est une approche pour le traitement de l’incertitude aléatoire. Il existe des difficultés pour la re-
présentation de l’incertitude épistémique ainsi que pour l’interprétation du résultat. Cependant,
dans la conception d’un système mécatronique, l’incertitude aléatoire et l’incertitude épisté-
mique co-existent. Une autre méthode plus appropriée pour la représentation de l’incertitude
épistémique avec le formalisme bond graph est alors nécessaire, et ce, dans l’objectif d’utiliser
cette représentation dans la méthodologie de dimensionnement, notamment pour la synthèse de
tolérance.

Le chapitre suivant présente nos contributions pour pallier ce problème : le traitement de l’in-
certitude épistémique par l’approche bond graph et la logique floue, un aspect peu développé dans
la littérature, pourtant très souvent rencontré dans la conception d’un système mécatronique.
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4.1 Introduction

Les chapitres 2 et 3 nous ont permis d’aborder la conception des systèmes mécatroniques
de manière très générale puis de nous focaliser sur les approches existantes pour la synthèse
de tolérance dans leurs chaînes d’actionnement. Basée sur l’utilisation de modèles bond graph
inverses, la méthodologie proposée par le laboratoire Ampère a alors été présentée.

Nous avons également présenté les différents types d’incertitude dans la conception d’un sys-
tème mécatronique, ainsi que les outils de traitement des incertitudes, notamment ceux utilisant
le bond graph. Nous soulignons le fait que dans la conception d’un système mécatronique, l’incer-
titude aléatoire et l’incertitude épistémique coexistent. Il est donc nécessaire, dans le contexte de
la méthodologie, de pouvoir utiliser le formalisme bond graph pour le traitement de l’incertitude
épistémique.

La suite de ce mémoire présente nos contributions au traitement de l’incertitude épistémique
par l’approche bond graph. Nous proposons tout d’abord le formalisme bond graph flou, et en-
suite, l’appliquons dans le contexte de la synthèse de tolérance.

4.1.1 Nécessité d’un traitement de l’incertitude épistémique

Le comportement d’un système réel est toujours différent du comportement prévu en simu-
lation. Les raisons sont les incertitudes dans les valeurs réelles des paramètres des composants
et l’incomplétude de la connaissance sur le modèle lors de la conception. Il peut y avoir plu-
sieurs causes à l’incertitude : la variabilité d’un phénomène empêchant de prévoir le résultat de
la prochaine expérience, le manque d’information, la présence d’informations contradictoires. . .
L’incertitude est généralement classée en deux grandes catégories : l’incertitude aléatoire asso-
ciée à la variabilité d’une grandeur et l’incertitude épistémique associée à l’ignorance sur une
grandeur (cf. paragraphe 3.2.2). La plupart des problèmes de l’ingénierie implique les deux types
d’incertitudes. Traditionnellement, toutes ces incertitudes sont traitées par la théorie des proba-
bilités. Certains chercheurs ont suggéré qu’une distinction claire entre les deux types soit faite.
Toutefois, il est souvent difficile de déterminer si une incertitude doit être mise dans la catégorie
aléatoire ou la catégorie épistémique. Suivant le contexte et l’application, un concepteur peut
établir cette catégorisation.

La distinction entre l’incertitude aléatoire et l’incertitude épistémisque a été évoquée dans
le paragraphe 3.2.2. Par nature, l’incertitude aléatoire est liée à la variabilité et la dispersion
des paramètres géométriques, des propriétés matérielles. . . et l’incertitude épistémique est liée à
l’imprécision et au manque de connaissance dans les paramètres et les conditions initiales ou aux
limites et aux défauts de modélisation. L’incertitude épistémique est parfois appelée incertitude
subjective ou incertitude réductible, ce qui signifie qu’elle ne pourrait être réduite que par une
meilleure compréhension du système, ou des données plus pertinentes. Nous reviendrons sur la
distinction entre l’incertitude aléatoire et l’incertitude épistémique dans un modèle mécatronique
dans le paragraphe 5.3.2 afin de bien choisir les outils pour modéliser une incertitude particulière.

Nous avons présenté dans le chapitre 2 le bond graph de sensibilité, le bond graph incrémental
et le bond graph incertain. Ces trois représentations ne contiennent qu’une information limitée
sur l’incertitude dans le modèle dynamique. Nous avons donc besoin d’approches qui apportent
plus d’information sur la caractéristique de l’incertitude.

Le bond graph probabiliste a été proposé par el feki dans [Fek11] comme un formalisme
pour traiter l’incertitude aléatoire dans un modèle bond graph.
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Comme l’incertitude épistémique et l’incertitude aléatoire coexistent dans un système mé-
catronique, l’approche bond graph probabiliste toute seule est insuffisante pour un traitement
complet de l’incertitude. Afin de faire face au problème de traitement de l’incertitude épisté-
mique dans un modèle mécatronique et d’exploiter le formalisme bond graph pour la synthèse
de tolérance en présence de cette incertitude, nous proposons de combiner le bond graph et la
logique floue.

Inspiré du bond graph probabiliste, nous développons donc dans ce chapitre le bond graph
flou comme un formalisme bond graph utilisant la logique floue pour le traitement de l’incerti-
tude épistémique.

4.1.2 Propagation de l’incertitude dans plusieurs types de problème de concep-
tion

Dans le paragraphe 2.4.3, nous avons envisagé deux grandes classes de problèmes dans le
domaine mécanique : soit les tolérances des composants sont données et on cherche la tolérance
de l’assemblage, soit la tolérance de l’assemblage est spécifiée, et elle est distribuée sur les compo-
sants. De manière générale, un problème de conception consiste en la détermination des éléments
inconnus à partir des éléments connus, indépendamment du domaine physique considéré. Suivant
l’enjeu de conception et les éléments à déterminer, nous avons donc différents types de problèmes.

Nous pouvons considérer trois grands types de problèmes nécessitant la propagation de l’in-
certitude épistémique. Nous présentons ces types de problèmes du point de vue de l’automatique,
en termes des entrées, des paramètres et des sorties d’un système. Si deux de ces trois éléments
sont donnés, nous pouvons trouver le dernier par un processus d’analyse ou de dimensionnement.
Dans le contexte de la conception des systèmes mécatroniques incertains, nous définissons les en-
trées de conception (éléments connus) et les sorties de conception (éléments à déterminer) :

– Analyse d’incertitudes : nous cherchons à déterminer les incertitudes sur les sorties du
modèle à partir des incertitudes sur les entrées/paramètres. L’analyse d’incertitudes donne
l’information sur l’impact de l’incertitude sur la performance du système ainsi que la sen-
sibilité de la sortie. Ce problème exploite la structure d’un modèle direct entrée/sortie.
Les entrées de conception sont alors les commandes en entrée et les paramètres du système.
Les sorties de conception sont les sorties du système.

– Synthèse de commande en boucle ouverte ou reconstruction d’entrée : les incer-
titudes sur les entrées de commande du modèle sont déterminées à partir des incertitudes
sur les sorties et les paramètres. Les incertitudes obtenues sur les entrées de commande
peuvent servir à la configuration de la commande afin de satisfaire les spécifications de
sortie. Ce problème exploite la structure d’un modèle inverse sortie/entrée.
Les entrées de conception sont alors les sorties et les paramètres du système. Les sorties de
conception sont les entrées de commande du système.

– Synthèse de tolérance : les incertitudes sur les paramètres du modèle sont déterminées
à partir des incertitudes sur les spécifications sur les entrées et les sorties. Les incertitudes
obtenues sur les paramètres peuvent servir à la synthèse de tolérance de ces paramètres.
Ce problème exploite la structure d’un modèle inverse sortie/paramètre.
Les entrées de conception sont alors les sorties et les entrées de commande du système. Les
sorties de conception sont les paramètres en question.

Les trois problèmes présentés ci-dessus peuvent avoir une formulation commune :

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf 
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



48 Chapitre 4. Bond graph flou et son exploitation

{
ẋ(θ, t) = F (u(θ, t), u̇(θ, t), . . . ,u(α)(θ, t),x(θ, t),θ)

y(θ, t) = G(u(θ, t), u̇(θ, t), . . . ,u(α)(θ, t),x(θ, t),θ)
(4.1)

où x(θ, t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(θ, t) ∈ Rm est le vecteur des entrées de conception,
y(θ, t) ∈ Rm est le vecteur des sorties de conception et θ ∈ RnΘ est le vecteur des paramètres
soumis aux incertitudes épistémiques (les incertitudes paramétriques et les variables incertaines
intervenant dans les entrées u(θ, t)).

Les conditions initiales sont données par :

x(θ, t0) = x0 (4.2)

Dans le cas où les conditions initiales sont également soumises à des incertitudes épistémiques,
elles composent alors, au même titre que les paramètres incertains, le vecteur θ.

Dans les trois problèmes évoqués précédemment, les incertitudes en entrées de conception
sont données et nous cherchons à déterminer les incertitudes sur les sorties de conception. Le
problème revient donc à la propagation d’incertitudes entre θ et y. En effet, la propagation de
l’incertitude fournit une solution aux trois problèmes mentionnés ci-dessus. En modélisant le
système incertain par un bond graph flou, nous présentons dans la suite de ce chapitre deux
approches de propagation : globale et locale. Ensuite, nous introduisons les règles d’exploitation
des éléments bond graph flou (propagation élémentaire), utilisées pour la propagation locale.

En fait, l’approche globale fournit un outil de propagation où les incertitudes des éléments
bond graph intermédiaires sont cachées. L’approche locale fournit des informations sur les incer-
titudes de sous-modèles au prix d’un calcul plus important. Nous illustrerons les deux approches
dans l’exemple d’un moteur à courant continu.

Dans la suite de ce chapitre, l’incertitude fera référence à l’incertitude épistémique.

4.2 Logique floue - Bond graph flou

Nous rappelons dans cette partie quelques définitions de base de la logique floue utilisées
pour le bond graph flou. Un rappel théorique sur la logique floue est donné dans l’annexe C.

4.2.1 Logique floue - Outils

L’incertitude épistémique contient les incertitudes concernant un doute sur la validité d’une
connaissance, les imprécisions et les incomplétudes sur certaines caractéristiques. L’incertitude
épistémique apparaît souvent avec l’imprécision dans les explications linguistiques : par exemple,
« x est environ égal à 31 ». Dans sa forme la plus simple, l’incertitude épistémique est quantifiée
avec l’arithmétique par intervalles [HJO04,HJOS10]. Cependant, l’arithmétique par intervalles
est coûteuse en temps de calcul et son résultat de propagation de l’incertitude est souvent une
surestimation. Parmi les représentations alternatives de l’incertitude épistémique, on peut noter
la probabilité imprécise, théorie de Dempster-Shafer [Sha76, OH02]. Nous nous intéressons
ici à la logique floue, un outil très utilisé pour le traitement de l’incertitude épistémique.

La logique floue a été créée en 1965 par le professeur Lotfi A. Zadeh [Zad65]. Elle est un
outil pour traiter les incertitudes épistémiques représentant les connaissances imparfaites.
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Dans [BM95], deux définitions de la logique floue sont données :

– la première correspond à tous les développements concernant la théorie des sous-ensembles
flous,

– la seconde la présente comme une extension de la logique classique, avec l’objectif de
raisonner sur des connaissances imparfaites.

La logique floue est indiquée lorsque la connaissance sur le système contient des imperfections
et où une modélisation rigoureuse est difficile et complexe. Elle permet le passage des descriptions
du système exprimées linguistiquement par un expert ou un observateur à une représentation
standardisée. La logique floue offre une grande flexibilité dans la précision de la représentation
et dans l’adaptation aux conditions d’utilisation du système étudié.

Un autre argument en faveur de l’utilisation de la logique floue comme outil de représentation
de l’incertitude épistémique est le fait qu’elle est le seul cadre dans lequel on puisse traiter des
imprécisions, des incertitudes et également des incomplétudes [BM95]. De plus, la logique floue
autorise le traitement simultané des connaissances numériques et des connaissances exprimées
symboliquement par des qualificatifs du langage naturel.

La logique floue est basée sur le concept de sous-ensemble flou (SEF). Le sous-ensemble
flou a pour but de répondre au besoin de représenter des connaissances imprécises. Contrairement
à la théorie des ensembles classiques, où il n’y a que deux situations acceptables pour un élé-
ment : appartenir ou ne pas appartenir à un sous-ensemble, la logique floue sort de cette logique
booléenne en introduisant la notion d’appartenance pondérée : permettre des graduations dans
l’appartenance d’un élément à un sous-ensemble, c’est-à-dire autoriser un élément à appartenir
plus moins fortement à ce sous-ensemble. En cela, elle permet d’éviter les passages brusques
d’une classe à une autre et d’autoriser des éléments à appartenir partiellement à chacune des
classes.

On considère un ensemble de référence X. Un sous-ensemble classique A de X est défini par
une fonction caractéristique χA qui prend la valeur 0 pour les éléments de X n’appartenant pas
à A et la valeur 1 pour ceux qui appartiennent à A [BM95] :

χA : X → {0, 1}

Définition 17. Sous-ensemble flou
Un sous-ensemble flou A de X est défini par une fonction d’appartenance qui associe à

chaque élément x de X, le degré µA(x) (ou fA(x) dans certaines références) compris entre 0 et
1, avec lequel x appartient à A [BM95] :

µA : X → [0, 1]

Un sous-ensemble classique est donc un cas particulier de sous-ensemble flou où µA ne prend
que des valeurs égales à 0 ou 1.

Un sous ensemble flou A est classiquement représenté en utilisant la notation suivante. Elle
indique pour tout élément x de X son degré µA(x) d’appartenance à A [BM95] :

A =
∑

x∈X
µA(x)/x , si X est dénombrable,

A =

∫

X
µA(x)/x, si X est non dénombrable.
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La notation est symbolique. Elle n’a pas le sens du calcul.

La définition d’un sous-ensemble flou correspondant à une propriété donnée dépend du
contexte de son utilisation. Par exemple, la représentation de « faible » dans le cas de l’évaluation
de la puissance du moteur d’un avion n’est pas la même que la représentation de « faible » dans
le cas de l’évaluation de la puissance d’un micro-robot.

La définition d’un sous-ensemble flou dépend également de l’ensemble des caractérisations
autorisées pour une même grandeur observée. Par exemple dans une caractérisation de puis-
sance, la représentation de « faible » et « fort », dans le cas où seules les propriétés « faible » et
« fort » sont autorisées, est différente de la représentation de « faible » et « fort » dans le cas
où les propriétés « faible », « moyennement puissant » et « fort » sont autorisées.

Définition 18. Définitions générales :

– Le support de A, noté supp(A), est la partie de X sur laquelle la fonction d’appartenance
de A n’est pas nulle : supp(A) = {x ∈ X/µA(x) 6= 0}.

– La hauteur de A, notée h(A), est la plus grande valeur prise par sa fonction d’apparte-
nance : h(A) = sup

x∈X
(µA(x)). Si h(A) = 1, on a un sous-ensemble flou normalisé.

– Pour un seuil donné α de [0,1], on définit la α-coupe du sous-ensemble flou A de X comme
le sous-ensemble Aα = {x ∈ X/µA(x) ≥ α} de X. Sa fonction caractéristique χAα est telle
que : χAα(x) = 1 pour x tel que µA(x) ≥ α.

Les α-coupes de A sont des parties non floues de X emboîtées par rapport à la valeur du
niveau α : si α′ ≥ α, alors Aα ⊇ Aα′ . Pour le niveau α = 1, on obtient la plus petite α-coupe, qui
est le noyau de A. La plus grande α-coupe est l’ensemble de référence X, pour le niveau α = 0.

Si la hauteur h(A) d’un sous-ensemble flou A est inférieure à 1, les α-coupes avec α ∈ [h(A), 1]
sont des ensembles vides.

Un sous-ensemble flou A de X peut être représenté à partir de ses α-coupes grâce au théo-
rème de décomposition.

Théorème 1. Théorème de décomposition Tout sous-ensemble flou A de l’ensemble de
référence X est défini à partir de ses α-coupes par :

∀x ∈ X,µA(x) = sup
α∈]0,1]

α.χAα(x)

où sup indique le supremum (la borne supérieure des valeurs possibles) et χAα est la fonction
caractéristique de Aα.

Définition 19. Un sous-ensemble flou A de l’ensemble R des nombres réels est convexe si, pour
tout couple d’éléments a et b de R, et pour tout nombre λ de [0,1], la fonction d’appartenance
de A vérifie [BM95] :

µA(λa+ (1− λ)b) ≥ min(µA(a), µA(b))

Il est à noter qu’on ne considère la propriété convexe que sur l’ensemble des nombres réels R.
Si A et B sont deux SEF convexes de R, leur intersection est convexe.

Définition 20. Quantité floue, intervalle flou et nombre flou
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– Une quantité floue Q est un sous-ensemble flou normalisé de R. Une valeur modale de
Q est un élément x1 de R tel que µQ(x1) = 1 (fig. 4.1).

– Un intervalle flou I est une quantité floue convexe (fig. 4.1). Il correspond à un intervalle
de l’ensemble des réels dont les limites sont imprécises (ou mal déterminées).

– Un nombre flou N est un intervalle flou de fonction d’appartenance semi-continue su-
périeurement et de support borné, admettant une unique valeur modale x1 (fig. 4.1). Il
correspond à une valeur réelle x1 connue imprécisément.

.

Figure 4.1 – Quantité floue, intervalle flou et nombre flou.

Dans la modélisation de l’incertitude sur les grandeurs physiques d’un système mécatronique,
on considère de manière classique des nombres flous.

Nous présentons par la suite les définitions de T-norme et T-conorme (ou S-norme). Elles
sont introduites par Schweizer et Sklar [SS63]. Dans la logique floue, elles sont utilisées pour
caractériser l’intersection et l’union des sous-ensembles flous.

Définition 21. T-norme et T-conorme
– Une application

T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1]

est une norme triangulaire (T-norme) si et seulement si elle est symétrique, associative,
monotone et T (a, 1) = a ∀a ∈ [0, 1].

– Une application
S : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1],

est une conorme triangulaire (T-conorme ou S-norme) si et seulement si elle est symé-
trique, associative, monotone et S(a, 0) = a ∀a ∈ [0, 1]

– Les T-norme et T-conorme sont utilisées pour la définition de l’intersection et l’union
des sous-ensembles flous. Soient une T-norme T et une T-conorme S, la T-intersection et
la S-union des sous-ensembles flous A et B sont les applications définies comme suit :

(A
⋂
B) : X −→ [0, 1]

x 7−→ (A
⋂
B)(x) = T (µA(x), µB(x))

(A
⋃
B) : X −→ [0, 1]

x 7−→ (A
⋃
B)(x) = S(µA(x), µB(x))

(4.3)

Remarque 5. Si T est une T-norme, donc S(a, b) := 1 − T (1 − a, 1 − b) est une T-conorme
associée à T .
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Chaque T-norme ou T-conorme est utilisée dans différents scénarios afin de modéliser et
imposer une certaine contrainte sur l’intersection et l’union des sous-ensembles flous. Nous pré-
sentons quelques paires de T-normes et T-conormes couramment utilisées :

– min-max : Tmin(a, b) = min{a, b} Smax(a, b) = max{a, b}
– Lukasiewicz : TL(a, b) = max{a+ b− 1, 0} SL(a, b) = min{a+ b, 1}
– Probabiliste : TP (a, b) = ab SP (a, b) = a+ b− ab
Dans le cadre de notre travail, nous utilisons dans la suite de ce mémoire la T-norme min

et la T-conorme sup.

Dans la modélisation et la propagation de plusieurs incertitudes épistémiques dans un système
mécatronique, nous avons besoin de regrouper différents sous-ensembles flous dans leur produit
cartésien ou de déduire la fonction d’appartenance d’un élément à partir d’un sous-ensemble flou
commun. Nous présentons par la suite les définitions nécessaires pour ces opérations.

Définition 22. Produit Cartésien, Projection et Extension cylindrique

– Soient des sous ensembles flous A1, A2, . . . , Ar respectivement définis sur X1,X2, . . . ,Xr.
On définit le produit cartésien A = A1×A2×· · ·×Ar, comme un sous-ensemble flou de
X = X1 ×X2 × · · · ×Xr de fonction d’appartenance définie pour tout x = (x1, x2, . . . , xr)
de X par

µA(x) = min {µA1(x1), µA2(x2), . . . , µAr(xr))} = min
i
µAi

(xi) (4.4)

– La projection ΠY d’un sous-ensemble flou A de X = X1 × X2 × ... × Xr sur Y =
Xa × Xb × ... × Xk avec a, b, ..., k ∈ {1, 2, ..., r} est définie comme un sous-ensemble flou
ΠYA de Y dont la fonction d’appartenance est définie pour tout α = (αa, αb, . . . , αk) de
Y par :

µΠY A(α) = sup
{(x̄i1

,...,x̄ir−k
)/i/∈{a,...,k}}

µA(x̄i1 , αa, . . . , x̄ir−k
, αk) (4.5)

où les x̄i et les αj sont ordonnés.
– Soit A = A1 × A2 × · · · × Ar un sous-ensemble flou défini sur X = X1 × X2 × · · · ×
Xr. L’extension cylindrique sur X d’un sous-ensemble flou Ai, i ∈ {1, . . . , r} est un
sous-ensemble flou noté Âi (ou parfois CX(Ai) dans la littérature) de X dont la fonction
d’appartenance est donnée pour tout x = (x1, x2, . . . , xr) de X par

µ
Âi
(x) = µAi

(xi) (4.6)

Le produit cartésien et la projection des sous-ensembles flous peuvent causer une « perte
d’information » en ce sens que les sous-ensembles flous obtenus par la projection d’un produit
cartésien ne sont pas nécessairement les sous-ensembles flous initiaux. De plus, nous pouvons
avoir une différence entre le produit cartésien des projections et le sous-ensemble flou initial. Sous
certaines hypothèses, cependant, on peut montrer que ces opérations commutent. En d’autres
termes, on a les égalités suivantes :

µΠXj
A1×···×Ar = µAj

et µΠX1
A×···×ΠXrA = µA1×···×Ar

Ces égalités font l’objet de nos deux propositions suivantes.

Proposition 1. Soient des sous ensembles flous A1, A2, . . . , Ar définis sur X1,X2, . . . ,Xr, dont
les fonctions d’appartenance µA1 , µA2 , . . . , µAr sont normalisées. Alors, la projection du produit
cartésien A = A1 × · · · ×Ar relativement à Xj est Aj. En d’autres termes, on a

µΠXj
A = µAj

(4.7)
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Démonstration : pour tout αj de Xj , on a par définition

µΠXj
A(αj) = sup

x̄
µA(x̄1, . . . , αj , . . . , x̄r)

= sup
x̄

min
{
µA1(x̄1), . . . , µAj

(αj), . . . , µAr(x̄r)
}

= min

{
sup
x̄1

µA1(x̄1), . . . , µAj
(αj), . . . , sup

x̄r

µAr(x̄r)

}

= µAj
(αj)

(4.8)

car sup
xi

µAi
(xi) = 1 pour tout i 6= j par hypothèse et où x̄ désigne un élément de A1 × · · · ×

Ai−1 ×Ai+1 × · · · ×Ar.
Fin de démonstration

De plus, le produit cartésien des projections et le sous-ensemble flou initial ne sont pas tou-
jours identiques. Retrouver exactement A = A1×· · ·×Ar à partir des projections ΠX1A, . . . ,ΠXrA
correspond à un problème de type « lossless join » dans la logique floue dont la condition générale
est proposée dans [RM88]. Nous adaptons cette condition pour les projections.

Proposition 2. Soient des sous ensembles flous A1, A2, . . . , Ar définis sur X1,X2, . . . ,Xr. On
suppose que pour tout x de X = X1 × · · · ×Xr, il existe au moins un indice i0 tel que

µ
Π̂Xi0

A
(x) = µA(x) , (4.9)

où Π̂Xi0A est l’extension cylindrique de ΠXi0A sur X. Alors, le produit cartésien des projections
ΠX1A× · · · ×ΠXrA est précisément le produit A = A1 × · · · ×Ar, soit, pour tout x de X,

µΠX1
A×···×ΠXrA(x) = µA(x) (4.10)

Démonstration : Notons tout d’abord que, pour tout x dansX, µ
Π̂Xi

A
(x)

(4.6)
= µΠXi

A(xi)
(4.5)
=

sup
ᾱ
µA(ᾱ1, . . . , xi, . . . , ᾱr) ≥ µA(x) et que par conséquent, sous l’hypothèse de la proposition,

nous avons

min
i
µ
Π̂Xi

A
(x)

(4.9)
= µA(x) . (4.11)

Il vient alors

µΠX1
A×···×ΠXrA(x)

(4.4)
= min

i
µΠXi

A(xi) = min
i
µ
Π̂Xi

A
(x) = µA(x) (4.12)

Fin de démonstration

Ces deux conditions sont des propriétés très importantes pour l’exploitation du bond graph
flou (défini par la suite) dans la méthodologie de synthèse de tolérance. Nous reviendrons sur ces
conditions dans le chapitre 5.

4.2.2 Bond graph flou

En associant à chaque variable de puissance et d’énergie et à chaque paramètre incertain
d’un modèle bond graph une fonction d’appartenance correspondant à une propriété définie,
nous sommes capables de propager des incertitudes épistémiques tout le long de la structure
du modèle de conception, et d’offrir une description qui prend en compte à la fois l’évolution
énergétique et celle de l’incertitude épistémique.
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54 Chapitre 4. Bond graph flou et son exploitation

Figure 4.2 – (a) Lien de puissance et (b) lien de bond graph flou associé.

Définition 23. Un bond graph flou est un bond graph pour lequel à chaque variable de puis-
sance et d’énergie et à chaque paramètre incertain est associée sa fonction d’appartenance (fig.
4.2).

Il est à noter qu’une fonction d’appartenance d’un sous-ensemble flou représente une propriété
définie. La description des spécifications sur un système fait généralement intervenir plusieurs
critères, caractéristiques ou variables. Si des incertitudes épistémiques existent sur plusieurs
propriétés, elles sont modélisées par la fonction d’appartenance du produit cartésien de leur
sous-ensemble flou respectif.

Sur le modèle bond graph flou, le produit des fonctions d’appartenance associées à un lien
de puissance ne représente pas une puissance. Le fait d’associer une fonction d’appartenance à
un lien de puissance doit être interprété comme une notation conventionnelle.

Parfois, les grandeurs sujettes aux incertitudes ne sont pas toujours directement exploitables
par le bond graph flou car elles ne représentent pas une variable de puissance (par exemple, dans
la spécification temporelle d’une sortie d’un système mécatronique, une constante de temps peut
être soumise à une description imprécise). Nous sommes dans ce cas amenés à utiliser le principe
d’extension pour ramener l’incertitude sur une variable de puissance.

Le bond graph flou est donc un outil de modélisation des systèmes mécatroniques qui four-
nit l’information sur l’état énergétique du modèle en tenant compte de l’incertitude épistémique.
Afin d’utiliser le bond graph flou dans des problèmes pratiques comme ceux mentionnés au début
du chapitre, il est nécessaire de mettre en place des outils pour la propagation de l’incertitude
dans un modèle bond graph flou.

Nous nous intéressons maintenant à la propagation de l’incertitude épistémique au sein d’un
modèle bond graph flou avec les deux approches : globale et locale.

4.3 Propagation de l’incertitude épistémique

Dans le modèle bond graph flou, nous reprenons les approches élémentaire, locale et globale
(cf. paragraphe 3.6.4) pour la propagation des incertitudes épistémiques.

La propagation élémentaire est définie au niveau de chaque élément bond graph.

Dans l’approche de propagation globale dans un modèle bond graph flou, les fonctions
d’appartenance (représentant les incertitudes) sont directement obtenues à partir d’une relation
globale entrée/sortie sur le modèle.

Dans l’approche de propagation locale, les fonctions d’appartenance sont propagées de
sous-modèles en sous-modèles de manière à extraire l’information sur les variables de puissance
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4.3. Propagation de l’incertitude épistémique 55

intermédiaires (les entrées et sorties des sous-modèles par exemple).

Nous présentons maintenant le calcul des fonctions d’appartenance par les différentes ap-
proches de propagation.

4.3.1 Approche globale

Dans l’approche globale, la détermination de la fonction d’appartenance liée à une variable
d’un modèle, à partir d’une fonction d’appartenance donnée liée à une autre variable du modèle,
est effectuée en utilisant le principe d’extension de Zadeh [BM95] appliqué à la relation
entre ces deux variables.

Définition 24. Étant donné un sous-ensemble flou A de X et une application φ de X vers
Y , le principe d’extension permet de définir un sous-ensemble flou B de Y associé à A par
l’intermédiaire de φ tel que ∀y ∈ Y :




µB(y) = sup

{x∈X/y=φ(x)}
µA(x) si φ−1({y}) 6= ∅

µB(y) = 0 si φ−1({y}) = ∅
(4.13)

Si φ est bijective, la détermination de la fonction d’appartenance de B est juste un transfert
de la fonction d’appartenance de A vers l’ensemble de référence Y : ∀y ∈ Y, µB(y) = µA(φ

−1(y)).

Remarque 6. Il est à noter que dans la propagation globale de l’incertitude, la formulation et
la résolution des problèmes direct et inverse sont indépendantes du formalisme bond graph. Le
modèle bond graph ici ne sert que pour l’établissement du modèle dynamique (ou les relations sur
lesquelles on propage les incertitudes).

Remarque 7. La notion "globale" ici est différente de celle dans un modèle bond graph proba-
biliste. La propagation globale d’un modèle bond graph probabiliste est effectuée grâce à la déter-
mination de la FDP marginale de la variable en question à partir de la FDP conjointe de toutes
les variables incertaines du modèle (cf. paragraphe 3.6.4).

Si le résultat porte sur un vecteur de variables incertaines, on peut également déterminer
la fonction d’appartenance associée à une de ces variables en effectuant une projection sur l’en-
semble correspondant.

Nous présentons maintenant de manière détaillée le principe d’extension appliqué à un mo-
dèle bond graph flou.

Nous considérons le modèle dynamique représenté par les équations 4.1 et 4.2. Dans le pro-
blème posé, nous cherchons à déterminer la fonction d’appartenance associée aux sorties de
conception y du modèle dynamique (direct ou inverse) en tenant compte des incertitudes sur les
entrées de conception. Les entrées de conception u du modèle sont spécifiées par des trajectoires
temporelles qui sont sujettes à des incertitudes épistémiques. Également, les paramètres internes
et les conditions initiales incertains peuvent exister dans le modèle. Les fonctions d’appartenance
associées à ces variables incertaines sont soit données par le cahier des charges, soit établies à
partir des données expérimentales ou de l’expérience des experts. Ces variables incertaines sont
supposées indépendantes, modélisées par les fonctions d’appartenance : µΘ1 , µΘ2 , . . . , µΘnθ

.
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56 Chapitre 4. Bond graph flou et son exploitation

Le produit cartésien Θ = Θ1 × · · · × Θnθ
des sous-ensembles flous Θi, i ∈ {1, . . . , nθ}, est

caractérisé par la fonction d’appartenance :

µΘ(θ, t) = min
{
µΘ1(θ1, t), µΘ2(θ2, t), . . . , µΘnθ

(θnθ
, t)
}

(4.14)

En tenant compte des conditions initiales 4.2, le vecteur de sortie y ∈ Y = Y1×· · ·×Ym ⊂ Rm,
dépendant de θ ∈ Ωθ ⊂ Rnθ (solution du système d’équations 4.1), est unique et peut s’écrire
sous la forme suivante :

y = H(θ, t) (4.15)

Séparément, chaque sortie yj, j ∈ {1, . . . ,m}, peut être définie par :

yj = Hj(θ, t) (4.16)

La fonction d’appartenance associée au vecteur de sortie y est calculée en appliquant le
principe d’extension de Zadeh à l’équation 4.15.

µB(y, t) = sup
{θ∈Ωθ/y=H(θ,t)}

µΘ(θ, t) (4.17)

où B est le sous-ensemble flou associé à y.
Si nous nous intéressons à une seule sortie yj ∈ Yj , j ∈ {1, . . . ,m}, du modèle, la fonction

d’appartenance associée peut être calculée en appliquant le principe d’extension de Zadeh à
l’équation 4.16 :

µBj
(yj, t) = sup

{θ∈Ωθ/yj=Hj(θ,t)}
µΘ(θ, t) (4.18)

où Bj est le sous-ensemble flou associé à yj.
On peut également déterminer la fonction d’appartenance associée à yj en effectuant une

projection de B sur Yj. Cette fonction d’appartenance peut donc être déterminée à partir de
µB :

µΠYj
B(yj, t) = sup

{i∈{1,...,m},i6=j}
µB(. . . , yi, . . . , yj, . . . , t) (4.19)

En comparant les équations 4.17, 4.18 et 4.19, nous vérifions l’équivalence entre les deux
méthodes pour chercher la fonction d’appartenance d’une sortie.

µΠYj
B(yj , t) = sup

{i∈{1,...,m},i6=j}
µB(. . . , yi, . . . , yj, . . . , t)

= sup
{i∈{1,...,m},i6=j}

[
sup

{θ∈Ωθ/y=H(θ,t)}
µΘ(θ, t)

]

= sup
{θ∈Ωθ/yj=Hj(θ,t)}

µΘ(θ, t)

= µBj
(yj, t)

(4.20)

En changeant les entrées de conception et les sorties de conception, nous pouvons adapter
cette approche de propagation globale afin de résoudre les différents types de problèmes pré-
sentés au paragraphe 4.1.2. Ces formules permettent de propager les fonctions d’appartenance
des entrées de conception aux sorties de conception. Ces fonctions d’appartenance permettent à
leur tour d’extraire des informations significatives sur les variables incertaines (sorties, entrées
ou paramètres, selon le problème) comme :

– le niveau de satisfaction des valeurs de la variable incertaine (sortie, entrée ou paramètre)
en exploitant les α-coupes (cet aspect sera présenté dans le paragraphe 5.3.6),

– les valeurs d’un paramètre satisfaisant la propriété associée (données par le support de la
fonction d’appartenance),
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– les valeurs nominales des grandeurs incertaines.

Remarque 8. Dans un bond graph probabiliste, les valeurs de plus forte probabilité des para-
mètres/entrées/sorties (selon le problème) déduites de la propagation ne sont pas nécessairement
les valeurs déterministes des grandeurs correspondantes. Dans un bond graph flou, si le pro-
blème est bien posé, les valeurs déterministes (cas idéal nominal) auront le plus grand niveau de
satisfaction par rapport à la propriété considérée par les fonctions d’appartenance.

L’approche globale permet un traitement simple de l’incertitude dans un modèle bond graph
flou. Cependant, les incertitudes sur les sous-modèles intermédiaires sont masquées dans la pro-
cédure de propagation. Pour extraire une telle information, le bond graph flou permet également
une propagation locale de l’incertitude.

4.3.2 Approche locale

Dans l’approche globale, les problèmes direct et inverse peuvent être résolus indépendam-
ment du formalisme bond graph. Le bond graph ne sert que pour la détermination du modèle
dynamique (modèle dynamique inverse d’ordre minimal dans le cas du problème inverse). Ce mo-
dèle dynamique est alors utilisé pour déterminer les relations entrée/sortie connectant les entrées
de conception aux sorties de conception. Ensuite, les incertitudes sont propagées aux sorties de
conception en appliquant le principe d’extension à ces relations. Les incertitudes sur les éléments
bond graph ne sont donc pas explicitées.

Dans l’approche globale, les relations entrée/sortie ne sont pas nécessairement simples à dé-
terminer formellement. Le bond graph flou permet alors de propager localement les incertitudes.
Dans ce cas, les fonctions d’appartenance associées aux entrées de conception incertaines sont
transférées de sous-modèles en sous-modèles dans la représentation bond graph (ou bond graph
inverse d’ordre minimal dans le problème inverse) jusqu’aux sorties de conception. Cette ap-
proche de la propagation de l’incertitude est locale. Son intérêt est d’associer un sous-ensemble
flou (et donc une fonction d’appartenance) à chaque variable de puissance aux entrées et sorties
des sous-modèles et par conséquent, de mesurer les différentes incertitudes sur chacun d’eux.

L’approche locale définie ici pose l’hypothèse suivante pour chaque sous-modèle :

Hypothèse 7. Les entrées d’un sous-modèle sont indépendantes des sorties de ce même sous-
modèle.

Cette hypthèse suppose d’exprimer explicitement les sorties d’un sous-modèle en fonction
de ses entrées sans dépendance de ces entrées à ces sorties (par l’intermédiaire d’autres sous-
modèles). Autrement dit, les sous-modèles sont supposés découplés. La décomposition en sous-
modèles vérifiant cette hypothèse, rarement possible pour un modèle de connaissances direct (en
particulier, représenté par un bond graph causal), l’est beaucoup plus dans le contexte de modèle
inverse (notamment représenté par un bond graph bicausal).

Dans le cas de la propagation d’un vecteur de fonctions d’appartenance, on propage le produit
cartésien des sous-ensembles flous associés. Le résultat de la propagation peut être ensuite projeté
pour trouver l’incertitude d’une variable particulière.

L’approche locale peut finalement être considérée comme une approche intermédiaire entre
l’approche globale et l’approche élémentaire.

Dans la suite, en tenant compte des affectations bicausales, nous présentons les règles d’ex-
ploitation des éléments bond graph dans un modèle bond graph flou. Ces règles sont présentées
dans le contexte de la bicausalité qui est le cadre d’exploitation du bond graph inverse de nos
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travaux. Il n’est pas difficile d’en déduire les règles dans le cas où seule la causalité est affectée
(contexte de modèle direct).

Nous dénotons dans les tableaux qui suivent µX la fonction d’appartenance associée à la
grandeur (variable ou paramètre) x ∈ Ωx ⊂ R.

Propagation élémentaire des fonctions d’appartenance à travers les éléments jonc-
tions

Le tableau 4.1 présente les différents schémas de calcul formels des fonctions d’appartenance
associés aux éléments jonctions 0 et 1. Ces schémas de calcul représentent une exploitation bi-
causale du modèle bond graph flou.

Table 4.1 – Schémas de calcul associés aux éléments jonctions.

Élément Bicausalité Schémas de
BG possible calcul associés





µE1(e1, t) = µE3(e1, t)

µE2(e2, t) = µE3(e2, t)

µF1(f1, t) = sup
{(f2,f3)∈Ωf2

×Ωf3
/f1=f2+f3}

min {µF2(f2, t), µF3(f3, t)}

Jonction
0

(exemple
à 3 liens)





µF1(f1, t) = µF3(f1, t)

µF2(f2, t) = µF3(f2, t)

µE1(e1, t) = sup
{(e2,e3)∈Ωe2×Ωe3/e1=e2+e3}

min {µE2(e2, t), µE3(e3, t)}

Jonction
1

(exemple
à 3 liens)

Propagation élémentaire des fonctions d’appartenance à travers les éléments de
transduction d’énergie

Le tableau 4.2 présente les différentes fonctions d’appartenance associées aux éléments de
transduction d’énergie (TF et GY) et les règles de propagation formelles de ces fonctions d’ap-
partenance. Ces schémas de calcul représentent une exploitation bicausale du modèle bond graph
flou et sont issus de l’application du principe d’extension de Zadeh aux lois caractéristiques
orientées suivant l’affectation bicausale des éléments.

Le tableau 4.2 présente le cas de paramètres déterministes caractérisant les éléments TF et
GY. La propagation élémentaire tenant compte des incertitudes paramétriques peut être effec-
tuée en suivant les règles de calcul présentées dans le tableau 4.3.

Nous prenons donc en compte les incertitudes paramétriques dans la propagation des incer-
titudes à travers le bond graph flou. Dans la conception d’un système mécatronique, il existe des
problèmes où les incertitudes sur les paramètres deviennent les objets à déterminer, comme en
synthèse de tolérance. Nous envisageons alors la détermination des incertitudes paramétriques
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Table 4.2 – Schémas de calcul associés aux éléments de transduction.

Élément Bicausalité Schémas de calcul
bond graph possible associés

TF

{
µE1(e1, t) = µE2(

e1
m , t)

µF1(f1, t) = µF2(mf1, t)
{
µE2(e2, t) = µE1(me2, t)

µF2(f2, t) = µF1(
f2
m , t)

GY

{
µE1(e1, t) = µF2(

e1
r , t)

µF1(f1, t) = µE2(rf1, t)
{
µE2(e2, t) = µF1(

e2
r , t)

µF2(f2, t) = µE1(rf2, t)

Table 4.3 – Schémas de calcul associés aux éléments de transduction avec incertitude sur le
module.

Élément Bicausalité Schémas de calcul
bond graph possible associés

TF





µE1(e1, t) = sup
{(e2,m)∈Ωe2×Ωm/e1=me2}

min {µE2(e2, t), µM (m)}

µF1(f1, t) = sup{
(f2,m)∈Ωf2

×Ωm/f1=
f2
m

}min {µF2(f2, t), µM (m)}





µE2(e2, t) = sup
{(e1,m)∈Ωe1×Ωm/e2=

e1
m }

min {µE1(e1, t), µM (m)}

µF2(f2, t) = sup
{(f1,m)∈Ωf1

×Ωm/f2=mf1}
min {µF1(f1, t), µM (m)}

GY





µE1(e1, t) = sup
{(f2,r)∈Ωf2

×Ωr/e1=rf2}
min {µF2(f2, t), µR(r)}

µF1(f1, t) = sup
{(e2,r)∈Ωe2×Ωr/f1=

e2
r }

min {µE2(e2, t), µR(r)}





µE2(e2, t) = sup
{(f1,r)∈Ωf1

×Ωr/e2=rf1}
min {µF1(f1, t), µR(r)}

µF2(f2, t) = sup
{(e1,r)∈Ωe1×Ωr/f2=

e1
r }

min {µE1(e1, t), µR(r)}
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associées aux éléments bond graph, à partir des fonctions d’appartenance associées aux variables
de puissance entrantes. Pour les éléments de transduction d’énergie, ce sont les modules des
transformateurs m et des gyrateurs r.

Il est à noter que pour déterminer ces incertitudes paramétriques, les éléments de transduc-
tion d’énergie doivent être en bicausalité débouchante et non en bicausalité traversante comme
dans les cas précédents.

Le tableau 4.4 présente le calcul formel de la fonction d’appartenance associée à un élément
de transduction en bicausalité débouchante.

Propagation élémentaire des fonctions d’appartenance pour les éléments passifs

Le tableau 4.5 présente les différentes fonctions d’appartenance intervenant dans les éléments
passifs (de dissipation et de stockage d’énergie) ainsi que les règles de propagation de ces fonc-
tions d’appartenance.

De la même façon que pour les éléments de transduction d’énergie, il faut également consi-
dérer le cas où les paramètres caractéristiques des éléments sont soumis à des incertitudes para-
métriques. Elles sont associées aux paramètres R, I et C dans le cas linéaire. Ces incertitudes
sont spécifiées par des fonctions d’appartenance µR, µI et µC soit à partir du cahier des charges,
soit à partir de l’opinion des experts. Dans le cas général non linéaire, nous regroupons les pa-
ramètres intervenant dans les lois caractéristiques des éléments passifs dans les vecteurs θR, θI ,
et θC en leur associant les fonctions d’appartenance µΘR

, µΘI
, et µΘC

respectivement. Concer-
nant les éléments de stockage et d’éventuelles incertitudes sur les conditions initiales associées
(p0 ∈ Ωp0 ⊂ R sur le moment généralisé pour un élément I et q0 ∈ Ωq0 ⊂ R sur le déplacement
généralisé pour un élément C), celles-ci sont prises en compte par la fonction d’appartenance µP0

(resp. µQ0) associée à p0 (resp. q0).

La propagation élémentaire tenant compte des incertitudes paramétriques peut être effectuée
en suivant les règles de calcul formelles présentées dans le tableau 4.6.
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Table 4.4 – Détermination des fonctions d’appartenance pour les éléments TF et GY en bicau-
salité débouchante.

Élément Bicausalité Schémas de calcul
BG possible associés

TF

µM (m, t) = sup{
(f1,f2)∈Ωf1

×Ωf2
/m=

f2
f1

}min {µF1(f1, t), µF2(f2, t)}

µE1(e1, t) = sup
{(m,e2)∈Ωm×Ωe2/e1=me2}

min {µM(m, t), µE2(e2, t)}

µM (m, t) = sup{
(e1,e2)∈Ωe1×Ωe2/m=

e1
e2

}min {µE1(e1, t), µE2(e2, t)}

µF2(f2, t) = sup
{(m,f1)∈Ωm×Ωf1

/f2=mf1}
min {µM(m, t), µF1(f1, t)}

µM (m, t) = sup{
(e1,e2)∈Ωe1×Ωe2/m=

e1
e2

}min {µE1(e1, t), µE2(e2, t)}

µF1(f1, t) = sup{
(m,f2)∈∈Ωm×Ωf2

/f1=
f2
m

}min {µM(m, t), µF2(f2, t)}

µM (m, t) = sup{
(f1,f2)∈Ωf1

×Ωf2
/m=

f2
f1

}min {µF1(f1, t), µF2(f2, t)}

µE2(e2, t) = sup
{(m,e1)∈Ωm×Ωe1/e2=

e1
m }

min {µM (m, t), µE1(e1, t)}

GY

µR(r, t) = sup{
(f1,e2)∈Ωf1

×Ωe2/r=
e2
f1

}min {µF1(f1, t), µE2(e2, t)}

µE1(e1, t) = sup
{(r,f2)∈Ωr×Ωf2

/e1=rf2}
min {µR(r, t), µF2(f2, t)}

µR(r, t) = sup{
(f1,e2)∈Ωf1

×Ωe2/r=
e2
f1

}min {µF1(f1, t), µE2(e2, t)}

µF2(f2, t) = sup
{(r,e1)∈Ωr×Ωe1/f2=

e1
r }

min {µR(r, t), µE1(e1, t)}

µR(r, t) = sup{
(f2,e1)∈Ωf2

×Ωe1/r=
e1
f2

}min {µF2(f2, t), µE1(e1, t)}

µF1(f1, t) = sup
{(r,e2)∈Ωr×Ωe2/f1=

e2
r }

min {µR(r, t), µE2(e2, t)}

µR(r, t) = sup{
(f2,e1)∈Ωf2

×Ωe1/r=
e1
f2

}min {µF2(f2, t), µE1(e1, t)}

µE2(e2, t) = sup
{(r,f1)∈Ωr×Ωf1

/e2=rf1}
min {µR(r, t), µF1(f1, t)}
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Table 4.5 – Schémas de calcul associés aux éléments passifs.

Élément Causalité Linéarité Schémas de calcul associées

R

Résistance
Non linéaire µE(e, t) = sup

{f∈Ωf/e=ΓR(f)}
µF (f, t)

Linéaire µE(e, t) = µF (
e
R , t)

Conductance
Non linéaire µF (f, t) = sup

{e∈Ωe/f=Γ−1
R

(e)}
µE(e, t)

Linéaire µF (f, t) = µE(Rf, t)

I

Intégrale
Non linéaire

µF (f, t) = sup{
e∈Ωe/f=Γ−1

I
(

t∫
t0

edτ+p0)

}µE(e, t)

Linéaire
µF (f, t) = sup{

e∈Ωe/f=
1
I

t∫
t0

edτ+ 1
I
p0

}µE(e, t)

Dérivée
Non linéaire µE(e, t) = sup

{f∈Ωf/e=Γ̇I(f)}
µF (f, t)

Linéaire µE(e, t) = sup
{f∈Ωf/e=Iḟ}

µF (f, t)

C

Intégrale
Non linéaire

µE(e, t) = sup{
f∈Ωf/e=Γ−1

C
(

t∫
t0

fdτ+q0)

}µF (f, t)

Linéaire
µE(e, t) = sup{

f∈Ωf/e=
1
C

t∫
t0

fdτ+ 1
C
q0

}µF (f, t)

Dérivée
Non linéaire µF (f, t) = sup

{e∈Ωe/f=Γ̇C(e)}
µE(e, t)

Linéaire µF (f, t) = sup
{e∈Ωe/f=Cė}

µE(e, t)
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Table 4.6 – Schémas de calcul associés aux éléments passifs avec incertitude dans les lois caractéristiques.

Élément Causalité Linéarité Schémas de calcul associées

R

Résistance
Non linéaire µE(e, t) = sup

{(f,θR)∈Ωf×ΩθR
/e=ΓR(f,θR)}

min {µF (f, t), µΘR
(θR)}

Linéaire µE(e, t) = sup
{(f,R)∈Ωf×ΩR/e=Rf}

min {µF (f, t), µR(R)}

Conductance
Non linéaire µF (f, t) = sup

{(e,θR)∈Ωe×ΩθR
/f=Γ−1

R
(e,θR)}

min {µE(e, t), µΘR
(θR)}

Linéaire µF (f, t) = sup
{(e,R)∈Ωe×ΩR/f= e

R}
min {µE(e, t), µR(R)}

I

Intégrale
Non linéaire

µF (f, t) = sup{
(e,θI ,p0)∈Ωe×ΩθI

×Ωp0/f=Γ−1
I

(
t∫

t0

edτ+p0,θI )

}min {µE(e, t), µΘI
(θI), µP0(p0)}

Linéaire
µF (f, t) = sup{

(e,I,p0)∈Ωe×ΩI×Ωp0/f=
1
I

t∫
t0

edτ+ 1
I
p0

}min {µE(e, t), µI (I), µP0(p0)}

Dérivée
Non linéaire µE(e, t) = sup

{(f,θI )∈Ωf×ΩθI
/e=Γ̇I(f,θI )}

min {µF (f, t), µΘI
(θI)}

Linéaire µE(e, t) = sup
{(f,I)∈Ωf×ΩI/e=Iḟ}

min {µF (f, t), µI(I)}

C

Intégrale
Non linéaire

µE(e, t) = sup{
(f,θC ,q0)∈Ωf×ΩθC

×Ωq0/e=Γ−1
C

(
t∫

t0

fdτ+q0,θC)

}min {µF (f, t), µΘC
(θC), µQ0(q0)}

Linéaire
µE(e, t) = sup{

(f,C,q0)∈Ωf×ΩC×Ωq0/e=
1
C

t∫
t0

fdτ+ 1
C
q0

}min {µF (f, t), µC(C), µQ0(q0)}

Dérivée
Non linéaire µF (f, t) = sup

{(e,θC)∈Ωe×ΩθC
/f=Γ̇C(e,θC)}

min {µE(e, t), µΘC
(θC)}

Linéaire µF (f, t) = sup
{(e,C)∈Ωe×ΩC/f=Cė}

min {µE(e, t), µC (C)}
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Enfin, le tableau 4.7 correspond à une bicausalité débouchante pour la détermination de l’in-
certitude paramétrique dans les éléments passifs. Dans le cas général non linéaire, l’incertitude
sur un des paramètres notés R, I ou C est déterminée en supposant connues les incertitudes sur
les autres paramètres regroupés dans les vecteurs θR, θI et θC caractérisant les lois respective-
ment des éléments R, I et C. Dans le cas de la détermination des incertitudes sur les conditions
initiales p0 et q0 des éléments de stockage d’énergie, les schémas de calcul sont également pré-
sentés.

Remarque 9. Les schémas de calcul présentés pour les éléments passifs ne concernent que des
éléments 1-port. Cependant, il n’est pas difficile de généraliser aux éléments multiport en utilisant
le produit cartésien des sous-ensembles flous associés aux variables de puissance entrantes.
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Table 4.7 – Détermination des fonctions d’appartenance pour les éléments passifs en causalité débouchante.

Élément Bicausalité Linéarité Schémas de calcul associés
possible

R

Non Linéaire µR(R, t) = sup
{(e,f,θR)∈Ωe×Ωf×ΩθR

/e−ΓR(f,R,θR)=0}
min {µE(e, t), µF (f, t), µΘR

(θR)}

Linéaire
µR(R, t) = sup{

(e,f)∈Ωe×Ωf/R= e
f

}min {µE(e, t), µF (f, t)}

I

Non Linéaire

µI(I, t) = sup{
(e,f,θI ,p0)∈Ωe×Ωf×ΩθI

×Ωp0/f−Γ−1
I

(
t∫

t0

edτ+p0,I,θI)=0

}min {µE(e, t), µF (f, t), µΘI
(θI), µP0(p0)}

ou
µP0(p0, t) = sup{

(e,f,θI)∈Ωe×Ωf×ΩθI
/f−Γ−1

I
(

t∫
t0

edτ+p0,θI )=0

}min {µE(e, t), µF (f, t), µΘI
(θI)}

Linéaire

µI(I, t) = sup



(e,f,p0)∈Ωe×Ωf×Ωp0/I=

t∫

t0

edτ+p0

f






min {µE(e, t), µF (f, t), µP0(p0)}

ou
µP0(p0, t) = sup{

(e,f,I)∈Ωe×Ωf×ΩI/p0=If−
t∫

t0

edτ

}min {µE(e, t), µF (f, t), µI(I)}

C

Non Linéaire

µC(C, t) = sup{
(e,f,θC ,q0)∈Ωe×Ωf×ΩθC

×Ωq0/e−Γ−1
C

(
t∫

t0

fdτ+q0,C,θC)=0

}min {µE(e, t), µF (f, t), µΘC
(θC), µQ0(q0)}

ou
µQ0(q0, t) = sup{

(e,f,θC)∈Ωe×Ωf×ΩθC
/e−Γ−1

C
(

t∫
t0

fdτ+q0,θC)=0

}min {µE(e, t), µF (f, t), µΘC
(θC)}

Linéaire

µC(C, t) = sup



(e,f,q0)∈Ωe×Ωf×Ωq0/C=

t∫

t0

fdτ+q0

e






min {µE(e, t), µF (f, t), µQ0(q0)}

ou
µQ0(q0, t) = sup{

(e,f,C)∈Ωe×Ωf×ΩC/q0=Ce−
t∫

t0

fdτ

}min {µE(e, t), µF (f, t), µC(C)}
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4.3.3 Invariance par composition dans le modèle bond graph flou

Tout comme dans le contexte du bond graph probabiliste, nous montrons l’invariance par
composition de la propagation d’incertitudes au sein d’un modèle bond graph flou.

On peut formuler ce problème de la façon suivante. On considère trois ensembles X = X1 ×
· · · ×Xr, Y = Y1 × · · · × Yq et Z = Z1 × · · · × Zp dont les éléments sont respectivement notés

x, y et z, et sur lesquels le système considéré est décrit par les applications X
ϕ1−→ Y

ϕ2−→ Z. On
notera A,B,C les sous-ensembles flous de X,Y,Z.

Étant donnés des sous-ensembles flous A1, . . . , Ar sur X1, . . . ,Xr, on étudie la propagation de
ces sous-ensembles sur Z soit par l’intermédiaire de Y en appliquant successivement le principe
d’extension à ϕ1 puis ϕ2 (approche locale), soit directement en appliquant le principe d’extension
à ϕ3 = ϕ2 ◦ϕ1 (approche globale). On introduit la notation ϕ[F ] pour désigner l’image par ϕ du
sous-ensemble flou F suivant le principe d’extension. On a le résultat suivant.

Proposition. Les opérations d’extension et de composition commutent.

En d’autres termes, pour un sous-ensemble flou A associé à X dont l’image par propagation
est le sous-ensemble flou C associé à Z, la proposition précédente se traduit par l’égalité

C = ϕ2 [ϕ1[A]] = ϕ2 ◦ ϕ1[A] . (4.21)

Démonstration : Notons B = ϕ1[A] de fonction d’appartenance µB définie par

µB(y) = sup
{x/y=ϕ1(x)}

µA(x) , (4.22)

il vient
µϕ2[ϕ1[A]](z) = µϕ2[B](z)

= sup
{y/z=ϕ2(y)}

µB(y)

(4.22)
= sup

{y/z=ϕ2(y)}

(
sup

{x/y=ϕ1(x)}
µA(x)

)

= sup
{y/z=ϕ2(y)}∩{x/y=ϕ1(x)}

µA(x)

= sup
{x/z=ϕ2(ϕ1(x))}

µA(x)

= µϕ2◦ϕ1[A](z) .

(4.23)

Fin de la démonstration.
La propagation globale offre alors un calcul généralement plus simple, pourtant, aucune infor-

mation n’est obtenue sur l’impact des incertitudes sur les éléments intermédiaires. La propagation
locale, malgré un calcul plus important, offre une information plus détaillée sur l’état énergétique
et l’impact des incertitudes sur les sous-modèles.

4.4 Exemple : Bond graph flou d’une chaîne d’actionnement

Afin d’illustrer les règles d’exploitation d’un modèle bond graph flou introduites dans les pa-
ragraphes 4.3.1 et 4.3.2, nous considérons dans ce paragraphe un exemple de modélisation d’un
système électromécanique constitué d’une charge en rotation actionnée par un moteur à courant
continu (figure 4.3).
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Hypothèses de modélisation : La partie électrique comporte une source de tension u, une
résistance interne R et une inductance L. Le couplage électromécanique (idéal) est caractérisé
par une constante de couple kc. La partie mécanique prend en compte les moments d’inertie de
l’arbre moteur Jm et de la charge Jc, un rapport de transmission 1

N et un frottement visqueux
de coefficient bc sur l’arbre de la charge.

Figure 4.3 – Schéma d’un moteur à courant continu actionnant une charge.

Données du modèle :
L Inductance du moteur 0.001[H]
kc Couplage électromécanique 0.031[N.m/A]
Jm Inertie de l’arbre moteur 1.8× 10−6[kg.m2]
1/N Rapport de transmission 1/20
Jc Inertie de la charge 2× 10−4[kg.m2]
bc Coefficient de frottement visqueux 0.0001[N.m/rad.s−1]
u Tension u 20[V]

La tension u représente l’entrée du système et la vitesse de rotation de l’arbre de charge Ω
représente la sortie du système.

Le modèle est représenté par le bond graph acausal de la figure 4.4.

Dans le problème de conception par inversion, on souhaite que la vitesse angulaire de sortie
Ω suive une réponse indicielle à un deuxième ordre avec un gain statique K = 32 rad/s, un
facteur d’amortissement ξ = 24 et une pulsation propre non amortie ωn = 650 rad.s−1.

La vitesse angulaire stationnaire de sortie peut varier dans l’intervalle δK = ±1 rad.s−1.
Pour les deux autres paramètres, on spécifie δξ = ±3 et δωn = ±30 rads−1. Ces variations
déterminent une enveloppe dans laquelle la trajectoire de sortie doit rester. Dans ces conditions
(ξ > 1), la forme de la spécification est :

Ωs = K

[
1− 1

a2 − a1
(a2e1 − a1e2)

]
(4.24)

où : a1 = −ξ +
√
ξ2 − 1, a2 = −ξ −

√
ξ2 − 1, e1 = ea1ωnt, e2 = ea2ωnt.

Nous supposons que la source de tension u est constante au cours du temps.

Notre objectif est de quantifier l’incertitude sur la résistance R, en tenant compte des spé-
cifications sur la trajectoire de sortie et de son incertitude. Dans un premier temps, nous consi-
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Figure 4.4 – Modèle bond graph acausal d’un moteur à courant continu actionnant une charge.

dérons le cas mono-incertitude où seule l’incertitude sur K est considérée. Ensuite, le cas multi-
incertitudes sur K, ξ, ωn sera examiné.

Pour le cas mono-incertitude sur K, nous appliquons les deux approches de propagation glo-
bale et locale afin de pouvoir les comparer. Pour le cas multi-incertitudes, seule la propagation
globale sera considérée.

Nous cherchons donc le modèle inverse entre la sortie Ω et le paramètre R. L’analyse structu-
relle du modèle bond graph permet de facilement montrer que le critère structurel d’inversibilité
(cf. paragraphe 3.5.3) est vérifié et que la spécification sur la trajectoire de la sortie (réponse
indicielle à un deuxième ordre) est en adéquation avec la structure du modèle. Ce résultat est
bien entendu trivial étant donné le modèle et la spécification choisis ici.

Le bond graph bicausal correspondant est donné figure 4.5. L’inspection des chemins causaux
entrée/sortie sur ce bond graph bicausal entre la sortie Ω et la variable d’effort du double dé-
tecteur indique que l’ordre d’essentialité nΩe = 2 (cf. annexe A). Cet ordre représente le nombre
maximal de dérivations par rapport au temps de cette sortie nécessaires pour exprimer le modèle
inverse d’ordre minimal.

4.4.1 Cas mono-incertitude

Le gain statique incertain spécifié K = 32 ± 1 rad.s−1 est caractérisé par un nombre flou
triangulaire symétrique µK(K) = T (32, 1). ξ et ωn sont pour l’instant supposés déterministes.

Ce nombre flou peut être interprété de la manière suivante. La propriété « K = 32 » est
parfaitement satisfaite à 32 et le niveau de satisfaction diminue graduellement sur l’intervalle
[31, 33]. En dehors de cet intervalle, K n’est plus considéré comme satisfaisant la propriété.

Nous construisons un modèle bond graph flou associé à ce problème inverse sortie/paramètre
(figure 4.6). L’entrée de commande (effort) u est constante et déterministe. L’effort associé au
détecteur de flux est nul. Pour simplifier, ces deux efforts sont notés par leur valeur déterministe
dans le modèle bond graph flou (figure 4.6).

La fonction d’appartenance µK n’est pas directement exploitable par le modèle bond graph
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Figure 4.5 – Modèle bond graph inverse sortie Ω/paramètre R.

Figure 4.6 – Modèle bond graph flou pour le problème inverse Ω/R.

flou et doit être ramenée sur la sortie. L’ordre d’essentialité de la sortie étant égale à 2, ses
deux premières dérivées par rapport au temps sont donc nécessaires et sont obtenues à partir de
l’équation 4.24 :

Ω̇s =
ωnK

a1 − a2
(e1 − e2) (4.25)

Ω̈s =
ω2
nK

a1 − a2
(a1e1 − a2e2) (4.26)

Approche globale

Nous utilisons tout d’abord l’approche globale. Nous déterminons le modèle inverse global
et effectuons la propagation sur ce modèle. L’exploitation du modèle bond graph bicausal de la
figure 4.6 permet de trouver le modèle inverse d’ordre minimal :
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R =
u− L

kc

[(
JmN + Jc

N

)
Ω̈s +

bc
N Ω̇s

]
− kcNΩs

1
kc

[(
JmN + Jc

N

)
Ω̇s +

bc
NΩs

]

=
u− LωnK

kc(a1−a2)

[(
JmN + Jc

N

)
ωn(a1e1 − a2e2) +

bc
N (e1 − e2)

]
− kcNK

[
1− 1

a2−a1
(a2e1 − a1e2)

]

K
kc

[(
JmN + Jc

N

)
ωn

a1−a2
(e1 − e2) +

bc
N

[
1− 1

a2−a1
(a2e1 − a1e2)

]]

= Rg(K, t)
(4.27)

Les incertitudes du gain K sont propagées au paramètre R en appliquant le principe d’ex-
tension à la relation 4.27. Nous obtenons alors la fonction d’appartenance associée à R :

µRg(R, t) = sup
{K∈[31,33]/R=Rg(K,t)}

µK(K) (4.28)

Cette fonction d’appartenance, variant au cours du temps, est tracée sur la figure 4.7.

Figure 4.7 – Fonction d’appartenance associée à R - Cas mono-incertitude avec l’approche
globale.

Approche locale

Dans l’approche locale, nous décomposons le moteur à courant continu en trois sous-modèles
vérifiant l’hypothèse 7 (cf. paragraphe 4.3.2) : le moteur incluant la source de tension, le réduc-
teur et la charge (cf. figure 4.8).

Pour le sous-modèle de la charge, les relations entrée/sortie (cf. figure 4.5) et les relations
entre les fonctions d’appartenance associées à l’entrée et aux sorties de ce sous-modèle sont don-
nées par :
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Figure 4.8 – L’approche locale pour le problème inverse Ω/R.





eCh = K
[

Jcωn

a1−a2
(e1 − e2) + bc

[
1− 1

a1−a2
(a2e1 − a1e2)

]]
= Ke11(t)

fCh = K
[
1− 1

a1−a2
(a2e1 − a1e2)

]
= Kf11(t)





µECh×FCh
(eCh, fCh, t) = sup

{K/eCh=Ke11(t),fCh=Kf11(t)}
µK(K)

µECh
(eCh, t) = sup

{(eCh,fCh)/fCh∈FCh}
µECh×FCh

(eCh, fCh, t)

µFCh
(fCh, t) = sup

{(eCh,fCh)/eCh∈ECh}
µECh×FCh

(eCh, fCh, t)

(4.29)

Pour le sous-modèle du réducteur, les relations entrée/sortie et entre les fonctions d’apparte-
nance sont :

{
eRed = 1

N eCh

fRed = NfCh





µERed×FRed
((eRed, fRed), t) = sup

{(eCh,fCh)/eRed=
1
N
eCh,fRed=NfCh}

µECh×FCh
(eCh, fCh, t)

µERed
(eRed, t) = sup

{(eRed,fRed)/fRed∈FRed}
µERed×FRed

(eRed, fRed, t)

µFRed
(fRed, t) = sup

{(eRed,fRed)/eRed∈ERed}
µERed×FRed

(eRed, fRed, t)

(4.30)
Enfin, pour le sous-modèle du moteur, nous avons :

R =
u− L

kc
(Jm ¨fRed+ ˙eRed)−kcfRed

1
kc
[Jm ˙fRed+eRed]

= Rℓ(eRed, fRed)

µRℓ
(R, t) = sup

{(eRed,fRed)∈ΩeRed
×ΩfRed

/R=Rℓ(eRed,fRed)}
min {µERed

(eRed, t), µFRed
(fRed, t)}

(4.31)
Les tracés des différentes fonctions d’appartenance obtenues ci-dessus pour les différents sous-

modèles sont donnés sur les figures 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 et 4.13 respectivement pour les entrées
de la charge, du réducteur et pour R.

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf 
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



72 Chapitre 4. Bond graph flou et son exploitation

Figure 4.9 – Fonction d’appartenance associée à l’effort d’entrée du sous-modèle charge - Cas
mono-incertitude avec l’approche locale.

Figure 4.10 – Fonction d’appartenance associée au flux d’entrée du sous-modèle charge - Cas
mono-incertitude avec l’approche locale.

Nous constatons que µRℓ
= µRg . Ce résultat n’est pas difficile à montrer à partir des équations

4.29, 4.30 et 4.31.
Les fonctions d’appartenance obtenues sont des fonctions du temps. Ceci ne doit pas être in-

terprété comme la valeur de R variant au cours du temps, mais comme le niveau de satisfaction
d’une valeur de R ∈ ΩR ayant la propriété « pour que la trajectoire de sortie soit une réponse
indicielle à un deuxième ordre dont le gain statique soit K = 32 rad.s−1 » qui varie au cours de
l’évolution du système.

Cet exemple nous permet également de comparer les deux approches de propagation. Malgré
les résultats identiques sur R, l’approche locale fournit plus d’informations le long du modèle
que l’approche globale.
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Figure 4.11 – Fonction d’appartenance associée à l’effort d’entrée du sous-modèle réducteur -
Cas mono-incertitude avec l’approche locale.

Figure 4.12 – Fonction d’appartenance associée au flux d’entrée du sous-modèle réducteur - Cas
mono-incertitude avec l’approche locale.

4.4.2 Cas multi-incertitudes - Approche globale

Dans ce paragraphe, nous considérons les incertitudes à la fois sur K, ξ et ωn. Les spécifica-
tions sur les incertitudes sont traduites en nombres flous symétriques donnés par :

µK(K) = T (32, 1), µΞ(ξ) = T (24, 3), µΩn(ωn) = T (650, 30) (4.32)

Dans le cas multi-incertitudes, la fonction issue de l’équation 4.27 donnant R doit être vue
comme une fonction non seulement de K mais également de ξ et ωn : R = Rg(K, ξ, ωn, t). La
fonction d’appartenance associée à R est dans ce cas donnée par :

µRg(R, t) = sup
{(K,ξ,ωn)∈ΩK×Ωξ×Ωωn/R=Rg(K,ξ,ωn,t)}

min {µK(K), µΞ(ξ), µΩn(ωn)} (4.33)
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Figure 4.13 – Fonction d’appartenance associée à R - Cas mono-incertitude avec l’approche
locale.

La fonction d’appartenance associée à R et variant au cours du temps est tracée sur la figure
4.14

Figure 4.14 – Fonction d’appartenance associée à R - Cas multi-incertitudes avec une approche
globale.

Remarque 10. La formule de R prend une forme indéterminée à t0 = 0[s]. Nous avons donc
commencé la simulation à t0 = 0.01[s]. En utilisant les équivalences de Ωs, Ω̇s lorsque t → 0,
nous pouvons cependant trouver R(0) = lim

t→0
R. Dans ce cas, R(0) prend exactement la valeur

nominale dans l’intervalle donnée.

Remarque 11. Lors de la simulation, pour chaque instant t, nous avons divisé le support de
la fonction d’appartenance trouvée en 100 intervalles et avons calculé µR correspondant à ces
« morceaux ». Cette division a pour but de réduire le temps nécessaire pour tracer µR et de
mieux visualiser µR. Elle correspond à une précision de 0.5%, beaucoup plus fine que la précision
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habituellement utilisée (10% et 5%). Cette astuce de simulation n’a pas changé l’exactitude du
résultat.

4.5 Conclusion

Ce chapitre a eu pour objectif de proposer un outil pour traiter les incertitudes épistémiques
par l’approche bond graph. En utilisant la logique floue pour la quantification et la propagation
de l’incertitude, le bond graph flou est une description bond graph de l’évolution des incertitudes
épistémiques dans le modèle. Cette approche facilite l’interprétation et la localisation physique
de ces incertitudes.

Les contributions de ce chapitre ont notamment permis :
– d’établir un formalisme bond graph flou offrant une description à la fois sur l’état énergé-

tique et sur l’évolution de l’incertitude,
– de propager l’incertitude épistémique tout le long du modèle bond graph, soit par une

approche globale, soit par une approche locale,
Dans le cadre de la méthodologie de dimensionnement par modèle bond graph inverse et du

problème de synthèse de tolérance, le bond graph flou proposé peut s’avérer être un outil efficace
qui permet, entre autres :

– de remonter les incertitudes spécifiées sur la sortie aux paramètres de conception, afin
d’observer leur effet, ainsi que la capacité du paramètre à « absorber » ces incertitudes,

– de synthétiser la tolérance sur un paramètre quand on dispose des incertitudes sur les
variables de puissance de l’élément associé (cf. chapitre 5),

– de quantifier la satisfaction d’une valeur d’une propriété par niveau (en utilisant les α-
coupes). Cela donne un degré de flexibilité au concepteur lors de la synthèse de tolérance
ou la rédaction du cahier des charges.

Enfin, si ce chapitre a été consacré à la formulation du bond graph flou, ce dernier reste
cependant une approche pour un type d’incertitude spécifique (épistémique). En réalité, il existe
également l’incertitude aléatoire. Le bond graph probabiliste et le bond graph flou pris séparé-
ment sont insuffisants pour une description bond graph tenant compte de l’incertitude générale.
En effet, s’il est possible parfois d’« adapter » la FDP pour représenter l’incertitude épistémique
ou la fonction d’appartenance pour représenter l’incertitude aléatoire, dans bien des cas, l’adap-
tation rend difficile l’interprétation et l’exploitation des résultats.

Dans le contexte de la synthèse de tolérance par l’approche bond graph inverse, il est donc
intéressant d’avoir une méthodologie commune pour traiter les incertitudes dans le cahier des
charges lorsqu’elles ne peuvent pas être classées complètement comme aléatoires ou épistémiques.
En tenant compte de l’analogie entre les deux approches, le chapitre suivant est consacré à la
mise en place d’une telle méthodologie.
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5.1 Introduction

Le chapitre précédent a été consacré à la mise en œuvre du formalisme bond graph flou pour
le traitement de l’incertitude épistémique et nous a notamment permis de montrer comment elle
pouvait être propagée dans un modèle bond graph. Le bond graph flou se révèle ainsi un outil
intéressant pour la synthèse de tolérance par l’approche bond graph inverse. Cependant, comme
nous l’avons déjà souligné, l’incertitude aléatoire et l’incertitude épistémique co-existent dans
un modèle mécatronique. Le bond graph flou ou le bond graph probabiliste seul est insuffisant
pour un traitement complet de l’incertitude. Il est donc intéressant de pouvoir construire une
méthodologie commune, qui tient compte des deux types d’incertitude et fournit un outil de
traitement approprié.

Les structures d’un modèle bond graph probabiliste et d’un modèle bond graph flou sont celle
du modèle bond graph nominal. Il y a une analogie claire entre les deux approches et il est donc
utile et intéressant de les combiner. Ce chapitre est consacré à cette combinaison. Il présente
notamment nos contributions quant à l’extension de la méthodologie de dimensionnement par
inversion du bond graph : la méthodologie de synthèse de tolérance tenant compte des deux
types d’incertitude, épistémique et aléatoire.

Le problème de dimensionnement prend une place importante dans la conception de systèmes
mécatroniques. Dans le problème de dimensionnement, les solutions techniques possibles sont
déterminées afin de satisfaire un ensemble d’exigences. Une partie de ce processus concerne la
définition des tolérances paramétriques.

Un certain nombre de méthodes de dimensionnement a été proposé dans la littérature. Elles
sont classées en deux catégories : les méthodes directes (essai - erreur - correction) et les mé-
thodes inverses (entrées déduites des sorties désirées). Les méthodes directes sont très classiques
et appliquées à grande échelle dans l’industrie. Toutefois, elles sont coûteuses en temps de calcul.
Les méthodes inverses fournissent aux concepteurs une solution avec moins de calcul pour le
dimensionnement. Cependant, elles peuvent être difficiles à appliquer car la condition d’inversi-
bilité du modèle est nécessaire.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème de synthèse de tolérance tenant
compte des incertitudes admissibles sur les spécifications en sortie (Fig. 5.1). L’objec-
tif est d’obtenir la tolérance des paramètres de conception pour satisfaire aux exigences. Nous
adoptons le langage bond graph (pour la modélisation des systèmes, l’analyse structurelle et la
génération du modèle inverse), les outils de probabilité (pour la représentation et la propaga-
tion des incertitudes aléatoires) ainsi que les outils de logique floue (pour la représentation et la
propagation des incertitudes épistémiques).

Sur la base de la modélisation bond graph, nous avons traité dans le chapitre 4 la modélisa-
tion des systèmes mécatroniques soumis aux incertitudes épistémiques grâce à la logique floue.

L’incertitude aléatoire dans un système mécatronique se réfère à la variation arbitraire as-
sociée au système physique ou à l’environnement. Traditionnellement, l’incertitude aléatoire est
spécifiée en termes de fonctions de densité de probabilité (FDP). En se basant sur le principe
de la conservation de la probabilité, li et Chen ont proposé une formulation stochastique du
système physique [LC08] [LC09]. el Feki a adopté cette formulation pour le modèle inverse et
pour propager les FDP [Fek11]. Pour une exploitation systématique graphique d’un modèle avec
la présence d’incertitudes aléatoires, El Feki définit dans [Fek11] le bond graph probabi-
liste. L’idée est d’attacher à chaque variable de puissance et d’énergie, et chaque paramètre une
fonction de densité de probabilité (FDP), son espérance et sa variance. Le modèle bond graph
probabiliste permet de propager les incertitudes aléatoires dans toute la structure du modèle de
conception.
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Figure 5.1 – Problème de synthèse de tolérance dans un système mécatronique.

Les incertitudes épistémiques représentent le caractère incomplet des connaissances sur une
propriété ou une valeur, en raison de données insuffisamment précises.

Inspirés par l’approche probabiliste, nous ajoutons à toutes les variables de puissance et
d’énergie et les paramètres incertains dans le modèle bond graph, les fonctions d’appartenance
(FA) correspondantes, afin de créer un bond graph flou (cf. chapitre 4). Sur ce bond graph
flou, nous effectuons la propagation des incertitudes épistémiques par l’intermédiaire de ces FA.

Une méthodologie générale de dimensionnement est présentée dans ce chapitre. Les incerti-
tudes sont caractérisées soit par des FDP, soit par des FA. Elles sont ensuite propagées à travers
le modèle inverse (globalement ou localement) afin d’atteindre les paramètres dont on cherche à
déterminer les tolérances. Ces tolérances paramétriques sont finalement synthétisées à partir des
résultats de propagation.

5.2 Formulation du problème

L’objectif de la méthodologie présentée au paragraphe 5.3 est de déterminer les tolérances
des paramètres de conception compte tenu des incertitudes admissibles exprimées dans les spé-
cifications sur la sortie.

Hypothèse 8. Nous supposons que la structure du système considéré est fixée et que les incer-
titudes données dans les spécifications sont indépendantes.

Soit le modèle d’état direct d’un système mécatronique :





ẋ = F (x,u,θc, t)

x(t0) = x0

y = G(x,u,θc, t)

(5.1)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm le vecteur des entrées, y ∈ Rp le vecteur de sortie,
θc ∈ Rp le vecteur des paramètres de conception, et x0 ∈ Rn le vecteur des conditions initiales
sur l’état.

Ce modèle d’état peut être obtenu à partir de la représentation bond graph causal du sys-
tème. Dans ce cas, les variables d’état sont les variables d’énergie des éléments de stockage en
causalité intégrale.
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Les paramètres de conception θc font l’objet de la synthèse de tolérance. L’approche par mo-
dèle inverse permet d’exprimer ces paramètres en fonction des entrées et des sorties du système.
En supposant le modèle 5.1 inversible, le modèle d’état inverse sorties/paramètres de conception
s’écrit :





ẋinv = Finv(xinv ,u,y, ẏ, . . . ,y
(α), t)

xinv(t0) = xinv0

θc = Ginv(xinv ,u,y, ẏ, . . . ,y
(α), t)

(5.2)

où xinv ∈ Rninv est le vecteur d’état du modèle inverse.

Nous supposons que les dérivées des entrées n’apparaissent pas dans ce modèle. Il peut être
obtenu à partir de la représentation bond graph bicausal du système.

La solution du modèle 5.2 peut s’écrire :

θc = H(u,y, ẏ, . . . ,y(α), t) (5.3)

La méthodologie présentée dans le paragraphe suivant permet de « remonter » les incertitudes
spécifiées sur les sorties, vers les paramètres de conception. Comme les incertitudes peuvent être
de type aléatoire ou épistémique, nous définissons des fonctions de densité de probabilité et des
fonctions d’appartenance pour les caractériser. Ainsi :

– φy(y, t) et µB(y, t) représentent respectivement la fonction de densité de probabilité conjointe
et la fonction d’appartenance spécificiées sur les sorties,

– φθc(θc, t) et µΘc(θc, t) représentent respectivement la fonction de densité de probabilité
conjointe et la fonction d’appartenance calculées sur les paramètres de conception.

Cette « remontée » fait appel au principe d’extension pour les fonctions d’appartenance (cf.
paragraphe 4.3.1) et à l’opération de propagation pour les fonctions de densité de probabilité (cf.
paragraphe 3.6.4) appliqués à la relation 5.3.

A partir des incertitudes ainsi remontées sur les paramètres de conception, la méthodologie
présentée dans le paragraphe suivant propose une synthèse de tolérances sur ces paramètres.

5.3 Méthodologie de synthèse de tolérance par inversion du mo-

dèle bond graph

Dans cette section, nous introduisons une méthodologie de synthèse de tolérance par inversion
de modèle bond graph. Tout d’abord, nous présentons la démarche générale de la méthodolo-
gie avant de rentrer dans les détails de chaque étape. La méthodologie permet la synthèse de
tolérance par approche inverse, tenant compte de l’existence d’incertitudes aléatoires et d’incer-
titudes épistémiques dans les spécifications du cahier des charges.

Les différentes étapes de la méthodologie sont :

1. Modélisation : Construire le bond graph du système et modéliser les incertitudes incluses
dans les spécifications sur les sorties par des fonctions de densité de probabilité (FDP)
si les incertitudes sont aléatoires, ou par des fonctions d’appartenance (FA) si elles sont
épistémiques.

Dans cette étape, les entrées/sorties de conception sont définis. Nous insistons sur la distinc-
tion entre les entrées/sorties de conception et les entrées/sorties fonctionnelles du système.
Les entrées (resp. sorties) de conception sont les entrées (resp. sorties) de donnée, qui font
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l’objet de la synthèse de tolérance (resp. l’objet d’une incertitude).

À partir des FDP et des FA modélisées, le bond graph probabiliste et le bond graph flou
associés au modèle du système sont construits.

2. Adéquation : Cette étape consiste en la vérification de l’inversibilité structurelle bond
graph et l’adéquation entre la structure du modèle et les spécifications (si la sortie spé-
cifiée est réalisable avec la structure du modèle). Les critères structurels d’inversibilité se
trouvent dans [NST96, JMFT09]. La vérification de l’adéquation est basée sur l’analyse
structurelle du modèle bond graph. Elle fait partie de la méthodologie de conception par
inversion de modèle développée au sein du laboratoire Ampère.

3. Inversion du modèle : Lorsque le modèle est structurellement inversible et en adéquation
avec les spécifications, l’étape suivante est la construction du modèle bond graph inverse.
La procédure d’inversion d’un modèle bond graph est présentée dans [Jar10,Fek11].

4. Propagation de l’incertitude : En utilisant soit une approche globale soit une approche
locale (selon le besoin d’observation dans le modèle), la propagation des FDP est effec-
tuée en exploitant le bond graph probabiliste associé [Fek11]. La propagation des FA est
effectuée en utilisant le principe d’extension sur le bond graph flou. Les FDP et les FA
correspondantes aux paramètres de conception sont alors déterminées.

5. Adaptation : À partir des FDP et des FA trouvées, une étape d’adaptation des résultats
aux contraintes physiques et aux conditions de fabrication est effectuée pour finalement
déterminer les tolérances sur les paramètres de conception.

Les cinq étapes présentées ci-dessus peuvent être regroupées en 3 grandes phases (figure 5.2).
Après la position du problème de conception, la phase préliminaire (modélisation et adéquation)
est dédiée à la construction et la vérification de la validité du modèle bond graph probabiliste
et du modèle bond graph flou sur lesquels les propagations sont effectuées. La deuxième phase
(propagation de l’incertitude) est la phase principale de la méthodologie, qui consiste en l’in-
version du modèle bond graph et la propagation des FDP et des FA jusqu’aux paramètres de
conception. La dernière phase (synthèse de tolérance) est consacrée à l’exploitation des FDP et
des FA trouvées afin de synthétiser les tolérances des paramètres de conception.
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Nous présentons maintenant les détails des différentes étapes de la méthodologie dans l’ordre
de leur application. Concernant l’étape de modélisation, nous la décomposons en deux parties :
la modélisation du système physique et la construction des modèles bond graph probabiliste et
flou.

5.3.1 Modélisation du système mécatronique par le langage bond graph

Le modèle bond graph est construit sur la base des phénomènes physiques du système mé-
catronique déterministe. Comme nous nous concentrons sur le problème de la synthèse de la
tolérance, la structure du modèle est supposée connue et fixée (il n’y a pas de boîte noire, de
commutation, ni de discontinuité). Les paramètres du système sont ensuite classés en deux en-
sembles : l’ensemble des paramètres connus et l’ensemble des paramètres de conception (ceux
faisant l’objet de la synthèse de tolérance).

En général, la modélisation d’un système mécatronique en langage bond graph se déroule en
deux grandes étapes :

– Construction du modèle bond graph à mots (word bond graph) : le système est
décomposé en composants, puis chaque composant en sous-composants et ainsi de suite
jusqu’à des « composants élémentaires ». Puis, l’interconnexion de ces différents composants
élémentaires est établie reflétant l’architecture physique du système.

– Détermination du modèle bond graph : Le modèle bond graph de chaque « composant
élémentaire » est précisé en identifiant les phénomènes énergétiques et en représentant leur
interconnexion.

Au cours de ces deux grandes étapes, des procédures de construction pour des modèles rela-
tivement simples, ou plus complexes comme pour les systèmes mécaniques multi-corps peuvent
être utilisées [Kar90a, Fav97]. La procédure détaillée de construction d’un modèle bond graph
est donnée dans l’annexe A.

5.3.2 Construction des modèles bond graph probabiliste et flou

Le modèle bond graph acausal nous permet de modéliser le système déterministe mais il
fixe également la structure générale des modèles bond graph probabiliste et flou auxquels sont
associées respectivement les FDP et les FA. Les incertitudes identifiées dans le cahier des charges
sont ensuite modélisées. Il s’agit ici d’un ensemble d’incertitudes aléatoires et épistémiques. Notre
premier objectif est de séparer ces deux types d’incertitude dans le cahier des charges.

Les sources et la caractérisation des incertitudes dans la modélisation en ingénierie ont été
discutées dans le chapitre 3.

Sur le problème particulier de la synthèse de tolérance, les incertitudes dans les spécifications
du cahier des charges sont classées en deux types : les incertitudes sur les spécifications techniques
et celles sur les spécifications de production. Les incertitudes sur les spécifications techniques sont
normalement données à partir de la demande client ou de l’expérience de l’expert, et donc ra-
rement linguistiquement certaines. Elles contiennent l’ignorance relative de l’information. Par
exemple, « la vitesse doit approcher 32 rad/s » peut signifier que l’on peut quand même tech-
niquement accepter une vitesse dans l’intervalle de 31.5 à 32.5 rad/s. Elles peuvent donc être
considérées comme épistémiques et traitées avec la logique floue. Plus précisément, les FA cor-
respondant aux spécifications techniques données sont construites. Ces FA reflètent le niveau de
satisfaction d’un écart de valeur par rapport à la valeur nominale. Ce niveau de satisfaction est
défini à partir des demandes dans le cahier des charges ou des opinions d’expert.
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Le deuxième type d’incertitude porte sur la dispersion de la production. Il est, dans la plupart
des cas, donné statistiquement. Par exemple, il peut être souhaité que 97 % des produits réalisés
satisfassent les spécifications techniques et qu’ils aient une distribution donnée autour d’une
réalisation nominale. À partir des spécifications sur cette dispersion, une distribution sur la
sortie peut être attribuée sous forme d’une FDP.

Remarque 12. Cette attribution des valeurs de FDP ou de FA est subjective, et donc, peut
probablement rajouter de l’incertitude. Cependant, dans le cadre de nos travaux, nous supposons
que cette procédure est idéale.

5.3.3 Analyse de l’adéquation spécifications/structure du modèle

Cette étape consiste en deux tests : le test de l’inversibilité structurelle puis, le test d’adé-
quation.

Le test de l’inversibilité structurelle du modèle est tout d’abord effectué. L’analyse structu-
relle des lignes de puissance et des chemins causaux [Jar10,Fek11] doit être faite pour réaliser ce
test.

Si le modèle est structurellement inversible, l’adéquation entre la structure du modèle et les
spécifications est ensuite étudiée. Il est en effet essentiel de vérifier que les spécifications sont
réalisables par la structure du modèle mis en place à l’étape précédente. Dans le cas d’un système
linéaire, la procédure de vérification de l’adéquation basée sur l’ordre d’essentialité est donnée
dans [Jar10,Fek11]. Cette étape permet d’éviter de poursuivre inutilement l’étude si la structure
du modèle n’est pas adéquate aux spécifications exigées. Elle donne également des pistes pour
redéfinir un ensemble approprié d’exigences dans ce cas.

Critère 2. Les spécifications sur les sorties y = (y1, . . . , yp) du système sont considérées en adé-
quation avec la structure du modèle si chaque sortie spécifiée yi, i ∈ {1, . . . , p}, est au moins niec
fois dérivable par rapport au temps où niec est l’ordre d’essentialité de la sortie yi respectivement
aux paramètres de conception θc.

Par définition, l’ordre d’essentialité niec d’une sortie yi correspond au nombre de dérivations
nécessaire maximal de celle-ci apparaissant dans le modèle inverse d’ordre minimal. Par consé-
quent, si la spécification sur cette sortie n’est pas au moins niec fois dérivable par rapport au
temps, certaines grandeurs dans le modèle ne seront pas physiquement réalisables.

Il est à noter que le critère 2, condition nécessaire, n’est pas toujours une condition suffisante.
Par ailleurs, le concept d’ordre d’essentialité sur une sortie d’un modèle est défini respectivement
aux entrées de commande. Dans le contexte de nos travaux visant la synthèse de tolérance par
inversion de modèle sorties/paramètres de conception, les entrées à considérer sont les variables
de puissance imposées au modèle du système par les éléments bond graph portant les paramètres
de conception dans le bond graph causal. Ces ordres d’essentialité sont alors déterminés sur le
bond graph bicausal [Jar10,Fek11].

Si les critères d’inversibilité et celui de l’adéquation entre les spécifications et la structure du
modèle sont vérifiés, l’inversion du modèle peut être effectuée. Sinon, il faut remettre en question
le cahier des charges ou le modèle de conception [Fek11].

5.3.4 Construction du modèle inverse

La méthodologie utilise l’approche inverse pour la synthèse de tolérance. Les incertitudes
spécifiées sur les sorties sont propagées aux paramètres de conception à travers le modèle inverse
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afin de synthétiser les tolérances sur ces paramètres. Nous considérons dans cette partie l’inver-
sion d’un modèle bond graph et la procédure pour obtenir le modèle inverse d’ordre minimal.

Dans un modèle inverse, les sorties du modèle direct sont les entrées du modèle inverse et les
entrées ou les paramètres de conception (suivant le problème de conception) sont les sorties du
modèle inverse.

Le modèle bond graph inverse prend la même structure que celle du modèle direct. Les élé-
ments portant les paramètres de conception sont remplacés par des double détecteurs et les
détecteurs sont remplacés par des double sources. Ensuite, l’écriture de modèle inverse repose
sur la propagation de la bicausalité des double sources SeSf vers les double détecteurs DeDf
puis l’affectation de la causalité sur les autres éléments du modèle.

Le modèle inverse d’ordre minimal peut alors être déterminé à partir du bond graph bicausal
avec la procédure décrite dans [Fek11] et détaillée dans l’annexe A.

5.3.5 Propagation de l’incertitude

Sur le modèle bond graph inverse d’ordre minimal obtenu, les incertitudes dans les spécifica-
tions sur les sorties sont propagées jusqu’aux paramètres de conception, soit par une approche
globale, soit locale. La première considère le modèle inverse comme une relation explicite entre
les sorties et les paramètres de conception déduite du modèle bond graph inverse (équation 5.3).
La seconde approche, approche locale, exploite le modèle bond graph inverse sous-modèle par
sous-modèle. Cette opération de propagation de l’incertitude se fait sur les modèles bond graph
probabiliste et flou associés.

Propagation de l’incertitude aléatoire

On propage les fonctions de densité de probabilité en utilisant les deux théorèmes suivants :

Théorème 2. [Sap06]
Soit Θ1 une variable aléatoire ayant φΘ1(θ1) comme fonction de densité de probabilité marginale
et soit Θ2 une autre variable aléatoire telle que θ2 = g(θ1), alors la fonction de densité de
probabilité associée φΘ2(θ2) peut être calculée comme suit si la fonction g est un difféomorphisme
(bijective et bi-différentiable) :

φΘ2(θ2) =

∣∣∣∣
dθ1
dθ2

∣∣∣∣φΘ1(θ1) =
φΘ1(g

−1(θ2))

|g′(g−1(θ2))|
(5.4)

où g−1 est la fonction inverse de g et g′ est sa dérivée par rapport à θ1.

Le théorème est étendu pour le cas d’une fonction g qui n’est pas bijective. Lorsque g n’est
pas un difféomorphisme global, la FDP de Θ2 peut être déduite en définissant la fonction g sur k
domaines continus, où g est localement un difféomorphisme. Ensuite, nous pouvons localement
appliquer le théorème ci-dessus et prendre la somme de toutes les images réciproques de θ1 :

φΘ2(θ2) =
k∑

i=1

φΘ1(g
−1
i (θ2))

|g′(g−1
i (θ2))|

(5.5)

En réalité, il est très fréquent que l’on ait besoin de propager non pas une variable unique, mais un
vecteur de plusieurs variables aléatoires. Dans ce cas, les incertitudes aléatoires sont représentées
par la FDP conjointe de ce vecteur et la propagation est effectuée sur cette FDP conjointe. La
dérivée de g est remplacée par le déterminant de la jacobienne de g, un vecteur de fonctions.
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Théorème 3. [Sap06]
Soit deux vecteurs de n variables aléatoires Θ = (Θ1, . . . ,Θn) de fonction de densité de proba-
bilité conjointe φΘ(θ) et P = (P1, . . . , Pn) de fonction de densité de probabilité conjointe φP(p)
tels que p = g(θ) avec le vecteur de fonctions g = (g1, . . . , gn) et h = g−1.

Si h est continûment différentiable alors la FDP conjointe φP de P s’écrit :
φP(p) = |Jg|−1φΘ(θ) = |Jg|−1φΘ(g

−1(p))

où |Jg| = det




∂g1(θ)
∂θ1

. . . ∂g1(θ)
∂θn

...
. . .

...
∂gn(θ)
∂θ1

. . . ∂gn(θ)
∂θn


 est le déterminant de la jacobienne de g par rapport à

θ.

Les théorèmes ci-dessus impliquent que les vecteurs de variables aléatoires Θ et P aient
la même dimension. Ces théorèmes ne permettent pas d’obtenir la FDP conjointe associée à
P lorsque le nombre de variables aléatoires de ce vecteur est inférieur au nombre de variables
aléatoires du vecteur Θ. C’est toutefois un scénario fréquent. Des variables fictives peuvent alors
être ajoutées afin d’obtenir la même dimension pour les deux vecteurs aléatoires. Ces variables
fictives peuvent être choisies, par exemple, parmi les variables de Θ :





p1 = g1(θ1, . . . , θnθ
)

...
pnp = gnp(θ1, . . . , θnθ

)
pnp+1 = θnp+1
...
pnθ

= θnθ

(5.6)

Dans le cas d’un vecteur, la FDP obtenue est donc une FDP conjointe. Afin de déterminer la
FDP marginale d’une variable, la FDP conjointe doit être intégrée sur tous les domaines de
définition des autres variables (y compris les variables « fictives » si elles ont été ajoutées pour
équilibrer la dimension des vecteurs).

Cette méthode de propagation de l’incertitude aléatoire permet d’exploiter facilement le
bond graph probabiliste en simulation. De plus, elle fournit une analogie avec la propagation de
l’incertitude épistémique et le principe d’extension qui peut être également considéré comme une
formule de changement de variable dans la logique floue.

Propagation de l’incertitude épistémique

La propagation des FA s’effectue en utilisant le modèle bond graph flou associé dont les
règles d’exploitation ont été détaillées dans le chapitre 4. Cette propagation est basée sur le
principe d’extension (cf. définition 24 page 55). On rappelle que ce principe produise l’effet de
sur-estimation lorsque les paramètres sont dépendants.

Dans le cas où les variables incertaines considérées ne sont pas indépendantes, pour améliorer
la précision du résultat, Hanss a proposé la méthode de transformation [Han02]. La méthode
de transformation est, en effet, une application du principe d’extension et des opérations floues
sur les entrées floues transformées. Les lecteurs intéressés peuvent trouver plus de détails, ainsi
que les algorithmes de transformation dans [Han02,Han05].

La méthode de transformation améliore la précision de la propagation des FA, mais augmente
considérablement le temps de calcul. L’utilisation de la méthode de transformation doit être
mûrement considérée afin d’établir un compromis entre le temps de calcul et la précision de la
propagation.
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5.3.6 Synthèse de tolérance - Exploitation des FDP et des FA

Dans cette étape, les résultats obtenus à l’étape de propagation des incertitudes sont exploités
afin de synthétiser les tolérances sur les paramètres de conception.

Le support d’une FA d’un paramètre de conception contient toutes les valeurs qui satisfont à
l’ensemble des comportements des sorties floues. Elle est la base de connaissance pour la synthèse
de tolérance. Ainsi, en fonction des niveaux de satisfaction spécifiés, une α-coupe (cf. définition
18 page 50) donne la tolérance correspondante du paramètre. Par exemple, un composant sa-
tisfait 70 % de la performance idéale s’il reste dans la 0.7-coupe de la FA correspondante. La
connaissance des FA donne ainsi la possibilité au concepteur du système de déterminer les tolé-
rances depuis des α-coupes.

La FDP obtenue pour un paramètre de conception fournit des informations sur une loi de
distribution visée pour une éventuelle fabrication en série. Différent de l’analyse par intervalle,
où seulement la « solution du pire » est obtenue, la FDP permet obtenir plus d’informations sur
l’intervalle de distribution du paramètre. Cette FDP n’est cependant pas nécessairement sous
la forme « prête pour la spécification de la production ». Par exemple, elle n’est pas sous une
forme gaussienne souvent impliquée dans la plupart des processus de fabrication, ou elle peut
violer certaines contraintes physiques. Une étape d’adaptation est donc nécessaire. L’adaptation
est dépendante de la situation ainsi que des contraintes du fabricant. Dans le scénario classique
où le fabricant demande une distribution sous forme gaussienne (cohérente avec les machines de
fabrication actuelles), une idée simple est de recommander une telle distribution centrée sur la
valeur modale de la FDP obtenue par propagation. Sa variance sera la même que celle de la FDP
obtenue. Ce choix présente plusieurs avantages. Les informations nécessaires pour l’adaptation
sont faciles à extraire de la FDP obtenue. Au niveau de la fabrication, elle présente une distribu-
tion focalisée sur la partie la « plus probable » des spécifications. De plus, elle peut facilement
être ré-adaptée en réduisant l’écart-type.

En considérant le niveau de satisfaction demandé et la distribution, une tolérance et une
distribution de fabrication pour les paramètres de conception peuvent être établies.

Le fait d’obtenir les FA et les FDP des paramètres de conception fournit beaucoup plus
d’informations qu’une approche par l’arithmétique par intervalle. Cela donne au concepteur un
certain degré de flexibilité afin de trouver un compromis entre la satisfaction des spécifications
et le coût de fabrication.

Nous avons donc proposé dans cette partie une méthodologie de synthèse de tolérance basée
sur l’inversion du modèle et la propagation de l’incertitude. Nous envisageons maintenant les
conditions d’application de la méthodologie et démontrons le bien-fondé, de manière générale,
des résultats obtenus par rapport aux spécifications.

5.4 Bien fondé de la méthodologie

5.4.1 Boucle de propagation

Notre méthodologie s’inscrit dans une boucle de propagation d’incertitudes présentée
figure 5.3 dont le principe est le suivant : à partir des grandeurs incertaines spécifiées sur les
sorties yI , on obtient les incertitudes sur les entrées de conception uI = ψ−1 (yI) par propagation
dans le modèle inverse . La question qui se pose alors est : si en réinjectant ces grandeurs
incertaines obtenues en posant uD = uI dans le modèle direct, retrouve-t-on exactement les
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incertitudes spécifiées en sortie sur yD = ψ (uD) = yI ?
Autrement dit, l’invariance du cycle de propagation par les transformations successives des

grandeurs incertaines permet-elle de garantir une synthèse de tolérance des entrées de conception
conduisant à un comportement en sortie inscrit dans l’enveloppe des spécifications ?

On considère le système dynamique décrit par l’application ψ : U → Y qui définit la relation
u 7→ y = ψ(u) entre le vecteur des entrées de conception u et celui des sorties de conception
y. Les spécifications sur les sorties sont données par le n-uplet {fYIi

}i, où dans notre étude, f
désigne une densité de probabilité ou une fonction d’appartenance. Nous ne considérerons que
des incertitudes de même nature, les fi seront donc toutes soit des fonctions d’appartenance soit
des densités de probabilité. Les spécifications sont supposées indépendantes, quelle que soit
leur nature.

On note ⊗i le produit tensoriel dont l’image est le produit cartésien des ensembles flous
associés aux {fi}i ou la loi conjointe associée aux densités marginales {fi}i. On note πX la pro-
jection dans la direction X, qui, selon le cas, désignera la composante selon X d’un sous-ensemble
flou ou la composante marginale selonX d’une densité conjointe. id désigne l’application identité.

Dans l’étude de la boucle de propagation d’incertitudes (figure 5.3), il s’agit de montrer que,
sous certaines hypothèses, l’image {fYDi

}i du n-uplet {fYIi
}i par les transformations successives

au travers du modèle inverse puis du modèle direct est lui-même, soit fYDi
= fYIi

pour tout i.

{fUIi
}i fUI

fYI
{fYIi

}i

{fUDi
}i fUD

fYD
{fYDi

}i

πUIi ψ−1 ⊗i

⊗i ψ πYDi

id ?

Figure 5.3 – Boucle de propagation.

Notons tout d’abord que si l’on suppose l’égalité fUD
= fUI

, on a trivialement fYD
= fYI

d’après l’invariance par composition de la propagation, soit

fYD
= ψ[fUD

] = ψ[ψ−1[fYI
]] = ψ ◦ ψ−1[fYI

] = fYI
. (5.7)

Ainsi, l’étude de la boucle de propagation se réduit à montrer que ⊗i ◦πi = idU d’une part, et
πi◦⊗i = idY d’autre part. Nous avons vu auparavant les hypothèses sous lesquelles ces conditions
étaient satisfaites. Nous avons donc le résultat suivant.

Proposition. On se donne le système défini sur des ouverts U et Y de Rn par le difféomor-
phisme ψ : u 7→ y. Les spécifications sur les sorties de conception y introduisent des incertitudes
sous la forme, soit d’ensembles flous soit de variables aléatoires réelles, et pour lesquelles on fait
les hypothèses suivantes :

(i) les variables aléatoires réelles sont absolument continues,

(ii) les fonctions d’appartenance sont normalisées et l’extension cylindrique est une jointure
sans perte (lossless join),

(iii) les spécifications sont indépendantes, quelle que soit leur nature.

Alors, la propagation des spécifications fYIi
dans la boucle présentée figure 5.3 conduit à

l’égalité fYDi
= fYIi

pour tout i.
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Démonstration : On distingue l’approche probabiliste de l’approche floue.

L’hypothèse (i) se traduit par l’existence d’une densité de probabilité pour chaque variable
aléatoire. Nous savons alors que, à partir d’une loi conjointe, il est possible d’obtenir les densités
marginales et conditionnelles de manière unique. Cela signifie que nous avons l’égalité ⊗i ◦ πi =
idU . Il suffit ensuite de noter que le changement de coordonnées défini par le difféomorphisme ψ
permet de calculer la densité conjointe en sortie du modèle inverse pour avoir l’égalité

fUI
= ψ[fYI

] =
fYI

(ψ)

|Jψ−1(ψ)|
⊗i◦πi=idU= fUD

. (5.8)

On utilise enfin (5.7) et (iii) pour conclure.

Dans l’approche floue, l’hypothèse (ii) permet d’avoir, pour un produit cartésien de sous-
ensembles flous A = A1×· · ·×Ar les relations suivantes (cf propositions 1&2, paragraphe 4.2.1,
page 48) :

πi(A) = Ai et π1(A)× · · · × πr(A) = A (5.9)

La deuxième égalité est précisément ⊗i ◦ πi = idU conduisant à fUI
= fUD

. On conclut enfin à
l’aide de la première égalité et (iii).
Fin de la démonstration.

5.4.2 Relaxation d’hypothèse

Dans ce paragraphe, nous étudions l’impact de la relaxation des conditions données dans l’hy-
pothèse (ii) de la proposition précédente. Il ne nous semble pas d’un grand intérêt d’étendre cette
étude aux hypothèses (i) et (iii) puisque la première est une condition nécessaire à l’existence
de loi de densité de probabilité et la seconde reviendrait à redéfinir l’ensemble des entrées-sorties
de conception.

Supposons dans un premier temps que les fonctions d’appartenance ne sont pas normali-
sées et que l’extension cylindrique est une jointure sans perte. L’absence de normalisation des
fonctions d’appartenance nous dit que πi(A) n’est plus nécessairement le i-ème facteur Ai et se
traduit par

πi(fA) ≤ fAi
. (5.10)

Puisque l’extension cylindrique est une jointure sans perte ⊗i ◦ πi = idU et on a

fYD
= ψ [⊗i ◦ πi (fUI

)]

= ψ
[
ψ−1 [fYI

]
]
= ψ ◦ ψ−1[fYI

]

= fYI
.

(5.11)

On remarque alors que, bien que l’on retrouve la même fonction d’appartenance conjointe, il n’y
a plus de garantie sur l’égalité par composante puisque par (5.10) on a

fYDi
= πYi

(fYD
)

(5.11)
= πYi

(fYI
)

(5.10)

≤ fYIi
. (5.12)

On tire ainsi le résultat suivant.

Proposition. Considérons un système décrit par le difféomorphisme ψ : u 7→ y et des spéci-
fications données par des sous-ensembles flous (non nécessairement normalisés). On suppose que
l’extension cylindrique est une jointure sans perte. Alors, la boucle de propagation conduit à un
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sur-tolérancement des entrées de conception.

Démonstration. C’est une conséquence directe de (5.12).
Fin de la démonstration

Dans un second temps, on suppose que les fonctions d’appartenance sont normalisées et que
l’extension cylindrique n’est pas une jointure sans perte. En d’autres termes, ⊗i et πi ne
sont plus réciproques et on en déduit

fπ1(A)×···×πr(A) ≥ fA . (5.13)

Par propagation, on trouve
fUD

= ⊗i ◦ πi (fUI
)

(5.13)

≥ fUI
,

(5.14)

et par conséquent

fYDi
= πYi

(ψ[fUD
])

(5.14)

≥ πYi
(ψ[fUI

]) = fYIi
. (5.15)

On résume cette constatation par le résultat suivant.

Proposition. Considérons un système décrit par le difféomorphisme ψ : u 7→ y et des spéci-
fications données par des sous-ensembles flous. On suppose que les fonctions d’appartenance sont
normalisées. Alors, la boucle de propagation conduit à un sous-tolérancement des entrées de
conception.

Démonstration. C’est une conséquence directe de (5.15).
Fin de la démonstration

5.5 Exemple : synthèse de tolérance sur une suspension de véhi-

cule automobile.

Afin d’illustrer notre méthodologie, nous considérons l’exemple d’un véhicule en situation de
freinage en ligne droite (figure 5.4).

Description du système :
Le modèle considéré est un modèle de véhicule dans un plan médian vertical. Il est constitué

d’une masse suspendue (châssis) et des masses non-suspendues (essieux avant et arrière) (fi-
gure 5.4). Les mobilités du véhicule sont le déplacement longitudinal, le pompage et le tangage.
Chaque essieu est composé d’une roue équivalente et d’une suspension supposée active et agissant
suivant un axe vertical uniquement. Le tangage du véhicule est supposé suffisamment petit pour
considérer constantes les distances entre le centre de masse du châssis et les axes des suspensions.
La route est plane et horizontale. Le véhicule commence la situation de freinage avec une vitesse
initiale V0 donnée et une distribution constante de la décélération sur les roues avant et arrière
est appliquée. Le véhicule est soumis à une décélération de 0.8g et une répartitition avant/arrière
de 100/38 (exprimée en pourcentage de la décélération).

Chaque suspension est constituée de deux vérins hydrauliques, d’un ressort de suspension
réalisé par un accumulateur hydropneumatique (sphères des suspensions), d’un amortisseur réa-
lisé par une restriction hydraulique située entre les vérins et la sphère (figure 5.5).
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Dans un contexte de confort, l’objectif de conception est ici la synthèse de tolérance de cer-
tains paramètres des suspensions pour répondre aux spécifications du cahier des charges. Les
sorties spécifiées sont le pompage z et le tangage ϕ du véhicule. Les paramètres dont on cherche
à déterminer les tolérances sont les diamètres des pistons dav et dar. De plus, nous nous intéres-
sons également aux variables efforts de suspension et vitesses de leur débattement.

Figure 5.4 – Schéma du modèle de véhicule étudié.

Paramètres du véhicule
Mc Masse suspendue (châssis) 1700 [kg]
Ic Moment d’inertie de la masse suspendue 450 [kg.m2]
Lav Distance centre de masse/essieu avant 1 [m]
Lar Distance centre de masse/essieu arrière 1.7 [m]
Mr Masse non-suspendue (roue) 33.7 [kg]
kpav Raideur verticale du pneumatique avant 44400 [N.m−1]
kpar Raideur verticale du pneumatique arrière 50000 [N.m−1]
bpav Coefficient de frottement visqueux vertical du pneumatique avant 1348 [N/(m.s−1)]
bpar Coefficient de frottement visqueux vertical du pneumatique arrière 1280 [N/(m.s−1)]
Vx0 Vitesse initiale du véhicule 36 [m.s−1]
z0 Pompage initial du véhicule 0.55 [m]
∆zpav0 déplacement vertical initial de essieu avant −0.24 [m]
∆zpar0 déplacement vertical initial de essieu arrière −0.13 [m]

Paramètres des suspensions
ksav Raideur hydraulique équivalente de la suspension avant 2.27 × 1010 [Pa.m−3]
ksar Raideur hydraulique équivalente de la suspension arrière 3.36 × 1010 [Pa.m−3]
bsav Résistance hydraulique équivalente de la suspension avant 5× 109 [Pa/(m3.s−1)]
bsar Résistance hydraulique équivalente de la suspension arrière 4.3× 109 [Pa/(m3.s−1)]
Vsav0 Volume hydraulique initial - suspension avant 1.549 × 10−3 [m3]
Vsar0 Volume hydraulique initial - suspension arrière 0.516 × 10−3 [m3]

Les débits volumiques Qar et Qav sont les entrées du modèle et les vitesses de pompage et de
tangage du véhicule (ż, ϕ̇) sont les sorties du modèle. (Fav , Far) sont les efforts de suspension.

Le pompage z et le tangage ϕ sont contraints de suivre les réponses indicielles à des systèmes
du deuxième ordre (figure 5.7).

Le véhicule est spécifié « confortable » si la variation de pompage en situation de freinage

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf 
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



92 Chapitre 5. Méthodologie de synthèse de tolérance d’un système mécatronique

Figure 5.5 – Schéma d’une suspension active hydraulique.
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Figure 5.6 – Les débits volumiques spécifiés sur les deux suspensions.

ne dépasse pas 15% de la valeur instantanée spécifié par sa trajectoire nominale. Le niveau de
confort se réduit graduellement avec l’écart à la valeur nominale. Une spécification similaire est
posée sur le tangage. Ces variations constituent des enveloppes autour des trajectoires nominales
(figure 5.7).

Afin d’assurer la qualité de construction, il est souhaité que la grande majorité des véhicules
produits ait leur pompage et leur tangage dans l’intervalle de 12% de la valeur nominale.

L’objectif maintenant est de déterminer les tolérances, issues des distributions sous forme
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Figure 5.7 – Variations admissibles spécifiées autour des trajectoires nominales.

de FDP et de FA, sur les diamètres des pistons dav et dar des suspensions avant et arrière qui
garantissent ces spécifications de confort.

Nous appliquons donc notre méthodologie en adoptant ici l’approche locale afin d’extraire
également l’information sur les efforts et les vitesses de débattement des suspensions.

5.5.1 Étape 1 : Modélisation

Nous modélisons tout d’abord le système par un bond graph acausal. Ensuite, nous lui asso-
cions les incertitudes afin de construire les bond graphs probabiliste et flou.

Construction du modèle bond graph

La représentation bond graph acausale de ce modèle est donnée sur la figure 5.8.

Sur ce bond graph, ˙∆zav et ˙∆zar représentent les vitesses de débattement des suspensions
respectivement avant et arrière, et Fav et Far, les efforts de suspension. Les débits volumiques
Qav et Qar sont les entrées de commande, et les vitesses de pompage et de tangage du véhicule
ż et ϕ̇ sont les sorties spécifiées. Les diamètres des pistons dav et dar (éléments TF sur les repré-
sentations bond graph des suspensions avant et arrière) sont les paramètres faisant l’objet de la
synthèse de tolérance.

Modélisation de l’incertitude

Le modèle bond graph acausal nous donne la structure du modèle bond graph probabiliste
et du modèle bond graph flou. Il faut maintenant quantifier les incertitudes et les associer à ce
modèle.

Le pompage zs(t) et le tangage ϕs(t) spécifiés, réponses indicielles à des systèmes du deuxième
ordre en régime oscillatoire amorti, s’expriment :
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Figure 5.8 – Représentation bond graph acausale du modèle bicycle longitudinal du véhicule.





zs(t) = Kz

(
1− 1√

1−ξ2z
sin(ωpzt+ ψz).e

−ξzωnzt

)

ϕs(t) = Kϕ

(
1− 1√

1−ξ2ϕ
sin(ωpϕt+ ψϕ).e

−ξϕωnϕt

) (5.16)

où :





ωpz = ωnz

√
1− ξ2z

ωpϕ = ωnϕ

√
1− ξ2ϕ

cos(ψz) = ξz

sin(ψz) =
√

1− ξ2z
cos(ψϕ) = ξϕ

sin(ψϕ) =
√

1− ξ2ϕ

avec les gains statiques Kz = −2.5 · 10−2[m] et Kϕ = 2° [0.0349 rad], les facteurs d’amortis-
sement ξz = 0.279 et ξϕ = 0.3864, et les pulsations propres non amorties ωnz = 1.0905rad.s−1 et
ωnϕ = 1.13537rad.s−1.

Nous constatons que les incertitudes dans les spécifications sont données sur Kz et Kϕ :

« Le véhicule est spécifié « confortable » si la variation de pompage en situation de freinage
ne dépasse pas 15% de la valeur nominale. Le niveau de confort se réduit graduellement avec
l’écart à la valeur nominale. Une spécification similaire est posée sur le tangage. »
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L’incertitude est graduelle et porte sur une propriété subjective. Il est judicieux de la mo-
déliser avec la logique floue. Nous spécifions donc deux nombres flous triangle symétriques dans
l’intervalle de 15% de Kz et de Kϕ.

µKz = T (Kz, 0.15Kz), µKϕ = T (Kϕ, 0.15Kϕ).

En associant ces fonctions d’appartenance à zs et ϕs, nous avons les entrées du modèle bond
graph flou.

Par ailleurs,« il est souhaité que la grande majorité des véhicules produits ait leur pompage
et leur tangage dans l’intervalle de 12% de la valeur nominale. »

Les incertitudes ici portent sur un critère quantitatif. Ce sont donc des incertitudes aléatoires.
Nous établissons alors un modèle bond graph probabiliste.

Nous quantifions les deux incertitudes sur Kz et Kϕ par deux lois gaussiennes :

φKz = N (Kz, 0.04Kz), φKϕ = N (Kϕ, 0.04Kϕ).

Ces lois gaussiennes permettent de garantir que 99.73% des suspensions conçues répondront
aux intervalles spécifiés de 12% des valeurs nominales pour les paramètres Kz et Kϕ. La spécifi-
cation de « grande majorité » sera alors vérifiée.

Ces incertitudes ne sont pas directement exploitables par le modèle bond graph. Elles af-
fectent le modèle à travers zs et ϕs.

5.5.2 Étape 2 : Adéquation

Nous considérons tout d’abord l’inversibilité et l’adéquation du modèle du véhicule.

L’analyse structurelle acausale de modèle bond graph de la figure 5.8 répertorie 8 lignes de
puissance E/S entre les éléments TF portant les entrées de conception dav, dar et les éléments
Df portant les sorties, vitesses de pompage et de tangage du véhicule (ż, ϕ̇). Parmi toutes les
combinaisons de ces lignes de puissance, il existe deux ensembles de lignes disjointes. La première
condition du critère d’inversibilité 1 (page 33) est alors vérifiée.

La causalité préférentielle intégrale est ensuite affectée et permet d’obtenir le bond graph
causal (figure 5.9).

L’analyse structurelle causale de cette représentation fournit 4 chemins causaux E/S chacun
de longueur 2, et deux ensembles de chemins causaux E/S disjoints chacun de longueur 4 (lon-
gueur minimale). La seconde condition du critère d’inversibilité 1 (page 33) est alors vérifiée.

Enfin, la représentation bond graph bicausale est donnée sur la figure 5.10. Elle est obtenue
à partir d’un des deux ensembles de chemins causaux E/S disjoints de longueur minimale égale
à 4 d’une part, et de l’ensemble des lignes de puissance E/S disjointes associé d’autre part.

En vérifiant que la structure de jonction soit résoluble sur cet exemple (pas de boucle algé-
brique non résoluble), la dernière condition du critère d’inversibilité 1 (page 33) est alors vérifiée.

Nous constatons également que les chemins causaux E/S sur le bond graph bicausal sont
d’ordre 2. Les sorties du modèle ont donc leur ordre d’essentialité respectivement égal à 2, ce qui
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Figure 5.9 – Représentation bond graph causale du modèle du véhicule.

Figure 5.10 – Représentation bond graph bicausale du modèle du véhicule.
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est en accord avec les spécifications données. Nous vérifions alors l’adéquation E/S avec structure
du modèle.

En conclusion de cette phase, le modèle de conception du véhicule est validé par rapport aux
couples d’entrées (dav , dar) et de sorties (ż, ϕ̇).

5.5.3 Étape 3 : Inversion

Nous adoptons ici l’approche locale pour la propagation afin d’obtenir les informations sur
les efforts des suspensions et les vitesses de leur débattement. Nous remontons tout d’abord de
ż, ϕ̇ aux entrées de suspension et ensuite, aux éléments de transduction d’énergie TF .

Nous cherchons le modèle inverse entre ż, ϕ̇ et les variables de puissance entre les suspensions
et le véhicule. En exploitant le modèle bond graph bicausal de la figure 5.10 et de l’équation 5.16,
nous obtenons le modèle inverse d’ordre minimal du véhicule. Le calcul détaillé pour ce modèle
inverse est donné dans l’annexe D.

Les équations 5.17 expriment les efforts et les vitesses de débattement des suspensions en
fonction de Kz et Kϕ.





Favs = HFav(Kz,Kϕ, t)

Fars = HFar(Kz,Kϕ, t)
˙∆zavs = H ˙∆zav

(Kz ,Kϕ, t)
˙∆zars = H ˙∆zar

(Kz,Kϕ, t)

(5.17)

Nous cherchons également le modèle inverse de la suspension. En exploitant le modèle bond
graph bicausal dans la figure 5.10, nous obtenons :




mav =

(ksav
∫ t
0 Qavdτ+ksavVsav0+bsavQav)+

√
∆sav

2Fav

mar =
(ksar

∫ t

0
Qardτ+ksarVsar0+bsarQar)−

√
∆sar

2Far

(5.18)

où




∆sav =

(
ksav

∫ t
0 Qavdτ + ksavVsav0 + bsavQav

)2
− 4

(
ksav

∫ t
0

˙∆zavdτ + bsav ˙∆zav

)
Fav

∆sar =
(
ksar

∫ t
0 Qardτ + ksarVsar0 + bsarQav

)2
− 4

(
ksar

∫ t
0

˙∆zardτ + bsar ˙∆zar

)
Far

(5.19)
Vsav0 et Vsar0 sont les conditions initiales des déplacements généralisés des éléments C.
Pour simplifier l’écriture, nous mettons l’équation 5.18 sous la forme :

{
mavs = Hmav(Favs, ˙∆zavs, t)

mars = Hmar(Fars, ˙∆zars, t)
(5.20)

Les deux systèmes d’équations 5.17 et 5.20 définissent le modèle inverse du système permet-
tant la remontée de Kz et Kϕ aux éléments de transduction d’énergie TF dans les modèles de
suspension.
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5.5.4 Étape 4 : Propagation

Nous utilisons ici l’approche locale. Nous propageons tout d’abord les incertitudes sur Kz et
Kϕ à Fav , Far , ˙∆zav, ˙∆zar, puis, de Fav , Far , ˙∆zav, ˙∆zar à mav,mar.

Propagation des fonctions d’appartenance

Les fonctions d’appartenance des couples (Fav ,∆̇av) et (Far,∆̇ar) sont déduites en appliquant
le principe d’extension sur l’équation 5.17.





µFav×∆̇av
(Fav , ∆̇av, t) = sup

{(Kz,Kϕ)/Fav=HFav (Kz ,Kϕ,t), ˙∆zav=H ˙∆zav
(Kz,Kϕ,t)}

µKz×Kϕ(Kz ,Kϕ, t)

µFar×∆̇ar
(Far, ∆̇ar, t) = sup

{(Kz ,Kϕ)/Far=HFar (Kz ,Kϕ,t), ˙∆zar=H ˙∆zar
(Kz ,Kϕ,t)}

µKz×Kϕ(Kz,Kϕ, t)

(5.21)
Les fonctions d’appartenance des couples (effort,flux) au niveau des suspensions sont données

figures 5.11 et 5.12.

Figure 5.11 – Fonction d’appartenance de (Fav , ˙∆zav).

Nous propageons ensuite les fonctions d’appartenance de (Fav , ˙∆zav) et (Far, ˙∆zar) àmav,mar

en utilisant le modèle inverse 5.20.





µmav(mav , t) = sup
{(Fav, ˙∆zav)∈Fav× ˙∆zav,mav=Hmav (Fav, ˙∆zav,t)}

µFav×∆̇av
(Fav , ∆̇av , t)

µmar(mar, t) = sup
{(Far, ˙∆zar)∈Far× ˙∆zar,mar=Hmar (Far, ˙∆zar,t)}

µFar×∆̇ar
(Far , ∆̇ar, t)

(5.22)

Le diamètre du piston ne peut être que positif. Les fonctions d’appartenance de dav et dar
sont directement déduites à partir de µmav et µmar .
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Figure 5.12 – Fonction d’appartenance de (Far, ˙∆zar).

{
µdav(dav , t) = µmav(

πd2av
4 , t)

µdar(dar, t) = µmar(
πd2ar
4 , t)

(5.23)

Figure 5.13 – Fonction d’appartenance de dav .

Propagation des FDP

Nous propageons les FDP de Kz,Kϕ à Fav , ˙∆zav , et puis à Far, ˙∆zar. Nous calculons tout
d’abord la FDP conjointe de Kz et Kϕ.
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Figure 5.14 – Fonction d’appartenance de dar.

φKz,Kϕ(Kz,Kϕ) = φKz(Kz)φKϕ(Kϕ) (5.24)

La FDP conjointe de (Fav , ˙∆zav) est ensuite calculée.

φ
Fav, ˙∆zav

(Fav , ˙∆zav , t) =
φ(Kz,Kϕ)(H

−1
av (Fav , ˙∆zav , t))∣∣∣JHav(H

−1
av (Fav , ˙∆zav , t))

∣∣∣
(5.25)

où :

Hav =

[
HFav

H ˙∆zav

]
(5.26)

La FDP de (Fav , ˙∆zav) est donnée sur la figure 5.15.
La valeur de la FDP quand t tend vers 0 est beaucoup plus grande que pour le reste de la

FDP. Cela rend une partie de la surface « illisible ». Pour mieux observer le reste de la FDP,
nous commençons le tracé un peu plus tard en temps (à 0.4s) sur la figure 5.16.

À partir de l’équation 5.25, nous pouvons également déduire les FDP de Fav et ˙∆zav .





φFav(Fav , t) =
∫

Ω ˙∆zav

φ
Fav, ˙∆zav

(Fav , ˙∆zav , t)d ˙∆zav

φ ˙∆zav
( ˙∆zav , t) =

∫
ΩFav

φ(Fav, ˙∆zav)
(Fav , ˙∆zav , t)dFav

(5.27)

De la même manière, la FDP conjointe de Far, ˙∆zar est également calculée.

φ(Far, ˙∆zar)
(Far , ˙∆zar, t) =

φ(Kz,Kϕ)(H
−1
ar (Far , ˙∆zar, t))∣∣∣JHar(H

−1
ar (Far, ˙∆zar, t))

∣∣∣
(5.28)

où :

Har =

[
HFar

H ˙∆zar

]
(5.29)
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Figure 5.15 – FDP de (Fav , ˙∆zav).

Figure 5.16 – FDP de (Fav , ˙∆zav).

La FDP de (Fav , ˙∆zav) est donnée sur les figures 5.17 et 5.18 (à partir de 0.4s).
À partir de l’équation 5.28, nous pouvons également déduire les FDP de Far et ˙∆zar.





φFar(Far , t) =
∫

Ω ˙∆zar

φ(Far, ˙∆zar)
(Far, ˙∆zar, t)d ˙∆zar

φ ˙∆zar
( ˙∆zar, t) =

∫
ΩFar

φ(Far, ˙∆zar)
(Far , ˙∆zar, t)dFar

(5.30)

En utilisant l’équation 5.20, nous propageons ces FDP à mav et mar. Pour cela, nous ajoutons
deux variables fictives ˙∆zav et ˙∆zar pour équilibrer les dimensions des vecteurs [mav, ˙∆zav ]

T et
[Fav , ˙∆zav]

T , et [mar, ˙∆zar]
T et [Far, ˙∆zar]

T .
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Figure 5.17 – FDP de (Far, ˙∆zar).

Figure 5.18 – FDP de (Far, ˙∆zar).





φ
mav, ˙∆zav

(mav, ˙∆zav , t) =
φ
Fav, ˙∆zav

(Fav, ˙∆zav,t)

|JHmav
(Fav, ˙∆zav,t)|

φ
mar, ˙∆zar

(mar, ˙∆zar, t) =
φ
Far, ˙∆zar

(Far , ˙∆zar,t)

|JHmar
(Far, ˙∆zar,t)|

(5.31)

Les FDP de mav et mar sont ensuite déduites :
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



φmav(mav , t) =
∫

Ω ˙∆zav

φ
mav, ˙∆zar

(mav , ˙∆zav , t)d ˙∆zav

φmar(mar, t) =
∫

Ω ˙∆zar

φ
mar, ˙∆zar

(mar, ˙∆zar, t)d ˙∆zar
(5.32)

Les FDP de dav et dar sont directement déduites de φmav et φmar :





φdav
(dav , t) =

φmav (
πd2av

4
),t

πdav
2

φdar
(dar, t) =

φmar(
πd2ar

4
),t

πdar
2

(5.33)

Ces FDP sont données sur les figures 5.19 et 5.20.

Figure 5.19 – FDP de dav .

5.5.5 Étape 5 : Synthèse de tolérance

Nous exploitons les résultats obtenus avec les propagations pour synthétiser les tolérances
de dav et dar. Nous commençons avec les fonctions d’appartenance. En projetant ces fonctions
d’appartenance sur les plans (dav , t) et (dar , t), nous obtenons leur support.

Afin de synthétiser les tolérances de dav et dar, nous prenons un intervalle commun (instant
t = 0.4s) des supports de µdav et µdar (figures 5.13 et 5.14).

La tolérance synthétisée de dav est donc : [19.47, 19.53][mm]. La tolérance synthétisée de dar
est : [21.27, 21.38][mm].

Nous prenons les FDP de dav et dar obtenues au même instant t = 0.4s (correspondant
avec les FA qu’on a choisies). Nous extrayons les espérances et les variances de ces FDP. Les
distributions de dav et dar sont alors synthétisées comme des lois gaussiennes prenant des mêmes
espérances et variances. Ces distributions sont données sur les figures 5.21 et 5.22.

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf 
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



104 Chapitre 5. Méthodologie de synthèse de tolérance d’un système mécatronique

Figure 5.20 – FDP de dar.

19.46 19.47 19.48 19.49 19.5 19.51 19.52 19.53 19.54
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
x 10

4
FDP synthétisée pour le diamètre du piston d

av

d
av

[mm]

φ d av

Figure 5.21 – FDP synthétisée pour dav .

5.5.6 Validation de la méthodologie sur l’exemple

Conformément aux tolérances synthétisées et les FDP, nous générons des valeurs échantillon-
nées des paramètres de conception dav et dar. Nous réinjectons ensuite cet ensemble de valeurs
dans le modèle direct. Les simulations permettent de comparer les résultats en sortie avec les
spécifications requises.

Les trajectoires de ∆z et ϕ sont alors données sur les figures 5.23 et 5.24.
Les trajectoires obtenues sortent de l’enveloppe pendant une petite période au début de la

simulation parce que nous n’avons pas considéré de variation sur les coefficients d’amortissement
et les pulsations propres non amorties. Elles reviennent ensuite dans l’enveloppe et y restent en
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Figure 5.22 – FDP synthétisée pour dar.

Figure 5.23 – Validation de spécification sur ∆z.

régime permanent. Les spécifications de Kz et Kϕ sont alors vérifiées.

Les FDP des Kz et Kϕ sont alors déterminées à partir de la dispersion des échantillons des
résultats de simulation obtenus sur le modèle direct. Comme les trajectoires simulées atteignent
la trajectoire nominale en régime permanent, la FDP des échantillons simulée est beaucoup plus
concentrées sur la valeur nominale (figures 5.25 et 5.26).

Nous pouvons alors valider les tolérances synthétisées pour dar et dav.
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Figure 5.24 – Validation de spécification sur ϕ.

Figure 5.25 – Validation de la FDP de ∆z.

5.6 Conclusion

Afin d’étendre la méthodologie de dimensionnement par modèles bond graph inverses à des
problèmes de synthèse de tolérance en présence d’incertitudes, nous avons proposé dans ce cha-
pitre une méthodologie prenant en compte les deux grandes classes d’incertitudes dans un système
mécatronique : l’incertitude aléatoire et l’incertitude épistémique.

La méthodologie se compose de 5 étapes :

1. Modélisation : Construire le bond graph acausal du système et modéliser les incertitudes
dans le cahier des charges en FDP et en sous-ensembles flous afin d’établir les modèles
bond graph probabiliste et flou.
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Figure 5.26 – Validation de la FDP de ϕ.

2. Adéquation : Effectuer les tests de l’inversibilité du modèle bond graph et de l’adéquation
des spécifications basées sur l’analyse structurelle du modèle bond graph.

3. Inversion du modèle : Cette étape consiste en l’inversion du modèle bond graph.

4. Propagation des incertitudes : Les incertitudes sont propagées à partir de la sortie aux
paramètres de conception en utilisant soit une approche globale (propagation à travers une
seule application du modèle inverse) soit une approche locale (propagation étape par étape
de sous-modèles inverses en sous-modèles inverses).

5. Adaptation : A partir des distributions trouvées, une adaptation aux contraintes physiques
et aux conditions de fabrication est effectuée, afin de définir les tolérances finales, sur la
base desquelles le composant sera fabriqué.

Grâce à la construction des modèles bond graph probabiliste et flou, la méthodologie permet
de propager les incertitudes aux paramètres de conception. Du point de vue de la conception d’un
système mécatronique, les avantages d’une telle méthodologie résident dans le fait qu’elle systé-
matise l’obtention des tolérances des paramètres de conception en tenant compte des incertitudes
dans les spécifications et qu’elle facilite l’interprétation physique de l’impact des incertitudes dans
le cahier des charges. De plus, la méthodologie permet d’avoir une représentation tenant compte
à la fois de l’évaluation des incertitudes ainsi que de la dynamique énergétique du système. Tan-
dis que la propagation globale simplifie la procédure au niveau du calcul, la propagation locale
permet d’associer la description des incertitudes (FDP/FA) à chaque variable de puissance et
d’énergie du modèle et par conséquent, de mesurer l’effet des différentes incertitudes prises en
compte sur chaque élément physique et énergétique du système.

Les contributions de ce chapitre sont :
– l’extension de la méthodologie de dimensionnement par l’inversion du modèle bond graph

à une méthodologie de synthèse de tolérance par l’approche bond graph, en tenant compte
des incertitudes spécifiées dans le cahier des charges,

– la combinaison du bond graph probabiliste et du bond graph flou pour un traitement de
l’incertitude dans le contexte de la synthèse de tolérance,

Cependant, il est important de souligner que ce chapitre ne constitue en soi qu’une première
étape vers une méthodologie complète de synthèse de tolérance. Les travaux présentés consi-
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dèrent notamment les incertitudes épistémiques et aléatoires indépendantes. Ils méritent d’être
plus largement développés concernant notamment le traitement des incertitudes complexes (l’in-
certitude étant une combinaison aléatoire et épistémique, ou l’incertitude d’ordre 2, présentant
des variables incertaines caractérisant sa FDP, ou sa FA).
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Conclusion générale

Principalement bibliographiques, les deux premiers chapitres ont permis de décrire le contexte
dans lequel s’inscrit cette thèse.

En l’occurrence, un premier chapitre (chapitre 2) a fourni une brève introduction à la mé-
catronique et l’architecture générique d’un système mécatronique du point de vue énergétique.
La conception de ces systèmes a été ensuite introduite, ainsi que les difficultés de cette concep-
tion notamment liées à leur caractère pluridisciplinaire. Les concepts d’ingénierie concourante,
de cycle de conception en V ont été abordés comme moyens pour réduire les coûts et les temps
d’études au cours du processus de conception.

Le chapitre s’est ensuite orienté vers un problème particulier de la démarche de conception et
objet des travaux de ce mémoire : celui de la synthèse de tolérance paramétrique. La définition
d’une tolérance et les méthodes existantes pour traiter le problème de synthèse de tolérance ont
alors été présentées. Les coefficients de sécurité sont les approches classiques utilisées. Pourtant,
ils peuvent être difficiles à appliquer aux systèmes mécatroniques qui ont des configurations
multidisciplinaires et non conventionnelles. De plus, les mesures de fiabilité et de robustesse ne
sont pas fournies dans le processus de conception. Pour pallier les inconvénients des coefficients de
sécurité, la conception non-déterministe a ensuite été présentée avec la probabilité de défaillance
comme outil préliminaire. Puis, nous nous sommes intéressés à deux grandes classes de problèmes
de conception non-déterministe : la conception robuste et la conception basée sur la fiabilité. Le
problème de synthèse de tolérance peut être classé comme un problème de conception robuste,
cependant, il nécessite également la considération de la fiabilité. En fin de chapitre, nous avons
considéré les méthodes de traitement de la tolérance dans le domaine mécanique. Pour ce cas
particulier du problème de synthèse de tolérance, il faut considérer à la fois les critères fonctionnels
et les critères d’assemblage (qui n’existent pas dans d’autres domaines). Nous avons alors présenté
l’analyse de tolérance, l’allocation de tolérance et la synthèse de tolérance par optimisation.

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés à la prise en compte des incertitudes dans
un modèle bond graph dans le but de les intégrer dans une méthodologie de dimensionnement.
Tout d’abord, le chapitre propose un bref état de l’art sur les incertitudes dans un système
mécatronique. Les incertitudes sont classées soit par leur source, soit par leur nature (aléatoire
ou épistémique). Ensuite, différents outils de modélisation et d’étude des systèmes incertains
sont présentés. Cette présentation fournit un vue très générale sur les avantages et les inconvé-
nients des méthodes, ainsi que leurs domaines d’application (traitement de l’incertitude aléatoire,
de l’incertitude épistémique, . . .). Elle donne des pistes pour choisir l’outil de modélisation de
l’incertitude dans un système mécatronique.

Dans le contexte de la synthèse de tolérance par inversion de modèle bond graph, nous
avons également présenté une méthodologie de dimensionnement sur des critères dynamiques
et énergétiques. Les notions d’inversion d’un modèle bond graph, de modèle inverse d’ordre
minimal et de critères structurels d’inversibilité ont été rappelées. Enfin, nous nous sommes
focalisés sur la prise en compte des incertitudes dans un modèle bond graph (outil support de
la méthodologie) avec les approches bond graph de sensibilité, bond graph incrémental et bond
graph incertain. Tandis que ces approches exploitent des modèles de l’incertitude bornée, le bond
graph probabiliste quant à lui est un modèle bond graph multi-liens permettant la représentation
à la fois énergétique et probabiliste du système. Il porte plus d’informations que les trois autres
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approches sur la distribution des incertitudes aléatoires existant dans le système.
Ces premiers chapitres ont préparé la prise en compte de l’incertitude dans la démarche de

synthèse de tolérance de système mécatronique par inversion de modèle bond graph. La suite du
mémoire s’est attachée à développer une approche pour traiter l’incertitude épistémique dans un
modèle bond graph (aspect non encore considéré dans la littérature à notre connaissance) et à
généraliser une méthodologie de dimensionnement par inversion bond graph conformément aux
objectifs énoncés : la synthèse de tolérance dans un système mécatronique prenant en compte les
deux types d’incertitudes, aléatoire et épistémique.

Contributions

Nos contributions se sont portées sur la modélisation de l’incertitude épistémique dans la
représentation bond graph et sur une méthodologie pour la synthèse de tolérance par approche
bond graph, prenant en compte l’incertitude aléatoire et l’incertitude épistémique.

Le chapitre 4 a été consacré à la formalisation du bond graph flou, notre contribution à la
prise en compte de l’incertitude épistémique dans le formalisme bond graph. Après un rappel de
certaines notions de base de la logique floue, nous avons établi le bond graph flou comme une
représentation bond graph de même structure que celle du bond graph du modèle physique et
associant un sous-ensemble flou à chaque variable de puissance et d’énergie. Nous avons proposé
deux approches de propagation des sous-ensembles flous dans un modèle bond graph flou : globale
et locale. Les règles formelles de propagation au niveau de chaque élément d’un bond graph flou
ont également été introduites. Les deux approches permettent d’avoir un degré de flexibilité dans
l’exploitation du modèle bond graph flou. En fonction de la finalité et des exigences du problème
(analyse d’incertitude, observation sur des paramètres intermédiaires), nous pouvons choisir une
approche appropriée de propagation des sous-ensembles flous. L’exploitation du bond graph flou
a finalement été illustrée sur un exemple simple d’un moteur à courant continu. Nous avons
considéré deux cas dans cet exemple, le cas mono-incertitude et le cas multi-incertitudes.

Dans le cadre de la méthodologie de dimensionnement par modèles bond graph inverses, le
bond graph flou proposé nous apparaît être un outil efficace pour :

– remonter les incertitudes dans les spécifications sur les sorties aux paramètres de concep-
tion, afin d’observer leur effet ainsi que la capacité des paramètres à absorber ces incerti-
tudes,

– trouver le sous-ensemble flou associé à un paramètre quand on dispose des incertitudes sur
les variables de puissance de l’élément associé,

– quantifier la satisfaction d’une valeur associée à une propriété par niveau (en utilisant les
α-coupes).

Le bond graph flou reste cependant une approche pour un type d’incertitude spécifique (épis-
témique). Le bond graph probabiliste et le bond graph flou indépendamment sont insuffisants
pour une description bond graph tenant compte de l’incertitude générale. Ce constat a été la
motivation pour établir une méthodologie commune pour les deux types d’incertitudes dans le
chapitre 5.

En tenant compte des structures identiques du bond graph probabiliste et du bond graph flou,
nous avons traité, dans ce dernier chapitre, le problème de la synthèse de tolérance à partir des
incertitudes admissibles sur les spécifications des sorties. La méthodologie proposée se compose
de 5 étapes :

– Modélisation : Construction des bond graphs probabiliste et flou du modèle tenant
compte des incertitudes dans les spécifications.

– Adéquation : Vérification de l’inversibilité du modèle bond graph et de l’adéquation entre
la structure du modèle et les spécifications.

– Inversion du modèle : Affectation de la bicausalité afin de trouver le modèle bond graph
inverse d’ordre minimal.
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– Propagation de l’incertitude : Les fonctions de densité de probabilité et les fonctions
d’appartenance sont propagées aux paramètres de conception, soit par une approche glo-
bale, soit par une approche locale.

– Adaptation : Prise en compte des contraintes physiques et des conditions de fabrication
afin de déterminer les tolérances finales, sur la base desquelles le composant sera fabriqué.

La méthodologie montre clairement l’avantage à utiliser le langage bond graph. La propaga-
tion des fonctions de densité de probabilité et des fonctions d’appartenance repose sur l’analyse
causale pour orienter cette propagation.

Les contributions de ce chapitre sont :
– l’extension de la méthodologie de dimensionnement par inversion de modèle bond graph à

une méthodologie de synthèse de tolérance tenant compte des incertitudes sur les sorties
dans le cahier des charges,

– la combinaison des bond graphs probabiliste et flou pour un traitement complet de l’incer-
titude dans le contexte de la synthèse de tolérance.

Perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire contribuent au développement de la méthodologie de
synthèse de tolérance des systèmes mécatroniques par modèles bond graph inverses. Néanmoins,
certaines questions restent à approfondir.

Prise en compte des incertitudes complexes

Au niveau de la modélisation et la quantification de l’incertitude, nous avons jusqu’à mainte-
nant supposé que nous disposions de suffisamment d’information dans le cahier des charges pour
quantifier l’incertitude. Cette hypothèse, souvent vérifiée dans la réalité, permet de bien définir
l’incertitude considérée par une fonction de densité de probabilité ou une fonction d’apparte-
nance. Pourtant, il existe des scénarios où il est impossible de donner une telle fonction de façon
précise pour représenter l’incertitude. Le traitement de ce type d’incertitude dite « complexe »
reste un aspect peu développé dans la littérature pourtant envisageable dans la réalité. Dans ce
cas, les informations utilisées pour établir la fonction de densité de probabilité ou la fonction
d’appartenance sont souvent, à leur tour, sujettes à une imprécision ou une approximation. Le
fait que ces fonctions soient caractérisées par des paramètres incertains rend difficile leur pro-
pagation avec les outils de la méthodologie. Nous pouvons envisager trois types d’incertitude
complexe et les méthodes appropriées pour leur propagation.

1. Incertitude aléatoire dont les paramètres caractéristiques de la FDP sont im-
précis : Par exemple, nous connaissons la forme de la FDP (Gaussienne, β, . . .) pourtant,
les paramètres gouvernant cette distribution ne sont pas connus de manière certaine. In-
tuitivement, nous pouvons par exemple modéliser cette incertitude par une FDP avec des
paramètres caractéristiques représentés par des sous-ensembles flous. Dans ce cas, une tech-
nique étendue de celle de probabilité de deuxième ordre peut être envisagée [LPTLRL09].
La propagation se fait alors avec une boucle extérieure et une boucle intérieure. Dans la
boucle extérieure, des sous-ensembles flous sont spécifiés sur des paramètres tels que les
moyennes ou les écarts-types des variables incertaines (dans la technique classique de pro-
babilité de deuxième ordre, l’incertitude épistémique est quantifiée par un intervalle). Dans
cette boucle extérieure, l’itération s’effectue sur les valeurs des supports des ensembles-flous
qui sont fournies, accompagnées des valeurs des fonctions d’appartenance associées, à la
boucle intérieure. Dans la boucle intérieure, avec les valeurs fournies par la boucle exté-
rieure, l’échantillonnage s’effectue sur les variables aléatoires de manière habituelle. Cette
méthode de propagation facilite la séparation et l’identification de l’incertitude aléatoire

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf 
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



112 Chapitre 5. Méthodologie de synthèse de tolérance d’un système mécatronique

et l’incertitude épistémique. Cependant, elle est très coûteuse en temps de calcul car il y a
deux boucles d’itération imbriquées l’une dans l’autre.

Une approche alternative pour ce type d’incertitude est la méthode non-paramétrique dé-
veloppée dans [SM11]. Dans cette méthode, la FDP est choisie en utilisant la méthode
de maximum-vraisemblance (maximum likelihood) sans aucune hypothèse sur le type de
paramètre caractéristique de la distribution. Cette FDP est ensuite utilisée pour la propa-
gation.

Cette méthode est fondamentalement différente de celle de probabilité de deuxième ordre.
Tandis que la probabilité de deuxième ordre vise la propagation de l’incertitude, la méthode
non-paramétrique simplifie tout d’abord l’incertitude en trouvant une FDP alternative, et
ensuite la propage. Par conséquent, la méthode de probabilité de deuxième ordre fournit une
information très riche sur la distribution de l’incertitude, pour un temps de calcul allongé.
La méthode non-paramétrique est plus facile à appliquer mais introduit néanmoins une
perte d’information.

2. Incertitude aléatoire dont les paramètres caractéristiques de la FDP sont éga-
lement aléatoires : Ce type d’incertitude est classiquement quantifié par une famille de
FDP et propagé par l’approche de double-boucle Monte-Carlo. C’est une approche numé-
riquement intensive qui donne une famille de distributions estimées sur les résultats.

Une approche alternative porte sur la construction d’une FDP inconditionnelle [SM13] qui
inclut à la fois l’incertitude sur une variable et l’incertitude sur le paramètre de distribution.

φX(x) =

∫

D

φX(x|P = p).φP(p)dp (5.34)

avec D le domaine d’intégration où la FDP de la variable aléatoire P est non nulle.

Il est à noter que cette méthode donne un résultat numérique. De plus, le résultat final
perd de l’information sur la distribution du paramètre p.

3. Incertitude épistémique dont la fonction d’appartenance est imprécise : Ce type
d’incertitude peut être envisagé en utilisant les nombres flous de type 2 (ou nombres flous
de deuxième ordre). En effet, le nombre flou de type 2 est une généralisation du nombre
flou (ou nombre flou de type 1). La fonction d’appartenance d’un nombre flou est supposée
certaine. Cela ne reflète pas le fait que la fonction d’appartenance est également construite
à partir des opinions d’expert ou des demandes de clients, et peut alors contenir à leur tour
des incertitudes épistémiques. S’il n’existe aucune incertitude dans la construction de la
fonction d’appartenance, un nombre flou de type 2 se réduit à un nombre flou de type 1.

Il est possible d’utiliser l’arithmétique de la logique floue de type 1 pour caractériser et
propager les nombres flous de type 2. En pratique, l’arithmétique par intervalles est utilisée
pour les nombres flous de type 2 car les calculs sont beaucoup plus simples.

La considération des « incertitudes complexes » est compliquée et coûteuse en temps de
calcul. Cependant, elle fournit une connaissance plus complète et générale sur le comportement
du système, ainsi que la capacité de traiter des spécifications plus complexes dans le processus
de conception.

Prise en compte de l’incertitude dans l’analyse structurelle

La méthodologie de dimensionnement par inversion de modèle bond graph dispose en elle
d’un outil très efficace pour la vérification de l’inversibilité et de l’adéquation du cahier des
charges à la structure retenue pour le modèle de conception : l’analyse structurelle. Cette analyse
est reprise dans l’étape 2 de notre méthodologie de synthèse de tolérance. Elle reste pourtant
déterministe. Les tests de l’inversibilité et de l’adéquation sont effectués sur le modèle nominal. Il
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est intéressant d’élargir ces critères en prenant en compte des incertitudes. Les nouveaux critères
devraient permettre la vérification de l’inversibilité et de l’adéquation du cahier des charges
(soumis aux incertitudes) à la structure du modèle, sans passer par les tests déterministes.

Vers un processus aléatoire

Un inconvénient de la méthodologie par l’approche inverse est lié au fait qu’il faut spécifier
le comportement temporel désiré sur la sortie. Le concepteur doit alors disposer de beaucoup
d’informations sur le système afin de spécifier un gabarit et une fonction du temps pour la
trajectoire en sortie. Ceci représente une contrainte forte pour la rédaction du cahier des charges.

Cette contrainte peut être relâchée par construction d’un processus aléatoire d’accroissement
respectant un certain gabarit. De cette manière, la trajectoire en sortie peut librement évoluer
dans ce gabarit, sans contrainte d’évolution stricte.

Dans la méthodologie, lors de l’inversion du modèle, les dérivées de la sortie spécifiée appa-
raissent également. Pour la remontée de l’incertitude dans le modèle inverse, les FDP correspon-
dantes de ces dérivées sont nécessaires. Cependant, il est relativement difficile de les prendre en
compte dans la formulation actuelle du problème. En spécifiant la trajectoire en sortie comme
un processus aléatoire restant dans un gabarit, il est possible de construire le processus de ses
dérivées. Avec ces relations, les FDP peuvent être ensuite synthétisées sur les dérivées de la sortie
à partir de sa FDP sans aucune hypothèse supplémentaire. Cette piste de recherche reste très
intéressante à approfondir.

Implémentation logicielle

L’implémentation logicielle de la méthodologie semble nécessaire afin d’automatiser ses diffé-
rentes étapes et d’assurer un gain de temps important dans la démarche de synthèse de tolérance,
et plus généralement, de conception. Cette implémentation doit faire appel à :

– l’analyse structurelle (analyse des lignes de puissance, des chemins causaux, des ordres de
ces chemins,...)

– un solveur formel pour le niveau d’analyse fonctionnelle et pour établir le modèle inverse,
– un solveur numérique pour le niveau d’analyse numérique et pour la synthèse de tolérance,
– une méthode de discrétisation et une méthode d’intégration numérique pour le calcul des

fonction de densité de probabilité et des nombres flous.
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Annexe A

Le langage bond graph

Dans cette annexe, nous présentons les bases du langage bond graph : les éléments, la pro-
cédure de construction d’un modèle ainsi que la causalité. Une introduction complète peut être
trouvée dans les livres de référence dans ce domaine [KMR12,DT00]

A.1 Introduction au langage

Basé sur la description graphique des transferts d’énergie impliqués au sein d’un système,
le langage bond graph est un outil de modélisation d’un système du point de vue énergétique,
présentant les variables de puissance et les variables d’énergie. Il fournit une représentation
unifiée, qui permet la modélisation des systèmes complexes multi-domaines.

Le langage bond graph a été inventé en 1959 puis publié pour la première fois en 1961 par
Paynter [Pay61].

A.1.1 Concepts et variables utilisées

Apport, stockage et dissipation d’énergie

Le Langage bond graph est une représentation unifiée pour tous les domaines physiques. Il
permet de caractériser le comportement d’un système dynamique par sa description énergétique.
Le langage considère trois types de phénomènes énergétiques dans un système : l’énergie transmise
au système (source d’énergie), celle répartie à travers le système (stockage d’énergie) puis celle
restituée à son environnement (dissipation d’énergie). Des exemples de phénomènes énergétiques
des différents domaines physiques sont donnés dans le tableau A.1.

Domaine Source Stockage Dissipation
physique d’énergie d’énergie d’énergie

Mécanique Vérin Masse en mouvement, ressort Frottement,
Moteur Inertie en rotation, barre de torsion amortisseur

Hydraulique Pompe, Accumulateur, Orifice,
Compresseur chambre de vérin restriction

Thermo- Pompe à Capacité Conduction
dynamique chaleur thermique

Table A.1 – Exemples de composants source, stockage et dissipation d’énergie dans trois do-
maines physiques.

L’interconnexion des différents phénomènes énergétiques se fait par des liens de puissance et
des éléments de structure de jonction.
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136 Annexe A. Le langage bond graph

Les variables de puissance

Les variables de puissance sont des variables qui caractérisent la puissance instantanée P(t)
pour l’échange d’énergie entre deux sous-systèmes indépendamment du domaine physique consi-
déré : les variables d’effort et celles de flux.

Les variables d’énergie

Les variables d’énergie sont des variables qui caractérisent l’état énergétique d’un système.
Elles constituent le vecteur d’état du modèle bond graph. Indépendamment du domaine phy-
sique considéré, elles sont appelées moment généralisé (variable p(t)) et déplacement généralisé
(variable q(t)).

p(t) = p(t0) +

∫ t

t0

e(τ) dτ

q(t) = q(t0) +

∫ t

t0

f(τ) dτ

ou :

ṗ(t) = e(t)

q̇(t) = f(t)

Quelques exemples sur la nature physique de ces différentes variables et ce, dans différents
domaines, sont donnés dans le tableau A.2.

Représentation des flux d’énergie

Le lien de puissance est un concept bond graph pour représenter l’interaction physique et le
flux d’énergie entre deux sous-systèmes ΣA et ΣB (Fig. A.1).

ΣB

e(t)

f(t)
ΣA

Figure A.1 – Lien de puissance entre les sous-systèmes ΣA et ΣB .

Le lien de puissance porte les variables d’effort e(t) et de flux f(t) de l’échange d’énergie entre
ΣA et ΣB. La puissance instantanée P(t) est alors écrite :

P(t) = e(t)f(t)

Les positions de la demi-flèche et des variables e(t) et f(t) respectent les conventions sui-
vantes :

– la direction de la demi-flèche du lien de puissance est celle du flux positif d’énergie,
– la variable de flux f(t) est généralement placée du côté de la demi-flèche (et donc la variable

d’effort e(t) placée de l’autre côté).

A.1.2 Éléments bond graph

Les éléments bond graph sont catégorisés en deux classes : ceux caractérisant les phénomènes
énergétiques (phénomènes d’apport, de stockage et de dissipation d’énergie) et ceux caractérisant
l’interconnexion des phénomènes.
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Variables de puissance Variables d’énergie
Domaine Effort Flux Moment Déplacement
physique e f généralisé généralisé

p q

Mécanique Force Vitesse Quantité de Déplacement
de (N) (m/s) mouvement (m)

translation (kg.m/s)
Mécanique Couple Vitesse Moment Angle

de (N.m) angulaire cinétique (rad)
rotation (rad/s) (kg.m2.rad/s)

Electrique Tension Courant Flux magnétique Charge
(V ) (A) total (C)

(Wb)
Hydraulique Pression Débit Moment de Volume

(Pa) volumique pression (m3)
(m3/s) (Pa.s)

Magnétique Force magnéto- Dérivée du flux Flux
motrice magnétique magnétique

(A) (Wb/s) (Wb)
Chimie Potentiel Débit Mole

chimique molaire (mole)
(J/mole) (mole/s)

Thermo- Température Débit Entropie
dynamique (K) d’entropie (J/K)

(W/K)

Table A.2 – Exemples de variables de puissance et d’énergie (et leur unité SI) associées à
différents domaines de la physique [Jar10]

Éléments caractérisant les phénomènes énergétiques

Cette catégorie est constituée des éléments passifs R, I,C et des sources d’énergie (ou des
éléments actifs) Se et Sf .

Les éléments passifs correspondent à des phénomènes physiques qui stockent l’énergie (I, C)
ou la dissipent (R). Les sources d’énergie (éléments actifs) sont capables d’imposer une variable
d’effort (Se) ou une variable de flux (Sf ) au système.

Par convention, les liens de puissance connectés à des éléments passifs sont donc représentés
comme entrants et ceux connectés à des éléments actifs comme sortants (Tab. A.3).

Éléments liés à l’interconnexion des phénomènes

Les éléments de jonction (0 et 1) et les éléments de transduction TF et GY permettent de
décrire les interconnexions entre des phénomènes énergétiques.

Différemment des éléments liés aux phénomènes énergétiques, ceux liés à l’interconnexion
peuvent être connectés à plusieurs liens de puissance. Ce sont donc des éléments multiports.

Les éléments de jonction permettent l’interconnexion des phénomènes énergétiques selon
qu’ils partagent une même variable d’effort (jonction 0) ou une même variable de flux (jonction 1)
tandis que les éléments de transduction permettent l’interconnexion des phénomènes énergétiques
appartenant bien souvent à des domaines physiques différents (Tab. A.4).
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Élément Représentation graphique, Exemple
bond graph loi caractéristique physique

et énergie
É
lé

m
en

ts
p
as

si
fs

C
e(t)

f(t)

q(t)− ΓC(e(t)) = 0
E(qt) = E(q0) +

∫ qt
q0
e(q̂) dq̂

C Ressort,
stockage accumulateur,
d’énergie capacité

électrique,...

I
e(t)

f(t)

p(t)− ΓI(f(t)) = 0
E(pt) = E(p0) +

∫ pt
p0
f(p̂) dp̂

I Masse,
stockage inertie,
d’énergie inductance

électrique,...

R
e(t)

f(t)

e(t)− ΓR(f(t)) = 0
E(t) = E(t0) +

∫ t
t0
e(τ)f(τ) dτ

R Frottements
dissipation secs, visqueux,
d’énergie dissipation par

effet Joule,...

É
lé

m
en

ts
ac

ti
fs

E(t) : Se
e(t)

f(t)

e(t) = E(t)
E(t) = E(t0) +

∫ t
t0
e(τ)f(τ) dτ

Se Source de
source d’énergie pression, source
imposant l’effort de tension,

F (t) : Sf
e(t)

f(t)

f(t) = F (t)
E(t) = E(t0) +

∫ t
t0
e(τ)f(τ) dτ

Sf Source de
source d’énergie courant, ...
imposant le flux

Table A.3 – Éléments bond graph caractérisant les phénomènes énergétiques.

Les éléments de détection

En dehors des éléments mentionnés ci-dessus, le langage bond graph dispose également de
détecteur d’effort (élément bond graph De) et de flux (élément bond graph Df) (Tab. A.5).
Ces deux éléments sont des éléments passifs utiles pour représenter la mesure ou le suivi d’une
variable. Ils peuvent représenter des capteurs idéaux et n’ont pas d’effet sur le comportement
dynamique du modèle. La puissance associée à un détecteur est nulle.

A.2 Construction d’un modèle bond graph

En général, la modélisation d’un système mécatronique en langage bond graph se déroule en
trois grandes étapes :

– Construction du modèle bond graph à mots (word bond graph) (figure A.2) : le
système est décomposé en composants, puis chaque composant en sous-composants, etc
jusqu’à des « composants élémentaires ». Puis, une interconnexion de ces différents com-
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Élément Représentation graphique Exemple
bond graph et lois caractéristiques physique

É
lé

m
en

ts
d
e

jo
n
ct

io
n

0
e1(t)

f1(t)

e3(t)

f3(t)

e2(t)f2(t)

{
e1(t) = e2(t) = e3(t)

f1(t) + f2(t) + f3(t) = 0

jonction 0 Contrainte
conservation cinématique,

de la loi des nœuds,
puissance ...
à effort
commun

1
e1(t)

f1(t)

e3(t)

f3(t)

e2(t)f2(t)

{
e1(t) + e2(t) + e3(t) = 0

f1(t) = f2(t) = f3(t)

jonction 1 Équations de
conservation Newton-Euler,

de la loi des mailles,
puissance ...

à flux
commun

É
lé

m
en

ts
d
e

tr
an

sd
u
ct

io
n

m

T̈ F

e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
e1(t)−me2(t) = 0

mf1(t)− f2(t) = 0
où m est le module du

transformateur

TF Bras de levier,
transformateur, réducteur mécanique,
transduction transformateur
instantanée et électrique,

sans dissipation ...
d’énergie

r

G̈Y
e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
e1(t)− rf2(t) = 0

rf1(t)− e2(t) = 0
où r est le module du

gyrateur

GY Gyroscope à vitesse
gyrateur, constante, conversion

transduction électromécanique d’un
instantanée et moteur à courant continu,

sans dissipation ...
d’énergie

Table A.4 – Éléments bond graph liés à l’interconnexion des phénomènes.

posants élémentaires est établie, à l’image de l’architecture physique du système.
– Détermination de la structure du modèle bond graph : Le modèle bond graph de

chaque « composant élémentaire » est précisé en identifiant les phénomènes énergétiques
et en représentant leur interconnexion. La structure du modèle bond graph est ainsi fixée
(figure A.3) .

– Association à chaque phénomène énergétique (éléments bond graph R I et C) d’une
loi caractéristique particulière (linéaire ou non).
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Élément Représentation graphique Exemple
bond graph et loi caractéristique physique

É
lé

m
en

ts
d
e

d
ét

ec
ti
o
n

De
e(t)

f(t)

f(t) = 0

De Voltmètre,
détecteur d’effort dynamo-

imposant un mètre,...
flux nul

Df
e(t)

f(t)

e(t) = 0

Df Ampère-
détecteur de flux mètre, capteur de

imposant un débit, ...
effort nul

Table A.5 – Éléments bond graph de détection de variable de puissance.

Figure A.2 – Exemple de modèle bond graph à mots.

Figure A.3 – Structure générique d’un modèle bond graph.

À partir de ces trois grandes étapes, des procédures de construction pour les modèles relative-
ment simples, ou plus complexes comme pour les systèmes mécaniques multi-corps peuvent être
appliquées [KMR12,Fav97].

Procédure 2. Construction d’un modèle bond graph (cas de modèles 0D issus de l’électrique,
l’hydraulique, la mécanique de translation et la mécanique de rotation)

1. Identifier les différents domaines de la physique présents dans le système.

2. Choisir une référence de potentiel, de pression, de vitesse de translation et de rotation.

3. À chaque nœud distinct de potentiel, de pression, attacher une jonction 0 et, à chaque
vitesse de translation et de rotation, attacher une jonction 1. Nommer les variables liées à
ces potentiels et ces vitesses.

4. Insérer une jonction 1 entre les jonctions 0 et inversement pour les domaines de la méca-
nique.
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5. Placer les liens de puissance faisant alors apparaître les différences de potentiels, de pres-
sions, de vitesses de translation et de rotation.

(a)

0 1 0

(b)

1 0 1

6. Placer les éléments de transduction appropriés entre les domaines d’énergie du système.

7. Connecter les éléments I C et R aux liens libres correspondant aux phénomènes modélisés
et en indiquant leur paramètre (ou leur loi caractéristique).

8. Éliminer les liens de puissance nulle, c’est-à-dire où l’une des deux variables de puissance
est nulle et simplifier les structures graphiques selon les règles du tableau ci-dessous.

Règle Modèle bond graph Modèle bond graph simplifié
R1 0

R2 1

R3

11 1

R4

00 0

A.3 Schéma de calcul associé à un modèle bond graph

Les modèles bond graph considérés jusqu’à maintenant sont des modèles acausaux : ils ne
reflètent que la structure physique du système. Le formalisme bond graph dispose également du
concept de causalité et de bi-causalité qui permet l’orientation des équations.

L’orientation des équations est l’arrangement des équations caractéristiques sous forme d’une
séquence d’affectations qui permet de partir de la donnée des grandeurs connues pour arriver à
déterminer les grandeurs inconnues.

Le modèle bond graph causal (ou bicausal) fournit alors un schéma de calcul orienté.
Dans cette section, nous empruntons le symbole « := » du langage de programmation Pascal

pour décrire les équations du modèle dans le sens où le membre de gauche est déterminé par
l’évaluation du membre de droite.

A.3.1 Causalité

Principe général

Le bond graph causal respecte le principe de cause à effet. Dans un tel modèle, un élément
ne peut que soit imposer l’effort et recevoir le flux, soit imposer le flux et recevoir l’effort.

Considérons deux sous-systèmes ΣA et ΣB connectés par un lien de puissance (Fig. A.1). Ces
deux sous-systèmes ont également les mêmes efforts et flux à leur port :

{
eA − eB = 0

fA − fB = 0
(A.1)
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où eA et fA (resp. eB et fB) sont l’effort et le flux au port du sous-système ΣA (resp. ΣB).

Conformément au principe physique de causalité, seules deux situations peuvent alors avoir
lieu :

– soit le sous-système ΣA impose l’effort à ΣB qui réagit à son tour en imposant le flux à
ΣA : {

eB := eA

fA := fB
(A.2)

– soit le sous-système ΣA impose le flux à ΣB qui réagit à son tour en imposant l’effort à
ΣA : {

eA := eB

fB := fA
(A.3)

Dans le langage bond graph, l’orientation du schéma de calcul est représentée par un trait
causal sur le lien de puissance, près de l’élément pour lequel l’effort est imposé. (Fig. A.4).

ΣBΣA

(a) Correspondant au
schéma de calcul (A.2)

ΣBΣA

(b) Correspondant au
schéma de calcul (A.3)

Figure A.4 – Représentation bond graph de la causalité.

Contraintes de causalité des éléments bond graph

– Par définition, les éléments bond graph Se, Sf , De et Df sont à causalité imposée.
– Les tableaux A.6 et A.7 présentent les différents schémas de calcul possibles pour des

éléments bond graph.
– Certaines causalités sont parfois impossibles pour certains éléments bond graph lorsque

leurs lois caractéristiques sont mathématiquement non inversibles.
– Deux règles strictes pour des éléments jonction :

– un et un seul trait causal doit être placé près d’une jonction 0,
– un et un seul trait causal doit être placé éloigné d’une jonction 1.

– L’affectation de la causalité est la procédure pour organiser les équations localement sur
les éléments et d’obtenir un modèle global de simulation. Graphiquement, cette procédure
permet d’attribuer un trait causal à chaque lien de puissance dans le modèle. Il existe
dans la littérature des procédures de propagation de la causalité. Selon l’objectif (obtenir
le modèle d’état du système, anticiper l’apparition de conflits, ou générer les équations
de Lagrange du système), nous pouvons utiliser la procédure SCAP [KMR12], MSCAP

[vD94] ou LCAP [KMR12]. Nous présentons ici la procédure SCAP.

Procédure 3. Affectation de la causalité préférentielle intégrale (procédure SCAP)

1. Pour chaque élément à causalité imposée (sources et éléments non inversibles), affecter
la causalité obligatoire et la propager à travers le modèle bond graph en utilisant les
contraintes de causalité des éléments de jonction 0 et 1 et des éléments TF et GY .

2. Pour chaque élément de stockage d’énergie, affecter une causalité préférentiellement inté-
grale si possible et la propager de la même façon qu’à l’étape 1.

3. S’il reste des éléments R non déterminés causalement, affecter une causalité arbitraire à un
de ces éléments et la propager comme précédemment.
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Éléments bond graph Schémas de calcul Commentaires
et causalités possibles associés

C
e(t)

f(t)
e(t) := Γ−1

C (
∫ t
t0
f(τ) dτ + q(t0)) Causalité intégrale

C
e(t)

f(t)
f(t) := d

dt(ΓC(e(t))) Causalité dérivée

I
e(t)

f(t)
f(t) := Γ−1

I (
∫ t
t0
e(τ) dτ + p(t0)) Causalité intégrale

I
e(t)

f(t)
e(t) := d

dt(ΓI(f(t))) Causalité dérivée

R
e(t)

f(t)
e(t) := ΓR(f(t)) Causalité résistance

R
e(t)

f(t)
f(t) := Γ−1

R (e(t)) Causalité conductance

Table A.6 – Causalités possibles pour les différents éléments bond graph.

4. Répéter l’étape 3 jusqu’à ce que tous les éléments R soient causalement déterminés.

5. Si le modèle bond graph n’est pas entièrement causal, affecter une causalité arbitraire à un
lien sans trait causal et la propager comme précédemment.

6. Répéter l’étape 5 jusqu’à ce que le modèle bond graph soit entièrement déterminé causa-
lement.

A.3.2 Bicausalité

Principe général

Tandis que la causalité bond graph permet d’envisager les schémas de calcul physiquement
réalisables, le concept de bicausalité bond graph permet de construire des schémas de calcul
physiquement irréalisables (au sens qu’ils ne respectent pas le principe physique de cause à effet)
pourtant mathématiquement réalisables, en dissociant l’affectation des variables d’effort de celle
des variables de flux (Fig. A.5). Le trait causal classique est alors scindé en deux demi-traits
causaux. À partir du schéma acausal A.1, on peut déduire donc deux autres schémas de calcul :

– un premier schéma où le sous-système ΣA détermine à la fois l’effort et le flux pour ΣB :
{
eB := eA

fB := fA
(A.4)

– et un deuxième schéma où, cette fois-ci, le sous-système ΣB détermine à la fois l’effort et
le flux pour ΣA : {

eA := eB

fA := fB
(A.5)

Liés au concept de bicausalité, les double sources et double détecteurs ont également été
introduits (Tab. A.8).
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Éléments bond graph Schémas de calcul Commentaires
et causalités possibles associés

E : Se
e(t)

f(t)

Causalité unique
et imposéee(t) := E

F : Sf
e(t)

f(t)

Causalité unique
et imposéef(t) := F

De
e(t)

f(t)

Causalité unique
et imposéef(t) := 0

Df
e(t)

f(t)

Causalité unique
et imposéee(t) := 0

m
¨TF

e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

Deux causalités
uniquement

{
e1(t) := me2(t)

f2(t) := mf1(t)

m
¨TF

e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
e2(t) :=

1
me1(t)

f1(t) :=
1
mf2(t)

r

G̈Y
e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

Deux causalités
uniquement

{
e1(t) := rf2(t)

e2(t) := rf1(t)

r

G̈Y
e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
f2(t) :=

1
re1(t)

f1(t) :=
1
re2(t)

0
e1(t)

f1(t)

e3(t)

f3(t)

e2(t) f2(t)




e2(t) := e1(t)

e3(t) := e1(t)

f1(t) := −f2(t)− f3(t)

un seul et unique
effort est imposé sur

la jonction 0

1
e1(t)

f1(t)

e3(t)

f3(t)

e2(t) f2(t)




e1(t) := −e2(t)− e3(t)

f2(t) := f1(t)

f3(t) := f1(t)

un seul et unique flux
est imposé sur la

jonction 1

Table A.7 – Causalités possibles pour les différents éléments bond graph (suite).

ΣBΣA

(a) Correspondant au
schéma de calcul (A.4)

ΣBΣA

(b) Correspondant au
schéma de calcul (A.5)

Figure A.5 – Représentation bond graph de la bicausalité.
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Élément Représentation graphique Exemple
bond graph et loi caractéristique physique

E, F : SeSf
e(t)

f(t)

{
e(t) = E

f(t) = F

SeSf Pas d’interprétation
double sources physique possible

imposant l’effort
et le flux

DeDf
e(t)

f(t)
DeDf Pas d’interprétation

double détecteurs physique possible
d’effort et
de flux

Table A.8 – Éléments bond graph pour la propagation de la bicausalité.

Bicausalité des différents éléments bond graph

Les différents schémas bicausaux possibles pour les éléments bond graph vus jusqu’à présent
ainsi que leurs éventuelles utilisations sont présentés dans les tableaux A.9, A.10 et A.11.

Éléments bond graph Schémas de calcul Utilisations
et bicausalités possibles associés éventuelles

C
e(t)

f(t)
Synthèse

paramétrique,
identification,
caractérisation

e(t), f(t) → ΓC() ?

I
e(t)

f(t)
e(t), f(t) → ΓI() ?

R
e(t)

f(t)
e(t), f(t) → ΓR() ?

E, F : SeSf
e(t)

f(t)
Départ d’affectation

bicausale

{
e(t) := E

f(t) := F

DeDf
e(t)

f(t)
Arrivée d’affectation

bicausale
e(t) ?, f(t) ?

Table A.9 – Bicausalités possibles pour les différents éléments bond graph.

Dans le cas d’un modèle bond graph bicausal, l’affectation de la bicausalité repose, d’une
part, sur la propagation de la bicausalité des éléments double sources SeSf vers les éléments
double détecteurs DeDf et, d’autre part, sur une affectation causale (au sens classique) des
autres éléments du modèle.

Des procédures existent pour affecter la bicausalité à un modèle bond graph. Nous présentons
ici la procédure Scapi 1 [FN97, NB05]. Elle permet de propager la bicausalité de manière à
construire le modèle inverse d’un système carré (m entrées et m sorties). Notons que d’autres

1. Sequential Causality Assignment Procedure for Inversion
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Éléments bond graph Schémas de calcul Utilisations
et bicausalités possibles associés éventuelles

m
¨TF

e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)
Propagation de
la bicausalité
(bicausalité
traversante)

{
e1(t) := me2(t)

f1(t) :=
1
mf2(t)

m
¨TF

e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
e2(t) :=

1
me1(t)

f2(t) := mf1(t)

m
¨TF

e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

Synthèse
paramétrique,
identification,

caractérisation,
synthèse de loi

de commande en
boucle ouverte

(bicausalité
débouchante)

{
m := f2(t)

f1(t)

e1(t) := me2(t)

m
¨TF

e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
m := e1(t)

e2(t)

f2(t) := mf1(t)

m
¨TF

e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
m := e1(t)

e2(t)

f1(t) :=
1
mf2(t)

m
¨TF

e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
m := f2(t)

f1(t)

e2(t) :=
1
me1(t)

r

G̈Y
e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)
Propagation de
la bicausalité
(bicausalité
traversante)

{
e1(t) := rf2(t)

f1(t) :=
1
re2(t)

r

G̈Y
e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
f2(t) :=

1
re1(t)

e2(t) := rf1(t)

Table A.10 – Bicausalités possibles pour les différents éléments bond graph (suite).

procédures existent pour la propagation de la bicausalité d’un modèle bond graph : Mscapi 2.

Procédure 4. Procédure SCAPI pour l’affectation de la bicausalité. [FN97]

1. Dans le modèle bond graph en causalité préférentiellement intégrale, choisir un ensemble
de lignes de puissance E/S disjointes associées à des chemins causaux E/S disjoints. S’il
n’existe pas de tel ensemble alors le modèle n’est pas inversible et la procédure s’arrête.

2. Dans le modèle bond graph acausal, remplacer les sources (respectivement les détecteurs)
associées aux entrées (respectivement aux sorties) par des double détecteurs DeDf (res-
pectivement des doubles source SeSf).

2. Modified Sequential Causality Assignment for Inversion [FN97].
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Éléments bond graph Schémas de calcul Utilisations
et bicausalités possibles associés éventuelles

r

G̈Y
e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

Synthèse
paramétrique,
identification,

caractérisation,
synthèse de loi
de commande

en boucle ouverte
(bicausalité

débouchante)

{
r := e2(t)

f1(t)

e1(t) := rf2(t)

r

G̈Y
e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
r := e2(t)

f1(t)

f2(t) :=
1
re1(t)

r

G̈Y
e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
r := e1(t)

f2(t)

f1(t) :=
1
re2(t)

r

G̈Y
e1(t)

f1(t)

e2(t)

f2(t)

{
r := e1(t)

f2(t)

e2(t) := rf1(t)

0
e1(t)

f1(t)

e3(t)

f3(t)

e2(t) f2(t)

Propagation de
la bicausalité
(bicausalité
traversante)





e2(t) := e3(t)

e1(t) := e3(t)

f1(t) := −f2(t)− f3(t)

1
e1(t)

f1(t)

e3(t)

f3(t)

e2(t) f2(t)




e1(t) := −e2(t)− e3(t)

f2(t) := f3(t)

f1(t) := f3(t)

Table A.11 – Bicausalités possibles pour les différents éléments bond graph (suite).

3. Pour chaque élément dont la causalité est imposée (source, élément non inversible), affecter
cette causalité obligatoire et propager cette causalité à travers la structure de jonction en
respectant les contraintes de causalité des jonctions 0 et 1 et des éléments TF et GY .

4. Le long de chaque ligne de puissance choisie à l’étape 1, propager la bicausalité de la double
source vers le double détecteur. Puis, propager la causalité à travers le modèle bond graph
en utilisant les contraintes de causalité des jonctions 0 et 1 et des éléments TF et GY . Si
des conflits causaux ou des boucles causales non résolubles apparaissent, recommencer les
étapes précédentes avec un autre ensemble de lignes de puissance E/S disjointes. Si aucun
de ces ensembles ne résout les conflits causaux, alors le système n’est pas inversible et la
procédure s’arrête.

5. Pour les éléments de stockage d’énergie, affecter une causalité préférentiellement intégrale
si possible et la propager à travers le modèle bond graph comme à l’étape précédente.

6. S’il reste des éléments R non déterminés causalement, affecter une causalité arbitraire sur
un de ces éléments et la propager comme précédemment.

7. Répéter l’étape 6 jusqu’à ce que chaque élément R soit déterminé causalement.

8. Si le modèle bond graph n’est pas complètement déterminé causalement, affecter une causa-
lité arbitraire sur un lien bond graph sans trait causal et la propager comme précédemment.
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9. Répéter l’étape 8 jusqu’à ce que le modèle bond graph soit complètement déterminé cau-
salement.

A.4 Notions d’ordre dans un modèle bond graph

Nous présentons dans cette partie les notions de causalités intégrale et dérivée d’un élément
de stockage, d’ordre d’un chemin causal et d’un ensemble de chemins causaux.

Définition 25. [Dau00,KMR12] Un élément de stockage de type I (resp. C) est en causalité
intégrale si le trait causal, sur le lien de puissance auquel il est connecté, est placé près (resp.
éloigné) de l’élément. Dans ce cas, la variable d’effort est une entrée (resp. sortie) pour l’élément,
et la variable de flux est une sortie (resp. entrée) pour l’élément.

Définition 26. [Dau00,KMR12] Un élément de stockage de type I (resp. C) est en causalité
dérivée si le trait causal, sur le lien de puissance auquel il est connecté, est placé éloigné (resp.
près) de l’élément. Dans ce cas, la variable d’effort est une sortie (resp. entrée) pour l’élément,
et la variable de flux est une entrée (resp. sortie) pour l’élément.

Lors de l’affectation de la causalité, un modèle bond graph est en causalité préférentiellement
intégrale (resp. dérivée) s’il a le plus grand nombre possible d’éléments de stockage d’énergie en
causalité intégrale (resp. dérivée).

Lignes de puissance

Définition 27. [WYT95,NB05,Bor11] Ligne de puissance : Une ligne de puissance dans
une représentation bond graph acausale est une suite alternée de liens de puissance et d’éléments
multiport. Par définition, une ligne de puissance ne passe pas plus d’une fois par le même lien
de puissance.

Une ligne de puissance représente un « chemin » d’acheminement de l’énergie entre deux
points d’un système.

Définition 28. [Bor11] Ligne de puissance entrée/sortie : Une ligne de puissance en-
trée/sortie est une ligne de puissance entre un lien de puissance dont l’une des deux variables de
puissance dépend d’une entrée du modèle et, un lien de puissance dont l’une des deux variables
de puissance est en relation avec une sortie.

Définition 29. [Ngw01,Bor11] Lignes de puissance disjointes : Deux lignes de puissance
sont dites disjointes si elles n’ont aucun lien de puissance en commun.

Chemins causaux

Tandis que le concept de ligne de puissance s’appuie essentiellement sur l’existence de relations
entre les puissances et est acausal, le concept de chemin causal est associé à l’orientation des
équations du modèle et l’affectation des variables du modèle par ces équations.

Définition 30. [WYT95,Ngw01,Bor11] Un chemin causal dans une représentation bond
graph causale ou bicausale est une suite ordonnée de variables mises en relation les unes aux
autres conformément à l’affectation de la causalité ou bicausalité sur le bond graph, sans qu’une
seule de ces variables n’apparaissent plus d’une fois dans la suite.

Définition 31. [Bor11] Un chemin causal entrée/sortie est une chemin causal entre une
variable d’entrée et une variable de sortie.

Définition 32. [Rah93] Sur un modèle bond graph en causalité préférentiellement intégrale,
deux chemins causaux sont dits BG-différents s’ils ne possèdent aucun élément de stockage d’éner-
gie en causalité intégrale en commun.
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Définition 33. [Ngw01,Bor11] Deux chemins causaux disjoints sont deux chemins causaux
sans aucune variable commune.

Définition 34. [NB05,Bor11] Un chemin causal est associé à une ligne de puissance si
pour chaque lien de puissance de la ligne, l’une des deux variables de puissance appartient au
chemin causal.

La notion de chemin causal montre comment une variable influe mathématiquement sur une
autre dans un modèle bond graph.

Définition 35. [Ber97,FN97,Bor11] L’ordre d’un chemin causal dans une représentation
bond graph causale ou bicausale (en causalité préférentiellement intégrale) est défini comme la
différence entre le nombre d’éléments de stockage en causalité intégrale d’une part, et celui des
éléments de stockage en causalité dérivée d’autre part, rencontrés le long du chemin causal.

L’ordre d’un ensemble de chemins causaux est la somme des ordres des chemins causaux
constituant l’ensemble.

Définition 36. [FN97] L’ordre BG d’un modèle bond graph est égale au nombre nI(I)
d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale lorsque le modèle est en causalité pré-
férentiellement intégrale. Ce nombre correspond à la dimension du vecteur d’état et donc au
nombre de conditions initiales qu’il est nécessaire de fixer pour lancer une simulation. Il est égal
au nombre de variables d’état qui sont statiquement indépendantes.

Définition 37. [FN97] L’ordre BG d’un système d’équations représenté par un
modèle bond graph est donné par nI(I) − nI(D) où nI(I) (resp. nI(D)) représente le nombre
d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale lorsque le modèle bond graph est en cau-
salité préférentiellement intégrale (resp. dérivée). Cette ordre correspond au nombre de variables
d’état dynamiquement indépendantes.

Définition 38. [Rah93] Sur un modèle bond graph causal, la longeur BG lk(vi, vj) d’un
chemin causal k○ entre une variable vi et une autre variable vj est égale au nombre d’éléments
de stockage d’énergie en causalité intégrale rencontrés le long de ce chemin.

Définition 39. [Rah93] Sur un modèle bond graph causal, l’ordre BG ωk(vi, vj) d’un
chemin causal k○ entre une variable vi et une autre variable vj est défini de sorte que :

ωk(vi, vj) := nI − nD (A.6)

où nI (resp. nD) est le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale (resp.
dérivée) rencontrés le long de ce chemin.

Définition 40. Sur un modèle bond graph en causalité préférentiellement intégrale, l’ordre
relatif BG n′BG,i de la sortie yi est égal à ωminBG,i, l’ordre BG minimal qu’un chemin causal
puisse avoir entre la sortie yi et n’importe quelle entrée.

Définition 41. [CDD+86,WDA09] L’ordre d’essentialité d’une sortie est le nombre maxi-
mal de dérivations nécessaires d’une sortie pour exprimer les entrées dans un modèle inverse.

A.5 Critères d’inversibilité d’un modèle bond graph

Définition 42. [FN97] Le bond graph inverse d’un système est son modèle bond graph
obtenu après affectation de la bicausalité et tel qu’il représente graphiquement le modèle inverse
permettant d’exprimer ses entrées en fonction de ses sorties.

Nous considérons dans cette section, les hypothèses suivantes :
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Hypothèse 9. Les systèmes sont carrés : le nombre d’entrées du modèle est égal au nombre de
sorties.

Approche algébrique

Pour les systèmes linéaires, la littérature fournit plusieurs critères directs d’inversibilité qui
permettent de tester directement, à partir de la représentation d’état ou de la matrice de transfert
ou encore à partir de la matrice système, l’inversibilité du modèle sans la détermination du
modèle inverse [SM69,BM65,Res90]. Pour les systèmes non linéaires, les conditions nécessaires
et suffisantes d’inversibilité se déduisent au cours de la construction du modèle inverse : les
critères indirects. Ainsi, on définit une deuxième hypothèse.

Hypothèse 10. Les systèmes sont linéaires et invariants dans le temps (LTI).

Parmi les critères d’inversibilité, le plus couramment utilisé est le suivant :

Critère 3. Soit Σ un système carré, linéaire et invariant dans le temps, défini par le quadruplet
de matrices (A,B,C,D). On note T sa matrice de transfert donnée par T(s) = C(sI−A)−1B+

D. La matrice système associée P est donnée par P(s) =

(
sI−A B

−C D

)
. Le système Σ est

inversible si et seulement si l’une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
(1) detT(s) 6= 0 ,
(2) detP(s) 6= 0 .

Approche bond graph

Défini par Rahmani dans sa thèse [Rah93], le premier critère bond graph direct d’inversibilité
repose sur les notions des chemins causaux E/S différents :

Critère 4. Soit un modèle bond graph avec m entrées et vérifiant les deux hypothèses ci-dessus.
– Si le modèle bond graph ne contient pas m chemins causaux E/S différents, alors le système

est non inversible.
– Si le modèle bond graph contient un seul choix possible de m chemins causaux E/S diffé-

rents, alors le système est inversible.
– Si le modèle bond graph contient plusieurs choix possibles de m chemins causaux E/S

différents, alors il faut calculer le déterminant de la matrice système pour conclure sur
l’inversibilité du système.

Un autre critère d’inversibilité qui repose sur les notions des lignes de puissances E/S dis-
jointes et des chemins causaux E/S disjoints a été défini par Ngwompo [FN97,NB05]. Ce critère
est applicable à des systèmes linéaires et non linéaires :

Critère 5. Soit un modèle bond graph qui vérifie les hypothèses 9 et 10, le modèle est inversible
si les conditions suivantes sont vérifiées :

– Condition nécessaire 1 : il existe au moins un ensemble de m lignes de puissance (E/S)
disjointes sur le modèle bond graph acausal. Si cette condition n’est pas vérifiée alors le
système n’est pas inversible.

– Condition nécessaire 2 : il existe au moins un ensemble de chemins causaux E/S dis-
joints sur le modèle bond graph causal. Si cette condition n’est pas vérifiée alors le système
n’est pas inversible.
Si le modèle possède plusieurs ensembles de m chemins causaux E/S disjoints, alors :
– Choisir un ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes associé à un ensemble de

m chemins causaux E/S disjoints,
– Remplacer les éléments portant les entrées (resp. sorties) du modèle bond graph par des

double détecteurs (resp. double sources),
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– Construire le modèle bond graph bicausal correspondant en propageant la bicausalité le
long des m lignes de puissance E/S disjointes choisies.

– Condition nécessaire 3 : La structure de jonction du modèle bond graph bicausal résultant
doit être résoluble. Si quel que soit l’ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes choisi
et quelles que soient les affectations causales retenues pour le modèle bond graph bicausal,
une structure de jonction non résoluble apparaît alors le système n’est pas inversible.

A.6 Ordre d’essentialité d’une sortie

Dans le contexte du dimensionnement des systèmes mécatroniques, la détermination de ce
type d’ordre nous permet de vérifier ainsi que le cahier des charges est correctement rédigé et
que les trajectoires spécifiées sont suffisamment dérivables par rapport au temps pour calculer
des entrées physiquement réalisables.

Dans la littérature, il existe un certain nombre de procédures pour déterminer l’ordre d’essen-
tialité d’une sortie. Nous considérons tout d’abord l’approche algébrique : l’ordre d’essentialité
est déterminé à partir du modèle d’état.

Théorème 4 (Modèle d’état → ordre d’essentialité [CDD+86]). Pour un système (A,B,C)
inversible à droite et présentant p sorties, l’ordre d’essentialité nie de la sortie yi peut être calculé
de sorte que :

nie =

p∑

j=1

nj −
p−1∑

j=1

nij

où :
– nj est l’ordre du jième zéro à l’infini du système (A,B,C) ;
– nij est l’ordre du jième zéro à l’infini du système (A,B,Ci) lorsque :

Ci =
(
cT1 cT2 . . . cTi−1 cTi+1 . . . cTp

)T

et ∀j ∈ {1, . . . , p}, cj est la jième ligne de C.

Remarque 13. L’hypothèse d’inversibilité à droite est nécessaire pour justifier le calcul des
ordres d’essentialité pour chacune des p sorties. De plus, même si le théorème n’a pas été énoncé
dans ce cadre, il reste valable pour un système où D 6= 0 (les nj sont alors calculés à partir du
système (A,B,C,D) et les nij à partir des sous-systèmes (A,B,Ci,Di) où Di est la matrice
obtenue en supprimant la iième ligne de D.).

Les ordres d’essentialité peuvent également être déterminés directement à partir de l’analyse
d’un modèle bond graph en adoptant une approche soit causale soit bicausale.

A.6.1 Approche bond graph causale

Jardin a proposé dans sa thèse la procédure suivante pour déterminer l’ordre d’essentialité
d’une sortie, en exploitant le modèle bond graph causal.

Théorème 5 (Modèle bond graph → ordre d’essentialité [Jar10]). .
Soit un modèle bond graph carré, linéaires et invariants dans le temps et supposé inversible.
L’ordre d’essentialité nBG,ie de la sortie yi peut être calculé de sorte que :

nBG,ie = Lp − L
(i)
p−1

où, sur le modèle bond graph en causalité préférentiellement intégrale :
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– Lp est la longueur BG minimale qu’un ensemble de p chemins causaux E/S BG-différents
puisse avoir sur le modèle bond graph initial ;

– L
(i)
p−1 est la longueur BG minimale qu’un ensemble de p − 1 chemins causaux E/S BG-

différents puisse avoir sur le modèle bond graph obtenu en supprimant du modèle bond
graph initial son iième détecteur.

A.6.2 Approche bond graph bicausale

L’ordre d’essentialité peut être déterminé d’une manière plus simple en exploitant directement
le modèle bond graph bicausal correspondant. Un théorème permettant cette détermination a
été établi par El Feki et al. :

Théorème 6. Modèle bond graph bicausal → ordre d’essentialité [EFMFK12]
Soit un modèle bond graph carré, linéaire et invariant dans le temps et supposé inversible.
L’ordre d’essentialité nBG,ie de la sortie yi peut être calculé de sorte que :

nBG,ie = − min
j∈J1,...,mK

{ωji}

où ωji est l’ordre BG minimal que peut avoir un chemin causal entre la double source associée à
yi et le double détecteur associée à uj sur le modèle bond graph bicausal correspondant affecté
d’une causalité préférentiellement intégrale.
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Annexe B

Théorie de probabilité

Cette annexe a pour objectif de présenter un certain nombre de définitions et de concepts
de base de l’approche probabiliste. Pour cela, nous allons citer notamment les définitions dans
[Sap06].

B.1 Probabilité

Nous allons introduire dans cette section la probabilité sur un espace fini, puis élargir cette
définition pour les variables aléatoires réelles. Les notions de la densité et de l’indépendance
seront également abordées.

B.1.1 Espace probabilisé

La théorie de probabilité est basée sur la notion « aléatoire ». Une expérience dite aléatoire
est celle dont le résultat est imprévisible. Elle donne lieu à des résultats différents quand elle est
répétée dans des conditions identiques. Notons ω le résultat de cette expérience et Ω l’ensemble
de tous les résultats possibles.

L’ensemble Ω est désigné par l’ensemble fondamental ou encore l’univers. Un événement
A est un sous-ensemble de Ω tel qu’à l’issue de l’expérience aléatoire, il est possible de déterminer
si l’événement A s’est produit ou non. L’événement élémentaire est une partie de Ω réduite à un
seul élément.

Dans un ensemble Ω non dénombrable 1, pour pouvoir construire une probabilité, il est né-
cessaire de restreindre les événements que l’on considère à une sous-classe C(Ω) appelée tribu.

Définition 43. Une tribu A sur Ω est une classe de parties de Ω qui vérifie les trois propriétés
suivantes :

– ∅,Ω ∈ A
– A ∈ A ⇒ Ac ∈ A
– Si (Ai)i∈I est une famille dénombrable d’éléments de A alors

⋃
i∈I Ai et

⋂
i∈I Ai sont dans

A

{∅,Ω} est la plus petite tribu sur Ω (tribu grossière) et P(A) est la plus grosse tribu sur Ω
(tribu discrète). Si A ⊂ Ω, {∅, A,Ac,Ω} est une tribu sur Ω.

L’ensemble des événements constitue une classe C de parties de Ω.

1. Un ensemble est dénombrable s’il existe une surjection de N sur cet ensemble.
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Définition 44. On appelle espace probabilisable le couple (Ω; C) où C constitue une tribu
de parties de Ω.

Définition 45. On appelle probabilité sur (Ω, C) une application P : C → [0, 1] qui vérifie
– P (Ω) = 1
– Si (Ai)i∈I est une famille dénombrable d’éléments de C deux à deux disjoints ∀i 6= j ∈
I,Ai ∩ Aj = ∅ alors

P

(⋃

i∈I
Ai

)
=
∑

i∈I
P (Ai) (B.1)

Le triplet (Ω, C, P ) s’appelle un espace probabilisé.

Supposons que l’on s’intéresse à la réalisation d’un événement A, en sachant qu’un événement
B est réalisé. Cette réalisation est caractérisée par la probabilité conditionnelle de P (A/B).

Définition 46. Soit B un événement de probabilité non nulle. On appelle probabilité condi-
tionnelle de A sachant B (ou encore de A si B) le rapport noté P (A/B) :

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
(B.2)

B.1.2 Indépendance

Définition 47. Indépendance de deux événements A est indépendant de B si P (A/B) =
P (A).
A indépendant de B ⇔ B indépendant de A.

Définition 48. Indépendance mutuelle Soient A1, A2, . . . , An des événements ; ils sont dits
mutuellement indépendants si pour toute partie I de l’ensemble des indices allant de 1 à n on a :

P

[⋂

I

Ai

]
=
∏

I

P (Ai) (B.3)

Cette condition est beaucoup plus forte que l’indépendance deux à deux, qui ne lui est pas
équivalente mais en est une simple conséquence.

B.1.3 Loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle

Dans plusieurs cas, on peut associer à chaque événement ω ∈ Ω un nombre θ ∈ R. Si on
peut spécifier une règle associant les événements ω et les nombres θ, on peut définir une variable
aléatoire réelle.

Si X est une application d’un ensemble probabilisé (Ω, C, P ) dans un ensemble E, il faut
donc que E soit probabilisable, c’est-à-dire muni d’une tribu T et que l’image réciproque de tout
élément de T soit un événement. Une variable aléatoire X est donc une application mesurable
de (Ω, C, P ) dans (E,T ). Lorsque E = R, la tribu engendrée par les intervalles de R peut être
utilisée. Cette tribu est appelée tribu borélienne et est notée B.

Définition 49. Une variable aléatoire réelle Θ est une application mesurable de (Ω, C, P ) dans
R muni de sa tribu borélienne (R,B).

On appelle loi de probabilité de Θ la mesure image de P par Θ et on la note PΘ

Définition 50. La fonction de répartition d’une variable aléatoire Θ est l’application F de R

dans [0, 1] définie par :
F (θ) = P (Θ < θ) (B.4)

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf 
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



B.2. Fonction de densité de probabilité pour la description de l’incertitude 155

B.2 Fonction de densité de probabilité pour la description de

l’incertitude

Une variable aléatoire continue peut être caractérisée par sa fonction de densité de probabilité.
Cette fonction associe une probabilité à chaque ensemble de valeurs définies dans un intervalle
donné.

Définition 51. Fonction de densité de probabilité
Soit Θ une variable aléatoire continue, une loi de probabilité ou une fonction de densité de

probabilité (FDP) associée est une fonction notée φΘ telle que :
– φΘ(θ) ≥ 0 ;
–
∫ +∞
−∞ φΘ(θ)dθ = 1 c’est-à-dire l’aire totale sous la courbe est égale à 1.

La probabilité que prenne des valeurs comprises entre a et b (a; b ∈ R) est donnée par : P (a ≤
Θ ≤ b) =

∫ b
a φΘ(θ)dθ ce qui correspond a l’aire sous la courbe entre a et b.

La fonction de densité de probabilité représente la dérivée par rapport à la variable aléatoire
de la fonction de répartition.

ΦΘ(θ) =

∫ θ

−∞
φΘ(τ)dτ (B.5)

Relations entre des variables aléatoires
Nous considérons dans cette section la loi jointe de deux variables aléatoires. Ensuite, nous

introduisons quelques fonctions utiles pour étudier la relation entre des variables aléatoires.
Les définitions portant sur la loi jointe entre deux variables aléatoires Θ1 et Θ2 impliquent

que ces dernières soient définies sur le même espace fondamental Ω. Si Θ1 et Θ2 sont définies
respectivement sur les espaces fondamentaux Ω1 et Ω2, alors il faut envisager un espace qui
englobe Ω1 et Ω2 (espace-produit).

La loi jointe des deux variables aléatoires ou loi de probabilité du couple (Θ1,Θ2) est définie
par :

– Dans le cas discret :

θ1, θ2 → pθ1θ2 = P (Θ1 = θ1 et Θ2 = θ2) (B.6)

– Dans le cas continu :

θ1, θ2 → pθ1θ2 = P (Θ1a < Θ1 < θ1b et P (Θ2c < Θ2 < θ2d) (B.7)

Ceci peut être généralisé à un nombre quelconque de variables aléatoires.
Nous présentons par la suite la définition de fonctions de densité de probabilité conjointe,

marginale et conditionnelle.

Définition 52. Fonction de densité de probabilité conjointe
Soit un ensemble de variables aléatoires {Θ1, . . . ,Θn}, la fonction de densité de probabilité

conjointe φΘ1,...,Θn(θ1, . . . , θn) décrit la probabilité d’événements définis en terme de Θ1, . . . ,Θn.
Dans le cas de deux variables aléatoires, on parle de distribution bivariable. Pour n variables
aléatoires, il s’agit d’une distribution multivariable.

Définition 53. Fonction de densité de probabilité marginale
Les fonctions de densité de probabilité marginales sont les fonctions de densité de probabilité
des variables aléatoires {Θ1, . . . ,Θn} prises séparément. La fonction de densité de probabilité
marginale associée à Θi est notée φΘi

(θi).

À partir de la FDP conjointe, la FDP marginale de chaque variable aléatoire peut être déduite.
Par contre, la FDP conjointe ne peut être obtenue à partir des FDP marginales sauf dans le cas
où les variables sont indépendantes.
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Théorème 7. La fonction de densité de probabilité marginale de la variable aléatoire Θi peut
être calculée à partir de la FDP conjointe φΘ1,...,Θn(θ1, . . . , θn) comme suit :

φΘi
(θi) =

∫

ΩΘ1

· · ·
∫

ΩΘi−1

∫

ΩΘi+1

· · ·
∫

ΩΘn

φΘ1,...,Θn(θ1, . . . , θn)dθ1 . . . dθi−1dθi+1 . . . dθn (B.8)

Définition 54. Fonction de densité de probabilité conditionnelle
Pour un couple de variables aléatoires (Θ1,Θ2), la fonction de densité de probabilité condi-

tionnelle φΘ1|Θ2=θ2(θ1|θ2) (resp. φΘ2|Θ1=θ1(θ2|θ1)) est la fonction de densité de probabilité de
la variable aléatoire Θ1 (resp. Θ2) conditionnée par la réalisation de l’événement Θ2 = θ2
(resp. Θ1 = θ1). Pour un ensemble de variables aléatoires {Θ1, . . . ,Θn}, la fonction de densité
de probabilité conditionnelle φΘi|Θ1=θ1,...,Θi−1=θi−1,Θi+1=θi+1,...,Θn=θn(θi|θ1, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θn)
est la fonction de densité de probabilité de Θi conditionnée par la réalisation des événements
Θ1 = θ1, . . . ,Θi−1 = θi−1,Θi+1 = θi+1, . . . ,Θn = θn.

Les fonctions de densité de probabilité marginale, conjointe et conditionnelle peuvent être
déduites les unes à partir des autres et ce, grâce au théorème 8.

Théorème 8. Soit deux variables aléatoires Θ1 et Θ2, la FDP conjointe associée φΘ1,Θ2 peut
s’écrire en fonction des FDP conditionnelles (φΘ1|Θ2=θ2 et φΘ2|Θ1=θ1) et des FDP marginales
(φΘ1 et φΘ2) :

φΘ1,Θ2(θ1, θ2) = φΘ1|Θ2=θ2(θ1|θ2)φΘ2(θ2) = φΘ2|Θ1=θ1(θ2|θ1)φΘ1(θ1) (B.9)

Pour des variables aléatoires multiples {Θ1, . . . ,Θn} ., la relation entre les FDP conjointe, condi-
tionnelle et marginale est donnée par :

φΘ1,...,Θn(θ1, . . . , θn) = φΘn|Θ1=θ1,...,Θn−1=θn−1
(θn|θ1, . . . , θn−1)φΘ1,...,Θn−1(θ1, . . . , θn−1)

= φΘn|Θ1=θ1,...,Θn−1=θn−1
(θn|θ1, . . . , θn−1)

· φΘn−1|Θ1=θ1,...,Θn−2=θn−2
(θn−1|θ1, . . . , θn−2)

· . . .
· φΘ2|Θ1=θ1(θ1|θ2)
· φΘ1(θ1)

(B.10)

B.3 Propagation de la densité de probabilité

La propagation de densité de probabilité permet de caractériser l’incertitude aléatoire d’inté-
rêt liée par l’intermédiaire d’une fonction continue à une autre incertitude aléatoire dont la FDP
est donnée.

La propagation se fait en utilisant les deux théorèmes suivantes :

Théorème 9. Soit Θ1 une variable aléatoire ayant φΘ1(θ1) comme fonction de densité de pro-
babilité marginale et soit Θ2 une autre variable aléatoire telle que Θ2 = g(Θ1), alors la fonction
de densité de probabilité associée φΘ2(θ2) peut être calculée comme suit si la fonction g est un
difféomorphisme (bijective et bi-différentiable) : [Sap06]

φΘ2(θ2) =

∣∣∣∣
dθ1
dθ2

∣∣∣∣φΘ1(θ1) =
φΘ1(θ1)

|g′(g−1(θ1))|
=
φΘ1(g

−1(θ2))

|g′(g−1(θ2))|
(B.11)

où g−1 est la fonction inverse de g et g′ est sa dérivée par rapport à Θ1.

Le théorème est étendu pour le cas d’une fonction g qui n’est pas bijective. Lorsque g n’est pas
un difféomorphisme global (un scénario classique), la FDP de Θ2 peut être déduite en définissant
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B.3. Propagation de la densité de probabilité 157

la fonction g sur k domaines continus, où g est localement un difféomorphisme. Ensuite, nous
pouvons localement appliquer le théorème ci-dessus et prendre la somme de toutes les images
réciproques de θ1 :

φΘ2(θ2) =

k∑

i=1

φΘ1(g
−1
i (θ2))

|g′(g−1
i (θ2))|

(B.12)

En réalité, il est très fréquent que l’on ait besoin de propager un vecteur de plusieurs va-
riables aléatoires. Dans ce cas, les variables aléatoires sont représentées par les FDP conjointes
de ces vecteurs et la propagation est effectuée sur ces FDP. La dérivée de g est remplacée par le
déterminant de la jacobienne.

Dans le cas général, la propagation se fait en passant par la fonction de répartition.
Dans le cas d’une fonction inversible, la propagation se fait directement avec les FDP.

Théorème 10. Soit deux vecteurs de n variables aléatoires Θ = (Θ1, . . . ,Θn) de fonction de
densité de probabilité conjointe φΘ(θ) et P = (P1, . . . , Pn) de fonction de densité de probabilité
conjointe φP(p) tels que p = g(θ) avec le vecteur de fonctions g = (g1, . . . , gn) et h = g−1.

Si h est continûment différentiable alors la FDP conjointe φP de P s’écrit :
φP(p) = |Jg|−1φΘ(θ) = |Jg|−1φΘ(g

−1(p))

où |Jg| = det




∂g1(θ)
∂θ1

. . . ∂g1(θ)
∂θn

...
. . .

...
∂gn(θ)
∂θ1

. . . ∂gn(θ)
∂θn


 est le déterminant de la jacobienne de g par rapport à

θ.

Les théorèmes ci-dessus impliquent que les vecteurs de variables aléatoires Θ et P aient
la même dimension. Ces théorèmes ne permettent pas d’obtenir la FDP conjointe associée à
P lorsque le nombre de variables aléatoires de ce vecteur est inférieur au nombre de variables
aléatoires du vecteur Θ. C’est toutefois un scénario fréquent. Des variables fictives peuvent alors
être ajoutées afin d’obtenir la même dimension pour les deux vecteurs aléatoires. Ces variables
fictives peuvent être choisies, par exemple, parmi les variables de Θ :





p1 = g1(θ1, . . . , θnθ
)

...
pnp = gnp(θ1, . . . , θnθ

)
pnp+1 = θnp+1
...
pnθ

= θnθ

(B.13)

Dans le cas d’un vecteur, la FDP obtenue est donc une FDP conjointe. Afin de déterminer la
FDP marginale d’une variable, la FDP conjointe doit être intégrée sur tous les domaines de
définition des autres variables (y compris les variables « fictives » si elles ont été ajoutées pour
équilibrer la dimension des vecteurs).
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Annexe C

La logique floue

C.1 Définitions

Afin de répondre au besoin de représenter des connaissances imprécises, le concept de sous
ensemble flou (SEF) a été introduit. Il permet d’éviter les passages brusques d’une classe à une
autre et d’autoriser des éléments à appartenir partiellement à chacune des classes.
On considère un ensemble de référence X. Un sous-ensemble classique A de X est défini par une
fonction caractéristique χ(A) qui prend la valeur 0 pour les éléments de X n’appartenant pas à
A et la valeur 1 pour ceux qui appartiennent à A : [BM95]

χA : X → {0, 1}

Définition 55. Un sous-ensemble flou A de X est défini par une fonction d’appartenance qui
associe à chaque élément x de X , le degré fA(x), compris entre 0 et 1, avec lequel x appartient
à A : [BM95]

fA : X → [0, 1]

Un sous-ensemble classique est donc un cas particulier de sous-ensemble flou où fA ne prend
que des valeurs égales à 0 ou 1.
On note F (X) l’ensemble de tous les sous-ensembles flous de X.
Un sous ensemble flou A est classiquement représenté en utilisant la notation suivante. Elle
indique pour tout élément x de X son degré fA(x) d’appartenance à A :

A =
∑

x∈X fA(x)/x , si X est dénombrable,
A =

∫
X fA(x)/x, si X est non dénombrable. [BM95]

La notation est symbolique. Elle n’a pas le sens du calcul. Nous présentons maintenant
quelques caractéristiques d’un SEF A et les opérations sur les SEF :

– Le support de A : supp(A) = {x ∈ X/fA(x) 6= 0}
– La hauteur de A : h(A) = supx∈X(fA(x)), si h(A)=1, on a un SEF normalisé.
– Le noyau de A : noy(A) = {x ∈ X/fA(x) = 1}
– La cardinalité : |A| =∑x∈X fA(x)

Les opérations sur les SEF :
– Égalité : A = B ⇔ ∀x ∈ X, fA(x) = fB(x)
– Inclusion : A ⊆ B ⇔ ∀x ∈ X, fA(x) ≤ fB(x)
– Intersection : A ∩B = C ⇔ ∀x ∈ X, fC(x) = min{fA(x), fB(x)}
– Union : A ∪B = C ⇔ ∀x ∈ X, fC(x) = max{fA(x), fB(x)}
– Complément : AC est défini comme le SEF de X de fonction d’appartenance : ∀x ∈
X, fAC (x) = 1− fA(x)

Les propriétés des SEF :

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0081/these.pdf 
© [V. H. Nguyen], [2014], INSA de Lyon, tous droits réservés



160 Annexe C. La logique floue

– Associativité de ∩ et de ∪
– Commutativité de ∩ et de ∪
– A ∩X = A;A ∩ ∅ = ∅
– A ∪X = X;A ∪ ∅ = A
– A ∪B ⊇ A ⊇ A ∩B
– A ∩ (B′ ∪B′′) = (A ∩B′) ∪ (A ∩B′′)
– A ∪ (B′ ∩B′′) = (A ∪B′) ∩ (A ∪B′′)
– |A|+ |B| = |A ∩B|+ |A ∪B|
– AC ∩ A 6= ∅;AC ∪ A 6= X
– (A ∩B)C 6= AC ∪BC ; (A ∪B)C = AC ∩BC

– (AC)C = A
– ∅C = X;XC = ∅
– (supp(AC))C = noy(A); (noy(AC))C = supp(A)

Définition des α-coupes associées à un sous-ensemble flou :

Définition 56. Pour un seuil donné α de [0,1], on définit la α-coupe du sous-ensemble flou A
de X comme le sous-ensemble Aα = {x ∈ X/fA(x) ≥ α} de X, dont la fonction caractéristique
χAα est telle que : χAα = 1 si et seulement si fA(x) ≥ α.

Les α-coupes sont donc les parties non floues de X. Les α-coupes des SEF vérifient :
– (A ∩B)α = Aα ∩Bα

– (A ∪B)α = Aα ∪Bα

– si A ⊇ B alors Aα ⊇ Bα

Un sous-ensemble flou A de X peut être représenté à partir de ses α-coupes grâce au théorème
de décomposition.

Théorème 11. Tout sous-ensemble flou A de l’ensemble de référence X est défini à partir de
ses α-coupes par :

∀x ∈ X, fA(x) = supα∈]0,1]α.χAα(x)

où sup indique le supremum (la borne supérieure des valeurs possibles) et χAα est la fonction
caractéristique de Aα.

C.2 Nombre flou

Dans cette section, nous présentons le concept de nombre flou, qui représente des propriétés
de variables prenant leurs valeurs dans l’ensemble R des nombres réels. Ils correspondent à l’idée
de voisinage d’une valeur précise.

C.2.1 Sous-ensemble flou convexe

Définition 57. Un sous-ensemble flou A de l’ensembleX des nombres réels est convexe si, pour
tout couple d’éléments a et b de X, et pour tout nombre λ de [0,1], la fonction d’appartenance
de A vérifie [BM95] :

fA(λa+ (1− λ)b) ≥ min(fA(a), fA(b))

Il est à noter qu’on ne considère la propriété convexe que sur l’ensemble des nombres réels R.
Un sous-ensemble flou A de R est convexe si toutes ses α-coupes Aα sont convexes : ∀(a, b) ∈

A2
α,∀λ ∈ [0, 1], λa + (1− λ)b ∈ Aα.

Si A et B sont deux SEF convexes de R, leur intersection est convexe.
On utilisera la propriété de convexité dans la définition d’un intervalle flou dans le paragraphe

suivant.
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C.2.2 Nombre flou

Définition 58. Une quantité floue est un sous-ensemble flou normalisé Q de R. Une valeur
modale de Q est un élément m de R tel que fQ(m) = 1.

Définition 59. Un intervalle flou I est une quantité floue convexe.

Un intervalle flou correspond à un intervalle de l’ensemble des réels dont les limites sont
imprécises (ou mal déterminées).

Définition 60. Un nombre flou M est un intervalle flou de fonction d’appartenance semi-
continue supérieurement et de support borné, admettant une unique valeur modale m.

Un nombre flou correspond à une valeur réelle m connue imprécisément.

.

Figure C.1 – Quantité floue, intervalle flou et nombre flou.

C.3 Produit Cartésien, principe d’extension

Le concept de sous-ensemble flou est, en effet, une extension de celui de sous ensemble clas-
sique. Par conséquent, les concepts mathématiques classiques sur des sous-ensembles/éléments
précis peuvent être étendus/adaptés pour des sous-ensemble flous : la convergence floue, les inté-
grales floues, les graphes flous...Nous présentons ici le produit cartésien, le principe d’extension
et les relations flous basiques.

C.3.1 Produit cartésien

La description de tout système fait généralement intervenir plusieurs univers de référence.
Par exemple, la connaissance d’un moteur à courant continu est basée sur la connaissance des
paramètres R, L,... Pour considérer un tel système avec plusieurs ensembles de référence, on
construit un univers global dont les diverses composantes sont les ensembles de référence initiaux.

Hypothèse 11. Les ensembles de référence n’ont pas d’effet les uns sur les autres (les obser-
vations faites sur chacun d’entre eux sont indépendantes les unes des autres). On dit alors que
les sous-ensembles flous définis sur ces ensembles de référence sont non-interactifs. [BM95]
[Zad65]
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Définition 61. Soient des sous ensembles flous A1, A2, . . . , Ar respectivement définis sur
X1,X2, . . . ,Xr. On définit le produit cartésien A = A1×A2×· · ·×Ar, comme un sous-ensemble
flou de X = X1×X2×· · ·×Xr de fonction d’appartenance définie pour tout x = (x1, x2, . . . , xr)
de X par

µA(x) = min {µA1(x1), µA2(x2), . . . , µAr(xr))} = min
i
µAi

(xi) (C.1)

C.3.2 Projection d’un sous-ensemble flou - L’extension cylindrique

Soit un sous-ensemble flou A défini sur un univers X1×X2, produit cartésien de deux ensemble
de référence X1 et X2. Afin de retrouver des informations sur un composant (X1 ou X2), on
effectue la projection sur cet composant.

Définition 62. La projection ΠY d’un sous-ensemble flou A de X = X1 ×X2 × ...×Xr sur
Y = Xa × Xb × ... × Xk avec a, b, ..., k ∈ {1, 2, ..., r} est définie comme un sous-ensemble flou
ΠYA de Y dont la fonction d’appartenance est définie pour tout α = (αa, αb, . . . , αk) de Y par :

µΠY A(α) = sup
{(x̄i1

,...,x̄ir−k
)/i/∈{a,...,k}}

µA(x̄i1 , αa, . . . , x̄ir−k
, αk) (C.2)

où les x̄i et les αj sont ordonnés.

Définition 63. Soit A = A1 × A2 × · · · × Ar un sous-ensemble flou défini sur X = X1 ×
X2 × · · · ×Xr. L’extension cylindrique sur X d’un sous-ensemble flou Ai, i ∈ {1, . . . , r} est
un sous-ensemble flou noté Âi (ou parfois CX(Ai) dans la littérature) de X dont la fonction
d’appartenance est donnée pour tout x = (x1, x2, . . . , xr) de X par

µ
Âi
(x) = µAi

(xi) (C.3)

Le produit cartésien et la projection des sous-ensembles flous peuvent causer une « perte
d’information » en ce sens que les sous-ensembles flous obtenus par la projection d’un produit
cartésien ne sont pas nécessairement les sous-ensembles flous initiaux. De plus, nous pouvons
avoir une différence entre le produit cartésien des projections et le sous-ensemble flou initial. Sous
certaines hypothèses, cependant, on peut montrer que ces opérations commutent. En d’autres
termes, on a les égalités suivantes :

µΠXj
A1×···×Ar = µAj

et µΠX1
A×···×ΠXrA = µA1×···×Ar

Ces égalités font l’objet des deux propositions suivantes.

Proposition 3. Soient des sous ensembles flous A1, A2, . . . , Ar définis sur X1,X2, . . . ,Xr, dont
les fonctions d’appartenance µA1 , µA2 , . . . , µAr sont normalisées. Alors, la projection du produit
cartésien A = A1 × · · · ×Ar relativement à Xj est Aj. En d’autres termes, on a

µΠXj
A = µAj

(C.4)

De plus, le produit cartésien des projections et le sous-ensemble flou initial ne sont pas tou-
jours identiques. Retrouver exactement A = A1×· · ·×Ar à partir des projections ΠX1A, . . . ,ΠXrA
correspond à un problème de type « lossless join » dans la logique floue dont la condition générale
est proposée dans [RM88]. Nous utilisons cette condition ici pour les projections.

Proposition 4. Soient des sous ensembles flous A1, A2, . . . , Ar définis sur X1,X2, . . . ,Xr. On
suppose que pour tout x de X = X1 × · · · ×Xr, il existe au moins un indice i0 tel que

µ
Π̂Xi0

A
(x) = µA(x) , (C.5)

où Π̂Xi0A est l’extension cylindrique de ΠXi0A sur X. Alors, le produit cartésien des projections
ΠX1A× · · · ×ΠXrA est précisément le produit A = A1 × · · · ×Ar, soit, pour tout x de X,

µΠX1
A×···×ΠXrA(x) = µA(x) (C.6)

Les démonstrations de ces deux propositions ont été données dans le chapitre 4.
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C.3.3 Principe d’extension

On suppose qu’on dispose d’une application φ d’un ensemble de référence X vers un second
ensemble de référence Y . Soit A un sous-ensemble flou de X, on cherche le sous-ensemble flou
B, l’image de A par φ en utilisant le principe d’extension de Zadeh [BM95].

Définition 64. Étant donné un sous-ensemble flou A de X et une application φ de X vers
Y , le principe d’extension permet de définir un sous-ensemble flou B de Y associé à A par
l’intermédiaire de φ tel que ∀y ∈ Y :




µB(y) = sup

{x∈X/y=φ(x)}
µA(x) si φ−1({y}) 6= ∅

µB(y) = 0 si φ−1({y}) = ∅
(C.7)

Si φ est bijective, la détermination de la fonction d’appartenance de B est juste un transfert
de la fonction d’appartenance de A vers l’ensemble de référence Y :

∀y ∈ Y, fB(y) = fA(φ
−1(y))

Dans le cas particulier où X est le produit cartésien de plusieurs ensembles de référence
X1,X2, ...,Xr , on peut combiner le principe d’extension et la définition du produit cartésien, pour
trouver le SEF B correspondant dans Y défini par la fonction d’appartenance suivante [BM95] :

∀y ∈ Y




µB(y) = sup

{x=(x1,x2,...,xr)∈X/y=φ(x)}
min(fA1(x1), fA2(x2), ..., fAr (xr)) si φ−1({y}) 6= ∅

µB(y) = 0 si φ−1({y}) = ∅
(C.8)

Le principe d’extension peut être appliqué pour définir une règle compositionnelle, qui sert,
de manière analogue à l’approche probabiliste, à la recherche d’une loi « marginale » à partir
d’une loi de probabilité « conjointe ».

Théorème 12. Étant donné trois ensembles de référence X1,X2,X3 à tout couple de sous-
ensembles flous A de X1 ×X2 et B de X2 ×X3, on fait correspondre un sous-ensemble flou C
de X1 ×X3, de fonction d’appartenance définie par :

∀x1 ∈ X1,∀x3 ∈ X3, fC(x1, x3) = sup
{x2∈X2}

min(fA(x1, x2), fB(x2, x3)) (C.9)

Dans le cas particulier, quand on considère X3 comme un ensemble « unitaire » (∀x3 ∈
X3, fX3(x3) = 1), on obtient :

∀x1 ∈ X1, fC(x1) = sup
{x2∈X2}

min(fA(x1, x2), fB(x2))
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Annexe D

Inversion du modèle véhicule

Nous considérons, dans cette annexe, l’inversion du modèle de véhicule en situation de frei-
nage en ligne droite (figure D.1).

Comme nous adoptons ici l’approche locale de la propagation, nous construisons tout d’abord
le modèle inverse du véhicule entre (ż, ϕ̇) et (Fav , Far) et ensuite les modèles inverses des sus-
pensions entre Fav et mav et entre Far et mar.

Figure D.1 – Représentation bond graph bicausale du modèle du véhicule.

En exploitant le modèle bond graph bicausal de la figure D.1, nous cherchons le modèle
inverse d’ordre minimal du véhicule permettant de déterminer les variables (Fav , ˙∆zav , Far, ˙∆zar)
en fonction de (z, ϕ).

Les efforts Fav et Far s’expriment :
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Fav =
[
Mc.g +Mc.z̈ − Ic.ϕ̈+(Fxav+Fxar)z

Lar

]
. Lar

Lar+Lav

= − (Fxav+Fxar)
Lar+Lav

.z +Mc

(
Lar

Lar+Lav

)
.z̈ −

(
Ic

Lar+Lav

)
.ϕ̈+ Mc.g.Lar

Lar+Lav

= −αav.z − βav .z̈ − γav .ϕ̈+ Mc.gLar

Lar+Lav

Far =
[

McLav

Lar+Lav
.g + McLav

Lar+Lav
.z̈ + Ic.ϕ̈+(Fxav+Fxar)z

Lar

]
. Lar

Lar+Lav
+Mc.g +Mc.z̈

= (Fxav+Fxar)
Lar+Lav

.z +Mc

(
Lav

Lar+Lav

)
.z̈ +

(
Ic

Lar+Lav

)
.ϕ̈+ Mc.g.Lav

Lar+Lav

= −αar.z − βar.z̈ − γar.ϕ̈+ Mc.g.Lav

Lar+Lav

(D.1)

où :

αav = (Fxav+Fxar)
Lar+Lav

βav = −Mc

(
Lar

Lar+Lav

)

γav =
(

Ic
Lar+Lav

)

αar = − (Fxav+Fxar)
Lar+Lav

βar = −Mc

(
Lav

Lar+Lav

)

γar = −
(

Ic
Lar+Lav

)

(D.2)

Le calcul de ∆̇zav et ∆̇zar nécessite de prendre en compte les flux imposés par les dynamiques
résiduelles des roues avant et arrière. Nous considérons ici la roue avant (figure D.2). Le calcul
pour la roue arrière est similaire.

Figure D.2 – Représentation bond graph bicausale de la roue avant.

Le flux au niveau de la suspension avant s’exprime :

˙∆zav = ż − Lavϕ̇− żrav (D.3)

Nous appelons le débattement de la roue zrav. En exploitant le sous-modèle bond graph dans
la figure D.2, nous avons donc :

Mr ¨zrav + bpav. ˙zrav + kpav.zrav = αav .z + βav .z̈ + γav.ϕ̈+

(
− Mc.gLar

Lar + Lav
−Mr.g

)
(D.4)
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L’équation D.4 caractérise la dynamique résiduelle de la roue avant.

Nous pouvons également déduire l’équation caractérisant la dynamique résiduelle de la roue
arrière d’une manière similaire.

Mr ¨zrar + bpar. ˙zrar + kpar.zrar = αar.z + βar.z̈ + γar.ϕ̈+

(
−Mc.g.Lav

Lar + Lav
−Mr.g

)
(D.5)

En dénotant δav =
(
−Mc.gLar

Lar+Lav
−Mr.g

)
et δar =

(
−Mc.g.Lav

Lar+Lav
−Mr.g

)
, nous avons donc un

système d’équations différentielles caractérisant les dynamiques résiduelles des roues avant et
arrière :

{
Mr. ¨zrav + bpav ˙zrav + kpav.zrav = αav.z + βav .z̈ + γav .ϕ̈+ δav

Mr. ¨zrar + bpar ˙zrar + kpar.zrar = αar.z + βar.z̈ + γar.ϕ̈+ δar
(D.6)

Il nous faut trouver zrar et zrav à partir de l’équation D.6. Dans la suite, nous résolvons pour
zrav. La résolution pour zrar est similaire.

En exploitant les spécifications données sur z et ϕ :





ż(t) = −Kz√
1−ξ2z

[ωpz cos(ωpzt+ φz)− ξzωnz sin(ωpzt+ φz)] .e
−ξzωnzt

ϕ̇(t) =
−Kϕ√
1−ξ2ϕ

[ωpϕ cos(ωpϕt+ φϕ)− ξϕωnϕ sin(ωpϕt+ φϕ)] .e
−ξϕωnϕt

z̈(t) = −Kz√
1−ξ2z

[(
(ξz.ωnz)

2 − ω2
pz

)
sin(ωpzt+ φz)− 2.ξzωnzωpz cos(ωpzt+ φz)

]
e−ξzωnzt

ϕ̈(t) =
−Kϕ√
1−ξ2ϕ

[(
(ξϕ.ωnϕ)

2 − ω2
pϕ

)
sin(ωpϕt+ φϕ)− 2.ξϕωnϕωpϕ cos(ωpϕt+ φϕ)

]
e−ξϕωnϕt

(D.7)
Le premier membre de D.6 s’écrit donc :

αavz + βav z̈ + γavϕ̈+ δav = (αavKz + δav)−
Kz(αav+βavξ2zω

2
nz−βavω2

pz)e−ξzωnzt√
1−ξ2z

sin(ωpzt+Ψz)

+
2βavξzωnzωpzKz√

1−ξ2z
e−ξzωnzt cos(ωpzt+Ψz)

−γavKϕe−ξϕωnϕt√
1−ξ2ϕ

[(
ξ2ϕω

2
nϕ − ω2

pϕ

)
sin(ωpϕt+Φϕ)− 2ξϕωnϕωpϕ cos(ωpϕt+Ψϕ)

]

= fav(t)
(D.8)

Nous considérons donc l’équation différentielle :

Mr. ¨zrav + bpav ˙zrav + kpav.zrav = fav(t) (D.9)

.
L’équation différentielle homogène associée est donc :

Mr. ¨zrav + bpav ˙zrav + kpav.zrav = 0 (D.10)

L’équation caractéristique est : Mrk
2 + bpavk + kpav = 0.

∆av = b2pav − 4.kpavMr < 0 (D.11)

Donc :

k1,2 =
−bpav ± i

√
4kpavMr − b2pav

2Mr
(D.12)
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La solution de l’équation homogène est :

w̄ = e
−bpavt

2Mr

[
C1av cos

(√−∆av

2Mr
t

)
+ C2av sin

(√−∆av

2Mr
t

)]
(D.13)

La solution de l’équation D.9 a la forme suivante :

zrav = z̄r + zr1 + zr2 + zr3 (D.14)

où zr1, zr2 et zr3 sont les des solutions particulières correspondant aux différents termes de
fav(t).

Calcul de zr1 :

zr1 correspond au terme αavKz + δav et est donc une constante :

zr1 =
αavKz + δav

kpav
(D.15)

Calcul de zr2

zr2 correspond aux termes sin(ωpzt+Φz) et cos(ωpzt+Φz) dans fav(t).

zr2 = e−ξzωnzt [A2av cos(ωpzt+Φz) +B2av sin(ωpzt+Φz)] (D.16)

En ne retenant que les termes correspondant de l’équation D.9 :

e−ξzωnzt cos(ωpzt+Φz)
[
kpavA2av + bpav(−ξzωnzA2av +B2avωpz) +Mr

[
A2av(ξ

2
zω

2
nz − ω2

pz)− 2B2avωpzξzωnz

]]

+e−ξzωnzt sin(ωpzt+Φz)
[
kpavB2av − bpav(ξzωnzB2av +A2avωpz) +Mr

[
B2av(ξ

2
zω

2
nz − ω2

pz) + 2A2avωpzξzωnz

]]

= −Kz(αav+βavξ2zω
2
nz−βavω2

pz)e−ξzωnzt√
1−ξ2z

sin(ωpzt+Φz) +
2βavξzωnzKz√

1−ξ2z
e−ξzωnzt cos(ωpzt+Φz)

(D.17)
Une solution est donc :

A2av = azavc1av−bzavd1av
a2zav+b2zav

B2av = azavd1av+bzavc1av
a2zav+b2zav

(D.18)

où :

azav = kpav − ξzωnzbpav +Mr.ξ
2
zω

2
nz −Mrω

2
pz

bzav = bpavωpz − 2.Mrωpzξzωnz

c1av =
2βavξzωnzωpzKz√

1−ξ2z

d1av = −Kz(αav+βavξ2zω
2
nz−βavω2

pz)√
1−ξ2z

(D.19)

Calcul de zr3
zr3 correspond aux termes de sin(ωpϕt+ Φϕ) et cos(ωpϕt + Φϕ) dans fav(t). De manière si-

milaire, nous obtenons l’expression de zr3.

zr3 = e−ξϕωnϕt [A3av cos(ωpϕt+Φϕ) +B3av sin(ωpϕt+Φϕ)] (D.20)

Avec :
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A3av =
aϕavc2av−bϕavd2av

a2ϕav+b2ϕav

B3av =
bϕavc2av+aϕavd2av

a2ϕav+b2ϕav

(D.21)

où :

aϕav = kpav − ξϕωnϕbpav +Mr.ξ
2
ϕω

2
nϕ −Mrω

2
pϕ

bϕav = bpavωpϕ − 2.Mrωpϕξϕωnϕ

c2av =
2γavKϕξϕωnϕωpϕ√

1−ξ2ϕ

d2av =
−Kϕγav√

1−ξ2ϕ
(ξ2ϕω

2
nϕ − ω2

pϕ)

(D.22)

À partir de z̄r, zr1, zr2 et zr3 obtenus, nous avons la solution de l’équation D.9 :

zrav = e−
bpav
2.Mr

t
(
C1av cos(

√
−∆av

2.Mr
t) + C2av sin (

√
−∆av

2.Mr
t)
)
+ αav.Kz+δav

kpav

+e−ξzωnzt (A2av . cos(ωpzt+ φz) +B2av sin(ωpzt+ φz))
+e−ξϕωnϕt (A3av . cos(ωpϕt+ φϕ) +B3av sin(ωpϕt+ φϕ))

(D.23)

C1ar, C2ar se déterminent en utilisant les conditions initiales sur l’écrasement Qar0 et la vitesse
d’écrasement prise nulle du pneumatique arrière :

C1ar = Qar0 − αarKz+δar
kpar

−A2ar cosφz −B2ar sinφz −A3ar cosφϕ −B3ar sinφϕ

C2ar = 2.Mr√
−∆ar

[
bpar
2.Mr

C1ar − cosφz(B2arωpz −A2arξzωnz) + sinφz(B2arξzωnz +A2arωpz)

− cosφϕ(B3arωpϕ −A3arξϕωnϕ) + sinφϕ(B3arξϕωnϕ +A3arωpϕ)
]

(D.24)

Le calcul est similaire pour la roue arrière. Nous obtenons zrar :

zrar = e−
bpar
2.Mr

t
(
C1ar cos(

√
−∆ar

2.Mr
t) + C2ar sin (

√
−∆ar

2.Mr
t)
)
+ αar .Kz+δar

kpar

+e−ξzωnzt (A2ar. cos(ωpzt+ φz) +B2ar sin(ωpzt+ φz))
+e−ξϕωnϕt (A3ar. cos(ωpϕt+ φϕ) +B3ar sin(ωpϕt+ φϕ))

(D.25)

avec :
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∆ar = b2par − 4.kpar.Mr

A2ar =
azarc1ar−bzard1ar

a2zar+b2zar
B2ar =

azard1ar+bzarc1ar
a2zar+b2zar

A3ar =
aϕarc2ar−bϕard2ar

a2ϕar+b2ϕar

B3ar =
bϕarc2ar+aϕard2ar

a2ϕar+b2ϕar

azar = kpar − ξzωnzbpar +Mr.ξ
2
zω

2
nz −Mrω

2
pz

bzar = bparωpz − 2.Mrωpzξzωnz

aϕar = kpar − ξϕωnϕbpar +Mr.ξ
2
ϕω

2
nϕ −Mrω

2
pϕ

bϕar = bparωpϕ − 2.Mrωpϕξϕωnϕ

c1ar =
2βarξzωnzωpzKz√

1−ξ2z

d1ar = −Kz(αar+βarξ2zω
2
nz−βarω2

pz)√
1−ξ2z

c2ar =
2γarKϕξϕωnϕωpϕ√

1−ξ2ϕ

d2ar =
−Kϕγar√

1−ξ2ϕ
(ξ2ϕω

2
nϕ − ω2

pϕ)

C1ar = Qav0 − αarKz+δar
kpar

−A2ar cosφz −B2ar sinφz −A3ar cosφϕ −B3ar sinφϕ

C2ar =
2.Mr√
−∆ar

[
bpar
2.Mr

C1ar − cosφz(B2arωpz −A2arξzωnz) + sinφz(B2arξzωnz +A2arωpz)

− cosφϕ(B3arωpϕ −A3arξϕωnϕ) + sinφϕ(B3arξϕωnϕ +A3arωpϕ)
]

(D.26)
On déduit ˙zrav, ˙zrar à partir des équations D.23 et D.25.

˙zrav = e
−bpav

2.Mr
t
[
cos
(√

−∆av

2.Mr
t
)(

−bpav
2.Mr

C1av +C2av

√
−∆av

2.Mr

)
+ sin

(√
−∆av

2.Mr
t
)(

−bpav
2.Mr

C2av − C1av

√
−∆av

2.Mr

) ]

+e−ξzωnzt
[
(−A2avξzωnz +B2avωpz) cos(ωpzt+ φz)− (B2avξzωnz +A2avωpz) sin(ωpzt+ φz)

]

+e−ξϕωnϕt
[
(−A3avξϕωnϕ +B3avωpϕ) cos(ωpϕt+ φϕ)− (B3avξϕωnϕ +A3avωpϕ) sin(ωpϕt+ φϕ)

]

˙zrar = e
−bpar
2.Mr

t
[
cos
(√

−∆ar

2.Mr
t
)(

−bpar
2.Mr

C1ar + C2ar

√
−∆ar

2.Mr

)
+ sin

(√
−∆ar

2.Mr
t
)(

−bpar
2.Mr

C2ar −C1ar

√
−∆ar

2.Mr

) ]

+e−ξzωnzt
[
(−A2arξzωnz +B2arωpz) cos(ωpzt+ φz)− (B2arξzωnz +A2arωpz) sin(ωpzt+ φz)

]

+e−ξϕωnϕt
[
(−A3arξϕωnϕ +B3arωpϕ) cos(ωpϕt+ φϕ)− (B3arξϕωnϕ +A3arωpϕ) sin(ωpϕt+ φϕ)

]

(D.27)
Le modèle inverse des flux dans le véhicule peut donc être mené à la forme :

{
˙∆zav = ż − Lavϕ̇− ˙zrav
˙∆zar = ż + Larϕ̇− ˙zrar

(D.28)

Les équations D.1, D.27 et D.28 décrivent le modèle inverse du véhicule.

Nous cherchons également le modèle inverse des suspensions. Nous considérons la suspension
avant. Le calcul pour la suspension arrière est similaire. En exploitant le modèle bond graph
bicausal de la figure D.1, nous obtenons une relation implicite en mav :

mav =
ksav

(∫ t
0

− ˙∆zav
mav

dτ +
∫ t
0 Qavdτ + Vsav0

)
− bsav ˙∆zav

mav
+ bsavQav

Fav
(D.29)

où Vsav0 et Vsar0 sont les conditions initiales des déplacements généralisés des éléments C.
Cette relation s’exprime sous forme un polynôme du second degré à coefficients fonctions du

temps :
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Favm
2
av −

(
ksav

∫ t

0
Qavdτ + ksavVsav0 + bsavQav

)
mav +

(
ksav

∫ t

0

˙∆zavdτ + bsav ˙∆zav

)
= 0

(D.30)

∆sav =

(
ksav

∫ t

0
Qavdτ + ksavVsav0 + bsavQav

)2

− 4

(
ksav

∫ t

0

˙∆zavdτ + bsav ˙∆zav

)
Fav > 0

(D.31)
Cette équation a donc deux solutions :




mav1 =

(ksav
∫ t

0
Qavdτ+ksavVsav0+bsavQav)+

√
∆sav

2Fav

mav2 =
(ksav

∫ t

0
Qavdτ+ksavVsav0+bsavQav)−

√
∆sav

2Fav

(D.32)

Le coefficient de transmission d’énergie doit être positive tout le temps. mav1 est la seule
solution qui satisfait cette condition.

Le calcul pour la suspension arrière est similaire. Nous trouvons pourtant deux solutions
positives en temps.




mar1 =

(ksar
∫ t

0
Qardτ+ksarVsar0+bsarQar)+

√
∆sar

2Far

mar2 =
(ksar

∫ t
0 Qardτ+ksarVsar0+bsarQar)−

√
∆sar

2Far

(D.33)

mar1 est pourtant trop grande pour une suspension de véhicule (il donne un diamètre du
piston d’environ 30m). Nous ne pouvons qu’accepter la solution mar2.

Nous avons donc :



mav =

(ksav
∫ t

0
Qavdτ+ksavVsav0+bsavQav)+

√
∆sav

2Fav

mar =
(ksar

∫ t
0 Qardτ+ksarVsar0+bsarQar)−

√
∆sar

2Far

(D.34)

où




∆sav =

(
ksav

∫ t
0 Qavdτ + ksavVsav0 + bsavQav

)2
− 4

(
ksav

∫ t
0

˙∆zavdτ + bsav ˙∆zav

)
Fav

∆sar =
(
ksar

∫ t
0 Qardτ + ksarVsar0 + bsarQav

)2
− 4

(
ksar

∫ t
0

˙∆zardτ + bsar ˙∆zar

)
Far

(D.35)
L’équation D.34 décrit les modèles inverses des suspensions.
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