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Résumé

Cette these s’inscrit dans le cadre de la théorie des systemes linéaires dans les dioides.
Cette théorie concerne la sous-classe des systemes a événements discrets modélisables par les
Graphes d’Evénements Temporisés (GET). La dynamique de ces graphes peut étre représen-
tée par des équations récurrentes linéaires sur des structures algébriques particulieres telles que
I’algebre (max, +) ou ’algebre (min, +).

Ce mémoire est consacré a I’analyse de performances des systemes dynamiques qui peuvent
étre modélisés graphiquement par des Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés (GETG).
Ces derniers, contrairement au GET, n’admettent pas une représentation linéaire dans 1’algebre
(min, +). Pour pallier a ce probleme de non linéarité, nous avons utilisé une approche de mo-
délisation définie sur un dioide d’opérateurs muni de deux lois internes : loi additive (&) cor-
respondant a I’opération (min), et loi multiplicative (®) équivalente a la loi de composition
usuelle. Le modele d’état obtenu, est utilisé pour évaluer les performances des GETG. Pour
cela, nous avons proposé une nouvelle méthode qui a pour but de linéariser le modele mathé-
matique régissant I’évolution dynamique du modele graphique, dans le but d’obtenir un modele
(min, +) linéaire. La deuxiéme partie de cette these est consacrée au probléme qui consiste a
déterminer les ressources a utiliser dans une ligne de production, en vue d’atteindre des perfor-
mances souhaitée. Ceci est équivalent a déterminer le marquage initial de la partie commande
du GETG.

Mots-clés : Réseaux de Petri, graphes d’événements temporisés généralisés, graphes d’événe-

ments temporisés, dioide, algebre (min,+), linéarisation, temps de cycle, optimisation.

Abstract

This thesis is part of the theory of linear systems over dioids. This theory concerns the subclass
of discrete event dynamic systems modeled by Timed Event Graphs (TEG). The dynamics of
these graphs can be represented by linear recurrence equations over specific algebraic structures
such as (max, +) algebra or (min, +) algebra.

This report is devoted to the performance analysis of dynamic systems which can be represented
graphically by Generalized Timed Event Graphs(GTEG). These type of graphs, unlike TEG, do
not admit a linear representation in (min, +) algebra. To mitigate the problem of nonlinearity,
we used a modeling approach defined on a dioid operators endowed with min as (&) usual
composition as (®). The obtained state model is used to evaluate the performance of GTEG.
For this, we proposed a new method to linearize the mathematical model governing the dynamic
evolution of the graphical model in order to obtain a linear model in (min, +) algebra. The
second part of this work is devoted to the problem of determining the resources to use in a
production line, in order to achieve desired performance. These is equivalent to determining the

initial marking of the control part of the GTEG.

Keywords: Petri Nets, generalized timed event graphs, timed event graphs, dioid, (min, +)

algebra, linearization, cycle time, optimization.
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Liste des Notations

SED : Systeme a Evénements Discret.

RdP : Réseau de Petri.

P : ensemble non vide de places d’un réseau de Petri.

T : ensemble non vide de transitions d’un réseau de Petri.
m,, : nombre de jetons initialement contenus dans la place p.
7, . durée minimale de séjour d’un jeton dans la place p.
GET : Graphe d’Evénements Temporisé.

GETG : Graphe d’Evénements Temporisé Généralisé

6 : vecteur T-invariant associé au graphe d’événements temporisé généralisé.
M,, : poids de I’arc allant de la place p vers la transition x,.
M,y - poids de Iarc allant de la transition x, vers la place p.
N, : marque valuée associée a la place p.

N, : marque valuée associée au circuit p.

@ : addition dans un dioide.

® : multiplication dans un dioide.

Lima = algebre (Z U {—o0}, max,+).

. algebre (Z U {£o0}, mazx, +).

N N
5
><

min - algebre (Z U {+oc}, min, +).
Zonins = algebre (Z U {£o00}, min, +).
< : relation d’ordre liée a un dioide.

a* : étoile de kleene.

cy(t) : variable compteur associée a la transition ¢, d’un graphe d’événe-

ments temporisé.

x4(t) : variable compteur associée a la transition z, d’un graphe d’événe-

ments temporisé généralisé.



Owmin[d] : dioide d’opérateurs permettant de modéliser les graphes d’événe-
ments temporisés généralisé.

v,v € ZU{xoo} : opérateur de stock sur les compteurs.

07,7 € ZU{£o00} : opérateur de retard sur les compteurs.

tm, m € Q : opérateur multiplieur sur les compteurs.

Z,an : ensemble de signaux de Z dans Z,,;,.

TC : Temps de Cycle d’un graphe d’événements temporisé.

A 1 Taux de production d’un graphe d’événements temporisé.

TC,, : Temps de Cycle d’un graphe d’événements temporisé généralisé.
TC, : Temps de Cycle atteingnable.

Am, . fréquence de franchissement associée a la transition x, d’un graphe

d’événements temporisé généralisé.
[a] : partie entiere supérieure de a.
|a] : partie entiere inférieure de a.
C' : matrice d’incidence.

K : P-invariant.

O : T-invariant.

My : vecteur marquage initial.

u.t : unité de temps.



Introduction Générale

Dans la catégorie de Systémes (Dynamiques) 2 Evénements Discrets (SED)
sont regroupés certains systeémes dont le comportement dynamique ne peut étre
décrit par des équations différentielles. Cette classe de systemes regroupe aussi
bien les systemes de production, pour lesquels on étudie, par exemple, les flux de
matieres, que les systemes de transport ou les systemes informatiques. Pour étu-
dier ces systemes, il est nécessaire de faire appel a des modeles aptes a prendre en
compte toutes leurs caractéristiques dynamiques souvent de natures complexes. Or,
les phénomenes mis en jeu par les SED, et responsables de leur dynamique, sont
nombreux et de natures diverses : tiches séquentielles ou simultanées, temporisées
ou non, synchronisées ou concurrentes. De cette diversité de phénomenes provient
I’incapacité de décrire I’ensemble des SED par un modele unique qui soit a la fois

fidele a la réalité et exploitable mathématiquement.

Dans la littérature, de nombreuses classes de modeles sont proposées pour
I’étude des systemes dynamiques. Le choix d’un type de modele est en fonction
des objectifs recherchés et de la nature du systeme considéré. Dans le cas des SED,
plusieurs concepts de modélisation ont été €laborés : par exemple, la théorie des
Réseaux de File d’Attente, pour 1’évaluation de performances des systemes tem-
porisés [Baynat 2000], ou les réseaux de Petri déterministes pour I’optimisation de
ressources [Proth 1995]. Certaines sous-classes de SED bénéficient néanmoins de
modeles bien adaptés pour aborder, par exemple, les problemes d’évaluation de per-
formances ou de commande. Il a été montré que les systemes mettant uniquement
en jeu des phénomenes de synchronisation et de saturation peuvent tre modélisés
par des réseaux de Petri particuliers, appelés Graphes d’Evénements Temporisés
(GET). Ces derniers admettent une représentation linéaire sur une structure algé-
brique particuliere, connue sous le nom de I’algebre des dioides [Baccelli 1992]
(I’algebre (min, +) étant un exemple de dioide). Cependant, les techniques déve-
loppées dans le cadre des SED atteignent leur limite lorsque la taille du systeme
considéré est importante (du fait du nombre important d’entités). Il s’avere alors
utile d’utiliser des GET a arcs pondérés, encore appelés GET Généralisés (GETQG),



ce qui permet de réduire la taille du modele. Ces graphes permettent également
de modéliser de facon simple des opérations d’assemblage et de désassemblage de
produits présentes dans certains systemes de production.

Contrairement aux GET, les GETG n’admettent pas une représentation linéaire
dans I’algebre des dioides. Par conséquent, I’utilisation de la théorie développée
pour I’étude et ’analyse des GET n’est pas applicable pour les modeles pondérés
qui sont les GETG.

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a deux problématiques associées
aux GETG :

1. Evaluation de performances :

Pour évaluer les performances d’un systeme modélisé par un GETG, on s’in-
téresse au calcul de deux indicateurs de performances : temps de cycle et
le taux de production. Si la théorie spectrale permet de calculer ces perfor-
mances dans le cas des GET [Gaubert 1992], le probleme est toujours ouvert
pour les GETG, ceci a cause de la non linéarité du modele mathématique mo-
délisant la dynamique du systeme. Cette non linéarité, qui est due aux parties
entieres engendrées par la présence des poids sur les arcs, empéche 1’ utilisa-
tion de la théorie développée dans le cadre de 1’analyse de performances des

systemes linéaires dans les dioides.

Pour palier a ce probleme de non linéarité, nous proposons une nouvelle mé-
thode de linéarisation des équations d’états régissant I’évolution dynamique
du graphe. Le modele mathématique obtenu est (min, +) linéaire, il permet
d’utiliser les résultats développés dans le cadre de 1’analyse de performances

des GET ordinaires dans 1’algebre des dioides.

2. Allocation de ressources :

Dans cette partie nous nous sommes intéressés a 1’allocation de ressources
dans les GETG. Le probleme consiste a déterminer une répartition mini-
male des ressources en vue d’atteindre des performances souhaitées. Ceci
revient a déterminer un nombre minimum de jetons a utiliser permettant de
saturer le "processus goulot" tout en minimisant une somme pondérée des
marquages des places. D’un point de vue pratique, pour un systeme de pro-
duction, ce probleme consiste a déterminer, durant de phase de conception,

les ressources de production (chariots filoguidés, palettes, kanbans, stocks,...)



aussi réduit que possible a utiliser en vue d’atteindre un temps de cycle ou un
taux de production souhaité. Il est donc possible de dimensionner les zones
de stockage ou de déterminer le nombre minimum de ressources de transport
qui permet de saturer la machine goulot dit aussi pilote (c-a-d la machine

menante), tout en minimisant le cofit.

Pour atteindre cet objectif, nous proposons une démarche originale. La pro-
cédure consiste a déterminer des équations récurrentes linéaires équivalentes,
en utilisant des travaux déja existants. Ces équations linéaires permettent de
déduire le GET équivalent sous certaines conditions sur le marquage initial.
Le marquage recherché se déduit en utilisant les performances souhaitées,

fixées préalablement lors de la phase de conception.

Les travaux présentés dans ce mémoire visent a étendre certains résultats établis
sur I’évaluation de performances et allocation de ressources des Graphes d’Evéne-
ments Temporisés (classiquement étudiés dans le cadre de I’algebre des dioides)

aux Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés.
Ce mémoire est structuré en quatre chapitres :

e Dans le premier chapitre, nous passons en revue 1’ensemble des outils al-
gébriques utiles aux développements des résultats présentés dans ce mé-
moire. Cette présentation, purement bibliographique, ne se veut, en aucun
cas, exhaustive, seuls quelques éléments de la théorie des dioides, résolution
d’équations au point fixe ainsi qu’un rappel sur les signaux et la théorie des

systemes seront présentés.

e Afin d’aborder la modélisation des GETG dans les dioides, nous présentons,
dans le deuxieme chapitre, le dioide d’opérateurs Oy, [0] qui sera utilisé, par
la suite, comme la structure algébrique pour I’étude et 1’analyse des GETG.
Des exemples de modélisation de la dynamique des GETG dans ce dioide

seront présentés.

e Le troisicme chapitre aborde le probleme de 1’évaluation de performances
des GETG. Pour évaluer les performances des systemes modélisés par ce

type de graphes, une nouvelle méthode de linéarisation est proposée. Son



principe consiste a linéariser le modele mathématique qui représente 1’évo-
lution dynamique d’un graphe dans le dioide d’opérateurs O, [d], en syn-
chronisant I’évolution de 1’état, qui est non linéaire, avec une entrée impul-
sionnelle. Cette derniere, de par son amplitude qui tend vers I’infini, présente
un intérét mathématique, elle permet de linéariser toute équation récurrente
non linéaire modélisant la dynamique du GETG. Le mode¢le mathématique
obtenu est (min, +) linéaire, il permet d’utiliser certains résultats de base
de la théorie spectrale, utilisés pour évaluer les performances des GET ordi-

naires.

Le quatrieme chapitre aborde le probleme d’allocation de ressources des
GETG. Le probleme consiste a déterminer une répartition minimale des res-
sources en vue d’atteindre des performances souhaitées. Pour atteindre cet
objectif, nous avons procédé par la recherche des équations récurrentes li-
néaires équivalentes, en s’inspirant des travaux déja existants. Ces équations
linéaires permettent de déduire le GET équivalent. Le marquage de ce der-
nier, se déduit en utilisant la théorie spectrale et les performances souhaitées,
fixées préalablement. Par la suite, en exploitant la condition de linéarisation,
nous déterminons le marquage saturant le "processus goulot" et qui minimise

une somme pondérée des marquages des places du GETG.

En conclusion, nous faisons une synthese sur le travail réalisé et proposons

des perspectives de recherche.



CHAPITRE 1

Outils Algébriques

Sommaire
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1.1.2  Résolution d’Equations dans les dioides . . . . . . ... .. 13
1.2 Eléments de la théorie des systemes linéaires . .. ........ 14
1.2.1 Notions sur les systemes . . . . . . . . .. ... ... ... 14
1.2.2  Systemes élémentaires . . . . . . . . ... ... ... 15
1.2.3  Opérations sur les systémes . . . . . . . . ... ... ... 16
1.3 Conclusion . ... ... ...ttt ennenn 17

1.1 Préliminaires algébriques

Dans ce premier chapitre, nous faisons un bref passage sur les définitions, nota-
tions et les résultats relatifs a 1’algebre des dioides. Bien que la théorie des dioides
trouve un écho croissant aupres de la communauté qui s’intéresse aux Systemes a
Evénements Discrets (SED), il nous a semblé nécessaire d’expliciter les éléments
que nous serons amenés a utiliser dans ce mémoire.

Nous donnons, par la suite, un ensemble de définitions et notations relatives aux si-
gnaux et systemes linéaires apres avoir présenté la résolution d’équations au point
fixe dans les dioides.

1.1.1 Algebre des dioides

Cette section rappelle certaines propriétés propres a la structure algébrique
d’un dioide. Pour des exposées plus complets, on renvoie le lecteur aux ouvrages
[Baccelli 1992], [Gunawardena 1998] et a la theése de S. Gaubert [Gaubert 1992].
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Définition 1.1 (Dioide). On appelle un dioide (ou semi-anneau idempotent) un en-
semble D muni de deux lois internes & et @ tellesque Va;b;c e D:

e la loi additive & est :
associative: (a ®b)Dc=a® (bdc)=adbdc,

— commutative : a b =0 D a,

— idempotente : a B a = a,
— d’élément neutre noté : a e =cPHa = a.
e la loi multiplicative ® est :
— associative :(a @) ®c=a® (b®c)=a®bRc,
— distributive a gauche et a droite par rapport a 1’addition : ¢ ® (b & ¢) =
(a®b)®(a®c)et(bPc)®@a=(b®a)® (c®a),
— d’élément absorbantc :a ® e = ®a = ¢,
— d’élément neutre noté e : a R e = e @ a = a.
De plus, un semi-anneau idempotent, couramment noté (D ; & ; ®), est commutatif

lorsque la loi multiplicative ® est commutatif, soit lorsque a ® b = b ® a.

Exemple 1.1 (Dioides Z,in). Zmin = (Z U {400}, min, +) est un dioide commu-
tatif, ot la loi additive & correspond a I’opération min usuelle ; 1a loi multiplicative
® est équivalente a 1’addition usuelle. L’élément zéro de Z,,;, est e = +oo et I'élé-

ment identité est e = 0. Ce dioide est appelé [’algebre (min, +).

e Application On s’intéresse a la production de bicyclettes (figure 1.1), on
peut dire qu’une bicyclette est la "somme" d’une paire de roues et d’un
cadre. Cette nouvelle "somme", notée € pour la distinguer du + habituel,
correspond a I’opération d’assemblage. On notera que lon se permet alors
d’"ajouter" des grandeurs ne s’exprimant pas dans les mémes unités. Si on a 2
roues et 1 cadre, on ne peut fabriquer qu’une seule bicyclette, donc 152 = 1,

ce qui est équivalent dans 1’algébre usuelle au min(2,1) = 1.

Exemple 1.2 (Dioides Z,,42)s Zmar = (ZU{—00}, max, +) est un dioide commu-
tatif ou la loi additive & correspond a I’opération max usuelle ; 1a loi multiplicative
® est équivalente a 1’addition usuelle et pour lequel ¢ = —oo et e = 0. Ce dioide
est appelé [’algebre (max, +).

e Opération dans I’algebre (max, +)

10® 8 = 10 & max(10,8) = 10
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FIGURE 1.1 — Assemblage de bicyclettes.

203=50&24+3=95

Définition 1.2 (Dioide complet). Un dioide (D, ®, ®) est complet si :
e il est fermé pour les sommes infinies,
e la loi ® distribue sur les sommes infinies, ¢’est-a-dire si pour tout a € D et

tout sous-ensemble B C D,

a® (Pb) =Plawd) e @b eac=EE0ea).

beB beB beB beB

Un dioide complet admet un élément maximum €p a, que ’on notera T pour
acD
Top. 11 est absorbant pour 1’addition, autrement dit, Va € D, T & a =T.

Notons que, d’apres la définition d’un dioide, 1I’élément z€ro € est absorbant pour

la multiplication pour tout élément de D, aussi,ona: 7T R e =R T = ¢.

Exemple 1.3 On vérifie facilement que les dioides suivants sont complets :

e (ZU{—o00,400}, min,+) avec ¢ = +00,e = 0 et T = —oo est un dioide

noté par la suite : Zomin. On a dans Z,,,;, la regle suivante :
(—00) + (+00) = (+00).

o (ZU{—00,+00}, max,+) avec ¢ = —oo,e = 0 et T = 400 est un dioide

noté par la suite : Zomaz- On a dans Z,,.. la regle suivante :

(=00) + (400) = (—00).
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Définition 1.3 (Dioide matriciel). L’ensemble des matrices carrées de dimension
n, a coefficients dans un dioide (D, @, ®), est un dioide matriciel, noté (D"*", @, ®),
ou les opérations sont définies, a partir des opérations du dioide (D, ¢, ®) de ma-

nicre analogue a 1’algebre classique, de la facon suivante

VA,B e prxn .

A@B(A@B)”:AU@BZ], VZ,]:L,TL

A®B:(A® B); @AM@B@, Vi,j=1,..,n

L’élément identité de D™ " est la matrice, notée Id,,, composée de e sur la
diagonale et de € partout ailleurs. L’élément z€ro est la matrice composée exclusi-

vement de €.

La somme et le produit de deux matrices de dimensions compatibles, pas né-

cessairement carrées, peuvent étre définis de la facon suivante :

e AcD"P B e DP,
AEB B : (A@ B)ZJ = Az‘j D Bz‘j, Vi = 1, .., n, \V/] = 1, P,

e c D"P D e DP4,

C®D:(C®D),; @Alk@w,ﬁ, Vi=1,..nV¥ji=1,..q.

k=1

Pour que ces matrices puissent étre manipulées comme des éléments d’un dioide
matriciel, il faut, en toute rigueur, considérer qu’elles appartiennent au dioide de
matrices carrées de dimension max(n, p, q) X max(n,p,q), en les complétant, si

nécessaire, pour cela de lignes et/ou de colonnes constituées de 1’élément €.

Exemple 1.4 (Calcul Matriciel dans I’algebre (max, +)).

)

e 0=328)®(10®4) =max(3+8,10+4) =14
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e b=3®1)® (10®5) =max(3+1,10+5) =15
e c=(0®8)®(Hh®4) =max(0+8,5+4)=9
e d=0®1)®(5®5) =max(0+1,5+5) =10

Définition 1.4 (Dioide de séries formelles). Soit (D, @, ®) un dioide, on définit
une série formelle en g variables, notées p; a p,, a coefficients dans D comme une
application I1 de Z? dans D : V& = (k1,...,k,) € Z%, II(k) représente le coefficient

de pi*...pq". Une autre représentation équivalente de la série IT est :

IT = @H(/{l, oy Kg) DY

KEZY

L’ensemble des séries formelles muni des opérations :

Hov: (IIe¥)(k) =Ik)® V(k),

Nov: (Iev)(x) = IEe (),

i+j=kK

est un dioide noté D[py, ..., py|-

On appelle support de la série formelle II I’ensemble :

Supp(IT) = { € 2| TI(x) # }.

Une série formelle a support fini est appelée polynéme. Une série formelle dont

le support est un singleton (de Z?) est appelée monome.

e Des exemples sur les dioides de séries formelles sont exposés en Annexe.

1.1.2 Résolution d’Equations dans les dioides

Certaines équations définies dans des dioides complets admettent des solutions
particulieres extremes, c.-a-d. plus petite ou plus grande que toute autre solution.
Des résultats géneraux concernant 1’étude d’équations au point fixe sur des dioides
complets sont fournis dans [Baccelli 1992]. Nous rappelons ici simplement le ré-
sultat concernant la résolution de 1’équation implicite x = a ® = & b qu'on va

utiliser par la suite.
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Théoréme 1.1 Soit D un dioide complet, I’équation implicite
r=a@r®b

admet * = a*b = @ a*b comme plus petite solution. L’ opérateur ”*” est appelé
k>0
étoile de Kleene dans la littérature.

Preuve 1 On vérifie que x = a*b est solutionde z = a @ x @ b. On a

a(a*b) @b=ale@a®a*®.)bDb=(e®ada®P®a’.)b=a’b.

1.2 Eléments de la théorie des systemes linéaires

1.2.1 Notions sur les systemes

Apres cette présentation sur les dioides, la suite de ce chapitre est consacrée a

la présentation des éléments de la théorie des systemes linéaires dans les dioides.

Définition 1.5 (Signal). On appelle signal une applicationude Z — (D, @, ®),t —

u(t). On note DZ I’ensemble des signaux muni de deux opérations :

e Une loi additive interne, notée &, définie par :
Vuy, uy € D%, (uy ® up)(t) = up(t) © us(t).

e Une loi externe, qui joue le role du produit d’un signal par un scalaire, notée

2

-7, définie par :
Ya € D, Yu € D%, (a-u)(t) = a ® u(t).

L’ensemble DZ est composé de signaux. En effet :

e Un signal est croissant s’il satisfait
VteZ, VT e N, u(t+71) = u(t).

e Un signal est décroissant s’il satisfait

VteZ, YT eN, u(t+ 1) = u(t).
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=7 . .
Exemple 1.5 L’ensemble Z, ,,, constitue un ensemble de signaux.

Définition 1.6 (Systeme linéaire). Un systéme, noté S, est un opérateur défini de

=7 =7 o
L, VIS 2L 11 et linéaire si

Vup,ug € D, S(uy @ uy) = S(uy) @ S(ug)  (propriété d’additivité),  (1.1)
Yu, € DEVa € D, S(a®uy) =a®S(uy) (propriété d’homogénéité). (1.2)

Définition 1.7 (Produit de convolution). Le produit de convolution de deux si-

gnaux est noté ® et est défini par :

Vuy,up € D%, (11 @ u)(t) = @Pur (T)ua(t — 7) = EPua(t — T)ua(7),

TEL TEZ

Exemple 1.6 Le produit de convolution de deux signaux de me satisfait la rela-

tion suivante :
Viur, ty € Loy, Yt € T, (1 @ us)(t) = miél{ul(T) +ua(t — )},
TE

on parle de produit d’inf-convolution.

De maniere duale, le produit de convolution de deux signaux de waw donne
Yuy, ug € Zim,Vt €Z, (u1 @uy)(t) = meaé({ul(ﬂ +ug(t —7)}.

on parle de produit de sup-convolution.

Définition 1.8 (Systeme continu). Un systéme S est continu si pour tout sous-

ensemble fini ou infini (u;);c; d’éléments de D% ona:

iel el

sachant que (D, @, ®) est un dioide complet.

Définition 1.9 (Systeéme causal). Un systeéme S est causal si pour toutes entrées u,

et ug,ona:

V1 € Z, ui(t) = uy(t) pour t <7 = [S(uy)|(t) = [S(uz)](t) pour t < 7.
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1.2.2 Systémes élémentaires

On présente dans cette partie deux systemes élémentaires linéaires :
. . o 4 L -
e Systeme gain I'V défini de Z,,,, — Z,,;, par:

Vt € ZVu,y € Ty, v € Z, y(t) = [ (w)](t) = v @ ult).

FIGURE 1.2 — Systeme [V .

o Systeme retard AT défini de Zznm — Zim

par :

7/

Vt € Z,Nu,y €L, T €L, yt)=[AT(w)](t) = u(t — 7).

u—> AT s>y

FIGURE 1.3 — Systeme A" .

1.2.3 Opérations sur les systemes

Il existe trois opérations élémentaires permettant de mettre en relation des sys-

temes : la composition série, la composition parallele et 1a mise en feedback.
e Composition série S = S; ® S, est définie par :

[S()](t) = [S2(S1(w)](®)-
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u+ Sl

S, —— S(”)

Y

FIGURE 1.4 — Composition série.

e Composition parallele S =S, @ S, est définie par :

[SW)](#) = [S1(w)](t) @ [Sa(w)](2).

Y
)

U —>—| e S (u)

Y
wn

FIGURE 1.5 — Composition parallele.

e Mise en feedback On considere le schéma suivant, ou S; et Sy sont deux
opérateurs linéaires.

€/
Y
e
Y
Y
<

N
w2
b

FIGURE 1.6 — Mise en feedback.
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La relation entre la sortie y et I’entrée u satisfait :
y = S1(S2(y) ® u) = S1(S2(y)) & Si(w).

D’apres le théoreme 1.1, la plus petite solution existe et est donnée par :

(S1S2)*S1(u) = (EP(S1S2)")S1 ().

neN

1.3 Conclusion

Ce chapitre introductif a permis de dresser la liste des outils mathématiques qui
seront utilisés par la suite. Il s’agit d’un préalable a I’analyse de performances des
GETG, présentée dans les chapitres suivants. Nous avons donné un ensemble de
définitions sur la théorie des systemes linéaires dans les dioides, pour aborder la
représentation de certains systemes dynamique non linéaires, modélisables par des

GETG, dans un dioide d’opérateurs.
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2.1 Introduction

Ce chapitre a trait 2 la modélisation des Graphes d’Evénements Temporisés

Généralisés (GETG) dans I’algebre de dioides. On présente sommairement les ré-

seaux de Petri, qui sont un langage graphique permettant de décrire les Systemes

a Evénements Discrets (SED). L’emploi des réseaux de Petri pour la spécification,

la simulation et I’analyse de ces systémes remonte aux années 60 et s’est main-

tenant généralisé. La littérature sur les réseaux de Petri généraux est trés abon-

dante. On s’est limité aux préliminaires indispensables dans la premiere section
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de ce chapitre. Les Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés, qui sont une
sous classe des RdP, sont introduits par la suite, apres avoir présenté les Graphes
d’Evénements Temporisés (GET) dans la section 2. Il est montré, en section 3, que
la présence des poids sur les arcs fait qu’un GETG n’admet pas une représentation
(min, 4) linéaire. Comme alternative, en vue d’analyser ces graphes, nous utilisons
une approche a base d’opérateurs, afin d’établir le modele mathématique régissant
I’évolution dynamique de ces modeles dans un dioide d’opérateurs [Cohen 1998b].
Le modele d’état obtenu sera utilisé, dans le chapitre suivant, pour évaluer certains

indicateurs de performances des systemes modélisables par ce types de graphes.

2.2 Réseaux de Petri

Les Réseaux de Petri (RdP) constituent un formalisme graphique propre a la
modélisation des Systemes a Evénements Discrets (SED) introduit en 1962 par
Carl Adam Petri [Petri 1962]. Ils sont particulierement adaptés a 1’étude des pro-
cessus complexes mettant en jeu des propriétés de synchronisme et de partage de
ressources. Leur support mathématique a permis en outre d’établir de nombreux ré-
sultats analytiques. Le lecteur intéressé par plus amples développements trouvera
une présentation générale et des référence bibliographiques dans [Murata 1989],
[Proth 1995] et [David 1992]. Pour I’étude des SED dans 1’algebre des dioides,
les RdP sont souvent utilisés comme un outil de modélisation intermédiaire. La
démarche consiste en effet a modéliser le systeme étudié en premier lieu par un ré-
seau de Petri, puis a établir, a partir du graphe obtenu, les équations dans le dioide

propre a I’analyse de ce systeme.

2.2.1 Définitions et notations

Définition 2.10 Un réseau de Petri est un graphe biparti constitué de deux types
de sommets : places (représentées par des cercles) et transitions (représentées par
des barres). Des arcs orientés relient certaines places a certaines transitions, ou
certaines transitions a certaines places. A chaque arc on associe un poids (entier
positif). Le nombre de places (resp. de transitions) est fini, et non nul. Chaque place,
peut contenir un ou plusieurs jefons (représentés par des points) qui modélisent
la dynamique du systeme. A chaque place on associe une temporisation. Cette

derniere correspond au temps de séjour des jetons dans une place.
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D’une fagon plus formelle, un RdP est un 5-tuplet R = (P, T, Pré, Post, 7), ol

‘P (resp., T )est un ensemble non vide et fini de places (resp., transitions) ;

Pré : P x T — N une application d’incidence avant : Pré(p; c¢,) contient la

valeur enticre M, associée a I’arc allant de la place p a la transition ¢, ;

Post : P x T — N une application d’incidence arriére : Post(p; ¢,) contient

la valeur entiere M, associ€e a I’arc allant de la transition ¢, a la place p;

7 € N7 définit les temporisations associées aux places : 7, désigne la durée

minimale de séjour d’un jeton dans la place p.

Le marquage M d’un réseau de Petri est une application M : P — N. La
quantité M (p) détermine le marquage de la place p. Un réseau marqué est déter-

miné par le couple N' = (R, M) formé d’un réseau de Petri R est d’un marquage
initial M.

Une transition sans place en amont est dite transition source, une transition
sans place en aval est dite transition puit. La figure 4.2 représente un RdP ordinaire
(tous les poids sont unitaires) dont les places sont représentées par des cercles et

les transitions par des barres.

L2 5 1\

FIGURE 2.1 — Représentation graphique d’un RdP.




22 Chapitre 2. Modélisation des GETG dans I’algebre des dioides

2.2.1.1 Equation fondamentale

L’évolution d’un RdP est décrit par le franchissement des transitions par des

jetons séjournant dans les places du graphe.

Considérant un RdP et un marquage m, on dit que la transition ¢, € 7 est

franchissable pour le marquage M sil’on a :
Vp € P, M(p) > Pré(p; c,).

Lorsque cette condition est validée, le franchissement de la transition ¢, conduit

a nouveau marquage M’, qui est nouvel état du modele, défini par :
M'(p) = M(p) — Pré(p; ¢,;) + Post(p; ¢,).

Exemple 2.7 Considérons le RdP de la figure 4.2. En partant du marquage M}, =
(1,0,0,0,1) (M(p1) = 1, M(p2) = 0, M(p3) = 0, M(py) = 0, M(ps) = 1, on

atteint le marquage M® = (0, 1,0, 0, 1), par franchissement de la transition ¢;.

Plus généralement, on note [C*| = [Post(p; z,)] (élément de la matrice d’in-
cidence arriere) et [C~] = [Pré(p;t,)] (élément de la matrice d’incidence avant),
C = C* — C~(la matrice d’incidence) et en considérant F une séquence de fran-
chissement réalisable a partir d’un marquage M;, on a 1’équation fondamentale

suivante, qui traduit la dynamique de fonctionnement du RdP :

M= M; +C x F, (2.1)

F est le vecteur caractéristique de la séquence de franchissement F, ¢’est-a-dire
un vecteur de dimension égale a | T|; F, correspond au nombre de franchissement
de la transition ¢, dans la séquence F. Dans la figure 4.2 ou la séquence de tir €tait

F = {c1}, le vecteur caractéristique est égal a F* = (1,0,0,0).

2.2.1.2 Marquages accessibles

Soit N' = (R; M) un réseau de Petri. L’ensemble des marquages accessibles
A(R; Mg) d’un réseau de Petri marqué est I’ensemble des marquages que I’on
peut atteindre a partir du marquage initial M, par une séquence de franchissement,

apres un temps 7, c.-a-d.
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A(R, MO) = {MZ7 acqa MO Cq—/>T M’L}

On peut, lorsque cet ensemble est fini, le représenter sous la forme d’un graphe.
Les sommets de ce graphe correspondent aux marquages accessibles de A(R; M,).
Un arc orienté relie deux sommets M, et M s’il existe une transition ¢, franchis-
sable permettant de passer d’un marquage a un autre apres un temps 7 : M; A M j-
La figure 2.2 représente le graphe des marquages accessibles pour le réseau de Petri
de la figure 4.2 avec un marquage initial M, = (1,0,0,0, 1).

c1/1 Co/2 c3/1

S N N

(1,0,0,0,1) (0,1,0,0,1) (0,0,1,0,0) (1,0,0,1,0)

FIGURE 2.2 — Graphe des marquages atteignables du réseau de Petri de la figure
4.2.

2.2.1.3 Concurrence et synchronisation dans les RdP

Le formalisme des réseaux de Petri est trés puissant, il permet de représenter
une grande variété de comportement des systemes réels mettant en jeu des phéno-
menes de concurrence et de synchronisation. Sur la figure 2.3, nous avons repré-

senté quatre structures de réseaux de Petri permettant de décrire ces phénomenes.

e la figure 2.3 (a) représente une structure de choix. La place p; a deux tran-
sitions en aval, notées c; et co. Le tir de ¢; ou de c; consommera le jeton
de la place p; et exclura donc le tir de I’autre. Une telle configuration per-
met de modéliser un phénomene de concurrence a la consommation comme
par exemple le partage d’un processeur entre taches concurrentes dans un
systeme informatique ;

e la configuration de la figure 2.3(b) permet de représenter une concurrence a
I’apport de jetons dans une place, ici p; ;

e la configuration de la figure 2.3(c) permet de modéliser un phénomene de
synchronisation. La transition ¢; n’est franchissable que lorsque les places

p; et po contiennent toutes les deux au moins un jeton ;
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e dans la structure de la figure 2.3(d), I’apport de jetons dans les places p;
et py est synchronisé par le tir de la transition ¢; et permet, par exemple,
de modéliser linitiation simultanée de différentes taches dans un systeme a

événements discrets.

| o | | |

p 1 2 ¢ 1
1 O \ / P, P, /
p
¢ ./ \ c O "1 ¢ IO
1 | | 2 1 |
(a) concurrence a la (b) concurrence a la (c) synchronisation (d) synchronisation
consommation production dans la consommation dans la production

FIGURE 2.3 — Concurrence et synchronisation dans les RdP.

2.2.1.4 Quelques propriétés des RdP

Le graphe des marquages associé a un RdP fournit des indications essentielles
sur le fonctionnement du systeme qu’il représente. Suivant que le graphe des mar-
quages est fini ou infini, qu’il présente ou non des circuits, il reflete certaines des

propriétés caractéristiques du systeme modélisé.

Définition 2.11 (Bornitude). Une place p € P d’un réseau de Petri marqué (R; M)
est k-bornée (k € N) si pour tout marquage accessible M € A(R; My), le mar-
quage de cette place vérifie M(p) < k. Dans le cas contraire, nous dirons que p
est non-bornée. Enfin si p est 1-bornée, on dit que p est binaire . Si on considere le
réseau de Petri de la figure 4.2, on voit que pour le marquage initial M, les places

p1; p2 et p3 sont binaires (1-bornées) et le réseau est dit sauf.

Lorsqu’un RdP modélise un systeme manufacturier, certaines places repré-
sentent des convoyeurs ou bien des zones de stockages intermédiaires. La bornitude
du marquage du modele est alors synonyme de limitation de la taille des stocks in-
ternes du systeme. La bornitude du RdP reflete alors en quelque sorte une propriété

de "stabilité¢" du systeme de production modélisé.
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Définition 2.12 (Vivacité). Etant donné un réseau de Petri R et un marquage ini-
tial My, une transition ¢ est vivante pour le réseau marqué (R; M) si pour tout
marquage M accessible depuis M, il existe une suite de transitions F, compor-

tant au moins une fois la transition t, et telle que JF soit franchissable pour M.

Un réseau de Petri marqué (R; M) est dit vivant si toutes ses transitions sont

vivantes.

Remarque 2.1 (L’intérét d’étude de la vivacité d’un modele). L’évolution du mar-
quage d’un RdP se fait par franchissement de transitions. Lorsqu’au cours de son
évolution, certaines transitions ne sont jamais franchies, cela indique que I’événe-
ment associé a la transition ne se produit pas et que le marquage d’une partie du
RdP n’évolue pas. Cela indique que le sous systeme modélisé par cette partie-la ne
fonctionnera pas. Il y a donc un probleme au niveau de la conception du systeme.
L’idée est d’étre capable de détecter systématiquement ce phénomene par I’analyse
de propriétés du modele RdP, afin de disposer d’un outil d’aide a la conception des

systemes.

2.2.2 Invariants d’un réseau de Petri

Il existe deux types d’invariants (appelés semiflots) dans un RdP [David 1992] :
les invariants de marquage (notés également P-invariant) et les invariants de fran-

chissement (notés également T-invariant).

Définition 2.13 Les invariants de marquage, appelés P-invariant, ou encore P-
semiflots, illustrent la conservation du nombre de jetons dans un sous ensemble
de places du RdP. Un vecteur, noté K, de dimension égale au nombre de places du

RdP est un P-invariant si, et seulement s’il vérifie I’équation suivante :

KixC=0, K=+0, 2.2)

ou C correspond a la matrice d’incidence du RdP.

D’apres 1’équation (2.1), on déduit que si K est un P-invariant, alors pour un

marquage donné, noté m,;, obtenu a partir d’'un marquage initial mg, on a :

Kix M; =K' x My =n, neN-.
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Cette équation représente un invariant de marquage, elle signifie que si & est un
P-invariant du RdP alors la transposé du vecteur K pondéré par le vecteur marquage
m; du RdP est une constante entiere quel que soit le marquage m; atteignable a
partir du marquage initial my. L’ensemble des places pour lesquelles la composante
associée dans le P-invariant est non nulle, est appelée la composante conservative
du RdP.

Définition 2.14 Un vecteur non nul d’entiers © de dimension 7| x 1 est un 7-
invariant, ou encore T-semiflots, du RdP si, et seulement s’il vérifie I’équation sui-
vante :
-
Cx0O6=0. 2.3)

D’apres I’équation (2.1), le franchissement a partir d’un marquage m; d’une sé-
quence dont le vecteur caractéristique est © ramene le graphe au méme marquage

mr = m;.

Un T-invariant correspondant a une séquence de franchissement réalisable est
appelé composante répétitive. L’ ensemble des transitions pour lesquelles la compo-

sante associée dans le T-invariant est non nulle est appelé le support du T-invariant.

Définition 2.15 Un RdP est dit consistant s’il posseéde un T-invariant © couvrant
toutes les transitions du réseau. Un RdP qui possede cette propriété est dit répétitif
ou réinitialisable. Le réseau atteint un régime périodique des lors qu’il existe une

séquence de franchissement réalisable avec ©, comme vecteur caractéristique.

Définition 2.16 Un RdP est dit conservatif si toutes les places du graphe forment

une composante conservative.

Remarque 2.2 e Un réseau de Petri consistant est dit fortement connexe si, et

seulement s’il est conservatif.

Si toutes les places d’un RdP forment une composante conservative, le graphe

est dit conservatif.

Toute combinaison de T-invariants (resp., P-invariants ) est un T-invariant

(resp., P-invariant).

Un réseau de Petri consistant a un unique T-invariant élémentaire.

Le produit des poids d’un circuit d’un réseau de Petri conservatif est égal a
1.
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Exemple 2.8 Considérons le RdP de la figure 2.4 qui suit, un P-invariant est le
vecteur K vérifiant :

-1 0 2
1 -3 0
t —
K" < C = (ki ko, kg by ks) x | 0 3 2| =0.
0 -3 2
0 0 0
Il existe un P-invariant : K! = (0,0,1,1,1). L’invariant de marquage est :

1 x m(ps) + 1 x m(psg) + 1 x m(ps) = 6. Ceci signifie que les places p; et py
forment une composante conservative du graphe.

Le RdP de la figure 2.4 admet un T-invariant, O = (6,2,3); vérifiant :

—1 0 2
1 -3 0 01
%
C X @ - 0 3 —2 X O, - O
0 -3 2 O3
0 0 0

FIGURE 2.4 — Réseau de Petri a arcs pondérés.

Définition 2.17 Un RdP est dit k-serveur si, pour chaque transition, il ne peut y

avoir au maximum que k franchissements simultanés. Une boucle de ré-entrance
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implicite contenant k jetons est alors associée a chaque transition du graphe.

e Dans le cas ou £ = 1, le RdP est dit mono-seveur.
e Dans le cas ot le nombre de franchissement de transitions n’est pas limité,
le RdP est dit infinité-serveur.
Dans la suite, on note *q (resp., ¢°*) ’ensemble des places situées immédia-
tement en amont (resp., en aval) de la transition ¢,. Similairement, *p (resp., p*®)
représente 1’ensemble des transitions situées immédiatement en amont (resp., en

aval) de la place p.

FIGURE 2.5 — Boucle de ré-entrance.

2.3 Graphes d’Evénements Temporisés

Suite a cette présentation succincte des réseaux de Petri, notre intérét va main-
tenant se porter sur une sous-classe des réseaux de Petri qui permet de modéliser
les systemes ou interviennent des phénomenes de synchronisation et de délai (les

phénomenes de conflits étant supposés résolus au préalable).

Définition 2.18 Un Graphe d’Evénements Temporisé (GET) est un RdP tel que
toute place a exactement une transition en amont et une transition en aval.
Pour illustrer ce type de modeles temporisés, nous proposons 1’exemple d’un

graphe d’événements temporisé représenté par la figure 2.6.

Exemple 2.9 Le GET de la figure 2.6 peut représenter une cellule de production

fonctionnant comme suit : deux machines sont disponibles (les 2 jetons dans la
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place ps signifient que les deux machines sont libres) pour usiner des pieces. Les
pieces sont amenées a I’une ou 1’autre des deux machines travaillant en parallele
(place p3), le traitement dune piece prend au moins 3 unités de temps (u.t). A I’issue
du traitement, la picece finie est dépos€e dans un stock p, (supposé de capacité
infinie) et la machine ayant traité la piece redevient disponible (1 jeton revient dans

p2), en attendant une nouvelle piece.

%)
€1 3 (65
p 3 p 4

Py

FIGURE 2.6 — Modele GET d’une cellule de production.

2.3.1 Conditions initiales

Définition 2.19 (Conditions initiales canoniques). On dira que les conditions ini-
tiales d’'un GET sont canoniques si tous les jetons du marquage initial sont consi-

dérés comme disponibles depuis I’instant —oo.

Considérer des conditions initiales canoniques, implique de prendre pour hypo-
theése que le marquage initial du graphe n’est pas nécessairement égal au marquage
a I’instant initial d’observation, (égal a 0 par convention). En effet, si les jetons
initiaux sont supposés disponibles depuis —oo, ils sont susceptibles d’avoir validé
et tiré des transitions également a —oo, aussi le marquage peut avoir évolué avant

I’instant initial d’observation.

Exemple 2.10 La figure 2.7 représente un GET. Si on consideére des conditions
initiales canoniques, le marquage a I’instant initial d’observation est différent du
marquage initial du graphe. En effet, le jeton contenu dans la place ps a validé et

tiré la transition c3 a I'instant £ = —oo. Un jeton a alors ét€ ajouté dans les places
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p4 et ps. Finalement, le marquage, apres qu’il ait évolué librement depuis 1’instant

t = —o0, a 'instant d’observation est celui représenté sur la figure 2.8.

FIGURE 2.7 — Marquage initial (t = —o0).

Définition 2.20 (Conditions initiales faiblement compatibles non canoniques). On
dira que les conditions initiales d’'un GET sont faiblement compatibles si tout jeton
du marquage initial est disponible qu’a partir de a I'instant ¢ = 0. Pour ¢t < 0, le
graphe est considéré comme étant "gelé".

Les jetons visibles a I'instant initial d’observation ¢ = 0 sont alors ceux du
marquage initial. Ces jetons sont supposés avoir été introduits dans le graphe avant
I’instant 0, de telle sorte qu’a I'instant ¢ = 0 un jeton du marquage initial est :

e soit en train de subir la temporisation de la place dans laquelle il a été intro-

duit,

e soit tout juste disponible pour le tir de la transition aval.

2.3.2 Modélisation des GET dans I’algebre (min, +)

Dans le cas des RdP, I’état modélisant 1’évolution du modele est associé aux

marquages des places. Si ’on se réfere a la figure 2.6, la seule caractéristique
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FIGURE 2.8 — Marquage a I’instant initial d’observation (=0).

que traduit une telle représentation concerne 1’état de la machine M (au sens lo-
gique) : machine libre ou occupée. Pour pouvoir discuter des performances du sys-
teme temporisé, c’est-a-dire déterminer son régime transitoire et/ou son régime
permanent, I’équipe (max, +) de 'INRIA a proposé dans [Cohen 1985] une mo-
délisation considérant non pas I’état du marquage mais les compteurs et les dates

de franchissements des transitions.

Pour étudier les GET dans I’algebre (min, +), Les variables d’état considé-
rées sont de type compteurs d’événements. De telles variables permettent d’aboutir
a une représentation linéaire de ces modeles dans les dioides. On a privilégié la
représentation compteur a celle de dateur (cf. remarque 2.4) du fait des dioides
inspirés de 1’algébre (min, +) qui seront utilisés par la suite pour représenter des

Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés.

Définition 2.21 Un compteur associé a une transition c; est une application crois-
sante, notée ¢;(t), de Z — ZU{xoo},t — ¢;(t), ouc;(t) € ZU{£oo} correspond

au nombre de tirs de la transition ¢; ayant lieu jusqu’a la date ¢.

Le vecteur d’état pour un GET, est défini par C'(t) = (c1(¢)...cjr(t))". Contrai-
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rement aux marquages, ces compteurs ont une propriété de monotonie :
VieR, V8>0, Ve; €T, ¢;(t+ 5) > ¢(t).

Remarque 2.3 Comme le franchissement des transitions est ici supposé étre ins-
tantané, il n’y a pas a formuler d’hypotheses sur les tirs des transitions, leur fonc-

tionnement est évidemment de type FIFO ! (First-In, First-Out).

Pour illustrer I’évolution d’un compteur associé a la transition ¢; d’un GET,

considérons le GET élémentaire suivant :

CHHC.

FIGURE 2.9 — GET élémentaire.

Sous I’hypothéese de fonctionnement au plus tot, qui est un comportement limite
du GET, I’évolution du compteur c¢;(t), associé a la transition ¢; du GET élémen-

taire de la figure 2.9, est modélisé par I’équation suivante :

ci(t) =my +ci(t — 7). (2.4)

Dans un GET, le phénomene de synchronisation se produit lorsque plusieurs
arcs convergent sur une méme transition (cf. figure 2.10).
En général, I’évolution d’un compteur associé a une transition de synchronisa-
tion d’un GET est donnée par I’équation suivante :
cj(t)= min (m,+¢(t —7p)). (2.5)
pE®j,ic®p
On remarque que cette équation est non linéaire dans 1’algebre usuelle de par

la présence de I’opérateur min qui modélise le phénomene de synchronisation au

1. Le n-ieme jeton rentré dans une place sera également le n-ieme jeton a contribuer au fran-

chissement de la transition en aval a cette place.
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€]

FIGURE 2.10 — Phénomene de synchronisation dans un GET.

niveau de la transition c;. Par contre, elle se décrit de fagon linéaire dans le dioide
Zmin- Le compteur c;(t) vérifie 1’équation récurrente suivante :
t)= P (my@alt—m)). (2.6)
pE®J,i€®p
L opération @ du dioide Z,y,;,, représente un phénomene de synchronisation au
niveau de la transition ¢;, et I’opération & représente un décalage événementiel du
compteur ¢; () par rapport a tout compteur associé a une transition en amont de la

transition c;.

D’une maniere générale, les équations modélisant le fonctionnement au plus tot

des GET ont la forme suivante dans le dioide Z,,;,,

ct) — eT% CLoX(t— a) éo BJU(t—a), .
Y(t) = @C.Cl—a), '

a=0
avec T' = ma%’(T(pa)). C(t) est le vecteur d’état, composé des compteurs as-
Pa€

sociés aux transitions internes du graphe. U(t) et Y'(¢) sont respectivement les
vecteurs d’entrées (commandes) et de sorties, composés des transitions sources,

respectivement puits, du graphe.

Exemple 2.11 Dans le dioide Zormin, évolution des compteurs du GET de la figure
2.11 sont régies par les relations suivantes :

at) =10ca(t—1)P21 ca(t) ® u(t),
() =alt-2),
y(t) = ca(t).
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2

IS

FIGURE 2.11 — Exemple d’un GET.

Il en résulte la représentation d’état suivante :

(

avec C' = (¢; ), U=wuetY =y.

2.3.3 Forme récurrente explicite

La représentation d’état sous une forme ARMA (Auto Regressive Moving Ave-
rage) donnée par la représentation (2.7) peut se ramener, moyennant une extension

de la dimension du vecteur d’état, a une forme récurrente markovienne du type :

Ot) =ACEt-1)@BU®),
Y(t) =CX(t)

(2.8)

Le GET équivalent auquel va correspondre une représentation de la forme (2.8)
est tel que :
— la temporisation d’une place située entre deux transitions internes doit étre

égale a un;
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— la temporisation d’une place située entre une transition source et une transi-
tion interne, ou entre une transition interne et une transition puits, doit étre

nulle.

Exemple 2.12 La figure 2.12 représente un GET dont le comportement entrée-
sortie est équivalent a celui de la figure 2.11. En introduisant un nouvel état ¢}, on

aboutit a la représentation d’état suivante sur le dioide /.

;

e € 2 1 € ¢ e
Cty=1e e e|COD|e ¢ c|Ct-1D|e |UQD),
e £ € g e ¢ g

Y@)Z(fi e e)C(t),

avec C' = (¢; ¢ ) ,U=uetY =y.

On obtient, apres utilisation du théoréme 1.1 pour supprimer la partie implicite

de I’équation d’état, la forme récurrente markovienne suivante :

P

1 2 ¢ e
Cty=1e e e|Ct-1)D|e [U®),
Y@)I(é S e) C(t),

Remarque 2.4 (Equations aux dateurs). Au lieu de considérer les nombres cumu-
1és de tirs d’une transition d’un GET a chaque instant, on s’intéresse aux différentes
dates de tirs de cette transition. A chaque transition c¢;, on associe 1’application
di © 7 — Lopaw, k +; (k) ol d;(k) désigne la date du k-ieme tir de la transition
d;. Cette application est non décroissante et est appelée dateur.

Par un raisonnement analogue a celui effectué pour les compteurs, on montre
que la description du comportement d’un GET peut se représenter via des équations
(max, +) linéaires.

Le graphe de la figure 2.11 peut étre modélisé par les équations (max, +) li-
néaires suivantes :
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FIGURE 2.12 — GET équivalent a celui de la figure 2.11 en vue d’une représentation

markovienne.

di(k) =1®di(k—1)Pda(k —2) ® ulk),
(k) =2@d(k),
y(k) = day(k).

2.4 Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés

2.4.1 Présentation des GETG

Dans cette section, on s’interesse aux GET Généralisés (GETGQG), connus aussi
sous le nom de GET valués. Ce type de graphes permet de modéliser de fagon
simple et intuitive des opérations d’assemblage et de désassemblage de produits

présentes dans certains systemes de fabrication.

Définition 2.22 Un GETG est un GET dans lequel des poids (nombres entiers

strictement positifs) sont associés aux arcs.

Dans ce type de graphe, dont un exemple élémentaire est donné par la figure
2.13, le poids M, rattaché a I’arc x,, — p est tel que lors d’un franchissement de
la transition z,, M, jetons sont ajoutés a la place p. Le poids M, associé a I’arc

p — x4 implique que la transition x, ne sera validée que si la place p contient au
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moins M, jetons. Lors du franchissement de cette transition, apres un séjour de 7,

unités de temps dans la place p, M, jetons y seront retirés.

p
‘ Myy . Mgp \
p

FIGURE 2.13 — GETG élémentaire.

La figure 2.14 représente un GETG tel que I’arc p; — z; a un poids de 2,
et I’arc 1 — p4 a un poids de 3. Les arcs dont le poids n’est pas explicitement
spécifié ont un poids égal a 1. La transition z; est validée puisque la place p;
contient 2 jetons et la place p, contient un jeton. Apres un séjour de deux unités de
temps des jetons dans la place p;, le franchissement de x; consiste a retirer deux
jetons de p; et un jeton de p,, et a ajouter un jeton a ps et trois jetons a py. On
obtient le marquage de la figure 2.14.b.

FIGURE 2.14 — Evolution du marquage.

Définition 2.23 (Gain d’un circuit [Teruel 1992]). Le gain d’un circuit g, noté
G(0), est le produit du quotient des poids des arcs entrants par le produit des poids

des arcs sortants de toutes les places du circuit p. Formellement, ce gain est défini
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comme suit :

N

ou :

e q; est égal au poids de I’arc entrant dans la place p;,

e b, est égal au poids de I’arc sortant de la place p;.

Selon la valeur de son gain, un circuit o est classé dans I’une des trois catégories
suivantes :

e G(p) > 1: circuit générateur,

e G(o) = 1: circuit neutre,

e G(p) < 1:circuit absorbant.

La valeur de G(p) informe sur la conservation des marques dans le circuit . Si
un circuit est générateur, alors le nombre de marques dans le circuit augmente avec
I’évolution du marquage. Si le circuit est neutre, ce gain reste constant au cours de
I’évolution du marquage. Enfin, si le circuit est absorbant, le nombre de marque

diminue.

Dans le cas des GET ordinaires, le nombre total de jetons dans un circuit est
constant. De par la valuation des arcs dans N*, ceci n’est plus vrai dans le cas des
GETG. Chao et al. [Chao 1993] ont utilisé¢ un principe similaire en introduisant la
notion de marques valuées des places d’un circuit. La marque valuée, notée N,

d’une place p d’un circuit peut se calculer comme suit :

mp

Ny= T
. queq

(2.9)

e m, correspond au marquage initial de la place p,
e M, correspond au poids de I’arc sortant de la place p,
e 0, correspond a la composante de T-invariant associée a la transition en aval

de la place p.

La marque valuée totale d’un circuit neutre, g, est donnée par la somme des
marques valuées des places de ce circuit. Elle ne dépend pas du temps et est
constante quelque soit I’évolution du circuit. Par conséquences, elle est généra-
lement calculé pour le marquage initial M, et est donnée par :

N(o) = ZN,. (2.10)

pEe
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L’étude de la vivacité des GETG est difficile. Des résultats ont été obtenus
dans ce domaine par D.T. Chao [Chao 1993] : un circuit d’un GETG est vivant
s’il contient initialement au moins une place marquée dont le marquage valué est

supérieur a un (N (o) > 1).

Contrairement aux GET ordinaires, il n’existe pas de condition nécessaire et

suffisante pour vérifier la vivacité des GETG.

2.4.2 Equations récurrentes des GETG

Comme dans le cas des GET ordinaires, on se propose d’étudier les GETG a

travers leurs représentations d’état de type compteur.

Assertion 1 L’évolution du compteur associé a la transition x, du GETG élémen-

taire de la figure 2.13 est donnée par 1’équation suivante :
zq(t) = [ M) (my + Mpgzy(t — 7,))]. (2.11)

La présence de la partie entiere inférieure dans 1’équation (2.11) assure la va-
leur discréte du compteur indépendamment de la valeur M,,. En général, une tran-
sition x, peut avoir plusieurs transitions en amont {z, €°*® ¢}, ce qui implique que
I’équation compteur associée fasse intervenir le min entre les compteurs associés

aux transitions en amont.
Exemple 2.13 La variable compteur associée a la transition x, du GETG repré-
senté par la figure 2.15 satisfait I’équation suivante :

2 + 3ZL’q/(t — 1)

) = [

FIGURE 2.15 — Exemple de GETG élémentaire.
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Exemple 2.14 L’évolution des compteurs associés aux transitions du GETG repré-

senté par la figure 2.16, est décrite par les équations récurrentes suivantes :

(561 t) =min(3 + z3(t — 2),u(t)),
) = min(| 202, | HEEER)),

r3(t) =14 3zs(t — 1),
y(t) = wa(t).

~+

FIGURE 2.16 — Exemple de GETG .

Le modele mathématique représentant I’évolution de la dynamique des GETG
n’admet pas une représentation linéaire dans 1’algebre (min, +). Cette non linéarité
est due aux parties entieres engendrées par la présence des poids sur les arcs. De ce
fait, il s’avere difficile d’utiliser 1’algebre (min, +) pour aborder, par exemple, le
probleme d’évaluation de performances des GETG. Pour palier a ce probleme de
non linéarité, nous utilisons un autre type de modélisation qui se base sur un dioide

d’opérateurs développé par Guy Cohen dans[Cohen 1998a].

2.4.3 Modélisation a base d’opérateurs des GETG

Trois types d’opérateurs définis de 7" vers Z sont utilisés pour modéliser les
GETG.
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1. Opérateur de stock 7" : Il représente un décalage événementiel de v événe-

ments (v € Z), et modélise un systéme gain élémentaire.

ROt

FIGURE 2.17 — Opérateur ~".

I1 est défini comme suit :

VteZ, Vg € ZZ, cg(t) =7 ey (t) = cy(t) + v

L’ opérateur +* satisfait les regles suivantes :

o (77 @7 )eq(t) =™ ey(t).
En effet, on a (77 @ 7" )e,(t) = min(c,(t) + v, 2,(t) + V') = c,(t) +
min(v,v') = 4™ e, (t).

e (7@ ’YV/)Cq(t) = 'YV—H/Cq(t)-
Eneffet, ona (77 @7 )e,(t) = 77 (cg(t)+1) = c,(t)+V/+v = v ¢, (1).

2. Opérateur de retard 6" : Il représente un retard temporel de 7 unités de

temps (7 € Z), et modélise un systéme retard élémentaire.

FIGURE 2.18 — Opérateur 97 .

I1 est défini comme suit :
VEEZ, Vg €L,  cgt) =67cy(t) =yt — 7).
L’opérateur ¢” satisfait les reégles suivantes :
o (57 @0 )e,(t) = dme=(mm e, (t).
Du fait que le signal c,(t) soit non décroissant, on a : (07 @ 67 )c,(t) =

min(cy(t — 7), cq(t — 7)) = co(t — maz(r, 7)) = 6™ e, (t).
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o (07 @6 )ey(t) =67 ¢y(2).
Eneffet,ona (07 ® 07 e (t) = 8¢ (t —7') = cy(t — 7' —7) = 07 +7c,(t).

3. Opérateur multiplieur 1, : Il représente un facteur de mise a I’échelle m.

a

FIGURE 2.19 — Opérateur p,, avec m = 3 .

Il est défini comme suit :
VteZ, Vay € ZZ, Tg(t) = pimxy (t) = [m X xy(t)], avec m € QF (a

est égal au quotient de deux nombres naturels strictement positifs).

Remarque 2.5 Contrairement aux opérateurs v” et 6", I’opérateur i, n’ad-

met pas de regles de simplification pour I’opération & :
Vo, € QT Vi, € ZZ, (a®par)xy(t) peut étre différent de (paxar )Ty (t)-

L’opérateur 1, satisfait les regles suivantes lorsqu’il est composé avec les
opérateurs 07 et y” :
® (fta ®067)x(t) = (67 ® pm) (1),
En effet, ona: (pu, ® 07)z(t) = [a x x(t — 7)] = (07 ® pa)x(t).
o (o ®)2(t) = (v @ pa)x(t), pourveat x N
Eneffet,ona: Vv € a ' XN, (o ®7)z(t) = l[axv+axz(t)] =
axv+laxz(t)) =" ® ue)x(t), puisque v x m € N.

Si les opérateurs ¥ et 67, habituellement utilisés dans le cas des GET ordi-
naires, sont linéaires, I’opérateur (i, est, par contre, seulement additif. En effet, on
a:

Vt € Z,Nx1,x9 € ZZ,
fro (1 (1) B2 (t)) = Lo x (min(x1 (1), 22(t))] = min([orx 21 (2)], [ x 22(1)]) =
a1 () @ f1aa(t).
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La non linéarité de 1’opérateur 1, est due a sa non homogénéité, en effet :

VAEN, A® (uazi(t)) = A+ [a x xq1(t)]
est différent de
oA ® 21(1)) = Lo x (A + 1(8).
Présentons a présent le dioide d’opérateurs permettant de modéliser les GETG.
Pour cela, on note O,,;,, non commutatif de sommes finies de composition d’opé-

rateurs /i, 7y, muni des deux lois suivantes : min pour 1’opération (&) et la compo-

sition pour I’opération (®), avec pour éléments neutres € = (1, o7 > et e = py°.
k
14 . . P =7 =L
Un élément de O, est une application, notée g = @ jiq,y"i, définiede Z~ — Z -,
i=1
telle que :

VteZ, g(x(t)) = lrgiélk(Lai(ui +x(t))]).

Utilisons 1’opérateur ¢ pour définir un dioide de séries formelles. Un élément
de Oy est associé a chaque valeur de 7. Pour cela, on définit I’application A telle

ue :
d h:7 — Omin
kr
T h(T) = @uaz’y”i :

Une telle application peut étre représentée par une série formelle a coefficients

dans Oy, et dont I’indéterminée est ¢. Elle est définie comme suit :

H(5) = Ph(r)s".

TEZL

ou I’opérateur @ correspond a la somme point a point pour 7 € Z.
L’ensemble de ces séries formelles, muni des deux opérations suivantes :

o P(6)& H(S): (p@ h)(1) =p(7) & h(7) :
Z° =7 {zx(Ohez = {min(p(r) (@(t)), h(r)(@(0)) hiez,

e P(O)®@ H(0): (p®@h)(r) =Pp(i) @ h(T —1) :

1EL

7 5 2% {a(O)hez = {0f(p0) + g(r — ))(w(0) b



44 Chapitre 2. Modélisation des GETG dans I’algebre des dioides

estun dioide, noté O,,;, [0]. Ce dioide a pour éléments neutres € = i, o,y >0~

ete = 000,

Un élément de Oy, [0] permet de coder un signal x(t) sous forme d’une série
formelle en 0, et il permet également de modéliser la relation liant deux transitions
d’un GETG.

Exemple 2.15 Dans le dioide O,,,[d], le compteur z,(¢), associé a la transition

x4 du GETG élémentaire de la figure 2.13, satisfait I’équation suivante :
Xq(5) = /VLMq—pl’ymp(STpuMpq,Xq/(é). (2.12)

Physiquement, le compteur X, (9) est égal au compteur X, () composé avec

les systemes élémentaires décrits dans la figure 2.20.

Xq'— e

1
ar ) rq

FIGURE 2.20 — Composition en série de systemes élémentaires.

Pour X, correspondant 2 une impulsion, notée E(d), et égale & e = 1;7°5°,
on obtient la relation liant la transition z, et x, sous forme d’une composition

d’opérateurs donnée par Mg} NP TR M,
q

Assertion 2 L’évolution de la dynamique d’un GETG est donnée par la représen-

tation d’état suivante :

X(©) = AX()®BU®O),
(2.13)
Y(5) = CX(5)@DU(®),

ou X (§) est le vecteur d’état composé des compteurs associés aux transitions
internes du graphe, codés dans le dioide Oy, [d]. U(0) et Y(J) sont les vecteurs

d’entrées et de sorties codés dans O, [0].
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Les matrices A, B, C et D sont composées de mondmes de séries formelles

en ¢, chaque monome modélise une relation liant deux transitions du graphe dans

Omin [[5]] .

Exemple 2.16 Dans le dioide O,,;,[0], le GETG de la figure 2.16 admet la repré-

sentation d’état suivante :

X, (5) e e 35? X, (5) e
Xo(0) | =|mdpuz e pu’u | [ Xa00) | @ | e | U),
X5(0) e Ay e X5(6) e
X1(6)
Y (6) :(g e 5) X5 (0)
X3(9)

(2.14)

Une telle représentation est décrite dans 1’algebre usuelle dans I’exemple 3.17.

2.5 Conclusion

Contrairement aux GET ordinaires, qui admettent une représentation linéaire
dans I’algebre (min, +) [Baccelli 1992], les GETG, de par leurs poids sur les arcs,
se modélisent d’une facon non linéaire dans cette algebre. Pour palier a ce probleme
de non linéarité et de pouvoir appliquer certains résultats développés dans le cadre
de I’analyse de performances des systemes linéaires dans I’algebre des dioides,
une approche de modélisation de ces graphes a été utilisée [Cohen 1998a]. Cette
approche est a base d’opérateurs, elle permet de décrire la dynamique du modele et
les relations reliant les différentes transitions du graphe. Le modele d’état obtenu
sera utilisé par la suite pour évaluer les performances des GETG.
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3.1 Introduction et état de ’art

L’évaluation des parametres de performances d’un modele, peut se faire
par trois méthodes : la simulation, les méthodes numériques et les méthodes
analytiques. La simulation permet d’imiter le comportement d’un systeéme en
traitant des modeles généralement plus proches de la réalité que les méthodes
formelles, et elle sert souvent a valider les modeles de ces systemes. La simulation
a ’avantage d’étre insensible a la taille de I’espace d’état, mais 1’utilisation directe
de la simulation est difficile. Sa complexité temporelle croit avec les détails investis
dans le modele et le degré de précision (ou I’intervalle de confiance) requis. Pour
faciliter la mise en place d’une simulation, il sera plus judicieux de construire un
modele formel pour s’assurer du bon fonctionnement du modele avant sa mise en

oeuvre dans le simulateur.
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Les méthodes numériques servent de modeles abstraits a partir desquels des
résultats exacts peuvent étre obtenus, tout en résolvant un ensemble d’équations
linéaires dérivées du modele. Ces méthodes sont beaucoup plus précises et dans
certains cas beaucoup plus rapides que la simulation, mais moins rapide que
les méthodes analytiques. Ces derniere permettent de dériver les parametres de
performances en fonction des parametres temporels du modele, tout en utilisant
des solutions sous forme de formules mathématiques prédéfinies. Ces méthodes
sont tres efficaces et beaucoup plus rapides que la simulation, mais la solution

n’existe que pour une classe tres restreinte des systemes.

Dans cette partie, on s’intéresse aux performances d’une classe de SED
modélisables par les GETG. Pour cette catégorie de RdP, le probleme d’évaluation
de certains parametres de performances, comme le temps de cycle, est toujours
ouvert. Ce probleme trouve son origine dans la présence des poids sur des arcs qui
engendrent une non linéarité dans 1’évolution du comportement dynamique de ces
systemes. Cette non linéarité empéche 1’utilisation des formules mathématiques

existantes (3.5).

L’étude bibliographique effectuée dans ce domaine, a montré 1’absence de
méthode analytique générale permettant d’évaluer ces performances directement
a partir des GETG. Les méthodes existantes s’appliquent, soit en linéarisant le
modele mathématique décrivant la dynamique de ces graphes avec une expansion

de leurs tailles, soit avec des conditions restrictives sur le marquage initial.

1. Méthode proposée par Joseph Sifakis

Dans le cas ou un RdP Temporisé Fonctionnant a vitesse propre, c’est-a-dire
qu’une marque ne reste dans une place que pendant sa durée d’indisponibi-
lité, J. Sifakis propose dans [Sifakis 1980] une relation liant les temporisa-
tions, les fréquences de franchissement, et le marquage initial permet d’en
déduire les performances du systeme. Cette équation s’ecrit de la fagon sui-

vante :

XTDWTF=XTM,, (3.1)

ou X est un P-invariant, D une matrice diagonale telle que D;; = d;; est la
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temporisation associée 2 la place p;, C* est la matrice d’incidence arriere, F

est le vecteur des fréquences de franchissement, et M le marquage initial.

Dans le cas ou le RdP fonctionne a vitesse non propre, cette relation devient
une inéquation, car les fréquences réelles peuvent étre inférieur a celle qui

correspondraient a un fonctionnement en vitesse propre.

Exemple 3.17 Considérons le GETG de la figure 3.1 admet un T-invariant
©' = (3,2,1) et un P-invariant £ = (1,1,1,1).

FIGURE 3.1 — Graphe d’Evénements Temporisé Généralisé

— Dans le cas de fonctionnement a vitesse propre, pour un marquage initial
My = (6,0,2,0), Il existe deux invariants linéaires de place qui sont :
2f1+3fs =6et fo+2f3 = 2. On en déduit les fréquences de franchisse-
ment associées aux différentes transitions du graphe, F' = (f1, fo, f3)! =
(%, 1, %)t ainsi que son temps de cycle 7'C,, = 2 unités de temps (u.t).

— Par contre, dans le cas ol le marquage initial M, = (4,0,2,0)" corres-
pondant au fonctionnement a vitesse non propre, on obtient les deux in-
équations suivantes : 2f; + 3fy < 4 et fo + 2f3 < 2. On en déduit les
fréquences de franchissement qui deviennent f; < 1, fo < %et f3 < %,

ainsi que le temps de cycle devient 7'c > 3 u.t.

2. Méthode proposée par D.T. Chao
D.T. Chao [Chao 1993] propose une méthode analytique pour calculer le
temps de cycle des GETG avec des conditions restrictives sur le mar-

quage initial. Cette méthode s’applique lorsque chaque circuit élémentaire
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du graphe a une unique place p marquée d’un marquage valué N, > 1 (cf.

équation (2.9)). Ce temps de cycle se calcule de la fagon suivante :

7 (o)
TCm N 0 circu%lé?é}r(nentaire,/\/’(gy

ot V() est le marquage valué du circuit o défini par la relation (2.10). 7 (o)

correspond a la somme des temporisations dans le circuit o.

Exemple 3.18 considérons le circuit p; = (py, x1, pa, T2, ps, v3) du GETG
de la figure 3.2. Son T-invariant est donné par © = (2,3, 3, 1). En utilisant
la relation 2.10, la marque valuée de la place p; a I'instant initial est donnée

par:

—_— 6 —_—
= =

La marque valuée du circuit p; est donnée par :

Ny 1

1=

La marque valuée de la place p, a I’instant initial est donnée par :

—_— 6 —_—
- =

La marque valuée du circuit ps = (ps, x4, ps, T2, ps, T3) est , quand a elle,

Ny 2

donnée par :

(2

N(p)= % Ni=Ns+Ns+Ns=0+2+0=2

Par conséquent, T'C,, = max({,2) =4 u.t.

Cette méthode permet le calcul du temps de cycle d’'un GETG dans le cas
multi-serveur (cf. définition 2.17). Dans le cas mono-serveur, les boucles de
ré-entrance implicites contiennent un seul jeton et doivent étre considérées
comme des circuits. La condition ./\/p > 1 est tres rarement vérifiée pour ces
places implicites. Par conséquent, cette méthode est peu applicable dans le

cas des GETG mono-serveurs.
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P3 1

Ps x3

FIGURE 3.2 — Graphe d’Evénements Temporisé¢ Géneralisé.

3. Méthode proposée par Alix Munier

Cette technique est une extension des travaux de P. Chrétienne
[Chretienne 1983] et C. Ramchandani [Ramchandani 1974], elle a pour ob-
jectif le calcul du temps de cycle moyen d’un graphe d’événements avec
des poids sur les arcs. Dans le cas mono-serveur, A. Munier montre que
le calcul du temps de cycle d’un graphe avec des poids sur les arcs peut
se ramener a celui d’un graphe d’événements ordinaire. Pour cela, une mé-
thode de linéarisation a été proposée. Cette méthode nécessite 1’expansion
du réseau initial. Cette expansion se fait en deux étapes : la premiere est la
décomposition du graphe initial en un ensemble de composantes fortement
connexes ; la seconde est la duplication des noeuds du graphe (places et tran-
sitions). Le lecteur intéressé par cette méthode peut trouver plus de détails
dans [Munier 1993].

Dans le cas ou les modeles sont multi-serveurs, une extension de cette

méthode a été€ proposée par Nakamura et Silva [Nakamura 1999].

4. Approche de fluidification proposée par Guy Cohen
Cette méthode prend en compte le probleme de pondération sur les arcs
en transformant le modele en un GET Continu. Elle utilise un dioide
d’opérateurs pour la modélisation du GET Continu avec Multiplieurs.

Son principe consiste a linéariser le modele mathématique qui reflete
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I’évolution dynamique du modele. Le modele obtenu est (min, +) linéaire et
permet d’utiliser certains éléments de la théorie spectrale pour 1’analyse de
performances des GET ordinaires. Cette méthode présente des avantages :
elle préserve la structure et la taille du graphe initial. Il a ét€ montré que
sous certaines conditions sur le marquage initial, le comportement d’un
GETG discret coincide avec sa version continue. Ainsi, il est possible de
linéariser un GETG en considérant sa version continue. Pour une présen-

tation détaillée de cette méthode, nous renvoyons le lecteur a [Cohen 1998b].

. Méthode proposée par Benoit Trouillet [Trouillet 2003]

A T’aide d’une algebre spécifique, appelée (min, <), une méthode est pro-
posée afin de transformer un GETG en un GET ordinaire, indépendamment
du marquage initial. Cette méthode considere que les GETG sont fortement
connexes, et que chaque circuit du graphe admet au moins une composante

du T-invariant égale a 1.

Une extension de cette méthode dans 1’algebre (min, +), a été proposé
dans [Hamaci 2004], dans le cas ou tout le graphe admet au moins une

composante du T-invariant égale a 1.

. Méthode proposée par S. Hamaci [Hamaci 2005]

Cette méthode est inspirée des travaux proposé€s par Guy Cohen dans
[Cohen 1998b]. Elle a pour principe de linéariser les graphes d’événements
temporisés avec multiplieurs sous réserve de vérifier une condition de
linéarisation sur le marquage initial. Dans le cas ou cette condition est
satisfaite, les performances du GETG peuvent étre déterminées d’une fagon
exacte. Dans le cas ou cette condition n’est pas vérifiée, on procéde a un
ajout ou a un retrait de jetons dans le graphe, afin de satisfaire la condition de
linéarisation pour toutes les places de ce dernier. Cette technique d’analyse
permet d’encadrer les performances du GET avec multiplieurs entre deux
bornes : une valeur supérieure obtenue par 1’ajout d’un nombre minimal
de jetons dans le graphe, et une valeur inférieure obtenue par le retrait dun

nombre minimal de jetons.

7. D’autres méthodes existent pour évaluer les performances des GETG.
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Des bornes inférieures et supérieures du temps de cycle moyen dans les
cas déterministe et stochastique ont été proposées par [Compos 1991]

[Balbo 1998, §17] en utilisant des techniques de programmation linéaire.

Sont proposées également des méthodes de simulation, en faisant évoluer le
graphe, pour déterminer le temps de cycle moyen d’un GETG [Sauer 2004].

Il résulte de cette étude bibliographique qu’une possibilité pour évaluer analyti-
quement les performances d’'un GETG, sans hypothese restrictive sur le marquage
initial. Cette possibilité consiste a construire un GET ordinaire équivalent. Par
contre, les méthodes décrites précédemment ont pour conséquence d’étendre le
nombre de transitions du graphe. Une telle expansion peut alors rendre 1’étude du
GET ordinaire, obtenu apres linéarisation, laborieuse dans le cas ou la taille du
GETG est déja importante.

Dans ce contexte, pour aborder le probleme d’évaluation de performances
des GETG, nous proposons une méthode de linéarisation du modele mathé-
matique régissant 1’évolution dynamique de ces graphes dans le but d’obtenir
une représentations linéaires dans 1’algebre (min, +). Le modele d’état obtenu
permet d’appliquer certains résultats développés dans le cadre de I’analyse de
performances des systemes linéaires dans les dioides. Cette méthode est plus
générale par rapport aux méthodes existantes, elle s’applique sans conditions

restrictives et sans expansion du réseau.

Ce chapitre est organis€ comme suit : apres un rappel sur les éléments de la
théorie des graphes, une application sur 1’évaluation de performances des GET est
présentée. Afin d’appliquer certains résultats de base de la théorie spectrale pour
I’évaluation de performances des GETG, une nouvelles méthodes de linéarisation
sera présentée. Cette méthode a pour but de linéariser le modele mathématique
associé au comportement d’'un GETG n’admettant pas une représentation linéaire

dans le dioide (min, +), ceci afin d’obtenir un GET ordinaire équivalent.

3.2 Notions élémentaires

Cette section a pour vocation a rappeler brievement un ensemble de définitions

de la théorie des graphes utiles pour la compréhension des résultats présentés dans
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de ce chapitre.

Définition 3.24 (Graphe orienté). Un graphe orienté qu’on note G = (Q2, ®), est
un graphe composé d’un ensemble de sommets (ou noeuds), noté €2, et un ensemble

d’arcs orientés, noté ® (cf. figure 3.3).

un noeud

FIGURE 3.3 — Graphe orienté.

Définition 3.25 (Chemin, circuit). Un chemin est une suite de sommets que 1’on
. . e ab .
peut parcourir successivement en utilisant les arcs de ®. On note — un chemin

allant d’un sommet d’origine, noté a, vers un sommet d’extrémité, noté b.

Un chemin est dit :
— simple s’il ne passe pas deux fois par le méme arc.
— élémentaire s’il ne passe pas deux fois par le méme sommet.

Un circuit est un chemin dont le sommet de départ est confondu avec sommet

d’arrivée (cf. figure 3.4).

Définition 3.26 (Composante fortement connexe). Un graphe orienté est fortement
connexe si pour tout couple de sommets a et b, il existe un chemin allant de a a b
(cf. figure 3.5).



3.2. Notions élémentaires 55

un circuit

FIGURE 3.4 — Circuit dans un graphe orienté.

FIGURE 3.5 — Composante fortement connexe.

Définition 3.27 (Graphe valué). Un graphe valué est un graphe pour lequel tout
arc (a,b) € ® est muni d’un poids p, (I’indice du sommet d’arrivée b précede
I’indice du sommet de départ a).

Soit A = (ay, as, ..., a;) un chemin d’un graphe valué. On appelle :

e longueur de A, notée | A |;, le nombre d’arcs qui le composent ;
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e poids de A, noté | A |, la somme des poids des arcs qui le composent, qui

est égal a Qg + ...+ Ay -

Définition 3.28 (Matrice et graphe de précédence). Soit A une matrice de dimen-

sion n x n a coefficients dans un dioide D. La matrice A d’un graphe valué a n
b a

sommets, ayant pour élément A, le poids ji.;, de I’arc —, est appelée matrice de

précédence.

De tout graphe de précédence, on peut extraire une matrice de précédence.

La graphe représenté par la figure 3.6 admet la matrice de précédence suivante :

M M M = W =
M O M W M Ot

gt . dm M m M M
MO = O M = M
N M ™ & O M
M Ot W ™ ™M M

e correspond a un arc absent dans le graphe.

FIGURE 3.6 — Graphe orienté valué.
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Pour toute matrice carrée A de dimension n xXn a élément dans R,,,;,,, I’éléments
(A™),p correspond au poids minimal des chemins de longueur 7 allant du noeud b

au noeud a dans son graphe de précédence. Par exemple, pour = 2, on aura :

(A%)as = P A @ Au,

=1

Dans I’algebre usuelle, ¢ca donne :
(A% = l_D;lin {Au + An}.

Définition 3.29 (Matrice irréductible). Une matrice irréductible A € D™*" est une

matrice pour laquelle, pour toute paire (a, b), il existe un entier i tel que (A") 4 # €.

Ceci est équivalent a I’existence d’un chemin allant de b a a pour toute paire de

sommets (a, b).

3.3 Eléments de la théorie spectrale

Dans cette partie, on rappelle les principales propriétés spectrales des matrices
a coefficients dans le dioide R X", dont le théoréme de cyclicité des matrices irré-

ductibles, et comment ces résultats peuvent étre appliqués a 1’évaluation de perfor-
mances des GET.

Définition 3.30 (Valeurs propres et vecteurs propres). On appelle valeur propre et
vecteur propre d’une matrice A € D", le scalaire A € Retle vecteurv € R?. \{c}

tels que :
ARv=A®w. (3.2)

Pour calculer cette valeur propre, on utilise le théoreme suivant.

Théoréme 3.2 [Gondran 1985] Une matrice A € R™ " irréductible admet une

min

unique valeur propre, notée A, égale au rayon spectral de la matrice A, soit :

n

A= p(A) = P (tra)= k.

k=1
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n
ou tr A* = @ (A*);; correspond au poids minimal ' de tous les circuits de lon-

i=1
gueur k du graphe G(A). En définissant le poids moyen d’un circuit ( comme la
valeur de son poids, noté | ¢ |, divisée par sa longueur, noté | ¢ |;; le poids moyen

minimal des circuits de longueur k s’ obtient alors en divisant tr A* par &, ce qui est

nxn
min *

équivalent 4 1’expression (tr A*)®1/* dans le dioide
Cette valeur propre peut aussi étre déduite directement a partir du graphe G(A)
a travers le résultat donné dans le théoreme suivant.

nxn
min

Théoréme 3.3 [Gondran 1985] La valeur propre A d’une matrice A € R"*" irré-

ductible est égale au poids moyen minimal des circuits de G(A), c’est-a-dire :

ou C est ’ensemble des circuits de G(A).

Une matrice irréductible peut admettre plusieurs vecteurs propres associés a la va-

leur propre \. Afin de les calculer, on définit, au préalable, la matrice A,.

Définition 3.31 Soit A € R”" une matrice irréductible de valeur propre A. On

min

définit la matrice, notée A,, par :
A, =\1® A

Le théoréme suivant fournit une condition permettant de tester si une colonne

de la matrice A} est un vecteur propre de A.

Théoreme 3.4 [Gondran 1985] Soit A € D™*™ une matrice irréductible de valeur
propre \. La j-ieme colonne de la matrice A}, notée (AY) ;, est un vecteur propre

de A, si elle satisfait 1’égalité :
(AY); = A ® (AY) -

Remarque 3.6 Dans le cas ou A est irréductible, toutes les coordonnées d’un vec-

teur propre sont différentes de ¢.

1. trA* = @ (A*);; correspond au poids maximal de tous les circuits de longueur & du graphe
i=1

G(A) dans le cas du dioide R7: %"

max-®
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nxn
min

Définition 3.32 (Circuit critique, graphe critique). Soient A € R*" une matrice

irréductible de valeur propre A, et G(A) le graphe de précédence associé.

Un circuit ¢ est dit critique si son poids moyen est minimun, c¢’est-a-dire si % =
A

On appelle graphe critique, noté G¢(A), le sous graphe de G(A) formé des sommets

et des arcs appartenant a un circuit critique.

Définition 3.33 (Cyclicité). On appelle :
e cyclicité d’'une composante fortement connexe le plus grand commun divi-
seur (pgcd) des longueurs des circuits qui la composent ;
e cyclicité d’un graphe le plus petit commun multiple (ppcm) des cyclicités de

SESs COIHpOSElIltCS fortement connexes.

Exemple 3.19 Le graphe de précédence représenté par la figure 3.7 admet la ma-

trice irréductible suivante dans le dioide R>*? :
e € 1

A=1o 2 o

e 2 ¢

Dans cet exemple, le graphe est composé de trois circuits élémentaires :

e le premier circuit : noeud, — noeuds — noeuds — noeud; a un poids
moyen égal a 1,

e le deuxieéme circuit : noeuds — noeuds — noeuds a un poids moyen égal a
L,

e le troisieéme circuit : noeuds — noeuds a un poids moyen égal a 2.

Aussi, on a
A =min(1,1,2) =1, ce qui correspond au poids moyen minimal du graphe.

Comme on a vu précédemment, cette valeur propre peut également étre calcu-

Iée en utilisant le théoreme 3.2. On a :

e 3 ¢ 3 5 3

2 3
A = 2 2 1] A’ = 2 3 2
2 4 2 4 4 3
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FIGURE 3.7 — Exemple d’un graphe de précédence fortement connexe.

3
L] tT’(A) = @A“ = 2,
i=1
3
o tr(A%) = @A; =2,
=1

3
o tr(A%) = DA% =3,
=1

i

ainsi, on a :

A= P trAR)VE = tr(A) @ tr(A*)FV? @ tr(A%)#P = 1.

3
k=1

e Calcul des vecteurs propres associés a la matrice A

On a, d’apres le définition 3.31 :

€ € 0
Ay =2teoA=|l_, ; (A1 correspond a —\ dans I’al-
€ 1 €
gebre usuelle),
0 1 0
d,OﬁA;\F:A/\@A?\@: 1 0 -1
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En appliquant le théoréme 3.4, on vérifie que les trois colonnes de la matrice
AT correspondent bien aux vecteurs propres associés 2 la valeur propre A (=1) au

sens ou ils vérifient la relation (3.2).

3.4 Evaluation de performances des GET

Considérons un graphe d’événements temporisé fortement connexe. Son évo-
lution dynamique se modélise par I’équation récurrente C'(t) = A ® C(t — 1)

dans I’algebre (min, 4). La valeur propre A associée a la matrice d’état irréductible

A, a coefficients dans le dioide R %", correspond a la fréquence de franchissement
asymptotique du GET, défini comme le nombre moyen de franchissement, associée
a chaque transition, par unité de temps. Cette fréquence de franchissement, qui re-
présente aussi le taux de production dans le cas d’'un GET modélisant un systeme
de production, est identique pour toutes les transitions du graphe. Pour un systeme
de production, il correspond aux nombres moyens de pieces produites par unité de

temps.

Définition 3.34 (Taux de production asymptotique).[Gaubert 1995]
Soit ¢(t) le compteur associé a la transition c. Son taux de production asympto-

tique, noté )\, est défini par :

A= lim @

t—+oo T
Ce taux de production peut étre calculé de deux facons : soit en appliquant une
approche algébrique a travers le théoreme 3.2, soit en utilisant le théoréme suivant

qui permet de calculer A a partir du graphe de précédence.

Théoréme 3.5 [Gaubert 1992] Le taux de production A d’un GET fortement connexe

est caractérisé par :

M
A= min M@
p circuit élémentaire T'emp(p)

(3.3)

ol M (p) correspond au nombre total de jetons du circuit p, équivalent au poids du
circuit du graphe de précédence associé, et T'emp(p) correspond a la somme des
temporisations des places du circuit p, équivalent a la longueur du circuit du graphe

de précédence associé.
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L’inverse de cette valeur propre est également utilisée pour analyser les perfor-
mances d’un GET. Elle correspond au temps de cycle moyen du graphe, c’est-a-dire
le temps moyen séparant deux tirs consécutifs d’une transition. Pour un systeme
de production, il correspond au temps moyen séparant deux pieces produites. Ce
temps de cycle, noté TC, peut étre calculé de la facon suivante :

TC=  max  Lemplo) (3.4)

p circuit élémentaire V[ ( p)

Exemple 3.20 Les performances du GET de la figure 3.8 sont identiques a celles

du graphe de précédence de la figure 3.7 calculées précédemment.

FIGURE 3.8 — GET équivalent au graphe de précédence de la figure 3.7.

Si A est la valeur propre de A et si le vecteur d’état initial C'(0) est un vecteur
propre de A,on a:
Ct)=AC(t—1)

— A'C(0)
=A@ ARC0)=A""® A2 C(0)
=X ®C0)=XC(t-1),
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ce qui est équivalent dans I’algebre classique a :

Ot) = A+ C(t — 1),

autrement dit, 1’état du systeme est incrémenté de \ lorsque ¢ est incrémenté de 1,
ce qui signifie que, des I’état initial, le GET fonctionne, en régime autonome, de

facon périodique selon une période égale a 1.

L’établissement d’une valeur propre de A permet d’évaluer le comportement
périodique d’un GET en régime autonome, lorsque la condition C'(0) correspond a
un vecteur propre de A. Le théoréme suivant fournit une réponse sur le comporte-

ment du graphe pour une condition initiale quelconque.

Théoreme 3.6 [Baccelli 1992] Soit A € R™*" une matrice irréductible. Il existe

min

deux entiers N et ¢ tels que :

n>N= A" = \A",

ou ¢ est appelé cyclicité de A.

La matrice A étant irréductible, une fois le régime périodique atteint, on a :

C(t)y=A""C(t —n—c)
=XRC(t—oc),

autrement dit, en régime autonome, pour ¢ suffisamment grand, il existe c € N
tel que :
Ct)=cx A+ C(t—c).

En résumé, on peut dire qu’un GET en régime autonome atteint, apres un ré-

gime transitoire fini, un régime périodique de période égale a c.

Remarque 3.7 (Matrice réductible). Les propriétés spectrales et asymptotiques
des matrices a éléments dans un dioide ont également été étudiées dans le cas
réductible (non irréductible) [Gaubert 1992, §4]. Pour une matrice A € R}""" ré-
ductible, I’unicité de la valeur propre n’est pas assurée. Les résultats énoncés dans
ce cas s’appuient sur une décomposition du graphe de précédence de A en compo-

santes fortement connexes.



64 Chapitre 3. Evaluation de Performances des GETG

3.5 [Evaluation de performances des GETG

Comme dans le cas des GET, les performances d’un GETG fortement connexe,
sont obtenues dans le cas d’un fonctionnement au plus tot et lorsque le régime
permanent est établi [Munier 1993]. Par contre, les fréquences de franchissement
ne sont pas identiques pour toutes les transitions, mais sont proportionnelles au T-
invariant élémentaire (cf. définition 2.14). Pour chaque transition, la fréquence de

franchissement, notée A, , peut €tre définie de la fagon suivante :

0,

)\mq = TCm’

(3.5)

N

ou :
e 0, estla composante du T-invariant associée a la transition x,,

e T'C), estle temps de cycle du graphe.

Dans le cas d’un graphe neutre et fortement connexe, ce temps de cycle peut

étre défini comme suit.

Théoreme 3.7 [Sauer 2003] Le temps de cycle, noté T'C,,, d’un GETG neutre et
fortement connexe, obtenu a partir d’un marquage initial M, est le temps moyen
nécessaire pour franchir une fois le T-invariant minimal en mode de fonctionnement

au plus tot a partir de M.

Si le calcul de performances des GET a pu étre réalisé via la théorie des graphes,
le probléme reste, a notre connaissance, ouvert pour les GETG. La difficulté de ces
types de graphes est due a la présence des poids sur les arcs qui empéche 1’uti-
lisation de la relation (3.5). Comme alternative, nous proposons une méthode de
linéarisation du modele mathématique régissant 1’évolution dynamique du graphe,
dans le but d’obtenir un modele linéaire dans 1’algébre (min, +) [Benfekir 2013a,
Benfekir 2013b].

3.5.1 Méthode de linéarisation proposée

Cette méthode s’applique sur des GETG consistants (cf. définition 2.15) et
conservatifs (cf. définition 2.16).

Pour I’étude des ces GETG, les conditions initiales considérées ici sont faible-

ment compatibles (2.20).
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Pour obtenir ces conditions initiales, chaque compteur du GETG est synchro-
nisé avec un compteur modélisant I’évolution dynamique d’une entrée impulsion-

nelle e(t).

{ e(t) =0, t<0;

FIGURE 3.9 — Impulsion d’un point de vue compteur.

Cette entrée impulsionnelle e(t), qui est un signal, se code dans le dioide Oy, []

de la fagon suivante :

E@©) =1 e+ @' @10 @' & ... T
Chaque compteur d’un GETG peut étre codé par la composition des opéra-
teurs : u, v, 0 (cf. équation (2.12)).

En plus des regles de commutation entre ces opérateurs, cités précédemment
dans le chapitre 2, la proposition suivante fournit d’autres regles utiles pour la
méthode de linéarisation que nous proposions.

Proposition 1 Soient a, b € N*, nous avons :
- Ha=1Ho = H(a=1b)-
. Vt € Z, x(t) est un multiple de a, alors y,-17°X (8) = v %) i1 N (6).

A = uafy“_lb est équivalent a p1,7° = ¥ .

Preuve 2
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. Jta—1 /X (6) correspond a |a ! [bx(t)]] = [a~bx(t)], ce qui équivalent d ju(,-14) X ().
. pa—1y? X (8) correspond & a1 (b+z(t))| = [a~'b] + a~'z(t) sachant que x(t) €

7 U {00} est un multiple de a, ce qui est équivalent 2 v1% "% ;.1 X (§).

- e X (8) correspond a b + |ax(t)] = [b+ ax(t)| = |a(a™ b+ x(t))], ce qui est
équivalent & 1,7 "X (6).

Un GETG consistant possede un T-invariant dans lequel toutes ses composantes
appartiennent a N*. Le principe de linéarisation consiste a exprimer chaque comp-
teur en fonction d’une entrée impulsionnelle. Cette derniere, de par son amplitude
qui tend vers I'infini, permet de linéariser toute équation récurrente non linéaire

modélisant la dynamique de franchissement d’une transition.

Proposition 2 Soit £ une entrée impusionnelle, on a : Va € N, € Q*,Vq =
1,...,n,
ppy* 0" Eq(8) = ylPel 07 Ey(9).

Preuve 3 Ultilisons le point 3 de la proposition 1.

psy*0"E, () correspond a |5 X (a +ey(t —7))] = |5 x a] + e,(t — T) puisque
pour t > 0,e,(t) — 400, donc e, () est un multiple de «, qui est équivalent a
yLBal§TE,(6).

Dans la suite, nous donnons le modele d’état modélisant la dynamique du

GETG avec les entrées impulsionnelles.

Considérons le vecteur X composé des compteurs codés dans le dioide d’opé-
rateurs O, [0]. Les compteurs E correspondent aux entrées impulsionnelles. Fi-

nalement, on obtient :

X(0) =A@ X(8)PE®O). (3.6)

D’apres le théoreme 1.1, ce type d’équations admet la plus petite solution sui-

vante :

X(8) = A* @ B(5), (3.7)

avec A*=e P AP A> D ---.
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Proposition 3 Pour des conditions initiales faiblement compatibles, un GETG est

linéarisable sans augmenter le nombre de ses transitions.

Preuve 4 Un GETG consistant et conservatif se représente par I’équation X (§) =
A ® X(§) @ E(6). En utilisant la proposition 2, on obtient une relation linéaire
entre deux transitions du graphe (correspondant a un GET). Cette procédure de
linéarisation peut étre appliquée pour toutes les transitions du graphe, puisque pour

toute transition, on peut associer une entrée impulsionnelle.

Dans la suite, nous donnons un exemple de GETG consistant et conservatif (for-
tement connexe) pour calculer son temps de cycle. Nous faisons remarquer qu’hor-
mis la simulation, toutes les méthodes existantes ne permettent pas de donner la

valeur exacte de ce GETG.

Exemple 3.21 L’évolution dynamique du GETG représenté par la figure 3.10 est

décrite par les équations récurrentes suivantes :

z1(t) = min(3z3(t — 2)),
wo(t) = min([ FE ] 3 4wyt — 1), [ FEER ),

25(t) = min(| 22020 ),

FIGURE 3.10 — Exemple de GETG.

Ces équations récurrentes sont non linéaires dans 1’algebre (min, +). Cette non
linéarité - de par les poids sur les arcs - est due a la présence de parties entieres

dans le modele (min, +) régissant I’évolution dynamique de ces graphes.
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Pour pallier a ce probleme de non linéarité et pouvoir, en suite, appliquer les
résultats développés dans le cadre de 1’analyse de performances des GET dans
I’algébre (min, +), on code chaque dynamique associée a 1’état du GETG dans le
dioide d’opérateurs O, [0], et de synchroniser 1’évolution de chaque compteurs

en fonction d’une impulsion (figure 3.11).

Xy € ety e X1 e
Xo | = | ysdtue € V26 11y Xo|®|el| . E
X3 3 [Ll/g(sl g X3 e

Les entrées F correspondent aux entrées impulsionnelles e(t) codées dans le
dioide Oy,in[d]. Elles n’ont aucune influence sur I’évolution du graphe. En effet,
Vo, € T, min(zy(t), e,(t)) = x4(t), puisque e(t) — +o0.

Py Py
X q s ) *3
1 1
2 ‘ 3 ‘ )
P2 P4

FIGURE 3.11 — GETG avec des entrées impulsionnelles associées aux transitions

du graphe.
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Utilisant 1’équation (4.1), X (0) = A*E(d). La proposition (2) permet de cal-
culer A*E(J) :

AE0)=(ed A A2 A% ...)E())

= (BE(0)© AE() ® A® AE(5) ® A@ A’E()) @ ...).

A2E(5)

A3E(5)

Dans cette partie, nous donnons les expressions des sept différents termes de

A*E(9). Cette derniere converge vers un régime périodique apres certaines itéra-

tions.
e Etape 1
2
oA
€ M1/2’Y451M3 € €
)
AE(0) = | payz0* a2 £ V' | | e | E(S) ® E(9)
)
€ f1/20°" € e
e Etape 2
25 252
£ papy*Otus e ! !
2 1 92¢1 6 '}/152
A'E(0) = AAE(S) = | pa/z0' o £ V20t o E(6) =
1 5 52
€ M1/25 €
e Etape3
252 363
£ papytotus e ! !
) 152 153
AE@) = ALE@) = | oty ¢ o | | 770 [B@) =]
52 5
g [L1/251 9
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e Etape 4
353 354
1) 1)
M1/27451#3 €
153 2(54
A'E(8) = AA’E wpdty e om0 | EE) =]
53 5
120" €
e Etape 5
354 555
1) v°d
pay'otus e
254 255
A E(0) = AA'E ppdtpe e o | T | B@O =]
54 7165
M1/251 €
e Etape 6
555 556
¥°0 ¥°0
M1/27451M3 €
2,55 356
AE(8) = AA’E mpdty e om0 |EE) =]
155 156
o) o)
M1/251 €
e Etape 7
556 657
v°0 ~v°0
€ M1/27451M3 €
356 357
AE@) = ALEG) = | pysdts = 20w | | 70 [B@=|"
156 157
g u1/251 9 7 7

Par conséquent, la dynamique de chaque compteur s’exprime sous forme d’une

série formelle dans le dioide Oy, [d] comme suit :
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° Xl(é) — ,}/251 @7252 @73(53 @7354@7555 @7556 @7657 @7658 @78(59 P
78510 @ 79511 D 79512 D 711513 D 711514 D 712515 D 712516 D 714517 D ...

Apres avoir appliqué les régles de simplification entre les opérateurs v et §, dé-

veloppées dans le chapitre 2, on obtient :
X1(8) = 1*0%(7°8%)"

o X5(8) =" @712 B Y18 B 720" B 7255 B 130° B v35" P v46® ® y46° @
v5810 @ Y55 B 46612 B 46513 B YT D AT @ ... .

Apres simplification,
X5(0) = 0'(v'6%)"

e X30)=0'® DB Dt DY D1 D1 D y16® B 726° B 4200 @
Y261 @ 4262 B 3013 @ 351 @ 4351° @ y351C B 4617 .

Ce qui donne :

Par conséquent, on trouve :

(720%)(7%0%)*
AE@G) = si(e) | E©).
54(,.)/154)*

laquelle est la plus petite solution du systeme d’équations implicite suivant :

X1(9) vot\ [ X:1(0) 7?02
X2(5) = 7152 X2<(5) s> (51 E((;)
X3(6) J15t )\ X (6) 5

Ces équations admettent une représentation (min, +) linéaire dans le dioide

Zonin, NOUS avons, Vt € 7 :
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r1(t) =3zt —4)P2®e(t —2),
To(t) = 1@ xa(t —2)Pe(t — 1),
z3(t) = 1@ x3(t —4) Pe(t —4).

lesquelles peut se représenter par le GET de la figure 3.12.

FIGURE 3.12 — GET obtenu apres linéarisation.

Le GET de la figure 3.12, qui n’est pas fortement connexe, est composé de trois
circuits : (r1, x1), (T2, T2) et (z3, r3). Chaque circuit admet un T-invariant composé

d’une seule composante qui est égale a 1.

Utilisant I’équation (3.4), nous déduisons que chaque circuit, qui est un GET
fortement connexe, admet le temps de cycle suivant :

— Circuit (z1,21), TC =

— Circuit (zg, z9), TC =

— Circuit (23, x3), TC =

= =N ol

Le temps de cycle, 7'C},,, du GETG de la figure 3.10, correspond au temps
moyen nécessaire pour franchir une fois le T-invariant minimal en mode de fonc-
tionnement au plus tot a partir de M. Ce qui correspond dans la pratique au temps

moyen pour fabriquer une piece par un systeme de production par exemple.

4 2 4
T01:3X§, TCQI2><I, TCB:lXI
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Nous remarquons que ce temps de cycle est identique pour toutes les transi-
tions du graphe. Il est égal a 4 u.t. Ceci signifie que chaque transition est franchie,

en moyenne, une fois toutes les quatre unités de temps.

Utilisant la relation (3.5), nous déduisons la fréquence de franchissement asso-

ciée a chaque transition du graphe :

3

/\m1 = Za

3.5.2 Exemple : Extension au cas des GETG avec entrée/sortie

Considérons le GETG de la figure 3.13 avec une entrée et une sortie. Nous sou-
haitons calculer la fréquence de franchissement de la transition de sortie Y. Cette
derniere correspond a la sortie des produits finis dans un systeme de production par
exemple. Pour ce faire, hormis la transition Y, a chaque transition est associée une

entrée impulsionnelle e.

FIGURE 3.13 — GETG avec entrée/sortie.

L’évolution dynamique de chaque compteur dans le dioide O,,;,,[d], est donnée
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par la représentation d’état suivante :

€ € )
X, H1/30 fh2 X, .
52 £ €
X, | = X |e|e|E
15 15 35
X, Hiy27y O3 H1/27Y Y X,
(3.8)
X1
Y = (6 £ m) X,
\ X3
e Notons que U = Bl = E
Ce systeme d’équation admet la solution suivante :
X=A"®F, (3.9
A*=e® AP A2 @ ---. La proposition (2) permet de calculer A*E :
A*E=(edA® A2 A3 ..)E
= (EGAEQDARAED AR A’E D ...).
S N —
A2E A3E
Par conséquent, on a
(
5 164 *
X, (v'6%)
364 *
x| = ap=| O g
(3.10)
54 358 *
X, 0% (7%0°)
Y = CA*E = (7%6%)*+y?*E.

\
En analysant le comportement dynamique dans le dioide O,,;,[0] des comp-

teurs associ€s aux transitions du graphe représenté par la figure 3.13, nous dédui-
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sons la fréquence de franchissement associée a chaque transition.

o X1(0) = (y0")"OE = 6(e@0' @72 @420 @100 020" @100 @ ...
L’évolution dynamique du compteur X (0) montre que le franchissement de la
transition X est franchie une fois toutes les quatre unités de temps des que le
régime période est établi. Ce comportement est représenté par (yd4)*. Par consé-
quent, \; = %, ceci est équivalent, en moyenne, a 0.25 franchissement par unité

de temps.

° X2(5) — (7354)*E _ (6@7354@7658@79512@712516@715520@’718524@...)
Concernant le comportement du compteur associé a la transition X5, nous remar-
quons que cette transition est franchie trois fois toutes les quatre unités de temps.

Ce qui donne un Ay = %.

° X3(5) — (7358)*754E(5) — (6@7358@76516@79524@,%2532@,}/15540@”_)
A partir de X;3(6), nous déduisons A3 = 2.

Dans la suite, nous nous intéressons a la dynamique de la sortie Y décrite par la

série formelle suivante dans le dioide Oy, [0].

o Y(6) = (155%) 251 E = 7264 (e @ 7°5° © 712610 @ 41862 @ 42152 @ ...
Notons que I’évolution dynamique du franchissement de la sortie Y atteint un
régime périodique a t=4 u.t apres deux franchissements. Ceci est modélisé par
726% correspondant au régime transitoire. Le régime permanent est modélisé par
(7%6%)*, ce qui donne \y = % par unité de temps quel que soit ’entrée U. Dans
la pratique, ceci est équivalent a la production de deux pieces par trois unités de

temps.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a 1’évaluation de performances
des GETG. Pour pouvoir appliquer la théorie spectrale, développée dans le cadre
d’analyse de performances des systemes linéaires dans les dioides, une méthode
de linéarisation a été proposée. Cette méthode a pour objectif d’obtenir un modele
admettant une représentation (min, +) linéaire. Contrairement aux méthodes exis-

tantes, cette méthode s’applique a tout GETG sans conditions restrictives sur le
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marquage initial et sans expansion du réseau, pour obtenir un GET ordinaire.
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4.1 Introduction et état de ’art

Une complexité croissante des systeémes de fabrication et de leur commande,
ainsi que les cofits toujours plus élevés de leurs composants (machines a commande
numérique, chariots filoguidés, robots, etc ...) ont rendu nécessaire le renforcement
des phases d’évaluation et d’optimisation du comportement des systemes durant
leur phase de conception. Durant cette étape, il est nécessaire de définir les res-
sources ou bien les en-cours a utiliser (palettes de transport par exemple) afin d’étre
capable de réaliser la production voulue, de bonne qualité et correspondant surtout
a un prix de revient le plus compétitif possible. Ce nombre d’en-cours reflete la
productivité d’un systeéme, puisqu’un nombre insuffisant ne permet pas d’atteindre
la performance souhaitée. Cependant, un nombre trop important d’en-cours aug-
mente les colits de production, car ces pieces utilisent des stocks ou des supports
de transport.

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés a un probléme qui a pour ob-

jectif de trouver le marquage a utiliser permettant de saturer le "processus goulot"
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d’un GETG et qui minimise le cofit des ressources.

Contrairement au cas des GET, peu de travaux ont été réalisés pour traiter ce

type de probleme dans le cas des GETG.

1.

Cohen et al. présentent dans [Cohen 1983] une méthode donnant une ré-
partition minimale des ressources dans un GET. Dans le cas ou le taux de
production visé est le taux du processus le plus lent, on parvient de de la

sorte a saturer le "processus goulot".

. Hillion et Proth dans [Hillion 1989] ont considéré un second probléme ana-

logue a celui présenté dans [Cohen 1983], qui consiste a minimiser un cofit
linéaire associé aux ressources, toujours sous la contrainte d’un taux de pro-
duction donné. Ils ramenent ce probleme a un probleme de programmation
linéaire en nombres entiers, dont les contraintes sont indicées par I’ensemble
des circuits du graphe. Constatant que cette approche était rendue ineffective
par I'impossibilité apparente d’énumérer les circuits (en trop grand nombre),

ils formulent des heuristiques pour résoudre le probleme.

. L’équipe de J.C Gentina (Voir chapitre 7 [Lopez 2001]) a proposé une mé-

thode qui permet d’ordonnancer les produits sur les machines en respectant le
temps de cycle optimale, tout en optimisant un critere secondaire (le nombre

ressource de transport).

Dans [Trouillet 2001] et [Trouillet 2003] a I’aide de 1’algebre spécifique (min,
div), les auteurs transforment un GETG vérifiant certaines conditions en un
GET ordinaire, indépendamment du marquage initial. Ils transforment donc
le probleme d’optimisation du marquage d’un GETG en un probleme d’op-

timisation du marquage d’un GET.

. Dans [Sauer 2003] I’approche proposée a été de travailler directement sur le

GETG et d’exploiter les résultats obtenus dans le cas des GET ordinaires.
Le principe de la méthode se base sur une heuristique. L’idée est d’enlever a
chaque itération un jeton dans une place en répondant a deux objectifs fon-

damentaux : réduire au maximum le cout des ressources, et augmenter aussi
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faiblement que possible le temps de cycle, c’est-a-dire diminuer au minimum

la productivité.

Les méthodes existantes n’étaient pas satisfaisantes est surtout complexe a uti-

liser, car soit elles ne nous donnaient pas de résultats pour des graphes de taille im-
portante, soit elles nous donnaient une solution approchée quelle que soit la taille
du systéme, mais ne donnaient pas aucune indication sur la distance a la solution
optimale.
Dans ce contexte, nous proposons une démarche simple est originale. Son prin-
cipe consiste a déterminer le nombre minimum de jetons a utiliser dans un GETG
permettant de saturer le "processus goulot" et d’atteindre les performances souhai-
tées, fixées préalablement. Pour cela, on procede par la recherche des équations
récurrentes linéaires équivalentes, en utilisant des travaux déja existants et certains
résultats développés dans le cadre de I’analyse de performances permettant de dé-
terminer le marquage qui minimise le colit des ressources a utiliser [Hamaci 2010,
Benfekir 2012].

4.2 Recherche des équations récurrentes linéaires

4.2.1 Présentation de la méthode de linéarisation utilisée

Cette méthode développée dans [Hamaci 2005] s’applique sur des GETG consis-
tants (cf. définition 2.15) et conservatifs (cf. définition 2.16). On note X le vecteur
d’état du GETG. On définit un vecteur C' de méme dimension que X . Chaque com-

posante de C' de type compteur satisfait une équation récurrente (min, +) linéaire.

Cette méthode a pour principe d’exprimer chaque composante de X en fonction
d’une composante de C'. Le fait que le GETG considéré soit consistant implique
I’existance d’un T-invariant sur les transitions. Comme on a vu au chapitre 2, un
T-invariant est un vecteur dont les composantes ne sont pas forcément unitaires,
contrairement a un GET ou toutes les composantes du T-invariant sont unitaires.
En effet, chaque compteur z,(¢) associé a la transition =, du GETG s’exprime

comme suit :
Vge TVt e Z, x,(t) = 0,c,(t), 4.1
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e 1,(t) est le compteur associé a la transition z, du GETG,
e 0, est la composante (€ N*) du T-invariant associée a la transition z, du
GETG.

Contrairement a la méthode proposée par Alix Munier, ol a chaque transition
x4, du GETG correspond 6, représentants dans le GET obtenu apres linéarisation
(ce qui provoque une expansion du graphe), le changement de variables (4.1) si-
gnifie que durant un cycle, chaque tir d’une transition ¢, du GET est équivalent a
0, tirs de la transition x, dans le GETG, ce qui donne 1’équivalence entre le com-
portement du GETG et le GET obtenu apres linéarisation.

Pour que le changement de variable (4.1) soit possible, c’est-a-dire pour que le
GETG soit linéarisable, chaque compteur c,(t) doit appartenir au dioide Z,,;,. La

proposition suivante donne la condition pour que le GETG soit linéarisable.
Proposition 4 Un GETG est linéarisable si :

. 1 m
Vg€ T,Vp€®q, Q—LM—p
q

ap

] eN. (4.2)

Preuve 5 D’apres ’assertion 1 (chapitre 2), chaque compteur z,(t) d’un GETG

satisfait la relation suivante :

74(t) = min |_qu (myp + Mpgzy(t — 7)) ]

PE®q, ¢'E%p

En utilisant le changement de variable (4.1) et la distributivité de la multiplica-
tion par rapport a I’opérateur min, on obtient I’expression ¢, (t) suivante :

1 m M /

co(t)= min —[(—-2 4 X

!
PE®q, q 6'p9q qp ap

Tyt —1p))]-

Notons § = (6; 65...0,)" le vecteur T-invariant. Ce vecteur satisfait 1’expres-
sion C x # = 0, ou C est la matrice d’incidence associée au GETG. Il en résulte,

sachant que les graphes sont consistants et conservatifs, que :
Vg, q€T pe P Myly— 0y My =0.
De cette relation, on déduit que :

9q 9q/
M, Mgy’
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par conséquent,

o . 1 m. 0
qt)= min ol +a 20t —7)),

c’est-a-dire,

Cq(t) = peg,liqrflepé \_(]\T;_; +04cq (t — 7))

Puisque 6,¢, (t — 7,) est un entier, nous obtenons :

. 1, m,
cq(t) = pe,fg}gle,p(e—q LM_qu + eyt — 7)), (4.3)

ce qui correspond a une équation récurrente (min, +) linéaire des lors que

é | ]ZL;J € N. Cette équation se code dans le dioide Oy, [0] de la fagon suivante :
C6) = @ Amll5vC, ). (4.4)

pE®q, ¢'Ep

Remarque 4.8 Définissons une classe d’équivalence au niveau des marquages ini-

tiaux induite par la relation d’équivalence suivante :

m/ m//
m'=m"sVeeT,Vpetq |2 =[-2]. 4.5)
qu qu
Tous les marquages initiaux appartenant a une méme classe d’équivalence en-
gendrent un méme comportement au niveau des transitions du graphe. Aussi, pour
ces mémes marquages, le GETG admet, apres linéarisation, un méme modele (min, +)

linéaire.

Dans le cas ou la condition de linéarisation (4.2) n’est pas satisfaite, une alterna-
tive consiste a utiliser la linéarisation approchée correspondant a un ajout/retrait de
jetons dans le GETG.

Le principe consiste a approcher autant que possible, en utilisant la condition
de linéarisation (4.2), le comportement du GETG initial. Il en résulte une approxi-
mation par valeur inférieure (resp., supérieure) obtenue par un retrait (resp., ajout)

minimal de jetons dans les places ne satisfaisant pas la condition de linéarisation.
Mp
M‘ZP

Autrement dit, dans chaque place p pour laquelle | 7= | ¢ 6,N, nous retirons autant
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de jetons que nécessaire du marquage initial, afin que la condition de linéarisation
soit vérifiée.
On note C (resp., C) le vecteur d’état du GET ordinaire obtenu a I’issue de la li-
néarisation approchée par retrait (resp., ajout) de jetons dans le GETG.
En reprenant le méme raisonnement que celui permettant d’établir la proposition
4, nous obtenons :

1| (mp+mp)

C,0)= @@ A%t e 15nTy0). (4.6)

peE®q, ¢'€®p

ou my, est le nombre minimun de jetons ajoutés dans la place p tel que L—mﬂ; T”J S

0,N.
De méme, on a :
1 (mp—mp)

@)= @ %t lame, (o). (4.7)

PE®q,q'E®p

ot m,, est le nombre minimum de jetons retirés de la place p tel que L%J €
qap
0,N.

Sachant que le retrait (resp., I’ajout) de jetons dans un GETG ralentit (resp.,

accélere) I’évolution du graphe, on a par conséquent :
Vg, 9q2q<t) = Qq(t) < xq(t) < Tq(ﬂ = eqéq(t)-

La fréquence de franchissement (3.5) d’'un GETG linéarisable, peut étre calculé
directement du modéle (min, +) linéaire obtenu apres linéarisation, en utilisant la
relation A, = 0,\, déduite directement du changement de variable. Par consé-
quent, T'C,,, = TC.

Exemple 4.22 Considérons le GETG représenté par la figure 4.1. Son évolution

dynamique est donnée par les équations suivantes :

(

X1(0) = p127°6" 112.X5(0),

X2(0) = p16p3.X1(6) €D 7°0° 13 X4 (9),
X3(0) = 0" X2(9),

\X4(5) = M§51X3(5)
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Comme nous I’avons constaté précédemment, le systéme ainsi obtenu n’est pas
(min, +) linéaire en raison de la présence de parties entieres rendant les équations
non linéaires. Pour linéariser ces équations, on commence par rechercher 1’inva-

riant total de transitions. Cet invariant correspond 2 ©' = (2 3 3 1). On vérifie

R

P3 1

FIGURE 4.1 — Exemple de GETG a linéariser.

que le marquage de chaque place satisfait la condition (4.2), ce qui signifie que le
GETG est linéarisable. En utilisant le changement de variable (4.1), on obtient le

modele suivant évoluant dans le dioide O, [0], issu de ’équation (4.4) :

C1(8) = 718" Cy(5),

C1(8) = 7 6°C4(5) B 5°C1 9).
C5(8) = 6'C4(6),

Cu(5) = 61C5(6).

Ces équations modélisent le comportement du GET représenté par la figure 4.2,

elle admettent la représentation suivante dans I’algébre (min, +).
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FIGURE 4.2 — GET obtenu apres linéarisation.

Pour le marquage initial suivant : M/(0) = (6 0 0 4 0), on note que la place
P4, marqué avec un jeton, ne satisfait pas la condition de linéarisation (4.2), ce qui
motive I’utilisation de la méthode de linéarisation approchée par ajout/retrait de
jetons dans le graphe. Le retrait d’un jeton dans la place p, permet de vérifier la

condition (4.2), de méme que 1’ajout deux jetons dans cette place.

L’utilisation des équations (4.6) et (4.7) permet d’obtenir les modeles appro-

chés suivants qui se codent facilement dans le dioide O, [0] :

(C1(6) =418'T40),

C5(5) = 7*6°Ca(0) D 8°C1(9),
Ts(8) = 51T (5),

|Ca6) = 6'C4(0).
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(C1(0) =110'C4 ().

Cy(0) = 118°C4(0) @ 6°C, (9).
Q3(5) - 51C2(5)>

|C.(6) = 0'C4(6).

(

at) =10et—1),

G(t) =20t -3)Palt —2),
2alt) = 2alt — 1),
() = alt - 1).

et

(e = 1@ (- 1),

G(t) =10t -3)Dalt —2),
c(t) = co(t — 1),

cy(t) = ¢t = 1).

4.3 Allocation de ressources

Dans cette section, nous présentons la démarche développée pour déterminer

les ressources a utiliser pour atteindre des performances souhaitées.

Définition 4.35 (Temps de Cycle atteignable). On appelle un Temps de Cycle at-
teignable, T'C,, tout temps de cycle vérifiant les conditions suivantes :

TC, <Tl(cy),
TC, € {%} ,n € N*.

e T'(c,) : Correspond a la somme des temporisations dans le circuit modélisant
le processus goulot.
Ces deux conditions permettent de préserver I’aspect discret des jetons dans le

circuit modélisant le processus goulot.
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4.3.1 Approche développée

Dans cette partie, on expose le principe de 1’approche développée, dans le but
de déterminer la quantité de ressources a utiliser permettant d’atteindre les perfor-
mances souhaitées.

eEtape 1 Déterminer un temps de cycle souhaité et atteignable, T'C,,.

eEtape 2 Si la condition de linéarisation est vérifiée pour toutes les places du
graphe :

Etape 2.1 Etablir le modele mathématique (min, +) linéaire

Etape 2.2 Construire le GET équivalent.

Etape 2.4 Déterminer le marquage global du GET obtenu apres linéarisation en
utilisant la relation 3.4.

Etape 2.5 Définir les différents marquages initiaux M, possibles du GETG per-
mettant d’atteindre les performances souhaitées, en utilisant la condition de
linéarisation 4.2.

Etape 2.6 Déterminer le meilleur marquage m,, qui soit solution du probleme

d’optimisation suivant :

Minimiser  f(M,) = K. My,
Sous les contraintes, (4.8)

TC,, =TC, My INT Vpe P

Ou

— TC, est le temps de cycle désiré, atteignable. Il peut aussi correspondre au
temps de cycle du processus goulot ;

— T'C,, est le temps de cycle obtenu a partir du marquage M, ;

— f(My) représente le cofit des en-courts du systéme de fabrication considéré.
Comme K = (ky, ko, ..., ky,) est un P-invariant, f(M,) = f(M,) pour tout
marquage accessible M, a partir de M.

eEtape 3 Dans le cas ol la condition de linéarisation n’est pas vérifiée, nous

procédons par trois étapes :

Etape 3.1 Ajouter des jetons dans les places ou la condition de linéarisation n’est
pas satisfaite, sachant que les jetons ajoutés n’auront aucune influence sur la

vitesse d’évolution du graphe. Une fois que la condition de linéarisation est
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vérifiée pour toutes les places avec le nouveau marquage, nous reproduisons

I’approche adoptée a I’étape 1 et a I’étape 2.

Etape 3.2 Enlever des jetons dans les places ou la condition de linéarisation n’est
pas satisfaite et de reproduire la méme démarche que précédemment une fois

la vivacité du graphe est assurée.

Etape 3.3 Vérifier que le temps de cycle T'C,,, fixé initialement est atteignable

dans les deux cas de la linéarisation approchée (Etape 3.1 et Etape 3.2).

4.3.2 Exemple illustratif

Le GETG représenté par la figure 4.3, modélise une partie de fabrication d’un
produit, noté A. Ce dernier résulte de I’assemblage de deux types de produit, A; et
Ay, apres avoir été traité avec deux machines différentes : Machine M est modéli-
sée par le circuit 1, composé de p; et ps ; Machine M, est modélisée par le circuit 2,
composé des places p3 et py. La vitesse d’évolution de cet ensemble est controlée

par la machine M; qui est menante.

Pour ce systeme, nous cherchons a définir le marquage des places p; et po pour
atteindre un 7'C, égal a 2.5 u.t. Ce systeéme admet un T-invariant © = (2,3, 1)
et un P-invariant £ = (1,1, 1,1). Dans la suite, que la partie fortement connexe
du GETG représenté par la figure 4.3 est considérée. Le modele mathématique
régissant I’évolution dynamique de ce graphe est donné par le systeme d’équations

suivant :
X1(0) = piy™ 62 Xs(0)
X2(0) = p1y™20" 3 X1 (0) €D 7°0" 3 X5(0)

Pour ce GETG, toutes les places vérifient la condition (4.2). Apres linéarisa-

tion, on obtient le modele linéaire suivant :

35540y (6),
sL2 6101 (6) D10 C5(6),

C1(9)
02(5) =

I
o0
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Machine 2 Machine 1(Circuit de commande)
7\
—_\ \ \
Stock de produit A2 4 Stock de produif A

Produit assemblé

FIGURE 4.3 — GETG modélisant deux machines de production.

Ces équations modélisent la dynamique du GET représenté par la figure 4.4,
dans le dioide O, [0]. Elle se codent linéairement dans 1’algébre (min, +) de la

maniére suivante :

alt) = %L%J ® co(t +4),
o) =1 @l - )1 @e-1)
c3(t) = eaft).

Pour obtenir un modele (min, +) linéaire, la valeur de | %t | = m et $%2| =

/ . N . ., . . ’ /
m., doivent appartenir a N. Pour assurer la vivacité du circuit 1, la somme m, +m,

doit étre supérieure a 0.

Le nombre total de jeton dans le processus goulot est donné par la relation 3.4 :

M(c,) = my +my = :;(CC,ZB Ceci est équivalent a : M(c,) = S22 = 2. Par consé-

quent, les marquages possibles du graphe sont: [2 0 1 0],[0 2 1 O]et[1 1 1 0].

A partir de ces marquages, utilisant la condition de linéarisation (4.2), on déduit

le marquage m; et ms du GETG initial.
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— Concernant le marquage [2 0 1 0], nous avons %[%J =2 =m €
(12,13, 14}.

— Concernant le marquage [0 2 1 0], nous avons %L%J =2 = my €
{12,13}.

— Concernant le marquage [1 1 1 0], nous avons %L%J =1= my €

(6,7,8} et ™2 =2 = my € {6,7,8}.

Utilisant la relation (4.8), nous calculons la quantité .M, pour chaque mar-
quage M. Cette quantité, d’un point de vue théorique, correspond a la constante de
conservation de jetons dans le graphe. On cherche le marquage qui minimise cette

valeur. Cette derniere correspond , dans la pratique, au cofit des en-cours utilisés.

P, P,

FIGURE 4.4 — GET obtenu apres linéarisation du modele mathématique associé a

la figure 4.3.

e Cas ou le marquage initial du GETG est égal a :
-[12030/=TC,,=TC, =25, f(My) =K.My =15
-[13030]=TC,,=TC, =25, f(My) =K.My =16
-[14030=TC,=TC,=25, f(My) =K.My =17

On remarque que le marquage [12 0 3 0] minimise le coit des en-cours utilisés.
Par conséquent, il correspond au marquage 1.

En analysant les résultats de la simulation du comportement dynamique des
compteurs associés aux différentes transitions du graphe (figure 4.5), nous remar-
quons que chaque transition est franchie deux fois sa composante de T-invariant

durant 5 u.t, une fois le régime permanent établi. Ce qui donne un temps de cycle

de 2.5 u.t.
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e Cas ou le marquage initial du GETG est égal a :
-101230=TC,,=TC, =25, f(My) =K.My =15
-01330/=TC,=TC, =25, f(My) =K.My =16

On remarque que [0 12 3 0] correspond au marquage m,, qui minimise le colt

des en-cours utilisés.

I
4 Eyenements Comportement !
dynamique de X2 -
26 !
24|
I
22 < 5
L St
20 - |
181 ! Comportement
| dynamique de X
16 | o 1
I
141 | 4 franchissements
| r
12 K= ‘ Jf‘
ol 6 franchissements i { 50t 4[ JT -
[ - - =
sl ‘ [f Sut
o N l S .
[ - | 2 franchissements
4 f r- T o
| _l
5 ‘r*fr 77777 [ Comportement
i dynamique dx
3 - v due e X3 Temps
J | | | | | | | | | | ! ! ! |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

FIGURE 4.5 — Evolution des différents compteurs pour le marquage [12 0 3 0].

e (Cas ou le marquage initial du GETG est égal a :
-16630=TC,=TC,=25, f(My) =K.My=15
-[6730=TC,=TC,=25, f(My) =K.My =16
-6830=TC,=TC,=25, f(My) =K.My=17
-[7630=TC,=TC,=25, f(My) =K.My =16
-8630=TC,=TC,=25, f(My) =K.My=17

On remarque que [6 6 3 0] correspond au marquage m,, qui minimise le coit des
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en-cours utilisés.

Le GETG de la figure 4.3 forme une composante conservative pour les trois
marquages: [12 0 3 0],[0 12 3 0] et [6 6 3 0]. Ces derniers sont des marquages
accessibles et atteignables, une fois le régime permanent établi, quel que soit le
marquage choisi.

¢ Cas ou la condition de linéarisation n’est pas satisfaite.
Pour le marquage initial suivant : My = [m; ms 4 0], la place p3 ne satisfait pas
la condition de linéarisation (4.2). Pour pallier a ce probleme, nous procédons en

trois étapes :

e Etape 1 Ajout de deux jetons dans la place ps pour vérifier la condition de
linéarisation (4.2).
On note que 1’ajout de jetons dans la place ps fait accélérer 1’évolution du cir-
cuit composé des places (ps, ps), cependant I’évolution dynamique du graphe est

contr6lé par le circuit de commande (py, p2) avec un temps de cycle de 2.5 u.t.

L’utilisation de 1’équation (4.6) permet d’obtenir un modele (min, +) linéaire

approché :

I
2

C1(9) L5164 C5(6),
Cy(0) = sL551T,(6) @ 20" Cs(9),

Ces équations modélisent le comportement dynamique du GET suivant, donné
par la figure 4.6.
Utilisant la méme démarche que précédemment, nous déduisons que le mar-

quage [12 0 6 0] permet d’obtenir un temps de cycle de 2.5 u.t.

e Etape 2 Retrait de un jeton dans la place ps pour vérifier la condition de
linéarisation (4.2). Sachant que le retrait de jeton du graphe peut ralentir 1’évo-
lution du graphe. L’utilisation de I’équation (4.7) permet d’obtenir un modele

(min, +) linéaire approché :



92 Chapitre 4. Allocation de ressources des GETG

FIGURE 4.6 — GET obtenu apres linéarisation du GETG en utilisant I’équation
(4.6).

Q1(5> IW%L%J&QQ@)?
C,(0) =sL58C (6) P11 Cy(0),

Ces équations modélisent le comportement dynamique du GET représenté par la
figure 4.7. Suivant la méme démarche que précédemment, nous déduisons que

le marquage [12 0 3 0] permet d’obtenir un temps de cycle de 2.5 u.t.

e Etape 3 On remarque que les deux marquages, [12 0 6 0] et [12 0 3 0],
permettent d’obtenir un Temps de Cycle de 2.5 u.t. Par conséquent, le marquage
[12 0 4 0] permet d’obtenir un Temps de Cycle de 2.5 u.t du fait que 3 < (m,,, =
4) < 6.

4.3.3 Application a un Atelier Flexible

Considérons un atelier flexible représenté par le GETG de la figure 4.10. 11 est
composé de trois types de machines pour fabriquer deux types de produits : Produit
A et produit B. Chaque produit subit successivement une série d’opérations dans

un ordre bien défini. Les gammes de fabrication de ces produits sont données par :

— Produit A : Machine 1, Machine 2, Machine 3.
— Produit B : Machine 2, Machine 1.
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Py

FIGURE 4.7 — GET obtenu apres linéarisation du GETG en utilisant I’équation

4.7).
Produit A N Machine 1 Machine 2 Machine 3 Produit A
Produit B Machine2 | Machine 1 Produit B

FIGURE 4.8 — Gamme de fabrication.

Les durées nécessaires pour effectuer les opérations considérées sur chacune

des machines sont données par la table suivante :

- Produit A | Produit B
Machine 1 1 2
Machine 2 3 1
Machine 3 2 X

Nous souhaitons fabriquer 3/5 du produit A et 2/5 du produit B. Les séquences

d’entrée sur les machines respectant ces ratios, sont les suivantes : A, A, A, B, B

sur Machine 1, Machine 2, alors que la Machine 3 ne fabrique que des produits A.
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Ces produits sont véhiculés par des ressource de transport (palettes) qui sont
disponibles en nombre limité dans 1’atelier. La ressource de transport suit le pro-
duit tout le long de sa fabrication et est libérée et a nouveau disponible a I’entrée
de la premiere machine sitot que le produit est terminé. Dans la suite, nous faisons
I’hypothese que chaque ressources de transport ne peut transporter qu’un seul type
de produit.

L’évolution dynamique de ce GETG, est donné par les équations récurrentes

suivantes codées dans le dioide Oy, [d] :

[ X,(8) = 71 Xo(6) D13 X1 (8),
X5(8) = 83X,(),

X3(0) = v us Xo(0) @ X»(9),
X4((5) == (59X3((5),

X5(0) = v*X6(0) D Xa(6),
X5(8) = 55X5(5),

X7(0) = p1X14(9),

Xs(0) = M%XQ(é)a

Xo(0) = p1 X12(9),

X10(0) = p1 X4(0),

Xi11(0) = p2X10(0) B 72 X14(9),
Xlg(é) - (52X11(5),

Xi13(0) = 12 X5(0) D X12(9),
X14(0) = 6* X 13()

\

Ce GETG admet le T-invariant suivant :

Transition | X; | Xo | X3 | X4 | X5 | X6 | X7 | Xs | X9 | X109 | X11 | X12 | X13

X14

© |3 /3 /33|33 |1 |1{1|1}]2|2] 2

Les temps de cycle des circuits de commande relatifs a chaque machine sont de
7 u.t pour la machine 1, 11 u.t pour la machine 2 et 6 u.t pour la machine 3. Comme
la machine la plus chargée est la machine 2, nous choisissons d’obtenir un temps

de cycle égal a 11 u.t. On suppose que dans la configuration initiale, ¢; correspond
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au nombre de palettes réservées aux produits A et ¢ palettes réservées aux produits
2. Quelles que soit I’allocation des palettes, on ne pourra donc jamais dépasser la
fréquence de machines menantes, c’est-a-dire 3/5 produit A et 2/5 de produits B
en moyenne toutes les 11 u.t. L’objectif consiste a déterminer les nombres ¢; et g¢-
pour atteindre le temps de cycle de 11 u.t de la machine menante M.

On remarque que le marquage des places vérifie la condition de linéarisation (4.2).
En utilisant le changement de variable (4.1), on obtient un modele en fonction de

I’opérateur v et 0 dans le dioide O, [0]-

(

C1(0) = V%LquJC%((;) EBW%L%JCM),
C2(8) = 0°C1(9),

C3(9) = 7*Cy(0) D Ca(9),

Cy(6) = 0°Cs(9),

C5(6) = 73111 Co(8) B Ca(6),
Cs(d) = °C5(9),

C7(0) = Cua(9),

Cs(6) = C5(0),

Cy(6) = C12(9),

Cho(8) = Cu(9),

Ch1(6) = Co(8) B 2L C1(9),
C12(8) = 62C11(0),

C13(5) = C8(5) @ 012(5>7
C14(8) = §*C13(0).

\

Ce systeme d’équations modélise I’évolution dynamique du GET ordinaire re-
présenté par la figure 4.10.
TC = max(l—ll, %, ?, q%’ ;—?, ﬁ)
Ces contraintes se lisent en termes de circuits du graphe. % correspond au cir-
cuit (c11, €12, €13, C14), (11—? au circuit (¢, co, ¢3, ¢4, 5, ¢g). Pour saturer la machine

menante, il faut avoir un temps de cycle égal a 11 u.t. Par conséquent, on obtient :
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CAGN_{O71}7 q;eN*

En utilisant la condition de linéaristaion 4.2, on trouve que le nombre de palettes

a utiliser est donné par :

Q1€N_{07172}7 QQGN_{Oal}

Pour trouver le nombre de palette minimum, nous utilisons la relation (4.8),
pour calculer la quantité /.M, pour chaque valeur possible de ¢; et go. On re-
marque bien que pour la valeur de ¢; = 3 et ¢; = 2, on a la valeur minimale de
la quantité /C. M, correspondante au cofit des ressources a utiliser et qui assure un

temps de cycle de 11 u.t

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés a 1’allocation de ressources dans
le cas des systemes modélisés par des GETG. le probleme traité consiste a déter-
miner les ressources a utiliser dans le but d’atteindre un temps de cycle souhaité.
Pour atteindre cet objectif, en utilisant une méthode de linéarisation, des équations
récurrentes linéaires ont été déterminées sous certaines conditions sur le marquage
initial. Ces équations linéaires permettent de d’établir le graphe d’événements tem-
porisé équivalent. Le marquage de ce dernier est déterminé en utilisant la théorie
spectrale dans les dioides. Par la suite, en exploitant la condition de linéarisation,
nous déterminons le marquage saturant le "processus goulot" et qui minimise une

somme pondérée des marquages des places du GETG.

Contrairement aux méthodes existantes, cette méthode se caractérise par son
efficacité et sa simplicité, par rapport aux différentes heuristiques et méthodes dé-
veloppés, dans le cas ol les contraintes imposées, condition de linéarisation (4.2)

et le temps de cycle atteignable (4.35), sont satisfaites.






CHAPITRE 5

Conclusion et Perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire ont pour sujet principal les Systemes
a Evénements Discrets qui peuvent étre modélisés par les Graphes d’Evénements
Temporisés Généralisés. Ces graphes, qui sont une sous classe des Réseaux de
Petri, permettent de modéliser, par exemple, de fagcon simple des opérations d’as-
semblage et de désassemblage de produits, présentes dans certains systemes de
production. Il a été montré, contrairement aux Graphes d’Evénements Temporisés
ordinaires, que ces graphes n’admettent pas une représentation linéaire dans 1’al-
gebre (min, +). Ceci est dii a la présence des poids sur les arcs qui engendre une
non linéarité dans 1’évolution du comportement dynamique de ces modeles. Cette
non linéarité empéche 1’utilisation des résultats développés dans le cadre de 1’ana-

lyse des systemes linéaires dans 1’algebre (min, +).

Dans cette these, nous avons abordé deux problématiques associées aux sys-
temes modélisables par des GETG : évaluation de performances et allocation de

ressources.

L’évaluation de performances fait 1’objet du troisieme chapitre. Dans ce der-
nier, nous avons proposé une nouvelle méthode de linéarisation du modele ma-
thématique régissant 1’évolution dynamique d’un GETG, dans le but d’obtenir un
modele (min, +) linéaire. Ce dernier permet de déduire certains indicateurs de
performances, comme le temps de cycle, en utilisant la théorie spectrale dévelop-
pée dans le cadre de I’analyse de performances des systemes linéaires dans les
dioides [Gaubert 1992]. Cette méthode a pour principe de synchroniser 1’évolution
de chaque compteur du graphe avec une entrée impulsionnelle. Cette derniere, de
par son amplitude qui tend vers I’infini, permet de linéariser toute équation récur-

rente associée a une transition du graphe.

Les résultats de ce chapitre ouvrent la voie a deux pistes de recherche :
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e La premicre porte sur la recherche des parametres de performances en fonc-
tion des parametres temporels du modele, tout en développant des solutions sous
forme de formules mathématiques applicables directement, sans conditions res-

trictives, sur le GETG initial.

e La deuxieme piste consiste a rechercher la fonction de transfert d’'un GETG
dans le cas d’un graphe non fortement connexe en ajoutant des entrées impul-
sionnelles au niveau de chaque transition du graphe. Sachant que la relation
entrées-sorties de ces graphes et non linéaire, a cause de la présence des parties
entieres qui sont utilisées pour préserver I’aspect discret de 1’état du systeme.
Cette fonction de transfert pourrait étre utilisée pour faire, par exemple, de la
commande en boucle fermée tout en développant un correcteur pour atteindre

des performances souhaitées.

Le probleme d’allocation de ressources des GETG est abordé dans le quatrieme
chapitre. Il consiste a déterminer une répartition minimale des ressources en vue
d’atteindre des performances souhaitées. Pour atteindre cet objectif, nous avons
procédé par la recherche des équations récurrentes linéaires équivalentes, en s’ins-
pirant des travaux déja existants. Ces équations linéaires permettent de déduire le
GET équivalent. Le marquage recherché se calcule en utilisant la théorie spectrale
et les performances souhaitées. Par la suite, en exploitant la condition de linéarisa-
tion, nous déterminons le marquage saturant le "processus goulot" et qui minimise

une somme pondérée des marquages des places du GETG.

Comme amélioration a ce travail, des travaux pourrait étre développés pour la

T'(cg)

généralisation de cette méthode a des cas ou T'C,, # —-

. Pour ce faire, nous pro-
cederions par ajout et retrait de jetons dans le graphe dans le but d’obtenir un 7'C,
cerné entre deux valeurs : une valeur min obtenue apres avoir ajouté des jetons dans
le graphe, et une valeur max obtenu apres avoir enlevé des jetons dans les places
ou la condition de linéarisation n’est pas satisfaite. C’est deux valeurs de temps de
cycle permettraient d’encadrer le marquage optimal recherché entre deux vecteurs

marquages.
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ANNEXE A

A.1 Transformée en ~

La transformée en +y joue un role analogue a la transformée en z dans la théorie des systemes
linéaires continus en temps discret. Elle transforme les produits de convolution en des produits
de séries formelles. La sortie d’'un GET mono-entrée/mono-sortie apparait alors comme le pro-
duit d’une série de transfert par une série d’entrée. La structure algébrique a utiliser pour une

telle représentation est en conséquence celle d’un dioide de séries formelles.

A.1.1 Définition

Pour un dateur {d(k)}rez (¢f. remarque 2.4), la transformée en v, notée D() est définie
comme la série formelle :
D(v) = @d(k)y*.
kEZ
Supposons deux dateurs reliés par 1’égalité x; (k) = x9(k — 1), ce qui correspond a deux tran-
sitions séparées par une place contenant un jeton. La transformée en + de chacuns des dateurs
est:

Il apparait que multiplier une série en +y par ~' revient a décaler la séquence de une unité. Il est
donc possible d’interpréter I’opérateur v comme opérateur de décalage événementiel, ce que

’on écrit parfois yx (k) = x(k — 1). Ceci est illustré par la figure A.1.

107
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x(k) z(k —1)

Figure A.1 — Opérateur de décalage événementiel.

Remarque 1. (Dioide Lomin [v])- Un ensemble de séries formelles a coefficients sur un dioide
complet peut également étre muni d’une structure de dioide complet dont la loi & est la somme
de séries formelles et la loi ® le produit de séries formelles. La transformée en -y des dateurs

peut donc étre considérée comme appartenant a un dioide de séries formelles en .

Nous noterons Z,,i, [] le dioide complet des séries formelles en v a coefficients dans Lorin
et exposants dans Z. L’élément neutre de 1’addition de Z,,;, [] est la série e(y) = @, ., 7" ou
e = —oo est I’élément neutre de 1’addition dans 7Z,,;, et I’élément neutre de la multiplication

est la série e(7) = e7° (o e = 0 est I’élément neutre de la multiplication de Zonin)-

A.1.2 Matrice de transfert

Pour un GET, il était toujours possible d’obtenir une représentation d’état canonique (2.8).

Considérons la transformée en ~y des dateurs u(.) x(.) et y(.) de I’équation (2.8), on a
X(v) =7AX(v) ® BU(7).
Il s’agit d’une équation implicite. Le résultat donne la plus petite solution
X(7) = (VA" BU (7).
En reportant cette solution dans 1’expression de la sortie Y, on obtient
Y(7) = C(yvA)'BU(y) = H(y)U(y),avecH (y) = C(vA)"B.

Cette equation exprime le comportement entrée-sortie du systeme. La série formelle :

H(vy) = C(vA)*B € (Zyin)"? (A.1)

est appelée série (ou matrice) de transfert du systeme.
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Exemple A.1. Pour le modele GET d’une machine présenté dans la figure A.2, on obtient la

représentation par des séries formelles en v suivante :

X(y) = - X(y) @ ‘ U(y)
3 € €
Y(v) = (¢ e) X(v)
D>
Xl 3 X2

O

Py P, Py

Figure A.2 — Modele GET d’une machine.

Le calcul de la matrice de transfert H () = C(yA)*B donne H(vy) = (37%)*3.

Pour le systeme décrit dans I’exemple précédent, nous considérons le signal d’entrée U () =
e = 7Y, la sortie résultante vaut Y () = H(7)U(7) = (37?)*3 ® e = (34*)*3 = H(y). Au-
trement dit, pour U(y) = e (entrée impulsionnelle), la sortie Y () coincide avec la réponse

impulsionnelle du systeme.

A.2 Transformée en o

Dans le domaine temporel la situation est completement duale, puisque une variable comp-
teur {c()},.,, est une application croissante : Z — Zy,;,. Si on note § 1’opérateur de décalage,

on a

C(6) = Pe(t)d".

teZ
De méme que précédemment, la propriété de monotonie (on se souviendra que 1’ordre dans le
dioide Z,,;,, est I'inverse de I’ordre naturel, i.e., a = b,a®b=a< a <b)d une trajectoire de

compteur ¢(t) se traduit par

Ve tZ, {c(t+1) < c(t)} & {ct) = c(t) @ c(t + 1)},
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En passant a la transformée en 4, on obtient :
{CO)=C)y'C(0)} = {C0) = (1) CH)}-

Exemple A.2. Pour I’exemple de la figure (A.2), on obtient la représentation par des séries

X() = (; 2) X(5) e (6> U(s)

Y() = (e ¢) X()

formelles en § suivante :

Le calcul de la matrice de transfert H(§) = C'(0A)*B donne H(§) = (26%)*6°.
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Contribution a I’analyse de performances des SED non
linéaires dans I’algebre (min, +)

Abderrahim BENFEKIR

Résumé

Cette these s’inscrit dans le cadre de la théorie des systemes linéaires dans les dioides.
Cette théorie concerne la sous-classe des systemes a événements discrets modélisables par les
Graphes d’Evénements Temporisés (GET). La dynamique de ces graphes peut étre représen-
tée par des équations récurrentes linéaires sur des structures algébriques particulicres telles que
I’algébre (max, +) ou I’algébre (min, +). Ce mémoire est consacré a I’analyse de performances
des systémes dynamiques qui peuvent étre modélisés graphiquement par des Graphes d’Evéne-
ments Temporisés Généralisés (GETG). Ces derniers, contrairement au GET, n’admettent pas
une représentation linéaire dans 1’algebre (min, +). Pour pallier a ce probléme de non linéarité,
nous avons utilis€ une approche de modélisation définie sur un dioide d’opérateurs muni de
deux lois internes : loi additive () correspondant a 1I’opération (min), et loi multiplicative (®)
équivalente a la loi de composition usuelle. Le modele d’état obtenu, est utilisé pour évaluer les
performances des GETG. Pour cela, nous avons proposé une nouvelle méthode qui a pour but de
linéariser le modele mathématique régissant I’évolution dynamique du modele graphique, dans
le but d’obtenir un modele (min, +) linéaire. La deuxiéme partie de cette these est consacrée au
probleme qui consiste a déterminer les ressources a utiliser dans une ligne de production, en vue
d’atteindre des performances souhaitée. Ceci est équivalent a déterminer le marquage initial de
la partie commande du GETG.

Mots-clés : Réseaux de Petri, graphes d’événements temporisés généralisés, graphes
d’événements temporisés, dioide, algebre(min, +), linéarisation, temps de cycle,

optimisation.

Abstract

This thesis is part of the theory of linear systems over dioids. This theory concerns the subclass
of discrete event dynamic systems modeled by Timed Event Graphs (TEG). The dynamics of
these graphs can be represented by linear recurrence equations over specific algebraic struc-
tures such as (max, +) algebra or (min, +) algebra. This report is devoted to the performance
analysis of dynamic systems which can be represented graphically by Generalized Timed Event
Graphs(GTEG). These type of graphs, unlike TEG, do not admit a linear representation in
(min, +) algebra. To mitigate the problem of nonlinearity, we used a modeling approach de-
fined on a dioid operators endowed with min as () usual composition as (®). The obtained
state model is used to evaluate the performance of GTEG. For this, we proposed a new method
to linearize the mathematical model governing the dynamic evolution of the graphical model in
order to obtain a linear model in (min, +) algebra. The second part of this work is devoted to
the problem of determining the resources to use in a production line, in order to achieve desired
performance. These is equivalent to determining the initial marking of the control part of the

GTEG.
Keywords: Petri Nets, generalized timed event graphs, timed event graphs, dioid, (min, +)

algebra, linearization, cycle time, optimization.





